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Resumo

FRANCA, V. V. Emaranhamento em Sistemas de Muitos Férmions. Tese
(Doutorado) - Instituto de Fisica de Sao Carlos - Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos,
2008.

Neste trabalho exploramos o emaranhamento em sistemas de muitos férmions. Para
o estudo de sistemas inomogéneos, propusemos uma aproximagao de densidade local
(LDA) para a entropia de emaranhamento de um unico sitio com o restante do sistema
e uma LDA para o emaranhamento entre blocos de sitios. Analisamos as contribui¢oes
universal e nao-universal do emaranhamento entre blocos e obtivemos uma expressao
para o termo nao-universal. Usando o modelo de Hubbard unidimensional, investigamos
o emaranhamento em nanoestruturas eletronicas, quantificando o emaranhamento de
um unico sitio com relagao ao restante da cadeia via entropia de emaranhamento. Para
o modelo de Hubbard homogéneo estudamos o comportamento do emaranhamento em
funcao da densidade, da magnetizacao, da interacao eletronica e de campos magnéticos
externos. Encontramos que o emaranhamento é sensivel as fases metdlica, isolante e
supercondutora. Observamos um platdo de emaranhamento na regiao do gap de spin
e verificamos que susceptibilidade magnética e emaranhamento estao intrinsecamente
relacionados. Obtendo as energias e densidades do modelo de Hubbard inomogéneo
através da Teoria do Funcional da Densidade e usando nossa proposta LDA para
a entropia de emaranhamento, exploramos o comportamento do emaranhamento na
presenca de diversas inomogeneidades: superredes, impurezas e confinamento harmonico.
Verificamos que o emaranhamento sempre diminui com a inomogeneidade, embora os
efeitos de cada inomogeneidade sejam completamente diferentes. Encontramos uma
relacao entre energias de troca e correlacao, de Hartree e cinética, capaz de prever
quantitativamente o emaranhamento em funcao de qualquer das inomogeneidades.

Palavras-chave: Emaranhamento. Informacao quéantica. Nanoestruturas. Sistemas
fortemente correlacionados. Modelo de Hubbard.



Abstract

FRANCA, V. V. Entanglement in Many-Fermions Systems. Thesis (Doctoral) -
Instituto de Fisica de Sao Carlos - Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2008.

In this work we investigated entanglement in many-fermions systems. To explore
inhomogeneous systems we proposed a local density approximation (LDA) for the single-
site entanglement entropy. We analysed the universal and nonuniversal contributions
to block-block entanglement and obtained an expression for the nonuniversal term. We
employ a description in terms of the one-dimensional Hubbard model to investigate the
entanglement in electronic nanostructures and to quantify the single-site entanglement
with respect to the rest of the chain by means of the entanglement entropy. For the
homogeneous Hubbard model we studied the entanglement behavior as a function of
density, magnetization, electronic interaction and external magnetic fields. We found that
the entanglement is sensitive to the metallic, insulating and superconducting phases. We
observed an entanglement plateau in the region of the spin gap and verified that magnetic
susceptibility and entanglement are intrinsically related. Energies and densities of the
inhomogeneous Hubbard model, obtained from Density Functional Theory, combined
with our proposal of an LDA for the entanglement entropy, were used to explore
the behavior of the entanglement entropy in the presence of several inhomogeneities:
superlattices, impurities and harmonic confinement. We verified that entanglement
always decreases with the inhomogeneity, although the effect of each inhomogeneity is
completely different. For the same model we found a relation of exchange-correlation,
Hartree and kinetic energies, able to predict quantitatively the entanglement as a function
of any inhomogeneity.

Keywords: Entanglement. Quantum information. Nanostructures. Strongly corre-
lated systems. Hubbard model.
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1 Introducao

O emaranhamento é uma das propriedades mais fascinantes da Mecanica Quantica
e também uma de suas caracteristicas menos intuitivas. Dois graus de liberdade de um
sistema quantico sao emaranhados quando nao podemos atribuir valores a um indepen-
dentemente do outro. Assim, ao medirmos o estado de um dos subsistemas de um sistema
composto emaranhado, interferimos instantaneamente no estado dos demais subsistemas,
independentemente da distancia entre eles. Sob uma visao classica, o emaranhamento
é interpretado como uma interagao instantanea entre subsistemas, o que levou Albert

Einstein a chamé-lo de a¢ao fantasmagorica a distancia (1)).

A Fisica Quantica, porém, revela que nao se trata de uma interacao a distancia entre
sistemas distintos, mas de uma conseqiiéncia da nao-localidade na descricao quantica de
um unico sistema composto. A diferenca entre a visao cldssica e a quantica foi ilustrada
por A. Einstein, B. Podolsky e N. Rosen, no famoso paradoxo EPR, que descreve o estado
de duas particulas emaranhadas a distancias macroscépicas (1)), no qual a interpretagao
em termos de uma interacao entre particulas independentes, com propriedades locais,

levaria a contradi¢oes com a relatividade restrita.

Embora esse emaranhamento a grandes distancias tenha chamado muita atengao por
seus aspectos nao intuitivos e surpreendentes que desafiam a mente classica, trata-se de
uma propriedade intrinseca da Mecanica Quantica, presente em praticamente todos os
sistemas, inclusive em sistemas que nao estao separados por grandes distancias, e até

mesmo entre graus de liberdade de uma tnica particula.

Emaranhamento entre sistemas com distancia nao macroscopica tem sido intensa-
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mente investigado nos ultimos anos no contexto da Informacao Quantica, porque pode ser

usado na transmissao, no armazenamento e no processamento de informagcao.

Os primeiros trabalhos em que verificou-se a existéncia de emaranhamento (2 [3))
surgiram no inicio da década de 80, através de testes das desigualdades de Bell (4). Mas
a quantificacao de emaranhamento s6 foi explorada mais tarde, em sistemas de fétons
(5L 6l 17, [8)), incluindo o bem sucedido e famoso teletransporte de estado entre dois fétons

em margens opostas do rio Dantbio (9)).

J& para a Criptografia Quantica, o emaranhamento foi explorado em chaves criptogra-
ficas (L10) 11l [12)), para envio seguro de informagao. A grande vantagem em usar estados
emaranhados na Criptografia estd no fato de que se houver algum interceptador na men-
sagem, sua presenca serd imediatamente notificada pela alteragao no estado do sistema

emaranhado.

O emaranhamento também desempenha um importante papel para o desenvolvimento
da Computagao Quantica (13), em que, além de transmitir, é necessario armazenar e pro-
cessar informacgao. Existem alguns sistemas muito visados para o futuro computador
quantico, como elétrons em nanoestruturas, spins em experiéncias de ressonancia nuclear
magnética (RNM) e redes quanticas de fons, nos quais alguns processos simples de trans-

missao de informagao ja foram produzidos (14, 15 [16]).

No entanto, comparada com a Informacao e a Criptografia Quantica, a Computagao
Quantica estd em um estagio ainda mais inicial, especialmente com relagao a realizagoes
experimentais. Do ponto de vista tedrico, embora constituam uma linha de pesquisa bem
recente, os estudos de emaranhamento em nanoestruturas tém evoluido rapidamente (17),

principalmente com o auxilio de modelos como os de Heisenberg e de Hubbard (18| [19).

Embora o estudo de emaranhamento tenha recebido muita atencao nos ultimos anos,
podemos considerar que estamos na fase inicial da montagem de um intrigante quebra-
cabeca. Suas pecas contém informagoes sobre a natureza do emaranhamento, sobre como
identificar sistemas emaranhados, quantificar o grau de emaranhamento, entender suas

propriedades e controlar essa caracteristica tao promissora da Mecanica Quantica.
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Nosso objetivo nesta tese foi o estudo do emaranhamento em sistemas de muitos fér-
mions. Para isso investigamos o comportamento do emaranhamento nas fases metalica,
isolante e supercondutora de um sélido. Procuramos entender como o emaranhamento
¢ influenciado pela variagao dos parametros internos do sistema, como densidade, mag-
netizacao e interacao eletronica. Propusemos uma maneira de obter o emaranhamento
de sistemas inomogéneos e buscamos a compreensao dos efeitos que bordas, impurezas,
potenciais elétricos e campos magnéticos externos, produzem no emaranhamento. Estu-
damos ainda as contribuigoes universal e nao-universal do emaranhamento e procuramos
por uma relacao entre emaranhamento e energia. Todas essas pesquisas foram efetuadas
sob uma visao que mescla ciéncia fundamental com possiveis aplicagoes, uma alimentando

a outra, para que pudéssemos contribuir com algumas pecas para o quebra-cabeca.

Os conceitos tedricos necessarios para estes estudos sao apresentados no Capitulo 2.
Iniciamos apresentando a definicao de emaranhamento e a entropia como forma de quan-
tificar o emaranhamento. Em seguida descrevemos o modelo de Hubbard. Por fim apre-
sentamos alguns conceitos basicos da teoria do funcional da densidade (DFT), incluindo
a aproximagao de densidade local (LDA) e o sistema Kohn-Sham, e entao apresentamos

como a DFT é aplicada ao modelo de Hubbard.

No Capitulo 3 tratamos do emaranhamento no modelo de Hubbard homogéneo, ex-
plorando as fases isolante, metalica e superfluida. Analisamos o emaranhamento nessas
fases em funcao dos parametros do sistema: densidade, interacao e magnetizacao. Além
disso estudamos os efeitos de campos magnéticos no emaranhamento e exploramos seu

relacionamento com a susceptibilidade magnética.

Apresentamos, no Capitulo 4, a proposta de uma LDA para a entropia de emaranha-
mento de sistemas inomogéneos. Testamos a qualidade de nossa proposta comparando
com resultados exatos para cadeias pequenas. Aplicamos a LDA para a entropia de
emaranhamento do modelo de Hubbard inomogéneo e exploramos o efeito de diversas

inomogeneidades: superredes, impurezas e confinamento harmonico.

Estendemos a andlise para o emaranhamento entre blocos, no Capitulo 5, analisando
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as contribuigoes universal e nao-universal do emaranhamento, e propomos uma LDA para

a entropia de emaranhamento entre blocos de sistemas inomogéneos.

No Capitulo 6 apresentamos resultados preliminares de um indicador de emaranha-
mento formado por uma combinagao de componentes da energia total: energia de troca e
correlacao, energia de Hartree e energia cinética. E, finalmente, no Capitulo 7 apresenta-

mos as conclusoes finais.
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2 Fundamentos Teoricos

Dedicamos este capitulo a descricao dos conceitos tedricos que serao fundamentais
para a compreensao dos resultados da tese. Iniciamos definindo emaranhamento, con-
ceitual e matematicamente, apresentamos a entropia como medida de emaranhamento,
descrevemos o modelo de Hubbard, conceitos basicos de DFT e por fim apresentamos a

DFT aplicada ao modelo de Hubbard.

2.1 Emaranhamento

O emaranhamento é uma das propriedades mais intrigantes da Mecanica Quantica. A
compreensao de sua natureza tem sido um dos grandes desafios da ciéncia fundamental,
principalmente porque se trata de um observavel de mensurabilidade nao-trivial. Além
dessa questao basica, identificar, quantificar e controlar o emaranhamento em um dado
sistema sao essenciais para o desenvolvimento das areas de Informagao e Computagao

Quantica.

Matematicamente o emaranhamento é definido através da impossibilidade de fatori-
zacao dos estados dos subsistemas emaranhados. Assim, se trés subsistemas A,B e C,
como ilustra a Figura[I} estao emaranhados entre si, entao o estado total [Papc) ndo é

fatorizado no produto dos estados individuais,

[Yanc) # Wa) @ g ® e, (2.1)

em que ;) é o estado do subsistema i. Assim, qualquer medida em um dos subsistemas

A, B ou C afeta instantaneamente os demais subsistemas. Por isso, a partir da medida do
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estado de um subsistema, podemos extrair alguma informacao sobre o estado dos demais.
Essa definicao de emaranhamento nao esta restrita a apenas 3 subsistemas: desde que
tenhamos mais de um sistema envolvido, nao ha um limite maximo para o nimero de

componentes.

Figura 1 — llustracdo de um sistema subdividido em trés subsistemas. As partes A,B e
C estarao emaranhadas se o estado total ndao for o produto dos estados dos subsistemas.

Quando o estado total obedece a Eq., entao existem correlacoes quanticas entre os
subsistemas. E importante nao confundir esse conceito de correlagao, com o de correlagao
da teoria de muitos corpos. Na fisica de muitos corpos, quando as N particulas de um
sistema sao interagentes entre si, a funcao de onda total, ¥(r, r,,...ry), nao pode ser

decomposta em um produto das fungoes de onda de cada particula,

V(ri,ra,rw) # $(r1)d(r2)...9(rw), (2.2)

onde ¢(r;) é a funcao de onda da particula i. Isso significa que o comportamento das

particulas esta correlacionado.

Embora haja uma semelhanga formal entre as desigualdades Eq.(2.1) e Eq.(2.2)), as
duas defini¢coes de correlagao sao muito distintas. Para entender a diferenca entre uma
definicao e outra é preciso considerar o conceito de subsistema em cada caso. Para a
definicao de correlacao de muitos corpos, o importante é a existéncia ou nao de interacao
Coulombiana entre as particulas. Neste caso temos N subsistemas, cada qual composto
por uma unica particula, de forma que o estado de cada subsistema nada mais é do que

a funcao de onda de cada particula individual.

Ja para sistemas emaranhados, dizemos que o emaranhamento existe entre pelo menos
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dois subsistemas, A e B, que nao representam necessariamente duas particulas, A e B
poderiam representar diferentes graus de liberdade de uma mesma particula. Ou poderiam
ser formados por um conjunto de particulas, por exemplo, A contendo x particulas e B
contendo y particulas. Neste caso o estado de cada subsistema nao sera apenas a func¢ao
de onda de uma tnica particula, mas sera a funcao de onda das x particulas, ¢(r,), para o
subsistema A e de y, ¢(ry), para B. Assim, neste exemplo, o sistema estaria emaranhado

se obedecesse a desigualdade

(ri,ra, rn|Wag) = Y(ri, ro, ..ry) # d(ry) ® ¢(ry), (2.3)

que absolutamente nao traz nenhuma informacao sobre correlacao do ponto de vista de

teoria de muitos corpos.

Assim, as correlagoes quanticas relacionadas com emaranhamento nao devem ser con-
fundidas com as correlacoes devido as interacoes entre as particulas. O tnico caso em
que ambas as defini¢oes se confundem ¢é aquele em que os N subsistemas A, Ay, ...,Ay
representam cada qual uma unica particula de um sistema com N particulas. Entao, o

estado de cada subsistema é a funcao de onda de uma tnica particula,

(rilya,) = ¢(r),
(s, = ér),
<rN|l//AN> = ¢(FN)’ (24)

e dessa forma as duas defini¢oes de correlacao, Eq.(2.1)) e Eq.(2.2), tornam-se idénticas.
Neste caso o emaranhamento entre as particulas, devido apenas a interacao entre elas, é
a propria correlacao no sentido de muitos corpos. Portanto, podemos considerar que a

correlagao de muitos corpos é na verdade um caso especial de emaranhamento.

Embora tenhamos definido sistemas emaranhados através da obediéncia a desigual-
dade Eq.(2.1), o emaranhamento nao é apenas um fator qualitativo presente ou ausente

em um sistema. E possivel definir também um grau de emaranhamento. Diferentes sis-
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temas emaranhados podem ter graus de emaranhamento diferentes. Um mesmo sistema,
sob certas condicoes e variacoes de parametros, pode tornar-se mais ou menos emara-
nhado. Isso significa que ao medirmos o estado de um subsistema B, podemos obter mais
ou menos informacao sobre o estado do subsistema A, dependendo de quao emaranhado
estiverem. Encontrar meios para quantificar essa intensidade de emaranhamento é um dos

ingredientes essenciais para o desenvolvimento do processamento quantico de informacao.

Para o caso mais complexo, de sistemas multipartites e com estado total misto, ou
seja, formados por mais de 2 subsistemas com estado total em uma mistura estatistica de
estados, ainda ha pouco consenso sobre a melhor forma de obter o grau de emaranhamento,
embora existam algumas propostas (20, 211, 22). J4 para o caso de sistemas multipartites,
mas com estado total puro, existem algumas grandezas relativamente bem estabelecidas
como eficientes medidores do grau de emaranhamento, como por exemplo concurréncia e

negatividade (23)).

Especificamente para o caso que trataremos aqui, de sistemas bipartites — formados
por dois subsistemas — e estado total puro, ha um consenso de que a quantidade apropri-
ada para a medida do grau de emaranhamento é a entropia de von Neumann ou entropia

de emaranhamento (13), que discutiremos detalhadamente na préxima segao.

2.2 Entropia como Medida de Emaranhamento

Considere um sistema de duas componentes, A e B, em um estado total puro |¥,p),

tal que a matriz densidade do sistema seja

pap = [Yap){Pasl. (2.5)

O emaranhamento deste sistema pode ser calculado através da entropia de emaranha-

mento, definida como (13])

SA =-Tr [PA lngpA] . (26)
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onde p, é a matriz densidade reduzida do subsistema A, que é obtida através do traco da

matriz densidade total nos graus de liberdade do subsistema B,

pa = Trplpagl. (2.7)

A equacgao Eq.(2.6) quantifica o emaranhamento entre os subsistemas A e B. Eviden-
temente o grau de emaranhamento de A com relacao a B deve ser o mesmo de B com

relacao a A, o que implica na igualdade

SA = SB =-Tr [pB 10g2p3] , (28)

onde pp é a matriz densidade reduzida do sistema B,

ps = Tralpasl, (2.9)

obtida através da matriz densidade total sob o traco nos graus de liberdade de A.

Embora a forma da entropia de emaranhamento, Eq.(2.6)), seja muito parecida com a

da entropia estatistica da termodinamica (24]),
ST = ks ) P;jInP;, (2.10)
J
e com sua expressao quantica, obtida por von Neumann (25)),

ST(p) = —kgTrlplnpl, (2.11)

onde kg ¢ a constante de Boltzmann, P; sao as probabilidades de cada estado j, depen-
dentes da temperatura T e p é a matriz densidade do sistema, a similaridade se restringe
apenas a forma matematica e a idéia de que quanto maior o nimero de estados possiveis,

maior a entropia.

Conceitualmente, no entanto, ha uma grande diferenga entre as entropias da Eq.(2.6)
e da Eq.(2.11). A entropia termodindmica S7 e sua versao quantica S”(p) somam sobre
todos os possiveis estados P; (classicos) e p (quanticos), respectivamente. Isso significa que

ambas carregam informagao sobre o nimero de estados possiveis e sobre a probabilidade
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de cada estado no sistema todo, o que corresponde a informacao sobre a desordem do
sistema. Ja a entropia de emaranhamento, S 4, soma sobre todos os possiveis estados do
subsistema A. Isso significa que a informagao estd relacionada com o nimero de possiveis
estados e sobre a probabilidade de cada estado no subsistema A, e que, de alguma forma

carrega informacao sobre o sistema B.

Para ilustrar como é possivel obter informacao sobre B a partir de uma medida no
sistema A, considere o sistema formado por duas particulas, cada qual em uma superpo-
sicao de estados de spin, | T) e | ). O estado total dessas particulas deve ser puro para
que o emaranhamento possa ser quantificado pela entropia de emaranhamento. Suponha
entao que o estado total seja o de uma particula com spin para cima e outra com spin
para baixo, [Wap) = | T)| |). Assim, ao efetuarmos uma medida sobre um dos subsistemas,
digamos sobre a particula A, o resultado da medida ird nos informar o estado da particula

B. Se a medida resultar no estado | T), saberemos que a particula B estara no estado | |).

Embora possuam conceitos distintos, é comum que se tente fazer analogias entre a
entropia de emaranhamento e a entropia termodinamica, em busca de significados mais
intuitivos para a entropia de emaranhamento. Existe no entanto uma outra forma de
compreender a entropia de emaranhamento, vinculando-a a uma medida de pureza, como

mostramos a seguir.

Considere um sistema bipartite, A e B, no estado total puro [¥45). Uma vez que se
trata de um sistema puro, sua matriz densidade total serd dada pela equagao Eq.(2.5)).

Assim, se nao houver emaranhamento entre A e B, ou seja, se o estado total fatorizar,

[WaB) = Ya) ® [¥p), (2.12)

entao a matriz densidade total sera

PAB ['F'ap) (a5l

[ adlyp) ® (Wal{ysl

[ra)Wal ® |Wp) Yl
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Portanto, partindo de um sistema puro nao emaranhado encontramos que cada subsistema

estd em um estado puro, com matriz densidade reduzida pa = Wa) W4l € pp = Wp){Wsl.

De fato a relacao Eq.(2.12)), que define a inexisténcia de emaranhamento, é obedecida
apenas quando os subsistemas também sao puros. Se, ao contrario, os subsistemas fossem

mistos, por exemplo, em uma mistura estatistica de dois estados |a) e |B),

pa = axla)al + BAlBYBI, (2.14)
pp = agla)al + Ba|B)H, (2.15)

cada qual com probabilidade @ap) € Ba), entao [Pap) # [Ya) ® ¥p). Portanto a medida
da pureza do subsistema A, ou equivalentemente do subsistema B, é uma medida de
emaranhamento. Para medir a pureza de um sistema basta calcular o traco do quadrado da
matriz densidade deste sistema, Tr{p*]. Devido & propriedade de idempoténcia da matriz
densidade pura, se o subsistema estiver em um estado puro teremos Tr[p*] = Tr(p] = 1. J4
se estiver em um estado misto, o traco resultard em valor intermedidrio 1/d < Tr[p*] < 1,

cujo minimo dependerd da dimensao d da base de estados.

Assim, a entropia de emaranhamento,

Sam = —Trlpas 108, pas)l, (2.16)
¢é basicamente uma medida da pureza dos subsistemas, onde incluiu-se uma func¢ao loga-

rl’tmicaﬂ tal que a extensividade da entropia fosse mantidaﬂ

Apesar de termos escolhido a base 2 para o logaritmo da Eq. E|, o uso de outras

bases, como In ou log, ndo acarretaria nenhuma alteracao conceitual para a definicao da

1 Como o logaritmo atua em probabilidades, que sdo menores ou iguais a 1, o resultado de log, p seréd
sempre nulo ou negativo. Assim ao introduzir o logaritmo na defini¢do de emaranhamento, é preciso
acrescentar também um sinal negativo, para que a entropia seja sempre positiva.

2 Neste caso a extensividade existe apenas para entropias de emaranhamento de diferentes sistemas, mas
nao para as entropias das partes emaranhadas. Assim, por exemplo, um sistema A, B emaranhado terd
ainda Sp # Sa + S. Entretanto, se tivermos um sistema cujo emaranhamento depende da escolha de
A, por exemplo em sistemas espacialmente inomogéneos, o logaritmo garantird a extensividade para as
entropias dos diversos subsistemas Al,A2,A3, ... escolhidos: S;pm = Sa1 +Sa2 +Sa3 + ... Isso permite,
por exemplo, o calculo do emaranhamento médio de A com relagao a B.

3 Essa escolha é conveniente para o modelo de Hubbard porque a base de ocupacdo neste modelo tem
dimensao d = 4, de forma que a entropia estard limitada entre dois niimeros inteiros, 0 < § < 2.
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Eq.(2.16]). Diferentes bases apenas definem diferentes escalas para a entropia. A escala da
entropia ira depender da dimensao d da base de estados, ou seja, dependera do niimero

de estados possiveis do subsistema.

Como vimos o emaranhamento serd minimo,
Syt =8F"=0, (2.17)

quando o subsistema for puro, isto é, estiver em um estado bem definido, com probabili-

dade unitaria, enquanto os demais estados tém probabilidade nula.

Analogamente, o emaranhamento méximo,

1

S—l] s

ocorrera quando o subsistema for maximamente misto, ou seja, quando todos os d possiveis

estados da matriz ps tiverem igual probabilidade 1/d, de forma que a equacao Eq.([2.16)

recaia na Eq.(2.18]).

2.3 Modelo de Hubbard

O estudo de emaranhamento em solidos, como discutido no Capitulo 1, tem sido
investigado em cadeias de spin ha algum tempo (26, 27, 28, 29, [30). Esses modelos
descrevem cadeias com sitios ocupados por um tunico elétron ou ion, cujo tnico grau
de liberdade é a orientacao de spin. Mais recentemente, porém, sistemas de elétrons
itinerantes, tal como descrito pelo modelo de Hubbard, tém se tornado alvo de estudos
de emaranhamento (31}, [32)). O modelo de Hubbard, muito explorado na area de sistemas

fortemente correlacionados, é uma simplificacao para a descricao de elétrons em sélidos.

Em um sistema unidimensional, formado por uma cadeia de L sitios, o modelo de
Hubbard descreve o movimento dos elétrons nos sitios, como ilustra a Figura 2] Cada
sitio representa um orbital eletronico, nao-degenerado, de forma que sé pode ser ocupado
por no maximo dois elétrons com spins opostos, devido ao Principio de Exclusao de Pauli.

Duas particulas em um mesmo sitio i experimentam uma interacao Coulombiana U;. As
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Figura 2 — llustracao de uma cadeia de tamanho L do modelo de Hubbard. Cada sitio
pode ser ocupado por até duas particulas, com interacdao intra-sitio U;. A itinerancia das
particulas entre sitios vizinhos € representada pelo termo t;;, com j=i+ 1.

particulas possuem também uma certa probabilidade #;; de se deslocar de um sitio i para
um sitio vizinho j, esse é o termo de energia cinética ou hopping. Além disso cada sitio
pode estar sob acao de algum potencial externo v;,, elétrico ou magnético, onde o =T, |
é a orientacao de spin. Assim o Hamiltoniano do modelo de Hubbard unidimensional é

dado por

5 _ AT A z : A z : ~
H=- Z t,'j (Ci(rcja' + HC) + UiniTnil + Vielio» (219)
ijo i io
onde éjo,éi(, sao os operadores de criagao e aniquilagao de particulas com spin o no sitio

. T

i, fiy = ¢; Cir ¢ 0 operador densidade, com };,(fiz) =n = N/L, N = Ny + N; é o niimero

total de particulas no sistema e N, é o numero total de particulas com spin o

A itinerancia das particulas ao longo da cadeia depende das probabilidades de hopping
entre os sitios #;; e da interacao U;. Por exemplo, se no sitio i ha uma particula com spin
o, a probabilidade de uma particula nos sitios vizinhos j = i + 1 migrar para o sitio i sera
nula, se ela tiver o mesmo spin o, e baixa, se ela estiver sozinha no sitio j, pois o custo
energético serd maior para manter 2 particulas no sitio i, devido a interacao U;. Se por
outro lado o sitio i estiver vazio e o sitio j duplamente ocupado, a probabilidade de uma
das particulas do sitio j migrar para o sitio i sera alta, tendendo a configuracao de mais

baixa energia.

Para o caso em que U; = U é o mesmo para todos os sitios, essa itinerancia de particulas
do sitio j para o sitio i pode ser analisada de forma simétrica através do movimento de

buracos ou de auséncia de particulas, do sitio i para o sitio j, como ilustrado na Figura 3]
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Figura 3 — O hopping de uma particula do sitio i para o sitio j, através da operagao é;éi,

¢ ilustrado juntamente com o movimento simétrico de um buraco, do sitio j para o sitio
i, através da operacao b;b‘, onde blT = (-1)'¢; e b; = (—1)’61.T sao operadores de criacao e
aniquilacao de buracos.

As interagoes U, e as energias cinéticas t;;, dependem da distribuicao de densidades das

ijs
particulas na cadeia. A distribuicdo de particulas, por sua vez, depende das condigoes de
contorno e do potencial externo v;,. Por exemplo, para um sistema sem campos externos
(vie = 0) e tamanho infinito, o sistema serd homogéneo — a distribui¢ao de densidades n;
serd uniforme, n; = n = N/L — e entao todos os sitios serao equivalentes, com U; = U e
t;j = t. Da mesma forma, se o sistema for finito, mas com condicao de contorno periédica
(PBC —do inglés periodic boundary conditions), a distribui¢ao serd igualmente homogénea,
n; =n = N/L. Se por outro lado, o sistema tiver condi¢ao aberta de contorno (OBC — do
inglés open boundary conditions), a distribuigao de densidades serd afetada pela presenca

das bordas, apresentando oscilagdes de Friedel (33]). Na presenga de potenciais externos,

Vvie # 0, a distribuicao serda inomogénea e dependente da forma de v;,.

Em alguns casos o Hamiltoniano Eq. do modelo de Hubbard é exatamente so-
luvel. Para sistemas pequenos, com L < 20 sitios, o Hamiltoniano pode ser diagonalizado
numericamente. No limite termodinamico, L — oo, em que a cadeia é homogénea, a
energia por sitio do estado fundamental é obtida através da solucao exata Bethe-Ansatz
(341, 35),

0

eo(n,m, U) = =2t f a(k) cos kdk, (2.20)
-0

dependente da densidade, da magnetizacao m = (n; — n;)/2, onde n, é a densidade de

particulas com spin o. A fungao a(k) vem das equagoes de Lieb-Wu, que sao um conjunto
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de equacoes integrais acopladas,

B i cosk [ U/4
ak) = o+ LO Y

1 U/4 1 u/2 NI
o) = ;IQ (U/4)2+(l_senk)za(k)dk—;Im T+ a=rpo Ol (2.21)

em que Q ¢é determinado pela condicao de normalizagao f_ QQ a(k)dk = n e o(l) é normalizado
por f_ 0:0 o(ldl =n;/2. A solu¢ao numérica das equacoes de Lieb-Wu, Eq. 1’ assim como
a subrotina de diagonalizagao exata do Hamiltoniano Eq.(2.19)), foram implementadas em

nosso grupo de pesquisa pelo colaborador Dr. Vivaldo L. Campo.

Para o caso em que o tamanho da cadeia é intermediario, 20 << L << co, embora nao
tenhamos solucoes exatas, é possivel obter varias propriedades do Hamiltoniano Eq.
através da Teoria do Funcional da Densidade (DFT —do inglés Density Functional Theory)
(36, 37, 38). Usando DFT e a aproximacao de densidade local (LDA — do inglés Local-
Density Approximation) para o modelo de Hubbard (39), pode-se obter a energia e a
distribuicao de densidades de cadeias com tamanhos intermediarios. Na proxima secao,

apresentamos os principais conceitos de DF'T e LDA e mostramos como sao aplicadas ao

modelo de Hubbard.

2.4 Teoria do Funcional da Densidade

A Teoria do Funcional da Densidade (DFT) (36, 37, 38) tem sido uma ferramenta
fundamental para a solugcao de problemas de muitos corpos. Através de DFT é possivel
descrever um sistema de N particulas interagentes, descritas por uma equagao de Schro-
dinger 3N-dimensional para a funcao de onda de muitos corpos W(ry, r, ..., ry), a partir de

um sistema equivalente de uma tnica particula com um potencial efetivo vgg(r), através

das equagoes de Kohn-Sham (KS) (40).

A DFT fundamenta-se no teorema de Hohenberg-Kohn (HK) (36]), que estabelece
que a densidade ny(r), de um sistema de N particulas interagentes no estado fundamen-

tal sob acao de um potencial externo v(r), determina univocamente a fungao de onda
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Yo(r1, 2, ..., ry) do sistema. Portanto a funcao de onda é um funcional da densidade,
\PO(rl,r29-'-’ rN) = ‘P[I’l()(r)], (222)
onde n(r) é dada por

n(r) :Nfd3r2fd3r3...fd3rN‘P*(r, P2y e NP1, 72,y o TY). (2.23)

A energia do estado fundamental E, pode ser obtida minimizando E = (¥P|H|¥), com

relacao a todos os possiveis estados anti-simétricos |¥),

E, ming (V| H|¥)

= (PnollT + U + V¥[nol)

Elno(n), (2.24)

onde os operadores de energia cinética T e de interacao U sao universai, enquanto o
operador V do potencial externo é dependente do sistema. Uma vez que W[ng] ¢ um

funcional da densidade, entao a energia, assim como qualquer observavel, é um funcional

da densidade Ey = E[ny(r)] (Eq.(2.24))).

Assim a energia do estado fundamental também pode ser obtida minimizando o fun-
cional da densidade E[n]

E[n] = T[n] + U[n] + V[n], (2.25)

com relagao a densidade,

Ey = min,E[n]

min, [T[n] + Un] + V[n]]. (2.26)

A minimizacao da energia resulta em

0E[n]  6F[n] 6VIn]

on(r) B on(r) - on(r)
_ OF[n]
0 = 5" +v(r), (2.27)

4 Isso significa que a forma dos operadores T e U é a mesma para qualquer sistema Coulombiano e
nao-relativistico, enquanto o operador V varia de acordo com o sistema considerado.
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onde v(r) = 6V[n]/én(r) é o potencial externo e F[n] é o funcional universal,

Fln] = T[n] + Ulnl. (2.28)

Embora todo este formalismo seja exato, nao conseguimos resolver o problema dire-
tamente porque o funcional universal F[n] nao é conhecido explicitamente. Assim, na
pratica é preciso fazer aproximacgoes para a energia cinética e a interacao eletronica do

sistema interagente.

2.4.1 LDA e Aproximacgao de Thomas-Fermi

A aproximagao de densidade local (LDA),
O[n(r)] = O*P[n] = f d’r 0" (M) snis (2.29)

consiste em aproximar o funcional da densidade O[n(r)], de um observavel extensivo (O)
de um sistema com distribuicao de densidade inomogénea, pela integracao no volume de
0""(n) = limy_,., 0""(n)/V, substituindo localmente n por n(r), como ilustra a Figurafd A
funcao da densidade O"™(n) é o observavel para o sistema com distribuicao de densidade
homogénea. A seguir mostraremos o uso da LDA para o calculo da energia cinética na

aproximacao de Thomas-Fermi.

A mais simples aproximagao para o funcional universal F[n] é obtida pela aproximagcao
de Thomas-Fermi (TF), em que a energia de interacdo é aproximada pela energia de

Hartree,

2 ’
Uln] ~ Eyln] = %fd%fd%’w (2.30)

lr=rl’
que é a energia eletrostatica classica, e a energia cinética do sistema interagente T[n] é

aproximadaﬁ] por

T[n(r)] =~ TFPA[n] = f A (7) | M (2.31)

5 A energia cinética na aproximacdo de TF ¢é calculada através de duas aproximacdes independentes.
Uma delas é a aproximagao LDA, tal como na Eq.7 que aproxima a energia cinética do sistema
inomogéneo, T[n(r)], a partir da densidade de energia *"(n) do sistema homogéneo. A outra aproxima-
¢do consiste em adotar a energia cinética do sistema homogéneo ndo-interagente , t*"(n), no lugar da
densidade de energia do sistema homogéneo interagente, " (n) ~ " (n).
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O[n(r)]|

dr”’
g Ohom(n) n->n(r’)

ohom(n)

n—»>n(r’)

Figura 4 — llustracao da aproximacao LDA para um sistema unidimensional. Para cada
intervalo dr’ calcula-se a funcdo homogénea 0" (n), substituindo n por n(r’).
onde t""(n) é a densidade de energia cinética de um sistema nio-interagente com densidade

constante,

om _ 3 2.N2/3 _ 3k1%7
67 (n) = 2B = <=, (2.32)

em que k%/2 ¢ a energia de Fermi, usando para a massa m = 1 e i = 1, e se relaciona
com a densidade por k2 = (37°n)*3. Assim, na aproximacao TF a equacao Eq.(2.28) é
aproximada por

Fln] = F'F[n] = T*PA[n] + Eyln]. (2.33)
Portanto a energia total, Eq.([2.25), na aproximagao de Thomas-Fermi é dada por
E[n] ~ E""[n] = T°*[n] + Ey[n] + VInl. (2.34)

A simplicidade da aproximacao de Thomas-Fermi facilita sua implementacao, mas em

contrapartida seus resultados sao limitados.
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2.4.2 Energia de troca e correlacao

Na tentativa de melhorar a aproximacao de TF acrescenta-se a energia de troca e
correlagao,

Excln] = T[n] - T,[nl + Uln] — Enlnl, (2.35)

que contém toda informacao perdida nas aproximacoes T[n] = T[n] e U[n] =~ Egx[n]. A

energia de troca e correlagao pode ser decomposta em Ex + Ec, em que

2 B G0)6()pulr)
Ex = 7§fd3rfd3r ! , (2.36)

Ir—r|

¢ a energia de troca, devido ao principio de exclusao de Pauli, e E¢ ¢é a energia devido as

correlagoes, cujo funcional nao é conhecido.

Assim o funcional energia de sistemas interagentes é dado por
E[n] = Ti[n] + Eyln] + Exc[n] + V[n], (2.37)

e sua minimizagao, semelhante a Eq.(2.27)), leva a relagao

0E[n] _ 6T[n]
on(r)  on(r)

+vy(r) + vxe(r) + v(r) = 0, (2.38)

onde vy(r) = 6Ey[n]/on(r) é o potencial de Hartree e vxc(r) = Exc[n]/on(r) é o potencial

de troca e correlagao.

Embora as equacgoes Eq. e Eq. sejam formalmente exatas, novamente te-
mos (ue recorrer a aproximacoes para que sejam resolvidas, uma vez que nao conhecemos
explicitamenteﬁ a forma dos funcionais T[n] e Exc[n]. Esse problema foi simplificado com
o esquema proposto por Kohn e Sham (40)), que permite que a minimizagao Eq.([2.38) seja

feita indiretamente.

6 Note que mesmo a componente Ex nao é conhecida explicitamente em termos da densidade, mas apenas

em fungao dos orbitais ¢(r), Eq.(2.36).
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2.4.3 Esquema Kohn-Sham

O esquema Kohn-Sham (KS) consiste em mapear um sistema interagente, com den-
sidade n e energia E[n] dada pela equacao Eq.(2.37), em um sistema auxiliar nao-

interagente, com mesma densidade n e energia Eg[n]
E[n] = Ts[n] + Vi[n], (2.39)

ja que Ey = 0 e Exc = 0 para o sistema nao-interagente. A minimizacao da energia E[n]

sera
0Es[n]  oT[n]
on(r)  on(r)

+v(r) =0, (2.40)
onde vy(r) = o6Vi[n]/on(r) = vgs(r) é o potencial externo do sistema nao-interagente ou

potencial de Kohn-Sham.

[gualando as equagoes Eq.(2.38) e Eq.(2.40)), encontramos o potencial de Kohn-Sham

que mapeia um sistema interagente no sistema KS,
Vs (r) = v(r) + v(r) + vxe(r). (2.41)

Assim, podemos calcular a densidade do sistema de muitos corpos, n(r), resolvendo o
problema de um sistema nao-interagente, ou seja, o problema de particula tnica. A

equacao de Schrodinger para o sistema KS sera

2v2
[ + Vks (”)] ¢i(r) = €¢i(r), (2.42)

2m
onde n(r) = ngs(r) é dada por
N
n(r) = > Igi(rP, (2.43)

e ¢;(r) sao os orbitais de KS.

Esse conjunto de equacoes, Eq. — Eq., constitui as equacoes de Kohn-Sham.
Perceba entretanto que para obter a densidade n(r), é preciso saber ¢;(r), Eq.. Por
outro lado, para obter ¢;(r) é preciso conhecer o potencial vgg(r), Eq.. Mas para
obter vigg(r) é preciso obter vy(r) e vxc(r), Eq.. Mas estes, por sua vez, sao obtidos

a partir da densidade n(r). Ou seja, o problema ndo € linear.
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Para resolver o sistema KS é preciso adotar uma técnica auto-consistente, em que
inicia-se com um chute para a densidade n(r), calcula-se o correspondente vgg(r) e obtém-
se ¢;(r). Este ¢;(r) ird gerar uma nova densidade n(r), que usaremos como chute para
o proximo ciclo. E assim seguimos repetidamente até que haja convergéncia entre as
sucessivas densidades. Esse processo geralmente exige algumas iteragoes, mas ainda assim
¢ mais vantajoso resolver a equacao de Schrodinger para uma tnica particula algumas
poucas dezenas de vezes do que resolver uma tunica vez a equacao de Schrodinger de
muitos corpos. Uma vez que a solucao tenha convergido, n(r) = ny(r), entao podemos

obter a energia Ey[ng(r)] do sistema.

Apesar do esquema KS ser formalmente exato, os cdlculos de DFT na pratica exigem
ainda algumas aproximagcoes. A escolha do método numérico para resolver o ciclo auto-
consistente de KS e a escolha das funcoes de base para a resolucao, sao aproximacoes
técnicas. Por outro lado, adotar os orbitais ¢;(r) e os auto-valores € como fungoes de onda
e energia do sistema interagente, é uma aproximacao conceitual. Por fim, nao conhecemos
uma expressao exata para o funcional Exc[n], de forma que precisamos recorrer a uma de

suas aproximagoes (41]).
2.4.4 DFT para o modelo de Hubbard

Até aqui descrevemos a formulacao ab initio da DFT. Para aplicar a DFT em modelos,
é preciso reformula-la para cada modelo. Especificamente para o modelo de Hubbard,
descrito pelo Hamiltoniano Eq.(2.19)), existe uma formulagao da teoria do funcional da

densidade (39). O Hamiltoniano de KS neste caso é

1

Hys = =t ) (&1, ¢j0 + He)+ Y villel &, (2.44)

ijo i

onde vff 6 o potencial efetivo do sistema KS, Eq. 1’

VI = v 0] = vingd + valngd + vxelnid, (2.45)

1
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v[n;] é o potencial externo, vgy[n;] = Un;/2 é o potencial de Hartree e vxc[n;] = 6 Exc[n;]/on;

é o potencial de troca e correlacad’}

Embora essa formulacao da DFT para o modelo de Hubbard, assim como para o
caso ab initio, seja formalmente exata, nao conhecemos a forma de Eyc[n;] e portanto,
precisamos usar aproximacgoes. Neste trabalho adotaremos a aproximacao BA-LDA para
a energia de troca e correlagao (39), que usa uma aproximagao local baseada na solugao

de Lieb-Wu (34) para o ansatz de Bethe (veja Segao 2.3).

A aproximagao BA-LDA (39) consiste em fazer uma aproximacao LDA para a energia
de troca e correlacao, partindo de uma proposta parametrizada para a energia total por

sitio do sistema homogéneo,

ePA(n, U) =

=21B(U) o ( nn

para 0<n <1, (2.46)
ﬁ(U))
em que B(U) é um parametro determinado pela imposicao de que a parametrizagao

Eq.(2.46) seja exata em n = 1, onde a solugao das equagoes de Lieb-Wu é conhecida

b4 _ * Jo(x)J1(x)
B(U)sen (,B(U)) = 271[0 MEYEE) eUx/z)dx, (2.47)

onde J;(x) é a funcao de Bessel de ordem i e S(U) tem valores exatos nos limites de U = 0

analiticamente,

eU=00,BU=0)=2epU=o0)=1.

Assim, uma vez que existe uma expressao analitica, embora aproximada, para a ener-

gia total por sitio e = E/L ~ €54(n, U), inserindo a Eq.(2.46)) na relacao Eq.(2.37), podemos

obter uma aproximacao BA para a energia de troca e correlacao por sitio do sistema ho-

mogeneo:
exc(n,U) = exe(n,U) = e(n,U) 1, ey
-2tB(U 4t Un?
= A )sen )+ Zsen (@) - (2.48)
n BU) b 2 4
onde usamos as relacoes t, = —4t/nsen(rn/2) e ey = Un*/4.

7 Para o modelo de Hubbard, em que cada sitio estd restrito a apenas um nivel de energia e, portanto,
restrito a dupla ocupagao de particulas com spins opostos, a energia de troca é nula, existe apenas energia
de correlagao. Mesmo assim, mantemos a denominagao mais geral de energia de troca e correlagao.
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Finalmente, de posse de uma expressao analitica para a densidade de energia de troca

e correlacao, Eq.(2.48), podemos construir uma LDA para Exc do sistema inomogéneo,

N
Excln] ~ EBALPAln, U] = Z PAn, U)o, para 0<n <1, (2.49)

1

A extensao para 1 <n < 2 pode ser obtida através da transformacao particula-buraco —
descrita na Secdo 2.3 — substituindo-se n; por 2 — n; (34), de forma que a energia total

do estado fundamental sera

An,U)=Umn-1) - 2t'875U) sen(ﬂ(ﬁz((_])n)) para 1<n<2. (2.50)



44

2 Fundamentos Teoricos




45

3  Emaranhamento no Modelo de
Hubbard Homogéneo

Os primeiros estudos de emaranhamento, tanto tedricos quanto experimentais, fo-
ram realizados em sistemas de f6tons (5] [7, 6], [§). Do ponto de vista experimental isso
provavelmente se deve ao fato de que possuimos grande controle sobre sistemas opticos,
em comparac¢ao com sistemas solidos. Do ponto de vista tedrico, considerava-se que o
emaranhamento fosse dissipado através das interacoes entre as particulas do sistema e
o ambiente, ou reservatério, pelo processo denominado decoeréncia (42)), que é cada vez
mais intenso a medida que o sistema torna-se macroscopico. Por isso, por muito tempo a
investigacao de emaranhamento em sélidos nao foi alvo de interesse: supunha-se que nas

dimensoes reais e a temperaturas finitas o emaranhamento ja nao existisse mais.

Recentemente porém, através da medida da susceptibilidade magnética de um mate-
rial ferromagnético em func¢ao da temperatura, mostrou-se (43)) que os resultados experi-
mentais sao reproduzidos pela teoria somente quando considera-se a presenca de emara-
nhamento no sistema, como mostra a Figura[§] Concluiu-se entao que o emaranhamento
desempenha papel fundamental em sistemas macroscdpicos mesmo para temperaturas

relativamente altas (44]).

Desde este surpreendente resultado, o estudo de emaranhamento em cadeias de spin
e em cadeias de particulas itinerantes se intensificou, nao apenas recebendo o status de
realista, mas também tornando-se necesséario para a completa descricao de solidos. Assim,
dedicamos este capitulo ao estudo do emaranhamento no modelo de Hubbard unidimen-

sional e homogéneo.
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Figura 5 — Susceptibilidade magnética em funcdao da temperatura de um material fer-
romagnético (LiHoopasY09s5F4). Dados experimentais e ajustes com trés diferentes trata-
mentos: cldssico, semi-cldssico e totalmente quantico. Figura extraida do artigo Nature

425, 48 (2003).

Na Secao 3.1 apresentamos a definicao de emaranhamento local, resultados anterio-
res de emaranhamento como testemunha de transicoes de fase quanticas no modelo de
Hubbard homogéneo e as limitacoes das técnicas anteriores a esta tese. Na Secao 3.2
apresentamos nossa proposta para o uso da solu¢ao numérica Bethe-Ansatz no calculo do
emaranhamento e os resultados nas fases isolante, metélica e superfluida do modelo de
Hubbard homogéneo. Na Secao 3.3 descrevemos o emaranhamento na presenca de um

campo magnético externo e analisamos sua relagao com a susceptibilidade magnética.

3.1 Emaranhamento Local

A entropia de emaranhamento foi definida no Capitulo 2, Eq., cOmMo uma ex-
celente ferramenta para quantificar o emaranhamento entre dois subsistemas A e B com
estado total puro. Nao discutimos porém quais seriam os subsistemas nem tao pouco a
natureza deste emaranhamento. Assim, por exemplo, se definimos A e B como sendo duas

particulas, o emaranhamento sera entre particulas, que pode ser devido a polarizagao de
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spins e também devido a posigao espacial das particulas. Se no entanto fixamos essas duas
particulas no espaco, fazendo com que seus graus de liberdade sejam restritos a orientacao

de spin, teremos emaranhamento apenas entre spins.

Quando, porém, definimos A como uma regiao localizada do espaco e B o restante do
espaco, que pode ser limitado ou nao, temos emaranhamento local. Assim, por exemplo,
ao definirmos A como um unico sitio de uma cadeia e B o restante da cadeia, a entropia
de emaranhamento fornecerda o emaranhamento local entre o sitio A e os demais sitios.
Neste caso, o emaranhamento local é uma medida de quanta informacao pode ser extraida

sobre o estado quantico do sistema B, a partir do estado quantico do sitio A.

Para o modelo de Hubbard homogéneo,

A==t (ehejp+He)+ U iy +v ) g, (3.1)

ijo i io
descrito pela Eq.(2.19) com t;; = t, U; = U e v, = v, 0s possiveis estados de um determi-

nado sitio A, na base de ocupagao, sao

Inya =10),17), L) oull), (3.2)

representando respectivamente, o estado em que o sitio estd vazio, o estado com uma
Unica particula com spin para cima, o de uma particula com spin para baixo e o de duas

particulas, uma com cada orientagao de spin devido ao Principio de Exclusao de Pauli.

Nesta base, a matriz densidade reduzida do sitio A é diagonal (veja demonstragdo no
Apéndice |A)),
pa =wr YT+ wi 1) L+ w2 [TD (T + wo [0) €01, (3.3)

onde w; é o valor esperado de dupla ocupacao,

wy = Ylmay ), (3.4)

w, € o valor esperado da ocupacao de uma tnica particula com spin o =T, |,

We = Ylig ) —wy, (3.5)
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e wp o de ocupagao nula,
Wy = 1_WT_Wl_W2’ (36)

para o qual usamos a identidade ), w, = 1, como mostramos detalhadamente no Apéndice

. O estado fundamental é representado por [), fi, = &8, é 0 operador densidade e &, e

¢, sao respectivamente os operadores de criacao e aniquilagao de uma particula com spin

0.
Assim a entropia de emaranhamento do sitio A,
Sa=-Trlpalog, pal, (3.7)
torna-se,
Sa = -wyplog, wy —w log, w; — w; log, wy — wg log, wy. (3.8)

Note que quando a indeterminacao do estado do sitio é maxima, ou seja, quando todos os
possiveis estados tém igual probabilidade (wy = w; = w, = wy = 1/4), o emaranhamento
¢ méximo, S¥** = 2. Quando o estado do sitio é completamente definido, isto ¢, um dos
w, = 1 e portanto os demais sdo nulos, entao nao hd emaranhamento, S’ = 0. Assim o
emaranhamento local de um tnico sitio do modelo de Hubbard na base de ocupagao varia

sempre entre 0 e 2.

Podemos agora usar o teorema de Hellman-Feynman (45) para a energia Ej do estado

fundamental,
oH dE,
(M@hﬂ) =30 (3.9)
e as definicoes de densidade de carga,
n =Yl ) + Wl ), (3.10)

e de densidade de spin (ou magnetizagao),

Wil — lay )
m= 5 ,

(3.11)

para substituir todas as probabilidades w, da entropia por grandezas fisicas: energia,
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densidade e magnetizacao.

Portanto, derivando o Hamiltoniano Eq.(3.1)) com relagdo a U, tomando a média no

estado fundamental e usando a definicao Eq.(3.4)), temos

L

Wl i 1)
i=1

Lyl iy 1)

= Lw,. (3.12)

OH
(Wl 30 )

Note que a somatoéria pode ser substituida por Liisit; porque no sistema homogéneo to-
dos os sitios s@o equivalentes. Igualando as equacgoes Eq.(3.9) e Eq.(3.12), obtemos a

probabilidade de ocupacao dupla em fun¢ao da energia,

Wy = %, (3.13)
onde ¢y = Ey/L é a energia do estado fundamental por sitio.
Somando e subtraindo as relacoes Eq. e Eq., obtemos
Wl ly) = g +m, (3.14)
Win ) = 5-m, (3.15)

e entdo, substituindo nas definigoes Eq.(3.5)) e Eq.(3.6), obtemos wq, w; e wy em fungao

de ey, n e m,

n 660
= ——— 1
n  de
= ——— —-m, 1
wy 530 "™ (3.17)
0
wy = 1—n+6—2. (3.18)

Dessa forma a entropia de emaranhamento de um tunico sitio no modelo de

Hubbard homogéneo, Eq.(3.8)), torna-se uma funcao da densidade, da magnetizagao e
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da interacao,

om n Oe n de n de n Oe
P ) = (5= G emfion| 5 5| (5 = 5 - moss| 5 - 5 -]
aeo (96() (96() 660
(1 n+aU)log2[1 nt ool g 0% g (3.19)

uma vez que a energia é uma funcao destas quantidades, ey = ey(n, m, U).

O estudo de emaranhamento em modelos de sélidos é mais comum no modelo de
Heisenberg, cujo emaranhamento é devido apenas a orientacao de spin das particulas.
Existem poucos trabalhos que estudam o emaranhamento em sistemas de particulas iti-
nerantes, descritos pelo modelo de Hubbard (31, 32, 46, [47)). Especificamente analisando
o emaranhamento local, dado pela Eq., um grupo (31) usa diagonalizagdo exata
para obter a entropia S (n,m, U), enquanto um outro grupo (32, [46) usa explicitamente a
Eq.(3.19). Mas a energia ey(n, m, U) ndo ¢ conhecida analiticamente para todos os valores
den,me U, portanto os trabalhos (32, 46]) apenas exploram os limites $""(n = 1,m, U = 0)
e §""(n=1,m, U — —o0), onde a energia é conhecida analiticamente, e para o caso sem

campo magnético (m = 0), usam uma expansao da energia em termos de 1/U (48),

o !
ey = —%sen(ﬂn) - ; Kk (n) (%) , (3.20)

vélida para U — oo, com k;(n) tabelados até a quinta ordem em [ na Ref.(48)).

Ambos os grupos, porém, concentram-se no estudo do emaranhamento como uma
testemunha de transi¢oes de fase quanticas (QPT — do inglés Quantum Phase Transitions).
As propriedades especificas do emaranhamento e sua relacao com as grandezas n,m e U
nao sao exploradas. Além disso, ambos apresentam sérias limitacoes: via diagonalizacao
exata o trabalho da Ref.(31]) estd restrito a cadeias de tamanho méaximo L = 70 para
sistemas semi-preenchidos (n = 1) e L = 10 para n # 1. Embora seja suficiente para os
propésitos relacionados com QPT, adotar um sistema de 10 ou mesmo 70 sitios como
se fosse um sistema infinito certamente transferiria grande imprecisao para S""(n, m, U),
comprometendo uma anélise mais detalhada do emaranhamento. Ja os métodos adotados

em (32} [46]) sao limitados com relagao a escolha de n,m e U, apenas algumas combinagoes
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especificas desses valores sao possiveis, conforme ja relacionadas acima.

Na se¢ao a seguir propomos o uso da solucao numeérica Bethe-Ansatz para a energia,
que fornece o valor exatd| de eg(n,m, U) e apresentamos os resultados para a entropia
de emaranhamento nas fases isolante, metdlica e supercondutora do modelo de Hubbard

homogeéeneo.

3.2 Emaranhamento nas Fases Isolante, Metalica e
Supercondutora

Vimos que podemos estudar o emaranhamento exato do modelo de Hubbard homo-
géneo através de uma expressao analitica que é fungao da densidade, da magnetizagao e
da interacao, dada pela Eq.. Note porém que a dependéncia nao é direta, devido a
presenca da energia ey(n, m, U). Portanto, embora no sistema homogéneo n,m e U possam
ser considerados parametros arbitrariamente escolhidos, a energia eg(n, m, U) ird depender
da combinagao escolhida e devera ser obtida de alguma forma para que o emaranhamento

seja obtido.

Propomos entao usar a solugao numérica Bethe-Ansatz para a energia do modelo de
Hubbard homogéneo (34), ja apresentada na Segao 2.3 e implementada em nosso grupo
de pesquisa pelo colaborador Dr. Vivaldo L. Campo. Assim, uma vez estabelecidos os
valores de n,m e U, podemos obter numericamente o valor da energia ey(n, m, U), calcular
sua derivada deg/AU também numericamente e, através da Eq.(3.19), obter a entropia de

emaranhamento S""(n, m, U).

Fagamos, inicialmente, uma andlise da quantidade dey/dU. Na Figural[6| apresentamos
a derivada da energia em funcao da interagao para alguns valores de densidade e m = 0.
Observamos que a maior variagao ocorre em torno de U = 0 e que para o limite U — oo a
derivada vai a zero para qualquer densidade. Esse comportamento é extraido diretamente

da energia, que no limite de U — oo, como mostra a Eq.(3.20]), possui uma expressao

1O célculo é exato, mas resolvido numericamente, de forma que hé ainda uma fonte de erro devido aos
arredondamentos feitos internamente pelo computador. Mas esse tipo de erro é inferior a 10713, o que
é praticamente exato para nossos propdésitos.
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exata:

eo(n,U = o) = —%sen(nn), (3.21)

que independe de U e, portanto, dey/dU = 0 para qualquer n.
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Figura 6 — Derivada da energia com relacao a U, dey(n,m = 0,U)/0U, em funcao da
interacao emn =02, n=05en=1.

J& para o caso em que U — —oo, a saturacao ocorre em 0ey/0U = n/2. Para compre-
ender esse limite, é fundamental lembrar que através da transformacao particula-buraco
é possivel escrever a energia de um sistema atrativo em termos da energia do sistema

repulsivo (34)), eo(n,|U)),

U
eo(n,U) = TH —eo(n,|U]) para U<DO. (3.22)

Assim, para U — —oo, a energia ey(n, |U|) torna-se constante em U, Eq.(3.21)), de forma

que a derivada dey/0U para U < 0 é simplesmente

deo(n,U)

n
= 2
ou 2 (3:23)
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Vimos que o maximo absoluto do emaranhamento de um tnico sitio no modelo de
Hubbard é §™* = 2, que ocorre quando wy = w; = wy = wy = 1/4. Porém, as defini¢oes
Eq.(3.13) e Eq.(3.16) — Eq.(3.18) mostram que, em m = 0, essa condi¢do sé é obtida
emn =1¢e U = 0. Para qualquer combinacao de n e U, o emaranhamento maximo do
sistema é sempre menor que o emaranhamento absoluto, e ocorre quando as probabilidades
sao razoavelmente equilibradas. Portanto, o emaranhamento diminui quando uma das
probabilidades é nula ou extremamente alta. Baseando-se nessas consideragoes, a derivada
da energia com relagao a interagao pode indicar para quais valores de U teremos mais ou

menos emaranhamento.
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Figura 7 — Entropia de emaranhamento S""(n,m = 0,U) de um 1inico sitio do modelo
de Hubbard homogéneo com densidade: n = 0.2, n =0.5 en = 1.0, em funcdo da interacao
intra-sitio U.

Quando dey/dU é nula (U — ), Figura @, a probabilidade de dupla ocupacao tam-
bém é nula (Eq.(3.13))) e, portanto, teremos pouco emaranhamento. Da mesma forma,
quando dey/dU é méxima (U — —o0), a dupla ocupagao é fortemente favorecida, en-

tao o emaranhamento serd pequeno. Assim, o emaranhamento serd maximo na regiao
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onde a derivada dey/0U possui valor intermediario, ou seja, em torno de U = 0. E o

emaranhamento diminuird a medida que |U| aumentar.

Através da andlise de dey/0U foi possivel extrair informagoes qualitativas do emara-
nhamento em funcao da interacao. Porém, para uma anélise mais detalhada, fizemos uma
varredura em U e calculamos S""(n,m = 0, U) = S$""(n, U) para trés sistemas com den-
sidades diferentes, como mostra a Figura 7. Observamos que de fato o emaranhamento
¢ maximo em U = 0 para qualquer valor da densidade n e decresce com |U|. A presenca
de uma interacao intra-sitio U restringe os graus de liberdade das particulas, privilegi-
ando determinadas probabilidades de ocupacao e diminuindo o emaranhamento, como ja

discutido anteriormente.

Para a regiao repulsiva, U > 0, observamos que o emaranhamento diminui muito
lentamente para n # 1 e cai bruscamente em n = 1, Figura [/} Esse comportamento
reflete a transicao metal-isolante. Para n < 1 o sistema comporta-se como um metal,
com intensa itinerancia das particulas, mesmo para fortes interacoes, e portanto, elevado
emaranhamento. Para n = 1 o sistema torna-se isolante, congelando os graus de liberdade
das particulas e diminuindo drasticamente o emaranhamento. O cruzamento entre as
curvas de n = 0.5 e n = 1 mostra que, para U > 0, o emaranhamento nao é monotonico
com a densidade. Além disso, revela que a entropia de emaranhamento nao é uma funcao
de estado, no sentido de que dois estados diferentes do sistema podem apresentar o mesmo

valor de emaranhamento.

Quando a interagao intra-sitio é atrativa, U < 0, as particulas tendem a formar pares
nos sitios, favorecendo w, e diminuindo muito o emaranhamento, como mostra a Figura
[l Para |U| ndo muito grande, os pares sao fracamente acoplados, formando pares de
Cooper (49) que sao descritos pela teoria BCS (BCS - das iniciais dos autores: Bardeen,
Cooper e Schrieffer) da supercondutividade. A medida que |U| aumenta muito, no limite
da condensacdo de Bose-Einstein (BEC — do inglés Bose-Einstein Condensation) (50),
as particulas formam dimeros fortemente acoplados. Essa transicao dos pares de Cooper

para dimeros representa a transicao BCS-BEC. Nesta fase superfluida, a restricao dos



3.2 Emaranhamento nas Fases Isolante, Metdlica e Supercondutora 55

graus de liberdade das particulas é reduzida por um fator 2, porque cada par comporta-se
como uma tunica particula. Observamos que o emaranhamento também é reduzido pelo

mesmo fator, S(n,U = 0)/S(n,U - —0) ~ 2, como mostra a Tabela [I| para U = —40.

Além disso, ainda na regiao atrativa da Figura [7] verificamos que o emaranhamento
¢ maior quanto maior a densidade e, como nao observamos nenhum ponto de cruzamento
entre as trés curvas, supomos entao que o emaranhamento cresce monotonicamente com

n para qualquer valor fixo de U < 0.

Tabela 1 - Entropia de emaranhamento para os limites de interacdo nula (U =0) e de
interagao atrativa tendendo ao infinito (U = —40). A razao S(n,U = 0)/S(n,U = —40) ~ 2
representa o fator de redu¢do do emaranhamento devida a formacao de dimeros fortemente
acoplados em U — —oo.

n | Sm,U=0)|SnU=-40) | S(n,U =0)/S(n,U = -40)
0.2 0.94 0.47 2.00
0.5 1.62 0.83 1.95
1.0 2.00 1.03 1.94

Para melhor visualizar o comportamento do emaranhamento com a densidade, calcu-
lamos S (n, U) em fungao de n, agora fixando U, como mostra a Figura[§] Observamos que
o emaranhamento é simétrico em n = 1 para qualquer U, refletindo a simetria particula-
buraco discutida no Capitulo 2. As curvas de U = 0 e U = -8 sao semelhantes, o
emaranhamento aumenta monotonicamente com a densidade entre 0 < n < 1, mas o sis-
tema com interacao atrativa tem seus graus de liberdade reduzidos e portanto tem menor
emaranhamento para qualquer valor de n. Ja o efeito da interagao repulsiva so surge para
valores mais altos de densidade, para n < 0.5 o emaranhamento em U = 8 é praticamente
o mesmo que em U = 0. Isso porque mesmo com grande interagao repulsiva, um sistema
de baixa densidade ainda assim comporta-se como um metal, com elevada itinerancia.
A medida que n aumenta, o sistema se aproxima da transicao metal-isolante em U > 0
e n = 1, ficando com seus graus de liberdade mais restritos, e entao o emaranhamento

decresce.

Do ponto de vista teérico nao ha problema em definir a densidade do sistema homo-
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Figura 8 — Entropia de emaranhamento S"™"(n,m = 0,U) de um 1inico sitio do modelo
de Hubbard homogéneo em fun¢ao da densidade n para os casos: nao interagente (U =0),
atrativo (U = =8) e repulsivo (U = 8).

géneo como um parametro, ao contrario, é uma pratica extremamente comum em DFT.

Experimentalmente, porém, a densidade nem sempre é facilmente mensuravel. A quanti-

dade associada a n e mais comumente medida é o potencial quimico u,

OF
U= M’ (3.24)

on

onde Ey(n,m,U) é a energia total do estado fundamental. O potencial quimico carrega
informacao sobre a quantidade de energia necessaria para acrescentar ou retirar uma
particula do sistema, e entra no Hamiltoniano Eq.(3.1]) como um potencial externo v = —pu,

A==t (eher+He)+ U tniy —p Y . (3.25)

ijo i

Assim, para cada densidade n das curvas de S"™(U) x n (Figura , podemos calcu-

lar o potencial quimico associado u(n) através da Eq.(3.24]), como mostra a Figura @a,
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comparando o sistema nao interagente com o sistema atrativo. Observamos novamente a
simetria particula-buraco em n = 1 para qualquer valor de U < 0. Considerando entao que
cada densidade corresponde a um potencial quimico, podemos mapear o emaranhamento

no potencial quimico (Figura [9p).

Observamos que o emaranhamento para interacoes atrativas comporta-se de forma
semelhante ao emaranhamento no caso de interagao nula. Assim como na Figura [7], o
emaranhamento diminui a medida que |U| aumenta e seu maximo ocorre para u = U/2.

Esse é exatamente o valor para o qual n = 1, em concordancia com a Figura[§ para U < 0.

Analogamente analisamos o emaranhamento em funcao do potencial quimico para o
sistema com interacao repulsiva. Na Figura observamos que a densidade para U # 0
fica congelada em n = 1, formando um platd no potencial quimico. Esse efeito é reflexo
da transicao metal-isolante, em n = 1 e U > 0. Existe uma resisténcia para aumentar
a densidade para n > 1, portanto ha uma faixa de valores de u, ou equivalentemente de
energia, para o qual nenhuma variagao em n ocorre, mantendo o sistema congelado em
n = 1. O plato s6 desaparece quando o potencial quimico ¢é suficientemente grande para

fazer n > 1. O comprimento do plato é proporcional a interacao repulsiva U.

Os efeitos da transi¢cao metal-isolante também sao refletidos no emaranhamento, como
podemos ver na Figura [I0p. O emaranhamento é nulo em n = 0 e cresce a medida que
n aumenta. Entretanto o méximo de $"” nao ocorre, como no caso atrativo, em n = 1.
Agora o emaranhamento méximo ocorre em algum valor de n < 1 (assim como na Figura
e & medida que n se aproxima de um isolante (n = 1), com pouca itinerancia, "™ diminui.
Em n = 1 o emaranhamento apresenta um plato no potencial quimico. E preciso aumentar
consideravelmente o potencial quimico para fazer n > 1 e entdo variar S"”. Neste ponto o
emaranhamento sofre um brusco aumento, mas depois volta a cair, formando um ombro.
Esse efeito é o mesmo observado na Figura [§] para U = 8, e deve-se ao fato de que o
sistema passa de um estagio congelado, em n = 1, com pouca itinerancia, para um estagio
quase-metalico em n > 1, com maior itinerancia e, portanto, maior emaranhamento. Mas

a medida que a densidade se aproxima de n = 2, $"" tende a zero novamente.
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Figura 9 — (a) Densidade em func¢ao do potencial quimico u; (b) entropia de emaranha-
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e atrativo com U = —16 e U = -8.
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Para U > 0 esse mapeamento do emaranhamento com o potencial quimico ja havia sido
feito em (32), através da expansdo em 1/U da energia, védlida para U >> 1. Entretanto,
usando nosso método, identificamos erros na Figura 2 do artigo (32), os platos ocorriam
para valores incorretos do potencial quimico. Entramos em contato com os autores, que

entao publicaram uma errata (51]), reconhecendo o problema e corrigindo os resultados.

3.3 Emaranhamento na Presenca de Campos Mag-
néticos Externos

Sob a presenca de um campo magnético externo o Hamiltoniano do modelo de Hub-

bard, Eq., torna-se
A==t (ehejp+He)+ U iy - g > Gy — i) (3.26)

ijo i

onde h ¢é a intensidade do campo magnético e relaciona-se com a magnetizagao m por

3 OEqy(n,m,U)

h
om

(3.27)

Por simplicidade consideramos que o niimero de particulas no sistema é conservado, ou
seja, u = 0. Assim, analogamente ao mapeamento que fizemos do emaranhamento com
o potencial quimico usando para isso a relacao Eq., entre n e u, agora faremos
o mapeamento do emaranhamento com o campo magnético usando a relagao Eq.,
entre m e h. Na Figura|ll|apresentamos o emaranhamento em funcao do campo magnético

h para alguns valores de U e densidade fixa n = 1.

Observamos que para interagbes repulsivas o emaranhamento comporta-se com o
campo magnético de forma similar ao caso nao interagente, diminuindo monotonicamente
com h. Entretanto quanto maior o valor de U, mais facilmente o emaranhamento é des-
truido pelo campo magnético. Isso ocorre porque campo magnético alinha os spins na di-
recao do campo, limitando portanto os graus de liberdade de spin das particulas. Quando
U é muito grande, os graus de liberdade espaciais também sao congelados. Assim, quando

temos a combinacao de fortes interagoes repulsivas e campo magnético externo, o emara-
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nhamento é totalmente destruido mesmo para h pequeno (para U = 16, campos h > 0.5

sao suficientes para anular o emaranhamento).

Para sistemas com interacao U < 0, observamos que campos magnéticos abaixo de
um certo valor critico h. nao geram qualquer efeito no emaranhamento (Figura , ca-
racterizando um gap de spin (52). O gap existe devido a competicao entre a interagao
atrativa, que tende a formar pares (discutido na se¢ao anterior), e o campo magnético,
que tenta alinhar os spins na direcao do campo. Como os pares devem ter spins opostos,
devido ao Principio de Exclusao de Pauli, o campo magnético precisa ser forte o suficiente
para vencer a interacao atrativa e entao separar os pares e s6 entao alinha-los ao campo.
Por isso quanto maior |U|, maior o gap. Quando o campo magnético é h = h,., os pares
sao desfeitos, o sistema torna-se momentaneamente mais livre e entao o emaranhamento
aumenta. Mas a medida que o campo aumenta e realmente comeca a alinhar os spins,
o emaranhamento volta a diminuir, até o ponto de saturacao, em que o alinhamento é

maximo e o emaranhamento é nulo.
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Figura 11 — Emaranhamento em funcao do campo magnético externo h em n = 1 e
interacoes U: nula, atrativa e repulsiva.
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Assim como os dois mapeamentos anteriores, do emaranhamento no potencial qui-
mico, através da relagao entre n e u, e do emaranhamento no campo magnético, a partir
da relacao entre m e h, podemos agora mapear o emaranhamento na susceptibilidade

magnética y, cuja inversa é
0*Ey(n,m, U)
-1 o\re, 17t
= ————|m=0- 3.28
X F) lm=0 ( )
através da relacao entre a interacao e a susceptibilidade. Para isso fixamos n e calculamos
a susceptibilidade através da Eq.(3.28) em funcao de U. Como em m = 0 e n fixo, cada U

corresponde a um valor de emaranhamento (Figura|7]), podemos mapear o emaranhamento

em y.

Recentemente, devido a uma série de consideracoes fisicas e evidéncias experimentais,
a susceptibilidade magnética tem sido associada qualitativamente ao emaranhamento.
Embora nenhuma relacao direta, tal como um mapeamento de S em y, tenha sido obtido
até entdo, os experimentos (43, 53) sugerem que existe uma relagao entre as grandezas.
Entretanto a relagao entre emaranhamento e susceptibilidade apresentada por cada expe-
rimento sdo contraditérias entre si. Os resultados do experimento da Ref.(43), indicam que
o emaranhamento deve aumentar a medida que a susceptibilidade aumenta (ver Figura|3)).
Ja no experimento da Ref.(53) e em sua reandlise (54]), concluiu-se que o emaranhamento

diminui com a susceptibilidade.

Notamos que o material analisado em cada experimento possui natureza magnética
distinta. Na Ref.(43) o material é ferromagnético (FM), enquanto que em (54, 53) o
material é anti-ferromagnético (AFM). Talvez a contradigao entre os experimentos possa
ser explicada pela distinta natureza (FM e AFM) dos materiais. Através do modelo
de Hubbard é possivel simular um material AFM, fixando n = 1 e considerando U >>
1. Assim, na tentativa de elucidar esse problema, usamos a expressao Eq. e o
mapeamento descrito acima para obter o emaranhamento em fungao da susceptibilidade,

como apresentado na Figura [12]

Verificamos que o emaranhamento diminui com y, como sugerido em (54, [53) para

materiais AFM. Embora uma conclusao final sobre a diferenca entre os casos FM e AFM
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Figura 12 — Emaranhamento em func¢do da susceptibilidade magnética para o modelo de
Hubbard em n=1.

sO seja possivel através de uma analise semelhante para o caso FM, nossos resultados
mostram claramente que de fato existe uma relagao intrinseca entre emaranhamento e

susceptibilidade, descartando a possibilidade de coincidéncia ou artefato.

3.4 Sumario dos Resultados

Neste capitulo definimos o emaranhamento local, obtivemos a entropia de emaranha-
mento de um unico sitio para o modelo de Hubbard homogéneo em funcao dos parametros
n,m e U e analisamos seu comportamento nas fases isolante, metdlica e superfluida, em
funcao dos trés parametros, bem como investigamos a relacao entre a susceptibilidade

magnética e o emaranhamento.

Verificamos que o emaranhamento, conhecido como testemunha de transi¢oes de fase

quanticas, também é um indicador das transicoes metal-isolante e BCS-BEC, apresen-
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tando comportamento completamente distinto para cada uma das fases do sistema: iso-
lante, metélica e superfluida. Além disso observamos que a entropia de emaranhamento
nao é uma funcgao de estado no sentido termodinamico, pois conjuntos de parametros di-
ferentes podem levar ao mesmo valor de emaranhamento. Observamos ainda que nos gaps
de spin, que ocorrem em sistemas repulsivos e semi-preenchidos sob campos magnéticos
externos, o emaranhamento permanece constante até que o campo magnético atinja seu
valor critico. Por fim, verificamos que o emaranhamento esta de fato intrinsecamente
relacionado com a susceptibilidade magnética de sistemas a baixas temperaturas, embora
a forma de sua dependéncia e os efeitos da natureza ferromagnética e antiferromagnética
do sistema ainda nao sejam claros. Estes resultados foram publicados em 2006 na revista

Physical Review A (55)).

Todos os resultados apresentados até aqui sao fundamentais para a compreensao de
emaranhamento em sistemas fortemente correlacionados e em sistemas magnéticos. Po-
rém a restricao a sistemas homogéneos prejudica a descricao de sistemas mais realistas:
finitos, com bordas, sob um potencial confinante, com impurezas, interfaces, modulacao no
potencial ou mesmo na interacao, enfim, sistemas com inomogeneidade espacial. Assim,
visando futuras aplicagoes tecnoldgicas, apresentamos no capitulo seguinte uma proposta

para o calculo do emaranhamento em sistemas inomogéneos.
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O estudo do emaranhamento em sistemas inomogeéneos é fundamental porque os fu-
turos dispositivos para processamento e envio de informacao através de sistemas emara-
nhados, como em computadores quanticos, serao sistemas finitos e, portanto, sob efeito
de bordas. Outra inomogeneidade tao natural e inevitavel quanto a presenca de bor-
das ¢é a presenca de impurezas. Mas ha ainda inomogeneidades provocadas pela juncao
de diferentes materiais, como em superredes, ou pela presenca de um potencial externo
inomogéneo, como o potencial harmonico de uma rede éptica ou de um ponto quantico.
Assim, ferramentas que permitam o estudo do emaranhamento em sistemas mais realis-
tas com inomogeneidades tornam-se fundamentais para o desenvolvimento das areas de

Informagao Quantica e Computacao Quantica.

No Capitulo 2 apresentamos a aproximacgao de densidade local e apresentamos sua
aplicagao no calculo da energia cinética de Thomas-Fermi e no célculo da energia de troca
e correlagao em DFT. Neste capitulo, analogamente a LDA para a energia, apresentamos
nossa proposta de uma LDA para a entropia de emaranhamento de sistemas inomogéneos.
Aplicamos entao a proposta para o modelo de Hubbard finito, testamos sua confiabilidade
e precisao, comparando com resultados exatos, e entao passamos para a andalise mais deta-
lhada de inomogeneidades mais complexas no modelo de Hubbard: superredes, impurezas

e confinamento harmonico.
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4.1 LDA para a Entropia de Emaranhamento

Devido ao teorema de Hohenberg-Kohn (HK), apresentado no Capitulo 2, a entro-
pia §, assim como qualquer outro observavel, é um funcional da densidade, S = S[n(r)].
Isso significa que se conhecéssemos a forma exata do funcional S[n(r)] para um deter-
minado sistema inomogéneo, a entropia de emaranhamento seria determinada exclusiva-
mente através da distribuicao de densidades n(r) deste sistema. Mas assim como no caso
da energia de troca e correlacao, este funcional nao é conhecido, por isso é necessario

trata-lo com alguma aproximacao.

Considerando que a entropia é uma grandeza extensiva, assim como a energia, e que
a aproximacao LDA é uma das mais simples existentes para o tratamento da energia,

propomos a aproximacao de densidade local para a entropia de sistemas inomogéneos,

S [I’l(l’)] ~ SLDA [l’l(l")] = deTS hom(n)ln—m(r)a (41)

reduzindo o problema de conhecer o funcional S[n(r)] a obter a funcao entropia do sistema
homogéneo S""(n). Portanto, desde que conhecamos a distribuicio de densidades n(r) de
um sistema inomogéneo e sua entropia no limite homogéneo, podemos usar a equacgao
Eq.(4.1)) para calcular aproximadamente a entropia de emaranhamento deste sistema na

presenca de inomogeneidades.

Especificamente para o modelo de Hubbard, conhecemos e entendemos muitas das
propriedades de S""(n), em funcao nao apenas da densidade n, mas também da magne-

tizacao m e da interacao U,

om n Ode n Oe n Oe n Oe
S""(n,m,U) = —(E—a—;+m)10g2[§—a—;+m]—(§—a—g—m)logz[i—a—(})—m]
deg dey|  Oey deg
(1=n+ 20108, |1 —n+ 22| - Z015g, 20 4.2
( n+<9U) ng[ n+6U] au B30 (4.2)

cujas propriedades foram discutidas no Capitulo 3.

Portanto, podemos obter explicitamente a entropia do modelo de Hubbard inomogéneo
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usando a expressao Eq.(4.2) na LDA para a entropia Eq.(4.1]),

L
S[ni,m, Ul ~ ™4[, m, Ul = " " (n,m, U)o, (4.3)

i
onde L é o numero total de sitios i e a integral da Eq. foi substituida por uma
soma, ja que os sitios definem uma distribuicao discreta de densidades n;. Note que na
Eq. mantivemos a magnetizacao fixa em m e neste capitulo adotaremos m = 0, de
forma que possamos usar a aproximac¢ao BA-LSOC para a energia, como explicamos a
seguir. Entretanto, a rigor poderiamos ter também uma distribuicao m; de densidade de
spin. Neste caso deveriamos fazer nao s6 a LDA mas também uma aproximacao local de
densidade de spin (LSDA — do inglés Local Spin Density Approzimation) para a entropia
de emaranhamento. Visando essa futura extensao, trabalhamos paralelamente a este
trabalho na construcao de uma parametrizagao para a energia do modelo de Hubbard
homogéneo na presenca de magnetizacao. Mais detalhes e resultados preliminares sao

apresentados no Apédice [B]

No Capitulo 3 a derivada dey/dU era obtida numericamente a partir de um conjunto
de valores de energia, obtida via Bethe-Ansatz, em funcao de U para cada sistema com
densidade n. No caso inomogéneo porém, esse processo é inviavel, pois agora nao temos
uma densidade homogénea, mas um conjunto de densidades n; para cada sistema de
densidade média n. Seria preciso gerar um conjunto de valores de energia em funcao de
U para cada n; fixo. No entanto, na integracao das equacoes de Lieb-Wu, Eq., nao
temos controle direto sobre a densidade a ponto de escolher precisamente qualquer valor
n;. Portanto faremos aqui uma aproximagcao adicional, calculando a derivada através da

expressao parametrizada BA-LSOC (39),

eo(n,U) =

_4'8(U)sen( i ), (4.4)

BU)
vélida para sistemas nao magnetizados (m = 0), com B(U) determinado através da condi-

¢ao de que a energia é exata em n =1 (34} 35)),

B (m N WA
x Sen(ﬁ(U))_ 4fo 31+ expGU21 " (4:5)
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onde Ji(x) sao as funcoes de Bessel de ordem i. Note que para uma LSDA para a en-
tropia precisariamos de uma expressao semelhante a Eq.7 mas valida para sistemas
magnetizados. Com este intuito trabalhamos paralelamente a este trabalho na obtengao
de uma parametrizacao para a energia do modelo de Hubbard homogéneo magnetizado,

cujos resultados, ainda preliminares, apresentamos no Apéndice [B]

Essa aproximacao na energia porém, Eq., nao influencia significativamente na
qualidade da medida de emaranhamento, como mostra a Figura [I3] onde apresentamos a
entropia S em funcdo de U positivoﬂ calculada com dey/0U via BA-LSOC, Eq., e
via Bethe-Ansatz, Eq.. O maior desvio percentua]ﬂ, em U=0en=1,¢éde apenas

1.39%, para todos os demais valores de n, U os desvios sao inferiores a 0.7%.

Entretanto, se tratando de um sistema inomogéneo, a distribuicao de densidades n;
também tem que ser obtida através de alguma aproximacao, uma vez que nao temos
acesso a solugao exata do modelo de Hubbard inomogéneo para L > 15. Usamos entao a
aproximagcao LDA para a energia de troca e correlagao e resolvemos auto-consistentemente
o ciclo KS, como discutido no Capitulo 2, para obter as densidades na aproximagao LDA,
ntPA. Dessa forma a distribui¢ao n; é obtida via LDA para a energia de troca e correlagao
e depois ainda aplicamos a LDA para a entropia. Portanto denominamos essa entropia

como nested LDA, pois hd uma LDA dentro da outra.

Para sistemas pequenos (até 15 sitios), podemos testar a confiabilidade e a precisao
da nested LDA, comparando com os resultados obtidos via diagonalizagao exata. Além
disso, a diagonalizacao também fornece a distribuicao exata de densidades n;, de forma
que também podemos calcular a entropia LDA, Eq., através das densidades exatas,

suprimindo uma das aproximacoes feitas na nested LDA.

Nossa comparacao serd entao entre a entropia de emaranhamento exata (obtida via

diagonalizagao), a entropia LDA (usando entropia LDA e n; exata) e a nested LDA (usando

I Embora seja possivel obter uma aproximacio para a energia de sistemas atrativos, através da transforma-
¢ao particula-buraco Eq. e da parametrizagao Eq.7 em sistemas inomogéneos limitamos nossa
andlise a interagoes repulsivas, uma vez que as diferengas fisicas entre sistemas repulsivos e atrativos ja
foram analisados no Capitulo 3.

2 Durante o texto qualquer referéncia ao desvio percentual (D) de uma medida x com relacdo a outra
medida y estd associada ao calculo através da férmula D = 100|x — y|/y.
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Shom(n’ U)

Figura 13 — Emaranhamento do sistema homogéneo, equacao Eq., em fungao da
interacdo U. As curvas cheias representam S""(n, U) calculada com a derivada 0ey/0U a
partir da energia numérica de Bethe-Ansatz, enquanto os simbolos sao S""(n, U) calculada
com 0ey/OU a partir da parametrizacao BA-LSOC Eq. para cada densidade.
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LDA

entropia LDA e n;”*). Consideramos uma cadeia aberta de 12 sitios (L = 12) e 6 particulas
(N = 6), com magnetizacao nula (m = 0), ou seja, mesmo numero de particulas com spin
para cima e com spin para baixo, Ny = N = N/2, e interagao U = 4, cuja inomogeneidade
é provocada exclusivamente pelas bordas. Calculamos entdo a entropia S""(n)|,_,,, que
fornece o emaranhamento do sitio i com relacao aos demais sitios, usando densidades
exatas (entropia LDA) e densidades LDA (nested LDA) e comparamos com a entropia

exata §“ como mostra a Figura [14]

2.0
1.8}
o [ 8 a
= = a & & ] =
g 16 8 & A 8
2 & =
m -
€
© 1.4
©
S .- &
L o entropia exata L=12
1.2F o entropia LDA N=6
| nested LDA U=4
1-0 M 1 " 1 " 1 L 1 M 1 M 1
0 2 4 6 8 10 12
sitio

Figura 14 — Distribuicao de emaranhamento nos sitios de uma cadeta de 12 sitios, com
6 particulas (Ny = Ny = 3) e interagao U = 4. Comparagio entre o emaranhamento
calculado com a equacao Eq., substituindo a densidade homogénea n pela densidade
do sitio n; exata (entropia LDA) e aprozimada via LDA (nested LDA), e o emaranhamento
exato.

A oscilagao observada no emaranhamento reflete a oscilagao na distribuicao de densi-
dades, devido as bordas. No primeiro e no tltimo sitio, como resultado da conectividade a
apenas um sitio vizinho, encontramos o minimo do emaranhamento, cerca de 20% menor

que o maximo neste sistema. E nas bordas também que observamos o maior desvio das
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duas aproximagcoes com relacao ao resultado exato, de 1.08% para a entropia LDA e de
2.78% para a nested LDA, como mostra a Tabela 2l Ambos os resultados sdo excelentes,
considerando que um sistema tao pequeno, com L = 12, representa um teste extremamente
dificil para a LDAE]. Embora os desvios sejam menores para a entropia LDA, os sistemas
maiores terao que ser tratados com nested LDA, pois nao teremos acesso as densidades
n; via diagonalizacao exata.

Tabela 2 — Desvios locais da entropia LDA e da nested LDA para a cadeia de 12 sitios
(Figura . Os desvios sao apresentados apenas até o sitio L/2 = 6, jd que o sistema é
simétrico com relacao ao centro da cadeia.

sitio 1 2 3 4 ) 6
Desvio LDA (%) 1.08 0.76 0.03 0.54 0.39 0.21
Desvio nested LDA (%) 2.78 0.68 1.50 0.26 0.51 0.67

Muito embora seja interessante observar que a concordancia entre os métodos é muito
boa em todos os sitios, a informacao de emaranhamento em cada sitio especifico da cadeia
nao ¢ muito util, uma vez que em um sistema real muitas vezes nao conseguimos medir as
propriedades de um sitio especifico. Assim, a medida mais relevante é o emaranhamento
médio,

L
_ 1 1
S m, U) = 28 ng.m, UL = 7 3" 8" (m, Ul (4.6)

onde SEPA & a entropia de emaranhamento do sistema total, Eq.(4.1)). Portanto o ema-
ranhamento em sistemas com inomogeneidades mais complexas serd analisado através do

emaranhamento médio de um tnico sitio, Eq.(4.6]).

Calculando a entropia média para o sistema aberto apresentado na Figura [I4] obser-

LDA

vamos que usando a nested LDA, §
7~ nested’

o desvio com relagao a média exata (=~ 0.2%)
é menor que o desvio (~ 0.5%) de StP4, usando densidades exatas. Esse excelente de-
sempenho da nested LDA é resultado de um cancelamento de erros, uma vez que o ema-

ranhamento é superestimado em alguns sitios e subestimado em outroff] Para sistemas

3 Como discutido no Capitulo 2, a LDA fornece resultados exatos para sistemas homogéneos, isto &,
com densidade constante, e uma boa aproximacao para sistemas com baixa oscilagao na densidade.
Em cadeias pequenas o efeito das bordas é muito maior que em cadeias grandes, produzindo maiores
oscilagoes na distribuicao de densidades e, portanto, tornando-se um teste dificil para a LDA.

4 Conseqiiéncia direta das oscilacoes na distribuicio de densidades serem superestimadas via LDA.
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maiores contudo, tanto os desvios locais, da Tabela 2] quanto o desvio do emaranhamento

médio, Eq.(4.6), serdo ainda menores.

Concluimos, portanto, que nossa aproximacao LDA para a entropia de emaranha-
mento apresenta excelente performance, inclusive usando LDA também para gerar as
densidades (nested LDA). Nas proximas se¢oes trataremos sistemas maiores e inomoge-
neidades mais complexas: superredes, impurezas e confinamento harmonico, de dificil

acesso por métodos exatos, constituindo portanto, aplicagoes promissoras da nested LDA.

4.2 Emaranhamento em Superredes

Uma superrede é um sistema que possui uma modulagao periddica no potencial externo
V ou na interacao eletronica U, como por exemplo um sistema formado por materiais
diferentes intercalados, como ilustrado na Figura Entender como o emaranhamento
é afetado por essas modulacoes pode ser crucial para o desempenho de dispositivos de

processamento de informagao em sistemas nanoestruturados.

AV, AU

Figura 15 — llustracdao de uma superrede na direcao x formada por dois diferentes mate-
riais, titanato de estroncio (SrTiOs) e titanato de lantanio (LaTiO3;). A modulagdo nas
superredes pode ser devida a uma diferenca no potencial externo (AV) ou a uma diferenca
de interagao eletronica (AU ) entre os materiais. A direita uma imagem desta superrede,
extraida de Nature 419, 378 (2002).

No modelo de Hubbard uma superrede em V pode ser implementada acrescentando-se
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ao Hamiltoniano Eq.(3.1)) um potencial externo V;,
N A o .
H = tZ(Cio-Cj0'+H'c')+ UZniTnil+ZVin,~(,, (47)
ijo i io
que varia periodicamente entre V e Vi, com modulacao AV = V, -V}, enquanto a interacao
U entre as particulas é mantida constante. Da mesma maneira uma superrede em U é

descrita por
A==t (ehejp+He)+ ) Uiy +V ) i, (4.8)
ijo i io

onde U, varia periodicamente entre Uy e U, com AU = U; — U, e V constante.

a) 4
V
Y 4
AV
b) ;
U d AL=2d
7 4
AU
+ L L

Figura 16 — Esquema de uma superrede de tamanho L, periodo AL, formada por mate-
riais de mesma largura d com a) modulagio AV =V, =V, e U constante e b) modulagao
AU =U,-Uy eV fixro. Adotamos L =200, d =10 e Uy =V, =0.

Para entender como o emaranhamento é afetado com as modulagoes de uma superrede,
consideremos inicialmente uma superrede no potencial externo, com modulagao AV e U
fixo, e uma superrede na interacao, com modulacao AU e V constante, ambas em uma
cadeia aberta com L = 200, N = 100 e periodo AL = 20, como mostra a Figura [I6] Por

simplicidade adotamos V, = Uy = 0. Calculamos entao a entropia de emaranhamento
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médio de um tnico sitio, S ¥PA[n;, m = 0, U], para cada superrede em funcao da modulacao

A, como mostra a Figura [I7]
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Figura 17 — Emaranhamento médio de um tnico sitio, S*PA[n;;m = 0,U], em funcdo
da modulacao A da superrede em V, com U = 3, e da superrede em U, com V = 3.
Consideramos uma cadeia aberta (OBC) com 200 sitios e 100 particulas com magnetiza¢ao
total nula (m=0).

Observamos que o emaranhamento ¢ maximo quando nao ha nenhuma modula¢ao no
sistema (A = 0), isto é, quando a cadeia é homogénea, com V e U constante. A medida que
provocamos inomogeneidade espacial através de AV ou AU, o emaranhamento diminui,
pois a modulacao interrompe a comunicagao entre os sitios. Mas este efeito é muito mais
intenso para superredes em V que em superredes em U. Isso significa que variagoes locais
no potencial externo destroem o emaranhamento mais efetivamente do que variacoes locais

na interagao.

Esse resultado é coerente com o encontrado em (56)), onde a energia também é afetada
mais intensamente com as modulagoes em V do que com AU. Usando o teorema de

Hellman-Feynman, Eq.(3.9), no Hamiltoniano Eq.(4.7]), encontramos que a energia varia
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com o potencial externo por

OE R
Sy = DS =n. (4.9)
enquanto a variagao com a interacao €
(9E0 aA A 1’12
U, = Z (i) = 1 (4.10)

obtida através do Hamiltoniano Eq.(4.8)), onde usamos a relagdo ny = n; = n/2. Assim,
para qualquer valor de 0 < n < 2, AV produz mais variagoes na energia e, conseqiiente-

mente, no emaranhamento, do que AU.

De fato, se consideramos a razao R entre as inclinagoes das curvas apresentadas na

Figura [17] no regime de decaimento 0 < A < 4, encontramos

_8S/0U _ 0Ey/oU _n (1)
T 0S/0V T OE)OV 4 ‘

como mostra a Figura 18|
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Figura 18 — Razao entre as derivadas do emaranhamento com relacao a modulacao A da
superrede em U e V, R = (0S/0U)/(0S]0V). A reta representa a razdo entre as derivadas

de energia, equacoes E'q. e Eq., (0Ey/0U)/(OEy/0V) = n/4, com n =0.5.

O comportamento do emaranhamento com relagao a modulagao da superrede em V,
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apresentado na Figura|l7] é semelhante ao comportamento de uma transigao de fase (57),
em que ha uma variagao brusca para um determinado parametro. Para checar a existéncia
ou nao de uma transicao de fase na superrede em V, fixamos a densidade e calculamos
SLPA om funcao de AV para diferentes valores de L. A medida que L — oo, a existéncia
de uma transicao de fase serd testemunhada pelo surgimento de uma descontinuidade
no emaranhamento, tal como ilustra a Figura [19, Entretanto o que observamos é que
o comportamento do emaranhamento na superrede praticamente independe de L, como

mostra a Figura 20l Assim, a superrede em V ndo apresenta transi¢ao de fase, embora o

comportamento de § com AV lembre o comportamento de uma transicao.
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Figura 19 - llustracao de como surgiria uma descontinuidade no emaranhamento a
medida que L — oo se houvesse uma transicao de fase na superrede com modulagao AV.
Os pontos sao os resultados reais apresentados na Figura .

Até aqui analisamos superredes em apenas uma das grandezas, V ou U. Em sistemas
reais, porém, é mais natural que as modulacgoes sejam em U e V simultaneamente. As-
sim, na Figura apresentamos o emaranhamento médio por sitio de uma cadeia com
modulagoes AV e AU. Mais uma vez observamos que a modulagao no potencial externo
V é a principal responsavel pelo decréscimo do emaranhamento: para qualquer AV fixo,
o emaranhamento decai muito lentamente com a modulagao AU e, ao contrario, para

qualquer AU constante, o emaranhamento diminui bruscamente com AV.
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Figura 20 - Emaranhamento em funcdao da modulacao AV da superrede para vdrios
tamanhos de cadeta L, com U =3 en =0.5.

4.3 Emaranhamento na Presenca de Impurezas

Nesta secao trataremos do emaranhamento de sistemas na presenca de uma impureza.
Consideramos o caso em que a impureza, de intensidade V;, estd localizada em um tnico
sitio j, como mostra a Figura[22] O Hamiltoniano deste sistema ¢ o mesmo que descreve

a superrede em V, equacao Eq.(4.7), mas o potencial externo agora é
Vi=V;b;, (4.12)

onde ¢;; ¢ a delta de Kronecker.

O potencial da impureza pode ser atrativo ou repulsivo, provocando diferentes dis-
tribuigoes de densidade, como podemos ver na Figura [23] para uma cadeia de L = 100
na presenca de uma impureza de intensidade V;. As densidades foram obtidas através da
aproximacao LDA para a energia de troca e correlagao, descrita no Capitulo 2. Verifica-

mos que na auséncia de impurezas a distribuicao de densidades oscila apenas devido as
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Emaranhamento

Figura 21 — Emaranhamento em funcao das modulacoes AV e AU em uma superrede
com L =200 e N = 100. O emaranhamento diminui bruscamente com AV quase que
independente do valor de AU.

Figura 22 — llustracao de uma cadeia aberta de L sitios na presenca de uma impureza
local de intensidade V;. O potencial V; no sitio j pode ser atrativo ou repulsivo.

bordas, Figura 23h. Na presenga de uma impureza, além das oscilagbes devido as bor-
das, surgem também oscilagoes de Friedel (33) nas vizinhancas da impureza. No caso de
impureza repulsiva, a densidade é praticamente nula no sitio da impureza e as oscilacoes
nos sitios vizinhos produzem densidades n; predominantemente maiores que a densidade
média n, Figura [23p. J4 na presenga de uma impureza atrativa, a densidade é maxima

no sitio da impureza e as densidades nos sitios vizinhos sdo menores que n, Figura [23.

Para compreender como o emaranhamento é afetado pela impureza, calculamos a
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Figura 23 — Distribuicao de densidades ao longo de uma cadeia na presenca de uma
impureza a) com intensidade nula, V; = 0 ; b) repulsiva, com intensidade V; = 10; c)
atrativa, com intensidade V; = —10. A reta em vermelho representa a densidade média
n=N/L=0.8, da cadeia aberta com L =100, N =80, U =2 e impureza no sitio j = 51.
Para V; # 0 hd uma ligeira assimetria entre os dots lados da tmpureza, porque a impureza
nao estd exatamente no centro da cadeia.
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entropia de emaranhamento médio de um tnico sitio, §P4, para sistemas de mesmo
tamanho (L = 100), mesma densidade média (n = N/L = 0.8), mesma interagdo (U = 2),
mas com diferentes intensidades de impureza (-18 < V; < 18) em fun¢do da intensidade
V;, Figura 24] Verificamos que o emaranhamento ¢ méximo quando o sistema ¢ mais
homogeneo, isto é, para V; = 0. Apesar da escala de decaimento do emaranhamento ser
bem menorf’] este resultado é semelhante ao que encontramos nas superredes: a impureza
interrompe a comunicacao entre os dois lados da cadeia, diminuindo o emaranhamento.

De fato qualquer inomogeneidade sempre diminui o emaranhamento, pois sua presenca

restringe a itinerancia das particulas, limitando os graus de liberdade de ocupacgao nos

sitios.
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Figura 24 - Emaranhamento médio por sitio na presenca de uma impureza de intensi-
dade V;. A impureza € local (no sitio 51) em uma cadeia aberta (OBC) de 100 sitios, 80
particulas e interacdao intra-sitio U = 2. O quadro destaca o pequeno platé de emaranha-
mento, para =2 < V; < —1.5.

5 O emaranhamento decresce com a impureza em uma escala menor que com a modulacdo da superrede
porque neste caso o potencial que provoca a inomogeneidade é diferente de zero em apenas um sitio,
enquanto no caso das superredes o potencial era modulado em conjuntos de 10 sitios.
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Figura 25 — Emaranhamento na presenca de uma impureza de intensidade V;, para uma
cadeia com interacio U = 4 (esquerda) e U = 6 (direita). A impureza estd localizada na
posi¢ao 51 de uma cadeia aberta (OBC) com L = 100 e n = 0.8. Os quadros internos
destacam os platos de emaranhamento.

Ja a saturacao do emaranhamento ocorre quando o efeito da impureza é neutralizado,
isto €, a densidade no sitio da impureza atinge um dos limites n; = 2 (para V; < 0) oun; =0
(para V; > 0) e ent@o, mesmo que |V;| aumente, a distribuicao de densidades permanece
a mesma, produzindo o mesmo valor de emaranhamento (Figura , aproximadamente
em |V;| > 15). Note entretanto que a saturacdo neste caso de U = 2 nao é simétrica:
o emaranhamento no ponto de saturagao é maior quando a impureza é repulsiva. Para
compreender esse efeito, voltemos a Figura 23] Vimos que a impureza produz oscilagoes
na densidade em sua vizinhanga, qualquer que seja sua natureza, repulsiva ou atrativa.
Entretanto as impurezas repulsivas levam os sitios vizinhos a densidades preferencialmente
maiores que a densidade média, garantindo emaranhamento médio maior do que no caso

de impurezas atrativas, onde as densidades ao redor da impureza sao menores que a

densidade média.

Por fim ainda observamos na regiao atrativa da Figura dois pontos, V; = -2 e
V;=-1.5, com o mesmo emaranhamento S*?4 = 1.90, formando uma espécie de pequeno

plato (quadro interno da Figura [24]). Esse plato indica uma competigao entre a interagao
intra-sitio U e o potencial V; da impureza, que nesta regiao tém sinais opostos. Para
confirmar essa competicao fizemos graficos semelhantes para sistemas com interacoes U

ainda mais fortes, apresentados na Figura [25]
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Verificamos que de fato existe um platé no emaranhamento e que seu comprimento
é maior quanto maior a interagdo U (Figuras e . Isso comprova a existéncia de
uma competicao entre a interacao repulsiva U e o potencial atrativo V; da impureza. O
potencial V; atrai particulas para o sitio da impureza, mas quando a densidade atinge n; =
1, hd uma resisténcia para aumentar a densidade, devido a interagao repulsiva U no sitio,
precursor da transi¢cao metal-isolante. Entao a densidade permanece constante até que V;
seja suficientemente forte para vencer a interacao U e entao produzir n; > 1, como mostra
a Figura @ Nesta faixa em que n; estd congelada, a distribuicao de densidades como
um todo também permanece inalterada, produzindo o mesmo emaranhamento médio, ou

seja, formando um plato de emaranhamento.
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Figura 26 - Densidade no sitio da impureza (n;) em fungao do potencial da impureza
(V;). Quanto maior o valor de U, maior deve ser o mddulo de V; para que a resisténcia
em n; =1 seja vencida e a densidade se torne nj > 1.

Além disso observamos que, quando finalmente o potencial da impureza consegue

vencer a interacao e fazer n; > 1, o emaranhamento sofre um abrupto aumento, devido
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ao subito descongelamento da distribuicao de densidades, formando um “ombro”, antes
de finalmente diminuir & medida que n; se aproxima de n; = 2 (Figura [25). Mas observe
que a medida que U aumenta, a densidade n; tende a ocupacao maxima n; = 2 mais

lentamente, portanto o decaimento do emaranhamento é mais lento para U maior.

4.4 Emaranhamento sob Confinamento Harmonico

Nesta secao estudamos o emaranhamento em uma cadeia harmonicamente confinada,
que simula por exemplo, elétrons em pontos quanticos ou atomos em uma armadilha éptica
(58, 59). Esse sistema é modelado substituindo o potencial externo V; do Hamiltoniano
do modelo de Hubbard,

A==t (ehejp+He)+ U iniy+ > Viiis, (4.13)
ijo i i
por um potencial harmonico,

Vi = k(i — ip)?, (4.14)

com curvatura k centrada em iy, como ilustra a Figura

Figura 27 — Ilustracdo do potencial harmonico, Vi = k(i —iy)?, para diferentes curvaturas
k>k >k"”. Adotamos ioc = L/2+ 1 para L par e iy = (L + 1)/2 para L impar.

Na Figura analisamos o emaranhamento de uma cadeia aberta de 100 sitios em
funcao da curvatura k do potencial, para densidade média n = 0.7 e interacao U = 8.
Novamente, tal como para superredes e impurezas, encontramos que o emaranhamento é
maximo quando nao ha nenhuma inomogeneidade, ou seja, quando nao ha confinamento

(k = 0). A medida que confinamos o sistema, restringimos os graus de liberdade das
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particulas e entao o emaranhamento decresce. Entretanto observamos que este decaimento
nao é uniforme, como pode ser visto mais explicitamente na derivada do emaranhamento

com relagao a curvatura, Figura [29
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Figura 28 — Emaranhamento S'P4 de uma cadeia aberta com L =100, n=0.7 e U = 8,
em funcdo da curvatura k do potencial harménico V; = k(i — iy)?.
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Figura 29 — Deriwada numérica do emaranhamento (Fz’gum@) com relagao a curvatura
k do potencial, d§'P4|0k. Em destaque alguns picos na derivada.
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Para compreender os picos que surgem na derivada de emaranhamento, destacados
na Figura 29 analisamos o perfil de densidades ao longo da cadeia para cada valor de k
correspondente. Observamos que cada pico na derivada do emaranhamento esta relacio-
nado com uma estrutura de densidades diferente, como mostra a Figura [30] O primeiro
pico, em k = 0.0016, corresponde a um regime de transicao metal-isolante, em que o sis-
tema comeca a ter alguns sitios com densidade congelada em n; = 1. O segundo pico na
derivada, k = 0.004, representando um platé no emaranhamento, ocorre quando muitos
sitios estao congelados na densidade n; = 1. A medida que aumentamos ainda mais o
confinamento, k = 0.0056, conseguimos finalmente forcar sitios com n; > 1, as particulas
tornam-se novamente mais itinerantes, numa fase quase-metalica, aumentando o emara-
nhamento. O tltimo pico representa uma diminuicao do emaranhamento quando alguns
sitios possuem ocupacao n; = 2, caracterizando uma fase isolante por ocupacao maxima

(isolante de banda), em k = 0.0196.

1.0 F k=0.0016 1.0 F —  k=0.004
] []
u []
08} 0.8} . ]
[}
B 3 %
S 06 F 06 F 5 .
% H ]
g 04+ 04+F L] u
© u ] . =
02F = u 02F [ [ ]
[ ] ]
- = [ [ ]
00F = = 00F mmdlf L
1 1 1 1 1 1 I 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
1oL k=0.0056 2ok k=0.0196
g ‘ h
10F o nl L] L]
L] - 1 5 E. ..
@® 08Ff > . ’ ] "
g [ ] L] I. .l
o 06F E 2 1.0 - Ty
175} [ ] L] | | | |
c 04F n [ ] [ ]
() 05}
© 02k (] - | | [}
[ ] [ ] || n
00F et [ 0.0 F =o—— —
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
sitio sitio

Figura 30 — Perfil de densidade na cadeia para cada curvatura k do confinamento harmo-
nico associada a um pico na derivada de emaranhamento.

Esses diferentes perfis da densidade foram observados e analisados anteriormente (60).

A novidade consiste em poder identificd-las a partir do emaranhamento. A energia, por
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exemplo, nao faz qualquer distincao entre as fases, como podemos ver na Figura |31}
Concluimos portanto, que o emaranhamento além de ser uma testemunha de transigoes
de fase quanticas (26, 61l [62]), como mencionado anteriormente, é também um indicador

de fases mais sutis, como estas da distribuicao de densidades.

Energia por sitio

1k OBC

0.000 0.005 0.010 0.015 0.020
k

Figura 31 - Energia do estado fundamental por sitio, ey, em funcao da curvatura k do
confinamento harmonico, em uma cadeia aberta com L = 100,N =70 e U = 8.

4.5 Sumario dos Resultados

Neste capitulo, visando o estudo do emaranhamento em sistemas inomogéneos, apre-
sentamos a proposta de uma LDA para a entropia de emaranhamento e, aplicando ao
modelo de Hubbard finito e comparando com resultados exatos, mostramos que é uma
excelente aproximagao e uma ferramenta poderosa para o estudo de inomogeneidades mais
complexas. Aplicamos entao a LDA para a entropia do modelo de Hubbard nao-uniforme

e exploramos superredes, impurezas e confinamento harmonico.

Em superredes encontramos que o emaranhamento é mais sensivel as variagoes locais

no potencial externo que as variagoes locais na interacao entre as particulas. Obser-
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vamos que impurezas, assim como superredes, prejudicam a itinerancia das particulas,
diminuindo o emaranhamento. Por fim, estudando o emaranhamento no sistema harmo-
nicamente confinado, encontramos que o emaranhamento nao é apenas uma testemunha
de QPT, mas também é capaz de apontar para transicoes suaves, como as diferentes fases
observadas na distribuicao de densidades. Estes resultados foram publicados em 2008 na

revista Physical Review Letters (63).

No proximo capitulo estendemos nossa analise para o emaranhamento entre blocos de
sitios, comecando com a definicao deste tipo de emaranhamento. Em seguida analisamos
suas contribuigoes universal e nao-universal, vinculando o emaranhamento entre blocos e
o emaranhamento de um tnico sitio. Por fim, propomos uma LDA para o emaranhamento

entre blocos de sistemas inomogéneos.
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5 FEmaranhamento entre Blocos

Nos dois capitulos anteriores estudamos o emaranhamento de um tnico sitio com
relacao ao restante da cadeia. Agora consideraremos o caso em que o sistema A é definido
por um bloco de x sitios e o sistema B é formado pelo restante da cadeia, com L — x
sitios, como ilustra a Figura Assim, o emaranhamento entre blocos é definido como o

emaranhamento entre o bloco x e o restante do sistema L — x.

X

-4 -
+ Lt

L

&
h J

Figura 32 — llustracdo de uma cadeia de tamanho L cujo emaranhamento de blocos €
definido entre o bloco x e o restante da cadeia L — x.

O estudo de emaranhamento entre blocos tem sido feito numericamente (47, (64, 65,
60). Através da teoria de campo conforme (67) porém, Calabrese e Cardy (CC) (68))
obtiveram uma expressao analitica e exata para a entropia de emaranhamento de blocos

em uma cadeia finita,

S(x, L) = %log2 [ésen (H—Z)] + 51, (5.1)

Vi
valida para qualquer sistema de tamanho finito L, com L >> x e condigoes periddicas
de contorno, onde ¢ é a carga central (67) e s; é uma constante em x e L, dependente
exclusivamente das caracteristicas especificas do sistema, e que até entdo permanecia
totalmente indeterminada. Ja o primeiro termo do lado direito da Eq. é universal,

ou seja, independe do sistema fisico.
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No contexto da Fisica Estatistica, a férmula de CC, Eq.(p.1]), foi amplamente estudada
(691 65, [66), mas na maioria dos casos apenas o termo universal era explorado, ja que o
termo nao-universal s; é constante nas dimensoes x e L . Além disso, embora seja uma
expressao para sistemas finitos, ainda nao é possivel usé-la para a andlise de sistemas

inomogeéneos, tais quais estudados no capitulo anterior.

Nas proximas se¢oes comparamos as contribui¢oes universal e nao-universal do ema-
ranhamento, mostramos como é possivel relacionar s; a entropia de emaranhamento de
um tunico sitio do sistema homogéneo e apresentamos os resultados do emaranhamento de
blocos no caso particular do modelo de Hubbard homogéneo. Por fim, apresentamos uma

proposta LDA para o calculo do emaranhamento entre blocos de sistemas inomogéneos.

5.1 Contribuicoes Universal e Nao-Universal do
Emaranhamento

A férmula de CC para a entropia de emaranhamento entre blocos, Eq., fornece
o emaranhamento em funcao do tamanho total do sistema L e do tamanho do bloco x,
mas qualquer dependéncia com o nimero de particulas no sistema, com a interacao entre
as particulas ou com campos externos, permanece desconhecida e contida no termo s;.
Além disso, a principio nada podemos afirmar sobre a contribuigao relativa de s; e do
termo universal, qual deles desempenha papel mais importante e para quais parametros

1SS0 acontece.

Para entender a relevancia de cada contribuicao, universal e nao-universal, para a
entropia de emaranhamento, consideramos o emaranhamento de um tnico sitio (x = 1)
do modelo de Hubbard homogéneo,

A==t (ehejr+He)+U Y iy, (5.2)

ijor i
explorado no Capitulo 3. Para uma cadeia pequena, de até 15 sitios, podemos calcular
exatamente o emaranhamento de um tunico sitio, S “*““(x = 1, L; n, U), através da diagona-

lizagao exata do Hamiltoniano Eq.(5.2), para uma dada densidade n e interacdo U. Por
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outro lado, especificando apenas x e L, podemos calcular o termo universal para o modelo

de Hubbard,
univ ¢ L X
$"(x, 1) = 5 log, [;sen(f)], (5.3)
diretamente da férmula de CC. A carga central para o modelo de Hubbard (70) é ¢ = 2
paran # 1 e c=1 paran =1, para qualquer interacao U # 0. Em U = 0, a carga central

é ¢ = 2 para qualquer n. Entao, comparando o resultado exato com o termo universal,

podemos inferir sobre a relevancia do termo nao-universal s;.

Assim, apresentamos na Tabela [3] o termo universal, a entropia de emaranhamento
exata e o desvio entre elas, para x = 1, U = 4 e alguns valores de L e n. Observamos
que o termo universal tem uma contribui¢ao muito pequena para o emaranhamento total.
Concluimos entao que o termo nao-universal s; é o principal responsavel pela entropia de
emaranhamento de um tnico sitio (x = 1), enquanto o termo universal é quase irrelevante.

Tabela 3 — Contribuicio universal, SV (x = 1,L), e resultado exato para a entropia
de emaranhamento de um unico bloco, x = 1, para cadeias com condi¢cdo periddica de
contorno, interacao U = 4 e diferentes densidades n e tamanhos L.

n L Sy Sexato Desvio (%)
05 4 -0.101 1.541 106.5

8 -0.025 1.564 101.6

12 -0.011 1.576 100.7
1.0 4 -0.050 1.594 103.1

8 -0.012 1.701 100.7

12 -0.005 1.718 100.3

Note, entretanto, que para valores de x > 1 e um tamanho L fixo, o termo universal
cresce, como mostra a Figura [33] para duas densidades diferentes. Assim, é fundamental
analisar as contribui¢oes universal e nao-universal em sistemas com x # 1. Para isso
usamos os resultados exatos da Ref.(47) para a entropia de emaranhamento entre blocos
do modelo de Hubbard homogéneo, calculada numericamente via diagonalizacao exata.
De forma semelhante ao que fizemos para o caso de x = 1, comparamos na Tabela [4] o

resultado exato com o termo universal, mas agora em funcao de x, para L=10,n=1¢

U=0.
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Observamos que o termo universal é cada vez mais relevante para o emaranhamento
total a medida que o tamanho do bloco aumenta. Mas ainda assim, sua maior contribui¢ao
em x = 5, $“(x = 5) = 1.114, corresponde a menos de 40% do emaranhamento total,
Sexato(x = 5) = 3.22. Esse resultado ressalta a importancia da determinacao da constante
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Figura 33 — Termo universal do emaranhamento entre blocos, Eq., em funcao do
tamanho x do bloco, para um sistema finito qualquer de tamanho L = 12.

Tabela 4 — Contribuicao universal e resultado exato para a entropia de emaranhamento
entre o bloco x e o restante da cadeia mo modelo de Hubbard homogéneo, com U = 0,
L=10en=1.

x Sy Sexato Desvio (%)
1 -0.016 2.00 100.8
2 0.602 2.69 77.6
3 0.910 3.02 69.9
4 1.065 3.17 66.4
5) 1.114 3.22 65.4

Usamos consideracoes muito simples para obter o termo nao-universal s;. Primeiro,
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observamos que a férmula de CC para L — oo torna-se

C

S(x,L = o0) = 3

log,(x) + 51, (5.4)
onde usamos sen(y) = y para y — 0. Entao o termo nao-universal s; é dado por
c
s1=S(x,L — o0) — 3 log, (x). (5.5)

Outro aspecto importante é que, no limite L >> x, a expressao de CC Eq. é exata
e s; independe das dimensoes x e L. Portanto, embora ainda exista x no lado direito da
Eq., 51 € constante em x. Isso significa que a Eq. fornecera o mesmo resultado
para s;, qualquer que seja nossa escolha de x. Escolhamos portanto o caso mais conveni-
ente, x = 1, para o qual o termo ¢/31log,(1) = 0. Assim, no limite de L >> x, a constante s,
pode ser escrita em termos do emaranhamento de um tnico sitio do sistema homogéneo,
Shom(x = 1),

s1=8S(x=1,L=00)=8""(x=1), (5.6)

que é constante em x e L, mas depende dos parametros especificos do sistema.

A dedugao apresentada acima para s; € totalmente geral, valida para qualquer sistema.
Assim, introduzindo a Eq.(j5.6|) na férmula de CC, obtemos uma expressao para a entropia
de emaranhamento entre blocos de um sistema finito,

C

S(x, L) = 3

L X
lo [—sen (—)] + Shom(x = 1), 5.7
&2 T I ( ) (5.7)
cuja dependéncia com os parametros especificos do sistema agora nao estd em um termo

indeterminado, mas em uma funcao com significado muito bem definido: a entropia de

emaranhamento de um tnico sitio no limite homogéneo (L — o).

Considerando que conhecemos explicitamente a expressao da entropia de emaranha-
mento de um unico sitio para o modelo de Hubbard homogéneo, Eq.(3.19)), na proxima

secao analisamos o emaranhamento entre blocos no modelo de Hubbard, a partir da ex-

pressao Eq.(5.7)).
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5.2 Entropia de Emaranhamento entre Blocos para o
Modelo de Hubbard

No Capitulo 3 vimos que a entropia de emaranhamento do modelo de Hubbard homo-
géneo, Eq.(3.19), é uma funcao da densidade, da magnetizagao e da interagao do sistema,
Shom(n,m,U). Dessa forma, a entropia de emaranhamento entre blocos do modelo de

Hubbard finito é dada por

Sx,Lyn,U) = glog2

L (E)]_zﬁ_%lo n_ o«
T 2" ou) B2 au

an 860 660 660
1=+ 22 10g, [1 - n+ 22| - %0 og, 20
( n+8U) ng[ "Tou|T au % 5u

(5.8)

onde substituimos a Eq.(3.19) na Eq.(5.7), considerando apenas o caso sem campo magné-
tico externo, m = 0. O primeiro termo do lado direito da Eq. vem da teoria conforme
e carrega informacao sobre a geometria do sistema, através de x e L. Os demais termos
vem da solucao Bethe-Ansatz e contém informacao sobre as interagoes entre as particulas,
através de U e n. Para a completa descri¢ao do sistema, a Eq. deveria conter também
um termo de correcao de tamanho finito, que nao pode ser obtido nem da teoria conforme,
nem da solucao Bethe-Ansatz, mas pode ser estimado através da diagonalizagao exata de

sistemas pequenos, como mostraremos a seguir.

Assim, usando a Eq.(5.§)), podemos calcular o emaranhamento entre blocos do modelo
de Hubbard finito, para qualquer conjunto de parametros n, U. Apresentamos na Figura
a comparacao entre o emaranhamento calculado através da Eq. e o resultado exato
(47) em fungao do tamanho do bloco, para o modelo de Hubbard finito em n =1 e L = 10.
Observamos que o emaranhamento aumenta a medida que o tamanho do bloco aumenta e
que é maximo em x = L/2. Isso ocorre porque, quanto maior o nimero x de sitios do bloco,
maior o nimero de possiveis estados (cuja base é 4%) e, portanto, maior o emaranhamento.
A partir de x > L/2 observamos a simetria S(x) = S(L — x), condi¢ao fundamental para

garantir a reciprocidade do emaranhamento, S, = § g, como postulado no Capitulo 2.

Além disso, verificamos que nossa Eq.(5.8) reproduz muito bem os resultados exatos

para x < L/2, mas a medida que x — L/2 a reproducao torna-se menos fiel. Isso se
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Figura 34 — Entropia de emaranhamento de um bloco de tamanho x em um sistema
finito de tamanho L = 10, comn =1 e U = 0. Comparacao entre o resultado exato e o
calculado através da Eq.@).

deve ao fato de que as equagoes Eq. e Eq. sao exatas apenas no limite em que
L >> x, o que definitivamente nao é o caso em x = L/2. Seria preciso adicionar um termo
de corregao de tamanho finito as expressoes Eq.(5.1)) e Eq.(5.8) para que tivesse melhor
desempenho em regides em que a condicao L >> x nao é satisfeita. Ainda assim, o desvio
maximo é inferior a 4%, como mostra a Tabela 5] Portanto podemos considerar que, no
limite em que x e L nao satisfazem a relacao L >> x e, conseqiientemente, a deducao
Eq. ea Eq. deixam de ser exatas, ainda assim a Eq. pode ser considerada

como uma boa aproximacgao para a entropia de emaranhamento de sistemas finitos.

Finalmente, agora que conhecemos o termo nao-universal s;, podemos comparar ex-
plicitamente os desvios das duas contribui¢oes. Na Tabela [4] apresentamos anteriormente
o desvio do termo universal para o modelo de Hubbard em L =10, n =1 e U = 0. Para
0s mesmos parametros, o termo nao-universal é dado por s; = $""(n = 1,U = 0) = 2.
Juntando os resultados, apresentamos na Tabela [6] os desvios para as duas contribuigoes.

Claramente, apesar do termo universal tornar-se mais relevante a medida que x aumenta,
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Tabela 5 — Desvio do emaranhamento entre blocos ( Eq. (@) com relagao aos resultados
exatos para U =0, n=1 e L =10.

x S(x,L; n,U) Exata Desvio (%)
1 1.984 2.00 0.8
2 2.602 2.69 3.3
3 2.910 3.02 3.6
4 3.065 3.17 3.3
) 3.114 3.22 3.3

a contribuicao nao-universal continua sendo o termo mais importante para o emaranha-
mento total.

Tabela 6 — Desvio das contribuigoes universal (S ) e nao-universal (s;) com relagdo ao
emaranhamento total exato, para U =0,n=1 e L =10, com s, =S""(n=1,U =0) = 2.

x Exata Suniv Desvio $“ (%) Desvio s1 (%)
1 2.00 -0.016 100.8 0.0
2 2.69 0.602 77.6 25.6
3 3.02 0.910 69.9 33.8
4 3.17 1.065 66.4 36.9
) 3.22 1.114 65.4 37.9

5.3 LDA para a Entropia de Emaranhamento entre
Blocos

No Capitulo 4 apresentamos a proposta de uma LDA para a entropia de emaranha-
mento de um tnico sitio (x = 1) e exploramos diversas inomogeneidades no modelo de
Hubbard. Mesmo para cadeias pequenas, L = 12, o desvio do emaranhamento médio de
um tunico sitio foi de apenas ~ 0.2%. Note contudo que a LDA, Eq., foi formulada
em termos da funcao homogéne Shom(n, m, U), que agora sabemos tratar-se da constante
51 da expressao de CC Eq.. Assim, para a descri¢cao completa dos sistemas inomogé-

neos, deveriamos ter considerado também, de alguma forma, o termo universal. Porém,

! E importante ressaltar que a LDA nao consiste em aproximar o sistema inomogéneo pelo sistema homo-
géneo. Para aproximar um funcional F[n] usando LDA, usa-se f""(n) = limy_eF"*"(n)/V, onde V é o
volume, mas substituindo a densidade n do sistema homogéneo pela densidade n; do sistema inomogéneo.
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na secao anterior vimos que o termo universal tem pouca contribuicao ao emaranhamento
em x = 1. Isso explica porque a aplicacao da LDA para o emaranhamento de um tnico
sitio apenas sobre o termo nao-universal, s; = S"". funcionou tao bem para a anéalise de

sistemas inomogeneos.

Nao podemos esperar, entretanto, que a LDA na forma definida para o emaranhamento
de um tnico sitio seja vélida para blocos, pois a medida que x aumenta, a contribui¢ao do
termo universal torna-se relevante para o emaranhamento total (Tabela [f]). Existem ao
menos duas possiveis maneiras de incluir o termo universal a LDA para o emaranhamento

entre blocos. A mais simples é apenas acrescentando a LDA anterior,

L
SEAx = 1sm,m, U) = 8™ (n,m, Ul (5.9)
o termo universal:
L
S, Lin,m, UL = MS™™(x, L) + )" S""(n,m, Ul (5.10)

onde M = L/x é o numero total de blocos.

Uma forma mais geral de incluir o termo universal, consiste em generalizar a for-
mulacao antiga, formulando uma LDA para o emaranhamento entre blocos de sistemas

inomogéneos,

M
SEPACe, Lin,m, U) = [ (x, L) + §"" (0, m, U)o, (5.11)

X
construida sobre a expressao completa Eq.(5.7), onde n, = N,/x é a densidade do bloco x

no sistema inomogéneo e N, é o numero total de particulas no bloco x.

O termo universal independe da densidade, de forma que podemos tira-lo da somaté-

ria. Podemos também decompor a soma feita nos blocos pela soma nos sitios:

> - %Z (5.12)

X i
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de forma que o segundo termo do lado direito da Eq.(5.11]) torna-se

= 1
—§ S m, Uyosn. = —=SPA(x = 1;n,m, U). 5.13
L (n,m, U)lysn, < (x n,m,U) ( )

Portanto, a LDA para a entropia de emaranhamento entre blocos de sistemas inomogéneos
torna-se

, 1
S5PA(x, Lin,m, U) = MS™(x, L) + =S™PY(x = 1:n,m, U), (5.14)
X
onde o termo universal é dado por

| L
5"(x, L) = 5 log, [;sen(’%)]. (5.15)

As equagoes Eq.(5.10)) e Eq. podem ser usadas para o calculo do emaranhamento
entre blocos de qualquer sistema inomogeéneo, desde que saibamos a expressao do emara-
nhamento de um tnico sitio no limite homogéneo. Nao sabemos qual das aproximagoes,
SLPA ou §IPA ¢ a melhor forma de tratar o emaranhamento entre blocos em sistemas nao-
uniformes. Mas, para o modelo de Hubbard, para o qual conhecemos S""(x = 1;n,m, U),
poderemos, em trabalhos futuros, testar as duas abordagens e ainda explorar a entropia

de emaranhamento entre blocos na presenca de inomogeneidades.

5.4 Sumario dos Resultados

Neste capitulo definimos a entropia de emaranhamento entre blocos, apresentamos a
expressao analitica de Calabrese-Cardy para sistemas finitos e comparamos as contribui-
¢oes universal e nao-universal do emaranhamento. Determinamos explicitamente o termo
nao-universal em fun¢ao da entropia de emaranhamento de um unico sitio no limite in-
finito, calculamos o emaranhamento de blocos para o modelo de Hubbard homogéneo e
propusemos uma generalizacao da LDA para o emaranhamento entre blocos de sistemas

inomogeéneos.

As comparacoes dos termos universal e nao-universal mostraram que a contribuicao
universal é praticamente irrelevante para o emaranhamento de um tnico sitio, mas torna-se

cada vez mais importante a medida que consideramos blocos de sitios maiores. Especifica-
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mente para o modelo de Hubbard, verificamos que mesmo para x = L/2 a contribuicao do
termo nao-universal, que contém informagoes especificas do sistema, ainda corresponde
a mais de 60% do emaranhamento total. Com isso concluimos que a determinacao do
termo nao-universal é fundamental para a completa descricao do emaranhamento, e, com
consideracoes muito simples, encontramos que este termo representa o emaranhamento de
um tnico sitio no limite homogéneo. Obtivemos entao a expressao Eq. para o modelo
de Hubbard, que apresentou excelente concordancia com resultados exatos, no regime de
validade x << L. Finalmente propusemos uma LDA para a entropia de emaranhamento
entre blocos, vélida para qualquer sistema inomogéneo, que pode ser a base para futuros
estudos de emaranhamento em sistemas nao-uniformes. Estes resultados foram publicados

em 2008 na revista Physical Review A (71)).

Todos os resultados apresentados até aqui representam o estudo do emaranhamento
a partir da entropia de emaranhamento S. No proximo capitulo apresentamos resultados
preliminares do estudo do emaranhamento através de um indicador de emaranhamento,
formado pela combinagao de componentes de energia: energia de troca e correlagao, ener-

gia de Hartree e energia cinética.
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6 FEnergia como indicador de
emaranhamento

O estudo do emaranhamento é fundamental para o desenvolvimento da Informagao e
Computacao Quantica, entretanto, como discutimos nas primeiras secoes do Capitulo 2,
apenas em alguns casos especificos existe consenso sobre a melhor grandeza para quan-
tificar emaranhamento. Até no caso de um sistema bipartite e com estado total puro,
em que a entropia de emaranhamento ¢ considerada a melhor maneira de calcular o
emaranhamento, ainda existem dificuldades técnicas, como por exemplo obter a matriz
densidade reduzida do subsistema. Portanto, é comum a busca por quantidades alternati-
vas, que déem uma indicacao sobre o emaranhamento. Esses indicadores ou testemunhas
de emaranhamento em geral nao fornecem exatamente o emaranhamento, mas indicam

qualitativamente as regioes de emaranhamento maximo, minimo e intermediério.

Recentemente nossa colaboradora Dra. Irene D’Amico, da Universidade de York, In-
glaterra, e seu estudante de doutorado Jeremy Coe, estudando o emaranhamento espacial
entre os elétrons do 4tomo de Hooke (72)), encontraram que a razao entre a energia de troca

e correlagao e a energia total, |Exc/E|, funciona como um indicador de emaranhamento.

O atomo de Hooke, descrito pelo Hamiltoniano

1 1., 1 1 1
H=-oV o oV 4 0P+ —?P2 + —, 6.1
R NI Sl B SR P (6:1)

descreve dois elétrons confinados por um potencial harmonico, com freqiiéncia w. Os dois
primeiros termos representam as energias cinéticas das particulas 1 e 2, os dois proximos
termos sao as energias devido ao potencial harmonico e o ultimo termo é a energia de

interacao entre os dois elétrons.
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Considerando cada elétron como um subsistema, J. P. Coe, A. Sudbery, e I. D’ Amico
(72)) calcularam a entropia de emaranhamento S, Eq., e observaram que o emaranha-
mento diminui com w de forma semelhante a quantidade |Exc/E|, como mostra a Figura
O comportamento nao ¢é idéntico, mas |Exc/E| é capaz de indicar ao menos as regioes

onde o emaranhamento é maximo, minimo e intermediario.

Durante um estdgio de doutorado em YorkEL investigamos a quantidade |Exc/E| no
modelo de Hubbard e observamos que neste caso a razao de energias nao é um indicador
de emaranhamento. Buscando entender as diferencas entre os modelos e a relacao entre
emaranhamento e energias, encontramos uma combinacao (I) entre as energias de troca
e correlacao, de Hartree e cinética de Thomas-Fermi, por sitio, I = exc — 1/2ey — t'F,
que tem o mesmo comportamento do emaranhamento em funcao da inomogeneidade. Ao
contrario do indicador |Exc/E| para o atomo de Hooke, observamos que I nao é apenas
um indicador qualitativo de emaranhamento, mas fornece praticamente o comportamento
quantitativo do emaranhamento, a menos de uma constante, para o modelo de Hubbard

inomogéneo, qualquer que seja a inomogeneidade.
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Figura 35 — Emaranhamento e razao de energias |Exc/E| em funcdo da freqiiéncia de
oscilacao w do atomo de Hooke.

Na tentativa de encontrar, para o modelo de Hubbard, um resultado semelhante ao
da Figura [35] consideramos inicialmente a inomogeneidade que torna o Hubbard mais
préximo possivel do dtomo de Hooke, ou seja, confinamento harménico V = kx?, onde

k e w se relacionam por w? = k/m. Calculamos entdo o emaranhamento médio de um

1O estagio foi realizado no perfodo de abril a julho/2008 e suportado pela agéncia CAPES.
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unico sitio com relacao ao restante da cadeia, com L = 100, N =70, U = 8 e OBC, como
apresentado na Secao 4.4. No entanto, observamos que |Exc/E| comporta-se de maneira

muito diferente do emaranhamento com relacao a k, Figura [36]

1.8 ~ sor :
1.6 5

L2 14t ) 601+

5 - _
1.2¢ - w

§ e, 240}

c 1.0r s

E 0.8} E;%O ._.. 20l
g.i- o ... O' J‘IIIIIIIIIIIIIIIIII
' 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 0.0 05 1.0 15 20

k (x107%) k (x10)

Figura 36 — Emaranhamento e razao de energias |Exc/E| em func¢ao da curvatura k do
modelo de Hubbard sob confinamento harménico, V = kx>. A divergéncia de |Exc/E| em
torno de k = 0.0015 deve-se ao fato de que E passa por zero, como mostramos na Figura

@.

Porém, mapeando apenas a energia de troca e correlagé(ﬂ por sitio exc, Figura ,
observamos que para baixos valores de k o comportamento é parecido com o do emaranha-
mento, mas a partir de um certo valor critico k. ~ 0.005 o comportamento de exc inverte
e as duas grandezas perdem sua similaridade. Voltando a andlise das densidades, Figura
verificamos que k. corresponde ao regime da transicao metal-isolante de Mott, em que

alguns sitios passam a ter densidade n; > 1.

A energia de troca e correlacao, para um sistema uniforme, U; = U e t;; = ¢, é simétrica
com relacao a densidade em n = 1, como podemos ver na Figura Esse comportamento
de Exc é particular do modelo de Hubbard, devido a restricao de que um sitio pode ser
ocupado por no méximo duas particulas. Portanto, a inversao observada na Figura [37]
para valores de k em que existem sitios com densidades n; > 1, é um reflexo da simetria

particula-buraco em n; = 1.

2 Relembramos que a energia de troca no modelo de Hubbard é nula, conforme nota de rodapé da Secao
2.4.4, existe apenas energia de correlagao. Mas mantivemos a denominacao mais geral de energia de
troca e correlagao.
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Figura 37 — Emaranhamento e energia de troca e correlagao por sitio exc em funcao da
curvatura k do modelo de Hubbard sob confinamento harmonico, V = kx*.
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Figura 38 — Comportamento da energia de troca e correlagao por sitio em func¢ao da
densidade para o modelo de Hubbard homogéneo (L = oo e V. =0), com U; = U = 8t e

tij:tzl.

Considerando que a estrutura observada no emaranhamento em funcao de k (Figuras

e |37) deve-se a restrigdo de maxima ocupagao e a transicao metal-isolante em

n = 1, supusemos entao que para recuperar a informagao completa do emaranhamento,

precisariamos considerar nao s exc, mas também a energia de Hartree ey, uma vez que

juntas correspondem a energia de interacao do sistema.

Encontramos o surpreendente resultado de que a diferenca exc — ey tem praticamente

0 mesmo comportamento que o emaranhamento, como pode-se observar na Figura[39 De
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Figura 39 — Andlise de exc — ey em funcdo da curvatura k, comparado com o emaranha-
mento em funcao de k, para o modelo de Hubbard sob potencial harmonico.

fato se calculamos as derivadas 9S/0k e d(exc — ey)/0k, verificamos que inclusive a taxa

do decaimento do emaranhamento é bem reproduzido por exc — ey, como mostra a Figura

|
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Figura 40 — Derivadas 0S |0k e 0(exc—en)/0k em funcao de k, para o modelo de Hubbard
sob potencial harmonico.

A Figura [0 mostra que a quantidade exc — ey contém ainda mais informagao sobre
o emaranhamento do que esperavamos. Procurdvamos apenas por algo que indicasse as

regioes de maximo e minimo de emaranhamento, tal como obtido anteriormente para o
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atomo de Hooke (72). No entanto, a grandeza exc — ey é praticamente equivalente ao
emaranhamento médio de um tnico sitio com relagao ao restante da cadeia, a menos
de uma constante em k. Mas, sera que este resultado ocorre apenas para o caso sob

confinamento harmoénico? Ou é valido para qualquer inomogeneidade?

Para responder a essas questoes fizemos a mesma andlise para um caso de impureza
e um caso de superrede, como mostram as Figuras [41] e 42l Embora o comportamento
da quantidade ex¢ — ey em fungao da inomogeneidade, Vi, no caso da impureza e AV no
caso da superrede, seja similar ao comportamento do emaranhamento, apresentando as
mesmas regioes de maximo e minimo, verificamos que nestes casos a taxa do decaimento é
bem diferente. Através das derivadas, Figura e [42c, podemos ver que exc — ey possui
o mesmo comportamento qualitativo do emaranhamento. Quantitativamente, porém,

exc — ey nao é tao bom indicador como para o caso de confinamento harmonico, Figura

|

A procura de uma explicacao para que exc — ey fosse bom indicador de emaranha-
mento quando a inomogeneidade é um potencial harmonico, mas nao tao bom quando
a inomogeneidade ¢ uma impureza ou a modulagao de uma superrede, notamos que os
sistemas escolhidosﬂ tinham interacao U muito diferentes entre si. Para o caso harmonico,
o sistema tinha interacao U = 8, enquanto para impureza U = 2 e para superrede U = 3.
Sera que essa diferenca nas interacoes poderia explicar a diferenca no desempenho de
exc — ey na reproducao de §7 Como poderiamos corrigir a quantidade exc — ey de forma

que seja capaz de reproduzir o emaranhamento mesmo para U pequeno?

A primeira pergunta é respondida, invertendo as interacoes de U de cada sistema.
Calculamos o sistema harmonico com U = 2 e adotamos U = 8 para a impureza e a
superrede. Verificamos que agora a diferenca eyxc — ey reproduzia muito bem a taxa de
emaranhamento para impureza e superrede, cuja interagao era alta, enquanto que para
o sistema harmonico, com U = 2, havia apenas reproducao qualitativa, como mostra a

Figura [43] Concluimos entao que de fato a diferen¢a na interagdo U adotada em cada

3 Por simplicidade, escolhemos os pardmetros que jé haviam sido analisados anteriormente, apresentados
no Capitulo 4.
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Figura 41 — Andlise do indicador exc — ey para uma cadeia aberta com L =100, N = 80,
U =2 e com uma impureza no sitio 51. Em (a) apresentamos o emaranhamento em
fungao do potencial da impureza, (b) o indicador em fungao de Vi, € (c) as derivadas do
emaranhamento e do indicador com relag¢ao a Viy,.

caso é responsavel pela diferenca no desempenho de eyc — ey em reproduzir S.

Para responder a segunda pergunta, e corrigir o indicador exc — ey, notamos que a
principal diferenca entre sistemas fortemente interagentes e sistemas com fraca interagao
estd na energia cinética, que perde sua relevancia a medida que U aumenta. Assim, para
os casos com U pequeno, talvez exista uma contribuicao da energia cinética que nao foi
considerada em exc — ey e que nao faz falta quando adotamos U muito grande. Buscando

entao maneiras de incluir a energia cinética, encontramos um novo indicador,

— {TF,

1
I= exc — EeH (62)

que mostrou-se excelente para todas as inomogeneidades do modelo de Hubbard, como

podemos ver na Figura [44]
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Figura 42 — Andlise do indicador exc — ey para uma superrede com modulagcao AV, com
L =200, N =100 e U = 3. Em (a) apresentamos o emaranhamento em fun¢ao da
modulagao, (b) o indicador em fungio de AV e (¢) as derivadas do emaranhamento e do
indicador com relacdo a AV.

Em todos os casos usamos LDA para a energia de troca e correlaciao e resolvemos o
sistema KS para obter as densidades n;. Com as densidades obtivemos entao ey(n;) =
Un?/4 e a energia cinética, ¢ ~ "7 (n;) = 3n,(37%n;)**/10, na aproximagao de Thomas-
Fermi. Para obter o emaranhamento em cada caso usamos nossa proposta de LDA para

a entropia, Eq.(4.3).

Os proximos passos deste trabalho consistem em testar o indicador de emaranhamento
I usando todas as componentes exc, ey e t exatas, obtidas através da diagonalizacao nu-
mérica para sistemas pequenos. Além disso, nao entendemos ainda por que este indicador
funciona, portanto pretendemos investigar sua natureza e também verificar se é uma par-

ticularidade do modelo de Hubbard ou se pode ser estendido para outros modelos.

O estudo de emaranhamento e, principalmente, as técnicas usadas para o calculo de
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Figura 43 — Andlise do indicador exc — ey para o confinamento harmonico com U =2 e
para o sistema com uma impureza e a superrede, ambos com U = 8. A quantidade exc—en
¢ um bom indicador para qualquer inomogeneidade com interagao forte.

emaranhamento, encontram-se num estagio de desenvolvimento ainda bem primério, em

comparagao com o longo caminho ja percorrido pela Fisica da Matéria Condensada no
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Figura 44 — Na primeira coluna: derivadas do indicador de emaranhamento I =
exc—ey—t'F e do emaranhamento em funcao da inomogeneidade: k para o confinamento
harmonico, Vi, para impureza e AV para a superrede. Na segunda coluna: emaranha-
mento e o indicador deslocado de uma constante d, I' = I +d, para cada inomogeneidade.

estudo e no desenvolvimento de técnicas para o calculo de energia. Dessa forma, obter
uma quantidade como I, formada apenas por componentes da energia, capaz de revelar o
emaranhamento de um dado sistema, pode ser uma ferramenta muito 1til para o estudo

de emaranhamento.

Ressaltamos por fim, que todos os resultados apresentados até aqui para sistemas

inomogéneos, foram obtidos em cadeias com magnetizacao nula, através da LDA para a
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entropia de emaranhamento. Para estender a LDA para um sistema magnetizado, cons-
truindo uma LSDA (LSDA — do inglés Local Spin Density Approzimation), precisariamos
de uma parametrizacao para a energia, semelhante a apresentada no Capitulo 2, mas
agora para sistemas magnetizados. Com esse objetivo iniciamos uma busca por tal para-
metrizagao, como mencionado anteriormente, cujos resultados ainda nao publicados sao

apresentados no Apéndice [B]
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7 Conclusoes

Neste trabalho propusemos o estudo do emaranhamento em sistemas de muitos fér-
mions. Visando inicialmente explorar o emaranhamento nas fases isolante, metdlica e
supercondutora de um solido, analisamos o emaranhamento no modelo de Hubbard uni-
dimensional e homogéneo, descrevendo elétrons em uma cadeia infinita. Definimos entao
o emaranhamento local de um tnico sitio com relacao ao restante da cadeia, e calculamos

a entropia de emaranhamento de um tnico sitio.

Esta entropia de emaranhamento mostrou-se sensivel as fases isolante, metalica e
supercondutora do sistema, revelando-se portanto uma testemunha das transicoes metal-
isolante e BCS-BEC. Observamos que a entropia de emaranhamento nao corresponde a
uma funcao de estado no sentido termodinamico, pois diferentes estados do sistema podem
levar a0 mesmo valor de emaranhamento. Sob acao de campos magnéticos externos, en-
contramos que o emaranhamento permanece constante nos gaps de spin, até que o campo
magnético atinja seu valor critico. Por fim, verificamos que a susceptibilidade magnética e
o emaranhamento sao intrinsecamente relacionados, e ha indicios de que a forma dessa re-
lacao depende da natureza ferromagnética ou antiferromagnética do sistema. Essa andlise

do emaranhamento no modelo de Hubbard homogéneo foi publicada no Physical Review

A, Ref.(B5).

Com o objetivo de compreender as mudancas no emaranhamento devidas a presenga
de inomogeneidades, propusemos entao uma aproximagao de densidade local (LDA) para
a entropia de emaranhamento. Para cadeias pequenas, foi possivel comparar nossa apro-
ximacgao com resultados exatos e os testes mostraram que a LDA para a entropia é uma

excelente aproximacao para o emaranhamento de sistemas inomogéneos, além de ser fa-
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cilmente aplicavel a sistemas com inomogeneidades mais complexas. Assim, empregamos
a entropia LDA no modelo de Hubbard inomogéneo para trés diferentes tipos de inomo-

geneidade: superredes, impurezas e confinamento harmonico.

Verificamos que todas as inomogeneidades diminuem o emaranhamento. Em superre-
des observamos que o emaranhamento diminui mais bruscamente com variagoes periodicas
no potencial externo, do que com variacoes periédicas na interacao, efeito semelhante ao
que havia sido observado anteriormente para a energia. Para impurezas verificamos que
existem combinagoes de parametros que produzem um platé no emaranhamento, onde po-
demos variar o potencial da impureza e ainda assim manter o emaranhamento constante.
Por fim, verificamos que o emaranhamento no sistema harmonicamente confinado decai
de forma nao-uniforme, e que cada variagao em sua curvatura representa uma transicao
no perfil de densidade. Concluimos entao que o emaranhamento, além de ser testemunha
de transicoes metal-isolante e BCS-BEC, também é capaz de apontar para diferentes re-
gimes no perfil de densidades do sistema. Este trabalho foi publicado no Physical Review

Letters, Ref.(63).

Exploramos ainda o emaranhamento entre blocos, definindo o emaranhamento de
um bloco de sitios com relacao ao restante da cadeia e, com o auxilio da expressao de
Calabrese-Cardy (CC) para a entropia de sistemas finitos, analisamos as contribuicoes

universal e ndo-universal do emaranhamento.

Encontramos que no limite em que o emaranhamento entre blocos ¢ igual ao emara-
nhamento de um tnico sitio com relacao ao restante da cadeia, a contribuicao universal,
dependente apenas da geometria, é praticamente irrelevante comparada com a contribui-
¢ao nao-universal, dependente das caracteristicas intrinsecas do sistema. A medida que
consideramos o emaranhamento de um bloco com mais de um sitio, com relacao ao restante
da cadeia, o papel do termo universal torna-se cada vez mais relevante, mas ainda assim o
termo nao-universal é indispensavel. Concluimos entao que para a completa descricao do
emaranhamento entre blocos o termo nao-universal deve ser obtido e, com consideragoes

bem simples, mostramos que o termo nao-universal corresponde na verdade a entropia de
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emaranhamento de um tnico sitio no limite homogéneo. Estendemos entao a férmula de
CC, incluindo agora nossa expressao para o termo nao-universal, e entao propomos duas
diferentes formas de construir uma LDA para a entropia de emaranhamento entre blocos.
Este trabalho foi publicado no Physical Review A, Ref.(71)). Futuros trabalhos incluem
testes dessas duas propostas, de forma que possamos escolher a melhor entre elas, bem

como a exploracao do emaranhamento entre blocos de sistemas inomogeéneos.

Em outro trabalho procuramos por um indicador de emaranhamento tal qual encon-
trado anteriormente, por colaboradores nossos, para o atomo de Hooke. Obtivemos uma
relacao entre as energias de troca e correlagao, de Hartree e cinética, capaz nao s6 de indi-
car qualitativamente as regioes de maior ou menor emaranhamento, mas de praticamente
reproduzir quantitativamente o emaranhamento. Verificamos que este indicador reproduz
o emaranhamento em funcao de qualquer inomogeneidade a menos de uma constante.
Cada termo de energia foi calculado através das densidades obtidas via LDA. Assim, para
a conclusao deste trabalho, ainda pretendemos calcular o indicador através das energias

exatas, compreender sua natureza e investigar sua validade para outros sistemas.

O desenvolvimento de técnicas tedricas para identificar, quantificar e controlar o ema-
ranhamento em sélidos é fundamental para o desenvolvimento das areas de Informacao
e Computagao Quantica. Estamos em uma fase inicial na montagem do quebra-cabeca
dessa caracteristica tao intrigante e promissora da Mecanica Quantica. Com os resulta-
dos desta tese foi possivel contribuir com algumas poucas pecas. Existem ainda muitas
questoes fundamentais a serem investigadas, muitas propriedades e sistemas que devem
ser explorados, e esperamos futuramente poder contribuir na solugao de outros problemas

dessa area.
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APENDICE A - Matriz Densidade
Reduzida

No Capitulo 3 descrevemos o emaranhamento de um tunico sitio A no modelo de

Hubbard, através de sua matriz densidade reduzida,

pa =wol0) O+ wq [T) (Tl +wy [1) U+ w2 ITD (T (A1)

na base de ocupagao |[n) =10),| T),| 1),| Tl), com probabilidades w,, tais que >, w, = 1.

Para obter a Eq.(A.1)), decompomos o estado total puro |¥,p) nas bases de ocupagao

n) e la),
Wap) = > > cralny @ ) (A2)

onde {|a)} é a base de ocupacao no espago de Hilbert de (L — 1) sitios e {|n)} é a base de

ocupacao no espaco de Hilbert de um tnico sitio.

Assim, a matriz densidade total sera

[Pap) (¥asl

Z Z CpaCrry In@) ('@, (A.3)

na n',a

PAB

e entao a matriz densidade reduzida ¢ dada por

T'rplpasl

PCEDIDI L]

a’ na n,a

D duy InXn (A4)

PaA

—_ *
com dpy = D5y CraClry-
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Agora considerando as simetrias do modelo de Hubbard: conservagao do ntimero de

particulas e conservacao da componente z do spin, devemos impor que

[pA7nA] =0 <A5)
[PA’SZ] =0 (AG)
onde
00 0O
0100
ny =
0010
00 01

representa a densidade total no sitio A e

00 0 0
012 0 0
S5 =
0 0 -1/2 0
00 0 0

a componente z do spin no sitio A, na representagao matricial ), [n){n’|.

Mas as relacgoes (A.5) e (A.6) apenas sdo satisfeitas se p4 contiver apenas termos

diagonais. Portanto:

wo O O O
0O wp 0 O
Pa=
0 0 w O
0 0 0 w

Para obter as probabilidades w, em termos do valor esperado dos operadores de den-

sidade 7y e 7y, tal como mostram as equagdes Eq.(3.4) — Eq.(3.6) do Capitulo 3, usamos
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as definicoes

o = 6‘1& = [10)(10] + |[11)(11],

n o= @Iél = [01)01] + |[11){11], (A.7)
fphy = &8iE[e, = [11)11],

em que a notagao |kl) representa o nimero k = 0,1 de particulas no sitio A com estado
de spin para cima, | T), e o nimero [ = 0,1 de particulas no estado | |). Nesta notacao,

temos | T) = [10), | 1) = [01), | T1) = [11) e |0) = |00), de forma que a matriz densidade,
Eq.(A.1), total pode ser escrita como

Calculando entao, o valor esperado de cada operador,

Wlrlyy = Trlirpas)
1
- Z(kl|[|10><10| n |11>(11|][w2|11)(11| el 10)C10] + w0101 + wol00)(00] |1k
k,[1=0
1
= 3 Wl 10X10] + wal 1Dk (A8)
k,1=0
= Wy + Wy, (Ag)
Wlaylyy = Trlipasl
1
- Z(kll[lOl)(OH Ly 1|][w2|11><11| T e 10Y(10] + wy101)(01] + wol00)¢00] |1k2)
k,1=0
1
= > iy 0101+ wal (LD
k,I1=0
= w;+Wwy, (A]_O)
1
Trtidyons] = D ([T [ wall I+ w3 10)C10] 4wy 01(O1] + wol00)(00] )
k,1=0
1
= @bl DXk (A11)
k,1=0
= Ws. (A12)

Assim, recombinando os termos das equacoes Eq.(A.9) — Eq.(A.12) e usando a nor-
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malizacao Y, w, = 1, recuperamos as equagoes Eq.(3.4) — Eq.(3.6) do Capitulo 3,

Wy = RNy,

w1l nry — wa,

Wo = 1_WT_Wl_W2'
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APENDICE B - Parametrizacao para a
energia do modelo de

Hubbard com spin

Como apresentamos no Capitulo 2, a energia por sitio do modelo de Hubbard no limite

homogéneo foi parametrizada a partir do Bethe-Ansatz (34} 35), por

—2p(U)

T

A n,m=0,U) = en( e ) para 0<n<l, (B.1)

BU)

onde B(U) ¢ obtido pela relacao

T = Jo(x)J1(x)
B(U)sen (,B(U)) = 27va0 0+ o eux/z)dx. (B.2)

Embora a Eq.(B.]]) seja uma excelente ferramenta para o estudo do modelo de Hub-
bard, é valida apenas para sistemas com magnetizacao nula, m = 0. Assim, para o estudo
de propriedades de sistemas magnetizados, ¢ muito desejavel possuir também uma ex-
pressao analitica parametrizada para a energia do modelo de Hubbard homogéneo com

m# 0.

Com este objetivo, tentamos uma série de parametrizacoes, até que obtivemos a se-

guinte expressao,

BA—-spin _ _2ﬁ(l’l, m, U) m mm
AP (pom, U) = . sen (,B(n, - U)) cos (—y(n, - U)) , (B.3)

onde B(n,m, U) é obtido pela expressao

_ 2B(n,m,U) m( n ) _ 4 f‘” " Jo(x)J1(x) (B.4)
d B, m, U) 0 X (1 + exp [% (("4—m41(1—fn4))1_n2])’ '
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Ji(x) sao fungoes de Bessel de ordem i e y(n,m, U) é um parametro definido como

(B.5)

_ 1A 4 4
)/(n,m,U):Zexp[U(1 n)n m)].

v

A equacao Eq.(B.3)) e os parametros S(n,m, U) e y(n,m, U) foram construidos de ma-

neira a satisfazer os trés limites exatos (34, [35] 39)),

4 m m
en,m,U=0) = —7—rsen (j)cos (7), (B.6)
2
e(n,m,U — o) = ——sen(nn), (B.7)
V4
4 2
emym=n,U) = ——sen (@)cos (@) = ——sen(nn), (B.8)
m 2 2 T
e os dois limites aproximados (39),
2B(U) T (ﬂm)
-1 - — i B.
en=1,m,U) - sen (,B(U))COS > ) (B.9)
2B(U) ( nn )
en,m=0,U) = - sen . B.10
( ) - BO) ( )
0.0
exato
m~n/2
- BA-spin
02k & U=4 L e
04} .
@
% ] ’
S 06}
] ]
] 9 ]
0.8}
_10 L 1 L 1 L 1 " 1 L
0.0 0.2 04 06 08 1.0

densidade (n)

Figura 45 — Energia do modelo de Hubbard homogéneo, calculada numericamente atra-
vés das equacoes de Lieb-Wu, e*(n,m,U) e calculada através da nossa parametriza¢ao

Eq., eBA=sPin(n, m, U), em funcdo da densidade, para U =4 e m = n/2.
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Além disso ajustamos os parametros de forma que a Eq. apresentasse desvios rela-
tivamente baixos quando comparada com a energia obtida numericamente, e“**°(n, m, U).
Na Figura [45] comparamos a energia numérica com a energia aproximada pela Eq.(B.3)
em funcao da densidade para U = 4 e m = n/2. Observamos que ha uma boa concordancia

especialmente para n < 0.8. Com desvio médio de apenas D = 1.31%, onde

D=ZD(g,->=Z

i

eBA—spin(n’ m, U) _ eexato(n’ m, U)
eexato(n, m, U)

x 100), (B.11)

e D(g;) é o desvio percentual para cada valor i de uma das grandezas g = n,m ou U
mantendo as demais fixas. Os valores de n e m sao aproximados porque nao consegui-
mos controlé-los diretamente na solu¢ao numérica das equacgoes de Lieb-Wu, controlamos
apenas os limites das integrais, que por sua vez se relacionam com n e m. Essa é ou-
tra motivacao para a construgao de uma expressao analitica em que n,m,U podem ser

arbitrariamente escolhidos.

-0.5
n""‘"o 5 exato
06 U=2 ® BA-spin
[
0.7 . " :
.% R s ®
= §
0] ] »
& _ '
0.8} mm2g®
AR
09}
_10 1 . 1 L 1 L 1 L 1 L 1
0.0 0.1 0.2 05 04 0.5

magnetizacao (m)

Figura 46 — Energia do modelo de Hubbard homogéneo em func¢ao da magnetizacao
m. Comparacdo entre a nossa parametrizacio eB4=P"(n,m,U), dada pela Eq., e o
resultado numérico exato, e“*°(n,m,U), para n ~ 0.5 e U = 2.

Na Figura 46| fixamos U = 2 e n = 0.5 e calculamos a energia em funcao de m. H&
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uma boa concordancia, com desvio médio D = 1.56%, especialmente para m > 0.3. Mas
ainda assim o maior desvio, em m = 0, é D(m = 0) = 2.71%. Por fim fixamos n ~ 0.5 e
m ~ 0.25 e calculamos a energia em funcdo da interacdo U. A Figura [47 mostra que hé

uma excelente concordancia, com desvio médio D = 0.74%.

-0.5
n~0_5 - E;:exato
06k m~025 ® E;:B;ﬁ;-spin
'0.7 B ' £ .
]
o) : : 9
0]
C 08}
09}
_10 1 L 1 L 1 L 1 L 1 L 1
2 3 4 5 6 T

interacao (U)

Figura 47 - FEnergia do modelo de Hubbard homogéneo em funcao da interagao
U, calculada com nossa parametrizacio eB4=P"(n,m,U), Eq., e numericamente,
e (n,m,U), para n ~ 0.5 e U = 0.25.

Na Tabela [7| apresentamos os desvios médios D com relacao a magnetizacao m, para
alguns valores de n e U. Verificamos que nossa parametrizagao Eq.(B.3|) apresenta boa
concordancia de uma forma geral com o resultado exato, mas os desvios para n > 0.5 sao

maiores quanto maior a interacao U.

Para a conclusao deste trabalho pretendemos aperfeicoar nossa atual parametrizacao,
Eq. , diminuindo as poténcias em n e m, a fim de evitar oscilagoes numéricas. Para isso
talvez teremos que sacrificar a obediéncia ao limites aproximados, Eq.(B.9) e Eq.(B.10),
mas isso nao constitui um grande problema se os desvios com relagao aos resultados exatos
em fungao de n,m e U permanecerem baixos. Trabalhos futuros envolvem aplicagoes da

parametrizacao para o calculo de outras grandezas, como por exemplo, a susceptibilidade
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Tabela 7 — Média em m do desvio percentual D entre a energia exata e nossa parametri-
zacdo eBA~P(n,m, U), Eq., para alguns valores de n e U.

Desvio (%)
n/U 2 4 6
0.2 0.84 0.74 0.58
0.5 1.56 1.61 1.93
0.8 1.89 198 242

magnética y = 0*E/0m?|,.—o.

Esse desenvolvimento, além de 1til para a melhor compreensao de sistemas magnetiza-
dos descritos pelo modelo de Hubbard, apresenta uma importancia técnica fundamental:
permite o controle direto de todos os parametros n,m,U. Com este controle, podemos
escolher arbitrariamente um conjunto de parametros n,m, U e entao dessa forma calcular
grandezas como a susceptibilidade, em que precisamos derivar com relagao a m, mantendo
fixos n e U. Da mesma forma, para uma futura descricao do emaranhamento em sistemas
magnetizados e inomogéneos, precisaremos de controle sobre a distribuicao de magnetiza-

¢ado m;, para a construgao de uma aproximacao de densidade de spin local (LSDA).
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