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Resumo

Este trabalho calcula analitica e numericamente a densidade espectral para o modelo de
Anderson de duas impurezas sem correlacio eletronica (U = 0). Nossos resultados servem co-
mo passo inicial para se entender o modelo com a correlacao eletrénica. O modelo estudado
descreve a interacao entre elétrons de um metal e impurezas magnéticas localizadas, e a simpli-
ficacdo, I/ = 0, torna o Hamiltoniano quadrético permitindo assim que se divida 0 mesmo em
dois termos: um envolvendo apenas operadores pares (canal par) e outro envolvendo apenas
operadores impares (canal impar). Cada termo encontrado difere pouco do Hamiltoniano de
Nivel Ressonante. Nossos resultados abrangem tanto a diagonalizagéo analitica como a numeéri-
ca pelo método do Grupo de Renormalizacao, adaptado para o caso de duas impurezas. A
simplicidade do Hamiltoniano permite que (1) se identifique caracteristicas do modelo que afe-
tam adversamente a precisio do célculo numérico e (2) se encontre uma maneira de circundar
tais dificuldades. Os resultados aqui encontrados ajudaram o desenvolvimento do cdlculo da

densidade espectral do modelo correlacionado, desenvolvido paralelamente em nosso grupo de

pesquisa.
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Abstract

This work calculates analytically and numerically the spectral density for the two impurity
uncorrelated Anderson model (U = 0). Our results serve as an initial step towards understand-
ing models with electronic correlation. The studied model describes the interaction between
conduction-band electrons of a metal and localized magnetic impurities. The simplification
U = 0 turns the Hamiltonian quadratic, allowing us to split it into two parts: one involving
only even operators (even channel), the other involving odd operators (odd channel). Each
term has a form differing a little from that for the Resonant Level Hamiltonian . Our re-
sults include analytic diagonalization as well as numerical calculations using the method of the
Renormalization Group, adapted for the two impurity case. The traditional tridiagonalization
method imposes particle-hole symmetry, while our treatment preserves the energy dependence
of the coupling, between the impurities and the conduction-band, and consequently, the nat-
ural asymmetry of the model. The simplicity of the Hamiltonian allowed us to (1) identifiy
characteristics of the model that affect adversely the acuracy of the numeric calculation and
(2) find a way to surround such difficulties. The results here found helped the development of

the calculation of the spectral density of the correlated model, developed simultaneously in our

research group.
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Capitulo 1

Introducao

Em 1966, Lang‘rethm calculou analiticamente a densidade espectral para o modelo de An-
derson para impurezas magnéticas em metais. Nesse modelo, o metal é representado por uma
banda de conducao de largura 2D semi-preenchida e a impureza por um nivel de energia £4 (0
{ndice refere-se ao orbital atémico d). Podemos ter quatro configuragdes possiveis para o orbital
da impureza: vazio, ocupado com um elétron com spin para cima, ocupado com um elétron
com spin para baixo ou duplamente ocupado. Temos também neste modelo uma hibridizacao
(V') entre os estados dos elétrons de conducéo e o estado da impureza. Esse termo permite a
transferéncia de elétrons entre a banda de condugéo e o orbital da impureza. Desta forma temos
na banda uma ressonancia centrada em g4 com uma incerteza em energia dada por I' = wpV2,
onde p é a densidade de estados dos elétrons de conducao no nivel de Fermi. O modelo inclui
uma interacéo Coulombiana U quando o nivel estd duplamente ocupado, caso em que & energia
do orbital é 2, + U. Utilizando técnicas diagramadticas Langreth encontrou uma relaciao de que

decorre a seguinte expressao exata para a densidade espectral no nivel de Fermi

ple =0) = ;lfsinQ(éF) (1.1)



onde 8p é a defasagem sofrida pela banda de condugao devido a presenca da Impureza.

Em 1985 Frotalz], diagonalizou o Hamiltoniano do modelo de Anderson, utilizando um
método numérico desenvolvido por Wilson[3], e calculou numericamente sua densidade espectral;
em especial, ele obteve o espectro de fotoemissao para o modelo de nivel ressonante, caso
particular do modelo descrito acima em que se desconsidera a correlacdo entre os elétrons da
impureza.

Este trabatho tem por objetivo calcular numérica ¢ analiticamente a densidade espectral
para o modelo de Anderson de duas impurezas sem correlacéo eletronica. A motivacao para se
estudar o modelo reside no fato de que podemos (a) mostrar que a expressio de Langreth é vélida
para todo o espectro de energia desse modelo, (b) apoiar o estudo do modelo correlacionado!d!
(U # 0) nos seguintes aspectos: 1) fornecendo resultados analfticos que servem para conferir o
c6digo computacional desenvolvido para o modelo, i) permitindo identificar com mais facilidade
as dificuldades que eventualmente prejudiquem o célculo numérico da densidade espectral e i)
simplificando & interpretacao dos resultados numeéricos nas vizinhancas dos pontos fixos da
transformacéo do Grupo de Renormalizagao, que € o método por nés utilizado no céleulo.

O interesse na densidade espectral deriva no fato de que podemos medi-la em laboratério por
duas técnicas: espectroscopia de fotoemissao de raios-X (“ X-ray Photoemission Spectroscopy
- XPS ") e espectroscopia de fotoemissao inversa ou espectroscopia isocromética de brem-
strahlung (“ Bremsstrahlung Isochromat Spectroscopy - BIS ”). Essas técnicas nos fornecem
informagses sobre a estrutura de niveis profundos de fons absorvidos.

A experiéncia de fotoemissdo (XPS; consiste basicamente em incidir radiacao de energia hw
em uma superficie metdlica e em seguida medir a corrente de elétrons fotoemitidos. A XPS
pode ser feita de duas maneiras: (a) medindo a corrente em funcéo tanto do angulo como da

energia de fotoemissdo; (b) medindo somente a energia cinética de fotoemissdo. No caso (a) o



interesse é analisar a distribuicéo dos momentos dos elétrons e em (b) determinar a densidade
de estados.

A experiéncia de fotoemisséo inversa consiste em incidir com feixe eletronico (monocrométi-
co) a superficie de uma amostra, causando uma desaceleracéo de elétrons que por sua vez emitem
radiacio eletromagnética (bremsstrahlung).

Na préxima secéio apresentamos os resultados para a densidade espectral do modelo de nivel

ressonante.

1.1 Densidade espectral para uma impureza

No caso em que o nivel da impureza nio interage com os elétrons da banda de condugao
teremos uma linha discreta na energia £ = hw + £¢, onde hw é a energia cedida pelo raio-X e &,
é a energia de ligacao do elétron no orbital atémico. Resultados experimentais mostram picos
alargados como os da Figura (1-1). Este alargamento estd relacionado com a vida média do
buraco criado devido a absorcao do raio-X, sendo determinado pela probabilidade de transicao
de elétrons para o nivel do absorvido.

O modelo de nivel ressonante tem sido nos 1ltimos anos exaustivamente estudado pois serve
para testar diversas técnicas de cdlculo. Utilizando a técnica do Grupo de Renormalizacao
Numérico (GRN) Frota calculou e analisou a densidade espectral para o modelo de nivel resso-
nante. Yoshida[5], utilizando uma versao modificada da técnica também calculou a densidade
obtendo a curva da Figura (1-1). A densidade é uma Lorentziana de largura [' centrada na
energia ¢4 . A introducéo de um novo parametro de discretizagau (z) na técnica possibilita
melhores resultados numéricos, como podemos observar na Figura (1-1). A linha continua rep-
resenta a técnica com z # 1, os circulos sélidos a técnica com z = 1 e os tridngulos representam

a Convolugéo Gaussiana discutida na Ref.[6]. Como podemos observar, no caso em que a ener-

. ‘L) C_ L! ‘: ?;l WOy BIg e
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Figura 1-1: Densidade Espectral para o nivel ressonante com [' = 0.01D e duas energias para
aimpureza. (a) gq = 0 e (b) g4 = 0.05D. As linhas sélidas representam os resultados numéricos

com z # 1 e os circulos cheios com z = 1. Os trifngulos representam a convolucao Gaussiana
da Ref.[6].

gia da impureza é zero {¢4 = 0), os trés resultados concordam bem, ja para g4 # 0 somente a
técnica com z # 1 fornece resultados corretos.

Na Figura (1-2) mostramos a densidade para o modelo com U # 0 e z = 1, para trés
valores de correlagio. Em a) devido a pequena correlacdo coulombiana, U = 0.050), o estado
fundamental ¢ duplamente ocupado sendo necessdrio uma energia ignal a A = ¢4 + U para
retirar um elétron da impureza e de acordo com a definicdo de densidade espectral, p(e) = 3.
W Fleal®|? 6(Ep — Eq — €), temos um pico em & = A com meia largura I'. Em b) aumen-
tando o U, as configuraces singelamente ocupada e duplamente ocupada sido essencialmente
degeneradas e o estado fundamental é uma combinagoes dessas duas configuragées. O espectro
de fotoemissdo apresenta um pico referente a transi¢do do estado duplamente ocupado para o
singelamente ocupado e um devido a transicdo do estado singelamente ocupado para o vazio.

Aumentando mais o U b) a configuracao singelamente ocupada e favorecida, sendo este o regime



Hﬁ_rl“flﬁ“[‘ﬁ]"ll‘lle‘II‘I.
1.O | (a)
0.8 |
N o
~ C
Q“:O.G*_-
(. »
g 04t
0.2k
IO:
B (b)

0.8 F
o o
™~ "
6‘:06:‘
(N C
p 0.4+
0.2f

O E (e) ﬁ: =

- n

o~ 0.8 - -

~ - ]

a 06 ]

(. ™ 7]

E 0.4 3

o 2r | .

0'2:- l*—r‘(f;[:

C | .

NN TEER R A L N/ TR e

-0.10 0 Q.10
e/D

Figura 1-2: Densidade espectral para o modelo de Anderson de spin-degenerados como fungao
da energia. Nos trés casos temos que g4 = —0.1D e I' = 0.01D. A repulsio Coulombiana
nos casos (a), (b) e (c) € U = 0.05D, 0.105D e 0.15D, respectivamente. As densidades foram
calculadas com parametro de discretizaggo A = 3, cfrculos cheios. A linha sélida representa fits
combinando Lorentzianas de largura diferentes.



conhecido como Regime de Kondo.

1.2 Densidade espectral para duas impurezas

Na seg@o anterior apresentamos os resultados para uma unica impureza. No presente tra-
balho tembs duas impurezas localizadas em diferentes posicdes e com niveis de energias equiva-
lentes. O acoplamento entre esses niveis gera um orbital ligante ou canal par e um anti-ligante
ou canal mpar, sendo que a densidade espectral pode ser dividida em duas partes: densidade
par (p,) e densidade impar (p,)-

Para o caso em que nao hé interagdo com a banda teremos uma situacao andloga & anterior
com as densidades par e fmpar sendo fungdes deltas. No caso em que h4 interagdo espera-se um
comportamento semelhante ao de uma iImpureza, pois, devido a simetria de paridade, podemos
separar o Hamiltoniano em dois problemas de uma impureza.

Concomitantemente ao nosso trabalho, Paulald calculou a densidade espectral para o mod-
elo correlacionado, descrevendo cada um dos trés regimes caracteristicos do modelo no limite
de Kondo: regime Ferromagnético, regime Kondo e regime Antiferromagnético. A obtencao
daqueles resultados, complementares aos contido nesta dissertacao, se beneficiou da experiéncia

adquirida ao longo do desenvolvimento deste trabalho.



Capitulo 2

Modelo de Anderson

Neste capitulo nés apresentamos alguns aspectos experimentais dos sistemas magnéticos,
tais como ligas magnéticas, compostos de terras raras com valéncia flutuante e os sistemas de
férmions pesados, nos quais ocorrem momentos magnéticos localizados. Estamos interessados
aqui nas ligas magnéticas. Discutimos também, de uma maneira qualitativa, os principais
métodos e modelos tedricos desenvolvidos com a finalidade de explicar as suas propriedades.

Finalizando o capitulo, apresentamos o modelo de nosso interesse.

2.1 Momentos Magnéticos Localizados

Pequenas quantidades de metal de transicdo, como por exemplo Fe, Ce, Mn, La, ..., dis-
solvidos em um metal ndo magnético (Pb, Au, Cu, etc...) podem exibir ou nao momento
magnético Jocalizado!?). A presenca desses momentos mangnéticos em ligas diluidas tem conse-
quéncias importantes nas propriedades estéticas e dinamicas dessas ligas. As impurezas mag-
néticas imersas nesses meios metélicos exercem perturbagoes localizadas, caracterizadas por
efeitos de muitos-corpos, causando uma modificagao no comportamento do sistema, metal mais

impureza, quando se passa de altas temperaturas {ou energias) para baixas temperaturas. A
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Figura 2-1: Esquematizagéo da contribuicdo da impureza para a suscetibilidade magnética
e para o calor especifico. O pico no calor especifico representa uma mudanca na cntropia.
Na suscetibilidade vemos que para T >> Tk a impureza comporta-se como particula livre e
T << Tk a impureza torna-se independente da temperatura.

temperatura que ocorre depende da substéncia.

As propriedades fisicas refletem o aparecimento desses fendmenos, mostrando uma modi-
ficagio no comportamento da liga diluida quando a temperatura passa por uma temperatura
caractertsitica (Tx). A Figura (2-1) ilustra pictoricamente o comportamento da liga mostran-
do a suscetibilidade magnética e o calor especifico como funcio da temperatura. Para uma
temperatura maic que Tk, o comportamento de Curie indica que a impurcza tem um mo-
mento magnético bem definido. Observa-se no entanto 4 medida que a temperatura diminui
o momento magnético desaparece, pois a susceptibilidade desvia-se e torna-se indepentente da

temperatura para regioes de temperatura menores que Ty. O calor especifico mostrou uma



anomalia em torno da temperatura Tk, indicando que a impureza magnética esté perdendo
graus de liberdade.

Uma outra carateristica marcante dessa liga € o aparecimento de um minimo na resis-
tividade, na temperatura caracterisitica Tx , que depende da concentracao das impureza. A
ascensio da resistividade 4 medida que a temperatura decresce foge ao padrao tradicional,
chamando a atencdo de experimentais na década de 30. Anélises sisteméticas dos trabalhos
experimentais mostravam uma correlagio entre este fendmeno e a presenca de momentos local-
izados. Kondolg], calculou perturbativamente a contribuicdo para a resistividade e encontrou
um termo proporcional a In(T') , com esse termo conseguiu explicar a resisténcia minima que
era encontrada experimentalmente. Segundo ele, o minimo era originado pelo acoplamento do
momento magnético da impureza com a banda de conducdo do metal hospedeiro. Por isso, a
temperatura caracteristica em que o minimo ocorre é chamada temperatura de Kondo ou Ty .

Apesar do cdlculo perturbativo de Kondo obter sucesso na explicacao dos resultados ex-
perimentais, sua solucéo levantou dificuldades matematicas, pois quando calculadas por teoria
de perturbacio as propriedades fisicas apresentavam divergéncias logaritmicas infravermelhas.
Essa falha na teoria de perturbacdo despertou o interesse de muitos autores e diversos foram
os trabalhos teéricos propostos na tentativa de solucionar o problema. Finalmente, mais de
uma década depois, Wilson!®! desenvolveu um método nao perturbativo para calcular a con-
tribuicdo da impureza & susceptibilidade x. Esse método, que descreveremos detalhadamente
no Capftulo III, consiste em desacoplar e identificar de maneira sistemética as vdrias escalas de
energia da banda de condugéo, que sao respoi.séveis pelas divergéncias logaritmicas, e tratar

numericamente apenas as escalas que sejam importantes no problema.



2.1.1 Modelos e métodos para estudar esses sistemas

Nesta seqdo vamos delinear alguns métodos € modelos tedricos empregados no estudo das
propriedades fisicas das ligas magnéticas.

Basicamente esses sistemas s&o representados por modelos de impurezas, dos quais os mais
realistas envolve efeitos de muitos corpos e célculos ndo perturbativos. O modelo de nivel
ressonante é o mais simples de todos, constituido por uma impureza, representada por um
orbital ndo degenerado, ressonantc com a banda de conducdo do mctal hospedeiro. Dentre
0s mais realistas que foram adotados para descrever esses sistemas destacam-se o modelo de
Anderson e 0 modelo de Kondo. Na préxima secdo discutiremos o primeiro, que engloba o
Hamiltoniano do nivel ressonante como caso especial. O modelo de Anderson é equivalente ao
Modelo de Kondo para I' << U, gq4.

As diversas técnicas desenvolvidas desde 1975 para investigar esses sistemas apresentam
suas vantagens e desvantagens. Sob esses aspectos essas diversas técnicas se complementam:.
Na Tabela (2.1.1) ilustramos resumidamente as principais técnicas.

Aqui, como j4 foi mencionado, empregamos o Grupo de Renormalizagdo para calcular a
densidade espectral para o modelo de Anderson de duas impurezas sem correlacao eletrénica.

A seguir faremos um breve descrigdo do modelo de Anderson.

2.2 Modelo de Anderson de uma impureza

A primeira descricio da formacao dos momentos magnéticos foi dada por Anderson!”l em
meados da década de 60. Ele propés, para descrever esses sistemas metélicos dilufdos com
impurezas magnéticas localizadas, um modelo simples no qual o metal hospedeiro é representado
por uma liga diluida e a impureza por um orbital ressonante (d para metal de transicdo e f para

terras raras) com degenerescéncia de spin. Essa degenerescéncia possibilita quatro configuragoes
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Técnica

Vantagens

Desvantagens

Ansatz Bethe

Mostra-se muito efi-
caz para calcular as
propriedades termodi-
némicas.

Ainda nao se pode cal-
cular com esse método
as propriedades diné-
micas.

Expansao 1/N

Trata propriedades di-
némicas e estaticas e
trabalha com modelos
mais realisticos, é apli-
cado a sistemas com
alta degenerescéncia
na impureza.

Inadequado para pequenas

degenerescéncia N . Pro-
blemadtica para mais de uma
impureza.

Grupo de Renor-

Trata propriedades
estédticas e dindmicas, é
altamente preciso e

Alto custo computacional
e limita a aplicacdo para mo-

malizaga . . ds
izacao vélido para quaisquer (%elos com poucos graus de
liberdade.
pardmetro do medelo.
Possui as mesmas vanta Precisio limitada e
€ - .
Monte Carlo decrescente & medida que

gens do GRN.

T — 0.

Invaridncia Conforme

Vantagens analiticas,
pouco trabalhosa

Aplicdvel apenas a alguns
modelos. S¢ funciona a baixas
energias.

Tabela 2.1: Principais técnicas desenvolvidas na tentativa de explicar as propriedades fisicas
das ligas magnéticas.
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ep=0 A ep=0

Figura 2-2: Representacio esquemética do modelo de Anderson de uma impureza. D é a meia
largura da banda de condugao semi-preenchida e ep o nivel de Fermi. O acoplamento entre o
nivel da impureza e a banda de condugéo possibilita a transferéncia de elétrons da impureza
(lado esquerdo) para o metal (lado direito) e vice-versa.

',

possiveis para o orbital da impureza: vazio, ocupado com um elétrons (degenerescéncia de spin)
ou duplamente ocupado.

Representamos o modelo pelos elétrons de condugao ndo interagentes da banda de condugao,
pela energia de ligacio dos elétrons do orbital da impureza, pela hibridizacao desse orbital com
a banda de condugao e pela interacao dos elétrons de condugéo com a impureza magnética.
Consideramos a banda de conducéo simétrica em relacdo ao nivel de Fermi com largura 2D
e com relacao de dispersio linear € = vp(k — kr), sendo vp = kp/m a velocidade de Fermi.
Temos neste modelo dois fatores que podem afetar o elétron no estado da impureza: um €
a hibridizacdo V, que representa o acoplamento entre o metal hospedeiro e a impureza e o
outro é a repulsio Coulombiana (I/) entre os elétrons dentro deste orbital. Quando o orbital
estd duplamente ocupado temos uma energia de 24 + U. Devido a hibridizacao o orbital da
impureza possui uma largura na sua energia dada por I' = 7pV?; p é a densidade de estados de

elétrons de conducéo por spin no nivel de Fermi. O modelo é ilustrado na I'igura (2-2).

12
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O Hamiltoniano de Anderson é descrito por

H = Hge + sdc:riuc,i‘u +V Z(c}fwcdu 4+ h.c)+ UcLTchc:;lcdl (2.1)
k.

_ t 5 toa :

onde Hpc = 2 k. EkCryChpe denota a banda de conducéo. O operador ¢, cria um elétron de
conducio com momento k e spin u e o operador c:riu cria um elétron no orbital d com spin
p. O primeiro termo corresponde a energia da banda de conducdo, o scgundo a cnergia da

impureza, o terceiro a hibridizacao e o quarto a correlacio eletrénica no orbital da impureza. O

— Hamiltoniano possui simetria particula-buraco; sendo assim, é invariante frente & transformacao

i f —
Chpp = C_jyyr Cdp — —Cgp- Para U = 0 temos

HNR = Z Ekc;rmck# + EdCLquu + 1% Z(c};#cd” -+ h-C-) (2~2)
k. k,p

que é o Hamiltoniano do nivel ressonante.

O Hamiltoniano dado pela Eq.(2.2) sendo quadritico é exatamente diagonalizdvel. Com
esse modelo calculou-sell0l a susceptibilidade magnética estética e dinémica como funcao da
temperatura, do campo magnético e da largura do nivel ressonante por meio de funcCes de
Green. Gunnarsson e Schénhammer!!! utilizaram-o para estudar as propriedades de absorgao
quimica em metais e calcularam espectros de fotoemissao por funcoes de Green. Do ponto de
vista teérico esse modelo, uma vez sendo exato, serve nao sé para testar outras técnicas como
também para simplificar a interpretacdo de alguns resultados; do ponto de vista experimen-

tal, entretanto ele & menos interessante, j& que desconsidera a correlagao entre os elétrons da

impureza.
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Figura 2-3: Modelo de Anderson de duas impureza. D é a meia largura da banda de con-

ducéo semi-preenchida ¢ ep o nivel de Fermi. U ¢ a correlagdo cletronica entre os clétrons das
impurezas.

2.3 Modelo de Anderson de duas impurezas

Embora o modelo de uma impureza descreva muito bem o limite de altas diluicGes das ligas
magnéticas, ele se torna progressivamente menos confidvel & medida que a concentracao das
impurczas aumenta. Um dos fatores que contribuem para csse comportamento ¢ a interacao
(indireta) entre as impurezas desprezada no modelo de uma impureza. O modelo mais simples
que mantém esta interacao é o Modelo de Anderson de duas impurezas, definido por Alexander
e Anderson!!2. A Figura (2-3) ilustra o modelo.

O Hamiltoniano de Anderson de duas impurezas pode ser escrito por

H = Hpgc+ Ed(ndl + nd2) +V Z {CL [ei(—k’.'ﬁ)/2d1 + e—i(?'ﬁ)/2d2] + h.C.} +
k

U(na, 114, | + Nd; 17dz1 ), (2.3)

onde

[0 o]
Hpo =Y excyct, (2.4)
%
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denota a banda de conducio nio interagente e semi cheia, com largura D. Os operadores fer-
mibnicos cx, di e dg se referem ao estado k de condugao, a impureza 1 {localizada na posi¢ao
- - . « o~ — " . , ”

R /2), e a impureza 2 (localizada na posi¢ao —R/2), respectivamente e ng € 0 NUMEro de ocu-
pacio de spin no nivel da impureza de energia &q- A soma em g estd subentendida. Nesse
modelo descrevemos a banda de conducdo por orbitais s ¢ as impurezas por orbitais nominal-
mente chamados “d ” ou” f ”, muito embora se desconsidere a degenerescéncia orbital. Com
U = 0, o Hamiltoniano se reduz a forma quadrética

Hpe = Hpe +ea(ng, +na) +V Y {CL {ei( FRM2g) g emiE 'R)/2d2] +h-c-} - (2.5)
p

Este ¢ o Hamiltonlano de nosso interesse.

2.3.1 Preparagao do Hamiltoniano

Assim como o Hamiltoniano geral, a forma quadrética possui simetrias que podem ser
exploradas na sua diagonalizacdo. O problema que consideramos possui simetria de inversao
— — . X . -~ i
R em — R, ou seja, a troca da impureza 1 pela impureza 2 nao altera o problema. Devido a
essa simetria os auto-estados associados das impurezas formam orbitais ligante e anti-ligante

com paridade bem definida. Podemos assim trabalhar com os operadores dp dados por

dy £do

dp = ——=, (2.6)
V2
onde p = ¢, 0 denota o canal par ou impar, respectivamente.
- , . N . . - . .

Se R é infinito podemos separar o Hamiltoniano em dois problemas de uma impureza, mas

- . ~ . ~ -~
se R for finito os operadores de conducdo centrados em cada uma das impurezas nao serao
mais ortogonais. Contornamos esse problema fazendo uma combinaggo linear par e outra impar

dos estados de condugao, tomando como origem o ponto médio entre as impurezas. Assim no
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Hamiltoniano. Eq.(2.5), podemos separar a parte quadrética em duas parcelas uma par e outra
{mpar. Esse procedimento ¢ discutido detalhadamente a seguir.
Supondo simetria esférica em torno de cada nivel localizado da impureza, podemos construir

estados de Wannier em torno de cada impureza, representados por

Ck (27)

W-RB/2) =Y e tF Elg, 2.8)
k

onde ‘IJ(—}i /2) e ID(—Ti /2) sdo operadores de aniquilagao de um elétron localizado num estado
esférico em torno da impureza R /2(ou sitio 1) ou da impureza -R /2(ou sitio 2) respectiva-

mente. Desta forma podemos escrever a Eq.(2.5) como
H = Hpe + sa(ng, +na,) +V [qr(‘fi/z)dl +U(= R /2)dy + hec]. (2.9)

Essa simetria esférica permite que trabalhemos com os operadores \IJ(—R5> /2) e \D(—ﬁ /2) em
funcio dos operadores c. e ., 0s quais 530 operadores de aniquilacao de um elétron com energia

¢ em estados com simetria esférica. Portanto podemos reescrever a Bq.(2.7) como

v(R/2) = /d“k]dsé(e ) B R 2 /ds\/;)acs, (2.10)

onde

Ce = —;(E—) / dBké(e — ak)e’?'ﬁ/zck (2.11)

ple) = f d*ké(e — ex) (2.12)
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¢ a densidade de estados no nivel de energia <.

Analogamente para ‘IJ(—TZ’ /2), temos

\D(vﬁ/Q) = [d%/de&(s—sk)e'i?'_ﬁﬂck = fde@&s, (2.13)

onde

ol

. = \/% /d3k6(6 - sk)e_i?'ﬁ/zck. (2.14)

Descrever o sistema em termos dos operadores das Eqgs.(2.11) e (2.14) nao é apropriado,

pois eles ndo sdo ortogonais

{cs,?:l,} = p(a)é(s — &) _/d3ke‘i(?'ﬁ)6(s — &)- (2.15)

Contudo, podemos definir operadores ortogonais a partir deles; para isso devemos calcular o

lado direito dessa equacao. Considerando a banda de condugao isotrépica, isto €, € = g, temos

[ reE e ey = [ e ) [ e 219

A mudanca de varidvel k para £ transforma essa equagao em

/d3 eiF Bg(e — —k2dk/d9 i(F.F), (2.17)

sendo que a integral resulta em

f e F ) = 'E " sin(kR). : (2.18)
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Substituindo a Eq.(2.18) na Eq.(2.17) temos

/ d3ke-i(?-—ﬁ>6(e —) = kZ%% sin(kR), (2.19)
ou
/ Bre FFg(c — ) = fk%) sin(kR). (2.20)

com p(g) = 4@ kQ%. Agora combinando as Egs.(2.20) e (2.15) obtemos

{%jL}zﬂe—gﬁgggL (2.21)

Definimos entdo dois operadores fermidnicos ortogonais ce4 € ce— como combinagoes lineares

dos operadores originais:

1 _
2Ap (cs + C&)a (2.22)

Cep

onde p indica a combinagio linear par(e) ou fmpar(o) dos operadores originais. As relages de

anticomutacao, {cep, El,p} = &(e — €'}, implicam que

a3= L (15 3ORY 229

onde Ap—., sdo fatores de normalizagéo, que dependem da energia e da separacao R das im-

purezas; k() é o valor absoluto do momentum, isto é,

k@zi+h. (2.24)

onde kr é o momentum do elétron no nivel de Fermi.

Obtemos os operadores W(Tiﬂ) e ‘Il(—}_i)/Q) invertendo as Eqs.(2.22) e substituindo os
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resultados nas Eqs.(2.10) e (2.13), respectivamente. Assim, encontramos

¥(R/2)= de\/p(E)(AeCee + AsCeo) (2.25)
W-R/2) = / dey/p(€)(Accee — AoCeo)- (2.26)

Entdo substituindo as Eqs.(2.25) e (2.26) na Eq.(2.9) obtemos

H = Hpc+V /.dzs\/p(e) [(Aecle 4 Aoczo)dl + (Aecle - AoCio)dg + h,.c.] +

+5d(ndl + ndg). (227)

Com a finalidade de obtermos o Hamiltoniano da banda de condugao em termos dos op-

eradores Cep, substituimos c. e Te, definidos pelas Eqgs.(2.11) e (2.14), nas Fgs.(2.22), e assim

chegamos a

Ceo = I\}ﬁ f Brb(e — ex) cos(F . R /2)ck (2.28)
Ceo = rz\/;(—a_) /dzké(e — €k) sin(?.ﬁﬂ)ck, (2.29)

que é vista como uma transformagio unitdria do tipo

c = /dsk U;kChs

onde i representa um valor de k para cada sinal (+) ou (—). Podemos entdo inverté-las,

resultando em

1 1 — — P Ap———
cp = m/deé(s — €k) [A—e cos( k. R [2)cce — A sin{ k .R/2)c€o] . (2.30)
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Como

o0
Hpe = ZEkCLCk, (2.31)
K

substituindo a Eq.(2.30) na equacao acima temos

2 1 .
Hge = ]de%%sk [741—2 fdﬂcosz(chosH/Q)c;‘ecge + ﬁ/dﬂsinz(chosH/Q)clocgo
< e a
- 41A /dQcos(chos 0/2) sin(kRcos /2)(cl cee — clocso)] , (2.32)
<4420

—_— —
onde k.R = kRcosf. As trés integrais acima resultam em

/dﬂcos2(chos()/2) = 47 A?

j dQ0sin?(kRcos8/2) = AmA2

f 2 cos(kRcos 6/2) sin(kRcos0/2) = 0.
Combinando os resultados das integrais com a Eq.(2.32) encontramos
Hpc = /de e(cl oo + cloceo)- (2.33)

O Hamiltoniano da banda de condugéo, definido pela Eq.(2.33), agora est4 numa forma con-
veniente para usarmos o método de discretizagao logarftmica desenvolvido por Wilson. Podemos

escrever o termo de hibridizacdo em uma forma ainda mais conveniente como se segue

H_ .=V ] deyfp(e) [(Ascl, + Aoclo)ds + (Accl, — Aocl,)d + he]. (2.34)

Definindo os operadores fermibnicos fgp como

foe = Ne/ds CeeAe(s) (235)
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foo = No / de ceoAo(E), (2.36)

onde Ng sdo dadas por

1
N ——— (2.37)
P [de eepAl(e)
sendo facilmente avaliadas usando as Eq.(2.23), obtendo
2kp RA/D
NZ= , 2.38
¥ = ThoRA L[S+ AkrR) - SI((1 = A)krR)] (2:38)

onde A = D/vpkp € um parametro chamado assimetria, introduzido pela primeira vez neste

modelo. Assim encontramos, para a Eq.(2.34),

v 1 T 1 + 1 1 1 T) ]
i—c — T —= - _— —_— —_ d h.c.l. 2.39
Hie =75 [(Nef°e+ Nof"") @t (Nef°e+ N, Joo | B2 e (2:39)

Devido a simetria de inversdo é conveniente trabalharmos com os operadores dp definidos

na Eq.(2.6). Com isso temos

v o1 !
Hy o= —=(—flde+—fl.do+h. ) 2.40
\/B(Nefoed + NofOO + c ( )
ou
v (1
Hi = —— | —fsd,+he]. 2.41
75 (e ) 4y

Resta-nos escrever o termo correspondente a energia da impureza,

Hi = Ed(n,jl + nd.‘,), (242)
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em funcao dos operadores dy. Assim

H; = eq(dldy + dbdy). (2.43)
Como
didy + didy = dide + did,, (2.44)
temos que
H; = e4(dlde + dido), (2.45)
ol
H; = eqdldy. (2.46)

A forma final do Hamiltoniano de duas impurezas fica

v (1
H = f de ectycep + £adldp + 75 (F fodp + h.c.) . (2.47)
P

Convém observar que o acoplamento Ap—c o(ke, R) nas Egs. (2.35) e (2.36) é dependente da
energia. Uma transformacédo particula-buraco resulta, como podemos verificar nas Eq.(2.24),
em momentos diferentes e consequentemente em acoplamentos diferentes para uma mesma
energia conforme ilustrado na Figura (2-4). Podemos observar também que a largura da banda
de conduciao determina os limites méximos dos momentos e do acoplamento assimétrico que €
controlado pelo parametro definido na Eq.(2.38).

Conclufmos assim que o modelo de Anderson de duas impurezas é assimétrico frente a uma
transformacéao particula-buraco. Estudos anteriores ! 31-117! tomaram o acoplamento entre a
banda de conducéo e a impurezas via hibridiza¢&o como uma constante calculada no nivel de

Fermi, isto é, A,(kR) = Ay(krR). Argumentou-se na época que essa substituicdo desconsidera
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ke # kn=(Aplke) # Aplkn)

Figura 2-4: Relagao de dispersao linear para a banda de conducao utilizada em nossa abor-
dagem.

apenas operadores irrelevantes. Hoje sabemos [18] que a aproximacao desconsidera um operador

marginal e que ela impde simetria inexistente no modelo original.
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Capitulo 3
Grupo de Renormalizacao Numeérico

Este procedimento, desenvolvido por Wilson no estudo do problema de Kondold], consiste
basicamente em discretizar logaritmicamente a banda de condugao e encontrar uma base finita

na qual podemos escrever o Hamiltoniano que é, em seguida, diagenalizado numericamente.

3.1 Discretizacao logaritmica

Dadas as divergéncias logaritmicas apresentadas no célculo perturbativo do modelo, a dis-
cretizacao da banda é efetuada substituindo o continuo k& por um conjunto de pontos dispostos
num intervalo de escala logaritmica, conforme mostra a Figura(3-1) o qual envolve dois pardmet-
ros adimenstonais, A e 2. O primeiro foi introduzido por Wilson®J e pode, em principio, assumir
qualquer valor maior que a unidade e o segundo por Yoshida et alldl podendo assumir qualquer
valor no intervaio 0 < z < 1. No limite de A — 1 o continuo é recuperado e o procedimento se
torna exato e quando z = 1, a discretizacdo original é recuperada.

No procedimento generalizado (método intercalado) desenvolvido por Silvall9 o parametro

z assume diferentes valores dependendo da paridade da banda de conducao, isto &, 2 = zp—¢ 0.
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Figura 3-1: Discretizacio da banda de conducdo pelo método intercalado que usa valores
diferentes do parfmetro z para cada banda. Observe que, diferentemente do método tradicional,
a banda de conducéo fica melhor recoberta.

Uma consequeéncia imediata disso é que, como podemos observar na Figura (3-1), a banda de
conducio fica melhor recoberta, assim obtemos mais energias (discretas) sem aumentar substan-
cialmente o tempo de c4lculo numérico. Podemos ilustrar isso da seguinte maneira: se ze =1 e
2, = 0.5 a discretizacdo com o parimetro A é equivalente & tradicional com AY2. Em suma tudo
se passa como se estivéssemos trabalhando com um parametro Acgerivo = VA. Como o tempo
exigido para diagonalizacdo numérica do Hamiltoniano cresce exponencialmente com 1 /InA,
tal equivaléncia reduz enormemente o esforco computacional necessario para se computalem
propriedades termodindmicas. A banda de condugao é invariante por transformacao de escalas
de energias (veja Figura (3-2)), essa propriedade caracteristica é preservada na discretizacao
logaritmica. Assim a discretizacio tem um papel importante na teoria do Grupo de Renor-
malizacio, pois a banda de conducdo mantém seus niveis espectrais apds a transformacao de

escalas. Esses nfveis de energias invariantes definem os pontos fixos na transformacao de Grupo
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Figura 3-2: Tlustracao da invaridncia da banda de conducao por transformacéo de cscalas.
Na figura a discretizacio é feita em escala logaritmica, uma discretizacao linear iria destruir a
invariancia por reducao de escala.

de Renormalizacio.Como podemos observar na Figura (3-1), o intervalo entre esses niveis vai
diminuindo exponencialmente & medida que se aproxima do nivel de Fermi. Com 1sso teremos
uma maior concentracio de niveis de energia nessa regiéo que faz com que ela se aproxime
de um continuo. Assim as energias compreendidas nesse intervalo sdo representadas por uma

relacao de dispersao linear

5=8k—5F%’UF(k—kF), (31)

sendo kr e vy 0 momento e a velocidade de Fermi, respectivamente.

A discretizacdo do Hamiltoniano de duas impurezas é feita basicamente de maneira anéloga
ao caso de uma impurezaﬁZO]. Projetamos o Hamiltoniano em uma nova base discreta, definida
de forma a preservar a invariincia da banda de condugéo, formada de operadores fermidnicos

definidos para cada intervalo da banda discretizada. Assim

—A"2%p

1
4 = (1-/\-%)-%fA  ceptle bp=(1—A—2v)—%/ Cepde

(3.2)
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m+zp A—(m+zp) m=+2p

A_ . A_ 5 _A4(m+l*zp)
fmp = —____i/ 1+ Cepdle, bmp = —_1—1/ —{m+zp) Ceptde
(1 — A-1)2 Ja-tmeivs) (1— A1)z J-a-tme=

com p = ¢, 0, onde; e = canal par ¢ 0 = canal impar.
A banda de conducio continua com a simetria partfcula-buraco portanto, similarmente ao

problema de uma impureza, temos

oo
Hpc =S Ep(alap — bibp) + 3" Emp(alpamp — blapbmp), (3.3)
'y mtoip
onde
1
-z de ‘
B, = dhcen ok don (3.4)
Ja-w dex
e
Aj;pzfr_nm €k d&'k
Em’P = A Al—zp—m (35)
A-Zp—m dEk

sdo as energias médias em cada intervalo da Figura (3-1).

Descrevendo os operadores fg,s em termos dos operadores definidos na Eq.(3.2) temos

fop = Np/d5 cepAp(€), (3.6)

como

cop = 3 (a0p W) +bep U7 + amap ¥y + bmep¥rnz) (3.7)

&m

substituindo a Eq.(3.7) na Eq.(3.6) com os \Ilfng definidos na referéncia [21], encontramos

1 1 -ATF 1 .
Jopo = Np; UA_ZP de Ap(e) W )12 + /_1 de Ap(e) b”(_1——7i-_2p)m . (3.8)
A —{mtzp) Aﬂi—ﬂ __Av(m+l+zp) A.m_';zﬁ

de Ap(e) b

T Jy-tmrrap) de Ap(e) dmp T A2 * / TPl - A2

~A-(m+tzp)
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Considerando A, o valor médio das funcgoes Ap(¢) em cada intervalo temos

5 [i-., de Ap(e) 4 _ A7 de Aple)

(1A BT (1 - A (39)
A~ (m~azp) _A—(m+1+zp) d A
- —(m=+1+2zp) dé: AP(E) _— —A_("H'zp) g p(s)
Aamp = -A £ mrzp ! bmp = Mtz (310)
(1—A-H1/2A~"7 " (1—A-DHY2A-"7"
comm=0,1.2..... . Assim encontramos,
fop = Np |Aapap + Avpbp + (Zampamp + Z,,m,,bm,,)] : (3.11)
m
Definindo
ap = Npha
,3p == N—psz
Ump = _fvpzamp
Bmp = NpAmp (3.12)
onde Wp é a normalizacao na base discreta, dada por
. -1
2 -2 =2 —2 —2 g1
N = [Aap + A+ 3 (Aamp + A,,mp)] (3.13)
m=0
obtemos que
[= o]
fop = (apap + B0p) + Y (¥mpmp + Brnpbmp)- (3.14)
m=0

Em trabalhos anteriores!!SI-(171 o operador fo, nao mantinha a assimetria natural do mod-
elo, pois, amp = By Isto se deve ao fato de usar a aproximacdo ECC, discutida no iltimo

parégrafo do capitulo anterior; j4 no nosso trabalho, o operador fg, mantém esta assimetria.
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S

Figura 3-3: Representagéo das funcdes de onda dos fn em torno da impureza.

3.2 Tridiagonalizagao

A base formada por esses operadores néo é apropriada para diagonalizar o Hamiltoniano,
pois, todos os operadores se acoplam com a impureza. Define-se assim, através de uma transfor-
macio unitéria do conjunto de operadores amyp € bmp, uma nova base de operadores fermidnicos
fap(n = 0,1,2,...) de tal forma que cada operador acopla somente com seus vizinhos mais
préximos (fn—1p € fnt1p). Mais ainda, exige-se que apenas o operador fo, se acople com a
impureza. Os operadores f,, criam fungbes de onda esféricas centradas em torno da impureza,
como ilustrado na Figura (3-3).

E facil mostrar que um modelo com simetria partfcula-buraco nao tem termos diagonais;

para manter a assimetria em nosso tratamento, escrevemos a banda de condugdo na forma

tridiagonal
o0

Hpc = z [nnpfrtlpfnp + tnp(f'lpf(n-}—l)p + h"c')] . (315)
n=0,p

O procedimento de tridiagonalizacdo é a parte central do método do grupo de renormalizagao
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numérico. Na tridiagonalizacdo tradicional da banda de condugéo o célculo dos coeficientes é
feito analiticamente!! para z = | e para z # 1 faz-se necessdrio um célculo algébrico complicado
a4 medida que n aumenta (ver ref(5]). No procedimento alternativo, desenvolvido por Limal22!
e detalhadamente descrito no Apéndice A, o cdlculo dos coeficientes ndo envolve processos
recursivos e suas expressoes sao bem simples.

Utilizando esse procedimento para tridiagonalizacio da banda de condugao encontramos as

seguintes expressoes para os coeficientes diagonais e codiagonais, respectivamente

— A(ﬂ+1)aﬂ _ Anp

= (3.16)
T A(n+1),’p A‘"P
e \/_____
A(n+2)pAnp
bpp = Y, (3.17)
’ A1y
onde Anp e Anp sdo determinantes dados por
dop 0 Sn-mp Pm-1)p ]
¢  One ¢ «
Amp=det| ¥ 0 e (3.18)
L dn-1pp 7 Pon-31p Plen-2)p |
e -
bop T Pn-2)p Prp -1
< ¢ P @
App=det| 0 Pmbe Torhe (3.19)
| b-p " Den-3p Pn-1)p |

sendo que os momentos ¢,,, dependem somente dos coeficientes de Hpcp e fop, projetados na

base discreta e dados por

bnp = Eplamy + (—M"ﬁfn,,] + 3 Enlak, + (—1)" Bl (3.20)
A y m

i
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Desta forma determinamos todos os coeficientes diagonais e codiagonais a excecao de 7jg,, que

¢é dado por

77013 = d)lp

No célculo numeérico dos coeficientes utilizamos rotinas do software MAPLE, que permite
trabalhar com um mimero de casas decimais arbitrario. Para o cdlculo os passos sa0: (i) calcula-
se Emp, Qmp € 8.,y dados pelas Eqs. (3.5) e (3.12), (ii) calcula-se em seguida os momentos Gnp
dados pela Eq.(3.20) e os determinantes Ay e Ay , Eqgs.(3.18) e (3.19) respectivamente, e
(iii) finalmente os coeficientes 7),,, e tnp dados pelas Egs.(3.16) e (3.17). O calculo s6 € estével
para um determinado valor de n que depende do mimero de casas decimais utilizadas. No caso
de duzentos algarismos significativos temos n = 9. Acima deste valor utilizamos os valores
assinldticos

tnp — 1\(1_217)"'”/2 (321)

Ty = A2 (3.22)

que séo encontrados por inspeccao dos ja calculados.

Convém observar que os coeficientes codiagonais apresentam o mesmo comportamento ass-
intético que os da tridiagonalizacao tradicional desenvolvida por Wilson. J4 os coeficientes
diagonais 7, decrescern muito rapidamente em comparacdo aos codiagonais. Para n > Ny
pode-se considerar 7, = 0.

Um ponto interessante, e que deve ser ressaltado, é que na tridiagonalizacao tradicional os
termos diagonais sdo zero. Para o caso assimétrico, conforme explicado acima, os coeficientes
diagonais nio séo zero. Isso mostra que a assimetria introduz um operador, com primeiro termo

diagonal n, fg fo, que € marginal (21,
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3.3 Truncamento

O préximo passo na teoria do Grupo de Renormalizacéo é truncar o Hamiltoniano. A série
infinita da Eq.(3.15) pode ser truncada de forma que nem a discretizacao, nem o truncamento
do Hamiltoniano discretizado afetem diretamente a interagao entre os elétrons da impureza € os
elétrons da banda de conducao. Como & medida que 7 cresce 08 7],, S¢ tornam despreziveis em
COMPAracao aos inp, POCEmos associar ao operador fp, Uma energia da ordem de AU—z)—"/2,
Desta forma escolhemos um N suficientemente grande tal que essa quantidade é pequena com-
parada com a escala de energia relevante, &, no problema (isto é, iw). Assim, o valor maximo

de N é tal que a menor escala de energia seja

AL=2)=NIZ (3.23)

¢! +A™H
N = 9

-

O Hamiltoniano de condugéo truncado fica entdo sendo

pa+A )
HBC = —('2—_)‘ Z [nnpfj:,pfnp + tnp(frtpf(n+l)p + h‘c)] .

n=0,p
Observe que a forma tridiagonal da banda de condugao nao envolve diretamente o operador fo,
desta forma o truncamento nao afeta os outros termos do Hamiltomano.
E conveniente definir um Hamiltoniano de maneira que o menor elemento codiagonal seja da
ordem de um, para isso dividimos a equacgao acima por QilfTAv-D-A(I_ZP)_EZ;l. Assim a forma

final do Hamiltoniano da Eq.(2.47), discretizado, escalado e truncado &

N-1 Y/
_ - Vv
Hyp = AN-D/2 { 3 [nnpfrtpfnp + top(fipf(mi1yp + h.c.)l +Eqdbdp + A (fgpdp + h.c.)} :
n=0 P

(3.24)
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onde

~ 2
— = Aly
V=U7a 9D

—~ -

- = e — ZP—I R
T 0+AHD =

¢ a soma cm p ¢ subentendida.
O Hamiltoniano acima é bem semelhante ao Hamiltoniano de um nivel ressonante, nao

apresentando desta forma dificuldades na sua diagonalizacao.

3.4 Cilculo analitico da densidade espectral

Nesta secéo calculamos analiticamente a densidade espectral para o modelo descrito pela
Eq.(3.24) e mostramos que sua forma € a mesma que 2 da expressdo deduzida por Langreth,
Eq.(1.1). Antes de dar inicio ao célculo, podemos adiantar que o caso de duas impurezas difere
do de uma impureza basicamente pela existéncia de canais par e fmpar. Assim, embora o célculo
aqui feito seja muito semelhante ao de uma impureza, ele conduz a resultados significativamente
distintos daqueclc caso mais simples.

A densidade espectral p,(e, 2), ¢ definida porllg]’[5I

m

S l(Fdy |2 6(B; — Ef—2)  se >0

pd(E,Z)-: 9
Se|(Fldy )| 6B — B +e)  se =<0

, (3.25)

onde |2) é o estado fundamental caracterizado por a}_,_ 1) =0,see <0ea;_[)=0,see >0,

sendo a o operador de destruigdo de particulas. Os estados |F") sao definidos como

T sS€ &
Fy={ % o >0 (3.26)

a;— |2) se <0
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Os operadores a;+ se relacionam com os operadores fermi6nicos da base discretizada porug]

N-1
ajp = ujpdy + Z Ujnp fnp- (3.27)

n=0

Utilizando a definicdo (3.26), para € > 0, e a expressao (3.27) o elemento de matriz em

(3.25) resulta
(Fldp|) = (Qa;4dp i)

N-1
(Fldp|Q) = (9] {uj+d+ + Y ns for | dp|€2). (3.28)

n=0

Como {dp,d{,} = 1e {dy, fap} =0, temos

(F|dp |0) = ujq se £>0. (3.29)
Analogamente obtemos
(Fld} Q) = u;- se £<0.
Assim de uma maneira geral temosll
pale,2) = Zuf,’:pa(e — Ejp), (3.30)
J

onde Fj, é a energia real envolvida no processo.

A densidade espectral é calculada realizando-se a integracao sobre 2

1
Pap(e) = fo pale, z)dz.
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Portanto. da Eq.(3.30) encontramos
Paple) = f Zu 8(e — dz. (3.31)

A Eq.(3.31) é facilmente determinada, resultando

.2
Uip

__r 3.32
PapE) = T, 7 | (8:32)

Ejj::&‘

Resta-nos encontrar o elemento de matriz ujp © calcular a derivada ——-”’— Primeiramente calcu-

lamos o elemento da matriz u;p.

Da diagonalizagdo (apéndice B), Eq.(B.19), sabemos que

U_¢4 = ——UQ;
® (Ajp — "'i*_zp) P
8t
i p IS
Upiy = s Ujps (3.33)
w (Njp — "lep) P

com: £#0, 87, ¢ 4 +dados pelas Egs.(B.21) e (B. 22) respectivamente.

Como a matriz (u) é normalizada, somando para todo £ temos

g T
1 —u?, =u§pA(N 1)/2ng()\,-p), (3.34)
Ccom
(N+1)/2 QSZZ aajz
Y(X\jp) = P_ £ ] : (3.35)
* ez::l [(AJP +7Tep)2 (Njp — T?ep)2

Comparando a expressao acir.a com a Eq.(B.21) vemos que

Y (Xp) = =X (Asp)- (3.36)
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Desta forma encontramos

w2od (kF) 1—A"1
Y(/\Jp) = (lnfo\;‘;z/\‘]p 3 CSCQ(TF’YJ'P)a

que substituida na Eq.(3.34) resulta em

2 Ajp (In A)2

Uiy =

® T (A2 + AV-D2TR2 A1 — A=) oscX(my )

Escrevendo a Eq.(A.4) em uma forma mais conveniente, obtemos

e sin(7y;p)
* [sin® (myp) + "TFP/EJ'IJ(IHA)]l/2 .

Agora resta-nos calcular a derivada cié. Eq.(3.32). Sabemos que

1+A° L v

Ep== DAT T A T
2
e
1 Ty
Yjp = = arctan = .
T (eg — Ejp) £1p cot(wq«op)
obtemos que

dz sin®(my ;) + 70y Ejp(lnA)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)

Desta maneira estamos em condigdes de resolver a Eq.(3.32). Substituindo (3.39) e (3.41)

em (3.32) encontramos a expressao para a densidade espectral

1 2
pdp(s) = W—F; sm (ﬂ’\fjp)r

= -1
como T = /Ay, onde Ay = LA 12A

(3.42)

ToAT 5, que converge rapidamente para a unidade quando
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A — 1. Em particular, no limite

1 r, |
_! _ 3.43
pdp(‘s) T (E;p __ 5)2 + l—\%? ( )
ou
1

Pap(E) = ﬁ; sin“(7;p)- (3.44)

onde
cap=¢catlp cot(mygp)- (3.45)

A equacdo acima e uma extensao da equacio de Langreth para o caso de duas impurezas.

A densidade espectral para o caso de uma impureza foi obtida e analisada por Yoshida €l
al®. A diferenca aqui, como mencionamos anteriormente, & a existéncia de canais par e fmpar.
e a dependéncia que as defasagens 7;, tem com a energia.

Em particular observamos da Eq.(B.48) que a energia do nivel ressonante & corrigida por

uma constante que depende da paridade

eq — €4 = [pcot(mygy)- (3.46)

Assim, por exemplo, mesmo quando ¢4 = 0, as defasagens na banda de conducao sao
assimétricas em relacio ao nivel de Fermi. Esse reflexo da assimetria particula-buraco, carac-

terfstica do modelo de duas impurezas, afeta marcantemente densidades espectrais calculadas

no Capitulo V.
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Capitulo 4

Andlise de pontos fixos

Uma. propriedade caracteristica da banda de condugéo é a invariéncia dos niveis de energias
por transformacéo de escalas. Esses niveis invariantes definem os pontos fixos na transformacao
do Grupo de Renormalizagéo. Dessa forma vamos primeiramente introduzir o conceito de ponto

fixo. Uma transformacio de grupo de renormalizacao € definida por
T[Hn) = Hy11-

Aplicando-se T sobre I{y obtém-se os autovalores e 0s elementos de matriz de fn41 de JEN IR
Essa operac#o preserva a invariancia de escala de energia do Hamiltoniano Hy. A transformacao
T nio tem pontos fixos, assim consideramos a aplicacao de 7 duas vezes consecutivas que
continua sendo uma transformacao do Grupo de Renormalizacao e leva Hy para IIno. Sendo
assim, um Hamiltoniano H™ que permanece invariante sob a aplicagao de T 2 & um ponto fizo
da transformagao, ou seja,

TYH}=H"
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4.1 Ponto fixo de elétrons livres

Consideremos o ponto fixo mais simples dado somente pela banda de condugdo, ou seja,

fazemos £4 = 0 e I' = 0 no Hamiltoniano da Fq.(3.24). Assim

[V_l
HBCp = A('N_l)/? Z [tnp(frtzpf(n-{»l)p + h“c') + nnpfzpfﬂp] ) (41)
n=0

Com tnp € 7y, dados pelas Eqs.(A.37) e (A.43) respectivamente.

O Hamiltoniano de elétrons livres acima é quadrético e pode ser escrito na forma matricial
Hpep = Flp (HBclnp Frp:

onde Fnp & o vetor (fop, fipss fNp ) € Hpc € uma matriz de dimensao (N + 1) x (N +1),

cujos elementos de matriz ndo mulos sao da forma,
N-1)/2
(Heclnn = ANV n=0,1,...N.

Mbaclniin = HBClhni = AN=D2g n=01,..N—1

e por uma, transformacéao de similaridade, MH oM = n*, pode ser diagonalizado exatamente.
A matriz M e os autovalores n* sdo calculados numericamente. Os resultados da diagonalizacao
estao nas Tabelas (4.1) e (4.2} para energias positivas, iteragdes pares e {mpares e canal {mpar,
ou seja, s6 uma das banda € representada. Vemos que os valores convergem rapidamente para
um ponto fixo & medida que o nimero de iteragdes [N aumenta. Da diagonalizagdo numérica
encontra-se que (N + 1)/2 de seus autovalores s80 positivos e (N + 1)/2 sao negativos. Os

autovalores para N par, denotados por £ ﬁ;p, e os autovalores para N fmpar, denotados por +
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(N (o 7o M |0 |
1 [ 0.000 | 31607 | 31.6228 | \
6 | 0.000 | 3.1607 | 31.6228 | 316.228 |
8 | 0.000 | 3.1607 | 31.6228 | 316.228 | 3162.28
10 | 0.000 | 3.1607 | 31.6228 | 316.228 | 3162.28 | 31622.8
12 | 0.000 | 3.1607 | 3.16229 | 31.6229 17316.228 | 3162.28 | 31622.8 | 316228
714 | 0.000 | 3.1607 | 31.6229 | 31.6229 [316.229 | 3162.28 | 31622.8 | 316228 3162280 |

ke oy =
N4o Tlse N6o

Tabela 4.1: Autovalores da diagonalizacio da banda de conducio para N par com A = 10 e
z = 1. Apenas uma das bandas (impar) esté representada. Observa-se uma ripida convergéncia
para o ponto fixo a medida que aumentamos 0O valor de N.

7;p 580 muito préximos, respectivamente, aos limites

73, = A2 onde j =1,2,.(N/2) e Tiop = 0 (4.2)

r]}fp =AM comj=1,2,...(N+1)/2. (4.3)

Interpretando esses resultados, lembramos que na discretizagao logaritmica da banda de
conducio, explicado na Segao(3. 1), consideramos os niveis de energias dispostos simetricamente
em relacio ao nivel de Fermi, no truncamento foram desconsideradas energias menores que

DO+A™Y) 4 (1—2p)— 2L . . .
=—=—LAV 77T ou em termos da escala reduzida, energias menores que a unidade. Desta

. L N1, _ Nol,, _ e
forma 2 menor e a maior escala de energia sio: —A"? +z-1 ¢ A7z t2¢~1  Distribuindo

logaritmicamente os niveis entre estes dois limites encontramos, para N impar
_Ai;—1+1—zp’ _Aﬁ;-—3+l—zp’ e —A, _Al-zx)’ Al—zp’ A, el _A-N2—'3+1—zp‘ __Al_vf_—l'*‘l_zp"
e para N par
__AN—;1-+1—ZP’ —ANT_3+1_ZI” . _AZP—1/2,AZP_1/2’ e __A-M—;—s—{rl—zp’ _AN—;l‘!'l’_ZP’
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(2) (b) (¢)

Figura 4-1: Estados de muitos corpos para iteracdo N = 5. Temos em (a) 0 estado fundamental
e em (b) e (c) estados excitados a partir do estado fundamental; £ é zero e é acessivel apenas
para iteracoes pares.

que estao de acordo com as Eq.(4.2) e {4.3) e com os resultados numeéricos.

Na diagonalizacao numérica do Hamiltoniano quadrético da Eq.(4.1) encontramos os niveis
acessiveis para uma dada iteracao, assim podemos construir estados de muitos corpos preenchen-
do os niveis de energia como os que estao, por exemplo, na Tabela(4.2). Ilustramos isto na
Figura (4-1). O estado fundamental corresponde a ocupar todos as energias negativas e os
estados excitados sdo as transicdes de elétrons a partir desta configuracao.

Escrevendo o Hamiltoniano de conducéo em termos da base dos operadores que diagonalizam

Hpc temos para N impar
(N+1)/2

Hpep = Z Ti;p(g;pgjp + h;‘phjp)- (4.4)
j=1
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/T}TO ’ﬁ;o ﬁao ﬁZO ﬁ;o ﬁgo /ﬁ:‘/o ﬁgo ﬁ;o
0.947 [ 10
0.948 [ 10 [ 100
0.948 | 10 | 100 | 1000 | 10000

0.948 | 10 | 100 | 1000 | 10000 | 106000

»—A:OO!O.’;?

[

13 | 0.948 | 10 | 100 | 1000 | 10000 | 100000 | 100000 | 1.00 x 10°
15| 0.948 | 10 | 100 | 1000 | 0000 | 100000 | 100000 | 1.00 x 108 | 1.00 x 107
17 1 0.948 | 10 | 100 | 1000 | 10000 | 100000 | 100000 | 1.00 x 106 | 1.00 x 10°

Tabela 4.2: Autovalores da diagonalizacio da banda de conducéo para N impar com A=10¢e

z = 1. Apenas uma das banda(fmpar) est4 representada. Observa-se uma rapida convergéncia
para o ponto fixo 4 medida que aumentamos o valor de V.

O operador f,, escrito nessa base é da forma

(N+1)/2
fOP = A(N_l)/4 Z (asjpgjp + aa;ph;p)u (45)
j=1

para j >> 1, os coeficientes sdo dados pelas Eqs.(B.7) e (B.8). e para j = 1 dados pela

Eqs.(2.47). Para N par teremos uma situacio semelhante e os resultados s&o os seguintes

(N+1)/2
Hoco= 3. iplalpdip + highip) + Hopapdop: (4.6)
=1
(N+1)/2
N- P o~ e— ek
fop = AV-D/A Y. (@ojpgim + O‘ojph;[p) + &0 90p
=1

Para NN grande, teremos

N-1_.
A——!—-r]—zp+1/2
&t =N A-TT i o1/2 Ap(e)de
=1

(1= Ay o= Tl

(4.7)

ATt ti-mp12
dem— N —A_ﬁ’zil+j“zp+l/2
Xojp = Yp N1, i T2

(1 = A-D-12A="T 5=

Ap(e)de
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com valores assintéticos

N 12
1-A"1 il
ayt, = aoplkr) (—————2 ) AU—2rt2)/2 (4.8)
o\ 1/2
1-A"t gk
i = ot (1) A 49

onde ogp(ky) € mesmo do N ifmpar dado pela expressdo (B.11) . Na préxima secao analisaremos

o ponto fixo de nivel ressonante.

4.2 Nivel Ressonante

O Hamiltoniano do nivel ressonante é

n=0

N-1 7
. V,
Hygy = AN-D/2 {Z [t frp + i Fhp S + huc.)| +Eapdidp + < (Jpo + h.c.)} .
P
(4.10)
Conforme discutido no Apéndice B, podemos escrever este Hamiltoniano como um produto de

matrizes,

Hygp = Fip [Hnrp) Frp (4.11)

onde Fip ¢ dado pela Eq.(B.3) e Hrp € & matriz hermitiana tridiagonal de ordem N + 2. Os
resultados numéricos da diagonalizacao séo mostrado nas Tabelas(4.3), (4.4) e (4.5), onde os
parimetros de discretizacio usados foram A =10 e z = 1. Obtém-se também para cada NV
par um conjunto de N/2 autovalores positivos e N/2 autovalores negativos. Para N fmpar um
conjunto de (N + 1)/2 autovalores positivos e (N +1)/2 autovalores negativos. A andlise desses
resultados mostra-nos que cada Hamiltoniano (par e {mpar) vai para pontos fixos diferentes, isto

é uma consequéncia imediata de nao desprezarmos a dependéncia energética no acoplamento
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N1%. | % | B Tae Tse e Tz e Moe
8 | 1.499 | 13.477 | 69.1566 | 357.45 | 3198.2
10 | 1518 | 15.174 | 134.774 | 691.56 | 3574.6 | 31982.1
12 | 1.520 | 15.360 | 151.744 | 1347.7 | 6915.6 | 35745.8 | 310821
T4 | 1.520 | 15.379 | 153.607 | 1517.4 | 13477 | 69156.6 | 357458 | 319821
16 | 1.520 | 15.382 | 153.795 | 1536.07 | 15174 | 134774 | 691566 | 357458 | 319821
18 | 1520 | 15.382 | 153.814 | 1537.95 | 15360 | 151744 | 134774 | 691566
20 | 1.520 | 15.382 | 153.815 | 1538.14 | 15379 [ 153607 | 151744 | 134774
22 [ 1.520 | 15.382 | 153.816 | 1538.15 | 15381 | 153795 | 153607 | 151744
26 | 1.520 | 15.382 | 153.816 | 1538.16 | 15381 | 153815 | 153814 | 153795 | ---
98 | 1.520 | 15.382 | 153.816 | 1538.16 | 15381 | 153816 | 153815 | 153814 | --- |

Tabela 4.3: Autovalores do Hamiltoniano de nfvel ressonante para N par ¢ canal par

A, (ver £q.{2.23)), ou seja, Ap(e) # Ap(er). Desta forma, ao contrario de estudos anteriores o
modelo possui uma assimetria natural. No Apéndice B demonstra-se analiticamente, Fq(B.48),

que os autovalores para N impar sao dados aproximadamente pela expressao

;ﬁfp = ATz E 5 (4.12)
e para N par por
Pip = A=zt 5375 (4.13)
onde
1 T .
4jp = = arctan P . (4.14)
T (Ejp — £4) £ Tpcot{mygy)

Devido a conservacao da paridade, podemos separar o Hamiltoniano da Eq.(4.2) em canal
par e fmpar, com isso, o Unico “vinculo ” entre eles, Eq.(2.23), ¢ o acoplamento Ap(e). Quando
R = o0, A, = A,. De acordo com a equacao [, = (1 + ﬂ’%ﬁl) I, temos que a medida que
aproximamos as impurezas, A, e A, quebram a degenerescéncia entre os canais par e fmpar da

banda, aumentando I'e e diminuindo I';. J4 no caso extiremo em que as impurezas estao no



N

K
Mo

20

3o

~x
MN4o

~K
M50

%
N6o

%
7o

%
N30

9o

4

0.341

3.539

32.101

6

0.476

4.817

35.399

321.013

8

0.503

6.010

48.171

353.987

3210

10

0.506

6.265

60.103

481.708

3540

32101

12

0.507

6.294

62.651

601.026

4817

35399

321013

14

0.507

6.297

62.938

626.510

6010

48171

353987

3.210 x 108

16

0.507

6.207

62.967

629.381

6265

60103

481708

3.540 x 10°

3.210 x 10°

18

0.507

6.297

62.970

629.672

6294

62651

601026

4.817 x 10°

20

0.507

6.297

62.970

629.701

6295

62938

626510

6.010 % 10°

22

0.507

6.297

62.970

629.704

6297

62967

629381

6.265 x 10°

26

0.507

6.207

62.970

629.704

6297

62970

629701

6.297 x 10°

28

0.507

6.297

62.970

629.704

6297

62970

629704

6.30 x 108

Tabela 4.4: Autovalores do Hamiltoniano de nfvel ressonante para N par e canal impar

N o T 0 | e |7 | Mo | 7% oo
3 —0.097 | 1.085 | 10.151

5 —0.272 | 1.508 | 11.194 | 101.51

7 —0.322 | 1.801 | 15.233 ] 111.94 | 1015.1

9 —0.32% | 1.973 1 19.006 | 152.33 | 1119.4 | 10151

11 | —0.328° | 1.982 | 19.812 | 190.06 | 1523.3 | 11194 | 101513

15 | —0.329 | 1.983 | 19.912 | 199.13 | 1981.2 | 19006 | 152329 | 1.119 x 105 | 1.015 x 108
17 | —0.320 | 1.083 | 19.013 | 199.13 | 1990.3 | 19812 | 190061 | 1.523 x 106

21 | —0.329 | 1.083 [ 19.913 ] 199.13 | 1991.3 | 19903 | 198120 | 1.901 x 100

23 | —0.329 | 1.983 | 19.913 | 199.13 | 1991.3 | 19913 | 199120 | 1.990 x 108

o5 | —0.329 | 1.983 | 19.913 | 199.13 | 1991.3 | 19913 | 199129 | 1.991 x 108

271 —0.320 1 1.983 | 19.913 | 199.13 | 1991.3 | 19913 | 199130 | 1.991 x 100

29 | —0.329 1 1.983 | 19.913 | 199.13 | 1991.3 | 19913 | 199130 | 1.991 x 108

Tabela 4.5: Autovalores do Hamiltoniano de nivel ressonante para N fmpar e canal impar.
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Figura 4-2: Diagrama do Fluxo do Modelo do nivel ressonante mostrando a evolugéo de um
autovalor n;; para N par e {mpar e canal par e um autovalor ﬁ;’; para N par e {mpar e
canal impar. O crossover ocorre na mesma faixa do mimero de iteracdo N para cada paridade

da impureza. Vé-se claramente que para cada canal temos pontos fixos diferentes, devido a
assimetria natural do modelo.

mesmo ponto, R = 0, temos A, = 1 e A, = 0, mostrando um comportamento de banda livre
para o Hamiltoniano do canal impar.

Na Figura (4-2), podemos ver que as impurezas quebram a invaridncia por mudanca de
escala de energia, ou seja, Hyg nao é um ponto fixo de 72. Vemos na figura duas regioes
distintas, separadas por uma regiéo de crossover . Para N > 10 as impurezas estao fortemente
acopladas a banda de conducio. No caso em que R = 0, H, permanece indefinidamente com

os pontos fixos da banda de conducao.
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Capitulo 5

Resultados e Conclusoes

Este capitulo apresenta os resultados numéricos do célculo da densidade.

Para se obter esses espectros foi necessdrio fazer algumas modificacbes no Hamiltoniano
do modelo, pois na forma original , Eq.(2.5), conduz a resultados lentamente convergentes
para o limite do continuo, A — 1. O GRN propde uma discretizacao logaritmica da banda.
permitindo que trunquemos o Hamiltoniano sem afetar diretamente o acoplamento com as
impurezas. I'eita a corregéo, primeiramente diagonalizamos o Hamiltoniano da Eq.(3.24). Em

seguida, pela expressao

2
Yip

Parl®) = E |
P

(5.1)

onde u;, é a projegao do autovetor sobre o operador d, da impureza, calculamos numericamente
a densidade espectral.

Conforme visto noApéndice B, as defasagens na banda de conducao, devidas ao acopla-
mento com as impurezas, obedecem a uma equagio simples, Eq.(B.48). Infelizmente, célculos
numéricos conduzidos com valores realfstas para o parametro A mostram que a constante Yop NO
lado direito daquela equagdo varia em funcéo de z . Embora pequena, como podemos observar

para g, na Figura (5-1), essa variacio afeta a pecisao do céleulo, introduzindo erros da ordem
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Figura 5-1: Comportamento de v,, em funcéo de z. Apesar da dependéncia ser muito suave,

ela se torna progressivamente relevante 4 medida que nos aproximamos de niveis de baixa
energias.

de até 5% nas densidades espectrais.
Para eliminarmos esses desvios e conduzir rapidamente esses resultados ao limite do continuo

somamos a energia da impureza uma funcao de z de tal forma que o lado direito da Eq.(B.48)

se torne independente de z

24 — cap(2) = €a, TIp lcot(w'yopz) + cot(mYgp._, )] . (5.2

Uma vez que podemos facilmente calcular a constante “Yop Para qualquer A e z, tal correcao

pode ser facilmente implementada, mesmo no caso U # 0.

A Figura (5-2) mostra a densidade espectral assim calculadas para os canais par (p,) e
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Figura 35-2: Densidades espectrais par (p.) e impar (p,). Os simbolos representam os resultados
numéricos e a linha solida a expressdo analitica, dada pela Eq.(3.43). No célculo utilizamos:
A=10, kpR=7m, ' =001Deggs = 0. Com kpR = m, as larguras par e impar do nivel
ressonante sao iguais, [e = [b. Se o modelo fosse simétrico, terfamos um pico centrado em
gq = 0. Neste caso I'e = 1'.
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fmpar (p,). Os parametros utilizados foram: A = 10, kpR =7, ' = 0.0l e =5, = 0. Como
podemos observar aparecemn dois picos, de largura I', = ', com 'y, = (1 + %%—;—R) [' e mesma
altura %l"e = %; , deslocados simetricamente em relacao ao nivel de Fermi. De acordo com
a Eq.(3.45), as Lorentzianas para cada canal (par e {mpar) estario centradas, respectivamente

€m

€3e = €4 — e cot(myg,), (5.3)

520 =&+ Fo COt(W’YOo)' (54)

Como eq = 0, [o = {1+ &RV Dy 1, = (1- BRI 5, = 06870 € 7, = 0.3130
encontramos que gy, = 0.00663 e ¢ = —0.00663, concordando com os resultados numéricos.
Devemos salientar que a assimetria particula-buraco do Hamiltoniano por nés estudado é o que
separa a densidade par da fmpar, mesmo quando I'; = I',. Na aproximacao ECC , dicutido na
Secao(2.3.1), que for¢a o modelo a ter simetria particula-buraco, as Egs.(5.3) e (5.4) perdem o
segundo termo; assim ¢, = ¢}, = 4. Nesse caso, as Lorentzianas estdo centradas numa mesma
energia e portanto coincidem.

Quando I' é nulo, o espectro é constitufido por uma funcdo delta na energia €4 que corre-
sponde a transicao do estado duplamente ocupado para o singelamente ocupado (ver Figuea
(2-3)). Quando I for nao nulo, a funcdo delta alarga-se e passa a ter entdo a forma da Figura
(5-2). Essa figura mostra também a extensio da Férmula de Langreth, Eq.(3.44), é exata para
todo o espectro no caso U = 0. A boa concordancia dos resultados numéricos com ela dé uma
medida da precisdo de nosso cilculo.

Na Figura (5-3) temos uma situagao muito semelhante 3 anterior. Os parametros utilizados

foram: A =10, kpR =2, T = 0.01 e ¢4 = 0. Neste caso, [, > [',, o canal par estd mais
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Figura 5-3: Densidades espectrais par (p,) e impar (p,). Os simbolos representam os resultados
numéricos e a linha sélida a expressao analitica, dada pela Eq.(3.43). Os parametros utilizados:
A=10,kpR=2,1 =0.01D e €4 = 0. Note que a medida que aproximamos as impurezas o
canal par (p,) se acopla mais fortemente a banda de conducao.
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acoplado 4 banda, resultando em um tempo de transicdo, 7, = h/I'p, menor. Assim temos
uma altura menos acentuada para a sua densidade. Vé-se novamente que a Eq.(3.44) concorda
perfeitamente com os resultados numéricos.

Para finalizar o trabalho. devemos enfatizar que 08 resultados numéricos encontrados acqui
comprovam a eficicia do Grupo de Renormalizacio para calcular propriedades de excitagao
mesmo com parametro de discretizacao A = 10. Na prética, valores grandes para o pardmetro
de discretizacao implicam em substancial reducdo do tempo de computacao necessario para
diagonalizagao de Hamiltonianos de muitos corpos.

Esse tempo cresce em Proporgao a e—1/InA. 5 diagonalizagao do modelo de duas impurezas
com U = 0, por exemplo, é invidvel para A < 8. Essa observacdo enfatiza a afirmacao fei-

ta no Capitulo 1 de que cxperiéncia adquirida com o céleulo ajudou a resolver o problema

correlacionado[4] .
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Apéndice A

Tridiagonalizacao da Banda de

Conducao

Esta secao segue a referéncial22]. Consideremos uma banda de conducao discretizada dada

por

M
Hpe = Z Emainam, (A'l)

m=1
onde am(m = 1..., M) sio operadores de fermi. As energias E,, sao arbitrarias, porém devemn
ser nao degeneradas. O acoplamento entre & banda de condugao e o estado de impureza &

descrito pelo operador

M
fo= Z CEmGm, (AQ)

m=1

onde os coeficientes oy, devem ser todos diferentes de zero e o operador fy deve ser normalizado.

Precisamos para construir uma transformacéo de base exata transformar a banda de con-

dugdo na forma tridiagonal

M-2

Hpc =) [Tlnfifn + tn (f:[fnﬂ + h-C-)] + 1 g1 Frr—1, (A.3)
n=0

com fo dado pela Eq.(A.2). Os faln =1,...., M — 1) n3o sdo definidos; na prética somente
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necessitamos determinar os coeficientes diagonais (7,(n = 0,..M — 1)) e codiagonais (tn(n =
0,..M — 2)). Nas proximas secoes discutiremos o formalismo necessdrio para determinacao

desses coeficientes e uma forma prética para seu célculo.

A.1 Procedimento Formal

Para calcular os coeficientes usaremos o formalismo das quadraturas Gaussianas/®3, Funda-
mental no formalismo é a defini¢do de um produto interno. Dado duas funcdes f e g, definidas

no dominio da energia, definimos o produto

<flg>= [ Wer@gde, (A4)

onde a funcio peso W (e) deve ser normalizada. Podemos encontrar um conjunto de polindmios
(i) que inclui exatamente um polinémio de ordem j, chamado p;, para cada j =0,1,..., e (i)
todos sejam exatamente ortogonais sobre uma especificada funcao peso W(¢). Um procedimento

construtivo para encontrar este conjunto ¢ a relagao de recorréncial2s!

p-1(e) = 0
pole) = 1 (A.5)
pit1(e) = (€ —a;)pi(e) — bipj-i(e)
onde
o = |SePilPi> i=01,..
< pjlp; >
< pslp; > i
b, = |—E2E =1,2,... A6
’ [< Pi-1lpi-1 >] ! (4.6)
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O coeficiente by ¢ arbitrdrio; podemos toms-lo com zero. A fim de aplicar o formalismo.

definimos um Hamiltoniano truncado

N-2
Hy = 3 [mofldn bt (M +he) 4my v G<N<M). (A7)
n=0
Para V = M. o Hamiltoniano H ~N = Hy deve coincidir com o Hamiltoniano da Eq.(A.1). Na

representagdo matricial escrevemos Hy como

N-1
Hy = Z fiT [HN]z‘j fi. (A.8)
4,j=0

Para cada matriz Hy encontramos um conjunto de polinémios
Py =det [HN — 16] ) (Ag)

ondc [ ¢ a matriz identidade e Py ¢ conhecido como polinémio caracteristico. Por conveniéncia

definimos Hy =0e Py(n) = 1.

Calculando o polinémio caracteristico Pn1 a partir da matriz Hy encontramos

770 t() 0 0

t() ﬁl tl 0 0

0 t 7y . 0 0

-~ 0 . Tl . 0 0

Pny1(€) = det [HN“J = (A.10)
0

0 In—9 0

IN—2 TIN_1 tn-q
0 6 0o 0 n

0 -1 Ty (N+1)x(N+1)
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onde 7, = 15 — €. Usando a regra de Laplace temos

N+1

Pynyi(e) = Z (_1)N+1+j (ﬁN+1)N+1jd6t [(HN+1)N+1 J] . (A.11)
i=1 ’ ’
do que segue que
Pn1(€) = iy Pn(e) — tn -1 det {(ﬁN+1)N+1 N} .
Mas
o to O 0
t() ﬁl t] 0 R 0
0 t; 7y 0 0
- N § B 0 0 .
det [(HN+1)N+1 N} 1. L . . : ) (A.12)
’ : N R . . :
0 tn—3 0
tn-3 TIn—p O
0O 0 0 o0 0 In_o itn_1 NaN

aplicando a regra de Laplace novamente temos

Py ya(e) = (=) Nty _y det [(%H)NN_I] + (=N iy det [(ﬁﬁbﬂ)w] . (A13)

Como

det [(ﬁi""“)zv,zv—l]

det [( ~§'v+1)N,N] = Pn-1,

encontramos que

Py11(€) = (ny — €)Pv — t{_1Py-1. (A.14)
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Comparando a equacio acima com a Eq.(A.5) temos

<€PNIPN >
_-— T T N=0,.,M-1 A.15
e
pp— Py|Py > (N=1,.M—1). (A.16)

< Py_i|Pn-1 >

Para o célculo das equacdes acima é necessario que se conheca a funcio peso W(e).

A.2 Funcao Peso

Definimos agora a funcéo peso W (e) apropriada ao nossos cédlculos. Das Eqs.(A.1) e (A.2)

segue que
{[Hse: 18], 1o} = S Ba, (A7)
m=1
{[HBC,f(” ) [f03 HBC]} = i Erzna?n‘ (Alg)
m=1

Por outro lado a Eq.(A.3) implica que

no={[Hsc, 3] fo} (A.19)

th = {[HBCJS] 7[f0aHBC]} - {[HBc,fg] ,fo}Q- (A.20)

Para N = 1, a matriz H; tem um tnico elemento, H1 = 19, que é dado pela Eq.(A.15): uma

vez que Py(e) =1,

no = / * W(e)de . (A.21)

-0
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Assim substituindo iy na Eq.(A.19) encontramos

{[HBc,fg} ,fg} = /m eW(e)de

-0

e comparando com Eq.(A.17) mostramos que

M
Z Epal, = ]m eW (€)de.

m=1 .

(A.22)

(A.23)

A segunda relacdo entre as energias da banda de condugao e a fungao peso pode ser encon-

trada da Eq.(A.20). Para N =1, a Fq.(A.16) &

2 <P1|P1>
0= <P()[P0>'

Lembrando que Fo(e) = 1 e Py(¢) = 53y — €, temos
0 w «
2 = / 62W(€)d€ — na.
—0o

Comparando como as Egs.(A.19) e (A.20) mostramos

{[#15c, ] . o Hncl} = [ ” W (e)de,

— 00

que com a kEq.(A.18) resulta em

Mz

Efnafnzjm W (€)de.

m=1

(A.24)

(A.25)

(A.26)

Para satisfazer a normalizacao, JZ. Wie)de = 1, e as Egs. (A.23) e (A.26), definimos a

seguinte funcao peso como

Wi(e) = Zw: al8(e — Ep).
m=1
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Observemos que essa nao seria a tinica funcéo peso adequada que satisfaca a £q.(A.26), porém.
como mostraremos na ultima parte deste apéndice, ela gera os coeficientes corretos do problema.

Com isso estamos em condicdes de calcular as Eq.(A.15) e (A.16) descritas na segao anterior.

A.3 Procedimento Pratico

Na pratica podemos calcular os coeficientes 7, e t, por um procedimento nao iterativo que
determina cada coeficiente de maneira independente. A definicdo da fun¢ado peso reduz os n

momentos de energia,

b, =< " Py >=< "™ > (A.28)
para uma soma de M termos:
M
bp =Y Epoc, (A.29)
m=1

Na teoria das quadraturas Gaussianas os polindémios caracteristicos formam um conjunto
ortogonal, < Py|Py: >=0(N,N'=0,...,M; N # N'). Em particular, paran (0 <n < N),

temos que €™ é uma combinacao linear de Fy,..., P, sendo desta forma ortogonal ao mesmo.

Assim
< Py|Po>=0
< Pyle>=10
vl (A.30)
< PNIGN_I >=0,
podem ser expandidas desde que o polinémio Py(€) tenha a forma
Pu(e) = (~1)" [V +ye¥ 4y (A.31)
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. N) séo constantes, e em particular[24]

N-—~1
V== O (A.32)
n=0

Utilizando a Eq.(A.31), as Eqs(A.30) podem ser escritas como

On +¥1PN_1+ - +ING =0
One1 + 710N+ + Yty =0
N+1 'Ylbe ' YNP1 (A.33)

Gon_1 T N1Pon_2 T -+ YNEN_1 = 0.

Este sistema linear de N equacGes inomogéneas com N varidveis v,(n = 1,..., N) pode

ser resolvido pela regra de Cramer. Em especial, considerando a igualdade que determina ~, e

substituindo o resultado na Eq.(A.32), encontramos

N=1 A
S =2 G<N<m (A4
n=0 AN
onde ) ]
$o o Gn_2 DNy
Av=de| 0 T ON-1 o Ow (A.35)
| On-1 o dan—3z Dan—g |
e -
b 0 vy Opn ]
Av=det| 0 7 v O (A.36)
L ¢No1 0 Pan—z Pan—g |

Da Eq.(A.34) obtemos uma expressio explicita que determina todos os coeficientes diagonais
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Ny (a excecéo de 1)

Ays1 Ax
= _ =N 1< N < M). (A.37)
TIN AN+1 AN (
Em particular o coeficiente 1, é dado por
o = 1. (A.38)

Para os coeficientes codiagonais temos, Eq.(A.16), que

N-1
<PylPy>=[[t2 (<NZIM). (A.39)
n=0
Como o polindémio Py é ortogonal a €* (n=1,..., N — 1), podemos reescrever a equacao acima
como
N-1
<Pyl >=(-DN [[ & (1 <N<M), (A.40)
n=0

substituindo a Eq.(A.31) para P’y encontramos

N-1
¢2N+71¢2N—1+"'+7N¢N—Hti:o (LK N<M). (A.41)

n=0
Combinando esta equacio com as Eqs.(A.30) obtemos um sistema de N + 1 equagGes in-
omogéneas com N + 1 varidveis vy,...,7, € N]:[O1 t2. A iltima é determinada pela regra de
n=
Cramer, resultando em

N-1
I]2= AAL;‘, (A.42)
n=0

onde Ay é um determinante N x N definido pela Eq.(A.35). Assim a equacio que calcula os

coeficientes codiagonais ¢y ¢ dada por

VANL2AN

ity =
ANt

(ISN<M-2). (A.43)
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O método prético para determinar os coeficientes diagonais e codiagonais consiste em: (i)

calcular Epyp, amp e 8,,, dados pelas Egs.(3.5) e (3.12}, (ii) em seguida os momentos $rp dados
por

Onp = Eplamy + (=1)"8hp] + 3 Emplod, + (—1)"62, ] (A.44a)

e os determinantes Ay e Ay | Eqs.(A.35) e (A.36) respectivamente, e (jii) finalmente os coefi-

cientes 7, e tny dados pelas Eqs.(A.37) e (A.43).

A.4 Autovalores do Hamiltoniano tridiagonal e as energias da

banda de conducao

Para provar que a funcio peso definida na Eq. (A.27) ¢ adequada ao nosso problema vamos

mostrar que os autovalores da matriz tridiagonal (A.3) sdo exatamentes as energias F, da
Eq.(A.1).

Usando a definigdo da funcao peso

M
W(e)= Y ahb(e — En)

teremos

M
< PNIG" >= Z PN(Em)ETnQEn- (A.45)

m=1

Com isso o sistema de equacdes (A.30) para o caso particular N = M, torna-se
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M

M

Z_IPM(Em)E'rlna?n = 0,
mAZ 2 2

Z]_ PM(Em)Emam = 01
m—=

M
21 PM(Em)E,I}f‘lafn = 0.

onde Py ¢ o polindmio caracteristico da mariz ‘Hp que representa o Hamiltoniano tridiag-

onal.

Para que esse sistema admita solugdes triviais o determinante

1 11|
B B - E
w| o (A.46)
| By OEYTY o BT

deve ser igual a zero. Esse determinante, conhecido como determinante de Vandermond ou
alternado[24], somente se anularia se dois ou mais elementos da segunda coluna forem iguais.

Como supomos que as energias Ejs séo ndo-degeneradas garantimos que todos esses elementos

sio diferentes entre si. Assim o sistema acima tem somente a solucéo trivial
2

Como todos os coeficientes oy, sao diferentes de zero, temos que Puy(Em) =0, ou seja, que
as energias E,, da banda de condugdo sao os zeros do polinémio caracterfstico de Har, que € a

representacao matricial do Hamiltoniano tridiagonal
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Apéndice B
Diagonalizacao

O Hamiltoniano truncado obtido na se¢ao(3.3) do Capitulo IIT pode ser diagonalizado nu-
mericamente, pois possui um nimero finito de termos. Assim, sendo bem semelhante ao de um

nivel ressonante, niio apresenta dificuldades significativas na sua diagonalizagao. Reescrevendo

a Eq.(3.24) temos

N—-1 17
5 v

Hyp = AY-1D/2 { S [rapfipfup + tup oS 1p + hic.)| +Eadbdy + ~ (Jhodp + h.c.)} .
n=0 p

(B.1)
Novamente é quadratico e agora separavel em dois termos que comutam entre si, podemos

escrevé-lo como um produto de matrizes

Hyp = Flip [HNp) Frp (B.2)

onde Fnp € um vetor de dimensao N + 2,

Fhep = [dl,fépffpfip---fkp] (B.3)
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e Hyp ¢ uma matriz (N + 2) X % (N 4 2), cujos elementos diferentes de zero sao

[Hnp)11 = ANV,

v

Np

Muphz = Haplzn = AN™D2 (B.4)

[HNp]n,'n = A(N_l)/zﬂ(n— 1)p>

Hyphnmi1 = Hglnrin = AV 2ty

Escrevendo os operadores do modelo em termos dos operadores elétrons (gjp) e buracos

(hjp) temos

(N+1)/2 =179 (N+1)/2 T
* -1)/4 * ’—
Hyp = Z T]jp(g;pgjp + h;ph“jp) 4+ AW —Np Z [(%}Lpgjp + agphp)dpt
Jj=1 =1
+he) + ANV 25,dld,. (B.5)

onde [' = 7pV? ¢ define-se fo, como

(N+1)/2
fop = A"W-DA ST (agt gsp +abhl) (B.6)
j=1
sendo
e
P e ot i (B.7)
Osp p(l—A 1y- 1/2A——+—-ZP—
e
B AR S
_— f 7_-2_'*3 Zp p(E)de
Ogip = TR (B.8)
(1= A2
Para j ¢ 1 teremos o seguinte comportamento assintético
1 A- /2
Aoy = a0p<kF>( - ) AG=RI/2 (B.9)

65



1 - A-1\ 2
O = ao,o(kF)( 5 ) AU, (B.10)

onde agy(kr) & dado por

(B.11)

. 1/2
2rRA/D [1 % R
2%pRA + [Si((A + DkpR) ~ Si((1 — A)krp R)]

aop(kr) = {
Como podemos ver, uma consequéncia imediata da assimetria do modelo é que os coeficientes

dos operadores que o diagonalizam, Eqs.(B.7) e (B.8), sdo diferentes, ou seja, o acoplamento é

diferente para cada canal.

Os operadores de elétrons sao definidos como

ap = dp
Qegp = ggp(é > O) (BIZ)
Qo = hT_ep(E < 0)

Redefinindo as energias dos estados de uma partfcula por

n;p = _ntfp(e<0)

T]Ep = EdA(N_I)/:Z: (813)

podemos escrever Eq.(B.5) na seguinte forma

R
4 *+ 1 e
N, E [(Qija’jp + agppal i, )aop + h.c.] . (B.14)

Hyy = 3 rjalyas, + AU/
J J

O Hamiltoniano Hy, est4 em uma forma bilinear, H. ~np = atMa, logo existe uma matriz

(N +2) x (N 4+ 2) que diagonaliza a matriz M, similar aos operadores de Hy, na base a de
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coluna ortogonais.

Desta forma. na representacdo matricial temos

iy 3 \ ( U—g—Jp U_g0p U_gjp U_sJp
rsjlp Tlfl‘)p /33’; Uo—-Jp Uoop Ugjp Uoip
3% M )\ Win Usop Utjp utsp
U—g—Jp U_gop U—gjp U—eip ) A-jp \
= Up-Jjp %o0p Ugjp UnJp Aop
Ug—Jp Ugdp Ugjp UgJp } k ’\jp

Os auto-operadores que diagonalizam Hpy,, denotados por @, sdo combinagoes lineares dos

operadores a,, escritas como,

Tjp =D uejpae (B.15)
£

onde ug;p 530 elementos da matriz ortogonal que diagonaliza Hyy, devendo satisfazer as seguintes

relacoes

N gpti—tjp + B gptiogp Ajpl—tjp (B.16)

> Bt rip + Mogtogp + Y Bed iy = Ajplogp (B.17)
£ {

Tepliesp + B Uosp Ajptiejp; (B.18)
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onde Ay, sdo autovalores de Hyp . Assim

—r (Ajp — Ti*—Ep) ®
Bim
Ugs —————Ugjp; (B.19)
‘op (Njp — Wep) 7
substituindo (B.19) na Eq.(B.17) encontramos
Blep p *
= s (B.20)
A Z (Aa;p - TI_ep) Z (/\Jp ep) o
com
/2
N-1)/4 *—
g = A1 o (B.21)
e
F/ *® ‘
By = AWM ~ —oapk, (B.22)
P
temos
Ajp = i, + AN DT X (A5), (B.23)
onde
(N+1)/2 o2 o =2
X = Y Sop o | (B.24)

—1 (Ajp Wep) (Ajp + Tie,,)

Necessitamos agora calcular o somatério da Eq.(B.24). Para tanto vamos coloci-lo em

. 3 - e a.+2
uma forma mais conveniente. Somando e subtraindo a expressao O—Jr’;,—) na equacao anterior,
fp

obtemos
(N+1)/2 a*+2 a*+‘2 (N+1)/2 ot 2 _ a*+2
X)) = L A — Ofp Up (B.25)
” ; (Ajp — sz) (Ajp + 77ep) =1 (Njp + nlp)
X()‘jp) = Xl(Ajp) + AX(’\jp)- (8-26)
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Podemos dizer que a parte dominante é a proveniente do primeiro termo, pois, os coeficientes

42 -2 - . . . gep . . .y .
O‘aep e a&p sao aproximadamente iguais diferindo apenas para £ préximos do limite superior
fver Eq.(B.7) e (B.8)]. Desta maneira o segundo termo pode ser considerado como wmna corregao.

Vamos inicialmente calcular o primeiro termo.

Substituindo os limites assintoticos de a’(“,z) e a&; encontramos

1 - A-? (N+1)/2 NGD.
X1(\jp) = 2’\jpa(2}p(kF) (‘—2_) Z ﬁ . (B.27)
= LN — i

Como os termos dominantes na soma séo aqueles com Aj, = 1, 2> 1, podemos estender os

limites superiores e inferiores para +oc. Entao

1—AY & [ A¢E)
X1(Ajp) = 2Xjpad,(kr) (—2—) > [“2—*2 ; (B.28)
oo L(Ajp = 7Tip)

com 1, = Al=2) O somatério do lado direito é calculado por uma transformacao de

Sonunerfeld-Watson[%] resultando em

i Ale—2zp) B 7rcot(7'l”‘/jp)

—9w2/ImA
08 ) = By, T O (B.29)

o termo da ordem de e~2*"/18A pode ser desprezado e a Eq.(B.28) ser4 dada por

o (k — A
Xi(hj) = = ;’;EXF) (1 2A )Cot(‘lr'yjp). (B.30)

No segundo termo do lado direito da Fq.(B.23) nido podemos usar os limites assintéticos
pois dariam como resultado zero. Devemos desta maneira usar as expressoes exatas para cada
coeficiente. Levando em consideracdo que o termo AX(A;,) é apenas uma corregdo podemos

fazer a seguinte aproximacao,

/a ! bo)dz ~ [(z) Az, (B.31)
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onde z;m = —‘1“;—b e Arz = a —b. Assim temos
ATz i
f N-l_ L, Ap(g)dg ~ Ap(sm)A—(N—])/2A([—2p)(1 _ A—l). (832)
AT I
Portanto
0, = NpAp(em)(1 — A~ /2R (B.33)
e
O = NpAp(—em)(1 — A7H)V2AE2)/2, (B.34)

Entao substituindo as equacgdes anteriores no segundo termo da Eq.(B.25) e escrevendo a de-

pendéncia da energia em termos do momento absoluto encontramos

N - -
(N+1)/2 Ng(l —A I)A“ 2p)/2

AX(Ap) = 3 oo ) {F [cos(keR) sin{kp R)] ke (B.35)
=1 P
[sin(ke R) cos(kg R) kg } /(—k% + ki )R. (B.36)

Como para £>> 1, 0, > Ajp vamos desprezar Ajp no denominador. Assim

(N+1)/2
_ . ki cos(keR)
— 2 _ 1
AX = FN(1-ATY ezzl {SIH(kFR)(_k%+k?)R+ (B.37)
sin(k;R)
cos(kFR)kp(_k% — kg)R'} (B.38)

No limite N — oo a soma pode ser transformada numa integral, resultando em

NZ1—=A"T)

DR 1
AX Np(1-A"T) (DR\ 1. .
N InA(krR) {COS(kFR) & ( vF ) 3 Si{(krvr — D)Ror|+

—é Sil(kpop + D)Rvp]} , (B.39)

onde Si é a funcao integral sin (261,
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Substituindo Eq.(B.30) e Eq.(B.39) na Eq.(B.26) obtemos,

2 (L _A~1
PORELL (1 : )[cot(mjp):«:cp],

onde

N2 DR\ |
& = ) (e ) {peostirm si(57) + Sillbror = D)

— Si[(k:pvp + D)R’UF]} .

Assim a Eq.(B.23) fica

P

Aip = Mop Wagp(kp) 1—A"1
AN-DRF T NZlnA \ 2 [ootmyp) 765]

2
o (kF) ~ .
Como 27— = 2A12> podemos escrever a equagao anterior na forma
P

Ajp — Top 2(1— A=)
AN-D2T A A [C"t(mfp) T CP] :

Para [ — o temos que

cot(myg,) = Cp-

Portanto,
Ajp — Top _ Az(l —A™Hr

Y [Cot('zr'yjp) :Fcot('rr'yop)] .

Apés um pouco de dlgebra podemos escrever que

E;p—¢
cot(my,p) = (—J_vf_i) + cot(7op),
P

onde:

T+A L (N—1)/241-2
Ejp=+———DA (N=1)/2+1-2p )
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(B.40)

(B.41)

(B.42)

(B.43)

(B.44)

(B.45)

(B.46)

(B.47)



Ty =/ An,

sin(kFR))
= AEFE T
r, (u —

e
A= (1+A™ ) InA
AT AT 2
sendo I' definido no Capitulo I .
De (B.47) obtemos a defasagem 7,,,
1 Tp
o= L8 : B.48
T T o arctan (Ejp—eq) £1p cot(';r'yop)] ( )
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