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RESUMO

MORIYA, P. H. Manipulação do pulso superradiante via interações atômicas. 2012. 90 p.
Dissertação (Mestrado em Ciências) - Instituto de F́ısica de São Carlos, Universidade de São
Paulo, São Carlos, 2012.

O fenômeno da superradiância é caracterizado por um processo de ordenamento das transições
dos dipolos atômicos em amostras excitadas, moderadamente densas, decorrente das cor-
relações induzidas entre os átomos desenvolvidas pela radiação coerente emitida pelos próprios
átomos. O processo superradiante que é iniciado a partir de uma total desordem em t = 0
atinge um ordenamento máximo em um tempo τ ∝ N−1, gerando um pulso de radiação de
intensidade seguindo a lei do sech2 e com pico proporcional à N2, e em seguida os dipolos
relaxam para um equiĺıbrio desordenado. Neste trabalho, tratamos a interação de dois modos
de uma cavidade, ωa e ωb, e uma amplificação, com um sistema de N átomos de dois ńıveis,
com frequência de transição atômica ω0 de forma que interaja ressonantemente com ωa e
dispersivamente com ωb, responsável pelo acoplamento entre os átomos. Para enterdemos
como a lei do sech2 será afetada pela interação direta entre os átomos, utilizamos o método
das perturbações via de pequenas rotações não-lineares para obtermos o hamiltoniano efetivo
do sistema com uma forma mais expĺıcita da interação dipolar entre os átomos. Por fim,
após escrevermos a equação mestra do sistema, utilizamos a aproximação de campo médio e o
método dos invariantes de Lewis-Riesenfeld para chegar aos principais aspectos deste fenômeno
no sistema.

Palavras-chave: Óptica quântica. Superradiância. Átomos interagentes. Hamiltonianos
não-lineares.





ABSTRACT

MORIYA, P. H. Superradiance pulse manipulation via atomic interactions. 2012. 90 p. Dis-
sertação (Mestrado em Ciências) - Instituto de F́ısica de São Carlos, Universidade de São
Paulo, São Carlos, 2012.

The superradiant phenomena is characterized by atomic dipoles ordering process in excited
samples moderately denses, that occours due to the atomic induced correlations developed
not directly but by the coherent radiation emitted by atoms themselves. The superradiant
process evolves from a total disorder at t = 0, attain a maximum order in a time τ ∝ N−1

creating a radiation pulse whose intensity follows the sech2 law and its peak is proportional to
N2, thereafter the dipoles relax to a disordered equilibrium state. In this essay, we deal with
the interaction between two cavity modes ωa and ωb and a classical pump with a system of N
two-level atoms, whose atomic transition frequencies ω0. We consider a resonant interaction
between atoms and mode ωa and a dispersive coupling of atoms with mode ωb, which couple
the atomic sample, and the classical pump. In order to obtain how sech2 law changes, we
use the method of nonlinear small rotations to obtain effective Hamiltonian, expliciting dipo-
lar interaction between atoms. Finally, after write the effective master equation, we use the
mean-field approximation and Lewis and Riesenfeld method to obtain the mean features of
this phenomena to our system.

Keywords: Quantum optics. Superradiance. Interacting atoms. Nonlinear hamiltonians.
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CAPÍTULO 1

Introdução

Um átomo inicialmente em um de seus estados excitados fará a transição para o estado

fundamental em decorrência de sua interação com as flutuações do vácuo do campo eletro-

magnético. Para chegar a esta afirmação é necessário voltar para o efervescente ińıcio do

século XX, quando Max Planck1, em 1900, apresentou ao mundo o conceito de quantum.

A partir deste trabalho, Albert Einstein2 introduziu, em 1905, o quantum de luz, ou fóton,

como uma part́ıcula real do campo eletromagnético. Já em 1913, Niels Bohr3 caracterizou o

átomo como um conjunto discreto de ńıveis de energia, cada um correspondendo a um estado

atômico estacionário que não emite radiação.

O próximo importante passo foi dado por Einstein4, em 1917, que introduziu o conceito

das transições espontânea e induzida, ou estimulada, para ńıveis atômicos discretos. Ao seu

lado, tinha apenas sua intuição e o fato de que derivava facilmente a fórmula de Planck para

espectros de radiação térmica.

Em 1927, após uma maior consolidação da mecânica quântica, Paul A. M. Dirac5 construiu

uma teoria quântica da radiação que descreveu o campo eletromagnético como um ensemble

de osciladores harmônicos e introduziu o conceito de operadores de criação e aniquilação de

part́ıculas, levando a uma prova rigorosa das hipóteses de Einstein.

Nos estágios iniciais do desenvolvimento da eletrodinâmica quântica, em 1930, Victor F.

Weisskopf e Eugene P. Wigner6 consideraram que, em uma boa aproximação, um átomo de

dois ńıveis excitado tem probabilidade de permanecer neste estado decaindo exponencialmente

no tempo. Obtiveram, ainda, que o espectro emitido por este átomo é aproximadamente uma

lorentziana centrada na frequência de transição atômica, tendo uma largura igual à taxa de

decaimento espontâneo.

A teoria elaborada por Dirac, com a aproximação de Weisskopf-Wigner, pode ser aplicada

a sistemas com muitos átomos, ou moléculas, preparados inicialmente no estado excitado de
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uma transição eletrônica decaem pela emissão espontânea de luz, fenômeno conhecido como

fluorescência. Para isto, é necessário considerar que os átomos interagem com o meio am-

biente independentemente uns dos outros, com o campo de radiação, em outras palavras, a

amostra deve ser dilúıda o suficiente para que os átomos não interajam. Neste caso, a emissão

do sistema obedece uma lei exponencial, veja a linha tracejada da figura 1.1,com um tempo

caracteŕıstico τ proporcional ao inverso da taxa de decaimento radioativo Γ do ńıvel inicial-

mente excitado e o padrão de radiação da amostra atômica é essencialmente isotrópico. Em

Figura 1.1–Representação qualitativa da intensidade irradiada para um sistema atômico.

1954, Robert H. Dicke7 foi o primeiro a reconhecer que os átomos decaindo espontaneamente

independentemente um dos outros é apenas uma hipótese. Propondo um sistema composto

por um ensemble de N átomos de dois ńıveis, confinados em um volume com dimensões meno-

res que o comprimento de onda da radiação emitida, chegou a um resultado bem diferente do

encontrado utilizando a aproximação de Weisskopf-Wigner, com a amostra atômica emitindo

radiação de uma forma muito mais rápida e forte, em uma direção bem definida dependendo

da geometria à qual o sistema é submetido.

Dicke mostrou que o tempo de decaimento, tD, e a intensidade, I(t), da radiação se

tornam proporcionais ao inverso do número de átomos, ou seja (∝ N−1), e ao quadrado desse

número (∝ N2), respectivamente. A interação entre os componentes da amostra ocorre via

campo de radiação comum resultando em uma correlação entre os momentos de dipolo, que

origina uma polarização óptica macroscópica proporcional ao número de átomos. Além disso,

como foi mostrado por investigações subsequentes, o decaimento do pulso eletromagnético
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não é mais exponencial, mas haverá um pico depois de certo retardo, tD, obedecendo uma lei

temporal regida por um termo de sech2(t− tD) (veja a linha sólida da figura 1.1). Esse tipo

de radiação espontânea ficou conhecida como superradiância.

Em 1973, o trabalho pioneiro de N. Skribanowitz, I. Herman, J. MacGillivray e M. Feld8,

nos laboratório de espectroscopia do Massachusetts Institute of Technology (MIT), levou a

superradiância de Dicke da hipótese para a realidade ao demonstrar a emissão superradiante

em um gás de ácido fluoŕıdrico (HF) à baixa pressão. Desde então, e com o advento do

laser de corante∗ em 1966, que facilitou a excitação de uma coleção de átomos para um ńıvel

eletrônico bem definido em um curto peŕıodo de tempo; a superradiância vem sendo observada

em outros gases, assim como em sólidos, com emissão nos doḿınios óptico, infravermelho,

infravermelho distante e microondas.

Apesar de apresentar um novo fenômeno f́ısico, as limitações impostas pelo modelo de

Dicke, de que os átomos devem estar confinados numa região com dimensões pequenas com-

paradas com o comprimento de onda da radiação emitida, não são realistas na região óptica do

espectro e acabou por ser eliminada, em 1970, pelo trabalho de Joshep H. Eberly e Nicholas

E. Rehler9–11. Além disso, o modelo ignora as interações entre os átomos como, por exemplo,

o acoplamento dipolar que causa deslocamentos e desdobramentos nas frequências atômicas

(e.g., descolamento Coulomb, Lamb, Stark, entre outros), alterando assim as propriedades da

amostra em estudo12–17.

A superradiância pertence à classe de fenômenos ópticos coerentes e cooperativos, onde a

cooperação compreende a influência que um átomo, ou a radiação emitida por ele, tem sobre

os outros átomos e o termo coerente se refere, não apenas ao campo eletromagnético, mas

também ao sistema atômico. Isto por que o fenômeno superradiante só é efetivo se todas as

interações posśıveis (tais como colisões, rúıdos térmicos, etc., além da própria interação com a

radiação eletromagnética) não alteram a fase das funções de onda atômicas durante a emissão,

ou seja, apresenta memória longa, criando um modo coletivo de todos os átomos. Nesse modo,

um processo de ordenamento ocorre no sistema que pode ser definido pelo desenvolvimento de

correlações entre os dipolos pertencentes a diferentes átomos num processo de phase-locking†,

que muito lembra as correlações entre spins em uma amostra ferromagnética.

Esse ordenamento evolui de uma total desordem no meio em t = 0. Quando a emissão

começa, as flutuações quânticas do campo eletromagnético do vácuo agem em átomos inde-

pendentes fazendo com que, eventualmente, apareçam correlações entre os dipolos através de

∗Em trabalhos independentes do americano Peter P. Sorokin e do alemão Fritz P. Schäfer.
†Termo que se refere ao comportamento caótico individual afetando as ações ordenadas de um sistema coletivo.
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um fenômeno similar à quebra de simetria. Dessa pequena descrição, fica claro que a super-

radiância apresenta tanto aspectos quânticos, já que se inicia a partir de rúıdos do campo de

vácuo, quanto clássicos, pois a emissão gerada pela radiação do conjunto ordenado de dipolos

atômicos é análogo à emissão em fase de uma antena clássica, num contexto de muitos corpos

envolvendo uma coleção de átomos de dois ńıveis e fótons.

Apesar da aparente simplicidade, o fenômeno superradiante é muito dif́ıcil de se analisar

em detalhes, por envolver conceitos de eletrodinâmica quântica, de muitos corpos e da óptica

não-linear. A radiação emitida propaga-se ao longo de um meio inicialmente invertido, apre-

sentando aspectos de propagação e difração não-linear, dando origem a efeitos bem conhecidos

no contexto de problemas de propagação de pulsos luminosos: devido à emissão estimulada

inomogênea e processos de reabsorção através da amostra, a radiação enfrenta processos que

alteram sua estrutura e frequência que só podem ser entendidas por métodos numéricos re-

solvendo complicadas equações de evolução não-linear. Esses efeitos de propagação tendem

a reduzir o arranjo das fortes correlações interatômicas que é o principal aspecto da super-

radiância, complicando consideravelmente a descrição do fenômeno.

Todas essas dificuldades são amenizadas em um modelo descrevendo o átomo como um

sistema de dois ńıveis mas, mesmo assim, apresenta dificuldades de se analisar em deta-

lhes. Esse tipo de representação para o átomo tomou a maior parte das atenções e apenas

mais recentemente as atenções foram voltadas para os efeitos que podem ser observados

na superradiância apenas se considerarmos a natureza de vários ńıveis de energia atômico.

Assim, fica evidenciado outro tipo de dificuldade que vem do fato de que, na maioria dos ca-

sos, a emissão superradiante não envolve simplesmente dois ńıveis não degenerados, mas sim

transições atômicas conectando subńıveis degenerados. A superradiância então resulta da com-

petição entre a emissão de componentes do campo tendo frequências ligeiramente diferentes

ou polarizações desiguais. Essa competição leva a efeitos de batimentos luminosos (batimentos

superradiantes), de flutuações de polarização ou até mesmo à extinção do fenômeno, resul-

tado da interferência negativa entre os componentes da luz emitida nas transições degeneradas

(subradiância ou superradiância limitada).

No caso mais simples, um experimento superradiante é realizado em um sistema atômico

exibindo essencialmente uma estrutura eletrônica de três ńıveis: o ńıvel inicial i, o excitado

e e o estado fundamental f . Um feixe de laser pulsado, ressonante com a transição i → e,

excita todos os átomos (ou moléculas) no estado e, produzindo assim no tempo t = 0 uma

inversão da população total na transição e → g. A emissão superradiante subsequente que

ocorre com frequência ω0 dessa transição pode ser detectada diretamente, medindo o campo
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irradiado com um detector, ou indiretamente, pelo monitoramento da transferência rápida de

população irradiativa do ńıvel e para o g. A emissão superradiante tem sido estudada desse

modo nos doḿınios óptico, de infravermelho, de infravermelho distante e de ondas milimétricas.

A maioria dos artigos que abordam a superradiância pode ser enquadrada em duas ca-

tegorias: aqueles que enfatizam os aspectos básicos (correlações atômicas, simetrias e flu-

tuações em sistemas atômicos de dois ńıveis) e deixam de lado, ou subestimam, os aspectos

de propagação, e aqueles que, por outro lado, tentam compreender por métodos numéricos

a complexidade do problema real e necessariamente perdem uma parte da simplicidade do

fenômeno básico. Muitas dessas abordagens têm sido tomadas para que seja posśıvel obter

uma descrição teórica da superradiância e todas elas resultam ou em uma equação mestra

do sistema atômico, para a representação de Schrödinger, ou em um conjunto de equações

diferenciais de primeira ordem, conhecidas como equações de Maxwell-Bloch, para a repre-

sentação de Heisenberg. Além disso, muitas aproximações18 foram introduzidas para obter

expressões anaĺıticas fisicamente transparentes que descrevem, ao menos qualitativamente, as

principais caracteŕısticas do processo de emissão superradiante, tais como a aproximação de

Born-Markov, de onda girante, de dipolo elétrico, hipótese de amostra de tamanho pequeno,

regimes dispersivo e de cavidade ruim, etc.

No ińıcio da década de 1970, o foco do estudo do fenômeno superradiante, tanto teorica-

mente quanto experimentalmente, se voltou para a geometria e dimensão do confinamento dos

átomos, assim como a distribuição dos átomos neste espaço. Alguns resultados teóricos19–21

foram obtidos via abordagens puramente quânticas da superfluorescência quanto utilizando

aproximações semiclássicas22.

Uma abordagem diferente propõe um hamiltoniano de campo médio de part́ıcula única23–26

como parte de uma equação mestra completa de um operador densidade reduzido de um

corpo27,28, no qual cada átomo emite independentemente, induzido por um campo efetivo

comum criado pelas interações entre os momentos de dipolo atômico e o campo de radiação.

Para processos que ocorrem em intervalos de tempo menores que o tempo de relaxação, esse

hamiltoniano descreve a emissão superradiante no regime transiente, caso contrário o processo

deve ser analisado por uma equação mestra. O hamiltoniano de part́ıcula única é tomado como

parte da evolução unitária da equação mestra completa do operador densidade reduzido de

um corpo, sendo posśıvel obter os estados exatos de part́ıcula única para um átomo de dois

ńıveis resolvendo a equação de Schrödinger dependente do tempo.

Neste trabalho, estudamos a superradiância em uma amostra de N átomos de dois ńıveis

com frequência de transição atômica ω0
29, acoplada a dois modos de uma cavidade, de
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frequências ωa e ωb. A frequência atômica está nas vizinhanças do modo ωa e relativamente

distante do modo ωb, a amostra interage ressonantemente com ωa e dipsersivamente com ωb,

responsável pelo acoplamento entre os átomos entre si. Os componentes do sistema estão

ainda acoplados a dois reservatórios térmicos um para os átomos e outro comum a ambos os

modos para levar em conta as perdas posśıveis.

Nossa abordagem à dinâmica do problema consiste em obter, a partir do hamiltoniano to-

tal, uma equação mestra, pelos métodos usuais, para o sistema. Assumimos então os regimes

dispersivo, para o modo ωb, e de cavidade ruim, para o modo ωa e, assim, obtivemos uma

dinâmica efetiva, a partir do método das perturbações via pequenas rotações não-lineares30,

para os átomos. Por fim, utilizamos a aproximação de campo médio para obter um hamil-

toniano não-linear de uma part́ıcula26 e, em seguida, o método dos invariantes de Lewis e

Riesenfeld31 para obter as leis caracteŕısticas do processo superradiante e como este pode ser

modificado e/ou manipulado por nossa através da interação direta entre os átomos viabilizada

pelo modo ωb.

No próximo caṕıtulo, apresentaremos com mais detalhes o sistema proposto, explicitando

as técnicas que foram utilizadas para chegar às leis que regem o fenômeno superradiante. Já

no caṕıtulo 3, analisaremos os resultados obtidos e a possibilidade de manipulação da curva

de intensidade da radiação emitida. No caṕıtulo 4, faremos as conclusões deste trabalho e,

por fim, explicitaremos quais as perspectivas futuras de trabalho nesta área.
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CAPÍTULO 2

O fenomeno superradiante para

átomos interagentes

2.1 Modelagem do problema

Para estudar o fenômeno superradiante proposto em amostras de átomos interagentes

adotamos um sistema composto por N átomos de dois ńıveis e dois modos de uma cavidade

ωa e ωb. A frequência da transição atômica ω0 é tomada de tal forma que esteja próxima

do modo ωa da cavidade com o qual interage ressonantemente e relativamente distante do

modo ωb, em uma interação dispersiva com este modo, do que resulta o acoplamento entre

os átomos, veja as figuras 2.1. O sistema ainda está sujeito a um bombeio.

(a) (b)

Figura 2.1–Representações esquemáticas do sistema abordado.

O hamiltoniano deste sistema, na representação de Schrödinger, é dado por (assumindo,
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a partir daqui, que ~ = 1)

Hsist = Hátomos +Hmodos + V, (2.1)

com V representando a interação entre os modos da cavidade, Hmodos, e a amostra atômica,

Hátomos, dada segundo o modelo de Jaynes-Cummings32 usual ∗. Cada um dos termos do lado

direito de (2.1) pode ser expresso como

Hátomos = ω0

N∑
n=1

σ(n)
z , (2.2)

Hmodos = ωaa
†a+ ωbb

†b, (2.3)

V = ga

N∑
n=1

(
aσ

(n)
+ + a†σ

(n)
−

)
+ gb

N∑
n=1

(
bσ

(n)
+ + b†σ

(n)
−

)
+ κb†b

N∑
n=1

(
σ

(n)
+ + σ

(n)
−

)
, (2.4)

onde a (a†) e b (b†) são os operadores de destruição (criação) de fótons dos modos ωa e ωb

da cavidade, respectivamente; ga e gb são as constantes de acoplamento dos átomos com os

respectivos modos e κ é a intensidade do bombeio. Por fim, σ
(n)
+ , σ

(n)
− e σ

(n)
z são os operadores

associados ao enésimo átomo que possuem a forma das matrizes de Pauli, satisfazendo a

álgebra do grupo su(2).

Para levar em conta os mecanismos de dissipação, conectamos o sistema atômico e a

cavidade a reservatórios térmicos, que geralmente são quaisquer sistemas f́ısicos que possuem

um número muito grande de graus de liberdade. Isso equivale a adicionar ao hamiltoniano do

sistema, (2.1), os termos

Hdiss =
∞∑
k=1

(
Ωkc

†
kck + Ω̃kd

†
kdk

)
+
∞∑
k=1

λak

(
ac†k + a†ck

)
+
∞∑
k=1

λ̃bk

(
bc†k + b†ck

)
+

N∑
n=1

∞∑
k=1

Λnk

(
σ

(n)
− d†k + σ

(n)
+ dk

)
, (2.5)

que correspondem aos reservatórios térmicos compostos por osciladores harmônicos com

frequências Ωk e Ω̃k em estados caóticos com operadores de aniquilação (criação) dados

por ck(c†k) e dk(d†k), respectivamente; λak, λ̃bk e Λnk são as constantes de acoplamento en-

tre os modos ωa e ωb, o n-ésimo átomo, respectivamente, com o k-ésimo oscilador de seus

∗(ver Apêndice A)
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respectivos reservatórios. Assim, o hamiltoniano total do sistema é escrito como

Htot = H0 + V, (2.6)

ou,

H0 = ωaa
†a+ ωbb

†b+ ω0

N∑
n=1

σ(n)
z +

∞∑
k=1

(
Ωkc

†
kck + Ω̃kd

†
kdk

)
. (2.7)

V =
N∑
n=1

ga

(
aσ

(n)
+ + a†σ

(n)
−

)
+

N∑
n=1

gb

(
bσ

(n)
+ + b†σ

(n)
−

)
+ κb†b

N∑
n=1

(
σ

(n)
+ + σ

(n)
−

)
+
∞∑
k=1

λak

(
ac†k + a†ck

)
+
∞∑
k=1

λ̃bk

(
bc†k + b†ck

)
+

N∑
n=1

∞∑
k=1

Λnk

(
σ

(n)
− d†k + σ

(n)
+ dk

)
. (2.8)

O próximo passo é escrever a equação mestra do sistema completo, o que pode ser realizado

o seguindo procedimento usual†. Ao efetuar os passos descritos acima, obtivemos a seguinte

equação mestra, na representação de Schrödinger, para o sistema de átomos interagentes na

cavidade acoplados aos respectivos reservatórios

d

dt
ρsis(t) = −i

[
Hsis, ρ(t)

]
+ Lρ(t), (2.9)

onde o primeiro termo do lado direito de (2.9), que contem o comutador de Hsis com ρ(t),

representa a evolução, livre de dissipação, da amostra, dos modos e suas interações e o termo

restante

Lρ(t) = n̄aΓaL[a†]ρ(t) + (1 + n̄a)ΓaL[a]ρ(t) + n̄bΓL[b†]ρ(t) + (1 + n̄b)ΓL[b]ρ(t)

+ n̄bΓ1abL[a†, b]ρ(t) + (1 + n̄b)Γ1abL[b, a†]ρ(t) + n̄aΓ2abL[b†, a]ρ(t)

+ (1 + n̄a)Γ2abL[a, b†]ρ(t) + η̄Γ
N∑

n,m=1

L[σ
(n)
+ , σ

(m)
− ]ρ(t)

+ (1 + η̄)Γ
N∑

n,m=1

L[σ
(n)
− , σ

(m)
+ ]ρ(t), (2.10)

dado pelo superoperador de Lindblad, que para um dado operador S é representado por

L[S]ρ(t) ≡ 2Sρ(t)S† − S†Sρ(t)− ρ(t)S†S, (2.11)

†(descrito detalhadamente em B)
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e para dois operadores S e R,

L[S,R]ρ(t) ≡ 2Sρ(t)R−RSρ(t)− ρ(t)RS, (2.12)

é responsável pelo efeito dissipativo ou evolução irreverśıvel do mesmo. Já os termos Γa, Γb, Γ,

Γ1ab, Γ2ab são as constantes de amortecimento dos modos da cavidade, do sistema atômico e os

termos cruzados devido à existência de um reservatório comum aos modos (já que não fizemos

nenhuma hipótese de que partes diferentes do reservatório comum não troquem informação),

respectivamente. Por fim, n̄a, n̄b e η̄ representam o número médio de quanta dos reservatórios

nas frequências ωa, ωb e ωn.

2.2 O método das perturbações via pequenas rotações
não-lineares

Para prosseguir nossa abordagem ao fenômeno da superradiância em amostras de átomos

interagentes, adotamos dois regimes de interação para a análise da evolução do sistema: o

regime de interação dispersiva da amostra atômica com o modo ωb e o regime de cavidade

ruim para o modo ωa. O regime dispersivo é adotado para evidenciar o acoplamento entre

os átomos da amostra e o de cavidade ruim faz com que o respectivo modo da cavidade aja

como um canal de relaxação comum para os átomos, facilitando assim a emissão espontânea.

Para ambos os casos, utilizamos o método das perturbações via pequenas rotações não-

lineares30‡, com o qual se pode obter a equação mestra efetiva do sistema, de forma pertur-

bativa, via primeiros prinćıpios e não por simples adição de termos fenomenológicos, incluindo

de uma maneira sistemática todos as perdas em processos do sistema abordado. Primeiro,

vamos analisar o regime de interação dispersivo33, onde a dessintonia entre a frequência do

modo ωb e aquela dos átomos, ∆|ω0 − ωb|, satisfazem a relação,

gb
√
n̄b + 1� |∆| � ωb, (2.13)

onde n̄b é o número médio de fótons do modo ωb.

Primeiramente, reescrevemos o hamiltoniano do sistema, (2.1), de uma forma mais con-

veniente para a aplicação do método, introduzindo o operador

Nb = b†b+
N∑
n=1

σ(n)
z , (2.14)

‡Ver o apêndice C
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de forma a obtermos

Ṽb = ωaa
†a+ ∆

N∑
n=1

σ(n)
z + ga

N∑
n=1

(
aσ

(n)
+ + a†σ

(n)
−

)
+ gb

N∑
n=1

(
bσ

(n)
+ + b†σ

(n)
−

)
+ κb†b

N∑
n=1

(
bσ

(n)
+ + σ

(n)
−

)
. (2.15)

Em seguida, definimos o operador

Ub = exp

{
gb
|∆|

N∑
n=1

(
bσ

(n)
+ − b†σ

(n)
−

)
+

κ

|∆|
b†b

N∑
n=1

(
σ

(n)
+ − σ

(n)
−

)}
, (2.16)

através do qual realizamos a transformação unitária

ρb(t) = Ubρ(t)U †b , (2.17)

retendo termos de ordem
g2b
|∆|2 , leva ao hamiltoniano efetivo

Hef,b = UbṼbU
†
b = ωaa

†a+ ∆̂b

N∑
n=1

σ(n)
z + ga

N∑
n=1

(
aσ

(n)
+ + a†σ

(n)
−

)
+ Ω̂b

N∑
n,m=1

(
σ

(m)
+ σ

(n)
− + σ

(m)
− σ

(n)
+

)
, (2.18)

apresenta interações atômicas dipolares, representados pelos termos σ+σ− e seus hermitianos

conjugados, além de deslocamentos Stark dependentes das excitações dos modos, representa-

dos pelos termos adicionais proporcionais a σz e definimos

∆̂b = ∆ +
g2
b

2|∆|

(
2b†b+ 1

)
+

3

2

κ2

|∆|

(
b†b
)2

+ 2ga
gb
|∆|

(
ab† + a†b

)
+ 2ga

κ

|∆|
b†b
(
a† + a

)
+
gbκ

|∆|

[
b

(
b†b− 1

2

)
+ b†

(
bb† − 1

2

)]
, (2.19)

Ω̂b =
gb

2|∆|

[
gb + κ

(
b+ b†

)]
, (2.20)

A transformação unitária (2.16) também leva aos resultados

n̄aΓaUb

{
L[a†]ρsis(t)

}
Ub
† = n̄aΓaL[a†]ρb(t), (2.21)

(1 + n̄a)ΓaUb

{
L[a]ρsis(t)

}
Ub
† = (1 + n̄a)ΓaL[a]ρb(t), (2.22)
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n̄bΓbUb

{
L[b†]ρsis(t)

}
Ub
† = n̄bΓb

N∑
n,m=1

{
L[b†]ρb(t) +

gb
|∆|

(
L[σ

(n)
+ , b]ρb(t)

+ L[b†, σ
(n)
− ]ρb(t)

)
+

κ

|∆|

(
L[b†σ

(n)
+ , b]ρb(t)− L[b†σ

(n)
− , b]ρb(t)

+ L[b†, bσ
(n)
− ]ρb(t)− L[b†, bσ

(n)
+ ]ρb(t)

)
+

g2
b

2|∆|2
(
L[b†σ(n)

z , b]ρb(t)

+ L[b†, bσ(n)
z ]ρb(t) + L[σ

(n)
+ , σ

(m)
− ]ρb(t)

)
+

κ2

2|∆|2
(
L
[
b†
(
σ

(n)
+ − σ

(m)
−

)2

, b
]
ρb(t)

+ L
[
b†, b

(
σ

(n)
+ − σ

(m)
−

)2]
ρb(t) + L[b†σ

(n)
+ , bσ

(m)
− ]ρb(t)− L[b†σ

(n)
+ , bσ

(m)
+ ]ρb(t)

− L[b†σ
(n)
− , bσ

(m)
− ]ρb(t) + L[b†σ

(n)
− , bσ

(m)
+ ]ρb(t)

)
+

gbκ

2|∆|2
(
L[(b† − b)b†σ(n)

z , b]ρb(t)

+ L
[
σ

(m)
+

(
σ

(n)
+ − σ

(n)
−

)
, b
]
ρb(t) + L

[
b†,
(
σ

(n)
− − σ

(n)
+

)
σ

(m)
−

]
ρb(t)

+ L[b†, (b− b†)bσ(n)
z ]ρb(t) + L

[
σ

(n)
+ ,
(
bσ

(m)
− − bσ(m)

+

)]
ρb(t)

)
+ L

[(
b†σ

(n)
+ − b†σ

(n)
−

)
, σ

(m)
−

]
ρb(t)

)}
, (2.23)

(1+n̄b)ΓbUb

{
L[b]ρsis(t)

}
Ub
† = (1 + n̄b)Γb

N∑
n,m=1

{
L[b]ρb(t) +

gb
|∆|

(
L[σ

(n)
− , b†]ρb(t)

+ L[b, σ
(n)
+ ]ρb(t)

)
+

κ

|∆|

(
L[bσ

(n)
− , b†]ρb(t)− L[bσ

(n)
+ , b†]ρb(t)

+ L[b, b†σ
(n)
+ ]ρb(t)− L[b, b†σ

(n)
− ]ρb(t)

)
+

g2
b

2|∆|2
(
L[bσ(n)

z , b†]ρb(t)

+ L[b, b†σ(n)
z ]ρb(t) + L[σ

(n)
− , σ

(m)
+ ]ρb(t)

)
+

κ2

2|∆|2
(
L
[
b
(
σ

(n)
+ − σ

(m)
−

)2

, b†
]
ρb(t)

+ L
[
b, b†

(
σ

(n)
+ − σ

(m)
−

)2]
ρb(t) + L[bσ

(n)
− , b†σ

(m)
+ ]ρb(t)− L[bσ

(n)
− , b†σ

(m)
+ ]ρb(t)

− L[bσ
(n)
+ , b†σ

(m)
+ ]ρb(t) + L[bσ

(n)
+ , b†σ

(m)
− ]ρb(t)

)
+

gbκ

2|∆|2
(
L[(b− b†)bσ(n)

z , b†]ρb(t)

+ L
[(
σ

(n)
− − σ

(n)
+

)
σ

(m)
+ , b†

]
ρb(t) + L

[
b, σ

(m)
+

(
σ

(n)
+ − σ

(n)
−

)]
ρb(t)

+ L[b, (b† − b)b†σ(n)
z ]ρb(t) + L

[
σ

(n)
− ,
(
b†σ

(m)
+ − b†σ(m)

−

)]
ρb(t)

)
+ L

[(
bσ

(n)
− − bσ

(n)
+

)
, σ

(m)
+

]
ρb(t)

)}
, (2.24)

n̄bΓ1abUb

{
L[a†, b]ρsis(t)Ub

†
}

= n̄bΓ1ab

N∑
n=1

{
L[a†, b]ρb(t) +

gb
|∆|
L[a†, σ

(n)
− ]ρb(t)

+
κ

|∆|

(
L[a†, bσ

(n)
− ]ρb(t)− L[a†, bσ

(n)
+ ]ρb(t)

)
+

g2
b

2|∆|2
L[a†, bσ(n)

z ]ρb(t)
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+
κ2

2|∆|2
L
[
a†, b

(
σ

(n)
+ − σ

(n)
−

)2]
ρb(t) +

κgb
2|∆|2

(
L[a†, (b− b†)bσ(n)

z ]ρb(t)

+ L[a†, (σ
(n)
− − σ

(n)
+ )bσ

(n)
− ]ρb(t)

)}
, (2.25)

(1 + n̄b)Γ1abUb

{
L[b, a†]ρsis(t)

}
Ub
† +
(

1 + n̄b

)
Γ1ab

N∑
n=1

{
L[b, a†]ρb(t) +

gb
|∆|
L[σ

(n)
− , a†]ρb(t)

+
κ

|∆|

(
L[bσ

(n)
− , a†]ρb(t)− L[bσ

(n)
+ , a†]ρb(t)

)
+

g2
b

2|∆|2
L[bσ(n)

z , a†]ρb(t)

+
κ2

2|∆|2
L
[
b
(
σ

(n)
+ − σ

(n)
−

)2

, a†
]
ρb(t) +

κgb
2|∆|2

(
L[(b− b†)bσ(n)

z , a†]ρb(t)

+ L[(σ
(n)
− − σ

(n)
+ )bσ

(n)
− , a†]ρb(t)

)}
, (2.26)

n̄aΓ2abUb

{
L[b†, a]ρsis(t)

}
Ub
† = n̄aΓ2ab

N∑
n=1

{
L[b†, a]ρb(t) +

gb
|∆|
L[σ

(n)
+ , a]ρb(t)

+
κ

|∆|

(
L[b†σ

(n)
+ , a]ρb(t)− L[b†σ

(n)
− , a]ρb(t)

)
+

g2
b

2|∆|2
L[b†σ(n)

z , a]ρb(t)

+
κ2

2|∆|2
L
[
b†
(
σ

(n)
+ − σ

(n)
−

)2

, a
]
ρb(t) +

κgb
2|∆|2

(
L[(b† − b)b†σ(n)

z , a]ρb(t)

+ L[(σ
(n)
+ − σ

(n)
− )b†σ

(n)
+ , a]ρb(t)

)}
, (2.27)

(1 + n̄a)Γ2abUb

{
L[a, b†]ρsis(t)

}
Ub
† =

(
1 + n̄a

)
Γ2ab

N∑
n=1

{
L[a, b†]ρb(t) +

gb
|∆|
L[a, σ

(n)
+ ]ρb(t)

+
κ

|∆|

(
L[a, b†σ

(n)
+ ]ρb(t)− L[a, b†σ

(n)
− ]ρb(t)

)
+

g2
b

2|∆|2
L[a, b†σ(n)

z ]ρb(t)

+
κ2

2|∆|2
L
[
a, b†

(
σ

(n)
+ − σ

(n)
−

)2]
ρb(t) +

κgb
2|∆|2

(
L[a, (b† − b)b†σ(n)

z ]ρb(t)

+ L[a, (σ
(n)
+ − σ

(n)
− )bσ

(n)
− ]ρb(t)

)}
, (2.28)

N∑
n,m=1

η̄ΓUb

{
L[σ

(n)
+ , σ

(m)
− ]ρsis(t)

}
Ub
† =

N∑
n,m,p=1

η̄Γ

(
L[σ

(n)
+ , σ

(m)
− ]ρb(t) + 2

gb
|∆|

[
b†σ(n)

z ρb(t)σ
(m)
−

+ σ
(n)
+ ρb(t)bσ

(m)
z

]
+ 2

κ

|∆|

[
b†bσ(n)

z ρb(t)σ
(m)
− + σ

(n)
+ ρb(t)b

†bσ(m)
z

]
+ 2

g2
b

|∆|2[
b†σ(n)

z ρb(t)bσ
(m)
z + σ

(p)
+ σ(n)

z ρb(t)σ
(m)
− − b†bσ(n)

+ ρb(t)σ
(m)
− − b†b†σ(n)

− ρb(t)σ
(m)
−
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+ σ
(m)
+ ρb(t)σ

(n)
− σ(p)

z − σ
(n)
+ ρb(t)bbσ

(m)
+ − σ(n)

+ ρb(t)bb
†σ

(m)
−

]
+ 2

κ2

|∆|2[
(b†b)2

(
σ

(n)
− − σ

(n)
+

)
ρb(t)σ

(m)
− + σ

(m)
+ ρb(t)(b

†b)2
(
σ

(n)
+ − σ

(n)
−

)]
−

{
gb
|∆|

[
bσ(m)

z σ
(n)
+

+ σ
(m)
− b†σ(n)

z

]
+

κ

|∆|

[
σ

(m)
− b†bσ(n)

z + b†bσ(m)
z σ

(n)
+

]
+

g2
b

|∆|2
[
bσ(m)

z b†σ(n)
z + σ

(m)
− σ(p)

z σ
(n)
+

− bbσ(m)
+ σ

(n)
+ − bb†σ

(m)
− σ

(n)
+ + σ

(m)
− σ

(p)
+ σ(n)

z − σ
(m)
− b†bσ

(n)
+ − σ

(m)
− b†b†σ

(n)
−

]
+

κ2

|∆|2
[
σ

(m)
− (b†b)2

(
σ

(n)
− − σ

(n)
+

)
+ (b†b)2

(
σ

(n)
+ − σ

(n)
−

)
σ

(m)
+

]
, ρb(t)

})
, (2.29)

N∑
n,m=1

(1 + η̄)ΓUb

{
L[σ

(n)
− , σ

(m)
− ]ρsis(t)

}
Ub
† =

N∑
n,m,p=1

(1 + η̄)Γ

(
L[σ

(n)
− , σ

(m)
− ]ρb(t)

+ 2
gb
|∆|

[
bσ(n)

z ρb(t)σ
(m)
+ + σ

(n)
− ρb(t)b

†σ(m)
z

]
+ 2

κ

|∆|

[
b†bσ(n)

z ρb(t)σ
(m)
+

+ σ
(n)
+ ρb(t)b

†bσ(m)
z

]
+ 2

g2
b

|∆|2
[
bσ(n)

z ρb(t)b
†σ(m)
z + σ

(p)
− σ(n)

z ρb(t)σ
(m)
+

− b†bσ(n)
− ρb(t)σ

(m)
+ − bbσ(n)

− ρb(t)σ
(m)
+ + σ

(m)
− ρb(t)σ

(n)
+ σ(p)

z − σ
(n)
− ρb(t)b

†b†σ
(m)
−

− σ(n)
− ρb(t)b

†bσ
(m)
+

]
+ 2

κ2

|∆|2
[
(b†b)2

(
σ

(n)
+ − σ

(n)
−

)
ρb(t)σ

(m)
+

+ σ
(m)
− ρb(t)(b

†b)2
(
σ

(n)
− − σ

(n)
+

)]
−

{
gb
|∆|

[
b†σ(m)

z σ
(n)
− + σ

(m)
+ bσ(n)

z

]
+

κ

|∆|

[
σ

(m)
+ bb†σ(n)

z

+ bb†σ(m)
z σ

(n)
−

]
+

g2
b

|∆|2
[
b†σ(m)

z bσ(n)
z + σ

(m)
+ σ(p)

z σ
(n)
− − b†b†σ

(m)
− σ

(n)
− − b†b†σ

(m)
+ σ

(n)
−

+ σ
(m)
+ σ

(p)
− σ(n)

z − σ
(m)
+ bb†σ

(n)
− − σ

(m)
+ bbσ

(n)
+

]
+ 2

κ2

|∆|2
[
σ

(m)
+ (b†b)2

(
σ

(n)
+ − σ

(n)
−

)
+ (b†b)2

(
σ

(n)
− − σ

(n)
+

)
σ

(m)
−

]
, ρb(t)

})
, (2.30)

e a equação mestra efetiva para o sistema no regime de interação dispersiva

d

dt
ρb(t) = −i

[
Hef,b, ρb(t)

]
+ Lρb(t) +

gb
|∆|
L̃(b)

1 ρb(t) +
g2
b

|∆|2
L̃(b)

2 ρb(t)

κ

|∆|
L̃(b)

3 ρb(t) +
κ2

|∆|2
L̃(b)

4 ρb(t) +
gbκ

|∆|2
L̃(b)

5 ρb(t), (2.31)

onde definimos

Lρb(t) = n̄aΓaL[a†]ρb(t) + (1 + n̄a)ΓaL[a]ρb(t) + n̄bΓbL[b†]ρb(t)

+ (1 + n̄b)ΓbL[b]ρb(t) + n̄bΓ1abL[a†, b]ρb(t) + (1 + n̄b)Γ1abL[b, a†]ρb(t)

+ n̄aΓ2abL[b†, a]ρb(t) + (1 + n̄a)Γ2abL[a, b†]ρb(t)
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+
N∑

n,m=1

Γ
{
η̄L[σ

(n)
+ , σ

(m)
− ]ρb(t) + (1 + η̄)L[σ

(n)
− , σ

(m)
+ ]ρb(t)

}
, (2.32)

L̃(b)
1 ρb(t) =

N∑
n,m=1

{
n̄bΓb

(
L[σ

(n)
+ , b]ρb(t) + L[b†, σ

(n)
− ]ρb(t)

)
+ (1 + n̄b)Γb

(
L[σ

(n)
− , b†]ρb(t)

+ L[b, σ
(n)
+ ]ρb(t)

)
+ n̄bΓ1abL[a†, σ

(n)
− ]ρb(t) + (1 + n̄b)Γ1abL[a, σ

(n)
+ ]ρb(t)

+ n̄aΓ2abL[σ
(n)
+ , a]ρb(t) + (1 + n̄a)Γ2abL[σ

(n)
− , a†]ρb(t) + η̄Γ

[
4b†σ(n)

z ρb(t)σ
(m)
−

+ 4σ
(n)
+ ρb(t)bσ

(m)
z −

{
2bσ(m)

z σ
(n)
+ + 2σ

(m)
− b†σ(n)

z , ρb(t)
}]

+ (1 + η̄)Γ
[
4bσ(n)

z ρb(t)σ
(m)
+

+ 4σ
(n)
− ρb(t)b

†σ(m)
z −

{
2bσ(m)

z σ
(n)
− + 2σ

(m)
+ bσ(n)

z , ρb(t)
}]}

, (2.33)

L̃(b)
2 ρb(t) =

N∑
n,m,p=1

{
n̄bΓb

(
L[b†σ(n)

z , b]ρb(t) + L[b†, bσ(n)
z ]ρb(t) + L[σ

(n)
+ , σ

(m)
− ]ρb(t)

)
+ (1 + n̄b)Γb

(
L[bσ(n)

z , b†]ρb(t) + L[b, b†σ(n)
z ]ρb(t) + L[σ

(n)
− , σ

(m)
+ ]ρb(t)

)
+ n̄9bΓ1abL[a†, bσ(n)

z ]ρb(t) + (1 + n̄b)Γ1abL[a, b†σ(n)
z ]ρb(t) + n̄aΓ2abL[b†σ(n)

z , a]ρb(t)

+ (1 + n̄a)Γ2abL[bσ(n)
z , a†]ρb(t) + η̄Γ

[
8b†σ(n)

z ρb(t)bσ
(m)
z + 2σ

(p)
+ σ(n)

z ρb(t)σ
(m)
−

− 2b†bσ
(n)
+ ρb(t)σ

(m)
− − 2b†b†σ

(n)
− ρb(t)σ

(m)
− + 2σ

(m)
+ ρb(t)σ

(n)
− σ(p)

z − 2σ
(n)
+ ρb(t)bbσ

(m)
+

− 2σ
(n)
+ ρb(t)bb

†σ
(m)
− −

{
4bσ(m)

z b†σ(n)
z + σ

(m)
− σ(p)

z σ
(n)
+ − bbσ

(m)
+ σ

(n)
+ − bb†σ

(m)
− σ

(n)
+

+ σ
(m)
− σ

(p)
+ σ(n)

z − σ
(m)
− b†bσ

(n)
+ − σ

(m)
− b†b†σ

(n)
− , ρb(t)

}]
+ (1 + η̄)Γ

[
8bσ(n)

z ρb(t)b
†σ(m)
z

+ 2σ
(p)
− σ(n)

z ρb(t)σ
(m)
+ − 2bbσ

(n)
+ ρb(t)σ

(m)
+ − 2bb†σ

(n)
− ρb(t)σ

(m)
+ + 2σ

(m)
− ρb(t)σ

(n)
+ σ(p)

z

− 2σ
(n)
− ρb(t)b

†bσ
(m)
+ − 2σ

(n)
− ρb(t)b

†b†σ
(m)
− −

{
4b†σ(m)

z bσ(n)
z + σ

(m)
+ σ(p)

z σ
(n)
− + σ

(m)
+ σ

(p)
− σ(n)

z

− b†b†σ(m)
− σ

(n)
− − b†bσ

(m)
+ σ

(n)
− − σ

(m)
+ bb†σ

(n)
− − σ

(m)
+ bbσ

(n)
+ , ρb(t)

}]}
. (2.34)

L̃(b)
3 ρb(t) =

N∑
n,m=1

{
1

2
n̄bΓb

[
L[b†σ

(n)
+ , b]ρb(t)− L[b†σ

(n)
− , b]ρb(t)

]
+

1

2
(1 + n̄b)Γb[

L[b†, bσ
(n)
− ]ρb(t)− L[b†, bσ

(n)
+ ]ρb(t)

]
+ n̄bΓ1ab

(
L[a†, bσ

(n)
− ]ρb(t)− L[a†, bσ

(n)
+ ]ρb(t)

)
+ (1 + n̄b)Γ1ab

(
L[bσ

(n)
− , a†]ρb(t)− L[bσ

(n)
+ , a†]ρb(t)

)
+ n̄aΓ2ab

(
L[b†σ

(n)
+ , a]ρb(t)

− L[b†σ
(n)
− , a]ρb(t)

)
L
[
b†
(
σ

(n)
+ − σ

(n)
−

)2

, a
]
ρb(t) + (1 + n̄a)Γ2ab

(
L[a, b†σ

(n)
+ ]ρb(t)

− L[a, b†σ
(n)
− ]ρb(t)

)
+ η̄Γ

(
2
[
b†bσ(n)

z ρb(t)σ
(m)
− + σ

(n)
+ ρb(t)b

†bσ(m)
z

]
−
{
σ

(m)
− b†bσ(n)

z
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+ b†bσ(m)
z σ

(n)
+ , ρb(t)

})
+ (1 + η̄)Γ

(
2
[
b†bσ(n)

z ρb(t)σ
(m)
+ + σ

(n)
+ ρb(t)b

†bσ(m)
z

]
−
{
b†σ(m)

z σ
(n)
− + σ

(m)
+ bσ(n)

z , ρb(t)
})

, (2.35)

L̃(b)
4 ρb(t) =

N∑
n,m=1

{
1

2
n̄bΓb

(
L
[
b†
(
σ

(n)
+ − σ

(m)
−

)2

, b
]
ρb(t) + L

[
b†, b

(
σ

(n)
+ − σ

(m)
−

)2]
ρb(t)

+ L[b†σ
(n)
+ , bσ

(m)
− ]ρb(t)− L[b†σ

(n)
+ , bσ

(m)
+ ]ρb(t)− L[b†σ

(n)
− , bσ

(m)
− ]ρb(t)

+ L[b†σ
(n)
− , bσ

(m)
+ ]ρb(t)

)
+

1

2
(1 + n̄b)Γb

(
L
[
b
(
σ

(n)
+ − σ

(m)
−

)2

, b†
]
ρb(t)

+ L
[
b, b†

(
σ

(n)
+ − σ

(m)
−

)2]
ρb(t) + L[bσ

(n)
− , b†σ

(m)
+ ]ρb(t)− L[bσ

(n)
− , b†σ

(m)
+ ]ρb(t)

− L[bσ
(n)
+ , b†σ

(m)
+ ]ρb(t) + L[bσ

(n)
+ , b†σ

(m)
− ]ρb(t)

)
+ n̄bΓ1abL

[
a†, b

(
σ

(n)
+ − σ

(n)
−

)2]
ρb(t)

+ (1 + n̄b)Γ1abL
[
b
(
σ

(n)
+ − σ

(n)
−

)2

, a†
]
ρb(t) + n̄aΓ2abL

[
b
(
σ

(n)
+ − σ

(n)
−

)2)
, a†]ρb(t)

+ (1 + n̄a)Γ2abL
[
a, b†

(
σ

(n)
+ − σ

(n)
−

)2]
ρb(t) + η̄Γ

([
(b†b)2

(
σ

(n)
− − σ

(n)
+

)
ρb(t)σ

(m)
−

+ σ
(m)
+ ρb(t)(b

†b)2
(
σ

(n)
+ − σ

(n)
−

)]
−
{
σ

(m)
− (b†b)2

(
σ

(n)
− − σ

(n)
+

)
+ (b†b)2

(
σ

(n)
+ − σ

(n)
−

)
σ

(m)
+ , ρb(t)

})
+ (1 + η̄)Γ

([
(b†b)2

(
σ

(n)
+ − σ

(n)
−

)
ρb(t)σ

(m)
+

+ σ
(m)
− ρb(t)(b

†b)2
(
σ

(n)
− − σ

(n)
+

)]
−
{
σ

(m)
+ (b†b)2

(
σ

(n)
+ − σ

(n)
−

)
+ (b†b)2

(
σ

(n)
− − σ

(n)
+

)
σ

(m)
− , ρb(t)

})}
, (2.36)

L̃(b)
5 ρb(t) =

N∑
n,m,p=1

{
1

2
n̄bΓb

(
L[(b† − b)b†σ(n)

z , b]ρb(t) + L
[
σ

(m)
+

(
σ

(n)
+ − σ

(n)
−

)
, b
]
ρb(t)

+ L
[
b†,
(
σ

(n)
− − σ

(n)
+

)
σ

(m)
−

]
ρb(t) + L[b†, (b− b†)bσ(n)

z ]ρb(t)

+ L
[
σ

(n)
+ ,
(
bσ

(m)
− − bσ(m)

+

)]
ρb(t) + L

[(
b†σ

(n)
+ − b†σ

(n)
−

)
, σ

(m)
−

]
ρb(t)

)
+

1

2
(1 + n̄b)Γb

(
L[(b− b†)bσ(n)

z , b†]ρb(t) + L
[(
σ

(n)
− − σ

(n)
+

)
σ

(m)
+ , b†

]
ρb(t)

+ L
[
b, σ

(m)
+

(
σ

(n)
+ − σ

(n)
−

)]
ρb(t) + L[b, (b† − b)b†σ(n)

z ]ρb(t)

+ L
[
σ

(n)
− ,
(
b†σ

(m)
+ − b†σ(m)

−

)]
ρb(t) + L

[(
bσ

(n)
− − bσ

(n)
+

)
, σ

(m)
+

]
ρb(t)

)
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+ n̄bΓ1ab

(
L[a†, (b− b†)bσ(n)

z ]ρb(t) + L[a†, (σ
(n)
− − σ

(n)
+ )bσ

(n)
− ]ρb(t)

)
+ (1 + n̄b)Γ1ab

(
L[(b− b†)bσ(n)

z , a†]ρb(t) + L[(σ
(n)
− − σ

(n)
+ )bσ

(n)
− , a†]ρb(t)

)
+ n̄aΓ2ab

(
L[(b† − b)b†σ(n)

z , a]ρb(t) + L[(σ
(n)
+ − σ

(n)
− )b†σ

(n)
+ , a]ρb(t)

)
+ (1 + n̄a)Γ2ab

(
L[a, (b† − b)b†σ(n)

z ]ρb(t) + L[a, (σ
(n)
+ − σ

(n)
− )bσ

(n)
− ]ρb(t)

)
1

2
η̄Γ

(
2(b+ b†)σ(n)

z σ
(m)
+ ρb(t)σ

(p)
− − 2(b†bb† + bb†b)σ

(n)
+ ρb(t)σ

(m)
−

− 2b†σ
(n)
− (2b†b+ 1)ρb(t)σ

(m)
− + 4b†σ(n)

z ρb(t)b
†bσ(m)

z −
{
σ

(n)
− (b+ b†)σ(m)

z σ
(p)
+

− σ(m)
− (b†bb† + bb†b)σ

(n)
+ − σ

(m)
− b†σ

(n)
− (2b†b+ 1) + b†bσ(m)

z 2b†σ(n)
z , ρb(t)

})

+
1

2
(1 + η̄)Γ

(
2(b+ b†)σ(n)

z σ
(m)
− ρb(t)σ

(p)
+ − 2(b†bb† + bb†b)σ

(n)
− ρb(t)σ

(m)
+

− 2bσ
(n)
+ (2b†b+ 1)ρb(t)σ

(m)
+ + 4bσ(n)

z ρb(t)bb
†σ(m)
z −

{
σ

(n)
+ (b+ b†)σ(m)

z σ
(p)
−

− σ(m)
+ (b†bb† + bb†b)σ

(n)
− − σ

(m)
+ bσ

(n)
+ (2b†b+ 1) + bb†σ(m)

z 2bσ(n)
z , ρb(t)

})}
, (2.37)

Para o regime de cavidade ruim do modo ωa, a taxa de perda deste modo, Γa, deve

satisfazer a relação

ga � Γa, Γ. (2.38)

Definindo um novo operador unitário

Ua = exp

{
ga
Γa

N∑
n=1

(
aσ

(n)
+ − a†σ

(n)
−

)}
, (2.39)

seguimos novamente os passos expostos acima (quando da utilização de operador Ub) para a

realização da transformação unitária

ρa(t) = Uaρb(t)U
†
a , (2.40)

que retendo termos de ordem g2a
Γ2
a

, leva ao hamiltoniano efetivo

Hef,a = UaHef,bU
†
a = ωaa

†a+ ∆̃a

N∑
n=1

σ(n)
z + g̃a

N∑
n=1

(
aσ

(n)
+ + a†σ

(n)
−

)
+ Ω̂a

N∑
n,m=1

(
σ

(m)
+ σ

(n)
− + σ

(n)
+

)
, (2.41)
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onde definimos

∆̃a = ∆ + ωa +
g2
b

2|∆|

(
2b†b+ 1

)
+

3

2

κ2

|∆|

(
b†b
)2

+ 2ga
gb
|∆|

(
ab† + a†b

)
+ 2ga

κ

|∆|
b†b
(
a† + a

)
+
gbκ

|∆|

[
b

(
b†b− 1

2

)
+ b†

(
bb† − 1

2

)]
g2
a

Γa

(
1 +

ωa −∆

Γa

)(
2a†a+ 1

)
, (2.42)

Ω̂a =
gb

2|∆|

[
gb + κ

(
b+ b†

)]
+
g2
a

Γa

(
1 +

ωa −∆

Γa

)
, (2.43)

g̃a = ga

(
1 +

ωa −∆

Γa

)
, (2.44)

onde vemos novamente termos de deslocamento Stark dependentes do número de excitações

dos modos e interações atômicas dipolares entre os componentes da amostra; e aos resultados

n̄aΓaUa

{
L[a†]ρb(t)

}
Ua
† = n̄aΓa

{
L[a†]ρa(t) +

ga
Γa

N∑
n=1

(
L[σ

(n)
+ , a]ρa(t) + L[a†, σ

(n)
− ]ρa(t)

)
+
g2
a

Γ2
a

N∑
n=1

(
L[a†σ(n)

z , a]ρa(t) + L[a†, aσ(n)
z ]ρa(t) + L[σ

(n)
+ , σ

(m)
− ]ρa(t)

)}
, (2.45)

(1 + n̄a)ΓaUa

{
L[a]ρb(t)

}
Ua
† =

(
1 + n̄a

)
Γa

{
L[a]ρa(t) +

ga
Γa

N∑
n=1

(
L[σ

(n)
− , a†]ρa(t)

+ L[a, σ
(n)
+ ]ρa(t)

)
+
g2
a

Γ2
a

N∑
n=1

(
L[aσ(n)

z , a†]ρa(t) + L[a, a†σ(n)
z ]ρa(t)

+ L[σ
(n)
− , σ

(m)
+ ]ρa(t)

)}
, (2.46)

n̄bΓbUa

{
L[b†]ρb(t)

}
Ua
† = n̄bΓbL[b†]ρa(t), (2.47)

(1 + n̄b)ΓbUa

{
L[b]ρb(t)

}
Ua
† = (1 + n̄b)ΓbL[b]ρa(t), (2.48)

n̄bΓ1abUa

{
L[a†, b]ρb(t)

}
Ua
† = n̄bΓ1ab

{
L[a†, b]ρa(t) +

ga
Γa

N∑
n=1

L[σ
(n)
+ , b]ρa(t)
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+
g2
a

Γ2
a

N∑
n=1

L[a†σ(n)
z , b]ρa(t)

}
, (2.49)

(1 + n̄b)Γ1abUa

{
L[b, a†]ρb(t)

}
Ua
† =

(
1 + n̄b

)
Γ1ab

{
L[a, b†]ρa(t) +

ga
Γa

N∑
n=1

L[σ
(n)
− , b†]ρa(t)

+
g2
a

Γ2
a

N∑
n=1

L[aσ(n)
z , b†]ρa(t)

}
, (2.50)

n̄aΓ2abUa

{
L[b†, a]ρb(t)

}
Ua
† = n̄aΓ2ab

{
L[b†, a]ρa(t) +

ga
Γa

N∑
n=1

L[b†, σ
(n)
− ]ρa(t)

+
g2
a

Γ2
a

N∑
n=1

L[b†, aσ(n)
z ]ρa(t)

}
, (2.51)

(1 + n̄a)Γ2abUa

{
L[b, a†]ρb(t)

}
Ua
† =

(
1 + n̄a

)
Γ2ab

{
L[b, a†]ρa(t) +

ga
Γa

N∑
n=1

L[b, σ
(n)
+ ]ρa(t)

+
g2
a

Γ2
a

N∑
n=1

L[b, a†σ(n)
z ]ρa(t)

}
, (2.52)

N∑
n,m=1

η̄ΓUa

{
L[σ

(n)
+ , σ

(m)
− ]ρb(t)

}
Ua
† =

N∑
n,m,p=1

η̄Γ

(
L[σ

(n)
+ , σ

(m)
− ]ρa(t) +

ga
Γa[

4a†σ(n)
z ρa(t)σ

(m)
− + 4σ

(n)
+ ρa(t)aσ

(m)
z

]
+
g2
a

Γ2
a

[
8a†σ(n)

z ρa(t)aσ
(m)
z + 2σ

(p)
+ σ(n)

z ρa(t)σ
(m)
−

− 2a†aσ
(n)
+ ρa(t)σ

(m)
− − 2a†a†σ

(n)
− ρa(t)σ

(m)
− + 2σ

(m)
+ ρa(t)σ

(n)
− σ(p)

z − 2σ
(n)
+ ρa(t)aaσ

(m)
+

− 2σ
(n)
+ ρa(t)aa

†σ
(m)
−

]
−

{
ga
Γa

[
2aσ(m)

z σ
(n)
+ + 2σ

(m)
− a†σ(n)

z

]
+
g2
a

Γ2
a

[
4aσ(m)

z a†σ(n)
z

+ σ
(m)
− σ(p)

z σ
(n)
+ − aaσ

(m)
+ σ

(n)
+ − aa†σ

(m)
− σ

(n)
+ + σ

(m)
− σ

(p)
+ σ(n)

z − σ
(m)
− a†aσ

(n)
+

− σ(m)
− a†a†σ

(n)
−

]
, ρa(t)

})
, (2.53)

N∑
n,m=1

(1 + η̄)ΓUa

{
L[σ

(n)
− , σ

(m)
− ]ρb(t)

}
Ua
† =

N∑
n,m,p=1

(1 + η̄)Γ

(
L[σ

(n)
− , σ

(m)
− ]ρa(t)

+
ga
Γa

[
4aσ(n)

z ρa(t)σ
(m)
+ + 4σ

(n)
− ρa(t)a

†σ(m)
z

]
+
g2
a

Γ2
a

[
8aσ(n)

z ρa(t)a
†σ(m)
z

+ 2σ
(p)
− σ(n)

z ρa(t)σ
(m)
+ − 2aaσ

(n)
+ ρa(t)σ

(m)
+ − 2aa†σ

(n)
− ρa(t)σ

(m)
+ + 2σ

(m)
− ρa(t)σ

(n)
+ σ(p)

z
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− 2σ
(n)
− ρa(t)a

†aσ
(m)
+ − 2σ

(n)
− ρa(t)a

†a†σ
(m)
−

]
−

{
ga
Γa

[
2aσ(m)

z σ
(n)
− + 2σ

(m)
+ aσ(n)

z

]
+
g2
a

Γ2
a

[
4a†σ(m)

z aσ(n)
z + σ

(m)
+ σ(p)

z σ
(n)
− − a†a†σ

(m)
− σ

(n)
− − a†aσ

(m)
+ σ

(n)
− + σ

(m)
+ σ

(p)
− σ(n)

z

− σ(m)
+ aa†σ

(n)
− − σ

(m)
+ aaσ

(n)
+

]
, ρa(t)

})
, (2.54)

gb
|∆|

Ua

{
L̃(b)

1 ρb(t)
}
Ua
† =

gb
|∆|

N∑
n,m=1

{
n̄bΓb

(
L[σ

(n)
+ , b]ρa(t) + L[b†, σ

(n)
− ]ρa(t)

)
+ (1 + n̄b)Γb

(
L[σ

(n)
− , b†]ρa(t) + L[b, σ

(n)
+ ]ρa(t)

)
+ n̄bΓ1abL[a†, σ

(n)
− ]ρa(t)

+ (1 + n̄b)Γ1abL[a, σ
(n)
+ ]ρa(t) + n̄aΓ2abL[σ

(n)
+ , a]ρa(t) + (1 + n̄a)Γ2abL[σ

(n)
− , a†]ρa(t)

+ η̄Γ
[
4b†σ(n)

z ρa(t)σ
(m)
− + 4σ

(n)
+ ρa(t)bσ

(m)
z −

{
2bσ(m)

z σ
(n)
+ + 2σ

(m)
− b†σ(n)

z , ρa(t)
}]

+ (1 + η̄)Γ
[
4bσ(n)

z ρa(t)σ
(m)
+ + 4σ

(n)
− ρa(t)b

†σ(m)
z −

{
2bσ(m)

z σ
(n)
−

+ 2σ
(m)
+ bσ(n)

z , ρa(t)
}]}

+
ga
Γa

gb
|∆|

N∑
n,m,p=1

{
2n̄bΓb

(
L[a†σ(n)

z , b]ρa(t) + L[b†, aσ(n)
z ]ρa(t)

)
+ 2(1 + n̄b)Γb

(
L[aσ(n)

z , b†]ρa(t) + L[b, a†σ(n)
z ]ρa(t)

)
+ n̄bΓ1ab

(
2L[a†, aσ(n)

z ]ρa(t)

+ L[σ
(n)
+ , σ

(m)
− ]ρa(t)

)
+ (1 + n̄b)Γ1ab

(
2L[a, a†σ(n)

z ]ρa(t) + L[σ
(n)
− , σ

(m)
+ ]ρa(t)

)
+ n̄aΓ2ab

(
2L[a†σ(n)

z , a]ρa(t) + L[σ
(n)
+ , σ

(m)
− ]ρa(t)

)
+ (1 + n̄a)Γ2ab

(
2L[aσ(n)

z , a†]ρa(t)

+ L[σ
(n)
− , σ

(m)
+ ]ρa(t)

)
+ 2η̄Γ

[
2b†aσ

(n)
+ ρ2(t)σ

(m)
− − 2b†a†σ

(n)
− ρ2(t)σ

(m)
−

+ 2b†σ(n)
z ρ2(t)aσ(m)

z + 2a†σ(n)
z ρ2(t)bσ(m)

z − 2σ
(n)
+ ρ2(t)aσ

(m)
+ − 2σ

(n)
+ ρ2(t)a†σ

(m)
−

−
{
− baσ(m)

+ σ
(n)
+ − ba†σ

(m)
− σ

(n)
+ + bσ(m)

z a†σ
(n)
+ + aσ(m)

z b†σ(n)
z − σ

(m)
− b†aσ

(n)
+

− σ(m)
− b†a†σ

(n)
− , ρa(t)

}]
+ 2(1 + η̄)Γ

[
2ba†σ

(n)
− ρ2(t)σ

(m)
+ − 2baσ

(n)
+ ρ2(t)σ

(m)
+

+ 2bσ(n)
z ρ2(t)a†σ(m)

z + 2aσ(n)
z ρ2(t)b†σ(m)

z − 2σ
(n)
− ρ2(t)a†σ

(m)
− − 2σ

(n)
− ρ2(t)aσ

(m)
+

−
{
− b†a†σ(m)

− σ
(n)
− − b†aσ

(m)
+ σ

(n)
− + b†σ(m)

z aσ
(n)
− + a†σ(m)

z bσ(n)
z − σ

(m)
+ ba†σ

(n)
−

− σ(m)
+ baσ

(n)
+ , ρa(t)

}]}
, (2.55)

g2
b

|∆|2
Ua

{
L̃(b)

2 ρa(t)
}
Ua
† =

g2
b

|∆|2
N∑

n,m,p=1

{
n̄bΓb

(
L[b†σ(n)

z , b]ρb(t) + L[b†, bσ(n)
z ]ρb(t)

+ L[σ
(n)
+ , σ

(m)
− ]ρb(t)

)
+ (1 + n̄b)Γb

(
L[bσ(n)

z , b†]ρb(t) + L[b, b†σ(n)
z ]ρb(t)

+ L[σ
(n)
− , σ

(m)
+ ]ρb(t)

)
+ n̄bΓ1abL[a†, bσ(n)

z ]ρb(t) + (1 + n̄b)Γ1abL[a, b†σ(n)
z ]ρb(t)
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+ n̄aΓ2abL[b†σ(n)
z , a]ρb(t) + (1 + n̄a)Γ2abL[bσ(n)

z , a†]ρb(t) + η̄Γ
[
8b†σ(n)

z ρb(t)bσ
(m)
z

+ 2σ
(p)
+ σ(n)

z ρb(t)σ
(m)
− − 2b†bσ

(n)
+ ρb(t)σ

(m)
− − 2b†b†σ

(n)
− ρb(t)σ

(m)
− + 2σ

(m)
+ ρb(t)σ

(n)
− σ(p)

z

− 2σ
(n)
+ ρb(t)bbσ

(m)
+ − 2σ

(n)
+ ρb(t)bb

†σ
(m)
− −

{
4bσ(m)

z b†σ(n)
z + σ

(m)
− σ(p)

z σ
(n)
+ − bbσ

(m)
+ σ

(n)
+

− bb†σ(m)
− σ

(n)
+ + σ

(m)
− σ

(p)
+ σ(n)

z − σ
(m)
− b†bσ

(n)
+ − σ

(m)
− b†b†σ

(n)
− , ρb(t)

}]
+ (1 + η̄)Γ[

8bσ(n)
z ρb(t)b

†σ(m)
z + 2σ

(p)
− σ(n)

z ρb(t)σ
(m)
+ − 2bbσ

(n)
+ ρb(t)σ

(m)
+ − 2bb†σ

(n)
− ρb(t)σ

(m)
+

+ 2σ
(m)
− ρb(t)σ

(n)
+ σ(p)

z − 2σ
(n)
− ρb(t)b

†bσ
(m)
+ − 2σ

(n)
− ρb(t)b

†b†σ
(m)
− −

{
4b†σ(m)

z bσ(n)
z

+ σ
(m)
+ σ(p)

z σ
(n)
− − b†b†σ

(m)
− σ

(n)
− − b†bσ

(m)
+ σ

(n)
− + σ

(m)
+ σ

(p)
− σ(n)

z − σ
(m)
+ bb†σ

(n)
−

− σ(m)
+ bbσ

(n)
+ , ρb(t)

}]}
. (2.56)

e a equação mestra efetiva para o sistema no regime de cavidade ruim

d

dt
ρa(t) = −i

[
Hef,a, ρa(t)

]
+ Lρa(t) +

gb
|∆|
L̃(b)

1 ρa(t) +
κ

|∆|
L̃(b)

3 ρa(t) +
ga
Γa
L̃(a)

1 ρa(t)

+
g2
b

|∆|2
L̃(b)

2 ρa(t) +
g2
a

Γ2
a

L̃(a)
2 ρa(t) +

κ2

|∆|2
L̃(b)

4 ρb(t) +
gbκ

|∆|2
L̃(b)

5 ρb(t), (2.57)

onde definimos

Lρa(t) = n̄aΓaL[a†]ρa(t) + (1 + n̄a)ΓaL[a]ρa(t) + n̄bΓbL[b†]ρa(t)

+ (1 + n̄b)ΓbL[b]ρa(t) + n̄bΓ1abL[a†, b]ρa(t) + (1 + n̄b)Γ1abL[b, a†]ρa(t)

+ n̄aΓ2abL[b†, a]ρa(t) + (1 + n̄a)Γ2abL[a, b†]ρa(t)

+
N∑

n,m=1

Γ
{
η̄L[σ

(n)
+ , σ

(m)
− ]ρa(t) + (1 + η̄)L[σ

(n)
− , σ

(m)
+ ]ρa(t)

}
, (2.58)

L̃(b)
1 ρa(t) =

N∑
n,m=1

{
n̄bΓb

(
L[σ

(n)
+ , b]ρa(t) + L[b†, σ

(n)
− ]ρa(t)

)
+ (1 + n̄b)Γb

(
L[σ

(n)
− , b†]ρa(t)

+ L[b, σ
(n)
+ ]ρa(t)

)
+ n̄bΓ1abL[a†, σ

(n)
− ]ρa(t) + (1 + n̄b)Γ1abL[a, σ

(n)
+ ]ρa(t)

+ n̄aΓ2abL[σ
(n)
+ , a]ρa(t) + (1 + n̄a)Γ2abL[σ

(n)
− , a†]ρa(t) + η̄Γ

[
4b†σ(n)

z ρa(t)σ
(m)
−

+ 4σ
(n)
+ ρa(t)bσ

(m)
z −

{
2bσ(m)

z σ
(n)
+ + 2σ

(m)
− b†σ(n)

z , ρa(t)
}]

+ (1 + η̄)Γ
[
4bσ(n)

z ρa(t)σ
(m)
+

+ 4σ
(n)
− ρa(t)b

†σ(m)
z −

{
2bσ(m)

z σ
(n)
− + 2σ

(m)
+ bσ(n)

z , ρa(t)
}]}

, (2.59)

L̃(b)
2 ρa(t) =

N∑
n,m,p=1

{
n̄bΓb

(
L[b†σ(n)

z , b]ρa(t) + L[b†, bσ(n)
z ]ρa(t) + L[σ

(n)
+ , σ

(m)
− ]ρa(t)

)
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+ (1 + n̄b)Γb

(
L[bσ(n)

z , b†]ρa(t) + L[b, b†σ(n)
z ]ρa(t) + L[σ

(n)
− , σ

(m)
+ ]ρa(t)

)
+ n̄bΓ1abL[a†, bσ(n)

z ]ρa(t) + (1 + n̄b)Γ1abL[a, b†σ(n)
z ]ρa(t) + n̄aΓ2abL[b†σ(n)

z , a]ρa(t)

+ (1 + n̄a)Γ2abL[bσ(n)
z , a†]ρa(t) + η̄Γ

[
8b†σ(n)

z ρa(t)bσ
(m)
z + 2σ

(p)
+ σ(n)

z ρa(t)σ
(m)
−

− 2b†bσ
(n)
+ ρa(t)σ

(m)
− − 2b†b†σ

(n)
− ρa(t)σ

(m)
− + 2σ

(m)
+ ρa(t)σ

(n)
− σ(p)

z − 2σ
(n)
+ ρa(t)bbσ

(m)
+

− 2σ
(n)
+ ρa(t)bb

†σ
(m)
− −

{
4bσ(m)

z b†σ(n)
z + σ

(m)
− σ(p)

z σ
(n)
+ − bbσ

(m)
+ σ

(n)
+ − bb†σ

(m)
− σ

(n)
+

+ σ
(m)
− σ

(p)
+ σ(n)

z − σ
(m)
− b†bσ

(n)
+ − σ

(m)
− b†b†σ

(n)
− , ρa(t)

}]
+ (1 + η̄)Γ

[
8bσ(n)

z ρa(t)b
†σ(m)
z

+ 2σ
(p)
− σ(n)

z ρa(t)σ
(m)
+ − 2bbσ

(n)
+ ρa(t)σ

(m)
+ − 2bb†σ

(n)
− ρa(t)σ

(m)
+ + 2σ

(m)
− ρa(t)σ

(n)
+ σ(p)

z

− 2σ
(n)
− ρa(t)b

†bσ
(m)
+ − 2σ

(n)
− ρa(t)b

†b†σ
(m)
− −

{
4b†σ(m)

z bσ(n)
z + σ

(m)
+ σ(p)

z σ
(n)
− + σ

(m)
+ σ

(p)
− σ(n)

z

− b†b†σ(m)
− σ

(n)
− − b†bσ

(m)
+ σ

(n)
− − σ

(m)
+ bb†σ

(n)
− − σ

(m)
+ bbσ

(n)
+ , ρa(t)

}]}
. (2.60)

L̃(b)
3 ρa(t) =

N∑
n,m=1

{
1

2
n̄bΓb

[
L[b†σ

(n)
+ , b]ρa(t)− L[b†σ

(n)
− , b]ρa(t)

]
+

1

2
(1 + n̄b)Γb[

L[b†, bσ
(n)
− ]ρa(t)− L[b†, bσ

(n)
+ ]ρa(t)

]
+ n̄bΓ1ab

(
L[a†, bσ

(n)
− ]ρa(t)− L[a†, bσ

(n)
+ ]ρa(t)

)
+ (1 + n̄b)Γ1ab

(
L[bσ

(n)
− , a†]ρa(t)− L[bσ

(n)
+ , a†]ρa(t)

)
+ n̄aΓ2ab

(
L[b†σ

(n)
+ , a]ρa(t)

− L[b†σ
(n)
− , a]ρa(t)

)
L
[
b†
(
σ

(n)
+ − σ

(n)
−

)2

, a
]
ρa(t) + (1 + n̄a)Γ2ab

(
L[a, b†σ

(n)
+ ]ρa(t)

− L[a, b†σ
(n)
− ]ρa(t)

)
+ η̄Γ

(
2
[
b†bσ(n)

z ρa(t)σ
(m)
− + σ

(n)
+ ρa(t)b

†bσ(m)
z

]
−
{
σ

(m)
− b†bσ(n)

z

+ b†bσ(m)
z σ

(n)
+ , ρa(t)

})
+ (1 + η̄)Γ

(
2
[
b†bσ(n)

z ρa(t)σ
(m)
+ + σ

(n)
+ ρa(t)b

†bσ(m)
z

]
−
{
b†σ(m)

z σ
(n)
− + σ

(m)
+ bσ(n)

z , ρa(t)
})

, (2.61)

L̃(b)
4 ρa(t) =

N∑
n,m=1

{
1

2
n̄bΓb

(
L
[
b†
(
σ

(n)
+ − σ

(m)
−

)2

, b
]
ρa(t) + L

[
b†, b

(
σ

(n)
+ − σ

(m)
−

)2]
ρa(t)

+ L[b†σ
(n)
+ , bσ

(m)
− ]ρa(t)− L[b†σ

(n)
+ , bσ

(m)
+ ]ρa(t)− L[b†σ

(n)
− , bσ

(m)
− ]ρa(t)

+ L[b†σ
(n)
− , bσ

(m)
+ ]ρa(t)

)
+

1

2
(1 + n̄b)Γb

(
L
[
b
(
σ

(n)
+ − σ

(m)
−

)2

, b†
]
ρa(t)

+ L
[
b, b†

(
σ

(n)
+ − σ

(m)
−

)2]
ρa(t) + L[bσ

(n)
− , b†σ

(m)
+ ]ρa(t)− L[bσ

(n)
− , b†σ

(m)
+ ]ρa(t)

− L[bσ
(n)
+ , b†σ

(m)
+ ]ρa(t) + L[bσ

(n)
+ , b†σ

(m)
− ]ρa(t)

)
+ n̄bΓ1abL

[
a†, b

(
σ

(n)
+ − σ

(n)
−

)2]
ρa(t)



2.2 O método das perturbações via pequenas rotações não-lineares 35

+ (1 + n̄b)Γ1abL
[
b
(
σ

(n)
+ − σ

(n)
−

)2

, a†
]
ρa(t) + n̄aΓ2ab + (1 + n̄a)Γ2ab

L
[
a, b†

(
σ

(n)
+ − σ

(n)
−

)2]
ρa(t) + η̄Γ

([
(b†b)2

(
σ

(n)
− − σ

(n)
+

)
ρa(t)σ

(m)
−

+ σ
(m)
+ ρa(t)(b

†b)2
(
σ

(n)
+ − σ

(n)
−

)]
−
{
σ

(m)
− (b†b)2

(
σ

(n)
− − σ

(n)
+

)
+ (b†b)2

(
σ

(n)
+ − σ

(n)
−

)
σ

(m)
+ , ρa(t)

})
+ (1 + η̄)Γ

([
(b†b)2

(
σ

(n)
+ − σ

(n)
−

)
ρa(t)σ

(m)
+

+ σ
(m)
− ρa(t)(b

†b)2
(
σ

(n)
− − σ

(n)
+

)]
−
{
σ

(m)
+ (b†b)2

(
σ

(n)
+ − σ

(n)
−

)
+ (b†b)2

(
σ

(n)
− − σ

(n)
+

)
σ

(m)
− , ρa(t)

})}
, (2.62)

L̃(b)
5 ρa(t) =

N∑
n,m,p=1

{
1

2
n̄bΓb

(
L[(b† − b)b†σ(n)

z , b]ρa(t) + L
[
σ

(m)
+

(
σ

(n)
+ − σ

(n)
−

)
, b
]
ρa(t)

+ L
[
b†,
(
σ

(n)
− − σ

(n)
+

)
σ

(m)
−

]
ρa(t) + L[b†, (b− b†)bσ(n)

z ]ρa(t)

+ L
[
σ

(n)
+ ,
(
bσ

(m)
− − bσ(m)

+

)]
ρa(t) + L

[(
b†σ

(n)
+ − b†σ

(n)
−

)
, σ

(m)
−

]
ρa(t)

)
+

1

2
(1 + n̄b)Γb

(
L[(b− b†)bσ(n)

z , b†]ρa(t) + L
[(
σ

(n)
− − σ

(n)
+

)
σ

(m)
+ , b†

]
ρa(t)

+ L
[
b, σ

(m)
+

(
σ

(n)
+ − σ

(n)
−

)]
ρa(t) + L[b, (b† − b)b†σ(n)

z ]ρa(t)

+ L
[
σ

(n)
− ,
(
b†σ

(m)
+ − b†σ(m)

−

)]
ρa(t) + L

[(
bσ

(n)
− − bσ

(n)
+

)
, σ

(m)
+

]
ρa(t)

)
+ n̄bΓ1ab

(
L[a†, (b− b†)bσ(n)

z ]ρa(t) + L[a†, (σ
(n)
− − σ

(n)
+ )bσ

(n)
− ]ρa(t)

)
+ (1 + n̄b)Γ1ab

(
L[(b− b†)bσ(n)

z , a†]ρa(t) + L[(σ
(n)
− − σ

(n)
+ )bσ

(n)
− , a†]ρa(t)

)
+ n̄aΓ2ab

(
L[(b† − b)b†σ(n)

z , a]ρa(t) + L[(σ
(n)
+ − σ

(n)
− )b†σ

(n)
+ , a]ρa(t)

)
+ (1 + n̄a)Γ2ab

(
L[a, (b† − b)b†σ(n)

z ]ρa(t) + L[a, (σ
(n)
+ − σ

(n)
− )bσ

(n)
− ]ρa(t)

)
1

2
η̄Γ

(
2(b+ b†)σ(n)

z σ
(m)
+ ρa(t)σ

(p)
− − 2(b†bb† + bb†b)σ

(n)
+ ρa(t)σ

(m)
−

− 2b†σ
(n)
− (2b†b+ 1)ρa(t)σ

(m)
− + 4b†σ(n)

z ρa(t)b
†bσ(m)

z −
{
σ

(n)
− (b+ b†)σ(m)

z σ
(p)
+

− σ(m)
− (b†bb† + bb†b)σ

(n)
+ − σ

(m)
− b†σ

(n)
− (2b†b+ 1) + b†bσ(m)

z 2b†σ(n)
z , ρa(t)

})

+
1

2
(1 + η̄)Γ

(
2(b+ b†)σ(n)

z σ
(m)
− ρa(t)σ

(p)
+ − 2(b†bb† + bb†b)σ

(n)
− ρa(t)σ

(m)
+

− 2bσ
(n)
+ (2b†b+ 1)ρa(t)σ

(m)
+ + 4bσ(n)

z ρa(t)bb
†σ(m)
z −

{
σ

(n)
+ (b+ b†)σ(m)

z σ
(p)
−
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− σ(m)
+ (b†bb† + bb†b)σ

(n)
− − σ

(m)
+ bσ

(n)
+ (2b†b+ 1) + bb†σ(m)

z 2bσ(n)
z , ρa(t)

})}
, (2.63)

L̃(a)
1 ρa(t) =

N∑
n,m=1

{
n̄aΓa

(
L[σ

(n)
+ , a]ρa(t) + L[a†, σ

(n)
− ]ρa(t)

)
+ (1 + n̄a)Γa

(
L[σ

(n)
− , a†]ρa(t)

+ L[a, σ
(n)
+ ]ρa(t)

)
+ n̄bΓ1abL[σ

(n)
+ , b]ρa(t) + (1 + n̄b)Γ1abL[σ

(n)
− , b†]ρa(t)

+ n̄aΓ2abL[b†, σ
(n)
− ]ρa(t) + (1 + n̄a)Γ2abL[b, σ

(n)
+ ]ρa(t) + η̄Γ

[
4a†σ(n)

z ρa(t)σ
(m)
−

+ 4σ
(n)
+ ρa(t)aσ

(m)
z −

{
2aσ(m)

z σ
(n)
+ + 2σ

(m)
− a†σ(n)

z , ρa(t)
}]

+ (1 + η̄)Γ
[
4aσ(n)

z ρa(t)σ
(m)
+

+ 4σ
(n)
− ρa(t)a

†σ(m)
z −

{
2aσ(m)

z σ
(n)
− + 2σ

(m)
+ aσ(n)

z , ρa(t)
}]}

, (2.64)

L̃(a)
2 ρa(t) =

N∑
n,m,p=1

{
n̄aΓa

(
L[a†σ(n)

z , a]ρa(t) + L[a†, aσ(n)
z ]ρa(t) + L[σ

(n)
+ , σ

(m)
− ]ρa(t)

)
+ (1 + n̄a)Γa

(
L[aσ(n)

z , a†]ρa(t) + L[a, a†σ(n)
z ]ρa(t) + L[σ

(n)
− , σ

(m)
+ ]ρa(t)

)
+ n̄bΓ1abL[a†σ(n)

z , b]ρa(t) + (1 + n̄b)Γ1abL[aσ(n)
z , b†]ρa(t) + n̄aΓ2abL[b†, aσ(n)

z ]ρa(t)

+ (1 + n̄a)Γ2abL[b, a†σ(n)
z ]ρa(t) + η̄Γ

[
8a†σ(n)

z ρa(t)aσ
(m)
z + 2σ

(p)
+ σ(n)

z ρa(t)σ
(m)
−

− 2a†aσ
(n)
+ ρa(t)σ

(m)
− − 2a†a†σ

(n)
− ρa(t)σ

(m)
− + 2σ

(m)
+ ρa(t)σ

(n)
− σ(p)

z − 2σ
(n)
+ ρa(t)aaσ

(m)
+

− 2σ
(n)
+ ρa(t)aa

†σ
(m)
− −

{
4aσ(m)

z a†σ(n)
z + σ

(m)
− σ(p)

z σ
(n)
+ − aaσ

(m)
+ σ

(n)
+ − aa†σ

(m)
− σ

(n)
+

+ σ
(m)
− σ

(p)
+ σ(n)

z − σ
(m)
− a†aσ

(n)
+ − σ

(m)
− a†a†σ

(n)
− , ρa(t)

}]
+ (1 + η̄)Γ

[
8aσ(n)

z ρa(t)a
†σ(m)
z

+ 2σ
(p)
− σ(n)

z ρa(t)σ
(m)
+ − 2aaσ

(n)
+ ρa(t)σ

(m)
+ − 2aa†σ

(n)
− ρa(t)σ

(m)
+ + 2σ

(m)
− ρa(t)σ

(n)
+ σ(p)

z

− 2σ
(n)
− ρa(t)a

†aσ
(m)
+ − 2σ

(n)
− ρa(t)a

†a†σ
(m)
− −

{
4a†σ(m)

z aσ(n)
z + σ

(m)
+ σ(p)

z σ
(n)
− +

σ
(m)
+ σ

(p)
− σ(n)

z − a†a†σ
(m)
− σ

(n)
− − a†aσ

(m)
+ σ

(n)
− − σ

(m)
+ aa†σ

(n)
−

− σ(m)
+ aaσ

(n)
+ , ρa(t)

}]}
. (2.65)

Utilizando a aproximação de ondas girantes, pela qual eliminamos (através de uma média

temporal numa escala de tempo adequada) termos fortemente oscilantes, simplificamos o

operador densidade como obtido para a forma

d

dt
ρa(t) = −i

[
Hef,a, ρa(t)

]
+ Lρa(t) +

g2
b

|∆|2
L̃(b)

2 ρa(t) +
g2
a

Γ2
a

L̃(a)
2 ρa(t)

+
κ2

|∆|2
L̃(b)

4 ρa(t), (2.66)
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onde

Lρa(t) = n̄aΓaL[a†]ρa(t) + (1 + n̄a)ΓaL[a]ρa(t) + n̄bΓbL[b†]ρa(t)

+ (1 + n̄b)ΓbL[b]ρa(t) +
N∑

n,m=1

Γ
{
η̄L[σ

(n)
+ , σ

(m)
− ]ρa(t)

+ (1 + η̄)L[σ
(n)
− , σ

(m)
+ ]ρa(t)

}
, (2.67)

L̃(b)
2 ρa(t) =

N∑
n,m,p=1

{
n̄bΓbL[σ

(n)
+ , σ

(m)
− ]ρa(t) + (1 + n̄b)ΓbL[σ

(n)
− , σ

(m)
+ ]ρa(t)

)
+ η̄Γ

[
− 2b†bσ

(n)
+ ρa(t)σ

(m)
− − 2σ

(n)
+ ρa(t)bb

†σ
(m)
− −

{
− bb†σ(m)

− σ
(n)
+

− σ(m)
− b†bσ

(n)
+ , ρa(t)

}]
− 2(1 + η̄)Γ

[
2bb†σ

(n)
− ρa(t)σ

(m)
+ + 2σ

(m)
− ρa(t)σ

(n)
+ σ(p)

z

− 2σ
(n)
− ρa(t)b

†bσ
(m)
+ − σ(n)

− ρa(t)b
†b†σ

(m)
− −

{
− b†bσ(m)

+ σ
(n)
−

− σ(m)
+ bb†σ

(n)
− , ρa(t)

}]}
. (2.68)

L̃(b)
4 ρa(t) =

N∑
n,m=1

{
1

2
n̄bΓb

(
L[b†σ

(n)
+ , bσ

(m)
− ]ρa(t) + L[b†σ

(n)
− , bσ

(m)
+ ]ρa(t)

)

+
1

2
(1 + n̄b)Γb

(
L[bσ

(n)
− , b†σ

(m)
+ ]ρa(t)− L[bσ

(n)
− , b†σ

(m)
+ ]ρa(t)

)}
, (2.69)

L̃(a)
2 ρa(t) =

N∑
n,m,p=1

{
n̄aΓaL[σ

(n)
+ , σ

(m)
− ]ρa(t) + (1 + n̄a)ΓaL[σ

(n)
− , σ

(m)
+ ]ρa(t)

+ η̄Γ
[
− 2a†aσ

(n)
+ ρa(t)σ

(m)
− − 2σ

(n)
+ ρa(t)aa

†σ
(m)
− −

{
− aa†σ(m)

− σ
(n)
+

− σ(m)
− a†aσ

(n)
+ , ρa(t)

}]
+ (1 + η̄)Γ

[
− 2aa†σ

(n)
− ρa(t)σ

(m)
+ − 2σ

(n)
− ρa(t)a

†aσ
(m)
+

−
{
− a†aσ(m)

+ σ
(n)
− − σ

(m)
+ aa†σ

(n)
− , ρa(t)

}]}
. (2.70)

Em seguida, lembrando que estamos considerando os regimes de cavidade ruim para o

modo ωa e de interação dispersiva do modo ωb com a amostra, é natual considerar que ambos

os modos permaneçam em seus estados de partida. Logo, assumindo que o modo ωa esteja

inicialmente no vácuo e o modo ωb em um estado coerente, isto é,

ρa(0) = |0a〉〈0a|, ρb(0) = |β〉〈β|, (2.71)
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segue-se que

Hef = Tra,b

{
Hef,a

}
= Ω

N∑
n=1

σ(n)
z + χ

∑
n 6=m

(
σ

(m)
+ σ

(n)
− + σ

(m)
− σ

(n)
+

)
+ χ1, (2.72)

é o hamiltoniano efetivo do sistema de átomos interagentes no regime de interação dispersiva

para o modo ωb e de cavidade ruim para o modo ωa onde

Ω = ∆ + ωa +
g2
b

2|∆|

(
2|β|2 + 1

)
+

3

2

κ2

|∆|
|β|4

+
gbκ

|∆|
<{β}

(
|β|2 − 1

2

)
+
g2
a

Γa

(
1 +

ωa −∆

Γa

)
, (2.73)

χ =
g2
b

|∆|
+ 2

gbκ

|∆|
<{β}+ 2

g2
a

Γa

(
1 +

ωa −∆

Γa

)
, (2.74)

A equação mestra para a amostra atômica dada por

d

dt
ρN(t) = −i

[
Hef , ρN(t)

]
+ γ

N∑
n,m=1

L[σ
(n)
+ , σ

(m)
− ]ρN(t)

+ κ
N∑

n,m=1

L[σ
(n)
− , σ

(m)
+ ]ρN(t), (2.75)

onde

γ = η̄Γ

(
1− |β|2 g2

b

|∆|2
− g2

a

Γ2
a

)
+ n̄bΓb

g2
b

|∆|2
+ n̄aΓa

g2
a

Γ2
a

+ n̄b|β|2Γb
κ2

|∆|2

n̄bΓ1ab
ga
Γa

gb
|∆|

+ n̄aΓ2ab
ga
Γa

gb
|∆|

, (2.76)

κ = (1 + η̄)Γ

(
1− g2

b

|∆|2
− g2

a

Γ2
a

)
+ (1 + n̄b)Γb

g2
b

|∆|2
+ (1 + n̄b)|β|2Γb

κ2

|∆|2

+ (1 + n̄a)Γa
g2
a

Γ2
a

+ (1 + n̄b)Γ1ab
ga
Γa

gb
|∆|

+ (1 + n̄a)Γ2ab
ga
Γa

gb
|∆|

. (2.77)

2.3 Aproximação de campo médio

Para chegar às grandezas de interesse do sistema superradiante, utilizamos o formalismo

da aproximação de campo médio conforme desenvolvido por Mizrahi24–26, formalismo este que

tem o mérito de simplificar o tratamento anaĺıtico do fenômeno e evidenciar suas principais
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caracteŕısticas. Veremos abaixo que o mesmo ocorre para o caso em questão da amostra

de átomos interagentes. Primeiramente, vamos obter o operador densidade para p átomos

(p < N), para isto utilizamos um traço parcial em ρN(t), para eliminar os graus de liberdade

dos (N − p) átomos restantes,

ρp(t) = Trp+1,...,N{ρN(t)}, (2.78)

assim, obtemos

Trp+1,...,N

{[
Hef , ρN(t)

]}
x = Ω

p∑
n=1

[
σ(n)
z , ρp(t)

]
+ χ

p∑
(n6=m)=1

[
σ

(m)
+ σ

(n)
− , ρp(t)

]

+ 2χ

[
p∑

n=1

σ
(n)
+ , T rp+1,...,N

{
N∑

m=p+1

σ
(n)
− ρN(t)

}]

+ 2χ

[
p∑

n=1

σ
(n)
− , T rp+1,...,N

{
N∑

m=p+1

σ
(n)
+ ρN(t)

}]
, (2.79)

e

γ Trp+1,...,N

{
N∑

n,m=1

L[σ
(n)
+ , σ

(m)
− ]ρN(t)

}
= γ

p∑
n,m=1

L[σ
(n)
+ , σ

(m)
− ]ρp(t)

+ γ

[
p∑

n=1

σ
(n)
+ , T rp+1,...,N

{
N∑

m=p+1

ρN(t)σ
(n)
−

}]

+ γ

[
Trp+1,...,N

{
N∑

m=p+1

σ
(n)
+ ρN(t)

}
,

p∑
n=1

σ
(n)
−

]
, (2.80)

κ Trp+1,...,N

{
N∑

n,m=1

L[σ
(n)
− , σ

(m)
+ ]ρN(t)

}
= κ

p∑
n,m=1

L[σ
(n)
− , σ

(m)
+ ]ρp(t)

+ κ

[
p∑

n=1

σ
(n)
− , T rp+1,...,N

{
N∑

m=p+1

ρN(t)σ
(n)
+

}]

+ κ

[
Trp+1,...,N

{
N∑

m=p+1

σ
(n)
− ρN(t)

}
,

p∑
n=1

σ
(n)
+

]
, (2.81)

Supondo que todos os átomos são idênticos, podemos reescrever as equações (2.79),

(2.80) e (2.81)

Trp+1,...,N

{[
Hef , ρN(t)

]}
= Ω

p∑
n=1

[
σ(n)
z , ρp(t)

]
+

1

2
χ

p∑
(n6=m)=1

[
σ

(m)
+ σ

(n)
− + σ

(m)
− σ

(n)
+ , ρp(t)

]
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+ (N − p)χ
p∑

n=1

[
σ

(n)
+ , T rp+1

{
σ

(p+1)
− ρp+1(t)

}]
+ (N − p)χ

p∑
n=1

[
σ

(n)
− , T rp+1

{
σ

(p+1)
+ ρp+1(t)

}]
, (2.82)

γ Trp+1,...,N

{
N∑

n,m=1

L[σ
(n)
+ , σ

(m)
− ]ρN(t)

}
= γ

p∑
n,m=1

L[σ
(n)
+ , σ

(m)
− ]ρp(t) + (N − p)γ

p∑
n=1

([
σ

(n)
+ , T rp+1

{
ρp+1(t)σ

(p+1)
−

}]
+
[
Trp+1

{
σ

(p+1)
+ ρp+1(t)

}
, σ

(n)
−

])
, (2.83)

κ Trp+1,...,N

{
N∑

n,m=1

L[σ
(n)
− , σ

(m)
+ ]ρN(t)

}
= κ

p∑
n,m=1

L[σ
(n)
− , σ

(m)
+ ]ρp(t) + (N − p)κ

p∑
n=1

([
σ

(n)
− , T rp+1

{
ρp+1(t)σ

(p+1)
+

}]
+
[
Trp+1

{
σ

(p+1)
− ρp+1(t)

}
, σ

(n)
+

])
, (2.84)

com a equação mestra para o operador densidade de p átomos (p < N) da amostra atômica,

d

dt
ρp(t) = −iΩ

p∑
n=1

[
σ(n)
z , ρp(t)

]
− i1

2
χ

p∑
(n6=m)=1

[
σ

(m)
+ σ

(n)
− + σ

(m)
− σ

(n)
+ , ρp(t)

]
− i(N − p)χ

p∑
n=1

[
σ

(n)
+ , T rp+1

{
σ

(p+1)
− ρp+1(t)

}]
− i(N − p)χ

p∑
n=1

[
σ

(n)
− , T rp+1

{
σ

(p+1)
+ ρp+1(t)

}]
+ (N − p)(γ − κ)

p∑
n=1

([
σ

(n)
+ , T rp+1

{
σ

(p+1)
− ρp+1(t)

}]
−
[
σ

(n)
− , T rp+1

{
ρp+1(t)σ

(p+1)
+

}])

+

p∑
n,m=1

{
γL[σ

(n)
+ , σ

(m)
− ]ρp(t) + κL[σ

(n)
− , σ

(m)
+ ]ρp(t)

}
. (2.85)

Considerando agora o operador densidade reduzido de um único átomo da amostra, isto

é, p = 1, obtemos a equação mestra efetiva de um corpo segundo

d

dt
ρ1(t) = −iΩ

[
σ(1)
z , ρ1(t)

]
− iχ(N − 1)

[
σ

(1)
+ , T r2

{
σ

(2)
− ρ2(t)

}]
− iχ(N − 1)

[
σ

(1)
− , T r2

{
σ

(2)
+ ρ2(t)

}]
+ (N − 1)(γ − κ)

([
σ

(1)
+ , T r2

{
σ

(2)
− ρ2(t)

}]
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−
[
σ

(1)
− , T r2

{
ρ2(t)σ

(2)
+

}])
+ γL[σ

(1)
+ ]ρ1(t) + κL[σ

(1)
− ]ρ1(t), (2.86)

Desprezando as correlações entre os átomos, o operador densidade de dois corpos pode ser

fatorado com um produto direto de operadores de um corpo

ρ2(t) = ρ
(1)
1 (t)⊗ ρ(2)

1 (t), (2.87)

resultado em

Tr2

{
σ

(2)
± ρ2(t)

}
= Tr2

{
σ

(2)
± ρ

(1)
1 (t)ρ

(2)
1 (t)

}
= ρ

(1)
1 (t)Tr2

{
σ

(2)
± ρ

(2)
1 (t)

}
≡ ρ

(1)
1 (t)

〈
σ

(2)
±

〉
= ρ1(t)〈σ±〉. (2.88)

reescrevemos a equação (2.86), suprimindo a identificação dos átomos,

d

dt
ρ1(t) = −iΩ[σz, ρ1(t)]− i(N − 1)χ

[
σ+〈σ−〉+ σ−〈σ+〉, ρ1(t)

]
+ (N − 1)

(γ − κ)
[
σ+〈σ−〉 − σ−〈σ+〉, ρ1(t)

]
+ γL[σ

(1)
+ ]ρ1(t) + κL[σ

(1)
− ]ρ1(t), (2.89)

Substituindo agora os operadores de criação e destruição, σ
(n)
+ e σ

(n)
− , pelos operadores

σ
(n)
x , σ

(n)
y e σ

(n)
z , através das relações

σ± =
1

2

(
σx ± iσy

)
, (2.90)

〈σ±〉 =
1

2

(
〈σx〉 ± i〈σy〉

)
, (2.91)

obtemos a equação mestra de um átomo, em aproximação de campo médio:

d

dt
ρ1(t) = −i

[
HSR, ρ1(t)

]
+ γL[σ

(n)
+ , σ

(m)
− ]ρ1(t) + κL[σ

(n)
− , σ

(m)
+ ]ρ1(t), (2.92)

onde

H̃SR = Ωσz +
1

2
(N − 1)

[(
2χ〈σx〉 − Λ〈σy〉

)
σx +

(
Λ〈σx〉+ 2χ〈σy〉

)
σy

]
, (2.93)

o que representa o hamiltoniano de campo médio de um átomo do sistema, não-linear, que

descreve a emissão superradiante de um pulso coerente. Os termos restantes de (2.89) são

responsáveis pelos efeitos dissipativos, podendo ser desconsiderado para processos que ocor-

rem em intervalos de tempo muito menores que os tempos de relaxação da superradiância.
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Definindo

Ω = ∆ + ωa +
g2
b

2|∆|

(
2|β|2 + 1

)
+

3

2

κ2

|∆|
|β|4

+
gbκ

|∆|
<{β}

(
|β|2 − 1

2

)
+
g2
a

Γa

(
1 +

ωa −∆

Γa

)
, (2.94)

χ =
g2
b

|∆|
+ 2

gbκ

|∆|
<{β}+ 2

g2
a

Γa

(
1 +

ωa −∆

Γa

)
, (2.95)

Λ = Γ

(
1− |β|2 g2

b

|∆|2
− g2

a

Γ2
a

)
+ Γb

g2
b

|∆|2
+ Γa

g2
a

Γ2
a

+ |β|2Γb
κ2

|∆|2
+
(

Γ1ab + Γ2ab

) ga
Γa

gb
|∆|

. (2.96)

2.4 O método dos invariantes de Lewis-Riesenfeld

Para resolver a equação de Schrödinger, dependente do tempo relativa, ao hamiltoniano

(2.93),

i
∂

∂t
|ψ(t)〉 = HSR|ψ(t)〉, (2.97)

utilizamos o método de diagonalização por invariantes, conforme desenvolvido por Lewis e

Riesenfeld31. O invariante de um operador I(t) é definido por

d

dt
I(t) =

∂

∂t
I(t) +

1

i
[I(t), H] = 0. (2.98)

Segundo o teorema de Lewis e Riesenfeld, uma solução da equação de Schrödinger constitui-se

de um autoestado do invariante hermitiano I(t) multiplicado por um fator de fase dependente

do tempo. Quanto a I(t), Lewis e Riesenfeld asseguram que se este admite um conjunto

completo de autoestados |m, t〉, os correspondentes autovalores λ, que constituem funções

reais, são independentes do tempo tal que

I(t)|m, t〉 = λm|m, t〉, m = 0, 1, 2, . . . (2.99)

Obtém-se, então que as soluções da equação (2.97) se descrevem da forma

|Ψm(t)〉 = eiΦm(t)|m, t〉, (2.100)



2.4 O método dos invariantes de Lewis-Riesenfeld 43

onde a fase de Lewis e Riesenfeld satisfaz a relação

Φm(t) =

∫ t

0

〈+, t′|i ∂
∂t′
−H|+, t′〉dt′. (2.101)

Introduzindo o invariante, I(t),

I(t) = 〈σx〉σx + 〈σy〉σy + 〈σz〉σz, (2.102)

a partir da relação (2.98) obtemos um conjunto de equações diferenciais acopladas para os

valores médios dos operadores atômicos

˙〈σx〉 = −Ω〈σy〉+ (N − 1)〈σz〉
[
2χ〈σx〉+ Λ〈σy〉

]
, (2.103)

˙〈σy〉 = Ω〈σx〉 − (N − 1)〈σz〉
[
2χ〈σx〉 − Λ〈σy〉

)]
, (2.104)

˙〈σz〉 = −(N − 1)χ
[
〈σx〉2 + 〈σy〉2

]
. (2.105)

Tomando como constante de movimento

〈I(t)〉 = 〈σx〉2 + 〈σy〉2 + 〈σz〉2 = R2, (2.106)

onde R define o raio da esfera de Bloch e introduzindo as variáveis angulares, dependentes do

tempo,
(
θ(t)

)
e
(
ϕ(t)

)
, tal que

〈σx〉 = Rsen
(
θ(t)

)
cos
(
ϕ(t)

)
, (2.107)

〈σy〉 = Rsen
(
θ(t)

)
sen
(
ϕ(t)

)
, (2.108)

〈σz〉 = Rcos
(
θ(t)

)
, (2.109)

obtemos, assumindo que R = 1
2

e N � 1, o sistema de equações angulares

θ̇(t) =
N

2
χsen

(
θ(t)

)
, (2.110)

ϕ̇(t) = Ω−NΛcos
(
θ(t)

)
. (2.111)
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A solução sistema de equações angulares é dada por

cos
(
θ(t)

)
= −tanh

(
t− t0
τc

)
, (2.112)

ϕ(t) = ϕ0 + 2Ωt− 2
χ

Λ
ln

{
sen
(
θ(t)

)
sen
(
θ0

) }, (2.113)

e

sen
(
θ(t)

)
= sech

(
t− t0
τc

)
, (2.114)

onde definimos o tempo de retardo, t0, e o tempo de emissão caracteŕıstico da amostra atômica

segundo

t0 = τcln

{
cotan

(
θ0

2

)}
, e τc =

2

ΛN
. (2.115)

Nos trabalhos de Agarwal28 e Leonardi27 demonstra-se a seguinte relação entre estes tempos

caracteŕısticos:

t0∼τcln(N), (2.116)

do que decorre o ângulo θ0∼2/N descreve a posição inicial do vetor de Bloch, cuja evolução

descreve uma trajetória na superf́ıcie da esfera de Bloch. Em θ0 = 0, o sistema está no

estado metaestável e descreve um ponto de equiĺıbrio instável onde todos os átomos estão no

estado excitado, com momento dipolo nulo. Contudo, as flutuações do campo eletromagnético

induzem flutuações nos dipolos atômicos, o que é suficiente para iniciar o processo de emissão

espontânea do processo superradiante. Em θ0 = π
2

, o pico de radiação emitida é atingido e o

processo transiente termina quando θ0 = π, que é uma posição de equiĺıbrio normal do vetor

de Bloch. Olhando agora para a solução da equação de Schrödinger (2.97), os autoestados

que diagonalizam o invariante são

|+, t〉 =
∣∣∣θ(t), ϕ(t)

〉
=

 cos
(

1
2
θ(t)

)
sen
(

1
2
θ(t)

)
eiϕ(t)

 , (2.117)

|−, t〉 =
∣∣∣π − θ(t), ϕ(t) + π

〉
=

 sen
(

1
2
θ(t)

)
−cos

(
1
2
θ(t)

)
eiϕ(t)

 , (2.118)

com autovalores +1 e −1, respectivamente. Vamos concentrar as atenções no autoestado

|+, t〉 (para o outro autoestado, os passos a seguir são similares) para o qual a energia média
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de um átomo, é dada por

ε(t) =
〈

Ψ(t)
∣∣∣HSR

∣∣∣Ψ(t)
〉

= Ωcos
(
θ(t)

)
+
N

2
χsen2

(
θ(t)

)
= −1

2
Ωtanh

(
t− t0
τc

)
+
N

2
χsech2

(
t− t0
τc

)
, (2.119)

e, por fim, a intensidade da radiação emitida I(t) pelo sistema de átomos interagentes é

I(t) = −N d

dt
ε(t)

=
N2

2
ΛΩsech2

(
t− t0
τc

)[
1 + 2N

χ

Ω
tanh

(
t− t0
τc

)]
. (2.120)

Na próxima seção, vamos analisar detalhadamente o resultado obtido.
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CAPÍTULO 3

Resultados

A intensidade do pulso superradiante para o sistema de átomos interagentes, obtido na

seção anterior, é dada por

I(t) = −N d

dt
ε(t)

=
N2

2
ΛΩsech2

(
t− t0
τc

)[
1 + 2N

χ

Ω
tanh

(
t− t0
τc

)]
. (3.1)

onde os parâmetros

Ω = ∆ + ωa +
g2
b

2|∆|

(
2|β|2 + 1

)
+

3

2

κ2

|∆|
|β|4

+
gbκ

|∆|
<{β}

(
|β|2 − 1

2

)
+
g2
a

Γa

(
1 +

ωa −∆

Γa

)
, (3.2)

χ =
g2
b

|∆|
+ 2

gbκ

|∆|
<{β}+ 2

g2
a

Γa

(
1 +

ωa −∆

Γa

)
, (3.3)

Λ = Γ

(
1− |β|2 g2

b

|∆|2
− g2

a

Γ2
a

)
+ Γb

g2
b

|∆|2
+ Γa

g2
a

Γ2
a

+ |β|2Γb
κ2

|∆|2
+
(

Γ1ab + Γ2ab

) ga
Γa

gb
|∆|

, (3.4)

decorrem das grandezas atômicas, dos modos quânticos e clássico da cavidade e do acopla-

mento entre os mesmos.

O resultado acima, (3.1) tem a mesma estrutura do resultado obtido por Mizrahi23,24,26,

veja a figura 3.1 (onde ω0 = 1.0, Γ = 0.0000001, N = 10 e todos os outros parâmetros
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nulos.),

I(t) =
N2

4
ω0Γsech2

(
t− t0
τc

)[
1 + 2N

∆ω

ω0

tanh

(
t− t0
τc

)]
, (3.5)

no qual

∆ω = − Γ

2π
ln

[(
ωc
ω0

+ 1

)∣∣∣∣∣ωcω0

− 1

∣∣∣∣∣
]

(3.6)

é um deslocamento de frequência dinâmico28, representado pelo pequeno e t́ıpico deslocamento

de frequência atômica induzido pela interação pela interação da amostra com o reservatório,

desconsiderando no presente estudo. Da comparação das intensidades obtidas verifica-se que

Figura 3.1–Intensidade (3.5) em função do tempo, em unidades de Γ.

a interação entre os átomos da amostra mediada tanto pelo modo ωb como pelo processo de

amplificação dos átomos pode ser utilizada para a manipulação do pulso superradiante. De

fato, os parâmetros da interação atômica definem tanto a amplitude como a largura do pulso

irradiado. O perfil do pulso, definido pela função sech2 é multiplicado pelo produto ΩΛ, no

qual Ω ' ω0 e

Λ ' Γ +
g2
a

Γa
+ |β|2Γb

κ2

|∆|
, (3.7)

além do termo

1 + 2N
χ

Ω
tanh

(
t− t0
τc

)
, (3.8)
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proporcional à razão χ/Ω, em que

χ ' ωb
g2
a

Γ2
a

+ 2
gbκ

|∆|
<{β}. (3.9)

Portanto, os termos Λ e χ acarretam ganhos significativos na intensidade do pulso irradiado

obtido por Mizrahi.

Podemos facilmente ajustar os parâmetros do sistema - tanto aqueles decorrentes do

acoplamento dispersivo da amostra com o modo ωa no regime de cavidade ruim (ga, Γa),

como aqueles associados ao acoplamento dispersivo da amostra com o modo ωb (gb, ∆, κ,

Γb) - de forma a obter Λ� Γ e χ/Ω� ∆ω/ω0.

De fato, para os parâmetros t́ıpicos associados aos regimes de interação considerados,

temos

ga, gb ∼ 105 Hz, Γa, gbΓb ∼ 107 Hz, ∆ ∼ 106 Hz. (3.10)

1010 Hz, ωa, ωb , ω0 ∼ 1010 Hz, |β| ∼ 10. (3.11)

Já o parâmetro referente a intensidade do bombeio, κ, contribuirá à intensidade do pulso

superradiante se κ ∼ 107 Hz, caso contrário, apenas o modo ωa, sob o regime de cavidade

ruim, contribuirá para a emissão superradiante da amostra atômica.

Logo, para Γ ∼ 102 Hz, temos Λ ' 10Γ e

χ

Ω
≈ 10−3 � ∆ω

ω0

≈ 10−16 . (3.12)

Vale ressaltar que enquanto ambas as interações, ressonante e dispersiva, desempenham

igual parte para a obtenção do parâmetro Λ ≈ 10Γ, o acoplamento dispersivo é mais sig-

nificativo que o ressonante para a obtenção da razão χ/Ω ≈ 10−3, ou seja, o acoplamento

dipolar entre os átomos torna-se importante para a manipulação do pulso superradiante. De-

vemos observar também que este mesmo acoplamento não é menos importante que aquele

ressonante, para a manipulação do parâmetro Λ e, portanto, para a manipulação da largura

do pulso superradiante.

Nota-se, também, que o tempo de emissão caracteŕıstica τc ∝ Λ
−1

assim como o tempo

de retardo t0 são afetados, fazendo com que tanto o ińıcio quanto a duração do processo

superradiante para a amostra de átomos interagentes sejam afetados. Observando a figura

3.2 (onde ω0 = ωa = 1.0, ωb = 0.999998, ga = gb = 10−5ω0, Γa = κ = 10−3ω0, Γ = Γ1ab =

Γ2ab = Γb = 10−7ω0, N = 10 e β = 10−9ω0.), vemos que o pico superradiante se torna
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três vezes maior e a duração do processo se torna dez vezes menor. Com isso, vemos que

há possibilidade, dependendo dos parâmetros escolhidos para os modos da cavidade, amostra

atômica e bombeio clássico, de manipular o processo superradiante.

Figura 3.2–Intensidade (3.5) versus tempo, em unidades de Γ, para o sistema em estudo.

Por fim, vale salientar que a intensidade do acoplamento dipolo-dipolo entre os átomos da

amostra , proporcional a gbκ/|∆|, deveu-se à concorrência entre ambos os campos, o modo

quântico e o campo clássico ambos de frequência ωb. Tivéssemos apenas o modo quântico

ωb, teŕıamos o acoplamento efetivo g2
b/|∆| ao invés de gbκ/|∆| ' 103g2

b/|∆|.
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CAPÍTULO 4

Conclusões

Em uma análise puramente anaĺıtica, a expressão obtida para a intensidade do pulso de

radiação, dada pela equação (3.1), emitida pelo sistema de átomos interagentes acoplados

a um modo ressonante, ωa, outro dispersivo, ωb, e um campo clássico de uma cavidade

com as frequências de transição atômica, podemos ver uma clara alteração tanto no pico de

intensidade quanto na duração do pulso superradiante na lei temporal do sech2 que rege o

problema da superradiância.

Verificamos nosso resultado também nosso resultado tentando reproduzir resultados an-

teriores, como por exemplo, um sistema de N átomos idênticos interagindo apenas com seu

reservatório, cuja intensidade é dada por (3.5). Neste limite, verificamos que, a menos dos

deslocamentos, do tipo Stark e Lamb, das frequências de transição atômica que foram des-

prezadas em nossos cálculos, o resultado obtido por este trabalho concorda com resultados

anteriores. Vemos também que é posśıvel derivar, via as correções perturbativas, o termo

adicional obtido proporcional a N3tanh(Γt)sech2(Γt), que era oriundo exclusivamente destes

deslocamentos.

Tais modificações feitas na intensidade do pulso superradiante puderam ser comprovadas

novamente ao analisarmos, no caṕıtulo anterior, os gráficos obtidos por simulações feitas

computacionalmente com o estudo detalhado de todos os parâmetros pertinentes ao sistema,

tanto da cavidade quanto da amostra atômica. Isso se deve principalmente ao acoplamento

entre os átomos e a interação destes com os modos da cavidade nos regimes de interação

dispersiva e de cavidade ruim, os quais foram adotados para nosso problema.

Com esse resultado, fica evidente também que o processo superradiante pode ser mani-

pulado, dependendo apenas dos parâmetros da cavidade (ωa, ga, Γa, ωb, gb, κ, Γb)) e dos

átomos e do acoplamento entre eles, de forma que o pico de intensidade possa ser amplificado

ou atenuado e a duração podendo ser prolongada ou diminúıda.
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CAPÍTULO 5

Perspectivas futuras

Para continuar este trabalho, pretendemos explorar outros aspectos da superradiância em

amostras de átomos interagentes, como por exemplo, realizar um estudo detalhado das ca-

racteŕısticas da radiação emitida neste contexto e naquele, convencional, em que os átomos

da amostra não interagem entre si. Mais especificamente, pretendemos considerar a su-

perradiância enquanto recurso para a preparação de estados não-clássicos do campo eletro-

magnético. Devemos para isso estudar as estat́ısticas de contagem de fótons em experimentos

de interferometria, de forma a caracterizar a natureza da luz irradiada34.

Além da caracterização do campo irradiado, pretendemos também analisar detalhadamente

a correlação desenvolvida entre os átomos da amostra durante o processo de superradiância.

Podemos para isso calcular o hamiltoniano de duas part́ıculas e através deste analisar as

posśıveis correlações dentro do contexto mais geral recentemente introduzido pela teoria da

informação quântica. A saber, podemos, por exemplo, calculando a concurrence 35, analisar o

grau de emaranhamento entre estes átomos, e através da discórdia35 verificar a ocorrência de

correlações de natureza quântica na ausência de emaranhamento entre as part́ıculas.

5.1 Ressonância Estocástica na Superradiância

É também parte dos nossos propósitos a derivação de uma equação mestra mais geral que

aquelas obtidas26 (quando desconsiderando a interação dipolo-dipolo induzida entre os átomos

da amostra). Pretendemos partir da equação estocástica de Itô36, ao invés da equação de

Schrödinger26, para a dedução de uma equação mestra que contenha dois operadores de

Liouville. Um desses operadores responsável, naturalmente, pelo fenômeno da superradiância,

e o outro por flutuações térmicas do vácuo. Desejamos analisar o efeito dessas flutuações

sobre o pulso superradiante.

É sabido que a presença de rúıdos em sistemas dinâmicos não-lineares pode levar ao



54 5 Perspectivas futuras

fenômeno da ressonância estocástica, na qual a resposta do sistema a um agente externo é

amplificada pela ação do rúıdo. Submetendo a amostra atômica a um processo de amplificação

linear, desejamos portanto analisar a possibilidade de amplificação deste sinal através da injeção

de rúıdos decorrentes das flutuações térmicas do sistema. Sabemos26 como se comporta a

amostra atômica quando submetida a um processo de amplificação capaz de re-excitar a

amostra tão logo um pulso superradiante seja emitido: temos uma sucessão de pulsos, todos

com as mesmas caracteŕısticas (intensidade e variância), irradiados durante todo o peŕıodo

de duração do bombeio externo. Portanto, a caracterização do fenômeno da ressonância

estocástica seria facilmente observado através de um gradual aumento na intensidade dos

pulsos catalisado pela ação das flutuações térmicas injetadas sobre a amostra atômica.

5.2 Detecção da Radiação Casimir via Superradiância

Conforme descrito acima, devemos investigar a possibilidade de utilização da superradiância

enquanto processo de preparação de estados não-clássicos da luz. Outra sugestão de utilização

da superradiância foi aventada como possibilidade de detecção da viscosidade do vácuo37, ou

seja, da fraca conversão da energia mecânica de um dos espelhos de uma cavidade em energia

eletromagnética. Este fenômeno, viabilizado pela flutuação do vácuo quântico e conhecido

como efeito Casimir dinâmico, tem motivado interessantes propostas para a sua detecção que

desafiam, no entanto, o excepcional avanço tecnológico que presenciamos nas últimas décadas

no campo da interação radiação-matéria. Na proposta inicialmente desenhada37,38, considera-

se que uma amostra de átomos de dois ńıveis seja enviada através de uma cavidade. Estes

átomos são previamente excitados de forma que sua transição para o estado fundamental seja

viabilizada por dipolo magnético. Na cavidade, a fraca radiação Casimir gerada através do

movimento de um de seus espelhos e mantida pelo seu alto fator de qualidade, seria então

responsável por acionar o pulso superradiante num intervalo de tempo significativamente mais

curto que aquele da transição atômica.

Notamos que a proposta37,38 difere fundamentalmente da abordagem feita por outros

autores29, na qual, uma cavidade de baixo fator de qualidade desempenha o papel de meio

ambiente necessário ao desdobramento da superradiãncia. Diferentemente, o alto fator de

qualidade da cavidade, deixa à radiação Casimir o papel de gatilho do pulso superradiante.

Pretendemos desenvolver um estudo teórico que leve em conta todos os ingredientes

contemplados pela proposta; ou seja, desde a geração dos fótons através do movimento de

um dos espelhos da cavidade de alto fator de qualidade, a eventual interação destes fótons
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com os átomos da amostra inicialmente excitada e, por fim, a posśıvel efetivação do pulso

superradiante. Para isso devemos novamente empregar a aproximação de campo médio que

tem se mostrado eficaz nos estudos até aqui realizados.

5.3 Extensão dos Tratamento via Campo Médio: Para
Além das Aproximações Utilizadas

É também objetivo da continuação deste projeto desenvolver um tratamento mais abran-

gente da superradiância, na tentativa de superar as aproximações convencionalmente utiliza-

das, tais como a aproximação de Born-Markov, a aproximação das ondas girantes, a asserção

de amostras de pequenos tamanhos (comparados ao comprimento de onda da radiação emi-

tida), e, por fim, no âmbito da aproximação decampo médio, a desconsideração de correlações

estat́ısticas entre os átomos da amostra26. Esta desconsideração assegura que o operador

densidade reduzido de dois corpos (ρ2) pode ser fatorado como o produto direto de dois

operadores de um corpo (ρ1), tal que ρ2 = ρ1 ⊗ ρ1.

Pretendemos analisar as possibilidades de se desenvolver um estudo mais aprofundado

do fenômeno, procurando, por exemplo, superar a aproximação de ondas girantes, segundo

tratamentos teóricos que vem sendo desenvolvidos em nosso grupo, nos quais consideramos

a possibilidade de acoplamento forte entre sistema e reservatório (considerados enquanto

osciladores harmônicos acoplados através de suas posições). Neste caso, a aproximação das

ondas girantes não se aplica, e devemos recorrer a outras técnicas para o tratamento anaĺıtico

do problema. Mais importante que a aproximação de ondas girantes, é posśıvel superar a

aproximação da ausência de correlações estat́ısticas entre as part́ıculas da amostra e analisar

os efeitos destas correlações sobre as caracteŕısticas do pulso irradiado.
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APÊNDICE A

Interação radiação-matéria

A.1 Quantização do Campo Eletromagnético

Consideramos aqui a interação de uma part́ıcula carregada com carga q e massa m co-

locada em um campo de radiação, caracterizado pelos campos elétrico E(r, t) e magnético

B(r, t). Partindo então da descrição do campo eletromagnético e utilizando a força de Lorentz

deduzimos o Hamiltoniano de interação átomo-campo.

Os campos E(r, t) e B(r, t) satisfazem as equações de Maxwell (quando não há fontes

presentes)

∇ ·B = 0, (A.1)

∇×B = ε0µ0
∂

∂t
E, (A.2)

∇ · E = 0; (A.3)

∇× E = − ∂

∂t
B, (A.4)

sendo ε0µ0 = c−2 (c é a velocidade da luz no vácuo, ε0 e µ0 são a permissividade elétrica e a

permeabilidade magnética, respectivamente).

A equação (A.1) pode ser satisfeita se escrevermos

B = ∇×A, (A.5)

e (A.4) será satisfeita se tivermos

E = − ∂

∂t
A−∇U, (A.6)

sendo A e U os potenciais vetor e escalar, respectivamente. Eles constituem o que é chamado

de gauge, que descreve o campo eletromagnético.
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Um dado campo eletromagnético pode ser descrito por um número infinito de gauges, os

quais são equivalentes uma vez que as equações de Maxwell são invariantes quanto ao gauge

adotado. Se conhecermos um gauge {A, U} que produza os campos E(r, t) e B(r, t), todos os

gauges equivalentes {A′, U ′} poderão ser encontrados a partir das fórmulas de transformação

de gauge:

A′(r, t) = A(r, t) +∇χ(r, t), (A.7)

U ′(r, t) = U(r, t)− ∂

∂t
χ(r, t), (A.8)

sendo χ(r, t) uma função escalar. Visto que as equações de Maxwell são invariantes quanto

ao gauge adotado, é fácil demonstrar que, quando não há fontes presentes e trabalhando no

gauge de Coulomb

∇ ·A = 0, (A.9)

U = 0, (A.10)

as equações (A.5) e (A.6) juntamente com (A.2), conduzem à seguinte equação de onda para

o potencial vetor

∇2A =
1

c2

∂2

∂t2
A, (A.11)

onde usamos a relação ∇× (∇×A) = ∇(∇ ·A)−∇2A.

A fim de discretizar os modos de propagação do campo, vamos inseŕı-lo em uma cavidade

cúbica de aresta L, tomando as condições de contorno periódicas (ao final dos cálculos basta

fazer L→∞ para se obter o campo livre). Esta expansão em série de Fourier será realizada

em termos de um conjunto discreto de funções (modos normais) ortogonais uk(r), isto é,

A(r, t) =
∑
k

√
~

2ωkε0
ck(t)uk(r), (A.12)

onde os ck são coeficientes que, quando da quantização do campo, tornar-se-ão operadores

que satisfazem regras de comutação espećıficas.

Substituindo (A.12) em (A.11) obtemos que cada modo k satisfaz as equações

∇2uk(r) = ±ω
2
k

c2
uk(r), (A.13)

∂2

∂t2
ck(t) = ±ω2

kck(t), (A.14)

com ωk representando a frequência de cada modo do campo eletromagnético. Das condições
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de contorno temos que o campo eletromagnético deve ser limitado. Como as soluções de

(A.13) e (A.14) com sinal positivo divergem, ficaremos apenas com as de sinal negativo, cujas

soluções podem ser dadas por, respectivamente,

uk(r) = L−
3
2 ε̂ke

ik·r, (A.15)

ck(t) = ake
−iωkt + bke

iωkt. (A.16)

Em (A.15), ε̂k é o vetor polarização, e pode-se verificar que u∗k(r) = u−k(r). Substituindo

(A.16) na equação (A.12), obtemos

A(r, t) =
∑
k

√
~

2ωkε0

[
akuk(r)e

−iωkt + bkuk(r)e
iωkt
]
, (A.17)

Como A(r, t) deve ser real e, assim, a†ku
∗
k(r) = bkuk(r), podemos reescrevê-la como

A(r, t) =
∑
k

√
~

2ωkε0

[
akuk(r)e

−iωkt + a†ku
∗
k(r)e

iωkt
]
. (A.18)

Logo, de (A.5) e (A.6) temos que

B =
∑
k

√
~

2ωkε0

[
ak∇× uk(r)e

−iωkt + a†k∇× u∗k(r)e
iωkt
]
, (A.19)

E =
∑
k

√
~

2ωkε0
iωk

[
akuk(r)e

−iωkt − a†ku
∗
k(r)e

iωkt
]
. (A.20)

A energia do campo eletromagnético é dada por:

Hcampo =
1

2

∫ (
ε0E

2 + µ0H
2
)
d3r. (A.21)

Com a ajuda de (A.18), podemos mostrar que a−k = a†k e considerando-os operadores cuja

relação de comutação são [
ak, ak

]
=
[
a†k, a

†
k

]
= 0, (A.22)[

ak, a
†
k

]
= aka

†
k − a

†
kak = 1, (A.23)

assim, podemos, utilizando (A.19) e (A.20), reescrever o Hamiltoniano do campo eletro-

magnético como

Hcampo =
∑
k

~ωk

(
a†kak +

1

2

)
. (A.24)
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Os operadores a e a† denotam os operadores de aniquilação e criação, respectivamente, do

modo do campo com vetor de onda k.

A.2 Aproximação de Dipolo Elétrico e a Interação r · E

Um elétron de carga e e massa m interagindo com um campo eletromagnético externo é

descrito pelo hamiltoniano

H =
1

2m
[p− eA(r, t)]2 + eU(r, t) + V (r), (A.25)

onde p é o operador momentum canônico (p = −i~∇), A(r, t) e U(r, t) são os potenciais

vetor e escalar do campo externo, respectivamente, e V (r) é o potencial eletrostático.

Vamos examinar o caso de um elétron ligado por um potencial V (r) à um núcleo localizado

em r0. O átomo se encontra totalmente imerso em uma onda eletromagnética plana descrita

pelo potencial vetor A(r′, t) que é uma função do tipo q(t)u(r′), com u(r′) = eik·r
′
. Neste

caso, como estamos analisando a interação de um elétron a uma distância r do centro atômico

(cuja posição é r0) de modo que r′ = r0 + r, podemos fazer uso da aproximação de dipolo,

que consiste em tomar k · r� 1, o que nos permite escrever o potencial vetor como

A(r0 + r, t) ∝ q(t)u(r0 + r) = q(t)eik·(r0+r)

= q(t)eik·r0 [1 + ik · r + ...] ' q(t)eik·r0 . (A.26)

Esta aproximação é justificada no regime óptico, uma vez que neste regime o comprimento de

onda do fóton é muito maior que a dimensão do átomo, ou seja,

λ̄fóton = 2
π

|k|
� ratômico (A.27)

(λ̄fóton ∼ 103Å e ratômico ∼ 1Å). Em regimes de microondas, essa aproximação é ainda mais

satisfatória, já que neste caso o comprimento de onda da radiação é da ordem de cent́ımetros.

A equação de Schrödinger será modificada em{
− ~2

2m

[
∇− ie

~
A(r0, t)

]2

+ V (r)

}
ψ(r, t) = i~

∂

∂t
ψ(r, t), (A.28)

sendo ψ(r, t) uma auto-função do Hamiltoniano H.
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Para simplificar (A.28) definimos uma nova função de onda φ(r, t), tal que

ψ(r, t) = exp

[
ie

~
A(r0, t) · r

]
φ(r, t). (A.29)

Ao substituirmos (A.29) em (A.28), obteremos

i~

[
ie

~
Ȧ · rφ(r, t) + φ̇(r, t)

]
exp

(
ie

~
A · r

)
= exp

(
ie

~
A · r

)[ p2

2m
+ V (r)

]
φ(r, t). (A.30)

Cancelando as exponenciais e usando (A.6) esta equação toma a simples forma

i~φ̇(rt) =

[
p2

2m
+ V (r)− er · E(r0, t)

]
φ(r, t)

=
[
H0 +Hint

]
φ(r, t), (A.31)

onde

H0 =
p2

2m
+ V (r), (A.32)

e

Hint = −er · E, (A.33)

A.3 Hamiltoniano da Interação átomo-Campo

Podemos descrever a interação de um campo de radiação E com um átomo de um elétron

pelo Hamiltoniano em aproximação de dipolo

H = Hel +Hcampo − er · E, (A.34)

com a energia do campo livre Hcampo dada por (A.24) em termos dos operadores de criação

e destruição. Podemos expressar Hel em termos dos operadores atômicos

σij = |i〉〈j|, (A.35)

onde |i〉 representa um conjunto completo de auto-estados da energia, ou seja,
∑

i |i〉〈i| = 1.

Portanto podemos escrever Hel como

Hel =
∑
i,j

|i〉〈i|Hel|j〉〈j| =
∑
i

Ei|i〉〈i| =
∑
i

Eiσii. (A.36)
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Podemos também expressar er em termos dos operadores de transição do átomo

er =
∑
i,j

e|i〉〈i|r|j〉〈j| =
∑
i,j

µijσij, (A.37)

onde µij = e〈i|r|j〉 é o elemento da matriz transição de dipolo elétrico. De(A.15) e (A.20)

temos que para um átomo na origem

E =
∑
k

ε̂kεk

(
ak + a†k

)
, (A.38)

onde

εk =

√
ωk
2
ε0L3. (A.39)

Agora, substituindo (A.24), (A.36) e (A.37) em (A.34), obtemos, omitindo a energia do

ponto zero,

H =
∑
k

~ωka†kak +
∑
i

Eiσii + ~
∑
i,j

∑
k

gijk σij

(
ak + a†k

)
, (A.40)

onde

gijk = −µij · ε̂kεk
~

, (A.41)

é chamado fator de acoplamento.Vamos tratar o caso de um átomo de dois ńıveis {|g〉, |e〉}
(estados fundamental e excitado, respectivamente). Para µge = µeg, podemos escrever o fator

de acoplamento como

gk = ggek = gegk . (A.42)

Com isso, reescrevemos o hamiltoniano como

H =
∑
k

~ωka†kak +
(
Egσgg + Eeσee

)
+ ~

∑
k

gk

(
σge + σeg

)(
ak + a†k

)
. (A.43)

Agora, vamos modificar o segundo termo do lado direito de (A.43). Faremos isso somando

à expressão o termo

Eg
σee
2
− Eg

σee
2

+ Ee
σgg
2
− Ee

σgg
2
, (A.44)
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resultando em

Egσgg + Eeσee =
1

2

(
Ee − Eg

)
σee −

1

2

(
Ee − Eg

)
σgg

+
1

2
Eg

(
σgg + σee

)
+

1

2
Ee

(
σgg + σee

)
=

1

2
~ω0

(
σee − σgg

)
+

1

2

(
Ee + Eg

)
, (A.45)

onde usamos (Ee−Eg) = ~ω0 e o fato de {|g〉, |e〉} ser um conjunto completo de auto-estados

da energia, ou seja, σgg + σee = 1.

Podemos alterar a notação para os conhecidos operadores de levantamento e abaixamento,

definidos por

σz = σee − σgg = |e〉〈e| − |g〉〈g|, (A.46)

σ+ = σeg = |e〉〈g|, (A.47)

σ− = σge = |g〉〈e|, (A.48)

onde σ+, σ− e σz também satisfazem a álgebra de spin-1/2 das matrizes de Pauli, ou seja,

[σ−, σ+] = −σz, (A.49)

[σz, σ±] = ±2σ±, (A.50)

que na notação matricial, são dados por

σ+ =

(
0 1

0 0

)
, σ− =

(
0 0

1 0

)
, σz =

(
1 0

0 −1

)
. (A.51)

Ao usarmos (A.45), ignorando o termo da energia constante (Ee+Eg)

2
, podemos reescrever

o hamiltoniano (A.43) como

H =
∑
k

~ωka†kak +
1

2
~ω0σz +

∑
k

~gk
(
σ+ + σ−

)(
ak + a†k

)
. (A.52)

A.4 Aproximação de Onda Girante

Agora, vamos tomar um único modo do campo, e reescrever o hamiltoniano (A.52) da

seguinte forma

H = H0 + V, (A.53)
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onde

H0 = ~ωa†a+
1

2
~ω0σz, (A.54)

V = ~g
(
σ+ + σ−

)(
a+ a†

)
. (A.55)

Na representação de interação, com U0 = e
−iH0t

~ ,

HI = U †0HU0 −H0 = U †0V U0 = VI . (A.56)

Da expansão de Baker-Hausdorff

eξABe−ξA = B + ξ
[
A,B

]
+
ξ2

2!

[
A,
[
A,B

]]
+
ξ3

3!

[
A,
[
A,
[
A,B

]]]
+ ... (A.57)

onde A e B são operadores que não comutam entre si, obtemos que

VI = ~g
(
aσ+e

i∆t + aσ−e
−iΩt + h.c.

)
, (A.58)

com ∆ ≡ ω0 − ω e Ω ≡ ω0 + ω.

Quando ω0 ≈ ω, ou seja, próximo da ressonância, temos que ∆� Ω. Portanto, (A.58) o

segundo termo do lado direito oscila muito rapidamente no tempo, quando comparado com o

primeiro. Devemos então desprezar os termos que contém e±iΩt, desde que tenhamos também
g〈a〉
Ω
� 1. Assim, o hamiltoniano de interação para um átomo de dois ńıveis na representeção

de interação e na aproximação de onda girante é

HI = VI = ~g
(
aσ+e

i∆t + a†σ−e
−i∆t

)
. (A.59)

Voltando para representação de Schrödinger, obtemos o hamiltoniano para o caso de um

campo com um único modo em ressonância com a transição atômica

H = ~ωa†a+
1

2
~ω0σz + ~g

(
aσ+ + a†σ−

)
. (A.60)

que é conhecido como o modelo de Jaynes-Cummings.
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APÊNDICE B

Teoria quântica do amortecimento

B.1 Operador densidade

Um sistema f́ısico quântico pode ser representado por um vetor de estado |ψ〉, o qual

contém toda a informação sobre o mesmo, que foi previamente preparado e caracterizado.

Entretanto, em muitas situações o vetor de estado do sistema não pode ser determinado

exatamente, e a informação a respeito do mesmo é representada por uma distribuição de

probabilidades, ou seja, podemos simplesmente dizer que o sistema tem probabilidade Pi,

(0 ≤ Pi ≤ 1,
∑N

i=1 Pi = 1 onde N é o número de sistemas no ensemble), de ser descrito por

um estado |ψ(i)〉.

O sistema que se encontra em um estado puro |ψ〉 tem sua evolução temporal descrita

pela equação de Schrödinger

i~
∂

∂t
|ψ〉 = H|ψ〉, (B.1)

onde H é o hamiltoniano do sistema.

Para obtermos informação do sistema associada a um observável A basta calcular o seu

valor esperado,

〈A〉 = 〈ψ|A|ψ〉, (B.2)

e seus momentos de ordem mais alta (n ≥ 2)

〈An〉 = 〈ψ|An|ψ〉. (B.3)

Quando o sistema não pode ser representado por um único vetor de estado, dizemos que

este se encontra em uma mistura estat́ıstica de estados, ou seja, tem probabilidade P1 de estar

no estado |ψ1〉, P2 de estar no estado |ψ2〉, P3 de estar no estado |ψ3〉, e assim por diante.
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No entanto, é importante observarmos que mistura estat́ıstica de estados é diferente de um

estado de superposição (que é um estado puro).

Por exemplo, sejam dois sistemas idênticos preparados inicialmente de formas diferentes,

S1 e S2, onde S1 é caracterizado por um estado puro e normalizado |ψ〉 = a|ψa〉 + b|ψb〉,
(|a|2 + |b|2 = 1), e o sistema S2 se encontra em uma mistura estat́ıstica de estados, com

probabilidade Pa = |a|2 de ser encontrado no estado |ψa〉 e Pb = |b|2 de ser encontrado

no estado |ψb〉. Sejam |ψa〉 e |ψb〉 autoestados do observável O, ou seja, O|ψa〉 = oaψa〉 e

O|ψb〉 = obψb〉, teremos como posśıveis resultados de uma medida deste observável em S1 e S2

os autovalores oa com probabilidade |a|2 e ob com probabilidade |b|2 para ambos os sistemas.

Embora os resultados pareçam ser idênticos, estes dois sistemas podem ser distinguidos fazendo

as medidas de interferência entre os estados |ψa〉 e |ψb〉, o que será observado no sistema S1,

que é um estado superposto, e não será observado no sistema S2, que é uma mistura estat́ıstica

de estados.

Para obtermos o valor esperado de um observável A em um sistema representado por

uma mistura estat́ıstica de estados, tomamos a média de A em um ensemble39, onde 〈A〉 =

〈ψ(i)|A|ψ(i)〉, de maneira que

〈A〉 =
∑
i

Pi〈ψ(i)|A|ψ(i)〉. (B.4)

Escolhendo uma base de estados do sistema, ortogonal e completa,
∑

j |φj〉〈φj| = 1,

〈φj|φj〉 = δi,j é fácil verificar que (B.4), pode ser reescrita como

〈A〉 =
∑
j

〈φj|
∑
i

Pi|ψ(i)〉〈ψ(i)|A|φj〉 (B.5)

e podemos definir o operador densidade do sistema como

ρ =
∑
i

Pi|ψ(i)〉〈ψ(i)|. (B.6)

Uma vez definido o operador densidade, podemos calcular o valor esperado de um ob-

servável A, substituindo (B.6) em (B.5) e obtemos a seguinte expressão

〈A〉 = Tr(ρA). (B.7)

O operador densidade ρ representa a descrição mais geral de um sistema quântico, pois

ele tanto pode descrever misturas estat́ısticas ou estados puros. O operador densidade puro é

representado por ρ = |ψ〉〈ψ| (um elemento do ensemble).
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Algumas propriedades do operador densidade podem ser facilmente verificadas

1. O operador densidade é positivamente definido: seus elementos diagonais são reais e

não-negativos (〈φi|ρ|φi〉 ≥ 0,∀|φi〉);

2. O operador densidade é hermitiano: ρ = ρ†;

3. Trρ = 1, onde Trρ =
∑

j〈φj|ρ|φj〉, que representa a condição de estados normalizados,

ou seja, 〈ψ(i)|ψ(i)〉 = 1 uma vez que
∑

i Pi = 1;

4. Trρ2 ≤ 1, para demonstrar essa propriedade, primeiramente escrevemos o operador

densidade em uma base diagonal,

ρ =
∑
k

ρkk|φk〉〈φk|

=
∑
k

pkk|φk〉〈φk|, (B.8)

onde

pk = 〈φk|ρ|φk〉

=
∑
i

Pi〈φk|ψ(i)〉〈ψ(i)|φk〉, (B.9)

sendo 0 ≤ pk ≤ 1 e ∑
k

pk =
∑
k

∑
i

Pi〈φk|ψ(i)〉〈ψ(i)|φk〉

=
∑
i

Pi = 1. (B.10)

Desta maneira podemos escrever

Trρ2 =
∑
j

〈φj|ρ2|φj〉

=
∑
j,k,k′

pkpk′〈φj|φk〉〈φk|φk′〉〈φk′ |φj〉

=
∑
k,k′

pkpk′δkk′〈φk|φk′〉

=
∑
k

p2
k ≤ 1, (B.11)

onde Trρ2 será igual a 1 se ρ = |ψ〉〈ψ|, que é um estado puro. Esta relação permite

medir a pureza do sistema, visto que para Trρ2 < 1 temos uma mistura estat́ıstica e

para Trρ2 = 1 um estado puro.
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A evolução temporal do operador densidade é descrita pela equação de Liouville-von Neu-

mann, que pode ser obtida a partir da equação de Schrödinger,

∂

∂t
ρ = − i

~

[
H, ρ

]
, (B.12)

onde H é o operador hamiltoniano do sistema.

Nas seções subsequentes, o operador densidade descreverá um sistema constitúıdo por

dois subsistemas: S, que pode ser um átomo de dois ńıveis, em cujas propriedades f́ısicas

estamos interessados, que interage com um reservatório de radiação R. Consideraremos que,

inicialmente, os dois subsistemas estão desacoplados, desta forma podemos escrever o operador

densidade deste conjunto como

ρSR = ρS(0)⊗ ρR(0)

≡ ρS(0)ρR(0). (B.13)

e o operador hamiltoniano que descreve este sistema composto como

HS+R = HS +HR +HSR, (B.14)

onde HSR representa a interação entre os subsistemas S e R.

Uma vez calculada a evolução temporal do operador densidade ρSR(t), a informação sobre

o subsistema S estará contida no operador densidade reduzido ρS(t), que é obtido calculando

o traço do operador ρSR(t) em relação às variáveis do reservatório R, ou seja,

ρS(t) = TrρSR(t), (B.15)

desta forma, podemos obter o valor esperado de um operador C do subsistema S em um dado

instante de tempo t a partir de (B.7) e (B.15)

〈C〉 = TrS
(
ρS(t)C

)
= TrS

[
TrR
(
ρS(t)C

)]
. (B.16)

Na próxima seção deduziremos a equação mestra que rege a dinâmica (evolução temporal)

do operador densidade do sistema cojunto S+R.
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B.2 A equação mestra

Sistemas f́ısicos não são isolados, ou seja, mesmo quando estudamos um simples átomo

de dois ńıveis não levamos em consideração que ele interage com o meio que o circunda (que

pode ser representado por um reservatório R) de maneira dissipativa. Os sistemas f́ısicos

isolados são uma idealização que não leva em consideração o resto do universo, que torna os

processos irreverśıveis.

O reservatório que simula ”o resto do universo”, por sua vez, tem uma quantidade enorme

de graus de liberdade, sendo assim, presume-se que seja pouco afetado pelo subsistema S
(cujas propriedades estamos interessados em estudar).

A equação mestra descreve a dinâmica do sistema S sob influência do reservatório. De

agora em diante usaremos ~ = 1 para simplificar a notação.

Sejam

H0 = HS +HR, (B.17)

o hamiltoniano de S e R sem interação, e

U0(t) = e−iH0t, (B.18)

o operador evolução temporal. Na representação de interação, o operador densidade e o

hamiltoniano de interação são descritos, respectivamente, por

ρISR(t) = U †0ρSR(0)U0(t)

≡ ρI(t), (B.19)

HI
SR(t) = U †0HSRU0(t)

≡ HI(t), (B.20)

e a equação de Liouville-von Neumann na representação de interação40,41 é dada por (B.12).

Integrando formalmente esta equação, obtemos

ρI(t) = ρI(0)− i
∫ t

0

[
HI(t

′), ρI(t
′)
]
dt′, (B.21)

e de maneira análoga

ρI(t
′) = ρI(0)− i

∫ t′

0

[
HI(t

′′), ρI(t
′′)
]
dt′′. (B.22)
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Substituindo a equação (B.22) em (B.21) temos

ρI(t) = ρI(0)− i
∫ t

0

[
HI(t

′), ρI(0)
]
dt′ −

∫ t

0

∫ t′

0

[
HI(t

′),
[
HI(t

′′), ρI(t
′′)
]]
dt′′dt′, (B.23)

e derivando a equação (B.23) com relação ao tempo, temos a equação de movimento para o

operador densidade na representação de interação dado por

∂

∂t
ρI(t) = −i

[
HI(t), ρI(0)

]
dt−

∫ t

0

[
HI(t),

[
HI(t

′), ρI(t
′)
]]
dt′, (B.24)

que é equivalente à equação de Liouville-von Neumann (B.12), pois nenhuma aproximação foi

feita.

Para obtermos a dinâmica do subsistema S, calculamos o traço sobre os graus de liberdade

do reservatório na equação (B.23)

TrR

{
∂

∂(t)
ρI(t)

}
=

∂

∂t
ρSI(t)

= −iTrR
[
HI(t), ρI(0)

]
dt−

∫ t

0

TrR
[
HI(t),

[
HI(t

′), ρI(t
′)
]]
dt′, (B.25)

onde ρSI(t) é o operador densidade reduzido na representação de interação.

A equação (B.25) é chamada equação mestra do subsistema S na representação de in-

teração. Agora iremos supor que o reservatório R não sofre mudança de seu estado inicial

durante a interação28 e o operador densidade ρI(t) pode ser escrito como

ρI(t) = ρR(0)ρSI(t). (B.26)

Inserindo (B.26) em (B.25),o primeiro termo do lado direito reescreve-se como

TrR
[
HI , ρI(0)

]
= TrR

[
HI , ρI(0)ρSI(0)

]
= TrR

[
〈HI〉R, ρSI(0)

]
. (B.27)

e o restante do (B.25)

∂

∂t
ρSI(t) = −i

[
〈HI〉R, ρSI(0)

]
−
∫ t

0

TrR
[
HI(t),

[
HI(t

′), ρI(t
′)
]]
dt′. (B.28)

Para voltarmos à representação de Schrödinger, utilizamos a seguinte transformação unitária

ρS = U0(t)ρSI(t)U
†
0(t), (B.29)

com U0(t) = e−iHS t. Derivando a equação (B.29) em relação ao tempo obtemos a equação
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mestra na representação de Schrödinger escrita como

∂

∂t
ρS(t) = −i

[
H0, ρS(t)

]
dt+ U0(t)

∂

∂t
ρSI(t)U

†
0(t),

= −i
[
H0, ρS(t)

]
dt− iU0(t)

[
〈HI〉R, ρSI(0)

]
U †0(t)

−
∫ t

0

TrR

(
U0(t)

[
HI(t),

[
HI(t

′), ρI(t
′)
]]
U †0(t)

)
dt′. (B.30)

Equações mestras podem ser calculadas para sistemas atômicos, modos quantizados e

outros sistemas f́ısicos. Na seção seguinte calcularemos a equação mestra para o átomo de

dois ńıveis utilizando o formalismo apresentado aqui.

B.3 Equação mestra para o átomo de dois ńıveis

Seguindo a notação da seção anterior, o hamiltoniano de um sistema interagindo com um

reservatório é dado por

HS+R = H0 + V = HS +HR +HSR

=
ω0

2
σz +

∑
k

ωkb
†
kbk +

∑
k

(
gkbkσ+ + g∗kb

†
kσ−

)
, (B.31)

onde o hamiltoniano HS descreve o átomo de dois ńıveis, HR o reservatório e HSR a interação

entre ambos, dada pelo hamiltoniano de Jaynes-Cummings usual (A.60). Os operadores σ+,

σ− e σz são pseudo-operadores de spin de Pauli (que satisfazem as relações de comutação da

álgebra do grupo su(2) (ver (A.49) e (A.50)), e bk e b†k (bosônicos), são ditos, operadores de

destruição e criação de um fóton, respectivamente, no campo de energia ~ωk, cujas relações

de comutação são [
bk, b

†
k′

]
= δk,k′ , (B.32)[

bk, bk′
]

= 0, (B.33)[
b†k, b

†
k′

]
= 0. (B.34)

O operador evolução temporal do sistema livre é dado por

U0(t) = e−iH0t

= exp

{
− iω0

2
σzt− i

∑
k

ωkb
†
kbkt

}
(B.35)
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assim, o termo de interação átomo-reservatório, na representação de interação será dado por

HI(t) = U †0HSRU0

=
∑
k

(
gkbkσ+ei(ω0−ωk)t + g∗kb

†
kσ−e−i(ω0−ωk)t

)
. (B.36)

Se substitúımos (B.36) em (B.25), utilizando a condição (B.26), obtemos a equação

mestra para o operador densidade reduzido desse sistema

∂

∂t
ρSI(t) = −i

∑
k

(
gkei(ω0−ωk)t〈bk〉R

[
σ+, ρSI(0)

]
+ g∗ke−i(ω0−ωk)t〈b†k〉R

[
σ−, ρSI(0)

])

−
∑
k,k′

{∫ t

0

(
gkgk′e

i(ω0−ωk)tei(ω0−ωk′ )t
′〈bkbk′〉R

[
σ+, σ+ρSI(t

′)
])
dt′

+

∫ t

0

(
gkgk′e

i(ω0−ωk)tei(ω0−ωk′ )t
′〈bk′bk〉R

[
ρSI(t

′)σ+, σ+

])
dt′

+

∫ t

0

(
g∗kg
∗
k′e
−i(ω0−ωk)te−i(ω0−ωk′ )t

′〈b†kbk′
†〉R
[
σ−, σ−ρSI(t

′)
])
dt′

+

∫ t

0

(
g†kg
†
k′e
−i(ω0−ωk)te−i(ω0−ωk′ )t

′〈b†k′b
†
k〉R
[
ρSI(t

′)σ−, σ−

])
dt′

+

∫ t

0

(
gkg
†
k′e

i(ω0−ωk)te−i(ω0−ωk′ )t
′〈bkb†k′〉R

[
σ+, σ−ρSI(t

′)
])
dt′

+

∫ t

0

(
g†kgk′e

−i(ω0−ωk)tei(ω0−ωk′ )t
′〈bk′b†k〉R

[
ρSI(t

′)σ+, σ−

])
dt′

+

∫ t

0

(
g†kgk′e

−i(ω0−ωk)tei(ω0−ωk′ )t
′〈b†kbk′〉R

[
σ−, σ+ρSI(t

′)
])
dt′

+

∫ t

0

(
gkg
†
k′e

i(ω0−ωk)te−i(ω0−ωk′ )t
′〈b†k′bk〉R

[
ρSI(t

′)σ−, σ+

])
dt′

}
(B.37)

Se consideramos um reservatório térmico, o operador densidade pode ser representado por

ρR =
∏
k

(
1− exp

{
− ωk
kBT

})
exp

{
− ωkb

†
kbk

kBT

}
(B.38)

onde kB é a constante de Boltzmann e T é a temperatura absoluta da radiação. Com essa

definição, teremos que

〈b†k〉R = 〈bk〉R = 0, (B.39)

〈b†kb
†
k′〉R = 〈bkbk′〉R = 0, (B.40)
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〈b†kbk′〉R = 〈nk〉Rδk,k′ = n̄kδk,k′ , (B.41)

〈bkbk′〉R = 〈1 + nk〉Rδk,k′ = (1 + n̄k)δk,k′ , (B.42)

sendo n̄k =
(

e
− ωk

kBT − 1
)−1

o número médio de fótons térmicos com frequência ωk. Substi-

tuindo esses valores médios em (B.37), obtemos

∂

∂t
ρSI(t) = −

∑
k

∣∣∣gk∣∣∣2{∫ t

0

(
ei(ω0−ωk)(t−t′)(1 + n̄k)

[
σ+, σ−ρSI(t

′)
])
dt′

+

∫ t

0

(
e−i(ω0−ωk)(t−t′)(1 + n̄k)

[
ρSI(t

′)σ+, σ−

])
dt′

+

∫ t

0

(
e−i(ω0−ωk)(t−t′)n̄k

[
σ−, σ+ρSI(t

′)
])
dt′

+

∫ t

0

(
ei(ω0−ωk)(t−t′)n̄k

[
ρSI(t

′)σ−, σ+

])
dt′

}
(B.43)

Assumiremos que os modos do campo estão pouco espaçados, de maneira que variam de forma

aproximadamente cont́ınua, e subistúımos os somatórios em k por integrais∑
k

|gk|2ei(ω0−ωk)(t−t′)
(

1 + n̄k

)
→
∫ ∞

0

D(ω′)|g(ω′)|2ei(ω0−ω′)(t−t′)
(

1 + n̄(ω′)
)
dω′, (B.44)

∑
k

|gk|2ei(ω0−ωk)(t−t′)n̄k →
∫ ∞

0

D(ω′)|g(ω′)|2ei(ω0−ω′)(t−t′)n̄(ω′)dω′, (B.45)

onde D(ω′) é uma função distribuição de frequências do reservatório.

Agora, vamos utilizar da aproximação de Markov, onde assumimos que o tempo de cor-

relação do reservatório τc é muito pequeno comparado com o tempo de observação t. Nesta

escala de observação, o sistema perde toda sua memória do seu passado. Assim, podemos

extender o limite superior das integrais para ∞ e substituir ρSI(t
′) por ρSI(t), assim

∂

∂t
ρSI(t) = −

∫ ∞
0

D(ω′)|g(ω′)|2
{(

1 + n̄(ω′)
)[
σ+, σ−ρSI(t)

] ∫ ∞
0

ei(ω0−ω′)τdτ

+
(

1 + n̄(ω′)
)[
ρSI(t)σ+, σ−

] ∫ ∞
0

e−i(ω0−ω′)τdτ

+ n̄(ω′)
[
σ−, σ+ρSI(t)

] ∫ ∞
0

e−i(ω0−ω′)τdτ

+ n̄(ω′)
[
ρSI(t)σ−, σ+

] ∫ ∞
0

ei(ω0−ω′)τdτ

}
dω′ (B.46)
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se utilizamos o resultado∫ ∞
0

e±i(ω0−ω′)τdτ = πδ(ω0 − ω′)± iP
1

(ω0 − ω′)

≈ πδ(ω0 − ω′), (B.47)

onde P é o valor principal de Cauchy, obtemos a equação mestra para o átomo de dois ńıveis

∂

∂t
ρSI(t) = −Γ

2

{(
1 + n̄(ω0)

)([
σ+, σ−ρSI(t)

]
+
[
ρSI(t)σ+, σ−

])
+ n̄(ω0)

([
σ−, σ+ρSI(t)

]
+
[
ρSI(t)σ−, σ+

])}

=
Γ

2

{
n̄(ω0)L

[
σ+

]
ρSI(t) +

(
1 + n̄(ω0)

)
L
[
σ−

]
ρSI(t)

}
(B.48)

onde Γ ≡ 2πD(ω0)|g(ω0)|2 é a constante de amortecimento à semelhança de Wigner-Weisskopf

e

L
[
σ±

]
ρSI(t) = 2σ±ρSI(t)σ∓ − ρSI(t)σ∓σ± − σ∓σ±ρSI(t) (B.49)

é o superoperador liouvilliano.
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APÊNDICE C

O método das pequenas rotações

não-lineares

Hamiltonianos efetivos são frequentemente empregados em Óptica Quântica, principal-

mente em processos multi-fótons e efeitos ópticos não-lineares, explicitando, via teorias per-

turbativas, as principais realizações do sistema em estudo.

C.1 Motivação para o método

Para introduzir os conceitos f́ısicos do método, tomaremos com um exemplo simples: uma

part́ıcula de spin j em um campo magnético. Neste caso, o hamiltoniano é dado por

H = ωSz + g
(
S+ + S−

)
, (C.1)

onde g é a constante de acoplamento entre a part́ıcula e o campo magnético e os operadores

Sz, S+ e S− constituem uma representação (2j+1)-dimensional da álgebra su(2), obedecendo

as relações de comutação (A.49) e (A.50).Na base usual de momento angular |j,m〉 (m =

−j,−j + 1, . . . , j − 1, j), o operador Sz é diagonal, enquanto a ação dos operadores tipo

escada, S±, são não-diagonais

Sz|j,m〉 = m|j,m〉, (C.2)

S±|j,m〉 =
√

(j ∓m)(j ±m+ 1)|j,m〉. (C.3)

O hamiltoniano (C.1) é um hamiltoniano linear e admite uma solução exata. Para nossos

propósitos, uma maneira muito conviniente de achar a solução é aplicar uma transformação

unitária

U = exp
[
α(S+ − S−)

]
, (C.4)
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onde α é um parâmetro complexo a ser ajustado em função dos parâmetros do sistema.

Utilizando a relação de Baker-Hausdorff (A.57),obtemos o hamiltoniano transformado será

dado por

H̃ = UHU †

=
[
ωcos(2α) + 2gsen(2α)

]
Sz +

1

2

[
2gcos(2α)− ωsen(2α)

](
S+ + S−

)
, (C.5)

O próximo passo é escolher o parâmetro α de forma a cancelar os termos não-diagonais

que aparecem em (C.5), para o exemplo escolhido

tan(2α) =
2g

ω
, (C.6)

o que nos leva à

Hefet = ω

√
1 +

4g2

ω2
Sz. (C.7)

Como esse hamiltoniano efetivo é diagonal na base de momento angular, a dinâmica do

problema é completamente descrita. A chave para a observação do propósito do método das

pequenas rotações não-lineares, é que quando ω � g, podemos aproximar a equação (C.6)

por α ≈ g
ω

, resultando no hamiltoniano efetivo

Hefet ≈

(
ω + 2

g2

ω

)
Sz, (C.8)

que coincide com a solução exata depois de expandir (C.7) em séries de g2

ω2 .

C.2 As pequenas rotações não-lineares e os hamiltonia-
nos efetivos

Levando em conta o exemplo anterior, vamos considerar o caso geral de um sistema

descrito por um hamiltoniano não-linear, que admita algumas integrais de movimento∗,Nj, e

que a componente de interação possa ser escrita do seguinte modo

Hint = ∆Xz + g
(
X+ +X−

)
, (C.9)

∗Se
[
H,A

]
= 0, então A é uma constante de movimento.
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onde g é uma constante de acoplamento, ∆ é um parâmetro que representa usualmente a

dessintonia entre as frequências de diferentes subsistemas e os operadores X± e Xz mantém

a relação de comutação (A.22) [
Xz, X±

]
= ±X±, (C.10)

mas a (A.23) é modificada da seguinte forma[
X+, X−

]
= P (Xz, Nj) (C.11)

com P (Xz, Nj) é uma função polinomial arbitrária do operador diagonal Xz com coeficientes

que podem depender das integrais de movimento Nj. Essa é a origem do nome de deformações

polinomiais da álgebra su(2).

Vamos supor que por alguma razão f́ısica (depedendo do sistema considerado), a condição

∆� g (C.12)

seja satisfeita. Então, fica claro que (C.9) é quase diagonal na base que diagonaliza Xz.

De fato, uma análise em teoria de perturbação imediatamente mostra que em correções

de primeira ordem introduzidas na parte não-diagonal, g(X+ + X−), aos autovalores de Xz

desaparecerem e alguns de segunda ordem são proporcionais à g
∆
� 1.

Como na seção anterior, vamos aplicar a seguinte transformação unitária à (C.9) (que, de

fato, é uma pequena rotação não-linear)

U = exp

[
g

∆

(
X+ −X−

)]
, (C.13)

de modo que

Hint,efet = UHintU
†. (C.14)

Mantendo termos até a ordem g2

∆2 , teremos

Hint,efet = ∆Xz +
g2

∆
P (Xz, Nj). (C.15)

um hamiltoniano efetivo que é diagonal na base de autoestados do operador Xz. Com essa

aproximação, o problema da evolução do sistema é completamente resolvido e temos um

hamiltoniano expresso em um forma operacional.
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