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RESUMO

MORIYA, P. H. Manipulacdo do pulso superradiante via interagées atémicas. 2012. 90 p.
Dissertacdo (Mestrado em Ciéncias) - Instituto de Fisica de Sdo Carlos, Universidade de Sao
Paulo, Sao Carlos, 2012.

O fendmeno da superradiancia é caracterizado por um processo de ordenamento das transicoes
dos dipolos atémicos em amostras excitadas, moderadamente densas, decorrente das cor-
relacoes induzidas entre os dtomos desenvolvidas pela radiacao coerente emitida pelos préprios
atomos. O processo superradiante que € iniciado a partir de uma total desordem em ¢ = 0
atinge um ordenamento maximo em um tempo 7 o< N1, gerando um pulso de radiacdo de
intensidade seguindo a lei do sech? e com pico proporcional 3 N2, e em seguida os dipolos
relaxam para um equilibrio desordenado. Neste trabalho, tratamos a interacdo de dois modos
de uma cavidade, w, e wy, € uma amplificacdo, com um sistema de N atomos de dois niveis,
com frequéncia de transicdo atobmica wy de forma que interaja ressonantemente com w, €
dispersivamente com wy, responsavel pelo acoplamento entre os atomos. Para enterdemos
como a lei do sech? serd afetada pela interacio direta entre os d4tomos, utilizamos o método
das perturbacdes via de pequenas rotacdes ndo-lineares para obtermos o hamiltoniano efetivo
do sistema com uma forma mais explicita da interacdo dipolar entre os atomos. Por fim,
apds escrevermos a equacao mestra do sistema, utilizamos a aproximacao de campo médio e o
método dos invariantes de Lewis-Riesenfeld para chegar aos principais aspectos deste fenomeno
no sistema.

Palavras-chave: Optica quantica. Superradiancia. Atomos interagentes. Hamiltonianos
nao-lineares.






ABSTRACT

MORIYA, P. H. Superradiance pulse manipulation via atomic interactions. 2012. 90 p. Dis-
sertacdo (Mestrado em Ciéncias) - Instituto de Fisica de S3o Carlos, Universidade de S3o
Paulo, Sao Carlos, 2012.

The superradiant phenomena is characterized by atomic dipoles ordering process in excited
samples moderately denses, that occours due to the atomic induced correlations developed
not directly but by the coherent radiation emitted by atoms themselves. The superradiant
process evolves from a total disorder at ¢ = 0, attain a maximum order in a time 7 oc N1
creating a radiation pulse whose intensity follows the sech? law and its peak is proportional to
N2, thereafter the dipoles relax to a disordered equilibrium state. In this essay, we deal with
the interaction between two cavity modes w, and w;, and a classical pump with a system of N
two-level atoms, whose atomic transition frequencies wy. We consider a resonant interaction
between atoms and mode w, and a dispersive coupling of atoms with mode wj, which couple
the atomic sample, and the classical pump. In order to obtain how sech? law changes, we
use the method of nonlinear small rotations to obtain effective Hamiltonian, expliciting dipo-
lar interaction between atoms. Finally, after write the effective master equation, we use the
mean-field approximation and Lewis and Riesenfeld method to obtain the mean features of
this phenomena to our system.

Keywords: Quantum optics. Superradiance. Interacting atoms. Nonlinear hamiltonians.
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CAPITULO 1

Introducao

Um atomo inicialmente em um de seus estados excitados fard a transicao para o estado
fundamental em decorréncia de sua interacdo com as flutua¢es do vacuo do campo eletro-
magnético. Para chegar a esta afirmacdo é necessdrio voltar para o efervescente inicio do

século XX, quando Max Planck®, em 1900, apresentou ao mundo o conceito de quantum.

A partir deste trabalho, Albert Einstein introduziu, em 1905, o quantum de luz, ou féton,
como uma particula real do campo eletromagnético. Ja em 1913, Niels Bohr® caracterizou o
atomo como um conjunto discreto de niveis de energia, cada um correspondendo a um estado

atomico estaciondrio que nao emite radiagao.

O préximo importante passo foi dado por Einstein®, em 1917, que introduziu o conceito
das transi¢cdes espontanea e induzida, ou estimulada, para niveis atdmicos discretos. Ao seu
lado, tinha apenas sua intuicdo e o fato de que derivava facilmente a férmula de Planck para

espectros de radiacao térmica.

Em 1927, apds uma maior consolidacio da mecanica quantica, Paul A. M. Dirac® construiu
uma teoria quantica da radiacao que descreveu o campo eletromagnético como um ensemble
de osciladores harmdnicos e introduziu o conceito de operadores de criagdo e aniquilacao de

particulas, levando a uma prova rigorosa das hipdteses de Einstein.

Nos estagios iniciais do desenvolvimento da eletrodindmica quantica, em 1930, Victor F.
Weisskopf e Eugene P. Wigner® consideraram que, em uma boa aproximacdo, um atomo de
dois niveis excitado tem probabilidade de permanecer neste estado decaindo exponencialmente
no tempo. Obtiveram, ainda, que o espectro emitido por este atomo é aproximadamente uma
lorentziana centrada na frequéncia de transicdo atomica, tendo uma largura igual a taxa de

decaimento espontaneo.

A teoria elaborada por Dirac, com a aproximacao de Weisskopf-Wigner, pode ser aplicada

a sistemas com muitos atomos, ou moléculas, preparados inicialmente no estado excitado de
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uma transicao eletronica decaem pela emissao espontanea de luz, fenémeno conhecido como
fluorescéncia. Para isto, é necessdrio considerar que os dtomos interagem com o meio am-
biente independentemente uns dos outros, com o campo de radiacao, em outras palavras, a
amostra deve ser diluida o suficiente para que os atomos n3do interajam. Neste caso, a emissao
do sistema obedece uma lei exponencial, veja a linha tracejada da figura [I.I,com um tempo
caracteristico 7 proporcional ao inverso da taxa de decaimento radioativo I" do nivel inicial-

mente excitado e o padrao de radiacdo da amostra atémica é essencialmente isotrépico. Em

25

20

15

I/wy

10

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
yt

Figura 1.1-Representacdo qualitativa da intensidade irradiada para um sistema atémico.

1954, Robert H. Dicke™ foi o primeiro a reconhecer que os d4tomos decaindo espontaneamente
independentemente um dos outros é apenas uma hipdétese. Propondo um sistema composto
por um ensemble de N dtomos de dois niveis, confinados em um volume com dimensdes meno-
res que o comprimento de onda da radiacao emitida, chegou a um resultado bem diferente do
encontrado utilizando a aproximacdo de Weisskopf-Wigner, com a amostra atomica emitindo
radiacdo de uma forma muito mais rapida e forte, em uma direcio bem definida dependendo

da geometria a qual o sistema é submetido.

Dicke mostrou que o tempo de decaimento, tp, e a intensidade, I(t), da radiagdo se
tornam proporcionais ao inverso do nimero de dtomos, ou seja (oc N7 1), e ao quadrado desse
ndmero (o< N?), respectivamente. A interacdo entre os componentes da amostra ocorre via
campo de radiacdo comum resultando em uma correlacdo entre os momentos de dipolo, que
origina uma polarizacao dptica macroscépica proporcional ao nimero de dtomos. Além disso,

como foi mostrado por investigacdes subsequentes, o decaimento do pulso eletromagnético
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nao é mais exponencial, mas haverda um pico depois de certo retardo, tp, obedecendo uma lei
temporal regida por um termo de sech®(t — tp) (veja a linha sélida da figura [1.1)). Esse tipo

de radiacdo espontanea ficou conhecida como superradiancia.

Em 1973, o trabalho pioneiro de N. Skribanowitz, |. Herman, J. MacGillivray e M. Feld®,
nos laboratdrio de espectroscopia do Massachusetts Institute of Technology (MIT), levou a
superradiancia de Dicke da hipdtese para a realidade ao demonstrar a emissao superradiante
em um gds de acido fluoridrico (HF) a baixa pressdo. Desde entdo, e com o advento do
laser de corante* em 1966, que facilitou a excitacdo de uma colecao de atomos para um nivel
eletronico bem definido em um curto periodo de tempo; a superradiancia vem sendo observada
em outros gases, assim como em sdlidos, com emissdao nos dominios éptico, infravermelho,

infravermelho distante e microondas.

Apesar de apresentar um novo fendmeno fisico, as limitacdes impostas pelo modelo de
Dicke, de que os atomos devem estar confinados numa regiao com dimensoes pequenas com-
paradas com o comprimento de onda da radiacao emitida, ndo sao realistas na regiao éptica do
espectro e acabou por ser eliminada, em 1970, pelo trabalho de Joshep H. Eberly e Nicholas
E. Rehler®L Além disso, o modelo ignora as interacdes entre os dtomos como, por exemplo,
o acoplamento dipolar que causa deslocamentos e desdobramentos nas frequéncias atémicas
(e.g., descolamento Coulomb, Lamb, Stark, entre outros), alterando assim as propriedades da

amostra em estudo™4,

A superradiancia pertence a classe de fendGmenos dpticos coerentes e cooperativos, onde a
cooperacdo compreende a influéncia que um atomo, ou a radiacdo emitida por ele, tem sobre
0s outros atomos e o termo coerente se refere, n3o apenas ao campo eletromagnético, mas
também ao sistema atomico. Isto por que o fendmeno superradiante sé é efetivo se todas as
interagBes possiveis (tais como colisdes, ruidos térmicos, etc., além da prdpria interagdo com a
radiacdo eletromagnética) n3o alteram a fase das fun¢des de onda atdmicas durante a emiss3o,
ou seja, apresenta memdria longa, criando um modo coletivo de todos os dtomos. Nesse modo,
um processo de ordenamento ocorre no sistema que pode ser definido pelo desenvolvimento de
correlacdes entre os dipolos pertencentes a diferentes 4tomos num processo de phase-locking!,

que muito lembra as correlagGes entre spins em uma amostra ferromagnética.

Esse ordenamento evolui de uma total desordem no meio em ¢ = 0. Quando a emissao
comega, as flutuagdes quanticas do campo eletromagnético do vdcuo agem em 4dtomos inde-

pendentes fazendo com que, eventualmente, aparecam correlagdes entre os dipolos através de

*Em trabalhos independentes do americano Peter P. Sorokin e do alem3o Fritz P. Schafer.

tTermo que se refere ao comportamento caético individual afetando as acdes ordenadas de um sistema coletivo.
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um fenémeno similar a quebra de simetria. Dessa pequena descricdo, fica claro que a super-
radiancia apresenta tanto aspectos quanticos, ja que se inicia a partir de ruidos do campo de
vacuo, quanto cldssicos, pois a emissao gerada pela radiacao do conjunto ordenado de dipolos
atomicos é andlogo a emissdo em fase de uma antena cldssica, num contexto de muitos corpos

envolvendo uma colecao de atomos de dois niveis e fétons.

Apesar da aparente simplicidade, o fendmeno superradiante é muito dificil de se analisar
em detalhes, por envolver conceitos de eletrodindmica quantica, de muitos corpos e da dptica
ndo-linear. A radiagcdo emitida propaga-se ao longo de um meio inicialmente invertido, apre-
sentando aspectos de propagacao e difracao nao-linear, dando origem a efeitos bem conhecidos
no contexto de problemas de propagacdo de pulsos luminosos: devido a emissao estimulada
inomogénea e processos de reabsorcao através da amostra, a radiacdo enfrenta processos que
alteram sua estrutura e frequéncia que sé6 podem ser entendidas por métodos numéricos re-
solvendo complicadas equagdes de evolugcdo ndo-linear. Esses efeitos de propagac¢do tendem
a reduzir o arranjo das fortes correlagdes interatomicas que é o principal aspecto da super-

radidancia, complicando consideravelmente a descricdo do fenomeno.

Todas essas dificuldades sdo amenizadas em um modelo descrevendo o dtomo como um
sistema de dois niveis mas, mesmo assim, apresenta dificuldades de se analisar em deta-
Ilhes. Esse tipo de representacdo para o atomo tomou a maior parte das atencdes e apenas
mais recentemente as atencdes foram voltadas para os efeitos que podem ser observados
na superradiancia apenas se considerarmos a natureza de varios niveis de energia atomico.
Assim, fica evidenciado outro tipo de dificuldade que vem do fato de que, na maioria dos ca-
sos, a emissao superradiante nao envolve simplesmente dois niveis nao degenerados, mas sim
transicoes atomicas conectando subniveis degenerados. A superradiancia entao resulta da com-
peticdo entre a emissao de componentes do campo tendo frequéncias ligeiramente diferentes
ou polarizagdes desiguais. Essa competicdo leva a efeitos de batimentos luminosos (batimentos
superradiantes), de flutuagdes de polarizagdo ou até mesmo a extingdo do fenémeno, resul-
tado da interferéncia negativa entre os componentes da luz emitida nas transicdes degeneradas

(subradiancia ou superradiancia limitada).

No caso mais simples, um experimento superradiante é realizado em um sistema atémico
exibindo essencialmente uma estrutura eletrdnica de trés niveis: o nivel inicial 7, o excitado
e e o estado fundamental f. Um feixe de laser pulsado, ressonante com a transicao i — e,
excita todos os dtomos (ou moléculas) no estado e, produzindo assim no tempo ¢t = 0 uma
inversdao da populagdo total na transicao e — g. A emissdo superradiante subsequente que

ocorre com frequéncia wy dessa transicdo pode ser detectada diretamente, medindo o campo
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irradiado com um detector, ou indiretamente, pelo monitoramento da transferéncia rapida de
populacao irradiativa do nivel e para o g. A emissdo superradiante tem sido estudada desse

modo nos dominios éptico, de infravermelho, de infravermelho distante e de ondas milimétricas.

A maioria dos artigos que abordam a superradiancia pode ser enquadrada em duas ca-
tegorias: aqueles que enfatizam os aspectos basicos (correlagdes atdmicas, simetrias e flu-
tuagdes em sistemas atémicos de dois niveis) e deixam de lado, ou subestimam, os aspectos
de propagacao, e aqueles que, por outro lado, tentam compreender por métodos numéricos
a complexidade do problema real e necessariamente perdem uma parte da simplicidade do
fendmeno bdsico. Muitas dessas abordagens tém sido tomadas para que seja possivel obter
uma descricdo tedrica da superradiancia e todas elas resultam ou em uma equacao mestra
do sistema atdmico, para a representacdo de Schrodinger, ou em um conjunto de equagdes
diferenciais de primeira ordem, conhecidas como equac¢des de Maxwell-Bloch, para a repre-
sentacio de Heisenberg. Além disso, muitas aproximacdes® foram introduzidas para obter
expressoes analiticas fisicamente transparentes que descrevem, ao menos qualitativamente, as
principais caracteristicas do processo de emissdo superradiante, tais como a aproximacao de
Born-Markov, de onda girante, de dipolo elétrico, hipétese de amostra de tamanho pequeno,

regimes dispersivo e de cavidade ruim, etc.

No inicio da década de 1970, o foco do estudo do fendmeno superradiante, tanto teorica-
mente quanto experimentalmente, se voltou para a geometria e dimensao do confinamento dos
dtomos, assim como a distribuicio dos 4tomos neste espaco. Alguns resultados tedricost?21
foram obtidos via abordagens puramente quanticas da superfluorescéncia quanto utilizando

aproximacdes semiclassicas??.

Uma abordagem diferente propde um hamiltoniano de campo médio de particula tinica®>"%®

como parte de uma equacao mestra completa de um operador densidade reduzido de um

corpo27i28

, no qual cada dtomo emite independentemente, induzido por um campo efetivo
comum criado pelas interacdes entre os momentos de dipolo atomico e o campo de radiagdo.
Para processos que ocorrem em intervalos de tempo menores que o tempo de relaxacao, esse
hamiltoniano descreve a emissao superradiante no regime transiente, caso contrdrio o processo
deve ser analisado por uma equag¢do mestra. O hamiltoniano de particula tGnica é tomado como
parte da evolugcdo unitaria da equagcdo mestra completa do operador densidade reduzido de
um corpo, sendo possivel obter os estados exatos de particula tnica para um atomo de dois

niveis resolvendo a equac¢do de Schrodinger dependente do tempo.

Neste trabalho, estudamos a superradiancia em uma amostra de N dtomos de dois niveis

9

com frequéncia de transicio atdmica wy“?, acoplada a dois modos de uma cavidade, de
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frequéncias w, e wy. A frequéncia atomica estd nas vizinhancas do modo w, e relativamente
distante do modo wj, a amostra interage ressonantemente com w, e dipsersivamente com wy,
responsavel pelo acoplamento entre os atomos entre si. Os componentes do sistema estdo
ainda acoplados a dois reservatérios térmicos um para os dtomos e outro comum a ambos os

modos para levar em conta as perdas possiveis.

Nossa abordagem a dindmica do problema consiste em obter, a partir do hamiltoniano to-
tal, uma equacdo mestra, pelos métodos usuais, para o sistema. Assumimos entdo os regimes
dispersivo, para o modo wy, e de cavidade ruim, para o modo w, €, assim, obtivemos uma
dindmica efetiva, a partir do método das perturbacdes via pequenas rotacdes nio-lineares=?,
para os atomos. Por fim, utilizamos a aproximacdo de campo médio para obter um hamil-
toniano n3o-linear de uma particula®® e, em seguida, o método dos invariantes de Lewis e
Riesenfeld®Y para obter as leis caracteristicas do processo superradiante e como este pode ser
modificado e/ou manipulado por nossa através da interacdo direta entre os dtomos viabilizada

pelo modo wy,.

No préximo capitulo, apresentaremos com mais detalhes o sistema proposto, explicitando
as técnicas que foram utilizadas para chegar as leis que regem o fenomeno superradiante. Ja
no capitulo 3, analisaremos os resultados obtidos e a possibilidade de manipulagdo da curva
de intensidade da radiacdo emitida. No capitulo 4, faremos as conclusGes deste trabalho e,

por fim, explicitaremos quais as perspectivas futuras de trabalho nesta area.
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CAPITULO 2

O fenomeno superradiante para

atomos interagentes

2.1 Modelagem do problema

Para estudar o fendmeno superradiante proposto em amostras de atomos interagentes
adotamos um sistema composto por N atomos de dois niveis e dois modos de uma cavidade
wq € wp. A frequéncia da transicdo atdmica wy é tomada de tal forma que esteja proxima
do modo w, da cavidade com o qual interage ressonantemente e relativamente distante do
modo wp,, em uma interacdo dispersiva com este modo, do que resulta o acoplamento entre

os dtomos, veja as figuras 2.1} O sistema ainda estd sujeito a um bombeio.

Wy

Aba

(exc)
wet

| Ol10leAI9SIY

(=]
=
he
L

©

>
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Q

v

)]
o

(a) (b)

Figura 2.1-Representacdes esquemdticas do sistema abordado.

O hamiltoniano deste sistema, na representacdo de Schréodinger, é dado por (assumindo,
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a partir daqui, que i = 1)
Hsist = Hétomos + Hmodos + V7 (21)

com V representando a interacdo entre os modos da cavidade, H o405, € @ amostra atémica,
H 4tomos, dada segundo o modelo de Jaynes-Cummings®? usual *. Cada um dos termos do lado
direito de ([2.1]) pode ser expresso como

N

Ha’tomos = Wo Z O-gn)7 (22)
n=1

Hinodos = Waa'a + wpb'h, (2.3)

N N N
V=g, Z (aaf) + aTa(,")> + g Z (bagf) + bTa(,n)> + mbTbZ <05f) + 0@), (2.4)
n=1 n=1

n=1

onde a (a') e b (b') s3o os operadores de destruicio (criagdo) de fétons dos modos w, e wy,
da cavidade, respectivamente; g, e g, sdao as constantes de acoplamento dos atomos com os
respectivos modos e k € a intensidade do bombeio. Por fim, af), 0(_n) e 02”) sao os operadores
associados ao enésimo dtomo que possuem a forma das matrizes de Pauli, satisfazendo a

algebra do grupo su(2).

Para levar em conta os mecanismos de dissipacdo, conectamos o sistema atomico e a
cavidade a reservatdrios térmicos, que geralmente sdo quaisquer sistemas fisicos que possuem

um numero muito grande de graus de liberdade. Isso equivale a adicionar ao hamiltoniano do

sistema, ([2.1]), os termos

Aok (acL + aTck> + Z ka (bcL + chk)

WE

Hgiss = Z (QkCLCk + deldk) +

k=1 k=1 k=1
N oo
33 A (0Pd] + o), (2.5)
n=1 k=1

que correspondem aos reservatdrios térmicos compostos por osciladores harménicos com
frequéncias €2 e (2 em estados cadticos com operadores de aniquilagdo (criagdo) dados
por ck(cl) e dk(dL), respectivamente; .., Ay € A, S30 as constantes de acoplamento en-

tre os modos w, e wy, 0 n-ésimo atomo, respectivamente, com o k-ésimo oscilador de seus

*(ver Apéndice |A)
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respectivos reservatorios. Assim, o hamiltoniano total do sistema é escrito como

Htot — HO + ‘/, (26)
ou,
N 0o _
Hy = waata +wbfb + w3 o + 3 (ch,zck + de;dk). (2.7)
n=1 k=1

N
V= Zga (aa +ato™ ) + Zgb< ) 4 bTU(_”))

+ kb'D Z <af) + a(_")) + ) Ak (CLCL + CLTCk)

n=1 =1

k=1

O préximo passo é escrever a equacdo mestra do sistema completo, o que pode ser realizado
o seguindo procedimento usual’. Ao efetuar os passos descritos acima, obtivemos a seguinte
equagao mestra, na representacdo de Schrodinger, para o sistema de dtomos interagentes na
cavidade acoplados aos respectivos reservatérios

d

= pat) = =i o, 1)) + £p(0), (29)

onde o primeiro termo do lado direito de (2.9)), que contem o comutador de Hg;s com p(t),
representa a evolucdo, livre de dissipacao, da amostra, dos modos e suas interacoes e o termo

restante

Lp(t) = naTaLlalp(t) + (1 + 1) Tallalp(t) + 1D LB p(t) + (1 4 7))L LIb]p(F)
+ L1 Llal, blp(t) + (1 + i) T1abL[b, a']p(t) + nal2a L[0T, alp(t)

N
+ (1 + 7g) DaaLla, blp(t) + a0 > Lo\, o™ ]p(t)

n,m=1
N
++ Y Llo™, o™ ]a(t). (2.10)
n,m=1

dado pelo superoperador de Lindblad, que para um dado operador S é representado por

L[S]p(t) = 28p(t)ST — STSp(t) — p(t)S'S, (2.11)

f(descrito detalhadamente em
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e para dois operadores S e R,
L[S, R|p(t) =28p(t)R — RSp(t) — p(t)RS, (2.12)

é responsavel pelo efeito dissipativo ou evolucao irreversivel do mesmo. Ja os termos I'y, [y, T,
I'iap, I'agp s30 as constantes de amortecimento dos modos da cavidade, do sistema atomico e os
termos cruzados devido a existéncia de um reservatério comum aos modos (ja que ndo fizemos
nenhuma hipStese de que partes diferentes do reservatério comum n3o troquem informagio),
respectivamente. Por fim, n,, 0, e 7 representam o ndimero médio de quanta dos reservatorios

nas frequéncias w,, wp € wy,.

2.2 0O método das perturbacoes via pequenas rotacoes
nao-lineares

Para prosseguir nossa abordagem ao fend6meno da superradiancia em amostras de dtomos
interagentes, adotamos dois regimes de interacdo para a andlise da evolugcao do sistema: o
regime de interacdo dispersiva da amostra atémica com o modo w; e o regime de cavidade
ruim para o modo w,. O regime dispersivo é adotado para evidenciar o acoplamento entre
os dtomos da amostra e o de cavidade ruim faz com que o respectivo modo da cavidade aja

como um canal de relaxacdo comum para os atomos, facilitando assim a emissdo espontanea.

Para ambos os casos, utilizamos o método das perturbacdes via pequenas rotacdes nao-
lineares3%, com o qual se pode obter a equacio mestra efetiva do sistema, de forma pertur-
bativa, via primeiros principios € ndo por simples adicao de termos fenomenoldgicos, incluindo
de uma maneira sistematica todos as perdas em processos do sistema abordado. Primeiro,

33

vamos analisar o regime de interacdo dispersivo®?, onde a dessintonia entre a frequéncia do

modo w, e aquela dos dtomos, A|wg — wy|, satisfazem a relagdo,

gV + 1 < Al < wy, (2.13)

onde 7, € o nimero médio de fétons do modo wy.

Primeiramente, reescrevemos o hamiltoniano do sistema, (2.1)), de uma forma mais con-

veniente para a aplicacdo do método, introduzindo o operador

N
Ny =blb+> ol (2.14)

n=1

Ver o apéndice
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de forma a obtermos

N N
Vi :waaTa—i-AZag") —l—gaz ( (n )+a (n)>
n=1 n=1
N N
> (bo—(f’ + bTo—(_”)> + b > (bai") + o—(_”)>. (2.15)
n=1 n=1

Em seguida, definimos o operador

= exp{ A] 2 Z ( — bl (")) + &b%é <US_") - 0'(_")> }, (2.16)

através do qual realizamos a transformacdo unitdria

pu(t) = Upp(t)U, (2.17)
retendo termos de ordem |§2, leva ao hamiltoniano efetivo
B N N
Hepp = UbeUl:r = waa/Ta + Ay Z aﬁ”) + 94 Z (aa(f) + (ITO'(JZ)>
n=1 n=1
N
+0, Y <a<+m)o—(”) + o™ (")), (2.18)
n,m=1

apresenta interacoes atomicas dipolares, representados pelos termos oo _ e seus hermitianos
conjugados, além de deslocamentos Stark dependentes das excitacdes dos modos, representa-

dos pelos termos adicionais proporcionais a o, e definimos

3K
A N Il T ) 1 1
+2|A|< b+ 1) + QW(bb) + ga‘A’<ab +ab)
K gpk 1 1
2ga—b'b( al == b bTo— = | + 0| bbT — = 2.1
+g‘A| <a+a>+|A| < 2>+ 51 (2.19)
3 9 t
T m(b+ b ) (2.20)
A transformagio unitdria (2.16)) também leva aos resultados
ﬁaran{c[aT] psis(t)}UbT = 7l Llal] (1), (2.21)

(1 + ﬁa)Fan{E[a]psis(t)}UbT = (1 + ﬁa)raﬁ[a’]pb(t% (222)
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ﬁbeUb{‘C[bT]psis( } = npl Z { LY py(t |i| (E[U(f)ab]Pb(t)

n,m=1

+ Lo, a<_">]pb(t)) (c[bTa+ Blp(t) — L[t ™, bl ()

2

LI, b (1) = L1060 )y (1)) + 2&2 (£l blpm()

[A]

2 2
+ L[, b |pp(t) + Loy, 0 ]pb(t)) + JAP (E [b (O’+ o ) ,b] po(t)
o™

) o) + L1, b0 1) — L1610, b0 1)
— L™ b ™) py(t) + L[bTe™, bo ]pb(t)> + e (a[(zﬂ — D)™ b py(£)

Lo b(ol -

INE
+L [Uim) (UT) - J@) , b} pu(t) + L [bT, (0(,71) — 0@)0@)] pu(t)
+ L[, (b — bHbo ™) py(t) + £ [051”, (ba(_m) — b >)] pb(t))

4L [(b%‘ﬁ) - bTa(_”)) , a(_m’] pb(t)) } (2.23)

(L) CoUp{ L0)pis (1) UL = (14 7)T 3 {L’[b]pb(t) + 2 (200, 6oy (1)

n,m=1

+ L[ o)1) + ﬁ (Lloo™. b1l pu(t) — L1, 1]y (1)

2

+ L[b, bl ™ py(t) — L]b, bTa@]pb(t)) + 2|9Ab|2 (c[ba;n>, b oy (1)

2

LW (0) + Lo o) + 57 (£ [p( = o) 0] )
+£:b,bT(a S)]pb )+ L[bo™ 61T py(t) — L[bo™ 6T py(t)

n m K n
— Lo, bt ™ py(t) + Llbo'™ bl )]pb(t)>+ P (z[(b—bT)bag>,bT]pb(t)

+ L :<a(_n) — 0@)0(7”), bT] po(t) + L |, o™ (ain -0’ }pb(t)
(

| )
+ Lo, (b = D)™y () + £ [0, (b = o) (1))

+ L[ (b0 = b0), o ot ))} (2.24)

N
ml1aUn{ Lo, boss (V0 } = 21 Y {c[a*, lou(t) + 3 Lla' o lpu()

2
+ m <£[aT, bO'(_”)]pb(t) — E[CLT’ ba@]pz;(t)) + g_b/;[aT’ bU(n)]pb(t)
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2 2
+ Q\AP[’[G ,b(a+ o ) }pb(t) + AP <£[a (b —=bN)baM]py(t)
+ L (o) = oo on(r)) } (225)

(14 )1 U] £16, 'l (8) U + (1 —|—nb>F1abZ{ b, al]py(t %L[aﬁ”haf]pb(w

+&(£[b0(_n)7a”pb<t)—/:,[bO'_,_n ,aT]pb(t)> 2|9Ab|2 b ™. at] py(t)

2

i m _ )\ i Kgb TR
+ 2‘A’2£[b<a+ o) al| i) + AT (£l ~ o™ aflou(t)
+ ﬁ[(U(_”) _ O—i”))ba&”))aT]pb(t)) }, (2.26)
ﬁar2ab[]b{,C[b-r7 a]pszs( )}Ub = gl 2ap Z { —|- WE[U+ ’ ]pb(t)

2

KR n n .
+ W(ﬁ[bm ,alpy(t) — LT ,a]pb(t)> + 2‘9Ab|2,;[bfag ). alpy(t)

2 2
R T (n) _ _(n) Kgb ‘. f _(n)
* 2|A|2£[b (UJF 7= > ’a} po(t) + 2| A2 <£[(b b)bla, alpy(t)

+ L[(6") = el a]pb(t)> } (2.27)

(1 + ﬁa)FZabUb{[’[a> bT]psis(t)}UT = (1 + na) FQabZ { a, bT pb + W‘C[a y 04 )]pb<t)

K n n n
+ |A—|(£[a, bJraSr Npo(t) = Lla, blo” )]pb(t)> + ﬁﬁ[a, bia (™) py(t)

+ 2|’i|2£[a,bf(g<+n> _g<_”>>2] (t) + 2’&72 (c[ (b — B)bi o]y (1)

Pb
+ Lla, (o — a£">)ba£”>]pb<t>) } (2.28)

DRI RGN T nr< 77,0 (0) + 2735 (Vo (1)

n,m=1 n,m,p=1

2
+om(t)bol™ ] + 205 ol <>”+o-<+ prlbbo ™ ] + 2005

[bTagn)pb(t)bagm) + Ji)ag Jop(t)o™ — bTba( Vo)™ — bbte™ py (1) o™
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2
+ 0™ py(t)e M o® — o py(t)bbo (™ — o py(t)bbT o (m] + QW

[(010)2 (o) = o) o)™ + o1y (1) (010)* (51 = ) —{%[bo—%(ﬁ)

agm)btagn)} + ﬁ [U(_m)bTba + 0o ™o n)} + |ib|2 [ba(mbTa/ﬁ”) + U(_m)Uip)UiLn)
- bba+ 0+ — bblo" ) +o™Me )agn) — U,m)bebchr — ol )bTbTU(,n)]
2
+ AR 02 (0 = o) + 00 (01 — o)l >},pb<t>}) (2.29)

N N
> IO L, o™ o Ut = > (14T (5[0@, o™ py (1)
n,m=1 n,m,p=1

DR [ba(” b(t )asrm) + o™ py ()b (m)} +2—

A o (1)o'”

A

2
+ 0 py (1)b b ]+2 & [ a0 4 oD py (1)

AP
— biba ™ py()a™ — b py ()0 + o py()aVe® — 5 py (1)bTb
™ oy ()T }+2|A’2 (0102 (04 = o) py(t)or ™

+ a(,m)pb(t)(bfbf((f(,") - Uf)ﬂ {‘i| [bTa( ™o 4 a(m ba("} + ‘Z| [UJF bbio!

2
+ bblolmo ] + T Al2 (Voo 4 M0 — byl ) — piyiolm o

2
+ aim)a(f’)ag”) — a+m)bbTa(_n) — asrm)bbain)} |A|2 [ (bTb) ( n) a(_"))

+ (bTb)2<0(,n) — 0@)0@)} , pb(t)}) , (2.30)
e a equacgdo mestra efetiva para o sistema no regime de interacdo dispersiva
ipb@) z'[Hefb 1)) + Lon(t) + 2 Euft) + B ED 1)
dt v !AI AR
S(b) K2 (b) go =(b)
— —— t 2.31

onde definimos

Loy(t) = 1 ToLlapp(t) + (14 ) ToLa] po(t) + neTuL[01] pu(t)
+ (1 + ﬁb)FbE[b]pb(t) + ﬁbrlabE[GT, b]pb(t) + (1 + ﬁb)FlabE[b, CLT]pb(t)
+ o L[bT, alpp(t) + (1 + 70)TaasL[a, bT]py(2)
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N

+ 0 {0 ps(t) + (1 + DLl oo (1) . (2.32)

n,m=1

N

Egb)pb@) = Z {ﬁbe <£[0’_(i_n)7 b]pb(t) + ﬁ[b (n)]pb(t)> + (1 T ﬁb>rb (E[O.(_")’ bT]pb(t)

n,m=1

+ L[, 0)on()) + T Llal, 0Py () + (1 + ) TranLla, o (1)
+ a2 L0 alpa(t) + (1+ 1) Do L0, allpy(t) + T [ 46107 py (1)

+ 40" py ()b ™ — {260 ™ol + 20" o ,pb(t)H +(1+ﬁ)r[4bo—§”>pb(t)a(+m)

+ 40" pb( t)btolm {Qba(m ) 4+ 20 baz ,pb(t)H }, (2.33)

N

Lmt)= > {mrb(ﬁ[b*a§">,b1pb<t>+£[b*,bo§">1pb<>+£[a+, o "lpu(t))

n,m,p=1
(14 )Ty (L0008 po(1) + L0, 60y (1) + L0, 0 po(1) )
+ ﬁgbflabﬁ[aT, bU " ]pb( ) (1 + ﬁb)f‘lab[,[a bTain)]pb(t) + ﬁaFgabE[bTagn), a]pb(t)
(1 )T lbo allpy (1) + AT 85100 gy (b0l + 2070y (1)

— 2616 py (1) (_ — 26 ™ py (1) ™ + 20 py (1) ™M 0P — 26\ py (1) b ™

z

= 20000 — {46000 1 0o W a () — bl — bla ™ol
+0™o (p) ol — oﬂm)bfba(") — agm)bTbTo(,n), pb(t)H + (1 +7)T [8ba£”)pb(t)bTagm)

+ 205 py (¢ ) beaf)pb( ) — 2bbio" pb(t)asrm) + 20(_m)pb(t)05:1)0§p)

— 20" p, ()T b0\ — 26 p, (1)bT b1 {4bTsz)bJ£n) + Moo 4 oM oW
— bbte™ e — bibg™e ™ — oM™ — o Mphe™ pb(t)H } (2.34)

N
Y 1 n n 1 _
LOp(t) =Y {énbrb[ﬁ[bwi%mpb(w—z[b*ff‘%b]pb(t)] + 5L+ m)T,

n,m=1
20 b0 ou(t) = £, 00y (1)] + maT o (£1al, 0o (1) — Lla b ()
+ (]— + ﬁb)rlab (ﬁ[bo‘&n)7 aT]pb(t) - ‘C[bggrn)a Cﬁ]ﬂb@)) + ’ﬁaFQab (E[nggrn)a G]Pb<t)

— £B10®, alo(0) [6 (o1 —0) " a] (1) + (14 7)o (Lo, B0 (1)

- ﬁ[a,bTa(_")]pb(t)) +ql (2 [b*bagm o)™ + ™ oy ()b b ™ ] - {a£m>bTba§">



28 2 O fenomeno superradiante para atomos interagentes

+ bibe ™o, pb(t)}> + (1470 (2 [b*bagm oo™ + ot py (£)bTbo (™)

—{BatMa 4 oM §">,pb<t>}), (2.35)

£Vl = i {;nbr,, (<l (o= o) ]t 2o = o) ot
=1

2
+L [b, bt (ﬁ” - aj">) }pb(t) + L™ b1 ™oy () — Lbo™, b1 py()
2
— L™ bt pe() + Lo, b*&m)]p,,(t)) + Dl [af, b(a@ . a£”>) }pb(t)
2 2
+ (1 + ﬁb)FlabE [b (O_S_n) - O'(_n)) ,CLT:| ,Ob(t) + ﬁaFQGbE |:b (O'g_n) - U(_n)) ),GT]pb(t)

+ (1 + 1) Cop £ [a, bt (US:L) — a(_n)>2] pp(t) + 7l < [(bTb)2 (0(_n) — O'_(:L)> o)™

+ o™ oy (1) (10)? (a(f) . a@)] - { o™ (bt)? ( ol >)

4 (bHh)? (a@ - a£“>)a$">, pb(t)}) +(1+7)T ( [(bTb)Q (a@ - a@) po(t)o™

+ 0™ oy (£)(67D)? <a(_") - a(f))] _ {a(;")(bfb)? (af) - a(_”))

+ (b'h)? <o_"> - a(f)>a<_’">, pb(t)}) } (2.36)

£ py(t) = Z {%ﬁbe (L‘[(b =l blpy(t) + L]l (a1 = a), 8] pu(2)

+£[b*,< ) &m>]pb(t)+c[bT,(b—bT)bagn>]pb(t)

+£[ ( — b )] () +£[<b*a(+") . bTa(n)>,a(m)}pb(t)>
+§<1+nb>rb( (b — )0, by >+£[( o) ol™, b| (1)
+c[b,a$”( (m) _ )} (t) + L[b, (b — b)bTa™)py (1)

+ L [0(,"), <bTa£rm) — bTU(,m)ﬂ pu(t) + L [(ba(,n) — bol > aim)} pb(t)>
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+ 7l (E[aT, (b — 0N ™)py(t) + LlaT, (0™ — ¢ )bo ™) pb(t)>
+ (1+ 7)1y (L‘[(b — oMb ™, al)py(t) + L[(6™ — b ™, a] pb(t)>
4 71 o (q(b* —b)bte™ . alpy(t) + L[ — o™ )b, a] pb(t))
+ (1 + 7ia)Tom (E[a, (b = B)b ™) py(t) + Lla, () — a£">)ba£">]pb(t))

1
50 (2(5 + 0o al™ oy (1) — 2(bTbT + bbTB)o ™ py ()™
— 270 ™ (2670 + 1) py ()™ + 4bTe ™ py ()T bo ™) — {0(_n)(b + bT)agm)af)

— o™ @00" + 0b'0)o | — "™ (201h + 1) + blbo (™ szo—g"),pb(t)}>

+ (1+ﬁ)F<2(b+bT)a” o™ oy (1) — 2(bT0b" + T 1) py (£) ™)

N| —

— 200 (2670 + 1)y ()™ + 4bo ™ py (£)bbT ™) — { (b + bHo o™
— o bbt + bb1b)e ™ — o™ b (2670 4 1) + bbTe ™ 200 (M, pb(t)}> } (2.37)

Para o regime de cavidade ruim do modo w,, a taxa de perda deste modo, I',, deve

satisfazer a relacdo
g < Iy, T (2.38)

Definindo um novo operador unitario

= exp{ - i <a0+ a(_n)) }, (2.39)

¢ n=1

seguimos novamente os passos expostos acima (quando da utilizagdo de operador U,) para a

realizacdo da transformacdo unitdria

pa(t) = Uapb<t)U;r> (240)
que retendo termos de ordem £ FQ, leva ao hamiltoniano efetivo
N N
Hefo = UaHef,ij = waeala + A, Z ai”) + Ga Z (aaf) + CLTO'(_n))
n=1 n=1

+Q, Z ( ™ 4o, (2.41)

n,m=1
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onde definimos

Ay = A +w, + 22 9 <2bTb+1>+§—<bTb> +29a|A| (ab*+a*b>

2|A 24|
+29—bfb( )+gb bbb — S| ot (o=t
A A 2 2
2
Ja wa — A f
Fa(H - >(2aa+1), (2.42)
2
S b g w, — A
Qu = =2 b+ b Zalq 2.4
2IA gb+m(+ ) +Fa< = ) (2.43)
A
ga:ga<1+°’“r ) (2.44)

onde vemos novamente termos de deslocamento Stark dependentes do niimero de excitagdes

dos modos e interagdes atomicas dipolares entre os componentes da amostra; e aos resultados

nalaUad Clalon(t) } UL = nara{z[awpa(t) Y (£l alpa(t) + Llal, 0™ pa(0))

T, &
+ 5 2 (Llalol? alpn(t) + £l 0o lon(0) + Lol oo (0) } (2.45)
(1+ 1) Tl {c[ ]pb(t)}UT: (1+ a)r { a)palt 13—“2(5 @ afpa(t)
+Lla.oPln(®) + 223 (Llaot.allpu(t) + Lla,alo]pu(0)
+ L™, a@]pa(t)) } (2.46)
ﬁbrbUa{z[bT]pb@)}Uaf = ATy L[] pa ), (2.47)
(1+ ﬁb)FbUa{ﬁ[b]Pb(t)}UaT = (1 +np)IL[b] pal(t), (2.48)

ﬁbFlabUa{E[aT, b]pb(t)}UaT = nbf‘lab{ﬁ[aT, blpa(t) + % Z 5[05:1), b pa(t)
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n=1

9 N
9q n
+t e E Lla'o! ),b]ﬂa(t)}a (2.49)

1+ ) C1alad £, alloy(0) }ULT = (1 +nb)rlab{c[a, blpa(t) + 253 Lo b]pu(t)

LN

QN

g_z [ac™ b1 pa( )} (2.50)

ﬁafgabUa{,C[bT, ] pb(t)}UaT - ﬁaFgab{L[bT, alpa(t) + f,— S L, 0 ™)pa(t)

2 N
+ % > Lt act] pa@)}, (2.51)
a n=1
(1+ ﬁa)FgabUa{E[b, aT]pb(t)}UaT - (1 + ﬁa)Fgab{L[b a'lpa(t Z L[b, O'+ |pal(t
P -
+ 253" £lbalo™lpa(t) o, (2.52)
a n=1

ZUFU{ ‘7+> ] } Z 77F< U+v ()]Pa(t)"‘?_z

z

T, r2 :
o™ gt o™ _ gl g™ L om0 5w _ ) ot
— agm)aTaTa(,n)] , Pa(t) }) : (2.53)

> @+ Ll et fU.t = Y (1+77)F<£[ .o pa(t)

n,m=1 n,m,p=1
Ya

+ = T [4(10( ) 0a(t)a™ + 46" p, (t)a’ gmﬂ 2 [8aa(”)pa(t)aT0£m)

+ 20(_”)02”)/)&(75)0&”1) — 2aaag_")pa(t)05rm) — 2qato™ )pa(t)asrm) + 20(_m)pa(t)05f)a(p)

z
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Z

- 20(_n)Pa(t)aTa0im) - ZJEn)pa(t)aTaTo(m)] {ga [Qaa(m) ™ 4 20( ™ o™

2
+Ja [4(1%2’”) " 4 oMe®o™ _ atate™e™ — afac o™ 4 oo ® o

[? ?
— o™ aafe™ — aim)aaas_")} , Pa(t) }) : (2.54)

SeU L () pUT = 2 i T (L[, blpa(t) + LT, 0™ )pu(?)
A IN

+ (14 )T (c[a@, b]pa(t) + £[b, 0% pa()) + maT1aLla’, oo (2)

+ (1+ ) TranLla, 0] pa(t) + naloa Llo\™  alpa(t) + (1 + na)FgabE[aS”) a'lpa(t)
4l [4bT0§")pa(t) ™) 4 46 po (£)bor ™ — {260 ™M 4 95yt n a(t)}]
+(1+7)T [4bag”> pa(t)a™ + 40" p, ()b — {2ba§m>a_”)

+2aim>ba§">,pa(t)}]}+%|% 3 {Qﬁbe<£[aTo—§”),b] NORCURTQIPAG)

gl
+ 21+ 1)y (Llao ™, 0pa(t) + £, alopa(1)) + 2 T1an (2L1aT, a0 (1

+ L™ o )]pa(t))—I—(1+ﬁb)F1ab(2£[a,aTagn)]pa(t)+£[0(_ (m)]pa(t)>
+naF2ab<2£[a o™ alpa(t) + L[o", 0™ pa(t ))+(1+m)rgab(zﬁ[aag”),aT]pa(t)
+ L0, M pa(t)) + 200 2600y ()0 — 210l 6 po (1)

+2bte™p (t)aa(m) +2aTa<”> 2 ()™ — 26\ py () ac ™ —2a$‘>p2(t)a%—<_m>

— ! —bac™ o™ _ pate™ s + bo™gt ( ) + aa bT U(,m)bTaa(n)
+ + 04 +

— o ™Mptate™ ,pa(t)H +2(1+ )T [2b& o™ py(t)a\™ — 2bac ™ py(t) o™
+ 200 py(t)al o™ + 2a0 ™ py ()b o™ — 26" py(t)aTa™ — 26" py(t)ac!™
(

— { —bfafe™ o™ — blac™ o™ + o™ ac™ + afo™bo ™ — 6™ bal o™

™ bag™, pa(t)}] } (2.55)

% RS
b (b) T 5 T 5(n) T po(m)
|A|2U {E ( )}U(l - |A| {anb (‘C[b P 7b]10b(t) + E[b 7bgz ]pb(t>

n,m,p=1

+ Lo, o (1 )Ty (L0, by (1) + L[, b ™y 1)

+ E[ _ ,O'+ > -+ nbflabﬁ (l bO' " ]pb(t) + (1 -+ ﬁb)Flabﬁ[a, bTO'En)]pb@)
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+ Do L[bTa ™ a]py(t) + (1 + ﬁa)Fgabﬁ[ba(”), a'lpy(t) + 7T [819*0—5” py(t)ba (™

+ 2006 o, (1)5™ — 26166 py ()™ — 26T bT6 ™ py ()0 + 208 py (1) o @)

— 20" pb( b — 208 py (b0 — {4bo b0 1 0o Wo ) — p Mo
— bl ™' 4 oMW o—(_"‘)bTbo(") — o™ bTbTo—_’”, pb(t)H + (14T

8ba™ py ()01 (™) +- 207 )a(”)pb( ) 2bb0+ pb(t) 2bbT0(,)pb(t)a( )

+ 20" (1)o@ — 20(_n)pb(t)bTbJ — 20" py ()b o™ {4bTO'Zm)bO'£n)

+ o MaP g™ _ iyt tm o™ _ pipgim o) g 5 0 g _ G mlpphg )

— o™ b ,pb(t)}]} (2.56)

e a equacao mestra efetiva para o sistema no regime de cavidade ruim

a = —i 9o [0 #(b) Yo (a)
dtpa(t) - Z[Hef,aapa(t)} +£pa(t) + |A| 1 Pa (t) -+ ‘A"C ( )+ Fa’C ( )
0 Ya 7@ a0 o
TN pa(t) + 55 Lo Pa(t)JrW 2 o (t)+W pu(t), (2.57)

onde definimos

Lpa(t) = naLaLa'pa(t) + (1 + 71a)TaLlalpa(t) + 16T L[bT] 00 ()
+ (1 + )Ty L] pa (t) + nyLrapLlal, bl pa(t) + (1 + ) D1 L1b, all pa(t)
+n Fgabﬁ[b alpa(t) + (1 + 1) TaasLla, b pa(t)

+ {nccu, "ou(t) + (L + ML, o pu() . (258)
2Vpu(t) = = dmlu(£000 lpa(t) + Lo ™ )pu(t)) + (14 7)1y (£10, b]pa(t)

+ £0,0)pa(t)) + AT 1anLlal, o™ pa(t) + (1 + ) TranLla, oo 1)
20 £100 alpa() + (14 ) Ca L™ allpa(t) + 7T 4610, (1)

+ 4J$Z)pa(t)bagm) — {21)0 ) +20™plo! ,pa(t)H + (14T [4602”);)&(15)05:71)

+ 407, (0™ — {2010 4 20000, po (1) ] } (2.59)

N

pt)= Y {ﬁbrb(ﬁ[b*a§“>,b1pa<t>+c[b*,bo§“>J A0+ £08, 0™ pult))

n,m,p=1
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(14 )Ty (L0007, 8] pa(t) + L1660 pa (1) + L0, 0 pal(1))
+ ﬁbf‘labﬁ[aT ba(”)]pa(t) + (1 + np) 10 La, bTagn)]pa(t) + ﬁalﬂgabﬁ[bfagn), alpa(t)

+ (1 + na)Taap L[be™, allpa(t) + 7 [szﬂag”) pa()bs™ + 25 p ()™

[bo
— 21 b0\ pa(t)o (_ 2176 ™ py (t)o™ + 20 pa(t) Mo ®) — 26 o, (£)bbo ™
=200 pa ()bl — {4botblol) 4 oD bho(Mo — bbloo
+o™o (p) o™ — afm)bTbcr » o Mptpta ™) pa(t)}] + (149l [8b0(”)pa(t)bT0§m)
+20% 6 p, ()0 I™ — 2bb0+ Vpa(t)a™ — 26676 ™ o (1) 0™ + 26 py (£)o (Mo @)
— 2(7(,71)pa(t)lfrbmr — 25" p (t )bTbT {4bTJ£m)b0§") + O'Er )ng)a(,) + a(j”)a(f)ag")
— bbte™ e — bibe™ e ™ — oM™ — o Mphe™ pa(t)H } (2.60)

pty= 3 {%nbfb [0 pu(t) — £110™ Hlpu()] + 51+ AT
20,00 (1) — £101, b0 u(8)] + 1uTsas (Lol b0 ™ pa(8) = £la b0 palt))
(14 1) (L0606 T pu(t) = £160%, alpa(t) ) + 2T (L1061, alpa(2)
10, alou()) £[6! (01— ) a] pult) + (14 710) o ( 0. B0 a0

—E[a7bT0(_")]pa(t)> 40 (2 [bTbagmpa() () 4 o™ (400 mq {a(_m)b*bagm

+ bt pa(t )}) +(1+ﬁ)r<2[bfba§"> L) + 7 oo ()b b ]

2
+/:[b, bf(a@ —a_m>) ] palt) + LIbe™ Wi "™pa(t) — Lbe™ 610 pa(t)
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+ (14 )L [0 aﬁ”))Q, '] pat) + 7aT2as + (1 + )Pt

c [a, bt (ai Q (”)) ]pa( ) + 7T ( [(b*b)2 <a(_”) - o—(ﬁ)) pa(t)o™

+olp ) (o~ 0)] = {o w2 (o) — o)

0 (o = o)l pa<t>}> (L +a)T ( 0167 (1 = o) put)o
+ 0B (e = o) | = {o M B0 (o) — o)

N
1 m)( _(n n
)= Y {iﬁbrb (ﬁ[(b*—b)b*a§”>,b]pa<t>+ﬁ[0(+ (A= o).t outt)

+£[0f, (e = o)™ | pa(t) + £, (b = 6100 pa (1)

o\, (ba(,m) — baim)ﬂ pa(t) + L [(bTa(f) — b“f@) : a(fn)} pa(t)>

+§<1+m,>rb( (b~ b)bot b*]pa<>+c[( "= o)ol™ b pa(t)
+£]b,o (o7 - )} b, (b — b)bTo™]p, (1)

+£[a£”)a (chu - )] K _bar)> W}pa( )>

+ L (£la, (b= )b )ou(6) + Lla', (6 = 01 )bo (1))
(1 )T (£1(0 = 800, alpalt) + L1 = o)™, Tl (1))
o a2 (L1 = D)0, alpa(t) + £](0 - afhb*afk alpa(t))

+ (1 + 7ig)Dous (E[a, (b — b)bT ™) pa(t) + Lla, (61 — 6™ Yoo ™) pa(t)>

1 -

Qnr< (b4 bho Mol pa(t)a® — 2(b1bb" + bbTb)o ™ pa ()™

— 2670 ™ (2670 + 1) pa (£)0 ™ + 4610 pg (£)bT b ™) — { b+ bh)omat?)

— o™ (bbb + bbTb)e () — o bte ™ (26T + )+bTba§m>2bT0£”’,pa<t>}>

+-(1+7)r <2<b + 60 py ()a P — 2067 60" + bbTB) o™ p (£)o )

N | —

- 2b05rn)(2b*b + l)pa(t)aim) + 4bo (™ p, (t)bbTa (™ — {0‘3_”)((7 +bHe )



36 2 O fenomeno superradiante para atomos interagentes

oM (bbt + bbib)e ™ — o™ b (261 + )+bbTagm>2bagn>,pa(t)})}, (2.63)

L% (1) =Y {nara(c[o@, alpa(t) + Ll 0™ )pu(t) ) + (L4 7a)La (L0 a1

+ L0, 0 pa(t)) + AT1a Lo, Blpa(t) + (1+ ) Cran Ll 1] pa(t)
+ 7iaLaap L[0T, 0 pa(t) + (1 + 7ig) Do L[b, 0] pa(t) + 7T [4afagn> pal(t)s™

+ 400 pa(t)act™ = {20000 + 20l po(t) b] + (14 )T |40t p ()

+ 40(_")pa(t)aTa§m) — {Qaa(m) ™ 4 20( )aagn),pa(t)H }, (2.64)

L) = Y {ﬁara(z[a*a,g") alpa(t) + LIt a0, (1) + Lo, 0™ o (1))

n,m,p=1
+ (1 +7q)l <£[a0§n)a aT]pa(t) + L]a, aTag )] o(t) + ﬁ[ - ’U+ )]pa<t)>
+ ml1anLlal o™ bl pa(t) + (1+ 1) T1anLlac™, b1 pa(t) + Mo L[0T, a0 pa(t)
+(1+ m)rzabﬁ[b, alopa(t) + 70 [8al 00 pa(t)ac™ + 2001 p, (£)0™

—2atac\ p,(t)o™ — 2atatc™ p,(t)a™ + 20 pa (1) Mo ® — 261 p, (1) aac ™

— 20 py(t)aata™ — {4@03”)@%2”) + ot g ol — aac™o™ — aato™ o

+o™ (p) o™ — agm)aTaasr”) —o™alq )H (1+7n) [Saagn)pa(t)aTogm)
(n)

+20% 6 p, ()0 T™ = 2aa0\" p, (1) Sr ™ —2aa’c™ p(t)o ™ + 26 p, ()0 M P

— 20" p,(t)al aaﬂ”) — 20" p,(t)aale™ — {4aTagm)a0§") + aim)agp)a(_n)%—

— aTaTU(_m)U(n) — aTaa(m)J(") — a(m)aaTU(n)

z - + - + -

Jim)aaaf),pa( )}] } (2.65)

Utilizando a aproximacg3o de ondas girantes, pela qual eliminamos (através de uma média
temporal numa escala de tempo adequada) termos fortemente oscilantes, simplificamos o

operador densidade como obtido para a forma

d

2
. g ga ~la
Zep0lt) = =i [Hega palt)] + Lpalt) + 58 palt) + 2525704 (1)

A

2
ll{ o~
] APﬁS’)pa(t) (2.66)
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onde
Lpa(t) = nelaLa’]pa(t) + (1 + 71a)TaLlal pa(t) + npLpL[b] pa(t)
N
+ (L4 aTLBlpa®) + Y T{aLlol, o™ ]pa(t)
n,m=1
+ 1+ )L™, o pu(t)}, (2.67)
N N
LYpalt) = > {nbrbc[a+ ™ pat) + (14 )L™, 0] pa(1))
n,m,p=1
+ ﬁF[ — 2100 pa(t)o™ — 26\ p, ()00 { — bbio™
a1 AR pa(t)H —2(14+p)r [beTa ' pa(t)a™ + 26 p, ()0 M o P)
— 26" p, ()60 ™ — ™ p (£)bTbH " — { — bbo (™™
oMbt ™, pa(t)H } (2.68)
- N1
Lpalt) = Y {ganb (ﬁwai o™ pa(t) + LT, baimﬂpa(t))
n,m=1
1 n m n m
+ 5 (1m0, (E[bo(_ ) bt o™ pa(t) — LIbe™  bio )]pa(t)) } (2.69)
N N
L pat) = ) {naF Lo, 0™ pa(t) + (14 1a)Tal o™, 0] pa(0)
n,m,p=1

+ ﬁf[ - QaTaasrn)pa(t)a(,m) - QUin)pa(t)aaTa(m) - { — aa’e™ Sf)

— o ™afact”, pa(t)H +(1+ ﬁ)F[ —2aatc™ p,(t)o"™ — 26" py()atac™

— { —atac™o™ — 6t aato™, pa(t)}] } (2.70)

Em seguida, lembrando que estamos considerando os regimes de cavidade ruim para o
modo w, e de interacao dispersiva do modo w;, com a amostra, é natual considerar que ambos
os modos permanecam em seus estados de partida. Logo, assumindo que o modo w, esteja

inicialmente no vacuo e o modo w, em um estado coerente, isto €,

pa(o) = ’0a><0a’7 pb<0) = |ﬁ><ﬁ|7 (271)
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segue-se que

He = Trop{ Hepo} = QZU“‘ XY (A oMo 131, 272)

n#m

é o hamiltoniano efetivo do sistema de d4tomos interagentes no regime de interacdo dispersiva

para o modo wy e de cavidade ruim para o modo w, onde

0= 2w+ o 218+ 1) + S ol

2|A|
2
gb/{ 2 _ - ga wa_A
|A|%{B}<|ﬁl ) T <1+ T ) (2.73)
2
o b o OF Ya wa — A
X_|A|+2|A|§R{/B}+2ra<1+ T ) (2.74)

A equac3o mestra para a amostra atémica dada por

d .
v () = =i Hepopy(0)] +7 Z Lo\, 0™ pn(t)
n,m=1
N
+7 Y L™, o™ pn (), (2.75)
n,m=1
onde
, g2 I g2 (2
1-— ———“ r oL r
T\ L= B g ) et e ST
— Ga 9o _ 9a Gb
Mgy =——— oL ogh ==, 2.76
Ty lea|A|+n 2bFa|A] ( )
2 2 I 2
— — gb 9a 2 K
= (1 ri1—-—>--= 1 r
K ( +77) < |A|2 F3>+( +nb) b|A|2+( +nb)‘ﬂ‘ ’A|2
2
— 9a - Ga 9o Ga gb
1 22 4+ (1 | 1 )24 2.77
+ (1 +7g) Fg+(+n”)“’ra|A|+(+”)“F Al (2.77)

2.3 Aproximacao de campo médio

Para chegar as grandezas de interesse do sistema superradiante, utilizamos o formalismo
da aproximacio de campo médio conforme desenvolvido por Mizrahi?42° formalismo este que

tem o mérito de simplificar o tratamento analitico do fenémeno e evidenciar suas principais
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caracteristicas. Veremos abaixo que o mesmo ocorre para o caso em questdo da amostra
de atomos interagentes. Primeiramente, vamos obter o operador densidade para p dtomos
(p < N), para isto utilizamos um trago parcial em py(t), para eliminar os graus de liberdade

dos (N — p) dtomos restantes,

pp(t) = Trper,.. .n{pn (D)}, (2.78)
assim, obtemos
P P
Tyt [Heroon (@) o = @3 [0, 0] +7 30 |00, 0,(0)]
n=1 (n#m)=1

+ 2% Z O'Srn)7 Trp-l—l,...,N

+2X Z 0(_n)> Trpg,..N

e
N p
7 TN{ > Lo, a<’">]pN<t>} =7 > L. o™ py(1)
n,m=1 n,m=1
N
a3 TN{ S n(tiol” }]
n=1 m=p+1
_ N »
+7 Trpﬂ,m,N{ Z ain)pN(t)}, Z ain)] ; (2.80)
L m=p+1 n=1
N p
R Ty, ,N{ > Lot oi"“]pN(t)} =7 Y Lo, 0 ]p, (1)
n,m=1 n,m=1
. N
+ R Z 0(_n), TrpH,W,N{ Z pN(t)ain)}]
L n=1 m=p+1
_ N »
+K TTerl,...,N{ Z U(—n)pN(t)}a ZUEL”)] 9 (281)
L m=p+1 n=1

Supondo que todos os dtomos sdo idénticos, podemos reescrever as equagdes (2.79)),

250 @20

Y n 1_ m n m n
Trpesn{ [Hepoon )] =03 [0, 0,0)] + 5% D0 |00 +00l, oy 1)
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FO Y [, T {7 )]

n=1
—p)X zp: o Trp {08 V) }] (2.82)
n=1

N ¥4
¥ Trp... N{ 3 ﬁ[af’va(m””(“}ﬂ L0, 0o, (8) + (N = p)7

zp: ([O(N)’TTpH{pp—i-l(t)UgH)H + [Trp+1{0@+l)pp+1(t)},Jf)}>, (2.84)
1

com a equagdo mestra para o operador densidade de p dtomos (p < N) da amostra atémica,

%pp :—ZQZ[§">,pp ]—Z X Z [ U(—m)ai)af’p(tﬂ

(n#m)=1
— (N~ XZ [U+ =Trp+1{ (p+1)pp+1(t)H
n=1
p
. — n 1
— iV =px Y [ T {0 a0}
n=1

NEEPITEC)S ([ai”%Trp+{ P ()} ]

n=1
- [U(_n)>T7°p+1{ﬂp+1(t)‘7f+1)}])
p
+ 3 {5, 0 lpy() + 7L 0oy () }. (2.:85)
n,m=1

Considerando agora o operador densidade reduzido de um Unico dtomo da amostra, isto

é, p = 1, obtemos a equacdo mestra efetiva de um corpo segundo

1,01( £) = —ZQ|: o 7p1( )] —ixX(N —1) |:0'5_1)’T7’2{0'(_2)p2(t)}]

dt
(N = 1) [a(_l), Trg{af)pQ(t)H F(N-1)(F-F) <[0$), Trg{a@pg(t)}]
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- [09>,Tr2{p2<t>of’}]> AL 01 (1) + AL (1), (286)

Desprezando as correlagcdes entre os atomos, o operador densidade de dois corpos pode ser

fatorado com um produto direto de operadores de um corpo

pa(t) = pV () @ p (1), (2.87)

resultado em

Tro{opa(t)} = Tra{o 2oV 167 (1}
=0 {o 1)}
= () (o?) = (1) (02, (2.88)

reescrevemos a equagdo ([2.86]), suprimindo a identificagcdo dos atomos,

& put) =~ pr (0] — N — DR [oslo) + oo pr(B)] + (N = 1)

dt
(7 %) [a+ (0-) — o_(o4), 1 <t>] +73L0 V() + "L W)pi(t),  (2.89)

Substituindo agora os operadores de criagdo e destruigdo, afr”) e a(_"), pelos operadores

o™ & (") e o™ através das relacdes

Ot =

(O‘$ + wy> (2.90)

(02) = 5 ({02 % (o)), (2.91)

l\DlH

obtemos a equacao mestra de um dtomo, em aproximacao de campo médio:

© onlt) = ~i[Honpa()] +73L008 0™ )pr () + 7L, 0 pn(t), (292)
onde
Hon = Q0.+ 5 (N - D[ (2002}~ Kioy))ow + (Ko + 2%(0,) )], (299)

o que representa o hamiltoniano de campo médio de um atomo do sistema, nao-linear, que
descreve a emissdo superradiante de um pulso coerente. Os termos restantes de ([2.89)) sdo
responsaveis pelos efeitos dissipativos, podendo ser desconsiderado para processos que ocor-

rem em intervalos de tempo muito menores que os tempos de relaxacao da superradiancia.
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Definindo
a 2 4 O k™o
Q_A+wa+2|A|<2|6| )+2|A|Iﬁ|
gbm 2 gg Wa — A
|A’%{B}<‘ﬁ‘ - _> F_a<1+ Fa )7 (294)
_ gb w, — A
X = |A| ’A|§R{ﬁ} + 2 <1 + T >, (2.95)

2
A= F<1—|6|2——g—“>+r 9 +F—

AP T3 AP
2 YJa gb
+6/? Fb|A|2 (Flab + F2ab> T, Al (2.96)

2.4 0O método dos invariantes de Lewis-Riesenfeld

Para resolver a equacdo de Schrodinger, dependente do tempo relativa, ao hamiltoniano
(2.93)),

0
i 1(0) = Hsrl(?)), (2.97)

utilizamos o método de diagonalizagao por invariantes, conforme desenvolvido por Lewis e

Riesenfeld®X. O invariante de um operador I(t) é definido por
—I(t)==1I(t)+-=[I(t),H] =0. (2.98)

Segundo o teorema de Lewis e Riesenfeld, uma solucdo da equacdo de Schrodinger constitui-se
de um autoestado do invariante hermitiano /(¢) multiplicado por um fator de fase dependente
do tempo. Quanto a I(t), Lewis e Riesenfeld asseguram que se este admite um conjunto
completo de autoestados |m,t), os correspondentes autovalores \, que constituem fun¢des

reais, sao independentes do tempo tal que
I(t)|m,t) = An|m, ), m=0,1,2,... (2.99)
Obtém-se, entdo que as solugdes da equagdo ([2.97)) se descrevem da forma

U ()) = € |m, 1), (2.100)
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onde a fase de Lewis e Riesenfeld satisfaz a relacao

t
D, (t) —/ <+,t’yz'2 — H|+,t")dt'. (2.101)
0 ot!
Introduzindo o invariante, I(t),
I(t) = (oy)0, + (0y)0y + (0:)0, (2.102)

a partir da relagdo (2.98) obtemos um conjunto de equa¢des diferenciais acopladas para os

valores médios dos operadores atémicos

(72) = =) + (N = 1) {02} [2X(02) + Kl (2.103)
(7) = Qo) — (N = 1)(o2) | 2x(02) — Mo |, (2.104)
(0:) = (N = x| o) + (,)?]. (2.105)

Tomando como constante de movimento
(I(t)) = (02)* + (o) + (0.)* = R?, (2.106)

onde R define o raio da esfera de Bloch e introduzindo as varidveis angulares, dependentes do

tempo, (0(75)) e <go(t)> tal que

(0,) = Rsen(@(t))cos(gp(t)), (2.107)
(o) = Rsen (0(t))sen <gp(t)>, (2.108)
(0.) = Reos <9(t)>, (2.100)

obtemos, assumindo que R = % e N > 1, o sistema de equagdes angulares

0(t) = ngen (6(t)), (2.110)
o(t) = O — NAcos <9(t)>. (2.111)
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A solucdo sistema de equagdes angulares é dada por

cos(@(t)) = —tanh (t ; t0> : (2.112)

- sen( 6
o(t) ¢0+2§t2%1n{m}, (2.113)

sen (%)

sen (6’(t)> = sech (t ; t0> : (2.114)

onde definimos o tempo de retardo, ¢y, e o tempo de emissdo caracteristico da amostra atémica

0 2
to = Tcln{cotan <50> }, e Te = (2.115)

Nos trabalhos de Agarwal®® e Leonardi“? demonstra-se a seguinte relacio entre estes tempos

segundo

caracteristicos:
to~TIn(N), (2.116)

do que decorre o angulo 6y~2/N descreve a posi¢ao inicial do vetor de Bloch, cuja evolugdo
descreve uma trajetéria na superficie da esfera de Bloch. Em 6y = 0, o sistema estd no
estado metaestavel e descreve um ponto de equilibrio instavel onde todos os dtomos estao no
estado excitado, com momento dipolo nulo. Contudo, as flutuages do campo eletromagnético
induzem flutuacdes nos dipolos atémicos, o que é suficiente para iniciar o processo de emissao
espontanea do processo superradiante. Em 6y = 7, o pico de radiagdo emitida € atingido e o
processo transiente termina quando 6y = 7, que € uma posicao de equilibrio normal do vetor
de Bloch. Olhando agora para a solucdo da equacao de Schrodinger , os autoestados

que diagonalizam o invariante sao

. = [0(0), o) = °°Sgle(t)> (2.117)

= 1) = |7 = 00), p(t) +7) = (2.118)

com autovalores +1 e —1, respectivamente. Vamos concentrar as atencdes no autoestado

|+, ) (para o outro autoestado, os passos a seguir sdo similares) para o qual a energia média
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de um atomo, é dada por

)= (wofsn]10)

— Qco (9( )>+ Y sen (0(t)>

- —t\ N_ L ft—t
= 2Qtanh< - )—l— 2xsech< - ), (2.119)

e, por fim, a intensidade da radiagdo emitida Z(¢) pelo sistema de dtomos interagentes é

Z(t)= —N%e(t)

N?Z___ —
= — AQsech? <ﬂ>
2 Te

Na préxima secao, vamos analisar detalhadamente o resultado obtido.

Te

1 —|—2N%tanh<t — to)]. (2.120)
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Resultados

A intensidade do pulso superradiante para o sistema de dtomos interagentes, obtido na

secao anterior, é dada por

I(t) = —N%e(t)

N?2___ —
= — AQsech? (ﬂ)
2 Te

3 A| (2\/312

gbKJ 2 4
| A|§R{ﬁ}<|ﬁ| )

onde os parametros

Q=A+w, +

_gb

Y = gk
N

A

2

2
A= F<1—!6!2W—%>+F 9 + T,

(Flab + FQab) Ja gb

2

r
+ |8 b|A|2

oM gy 4 29

X t—
1+ 2N Ztanh
Q (

Iﬁl4

l\DIC»J

)

_|_
2(

2
a

AP

LA

(3.3)

(3.4)

decorrem das grandezas atomicas, dos modos quanticos e classico da cavidade e do acopla-

mento entre 0s mesmos.

O resultado acima, (3.1)) tem a mesma estrutura do resultado obtido por Mizrahi

23|241126
!

veja a figura (onde wy = 1.0, T' = 0.0000001, N = 10 e todos os outros pardmetros



48 3 Resultados

nulos.),
N2 t—t A t—t
I(t) = —wOFsech2< °> 14 2N—°"tanh< 0)] , (3.5)
4 Te Wo Te
no qual
F C C
Aw = ———In <°"—+1> “’——1] (3.6)
27 wo Wo

é um deslocamento de frequéncia dindmico®, representado pelo pequeno e tipico deslocamento
de frequéncia atomica induzido pela interacdo pela interacdo da amostra com o reservatorio,

desconsiderando no presente estudo. Da comparacdo das intensidades obtidas verifica-se que

2.5% 107
2.0x 107

1.5x10°

I(1)/(wpI)

1.0x10°

5.0%x108

~1.0 ~0.5 0.0 0.5 1.0 15
t

Figura 3.1-Intensidade ([3.5)) em fun¢do do tempo, em unidades de I'.

a interacado entre os atomos da amostra mediada tanto pelo modo w, como pelo processo de
amplificacdo dos dtomos pode ser utilizada para a manipulacdo do pulso superradiante. De
fato, os parametros da interacao atomica definem tanto a amplitude como a largura do pulso
irradiado. O perfil do pulso, definido pela funcio sech? é multiplicado pelo produto QA, no
qual Q ~ w e

2

_ g> o K
A~T+ 22 I'y— .

além do termo

X L —to
1+ 2N Ztanh 3.8
+ 5 an ( - >, (3.8)
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proporcional a razdo Y/€), em que

2
_ 9a hk
~ == + 25— . .
¥~ s+ 205R(5) (3.9)

Portanto, os termos A e Y acarretam ganhos significativos na intensidade do pulso irradiado

obtido por Mizrahi.

Podemos facilmente ajustar os parametros do sistema - tanto aqueles decorrentes do
acoplamento dispersivo da amostra com o modo w, no regime de cavidade ruim (g,, I'z),
como aqueles associados ao acoplamento dispersivo da amostra com o modo wy, (gs, A, K,

I,) - de forma a obter A > T e X/Q > Aw/w.

De fato, para os parametros tipicos associados aos regimes de interacdo considerados,

temos

9a> g5 ~ 10° Hz, T, g1 ~ 107 Hz, A ~ 10° Hz. (3.10)

10" Hz, Wa, Wh ,wo ~ 10 Hz, 18] ~ 10. (3.11)

Ja o parametro referente a intensidade do bombeio, k, contribuird a intensidade do pulso
superradiante se k ~ 107 Hz, caso contrario, apenas o modo w,, sob o regime de cavidade

ruim, contribuird para a emissao superradiante da amostra atémica.

Logo, para I' ~ 10% Hz, temos A ~ 10T e

A
~ 103> =2 A 1071 (3.12)
Wo

2l =<l

Vale ressaltar que enquanto ambas as interacdes, ressonante e dispersiva, desempenham
igual parte para a obtencdo do pardmetro A ~ 10I', o acoplamento dispersivo é mais sig-
nificativo que o ressonante para a obtencdo da razdo X/ ~ 1073, ou seja, o acoplamento
dipolar entre os atomos torna-se importante para a manipulacao do pulso superradiante. De-
vemos observar também que este mesmo acoplamento nao é menos importante que aquele
ressonante, para a manipulacdo do pardmetro A e, portanto, para a manipulacio da largura

do pulso superradiante.

Nota-se, também, que o tempo de emissao caracteristica 7. A" assim como o tempo
de retardo t; sdo afetados, fazendo com que tanto o inicio quanto a duracdo do processo
superradiante para a amostra de atomos interagentes sejam afetados. Observando a figura
n (onde wy = w, = 1.0, wy = 0.999998, g, = g» = 10wy, Ty = kK = 103wy, T' =T =

Doy = Iy = 1077wy, N = 10e f = 10‘%0.), vemos que o pico superradiante se torna
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trés vezes maior e a duracao do processo se torna dez vezes menor. Com isso, vemos que
ha possibilidade, dependendo dos parametros escolhidos para os modos da cavidade, amostra

atémica e bombeio cldssico, de manipular o processo superradiante.
7x10°
6x 107

5%10°

N
X
—_
(=)
©

1(t)/(wpI

3%10°
2% 107

1x10°

-0.04 -0.02 0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
t

Figura 3.2-Intensidade (3.5)) versus tempo, em unidades de I', para o sistema em estudo.

Por fim, vale salientar que a intensidade do acoplamento dipolo-dipolo entre os dtomos da
amostra , proporcional a g,x/|A|, deveu-se a concorréncia entre ambos os campos, 0 modo
quantico e o campo classico ambos de frequéncia wy. Tivéssemos apenas o modo quantico

wy, terfamos o acoplamento efetivo g2 /|A| ao invés de gyr/|A] =~ 103¢2/|Al.
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CAPITULO 4

Conclusoes

Em uma andlise puramente analitica, a expressao obtida para a intensidade do pulso de
radiacdo, dada pela equacgao , emitida pelo sistema de dtomos interagentes acoplados
a um modo ressonante, w,, outro dispersivo, wy, € um campo classico de uma cavidade
com as frequéncias de transicao atdomica, podemos ver uma clara alteracido tanto no pico de
intensidade quanto na duracdo do pulso superradiante na lei temporal do sech® que rege o

problema da superradiancia.

Verificamos nosso resultado também nosso resultado tentando reproduzir resultados an-
teriores, como por exemplo, um sistema de N dtomos idénticos interagindo apenas com seu
reservatorio, cuja intensidade é dada por . Neste limite, verificamos que, a menos dos
deslocamentos, do tipo Stark e Lamb, das frequéncias de transicdo atdmica que foram des-
prezadas em nossos célculos, o resultado obtido por este trabalho concorda com resultados
anteriores. Vemos também que é possivel derivar, via as correcoes perturbativas, o termo
adicional obtido proporcional a N3tanh(I't)sech?(T't), que era oriundo exclusivamente destes

deslocamentos.

Tais modificacdes feitas na intensidade do pulso superradiante puderam ser comprovadas
novamente ao analisarmos, no capitulo anterior, os graficos obtidos por simulagdes feitas
computacionalmente com o estudo detalhado de todos os pardmetros pertinentes ao sistema,
tanto da cavidade quanto da amostra atémica. Isso se deve principalmente ao acoplamento
entre os dtomos e a interacdo destes com os modos da cavidade nos regimes de interacao

dispersiva e de cavidade ruim, os quais foram adotados para nosso problema.

Com esse resultado, fica evidente também que o processo superradiante pode ser mani-
pulado, dependendo apenas dos pardmetros da cavidade (w,, ga, T'a, Wb, b, K, I'y)) € dos
atomos e do acoplamento entre eles, de forma que o pico de intensidade possa ser amplificado

ou atenuado e a duragao podendo ser prolongada ou diminuida.
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CAPITULO 5

Perspectivas futuras

Para continuar este trabalho, pretendemos explorar outros aspectos da superradiancia em
amostras de dtomos interagentes, como por exemplo, realizar um estudo detalhado das ca-
racteristicas da radiacdo emitida neste contexto e naquele, convencional, em que os dtomos
da amostra ndo interagem entre si. Mais especificamente, pretendemos considerar a su-
perradiancia enquanto recurso para a preparacao de estados ndo-classicos do campo eletro-
magnético. Devemos para isso estudar as estatisticas de contagem de fétons em experimentos

de interferometria, de forma a caracterizar a natureza da luz irradiada®%.

Além da caracterizacao do campo irradiado, pretendemos também analisar detalhadamente

a correlacao desenvolvida entre os dtomos da amostra durante o processo de superradiancia.

Podemos para isso calcular o hamiltoniano de duas particulas e através deste analisar as
possiveis correlacées dentro do contexto mais geral recentemente introduzido pela teoria da

informacdo quantica. A saber, podemos, por exemplo, calculando a concurrence®®, analisar o
d h ! és da discdrdia®? verifi éncia d

grau de emaranhamento entre estes atomos, e atraves da discordia~ verificar a ocorrencia de

correlacOes de natureza quantica na auséncia de emaranhamento entre as particulas.

5.1 Ressonancia Estocastica na Superradiancia

E também parte dos nossos propdsitos a derivacao de uma equacdao mestra mais geral que
aquelas obtidas®® (quando desconsiderando a interac3o dipolo-dipolo induzida entre os 4tomos
da amostra). Pretendemos partir da equagdo estocdstica de 1t6°®, ao invés da equagio de
Schrodinger?®, para a deducdo de uma equacdo mestra que contenha dois operadores de
Liouville. Um desses operadores responsavel, naturalmente, pelo fenémeno da superradiancia,
e o outro por flutuacdes térmicas do vacuo. Desejamos analisar o efeito dessas flutuagoes

sobre o pulso superradiante.

s

E sabido que a presenca de ruidos em sistemas dinamicos nao-lineares pode levar ao
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fendmeno da ressonancia estocdstica, na qual a resposta do sistema a um agente externo é
amplificada pela ag¢do do ruido. Submetendo a amostra atémica a um processo de amplificagdo
linear, desejamos portanto analisar a possibilidade de amplificacdo deste sinal através da injecao

de ruidos decorrentes das flutuacdes térmicas do sistema. Sabemos<®

como se comporta a
amostra atomica quando submetida a um processo de amplificacdo capaz de re-excitar a
amostra tao logo um pulso superradiante seja emitido: temos uma sucessdo de pulsos, todos
com as mesmas caracteristicas (intensidade e variancia), irradiados durante todo o periodo
de duracdo do bombeio externo. Portanto, a caracterizacio do fendmeno da ressonancia
estocastica seria facilmente observado através de um gradual aumento na intensidade dos

pulsos catalisado pela acdo das flutuacGes térmicas injetadas sobre a amostra atomica.

5.2 Deteccao da Radiacao Casimir via Superradiancia

Conforme descrito acima, devemos investigar a possibilidade de utilizacao da superradiancia
enquanto processo de preparagao de estados ndo-cldssicos da luz. Outra sugestdo de utilizagao
da superradiancia foi aventada como possibilidade de deteccio da viscosidade do vacuo®’, ou
seja, da fraca conversdo da energia mecanica de um dos espelhos de uma cavidade em energia
eletromagnética. Este fendmeno, viabilizado pela flutuagdo do vacuo quantico e conhecido
como efeito Casimir dinamico, tem motivado interessantes propostas para a sua deteccao que
desafiam, no entanto, o excepcional avango tecnolégico que presenciamos nas tltimas décadas

3038 considera-

no campo da interacao radiacao-matéria. Na proposta inicialmente desenhada
se que uma amostra de dtomos de dois niveis seja enviada através de uma cavidade. Estes
atomos sao previamente excitados de forma que sua transicao para o estado fundamental seja
viabilizada por dipolo magnético. Na cavidade, a fraca radiagdo Casimir gerada através do
movimento de um de seus espelhos e mantida pelo seu alto fator de qualidade, seria entdo
responsavel por acionar o pulso superradiante num intervalo de tempo significativamente mais

curto que aquele da transicao atomica.

Notamos que a proposta=’3® difere fundamentalmente da abordagem feita por outros

autores??

, ha qual, uma cavidade de baixo fator de qualidade desempenha o papel de meio
ambiente necessario ao desdobramento da superradiancia. Diferentemente, o alto fator de

qualidade da cavidade, deixa a radiacdo Casimir o papel de gatilho do pulso superradiante.

Pretendemos desenvolver um estudo tedrico que leve em conta todos os ingredientes
contemplados pela proposta; ou seja, desde a geracao dos fétons através do movimento de

um dos espelhos da cavidade de alto fator de qualidade, a eventual interacao destes fétons
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com os atomos da amostra inicialmente excitada e, por fim, a possivel efetivacao do pulso
superradiante. Para isso devemos novamente empregar a aproximacdo de campo médio que

tem se mostrado eficaz nos estudos até aqui realizados.

5.3 Extensao dos Tratamento via Campo Médio: Para
Além das Aproximacoes Utilizadas

E também objetivo da continuagao deste projeto desenvolver um tratamento mais abran-
gente da superradiancia, na tentativa de superar as aproximagdes convencionalmente utiliza-
das, tais como a aproximacao de Born-Markov, a aproximacao das ondas girantes, a assercao
de amostras de pequenos tamanhos (comparados ao comprimento de onda da radiagdo emi-
tida), e, por fim, no dmbito da aproximagdo decampo médio, a desconsideracdo de correlagdes
estatisticas entre os dtomos da amostra“®. Esta desconsideracio assegura que o operador
densidade reduzido de dois corpos (p2) pode ser fatorado como o produto direto de dois

operadores de um corpo (p1), tal que py = p1 ® p1.

Pretendemos analisar as possibilidades de se desenvolver um estudo mais aprofundado
do fendmeno, procurando, por exemplo, superar a aproximagcdo de ondas girantes, segundo
tratamentos tedricos que vem sendo desenvolvidos em nosso grupo, nos quais consideramos
a possibilidade de acoplamento forte entre sistema e reservatério (considerados enquanto
osciladores harménicos acoplados através de suas posicdes). Neste caso, a aproximagdo das
ondas girantes nao se aplica, e devemos recorrer a outras técnicas para o tratamento analitico
do problema. Mais importante que a aproximacdo de ondas girantes, é possivel superar a
aproximacao da auséncia de correlagdes estatisticas entre as particulas da amostra e analisar

os efeitos destas correlacdes sobre as caracteristicas do pulso irradiado.
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APENDICE A

Interacao radiacao-matéria

A.1 Quantizacao do Campo Eletromagnético

Consideramos aqui a interagao de uma particula carregada com carga ¢ e massa m co-
locada em um campo de radiagdo, caracterizado pelos campos elétrico E(r,?) e magnético
B(r,t). Partindo entdo da descricdo do campo eletromagnético e utilizando a forca de Lorentz

deduzimos o Hamiltoniano de interacao atomo-campo.

Os campos E(r,t) e B(r,t) satisfazem as equa¢cdes de Maxwell (quando ndo hd fontes

presentes)
V-B =0, (A.1)
VxB= 8 (A.2)
- GOMOat ’
V-E =0; (A.3)
VXE= —QB (A.4)

ot

sendo ¢gpp = 2 (c é a velocidade da luz no vécuo, € e jio s3o a permissividade elétrica e a

permeabilidade magnética, respectivamente).

A equagdo ((A.1)) pode ser satisfeita se escrevermos

B=VxA, (A.5)
e serd satisfeita se tivermos
E—-2A_vu (A.6)
Ot '

sendo A e U os potenciais vetor e escalar, respectivamente. Eles constituem o que é chamado

de gauge, que descreve o campo eletromagnético.
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Um dado campo eletromagnético pode ser descrito por um nimero infinito de gauges, os
quais sao equivalentes uma vez que as equacgoes de Maxwell s3o invariantes quanto ao gauge
adotado. Se conhecermos um gauge {A, U} que produza os campos E(r,t) e B(r, t), todos os
gauges equivalentes { A’ U’} poderdo ser encontrados a partir das férmulas de transformagao

de gauge:

Al(r,1) = A(r,1) + Vy(r,1), (A7)
0

N r7t , A8
() (A8)

sendo x(r,t) uma fung¢do escalar. Visto que as equagdes de Maxwell sdo invariantes quanto

ao gauge adotado, é facil demonstrar que, quando n3o ha fontes presentes e trabalhando no

gauge de Coulomb

V.A =0 (A.9)
U =0, (A.10)

as equagdes ((A.5)) e (A.6]) juntamente com (|A.2)), conduzem a seguinte equagdo de onda para

o potencial vetor

1 0?
2A: I
v 2 ot?

onde usamos a relacio V x (V x A) =V(V-A) — V?A.

(A.11)

A fim de discretizar os modos de propagacao do campo, vamos inseri-lo em uma cavidade
cuibica de aresta L, tomando as condigdes de contorno periddicas (ao final dos calculos basta
fazer L — oo para se obter o campo livre). Esta expansdo em série de Fourier sera realizada

em termos de um conjunto discreto de fungdes (modos normais) ortogonais u(r), isto é,

Z \/; (t)ug(r (A.12)

onde os ¢, sdo coeficientes que, quando da quantizacao do campo, tornar-se-3o operadores

que satisfazem regras de comutac¢ao especificas.

Substituindo (A.12)) em (A.11)) obtemos que cada modo k satisfaz as equagdes

2

Vi (r) = i%uk(r), (A.13)
62
HCl(t) = Fwick(t), (A.14)

com wy, representando a frequéncia de cada modo do campo eletromagnético. Das condi¢coes
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de contorno temos que o campo eletromagnético deve ser limitado. Como as solugdes de
(A.13) e (A.14) com sinal positivo divergem, ficaremos apenas com as de sinal negativo, cujas

solugdes podem ser dadas por, respectivamente,

ug(r) = L 2¢,e™T, (A.15)
cr(t) = ape™ ™ 4 bre*, (A.16)

Em (A.19)), é é o vetor polarizagdo, e pode-se verificar que uj(r) = u_g(r). Substituindo
(A.16]) na equagdo (A.12)), obtemos

h —iw w
A(r,t) = Z \/ Do [akuk(r)e B bpug(r)e ’“t], (A.17)
k

Como A(r,t) deve ser real e, assim, a}ug(r) = byuy(r), podemos reescrevé-la como

A(r,t) = zk: \/ 2;;60 [akuk(r)e_i“‘“t + aLu,:(r)ewkt] (A.18)
Logo, de (A.5)) e (A.6]) temos que

h —iw * iw
B— Zk N o [akV x wy(r)e  + al V x uj(r)e t} (A.19)
h - —lwg * w
E = gk \/ ey Wk [akuk(r)e Kt gl ul(r)e ’“t]. (A.20)

A energia do campo eletromagnético é dada por:

1
Hcampo = 5/ <€0E2 + M0H2>d37'- (A21)

Com a ajuda de (A.18)), podemos mostrar que a_; = a,t e considerando-os operadores cuja

relacido de comutacao sao

[ak,ak} = [az,al] =0, (A.22)

[ak, aq = akaL — aLak =1, (A.23)

assim, podemos, utilizando (A.19) e (A.20)), reescrever o Hamiltoniano do campo eletro-

magnético como

1
Heampo = Y, hug (@k + 5) : (A.24)
k
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Os operadores a e a! denotam os operadores de aniquilacio e criacdo, respectivamente, do

modo do campo com vetor de onda k.

A.2 Aproximacao de Dipolo Elétrico e a Interacao r - E

Um elétron de carga e e massa m interagindo com um campo eletromagnético externo é
descrito pelo hamiltoniano

H = 5—[p—cAfr, ]2+ eU(r,t) + V(r), (A.25)

onde p é o operador momentum candnico (p = —ihV), A(r,t) e U(r,t) sdo os potenciais

vetor e escalar do campo externo, respectivamente, e V(1) é o potencial eletrostético.

Vamos examinar o caso de um elétron ligado por um potencial V() a um nicleo localizado
em ry. O dtomo se encontra totalmente imerso em uma onda eletromagnética plana descrita
pelo potencial vetor A(r',t) que é uma funcio do tipo ¢(t)u(r’), com u(r’) = ¢**'. Neste
caso, como estamos analisando a interacao de um elétron a uma distancia r do centro atomico
(cuja posi¢do é ry) de modo que r' = ry + r, podemos fazer uso da aproximag¢&o de dipolo,

que consiste em tomar k - r < 1, o que nos permite escrever o potencial vetor como
A(rg +r,t) o g(t)u(rg 4+ r) = q(t)e’Fo+r)
= q(t)e™™[1 + ik - v + ...] ~ q(t)e™ ™. (A.26)

Esta aproximacao é justificada no regime dptico, uma vez que neste regime o comprimento de

onda do féton é muito maior que a dimens3o do atomo, ou seja,

j\féton - 2% >> Tatémico (A27)

(Afston ~ 1034 e Tamico ~ 1A). Em regimes de microondas, essa aproximagdo é ainda mais
satisfatdria, j4 que neste caso o comprimento de onda da radiagdo é da ordem de centimetros.

A equacdo de Schrodinger serd modificada em

h?
~ 2m

sendo t(r,t) uma auto-fun¢do do Hamiltoniano H.

V- Ao )| + V(r)}w(r, B = ih L. b), (A.28)

h ot
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Para simplificar (A.28)) definimos uma nova fungdo de onda ¢(r, t), tal que

B(r, £) = exp [%A(ro, . r] b(r, 1), (A.20)

Ao substituirmos ((A.29) em ({A.28)), obteremos

2m

ih %BA 1h(r,t) + é(r,t)] exp (%A : I‘) = exp (%A : r) [ﬁ + V(T)}fb(ri)- (A.30)

Cancelando as exponenciais e usando (|A.6]) esta equagdo toma a simples forma

2

ihig(rt) = 2p—m + V(r) —er - E(ro, t)] o(r,t)
- [HO n Hmt] o(r, 1), (A.31)
onde
P
e
H;,, = —er-E, (A.33)

A.3 Hamiltoniano da Interacao atomo-Campo
Podemos descrever a interacao de um campo de radiacao E com um dtomo de um elétron
pelo Hamiltoniano em aproximacao de dipolo
H = He + Hegmpo — er - E, (A.34)

com a energia do campo livre H 4y, dada por (A.24) em termos dos operadores de criagdo

e destruicao. Podemos expressar H,; em termos dos operadores atomicos
oi; = 1) (J1, (A.35)

onde |i) representa um conjunto completo de auto-estados da energia, ou seja, > . |i)(i| = 1.

Portanto podemos escrever H,, como

Ha = Z |) (il Heal 7) (5] = ZEz‘\i><i| = ZEU (A.36)
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Podemos também expressar er em termos dos operadores de transicao do dtomo

er =Y eli)(ilr|j)(j| = Zuw%, (A.37)
4,J

onde y1;; = e(i|r|j) é o elemento da matriz transi¢do de dipolo elétrico. De(A.15) e (A.20)

temos que para um atomo na origem

E = Z €LEL: (ak + a,t), (A.38)
k

k= 4 /?EOL?’ (A.39)

Agora, substituindo (A.24)), (A.36) e (A.37) em (A.34)), obtemos, omitindo a energia do

ponto zero,

onde

H = Z hwkalak + Z Eioy; + hz Z 9?%‘ (ak + a%), (A.40)
k i ij k

onde

ij Wij - €kE
g = Ll (A41)

é chamado fator de acoplamento.Vamos tratar o caso de um atomo de dois niveis {|g), |e) }
(estados fundamental e excitado, respectivamente). Para [tge = [heg, Podemos escrever o fator

de acoplamento como
9k = gp =9 (A.42)
Com isso, reescrevemos o hamiltoniano como
H =" hunalag + (Eyogy + Beoee
k
+ FLZ Ok (096 + (Teg) (ak + aL). (A.43)
k

Agora, vamos modificar o segundo termo do lado direito de (A.43]). Faremos isso somando

a expressao o termo

Eg% B, : +E%—Ee%, (A.44)
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resultando em

1 1
Ey0yy + EeGee = ~ (E - Eg> G — = <E - Eg> Gy

2 2
1 1
+ §Eg (agg + O'ee> + §Ee <O'gg + O'ee)
1 1
= §hw0 <aee — agg> + 5 <Ee + Eg>, (A.45)

onde usamos (E. — E,) = hwy e o fato de {|g), |e) } ser um conjunto completo de auto-estados

da energia, ou seja, 04y + 0ee = 1.

Podemos alterar a notacao para os conhecidos operadores de levantamento e abaixamento,

definidos por

7. = Oue = 739 = leYel — 9)g], (A46)
01 =0eg =€)y, (A.47)
o- =04 = |g){el, (A.48)

onde o, o_ e 0, também satisfazem a algebra de spin-1/2 das matrizes de Pauli, ou seja,

o_,0.] = —0., (A.49)
[0,,04] = +20., (A.50)

que na nota¢do matricial, s3o dados por

<o 1> (0 o) (1 0)
oy = : o_ = , o, = . (A.51)
00 10 0 —1

Ao usarmos ((A.45)), ignorando o termo da energia constante % podemos reescrever
o hamiltoniano (A.43) como

H = Z hwkaLak + %MUUZ + Z hgk (0’+ + 0'_> (ak + aL) . (A52)
k k

A.4 Aproximacao de Onda Girante

Agora, vamos tomar um tnico modo do campo, e reescrever o hamiltoniano (A.52) da

seguinte forma

H=Hy+V, (A.53)
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onde

Hy = hwa'a + %hwoaz, (A.54)
V =hg <0+ + 0_> (a + aT>. (A.55)

—iHgt

Na representacdo de interagao, com Uy = e~ 7 ,
H; =UJHUy — Hy = UVU, = V. (A.56)

Da expansao de Baker-Hausdorff
sBotd By e[aB] + S[a [aB)] + S[a A [AB]]] + (A

onde A e B s3o operadores que nao comutam entre si, obtemos que
Vi = hg <a0+emt +ao_e S 4 h.c.), (A.58)

comA=wy—wed=wy+w.

Quando wy &~ w, ou seja, préximo da ressonadncia, temos que A < ). Portanto, (|A.58) o
segundo termo do lado direito oscila muito rapidamente no tempo, quando comparado com o
primeiro. Devemos ent3o desprezar os termos que contém e™**  desde que tenhamos também
9(a)

Ta <& 1. Assim, o hamiltoniano de interacdo para um atomo de dois niveis na representecao

de interacdo e na aproximacao de onda girante é

H; =V =hyg (a0+emt + aTJ_e_iAt) (A.59)

Voltando para representacdo de Schrodinger, obtemos o hamiltoniano para o caso de um

campo com um tnico modo em ressonancia com a transicdo atomica
f,4 1 f
H = hwa'a + Ehwoaz + hg (aa+ +a O'_>. (A.60)

que é conhecido como o modelo de Jaynes-Cummings.
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APENDICE B

Teoria quantica do amortecimento

B.1 Operador densidade

Um sistema fisico quantico pode ser representado por um vetor de estado |¢)), o qual
contém toda a informa¢ao sobre o mesmo, que foi previamente preparado e caracterizado.
Entretanto, em muitas situagées o vetor de estado do sistema ndo pode ser determinado
exatamente, e a informac3o a respeito do mesmo é representada por uma distribuicao de
probabilidades, ou seja, podemos simplesmente dizer que o sistema tem probabilidade P,
(0< P <1, Zﬁl P, =1 onde N é o ndmero de sistemas no ensemble), de ser descrito por

um estado [1)®)).

O sistema que se encontra em um estado puro |¢)) tem sua evolugdo temporal descrita

pela equacdo de Schrodinger
s ) = H[¢) (B.1)
ot ’ '

onde H é o hamiltoniano do sistema.

Para obtermos informacdo do sistema associada a um observavel A basta calcular o seu

valor esperado,

(4) = (¥[A]y), (B.2)

e seus momentos de ordem mais alta (n > 2)
(A") = (WA [¢). (B.3)

Quando o sistema n3o pode ser representado por um unico vetor de estado, dizemos que
este se encontra em uma mistura estatistica de estados, ou seja, tem probabilidade P; de estar

no estado |¢1), P> de estar no estado |i5), P de estar no estado |t)3), e assim por diante.
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No entanto, é importante observarmos que mistura estatistica de estados é diferente de um

estado de superposi¢cdo (que é um estado puro).

Por exemplo, sejam dois sistemas idénticos preparados inicialmente de formas diferentes,
Sy e Sy, onde S; é caracterizado por um estado puro e normalizado [)) = alv,) + b|y),
(la|?> + [b|*> = 1), e o sistema S, se encontra em uma mistura estatistica de estados, com
probabilidade P, = |a|* de ser encontrado no estado [¢,) e P, = |b|*> de ser encontrado
no estado [iy). Sejam [1,) e |1),) autoestados do observavel O, ou seja, Ol),) = 0,1,) €
Olhy) = opihy), teremos como possiveis resultados de uma medida deste observével em S} e Sy
os autovalores o, com probabilidade |a|? e 0, com probabilidade |b|?> para ambos os sistemas.
Embora os resultados parecam ser idénticos, estes dois sistemas podem ser distinguidos fazendo
as medidas de interferéncia entre os estados |t/,) € |¢%), 0 que serd observado no sistema Sy,
que é um estado superposto, e ndo sera observado no sistema .S,, que é uma mistura estatistica

de estados.

Para obtermos o valor esperado de um observdvel A em um sistema representado por

uma mistura estatistica de estados, tomamos a média de A em um ensemble®?, onde (A) =
(@] A1), de maneira que

(4) = POAY). (B4)
Escolhendo uma base de estados do sistema, ortogonal e completa, »_.[¢;)(¢;| = 1,
(pjloj) = 6;; é facil verificar que (B.4]), pode ser reescrita como

(4) = (o] 3 P (w0 4lg) (B.5)

J

e podemos definir o operador densidade do sistema como
p=>_ BlpD) . (B.6)
Uma vez definido o operador densidade, podemos calcular o valor esperado de um ob-
servavel A, substituindo em ([B.5)) e obtemos a seguinte expressio

(A) = Tr(pA). (B.7)

O operador densidade p representa a descricdo mais geral de um sistema quantico, pois
ele tanto pode descrever misturas estatisticas ou estados puros. O operador densidade puro é

representado por p = [1) (1| (um elemento do ensemble).
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Algumas propriedades do operador densidade podem ser facilmente verificadas

1. O operador densidade é positivamente definido: seus elementos diagonais s3o reais e
ndo-negativos ((¢;|p|d:) > 0,V|p:));

2. O operador densidade é hermitiano: p = p;

3. Trp =1, onde Trp = Z]’<¢j|p|¢j>r que representa a condicdo de estados normalizados,
ou seja, <¢(i)!w(i)) =1lumavezque) P =1,

4. Trp? < 1, para demonstrar essa propriedade, primeiramente escrevemos o operador

densidade em uma base diagonal,

p=" prelow) (ol
k

= prelon) (xl, (B.8)
i
onde
pr = (Delplon)
= ZB<¢k|¢(i)><¢(i)|¢k>» (B.9)

sendo 0 <pp,<1le
> e =) Pilonlv®) (@@ex)
k ki
=> P=1 (B.10)
Desta maneira podemos escrever

Trp” = (¢510°(¢;)

J

= Z PrPr (D5 D) (Drl Prr ) (Drr [ 65)

3ok, K

= pepreOrre (Snl dwe)

kK

=> < (B.11)
k

onde Trp? serd igual a 1 se p = |¢)(¢)], que é um estado puro. Esta relacdo permite
medir a pureza do sistema, visto que para Trp? < 1 temos uma mistura estatistica e

para Trp? = 1 um estado puro.
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A evolucao temporal do operador densidade é descrita pela equacao de Liouville-von Neu-

mann, que pode ser obtida a partir da equacdo de Schrodinger,

0 7
Eapp— i } B.12
op=—=|H.p (B.12)
onde H é o operador hamiltoniano do sistema.

Nas secbes subsequentes, o operador densidade descrevera um sistema constituido por
dois subsistemas: S, que pode ser um atomo de dois niveis, em cujas propriedades fisicas
estamos interessados, que interage com um reservatério de radiagdo R. Consideraremos que,
inicialmente, os dois subsistemas estao desacoplados, desta forma podemos escrever o operador

densidade deste conjunto como

psr = ps(0) ® pr(0)
= ps(0)pr(0). (B.13)

e o operador hamiltoniano que descreve este sistema composto como
Hsir = Hs + Hr + Hsg, (B.14)

onde Hgyr representa a interacdo entre os subsistemas S e R.

Uma vez calculada a evolugio temporal do operador densidade psx(t), a informagdo sobre
o subsistema S estara contida no operador densidade reduzido ps(t), que é obtido calculando

o trago do operador psr(t) em relagdo as varidveis do reservatério R, ou seja,

ps(t) = Trpsr(t), (B.15)

desta forma, podemos obter o valor esperado de um operador C' do subsistema & em um dado

instante de tempo ¢ a partir de (B.7)) e (B.15)
(C) =Trs (Ps(’f)0>

= Trs [TrR (pg(t)C'ﬂ . (B.16)

Na préxima secdo deduziremos a equagdo mestra que rege a dindmica (evolugdo temporal)

do operador densidade do sistema cojunto S+R.
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B.2 A equacao mestra

Sistemas fisicos ndo sdo isolados, ou seja, mesmo quando estudamos um simples dtomo
de dois niveis ndo levamos em consideragdo que ele interage com o meio que o circunda (que
pode ser representado por um reservatério R) de maneira dissipativa. Os sistemas fisicos
isolados s3o uma idealizacao que nao leva em consideracao o resto do universo, que torna os

processos irreversiveis.

O reservatério que simula "o resto do universo”, por sua vez, tem uma quantidade enorme
de graus de liberdade, sendo assim, presume-se que seja pouco afetado pelo subsistema S

(cujas propriedades estamos interessados em estudar).

A equacdo mestra descreve a dindmica do sistema S sob influéncia do reservatério. De

agora em diante usaremos h = 1 para simplificar a notacao.

Sejam
Hy= Hs + Hg, (B.17)
o hamiltoniano de S e R sem interacao, e
Up(t) = e ot (B.18)

o operador evolucao temporal. Na representacao de interacao, o operador densidade e o

hamiltoniano de interacdo sdo descritos, respectivamente, por

psr(t) = Ul psr(0)Up(t)

= p;(t), (B.19)
Hr (t) = Ul HsrUp(t)

e a equacio de Liouville-von Neumann na representacio de interacio*%4! ¢ dada por (B.12).

Integrando formalmente esta equacao, obtemos

n(®) = i) =i [ [Bi®). (0] (B.21)

e de maneira analoga

pr(t') = pi(0) =i / i (Hi ("), pr(t)] " (B.22)
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Substituindo a equacgdo (B.22]) em (B.21]) temos

prt) = pr(0) — i /O t [Hi(t). p1(0)] '~ /0 t /0 ' [0, [y pr (1] |, (B.23)

e derivando a equagao (|B.23)) com relagdo ao tempo, temos a equag¢do de movimento para o

operador densidade na representacao de interacdao dado por

%p;(t) = i Hi(1). ps(0)] a1 - /0 t [, 0). [ (7). pr (0] (B.24)

que € equivalente a equagdo de Liouville-von Neumann (B.12), pois nenhuma aproximagao foi
feita.

Para obtermos a dindmica do subsistema &S, calculamos o traco sobre os graus de liberdade

do reservatdrio na equagdo (|B.23))

Trn{%m(t)} = 2 psilt)
— _iTrg [Hf(t), pI(O)}dt - /0 T [Hf(t), [Hf(t’), pl(t’)Hdt’, (B.25)

onde pss(t) é o operador densidade reduzido na representagdo de interag3o.

A equacdo ([B.25)) é chamada equagdo mestra do subsistema S na representagdo de in-

teracdo. Agora iremos supor que o reservatério R ndo sofre mudanga de seu estado inicial

8

durante a interag30“® e o operador densidade p;(t) pode ser escrito como

pr(t) = pr(0)psi(t). (B-26)

Inserindo (B.26]) em (B.25]),0 primeiro termo do lado direito reescreve-se como

Trr [Hb Pz(o)} =Trr [Hb pI<0)p81(0)}

= Tr [(HI)R, ,031(0)} . (B.27)
e o restante do (|B.25|)
gyps(t) = i (H)w.psi(0)] - | Tre[ o). [0 o) Jar. (B20)

Para voltarmos a representacdo de Schrodinger, utilizamos a seguinte transformacg3o unitaria
ps = Uo(t)psr (DU (1), (B.29)

com Uy(t) = e~"st. Derivando a equacdo (B.29) em relagdo ao tempo obtemos a equacio
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mestra na representacdo de Schrodinger escrita como

%Ps(t) - [HO, pg(t)] dt + Uo(t)%psz(t)UJ(t),

— [HO, ps(t)] dt — iUy(t) [(Hmz, psz(O)} Ui (t)

- T (Uo(t) i) [Hi(), i (1) | U] <t>> ' (B:30)

Equacdes mestras podem ser calculadas para sistemas atémicos, modos quantizados e
outros sistemas fisicos. Na secdo seguinte calcularemos a equagdo mestra para o atomo de

dois niveis utilizando o formalismo apresentado aqui.

B.3 Equacao mestra para o atomo de dois niveis

Seguindo a notacao da secdo anterior, o hamiltoniano de um sistema interagindo com um

reservatorio é dado por

Hs,gr=Hy+V =Hs+ Hr + Hsr

= %Uz + Zwkblbk + Z (gkbka+ + gaLU_>, (B.31)
k k

onde o hamiltoniano Hs descreve o 4tomo de dois niveis, Hxr o reservatério e Hsr a interacao
entre ambos, dada pelo hamiltoniano de Jaynes-Cummings usual (A.60)). Os operadores o,
o_ e o, sdo pseudo-operadores de spin de Pauli (que satisfazem as relacBes de comutacdo da
4lgebra do grupo su(2) (ver e (A50)), e by e bl (bosénicos), sdo ditos, operadores de
destruicdo e criacdo de um féton, respectivamente, no campo de energia hwy, cujas relacoes

de comutacao sao

[bk, bL,] = S, (B.32)
[bk,bk,} —0, (B.33)
[bg,b,i,} —0. (B.34)

O operador evolucao temporal do sistema livre é dado por

Uo(t) = e_iHOt

LW .
= exp{ - z?()azt —1 Xk:wkblbkt} (B.35)
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assim, o termo de interacao atomo-reservatério, na representacao de interacdo sera dado por
_ st

= Z (gkbkmrei(“o_“"‘)t + gaLa_e_i(“O_“k)t> . (B.36)

k

Se substituimos (B.36) em (B.25)), utilizando a condi¢do (B.26]), obtemos a equagdo

mestra para o operador densidade reduzido desse sistema

a . (wo—w * —1(wo—w
atPSI( )= —i (le( 0=t (b ) [O'+up81(0)i| + gre k)t<bz>7z[0—7psz(0)}>

{ <gk’gk/e wo— wk)tel(wo ""'k’ <bk‘bk’/>'R |:O'+, U+p3[(t/):| ) dt/

_|_

S—

gkgk’el wo—wg )t z(wo wy )t <bk’bk>R |:p31(t/)0_+’ O'+:| ) dt'

_|_

—

gighe —i(wo—wk)t g —i(wo—wys t/<bTbk/ V= [U,U,Ogj(t/)]>dt/

_|_

—

g k/eil Wo—Wg tefz(wo wy )t <bT bT> |:p$](t/>0'70':|>dt/

_|_

—

+ e —i(wo—wp tez(wo Wy t’<b bT> psz(t,)0+, o dt'

. S~

gkgk/e —i(wo—wpi tez(wo wk/ <b1"€bk/>7€ O'_,O'+p81(t/> dt,

(g g} eileomwrlte=ilwo—wy)t <bkbz/>n-0+,a_pgl(t’)- dt’

_|_/ <gkgk/e(wo wi )t g —i(wo—wy )t <b2/bk>7€ -PSI(t/)U—,U-i-- dt,} (B.37)
0 L ]

Se consideramos um reservatério térmico, o operador densidade pode ser representado por

B B Wk B wkbLbk
,073—1;[ (1 exp{ kBT}>exp{ v } (B.38)

onde kp é a constante de Boltzmann e T' é a temperatura absoluta da radiacdo. Com essa
definicdo, teremos que

(bl)r = (bi)r =0, (B.39)

(bibl)= = (beby ) = 0, (B.40)
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(blbw)r = (Nk) ROk ks = M, (B.41)
<bkbk’>R = <1 + nk>R5k,k’ = (1 + ﬁk)ék,k/, (842)

_wik _1 7 Ve . Ve Ve . ~ . -
sendo 1y, = (e kpT — 1) o numero médio de fétons térmicos com frequéncia wy. Substi-

tuindo esses valores médios em (|B.37]), obtemos

2 tl /
/ g0 (=) (1 4 73,) [a+, afpsz(t’)} dt'
0

t
4 / e—i(Wo—wk)(t—t')(l + ﬁk) |:,051(t,)0'+, 0'_] ) dt’
0

0
—psi(t)=—> g
575! ;‘k

t
" / e—i(wo—wk)(t_t/)ﬁk [a_, 0+,051(t,)} > dt’
0

t
n / ez‘(wo—wk)(t—t/)ﬁk [psj(t’)o'_, 0‘_,_} ) dt,} (B'43)
0

Assumiremos que os modos do campo estao pouco espacados, de maneira que variam de forma

aproximadamente continua, e subistuimos os somatdrios em k por integrais
> gl om0 (14 7y ) - / D()lg(e) P (14 (o) )dot, (B.44)
P 0
Z ‘gk|26i(w07wk)(t7t’)ﬁk N / D(Qj/)|g(wl)’Qei(wo7w’)(t7t’)ﬁ<wl>dw/’ (545)
B 0

onde D(w’) é uma fungdo distribuicdo de frequéncias do reservatério.

Agora, vamos utilizar da aproximacao de Markov, onde assumimos que o tempo de cor-
relacao do reservatério 7. € muito pequeno comparado com o tempo de observacao t. Nesta
escala de observacdo, o sistema perde toda sua memodria do seu passado. Assim, podemos

extender o limite superior das integrais para co e substituir ps;(t') por psy(t), assim

%P&r(t) o /oOO D<W/)|g(w/)’2{ (1 + ﬁ(d)) [U+> U—Psz(t)] /OOO gilwo—w)T g
t (1 + ﬁ(wl)) [Psl(t)a+, a,] /OOO e—ilwo—w)T 1

+ (W) [0_,0+,031(t)]/ e iwo=)T g
0

+ (W) [psj(t)O'_,O'+]/ ei(wo_“/)TdT}dw’ (B.46)
0
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se utilizamos o resultado

1

- :ti(wo—w’)Td -5 — W)+ iP
(S T To\W w 1 —————
/ S )

~ mo(wg — w'), (B.47)
onde P é o valor principal de Cauchy, obtemos a equagao mestra para o 4tomo de dois niveis

%PSI(t) = —g{ (1 + 77(Wo)> ([0’+7 U—PSI(t)} + [PSI(t)ﬂ, U—D

4 ﬁ(wo)qg_’(np‘gl(t)} + [,031(15)0_,04)}

r

_ §{n<wO>c[a+} por(t) + (1+ n(ww)z[a_}pa(t)} (B.48)

onde I' = 27D(wp)|g(wo)|? é a constante de amortecimento a semelhanca de Wigner-Weisskopf

e

Los] psi(t) = 204ps1(t)0s = psi(t)o0s — oz01psi() (B.49)

é o superoperador liouvilliano.
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APENDICE C

O método das pequenas rotacoes

nao-lineares

Hamiltonianos efetivos sdo frequentemente empregados em Optica Quantica, principal-
mente em processos multi-fétons e efeitos dpticos ndo-lineares, explicitando, via teorias per-

turbativas, as principais realizacdes do sistema em estudo.

C.1 Motivacao para o método

Para introduzir os conceitos fisicos do método, tomaremos com um exemplo simples: uma

particula de spin j em um campo magnético. Neste caso, o hamiltoniano é dado por
H:wsz+g(s++s,), (C.1)

onde g é a constante de acoplamento entre a particula e o campo magnético e os operadores

S., Sy e S_ constituem uma representagdo (2j+1)-dimensional da algebra su(2), obedecendo

as relagdes de comutagdo (A.49) e ((A.50).Na base usual de momento angular |j,m) (m =
—j,—j+1,...,7—1,j), o operador S, é diagonal, enquanto a a¢do dos operadores tipo

escada, S, s3o ndo-diagonais

SZU7 m> = m‘jv TTL>, (C2)
Seljym) = /(7 F m)(j £ m+ 1)]j,m). (C.3)

O hamiltoniano (|C.1)) é um hamiltoniano linear e admite uma solu¢do exata. Para nossos
propdsitos, uma maneira muito conviniente de achar a solucao é aplicar uma transformacao

unitaria

U =exp [a(S+ - S,)], (C.4)
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onde o é um parametro complexo a ser ajustado em funcdo dos parametros do sistema.
Utilizando a relagdo de Baker-Hausdorff (|A.57)),obtemos o hamiltoniano transformado sera
dado por

H=UHU!

— [wcos(Qa) + Qgsen(Qa)] S, + % [2gcos(2a) — wsen(Za)} (S+ + S_>7 (C.5)

O préximo passo é escolher o parametro o de forma a cancelar os termos n3o-diagonais

que aparecem em (|C.5)), para o exemplo escolhido

2
tan(2a) = 2, (C.6)
w
o que nos leva a
492
Hefet = W 1 + ESZ (C?)

Como esse hamiltoniano efetivo é diagonal na base de momento angular, a dindmica do
problema é completamente descrita. A chave para a observacdo do propédsito do método das
pequenas rota¢des n3o-lineares, é que quando w < g, podemos aproximar a equagdo (C.6)

por o & g, resultando no hamiltoniano efetivo

92
Hepe (w427 | S., (C.8)

.. ~ . . L. 2
que coincide com a solucdo exata depois de expandir (C.7) em séries de Z;.

C.2 As pequenas rotacoes nao-lineares e os hamiltonia-
nos efetivos

Levando em conta o exemplo anterior, vamos considerar o caso geral de um sistema
descrito por um hamiltoniano ndo-linear, que admita algumas integrais de movimento*,V;, e

que a componente de interacdo possa ser escrita do seguinte modo

Hi = AX, + g(X+ + X_), (C.9)

*Se {H, A} =0, entdo A é uma constante de movimento.
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onde g é uma constante de acoplamento, A é um pardmetro que representa usualmente a
dessintonia entre as frequéncias de diferentes subsistemas e os operadores X1 e X, mantém

a relagdo de comutagdo ((A.22)
[XZ,Xi] — £X,, (C.10)
mas a (|A.23) é modificada da seguinte forma
[XJF,X,] = P(X.,N)) (C.11)

com P(X,, N;) é uma fungdo polinomial arbitraria do operador diagonal X, com coeficientes
que podem depender das integrais de movimento /V;. Essa é a origem do nome de deformacgdes

polinomiais da algebra su(2).

Vamos supor que por alguma raz3o fisica (depedendo do sistema considerado), a condi¢cdo
Agyg (C.12)

seja satisfeita. Entdo, fica claro que (|C.9) é quase diagonal na base que diagonaliza X,.

De fato, uma anadlise em teoria de perturbacao imediatamente mostra que em corregoes
de primeira ordem introduzidas na parte ndo-diagonal, g(X, + X_), aos autovalores de X,

desaparecerem e alguns de segunda ordem sdo proporcionais a £ < 1.

Como na segdo anterior, vamos aplicar a seguinte transformag¢do unitdria a (C.9) (que, de

fato, é uma pequena rota¢do n3o-linear)

U = exp

g
de modo que
Hint,efet = UHzntUT (C14)

, 2
Mantendo termos até a ordem %, teremos

2

H’int,efet = AXZ + gZP(Xm N]) (C15)

um hamiltoniano efetivo que é diagonal na base de autoestados do operador X,. Com essa
aproximacao, o problema da evolucao do sistema é completamente resolvido e temos um

hamiltoniano expresso em um forma operacional.
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