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RESUMO

A teoria de campo médio para 0 modelo de Ashkin-Teller com mteragdes
ferromagnéticas de longo alcance na presenga de campos magnéticos aleatorios foi
desenvolvida. Isso foi conseguido através do uso do truque das réplicas para a
obtencdo da energia livre e do estudo analitico das equagdes integrais acopladas dos
parametros de ordem, da estabilidade de suas solugles e das suas expansdes para
TSTc. Inicialmente, foram determinadas as expressdes gerais das fungbes
termodindmicas do modelo no caso em que existem trés campos magnéticos
aleatorios com distribuicdes gaussianas. Em seguida, foi examinado o caso particular
do modelo com um s6 campo magnético aleatorio na diregdo de z = (o'S). A
estratégia adotada se mostrou poderosa pois nos possibilitou a caracterizagdo
detalhada do diagrama de fases com viérias superficies de coexisténcia e das linhas de
pontos criticos. As equagdes integrais das fungdes termodindmicas desse caso
particular foram discutidas e resolvidas numericamente para valores especiais das
constantes de interagdo e da varidncia. Para o caso particular do modelo na presenca
de campos magnéticos aleatorios nas diregdes (S) e (o), forma determinadas e
discutidas as expressées das fungfes termodindmicas. Foram também obtidas as
equagdes das superficies de mstabilidade da solugdo paramagnética. Foi provado que
a transicio entre as fases paramagnética e de Baxter € sempre de primeira ordem.

Outro resultado original da tese foi a verificagio da existéncia da simetria de
dilatacio e contragio do modelo de Potts na presenga de campos magnéticos
aleatérios. Essa simetria permite que o estudo da energia livre no intervalo g €(1,2)
forne¢a o comportamento termodinidmico do sistema para todo ¢ > 2.



ABSTRACT

The meanfield theory of the long range Ashkin-Teller model in random fields
was developed. This was obtained by using the replica trick and the study of the
coupled integral equations for the order parameters, the stability of their solutions,
and their expansions for T < 7. Inicially , the expressions of the thermodynamic
functions for the model in three random fields with gaussian distributions were
determined. After this, it was examined the particular case of the model with only one
random field in the (o'S) direction. The strategy revealed itself powerful by the
detailed caracterization of the phase diagram with several coexistence surfaces and
lines of critical points. The integral equations of the thermodynamic functions for this
particular case were discussed and numerically solved for especial values of the
interaction constants and field distribution variance. For the particular case of the
model with random fields in the (S) and (o) directions, the expressions were also
determined and discussed. The equations of the instability surfaces for the
paramagnetic solution were obtained, and it was proved that the para-Baxter
transition line is always of first order.

Another original result of the thesis was the verification of the existence of the
dilatation and contration simmetry in the Potts model with random fields. This
simmetry permits that the study of the free energy in the ¢ €(1,2) interval supplies the
thermodynamic behavior of the system for ¢ > 2.



CAPITULO 1

INTRODUCAO

1.1 - MOTIVACAO

A maior parte do aumento no conhecimento sobre fendmenos coletivos
durante as ultimas décadas tem origem no estudo de sistemas magnéticos. A formagéo
de conceitos tais como universalidade, quebra de simetria e leis de escala (em regibes
proximas de transiches .de -fase continuas), assim como o desenvolvimento das
poderosas idéias do grupo de renormalizagéo, tem sido fortemente influenciada pela
pesquisa sobre magnetlsmo Isto se deve em parte a existéncia de um grande numero
de sistemas magnéticos experimentais acessiveis, € em parte ao fato notavel de que
modelos simples do magnetismo sdo capazes de revelar a fisica essencial sobre as
fases e as ordens das transicdes em sistemas mais complicados.

Até uma época relativamente recente, o estudo do comportamento coletivo de
sistemas magnéticos e de outros sistemas com matéria condensada era concentrado
largamente em materiais puros idealizados, tais como cristais perfeitos. Entretanto, a
desordem do tipo “quenched” (temperada), isto €, a que ocorre quando o sistema esta
congelado em uma configuragdo com desordem estrutural, ¢ tdo freqiiente que acaba
afetando praticamente todos os sistemas experimentais, de algum modo. Os fisicos
experimentais normalmente tendiam a trabalhar com amostras numa faixa de
concentragdo de impurezas que mascarava os efeitos provocados pela desordem. S6
nos ultimos vinte anos, aproximadamente, ¢ que a comunidade de fisica da matéria



condensada tem se interessado em estudar os fenomenos causados pela desordem, de
maneira intensiva.

Desde entdo, os sistemas magnéticos desordenados tém surgido com o
prototipo para o estudo de fendmenos coletivos em sistemas com desordem
temperada. Novamente, isto se deve a simplicidade dos modelos magnéticos e a
existéncia de muitos sistemas experimentais que podem ser bem caracterizados por
tais modelos. As idéias sobre sistemas magnéticos desordenados tém sido aplicadas,
por exemplo, a transicbes de fase estruturais em ligas desordenadas, a
supercondutores com impurezas, a fluidos e superfluidos em meios porosos, a
adsorgdo em superficies desordenadas e & percolagio de pesticidas liquidos em solos
estratificados [28 e suas referéncias].

Todos os materiais sélidos tém alguma desordem temperada, na forma de
defeitos e impurezas ou como uma propriedade estrutural Mesmo pequenas
quantidades de desordem temperada podem influenciar muito as transi¢des de fase
através das quais os materiais se formam. E impossivel eliminar todas as impurezas ou
defeitos dos materiais. Assim, para que seja compreendida completamente a formagéo
dos materiais é fundamental que se caracterizem os efeitos drasticos causados por
impurezas e defeitos sobre as transi¢coes de fase.

Os trés principais modelos que descrevem os efeitos da desordem temperada
s30 os seguintes: vidro de spin [61], que sdo aplicadas quando as interagSes entre os
spins sfio aleatorias e frustradas; o modelo com interagdes aleatorias [62], em que as
interagdes sdo aleatdrias mas ndo frustradas; e o modelo com campo aleatério [63-
75], onde o efeito dos campos aleatérios sobre o ordenamento dos spins compete
com a ordem de longo alcance.

Nesta tese enfocamos modelos do ultimo tipo. Progressos consideraveis ja
foram realizados no estudo do modelo de Ising com campo aleatério {9,12] nas
ultimas duas décadas. Os sistemas que sdo mais comumente utilizados para estudar
este modelo sfo cristais magnéticos diluidos na presenga de campos magnéticos
uniformes e externos. A maior parte dos trabalhos definitivos sobre o modelo com
campo aleatorio foram feitos no modelo de Ising, no qual o ordenamento envolve
alinhamento, de spins magnéticos por exemplo, ao longo de uma unica dire¢do no

e ! L L B T e L L



sistema. Apesar de esta condigdio nio ser satisfeita por sistemas experimentais,
materiais com anisotropia uniaxial normalmente apresentam um comportamento igual
ao do modelo de Ising para temperaturas que sejam suficientemente proximas da
temperatura de transi¢do Tc (Tn para materiais antiferromagnéticos). A generalizagdo
do modelo de Ising é conseguida através do modelo de Potts com campos aleatorios
[13-15]. No item 3.4 deste capitulo introdutério serd apresentada uma revisdo dos
resultados basicos sobre estes dois modelos.

Os modelos de Ising e de Potts, nas suas versdes sem campos aleatorios, estdo
diretamente ligadas ao modelo de Ashkin-Teller [1], que chamaremos abreviadamente
de MAT. O MAT pode ser considerado como dois modelos de Ising superpostos, os
quais, respectivamente, sio descritos pelas varidveis de spin o, ¢ S,. Cada spin esta
localizado em um dos sitios de uma rede hipercubica. Em cada modelo de Ising, ha
uma interagdo entre dois spins mais préximos com magnitude .J, . Por outro lado, os
dois modelos de Ising estdo acoplados por uma interagdo entre quatro spins cujo
valor ¢ J,. Assim, o hamiltoniano é

#= -Z[Jz(diaj +S.-S,)+ Jy0,0,8.5,1, (1.1)

- JTET
<ij>
onde a soma ¢ sobre todos os vizinhos mais préximos numa rede. Quando J, = J, o
MAT se torna equivalente ao modelo de Potts com quatro estados.

A estrutura do MAT em duas dimensdes foi obtida através da andlise de séries
[76], por conexdes com o modelo de 8 vértices resolvidos por Baxter [77,78], por

expansdes em torno do ponto J, =0 no qual o modelo se reduz a dois modelos de
Ising desacoplados, e por analise quasiestatica de casos limites [79]. No caso de trés
dimensdes, as conexdes com o modelo de 8 vértices ndo sdo vilidas e a expansio em
torno do ponto de desacoplamento fornece bem menos informagdes do que no caso
de duas dimensdes. Para d =2, J, é um campo marginal, isto é, um campo que é
capaz de gerar uma linha de pontos criticos. Em geral J, tem um indice de escala no
ponto de desacoplamento dado por

2
yo="-d. (1.2)



Para trés dimensdes [80,81] v ~0,64, e deste modelo y, € maior do que zero.
Portanto, J, é um campo relevante, isto é, um campo capaz de mudar

completamente a natureza do ponto critico. Assim, em trés dimensbes, hd a

possibilidade de trés comportamentos criticos completamente diferentes para valores

pequenos de x = J-"/] . Estes comportamentos dependem do fato de x ser menor do
2

que zero, maior do que zero, ou exatamente igual a zero.

Esta estrutura complicada foi indicada por expansbes em & de modelos com
simetrias analogas as do MAT [82-85]. Este tipo de analise mostrou trés diferentes
tipos de comportamento que dependem dos direcionamentos dos pontos finais dos
fluxos iniciados proximos do ponto de desacoplamento. Um fluxo se direciona a um
ponto fixo que descreve dois modelos de Ising desacoplados (para x = 0); outro leva a
um ponto fixo instavel e, portanto, indica uma transicdo de fase de primeira ordem
(para x < 0); € o terceiro ¢ em diregdo a um ponto fixo com n=2, anilogo ao do
modelo XY (para x > 0).

No entanto, estudos anteriores do MAT tridimensional feitos através de séries
[76] pareciam mostrar que o indice critico y varia continuamente com x, nas
proximidades de x =0. Caso esta conclusdo fosse valida, haveria um sério erro nas
previsdes obtidas através do grupo de renormalizacido. Motivados por este impasse,
Ditizian, Banavar, Grest ¢ Kadanoff [3], ou, abreviadamente DBGK, envidaram
esfor¢os para descrever o comportamento critico do MAT em trés dimensdes,
assumindo como corretas as previsdes do grupo de renormalizagdo.

DBGK procuraram estabelecer a natureza do diagrama de fases do MAT
tridimensional através do uso de varias técnicas complementares. Seus resultados
foram obtidos através de dados retirados das séries para altas e baixas temperaturas
de energia livre, magnetizacdes, e suscetibilidades e da simulagdo pelo método de
Monte Carlo. Estes resultados, quando combinados com os resultados exatos para
casos limites e com as previsdes da teoria de campos médio, levaram DBGK a um
rico diagrama de fases com varios pontos multicriticos.

DBGK verificaram que o método de andlise através de séries e a técnica de

Monte Carlo complementam um ao outro. Pois, enquanto € possivel determinar
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precisamente 0s expoentes criticos € a temperatura de transigio através do método de
séries para as partes mais simples do diagrama, a técnica de Monte Carlo torna-se util
na determinagio dos diferentes tipos de ordenamento e das temperaturas de transi¢do
mesmo nas regides complicadas do diagrama de fases.

Deste modo, DBGK conseguiram mostrar que os dados obtidos pelos
métodos das séries e de Monte Carlo nas vizinhangas do ponto de desacoplamento
sdo consistentes com a conclusdo do grupo de renormalizagdo, a qual estabelece para
o MAT tridimensional a inexisténcia de uma linha de expoentes que variem
continuamente. Assim o diagrama de fases para d =3 é bem diferente do obtido para
d =2 . Uma nova fase, nfo existente em d =2, é determinada. Nesta fase o sistema
quebra espontaneamente a sua simetria natural entre seus dois tipos de spins de Ising.
Virias transi¢des de fase continuas sdo observadas e explicadas em termos de uma
andlise que ¢ inteiramente consistente com os conceitos de grupo de renormalizagio.

Em 1985 Christiano e Goulart Rosa [4] calcularam as fungdes termodindmicas
¢ determinaram o diagrama de fases do MAT com interagGes ferromagnéticas de
longo alcance, fazendo um estudo analitico e numérico da energia livre a fim de
caracterizarem as fases e as ordens das transi¢Ges. Essa abordagem se mostrou
eficiente pois levou a determinagfo detalhada de um diagrama de fases com vérias
linhas de pontos criticos, embora nfio tenham sido determinados com precisio os
valores dos pontos criticos onde se verificam mudancas nas ordem das transigGes.
Esse modelo ¢ definido pelo hamiltoniano:

# = —ilas,.sj - jzg;a,oj - i,go—is,ajsj —-HY'S,
LJ iJ i.j i
(1.2)
- HZZai - H3ZaiSi ,

onde introduzimos os campos magnéticos constantes H, > 0, com (r = 1, 2, 3). As
constantes de interagio ferromagnética de longo alcance J, =.(J, /N ) >0 sdo
escaladas pelo numero de spins N para que no limite termodinimico a energia do
sistema seja bem definida. A soma ¢é sobre todos os pares distintos (i,j).

O vidro de spins de Ashkin-Teller também tem sido investigado nos ultimos
dez anos. Em 1985 esse modelo foi estudado na rede de Bethe [5] e, mais
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recentemente, suas solu¢des de réplicas simétricas e com quebra de simetria de réplica
foram estudadas por métodos numéricos [6-8].

Entretanto, nfo existem estudos sobre 0 MAT com interagdes ferromagnéticas
de longo alcance na presenca de campos magnéticos aleatorios. Esse modelo ¢

definido pelo hamiltoniano
#=-J ZSS J;aa J%aS,a,S,-H,ZS,
IJ i
- ZZo-i _H3Z i zhx SI th Zh3 ’

onde A designa os campos magnéticos aleatdrios, que sdo estatisticamente

(1.3)

independentes, e pela distribuigdo gaussiana com varidncia /, e valor médio h,, para
todo sttio i:
3

p({h:})=1‘[[(2n)§17,]_1.ex -_-(hz—’;:'_—l . (1.4)

r=| r

Apesar do modelo definido pelas equagdes (1.3) e (1.4) ser complicado, a
desordem presente nas interagdes de um corpo torna-o mais tratdvel analiticamente.
Por outro lado, este modelo pode ser relacionado com varios outros mais simples.
Quando fazemos A, =l7, =0 (comr = 1, 2, 3) na equagdo (1.3), as fungdes de
distribuicdo gaussianas tornam-se deltas de Dirac. Dessa maneira, a solugdo
encontrada para 0 MAT na presenga de campo aleatério recupera a solucdo do
modelo definido por (1.2) [4]. Para J, = &, = h, = 0 obtemos dois modelos de Ising
aleatorios e desacoplados. Se J, =J, = h =h = E =h, =0 temos o modelo de
Ising na presenga de campo aleatério [10]. Para J, =J, =J, o MAT (sem os
campos H, e h) € equivalente a0 modelo de Potts com 4 estados [39,78]. Isso
ocorre como uma conseqiiéncia da simetria do hamiltoniano com relagio 2

transformagdo S, - S, ¢ &, > 0,5, , que faz com que (o) = (S) = (o' ). Como sera

mostrado no capitulo 4, mesmo quando consideramos as presencas dos campos H,
(constantes) e h, (aleatorios), a equivaléncia entre os dois modelos permanece valida.
Pelo que foi apresentado, pode-se concluir que a motivagio basica desta tese é

o estudo da influéncia de campos aleatorios sobre uma estrutura complicada como a




do MAT, ji analisada por DBGK e Christiano ¢ Goulart Rosa. Deste modo, o

objetivo principal do presente trabalho ¢ determinar a natureza do diagrama de fases
~ do MAT com intera¢des ferromagnéticas de longo alcance na presenga de campos
aleatorios. Antes que seja descrita a metodologia usada para atingir esse objetivo, faz-
se uma revisdo de alguns conceitos e resultados fundamentais utilizados ao longo de

toda a tese.

1.2 - DEFINICOES BASICAS

Neste topico fazemos uma introdugdo a transicdes de fase bem semelhante

aquela apresentada nas referéncias [86-88].

e Fases, transicoes de fase, e diagramas de fase

Considere as fases solida (gelo), liquida e gasosa (vapor) da agua. Uma
mudanga na temperatura permite-nos observar transicées de uma fase para outra: a
condensagio e a ebuligio da dgua sdo tdo familiares que foram utilizadas na definigido
da escala centigrada de temperatura. O interessante nessas transicdes € que uma
pequena mudanga na temperatura ou em outro parametro ¢ suficiente para provocar
uma grande alteragio. Além disso, elas pertencem a uma extensa familia: ha transi¢cdes
de fase como a magnética, ferroelétrica, superfluida, supercondutora; outras
correspondem & separagdo de fase em solugdes, ou transicdes de uma fase ordenada
para outra desordenada em ligas, por exemplo. A descoberta € a compreensio da
natureza de novas fases continuam a desempenhar um papel importante na fisica da
matéria condensada. Por isto se torna relevante a determinacdo de um diagrama de
fase: para um dado sistema, variam-se alguns de seus parimetros tais como
temperatura, pressdo, ou campo magnético externo, a fim de que sejam observadas as
diferentes fases do sistema e suas regides de existéncia, ¢ depois os resultados sio
apresentados em um grafico conhecido por diagrama de fase.

Para a introdugdo de algumas idéias, consideraremos trés diagramas de fase
particulares.

O primeiro (figura 1.1) é um diagrama de pressdo versus temperatura,
mostrando as regides de existéncia das fases sélida, liquida e gasosa. Ha dois pontos



especiais neste diagrama: o primeiro, chamado de ponto triplo, na juncdo das trés
regides; o segundo, chamado de ponto critico, € o ponto final de uma linha divisoria
entre as regides liquida e gasosa. Circulando o ponto critico (P,T.), pode-se passar
continuamente da fase liquida para a gasosa, sem que ocorra uma transi¢do

descontinua (na regido a direita do ponto critico).

Solid Liquid
{Pc Tc)

Gos

Figura 1.1 - Diagrama de fase s6lido-liquido-gas tipico.

O segundo exemplo (figura 1.2) ¢ um diagrama de campo magnético versus
temperatura para um material que sofre uma transi¢éo de fase do tipo ferromagnética.
Neste diagrama ha uma linha de fronteira ao longo do eixo horizontal, que termina
num ponto critico, como no caso precedente. Para campo nulo e alta temperatura,
observa-se uma fase desordenada chamada de fase paramagnética, na qual ndo ha
magnetizagdo; a medida que a temperatura abaixa, a transi¢do ocorre no ponto critico
T = Tc, e para T < T¢ observa-se uma fase ordenada chamada de fase ferromagnética,
que esta espontaneamente magnetizada. H4 uma analogia entre a figura 1.2 e a parte
da figura 1.1 correspondente a transi¢éo de liquido para gas: o campo magnético € a
pressio exercem fungbes similares. Na figura 1.2, quando se cruza a fronteira
(H=0,0<T<T.), a magnetizagio muda descontinuamente; a descontinuidade
decresce quando se atravessa a fronteira em pontos mais proximos do ponto critico;
no ponto critico, a descontinuidade desaparece.

O terceiro diagrama (figura 1.3) também € um diagrama de campo magnético
Versus temperatura, mas agora para um material em que ocorre uma transi¢éo do tipo
antiferromagnética, pois a dire¢io da magnetizagdo ¢ alternada na fase ordenada.
Nesse diagrama hi duas regides, separadas por uma linha continua com uma parte

solida e outra tracejada. Nesse case ocorre o seguinte: quando a linha so6lida é
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cruzada, observa-se um salto descontinuo no valor da magnetizagdo do sistema
antiferromagnético; no entanto, nfio ha essa descontinuidade quando se transpde a
linha tracejada. Diz-se que a parte tracejada dessa linha de transi¢8io é uma linha de
pontos criticos (pois ndo ha descontinuidade); a linha de pontos criticos tem um ponto
final, na linha de transi¢do, que é chamado de ponto tricritico.

H

{0,Te } T

Figura 1.2 - Diagrama de fase ferromagnética tipico.

Figura 1.3 - Diagrama de fase antiferromagnética tipico.

e Parimetros de ordem, quebra de simetria e ordem de uma transicéio de fase

Por que aparecem varias fases diferentes, 4 medida que o valor da temperatura
aumenta? Isso ocorre porque na energia livie F =U —TS, que é minimizada no
estado de equilibrio termodinimico, h4 competicio entre a energia interna U (que
favorece a ordem) e a entropia S (que favorece a desordem); um aumento na
temperatura acaba por favorecer a entropia € a desordem. A fim de se fazer distingo
entre as duas fases, define-se um pardmetro de ordem, o qual é diferente de zero na
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fase ordenada, e zero na fase desordenada (esta, em geral, é a fase que aparece em
temperaturas altas, apesar de haver excegdes a esta regra nos casos em que hi
diferentes graus de liberdade acoplados). Para uma transi¢io ferromagnética, como na
figura 1.2, o pardmetro de ordem € a magnetizagio homogénea; para uma transigio
antiferromagnética, como na figura 1.3, ¢ a magnitude da magnetizagio alternada. Em
geral, um valor diferente de zero para o parimetro de ordem corresponde a uma
quebra de simetria. Assim, em nossos dois exemplos magnéticos, na simetria em
relagdo a rotagdes é que ocorre a quebra. Na fase de alta temperatura o sistema ¢
invariante em relac@o a rotagdes em torno de todos os trés eixos; enquanto que na
fase de baixa temperatura o sistema permanece invariante somente em relagdo a
rotagdes em torno de um eixo, o eixo em cuja diregdo hd magnetizagdo espontéinea.
No caso da transi¢do de liquido para gas (figura 1.1), estritamente falando ndo ha
quebra de simetria; porém, define-se um parametro de ordem através da diferen¢a de
densidade entre as fases liquida e gasosa.

Quando o pardmetro de ordem tem uma descontinuidade na transicdo,
segundo a classificagio proposta por Landau [86, 87], tem-se uma transi¢io de
primeira ordem; quando nio ha esta descontinuidade, a transigfio é de segunda ordem.
Nas figuras 1.1 e 1.2, as linhas de transi¢io sdo linhas de transi¢do de primeira ordem;
nos pontos criticos as transi¢gées sdo de segunda ordem. Na figura 1.3, a linha de
transicdo tem um segmento de primeira ordem e outro (a linha tracejada de pontos
criticos) de segunda ordem; no ponto tricritico, a transi¢éo ainda é de segunda ordem
e, portanto, nio ha descontinuidade no pardmetro de ordem. O grafico do parametro
de ordem versus temperatura, para uma transicdo de segunda ordem, é uma curva
como a da figura 1.4: no ha descontinuidade no valor do parametro de ordem, porém
ha uma descontinuidade na inclinagdo da curva que mostra a sua variagdo com a
temperatura.

Diante do que ja foi exposto, qualquer pesquisa em que se propde a
investigacdo de transicdo de fase deve estar relacionada com os seguintes problemas:
especificar o parametro de ordem, prever a ordem da transicdo, e descrever o
comportamento das propriedades do sistema na vizinhanga da transicéo.
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0 Tc T‘

Figura 1.4 - Variagfo tipica do pardmetro de ordem M com a temperatura para
uma transi¢fo de fase de segunda ordem.

¢ Dimensionalidade do espaco e dimensionalidade do parimetro de ordem

Como nosso mundo tem trés dimensdes, € natural que se inicie o estudo de
fases e transigdes de fase através de sistemas tridimensionais. No entanto, ha muitos
sistemnas interessantes com dimensdes menores.

Assim, podemos citar os seguintes sistemas unidimensionais ou quase-
unidimensionais: polimeros (macromoléculas lineares), solidos feitos de cadeias (de
atomos ou moléculas) apenas com acoplamentos fracos entre cadeias. Sistemas
bidimensionais ou quase-bidimensionais: filmes, sélidos feitos de planos acoplados
fracamente.

Por outro lado, em certos problemas de teoria relativistica do campo, que
podem ser tratados por uma formulagdio analoga a apressentada aqui, trabatha-se no
espago-tempo, e, portanto, em quatro dimensdes. A dimensionalidade d do espago
pode ser considerada como uma variavel real (positiva). Na década a discussdo sobre
dimensionalidade abrangeu varios valores de d, inclusive ndo inteiros. Entretanto,
mais recentemente, pesquisadores tedricos tém se interessado pelo valor mais realista
d=3.

Com relagdo ao pardmetro de ordem, nem sempre € 6bvia a sua definicdo,
podendo ocorrer dificuldades experimentais e teéricas. Estando este pardmetro
definido, uma de suas caracteristicas mais interessantes é a sua dimensionalidade ».
No caso da transi¢do liquido para gas, o pardmetro de ordem € um escalar, por se
tratar de uma diferenca de densidade; o que faz com que sua dimensionalidade seja

um. No caso da transi¢do ferromagnética sem forgas anisotropicas, o parametro de
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ordem, isto €, a magnetizagdo, ¢ um vetor com trés componentes; €, portanto, sua
dimensionalidade ¢ trés. Assim, a dimensionalidade » do parimetro de ordem pode
assumir varios valores com diferentes significados fisicos. Novamente, ¢ mais |
conveniente se considerar » como um numero real e positivo; ocasionalmente, ele

podera assumir valores nulos ou negativos.

o Flutuacdes, comprimento de correlacio e fendmenos criticos

Na vizinhanga de um ponto de transi¢@o um sistema tem duas fases diferentes,
e cada fase ¢, respectivamente, estivel em cada uma das regides adjacentes ao ponto.
Isso da origem a flutuagGes , que governam o comportamento do sistema nas regides
proximas da transigio. Um exemplo € a opalescéncia critica, caracteristica nas
transi¢oes de liquido para gas [88].

Vamos considerar, por exemplo, um material forromagnético, com um
diagrama de fase como o da figura 1.2. Para T > T¢, a fase estavel é a desordenada;
entretanto, se T estiver proximo de T¢, a fase ordenada € somente um pouco menos
estavel, e, por causa das flutuagSes, aparecerdo regides localmente ordenadas, durante
um certo intervalo de tempo. Assim, para a caracterizagdo dessas flutua¢des, definem-
se um comprimento de correlagdo £ o qual mede a extensdo média dessas flutuagdes,
e um tempo de correlagio 7 para medir o tempo de vida médio delas. O comprimento
£ e o tempo 7 aumentam a medida que se aproxima do ponto de transigdo, e, deste
modo, os fendmenos criticos associados as flutuagdes tornam-se mais importantes. A
grosso modo, pode-se considerar que o comprimento £ governa os fenOmenos
criticos estaticos, enquanto que o tempo 7 governa os dindmicos. Por simplicidade,
vamos nos ater ao comprimento de correlagdo £ Quando todos os outros parametros
estio fixos, &£ € uma fungio &7T) da temperatura 7, que aumenta se T tender ao ponto
de transicdo (T — T¢).

Nesse ponto, pode-se fazer a seguinte pergunta: o comprimetno de correlagio
diverge em 7¢?

Se isso acontecer, isto €, se &7) — o quando T — T¢, entdo nas regides
proximas de T¢ as flutuagGes sfio completamente dominantes; caso isso nio ocorra, a
influéncia delas € parcial e a transi¢do de fase se da prematuramente, por assim dizer.
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Estas consideragdes concordam bastante com as de Landau, em relagdo a ordem das
transi¢des. Se na classificagdo de Landau a transi¢do for de segunda ordem (ndo ha
descontinuidade no pardmetro de ordem), entdo o comprimento de correlagdo diverge
em Tc, € ha um regime em que as flutuagdes dominam. Porém, se de acordo com
Landau a transi¢do for de primeira ordem (hd descontinuidade finita no parametro de
ordem), entdo, via de regra, o comprimento de correlagio em 7¢ € finito, 0 que
corresponde a um regime em que as flutuagdes foram interrompidas prematuramente,
em menor ou maior grau. Entretanto, ha alguns casos especiais em que essas duas
classificagbes ndo concordam inteiramente, mas nio 0s comentaremos porque estes
casos estdo fora do escopo de revisdo dado ao presente topico. Como ao longo da
tese nos concentraremos no calculo e na andlise do comportamento do pardmetro de

ordem para os modelos que estudaremos, vamos utilizar apenas a classificagdo de
Landau.

e Medidas termodinamicas e de correlacdo, funcio de correlagio, propriedades

estiticas e dinimicas

E conveniente fazer distingo entre dois tipos diversos de medida: de um lado,
medidas termodinimicas, de quantidades macroscopicas como calor especifico,
magnetizacdo, e suscetibilidade homogénea de um material ferromagnético, ou
densidade e compressibilidade em uma transi¢do liquido para gas; e de outro lado,
medidas de quantidades relacionadas com correlagio microscopica entre pontos
deferentes. No caso magnético, por exemplo, medidas do segundo tipo fornecem
informagdes sobre a fungdo de correlagdo (entre dois pontos) para a magnetizagdo M:

T(R,1) = ( M(R.1) M(0,0)) (1.5)
ou sobre fungdes de correlagdo de ordem mais alta. Observagdes do espalhamento de
raios X, de neutrons e de luz, fornecem informacdes sobre a transformada de Fourier
F(q,w) de F(ﬁ,t). As singularidades das grandezas termodindmicas e das fungdes de
correlagdo tém uma origem comum nas flutuagdes criticas, e estdo ligadas
teoricamente pelo teorema de flutuagio-dissipagdo; apesar disto, do ponto de vista
experimental, justifica-se a distribui¢@o entre essas duas classes de medidas.



14

As propriedades criticas estaticas incluem grandezas termodinimicas, e as
fungdes de correlagdo tomadas em um mesmo instante; as propriedades criticas
dindmicas incluem a dependéncia das fun¢des de correlagio com o tempo ou a
freqiiéncia. Do ponto de vista tedrico, faz-se esta distingdo por causa das profundas
diferencas entre os resultados e os métodos de estudo destes dois tipos de
propriecdades. Neste ponto, pode-se adiantar o conceito fundamental de
“universalidade” para se indicar que existem muitas classes de sistemas fisicamente
diferentes que, no entanto, mostram o mesmo comportamento critico estatico;
enquanto que isto dificilmente acontece com o comportamento critico dinimico. Esse
€ o motivo pelo qual a presente tese ndo trata do ultimo tipo de comportamento,

apesar de grande interesse e importancia de algumas propriedades.

¢ Expoentes criticos e leis de escala

Em regides proximas de um ponto critico (isto €, de uma transi¢do de fase de
segunda ordem), observam-se quantidades que obedecem leis de poténcia com

expoentes que ndo sdo inteiros. Assim, logo abaixo de T¢, o pardmetro de ordem

decresce proporcionalmente a (TC - T)ﬂ, a0 passo que logo acima de T¢ o calor
especifico, por exemplo, ¢ proporcional a (T - TC)_a , 0 comprimento de correlagio a

T-T. ", e a suscetibilidade, no caso magnético, a \T — T 7. 0s expoentes a, f,
(r-7c) (r-1c)

v, ye outros como esses, sdo definidos na vizinhanga de um dado ponto critico, € sdo
chamados de expoentes criticos; a precisdo das medidas experimentais destes
expoentes garantem com seguranga que seus valores ndo sdo inteiros. Encontram-se
singularidades porque tal comportamento implica que as quantidades termodinimicas
e as fungdes de correlagdo dependem nio-analiticamante de suas varidveis, isto €, da
temperatura, do campo associado ao pardmetro de ordem, da distancia, etc. Em tais
circunstincias, os métodos de perturbagio usuais ndo sdo eficientes. O
comportamento singular requer estudo por métodos feitos sob medida.

Esse comportamento é notavel porque, apesar de singular, tem algumas
caracteristicas simples. Os expoentes criticos nfo assumem quaisquer valores;

sistemas diferentes, sujeitos aos mais variados tipos de transigdes, podem ser
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agrupados em um pequeno namero de “classes de universalidade”, cada uma
caracterizada por um conjunto de valores dos expoentes. Além disso, observam-se

entre os expoentes criticos algumas relagdes muito simples como a+28+y =2,

chamadas de leis de escala, cujo grau de universalidade ¢ ainda maior. Portanto, no
meio da complexidade surge uma nova simplicidade.

e Universalidade

Na teoria de fenOmenos criticos em transicbes de fase o conceito de
universalidade desempenha um papel destacado. O raio de aplicagdo (isto é, a classe
de universalidade) de cada resultado é cuidadosamente investigado, e surge entio
toda uma hierarquia de graus de universalidade. Na base dessa hierarquia, por
exemplo, encontra-se a temperatura critica, cujo valor depende de cada pequeno
detalhe; no topo estdo certos numeros, os expoentes criticos, que dependem apenas
das propriedades mais gerais do sistema, como as dimensionalidades do espago e do
parametro de ordem, porém sdo independentes da natureza da tramsi¢io, das
caracteristicas detathadas da interag3o, etc. Assim, as propriedades de universalidade
dos fenomenos criticos permitem o estabelecimento de correspondéncias entre
sistemas, ¢ de classes de equivaléncia de grande extensio; e, como ja salientamos
anteriormente, com estas classes estfio associados conjuntos de numeros, os quais
demonstram, da maneira mais clara possivel as diferencas entre as classes.

Essas caracteristicas (conjunto de nimeros, classes e graus de universalidade)
explicam o grande interesse por fendmenos criticos, principalmente a partir da década
de setenta, o qual é justificado nfio apenas pela importincia prética destes fendmenos,
mas também pelo fato de que eles t€ém se mostrado muito uteis como campo de prova

para certas técnicas tedricas, como o grupo de renormaliza¢éo e o método de Monte
Carlo.
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1.3 - SISTEMAS MAGNETICOS PUROS

A seguir apresentamos os trés sistemas magnéticos puros (isto €, sem

desordem) cujas versdes na presenca de campos magnéticos aleatdrios sdo estudadas

na presente tese.

e Modelo de Ising
Inicialmente, focalizamos nossa aten¢do no mais simples modelo magnético,
que consiste de spins de Ising S,, podendo apontar apenas para cima (S,. = +l) ou
para baixo (S,. = ——1). O hamiltoniano de Ising basico consiste de interagdes de troca
J,, entre os dois pares de spins vizinhos mais pr6ximos numa rede hipercibica com

dimensdo espacial d:
#= —<Z> J,S,S,, (1.6)

i)

Esse hamiltoniano possui uma simetria evidente: a energia é invariante em relagio a
mudanga de sinal simultinea para todos os spins.

Num sistema de Ising ferromagnético puro todas as interagdes entre spins tém
o mesmo valor J > 0. Tal sistema tem duas fases. Para temperaturas altas em relagao
ao valor de J, o efeito desordenador da entropia supera a ordem devida a energia, e os
spins flutuam quase que independentemente [28]. Nessa fase paramagnética, a
simetria existente no hamiltoniano (1.6) ¢ preservada, e, deste modo, o mimero médio

de spins para cima ¢ igual ao dos spins para baixo. As correlagdes entre dois spins

separados por uma distdncia r decaem como a exponencial e/, onde £ éo
comprimento de correlagdo. Inversamente em baixas temperaturas, o efeito ordenador
da energia supera a desordem devida a entropia, € os spins ficam quase todos
alinhados, para cima ou para baixo. Portanto, nessa fase ferromagnética, ha dois
estados de equilibrio equivalentes - “para cima” e “para baixo” - relacionados um ao
outro pela simetria que torna a energia invariante em relacdo & mudanga de sinal
simultdnea para todos os spins. Ao escolher um desses estados em detrimento do

outro, o sistema quebra espontaneamente essa simetria, e cada spin passa a ter um

valor esperado <S,> diferente de zero, o qual indica que no equilibrio o spin fica mais
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tempo apontando para cima, por exemplo, do que para baixo. (Aqui <...> indica uma
média tomada em relagio a tempos muito longos). Essa “densidade de magnetizagdo
espontdnea”, m= (S,), anula-se na fase de alta temperatura (que ¢ simétrica) e,
portanto, serve como um parametro de ordem para caracterizar a quebra de simetria
que ocorre na fase ordenada. Na fase ordenada, a fun¢do de correlagdo entre dois
spins se aproxima do valor m’, que ¢ diferente de zero, 4 medida que a distancia entre
eles tende para um valor infinito. Essa propriedade é conhecida por “ordem de longo
alcance”. A transicdo entre as duas fases ocorre na temperatura critica 7, na qual m
se anula quando o sistema ¢ aquecido a partir de temperaturas mais baixas. No
modelo de Ising puro definido por (1.6), £ diverge € m se anula em T¢, um
comportamento caracteristico da transi¢@o de fase de segunda ordem (ou continua). A
variagdo do parametro de ordem m com a temperatura ¢ fornecida por um grafico
idéntico ao da figura 1.4.

Essa descrigdo simples e intuitiva das fases do modelo de Ising ferromagnético
puro € correta para todas as dimensdes d > 1 . Em uma dimens3o, o fato de que cada
spin estd conectado ao resto da rede somente por duas ligagdes faz com que as
variagdes térmicas provoquem a rapida destruigdo de qualquer alinhamento
ferromagnético. Assim, enquanto que em temperatura nula o modelo de Ising esta
ordenado, em qualquer temperatura positiva a entropia sempre supera a energia, para
longas escalas de comprimento, € o sistema estd desordenado. O principio de que
estados ordenados sdo mais facilmente destruidos pelas variagcdes de temperatura a
medida que d decresce é muito geral e da origem ao conceito de “dimensfio critica
mais baixa”, d;, a qual é definida como a mais baixa dimens3o (nio necessariamente
inteira) acima da qual uma fase ordenada pode existir em temperaturas diferentes de
zero. Para os sistemas de Ising ferromagnéticos, entdo, d, =1.

e Modelo de Potts

O modelo de Potts [39] € uma generalizacdo do modelo de Ising. Em sua
versdo original, o sistema é constituido de spins classicos localizados nos sitios de
uma rede com cada spin podendo se posicionar em g diregdes coplanares igualmente
espagadas, especificadas pelos angulos
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2z n
=—; n=0,1---,9-1. 1.7
q
Cada spin interage com seus vizinhos através de um acoplamento que depende

somente do dngulo relativo entre eles. Esse modelo ¢ mais conhecido na literatura
como modelo Z(q) numa alus@o ao grupo de simetria ao qual o sistema pertence.
A versdio mais simplificada analisada por Potts em 1952 (e sugerida por C.
Domb em 1951) considera a intera¢do de um par de spins da forma
J, = J5A,.¢1, , (1.8)
onde &, , ¢ o delta de Kronecker definido por

5 - 1 se A,=ij, 19
410 se A #A,, ' (1.9)

e A é a variavel de spin que corresponde a uma das q-ésimas raizes da unidade.

O sistema ¢ ferromagnético se J >0. Nesse caso o estado fundamental
consiste de g configuragdes em que todos os spins estdo no mesmo estado. Para
J<0 o sistema ¢ antiferromagnético. O estado fundamental possui q(q - l)
configura¢des em que os dois spins apontam em dire¢es distintas. Tal versdo ¢
conhecida como modelo de Potts padréio ou simplesmente modelo de Potts.

E um resultado bem conhecido que a teoria de campo médio para o modelo de
Ising [78] fornece uma descri¢io qualitativamente correta de sua transicdes de fase.
Portanto, na auséncia de uma solugdo exata, € natural que se examine o modelo de
Potts com g componentes, na aproximagdo de campo médio. Em qualquer sistema na
Mecanica Estatistica, cada componente interage com o campo magnético externo e
com os componentes vizinhos. No modelo de campo médio, o segundo efeito é
substituido por uma média sobre todos os componentes.

Primeiramente, vamos ver como fica o hamiltoniano de campo médio para o
modelo de Ising com interages entre os pares de spins vizinhos mais proximos
definido pela equagdo (1.6). Se cada spin S, tiver p vizinhos, entdo o campo total que
atua sobre ele ¢

H+JYS,, (1.10)
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onde a soma € sobre os p sitios vizinhos de j. No modelo de campo médio esse campo
é substituido por

H+(N-1)"pJ2s,, (1.11)

J#i
onde N é o nimero de spins, e a soma agora € sobre os N —1 sitios j diferentes de i.

Isto é equivalente a substituir o hamiltoniano (1.6) por

pJ S
F=—"YS5 -HY S, (1.12)
N_l(i,j) ! i=1

‘ 1
onde a primeira soma é sobre todos os —2—N (N —1) pares distintos (i, j). A equagio

(1.12) é o hamiltoniano de campo médio para o modelo de Ising puro.
Para um sistema com N spins de Potts, o hamiltoniano de campo médio [39] é
dado por
1
#z-ﬁng&L,lj, (1.13)
onde cada spin interage com os outros N —1 spins através de uma interagdo cujo

valor é % , sendo ¢ o nimero de coordenagdo da rede.

Uma teoria de campo médio para o modelo de Potts foi desenvolvida
primeiramente por Kihara et al. [89] em 1954. Eles acharam uma transi¢do de
primeira ordem para q > 2. A teoria de campo médio foi considerada novamente por
Mittag e Stephen em 1974 [90]. Usando como guias os valores exatos das
propriedades criticas obtidos para modelo bidimensional por Baxter [91], eles
mostraram que o resultado de campo médio ¢ exato em d = 2 dimenses. De fato, o
resultado exato em d =2 mostra uma transicdo de primeira ordem para g >4 . De
uma maneira mais geral, acabou sendo verificada a existéncia de uma dimensdo critica
q.(d) tal que, em d dimens3es, a teoria de campo médio ¢ vélida para ¢ > ¢q_(d)
[39].

o Modelo de Ashkin-Teller

Em 1943 o modelo de Ashkin-Teller [1] foi proposto como uma generalizacdo
do modelo de Ising. Em sua versdo original, representando uma liga quaternaria, cada
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sitio da rede é ocupado por um dentre os quatro diferentes tipos de atomos
designados por A, B, C e D. Dois atomos iguais localizados em sitios distintos
interagem com energia &,; para os pares de 4tomos dos tipos AB e CD a energia de
interagdo € &, ; para os pares AC e BD a energia é ¢,; ¢ para os pares AD ¢ BC a
energia de interagdo € ¢,.

Fan [2] mostrou em 1972 como o MAT pode ser escrito em termos de
varidveis de spin de Ising associando a cada sitio da rede dois spins o, =1 e
S, =+1. O atomo A no sitio 1 € representado quando os spins do par (a,.,S,) tém os
valores (1,1); os valores (+1,-1) representam o atomo B; os atomos C e D sdo
representados respectivamente pelos pares (-1,+1) e (-1,-1).

Desse modo, a energia de interagdo de diferentes pares de atomos situados nos

sitios i e j pode ser escrita em termos das variaveis de spin oe S do seguinte modo:

&,=-Jy,-JSS,-J,00,-J50,50,S, , (1.13)
onde
-4J,=¢g,+g+e+g (1.14)
—4J =5+6-6-6 (1.15)
-4J,=¢g, -6 +5—& (1.16)
-4J, =g —§ -5 +¢& . (1.17)

Em 1980 DBGK [3], como ja vimos no item 1.1, consideram o0 MAT como
uma superposi¢do de dois sistemas de Ising acoplados de forma que seu hamiltoniano

¢é escrito como:

#=-Y |00, +55,)+ 10:0,55)] (1.18)

<ij>
onde a soma envolve todos os pares de vizinhos mais préximos na rede.
A partir da identificagio dos campos efetivos que atuam sobre os spins 6, S e
oS no sitio i, dados por:

h.=Y<o,>K, , (1.19a)
-

h=Y <S8 >K, |, (1.19b)
:
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hs=Y <08, >K, , (1.19¢)
J

onde K, =8J, (i=2,3)e a soma extende-se apenas sobre os vizinhos ao sitio i,

sdo obtidas as equagdes de campo médio:

tanh(k’ ) + tanh(: ) tanh(#’
<o >=[ )+ D( s bt ) , (1.20a)
i hi, hi
<8 >= [ml(hs)mn;;( o) tanbi )| : (1.20b)
<0o,S, >= [ta:ﬂ1(h;s)+taxlx)h(h;)tanh(hg)] , (1.20c)
D =1+ tanh(k! ) tanh(} ) tanh(A%s ) . (1.20d)

Nessa aproximagdo a energia livre ¢ dada por:

F=—Zan’ +K22(<a-,- ><0o;>+<8;><8§, >)+K3Z<o’,aj ><0;8,>, (1.21)

<ij> <ij>

onde
Z' = 4cosh(#, )cosh(h; )coshl(k's ) + senh(h, Jsenh{h} }senh(hLs)|  (1.22)
¢ a fungdo de partiio de uma tnica particula sob a agdo dos campos magnéticos /',
hye Bl
O diagrama de fases para esse modelo, apresentado na figura 1.5, ¢ entéio

determinado pelo estudo numérico das solu¢cdes das equagdes de campo médio
(1.20). Sempre que é encontrada mais de uma solugdo € escolhida aquela que

minimiza (1.21).

Por meio desse estudo foram encontradas, além da fase paramagnética na qual
< o >=< § >=< 08 >= 0, as fases descritas a seguir.
(1) Fase de Baxter (Baxter) na qual todos os pardmetros de ordem sio nulos.
(2) Fase de Ising Ferromagnética (<o S >) para a qual apenas a magnetizacdo
< ¢S >ndo é nula.
(3) Fase de Ising Antiferromagnética (< oS > ,.). Essa fase é a andloga a fase

< oS > para valores negativos de K; e € obtida dividindo-se a rede em duas sub-
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redes distintas. Nela apenas a magnetizagio < oS > de cada sub-rede ndo é nula,

com as sub-redes apresentando magnetizacdo de sentidos contrarios.

T
K
(]
1!
/(l
04 = ||
<Oy 11
1y
X
o |
0.3 (OS)e !
c AF !
£ ' BAXTER
o 1!
e i}
02 ]
e
N\
\
O.lt+ N~
{O0S)
PARA
1 1 1 1
00 Y ) 2 Py
K3/K2

Figura 1.5 - Diagrama de fases para o modelo de Ashkin-Teller isotrépico [3].
As linhas tracejadas representam transi¢des de fase de primeira ordem e as
cheias de segunda ordem.

Esse diagrama apresenta ainda a fase indicada por < o> na qual apenas essa

magnetizacio ndo € nula (< S >=< oS >=0) e, na mesma regido do diagrama, a sua

equivalente com <S># 0 e <o>=<0cS5>=0.

1.4 - SISTEMAS MAGNETICOS NA PRESENCA DE CAMPOS
ALEATORIOS

Neste ftem apresentamos as teorias de campo médio para os modelos de Ising
e de Potts na presenga de campos aleatorios.
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e Modelo de Ising na presenca de campo aleatério.

Esse modelo tem atraido muito interesse desde o trabatho pioneiro de Imry e
Ma em 1975 [9], que foi o primeiro a discutir se poderia ocorrer ordenamento em
sistemas com campo aleatério. Estes autores, através de argumentos qualitativos,
chegaram a conclusio que a menor dimensdo critica d; (isto é, a menor dimensio
acima da qual uma fase ordenada pode existir para temperatura diferente de zero)
para 0 modelo de Ising com campo aleatorio é d, =2, em contraste com o valor da
menor dimensd3o critica para o modelo de Ising puro que ¢ d, =1. Assim, este
trabalho deu origem a busca da menor dimensdo critica para 0 modelo de Ising com
campo aleatdrio e para outros modelos com campo aleatorio.

O hamiltoniano de Imry e Ma ¢ dado por

%= —%;S,.Sj —Zh,.S,. . (1.23)

As distribuigdes tipicas para o campo aleatério h; usadas na teoria sdo a distribuigio
gaussiana e a distribui¢o bimodal

P(h) = %[a(h,. ~hy)+ 8, +h,)] . (1.24)

A distribuicdo é a mesma para todo sitio i e a desordem ¢ temperada (ou
“quenched”).

Revisbes recentes dos principais resultados tedricos e experimentais para esse
modelo foram feitas nas referéncias [12] e [51]. Nos proximos paragrafos, esses
resultados serdo apresentados de maneira condensada.

Comegamos por uma breve discussdo das previsdes da teoria de campo médio
[10,11]. Para o caso da distribuicdo gaussiana, & medida que a varidncia do campo
aleatorio cresce a partir de zero, a temperatura critica decresce até assumir o valor
T. =0 para uma varidncia critica oc dada por (i—”) =‘/§. Se o> o, o sistema

C
estara desordenado em todas as temperaturas. O diagrama de fases nesse caso serd
obtido no capitulo 2. No caso da distribui¢io bimodal (1.24), 4 medida que A, cresce
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a partir de zero, a temperatura critica decresce até assumir o valor 7¢c = 0 para um

campo critico A, dado por (%) =05.

Para distribuicdes do campo aleatério, P(h,), que decrescem monotonicamente
com |h,.| crescente, como a distribuicdo gaussiana, a transi¢do ¢ sempre de segunda
ordem [10]. Para distribuicGes que tém um minimo em campo zero, como a
distribuicdo bimodal (1.24), hda um ponto tricritico [11]. No caso da distribuicio
bimodal, a transigdo se torna de primeira ordem para valores h, > 4, , como mostra a
figura 1.6 [11].

Agora, passaremos a apresentar resultados experimentais basicos encontrados
para 0 modelo de Ising em campo magnético aleatério juntamente com a discussdo
sobre a menor dimensdo critica para este modelo.

E bastante dificil relacionar o hamiltoniano (1.23) com um sistema magnético
real, no qual a magnitude do campo magnético aleatoério possa ser controlada. Ao
invés disto, o modelo de Ising em campo magnético aleatorio é estudado em
antiferromagnetos da Ising diluidos na presenga de um campo uniforme, aplicado na

diregdo em que o spin se ordena. Esta analogia entre os dois sistemas foi indicada pela

b kT2

SEGUNDA
ORDEM

TCP
SG
05t
FM
PRIMEIRA
ORDEM
0.0
0.0 0.5 h /4

Figura 1. 6 - Diagrama de fases do modelo de Ising na presenca de campo magnético aleatdrio, com
distribui¢io bimodal dada por (1.24). FM ¢ a fase ferromagnética, e SG ¢ a fase independente (ou
vidro de spin). TCP € o ponto tricritico.
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primeira vez por Fishman e Aharony [16]. No modelo ferromagnético original de
Imry € Ma [9], ha uma competi¢do entre as flutuagdes locais no campo magnético
aleatorio resultante e a ordem ferromagnética de longo alcance. No antiferromagneto
diluido, as flutuagdes locais no nimero de spins na sub-rede tendem a favorecer mais
uma sub-rede do que a outra a se alinhar ao longo do campo uniforme, em
competi¢do direta com a ordem antiferromagnética de longo alcance. Essa analogia
permitiu a Cardy [52] mostrar que o comportamento estatico critico de um
ferromagneto num campo aleatério ¢ idéntico ao de um antiferromagneto diluido na
presenca de um campo uniforme. O campo aleatério e o uniforme sio relacionados
por

2
™ /V(8us SH
, x(l—x)[ ST ( kBT
K =

. , 1.25
’ 1+0 (x) (125)
T

onde x é a concentragdo, T*" ¢ a temperatura de transi¢io (na aproximagdo de campo
médio) para o sistema puro ¢ @ o parametro da suscetibilidade de Curie-Weiss. O
modelo de Ising na presenca de campo aleatério também tem sido utilizado na
modelagem dos seguintes sistemas experimentais: separagdo de fase de fluidos
binirios num meio poroso [17], ponto critico liquido-vapor num meio poroso [18],
transicéo de “H, confinado em aerogel poroso de silica [19].

As primeiras investigagdes sobre o modelo de Ising em campo aleatério foram
marcadas pela controvérsia sobre a existéncia de transicio de fase para d = 3. A
resposta tedrica para esta questdo ¢é particularmente dificil, no entanto alguns dos
primeiros experimentos [53], usando a técnica de birefrigéncia para medir o
comportamento critico do calor especifico, mostraram forte evidéncia em favor da
transicio de fase. Em contraste com esta conclusdo, a observagio de uma forte
histerese no antiferromagneto diluido levou alguns grupos a afirmar que a transigdo
era destruida. As teorias rigorosas de Imbrie [54] e Bricmont e Kupiainen [55]
provaram a validade da conclusio das primeiras medidas com a técnica de

birefrigéncia.

I SErvIeO D O TE G £ ‘
‘ ‘Fsc - NI =3 ACAD !
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Agora estdio sendo envidados esforgos para calcular [56] ¢ medir o
comportamento critico do modelo de Ising em campo aleatério para d = 3. A partir
de medidas de espalhamento de néutrons [57], pode-se concluir que o comprimento
de correlagdo diverge com um expoente v~1 , ¢ o expoemte para & €
aproximadamente y = 1.75. O valor especifico parece apresentar uma divergéncia
simétrica, logaritmica [53]. Curiosamente, todos estes valores sdo proximos dos
encontrados para o modelo de Ising puro com d = 2. Os trabathos tedricos iniciais de
fato previam uma efetiva reducdo dimensional no comportamento critico [58-60].
Entretanto, sup0s-se que a redugdo ocorria de trés para uma dimenséio. Como ndo ha
transi¢do no modelo de Ising com d = 1, a conseqiiéncia era que nio haveria transi¢do
de fase para o modelo de Ising em campo aleatério com d = 3, conclusio que se

mostrou posteriormente ser incorreta.

e Modelo de Potts na presen¢a de campo aleatorio

Nosso proximo passo agora é mostrar como o modelo definido pelo
hamiltoniano (1.23) € generalizado pelo modelo de Potts em campo aleatorio [13-15].
Esse modelo ¢ definido por

F=—q UYL AT DA Rl (1.26)

() r

onde g é o nimero de estados da variavel de Potts e A, € a variavel de spin, que
corresponde a uma das g-ésimas raizes da unidade. O campo aleatério h”’ satisfaz a
relagio A" =(hf"”))‘ para que (1.26) scja real. Esse modelo foi estudado por
Nishimori usando a distribui¢io gaussiana e a distribuigio discreta

K =ht] (1.27)
onde a desordem temperada esta contida em 7,, que corresponde a uma das g-ésimas
raizes da unidade em cada sitio. Qualquer uma das g-ésimas raizes tem igual
probabilidade ¢ de assumir o valor 7,. Em termos do delta de Kronecker &, o
sistema (1.26) com a distribui¢do discreta (1.27) é

H=-J) 5, -h)6,. - (1.28)

.0 i
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A equagdo acima deixa claro que a distribuigéo discreta (1.27) ¢ uma generalizagio
natural da distribui¢do bimodal (1.24) para o modelo de Ising.

Na teoria de campo médio [13], o hamiltoniano efetivo correspondente a
(117 é

Foy =70 g - DWime—g mes SR 47 - TEAKT , (129)

onde N é o nimero total de spins no sistema e ¢ € o nimero de coordenacgio. Para a
distribuigdo discreta (1.18), e se for utilizada a seguinte representagido do delta de
Kronecker
q-1
Son, =4 QAT (1.30)
r=0

o hamiltoniano efetivo (1.20) torna-se

1
#, = —Z-q"(q ~1)NJm’c+q ' mcJN +q"'hN —=meJ )6, , —hD. 38, . .(1.31)

H

A partir de (1.22), Nishimori obteve a energia livre mediada na desordem

Bf = BE _ l(q -)m’cK +mcK +q'Bh~q” 1n(e""'cK+ﬂ" +q —1)

N 2 (1.32)
-q7'(q —l)ln(e""'cK +e +q —2) ,
BJ 1 A . . -
onde K=—¢ fi= T O parametro de ordem m € determinado pela condigio de
q B
extremo (é—j:) =0, e é dado por
am
et 1
m-=

- 1.33
e™ 1P rq-2 ™ g1 (1.33)

O lado direito de (1.33) corresponde & média da vari4vel de spin A,, e portanto essa
relacdo € auto-consistente. A equagéo (1.33) pode ser resolvida numericamente , e as
solugdes ferromagnética (m>0) e paramagnética (m=0) sdo encontradas,
dependendo dos valores dos parametros. Os resultados sdo apresentados na figura 1.7
para g = 3 € g = 10, onde as duas fases séo separadas por uma linha de transicdo de

primeira ordem.
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h/c
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q=3
PARA
FERRO
00 1
0.0 05_,
K /¢

Figura 1. 7 - Diagrama de fases do modelo de Potts com q estados na presenca
de campo magnético aleatorio, com a distribuigiio discreta (1.27). Esse
diagrama ¢é obtido através da solugdo da equagdo (1.33). As fases
ferromagnética e paramagnética sio separadas por uma linha de transigio de
fases de primeira ordem. As varidveis sdo escaladas do seguinte modo:

— qgK _ h
K=—eh=—.
lnqe J

Se for usada a distribuicio gaussiana, a energia livre encontrada na teoria de
campo médio é
Bf= %(q ~)m’cK
-z [[Tan® exp[——;—z h"’h("")} (1.34)
InTr exp[mcKZ A+Boq D A ’h("—’)} ,

onde Tr é o trago sobre todas as varidveis de spin A,. A solu¢cdo numérica da

condi¢do de extremo para g = 3 ¢ mostrada na figura 1.8.

o/c
0.5t
PARA
FERRO
0.0 1
00 0S5 _

K /c

Figura 1. 8 - Diagrama de fases para a distribuigfio gaussiana com q = 3. Uma
fronteira de primeira ordem separa as duas fases. As variaveis sio escaladas do

K -
seguinte modo: qK=Ee Bo=K5\qlng.
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Definido o problema a ser estudado, passamos a apresentar a metodologia
utilizada e o resumo da tese.

1.5 - METODOLOGIA

Inicialmente, o truque das réplicas [10,27] utilizado no estudo do
modelo de Ising em campo aleatério foi generalizado. Isso nos permitiu o célculo da
energia livre do MAT na presenga de campos magnéticos aleatérios. A partir da
energia livre todas as outras fun¢des termodinimicas foram calculadas.

Apesar de ser dificil o calculo da energia livre a partir do truque das réplicas,
este truque foi usado por se tratar de um método padrio que ja havia fornecido
resultados corretos para o vidro de spin de Ising {61] e os modelos de Ising e Potts na
presenca de campo aleatorio [10,13].

Durante o calculo da energia livre, definimos o parametro de ordem como
m=<<S,>>h, onde (S,) ¢ a média térmica da variavel de spin S, e {---), ¢ a média

sobre a desordem temperada provocada pelo campo aleatério A.

A seguir, fazemos uso da estratégia que se baseia no estudo analitico das
equacdes integrais acopladas do pardmetro de ordem e da estabilidade de suas
solugdes. A fim de serem complementadas as informacdes obtidas dessa maneira,
foram feitas as expansdes dessas solugdes para T<Tc. A solugio numérica das
equagdes integrais acopladas também exerceram um papel auxiliar. Na solugdo
numérica das integrais foi utilizado o método da quadratura de Gauss-Legendre
[20,21], enquanto que os métodos de bissecgdo e das cordas [20] foram usados na
solugdo numérica de equagdes transcendentais e implicitas.

No caso do MAT com interagbes de longo alcance na presenga de campo
magnético aleatério na diregio z = (aS), a abordagem utilizada nesta tese se
mostrou poderosa pois nos possibilitou a caracterizagdo de um diagrama de fases com
varias superficies de coexisténcia e linhas de pontos criticos. Deve ser destacado que
obtivemos expressdes analiticas para as coordenadas dos pontos especiais E € G, nos
quais ocorrem mudangas nas ordens das transi¢des, através das expansdes dos
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pardmetros de ordem para T<Tc. Essas expansdes nos levaram a determinagdo
analitica do coeficiente critico f para a transicdo entre as fases de Baxter e
paramagnética.

Deve-se lembrar que os resultados obtidos para um modelo com interagdes de
longo alcance equivalem aos de uma teoria de campo médio, pois geralmente se diz
que esta teoria representa a limite de dimensio infinita para sistemas em Mecénica
Estatistica [92,4]. Levando-se em conta esta informacio, e considerando-se a
auséncia de resultados exatos, torna-se particularmente interessante o estudo do

comportamento de campo médio do MAT na presenga de campo aleatorio na diregio
z= <0'S>, pois este comportamento podera servir como guia para futuros estudos

deste modelo em duas ou trés dimensdes. Estes estudos poderiam ser feitos através
das séries para altas e baixas temperaturas da energia livre, magnetizacio, e
suscetibilidades e da simulagdo pelo método de Monte Carlo. Pois, enquanto seria
possivel a determinagfio precisa dos expoentes criticos € da temperatura de transi¢do
através do método de séries para as partes mais simples do diagrama, a técnica de
Monte Carlo poderia ser til para determinar os diferentes tipos de ordenamentos e as
temperaturas de transicio mesmo nas regiGes complicadas do diagrama de fases
(como as regibes fronteiricas da superficie EPFKE do diagrama determinado nesta
tese, como mostra a figura 1.9, que seré reapresentada no capitulo 5).

A abordagem utilizada neste tese s¢ mostrou limitada quando analisamos o
caso particular do MAT na presenca de campos magnéticos aleatorios nas diregbes de
x =(S) e y ={0o). Devido a complexidade das equagdes das fases de Ising e Baxter,
s6 conseguimos deduzir as equa¢des das superficies de instabilidade da solugdo
paramagnética. Também mostramos que a transi¢do entre as fases paramagnética e de
Baxter é sempre de primeira ordem, porém nio conseguimos determinar toda a
estrutura do diagrama de fases. A analise do modelo de Potts na presenca de campos
aleatérios também foi impedida pela complexidade do estudo da estabilidade das
solugdes das equagdes integrais acopladas para os pardmetros de ordem.

Entretanto, mesmo para esses modelos mais complicados, conseguimos
determinar expressdes analiticas para grandezas termodinimicas como magnetizacdes,

calores especificos e suscetibilidades. E, no caso do MAT na presenca de campos
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aleatorios, o comportamento critico obtido para estas grandezas conseguiu recuperar,
na auséncia de campos aleatorios, o comportamento critico do MAT puro, que ja
havia sido determinado nas referéncias [3,4].

Sl
2 o
KE":':‘:‘\:' 0
p
|
R 3 A
5

Figura 1.9 - Diagrama de fases do MAT isotrépico com interagdes ferromagnéticas de alcance
infinito, na presenca de campo magnético aleatério na diregio de z=(0S). A fase
paramagnética ({o)=(S)=(oS)=0) ¢ limitada por baixo pelas seguintes superficies: EPFKE
(superficie de transigiio de primeira ordem), FBIKF (superficie de transicfio de segunda ordem), e
AEKIQRA (superficie de transigdo de segunda ordem). A fase de Ising ({0} =(S)=0,(cS)=0)
¢ limitada por cima pela superficie FBIKF, e por baixo pela superficie FGCJKF. A ordem da
transiciio de fase nessa Gltima superficie depende da posigio do ponto critico G. Os vérios cortes
realizados nas superficies FBIKF e FGCJKF (veja figura 1.10) mostram como a posi¢io de G muda
no espago de parimetros pta;. A fase de Baxter ({(o)#0, (S)#0, (0S)#0)sé existe abaixo
dos seguintes planos: EPFKE, AEKIQRA e FGCJKF. O plano AOQR ¢ a superficie de
instabilidade da fase paramagnética. As coordenadas dos pontos criticos E e G foram determinadas
analiticamente e s3o mostradas nas figuras 1.10 e 1.11, para valores especiais de p € o;.



1.6 - Resultados

Os resultados mais relevantes obtidos nesta tese sdo os seguintes:

1. Diagrama de fases do MAT isotropico na presenga de campo magnético aleatorio
na diregio de z=(0S) (veja figura 19). A fase paramagnética
({o)=(S)=(c'S) = 0) ¢ limitada por baixo pelas seguintes superficies: EPFKE
(superficie de transicdo de primeira ordem), FBIKF (superficie de transicdo de
segunda ordem), e AEKIQRA (superficie de transicdo de segunda ordem). A fase
de Ising ({o) =(S)=0,(c'S)# 0 ) ¢ limitada por cima pela superficie FBIKF, e
por baixo pela superficie FGCIKF. Os varios cortes realizados nas superficies
FBIKF e FGCJKF (figura 1.10) mostram como a posi¢do de G muda no espago de
pardmetros p—t—o,. A fase de Baxter ((a)¢0,(S)¢0,<0'S>¢0) sO existe
abaixo dos seguintes planos: EPFKE, AEKIQRA e FGCJKF.

2. Deve ser destacado que obtivemos expressdes analiticas para as coordenadas dos
pontos especiais E e G desse diagrama de fases (veja figuras 1.10 e 1.11), nos
quais ocorrem mudangas nas ordens das transigoes. As expansdes das equagdes de
autoconsisténcia para os parametros de ordem nos levaram a determinagéo
analitica do coeficiente critico £ para a transicio entre as fases de Baxter e

i

3. No caso do MAT isotrépico na presenca de campo magnético aleatorio na diregio
de z=(oS), as equagBes das fungdes termodinimicas foram discutidas e
resolvidas numericamente para valores especiais das constantes de interagio e da
variancia (figura 1.12, 1.13 e 1.14).
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Figura 1.10 - Em (a) mostramos as intersecgbes das superficies de istabilidade da fase
paramagnética (linha DB) e da fase de Ising (linha DGC), que delimitam a regifio em que a fase
de Ising ¢ estavel, no plano p-t para o, = 1.0. A curva tracejada indica transi¢io de primeira
ordem e a sélida de segunda ordem. Em (b) e (c) mostramos as projegdes para g; =2.0 e 0; =4.0,
respectivamente. Nota-se claramente que os pontos D, G, B e C deslocam-se para a direita 3

medida que o; aumenta, no entanto a linha DGC permanece sempre tendendo assintoticamente
por valores inferiores para t = 2.
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Figura 1.11 - Mostra as coordenadas do ponto E em que ocorre a mudanga na
ordem da transi¢io entre as fases paramagnética e de Baxter, no semi-plano ¢ =
1. Na regifio acima da curva a transigio ¢ de primeira ordem e na regido abaixo
da curva a transigiio é de segunda ordem. Para o; = 0 temos p= 0.25.
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Figura 1.12 - Em (a) mostramos a solugio da equagio correspondente a superficie de
instabilidade da fase paramagnética. Para p = 1.5 (p = 3.0) esta solugio ¢ estdvel na
regido acima da curva tracejada (curva sélida) e instavel na regido abaixo desta curva.
Nopontot = 1.0e 0, 208 (t =10e 0, = 2.2} a superficie de instabilidade
intercepta 0 semi-plano ¢+ = I, para todos valores de p ¢ o,. Cada ponto da curva
mostrada em (b) nos fornece as coordenadas p e o, de um ponto de intersecio entre a
superficie de instabilidade da solucio paramagnética e o semi-plano ¢ = I, para todos
valores de p e 0,. Abaixo deste semi-plano a solugio de Baxter é estivel € acima é
instavel.

35



(os)

p=2.5
p=1.0
p=0.2

(s)

1.0

(b) ' t

Figura 1.13 - Em (a) e (b) apresentamos os graficos das magnetizagdes (S)e
(0S) em fungdo da temperatura (para campo magnético constante nulo),
considerando o; =0 e os seguintes valores de p: p = 0.2 (curva tracejada), p =
1.0 (curva tracejada e pontilhada), e p = 2.5 (curva sélida). Para p = / o MAT
regular se reduz ao modelo de Potts regular com 4 estados. Nessa situacfio, as
curvas tracejadas e pontilhadas em (a) e (b) coincidem. Isso € uma conseqiiénica
da simetria da hamiltoniana (para K; = K; = K;) com relagfio a transformacio
S, -8, e 0, > 0,5, que faz com que (0')=<S>=(O'S).Noteque,parap

=2.5,acurva (0'S) acusa a transicio ocorrida em <S)
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Figura 1.14 - (a) Gréifico da suscetibilidade magnética J;7,; em funcio da
temperatura, para campo magnético constante nuloe p = 0.2. Para o, = 0.2
(curva ﬁna) JIZZI'_—'I&.S em t =097 Para 0;=10 (curva médla) J11215130
em t=097eJy;;=6.5em t= 2.5.Para ;= 3.0 (curva grossa) J;y,, =72.5
em tz= 097 eJiy; =70em t = 0.29. (b) Grifico da suscetibilidade
magnética J;y,, em fungiio da temperatura, para campo magnético constante
nuloe p = 1.0. Para o, = 0.2 (curva fina) J;z,, assume valores infinitesimais
em torno de ¢ = 1.04. Para o, = 1.0 (curva média) 7,; tem um pico finito. Para
o7 = 3.0 (curva grossa) y;; tem dois picos finitos.
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Figura 1.14 - ¢) Grafico da suscetibilidade magnética J,y;; em fungio da
temperatura, para campo magnético constante nulo e p = 2.5. Para g; = 1.0
(curva média) y,; tem um pico finito. Para o; = 3.0 (curva grossa) y,, tem
dois picos finitos, Os graficos da figura 1.14 mostram que y,; nfio assume

valores infinitos, como no casode ;=0 .
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. Foram determinadas e discutidas as fungdes termodinimicas para o caso particular

do MAT na presenca de campos magnéticos aleatorios nas direcdes de x =(S) e
y=(o) .Asequagdes das superficies de instabilidade da solu¢io paramagnética

foram obtidas. Foi mostrado que a transi¢io entre as fases paramagnéticas de
Baxter é sempre de primeira ordem. O sistema de equagdes integrais acopladas
para as magnetizagdes foi resolvido numericamente para valores especiais das

constantes de interago e das varidncias &, e &, .
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1.7 - APRESENTACAO DA TESE.

No capitulo 2, usamos o modelo de Ising na presenga de campo magnético
aleatorio para apresentar de maneira detalhada o célculo da energia livre usando o
truque das réplicas. O critério de estabilidade do ponto fixo da relagdo
autoconsistente para a magnetiza¢do foi utilizado com o objetivo de obter e discutir o
diagrama de fases.

No capitulo 3, a generaliza¢fio desse formalismo € feita para estudar o modelo
de Potts com g estados na presenca de campos magnéticos aleatorios. Foi mostrado
que esse modelo tem também, como no caso regular [22], uma simetria que permite

que o estudo da energia livre no intervalo ¢ 6(1,2) fornega o comportamento
termodinamico do sistema para todo g > 2. Também utilizamos um método smmples

desenvolvido por Christiano e Goulart Rosa [21] para obter a relagdo autoconsistente
do parametro de ordem, na rede de Bethe. A energia livre € calculada através da
generalizagio de um procedimento usado por Thompson [23] para obter a energia
livre do modelo de Ising regular na arvore de Cayley. A rede de Bethe foi usada por
permitir um tratamento matematicamente mais simples do que o do truque das
réplicas e porque os resultados obtidos nesta rede reproduzem os da teoria de campo
médio usual [21].

No capitulo 4, iniciamos o desenvolvimento da teoria de campo médio para o
MAT com interaches ferromagnéticas de alcance infinito na presenga de campos
magnéticos aleatorios. Calculamos a energia livre pelo truque das réplicas e a partir
desta energia todas as outras fun¢des termodinidmicas sfo determinadas. Em seguida
mostramos a equivaléncia existente entre 0 MAT (regular e na presenga de campos
aleatorios) e o modelo de Potts com 4 estados. Essa equivaléncia serd usada como
dado auxiliar no capitulo 5 para a obtengdo do diagrama de fases.

No capitulo 5, examinamos 0 MAT na presenc¢a de campo magnético aleatorio
apenas na diregdo de z =(0'S). O diagrama de fases e a ordem das transi¢Ses sdo
obtidos a partir da analise da estabilidade das solu¢des das condigdes estacionarias da
energia livre e das expansdes das relagdes para os parametros de ordem em TS 7. As
equacOes da energia livre, magnetizacdes, calor especifico, e suscetibilidade sdo



discutidas e resolvidas numericamente para valores especiais das constantes de
interago e da varidncia A, .

No capitulo 6, o caso particular do MAT na presenga de campos magnéticos
aleatorios nas diregdes de x = (S) e y = (o) é analisado. Determinamos e discutimos
as expressdes das fun¢des termodindmicas. Devido a complexidade das equagbes das
fases de Ising e de Baxter, s6 conseguimos determinar as equagdes das superficies de
instabilidade da solu¢do paramagnética. Também mostramos que a transicdo entre as
fases paramagnética e de Baxter é sempre de primeira ordem. O sistema de equacdes
integrais acopladas para as magnetiza¢des foi resolvido numericamente para valores
especiais das constantes de interagdo ¢ das variancias /¢ /.

Finalmente, no capitulo 7 fazemos um resumo de nossos resultados e

conclusBes.
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CAPITULO 2

MODELO DE ISING NA PRESENCA DE
CAMPO MAGNETICO ALEATORIO -
APRESENTACAO DO TRUQUE DAS
REPLICAS.

2.1 - INTRODUCAO.

Nesse capitulo introduzimos o formalismo que sera utilizado no restante desta
tese. Usamos como exemplo o modelo de Ising porque este sistema ja foi bem
estudado e servira como teste. Todos os resultados aqui apresentados podem ser
encontrados na literatura [10].

Na se¢do 2.2, através do truque das réplicas, calculamos a energia livre do
modelo de Ising com interagdes ferromagnéticas constantes e de longo alcance, na
presenca de campo magnético com distribui¢io gaussiana. A desordem introduzida no
sistema pelo campo aleatério € considerada temperada. Segundo Brout [24], isto
significa que a média sobre a desordem deve ser efetuada sobre a energia livre e as
grandezas dela derivadas. Ao contrario da desordem recozida onde se faz a média
sobre a fungo de particio.

O célculo da energia livre média € mniciado pela utilizacdo do truque das
réplicas para avaliar a média do logaritmo da fungio de particido. Em seguida,
desacoplamos o primeiro somatério do hamiltoniano e utilizamos a identidade de
Hubbard-Stratonovitch uma vez. Esse procedimento lineariza o hamiltoniano e
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permite a efetuacdio da soma sobre as varidveis de spin para todas as réplicas do
sistema, desde que seja feita a hipotese de que as réplicas sejam simétricas ou
indistinguiveis. Por outro lado, esse procedimento introduz no hamiltoniano integrais
sobre variaveis mudas, que podem ser identificadas como campos efetivos atuando
sobre os sitios de cada réplica. Uma vez obtida a expressdo final da energia livre
média, a magnetizaggo do sistema pode ser calculada.

Na segéo 2.3 utilizamos o critério de estabilidade do ponto fixo da relagdo de
recorréncia para a magnetizagdo com o objetivo de determinar e discutir o diagrama
de fases.

2.2 - CALCULO DA ENERGIA LIVRE.

Nesta se¢do estdo todos os detalhes do célculo da energia livre porque o
truque das réplicas apresentado. Porém, nos proximos capitulos os detalhes do
calculo dessa grandeza para modelos mais complexos serdo colocados em apéndices.

Vamos considerar um sistema de N spins classicos de Ising, com interactes
ferromagnéticas constantes de alcance infinito entre eles, na presenga de campo
magnético aleatorio com distribuigdo gaussiana. O hamiltoniano desse sistema é:

# = —%%Sisj - Zh,S,. - HZSi : 2.1
onde S, =11 ¢ a varidvel de spin, 4, € o campo magnético aleatorio no sitio i e
H > 0 é o campo magnético externo constante em qualquer sitio. J > 0 € a interagio
constante entre dois sitios quaisquer e esta escalada com N para que a energia seja

finita no limite termodinimico.

A distrituicdo gaussiana de A,, com varidncia o € o valor médio # para o

campo aleat¢ o A, , é a mesma para todo o sitio 7, e ¢ dada por

p(h) =[(zﬂ)%ar oxg - F)

= (2.2)

Os campos aleatorios {h,} sdo considerados estatisticamente independentes,

portanto

[REIERE s e wcnlf b
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) =TTotr) - @

A fungdo de partigdo z é

z=S_r}exp(—ﬁ;‘4’l) g"rexpl: >'s, j+ﬂZh,,Si+ﬂHZS,}, (2.4)

I#_]

onde {YS’r} ¢ o trago sobre as varidveis de spin em todos os sitios i; f=——, sendo
! B

que k; ¢ a constante de Boltzmann e 7 ¢ a temperatura absoluta.

No limite termodinimico a energia livre média por spin é

f= N lim E’| |[p(h)dh]1nz . 2.5)
Usando o truque das réplicas
_ (z" - l)
Inz =lim , (2.6)
n—>0 n

onde z" = Hza , sendo « o indice da réplica, podemos reescrever a energia livre f

a=1

como

7=ttty [T ote)an ol (25 s75;

B hS; +ﬁHZS;’ﬂ-1} ,

onde 7r, agora € o trago sobre todas as varidveis de spin no sitio i e na réplica a.

Tirando para fora da integral o que nio depende de 4,, e trocando a ordem de

Q2.7

Tr, com a integral podemos escrever

B guse o prizse)
f ==k,T lim(Nn) ™3| Tr, 11 e[z'(§’ TS }( [dh
vy (27)20
(2.8)
g

e -1



£

Reconhecendo a integral que aparece na equagio (2.8) como uma gaussiana

( ) a ] b —4ac
I={ dne * (ﬂzsj (27:)50'e( 4a ) , (2.9)

— —\2
1 E (n , L
onde a=-2—(—)_—2—, b=—l:;3—+ﬂa§=lS, :I e c=%; apOs a substitui¢io de (2.9) em

(2.8) obtemos que:

B -4ac
l:z(lsj%sasa*_ﬁflzsa) Z( )

f=—kyT lim(Nn)® | Tre -1t . (2.10)
n—>0
Usando a relagéo
2
> 85788 = ZS“S“ > 8:s¢ —(ZS,."J -N , (2.11)
i#j i=j i

onde Z ¢ 0 somatdrio sobre pares de spins que nio sejam idénticos, Z ¢ sobre
izj i

todos os spins € Z ¢ somente sobre os spins idénticos, podemos desacoplar Z .

i=j ]

Assim, a equagdo (2.10) pode ser reescrita como

f=-k T}lvl_r*r}o(Nn) {Tr {expzﬁ ZS,.")2 expzn:(—ﬂJ+

n—->0 i a=l1

(2.12)

(b2 - 4ac)_
a At &
,BHZS, )expz y | }
Utilizando-se a identidade de Hubbard-Stratonovitch
1
exp(/l u2) = (27:)% E dx exp[— % x* +(24)2 ux] (2.13)

J
na primeira exponencial de (2.12), com u = ZS,." e A= —'B]—\-,—, e colocando o termo

constante exp »_(—/J) para fora do trago obtemos que:

a=1

bkl s b gl e o ek
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1 2\2
f=—k,T }/i_l}lm(Nn)_l e ™'Tr, [:[H dx® (i) ? exp -—Z(—xz-L +
n—>0 a a

Ll(zﬂJﬁZZS;'x“ exp[ﬁHZZS:’+2£l%ﬂ} -
N2 i a a i i

(2.14)

A seguir sera feita uma série de operagdes na expressio acima. Primeiramente
1
faz-se a mudanga de varidveis de x” por N2x“ e troca-se a ordem da integral e do

traco. Em seguida usa-se a identidade

Tr, exp(Zf,) = Tr,,Hexpf, =[] exp £, = (Tr, expf,.)N =

= [exp(in Tr, exp )] = exp(N In Tr, exp f,)

(2.15)

Colocando agora para fora do trago o que nio depende de S, trocando a ordem dos

limites (consultar a referéncia [25], que contem explicacdes detalhadas sobre esta
inversdo na ordem dos limites), e tendo em vista que 7r; é o trago sobre um Wnico

sitio i, obtemos:

J = =kyTlim lim(Nn)”'| | e [ de“( ); expN{_Z(xa)z .

.(2.16)

InTr, exp[(Z,H J)%Za: Sex® + ,BHZa: S* + (—bz—}:ﬂ)ﬂ - 1}]

No limite termodinimico, a integral multipla da relacdo (2.16) pode ser
avaliada pelo método do ponto de sela [26]. Assim, obtemos finalmente que

f=-k,T li"_rg(nN )—l[e exp Ng 1] (2.17)

g(x")=—z(x;) +lnTnexp[(2,BJ);§:S,~axa+ﬁH§S,"+£b—;:—ac)} ,(2.18)

onde x. ¢ o valor de x* que ¢ ponto de extremo da fungéo g(x").

Por hipétese, vamos considerar as réplicas indistinguiveis, isto é, x* = x para

a qualquer. Desse modo temos que



(2.19)

2 | 2
g(x)= -%— +InTr, expli(Z,BJ)E nS.x+ B HnS, + b 4acjl

Derivando g(x) em relagdo a x e igualando a zero a derivada, encontramos
que:
1 Tr,S, exp#

- 24
Xue = (28J)2 T, (2.20)

onde 7‘4 ¢ o hamiltoniano efetivo dado por

! b2 -4
# =(28J)2nSx,,, + BHAS, +——— 2.21)
¢ 4a
Definindo a grandeza m como
Ir.S, expﬂ‘q
= — 2.2
" Tr, exp# (2.22)
2
podemos reescrever a expressio para x, COmo
1
%o = (2BI)m . (2.23)

Na segdo 2.3 verificaremos que m corresponde a média na desordem da
magnetizagdo, isto é:
m={S; N, (2.249)
onde (S,) ¢ a média térmica da variavel de spin ¢ (---), ¢ a média sobre a desordem
temperada.
A relagdo (2.17) pode ser reescrita em fungéo de m:

N
f= —kBT}.ig(Nn)_l {e'"ﬂ’e'”"ﬁ”"’ (Tr,. exp # 4) - 1} . (2.25)

Usando a integral (2.9) ¢ a distribuicio (2.2), podemos escrever exp?‘4 do

seguinte modo:

x © n
¢ * = [ anp(n)exp(2psm+ pH+ pH)S| . (2.26)
onde foi eliminado o indice de sitio i nas variaveis S, e A,.

Para avaliar o traco consideramos
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N N
Tr,exp# ) =[[1r exp# , . (2.27)
(mowy) -TTment,
Assim, substituindo (2.26) e (2.27) na equagéo (2.25), trocando a ordem entre

N
[ 17 eaintegral, e efetuando o trago, encontramos:

=]

f =—k,Tlim(nN)" {e'"ﬂ’e'”"“"’ [ dnp(n)2cosh(28 Jm +
0 h (2.28)
BH+BH)|" - 1}

Aplicando a identidade (2.6) para resolver o liné , temos a express3o final:

f=Jm’ - % [ dnp(h)in2cosh[ p(2Jm+ H + )] . (2.29)

Para H = 0 a expressdo acima recupera a encontrada por Schneider e Pytte
[10]. Essa expressdo serd usada na proxima se¢do para a determina¢fo do diagrama
de fases.

2.3 - DIAGRAMA DE FASES.
Derivando a equag@o (2.29) em relagdo ao campo externo H, obtemos a
magnetizacdo média por spin

e
a_sz [ dnp(h)tach] p(2m+ H +B)] . (2:30)

1
De acordo com a relagdo (2.23) temos que m = [1/ (2,8 J )5 }xw . Portanto, m

também é um extremo da energia livre média por spin. Desse modo, a derivada de f
emrelacdo amé

ﬂ:

- (2.31)

Usando a equagio acima encontramos para m uma expressio igual ao segundo

membro de equagdo (2.30), isto é:

m= [ dhp(h)tanh[B(2Jm+ H + h)] . (2.32)
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Comparando (2.30) e (2.32) podemos concluir que m é a magnetizagio média
por spin.

Por analogia com o pardmetro de ordem de Edwards e Anderson para o vidro
de spins [27], Schneider e Pytte definiram o pardmetro de ordem g, do seguinte

modo:

gn = (S0 = [ dnp(h)tanh?[ f(2Jm+ H +h)] . (2.33)

O pardmetro de ordem g, ¢ sempre diferente de zero, enquanto que m pode
ser nulo ou diferente de zero. Para m# 0 e g, # 0 temos a fase ferromagnética, e
para m=0 e g, #0 temos a fase denominada de independente por Schneider e
Pytte. Essa ultima fase é completamente diferente da fase desordenada que aparece
nos vidros de spins. Na fase vidro de spins os spins estdo correlacionados, ao passo
que nos modelos com campo aleatério os spins estdo completamente independentes
na fase desordenada. Isso ¢, a energia livre da equagdo (2.29) € independente da
interagdo J. )

Das equagbes (2.32) e (2.33) obtemos a fronteira entre as fases
ferromagnética e independente. Na fase independente, m" = 0 é um ponto fixo estavel
da equacgdo (2.32) para H =0. Quando a fronteira entre as fases independente e
ferromagnética for ultrapassada, m =0 continuard a ser um ponto fixo na fase
ferromagnética, mas instavel, e surgira m # 0 como o novo ponto fixo estavel. Para
que isso ocorra, a condi¢io de estabilidade (veja apéndice A) abaixo deve ser

satisfeita no ponto fixo m’:

{5—1 [ dhp(h) tanh| B (2Jm+ H + h)]}m‘ =1 . (2.34)
Usando a defini¢éo (2.33), encontramos a equagédo de fronteira:
2,BJ(l—q,,)=1 . (2.35)
Introduzindo as variaveis
x=(—2—‘—]-) , y=(£) e z= h_h) \ (2.36)
c c c

podemos reescrever a equagio (2.35) da seguinte maneira:
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2z h/
x e 2 2 (y) L3 /O- Z
— ldz 1-tanh®| | ={m +~—=+—||=1 . (2.37)
yE~/27r x y oy

Considerando v = ( % ) e h =0, no ponto fixo m =0 obtemos:

(2.38)

2
Ev ¢ T [l—tanhz(v)]
(21
Resolvendo numericamente a integral acima, determinamos o diagrama de

fases da figura 2.1.

6  FASE INDEPENTE
m=0 qh¢0

5..
2 4t
it
K 4
- 3

2+ FASE FERROMAGNETICA

m®o q.#0
h
| =
0]
(0] l 2 3 4 ) 6
X=2J/0

Figura 2. 1 - Diagrama de fases do modelo de spins de Ising com interagio
J >0 de alcance infinito entre os spins, na presen¢a de campo magnético
aleatorio com distribui¢fio gaussiana cuja varidncia é 6. A magnetizagio m e o
parametro g sdo definidos pelas equagdes (2.32) e (2.33), respectivamente.

A seguir mostramos que a coordenada x. na figura 2.1 ¢ realmentewf%.

Quando y=0,isto é em ¢ =0, temos:
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x, [ dvsech’(v) =27 . (2.39)

Como a integral em (2.39) € igual a 2, obtemos x, = ,/% . Considerando que

x= (2-%_ ), determinamos a varidncia critica o, :

5

Para x > x_ o sistema s existe na fase ferromagnética.

Pela observagdo do diagrama de fases da figura 2.1, podemos concluir que o
comportamento do modelo de Ising na presenga de campo aleatério € governado por
efeitos antagonicos: o alinhamento ferromagnético provocado pela interagdo J € o
desordenamento devido ao campo aleatério. Como foi apontado na referéncia [28],
essa ¢ uma competicio entre duas energias - a energia associada a interagio entre os
spins € a energia do campo aleatorio - e, portanto, difere da disputa entre energia e
entropia que controla a transigio de fase em sistemas regulares. Para campos
aleatérios suficientemente altos, a ordem ferromagnética serd suprimida, pois a
energia do campo aleat6rio terd um valor maior que a energia ligada a interagio J. A

fase paramagnética m = g, = 0 é obtida somente no limiar de temperatura infinita, no

qual o parametro de ordem g, se anula de acordo com a fungdo (0'/ ksT )2.




CAPITULO 3

SIMETRIA DO MODELO DE POTTS NA
PRESENCA DE CAMPO MAGNETICO
ALEATORIO.

3.1 - INTRODUCAO.

Nesse capitulo é mostrado como se faz a generalizagdo do truque das réplicas,
aplicando-o ao estudo do modelo de Potts com ¢ estados e interagSes
ferromagnéticas de alcance infinito, na presenga de campos magnéticos aleatdrios, que
obedecem a uma fungSio de distribuicBo gaussiana. Além de possibilitar a
generalizacdo do truque das réplicas, o estudo do modelo de Potts também ¢
relevante para o nosso trabalho porque para g = 4 ele recupera o caso particular do
MAT com J, = J, = J,, como serd mostrado no capitulo seguinte.

O modelo de Potts com campos aleatérios jé foi estudado anteriormente € a
expressdo aqui obtida para a energia livre pode ser encontrada na literatura [13-15].
Inicialmente, na sec@o 3.2 determinamos a energia livre para o caso geral em que a
cada estado se associa um campo magnético aleatoério. Na sec¢do 3.3 estudamos o
caso particular no qual existe apenas um campo magnético aleatorio, associado a um
g-ésimo estado qualquer. A generalizacdo da existéncia de uma nova simetria para a
energia livre [22] foi verificada para esse caso particular do modelo de Potts
desordenado.

Como conseqiiéncia dessa simetria, mostra-se que a energia livre do modelo
de Potts com g estados ¢ mapeada, através de operagdes de dilatagdo e de inversio do

TR et e fopdr S0 2

LR A T S I TR ey e

4

g = ik A s
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campo magnético e do pardmetro de ordem, na energia livre do modelo com

q = (—g—ﬁ estados. Esse mapeamento permite que o estudo da energia livre no
q_

intervalo qe(1,2) forne¢a o comportamento termodindmico do sistema para todo
g>2. O caso g = 2 corresponde ao ponto fixo da transformagio de simetria.. A
simetria nfo se aplica ao caso g = 1.

No final da segdo 3.3, utilizando um método simples desenvolvido por
Christiano e Goulart Rosa [21], foi obtida a relagdo de recorréncia para a
magnetizacdo do modelo de Potts com g estados em um campo magnético aleatério
na rede de Bethe. Em seguida, calculamos a energia livre para esse modelo através de
um procedimento introduzido por Thompson [23] para obter a energia livre do
modelo de Ising regular na arvore de Cayley, e generalizado por de Aguiar [29] para
determinar a energia livre do modelo de Potts regular na arvore de Cayley, nas
aproximagGes de campo médio e de Bethe-Peierls.

A rede de Bethe tem sido utilizada [30-38] porque o sistema magnético
definido nela é exatamente solivel e porque sdo recuperados os resultados da
aproximagdo de campo médio. No caso de campo aleatorio o tratamento do sistema
desordenado na rede de Bethe é mais simples porque nio € necessario fazer uso do

truque das réplicas para obter a energia livre.

3.2 - CALCULO DA ENERGIA LIVRE PELO TRUQUE DAS
REPLICAS.

Nessa se¢do definimos o modelo de Potts standard formado por N varidveis de
Potts com g estados pelo seguinte hamiltoniano:

‘] & & r < < r
F=-3 48 -D-Y Yhiled,, -1)-32 Dhileds, -1) . GD)
(i, i=l  r=l i=l  r=1
onde J > 0 ¢ a interagdo ferromagnética de alcance infinito, h; >0 ¢ o campo
magnético constante aplicado na diregdo r, 4, ¢ o campo magnético aleatério no sitio
i e na direcdo r, g é o numero de estados para cada um dos N spins. S; =0, I, ..., g-1

¢ a varidvel de spin, 6 ¢ € o delta de Kronecker definido como & ¢ =0se Si=S;e
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Os,5,= 158 = S;. O somatdrio sobre todos os pares distintos (i,j) é indicado por

N (g
Z , € Z(Z ) ¢ o somatorio sobre todos os spins (estados).

(i.J) =l \r=1

A distribuigdo gaussiana para A, , com variincia o; e valor médio n para o

estado r, é a mesma para todo sitio, e pode ser escrita do seguinte modo:

) =T1A(H)) (.29

p({h,’})zfl[@ﬁ)%a,]‘.exp _'— . (3.2b)

r=i

A fungdo de partigdo z é

z= Trexp(—,BW Trexpﬂ[

N

Z(q5&,5, -+, ihé(qtfs,, —1)+

(1 N =l r=l

_ﬁ ih{ (q5s,,,, - 1)] :

i=l  r=1

(3.3)

onde 7r é o trago sobre as variaveis de spin em todos os sitios i € para todos os

1

estadosr,e B = .
P k,T

A energia livre média por spin no limite termodinimico ¢
F=-k Thm—[:’ 1’[ [P({r}) aftr}]imz (3.4)

9
onde d{h} =]]dH .

r=1

Mas pelo truque das réplicas temos que:

7 =~kyT lim lim(N n)° { m[p({h})d{h}] Trexp‘:; [%(U)(qas? 5;,_,)+
+BY 3 K0, 1)+ 3 Kb, —l)ﬂ—l} ,

(3.5)
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onde Tr agora é o trago sobre as varidveis de spin para todos os sitios i, todos os
estados r e todas as réplicas a.

O calculo do trago na relagdo (3.5) requer a generalizagdo do procedimento
introduzido no capitulo 2. Os detalhes dessa generalizagdo sfo apresentados no item
B1 do apéndice B. A expressdo final obtida para a energia livie média por spin no
limite termodindmico € a seguinte:

7o gz_{ i m’ _% (fl dhr) p({ hr})[:ie(qﬂhlﬁqﬂ%wﬁh’)] N

r=1 r=1 r=l (36)
q
+ [:(I,;[ dh’)p({h’})(z h’) + qZ  + %
A grandeza m, ¢ definida por
Ir, (53'_,, )e"‘
m, =——]§"_—_ , rr= 1,...,q (3.7)

e seus valores determinam os extremos da energia livre. ’3‘4 ¢ o hamiltoniano

efetivo, isto €, o hamiltoniano com a média na desordem temperada ja efetuada:

9 9 14 2
Wq =qf Jny . mds, +Bany m;és, +—2-Z[ﬁ o;n(q55“, - 1)] +
r=1 r=1 r=1

\ (3.8)
/Jn; h (a5, -1)

No caso geral de g campos aleatérios, a grandeza m, € a magnetizagdo M, do
modelo de Potts com g estados. Porém, no caso particular de um campo aleatério em
uma diregdo apenas, m, é o parametro de ordem e M,=I+(g-1)m, [39)]. Esse
parametro toma valores 0 a I para sistemas completamente desordenado e ordenado,
respectivamente.

Para se obter a solugio (3.6) foi proposta a hipotese de que as réplicas sdo
simétricas para todos os g estados. Sem a média na desordem, essa solugdo recupera
a encontrada por Baracca et al. [40] para o modelo de Potts com interacdes
ferromagnéticas de alcance infinito. A seguir tratamos o caso de um campo magnético
aleatorio.




55

3.3 - CASO DE UM CAMPO MAGNETICO ALEATORIO.

Inicialmente, a partir da solugfio geral (3.6) vamos obter a solu¢io para o caso
particular em que s6 ha campo aleatdrio, por exemplo, numa direco fixa r = 1. Nesse

caso, sO temos varidncia e valor médio do campo aleatorio parao estador = /:0/ = o

e h'=h. Todas as outras varidncias € os outros valores médios dos campos

aleatorios nas diregdes r = 2, 3, ..., ¢ sdonulos: oy =... =0, =0e h’=..= h' = 0.
Além disso, supomos que s6 hd campo magnético constante H para r=I:
hy=H,hl=..=h =0.

Para que esse caso particular recupere exatamente o resultado para
distribuicdo gaussiana da referéncia [13 ] e o que sera obtido na rede de Bethe, os trés
ultimos termos do resultado geral (3.6) ndo devem ser considerados porque eles tém
origem nos termos constantes que aparecem no hamiltoniano (3.1), enquanto que
nesta referéncia e na solugdo para a rede de Bethe os hamiltonianos utilizados ndo tém
estes termos constantes.

Esses termos sdo colocados no hamiltoniano (3.1) porque, desta maneira,

quando usamos uma distribuigio discreta para o campo A, , encontramos uma relagio

para e energia livre completamente idéntica ao resultado geral (3.6), que recupera as
expressdes de energia livre para distribui¢des discretas apresentadas nas referéncias
[13-15].
Agora, fazemos a aproximac¢do seguinte: para um dado sitio i, o valor da
grandeza m, para r = I, que € a direg¢do na qual ha campo aleatorio aplicado, ¢
m = m , r=1 (3.93)
e o valor de m, para r1 é
m =m ; r=2,3,...,9. (3.9b)
As gaussianas em (3.6) que tém varidncias e valores médios dos campos
aleatorios nulos se transformam em deltas de Dirac. Assim, usando as relagdes (3.9a)
e (3.9b) e fazendo h; = h, a energia livre média por spin torna-se:
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< 1 )2 2
BT =55 \apIA) +(a-WapIy |-

2

(H, (3.10)
E dhl e 2 .ln[e(qﬂ HapHvaph) (g- l)e”ﬂﬁ'] .
(27)20

A seguir vamos reescrever a equagio acima em fungio do pardmetro de ordem
m definido como
m=m-m . (3.11H

Usando novamente as relagdes (3.9a) e (3.9b), podemos escrever que

S m, = i+(g-1)i . (3.12)

r=1

Mas, usando a relagéo (3.7) para m,, também temos

Sm=1 (3.13)

r=1
Comparando (3.12) e (3.13) obtemos
ﬁ1+(q—1)if1=1 . (3.14)
Resolvendo o sistema formado pelas equagdes (3.11) e (3.14), encontramos as

seguintes expressdes para m € m em termos de m:

,7,=(i‘_”’) , (3.15)
q
iy (ma+1-m) (3.16)
q

Substituindo as expressdes acima na equagéo (3.10) obtemos:

S [(qﬁj)z('""“""f Jq—lxqﬂgfu-mf}_

29pJ q q
2 3.17
eA(h_h) ’,'/202 qpJ (mq+l-m)+q B H+af h qpJ(1-m) ( )
i e
(27)20

Depois de alguma Aalgebra, conseguimos reescrever a equagdo (3.17) do
seguinte modo:
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+

BT =- EihP(h)ln{q"

(aBImeapH+aph)2 e—(qﬂlmqﬁﬁﬂlﬂh)ﬂ:\

1 (3.18)

B Jm’ pJm BJ gBH qfh
(-)=—-le-)==-5 -5

onde P(h) é a fungdo distribui¢io gaussiana.

O argumento do logaritmo na equag@o (3.18) pode ser escrito numa forma
simples se for usado o conceito de fungéio hiperbdlica generalizada, introduzido por
de Aguiar [29] em seu estudo das propriedades do modelo de Potts regular na rede de
Bethe. As fun¢bes hiperbolicas generalizadas recaem nas fungdes hiperbélicas usuais
quando g = 2. Elas sio bastante uteis no estudo do modelo de Potts pois permitem
uma analogia direta das expessdes das grandezas deste modelo com as do modelo de
Ising. As defini¢des dessas fungdes sdo as seguintes:

seno hiperbolico generalizado de 6 = senhy(0)

g2 _ o907
senh, (6) = , (3.19)
q
co-seno hiperbolico generalizado de 8 = coshy(0)
96/2 _1\p—982
cosh, (6) = ——+@=De T (3.20)

q
as demais fungdes hiperbolicas generalizadas sdo definidas da mesma maneira que as
funcbes hiperbolicas comuns. Varias propriedades das fungdes hiperbolicas
generalizadas sdo apresentadas na referéncia [29].

Usando a defini¢fio (3.20) e considerando o caso de valor médio nulo para o

campo aleatério (isto é, 7= 0), obtemos finalmente a expressdo para a energia livre
média por spin na aproximag¢io de campo médio:

Bf = ,C dhP(h) ln{q cosh [,B (Jm+ H+ h)]} +(g-1)2m ,BJm

Ji J H
(-2 2n-£2- 222

O resultado acima, sem a média na desordem, ¢ idéntico ao encontrado por de
Aguiar [29] para o0 modelo de Potts regular na arvore de Cayley com mimero de
coordenagdo infinito. A relacdo (3.21) recupera, a menos dos dois tltimos termos, a
expressio de Wu [39], apos alguma manipulacio algébrica. Também a menos dos

(3.21)
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dois 1ltimos termos, para ¢ = 2 a relagdo (3.21) recupera as seguintes relagdes: a de
Schneider e Pytte [10], e a de Thompson [23] para o modelo de Ising regular na
arvore de Cayley com nimero de coordenagdo infinito. Os dois ultimos termos da
relagdo (3.21) correspondem a um deslocamento do zero da energia devido ao uso do
delta de Kronecker na defini¢do do hamiltoniano (3.1), como ja foi provado por de
Aguiar [29].

A seguir vamos mostrar que existe uma simetria na relagéo (3.21) que permite
que o estudo da energia livre no intervalo q € (1,2) fornega o comportamento

termodindmico do sistema para todo ¢ > 2.

3.3.1 - SIMETRIA DA ENERGIA LIVRE.
Antes de mostrar a simetria existente na energia livre vamos obté-la para a

relagdo de recorréncia do pardmetro de ordem m. Como o pardmetro de ordem m é

um extremo da express3o (3.21) da energia livre, temos que

Pf (3.22)
om
Ao efetuar a deriva¢@io acima, usamos a derivada do coshef, que é
:i%cosh 6=(q-1)senh, O - (q; )cosh 0 . (3.23)
Assim, a partir da equag@o acima obtemos
m= [dnP(k)tanh,(BJm+ BH + Bh) (3.24)

senh, &

cosh, 6

encontrada por de Aguiar. Para ¢ = 2 a relagdo (3.24) recupera a de Schneider ¢

Pytte.
A relagdo (3.24) também pode ser colocada na forma

onde tanh 6= . A relagdo acima, sem a média na desordem, € idéntica a

m= [ = d(qh) P(gh)tanh (BJm + BH + Bh) , (3.25)

que é mais adequada para a verificagdo da simetria.
Agora, aplicando-se as operagdes de dilatagdo e inversdo ao pardmetro de
ordem, aos campos magnéticos, ao valor médio do campo aleatorio e a variancia
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m= —(q’ - l)m’ , (3.26)
H=—q-1)H', (3.27)
h=~(q' -)n, (3.28)
h=—(g' -1k, (3.29)
o=—(¢g'-1)o’, (3.30)
onde

(¢-Ng'-1)=1 , (3.31)

obtém-se as relagdes
gm=-q'm', (3.32)
gH=-q'H’, (3.33)
gh=-q'K', (3.34)
gh=—q'l, (3.35)
qgo=—q'c’. (3.36)

Usando-se essas relagdes e a definicdo de tanh0 na relagdo de recorréncia

(3.25), chega-se a equagéo
m=—q -1)m' . (3.37)

A relacdo acima mostra que a relagdo de recorréncia para a magnetizagdo é
invariante quanto as transformagdes de dilatagio e inversdo realizadas. Deve-se
observar que os campos magnéticos € a fungfo distribuicio também tiveram
transformagdo de escala porque o numero de estados g foi usado como um pré-fator
no hamiltoniano (3.1). Dessa maneira todas as grandezas se transformam do mesmo
modo.

A simetria da energia livre pode ser verificada de maneira completamente
andloga & do parametro de ordem. Usando-se as relacdes (3.31) a (3.36), ¢ a
definicdo de coshy® dada por (3.20) na equagdo (3.21), obtem-se

Bf=Bf +In(¢g-1)+qBH" . (3.38)



As relagdes (3.37) e (3.38) sdo idénticas as encontradas por de Aguiar para o
modelo de Potts regular na rede de Bethe.
Na préxima sub-se¢do, obtemos a relagdo de recorréncia (3.24) para o
. pardmetro de ordem e a equacdo (3.21) da energia livre através de um procedimento
em que ndo se usa o truque das réplicas. Em primeiro lugar, determinamos a relagdo
de recorréncia para m e, em seguida, integramos esta relagdo a fim de se obter a
energia livre. Esse procedimento foi introduzido por Thompson [23] para obter a
energia livre do modelo de Ising regular e do vidro de spins de Ising na arvore de
Cayley (cujo processo de construgéo € mostrado na figura 3.1).

= = A

(a) (b) (c)

Figura 3.1 - Processo de construgdio da arvore de Cayley com razio de
ramificagiio z = 2 e numero de canadas N = 4. Inicialmente dois pontos sdo
colocados lado a lado em uma linha, formando uma camada. Em seguida esses
pontos s3o unidos por barras a um Unico ponto pertencente 2 uma camada
imediatamente acima (a). Na segunda etapa do processo colocam-se lado a lado
duas figuras assim formadas ligando-se seus pontos superiores da maneira
mostrada acima (b). A repeti¢io dessa Gltima etapa por mais N-3 vezes da
origem a arvore de Cayley aberta desgalhada com razfio de ramificagioz = 2 e
N camadas. A arvore de Cayley usual pode ser facilmente obtida unindo-se por
barras z+1 =3 arvores de Cayley desgalhadas a um unico ponto chamado de
topo. A camada mais inferior é chamada de superficie ¢ a camada vizinha ao
topo de camada central. A arvore de Cayley com z qualquer ¢ construida de
forma idéntica. Quando z —» oo a arvore de Cayley recebe o nome de rede de
Bethe.

3.3.2 - SOLUCAO NA REDE DE BETHE.
O modelo de Potts com g estados € um s6 campo aleatoério na diregdo fixa r =

1, na rede de Bethe gerada pelo aglomerado da figura 3.2, ¢ definido pelo
hamiltoniano

W s+lLs_ J“]ZE . qz ph S‘ (hs+1 HHl)é‘Sis*‘,Sg (339)
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+1
s}
s+
Yiz
Sg
(b)

Figura 3. 2 - Aglomerado gerador da rede de Bethe com spin fantasma S, (rede
de Bethe fechada). Redes com uma camada a mais s3o obtidas pelo processo de
substituir cada linha tracejada em (a) pelo aglomerado gerador constituido por
toda figura (a). Usando-se as leis de composigio (3.44) e (3.45), o campo efetivo

X,-;H (c), que atua sobre um spin da camada s+, pode ser escrito em termos
de: interagdes ndo renormalizadas J,'' entre os spins das camadas s e s+1;
campo efetivo X jg que atua nos spins da camada s; campos magnéticos

constantes H*"' e aleatério k", indicados por linhas curvas e completamente
cheias em (a). No limite que 3 —> © o teorema do limite central nos
assegura que a distribuigio de probabilidades para o campo efetivo X ;,;1 serd
gaussiana. A sua média e varidncia podem ser obtidas da média e variincia da
distribuigfio de probabilidades das interagdes ¥,*' (b).

s+1

onde .7,].’” =250, J ;1 ¢é a interagdo ferromagnética constante entre um spin do
} 4

sitio i e camada s+1(S;") e o spin do sitio j e camada s(S7), e 5 é a razio de
ramificacio da rede; essa interagio ¢ escalada por s para que, no limite
(termodindmico) de y —> a0, a energia livre do sistema seja bem definida; 4" € o

s+1

campo magnético aleatério e H°" € o campo magnético constante, os dois atuando
entre o spin fantasma S, e o spin S;"', no sitio i e camada s+/; X, € o campo

efetivo entre o spin fantasma S, € o spin S, no sitio j e camada s.

)
—
+

>
-
o +

o
. -
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s+1

A distribuigio gaussiana para k', com varidncia o**' e o valor médio 5*"' ¢

a mesma para todo sitio i, e € definida por

s+1 T s+l 2
)= L A -F) . 3.40
ﬂg)aﬁwf@ = (3.40)

Baseando-nos na mesma relagdo simples existente entre as propriedades
termodindmicas dos sistemas definidos na rede de Bethe usual sem o spin fantasma
[41], vamos explorar a natureza hierarquica da rede de Bethe fechada, que esta sendo
utilizada aqui, para aplicar um procedimento de grupo de renormalizacio no espago
real. A simplicidade do procedimento depende do uso da fungfio de correlagdo

<S,.’ S ), também chamada de transmissividade térmica:

1- exp(—qﬂJ ,.j)
1+(q-1) exp(—q,BJ ; )

Para calcular a fungdo de correlagdo usamos a representagdo de Mittag-

(sise7)=1(p,)= (3.41)

Stephen [42] para a variavel de Potts,

S, =" , w=exp(gzt—l) ; k;=01--,9-1, (3.42)
q
e a identidade
g-1
9855, =2.5S7" (3.43)
r=0

onde O s, ¢ a fungdo delta de Kronecker usual e = kl . A vantagem do uso da

B
transmissividade térmica como a varidvel renormalizavel do grupo de renormalizacdo
estd em suas regras de composigdo simples [43]. Para um conjunto de trés spins

conectados em série pelas interagdes J, € J, , a transmissividade térmica equivalente

t(,BJ eq) entre os spins externos € dada pelo produto

H(8J).,)=H(BI)(BI ) - (3.44)
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Por outro lado, se dois spins nos sitios i € j estdo acoplados em paralelo pelas
interages J, e K,, a transmissividade equivalente dual t*(BJ,,) ¢ dada pelo

produto

t(BJ,) =1 (87, (BK,) (3.45)
onde

t(BJ,) = exp(-BaJ,) - (3.46)
Agora vamos aplicar as regras de composi¢iio das transmissividades para
subtituir por uma tnica ligagdo um aglomerado como o mostrado na figura 3.2a, que
esteja na camada superficial da rede de Bethe fechada. Como um resultado da
natureza hierarquica dessa rede, obtemos uma rede semelhante com uma camada a
menos € uma interagdo renormalizada entre o spin fantasma e os spins na nova
camada superficial. A repeti¢@o desse procedimento e o uso das fungdes hiperbolicas
generalizadas ja definidas nos levam a distribuigio de probabilidade para a
transmissividade equivalente entre o spin fantasma e um spin na camada s+/ da rede,
chamada de X;"'.

Utilizando as regras de composigio (3.44) e (3.45), calculamos a ligagio Unica
da figura 3.2¢

z

S 347

J=1

onde

1
i —In ¥ s+l s
q 1-t(BJ; IBX )

- 1+(g - (BT )t(ﬂX;g)} , (.48

com t(ﬂj,j“) e t(ﬂX;g) representando as transmissividades associadas com a

s+1
p

interaggo J*' = e a ligagio renormalizada X, .

No limite em que a razio de remificagdio ¢ ¢ infinita, a solucdo obtida
corresponde a da aproxima¢do de campo médio [21]. Nesse limite (3.46) pode ser
expandida em séries de poténcias, para se obter em primeira ordem:



Y= TpXg,) (3.49)
O teorema do limite central [44] garante que, quando 3 — 0, as ligagdes
renormalizadas X" da equagdo (3.47) tém uma distribuicdo de probabilidade

gaussiana, independentemente de qual seja a distribuigio de probabilidade para os

Y, **!. O mesmo teorema garante também a existéncia das seguintes relages:
X =¥+ + H (3.50a)
(XY =y +(a™) | (3.50b)
onde X*' e (X ”‘)2 sdo respectivamente a média e a varidncia da ligagio

2 . . on
renormalizada X ,’g‘“', Y™ e (Y ‘”) sdo respectivamente a média e a varidncia dos

Y;*'. Usando-se a equagdo (3.49) essas ultimas grandezas sio obtidas de :

7™ [:P( T Bx;)ax;, (3.51a)
() = [CP(x3)[ T (g, ) - T axs, (3.51b)

Vamos definir as grandezas:
m = [jP(ng)t(ﬂng)deg , | (3.52a)

¢ = [ Px3) [tﬂ ] : (3.52b)

onde

{pX;,)= i e : (3.53)
1+(g- l)exp( -qBX )

Na relagdo acima observamos que para ¢ = 2 a transmissividade ¢ justamente

a tangente hiperbolica. Esse fato motivou de Aguiar [29] a considerar t( BJ ,.j.) como
uma tangente hiperbolica generalizada, que ja foi definida. O uso das fungdes
hiperbolicas generalizadas, suas relagdes e derivadas tém simplificado
consideravelmente o estudo do modelo de Potts definido na rede de Bethe [45-48).
Por isso vamos utilizd-la aqui procurando um tratamento unificado para o modelo

com campo magnético aleatOrio. Assim, passamos a escrever a transmissividade
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(3.53) associada a interagdo renormalizada X, entre o spin fantasma e um spin da
camada s do seguinte modo:

((BX;,) = tanh (BX,) . (3.54)
No limite (termodinimico) de um numero infinito de camadas, temos que

lim t(ﬂXj.g)=t(X ) e (3.53) torna-se a equagdo autoconsistente para t(X ) no

S—®

ponto fixo X'. Ja foi mostrado [41] que se pode interpretar r(X ') como O parametro

de ordem local no interior da rede.
Agora combinamos os pares de equagoes (3.50), (3.51) e (3.52) para obter:
/\—;sﬂ = J;ﬂms + ’7:-#-1 + Hs+1 , (3.553)
2 2
J:'H J:+l
(Xs+1)2 = ( J; ) qs _( -’; ) (ms)2 +(O_s+l)2 )

Mas, no limite de ¢ — o, os dois primeiros termos no segundo membro da

(3.55b)

equacio (3.55b) podem ser desprezados em relagéo a variancia (a"“ )2 .
Dessa maneira, temos:
(x*1) =(o™Y". (3.55¢)
Usando-se a média (3.55a) e a varidncia (3.55¢), chega-se a distribui¢do de
probabilidade para o campo efetivo final X" da figura (3.2):

(X" = ——expi - [ X - (J7m + B H’H)r
p ,

; (3.56)
(2x)20™ o)

Pela definicio (3.52a) e a relagdo (3.54) o parimetro de ordem m*" & dado

m™ = [ P(Xy")tanh, (BX}")dxy . (3.57)
Observando a figura (3.2), e lembrando que o termo J;'m' da distribuicgo
(3.56) ¢ o resultado da soma em série das transmissividades associadas a J;" e X,

temos que o campo aleatério que atua no sitio i e camada s+ € igual a:



B =X - (" + H™). (3.58)
Combinando-se as equagdes (3.40), (3.56) e (3.58), a relagdo (3.57) torna-se
"= [y Pk )anh [ (5 + B B (3.59)
De maneira andloga obtemos:
O = [Canyp(ny) tanhz[ﬂ(J’”m’ +H™ 4 h’*‘)] : (3.60)

Novamente considerando o limite de um nimero infinito de camadas, temos

que limm™ =limm’=m e (3.59) torna-se a equagfio autoconsistente para o

S—p® 5-»0

parametro de ordem m:
m= [ dnP(h)tanh [ (Jm+H +h)] . (3.61)

onde os indices relativos aos sitios foram retirados porque a distribuigdo de
probabilidade ¢ a mesma para todo sitio e a interag@o entre os spins dos sitios i € j €
constante.

No mesmo limite, (3.60) torna-se

gy = [ anP(h)tanhl{B (Jm+ H + h)]. (3.62)
A grandeza m é o mesmo pardmetro de ordem da equagdo (3.24), calculado
pelo truque das réplicas, na aproximagdo de campo médio. Para ¢ = 2 a relagio
autoconsistente (3.61) recupera a de Schneider e Pytte e a grandeza g, torna-se
analoga ao parametro de ordem introduzido por eles.
Através da integracdo de (3.61), cujos detalhes sdo mostrados no item B2 do
apéndice B, chega-se a uma expressfo da energia livre média idéntica a da equagdo
(3.21).




CAPITULO 4

MODELO DE ASHKIN-TELLER NA
PRESENCA DE CAMPOS MAGNETICOS
ALEATORIOS.

4.1 - INTRODUCAO.

Nesse capitulo iniciamos o estudo do MAT com interagdes ferromagnéticas de
alcance infinito na presenca de campos magnéticos aleatorios. Primeiramente,
calculamos a energia livre pelo truque das réplicas e a partir desta energia todas as
outras fungbes termodinidmicas s3o determinadas. Em seguida mostramos a
equivaléncia existente entre 0 MAT (regular e na presenca de campos aleatorios) e o
modelo de Potts com 4 estados. Essa equivaléncia sera usada como dado auxiliar no
proximo capitulo para a determinagéo do diagrama de fases.

4.2 - FUNCOES TERMODINAMICAS.

O MAT com interagdes ferromagnéticas de alcance infinito .7,, campos
magnéticos constantes ' >0 e campos magnéticos aleatorios A - com r=1, 2, 3 -

sera designado por MAT aleatorio e € definido pelo hamiltoniano
# = -il(z)s,sj - 72;)0,0] - .73(Z)<7,S,0'J.SJ ~H'Y'S,
iJ iy ij i

~HY 6,-H’Y.0,5,- ) h'S,~ Y hlc,- > h'aS, ;

4.1)
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e pela distribuigiio gaussiana para A], com variincia 71, e valor médio 4 para o
estado 7, que ¢ a mesma para todo sitio:

A{n})= f[[(zﬂ)%z, ]—l.exp{ﬂ} . 4.2)

r=l 2;’, 2

He p({h,.’ }) foram reescritos aqui para facilitar a leitura.

Através de um procedimento completamente andlogo ao mostrado
detalhadamente nos capitulos sobre os modelos de Ising e de Potts, obtemos para o
MAT aleatorio a energia livre média por spin, no limite termodindmico:

~

~B7(k..B,. kb )=2In2+ max[g(x, .2 k,,B,,}?,,E,)] : 4.3)
onde

_ 3 1 , 3
g(x, y,z;k,,B,,h,, h,) = —Z—z-k,x, + [:Dhr m[(H cosh(ﬂ,))
r=1

r=1

(nf[tanh(e,))] ,

4.4)

r=|

DI =[f[dh’}p({h’}) , (4.5)
0 =kx +B +BH |, (4.6)
k=J . B=BH e B l'=kT . 4.7

~

As condigdes de extremo para g(x, y,z;k,, B, h i—z,) sio dadas pelo seguinte

conjunto de equacdes integrais acopladas:

x= [ dn'p(h')tanh(6,)+ [ DA’ mhz(e‘)mZ(GZ)mh(93) . (4.8a)

y = ["db o Yu(o,)+ [ i Z2C) RN EbB) -y

z= Edh’ p(#*)tanh(6,) + EDh’ Sechz(g’)m;(e‘)mh(gz) ,  (4.8¢)

onde

D=1+fItanh(k,x, +B +BH) (4.9)

r=1
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0,=kx+B +BH (4.10a)
0,=ky+B,+BH (4.10b)
0, =kz+B,+pK . (4.10c)

As equagdes para as médias dos spins, que sdo obtidas através das derivadas
parciais de —f f, em relagdo aos campos magnéticos constantes (externos), sio
idénticas as condi¢des estaciondrias acima, isto ¢, (S)=x, (o) =y e (¢S)=z.

Como indicado na introdugfo, quando fazemos ;, =0eh =0 -comr=1, 2,
3 - nas equagdes (4.4) e (4.8), as fungdes de distribuigdo gaussianas tornam-se¢ deltas
de Dirac e desta maneira recuperamos a solugdo do MAT regular [4] definido por
(1.6). Para J,=h,=h =0 obtemos dois modelos de Ising aleatérios e
desacoplados, € para J, =J, = h = 712 =h =h, =0 temos um modelo de Ising em
campo aleatorio.

Deve-se observar ainda que nas equagdes (4.4) e (4.8) as integrais em que
aparece DA’ s&o na verdade triplas, apesar da notag@io de integral simples que foi
utilizada. A seguir escrevemos as equacgdes (4.8) numa forma mais condensada, que
sera utilizada nos proximos capitulos.

Definindo as variaveis

U=-—= , (4.11a)
h
(v - )
V=g , (4.11b)
h,
w_(;ﬂ-}';) (4.11c)
i . .
obtemos as seguintes expressdes para as equagdes (4.8):
e EdG tanh(al) + tan;(az)tanh(%) ’ (4.12a)
J= _CdG tanh(az) + tanh(al)tanh(a3) (4.12b)

D b
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, e EdG tanh(a3)+tanh(a,)tanh(a2) ,

- (4.12¢)
onde
—(ll2+v2+wz)
dG = dudvdw*—r— | (4.13)
(27)2
a,=p(Jpx+H+h+hy) (4.14a)
@, =B(Jpy+ Hy + B+ ) (4.14b)
ay=p(Jz+ Hy+h+hw) (4.14¢)
3
D=1+]]tanh(a,) . (4.15)

Agora voltamos nossa atenc¢do ao calculo das outras fungdes termodinimicas.
Tomando a primeira ¢ segunda derivadas parciais das equagdes (4.3) e (4.4) em
relacio & temperatura, obtemos a entropia e o calor especifico por spin

3
S=2k;In2+k, [: Dh’{ln D+ Z[lncosh(O,)—G,x,]} : (4.16)
r=1

C, = —kBT[:’Dh'[i[?;:)e,] : (4.17)

r=1

onde os x, sdo as solugdes das equagdes (4.8). As equagdes acima sdo generaliza¢Ges
das expressdes correspondentes para 0 MAT regular definido por (1.6), € os modelos
de Ising regular e Ising em campo aleatério.

Uma outra func¢io de interesse é a suscetibilidade magnética, que pode ser
obtida através das derivadas parciais das relagées (4.8) com relagdo a By, B; € B;. As
equagdes resultantes podem ser agrupadas em trés conjuntos independentes contendo
cada um trés equagdes acopladas, como por exemplo:

= x:(J)+ ﬁDh’F(x;kllkzlzl senh(26;) + ks 3, senh(202)] » (4.18a)
An= EDhrF(y;]"qI(kllu +:B)S€nh(203)+ k3l3l senh(20,)] ’ (4°18b)

3= [ D F(z;k)k,z, senh(26,)+ (ki z,, + B)senh(26,)] . (4.180)
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onde
ljsechz(e,)
Fxk) = T ) (4.19)
x(k)= [1——41%%)_] (4.20)

¢ a suscetibilidade magnética para o modelo de Ising na aproximagio de campo
médio.

Os dois outros conjuntos envolvendo y22, 12, ¥32 € 33, 31, Y23 podem ser
escritos a partir das equagdes (4.18) através de permutagdes ciclicas nos indices. No
caso particular em que os campos constantes sdo nulos nds observamos que as
componentes z; da suscetibilidade para o0 MAT aleatdrio e isotropico (isto é, com
Ji=Jy) satisfazem as relagdes yii=x2z2 , Ya=xi, Yu=xs2, € J13=22. Essas
igualdades sdo conseqiiéncia da operagdo de simetria o, & S, que deixa o
hamiltoniano (4.1) invariante. No caso isotropico o terceiro conjunto de equagdes
acopladas se reduz a duas equagdes envolvendo somente 33 € j2s.

Por fim, deve-se observar que todos os conjuntos de equagdes das
suscetibilidades magnéticas para 0 MAT aleatério também sio generalizagbes das
expressoes correspondentes para 0 MAT regular definido por (1.6).

Na proxima se¢do mostramos a equivaléncia existente entre 0 MAT (regular e
em campos aleatorios) e o modelo de Potts com 4 estados.

4.3 - EQUIVALENCIA COM O MODELO DE POTTS DE 4
ESTADOS.

Usando o hamiltoniano (4.1) sem os campos H, e h,, a relagdo
2
2388, = (Z S,) -N (4.21)
(i4) i
e aplicando trés vezes a identidade de Hubbard-Stratonovitch, obtemos a fun¢io de
particdo do MAT regular:
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3 5 3 1$
o~ L o35 ) e
onde

F(71’72s73) = [e(r1+72+73) 4+ e7rs) g glortrers) e(-n—r;w;)]N . (423)

Fazendo J,=J;=J5=Jyr € kur= ﬂ]AT, temos

2\ - 3 1
2= [ [ o -5 5 [ ) 029
r=0 r=0
onde x; € uma variavel muda que multiplica Z 1, isto ¢, est4 associada a um spin de

moédulo 1, apontando sempre na mesma dire¢éio e sentido, em cada sitio i. Introduzir
essa varidvel na expressio da fungdo de particio corresponde a reconsiderar no
hamiltoniano (1.6) a contribuigo de J; que havia sido desprezada.

Definindo o modelo de Potts regular com g estados pelo hamiltoniano

#=-7,2.0,, ., (4.25)
1

utilizando as relagdes

q

280,010 =00 (4.26)

r=1

N 2
2> 6,,6,q, = (Z 5,,,) ~2.6,,6.0, (4.27)
wy ’ =1 i

e aplicando ¢ vezes a identidade de Hubbard-Stratonovitch, encontramos a funggo de

particdo Zp, que para g=4 ¢ dada por:

z=(r) * [ [ [:mdy,}exp[—égyf}c;(y,) . @428)

onde

G(y,)= [Z eE”y') . (4.29)

r=1
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Comparando as equagdes encontradas para Z,r ¢ Zp, podemos fazer as
identifica¢des abaixo:

Ipyy =J (X + %+ %, + xX;) (4.30)
JpY, =‘]AT(x0 X =X, —x3) ) (4.31)
Jpys = JAT('xO =X +Xx; - x3) > (4.32)
Jpys = JAT(xO XX +x3) ) (4.33)
. 2 7 Vo (x Y
z(yr) =4( AT) Z( ) (4.34)
r=1 2 JP r=0 2
A relagdo entre os diferenciais €
4
J
dy,dy,dydy, = 16(“71) dxdx,dx,dx; . (4.35)
P

Substituindo as relagdes (4.30) a (4.35) em (4.28) e considerando Jp=4J,7,

encontramos

ekAT
64

Portanto, tomando o logaritmo de ambos os membros da relagdo (4.36), no

Z, = Zy . (4.36)

limite termodinamico temos a igualdade entre as energia livres
Je=t (4.37)
o que demonstra a equivaléncia entre os dois modelos considerados.
Agora passamos a tratar do caso regular com campo magnético constante.
Utilizando (4.1) sem o campo aleatério s encontramos para Z,r uma expressio

analoga a equacéo (4.24):

ot O CEffo o] 1507

(4.38)
ol kar=o+NB Ho) F(¢1 ,

@2 ¢3)} >

onde ¢, = E,x, +B,.

N g

Adicionando o termo —Z Z HL6 v, 80 hamiltoniano (4.25) obtemos para Z»

i=l r=1

a seguinte relagdo:
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=(27)"e J:’ Cr E:[de }exp[——zl y,z]G(y,,H;) , (4.39)
com G(y,. H}) = [Z‘L‘ e(z,y,wy;)]z«.

r=1
Comparando as equagdes acima para Zyr e Zp, encontramos as relagdes (4.30)

a (4.34) para as variaveis de integragio, ¢ também as seguintes expressdes para os

campos constantes:
H,=H,+H +H,+H, |, (4.40)
H;=H,+H -H,-H, , (4.41)
H,=H,-H +H,-H, , (4.42)
Hy=H,-H -H,+H, . (4.43)

Substituindo as relagées (4.30) a (4.35) e (4.40) a (4.43) na equagdo (4.39), e
considerando novamente Jr=4J,r chegamos a relagdo (4.36) entre as fungdes de
parti¢do. Isso mostra a validade da equivaléncia entre os dois modelos considerados
quando ha campo magnético constante presente.

Finalmente, pode-se concluir que para o MAT aleatério definido por (4.1) e o
modelo de Potts com g estados na presenca de campos magnéticos constantes e
aleatérios, definidlo pelo hamiltoniano (4.25) acrescido do termo
—ii(H b+ h;)50,,,r , continua valendo a equivaléncia. Mas nesse caso devem ser

=1 =1
consideradas, juntamente com as equagdes (4.30) a (4.35) e (4.40) a (4.43), as
seguintes relagdes entre 0os campos magnéticos aleatorios:

h=h"+h +h*+1 (4.44)
BR=b+H-n-1 (4.45)
B=h-n+r -1 |, (4.46)
m=b-n-nw+nr . (4.47)

As relagdes (4.40) a (4.47) mostram que os campos H, ’(h ) sdo combinagSes

lineares dos campos H,(h’) da mesma maneira que os J’s em (1.6) sio combinagdes
lineares dos &.




CAPITULO 5

MODELO DE ASHKIN-TELLER NA
PRESENCA DE CAMPO MAGNETICO
ALEATORIO NA DIRECAO DE :=(s5).

5.1 - INTRODUCAO.

A expressdo para energia livre determinada no capitulo anterior é bastante
complexa, o que dificulta o seu estudo analitico. Por isso, neste capitulo estudamos o
modelo de Ashkin-Teller com intera¢cdes de alcance infinito na presenca de campo

magnético aleatério apenas na dire¢do de z = (o' S). Iniciamos o estudo desse modelo

pela caracterizagdo de suas fases no caso especial em que ndo ha campos constantes
(externos), buscando as solugdes que satisfazem o sistema de equacles integrais
acopladas para as magnetizagées. Em seguida, utilizamos a estratégia adotada por
Christiano e Goulart Rosa [4] no estudo do MAT sem campo aleatorio (ou MAT
regular). A andlise da estabilidade das solugdes encontradas nos permite tragar
inicialmente o diagrama de fases do MAT regular. As relagdes para as superficies de
separacdo entre as fases sdo discutidas e resolvidas numericamente. Através das
expansdes das magnetiza¢des determinamos expressdes que localizam as coordenadas
dos pontos especiais E e G, nos quais ocorrem mudangas nas ordens das transi¢ges.
Combinando todas essas informagdes, fomos capazes de tragar o diagrama de fases
do MAT na presenga de campo aleatorio na diregio de z = (a S). As equagdes da

energia livre, magnetizacdes, entropia, calor especifico e suscetibilidade séo discutidas
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¢ resolvidas numericamente para valores especiais das constantes de integragio e da

variincia.

5.2 - ESTABILIDADE DAS SOLUCOES E DIAGRAMA DE
FASES DO MAT REGULAR.

No caso particular em que s6 exista campo magnético aleatorio 4’ na direcdo
de z=(0S), as varidncias e os valores médios dos campos h' e K sdo nulos e suas
distribuicdes gaussianas se reduzem a deltas de Dirac. Nesse caso, as equagdes (4.12)

para campos constantes nulos (isto é, B, =0) e o valor médio &, = 0 tornam-se

Xx= f:Dh3 tanh(kx) + tanh(kzy)fanh(kgz + ﬂh3)

D, , (5.1a)
y= ["DF tanh(k, y) + mnh(gx)tanh(ksz +BR) , (5.1

3
L EDh’ ksz +Bh )+ tanh(k,x) tanh(k, y) 510

D3

onde
Dk = _(h ) } (5.2)
(27:)2 2h

D, =1+ tanh(k,x) tanh(k,y) tanh(k,z + B ) . (5.3)
No caso isotrépico (J;=J:) as relagdes (5.1a) e (5.1b) sdo idénticas isto €, x =

y. Definindo as varidveis

() ) 3] e e
) g ) T,

(5) , (5.4
h,
as equagdes (5.1) podem ser reescritas para J;=J>:

x x -(pz +0, a))}
x= [:Dw tanh( t) ) mh( tl))mt i , (5.52)
3
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t t
=D , 5.5b
2= [ Do 5 (5.5b)
onde
-/
Do = d“’le I (5.6)

2y

D, =1+ tanhz(f) m{@i’i@—)} . (5.7)

As equagdes (5.1) e (5.5) tém as solugdes apresentadas a seguir.

(1) Fase paramagnética. Nessa fase as constantes de interagdo sdo
suficientemente fracas, e/ou a temperatura ¢ alta bastante. Todas as trés
magnetizacdes sdo nulas:

x=y=z=0 . (5.8)
No caso isotropico a solug@o acima se reduza x=2z=0.

(2) Fase de Ising. Essa fase parcialmente ordenada ¢ caracterizada por uma

das trés solu¢des seguintes:
x=y=0 ; z=[ Ditanh(kz+BK)=0 | (5.92)
x=z=0 ; y=tanh(k,y)=0 , (5.9b)
y=z=0 ; x=tanh(kx)=0 . (5.9¢)

No caso isotropico as equagdes (5.9b) e (5.9c) se reduzem a solugdo
paramagnética. A solucdo resultante mostra que o sistema esta parcialmente ordenado
com (o S) # 0, enquanto que (S) e (o) sdo nulas.

(3) Fase de Baxter. Nessa fase o sistema estd todo ordenado
ferromagneticamente, com trés parimetros de ordem (S), (o) e(o S)diferentes de
Zero:

x#0 , y#0 , z=#0 . (5.10)
No caso isotropico a solu¢do acima se reduza x# 0, z#0.
A fim de se obterem os diagramas de fases do MAT regular ¢ do MAT

aleatorio na dire¢do de z = (o S), determinam-se as regides no espago de pardmetros
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p—t——'l;3 onde as solugdes (5.8) a (5.10) sejam estdveis para 713 =0 e 7:3 #0,
respectivamente. Para que isso ocorra € necessario que a fungio g(x, v.z;k,,B, bk )
definida por (4.4) seja maximizada. No caso do MAT na presenca de campo
magnético aleatorio apenas na direcdo z = (o'S) (com H,=h =0), essa funcio é
dada por

g(x.7,3k,.0,3,0) = —-;-(klﬁ +kyy? +kyz* )+ Incosh(k,x) + In cosh(k, ) +

(5.11)
[ D incosh(k,z + g#°)+ [ D In D,
De acordo com a referéncia [49], a maximizacio dessa fungfio requer que
8.0 , (5.12a)
B 8o Y0 (5.12b)
Ev 8w
8x 8y 8x
g &, £.<0 . (5.12c)
8~ 8- &z

Assim, aplicando-se as inequagdes (5.12), a solugdo paramagnética é estavel

somente se
k,(k, —1K0 (5.13a)
k,(k, —1K0 , (5.13b)
k[k(1-L)-1)0 (5.13¢)

onde I, = [~ DK tanh’*(B1’).

No caso em que J;=J;, as equagdes (5.13) fornecem as superficies de
instabilidade
t=1 , paratodospeo, (5.14a)

2 I:Dw[l—tanhz(g‘—tﬂﬂﬂ | (5.14b)

As intersecgdes dessas superficies no plano p-t sdo as linhas =1 ¢ p=t. Isso

corresponde a considerar 173 =0 nas equacbes (5.14), tornando estas equagdes
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idénticas as encontradas para as superficies de instabilidade da fase paramagnética no
caso do MAT regular [4]. Essas linhas delimitam a regidio chamada de Pma na figura

(5.1a), onde a solugdo paramagnética maximiza g(x, z; kl,k3,0,0,0). Se invertermos

todas as desigualdades (5.13), obtemos a regido Pmi» delimitada pelo segmento de
linha reta OD e a linha semi-infinita DA, onde a solugio paramagnética minimiza

g(x, 2k, k,,0,0,0). Por outro lado, nas regides Psa € P . as derivadas de segunda
ordem g,,(0,0;4,,%,,0,0,0) ¢ g._(0,0;k,%;,0,0,0) tém sinais opostos, de modo que

g(x, z; k,, k3,0,0,0) tem um ponto de sela na origem (veja figura 5.2a).

P~-max

P-sad

P-min
I-sed

{(a)

Figura 5. 1a - Em (a) apresentamos no plano p-t as regides nas quais o
extremo da equagdo (5.11) (com J;, =J,, x =y e H, =h =h" =0) pode ser
determinado analiticamente. Na regido P-max (P-min) g(x,z;p,t) tem um
maximo (minimo) na origem. Nas regides P -sad e P-sad os pontos de sela de
g(x,z;p,t) na origem se encontram girados de % um com relacgéo ao outro. Na

regiio BDC o maximo g(x,z;p,t) € determinado pela solugfo de Ising, enquanto
que na regido I-sad, que coincide com P-min, essa solugio corresponde a um
ponto de sela.
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Figura 5. 1b -. Em (b) ¢ apresentado o diagrama de fases do MAT isotrépico e regular com
interagdes ferromagnéticas de alcance infinito. Na fase paramagnética (o) = (S)=(c'S)=0,
na fase de Ising (o) =(S)=0 e (05)#0, ¢ na fase de Baxter(c) = +(S)2 0 ¢ (0 S)=0.
Na regidio EDF(DFG) a fase de Baxter coexiste com a fase paramagnética (Ising). As linhas
sélidas (AE, FB e GC) sio linhas de transi¢gio de segunda ordem, enquanto que a linha
tracejada EPG ¢é de primeira ordem. As linhas com tradejado ¢ ponto (ED, DF, e DG) sdo
partes das linhas de instabilidade mostradas em (). As coordenadas dos pontos criticos E ¢ G
sdo determinadas através das expansdes das magnetizagdes (5.5) na segdo 5.3. O ponto F s6
pode ser determinado numericamente,

-4.0 \———————————-—1-—.-—-—-‘————-——-

(a) X

Figura 5. 2 - Nesta figura apresentamos o gréfico do funcional energia livre

f(x,z;t, p) =-2t2+x2+ %pz2 - tln[ooshz(%) wsh(—p;-)] - tln|:l + tanhz(-f-) tanh(-[:i)” como

uma fungio de x = (S) e z=(0 S) para os seguites valores dos pardmetros p e f: (a) p = 0.2,
¢t = 2.2. O minimo na origem caracterizando a fase paramagnética ¢ facilmente observado.

80




81

N
£3.625 Ve e e e e -
N
| \\
N
-0_4 N e [ S S U - -
10)
p 4
-1\ 0 1

N s

(c)

Figura 52 - (b) p = 2.5, t = 2.2. O minimo global ocorre em (o)=0, (oS)#0
caracterizando a fase de Ising. Na origem observa-se um ponto de sela, como previsto. (c) p =
0.95,t = 1.1. O sistema se encontra na fase de Baxter, mas mostra dois tipos de mini mo: um
minimo local na origem e quatro minimos globaisem x = *x,, z =%z,.

A superficie de instabilidade 7 =1, para todos p e o7, pode ser facilmente
visualizada porque é um plano semi-infinito paralelo ao plano p—o,. A superficie

(5.14b) intercepta esse plano e a equagdo da linha de intersecgdo € obtida quando se
faz ¢t =1 na equagdo (5.14b):

p[ Dol1-tanb’(c,0)|=1 . (5.15)

As solucdes numéricas das equagoes (5.14b) e (5.15) sdo mostradas na figura 5.3.

e e
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(b) P

Figura 5. 3 - Em (a) mostramos a solugiio da equagfio (5.14b), que corresponde a
superficie de instabilidade da solugiio paramagnética. Para p = 1.5 (p = 3.0) esta
solugo é estivel na regifio acima da curva tracejada (curva sélida) e instavel na regifio
abaixo desta curva. Nopontot = 1.0e 0; =208 (t = 1.0 e 0; = 2.2) a superficie de
instabilidade intercepta o semi-plano t = I, para todos valores de p ¢ o;. Em (b)
mostramos a solugio da equagfio (5.15). Cada ponto desta curva nos fornece as
coordenadas p e 0; de um ponto de intersegdio entre a superficie de instabilidade da
solucio paramagnética e o semi-plano ¢ = 1, para todos valores de p e ;. Abaixo deste
semi-plano a solugfio de Baxter ¢é estdvel e acima ¢ instavel.

Vamos agora analisar a estabilidade da fase de Ising. De acordo com as

inequagdes (5.12), a solugdo de Ising no caso isotropico € estavel somente quando

["po {1 - mh{(_ﬂ_t;ﬁ’_)ﬂ L (5.16a)

p
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2(t-1) (5.16b)

pyt)l . (5.16¢)

A superficie de instabilidade (5.14b), cuja intersecgdo no plano p—r ¢
indicada pela linha ODB na figura 5.1a, foi obtida a partir da estabilidade da solugdo
paramagnética. Essa superficie também pode ser obtida se fizermos z = 0 na equagfo
(5.16a). Dessa forma, as regifes no espago de pardmetros p—1f— o, nas quais as
solugbes paramagnética e de Ising maximizam g(x, zZ; kl,k3,0,713,0) nao se

superpdem; isto é, nio ha regido no espago de pardmetros onde dois maximos,
determinados pelas solu¢des paramagnética e de Ising, coexistam. Interpretamos esse
resultado como um indicativo de que a transi¢io entre essas fases é de segunda
ordem. A outra superficie, que juntamente com a superficie (5.14b) delimita a regifio
onde a solug@io de Ising é maximizada, pode ser obtida quando fazemos Z* igual ao
limite superior da inequagio (5.16b):

z=(t-1) . (5.17)

Combinando a expressdo acima com a relacéo (5.9a) para z, obtemos que
© t-1)+o0,0
(t-1)= [metanh{[p( )t 1 ]} . (5.18)

Quando se faz r =1 na equagiio acima temos uma identidade. Portanto, o plano semi-

infinito # =1 também ¢ interceptado pela superficie de mstabilidade (5.18). A solugéo
numérica dessa equagdo é mostrada na figura 5.4.

A intersec¢do da superficie de instabilidade (5.18) no plano p—t € a reta
ODC da figura 5.1a. Observamos que p=1 e t=1 ¢ solugfio trivial da equagéo
(5.18). Desse modo, a linha DC comega no ponto p=¢=1. No limite de p
infinitamente grande essa linha de instabilidade vai assintoticamente por valores
inferiores para p=2. Também se verifica que essa linha ¢ uma fungéo concava e
mondtona crescente do pardmetro p. Finalmente, deve-se observar que na regido P-
min, além do minimo na origem, g(x, z; k,,k3,0,0,0) apresenta também um ponto de

sela determinado pela solugdo de Ising (veja figura 5.2b).
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Figura 5. 4 - Em (a) mostramos as intersecgdes das superficies de istabilidade (5.14b) e (5.18),
que delimitam a regifo em que a fase de Ising ¢ estavel, no plano p-t para g; = 1.0. A curva
tracejada indica transi¢fio de primeira ordem e a sflida de segunda ordem. As coordenadas do
ponto critico G em que ocorre mudanca na ordem da transiggo entre as fases de Ising e de Baxter
sdo obtidas quando se faz p igual ao limite superior da inequacéo (5.80). Em (b) e (c) mostramos
as projegdes para o; =2.0 e o; =4.0, respectivamente. Nota-se claramente que os pontos D, G, B
¢ C deslocam-se para a direita 2 medida que o; aumenta, no entanto a linha DGC permanece
sempre tendendo assintoticamente por valores inferiores para ¢t = 2, como previsto.
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A determinacdo da regido de estabilidade para a solugdo de Baxter do MAT
regular poderia nos fornecer todos os dados necessarios para tragar seu diagrama de
fases. Porém, ndo foi possivel obter analiticamente essa regiio. Mesmo assim
podemos recolher outros resultados, que juntamente com os ja obtidos, sdo
suficientes para que se trace um diagrama de fases qualitativamente correto. Parte
dessa informacio vem de dois casos particulares do MAT regular. Em p=0 esse
modelo se desacopla em dois modelos de Ising independentes. Sua temperatura critica
t. =1 foi corretamente obtida da andlise da estabilidade da solugfio paramagnética.
Isso mostra que em p =0 ndo hi superposicdo das solu¢cdes paramagnética e de
Baxter. Em p=1 o MAT regular isotropico se reduz ao modelo de Potts com 4
estados (conforme foi demonstrado no capitulo anterior) cuja temperatura

criticaz, =121 se situa dentro da regifio de P-max. Dessa forma , no intervalo de
temperatura 1 < <., o maximo absoluto de g(x,z; k,, k3,0,0,0), que é determinado
numericamente como correspondendo a solugio de Baxter (veja figura 5.2¢), coexiste

com o maximo relativo correspondente a solugdo paramagnética. Essa coexisténcia de

dois maximos deve persistir para outros valores de p uma vez que o ponto critico de
Potts (p=1, t=1/) deve pertencer a uma linha critica. Somos levados entio a
concluir que nessa parte do espago de pardmetros ha uma regido na qual mais do que
um méximo de g(x,z;k,, k;,0,0,0) coexistem. Em outras palavras, as regides P-max e
I-max s@o parcialmente invadidas pela regifio do espago de pardmetros na qual o
miximo absoluto de g(x,z;k;,%;,0,0,0) ¢ determinado pela solugio de Baxter.
Finalmente, observamos que a linha de transi¢fio entre a fase de Baxter e as demais,
além de passar pelos pontos p=0, t=1ep=1, t =t/ tem que terminar na linha de
instabilidade DC. Isso porque, se ela terminasse na linha DB, teriamos uma seqiiéncia
de fases sem significado fisico: Baxter-Ising-Baxter-paramagnética. No que diz
respeito a ordem das transi¢les, observamos que a coexisténcia do maximo absoluto
determinado pela solugfio de Baxter com o méximo relativo determinado pelas
solugdes de Ising ou paramagnética nos permite interpretar as transicGes entre essas
fases como sendo de primeira ordem. Entretanto, no ponto E da figura 5.1b a ordem
da transi¢éo da fase paramagnética para a de Baxter muda de primeira para segunda;
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enquanto que no ponto G a ordem da transi¢do da fase de Ising para a de Baxter
também muda de primeira para segunda.

Baseados em todas essas informag3es apresentadas, Christiano e Goulart Rosa
[4] obtiveram o diagrama de fases para 0 MAT regular, mostrado na figura 5.1b.

Na proxima seco, expandimos as equagdes (5.5) para as magnetizagdes. Se a
expansdo for realizada para x e z infinitesimalmente pequenos em T S Tg,

determinamos as coordenadas do ponto E no espago de pardmetros p—t—o,. Por

outro lado, se a expansio for efetuada para x=0 ¢ z#0 em T < T¢, obtemos as

coordenadas do ponto G.

5.3 - EXPANSOES DAS MAGNETIZACOES E AS
COORDENADAS DOS PONTOSE ¢ G.

Inicialmente, supomos que existam x e z infinitesimalmente pequenos
satisfazendo as equagdes (5.5) para T € Tc, quando nos aproximamos da fase
paramagnética a partir da fase de Baxter. Dessa maneira, podemos expandir seus
integrandos até termos de terceira ordem em x e/ou z. As expansdes para os lados

direitos dessas equages sdo:

a 11

x=§+€%xz_;;[§+(t,)2Jx3 : (5.19)

i a 1(a
z= —at—1pz+-t—21—x2 —F(?—EJPZ'ZS ) (5.19b)

onde

(1) = [:’DwtanhZ(E't—“l) : (5.20a)
a, = EDwsechz(—a—‘;f’—j , (5.20b)
7, = [ Dortanh 2.2 sech’( 2.2 520c
a, E @ » sec . ( )

Assim obtemos um sistema de equagdes algébricas acopladas que podera ser

resolvido analiticamente. Antes de se iniciar a solug@o desse sistema, observamos que
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para J; finito € J, =0 (isto €, p =) a equagdo 5.19b recupera a expansdo para a

magnetizacdo do modelo de Ising na presen¢a de campo magnético aleatorio obtida
por Aharony [11].

Em primeiro lugar, rescrevemos a equagéo (5.19) do seguinte modo:

Ax+Bxz-Cx’ =0 , (5.21a)
Dz+Ex* —Fz> =0 (5.21b)
onde
1
A =7—1 , (5.22)
B= % : (5.23)
11 =
C= F(E + (t3)2) : (5.24)
D= 3:'—1— : (5.25)
E= f—; , (5.26)
1(a, _) 4
F=;'3— ?—03 P . (527)
Agora, dividindo a equacdo (5.21a) por x obtemos
»=4 J’CBZ (5.28)

Substituindo x” em (5.21b) chegamos a seguinte equagiio do terceiro grau para z:
Z+a,z+a,=0 (5.29)

onde

2 —
a2="—'———3t (©r 5 cal) , (5.30)

a,=-———L¢, , (5.31)
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¢, = a(1+32) , (5.32)
[1 + 3(73—)7)(51 -3a,)
1
6= m , (5.33)
c, = a (5.34)

[1 + 3(1_3)7](51 -3a,)

Observamos que z =0 serd sempre uma solucgo de (5.29) desde que a, =0.
Assim, impondo que a; seja igual a zero, a equagio (5.29) se reduz a
’+a,z=0 . (5.395)
A equagdo (5.31) nos permite concluir que, como ¢; ¢ uma grandeza sempre finita e
positiva, s6 teremos a, =0 se =1 para todos valores de p ¢ o,. Isso €, para
qualquer ponto da superficie de instabilidade definida por (5.14a) a condigdio a, =0 ¢
satisfeita.
Agora, para que a unica solug¢do real da equagdo (5.35) seja z =0, o delta da
equagio
22+ a,=0 (5.36)
deve ser negativo, pois, neste caso, as duas raizes de (5.36) serdo imaginarias. Desse

modo, quando ¢ =1 (para todos valores de p e &,), a unica solugdo real da equagio

[1+3(_t3—)_2)

S G (1+34)

(5.35) sera z =0 somente se

p (5.37)

Portanto, no plano semi-inﬁnitd t =1, existe uma solugdo aceitavel somente
quando a inequagdio (5.37) for satisfeita, o que resulta numa transi¢do de segunda
ordem da fase paramagnética para a de Baxter. Quando se inverte a inequagdo acima,
ndo existe um z =0 que resolva a equagio (5.29). Nesse caso, existe um z positivo e
finito, 0 que implica numa transi¢do de primeira ordem. Assim, quando se faz p igual
ao limite superior de (5.37), temos uma equago que nos da as coordenadas do ponto
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E (veja figura 5.5) no qual ocorre a mudanga na ordem da transi¢io entre as fases
paramagnética e de Baxter. No caso do MAT regular € isotrépico, como a, =0 e

(t3)2=0 para}NL,=0,ascoordenadasdopontoEsio p=025et=1.

1.6

1.4 |-
1.2

1.0 ' TRANSICAO DE PRIMERA
a ORDEM
0.8

0.6 - TRANSICAO DE SEGUNDA
ORDEM
0.4

0.2 1 1 1 1 1
0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0 o .2
|

Figura S. 5 - Mostra as coordenadas do ponto E em que ocorre a mudanga na
ordem da transi¢fio entre as fases paramagnética e de Baxter, no semi-plano ¢ =
1. Essas coordenadas sdo obtidas quando se faz p igual ao limite superior da
inequagdo (5.37). Na regido acima da curva a transi¢3o é de primeira ordem e
na regido abaixo da curva a transi¢do é de segunda ordem. Para o; = 0 temos
p=0.25.

Por outro lado, a equagdo cibica em z dada por (5.29) s tera uma tnica raiz
real se o seu delta (A) for positivo, pois, neste caso, as outras raizes sio complexas.
A raiz real unica da equagdo (5.29) [50] € dada por:

z=8+T

s (5.38)
onde
1
1\3
S=| R+ A? , (5.39)
1
133
T=|R-A2 , (5.40)

A=Q’+R* (5.41)



0= 3 = (ap-ct) (5.42)
a 9

A expressdo acima para z nos permitird obter o expoente critico para este
pardmetro de ordem. Inicialmente, definimos o mﬂmtesu';lal & do seguinte modo (para
TS T c)Z

TC tC

£= (5.44)

Como a transi¢cdo da fase paramagnética para a de Baxter ocorre sempre no plano

semi-infinito f =1, temos que 7. =1. Desse modo, podemos escrever que

e=1-t . (5.45)
As expressdes de S e T até termos de primeira ordem em ¢ séo dadas por:
1
S = b3(1 + -3%5) , (5.46a)
T b l(1 d ) 5.46b
={(-0PB|1——¢ s .
I Cr (5.46b)

onde

be [(Cz —ap) ]z , (5.47a)
P

. 9%, ” czkc2)2 —-2¢c,c,p+ (Clp)z] b (5.47b)
2p° 2(1-4p)
i=2_c (5.47¢)
p

Substituindo as expressdes para S e T acima na relagfo (5.38), encontramos

o )

ZE(Cz“‘Clp)g PP Zi;(l+3c7,) ’

que

TS Te. (5.48)
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Para o caso do MAT regular isotrépico, como ¢, =4, ¢,=1 ¢ ¢; =1 quando
713 =0, obtemos que

1
z= g ; p<025 ,TSTc. (5.49)
(1-—4p)

Assim, o pardmetro de ordem z se anula linearmente com ¢ tanto para o MAT
aleatorio e isotropico na dire¢do de z = (o' S) como para o MAT regular e isotropico,
o que resulta no expoente critico =1 para os dois casos.

Agora voltamos nossa aten¢do para a solugdo x. Substituindo z dado por
(5.48) na relagdo (5.28), obtemos que

3pa.c Y.
3{1 ¥ —343—} (1 ¥ 3(t3)2J
) (cz - clp) £ p<
1-3(1,)° ’ a(1+33,)
Para o caso do MAT regular e isotropico chegamos ao resultado

X

in

LTS Te (5.50)

l—p)

2 . . <

x _3(1_41) e ;, p<025 ,T>Tc. (5.51)
Portanto, como o quadrado do pardmetro de ordem x se anula linearmente

. . 1 .
com &, temos o coeficiente critico S = 5 para os dois casos.

Vamos agora localizar o ponto G através de um procedimento completamente
analogo ao utilizado na localizag¢iio do ponto E. Inicialmente, supomos que existam
x=0 e z=2z,+Jz satisfazendo as equagdes (5.5) para T € Tc. z; € um numero
positivo e finito, € 6z é um infinitesimal. Assim, podemos expandir seus integrandos
até termos de terceira ordem em x e/ou 6z. As expansdes encontradas foram as

seguintes:

1) mrfo-oe Loelea(2)en ()
(,) =11, {(l—t)+[wa[b8+Al(t +B|— }} , (5.52a)



onde

x )
Sz=-z, + pr{bs + A,(—p;—f) + B,(

R GSIGIE

4,

1
= 'b—(bl - b4b5ba) >
4

1
B = Z—(b4b6b8 ~bbs-b,) ,
4

C = bi(b3 +bybs + bb —b,b,b;)
4
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(5.52b)

(5.53)

(5.54)

(5.55)

(5.56)

(5.57)

(5.58)

——-) -, (5.59)

(5.60)

(5.61)

(5.62)

bl ., (5.63)
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b8=tanh[(—p%q—'w—)} , (5.64)
L= [ Do by(3b,+4) . (5.65)
Substituindo (5.52a) em (5.52b) encontramos a seguinte equagdo cubica para
0z:
Dt 2 t p D’
5z) +=2(6z) + (D ——1) §z)+=2L-=0 , (5.66)
(02 + (62 + (D L-1)01)+ 25
onde

D,= _[:Dw{bs + =700+ 4 ]} (5.67)

1+ 1,
3(1 b )L 3E[(1-1) +1]
D, = [ Dol4 :
Yi-57) 3E1
D2=£Dw{B+ ™) 1+11j , (5.69)
3E ]
D, = C, -1 .
) EDw{l 1”1} , (5.70)
L= [ Dob (5.71)
L=[Do4 (5.72)
L=[DoB (5.73)

Observamos que 6z=0 serd sempre uma solugdo de (5.66) desde que
D, =0. Assim, impondo que D, seja nulo, a equagéo (5.66) se reduz a

Dyt 2 t3 p
5z) +=2(62) + (D——l)s =0 . 5.74
( Z) sz( Z) Dp3 1 t ( Z) ( )
Usando a relagdo (5.67), notamos que D, = 0 implica que

3
Iz—z,+:ZED0)(1—bSZX(l—t)+IZ]=O . (5.75)

Agora, vamos encontrar z; que satisfaca (5.75). Supondo que




94

Z, +
z=1=[ Do tanh{-(p—l———al-i)] (5.76)
t
e considerando a expressfio acima com as equagdes (5.17) e (5.18), obtemos
zy=hL=(t-1) . (5.77)

Substituindo os valores de z; e I; dados por (5.77) em (5.75), podemos concluir que
z, =(t-1) (5.78)
¢ uma solugdo desta equagdo. Mas a relagio acima corresponde exatamente a
superficie de instabilidade (5.17), cuja intersecg@o no plano p-f € a reta DC da figura
5.1a. Portanto, 6 z = 0 nessa superficie.
Assim, para que a unica solugfio real da equagio (5.74) seja 6z =0, o delta
da equagdo

-(52)2 +

Dt
oz)+
3p( )

- (Dl P_ ) =0 (5.79)

t3
D,p’ t
deve ser negativo, pois, neste caso, as duas raizes de (5.79) serfio imaginarias. Dessa
maneira, quando z, =(r—1), a unica solugéo real da equagdo (5.74) serd 5z =0
somente se
4Dyt

p< = . (5.80)
4D,D, -(D,)

Portanto, na superficie z, =(r—1), existe uma solugfio aceitavel somente
quando a inequagdo (5.80) for satisfeita, o que resulta numa transicdo de segunda
ordem da fase de Ising para a de Baxter. Quando se inverte a inequag&o acima, nio
existe um &z = 0 que resolva a equacgéo (5.74). Nesse caso, existe um §z positivo e
finito, 0 que implica numa transi¢cdo de primeira ordem. Assim, quando se faz p igual
ao limite superior da inequacdo (5.80), temos uma equagdo que nos da as
coordenadas do ponto G (veja figura 5.4) no qual ocorre a mudanga na ordem da
transi¢iio entre as fases paramagnética ¢ de Baxter. Quando se faz 713 =0 nessa

equacdo, encontramos que para 0 MAT regular e isotropico as coordenadas do ponto
Gsio p=18er=15.
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5.4 - DIAGRAMA DE FASES DO MAT NA PRESENCA DE
CAMPO NA DIRECAO DE :z=(os).

Tendo em vista todas as informagdes apresentadas nas se¢Oes anteriores,
fizemos entdo um estudo numérico das equagdes (5.5), o que nos possibilitou tragar o
diagrama de fases do MAT isotropico na presenga de campo magnético aleatorio na
diregdo de z=(0'S), mostrado na figura 5.6.

8
-
3 -
C
2+r
f/’F
\‘K N
A t\\ [ |
! 2 P
|
L o

o

Figura 5. 6 - Diagrama de fases do MAT isotropico com interagbes ferromagnéticas de alcance
infinito, na presenga de campo magnético aleatério na diregio de z=(cS). A fase
paramagnética ((o’) = (S)=(o'S)=0) é limitada por baixo pelas seguintes superficies: EPFKE
(superficie de transigio de primeira ordem), FBIKF (superficie de transig@io de segunda ordem), e
AEKIQRA (superficie de transigiio de segunda ordem). A fase de Ising ({o)=(S)=0,(cS)=0)
¢ limitada por cima pela superficie FBIKF, e por baixo pela superficie FGCJKF. A ordem da
transi¢iio de fase nessa tltima superficie depende da posi¢io do ponto critico G. Os varios cortes
realizados nas superficies FBIKF e FGCIKF (veja figura 5.4) mostram como a posigiio de G muda
no espago de pardmetros pto;. A fase de Baxter ({o)#0, (S)#0, (oS)#0)s6 existe abaixo
dos seguintes planos: EPFKE, AEKIQRA e FGCJKF. O plano AOQR ¢ a superficie de
instabilidade dada pela equagio (5.14a). As coordenadas dos pontos criticos E e G foram
determinadas analiticamente e s3o mostradas nas figuras 5.4 ¢ 5.5, para valores especiais de p e o;.



Na proxima secdo, as equagdes das magnetizagdes, entropia, calor especifico e
suscetibilidade sdo discutidas e resolvidas analiticamente para valores especiais das

constantes de interacdo e da variincia.

5.5 - MAGNETIZACOES, ENTROPIA, CALOR ESPECIFICO E
SUSCETIBILIDADE.

A solu¢do numérica das equagdes (5.5) para as magnetizagGes € apresentada
nas figuras 5.7 a 5.10. Essas figuras mostram claramente as influéncias do parametro

de acoplamento p = J3 e da varidncia o, = hy sobre o comportamento das
Jl ! J]

magnetizagdes, nas varias regies dos diagramas das figuras 5.1 e 5.6 em que
ocorrem transi¢des de fase.

Outras fungdes de interesse sdo a entropia € o calor especifico, cujas
expressdes no caso geral de trés campos magnéticos aleatorios sdo dadas por (4.16) e
(4.17), respectivamente. Quando consideramos campo magnético aleatoério apenas na
direcio de z=(0'S), as equagBes para a entropia e o calor especifico so as seguintes

(caso J;=J3):

(i_) - 2{1112 ¥ lncosh[i:-) - "_J] _p EDa)ln{ osh[(p il w)]} ,(5.81)

CH=—2(2£]J1x [5 JJ z] , (5.82)
ot oT

onde x e z sdo as solugbes das equagdes (5.5). As expressdes da entropia € do calor

especifico para as fases paramagnética e de Ising podem ser obtidas facilmente a partir
das relagdes acima. Na fase paramagnética (x =z =0), o calor especifico ¢ nulo ¢ a
entropia ¢ dada por

(‘ZP) 21n2+[ijlncosh( t ) . (5.83)

B




(08)

p=2.5
p= 1.0
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Figura 5. 7 - Em (a) e (b) apresentamos os gréficos das magnetizagdes (S)e
(ch) em funglio da temperatura (para campo magnético constante nulo),

considerando o; =0 e os seguintes valores de p: p = (.2 (curva tracejada), p =
1.0 (curva tracejada e pontilhada), e p = 2.5 (curva solida). Para p = 1 o MAT
regular se reduz ao modelo de Potts regular com 4 estados. Nessa situagéio, as
curvas tracejadas e pontilhadas em (a) e (b) coincidem. Isso é uma conseqiiénica
da simetria da hamiltoniana (para K; = K, = K;) com relagio a transformacio
S, =S8, e 0, 0,5, que faz com que (G)=<S>=<0’S>.Note que, para

p=235,acurva (aS) acusa a transicdo ocorrida em (S)
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Figura 5. 8 - Em (a) e (b) mostramos os graficos das magnetizagBes (S)e
(0S) em funglio da temperatura (para campo magnético constante nulo),

considerando p = 0.2 e os seguintes valores de o;: o; = 0.2 (curva fina), o; =
1.0 (curva média), e o; =3.0 (curva grossa). A medida que a varidncia o;
aumenta, as magnetizagdes diminuem, como era de se esperar. Como p < 0.25,
a transigiio entre as fases de Baxter e paramagnética ¢ sempre de segunda
ordem. Isso € evidenciado pelo fato de a magnetizagio se aproximar suavemente
de zero, quando a temperatura tende por valores inferiores para a temperatura
critica.
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Figura 5. 9 - Em (a) e (b) mostramos os graficos das magnetizagdes (S) e
(oS) em fungdo da temperatura (para campo magnético constante nulo),
considerando p = 1.0 e os seguintes valores de o) 0= 0.2 (curva fina), o, =
1.0 (curva média), e o; =3.0 (curva grossa). A medida que a varidncia o;
aumenta, a transi¢io de primeira ordem (mostrada pelo salto na curva para o;
=(.2) entre as fases paramagnética e de Baxter torna-se de segunda ordem.
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Figura 5. 10 - Em (a) e (b) mostramos os graficos das magnetizagdes (S) e
(aS) em funcio da temperatura (para campo magnético constante nulo),

considerando p = 2.5 e os seguintes valores de 0;: 0; = 1.0 (curva média), € o;
=3.0 (curva grossa). No grafico (b), para o; = 1.0, o rebaixamento que ocorre
em ¢ =17 evidencia a transigdo entre as fases de Ising e de Baxter. Para o, =
3.0 esse rebaixamento desaparece, pois ndo mais existe a fase de Ising (veja
diagrama de fases de figura 5.6)
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Para o caso regular (75 = O), a entropia na fase de alta temperatura ¢ 2Iln2. Na fase

+
de Ising (x =0 , z= E: Do tanh{(—"iz——tgﬁz:D , a entropia e o calor especifico

tornam-se:

1 2
(S_j =2In2- Pz EDa) lncosh{(ﬁ—tg]—m)} , (5.84)
kg t !

t t

k3222{1—f+°°Da)tanh21;(pz+alw)]} (E)Imealwtanhz{(szra‘w)]
e i B et i
& l—ks{l—fﬁDwmz[(ﬁit"‘—”’)}} 1-k3{1-Jijmh2[(”“"1ﬂH

.(5.85)
t

No caso regular, as relagdes acima se reduzem aos resultados da teoria de campo

médio para o modelo de Ising:

[i_;)zzmz_pTzz+1ncosh(%) , (5.86)
Cl —kazz(l_zz)
(k_)?r(l—) 87

Portanto, a expressio (5.87) para C, tem um comportamento singular se

z° =1—L,quepara z=0 é aequagdo da linha de instabilidade DB da figura 5.1a.
p

. o 3
Ao longo da linha de transi¢io FB, CJ, tem uma descontinuidade AC,, = 5 kg, como

pode ser verificado na figura 5.11a. O comportamento de S e Cy na fase de Baxter,
assim como ao longo dos planos de transi¢io, é obtido através da solugdo numérica
das equacdes (5.81) e (5.82) acopladas as equagdes (5.5). Os resultados para valores
especiais de p e oy sd0 mostrados nas figuras 5.11 a 5.14.

*
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Figura 5. 11 - (a) Mostra a entropia em fung3o da temperatura, para campo
magnético constante nulo € o; = 0 . Os seguintes valores de p sdo considerados:
p = 0.2 (curva tracejada), p = 1.0 (curva tracejada e pontilhada), e p = 2.5
(curva sdlida). (b) Grafico da entropia em fungio da temperatura, para campo
magnético constante nulo e p = 0.2. Os seguintes valores da variincia o; sio
considerados: o; = 0.2 (curva fina), o; = 1.0 (curva média), o, = 3.0 (curva
grossa). Como era de se esperar, a entropia aumenta a medida que a variancia

aumenta.
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Figura 5. 12 - (a) Grafico da entropia em fungio da temperatura, para campo

magnético constante nulo e p = 1.0. Os seguintes valores de o; sio

considerados: g; = 0.2 (curva fina), o; = 1.0 (curva média), o; = 3.0 (curva
grossa). (b) Grifico da entropia em fung¢do da temperatura, para campo

magnético constante nulo e p = 2.5. Os seguintes valores de o, sdo

considerados: o, = 1.0 (curva média), o; = 3.0 (curva grossa).
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Figura 5. 13 - (a) Grafico do calor especifico (em unidades de kg) em funcfio da temperatura, para campo
magnético constante nulo e o; = 0. Para p = 0.2 (curva tracejada) o calor especifico € zero acimader =1/ e
mostra um comportamento divergente quando se aproxima da temperatura critica a partir da fase de Baxter.
Para p = 1 (curva tracejada e pontilhada) C), parece ter um salto finito na temperatura critica do modelo de

Potts regular ¢? =121, anulando-se acima desta temperatura. Para p = 2.5, C,, tem duas descontinuidades.

Ha um salto finito AC, = % na linha critica entre as fases paramagnética e de Ising ¢ um salto menor entre

as fases de Ising e de Baxter. (b) Grafico do calor especifico (em unidades de kg) em fun¢io da temperatura,
para campo magnético constante nulo e p = 0.2. Para g; = 0.2 (curva fina) C, = 0.8 em ¢t =0.72. Para o,
= 1.0 (curva média) C,, =~ 3.8 em f=0.17. Para o; = 3.0 (curva grossa) C, = 0.7 em t = 0.15. O calor

especifico se anula na fase paramagnética para todos valores de ¢; quando p = (.2.
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Figura 5. 14 - (a) Grifico do calor especifico (em unidades de kg) em fungéio da
temperatura, para campo magnético constante nuloe p = 1.0. Para o, = 0.2
(curva fina) C, = 1.0 em ¢ = 1.03. O pico do calor especifico para o; = 1.0
(curva média) é C, = 3.8, enquanto que para o; = 3.0 (curva grossa) este pico &
C,= 1.2. (b) Gréfico do calor especifico (em unidades de kg) em fungio da
temperatura, para campo magnético constante nulo € p = 2.5. Os seguintes
valores de o; sio considerados: o; = 1.0 (curva média) e o, = 3.0 (curva
£rossa).
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Agora, voltamos nossa aten¢do para a suscetibilidade. Para o caso isotrépico,

as equagdes gerais (4.18) e (4.20) tornam-se:

scchz{(—p{-?—?):”[hle WM +plixs Sﬁnhz(i)]

t

Sy =2 +F1(X;t)[§w D7 1 ; ,(5.88a)

S“hz{w] [(Jlln + l)mw +phas SeﬂhZ(i)}
iz = Alxr) Eﬂ’ b7 - ,(5.88b)

pz+
[112’21 senhz(f) +(Nirn +l)senh2(;)j| sechzli(——:—r’—m-)}

Sixa = Fl(z;t ; Ea) D32 (5880)
onde

sech“(—?)
——'—'1——‘—;—"‘ ) (5893)
Z[I_L : )}

t

z{lsjc;l(l(jzz)} e (5.89b)
(

F(x:1)=

F(z1)=
Zl(t) = t|:l ] ﬁl_";_z_)]

é a suscetibilidade magnética para o modelo de Ising na aproximagdo de campo

(5.89c¢)

médio.

Os dois outros sistemas de equacdes envolvendo 7y, 25, X235 € 13> X23»
X3, bodem ser escritos através de uma permutagdo ciclica de variaveis e indices. A
suscetibilidade isotropica y,, satisfaz as relagbes x,, = X2 X211 = X12s X351 = X3 ©

Az = X
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Novamente, podemos considerar as solugdes paramagnética e de Ising das
equacbes (5.88) e (5.89). No caso regular, fazendo x =z =0 nessas equagdes,

obtemos que na fase paramagnética as componentes ¥,,, ¥ € ¥,; sdo nulase

xf’1=—~—(f N (5.90)

P
A=

o

(5.91)
Tt
Assim, as duas componentes acima divergem ao longo das linhas de transi¢do de

segunda ordem AE(r =1) e FB (¢ = p) da figura 5.1b. No caso de campo magnético
aleatério na diregdo z = (o- S) , DA0 conseguimos mostrar analiticamente se esse
comportamento divergente existe ou nio. Por outro lado, verificamos numericamente
que, & medida que a varidncia o, assume valores diferentes de zero, as componentes
X € Xs tém valores finitos para 1=1 e = p. Na fase de Ising do modelo

isotropico (regular) recuperamos as seguintes expressdes para as componentes de
suscetibilidade [4]:

b—h@—fﬂ

In=p8 [ (-%) —k,2z2] (5.92)
I _ Bz
A2 [(l—kl)z—k,z 2] (5.93)
In=x3=0 , (5.94)
P ,6(1—22)
l”“P—@ﬁ—;H ' (5.95)

As expressdes para y,, € y,, mostram que elas sdo divergentes se z° = (¢ 1) . Para

z # 0 essa condigdo ¢ idéntica a equac¢do que determina a linha de instabilidade DGC

. ! .
da figura 5.1b. Por outro lado, y,, diverge se z* =1-—. Essa condi¢do, que ¢ a
p

mesma ja encontrada na discussdo para o calor especifico, somente é satisfeita na

linha de transi¢do entre as fases paramagnética e de Ising, onde z=0. No caso de
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campo magnético aleatério na diregdo z = (a' S), novamente nio mostramos
~ analiticamente a existéncia desse comportamento divergente. Numericamente,
verificamos que, 4 medida que o, assume valores diferentes de zero, as componentes
X © X tém valores finitos no plano de transi¢do entre as fases de Ising e de
Baxter; e a componente y,, tem valores finitos no plano de transi¢do entre as fases

de Ising e paramagnética. O comportamento das componentes da suscetibilidade na
fase de Baxter, assim como ao longo dos planos de transigdo, ¢ obtido através da
solucdo numérica das equagdes (5.88) e (5.89) acopladas as equagdes (5.5). Os

resultados parra valores especiais de p € o, sdo mostrados nas figuras 5.15 a 5.18.

T 1
1
I pszs
- [
>0 1 p=1.0
|1 p= 0.2
P b 0,0
o
1
|
I
|
|
[}
!
1
I
]
1
[}
i
[}
1
1
I
!
!
]
]
]
I
0
3 1

(a)

Figura 5. 15 - (a) Grafico da suscetibilidade magnética J,7;; em fungio da
temperatura, para campo magnético constante nulo € o; = 0. Para p = 0.2
(curva tracejada) y,; ¢ divergente (zero) se a temperatura critica t = I for
alcangada a partir da fase de Baxter (paramagnética). Para p = [ (curva
tracejada e pontilhada) y;, é divergente na temperatua critica do modelo de
Potts regular, ¢? =121. Para p = 2.5 (curva sblida) yz, mostra uma
descontinuidade infinita ao cruzar a linha de transigéo entre as fases de Baxter e
de Ising.
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p*25
p=1.0
p=0.2
0,=0

S.0f

40 -

X3

20

]

Figura 5.15 - (b) Grafico da PO
suscetibilidade magnética J, y3; em /A J
funcio da temperatura, para L’

campo magnético constante nulo e o)
o = 0. Para p = 0.2 (curva
tracejada) y;; € divergente (zero)
se a temperatura critica t = | for
alcancada a partir da fase de
Baxter (paramagnética). Para p =
1 (curva tracejada e pontilthada) 5.0
%37 € nula acima de ¢’ . Para p =

2.5 (curva solida) Jyys; = 2.7

(zero) se a linha de transicdo entre

as fases de Baxter e de Ising for 40
cruzada a partir da fase de Baxter

(de Ising). (c¢) Griafico da
suscetibilidade magnética J,y,; em

funcdo da temperatura, para

campo magnético constante nulo e 30
g = 0. Para p = 0.2 (curva
tracejada) y,, € divergente (zero)
se a temperatura critica ¢t = / for
alcangada a partir da fase de 20
Baxter (paramagnética). Para p = )
1 (curva tracejada e pontilhada)

21 € zero acima de ¢ onde tem

uma descontinuidade finita. . Para
p=235, gy ézeroacimade2.5¢
mostra uma  descontinuidde
infinita ao cruzar a linha de
transic¢do entre as fases de Baxter e
de Ising. o)
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Figura 5. 16 - (a) Grafico da suscetibilidade magnética J;7;; em funcfo da
temperatura, para campo magneético constante nulo ¢ p = (.2, Para o; = 0.2
(curva fina) J;y;; 2 32.5em t =20.97. Para o; = 1.0 (curva média) J,y;; 4.0
em t =0.25. Para o, = 3.0 (curva grossa) J,y;;=7.5em t=0.3. Em ¢t =1.05
as curvas média e grossa apresentam o mesmo valor finito para J;7;;. (b)
Grifico da suscetibilidade magnética J;y;; em fungio da temperatura, para
campo magnético constante nulo e p = 1.0. Para o; = 0.2 (curva fina) J,y,,
11.8em t =11 Para o,= 1.0 (curvamédia) J,y;;=21.0em t= 1.13eJ;y;,
3.7em t= 0.9.Para ;= 3.0 (curva grossa) J;z;; = 3.7 em t =0.3. As curvas

fina e grossa coincidem a partirdet = 1./,
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Figura 5.16 - (c) Grafico da suscetibilidade magnética J;y,, funcdo da
temperatura, para campo magnético constante nuloe p = 2.5. Para o, = 1.0
(curva média) J,y;,=19.3 em t = 1.13. Para g, = 3.0 (curva grossa) y;, tem
dois picos finitos. Os graficos da figura 5.16 mostram que y;, nio assume
valores infinitos, como no caso de g; = 0 (veja figura 5.15 (a)).

30 i
. - °|.|3.8
- =T 0.
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I
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Figura 5. 17 - (a) Gréifico da suscetibilidade magnética J;y;;, em fungiio da
temperatura, para campo magnético constante nulo e p = 0.2. Para o; = 0.2
(curva ﬁna) J1131514.5 em (=0.97. Para 0,=1.0 (Clm mﬁlﬂ) X3 tem dois
picos finitos. Para o; = 3.0 (curva grossa) y;, tem trés picos finitos. O valor
infinito que 73, apresenta na temperatura critica, quando o, = 0 ep = 0.2 ,
torna-se finito com a introducio do campo magnético aleatorio.

111



6
-=-0,230 |
S I -=0;=1.0 i
-~ 0,20.2 i
4 p=1.0 I
I
I
m3 T P
> I
- .l i
2 i '|
" S
N A S
! LA ”, l
._l_.gl’b\;—-l— L - ~—".l"T N 1
0.0 G2 0.4 06 0.8 1.0 1.2 .4
t
8
-— O|'3.0
- O)* 1.0
6 pr2.5
w4
b4
2 -
o J I LJ 1 1 1
0.0 05 1.0 1.5 20 25 30 ; 3.5

Figura 5.17 - (b) Grafico da suscetibilidade magnética J;7; em funcio da
temperatura, para campo magnético constante ¢ p = 1.0. Para o0, = 0.2 (curva
ﬁna) J,13150.19 em t=113. Para 0,=10 (curva média) 23 tem dois picos
finitos. Para o; = 3.0 (curva grossa) ¥;; tem um pico finito. (c) Gréifico da
suscetibilidade magnética J;7;; em funcio da temperatura, para campo
magnético constante ¢ p = 2.5. Para o, = 1.0 (curva média) J;7;, = 7.0 em t =

1.7. Para o; = 3.0 (curva grossa) J;y;; =0.02 em t =(.2. Os gréficos da figura
5.17 mostram que 23, se anula na fase paramagnética.
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Figura 5. 18 - (a) Gréifico da suscetibilidade magnética J,7,, em fungio da
temperatura, para campo magnético constante nuloe p = 0.2, Para o, = 0.2
(curva ﬁna) J12’21=~18.5 em t =0.97. Para ;=10 (curva m&ha) J1121 =130
em t=097eJy:; =6.5em t= 2.5. Para o; = 3.0 (curva grossa) J,y,, = 72.5
em t= 097 eJyy; =70em t= 0.29. (b) Grifico da suscetibilidade
magnética J;z;, em fungio da temperatura, para campo magnético constante
nuloe p = 1.0. Para o; = 0.2 (curva fina) J;7,; assume valores infinitesimais
em torno de t = 1.04. Para o; = 1.0 (curva média) 7,, tem um pico finito. Para
o; = 3.0 (curva grossa) y,; tem dois picos finitos.
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Figura 5.18 - c¢) Grafico da suscetibilidade magnética J;7,; em fungio da

temperatura, para campo magnético constante nuloe p = 2.

(curva média) y,, tem um pico finito. Para o; = 3.0 (curva

5. Para g; = 1.0
grossa) yz;; tem

dois picos finitos. Os graficos da figura 5.18 mostram que y;; nio assume

valores infinitos, como no caso de o; = 0 (veja figura 5.15(c)).
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CAPITULO 6

MODELO DE ASHKIN-TELLER NA
PRESENCA DE CAMPOS MAGNETICOS
ALEATORIOS NAS DIRECOES DE x=(s) E

y=(0'>.

6.1 - INTRODUCAO.

Neste capitulo analisamos o caso particular do MAT na presenga de campos
magnéticos aleat6rios nas diregdes de x =(S) e y = (o). Determinamos expressées
para a energia livre, as magnetizagGes, a entropia, o calor especifico ¢ a
suscetibilidade. Caracterizamos as fases do modelo, no caso especial em que nfio ha
campos constantes (externos), através das solucdes que satisfazem o sistema de
equacdes integrais acopladas para as magnetizagdes. Devido a complexidade das
equacdes das fases de Ising e de Baxter, s6 conseguimos deduzir as equagdes das
superficies de instabilidade da solugio paramagnética. Também mostramos que a
transi¢do entre as fases paramagnética e de Baxter ¢ sempre de primeira ordem. O
sistema de equagles integrais acopladas foi resolvido numericamente para valores

especiais das constantes de interagio e das varidncias 7, e &, .
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6.2 - FUNCOES TERMODINAMICAS E ESTABILIDADE DA
SOLUCAO PARAMAGNETICA.

No caso paticular em que s6 hd campos magnéticos aleatérios #' e i’ nas
diregdes de x =(S) e y = (o), a variéncia e o valor médio do campo 4’ sio nulos e
sua distribui¢do gaussiana se reduz a uma delta de Dirac. Nesse caso, as equagdes
(4.3) e (4.4) para valores médios # = h, = 0 fornecem a seguinte expressio para a
energia livre média:

~B F{k.. B, by, 7,0) =212+ max{g(x, .2k Bk, E,o)] (6.1)
onde

g(x,y zk,, ,,h1 hzO) -—(kx +hy* +kz )

E Dh'In cosh(klx +Bh' +B,)+

E Dh*In cosh(k2 y+Bh + Bz) + Incosh(k,z + B;) +

[ [ pwprwp, ,
2
pht = exp[_(h:) } (6.3)

(6.2)

(27:)% h 2h,
DI = —(hz) (6.4)
(27:)2 2h,

D,, =1+ tanh(k;x+ BH' + B, )tanh(k,y + B+ B, )tanh(k;z + B)) . (6.5)

As condicdes de extremo para x,y,z;k,,B,,fz,,E,O), no caso especial de
campos magnéticos constantes (externos) nulos (isto é, B, = f# H, =0), sdo dadas
pelo seguinte conjunto de equagdes integrais acopladas das magnetizacdes:

x + B H')+ tanh(k,y + B #* )tanh
o= [ [ DHD# tanh(k,x + B #') + tanh(k,y + B 1) tanh(k,z)
D,

h” )+ tanh h' Jtanh
y= [ Dnppe bl + ) Du(hx»fﬂ Jtznh(ks2)

, (6.6a)

. (6.6b)
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z= EE DH' DR? tanh(hz)-’-m(klx‘*ﬂhl)m(kzy +ﬂh2)

(6.6¢)
D1,2

No caso isotrépico (J; =J,) com h =h,, as relagdes (6.6a) e (6.6b) sio

idénticas isto é, x = y. Utilizando-se as varidveis

NEAREN > () (&) A, B
p'(JJ ’ "(J,) ’ 6‘(&)_[.!,} TR TR (67

as equagdes (6.6), no casode J, =J, e 71] = 7:2, tornam-se:

o *7%) 2t )

x= [ Du[Dv ,  (6:8a)
© 0 DI,Z
(gz_)+ (x+0'u) (x+av)
@ © t t t
z= [ Du[Dv (6.8b)
® D1,2
x+ou x+ov pz
D, =1+ LA (6.92)
i t t t
é e
Du= “"‘1e2 e Dv= “'vle2 , (6.9b)
(27)2 (27)2

Os comportamentos de x =(S)e z=(0S) acima com a temperatura, para valores

especiais de p e o, s80 mostrados na figura 6.1. As solugcdes que satisfazem as
equagdes (6.6) e (6.8) sdo apresentadas a seguir.

(1) Fase paramagnética. Nessa fase as constantes de interacdo sfio suficientemente
fracas, e/ou a temperatura ¢ alta bastante. Todas as trés magnetiza¢Ges s&o nulas:

x=y=z=0 . (6.10)
NocasoisouépicommE=Easolm;ﬁoacinnsereduzax=z=0.
(2) Fase de Ising. Essa fase parcialmente ordenada é caracterizada por uma das trés
solucdes seguintes:
x=y=0 ; z=tanh(klz)¢0 R (6.11a)

x=z=0 ; y=EDh2tanh(k2y+ﬂh2)¢O , (6.11b)
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y=z=0 ; x=[ DHtanh(kx+BH)#0 . (6.11¢)

No caso isotrépico com }Nll = }72 as equagdes (6.11b) e (6.11c) se reduzem a solugdo
paramagnética. A solugfo restante mostra que o sistema estd parcialmente ordenado
com (o S) # 0, enquanto que (S) e (o) sdo nulas.
(3) Fase de Baxter. Nessa fase o sistema estd todo ordenado ferromagneticamente,
com trés parimetros de ordem (S), (o) e (o S) diferentes de zero:

x20 , y#0 , z#0 . (6.12)

No caso isotropico a solugo acima se reduza x #0, z#0.

08 -

0.6 -

{os)

(s)

04 r

o2

0.0 1 1 A SN pp——
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

Figura 6. 1 - Gréfico das magnetizagdes x =(S) (curva sélida) e z=(o S)

(curva tracejada), para campo magnético constante nulo, com p = 0.00l e ¢ =
0.2. Os saltos nas duas curvas sugerem uma transi¢fio de primeira ordem entre
as fases de Baxter e paramagnética, 0 que ¢ confirmado pela andlise das
expansdes das equacdes (6.8).

Para se obterem as equagdes das superficies de instabilidade da fase
paramagnética, determinam-se as regides no espago de parametros para as quais a
solugdo (6.10) seja estavel. Isso € conseguido através das mequagdes (5.12) utilizadas
no capitulo 5. Desse modo, a solugdo paramagnética € estavel somente se
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k[k(1 -n-1]<o0 , (6.13a)
k[k(1-1)-1]<0 , (6.13b)
ky(k, -1)-(k,)' I <0 , (6.13c)

onde /= [” Dh' tanh*(gh').

No caso isotropico (J, =J,) com A = h,, as equagdes (6.13) fornecem as
superficies de instabilidade

t=1- [:Dutanhz(gj : (6.14a)

t=p[1— [:Dutanhz(%g)] . (6.14b)

As superficies acima delimitam a regifo no espago de pardmetros p—¢— o onde a
solu¢do paramagnética maximiza a fungéo g(x,z;kl, l«g,O,’l;l = 712,0).

Agora voltamos nossa atengdo para a entropia e o calor especifico, cujas
expressdes no caso geral de trés campos magnéticos aleatorios sio dadas por (4.16) e
(4.17), respectivamente. Quando consideramos campos magnéticos aleatorios nas
direcdes de x =(s) e y =(o), as equagdes para a entropia € o calor especifico, no
casode J, =J,¢e lN:l =I~12,siodadaspor:

(:—8) = 2{1112 —(fti):‘+lncosh(-"gtz—) -pZ72+
[ [Bvin {Du . Sh(x+tau) cosh(x+ta’v)} |
{2( )Jz] : (6.16)

onde x e z sdo as solugdes das equagdes (6.8). As expressdes de entropia e do calor
especifico para as fases paramagnética e de Ising podem ser obtidas facilmente a partir
das relagdes acima. Na fase paramagnética (x = z = 0), o calor especifico ¢ nulo € a
entropia ¢ dada por

(6.15)

- o e Dt o 2
“FSC - SEHVlC(tDI\'EOREi';LC'Ac h
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P
[S ) =2In2+ @u@vm[cosh ”“ ‘”)] . (6.17)
Na fase de Ising (x=0,z=tanh(pz/t)),aentropiaeocalor especifico tornam-se:

I 2
(—S——] =21n2+1ncosh(ﬁ)-£z—+
kg t t

cosh(gt—u) cosh(%‘i) (6.18)
)l )
Qe

A expressio acima para o calor especifico corresponde ao resultado da teoria de
campo médio para o modelo de Ising. Essa expressio para C) tem um

comportamento singular se z* =l—/p.

Outra fung¢do de interesse € a suscetibilidade. Quando consideramos campos

aleatérios nas diregdes de x =(s) e y =(o), no caso isotropico com h = h,, as

equagdes gerais (4.18) e (4.20) tornam-se:

2pz 2(x+av) 1
sechz(%) 3 Fz(x th) [lezlse”h(—t')*’ﬂllnse"’{ p }:l

Jiyn=J +-—————[5u[Dv - ,
1211 1X1 (1—x2) il sz P
21-——" -

t

' (6.20a)

2(x+o-v)}

sech Jy 11+1) +pJy 23S p

s ()}ff“’;:“{’ i a0
2l 11—

(6.20b)
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()

B L s i

e T ML ,
R

onde

,(x+ou [ x+ov
F,(x,u,v;t) = sech ; sech ; , (6.21)

e z,(r) é a suscetibilidade magnética para 0 modelo de Ising na aproximagio de
campo médio (veja equagdo (5.89c)). Os dois outros sistemas de equagdes
envolvendo %,,, X, X2 € Xi3» Xa> X33 Podem ser escritos atraves de uma
permutagdo ciclica de varidveis e indices. A suscetibilidade isotropica y, satisfaz as
relagles ¥, = ¥ps ¥ = X1s X351 =X € X135 = Xn-

Na proxima se¢do, mostramos que a transi¢éo entre as fases paramagnética e

de Baxter é sempre de primeira ordem.

6.3 - ORDEM DA TRANSICAO ENTRE AS FASES
PARAMAGNETICA E DE BAXTER.

O procedimento utilizado nesta se¢io sera completamente analogo ao adotado
na segdo 5.3. Inicialmente, supomos que existam x e z infinitesimalmente pequenos
satisfazendo as equagdes (6.8) para T € T¢; quando nos aproximamos da fase
paramagnética a partir da fase de Baxter. Assim, podemos expandir seus integrandos
até termos de terceira ordem em x e/ou z. As expansdes para os lados direttos dessas

equacgdes sdo:

—\2
_ 7 o T
x=2;£+P(t21) xz_%(%-%)f—f—sbl(tl)z[b]—2(t1)2:|.:zz , (6.22a)

(6.20c)
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z=~€—{1—[(tlw)—2] }z+(-b;l—2)y2—t£32(71)—5[(——b1?+2rb{|yzz

3 i X (6.22b)
Eadkals
onde
(n) = EDutanhz(—qt—") : (6.23)
=1 Dusech{%) : (6.24)
b, = [:’Dutanhz(%)sechz(ﬁt-‘i) , (6.25)
Gy=[ Dusech“(%) : (6.26)
B = E Dutanh(—o%)sechz(%z) , (6,27)
() = [:Dutanh“(f;‘f) . (6.28)

Desse modo obtemos um sistema de equagdes algébricas acopladas que podera ser
resolvido analiticamente. Antes de se iniciar a solug@o desse sistema, observamos que
para p =0 aequagdo (6.22a) recupera a expansdo para a magnetizagdo do modelo de
Ising na presenga de campo magnético aleatorio obtida por Aharony [11].

Em primeiro lugar, reescrevemos as equagdes (6.22) da seguinte maneira:

Ax+Bxz-Cxz*+Dx’ =0 , (6.29a)
Ez+Fx*-Gx*z-H72=0 , (6.29b)
onde
a<hoy (630)
o)
B = , (6.31)
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2 PRSI
Cl=—~—;3£t'—-\:51—2(t,)2} : (6.32)
1~ b
1—3[3—?} : (6.33)

2
E, =§{1— (11—2] }—1 : (6.34)

2 (6.35)

6, =p—2i3t‘l[(7,f-27l_] : (6.36)

11——- {(f :|+3‘i(t I z . (6.37)

Agora, dividindo a equag#o (6.29a) por x obtemos

2 G -Bz-4
b,

(6.38)

Substituindo x° em (6.29b) chegamos a seguinte equagio de terceiro grau para z:

Z2Hrt+rz+n=0 , (6.39)
onde

-t (6.40)

pd

—3t
r, = p—dit—dgp) (6.41)
—\2

b)Y _

r3=( ) —(&-1) . (6.42)

dp
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) (6.43)
1(_ @ il Y 2
{o-2)f-{] ]}

=l - ]
d, = b, (4, 2[31;1 +2(1) | (6.44)
I 7
dy=2(1)’| (B) +218 | . (6.45)
L i
S .
A=) +1-{ 0 | }(b;)
d, = = , (6.46)
5 _a
d=—3 (6.47)
> 34,
4
d, = 2 (6.48)

Obsevamos que z =0 serd sempre uma soluggio de (6.39) desde que r, =0.
Desse modo, impondo que r; seja igual a zero, a equagao (5.39) se reduz a

2+rnzl+rz=0 . (6.49)
A equagido (6.42) nos permite concluir que, como (E)z e d, sdo grandezas sempre
finitas, s6 teremos r, =0 se

t=h=1- [:Dutanhz(ﬂtﬁ) : (6.50)

onde foi utilizada a relagio (6.24) para b,. A relagdo acima ¢ igual i equacio da
superficie de instabilidade da solu¢fo paramagnética dada por (6.14a).

No capitulo 5, através da analise da estabilidade das solu¢des paramagnética e
de Ising, chegamos & conclusdo que o semi-plano 7 =1 era a regifio do espago de
pardmetros em que ocorria a transi¢ao entre as fases paramagnética e de Baxter, para
o MAT isotrépico na presenca de campo aieatrio na diregio z = (o'S). Para o MAT
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isotropico com & = h, na presenga de campos aleatorios nas diregdes de x = (S) e
y= (a') , apesar de nio ter sido possivel determinar a regido no espago de parametros
em que a solu¢do de Ising é estavel, nota-se que (6.50) € idéntica a equagdo (6.14a)
para um dos planos de instabilidade da fase de Baxter. Assim, é razoavel considerar
t=b como o plano em que ocorre a tramsicio entre as fases de Baxter e
paramagnética. Isso ¢ confirmado pelos comportamentos das magnetizacdes x € z com
a temperatura (veja figura 6.1). Portanto, pode-se concluir que », =0 para qualquer
ponto pertencente a esse plano de transi¢@o de fase. Isto €, para qualquer ponto desse

plano, a unica solugfo real da equacio (6.49) sera z = 0 somente se

12d.b,

p<“%ﬂ{”4@—¢ﬁﬂ

Portanto, no plano f, = b,, existe uma solugfio aceitavel somente quando a

(6.51)

inequagdo (6.51) for satisfeita, o que resulta numa transi¢cdo de segunda ordem da fase
paramagnética para a de Baxter. Quando se inverte a inequagéo acima, ndo existe um
z =0 que resolva a equagdo (6.39). Nesse caso, existe um z positivo e finito, o que
implica numa transi¢éo de primeira ordem. Assim, se a unica solugéo real da equagio
(6.39) for um z posttivo e finito, a transi¢do entre as fases paramagnética e de Baxter
serd sempre de primeira ordem e a inequacdo (6.51) nunca sera satisfeita. Por isso,
NnOSSo proximo passo sera encontrar a unica solugcédo real da equagdo (6.39), a fim de
se verificar se esta solucdo € finita ou nio.

A equagdo cibica em z dada por (6.39) s6 tera uma Unica raiz real se o seu
delta (AI) for positivo, pois, neste caso, as outras raizes sdo complexas. A raiz real

unica da equagdo (6.39) [50] é dada por:

z=&+ﬂ~%q , (6.52)

onde

1

13
&=(&+Aﬂ : (6.53)
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Wit

T, = (R, - A,%) , (6.54)
A=0+R" (6.55)

__3r2-(r1)2 (d)
0 == [(d ~df)p-dd]-15 Srod (6.56)

—\2
onm-27n-2n)  (B)7F - £d,
R = 12 3 3 = - - { d d t t . .
! 54 2dp(b) d272[( p=dst] . (6.57)
A expressdo (6.52) nos permite escrever z em fun¢do do infinitesimal £, que é
definido da seguinte maneira (para T < T¢):

pole=T _feot (6.58)
TC tC

Como a transicdo da fase paramagnética para a de Baxter ocorre sempre no plano

t, = b,, temos que ¢ = b, . Dessa maneira, podemos escrever que

t
=1-|=| . 6.59
¢ (bl) (6-59)

As expansdes de S; e T; até termos de primeira ordem em ¢ séo dadas por:

S,=2E,+E¢ , (6.60)
L=FK+Fe , (6.61)
] i
1
E,=|D,+(4, +B, +c0)5]3 , (6.62)
C,-B -4
D, + ( )
2(4, + B, + C,)2
E == (4 °) = (6.63)
3
3[D0 +(4, + B, + Co)z]

1

F = [Do (4 + By + co)iT : (6.64)
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D - (CI—BI-AI)

F= 24, + B, + G, )2 L 665
3[1)0 —(4y + By + co)é}s
—\6

4y = (”*2 |dsb, +(db - )] (6.66)

o dsby + (deh - d.)p] {(ds + dp)by + 2 sty + (dgb — d,)p]} . (6.67)

p
_ (E)G(dz)z [dsgl +(d651 —d“)p]2 i [dsl;l +(d65, - d4)p}(d2)2 | (d2)4 668
C @) P’ 9p(d,)’ 243a)'|
o B @ [[2dh+(db -d)p) (@) | +dgp)f
bo3po(a,) P od,)’ p

2 9p @)  24¥a)’

[*))
e
s

2 (6.69)
dh +(db-d)p) (d+(dd-d)p) (@) (d) ﬂ

Coz(z’;f(dz)z{l d551+(d651—d4)p}2 |

—- 6.70
176(“71)2 27 2p ( )
=(E)6(d2)2 _1__d5171+(d61;1_d4)17 (d5+d6p+l)5
Lopa) |27 2p p 2)
: o (6.71)
—6[—-1— _ dsb; + (d6bl - d4)PH ’
27 2p
D = (51)3d2 1 db, +(d651 —d4)p 6.72)
° pid, |27 2p ’ '
) a| @l {1 dbldb-dr)| @) o
' pd, 2p 27 2p 2d,p° ’

A expansio de r; até termos de primeria ordem em ¢ €:
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_hd,  Bd,,
pd, pd,

"=

(6.74)

Substituindo as expansdes para S; ,T; e r; em (6.52), encontramos a expansdo

de z até termos de primeira ordem em &

bd,

bd
=|E,+F, + ”) (E F - ) :
s (o'*‘ 0 3pd, +| £, + 1 pd, & ,P<|:(

12d.b,

2
%j) +12(d, —dGE)}

, TS Tc

(6.75)

Verifica-se numericamente que (Eo +F + ;“2) ¢ um numero finito no espago de
pa,

parametros p—t— o, isto é, a tinica solugdio real da equacdo (6.39) é um z finito.
Portanto, a transi¢@o entre as fases paramagnética e de Baxter ¢ sempre de primeira
ordem (veja figura 6.1).
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CAPITULO 7

CONCLUSAO.

Como ja foi apontado na introdugfio, o objetivo desta tese € o estudo das
propriedades termodinimicas do MAT com interagdes ferromagnéticas de alcance
infinito na presenga de campos magnéticos aleatorios. Isso foi conseguido usando o
truque das réplicas para a obtengdo da energia livre e as anilises das equagdes
integrais acopladas dos parametros de ordem, da estabilidade de suas solugdes, e das
suas expansdes para T < 7.

Para introduzir de maneira detalhada o truque das réplicas, foi utilizado o
modelo de Ising com interagGes ferromagnéticas de alcance infinito na presenca de
campo magnético aleatorio. Em seguida, a generalizagfo dessa técnica foi feita para o
modelo de Potts com g estados. O resultado original encontrado para o modelo de
Potts foi o seguinte: a simetria existente no caso particular em que sO existe um
campo magnético aleatério, associado a um g-ésimo estado qualquer. Como
conseqiiéncia dessa simetria, mostra-se que a energia livre ¢ mapeada, através de

operagdes de dilatagdio e de inversdo do campo magnético e do pardmetro de ordem,

na energia livre do modelo com ¢’ = 9 __ estados. Esse mapeamento permite que o

(a-1)
estudo da energia livie no intervalo g e(1,2) fornega o comportamento
termodindmico para todo ¢>2. O ponto g=2 corresponde ao ponto fixo da
transformacdo de simetria. A simetria ndo se aplica ao caso g =1.
Para o MAT com intera¢cdes ferromagnéticas de alcance infinito na presenca
de campos magnéticos aleatérios todos os resultados encontrados sio originais.
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Deve ser ressaltado que a estratégia utilizada no estudo desse modelo se
mostrou poderosa pois permitiu a obtencdo de resultados analiticos. Os principais
resultados obtidos para esse modelo sdo os seguintes:

1. Diagrama de fases do MAT isotropico na presenga de campo magnético aleatorio
na diregdo de z=(cS)(veja a figura 5.6).A fase paramagnética
((a) = (S) = (ch) =0) ¢ limitada por baixo pelas seguintes superficies: EPFKE
(superficie de transi¢do de primeira ordem), FBIKF (superficie de tramsicdo de
segunda ordem), ¢ AEKIQRA (superficie de transicdo de segunda ordem). A fase de
Ising ((a) =(S>=O,(0'S)¢O) ¢ limitada por cima pela superficie FBIKF, e por
baixo pela superficie FGCJKF. A ordem da transicdo de fase nessa ultima superficie
depende da posi¢do do ponto critico G. Os varios cortes realizados nas superficies
FBIKF e FGCIKF (veja figura 5.4) mostram como a posi¢do de G muda no espago de
parametros p-t-0; . A fase de Baxter ({o) # 0,(S) = 0, (o S) = 0) 6 existe abaixo dos
seguintes planos: EPFKE, AEKIQRA e FGCIKF.

2. Deve ser destacado que obtivemos expressdes analiticas para as coordenadas dos
pontos especiais E e G desse diagrama de fases (veja figuras 5.4 e 5.5, inequagdes
(5.37) e (5.80)), nos quais ocorrem mudancas nas ordens das tramsigOes. As
expansdes das equacdes de autoconsisténcia para os pardmetros de ordem nos
levaram a determinagio analitica de coeficientes criticos para a transi¢do entre as fases
de Baxter e paramagnética (veja equagdes (5.48) e (5.50)).

3. No caso do MAT isotropico na presenga de campo magnético aleatorio na dire¢éo
de z=(0S), as equagdes das fungdes termodindmicas foram discutidas e resolvidas

numericamente para valores especiais das constantes de interacdo e da varidncia (veja

figuras 5.3, 5.7 a 5.18).

4. Foram determinadas e discutidas as fungdes termodindmicas para o caso particular
do modelo na presenga de campos magnéticos aleatdrios nas diredes de x = (S) e
y={0). As equagdes das superficies de instabilidade da solugfo paramagnética
foram obtidas. Foi mostrado que a transigio entre as fases paramagnética e de Baxter
¢ sempre de primeira ordem. O sistema de equagdes integrais acopladas para as
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magnetiza¢des foi resolvido numericamente para valores especiais das constantes de
interagfo e das varidncias h, e l~22

A seguir indicamos casos especiais que serdo analisados em trabalhos futuros:
1. Caracterizagdo do diagrama de fases do MAT na presenca de campos magnéticos
aleatorios nas dire¢des de x=(S), y=(o) e z=(cS). Discussio e solugdo
numérica das equagdes das funcdes termodinimicas desse modelo.
2. Caracterizagdo do diagrama de fases do MAT na presenga de campos magnéticos
aleatérios nas diregdes de x=(S) e y=(o). Solugdo numérica das fungdes
termodinimicas desse modelo.
3. Estudo do MAT antiferromagnético na presenga de campos magnéticos aleatdrios
através da mesma estratégia adotada nessa tese.
4. Determinagdo da solugdo com quebra de simetria de réplica para o modelo de Potts
com g estados e para 0 MAT na presenca de campos magnéticos aleatorios.
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APENDICE A

CRITERIO DE ESTABILIDADE.

Um ponto fixo € estavel quando os iterados consecutivos de qualquer ponto
em sua vizinhanga se encontrarem sucessivamente mais proximos dele. A partir dessa
definigio o critério de estabilidade de um ponto fixo X de um mapeamento
unidimensional como

X, = f(X,) (A.1)
pode ser determinado expandindo-se em série de Taylor (até primeira ordem) a
equacdo acima em torno do ponto fixo. Desse maneira obtem-se
Xoa = F(X")+ £(XNX, - X p (A2)
Como f(X')= X', essa equagio pode ser reescrita como

rx)=m

3 A3
= (A3)

Note que para que X,.; se encontre mais proximo de X do que X, é
necessario que

X, - X'

n+.

<|X,-X

(A4)
Assim a condig@io para que o ponto fixo X seja estavel pode ser dada por
r(x) <t . (A.5)
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APENDICE B

DETALHES DE CALCULOS ANALITICOS.

B1 - Energia livre do Modelo de Potts da secio 3.2.

Usando o truque da réplica, chegamos a seguinte relagdo para a energia livre
média por spin:

- - - u , , = BJ
7 ==t o)} [T T[o{ (Y om 3 225 (oo -
@ 0 i=1 =i\ N 7 '
(Bl1.1)
N ¢ N ¢
1)+,322h5(q6s‘,” -1) +,622h,.'(q53:,’ —1))}-1} :
i=l r=1 i=1 r=1
sendo 77 o trago sobre as varidveis de spin para todos os sitios i, todos os estados r €
todas as réplicas a.
Tirando para fora da integral o que nfio depende de A , e trocando a ordem
do trago 7r com a integral, podemos escrever:

(g o e N
j = _kBT lim ﬁm(Nn)_]{"TreE{ N“ZJ:)(‘I"S, S5 ]) ﬂglrz:}h;(qas' " 1)}
N—o n-»0

Cx (B1.2)
[Eﬂ[p({h:})d{hf'}]e”?gy(wﬂ'1} |

A integral acima entre parénteses pode ser desenvolvida do seguinte modo:

=] f"'[P({h.’})d{h{}]eﬂgz"('”‘f'"")...[p({h;})d{h;}]e@?'*(“s;,—l)
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1= JfJ-T1f oo a,]" bl o8l

...... o] TR o
- ;(:(2,,);(,1]" e{w—vr/z«f];ﬂ;(«fw-ﬂd,,;} ......

- [lana, ]| loeeril e qud,,lqj ......

o :(2,,)%01] ' e ] 5o, )dh},} ...... o

- [[empa, ] T *ﬂzﬁwﬂd,,;} ......

Na relagéo (B1.3) cada integral entre parénteses ¢ uma integral gaussiana do
tipo:

} (B1.4)

G= exp[(ba2 ) +h'b

o<[(aepo.] [l gy

onde b= (g5, ~1).

Substituindo o valor de G em (B1.3), encontramos a seguinte expressio para

(B1.5)

I = exp{—

Assim, se substituirmos o valor (B1.5) para I na expressio (B1.2) da energia
média, obtemos:
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ﬂ
7 = ~k,T lim lim( )" T,e,.=,[~(§,( i35 T A 0 )]

(B1.6)
> ﬂGZqS -
T [ 2:: T*ﬂZZZh( _)
e -1
Usando a relagdo
g9 (N 2
255s=l[2(253r) :l—l ’ (B1.7)
) 2 /1 N 2

podemos desacoplar Z em (B1.6) e temos:
(i)

f =—k,T lim hm(Nn) E.Tre™

Now n>0

2 1.8
) B

e i r a _1 ,

onde E = exp|: nﬂ( (Nz 1) qu ho)] ndo depende da variavel de spin

a
S

Utilizando a identidade de Hubbard-Stratonovitch

exp(a’) =(27r)% _[:’:)dxexp(—%x2 +25ax) : (B1.9)

1
BJq)? .
com a= (W 25 s obtemos:

i
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2

f=-k Thmhm(Nn) [[ [ d"a’(‘zl,;)%}exp[—falzr:(x:) .

(M)%g Z(Z 5s") MR IDIDI LI (B1.10)

. )

ZZ ﬂarz se
T [ az( )] +'BZZ ;’—'r(qésg,'l) L1

= J

Realizando a mudanca de varidveis x® « N Ny , trocando a ordem da

mtegral e do 7, usando a identidade

Trexp(Zf,) =Tr[Jexp £, =] [ Tr,exp f, =(Tr,.expf,.)N = BLI

i i i 1.11)

= [exp(ln Tr, exp f,.)]N =exp(NInTr,exp f;) ,

onde o trago Tr; € sobre um sitio #, para todas as varidveis S;,, temos:
i:—kT}vlﬂh”_[’l({[ —‘—L { ('—") :|expN{__ZZ( ar)
i 1
InTr, exp| (B Jg)> D 253,«, x* +pqY. Zhéf?s,«, + (B1.12)

-

Z [ﬂarg'z(q&;; —1)] +'BZ§E’(;IJS:, _1)

-

v
|
==

Trocando a ordem dos limites e aplicando o método do ponto de sela a
integral multipla acima, obtemos:

f= —kTﬁ”_%—]%’—{[E.expNg({x;;})]—l} , (B1.13)

onde
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g({xa”})=_;Z@ﬁ'm]’r’{(ﬂj‘ﬂ%; Z sz’x"’+

2 [ﬂG,Z (45, -1)}2 | @114
pogzro == T s, -

V"

Considerando as réplicas indistinguiveis, em qualquer estado 7, temos

x% = x“. Portanto, podemos escrever:

()=~ 3 ) +mmess| (B 6,5 +pamE RS, +
2 1
> [,Ba,z (qJSz’ —1)] (B1.15)
r — +,BZZI_1’(q5S:,, —1)

v

O ponto de extremo é:

{7} = {(xl)m,(xz)m,---,(x")m} . (B1.16)

Definindo as fungdes

)= )]
) ) )]

as condi¢des estaciondrias (ou de extremo) podem ser escritas do seguinte modo:

g;:[<x*)..,,l=(§%f) e

(B1.17)

=0 ,

(B1.18)
[ é’g
8o | ()] = (—q) =0 .
(-5 )
Realizando as derivadas da funggo (D1.15), no ponto de extremo, temos:
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: Tr,( B Je l5, e
8 (<) ) = ") o+ i ;3:£'s)e =0 ,
: : (B1.19)
: Tr,(B Je 3 (s e’
R ;’ZZE.S"* -0 ,

onde H,; que é o hamiltoniano efetivo, isto €, o hamiltoniano com a média na

desordem temperada ja efetuada, é igual a:
1
#, = (ﬂJq)2 nZ 55” X+ ,Bqnz hgésu +
2
(B1.20)
) [ﬂa,z (a8, —1)] )
. = +ﬂ22h’(q5&,,’ —1)
Definindo a grandeza m, como:

T, e

®,
Tre™

: (B1.21)

m

2
podemos escrever as condi¢Ses estaciondrias do seguinte modo:

(+7),. = (,BJq)%m, i s=l-q (B1.22)

No caso geral de g campos aleatérios, a grandeza m, € a magnetizacdo M, do
modelo de Potts com r estados.
Usando a relagdo (B1.22) o hamiltoniano efetivo H.s pode ser escrito da

seguinte maneira:

#,=qBTY. 3 m, +BaY, Ll +

> |Bo. 2 |46, -1 2 (B1.23)
y [ a2(q o )] +ﬂzza:}_'r(q5s;;—l) .

()

Na relago acima, continuamos a usar @ , apesar de termos feito a

hipétese de que as réplicas sdo indistinguiveis, porque, no célculo de Tre™ esta
()

notacdo serd mais conveniente quando tivermos que transformar €°  em He('") .
a
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Com m, e H; ja definidos, a fungdo g({x:;’,}) pode ser escrita como:

gl{xez}) =2 ,BJZm +inTre™ . (B1.24)
r=1
Substituindo (B1.24) em (B1.13), obtemos:
' v . 1 —Tﬂ-’i’% N
f= kThn_r’r&W{[Ee (Tre ) } 1} : (B1.25)
A seguir, vamos avaliar o trago na relagdo (B1.25).
Inicialmente, temos que:
W\ T 2
(Tre™)" =T]1re™ . (B1.26)
i=1

onde
BIL L mbg +PaY 3 Koy ~Z po. 2 (90,5 )| +8L LF 96,5 1
e 5 7 [ ( sg, )T ( ) (B1.27)
Considerando as relagdes (B1.2) a (B1.5), concluimos que a segunda
exponencial que aparece na relagio (B1.27) é equivalente a integral abaixo:

R g
r={111 —\dn " . (B1.28)

(27)20,

r=1

Substituindo (B1.28) em (B1.27), introduzindo todos os termos para dentro

20)
da integral, reagrupando-os e transformando €° em He('") , obtemos:

n_ o gpIy "!»53;: +B9Y, Kb o +B9Y, K6 4 -BYH
"—[:[Hdh’] AP 75 T g

onde p({h’ }) ¢ a distribui¢do de probabilidade gaussiana definida pela equacéio
(3.3b).
Usando (B1.29) em (B1.26), e desenvolvendo o trago temos:




e o i1 5

140

b4

lL[ Z (a8m +BaK +paK )3,
e’
=1 a=1

ffo B g

r=1 . i=l a=1

9 i -B Nn apJm+BaR+Pal’ )5 , A
= Lm!:Hdhr p({h }y ’ Zh’[z ez ( pimhak s h')&s"} ’

5¢=1

_ E Hdh’ p({h,})e—m;h' [Zq: e(qﬂfmﬁq'%wqh‘)&sg] +---+(qﬂqu+ﬂq'€+ﬂqM)6sgq :an ’

s7=1

=0 —Hdh’ P({h'})f_ﬂmzh’ [e(qﬂm+ﬂqfe,+ﬂqﬂ)6n.x+"'+("ﬁ""v*”""*"""')‘s"" + (B1.30)

L r=1 .

e(llﬂJ'n +BaR+BaR )5, \+---+(aBIm,+ Bk +a )5, , ]N"

Como 6,, =0seg#q' €6,, =1seqg=q’,temos

N . . Nn
[1Tre™ = E[Hdh’}p( mzy[i R ’"’”)"S"f'} (BL31)
i=l1

r=1 r=1

Substituindo (B1.31) em (B1.25), e reaplicando o truque da réplica, obtemos:

N quﬂJ oS H
f =—an£${(@) P T E[l;[dh’}p({ g E
[i e(qﬂ-’n+ﬂq’6+ﬁq” )58,‘, :an _1} ’

r=1

= kT ﬁdh’}p({h’})-}\ﬂ lim -

r=l

\

[2‘1: e(qﬁm+ﬂq%+ﬂqlf)«ssf' :lND" "

r=1

(B1.32)
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F=—kT Hdh':lp({ });f

oy vt

[" (aBm+ Bk +BaW .. }” }
e - ,
kT . )
=—FlnE ,_1 E Ir;[dh {h })Zh _
1 i .. . T (oim+BaK saH
EE[U]dh }p({h }) L;] Glapomssaka )] .
Como E=exp[ "ﬂ(Jq J(N2 ) +quho)],temos:
kT Jg J(N-1)
“wpnE= 2; ( qzho=—+qzho , (B1.33)

onde (Jq%N foi considerado nulo, pois N — «.

Finalmente, obtemos a seguinte expressdo para a energia livre média por spin:
+_qJ < o , L\ (aIm+paK+api
743 m - j_‘_f’[];[dh ]p({h })ln[; (lopmoso )}+

r r r r i
+E[l;[dh}p({h })(Zh)+qzr:ho+2 .

(B1.34)

B2 - ENERGIA LIVRE DO MODELO DE POTTS DA SUB-
SECAO 3.3.2. '

O hamiltoniano de modelo de Potts com g estados na rede de Bethe, com um

campo magnético constante H e um campo magnético aleatério A, , na diregdo r =1,

¢ definido por

-qJ Zé’s 5,

I,j/

qZ(H+h)5 , (B2.1)

onde a soma ¢ sobre todos pares de vizinhos mais proximos (i, j) . .7=(%)>0 éa

mteragfio ferromagnética entre os spins dos sitios / e j, com z sendo a razio de
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ramificagéo darede. S, e & s sfo a varidvel de spin e o delta de Kronecker usuais,
respectivamente.

A distribuigdo de probabilidade para o campo aleatério A, com varidncia o ¢
média h é a mesma para todo sitio i, sendo definida por

P(h)=— exp[‘(""ﬁ)zaz] : (B2.2)

(27)20
A fungfo de parti¢do do sistema é
N
2= |exp(~BEpns {S})]{exp q) (B+Bh)ss, } , (B2.3)
{s} i=1
onde
Epu =—47 Y 855, (B2.4)
(i)
B=BH |, (B2.5)
1
=— 2.6
B KT (B2.6)
A energia livre por spin no limite termodinimico é
. Inz
-Bf= },1_1}307 : (B2.7)
Tomando a média na desordem temperada e trocando a ordem entre o limite e
a integral, obtemos
_Bf=lim~ [CdnP(h)inz (B2.8)
Nowo N ! ! )

Da expressio para a energia livce média por spin acima todas as propriedades
termodinimicas podem ser calculadas. A magnetizagio M ¢ dada por

= ﬁ—ﬁB-(—,B f) - (B2.9)
Porémar znetizaglo e.: reiacionada com ¢ yw ametro de ordem m da
seguinte maneira [39]:
M=1+(g-Ym . (B2.10)

Assim, conhecendo-se o pardmetro de ordem, a magnetizagio pode ser
calculada pela equacio (B2.10). Por outro lado, o conhecimento da magnetizagdo
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permite que a energia livre seja determinada através da integragdo da equagdo (B2.8).
Pelo teorema fundamental do calculo diferencial e integral, pode-se escrever a menos
de uma fungio ® que

-pf=[ MdB . (B2.11)

Essa fun¢do @ ¢ encontrada através do esquema proposto por Thompson [23] para o
modelo de Ising regular e o vidro de spins de Ising na rede de Bethe. Esse esquema
foi generalizado por de Aguiar [22] para o modelo de Potts regular definido na
mesma rede através do uso das fun¢des hiperbolicas generalizadas. Aqui mostramos
que esse esquema pode ser extendido para o modelo de Potts desordenado definido
pelo hamiltoniano (B2.1).

Primeiramente, s3o definidas grandezas auxiliares analogas as das relagdes
(B2.3) e (B2.8):

0=y [exp(—,b’E,,m {S})}{exp qZ::(B + ,Bh,x&’si‘1 - 1)] ,  (B2.12)

{s}
—pF =lim - [CanP(r)m@ (B2.13)
Now N ! ' ) )
Combinando-se (B2.3) e (B2.8), pode-se escrever que:

Q= MBPR), (B2.14)
Tomando-se o logaritmo e a média na desordem temperada nos dois membros
da equagdo (B2.14), considerando-se o limite termodinimico e utilizando-se as
expressdes (B2.8) e (B2.13), obtem-se:

~BF =—q[ dnP(hXB+Bh)-B] . (B2.15)
Quando h =0, a integral em (B2.15) pode ser simplificada:

[Canp(n)B+ph)=B[ dnP(h)+p[ dnP(h},=B , (B2.16)

[Canp(n)=1 (B2.17)
[Canp(r)n, =0 . (B2.18)

Assim, temos que:
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-BF=—qB-Bf . (B2.19)
A derivada de (B2.19) em relagdo a B fornece

Y, —
—A-BF)=M- .
—5(-FF) q (B2.20)
e seu limite quando B tende para infinito é
lim(-gF)=-BF(B—>x)=-BEL, , (B2.21)
onde

—_ — qJ
E© = — = (B2.22)

¢ a energia do estado fundamental por spin.
Integrando-se (B2.20) de B até o infinito obtem-se, tendo-se em vista (B2.19)
e (B2.21), que:
[ [M(5)-qldb=-BF(B—> w)+ BF(B)=-BE +qB+B] . (B223)
Substituindo-se (B2.10) em (B2.23), a energia livre média por spin pode ser
escrita como:
Bf=BEY, —gB+(g-1) E; [m(8)-1]ap | (B2.24)
onde o zero da energia livre esta deslocado por causa dos termos finitos S E},?,L €
-qB.

O problema agora € calcular a integral que aparece em (B2.24). Inicialmente,
vamos considerar a seguinte integral dupla:

1={"anP(r} [ [—a%lnqcoshq(ﬂJm+b+ﬂh —fli]db} ., (B2.25)

onde b= H 20, h, = h ja que a distribui¢do de probabilidade do campo aleatorio €
a mesma para todo sitio, e o parametro de ordem m é dado pela relagdo (3.61).
8
Considerando-se que gcosh, 8= eqé quando 8 — « (veja defini¢do (3.20)

para cosh, &) e que m — 1 quando b — o , a integral / torna-se

Jzﬁ_ [ anP(R)ingcosh (BJm+ B+ Bh) . (B2.26)
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A mesma integral / dada por (B2.25) pode ser calculada quando se efetua a
derivada existente no integrando através do uso da expressdo (3.23) para diecosh .-
Desse modo chegamos a expressao:

J J
I=(g-1)[ [m(b)-1}b+(q -1)52—(1 -m*)-(q -2)'67(1 -m) .(B227)
Igualando-se a relagdo (B2.26) a (B2.27):

B
(a-1) [ [m(5)-1}ab = 12-— [ dnP(h)ingcosh (B.Jm+ B+ B h)
51 5 (B2.28)
—(q—l)—z—-(l—m )+(q—2)7(1—m) .
Finalmente, substituindo-se a equagdo (B2.28) em (B2.24) obtém-se a
expressdo da energia livre média por spin:
B f =~ [ dnP(h)in{gcosh,[B(Jm+ H+ K]} +(q - 1)%1»12

BJm BJ qpH
—(a-2 P2 _ i
(@-9)5~-5-5
que ¢é completamente aniloga a relagio (3.21) encontrada no capitulo 3 a partir do
truque das réplicas.

(B2.29)
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