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Abstract

The nonadiabatic ground state for the helium atom is obtained with the hyper-

spherical adiabatic approach (HAA). Potential curves, nonadiabatic couplings,

and channel functions are calculated by a numerically exact procedure based on

the analytical expansion of the channel functions. The coupled radial equations

are solved by standard techniques. The convergence of the procedure is investi-

gated as nonadiabatic couplings are systematically introduced. The inclusion, for

the first time, of eleven potential curves and channel functions gives a ground-

state energy that differs from the best variational calculation by 0.1 parts per

million. The oscillator strength for the discrete helium transitions in the length-

form and acceleration-form are also presented. We conclude that the HAA is

no longer hampered by the lack of prescription for the obtainment of arbitrary

precision wave functions for Coulombic systems.



Capitulo 1

Introdu~ao

Com 0 desenvolvimento da Mecanica Qmlntica, ampliaram-se as esperanc;as quan-

to ao entendimento da dinamica e das propriedades dos sistemas moleculares a

partir de primeiros princfpios. 0 nipido desenvolvimento da Quimica Teorica

e da Biologia Molecular na segunda metade deste seculo demandou uma maior

compreensao dos sistemas Coulombianos, que estao na base das ciencias molecu-

lares. Urn processo semelhante ocorreu tambem na Fisica Nuclear onde, uma vez

estabelecidas as interac;6es nucleares, a questao da solubilidade das equac;6es de

movimento adquiriu importancia capital.

o enorme sucesso da Mecanica Quantica est a sem duvida ligado a sua ca-

pacidade de fornecer sistemas exatamente soluveis, como por exemplo 0 atomo

de hidrogenio e 0 oscilador harmonico, que servem de base para a investigac;ao

de sistemas de maior complexidade. Por exemplo, as soluc;6es analiticas para

o atomo de hidrogenio foram exaustivamente utilizadas como ponto de partida

para 0 estudo de atomos maiores, dando origem ao metodo das particulas inde-

pendentes.
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Esses esfor<;os, nao obstante, encontraram uma limitac:;ao fundamental ja na

analise do atomo de helio. A existencia de uma forte correlac:;ao entre os eletrons

destr6i a solubilidade e ocasiona problemas graves de convergencia se nos atermos

as func:;6es hidrogen6ides como base para os calculos te6ricos. Desenvolveram-se

assim varios modelos aproximados tanto em Fisica At6mica quanto em Fisica

Molecular, dedicados a soluc:;ao de fen6menos espedficos. E 0 caso da apro-

ximac:;ao de Hartree-Fock e 0 metodo de Born-Oppenheimer, usados em Fisica

At6mica e Molecular. Se de urn lado essas tecnicas sao computacionalmente efi-

cientes, de outro sao limitadas quanto a uma perspectiva unificante dos fen6menos

at6micos e moleculares. Desta forma, a busca que empreendemos e pela solubili-

dade dos sistemas quanticos em geral e mais ainda, tendo em mente uma perspec-

tiva unificante da maneira que vemos e compreendemos tais sistemas. 0 estudo

do problema de poucos corp os tern urn papel de grande importancia neste em-

preendimento por permitir a compreensao das bases que regem os sistemas mais

complexos.

Em especial 0 problema quantico de tres corpos e 0 sistema mais simples

encontrado na natureza que exibe 0 aspeeto fundamental dos sistemas mais com-

plexos: 0 forte correlacionamento de particulas de massas comparaveis. Exem-

plos desses sistemas podem ser encontrados nas mais diversas areas. Em Fisica

At6mica, por exemplo, ha os atomos de dois eletrons como helio e 0 ion negativo

do hidrogenio H-. Em Fisica Molecular, pode-se estudar os ions moleculares como

Ht e dt. Ainda ha os casos intermediarios que se situam entre a Fisica At6mica

e Molecular, no que diz respeito a relac:;ao entre as massas das particulas, como

por exemplo os sistemas ex6ticos eej1, ddj1, dtj1 e Ps- ou os sistemas de mass as
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variaveis que podem ser simulados no interior de materiais semicondutores [1].

Os sistemas nucleares e subnucleares tambem merecem grande aten<;ao.

Urn contingente significativo dos esfor<;ostearicos no estudo desses problemas

esta direcionado para a obten<;ao de solu<;6esno chamado "est ado de arte". Sao

solu<;6esaltamente precisas, indispensaveis para a posterior inclusao perturbativa

de efeitos relativisticos. Outro problema e 0 calculo de est ados excitados e mul-

tiplamente excitados. A possibilidade experimental de "fabricar" esses est ados

e provocar a ioniza<;ao por multiplos fatons para 0 continuo e extremamente es-

timulante e rica em suas propriedades. Alem disso, tambem ha a dificuldade de

se calcular as ressonancias auto-ionizantes, que podem ser estudadas experimen-

talmente pela radia<;ao sincrotronica. Ainda devemos mencionar a importancia

da resolu<;ao do problema de tres corpos visando 0 calculo de propriedades no

continuo (fun<;6esde onda). As tecnicas para a solu<;aoda equa<;ao de Schrodinger

nessas condi<;6es se encontra num estagio muito mais atrasado que a analise dos

estados ligados.

Uma variedade de metodos e modelos que tratam 0 problema de poucos corpos

e encontrada na literatura para as situa<;6es mencionadas. 0 metodo variacional

fornece energias muito precis as para 0 est ado fundamental, mas sua eficiencia

decresce rapidamente para 0 calculo de estados excitados e passa a ser dramatica

para a obten<;ao de propriedades do continuo. Limita<;6es semelhantes san obser-

vadas para 0 metodo de Hartree-Fock e 0 das multiplas configura<;6es. 0 metodo

das particulas independentes, que e amplamente utilizado em Ffsica Atomica, in-

troduz os efeitos de correla<;ao entre as partfculas mais leves perturbativamente,

de forma controlada. Em Ffsica Molecular, 0 metodo de Born-Oppenheimer [2]
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utiliza urn procedimento adiaba.tico para separar 0 movimento nuclear do movi-

mento eletronico. Este procedimento consiste em resolver a equac;ao eletronica

para valores fixos das dist<lncias internucleares, gerando urn conjunto infinito de

curvas de potencial. Todos esses metodos, apesar de fornecerem resultados pre-

cisos em suas areas de atuac;ao, nao permitem uma visao unificada de sistemas

atomicos, moleculares e nucleares.

Desde os prim6rdios da Mecanica, e praticamente regra a adoc;ao de coor-

denadas individuais para cada uma das partfeulas que constituem os sistemas,

como por exemplo as coordenadas esfericas usuais. Esse tipo de coordenda e

apropriado para descrever sistemas fracamente interagentes, onde a individuali-

dade das partfeulas e preservada. No entanto, quando 0 movimento coletivo e

mais import ante que os aspectos individuais, essas coordenadas sao pouco efi-

cientes. Uma das mais antigas constatac;6es desse fato e 0 estado fundamental do

atomo de helio, onde as duas caracter£sticas, individual e coletiva, sao igualmente

importantes.

Coordenadas hiperesfericas sao coordenadas esfericas em N = 3(N - 1) di-

mens6es, onde N e 0 numero de partfculas do sistema. 0 raio hiperesferico

R = Jr? + ... + rJv-l e N - 2 angulos hiperesfericos substituem as coordenadas

radiais esfericas, mantendo as outras coordenadas (angulos individuais de cada

partfcula). Urn dos primeiros autores a utilizar esse conjunto de coordenadas foi

Fock [3], nos an os trinta. Esse conjunto de coordenadas tern como uma de suas

grandes vantagens, a incorporac;ao nas equac;6es de movimento de efeitos indi-

viduais e coletivos do sistema. Dessa forma, as coordenadas hiperesfericas sao

apropriadas para descrever sistemas onde efeitos do movimento coletivo sao tao
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ou mais importantes que a individualidade das particulas.
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sistema de equa<;6es angulares, podem ser paulatinamente incluidas via termos

de acoplamentos nao adiabaticos. Com 0 HAA e possivel ca1cular as propriedades

do sistema tanto para os est ados ligados quanto para os est ados de espalhamento,

resolvendo-se apropriadamente as equa<;6es radiais. Enquanto que para os est~dos

ligados imp6e-se como condi<;ao de contomo assint6tica 0 anulamento da fun<;ao

de onda, para estados de espalhamento requer-se solu<;6es assintoticamente os-

cilantes. A resolu<;ao das equa<;6es radiais e incomparavelmente mais facH que a

angular, e pode ser resolvida por procedimentos numeric os usuais, como 0 metodo

de Runge-Kutta.

Curvas de potencial sao obtidas com precisao por metodos de diagonaliza<;ao

para for<;as de curto alcance [5]. No entanto, para for<;as de longo alcance este

procedimento nao e pratico, devido a diferentes comportamentos da fun<;ao de

onda nas regi6es de R = 0 e R assint6tico, gerando converg€mcia lenta. Ao inves

de utilizar urn procedimento de diagonaliza<;ao, sera usada uma solu<;ao em serie

de pot€mcias em uma nova variavel para gerar solu<;6es convergentes estaveis.

Algumas aproxima<;6es podem ser feitas na resolu<;ao das equa<;6es radiais.

A primeira e mais imediata e negligenciar totalmente os termos que acoplam

essas equa<;6es. Essa medida aparentemente drastica e chamada Aproxima<;ao

Adiabatica Extrema (EAA). Ainda assim pode-se obter resultados semi-quanti-

tativos precisos, com err os relativos da ordem de 1%. Uma aproxima<;ao menos

drastic a e considerar somente os acoplamentos diagonais e negligenciar os demais.

Essa aproxima<;ao e denominada Aproxima<;ao Adiabatica Desacoplada (UAA) e

com ela consegue-se uma sensivel melhora na energia calculada. Por ultimo, 0

sistema infinito de equa<;6es radiais e apenas truncado e tem-se a Aproxima<;ao
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Adiabatica Acoplada (CAA). Durante sucessivos anos, observou-se na literatura

que a energia calculada na EAA estava sempre abaixo da energia exata do sistema

enquanto que a calculada na UAA era urn limite superior, obedecendo 0 princfpio

variacional. Faltava a prova definitiva e esta veio com urn teorema demonstrado

por Coelho e Homos [6], chamado Teorema das Desigualdades Basicas que esta-

belece que para 0 est ado fundamental a energia calculada pela EAA e urn limite

inferior enquanto que a calculada pelas UAA e CAA san limites superiores, ou

seja, EEAA ::::; E ::::; ECAA ::::; EUAA, onde E e a energia exata do estado fundamental.

No entanto 0 metodo nao foi competitivo no terreno dos resultados precisos. Por

isso, ele foi durante muito tempo criticado por muitos set ores da comunidade

cientifica. A literatura contem uma grande quantidade de calculos que se uti-

lizam do metodo hiperesferico e suas variantes [7, 8, 9]. Apesar disso, a grande

maioria desses calculos e feita dentro da Aproxima<;ao Adiabatica Extrema e da

Aproxima<;ao Adiabatica Desacoplada. 0 primeiro calculo nao adiabatico que

surgiu na literatura s6 ocorreu em 1986 com 0 trabalho de Homos et at. [10], que

resolveu duas equa<;oes radiais acopladas com todos os termos nao adiabaticos.

Este trabalho tern grande importancia tambem por ter proposto uma resolu<;ao

matematica rigorosa e precis a para a obten<;ao de curvas de potencial. A partir

dai 0 metodo hiperesferico nao esta mais limit ado pela ausencia de uma prescri<;ao

matematica rigorosa para a obten<;ao de curvas de potencial e fun<;6esde canal.

Em outro trabalho [11] generalizou-se 0 metodo para a aplica<;ao em sistemas de

massas variaveis. Ha tambem na literatura importantes trabalhos que versam

sobre 0 metodo hiperesferico. Entre eles, urn import ante artigo de revisao de

U. Fano [12] em 1983 e outro de C. D. Lin [13] em 1995.
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o objetivo desta tese e demonstrar de forma clara que 0 metodo pode e deve

ser uma altemativa teorica nao so por sua abrangencia e simplicidade mas tambem

pela competitividade numerica. Alguns resultados dessa pesquisa ja foram pu-

blicados [14]. Eles contem curvas de potencial e coeficientes nao adiabaticos e

principalmente 0 calculo da energia do estado fundamental do atomo de helio,

com acuracia companivel ao melhar calculo variacional, melhorando a precisao

da referencia [10] em quatro ordens de grandeza. 0 erro relativo ao valor varia-

cional de 97 partes par bilhao atesta definitivamente a capacidade do metodo em

fomecer resultados precisos e confiaveis. Neste trabalho, foram resolvidas onze

equa<;6es radiais acopladas com todos os acoplamentos nao adiabaticos incluidos.

Pela primeira vez surge na literatura um trabalho que satura a convergencia

adiabatica, isto e, a inclusao de uma grande quantidade de curvas de potencial

com todos os seus acoplamentos. Na sequencia deste trabalho, calculou-se a en-

ergia do primeiro nfvel excitado e expandiu-se os codigos para calcular estados

de momentum angular total L = 1. Com isso, foi possivel a obten<;ao de fun<;6es

de onda tanto de L = 0 quanto de L = 1, permitindo calcular os elementos

de matriz para a aproxima<;ao de dipole eletrico. Tambem foram calculadas as

for<;as de oscilador para transi<;6es de um foton entre esses niveis. Os resultados

para as for<;as de oscilador tambem estao em excelente acordo com os calculos

variacionais. Este result ado e impartante porque demonstra que nao somente as

energias calculadas sac precis as mas as fun<;6es de onda tambem descrevem muito

bem 0 sistema. Esses novos resultados estao sendo preparados em novo artigo

para serem reportados a comunidade cientffica.
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tico hiperesferico. 0 capitulo 3 aprofunda 0 estudo da equac;ao de autovalores

para 0 operador angular. 0 capitulo 4 discute as soluc;6esda equac;ao radial com

as condic;6es de contorno apropriadas. 0 capitulo 5 deduz as equac;6es para 0

cakulo das forc;asde oscilador dentro do formalismo hiperesferico e no capitulo 6

sao apresentados e discutidos os principais resultados. Finalmente no capitulo 7

sao apresentadas a conclusao, as perspectivas que se abrcm e as novas pesquisas

que se avizinham.
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import ante caracteristica do metodo e a independencia das curvas de potencial

e acoplamentos da energia. Finalmente, 0 HAA permite incluir paulatinamente

corregoes, comegando com a aproximagao adiabatica extrema (EAA) e indo ate

altas precisoes [14]. Foi mostrado que a EAA e urn limite inferior para a energia do

estado fundamental e que outras corregoes nao adiabaticas sao limites superiores

[5]. Alem dessas caracteristicas fundamentais, 0 HAA permite 0 calculo de esta-

dos excitados ligados e no continuo. Coordenadas independentes e coletivas sao

incorporadas e uma unica coordenada radial esta presente. Outra caracterfstica

e que a equagao radial tern sempre a mesma estrutura.

A ideia basica consiste em solucionar inicialmente a equagao de Schr6dinger

para (3N - 4) angulos para valores fixos de R, onde R = Jrr + ... + r'iv-l e

o raio hiperesferico [4, 10, 11]' obtendo curvas de potencial UJ.L(R) e fungoes de

canal <I>J.L(R, Sl). A seguir, calcula-se os acoplamentos nao adiabaticos, PJ.LI/(R) e

QJ.LI/(R). No tratamento adiabatico, a fungao de onda total do sistema e expandida

tendo como base as fungoes de canal. Finalmente, urn sistema de equagoes dife-

renciais ordinarias radiais fornece as energias dos est ados ligados bem como as

propriedades no continuo. Devido ao carater ab initio do metoda, a precisao so e

limitada pelo truncamento das expansoes e do sistema de equagoes radiais.

2.1 Coordenadas Hiperesfericas

Sistemas ortogonais de coordenadas em espagos multi-dimensionais, que incluem

urn raio generalizado R, que corresponde ao r usual em duas ou tres dimensoes,

sao chamados "hiperesfericos". Para sistemas de N corpos, urn conjunto de co-



7[a < a <-,- - 2



2.2 A Equa<;ao de Schrodinger

[
&2 5 & U (R, n) ]

&R2 + R&R + R2 + 2E \lJ(R,n) = 0,

&2 & L2 L2U(R, n) = - + 2 (cota - tana) 1 2_ +
&a2 &a sin2a cos2a

2ZR 2ZR 2R+-- +-- - --;:=======.
sina cosa )1 - sin(2a) COS012



o operador L; e 0 operador de momentum angular usual para 0 eletron i,

drl diS = R5 (sina cosa) 2 dR da dD1 dD2.

Os termos proprocionais as derivadas primeiras :01 e a~ em (2.7) e (2.8) SaG

[
~ URN(R, D) + 1/4 2E] W (R D) = 0aR2 + R2 + RN, ,



C(S1) = ~Z + 2Z _ 2 .
sma cosa /1 - sin(2a) COS812

o operador A2 e chamado de 'grande momentum angular' e C(S1) eo potencial

As autofun<;6es do operador A2 satisfazem a equa<;ao [18, 19]

Yl:~[(S11,S12) = L (LMlhl2mlm2)YilmJS1dYi2m2(S12),
mlm2

d N ' d l' - pll+~h+~( (2))' l' A ,on e nl112 e uma constante e norma lza<;aoe n COS a e urn po momlO



\lJ(R,O) = L FJ1-(R)if>J1-(R; 0).
J1-



[~ UjL(R) + 1/4 2E] F (R) '" W (R)F (R) = 0dR2 + R2 + jL + LJ jLV v ,
v

d
W jLv(R) = 2PjLv(R) dR + QjLv(R),

a
PjLv(R) == (<pjLlaR I<pv)



Capitulo 3

A Equa~ao Angular



<P1l(R; 0) = NIL ~ GIll112(R, a)Yl~r:(01, O2),
/1/2

onde Yl~f:san as fungoes de momentum angular de duas particulas acoplados,



3.1 Resolu<;ao por Serie de Potencias

(3.2) em (3.1) e usando as propriedades de ortonormalidade dos YI:~[ obtem-se

[
~ _ [1 ([1 + 1) _ [2 ([2 + 1) + 2ZR + 2ZR_
oa2 sin2a cos2a sina cosa

-U/1(R)] G/11112(R,a) = 2R LCI:~~'ll;(a)G/11112(R, a).
I~l;

Nesta equa<;ao a quantidade CILIA~,I' (a) e dada por
1 2 1 2



responde a troca a .-+ 7f /2 - a. As propriedades de simetria das fun<;6esYI~~[



Com as transformac;6es acima a nova equac;ao para as componentes Ffll112(R, x)

+Ufl(R)]} FflI112(R,x) = RLKI1121~1~(x)Ffll~I~(R,x), (3.11)
l~l~

onde Cff~'l' (x) e dado pela equac;ao (3.4) que e avaliada no apendice A.
1 2 1 2

00

FflI112(R,x) = L f~~12(R)xN-l,
N=l



rnial dado pelos harrnonicos hiperesfericos [equa<;ao (2.21)] introduz-se urn fator

(1 + x2)s!" onde 5fJ = II + l2 + 2 - mfJ e mfJ = JUfJ(R = 0). Cornbinando entao

A rela<;ao de recorrencia para os coeficientes j~~12(R) e dada no apendice B.



3.2 Resolu~ao por Diagonaliza~ao Truncada

•
tais como em Ffsica Nuclear [5]ou em situa~6es onde hli confinamento, prevale-

, ;'



[ [)2 ll(h + 1) l2(l2 + 1) 2] LM
~ - . 2 - 2 + (2n + II + l2 + 2) I<I>nl[1[I ) = 0,
ua: SIn a: COS a: 1 2



~
1r/2(. )211+2( )212+2 ( 1 + 1 ) Rll+~h+~pll+~h+~ dx sma cosa -.- -- n n' a,
o sma cosa



n n' ,(n + h + 1/2) (n + l2 + 1/2)x :L :L (-It-m+n -m' X

m=Om'=O m n - Tn

(
n/ + II + 1/2) (n/ + l2 + 1/2)

x [B(z, w) + B(z', Wi)] ,
m/ n/-m/

B(z, W) = 2 r/2(Sina)2Z-1(cosa)2W-lda = _f_(z_)f_(_LL_')
Jo r(z+w)



3.2.3 Interac;ao Eletron-EIetron

3.2.3 Intera<.;ao EIetron-Eletron

onde CI~~~~I;(a) e dado pela equa<;ao (3.4) e calculado no ap€mdice A. 0 result ado



(

n' + l~ + 1/2) r/4
io (sina)Pt(cosa)Ql da+

n'-m'

I (n + l2 + 1/2) (n + II + 1/2)+( -It+n x
m n-m

(n' + l~ + 1/2) (n' + l~+ 1/2) 11r/4. 1x (sina )P2 ( cosa )Q2da ,
om' n'-m'



3.3 Comportamento Assintotico

onde nil = 1,2,3, ... represent a os nfveis de energia do hidrogEmio e u~n) sao



Capitulo 4

A Equa<;ao Radial

d
W Jil/(R) = 2PJiI/(R) dR + QJiI/(R),

o
PJiI/(R) (<pJiI oR 1<p1/)



4. A Equa<;ao Radial 35

Aqui os "brackets" denotam integra<;ao sobre as variaveis n. As quantidades

PJ.Lv(R) e QJ.Lv(R) SaGos termos de acoplamento dessas equa<;6es e SaGchamados

acoplamentos nao adiabaticos ou simplesmente termos nao adiabaticos. Esses

termos SaG muito pequenos, exceto nas regi6es de anti-crossings, onde a rapida

varia<;ao da fun<;ao angular gera picos nessas quantidades. Uma das grandes

vantagens do metodo hiperesferico e que a equa<;ao radial (4.1) tern sempre a

mesma estrutura para quaisquer sistemas de N corpos.

Na resolu<;ao das equa<;6es radiais, pode-se fazer algumas simplifica<;6es. A

primeira e mais radical e desprezar completamente os termos nao adiabaticos.

Essa e a chamada Aproxima<;ao Adiabatica Extrema (EAA). Nesse caso nao ha

mais acoplamento em (4.1) e resolve-se somente uma unica equa<;ao radial. Ne-

gligenciando agora somente os termos nao diagonais, obtem-se a Aproxima<;ao

Adiabatica Desacoplada (UAA). Uma vez que 0 PJ.Lv(R) e antissimetrico na troca

de indices, a UAA s6 necessita do termo Q J.LJ.L(R). Finalmente, se apenas trunca-se

o sistema de equa<;6es (4.1), tem-se a chamada Aproxima<;iio Adiabatica Acoplada

(CAA). Em urn trabalho de Coelho e Hornos [6], foi demonstrado que para a

energia do estado fundamental em sistemas de muitos corpos, vale a seguinte

desigualdade:

onde E e a energia nao relativistic a exata do estado fundamental. 0 teorema (4.5)

e conhecido como Teorema das Desigualdades Basicas e diz que a EAA fornece

urn limite inferior para a energia do est ado fundamental enquanto que a UAA

e CAA dao limites superiores. A maior importancia do teorema (4.5) reside no



4.1 Acoplamentos Nao Adiabaticos

U(R, n) == A2 + RC(n).



x [_~Z_ + _2Z__ -===2===] do:.
smo: coso: VI - sin(2o:) COSB12

onde 0FIMI1II (0:) e dado pela expressao (3.4) e calculado explicitamente no apen-
1 2 1 2



os coeficientes Gjjlll2' dados por (3.9), cuja serie de pot€mcias e dada por (3.19). A

f r'.:...:.... Ii: D ;:;,.'; ..'F, "'l_!"'! I;

, L'(IT[CA e
:'; .',;:;:i. 0



4.2 Comportamento na Origem

00 00

FJ-L(R) = RSJl(lnR)q L L f~~K) RI(lnR)K,
1=0 K=O

00

UJ-L(R) = -m~ + L u~n)Rn,
n=l

00

P (R) = ~ p(n)RnJ-LV L J-LV
n=O

00

QJ-Lv(R) = L Q~r:J Rn.
n=O

uma rela<;ao de recorrencia para os coeficientes f~~K). Essa rela<;ao de recorrencia



termos ate ordem R3 e R3 In R. as coeficientes f~~K) dependem do valor das

4.3 Comportamento Assint6tico

00 Q(n)
Q (R) = "" -l!:J:!:...

J.1J.1 ~ Rn
n=2



4.3 Comportamento Assintotico

onde

2 Z2
kIJ- = -2E- -2'

nIJ-

chega-se a uma equa<;aopara FIJ-(R) que e:

[d
2 d]z- + (b - z) - - a W(z) = 0,
dz2 dz

_ A _ (Z - 1)
a - 0 k .

IJ-

1 [ al a2 3 ]U(a, b, z ~ 00) rv - 1- - + - - O(z-) .z Z 2!z2



FIl(R) = Le-kp.R(2kjlR)SP.Clljl(R),
jl

Substituindo-se a expansao (4.31) em (4.1) calculam-se os coeficientes C~i.

4.4 Normaliza<;ao da Fun<;aoRadial

'1J(R; 0) = N L FJj(R)1?Il(R; 0).
11



4.4 N ormalizac;ao da Func;ao Radial

Impondo a ortonormalidade da func;ao de onda total

('l'(R; O)I'l'(R; 0)) = N2 j['l'(R; 0)]2 dRdO = 1.



Capitulo 5

As For<;asde Oscilador

Neste capitulo, serao desenvolvidas as express6es teoricas dos elementos de ma-

triz para transi~6es entre est ados do espectro discreto, dentro da aproxima~ao de

dipolo eletrico. Tambem serao mostradas as express6es que permitem calcular

as for~as de oscilador para essas transi~6es. Calcular essas quantidades e impor-

tante pois so assim teremos uma forte indica~ao da qualidade da fun~ao de onda

calculada.

Dados dois estados, inicial e final, com fun~6es de onda de dois eletrons,

\lfO(R, [2) e \lfE(R, [2) respectivamente, expandidas na forma (2.22), e usando as

fun~6es de canal dadas pOl' (3.2), pode-se calcular analiticamente os elementos

de matriz angulares represent ados nas respectivas "length form", "acceleration

form" e "velocity form". As tres express6es darao resultados identicos se pude-

rem ser calculadas usando a fun~ao de onda exata do sistema. Assim, quanto mais

nos aproximarmos da fun~ao de onda do sistema, mais os resultados serao coinci-

dentes. Em nossos ca1culos, so serao utilizadas as duas primeiras representa~6es,

para termos uma compara~ao. Formulas para a "velocity form" podem ser en-



5.1 "Length Form"

contradas, por exemplo, na referencia [30].

5.1 "Length Form"

ipJ1.(R, a, D) que dependem parametricamente do hiper-raio R = J(ri + r~) e SaG

fun<;6es das cinco variaveis angulares a = tan-1(rdr2), Ol, (h, O2, ¢2. 0 indice f-L

wE(R, a, D) = L F:(R)ip~(R, a, D)
J1.'

wO(R, a, D) = L F~(R)ip~(R, a, D)
J1.

DL = (LF:ip~1 cosOlRsina + cos02Rcosai LF~ip~)
~ J1.

'" J E* E * (. 0 ) 0 0DL = L FJ1.' ipJ1.'R sma cos 1+ cosa COS02FJ1.ipJ1.dR da dD.
J1.J1.'



iJ>p,(R, ex, 0) = L Gp,l1l2 (R, ex)Yl~t: (01, O2).

l1l2

Yl~~[ (01, O2) = L (LMllll2mlm2) Yi1m1 (OdYi2m2 (02),
m1m2



5.1 "Length Form"

ande I~e;,denata a integral angular, dada par

(2l~ + 1)(2li + 1)3-------x
c!7f



(

If
X J(2l~ + 1)(2h + 1) ~

II = L J(2l~ + 1)(2l1 + 1)(2L' + 1)(2L + 1) x
m~mlm2

} (521)



II = J(2l~ + 1)(2h + 1)(2L' + 1)(2L + 1) (_1)l2+M'
X

I~el-'n,= L J(2l~ + 1)(2h + 1)(2L' + 1)(2L + 1) (_1)12+M' X

1~l112

x (l~ 1 h) (L L' 1) {L L' 1 } x

o 0 0 - M M' 0 l~ l1 l2

+ L J(2l; + 1)(2l2 + 1)(2L' + 1)(2L + 1) (_l)ll+M' X

l~l112

x(: 1 1,)( L L' :){ :L' 1 } x
0 o -M M' l2 l1

17[/2
X 0 G~l11~ (R, Q'.)G~lll2 (R, Q'.) COSQ'. dQ'., (5.24)



00

Fp.1112(X) = L fp.1112(kp.)Xkl'-l,
kl'=1

( E( )I~ (ZTl ZiS) 0DA = w R,o:,D cz' -3 + -3 I'll (R,o:,D)).
/1 /2

onde I;~';denota a integral angular, dada par



I;~~ = L J(2l~ + 1)(2h + 1)(2L' + 1)(2£ + 1) (_1)12+M
' X

I~ 1112

+ L J(2l2 + 1)(2l2 + 1)(2L' + 1)(2£ + 1) (_1)11+M
' x

1;1112

Novamente as integrais em I:~~podem ser computadas numericamente e DA



Capitulo 6

Resultados

Para 0 calculo dos niveis de energia do Mlio atomico, em primeiro lugar deve-se

obter as curvas de potencial e fun<;6esde canal. Como ohservado anteriormente,

as curvas de potencial e as fun<;6esde canal devem ser calculadas com a maior

precisao possivel em todo 0 intervalo, desde R pequeno ate R assintotico.

o uso da diagonaliza<;ao truncada nao e indicado para sistemas onde predo-

minam for<;asde longo alcance, como a intera<;ao coulombiana, pois so permite

o calculo acurado de curvas de potencial na regiao em torno da origem (R "-' 0).

Para sistemas nucleares, por exemplo, a diagonaliza<;ao pode ser utilizada [5]

com sucesso. 0 grafico (6.1) mostra a convergencia da primeira curva de po-

tencial (J-L = 1) para momentum angular total L = 1 conforme aumenta-se a

dimensao da matriz diagonalizada, que e 110x 110, 132x 132, 182x 182 e 420x420

respectivamente. A curva mais baixa corresponde a curva de potencial calculada

pela expansao em serie de potencias, que e precisa para todos os pontos de R.

Observa-se que as curvas convergem rapidamente na regiao proxima da origem

enquanto que a convergencia para valores maiores de R se torna bastante lenta.



0
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6.1 Curvas de Potencial

6.1 Curvas de Potencial

Os autovalores da equa~ao angular (3.1), isto e, as curvas de potencial, foram

obtidos pelo metodo da expansao em serie de potencias na variavel x = tan(aj2).

As expans6es nos momenta angulares e a serie de potencias foram truncadas em

urn valor de 11max, 12max e nmax que fornecesse pelo men os 4 dfgitos significativos

de precisao na regiao mais importante e de convergencia mais lenta, que e 0 ponto

de mfnimo da curva de potencial. Para os est ados de L = 0, os dois momenta

angulares de duas partfculas sao rotulados par 11 = 12 = I. Grande precisao

significa urn grande conjunto de componentes acopladas e por isso utilizou-se,

para L = 0, momenta angulares de I = 0 ate I = 9 com exce~ao da curva mais

baixa (/-l = 1) que foi calculada com 30 componentes (lmax = 29), por ser essa a

curva que fornece a maiar contribui~ao. Para a serie de potencias em x, foram

usados 100 termos. Os calculos foram feitos de R = 0 ate R = 10 pois em

R = 10 os estados mais baixos ja se encontram na assfntota. 0 passo utilizado

foi de 0.01 unidades atomicas e os calculos foram feitos em precisao dupla (16

dfgitos) para evitar erros de arredondamentos, com urn tempo de CPU tfpico de

15.4 minutos por curva em urn Cray YMP j2E. Foram calculadas treze curvas de

potencial de L = 0 e quinze de L = 1. Devido ao fato de os estados com L = 1

serem "maiores" que os de L = 0, utilizou-se para a assfntota de L = 1 0 ponto

R = 30. Para que as precis6es nas curvas de potencial e fun~6es de canal de

L = 1 fossem as mesmas que para L = 0, foram necessarias 60 componentes de

momentum angular acopladas para a primeira curva e 20 componentes para as

demais, mantendo assim lmax = 30 para a curva mais baixa (L = 1) e Imax = 10
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6.2 Fun<;6esde Canal
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total do sistema. As figuras (6.4) ate (6.8) mostram as fun<;oesde canal <PJ.l(R; D)

para J-L = 1,2,6,12 e 13. Pode-se observar 0 confinamento da fun<;ao de canal

nos pontos a = a e a = 7f/2 conforme R ---7 00 nas primeiras fun<;oes, eviden-

ciando que os valores de R desta regiao ja representam numericamente 0 limite

assint6tico. As fun<;oesmais altas contribuem pouco, geralmente, para 0 ca1culo

das energias, com exce<;ao das fun<;oes cujas curvas de potencial saG rotuladas

par numeros quanticos l1 = a ou l2 = O. Essas curvas, em alguns casos, provo-

cam saltos de convergencia na energia. As figuras (6.7) e (6.8) mostram mais

detalhadamente a estrutura fina das fun<;oesde canal. Em R '"" a as oscila<;oes

mostram a dependencia com os polin6mios de Jacobi, de acardo com os numeros

quanticos que as rotulam em R = O. A estrutura de anti-crossings tambem fica

evidenciada nessas figuras, onde observa-se nas regioes R '""3.8 e R '""5 uma

mudan<;a na estrutura dessas fun<;oes, dando a impressao de que elas trocam de

comportamento.













6.3 Acoplamentos Nao Adiabaticos

6.3 Acoplamentos Nao Adiabaticos

Os acoplamentos nao adiabaticos de primeira e segunda ordens saD definidos

pelas equa<:;oes (4.3) e (4.4). A obten<:;ao desses acoplamentos e fundamental

para 0 calculo preciso das propriedades do helio. A fim de evitar a deriva<:;ao

numerica das fun<:;6esde canal no calculo direto do PJlv(R), usaremos a expressao

(4.12), que calcula essas quantidades em termos de elementos de matriz mais

simples. Assim, s6 e feita uma integra<:;ao numerica, utilizando uma quadratura

de Gauss-Legendre. Para 0 acoplamento de segunda ordem QJlv(R), foi utilizado

urn algoritmo de derivada segunda por interpola<:;ao de cinco pontos [19]. Apesar

das deriva<:;6es numeric as de ordens mais altas serem mais diflceis, este fato e a-

menizado pela introdu<:;ao, no algoritmo, do valor do PJlv(R) ja calculado, alem de

diminuir 0 tempo de processamento. Essa deriva<:;aonum(~rica pode ser feita pois

as energias saD menos sensfveis aos QJlv(R)'s. A grande dificuldade de se calcular

esses acoplamentos e a obten<:;ao precisa das fun<:;6esde canal. Por esse motivo

saD poucos os calculos nao adiabaticos presentes na literatura. tendo aparecido

pela primeira vez num trabalho de Homos et at. somente em 1986 [10]. A "inten-

sidade" dos anti-crossings reflete diretamente nos acoplamentos nao adiabaticos,

pois a fun<:;aode canal varia rapidamente nessas regi6es, como ja observado, dando

altos valores para suas derivadas. Alguns exemplares do~ termos PJlv(R) podem

ser vistos na figura (6.9), onde os "picos" mais estreitos correspondem exatamente

as regi6es onde os anti-crossings saD mais pr6ximos. 0 mesmo acontece com os
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Energias para L



uma interpolac;ao das curvas e acoplamentos para urn passo de 0.001 u.a. Esse

passo pequeno demandou urn maiar controle da propagac;ao numerica, exigindo

assim 0 uso de precisao quadrupla (32 digitos).

Passo Energia (Eo)

0.020 -2.903653787420

0.010 -2.903 632 990 785

0.005 -2.903632458471

0.002 -2.903632 ,110101

0.001 -2.903632416895

Tabela 6.1: Convergcncia da energia do estado fundamental (L = 0) em func;ao

do passo utilizado na propagac;ao de Ne = 5 equac;6es radiais acopladas.

As equac;6es radiais sao muito sensiveis as condic;6es iniciais em R r-v O. Isso

ocone devido as singularidades logaritmicas da func;ao de onda nesse ponto. Para

se estabilizar as condic;6es iniciais em R r-v 0 e obter-se valores precisos para as cur-

vas, acoplamentos e suas derivadas, fez-se uma grande cliagonalizac;ao truncada

usando-se polin6mios de Jacobi como base. A matriz lltilizada tern dimensao

380 x 380. Esse procedimento nao foi utilizado no trabalho de Homos et at. pois

nao havia os c6digos que desenvolvemos. Ha tambem uma grande sensibilidade

com relac;ao ao valor dos P/lv(O)'s que possuem as respectivas curvas degeneradas

na origem, como par exemplo 0 P34(0) e P56(0). Esses acoplamentos nao po-

dem ser calculados em R = 0 pela expressao (4.10) pois [,;'3(0)= U4(0). 0 calculo
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vergissem satisfatoriamente. Como condi<;ao de contorno assint6tica, impos-se 0

anulamento da fun<;ao hiper-radial em R = 10.

Na tabela (6.2) ve-se a convergencia da energia do est ado fundamental (L = 0)

com a inclusao progressiva das curvas de potencial e acoplamentos. A primeira

linha da tabela (6.2) corresponde it Aproxima<;ao Adiabatica Extrema (EAA) e

mostra claramente que essa aproxima<;ao fornece urn limite inferior para a energia

enquanto as demais linhas sao limites superiores, verificando assim 0 Teorema das

Desigualdades Basicas [6]. Apesar da EAA ser drastica 0 erro relativo ao valor

variacional edaordem de apenas 1%. A primeira coluna mostra 0 numero de -

curvas introduzidas e a segunda os numeros quanticos que classificam as curvas

em R = O. Para demonstrar a importancia da curva mais baixa, a tabela (6.2)

mostra na coluna A os resultados obtidos utilizando para 0 seu calculo dezoito

componentes de momentum angular (lmax = 17), e na coluna B utilizando trinta

componentes (lmax = 29). As demais utilizaram lmax = 9. 0 erro relativo ao valor

obtido variacionalmente [31] tambem e m~strado. Ve-se que as curvas que sao

rotuladas por l = 0 sao responsaveis por significativas melhoras na energia. 0

resultado final difere do variacional pOl' 0.1 partes par milhao (ppm).

A tabela (6.3) mostra os resultados obtidos para 0 primeiro est ado excitado

de momentum angular total L = O. 0 erro relativo ao valor variacional nao e

tao pequeno devido ao fato de as condi<;6es assint6tica nao terem sido colocadas

apropriadamente e tambem pelo fato de levarmos os calculos ate R = 10. Nesse

ponto, os est ados mais altos nao estao totalmente na assintota, nao podendo assim

terem suas fun<;6es aproximadas para valores pr6ximos de zero. Ainda assim, urn

erro relativo da ordem de 10 ppm mostra uma excelente concordancia.



Energia (Eo) (a.u.) (Eo - Evar}/Evar (ppm)

Nc n I A B A B

1 00 -2.930028410 -2.930031 734 -9058.722 -9059.867

1 00 -2.895549568 -2.895552944 2815.284 2814.121

2 o 1 - 2.898642259 -2.898645581 1 750.206 1 749.062

3 20 -2.903607528 -2.903610859 40.240 39.093

4 02 -2.903628516 -2.903631847 33.012 31.865

5 2 1 -2.903632458 -2.903635788 31.655 30.508

6 03 -2.903654535 -2.903657873 24.052 22.902

7 40 -2.903713131 -2.903716461 3.872 2.725

8 22 -2.903713131 -2.903716509 3.872 2.709

9 04 -2.903713281 -2.903716611 3.821 2.674

10 05 -2.903715521 -2.903718905 3.049 1.884

11 60 -2.903720765 -2.903724093 1.243 0.097

val'. -2.903724377 -2.903724377

expo -2.903694462 -2.903694462

Tabela 6.2: Convel'g€mcia da energia do est ado fundamental (L = 0) em func;ao do

numero Nc de est ados angulares acoplados nas equac;6es l'adiais. As colunas A e B

diferem pelo numero de componentes de momenta angulal'es acoplados no cakulo

da curva de potencial mais baixa (n, l) = (0,0) pela Eq. (3.1). Em A foram

usadas 18 componentes de momenta angulal'es, enquanto em B foram usadas 30.

Todas as outras curvas de potencial foram obtidas usando-se 10 componentes. A

pl'imeil'a linha corresponde a EAA.



Nc n l Energia (Ed (a.u.) (E1 - Evar)/Evar (ppm)

1 a a -2.160995831 -6999.984

1 a a -2.139935669 2813.816

2 a 1 -2.141664785 2008.067

3 20 -2.145545668 199.619

4 a 2 -2.145579 023 184.076

5 2 1 -2.145635270 157.866

6 03 -2.145700 396 127.517

7 40 -2.145903835 32.717

8 2 2 - 2.145 904 179 32.557

9 04 -2.145908719 30.441

10 a 5 -2.145911967 28.928

11 6 a -2.145944058 13.974

var. -2.145974 046

expo -2.145974290

Tabela 6.3: Convergencia da energia do primeiro est ado excitado (L = 0) como

func;ao do numero Nc de est ados angulares acoplados nas equac;6es radiais. No

d1culo da curva de potencial mais baixa (n, l) = (0, 0) pela Eq. (3.1) utilizamos

30 componentes de momenta angulares. Todas as outras curvas de potencial

foram obtidas usando-se 10 componentes. A primeira linha corresponde a EAA.
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A tabela (6.4) faz uma compara<;ao da energia do est ado fundamental calcu-

lada neste trabalho com as obtidas por diferentes tecnicas. 0 valor obtido aqui

se compara ao variacional, superando em muito as outras tecnicas.

Metodo

Presente trabalho [14]

Variacional [31]

Canais artificiais (17 canais) [32]

Close-coupling [33]

Adiabatico hiperesferico (6 canais) [34]

Close-coupling hiperesferico (21 canais) [35]

Hartree- Fock [36]

Hartree- Fock multiplas configura<;6es [37]

Experimental [38]

Energia Eo (a.u.)

-2.903724093

-2.903724377

-2.903611

-2.903815

-2.903698

-2.903594

-2.86168

-2.902909

-2.903694

Tabela 6.4: Compara<;ao entre a energia do estado fundamental (L = 0) calculada

por diferentes metodos.

Energias para L

Para as energias de L = 1, foram utilizadas ate treze curvas de potencial na

resolu<;ao das equa<;6es radiais. Devido ao fato de esses estados serem "maiores"

que os de L = 0, utilizou-se para a assfntota 0 ponto R = 30. Tambem foi

inclufda uma primeira aproxima<;ao para as condi<;6es assintoticas, que expande

a fun<;ao radial em potencias de 1/ R multiplicada por uma exponencial negativa
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em R. Neste caso, a propaga<;ao pelo metodo de Runge-Kutta e feita iniciando-se

nos dois limites, com as condi<;6es apropriadas, e fazendo-se urn "matching" em

R,,-, 5.7, que e 0 ponto onde ha uma maiar estabilidade para a energia. As demais

condi<;6es de propaga<;ao san as mesmas que para L = o.

As tabelas (6.5) e (6.6) mostram os dois primeiros niveis de energia. Nesses

casos, para que as precis6es nas curvas de potencial e fun<;6esde canal fossem as

mesmas que para L = 0, foram necessarias 60 componentes de momentum angular

acopladas para a primeira curva e 20 componentes para as demais, mantendo

assim lmax = 30 e lmax = 10 respectivamente. Nos resultados finais, os erros

relativos permanecem em poucas partes par milhao, concardando muito bem

com os valores variacionais.

A tabela (6.7) faz uma compara<;ao das energias calculadas neste trabalho

(L = 0 e L = 1) com as obtidas pelo metodo variacional.

E interessante verificar que os resultados mostrados nas tabelas (6.3), (6.5) e

(6.6) tambem satisfazem 0 teorema das desigualdades basicas [6], apesar de este

ter sido demonstrado somente para 0 estado fundamental (L = 0).



Nc n l1 l2 Energia (Eo) (a.u.) (Eo - Evar )/ Evar (ppm)

1 00 1 -2.145599308 -10243.798

1 00 1 -2.121696640 1010.642

2 101 -2.123010144 392.186

3 012 -2.123224250 291.375

4 201 -2.123616882 106.506

5 1 1 2 -2.123626612 101.925

6 023 -2.123649989 90.918

7 301 -2.123739309 48.863

8 212 -2.123743123 47.067

9 123 -2.123755912 41.045

10 034 -2.123760145 39.052

11 40 1 -2.123795690 22.315

12 312 -2.123796953 21.721

13 223 -2.123799766 20.396

var. - 2.123843086

expo - 2.123839084

Tabela 6.5: Convergencia da energia do primeiro nfvel (L = 1) como fun<;ao

do numero Nc de est ados angulares acoplados nas equaGoes radiais. 0 calculo

da curva de potencial mais baixa (n, l1, l2) = (0,0,1) pela Eq. (3.1) usou 60

componentes de momenta angulares. Todas as outras curvas de potencial foram

obtidas usando-se 20 componentes. A primeira linha conesponde a EAA.



Nc n h l2 Energia (E1) (a. u. ) (E1 - Evar)/ Evar (ppm)

1 001 -2.060807243 -2754.490

1 00 1 -2.054200665 460.160

2 101 -2.054687709 223.173

3 012 -2.054826179 155.796

4 201 - 2.054988352 76.885

5 112 -2.054995706 73.307

6 023 -2.055028195 57.498

7 30 1 -2.055049459 47.151

8 212 -2.055051 784 46.020

9 123 -2.055066943 :~8.644

10 034 -2.055083126 :)0.770

11 40 1 -2.055090440 27.211

12 312 -2.055091575 26.659

13 223 -2.055095107 24.940

var. -2.055146362

expo -2.055145324

Tabela 6.6: Convergencia da energia do segundo nivel (L = 1) como func;ao

do numero Nc de est ados angulares acoplados nas equac;6es radiais. 0 caJculo

da curva de potencial mais baixa (n, ll, l2) = (0,0,1) pela Eq. (3.1) usou 60

componentes de momenta angulares. Todas as outras curvas de potencial foram

obtidas usando-se 20 componentes. A primeira linha conesponde a EAA.



Estado Energia (a.u. ) Variacional (Eo - Evar)/ Evar (ppm)

ls2 ese) -2.903724093[14] -2.903724377 0.097

ls2s ese) -2.145944058 -2.145974046 13.974

ls2p epO) -2.123799766 -2.123843086 20.396

ls3p epO) -2.055095107 -2.055146362 24.940

Tabela 6.7: Compara<;ao entre as energias tearicas (L = 0 e L = 1) obtidas pelo

presente trabalho e 0 metodo variacional [39].

6.6 For<;asde Oscilador

As fon;as de oscilador para as transi<;6es entre os niveis de energia calculados,

em sua "lenght form", saG dadas pela expressao (5.33). Nessa expressao, foi

utilizada para a energia do faton 0 valor variacional. Novamente, a integra<;ao

angular contida no elemento de matriz de dipolo eletrico (5.12) e a parte mais

importante, ressaltando a necessidade de se obter fun<;6es de canal precisas. As

fun<;6es radiais foram normalizadas pela expressao (4.36).

Nas tabelas (6.8) a (6.11) mostramos as resultados para os dJculos na "lenght

form". Nestas tabelas observamos a convergencia com a mimero de fun<;6es radiais

acopladas na equa<;ao (5.12). 0 indice /1 rotula as fun<;6es radiais de L = 0 e a

indice /1' as de L = 1. A convergencia desses d1culos com a numero de fUIl(;6es

radiais incluidas e oscilante, quando consideramos uma {mica linha au coluna.

Mesmo a aproxima<;ao adiabatica (/1 = 1, /1' = 1) ja forncce urn born resultado.



IL1lJilX

,
P·'llax

2 6 8 9 10 11 12 13

0.2849412 02824283 lJ282 353 4 0.2830300 o 28:l lJ30 7 0.2830406 02829044 0.2829035 02829012 0.2828997 0.2829450 0.2829450 0.2829452

2 0.2764306 0.2743333 0.2742928 0.:2748759 0.2748767 0.2748849 0.2747650 0.2747643 0274 7624 0.2747612 0.2748005 0.2748005 0.2748007

3 0.2784074 0.2760023 0.2759760 0.2763752 0.2763759 0.2763833 0.2762773 0.2762765 02762747 0.2762735 0.2763101 0.276310 1 0.276310 3

4 0.2784381 0.2760333 0.2760079 0.2764077 02764084 0.2764143 0.2763089 0.2763082 0.2763066 0.2763054 0.2763420 0.2763420 0.2763421

0.2783006 0.2758972 0.2758752 0.2762764 0.276277 9 0.2762846 0.2761809 0.2761804 0.2761792 0.2761783 0.2762146 0.2762146 0.2762147

6 0.2783152 0.275910 7 0.2758896 0.2762910 0.276292 4 0.2763033 0.2761942 0.2761936 0.2761928 0.2761922 0.2762245 0.2762245 0.2762246

7 0.2783118 0.2759073 0.2758862 0.2762863 0.2762877 0.2762988 0.2761782 0.2761776 0.2761767 0.276 1762 0.2762033 0.2762033 0.2762035

8 0.2783124 0.2759079 02758868 0.2762870 0.2762883 0.2762994 0.2761788 0.2761782 0.2761774 0.2761768 0.2762040 0.2762040 0.2762041

9 0.2783115 0.2759071 0.2758860 0.2762861 0.2762875 0.2762986 0.2761780 0.2761774 0.2761766 0.2761760 0.2762032 0.2762032 0.2762033

10 0.2783116 0.2759071 0.2758860 0.2762862 0.2762875 0.2762987 0.2761781 0.276177 4 0.2761766 0.2761761 0.2762032 0.2762032 0.2762033

11 0.2783112 0.2759067 0.2758856 0.2762857 0.2762871 0.2762982 0.2761776 0.276177 0 0.2761762 0.2761757 0.2762027 0.2762027 0.2762028



lLll1itX
I

J-L11lilX

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

0.0753167 0.0748997 0.0748444 0.0749122 0.0749138 0.0749263 0.0749082 0.0749079 0.0749062 0.0749011 0.0749066 0.0749067 0.0749068

2 0.0730899 0.0728971 0.072 8771 0.0729710 0.0729718 0.0729817 0.0729643 0.0729641 0.0729627 0.0729585 0.0729636 0.0729637 0.072 963 8

0.073 580 5 0.0733968 0.0733720 0.0734524 0.0734538 0.0734627 0.0734477 0.0734474 0.0734461 0.0734420 0.0734466 0.0734467 0.0734468

4 0.0735901 0.073 4061 0.073381 1 0.0734624 0.0734638 0.0734731 0.0734578 0.0734576 0.0734564 0.0734523 0.0734569 0.0734570 0.0734571

5 0.0735617 0.0733782 0.0733551 0.0734386 0.073 440 8 0.0734505 0.0734349 0.073 434 8 0.073 433 9 0.0734302 0.0734349 0.073 434 9 0.0734350

6 0.0735622 0.0733783 0.073 355 8 0.0734398 0.073 442 0 0.0734568 0.0734432 0.0734430 0.0734424 0.0734404 0.0734453 0.073 445 4 0.0734455

7 0.0735612 0.073377 2 0.0733547 0.0734386 0.0734407 0.0734554 0.0734399 0.0734396 0.0734390 0.0734370 0.073 4410 0.0734410 0.073441 1

8 0.0735613 0.073 377 3 0.0733548 0.0734387 0.073 440 8 0.0734555 0.0734399 0.0734397 0.0734391 0.0734371 0.0734411 0.073441 1 0.0734412

9 0.0735614 0.0733774 0.0733549 0.0734388 0.073 440 9 0.0734556 0.073 4401 0.0734398 0.0734393 0.0734372 0.0734412 0.073 4413 0.073 4414

10 0.0735613 0.073 377 3 0.0733549 0.073 438 8 0.0734409 0.0734556 0.0734400 0.0734398 0.0734392 0.0734372 0.0734412 0.0734413 0.0734414

11 0.0735612 0.073 377 2 0.0733547 0.0734387 0.0734408 0.0734555 0.0734399 0.073 439 7 0.0734391 0.0734371 0.0734411 0.0734412 0.0734413

Tabela 6.9: Convergencia da forc;a de oscilador calculada ("length form") para

a transic;ao ls2 ese)-ls3p epO) no atomo de helio em func;ao do numero de

equac;6es radiais acopladas, f1max (para L 0) e f1:nax (para L 1) .



,
p'lllax JlllLilX

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

0.3753303 0.3759648 0.3754346 0.3754113 0.3754516 0.3755413 0.3755052 0.3754838 0.3754306 0.3754189 0.3754387 0.3754438 0.3754553

2 0.3759884 0.3767274 0.3762891 0.3762869 0.3763241 0.3764118 0.3763746 0.3763541 0.3763025 0.3762910 0.3763113 0.3763163 0.3763275

3 0.3760664 0.3769359 0.3764914 0.3765670 0.3766054 0.3766907 0.3766505 0.3766303 0.3765792 0.3765678 0.3765885 0.3765935 0.3766046

4 0.3760020 0.3768750 0.3764368 0.3765114 0.3765537 0.3766381 0.3765992 0.3765805 0.3765307 0.3765193 0.3765400 0.3765448 0.3765558

5 0.3759968 0.3768687 0.3764337 0.3765141 0.3765609 0.3766506 0.3766101 0.3765923 0.3765454 0.3765344 0.3765551 0.3765599 0.3765708

6 0.3760320 0.3769035 0.3764688 0.3765479 0.3765945 0.3766916 0.3766536 0.3766349 0.3765903 0.3765798 0.3766018 0.3766067 0.3766175

7 0.3760337 0.3769052 0.3764705 0.3765501 0.3765967 0.3766937 0.3766609 0.3766421 0.3765976 0.3765871 0.3766113 0.3766162 0.3766270

8 0.3760345 0.3769060 0.3764713 0.3765510 0.3765975 0.3766946 0.3766617 0.3766429 0.3765984 0.3765879 0.3766122 0.3766171 0.3766280

9 0.3760208 0.3768926 0.3764580 0.3765378 0.3765844 0.3766815 0.3766487 0.3766302 0.3765863 0.3765758 0.3766004 0.3766056 0.3766163

10 0.3760211 0.3768929 0.3764583 0.3765381 0.3765847 0.3766818 0.3766490 0.3766305 0.3765866 0.3765761 0.3766007 0.3766059 0.3766166

11 0.3760214 0.3768931 0.3764586 0.3765384 0.3765850 0.3766820 0.3766493 0.3766308 0.3765868 0.3765763 0.3766010 0.3766062 0.3766169

Tabela 6.10: Convergencia da forc;a de oscilador calculada ("length form") para

a transic;iio 1828 (lse)-182p (lPO) no cHomo de helio em func;iio do numero de

equac;6es radiais acopladas, JLmax (para L 0) e JL'max (para L 1) .



,
J-1ll1ax J.-I.rllitX

2 3 5 6 7 8 9 10 11 12 13

0.1527253 0.1518556 0.1525608 0.1527551 0.1527104 0.1525493 0.1525350 0.1525584 0.1526430 0.1526960 0.1526977 0.152692 2 0.1526764

2 0.1519315 0.1509840 0.1516000 0.1517879 0.1517464 0.1515897 0.1515759 0.1515980 0.1516798 0.1517315 0.1517329 0.1517277 0.1517122

3 0.1521001 0.1510791 0.1517072 0.1518426 0.1517997 0.1516463 0.1516343 0.1516565 0.1517375 0.1517890 0.1517902 0.1517849 0.1517695

4 0.1520615 0.1510382 0.1516607 0.1517969 0.1517510 0.1515990 0.1515859 0.1516063 0.1516854 0.1517369 0.1517381 0.1517330 0.1517179

5 0.1520709 0.1510486 0.1516671 0.1517985 0.1517477 0.1515892 0.151577 6 0.1515968 0.1516715 0.1517221 0.1517233 0.1517182 0.1517032

6 0.1520716 0.1510496 0.1516679 0.1518009 0.1517504 0.1515818 0.1515700 0.1515906 0.1516617 0.1517107 0.1517120 0.1517069 0.1516920

7 0.1520705 0.1510484 0.1516667 0.1517996 0.1517491 0.1515804 0.1515664 0.1515870 0.1516581 0.1517071 0.1517074 0.1517022 0.1516874

8 0.1520706 0.1510486 0.1516669 0.1517997 0.1517493 0.1515806 0.1515666 0.1515873 0.1516583 0.1517073 0.1517076 0.1517024 0.1516873

9 0.1520594 0.1510373 0.1516554 0.151 7882 0.1517377 0.1515689 0.1515549 0.1515753 0.1516455 0.1516945 0.1516945 0.1516890 0.1516741

10 0.1520595 0.1510373 0.1516555 0.1517882 0.1517377 0.1515690 0.1515550 0.1515753 0.1516456 0.1516946 0.1516946 0.1516891 0.1516743

11 0.1520593 0.1510372 0.1516554 0.1517881 0.1517376 0.1515688 0.1515548 0.1515752 0.1516454 0.1516944 0.1516944 0.1516889 0.1516741

Tabela 6.11: Convergencia da for~a de oscilador calculada ("length form") para

a transi~ao 1828 (lse)-183p (lPO) no atomo de helio em fun~ao do numero de

equa~6es radiais acopladas, Jimax (para L 0) e tt'max (para L 1) .
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A tabela (6.12) mostra uma comparac;ao da forc;a de oscilador para a primeira

transic;ao na "length form", com outros metodos. Os resultados desse trabalho

concord am muito bem com os apresentados pOI' outras tecnicas . .It born lembrar

que enquanto 0 metodo variacional fornece valores convergentes para a energia

com ate 16-17 dfgitos, 0 mesmo nao acontece para as forc;as de oscilador.

Metodo !L (a.u.)

Presente trabalho 0.276203

Variacional (func;6es de base B-spline) [40] 0.276163

Variacional (func;6es de base tipo Hylleraas) [41] 0.27616

Hiperesferico (6 curvas L = 0, 4 curvas L = 1) [.34] 0.2763

Close-coupling [42] 0.2762

Experimental [43] 0.280

Tabela 6.12: Comparac;ao entre a forc;a de oscilador ("length form") para a

transic;ao 182 e se)-182p e PO) do presente trabalho com resultados de difercntes

metodos.

Para a "acceleration form", as forc;as de oscilador para as transic;6es de dipolo

san dadas pela expressao (5.34). Nessa forma, os resultados san mais senslveis

a energia do f6ton que no caso anterior pOI' ser proporcional a wi/. Tambem

utilizamos a energia variacional para calcular Wfi. As intcgrac;6es angularcs c

radiais foram feitas numericamente usando uma quadratura de Gauss-Legendre.
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As tabelas (6.13) a (6.16) SaG para os d1culos na "acceleration form". Elas

mostram uma convergencia pobre com 0 numero de fun<;6esradiais utilizadas na

equac;ao (5.12). Isso nos indica que para a "acceleration form", as componentes

mais altas tern uma importancia maior, ao contnirio da "length form", onde a

aproximac;ao adiabatica ja fornece urn born resultado.



J-LlllitX
,

J,Llll"X

2 3 6 7 8 9 10 11 12 13

0.3537442 0.2533531 0.2521972 0.2850241 0.2850023 0.2850756 0.270777 9 0.2707012 0.2706748 0.2706626 0.277 1768 0.2771727 0.2771795

2 0.3345907 0.2372344 0.2361008 0.2676320 0.2676169 0.2676900 0.2540672 0.2539965 0.2539713 0.2539597 0.2600964 0.2600941 0.2601009

3 0.3556333 0.2553733 0.2542025 0.2861606 0.2861413 0.2862174 0.2726068 0.2725341 0.2725084 0.2724966 0.2786282 0.2786247 0.2786315

4 0.3562128 0.2558736 0.2547022 0.2866909 0.2866718 0.2867469 0.2731262 0.2730533 0.2730277 0.2730159 0.2791529 0.2791494 0.2791561

5 0.3541239 0.2540941 0.2529276 0.2848006 0.2847816 0.2848564 0.271 2793 0.2712069 0.271 1815 0.271 1698 0.277 284 4 0.2772810 0.2772877

6 0.3547928 0.2546528 0.2534855 0.2853906 0.2853715 0.2854457 0.2718578 0.2717853 0.271 7599 0.271 7483 0.277 863 5 0.2778601 0.277 866 8

7 0.3552782 0.2550661 0.2538971 0.2858174 0.2857983 0.2858729 0.2722898 0.2722173 0.2721919 0.272 1803 0.2782852 0.2782818 0.2782886

8 0.3552947 0.2550797 0.2539108 0.2858320 0.2858129 0.2858875 0.2723040 0.2722316 0.2722062 0.2721945 0.2782996 0.2782962 0.2783030

9 0.3552775 0.2550650 0.2538961 0.2858164 0.2857973 0.2858719 0.2722887 0.2722163 0.2721909 0.2721793 0.2782842 0.2782808 0.2782875

10 0.3553370 0.2551147 0.2539459 0.2858693 0.2858503 0.2859247 0.2723403 0.2722679 0.2722425 0.272 2308 0.2783362 0.2783329 0.2783396

11 0.3554427 0.2552032 0.2540340 0.2859616 0.2859425 0.286017 0 0.2724329 0.2723604 0.2723350 0.2723234 0.2784282 0.2784248 0.2784315

Tabela 6.13: Convergencia da for<;a de oscilador ca1culada ("acceleration form")

para a transi<;ao ls2 e se)-ls2p e PO) no atomo de helio em fun<;ao do numero de

equa<;6es radiais acopladas, J1max (para L = 0) e J1'-max (para L = 1).



!J-IIl1iX
,

!J-Illtl.X

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

0.0916609 0.0684562 0.0680453 0.0751059 0.0751130 0.0752216 0.072 236 9 0.0722191 0.0722062 0.0721484 0.0734642 0.073 464 8 0.073 467 6

2 0.0873532 0.0647484 0.0643495 0.071 2056 0.071 212 2 0.071 313 7 0.0684350 0.0684183 0.0684061 0.0683527 0.0696118 0.0696125 0.0696152

3 0.0921739 0.0689800 0.0685688 0.0755014 0.0755082 0.0756120 0.0727433 0.0727263 0.072 713 8 0.0726591 0.073 9114 0.0739120 0.0739147

4 0.0923123 0.0691012 0.0686897 0.0756284 0.0756352 0.0757390 0.0728683 0.0728512 0.0728387 0.0727840 0.0740372 0.0740378 0.0740406

5 0.0918870 0.0687322 0.0683222 0.0752425 0.0752493 0.0753528 0.0724892 0.0724722 0.0724598 0.0724055 0.0736553 0.0736559 0.0736586

6 0.0919854 0.0688140 0.0684042 0.0753288 0.0753356 0.0754386 0.0725730 0.0725560 0.0725436 0.0724898 0.0737404 0.0737410 0.0737437

7 0.0920983 0.0689099 0.0684997 0.0754277 0.0754345 0.0755376 0.0726726 0.0726556 0.0726432 0.0725894 0.0738382 0.0738388 0.0738415

8 0.0921009 0.0689121 0.0685018 0.0754300 0.0754368 0.0755399 0.0726749 0.0726579 0.0726455 0.0725917 0.0738405 0.0738411 0.0738438

9 0.0920999 0.0689112 0.0685009 0.0754291 0.0754358 0.0755389 0.0726739 0.0726570 0.0726446 0.0725908 0.0738396 0.0738402 0.0738429

10 0.0921089 0.0689187 0.0685085 0.0754371 0.0754438 0.0755468 0.0726816 0.0726646 0.0726522 0.0725985 0.0738474 0.0738480 0.0738507

11 0.0921320 0.0689379 0.0685276 0.0754572 0.0754639 0.0755669 0.0727016 0.0726846 0.0726722 0.0726184 0.0738673 0.0738679 0.0738706

Tabela 6.14: Convergencia da forc;a de oscilador calculada ("acceleration form")

para a transic;ao ls2 ese)-ls3p e PO) no atomo de helio em func;ao do numero de

equac;6es radiais acopladas, J..lmax (para L = 0) e J..l'max (para L = 1).



,
IJ-nl<iX lL,nax

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

9.7058306 3.9835386 0.015571 0 0.0038843 0.0827855 0.8934877 0.0052313 0.0036527 0.2057128 0.3289068 0.0196348 0.0330236 0.0855281

2 0.9364567 17.1641755 5.1928191 5.189771 0 6.2565692 9.9589189 5.0332639 4.4535834 2.9536646 2.5578244 5.4792543 5.6735720 6.2114848

3 7.1847098 5.1667323 0.1652474 0.3662801 0.6875954 2.1978343 0.2079060 0.1040640 0.0047488 0.035411 5 0.3649023 0.4165299 0.571 0461

4 9.0230233 3.7945510 0.0067238 0.0788064 0.2547224 1.3413018 0.0172373 0.0000038 0.1546603 0.2626931 0.0782593 0.1030467 0.1859309

5 7.4193295 4.971 6358 0.1327028 0.3201339 0.6236667 2.0823753 0.1736056 0.0803332 0.0115363 0.0513162 0.3206159 0.3689547 0.5148409

6 6.4041598 5.8761898 0.3121139 0.5776433 0.9680644 2.6799770 0.3714535 0.2267862 0.0073215 0.0011143 0.5795758 0.644010 6 0.8327819

7 7.3176208 5.0158744 0.1401502 0.3404816 0.6518830 2.1327877 0.1799153 0.0845992 0.0099609 0.0478553 0.3409980 0.3908301 0.5405569

8 7.3013569 5.0289899 0.1423019 0.3438630 0.6565257 2.1411758 0.1823265 0.0862564 0.0094028 0.0466225 0.3443203 0.3943829 0.5447455

9 7.9667286 4.5042006 0.0661790 0.2176467 0.4766570 1.8048780 0.0943603 0.0302427 0.0469471 0.1126450 0.2181634 0.2583536 0.3823639

10 8.0662089 4.4314774 0.0575733 0.2017538 0.4529965 1.7586512 0.0840120 0.0245142 0.0547593 0.1245767 0.2023218 0.2410879 0.3612902

11 8.3475053 4.2232589 0.0360815 0.1603565 0.3897776 1.6317190 0.0573137 0.0112599 0.0809214 0.1627426 0.1603238 0.1950199 0.3043461

Tabela 6.15: Convergencia da forc;a de oscilador calculada ("acceleration form")

para a transic;ao 1828 e se)-182p ePO) no atomo de helio em func;ao do numero

de equac;6es radiais acopladas, J1max (para L 0) e J1'max (para L 1) .



,
J.-LlllilX JAn1ilx

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

0.4586173 0.0262910 0.1656455 0.2680512 0.2424839 0.1374546 0.1302033 0.1403830 0.1886060 0.2458645 0.2412563 0.2362444 0.2217787

2 0.2089457 0.0034102 0.0345142 0.0865928 0.0724259 0.0218721 0.0195113 0.0235661 0.0453269 0.0751394 0.0719166 0.0692171 0.0615183

3 0.4275953 0.0217889 0.1536206 0.2391605 0.2151499 0.1174948 0.1163652 0.1260060 0.1716643 0.2261034 0.2177308 0.2129970 0.1993315

4 0.411 5138 0.0183004 0.1440705 0.2272046 0.2038198 0.1091575 0.1080784 0.1173667 0.1615326 0.2144529 0.2063002 0.2017007 0.1884208

5 0.3977054 0.015477 7 0.1358923 0.2168034 0.1939791 0.1019997 0.1009470 0.1099255 0.1527226 0.2042472 0.1962795 0.1918022 0.1788677

6 0.4028718 0.0164722 0.138817 3 0.2205842 0.1975587 0.1046177 0.1035420 0.1126342 0.1558886 0.2078688 0.1998249 0.1953035 0.1822552

7 0.4168635 0.0195077 0.147377 4 0.2309775 0.2074011 0.1118123 0.1109878 0.1203967 0.1649982 0.2183680 0.2097522 0.2051187 0.1917412

8 0.4174762 0.0196409 0.1477465 0.2314377 0.2078381 0.1121332 0.1113085 0.1207309 0.1653893 0.2188178 0.210 1930 0.2055548 0.1921622

9 0.4078456 0.0175920 0.142011 5 0.2242375 0.2010166 0.1071345 0.1063279 0.1155397 0.1592949 0.2117987 0.2033152 0.1987547 0.1855891

10 0.4090695 0.0178367 0.1427172 0.2251325 0.2018633 0.1077436 0.1069292 0.1161665 0.1600307 0.2126531 0.2041557 0.1995856 0.1863923

11 0.4128044 0.0186201 0.1449176 0.2278578 0.2044443 0.1096299 0.1088486 0.1181671 0.162377 4 0.2153572 0.2067684 0.2021689 0.1888891

Tabela 6.16: Convergencia da for<;a de oscilador calculada ("acceleration form")

para a transi<;ao ls2s ese)-ls3p epO) no .itomo de helio em fun<;ao do numero

de equa<;6es radiais acopladas, J.lmax (para L 0) e J.l'max (para L 1) .



Nas tabelas (6.17) e (6.18) ha uma compara<;aoentre os valores obtidos nesse

trabalho e os variacionais, que apresentam somente 5 digitos convergentes.

'lransi~ao !L !L Variac. Erro (%)

182 ~ 182p 0.2762028 0.27616 0.015

182 ~ 183p 0.0734413 0.07344 0.002

1828 ~ 182p 0.3766169 0.37644 0.047

1828 ~ 183p 0.1516741 0.15134 0.002

Tabela 6.17: Compara<;ao entre as for<;asde oscilador te6ricas ("length form")

obtidas pelo presente trabalho e 0 metodo variacional. !L da referencia [41].

'lransi~ao fA fA Variac. Erro (%)

182 ~ 182p 0.2784315 0.2762 0.808

182 ~ 183p 0.0738706 0.0732 0.916

1828~ 182p 0.3043461 0.3822 -20.37

1828~ 183p 0.1888891 0.1493 26.52

Tabela 6.18: Compara<;ao entre as for<;asde oscilador te6ricas ("acceleration for-

m") 0btidas pelo presente trabalho e 0 metodo variacional. fA da referencia [44].

Os resultados para as transi<;6es de dipolo eletrico, principalmente para a

"length form", indicam que 0 metodo pode fornecer resultados com precisao e

confian<;atanto para energias quanto para fun<;6esde onda.



Capitulo 7

Conclusao e Perspectivas

o metodo das coordenadas hiperesfericas e exato, teoricamente transparente e

de abrang€mcia suficiente para ser usado com sucesso na descric;ao de quaisquer

sistemas de tres corpos. Neste trabalho, 0 metodo foi aplicado a urn sistema

com forc;as coulombianas, de longo alcance, mas pode ser aplicado para forc;as de

medio e curto alcances com igual sucesso.

A obtenc;ao de func;6es de onda extremamente precis as em R = 0, via inclusao

de termos logarftmicos na expansao da func;ao radial, foi imperiosa para 0 alcance

da acunicia desejada. Tambem foi crucial combinar a diagonalizac;ao truncada

com a soluc;ao das equac;6es radiais para que se conseguisse as condic;6es iniciais

estaveis e imprescindfveis. A tecnologia computacional desenvolvida nos c6digos

permitiu calcular curvas de potencial muito precisas, com altos valores de mo-

menta angulares, possibilitando tambem a obtenc;ao dos termos nao adiabaticos

com igual precisao.

E energia obtida para 0 est ado fundamental do helio esta em excelente acordo

com as calculadas por metodos variacionais, que san feitos no est ado de arte. 0
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erro relativo e da ordem de 0.1 partes por milhao. As forc;as de oscilador atestam

a qualidade da func;ao de onda obtida. Com uma func;ao de onda extremamente

mais simples que as func;6es variacionais, obteve-se valores comparaveis para as

energias e osciladores de forc;a. No entanto, ainda permanecem problemas na

obtenc;ao dos est ados excitados com a mesma precisao do estado fundamental.

No atual est agio da pesquisa, as precis6es para 0 primeiro estado excitado (L = 0

e L = 1) saD da ordem de 10 ppm. 0 calculo de estados excitados mais altos com

grande precisao e import ante para a compreensao das condic;6es assintoticas da

func;ao de onda. Este problema teorico e urn limitante para a obtenc;ao da forc;a

de oscilador para transic;6es no discreto entre os estados mais altos.

Na continuac;ao da pesquisa, pretende-se analisar as propriedades assintoticas

que sao, no atual momento, 0 principal obstaculo teorico para 0 desenvolvimento

do metodo hiperesferico adiabatico. A compreensao dessas propriedades, den-

tro do formalismo hiperesferico, permitira 0 estudo das transic;6es entre est ados

excitados mais altos, transic;6es para 0 continuo e tambem 0 espalhamento de

eletrons ou positrons em hidrogenio e helio ionizado (He+). Conceitualmente, 0

espalhamento do eIetron ou positron pelo helio ionizado (He+) e urn problema

ainda nao totalmente compreendido dentro do formalismo hiperesferico. 0 prin-

cipal problema e a interac;ao de longo alcance devido ao He+, 0 que torna esse

problema completamente diferente do espalhamento em hidrogenio.

Os resultados apresentados nesse trabalho indicam fortemente que 0 metodo

adiabatico hiperesferico proporciona nao somente uma analise conceitual e elegan-

te para 0 problema de tres corpos, como tambem permite a obtenc;ao de func;6esde

onda e energias com muita precisao. 0 metodo hiperesferico se coloca atualmente
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como uma alternativa que nao cumpre unicamente as exigencias conceituais mas

tambem tern competitividade na obten<.;aode solu<.;6esprecisas. Ele nao esta

mais obstrufdo pela falta de procedimentos matematicos que levam a solu<.;6es

com a precisao desejada. Provou-se neste trabalho que 0 metodo e util e eficaz,

ajudando assim a estabelece-lo definitivamente entre a comunidade cientffica.
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Apendices



Apendice A

Calculo dos Coeficientes de

Mistura dos Canais

1

RJl - sin(2a) COSg12



Utilizando a equa<;ao (2.20) para Yl~t:e escrevendo os coeficientes de Clebsh-

00 +J
Cl~t:z~l~(a)= L L L JJ(2L + 1)(_1)11-12+1~-I~+ml+m2+m X

m~m~ J=Om=-J
mlm2

X 41T (tana)J (h l2 L) (l~ l; L') x
2J + 1 Rcosa M' , M'ml m2 - m1 m2 -
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e os 3-j e 6-j estao definidos na referencia [20]. Os limites do somatorio sao:

(A.7)

(A.8)



Apendice B

Rela~oes de Recorrencia

B.l Fun~ao de Canal

uma rela<;ao de recorrencia para os coeficientes j~~i2(R) como segue:

- {(N - 2)(N - 3) + (N - 2)(4S/l - 812 - 2h - 8)+



-ll + 2S~ - 1]J~~Z;4)- [-(N - 6)(N - 7)+

o valor de m~ e dado pela curva de potencial em R = 0, isto e, m~

JU~(R = 0), e n~ eo nfvel de energia do c1tomo de hidrog€mio.

B.2 Fun~ao Hiper-Radial em R == 0

de recorrencia para os coeficientes f~i.K):

+2(mp + K + p)(K + q + l)f~:+P,K+l) +



B.2 Fun~ao Riper-Radial em R = 0

+(K + q + 2)(K + q + 1)j~:+p,K+2) +

'" [U(p-O)j(1!+B,K) + 2(K + e + . + 1/2)P(p-O-l)j(1!+B,K) +L J1. J1.J1. mJ1. J1.V J1.J1.
o

+2(K + + l)p(P-O-l)j(1!+B,K+l)] +q J1.V J1.J1.

+ '" Q(P-8-2)j(1!+8,Kl = aL J1.V J1.J1. '
8

1
Sjl = mjl +-.

2



Apendice C

Propriedades Analiticas em

R 0

U(R, D) == A2 + RC(D),





C. Propriedades Analiticas em R = 0

A derivada de terceira ordem de (C.4) e



TJ1.lJ= -2 (UJ1. - UlJ) PJ1.lJ+ L (UJ1. + UlJ - 2UT) Pj1.TPTlJo

T#J1.,lJ

L [(UJ1. + UlJ - 2UT) Pj1.TPTlJ + 2 (UJ1. - UT) (PJ1.TPTlJ + Pj1.TPTlJ) ] }. (C.20)
T#J1.,lJ

- L [(UJ1.+ UlJ - 2UT) Pj1.TPTlJ+
T#J1.,lJ



+ L [(U~ + Uv - 2UT) PWPTV+
Ti'~,V

+(u~ - UV)p~V- L [(U~+UV-2UT)PWPTV+
Ti'~,V



QJlV = FJlv +L PJlTPTV'
T



Apendice D

Coeficientes Assint6ticos

(R ~ 00)

Vimos na sec;ao (4.3) que para a Aproximac;ao Adiabatica Desacoplada (UAA) a

soluc;ao assintotica da equac;ao radial (4.17) e dada em termos da func;ao de Kum-

mer U(a, b, z), que assintoticamente (z ---+ (0) e expandida em potencias de l/z,

de acordo com a expressao (4.29) [19]. Entao, para a Aproximac;ao Adiabatica

Acoplada (CAA) a func;ao hiper-radial e expandida em potencias de 1/ z, onde

z = 2kJ.LR, de acordo com a equac;ao (4.31). As curvas de potencial saG expand i-

das em potencias de 1/ R conforme (4.17), assim como os acoplamentos PJ.Ll/(R)

e QJ.Ll/(R). Substituindo as expans6es na equac;ao radial (4.1) e considerando so-

mente os termos ate terceira ordem em 1/ z obtemos a seguinte relac;ao para os

coeficentes da expansao da func;ao hiper-radial:



[
_Sp._(S_p._-_l_)_ Sp. ~] (0)

2 + 4 GJ1.p.+
Z Z

[
(Sp. - 1)(Sp. - 2) 1 - Sp. ~] (1)+ 3 + 2 + 4 G J1.p.+Z Z Z

[2 - Sp. 1] (2) 1 (3)+ Z3 + 4z2 GJ1.p.+ 4z3 GJ1.p.+

[
2kp.U~3) U~2) + 114 Z - 1 Z2 In; + 2E]

+ 3 + 2 + -k. + 4k2 XZ Z J1.z it

[
pel) P(3)] [S 1+ 2~ + 8k~~ (J: - -) G(O)+z J1.z3 Z 2 1IJ1.

+ (Sp. - 1 _ ~) G(l) + (Sp. - 2 __ 1_) G(2) __ 1_G(3)] +
z2 2z 1IJ1. Z3 2z2 1IJ1. 2z3 1IJ1.



AS coeficientes de ordem zero C~~ sao arbitnirios e por isso foram escolhidos

4k2P(1)
(1) _ P. J.Lp.

CJ.Lp. - k~ _ k2 .
J.L J.L

C(l) = _ (s _~) 2 _ U(2) _ Q(2) + p(l)C(1)
J.LJ.L J.L 2 J.L J.LJ.L J.Lv VJ.L'

C(1) = _Q(2) + p(l)C(1)
J.LJ.L J.LJ.L J.Lv VJ.L •




