UNIVERSIDADE DE SAO PAULO
INsTITUTO DE FisicAa DE SA0 CARLOS

CALCULO DAS ENERGIAS E PRO-
BABILIDADES DE TRANSICAO
PARA O ATOMO DE HELIO PELO
METODO ADIABATICO HIPERES-
FERICO

Mauro Masili 6’

USP / IEQS

L !!fl'fl"‘“i’i!’ﬁ"iEw!i

01124

Tese apresentada ao Instituto de Fisica de
Sao Carlos. da Universidade de Sio Paulo,
para obtencao do titulo de Doutor em

Ciéncias: Fisica Basica.

Orientador: Prof. Dr. José Eduardo Martinho Hornos

DEPARTAMENTO DE FisicA E CIENCIA DOS MATERIAIS
Sa0o CARLOS - 1997



Masili, Mauro

Célculo das energias e probabilidades de transic3o para o dtomo de
hélio pelo método adiabatico hiperesférico/Mauro Masili.~S3o0 Carlos,
1997.

121 p.

Tese (Doutorado)-Instituto de Fisica de S3o Carlos, 1997.

Orientador: Prof. Dr. José Eduardo Martinho Hornos

1. Fisica atémica. 2. Método adiabético hiperesférico. 3. Proble-
ma de trés corpos. |. Titulo.




"l g Il) DE UNIVE~RSIDADE '
q DE SAO PAULO
Av. Dr. Carlos Botelho, 1465

Instituto de Fisica de Sao Carlos CEP 13560-250 - Sio Carlos - SP
Brasil

Fone (016) 272-6222
Fax (016) 272-2218

MEMBROS DA COMISSAO JULGADORA DA TESE DE DOUTORADO DE MAURO
MASILI APRESENTADA AO INSTITUTO DE FiSICA DE SAO CARLOS,
UNIVERSIDADE DE SAQ PAULO, EM 20/01/1997.

COMISSAO JULGADORA:

Pyof. Dr.zlos Eduardo Martinho Hornos/IFSC-USP
-

/ ({

Prof. Dr. Milan %ZC’USP

: 77
Y87
i

Prof. Dr. Valter L:ﬁlg{bibero/lFSC-USP

&b

____________ £ >
" Dr. Lee Mu-Tao/UFSCar

C:\WINWORD\WLA\OFDEFD.DOC

USP - Educacao para o Brasil



Aos meus pais,
José e Cireni,
€ aos meus Irmaos,

Marcia e Mauricio.



Este trabalho teve o apoio

financeiro do CNPq e FAPESP.



Agradecimentos

Gostaria de agradecer a todos que, de uma forma ou de outra, contribuiram pa-
ra a realizagdo deste trabalho, e também aqueles que se fizeram presentes. Em

especial:

¢ ao Prof. Hornos pela orientacdo segura, pelo grande incentivo, dedicacio,
e por sua grande influéncia em minha formacio cientifica. Também 4 Yvo-

ninha Hornos, pelas corre¢oes.

* 2 todos os amigos do grupo, em especial Jean e Esmerindo ”Gandhi”, por

toda a ajuda e companheirismo.

® aos colegas Mdrcio, Salviano, Virgilio, Manzoli, Daniela, Reginaldo ... e

tantos outros que seria impraticavel citar todos.

e a0 Henrique, Moretto e Reginaldo, porque as coisas n&o séo bem assim do

jeito que a gente pensa que elas sdo mesmo!



Enfim, & minha esposa querida, Chris (Zi), sem a qual eu ainda estaria em
busca de um grande amor! A ela, todo o meu carinho e reconhecimento, im-

possiveis de se expressarem em palavras.

O homem é a mais elevada das criaturas,

A mulher é o mais sublime dos ideais.

Deus fez para o homem um trono,

Para a mulher, um altar.

O trono exalta, o altar santifica.

O homem é o cérebro; a mulher, o coragao.

O cérebro fabrica a luz, o coragao produz o amor.

A luz fecunda, o amor ressuscita.

O homem é forte pela razdo, a mulher é invencivel pelas lagrimas.
A razao convence, as lagrimas comovem.

O homem é capaz de todos os heroismos,

A mulher é capaz de todos os martirios.

O heroismo enobrece, 0 martirio sublimiza.

O homem tem a supremacia, a mulher, a preferéncia.

A supremacia significa a forga, a preferéncia representa o direito.
O homem ¢ um génio, a mulher, um anjo.

O génio é imensurdavel, o anjo é indefinivel.

A aspiragdo do homem ¢ a suprema gléria,

A aspiracdo da mulher é a virtude extrema.

A gléria tudo engrandece, a virtude tudo diviniza.

O homem é um cédigo, a mulher, um evangelho.

O cdédigo corrige, o evangelho aperfeicoa.

O homem pensa, a mulher sonha.

Pensar é ter no cranio uma larva, sonhar é ter na fronte uma auréola.
O homem é um oceano, a mulher, um lago.

O oceano tem a pérola que adorna, o lago, a poesia que deslumbra.
O homem é a 4guia que voa, a mulher, o rouxinol que canta.
Voar é dominar o espaco, cantar é conquistar a alma.

O homem é um templo, a mulher é o sacrario.

Ante o templo nos descobrimos, ante o sacrario nos ajoelhamos.
Enfim, o homem esta colocado onde termina a terra,

A mulher, onde comeca o céu.

(“O Homem e a Mulher” de Victor Hugo)



Conteudo

Resumo

Abstract

Introducgao

O Método Adiabatico Hiperesférico (HAA)
2.1 Coordenadas Hiperesféricas . . . . ... ... ... ... .....
2.2 A Equagdo de Schrédinger . . . . . ... ... ... .. .. ....

2.3 O Tratamento Adiabatico . .. .. . .. .. . .. . .. .. . ...

A Equagao Angular

3.1 Resolugdo por Série de Poténcias . . . . ... .. ... ... ...
3.1.1 Normalizagdo da Fungdo Angular . . . . . ... ... ...

3.2 Resolugdo por Diagonalizagdo Truncada . . . .. ... ... ...
3.2.1 Termo Cinético . . . . ... ... .. ... ... ... ...
3.2.2 Interagbes Elétron-Nucleo . . . . ... . ... ... ...,
3.2.3 Interacdo Elétron-Elétron . . .. ... ... ... .. ...

3.3 Comportamento Assintético . . . . . ... ... ... ... ... .

13

14

16

19

21



CONTEUDO

ii

4 A Equacgao Radial
4.1 Acoplamentos Nao Adiabdticos . . . .. ... . ... ... . ...
4.2 Comportamento na Origem . . . . . ... .. ... ... .....
4.3 Comportamento Assintético . . . . . . . . ... ... ... ...

4.4 Normalizacao da Fungdo Radial . . . . .. .. . ... ... .. ..

5 As Forcas de Oscilador
5.1 “Length Form” . . . . ... .. ... ... ... ... ... . ...

5.2 “Acceleration Form” . . . .. . .. .. .. .. . ... ..

6 Resultados

6.1 Curvas de Potencial . . . . . ... ... . ... ... ... ...
6.2 Fungoesde Canal . . . . .. ... ... .. ... ... ... ...
6.3 Acoplamentos Nao Adiabdticos . . . . .. ... .. .. .. ... .
6.4 Energiaspara L =0 .. .. ... ... . ... ... ... ... ..
6.5 Energiaspara L =1 .. ... ... ... .. ... .. .......
6.6 Forcasde Oscilador . . . . . . . . . ... ... ... .. .. .. .

6.6.1 “Lenght form” . . . . . . . ... ... ... ... ... ..

6.6.2 “Acceleration form” . ... ... ... . ... .. ... ..

7 Conclusao e Perspectivas

Bibliografia

Apéndices

A Calculo dos Coeficientes de Mistura dos Canais

34

36

39

40

42

44

45

50

52

o4

o6

63

65

70

74

74

79

86

89

93

94



CONTEUDO iii

B Relagoes de Recorréncia 97
B.1 Funcagode Canal . .. ... ... ... ... ... ......... 97
B.2 Fungao Hiper-Radialem R=0 . . . ... ... ... ... . ... 98

C Propriedades Analiticas em R = 0 100

D Coeficientes Assintéticos (R — o0) 106



Lista de Figuras

6.1 Convergéncia da primeira curva de potencial (u = 1 de L = 1)
em fungao da dimensdo da matriz diagonalizada, que é respecti-
vamente 110 x 110, 132x 132, 182x 182 e 420x420. A curva mais
baixa foi calculada pela expansio em série de poténcias. . . . . . 53
6.2 Curvas de potencial (L = 0) usadas para calcular a energia do
estado fundamental do dtomo de hélio. p=1,2,...13. . .. . .. 55
6.3 Anti-crossings entre as curvas de potencial (L =0) u =12 ey = 13
(R~385)epu=1leu=12(R~49) ... . ... .. ..... 56
6.4 Funcaodecanal u=1(L=0). .. ... ... ... .. .. ... 58
6.5 Fungdodecanal p=2(L=0). .. ... ... . ... .. ... .. 59
6.6 Fungaodecanal p=6(L=0). .. ..... ... ... ... .. .. 60
6.7 Funcaodecanal pu=12 (L =0). . ... ... . ... .. .. ... 61
6.8 Funcaodecanal pu=13(L=0). . ... ... . ... .. ... .. 62
6.9 Acoplamentos nao adiabédticos P, (R). . . . . . ... . ... ... 64
6.10 Acoplamentos nao adiabéticos Q,,(R) para u=1,3,5. . . . . . . 64
6.11 Acoplamentos ndo adiabéticos Q,,(R) para p=6,12. . .. . .. 65

v



Lista de Tabelas

6.1

6.2

6.3

Convergéncia da energia do estado fundamental (L = 0) em funcéo
do passo utilizado na propagacdo de N, = 5 equacgoes radiais

acopladas. . . . . ...

Convergéncia da energia do estado fundamental (L = 0) em funcao
do ntimero N, de estados angulares acoplados nas equagoes radi-
ais. As colunas A e B diferem pelo nimero de componentes de
momenta angulares acoplados no calculo da curva de potencial
mais baixa (n,l) = (0,0) pela Eq. (3.1). Em A foram usadas 18
componentes de momenta angulares, enquanto em B foram usadas
30. Todas as outras curvas de potencial foram obtidas usando-se

10 componentes. A primeira linha corresponde & EAA. . . . . . .

Convergéncia da energia do primeiro estado excitado (L = 0) como
funcio do nimero N, de estados angulares acoplados nas equagoes
radiais. No cdlculo da curva de potencial mais baixa (n,l) = (0,0)
pela Eq. (3.1) utilizamos 30 componentes de momenta angulares.
Todas as outras curvas de potencial foram obtidas usando-se 10

componentes. A primeira linha corresponde a EAA. . . . . . ..



LISTA DE TABELAS

vi

6.4

6.5

6.6

6.7

6.8

6.9

Comparagéo entre a energia do estado fundamental (L = 0) calcu-
lada por diferentes métodos. . . . . .. .. ... ... ... ...
Convergéncia da energia do primeiro nivel (L = 1) como funcéo
do numero N, de estados angulares acoplados nas equacées radi-
ais. O calculo da curva de potencial mais baixa (n, 11, 1) = (0,0,1)
pela Eq. (3.1) usou 60 componentes de momenta angulares. Todas
as outras curvas de potencial foram obtidas usando-se 20 compo-

nentes. A primeira linha corresponde & EAA. . . . . . . . .. ..

Convergéncia da energia do segundo nivel (L = 1) como fungio
do numero N, de estados angulares acoplados nas equagdes radi-
ais. O calculo da curva de potencial mais baixa (n, 1}, 1) = (0,0,1)
pela Eq. (3.1) usou 60 componentes de momenta angulares. Todas
as outras curvas de potencial foram obtidas usando-se 20 compo-
nentes. A primeira linha corresponde & EAA. . . . . . . .. ...
Comparagdo entre as energias teéricas (L = 0 e L = 1) obtidas
pelo presente trabalho e o método variacional [39]. . . . .. . ..
Convergéncia da forga de oscilador calculada ( “length form”) para
a transicdo 1s® (15¢)-1s2p (1P°) no dtomo de hélio em funcio do

numero de equagdes radiais acopladas, pmax (para L = 0) e Moo

Convergéncia da forga de oscilador calculada (“length form”) para
a transi¢ao 1s® (15¢)-1s3p (* P°) no dtomo de hélio em funcio do

numero de equagdes radiais acopladas, pmax (para L = 0) e T



LISTA DE TABELAS

viil

6.10

6.11

6.12

6.13

6.14

6.15

Convergéncia da forga de oscilador calculada (“length form”) para
a transigao 1s2s (15¢)-1s2p (* P°) no 4tomo de hélio em funcéo do

numero de equagdes radiais acopladas, fima.y (para L = 0) e .

Convergéncia da forga de oscilador calculada (“length form”) para
a transigao 1s2s (5°)-1s3p (1 P°) no dtomo de hélio em funcao do

numero de equagdes radiais acopladas, pmax (para L = 0) e u! .

Comparacao entre a forga de oscilador (“length form”) para a
transicao 1s® (1.5%)-1s2p (1 P°) do presente trabalho com resultados

de diferentes métodos. . . . . .. . ... ... ...

Convergencia da forga de oscilador calculada (“acceleration form”)
para a transicao 1s* (159)-1s2p (1 P°) no 4tomo de hélio em fungio

do nimero de equagdes radiais acopladas, pmax (para L = 0) e T

Convergéncia da forga de oscilador calculada (“acceleration form”)
para a transicdo 1s* (15%)-1s3p (1 P°) no 4tomo de hélio em funcao

do ntimero de equagdes radiais acopladas, pmax (para L = 0) e /.

Convergencia da forca de oscilador calculada (“acceleration form”)
para a transi¢do 1s2s (*5¢)-1s2p (1 P°) no 4tomo de hélio em fungao

do numero de equacoes radiais acopladas, fimax (para L = 0) e u!



LISTA DE TABELAS

6.16 Convergéncia da forca de oscilador calculada (“acceleration form”)
para a transicdo 152s (15¢)-1s3p (! P°) no dtomo de hélio em funcéo

do numero de equagoes radiais acopladas, pmax (para L = 0) e ur ..

6.17 Comparacao entre as forgas de oscilador tedricas (“length form”)
obtidas pelo presente trabalho e o método variacional. f; da re-
feréncia [41]. . . . . ...

6.18 Comparagao entre as forgas de oscilador tedricas (‘“acceleration
form”) obtidas pelo presente trabalho e o método variacional. fj4

da referéncia [44]). . . . ... ..o



Resumo

A energia nio adiabética do estado fundamental para o 4tomo de hélio é obtida
com o formalismo adiabdtico hiperesférico (HAA). Curvas de potencial, acopla-
mentos nao adiabaticos e fungdes de canal sdo calculados por um procedimento
numericamente exato baseado em uma expansao analitica das funcoes de canal.
As equacoes radiais acopladas sdo resolvidas por técnicas usuais. A convergéncia
do procedimento é investigada conforme os acoplamentos nao adiabaticos sao sis-
tematicamente introduzidos. Com a inclusdo, pela primeira vez, de onze curvas
de potencial e fungoes de canal obtém-se uma energia para o estado fundamental
que difere do melhor cdlculo variacional por 0.1 partes por milhao. As forcas de
oscilador para as transicoes discretas do hélio na “length-form” e “acceleration-
form” também sao calculadas. Concluimos que o HAA nao estd mais obstruido
pela falta de uma prescri¢io para se obter fungoes de onda de precisio arbitraria

para sistemas coulombianos.



Abstract

The nonadiabatic ground state for the helium atom is obtained with the hyper-
spherical adiabatic approach (HAA). Potential curves, nonadiabatic couplings,
and channel functions are calculated by a numerically exact procedure based on
the analytical expansion of the channel functions. The coupled radial equations
are solved by standard techniques. The convergence of the procedure is investi-
gated as nonadiabatic couplings are systematically introduced. The inclusion, for
the first time, of eleven potential curves and channel functions gives a ground-
state energy that differs from the best variational calculation by 0.1 parts per
million. The oscillator strength for the discrete helium transitions in the length-
form and acceleration-form are also presented. We conclude that the HAA is
no longer hampered by the lack of prescription for the obtainment of arbitrary

precision wave functions for Coulombic systems.



Capitulo 1

Introducao

Com o desenvolvimento da Mecénica Quantica, ampliaram-se as esperancas quan-
to ao entendimento da dindmica e das propriedades dos sistemas moleculares a
partir de primeiros principios. O rdpido desenvolvimento da Quimica Tedrica
e da Biologia Molecular na segunda metade deste século demandou uma maior
compreensao dos sistemas Coulombianos, que estdo na base das ciéncias molecu-
lares. Um processo semelhante ocorreu também na Fisica Nuclear onde, uma vez
estabelecidas as interagdes nucleares, a questdo da solubilidade das equacées de
movimento adquiriu importancia capital.

O enorme sucesso da Mecanica Quéntica estd sem divida ligado & sua ca-
pacidade de fornecer sistemas exatamente soliveis, como por exemplo o dtomo
de hidrogénio e o oscilador harménico, que servem de base para a investigacio
de sistemas de maior complexidade. Por exemplo, as solucdes analiticas para
o atomo de hidrogénio foram exaustivamente utilizadas como ponto de partida
para o estudo de 4tomos maiores, dando origem ao método das particulas inde-

pendentes.
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Esses esforgos, ndo obstante, encontraram uma limitacio fundamental j& na
analise do 4tomo de hélio. A existéncia de uma forte correlagio entre os elétrons
destrdéi a solubilidade e ocasiona problemas graves de convergéncia se nos atermos
as func¢bes hidrogendides como base para os célculos teéricos. Desenvolveram-se
assim varios modelos aproximados tanto em Fisica Atémica quanto em Fisica
Molecular, dedicados & solu¢do de fenémenos especificos. E o caso da apro-
ximagdo de Hartree-Fock e o método de Born-Oppenheimer, usados em Fisica
Atdmica e Molecular. Se de um lado essas técnicas sio computacionalmente efi-
cientes, de outro sao limitadas quanto a uma perspectiva unificante dos fenémenos
atomicos e moleculares. Desta forma, a busca que empreendemos é pela solubili-
dade dos sistemas quénticos em geral e mais ainda, tendo em mente uma perspec-
tiva unificante da maneira que vemos e compreendemos tais sistemas. O estudo
do problema de poucos corpos tem um papel de grande importancia neste em-
preendimento por permitir a compreensao das bases que regem os sistemas mais

complexos.

Em especial o problema quantico de trés corpos é o sistema mais simples
encontrado na natureza que exibe o aspecto fundamental dos sistemas mais com-
plexos: o forte correlacionamento de particulas de massas compariveis. Exem-
plos desses sistemas podem ser encontrados nas mais diversas areas. Em Fisica
Atomica, por exemplo, hi os dtomos de dois elétrons como hélio e o fon negativo
do hidrogénio H~. Em Fisica Molecular, pode-se estudar os fons moleculares como
H3 e df. Ainda h4 os casos intermedidrios que se situam entre a Fisica Atomica
e Molecular, no que diz respeito & relacio entre as massas das particulas, como

por exemplo os sistemas exdticos eeu, ddu, dtp e Ps™ ou os sistemas de massas
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varidveis que podem ser simulados no interior de materiais semicondutores [1].

Os sistemas nucleares e subnucleares também merecem grande atencao.

Um contingente significativo dos esforcos tedricos no estudo desses problemas
estd direcionado para a obtengdo de solugdes no chamado “estado de arte”. Sdo
solugoes altamente precisas, indispensdveis para a posterior inclusdo perturbativa
de efeitos relativisticos. Qutro problema é o cilculo de estados excitados e mul-
tiplamente excitados. A possibilidade experimental de “fabricar” esses estados
e provocar a ionizacao por multiplos fétons para o continuo é extremamente es-
timulante e rica em suas propriedades. Além disso, também h4 a dificuldade de
se calcular as ressonancias auto-ionizantes, que podem ser estudadas experimen-
talmente pela radiagdo sincrotrénica. Ainda devemos mencionar a importancia
da resolugao do problema de trés corpos visando o célculo de propriedades no
continuo (fungdes de onda). As técnicas para a solucao da equacio de Schrédinger
nessas condicoes se encontra num estdgio muito mais atrasado que a analise dos

estados ligados.

Uma variedade de métodos e modelos que tratam o problema de poucos corpos
€ encontrada na literatura para as situagées mencionadas. O método variacional
fornece energias muito precisas para o estado fundamental, mas sua eficiéncia
decresce rapidamente para o calculo de estados excitados e passa a ser dramética
para a obtencao de propriedades do continuo. Limitages semelhantes sdo obser-
vadas para o método de Hartree-Fock e o das multiplas configuracoes. O método
das particulas independentes, que é amplamente utilizado em Fisica Atoémica, in-
troduz os efeitos de correlagdo entre as particulas mais leves perturbativamente,

de forma controlada. Em Fisica Molecular, o método de Born-Oppenheimer [2]
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utiliza um procedimento adiabatico para separar o movimento nuclear do movi-
mento eletronico. Este procedimento consiste em resolver a equagio eletrénica
para valores fixos das distancias internucleares, gerando um conjunto infinito de
curvas de potencial. Todos esses métodos, apesar de fornecerem resultados pre-
cisos em suas dreas de atuacdo, ndo permitem uma visio unificada de sistemas

atomicos, moleculares e nucleares.

Desde os primérdios da Mecanica, é praticamente regra a adocao de coor-
denadas individuais para cada uma das particulas que constituem os sistemas,
como por exemplo as coordenadas esféricas usuais. Esse tipo de coordenda é
apropriado para descrever sistemas fracamente interagentes, onde a individuali-
dade das particulas é preservada. No entanto, quando o movimento coletivo é
mais importante que os aspectos individuais, essas coordenadas sdo pouco efi-
cientes. Uma das mais antigas constatacdes desse fato é o estado fundamental do
atomo de hélio, onde as duas caracteristicas, individual e coletiva, sdo igualmente

importantes.

Coordenadas hiperesféricas sio coordenadas esféricas em N = 3(N —1) di-

mensoes, onde N é o nimero de particulas do sistema. O raio hiperesférico

R=\/r{+---+r%_ e N -2 angulos hiperesféricos substituem as coordenadas
radiais esféricas, mantendo as outras coordenadas (angulos individuais de cada
particula). Um dos primeiros autores a utilizar esse conjunto de coordenadas foi
Fock [3], nos anos trinta. Esse conjunto de coordenadas tem como uma de suas
grandes vantagens, a incorporagio nas equacdes de movimento de efeitos indi-
viduais e coletivos do sistema. Dessa forma, as coordenadas hiperesféricas sio

apropriadas para descrever sistemas onde efeitos do movimento coletivo sdo tdo
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ou mais importantes que a individualidade das particulas.

Nesta tese, serd utilizado o Método Adiabatico Hiperesférico (HAA), apli-
cado ao dtomo de hélio, para calcular niveis de energia para L = 0 e L = 1,
além das forgas de oscilador para as transi¢oes entre os niveis calculados. Esse
método foi pioneiramente aplicado em Fisica Atémica por Macek [4] somente no
limiar dos anos setenta. No HAA, a equagdo de Schrédinger é escrita nas coor-
denadas hiperesféricas. Neste método, todos os sistemas, moleculares, atémicos
ou nucleares, sdo descritos por curvas de potencial hiperesféricas, similares aos
potenciais moleculares da aproximagdo de Born-Oppenheimer para moléculas
diatomicas. O procedimento baseia-se na expansio adiabatica da func¢do de onda
total do sistema. O tratamento adiabético permite que a equacio de Schrédinger
“quasi-separdvel” seja resolvida em dois movimentos fundamentais. Primeiro
resolve-se a equagdo de autovalores para o operador angular, mas com uma de-
pendéncia linear no hiper-raio R e obtém-se curvas de potencial e autofungoes
denominadas fungdes de canal. O primeiro passo é certamente o mais dificil. Sao
equagOes diferenciais parciais multiplas que devem ser resolvidas para cada valor
do hiper-raio, tomado como um parametro adiabético. A seguir, expande-se a
funcdo de onda total usando como base as funcdes de canal. Obtém-se assim
um sistema infinito acoplado de equacdes diferenciais ordiné,rias para as funcoes
hiper-radiais. Os acoplamento desse sistema sdo denominados acoplamentos nio
adiabéticos. Uma das vantagens que se destaca no HAA é que as curvas de poten-
cial e os acoplamentos ndo adiabaticos nio dependem do autoestado em anilise,
permitindo em principio o conhecimento de todas as propriedades do sistema.

Este método é “exato” no sentido que as corre¢des devido ao truncamento do
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sistema de equagbes angulares, podem ser paulatinamente incluidas via termos
de acoplamentos néo adiabaticos. Com o HAA é possivel calcular as propriedades
do sistema tanto para os estados ligados quanto para os estados de espalhamento,
resolvendo-se apropriadamente as equagdes radiais. Enquanto que para os estados
ligados imp&e-se como condigdo de contorno assintética o anulamento da fungao
de onda, para estados de espalhamento requer-se solucoes assintoticamente os-
cilantes. A resolucdo das equagdes radiais é incomparavelmente mais facil que a
angular, e pode ser resolvida por procedimentos numéricos usuais, como o método

de Runge-Kutta.

Curvas de potencial sio obtidas com preciso por métodos de diagonalizagao
para forcas de curto alcance [5]. No entanto, para forcas de longo alcance este
procedimento néo é prético, devido a diferentes comportamentos da fungéo de
onda nas regides de R = 0 e R assintético, gerando convergéncia lenta. Ao invés
de utilizar um procedimento de diagonalizacao, serd usada uma solucdo em série

de poténcias em uma nova varidvel para gerar solugoes convergentes estiveis.

Algumas aproximacdes podem ser feitas na resolucao das equagdes radiais.
A primeira e mais imediata é negligenciar totalmente os termos que acoplam
essas equagOes. Essa medida aparentemente drdstica é chamada Aproximagao
Adiabdtica Extrema (EAA). Ainda assim pode-se obter resultados semi-quanti-
tativos precisos, com erros relativos da ordem de 1%. Uma aproximagao méﬁos
drastica é considerar somente os acoplamentos diagonais e negligenciar os demais.
Essa aproximagéo é denominada Aproximacao Adiabatica Desacoplada (UAA) e
com ela consegue-se uma sensivel melhora na energia calculada. Por ultimo, o

sistema infinito de equagées radiais é apenas truncado e tem-se a Aproximacao
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Adiabética Acoplada (CAA). Durante sucessivos anos, observou-se na literatura
que a energia calculada na EAA estava sempre abaixo da energia exata do sistema
enquanto que a calculada na UAA era um limite superior, obedecendo o principio
variacional. Faltava a prova definitiva e esta veio com um teorema demonstrado
por Coelho e Hornos [6], chamado Teorema das Desigualdades Basicas que esta-
belece que para o estado fundamental a energia calculada pela EAA é um limite
inferior enquanto que a calculada pelas UAA e CAA sdo limites superiores, ou
seja, €paa < € < €caa < €uaa, onde € é a energia exata do estado fundamental.
No entanto o método néo foi competitivo no terreno dos resultados precisos. Por
isso, ele foi durante muito tempo criticado por muitos setores da comunidade
cientifica. A literatura contém uma grande quantidade de calculos que se uti-
lizam do método hiperesférico e suas variantes [7, 8, 9]. Apesar disso, a grande
maioria desses calculos é feita dentro da Aproximacao Adiabatica Extrema e da
Aproximagao Adiabética Desacoplada. O primeiro célculo nio adiabatico que
surgiu na literatura sé ocorreu em 1986 com o trabalho de Hornos et al. [10], que
resolveu duas equagoes radiais acopladas com todos os termos nio adiabdticos.
Este trabalho tem grande importdncia também por ter proposto uma resolucio
matematica rigorosa e precisa para a obtenc¢do de curvas de potencial. A partir
dal o método hiperesférico nao estd mais limitado pela auséncia de uma prescricao
matemadtica rigorosa para a obtengao de curvas de potencial e funcoes de canal.
Em outro trabalho [11] generalizou-se o método para a aplicacio em sistemas de
massas variaveis. Ha também na literatura importantes trabalhos que versam
sobre o método hiperesférico. Entre eles, um importante artigo de revisao de

U. Fano [12] em 1983 e outro de C. D. Lin [13] em 1995.
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O objetivo desta tese é demonstrar de forma clara que o método pode e deve
ser uma alternativa teérica nao sé por sua abrangéncia e simplicidade mas também
pela competitividade numérica. Alguns resultados dessa pesquisa ja foram pu-
blicados [14]. Eles contém curvas de potencial e coeficientes nao adiabéticos e
principalmente o célculo da energia do estado fundamental do dtomo de hélio,
com acurdcia comparavel ao melhor célculo variacional, melhorando a precisao
da referéncia [10] em quatro ordens de grandeza. O erro relativo ao valor varia-
cional de 97 partes por bilhao atesta definitivamente a capacidade do método em
fornecer resultados precisos e confidveis. Neste trabalho, foram resolvidas onze
equacdes radiais acopladas com todos os acoplamentos ndo adiabaticos incluidos.
Pela primeira vez surge na literatura um trabalho que satura a convergéncia
adiabatica, isto é, a inclusdo de uma grande quantidade de curvas de potencial
com todos os seus acoplamentos. Na sequéncia deste trabalho, calculou-se a en-
ergia do primeiro nivel excitado e expandiu-se os cédigos para calcular estados
de momentum angular total L = 1. Com isso, foi possivel a obtengao de fungdes
de onda tanto de L = 0 quanto de L = 1, permitindo calcular os elementos
de matriz para a aproximacdo de dipolo elétrico. Também foram calculadas as
forcas de oscilador para transicoes de um féton entre esses niveis. Os resultados
para as forcas de oscilador também estao em excelente acordo com os célculos
variacionais. Este resultado é importante porque demonstra que nao somente as
energias calculadas sdo precisas mas as fungdes de onda também descrevem muito
bem o sistema. Esses novos resultados estdo sendo preparados em novo artigo

para serem reportados a comunidade cientifica.

Nesta tese, o capitulo 2 contém uma descrigdo detalhada do método adiaba-
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tico hiperesférico. O capitulo 3 aprofunda o estudo da equacdo de autovalores
para o operador angular. O capitulo 4 discute as solucdes da equacao radial com
as condi¢bes de contorno apropriadas. O capitulo 5 deduz as equacoes para o
calculo das forcas de oscilador dentro do formalismo hiperesférico e no capitulo 6
sao apresentados e discutidos os principais resultados. Finalmente no capitulo 7
sdo apresentadas a conclusao, as perspectivas que se abrem e as novas pesquisas

que se avizinham.



Capitulo 2

O Método Adiabatico

Hiperesférico (HAA)

O uso das coordenadas hiperesféricas para o problema de N corpos tem uma longa
tradicao em Fisica Atomica e Molecular [12]. A investigacao de sistemas de poucos
corpos utilizando o formalismo hiperesférico é motivada por véarias razoes, sendo
a primeira delas sua universalidade. Sistemas atdmicos e moleculares [10, 11, 14],
além dos nucleares [15], que usualmente sdo estudados com diferentes métodos,
podem ser tratados a partir de um ponto de vista unificado pelo uso do HAA.
Recentemente aplicagées em estado sélido, como excitons ligados a impurezas e
quantum dots [1, 16] foram feitas e em fisica de particulas elementares o método
hiperesférico tem sido utilizado para tratar problemas de trés corpos em tenta-
tivas de descrever o espectro de massa de hadrons com o modelo de quarks néo
relativistico [17]. A segunda razao ¢ a possibilidade de descrever as propriedades
fisicas de um sistema quantico em termos de curvas de potencial e acoplamentos

nao adiabaticos de forma semelhante ao método de Born-Oppenheimer. Outra

13
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importante caracteristica do método é a independéncia das curvas de potencial
e acoplamentos da energia. Finalmente, 0 HAA permite incluir paulatinamente
corregoes, comegando com a aproximagao adiabética extrema (EAA) e indo até
altas precisdes [14]. Foi mostrado que a EAA é um limite inferior para a energia do
estado fundamental e que outras correcoes ndo adiabéticas sdo limites superiores
[5]. Além dessas caracteristicas fundamentais, o HAA permite o calculo de esta-
dos excitados ligados e no continuo. Coordenadas independentes e coletivas sio
incorporadas e uma tnica coordenada radial esta presente. Outra caracteristica

€ que a equagdo radial tem sempre a mesma estrutura.

A idéia bésica consiste em solucionar inicialmente a equacio de Schrédinger

para (3N — 4) angulos para valores fixos de R, onde R = \/r% 4 rd 6
o raio hiperesférico [4, 10, 11], obtendo curvas de potencial U.(R) e fungdes de
canal ®,(R,(2). A seguir, calcula-se os acoplamentos nio adiabaticos, P,,(R) e
Quv(R). No tratamento adiabético, a funcdo de onda total do sistema é expandida
tendo como base as fungdes de canal. Finalmente, um sistema de equagoes dife-
renciais ordindrias radiais fornece as energias dos estados ligados bem como as
propriedades no continuo. Devido ao caréter ab initio do método, a precisio sé é

limitada pelo truncamento das expansdes e do sistema de equacses radiais.

2.1 Coordenadas Hiperesféricas

Sistemas ortogonais de coordenadas em espagos multi-dimensionais, que incluem
um raio generalizado R, que corresponde ao r usual em duas ou trés dimensdes,

sdo chamados “hiperesféricos”. Para sistemas de N corpos, um conjunto de co-
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ordenadas hiperesféricas em N = 3(IV — 1) dimensdes pode ser escolhido de tal

forma que obedega a seguinte relacao:

1 R sinag sinag . . . sinay—o
T Rsinag sinas . .. cosay_o
(2.1)
TN-2 R sina; cosas
rN—1 R cosay

Vamos introduzir as coordenadas hiperesféricas para sistemas atomicos de
dois elétrons, tais como hélio atémico e o fon negativo do hidrogénio (H™). Nesses
sistemas, podemos utilizar a aproximacao de nicleo com massa infinita. Tomando
71 e T, como sendo as posigdes dos dois elétrons medidos a partir do nicleo, as

coordenadas hiperesféricas sdo obtidas trocando r; e ry por

r1 = Rsina, (2.2)

ro = R cosa. (2.3)

Invertendo essas relagées obtém-se

R=(r}+r)"?  0<R<oo (2.4)
aztan”:—;, 0<ac< g—, (2.5)

onde 2 é o hiper-raio e o 0 hiperangulo. Assim, os dois vetores 7 e 7 s&o troca-
dos por um tinico vetor hexadimensional. As seis coordenadas sdo representadas
por (R,§2), onde Q = («, 6y, ¢1, 09, ¢2) denota os cinco angulos, sendo 6;, ¢; os
angulos esféricos do elétron ¢. Nestas coordenadas temos uma descricdo em ter-

mos de coordenadas coletivas (R, @) e também mantemos a individualidade das
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particulas, com as coordenadas (6;,¢;). Nesse sistema de coordenadas, salta a
vista uma grande vantagem, que ¢é o fato de agora termos uma unica coordenada
radial e cinco coordenadas compactas, ao invés de duas coordenadas abertas e
quatro compactas. O raio hiperesférico R esté relacionado com o “tamanho” do
sistema enquanto a varidvel a caracteriza a correlacdo radial do par eletrénico.

Os limites de & — 0 e & — 7/2 representam a ionizagao do sistema.

2.2 A Equacgao de Schrodinger

A equagdo de Schrodinger néo relativistica para o 4tomo de hélio ou o fon H™,

na aproximagao de massa do nucleo infinita é:

1, 1, Z Z 1 ) oL
St v/2 Sl v S S =0. 2.6
( SVi-35Vi Rt E W (7, 73) = 0. (2.6)

onde Z é a carga do nicleo, E é a energia total do sistema, r; e r, as distancias
dos dois elétrons ao ntcleo e 712 a separacao entre os dois elétrons. Unidades
atémicas (A = m. = e = 1) serdo sempre utilizadas.

A equacdo de Schrédinger (2.6) escrita no espaco RY definido pelas coorde-

nadas hiperesféricas (2.2) e (2.3) é dada por

# 508 URQ
st Eap T @ T2E| VR =0, (2.7)

onde o operador U (R, 2) é definido como sendo

_ 0 8 L} L
U(RQ) = 3oz T 2 (cota — tana) S T s

2ZR 2ZR 2R

sina  coso \/ 1 — sin(2a) cosfyy

(2.8)
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O operador LI é o operador de momentum angular usual para o elétron i,

dado pela seguinte expressao:

., 1 0 ( .9 1 &
) _ oy, _1 & 2.9
L‘L sind; 891 sin 891 + Sin26i 8¢z2 ( )

A correlacao angular é representada pelo angulo 615, que é o angulo entre
os raios vetores dos dois elétrons. Em termos das coordenadas angulares de

particulas independentes, 8;2 é dado pela seguinte expressao:
cosflio = cosf cosfly + sinb; sinfy cos(d; — P2 ). (2.10)
O elemento de volume em coordenadas hiperesféricas é expresso por

di, diy = R®(sinacosa)? dR da dS2, dQQ,. (2.11)

Os termos proprocionais as derivadas primeiras a% e % em (2.7) e (2.8) sao

eliminados fazendo-se a seguinte renormalizagao:
U = UpnR™5%(sinar cosar) ™t (2.12)
Além disso, a métrica dr) dr, fica agora na forma candnica, ou seja,
dry dry = dRdadS)y dS2s. (2.13)

Assim, com a renormalizacdo (2.12) a equagdo que Wpy satisfaz é

0 |, Unn(R,9) +1/4
DR R?

onde o operador renormalizado é definido como

Urxn(R,Q) = A% + RC(Q), (2.15)
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sendo
o2 L? L2
A? = - = =2 2.16
da? sina cosla ( )
e
27 27 2
cQ) = + (2.17)

~sina  cosa \/1 — sin(2a) COS&12.
O operador A” é chamado de ‘grande momentum angular’ e C() é o potencial
total das interagoes coulombianas entre as trés particulas carregadas. Daqui em
diante serd omitido o indice “RN” para simplificar a notagao.

As autofungdes do operador A? satisfazem a equacio [18, 19]

02 L3 L3

N B 2 ! 2)?| tny1, () = 0. 2.18

da?  sin®a cosla + (24 b+l 4 2)7) w, (Q) (2.18)
Essas autofuncgoes sao

Unhlz(Q) = fnlllg (a)ylfl]\f(ﬂl, QQ)’ (219)

onde a fun¢do de momentum angular acoplado de duas particulas [O(3) x O(3)]

pode ser expandida na forma:

Vi (,92) = D (LM|lhlamymy) Yim, (1) Yim, (R2), (2.20)

il
mymso

com Y, sendo os harmonicos esféricos usuais e os coeficientes da expansao sao
os coeficientes de Clebsch-Gordan [20].

As autofuncoes em « tém a forma:

101
Frnn (@) = Nnhlz(sina)h“(cosa)l2+1P7il+2’12+2 (cos(2ar)), (2.21)

1+%712+%(

, o ! . o
onde Ny, € uma constante de normalizagdo e Py cos(2a)) é um polindémio

de Jacobi, como definido na referéncia [19].
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As fungées up,;,(€2) sdo chamadas de ‘harmoénicos hiperesféricos’ por serem
as fungoes harmonicas na superficie hiperesférica do espago hexadimensional e

formam um conjunto ortonormal completo.

2.3 O Tratamento Adiabatico

O rapido progresso do método hiperesférico para problemas de trés corpos, nas
ultimas duas décadas, deve-se muito a introdugao da aproximacdo adiabética [4],
onde a funcao de onda total do sistema é expandida como

U(R,Q) =) F.(R)®.(R; Q). (2.22)

"

A idéia bésica da expansdo adiabdtica (2.22) é que a fungdo ®,(R; ), cha-
mada de funcao de canal, varia “lentamente” com relagao a R, exceto em regides
onde se localizam “anti-crossings”. Usando a expansdo (2.22), a equagao de
Schrodinger é separdvel em uma equagdo angular, na qual R participa somente
como um parametro, e em uma equacgao radial, que contém exclusivamente a

coordenada . A equagao angular que a funcao adiabética ®,(R; ) satisfaz é

U(R, Q)0,(R; Q) = Uu(R)®,(R: ), (2.23)

onde U(R,{?) é dado pela equagdo (2.15). Essa equagdo é resolvida para cada
valor paramétrico de R e os autovalores U,(R) sdo denominados “curvas de po-
tencial”.

Substituindo a expansdo (2.22) na equacao de Schrodinger (2.14) e usando a

equac¢ao de autovalores (2.23), obtém-se o seguinte conjunto de equacoes diferen-
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ciais acopladas para as funcdes hiper-radiais F,(R):
& U,(R)+1/4
7R ul ])%2 / +2E| F,(R) + Z W .(R)F,(R) =0, (2.24)
onde
d
WW(R) = QP#,,(R)—E + qu(R)» (2.25)
B 0
Pu(R) = (Qul55120) (2.26)
e
82
QuulR) = (@l 510.). .
Nas expressoes acima, (---|---) denota a integragao sobre Q2. As quantidades

P..(R) e Q. (R) sao os termos de acoplamentos nao adiabaticos.

O método hiperesférico se processa entao por trés estagios fundamentais, onde

cada um é “input” para o préximo. O primeiro passo, e mais dificil, ¢ o cdlculo das

funcdes de canal e curvas de potencial resolvendo as equacoes diferenciais parciais

(2.23) nas cinco varidveis angulares 2. A seguir os acoplamentos nao adiabaticos

sao obtidos pela integracdo nos angulos das fungdes de canal com suas derivadas

no raio hiperesférico. Finalmente, um conjunto acoplado de equagoes radiais deve

ser resolvido para se obter as energias F e as fungdes de onda.



Capitulo 3

A Equacgao Angular

Como ja observado no capitulo anterior, a resolucdo da equacdo angular (2.23)
deve concentrar a maioria dos esforgos, por ser ela a etapa mais importante e
dificil de todo o método, devido & interagao elétron-elétron, que é nio diagonal.

A equacao em questdo é:

0* L L3 2ZR 2ZR
5 + +

U(R,Q)®,(R;Q) = [

0a?  sin‘a cos?a sine  cosa

2R
\/1 — sin(2a) cosf; s

u(R; Q) = Uu(R)D,(R: Q). (3.1)

As fungoes de canal ®,(R; 2) contém o movimento interno do sistema, junta-
mente com a rotagao global como um todo.

Estamos procurando solugdes que séo caracterizadas pelo valor do momentum
angular total L e a base mais apropriada para a expressao da dependéncia angular

¢ dada pelos harmonicos esféricos de duas particulas. Assim, as funcoes de canal

21
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para cada valor de R sdo escritas como

Pul(R; Q) = Ny Y Gy (R, ) VE (21, ), (3:2)

Ll

onde ylf{‘f sao as fungdes de momentum angular de duas particulas acoplados,
dados pela expressdo (2.20) com ||l —lsf| < L < L1+l e M = m; + my. As
fungdes Gi,1, (R, @) devem ser determinadas.

Na solugao da equagdo (3.1), é necessirio um procedimento eficiente para
manipular os cdlculos numéricos de tal forma que as curvas de potencial U.(R)
sejam obtidas de forma acurada para toda a extensdo de R = 0 até R — oo.
Para valores pequenos de R, a fungao de canal se difunde por toda a extensio de
o (entre 0 e m/2), mas para R — oo ¢é confinada nas regides préximas a o — 0 e
a— /2.

A equagado angular (3.1) tem sido resolvida na literatura através de diferentes
métodos. Entre eles podemos citar a integracio numérica direta. Este método
sofre de instabilidades numéricas, especialmente na regiio onde os autovalores
sao quase degenerados (anti-crossings). Outras técnicas usuais sio baseadas na
expansao utilizando polinémios ortonormais 4] ou um outro conjunto [21] de
fungdes com convergéncia mais rapida. Esses métodos apresentam bons resulta-
dos para sistemas nucleares (interacio de curto alcance). Para sistemas coulom-
bianos, essas técnicas de diagonalizacdao nio sio apropriadas pois a presenca de
forgas de longo alcance gera uma série de problemas tais como convergencia lenta
e comportamento assintético incorreto. Isso ocorre porque assintoticamente as
fungdes de onda se tornam altamente oscilantes e necessitam uma grande quanti-
dade de fungoes de base para representd-las. Essas dificuldades também impedem

o calculo preciso dos termos de acoplamentos nao adiabdticos.
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3.1 Resolugao por Série de Poténcias

Foi demonstrado na referéncia {10] que as instabilidades que obstruem a solugao
acurada da equagdo angular (3.1) para forgas de longo alcance podem ser evi-
tadas por um procedimento analitico. Este procedimento consiste em introduzir
uma nova varidvel z = tan(a/2), de modo que os coeficientes da equacdo (3.1)
tornam-se fungoes racionais de x. Dessa forma, as solucoes regulares podem ser
representadas por uma expansao em série de poténcias na varidvel z. Substituindo
(3.2) em (3.1) e usando as propriedades de ortonormalidade dos Y/ obtém-se
um conjunto infinito de equagdes diferenciais de segunda ordem para as curvas

de potencial e fungoes de canal:

|: 9? l (ll + 1) Iy (lg + 1) QZR 2ZR

Oa? sina cos?a sino cosa
_U#(R)] Gulllz(R CK = ZRZCIJIILII’I’ )G#lllQ(R>Q)' (33)
1,
Nesta equacao a quantidade Cﬁﬁgzg(a) é dada por
YLAI* YL

CHYL L ( / / b Vi 40 40, (3.4)
\/1 — sin(2a) cosb 2

Esta integral pode ser avaliada expandindo-se a raiz quadrada em harmonicos

esféricos. Este cédlculo é feito no apéndice A.

O sistema de equagoes (3.3) admite solugoes exatas no limite ® = 0. Neste
limite, o sistema desacopla e pode ser reduzido a uma unica equagao diferencial
cujas solugdes sao polindmios de Jacobi [19]. A equagado (3.3) tem polos em a = 0

e a = 7/2 e vamos exigir que as solucoes devam ser finitas nesses pontos.
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O principio de exclusdo de Pauli ird impor simetrias nas funcées de canal:
D, (R0, ,Q2) = (=1)58,(R; /2 — o, Oy, ), (3.5)

onde .S = 0,1 é o spin do par eletrénico.
Nas coordenadas hiperesféricas, a transformagéo pela troca de 7, « 7 cor-
responde a troca a <> m/2 — a. As propriedades de simetria das funcées Y

sob a troca de coordenadas sao:
yl[;ljg(ﬂlv Q2) = (_1)ll+l2+Lyl§ﬁ4(QQ’ Ql) (36)

O principio de exclus@o de Pauli juntamente com as propriedades (3.6) per-

mitem escrever as propriedades de simetria para as fungdes G 1, (R, o):
Gunip (R, @) = (=)' =H49G 0, (R /2 — ). (3.7)

Derivando-se a equagéo (3.7) em relagao a a obtém-se uma segunda equacio:

0 0
lz — 1 li+la+L+S+1 R . .
o G#hb( ) Oz) ( ) 85(}#1211( 7ﬁ) benfaa (3 8)

As equagoes (3.7) e (3.8) devem ser satisfeitas em todo o intervalo de a, em
particular em o« = 7/4, que é o ponto onde se impdem as condicdes de contorno
para resolver o sistema (3.3).

Nos polos em o = 0 e & = 7/2, a divergéncia é eliminada pela seguinte

renormalizacgao:
Guni (R, @) = (sina)" ™ (cosa) 2" Fp, 1, (R, a). (3.9)

Utilizando a renormalizagao acima e introduzindo-se uma varidvel apropri-

ada, pode-se resolver o sistema (3.3) por meio do método de Frobenius, com
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uma expansao em série de poténcias nessa varidvel. A varidvel em questao foi

introduzida pela primeira vez por Hornos et al. [10] e é:

z = tan(a/2). (3.10)

Com as transformagdes acima a nova equagao para as componentes F ity (R, )

pode ser escrita como

d? d
{A(z)aﬁ + Bu,u, (x)ﬂ + ZRE(z) — D(z) [(11 + I +2)*+
+U#(R)] } F#lll2(R7 l‘) = RZ Klllzl'll'z (x)Fulilé(R, 2?), (311)
il

onde A(z), By, (z), E(z), D(z) e K}, (2) so definidos por:
Alz) =z +2* —2° - 27, (3.12)
B, (z) = (2l +2) — (20 + 8L, + 8)a® — (20, + 8y + 10)z* + 20,25, (3.13)
E(z) =4+ 8z + 82° — 42, (3.14)
D(z) = 4z — 423, (3.15)
Kivain, (z) = Qb -l (] 2y h—la+l(] 4 g2kt -t lezlgz;z;(x)(&w)

onde Cf;{;ll,l i, () é dado pela equagdo (3.4) que ¢ avaliada no apéndice A.

Expandindo a fungao Fj,;,(R,z) e os coeficientes Kj iy (x) em série de

poténcias de x como segue,

Fuw(Rz) =3 £ (R)zV 1, (3.17)
N=1
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KlllQ( )_ Z k(N) N= 1a (318)

1l T
N=1

e substituindo em (3.11) obtemos uma relacao de recorréncia para os coeficientes

fitiy(R).

As solugées de (3.11) tém um comportamento exponencial decrescente para
grandes valores de R. Outro aspecto interessante é o coniportamento em R = 0,
cujas solugbes sao séries infinitas em z. Para obter um comportamento polino-
mial dado pelos harmoénicos hiperesféricos [equagdo (2.21)] introduz-se um fator
(14 x?)%, onde S, =1, +1lo+2~m, e m, = /U, (R = 0). Combinando entao
ambas propriedades chega-se a um novo sistema de equagoes cujas solugoes sao

séries que convergem muito mais rapidamente. Assim,
F#lllQ (R7 I) = (1 + x2>s“€‘ZRa/n“Ful1l2(Rv I)a (319)
onde

Fun(R,z) = Zf%L( JEa (3.20)

A relacao de recorréncia para os coeficientes f . ,2( ) ¢ dada no apéndice B.
Até aqui, esse procedimento é exato e eficiente. A unica aproximacao que
ocorrerd na pratica serd o truncamento das expansoes nos momenta angulares e

na série em z.

3.1.1 Normalizagao da Fun¢ao Angular

A norma da funcao de canal é dada por:

(@,.(R; Q)|®,(R; Q) N?Z/ Couin(R, ) dev, (3.21)

Lo
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onde utilizou-se a propriedade de ortonormalidade dos harménicos esféricos gene-
ralizados YEM (€, Q,).
Substituindo (3.9) e (3.19) em (3.21) chega-se & expressdo que permite nor-

malizar as fungbes de canal:

2pt2 2y + 2

P3P IE (Vi futt (R)fLi (R) x

;U' lils lc,_.k,, m=0 m

V2-1 ZR
X / x2m+211+k*‘+k"(1 + g?) "Il N, Aretans g (3.22)
0

Esta ultima equagéo ¢ resolvida calculando-se numericamente a integral na

variavel z, por uma quadratura de Gauss-Legendre.

3.2 Resolucao por Diagonalizacao Truncada

Embora a obtengdo de curvas de potencial por diagonalizacio truncada, uti-
lizando como base os harménicos hiperesféricos (2.19), (que sao compostos pelas
fungdes de acoplamento de momentum angular de duas particulas e pelos poliné-
mios de Jacobi) seja inapropriada para sistemas onde aparecem forgas de longo
alcance, hé uma classe de problemas onde predominam forcas de curto alcance
tais com/o em Fisica Nuclear (5] ou em situagdes onde hé confinamento, prevale-
cendo a energia cinética sobre a potencial. Em tais sistemas, curvas de poten-
cial sdo obtidas com precisdao por métodos de diagonalizagdo [5]. No capitulo 4,
mostraremos que a resolugao da equagao radial exige funcoes analiticas tanto na

origem (R ~ 0) quanto na regido assintética (R — 00). Na origem, serd usada
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uma expansao analitica cujos coeficientes sdo determinados em termos das curvas
de potencial, dos acoplamentos nao adiabaticos e das respectivas derivadas até
ordens mais altas. Todas essas quantidades sio obtidas diagonalizando-se uma
matriz de ordem elevada, tipicamente da ordem de 400 x 400. A obtencao dos
elementos de matriz do operador U(R,2), definido em (2.15) utilizando como

base os harmonicos hiperesféricos (2.19) serd mostrada a seguir.

3.2.1 Termo Cinético

Os elementos de matriz correspondentes ao termo de energia cinética sao facil-

mente calculados por:

2 2 2
LM l 8 Ll L2
i - = -
nhillga2  sin?a cos2a

(@

@ﬁ%zg) =

2 Lh+1) L+l

= But Bty (P | 902 sinla cos2a ’q)’l}‘%l‘/)’ (3.23)
onde usamos:
LIYE =L+ )R, i=12 (3.24)

Da referéncia [19], tabela 22.6, equacdo 22.6.4, vemos que:

8% hli+1) ZCER))

EY p— v 2n+1 + 1+ 22| |®EM, )y =0,  (3.25)

1yl
n/l 1,

que ¢ a equacdo de Jacobi. Assim, concluimos que

2 2 2
LM | 0 _ L1 L;
! - -
2l 502 sin?a cosla

(@

D) = —(2n+ 1l + Lo +2) 2861 S1g0,.(3.26)

1
/1



3.2.2 Interagdes Elétron—Niicleo 29

Este termo é diagonal e nos d4 a solucio exata no limite B = 0. Assim as

curvas de potencial tém a forma
Uu(0) = —(2n+ [, + 1 + 2)* (3.27)

O conjunto p = {n,1;,l;} se torna um conjunto de bons niimeros quanticos e
sao apropriados para rotular as fungdes de canal e as curvas de potencial. Pela

expressao (3.27) observa-se que hd degenerescéncia das curvas de potencial em

R=0.

3.2.2 Interagoes Elétron—Niicleo

Os elementos de matriz das interagoes elétron—nticleo, na base (2.19), sdo expres-

sos da seguinte forma:

i 2ZR _2ZR

‘nlllz

LM
q)/// :611/6ll/2ZRNlan’ll X
sina cosal "11’2> 111 Claly niilz Vo'l

/2 1 1
></O (sina)#172(cosar) 22 +2 <—- +

Li+glety phitilets
sino cosa) B2t Ry T ey (3.28)

onde usamos os polindmios de Jacobi, usualmente definidos na referéncia [19],

tabela 22.3, equagao 22.3.1, como sendo

n (n+a n+b
z (z=1)""™z+1)", (3.29)

m=0 m n—m

P2i(z) =

com z = cos(2a), a=10;+1/2eb=1+1/2.

Substituindo esta dltima expressdo em (3.28) obtém-se
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2ZR 2ZR
@5%2’% " oosa D) = Oty O1aty Z RNty 1y Ny, X
nn o n+h+1/2) [n+la+1/2
X Z Z (_1)n—m+n —m w
m=0m’=0 m n-—m
'+l +1/2) (0 +1la+1/2
X [B(z,w) + B(Z',w")], (3.30)
m’ n' —m
onde
z=h+n—m+n —m' +3/2, (3.31)
w=1Il+m+m +1, (3.32)
Z=L+n—-m+n —-—m +1, (3.33)
w =la+m+m +3/2 (3.34)
e
/2 L(z)I'(w)
B ‘ — 2/ 2z—1 2w~ld —_ 2NN 35
(z,w) A (sina)“* ™ (cosa) a Tzt w) (3.35)

é a fungdo Beta, definida na referéncia [19].

Essa expressao é diagonal nos momenta angulares e também analitica. Isso

permite obtermos os elementos de matriz das interacocs elétron-nicleo muito

facilmente, devido ao fato de podermos expressar a fun¢iao Beta em termos da

funcdo Gamma [19)].
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3.2.3 Interacgao Elétron—Elétron

A interagao elétron-elétron é o termo mais importante do operador angular (2.15).
Toda a dificuldade do problema estd no cédlculo deste termo, pois na auséncia
da interacdo elétron-elétron as equagoes diferenciais sdo desacopladas e obtém-
se solugdes analiticas. Os elementos de matriz da interacdo elétron-elétron sio

escritos como segue:

—2R
<®ﬁﬁ@qu (2a) cood @ity ) = —2R(Oui, |Gty ()| PEA, ), (3.36)
— sin(2«) cosb,

onde Cyy (@) é dado pela equagio (3.4) e calculado no apéndice A. O resultado

é

J
max (tana)’
LM J
e
T (cotar)’
01121'1' Z X11121 1 /4 <a< /2, (3.38)
JeT..  sina

onde foi definida a quantidade

X, = (—1)J+L\/(211 +1)(2 + 1)(2 + 1)(2l, + 1) x

Wt J\ [t g)lui L
X (3.39)

00 0 00 0 Lol

e os simbolos 3-j e 6-j estdo definidos na referéncia [20].
Substituindo (3.39) nas expressdes (3.37) e (3.38) e fazendo a mudanca de

varidvel o — 7/2 — o em (3.38) tem-se finalmente
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_2R Jmax n n'

LM LM J
(P, | : |(I’n'11v'11'2> =2R ) > Xuyipti1, X
\/ 1 — sin(2a) cosbz J=Jmin m=0 m/=0

<N N 1 e =41 n+ll+1/2 n+lg+1/2
niylo Neigp (—1) X

m n—m

X

A+ +1/2) [+ +1/2)
/ (sina) ™ (cosa)?t da+

0
m' n —m

, n+12+1/2 n+ll+1/2
+(=1)"" x

m n—m

w4+l +1/2) [0+ +1/2) pn/a
/ sina)
0

X F2(cosa)®? da| |,  (3.40)
m/ n —m
com
Po=J+hL+0L+2n—m+n —m' +1), (3.41)
Qi=-J+bL+L+2m+m)+1, (3.42)
Po=J+L+1l+2n—m+n —m' +1), (3.43)
Qr=—-J+hL++2(m+m')+1. (3.44)

Com isso, pode-se obter curvas de potencial com preciséo para sistemas onde

as forcas de longo alcance nao estdo presentes ou nao predominam.
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3.3 Comportamento Assintético

A analise das coordenadas hiperesféricas permite concluir que r; — 0o ou 79 — 00
representa a ionizagao do sistema, quando um ou outro elétron estd distante
do sistema hidrogendide restante. Nesse caso, as fungdes de canal ®,(R; Q) se
confinam nas regides préximas a a@ ~ 7/2 e o ~ 0 respectivamente. Entao,
assintoticamente a funcao de onda total do sistema deve conter funcdes hidro-
genoides e as curvas de potencial tendem aos niveis de energia hidrogenéides.

Como demostrado inicialmente por Macek [4] assintoticamente obtém-se

UR) 2 2(Z-1) U®
R “m T R TR

+ - (3.45)
onde n, = 1,2,3,... representa os niveis de energia do hidrogénio e U}S") Sa0

coeficientes a serem determinados. Nesse limite, a funcio de canal é expandida

em polinomios de Laguerre na varidvel z = Rsina [22].



Capitulo 4

A Equacao Radial

O primeiro estdgio do método adiabatico hiperesférico é a obtencao de funcoes
de canal e curvas de potencial, como mostrado no capitulo precedente. Uma
vez obtidas essas quantidades, passa-se a resolugio do conjunto de equagdes dife-
renciais radiais (2.24) para o célculo das energias e funcoes de onda do sistema.
As fungoes hiper-radiais F,,(R) dao o “tamanho” do estado com energia E. As

equagOes radiais a serem resolvidas sdo [ver equagoes (2.22) e (2.24)]:

@  U,(R)+1/4

T =2 +2E| F,(R) + Z W .(R)F,(R) =0, (4.1)
onde
W (R) = 2P (R) = + QulR), (42)
%}
Pun(R) = (ul5=10s) (4.3)
e
82
Quv(R) = (Bul5051). (4.4)

34
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Aqui os “brackets” denotam integracdo sobre as varidveis {2. As quantidades
P, (R) e Q.(R) sao os termos de acoplamento dessas equacgoes e sao chamados
acoplamentos ndo adiabéticos ou simplesmente termos nao adiabéticos. Esses
termos sao muito pequenos, exceto nas regides de anti-crossings, onde a ripida
variagdo da fungao angular gera picos nessas quantidades. Uma das grandes
vantagens do método hiperesférico é que a equacdo radial (4.1) tem sempre a
mesma estrutura para quaisquer sistemas de IV corpos.

Na resolucéo das equagbes radiais, pode-se fazer algumas simplificagdes. A
primeira e mais radical é desprezar completamente os termos nao adiabdticos.
Essa ¢ a chamada Aproximagao Adiabdtica Extrema (EAA). Nesse caso ndo ha
mais acoplamento em (4.1) e resolve-se somente uma tnica equacao radial. Ne-
gligenciando agora somente os termos nao diagonais, obtém-se a Aproximacéo
Adiabética Desacoplada (UAA). Uma vez que o P,,(R) ¢ antissimétrico na troca
de indices, a UAA s6 necessita do termo @Q,,(R). Finalmente, se apenas trunca-se
o sistema de equagoes (4.1), tem-se a chamada Aproximacao Adiabstica Acoplada
(CAA). Em um trabalho de Coelho e Hornos [6], foi demonstrado que para a
energia do estado fundamental em sistemas de muitos corpos, vale a seguinte

desigualdade:

€pan < € < €caa < €uaa, (4.5)

onde € ¢ a energia nao relativistica exata do estado fundamental. O teorema (4.5)
é conhecido como Teorema das Desigualdades Bésicas e diz que a EAA fornece
um limite inferior para a energia do estado fundamental enquanto que a UAA

e CAA dao limites superiores. A maior importincia do teorema (4.5) reside no
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fato de agora ter-se também um limite inferior para a energia, j4 que a energia
variacional também é um limite superior. Na literatura, a maioria dos trabalhos
se limitam & aproximacdo adiabdtica (EAA e UAA).

Para o objetivo desta tese, que é o cdlculo da energia do estado fundamental
do hélio com alta precisao, é necessario calcularmos os termos nao adiabiticos
Puw(R) e Qu (R) para que estes possam ser introduzidos nas equagdes radiais
(4.1). Na préxima segao serdo desenvolvidas expressoes que permitam calcular

esses termos com a precisao desejada.

4.1 Acoplamentos Nao Adiabaticos

O acoplamento P,,(R) é definido pela expressio (4.3). Embora essa expressio
possa ser utilizada diretamente nos célculos, ela ndo nos convém devido ao fato de,
além da integracdo numérica, serem necessirias deriva¢tes numéricas adicionais.
Isso introduz erros de arredondamento que influenciam na estabilidade da energia,
principalmente na regiao préxima & origem.

Como visto na equagéo (2.15), o operador angular U (R, ) pode ser escrito

como
U(R,Q) = A*+ RC(Q). (4.6)

A equagao de autovalores desse operador é dada pela equacdo (3.1). Assim,
U(R,Q)[®,) = U,(R)|.). (47)

Derivando (4.7) e projetando na base das fungGes de canal ®,(R, ) obtém-se:

d

(B,IC12,) + (U, ~ V(@] ]2,) =

Ul/(s[il/; <48)
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onde foi utilizada a ortonormalidade das funcdes de canal. Para o caso y = v

tem-se

d
TR Un(R) = (2.[C|2,) (4.9)

e no caso onde U, # U, obtém-se:

PulF) = (8,5 l,) = A0, (.10

As expressoes (4.9) e (4.10) sdo importantes pois o fato de evitar-se as deri-
vagoes numéricas permite o maior controle dos erros numéricos envolvidos no
procedimento. Utilizando a expansao (3.2) para as funcoes de canal obtém-se o

elemento de matriz para C:

,|C|D,) ZZ/dfh dQQ/ G, Gur zgylf{‘f*y%'/” X

lilo l' l'

2Z 2Z 2

X | — + - da. (4.11)
Sma - cosa \/1 — sin(2a) cosfs
Assim,
(®,|C12,) ZZ/ G, Guigry %
il 111
27 27 LM

X {5111’151215 (sina + cosa) - 2011121’11'2(0‘)] da, (4.12)

onde Clﬁzj\fl; 1 (@) é dado pela expressdo (3.4) e calculado explicitamente no apén-
dice A. A equagdo (4.12) é calculada fazendo-se a transformacdo de varigvel

z = tan(a/2) e utilizando a expansio em série de poténcias nessa varidvel para
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os coeficientes G,1,, dados por (3.9), cuja série de poténcias é dada por (3.19). A
seguir, € feita uma integragdo numérica em z utilizando para isso uma quadratura

de Gauss-Legendre.

Para o acoplamento de segunda ordem Q,,,(R), definido pela expressio (4.4),
foi utilizado um algoritmo de derivada segunda por interpolacio de cinco pontos
como na referéncia [19]. Apesar das derivagdes numéricas de ordens mais altas
serem mais problematicas, este fato é amenizado pela introdugéo, no algoritmo,

do valor do P, (R) ja calculado, além de diminuir o tempo de processamento.

Apés o célculo dos acoplamentos nao adiabéticos, essas quantidades, junta-
mente com as curvas de potencial, sao introduzidas no sistema de equacdes radiais
(4.1), que sao propagadas numericamente pelo método de Runge-Kutta de quarta
ordem [19]. A propagacdo é feita em duas etapas. A primeira tem como ponto
de partida a regido em torno de R ~ 0 e é feita até um valor critico R = Roaten.
A segunda parte de um R assintético e propaga até R = Raich, onde é feito o
“matching” da funcgdo radial e sua derivada. Esse procedimento é repetido para
varias tentativas da energia F, até que ocorra o melhor “matching”. Neste caso,
temos a energia do sistema. Esta energia é mais precisa quanto mais equacgoes
radiais sdo acopladas e quanto mais precisos forem as curvas de potencial e os
acoplamentos. Para o estado fundamental, nio é necessérié, a segunda etapa
da propagacdo sendo possivel simplesmente impor como condigdo de contorno
assintética o anulamento da fungéo radial. Esse procedimento é suficiente pois
o estado fundamental tem raio médio pequeno e a funcio de onda j é numeri-
camente nula no ponto R assintético. N&o obstante, as condi¢es na origem sio

cruclais para a estabilidade da energia. Nas préximas segdes serdo estudados os
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comportamentos da fungao hiper-radial na origem e na assintota.

4.2 Comportamento na Origem

Foi descoberto por Bartlett [23], baseado num trabalho de Pierce [24], e mais
tarde independentemente por Fock [25], que a fungao de onda para o estado
fundamental do dtomo de hélio ndo existe na forma do tipo Hylleraas [26]. Ao

contrario, existe somente na forma da expansao de Fock,
F,(R) = R%(In R)? Z S LR (I R)F, (4.13)
I=0 K=0

onde [ denota uma solugao particular.

A forma (4.13), proposta por Fock, foi usada em célculos variacionais para
o estado fundamental do dtomo de hélio [27, 28], acelerando em muito a con-
vergencia. As curvas de potencial e os termos nao adiabéticos sao expandidos em
série de Taylor em torno da origem, como segue:

UuR) = -m2 + > UMR™, (4.14)

n=1

Z p(n (4.15)

Qu/(R Z QUR". (4.16)

Substituindo-se as expansoes (4.13), (4.14), (4.15) e (4.16) em (4.1) obtém-se
uma relacao de recorréncia para os coeficientes fl(jl’K). Essa relagao de recorréncia

é dada no apéndice B. Para a resolugdo das equacoes radiais, foram utilizados
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termos até ordem R® e R®InR. Os coeficientes fﬁZ’K) dependem do valor das
curvas e dos acoplamentos na origem, bem como de suas derivadas. Para os
termos considerados na expansao (4.13) sdo necessdrias até derivadas de terceira
ordem das curvas de potencial, segunda ordem para os P,,(R) e primeira ordem
para os @, (R). Utilizando uma grande diagonalizagdo truncada na origem,
calcula-se, através de expressoes analiticas, todas essas derivadas, evitando assim
a derivacao numeérica. As expressoes utilizadas foram deduzidas na referéncia

[29].

4.3 Comportamento Assintotico

Para o estudo do comportamento assintético da equacao radial (4.1) utilizaremos
a aproximagao adiabatica desacoplada (UAA). Nessa aproximacio a equacao

radial torna-se

d?>  U,(R)+1/4
dR? R?

+ Quu(R) + 2E| F,(R) = 0. (4.17)

Assintoticamente, pode-se expandir as curvas de potencial e os Q,.(R), con-

forme demonstrado na referéncia {22}, como

U.(R) 2% 2(Z-1) U®

== e 4.1
2 nﬁ + I + R + ( 8)
[§)
= o
Quu(R) = 3 2= (4.19)

Rr

n=2

Substituindo as expansoes (4.18) e (4.19) em (4.17) e considerando termos até

segunda ordem em 1/R obtém-se

&  UP+QR+1/4 N 2(Z - 1)

o = = 2| F,(R) =0 (4.20)



4.3 Comportamento Assintético 41

onde

ZZ
2

Introduzindo a mudanga de varidvel x = 2k, R e renormalizando a funcao

hiper-radial F,(R) como segue:
F,(R) = e **24F,(R) (4.22)

chega-se a uma equacio para F w(R) que é:

[xdd—; + (24 — ) -j—x + glkzﬂ F.(R)=0. (4.23)
onde
Ao = % + (L + %) . (4.24)
A equacao de Kummer ¢ [19]
d? d
[z@ +(b-2) i a] W(z) =0, (4.25)

que deve ser comparada com a equacdo (4.23). Dal tira-se que

b= 24,, (4.26)

Z-1

a:AO— 2
i

(4.27)

As solugbes assintéticas para a equagao de Kummer sio [19]

M(a,b,z — o0) ~ €7, (4.28)

1
Ula,b,z = 00) ~ < |1 - %i + 5%22‘ —0(z7%)]. (4.29)
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Como se requer que a funcdo seja regular na assintota, deve-se descartar a
primeira solucdo, pois esta diverge quando z — oo. Assim, a fungao hiper-radial

fica
F,(R) = e *&(2k,R)"U(a,b, 2k, R). (4.30)

A funcgéo (4.30) vale para a resolugao da equagao radial desacoplada. Quando
se acoplam as demais equagoes radiais, na Aproximacao Adiabatica Acoplada

(CAA), expande-se F,(R) na forma

Fu(R) = ZeﬁkﬂRQkﬁR)SﬂGuﬂ(R)’ (4.31)
onde
= G(n~)
G.a(R) = Z_% W]’%ﬁ. (4.32)

Substituindo-se a expansdo (4.31) em (4.1) calculam-se os coeficientes GL’:}) :
Esses coeficientes até segunda ordem sao calculados no apéndice D.

Utilizando as expressoes analiticas para a fungao hiper-radial, tanto na origem
quanto na regiao assintdtica, como condigoes iniciais e propagando-se numerica-

mente as equacoes radiais, obtém-se as energias e as func¢oes radiais.

4.4 Normalizagao da Funcao Radial

A normalizacdo da fungao radial é simples e direta. A funcao de onda total do

sistema é expandida na forma

U(R;Q) = N> F,(R)®.(R; Q). (4.33)
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Impondo a ortonormalidade da func¢io de onda total

(U(R; Q)|¥(R; Q) = N2/[\IJ(R; O)]? dRdQ = 1. (4.34)
Substituindo a equagdo (4.33) em (4.34) tem-se

% -3 [Eu(R)F(R)®, (R 0)8,(R; ) dRdS. (4.35)

Utilizando a ortonormalidade das fungées de canal ®,(R;2) obtém-se final-

mente

le-a =Y [IF(R) dR. (4.36)

Esta integragao é feita por uma quadratura de Gauss-Legendre.



Capitulo 5

As Forcas de Oscilador

Neste capitulo, serao desenvolvidas as expressoes teéricas dos elementos de ma-
triz para transicoes entre estados do espectro discreto, dentro da aproximacéo de
dipolo elétrico. Também serdo mostradas as expressdes que permitem calcular
as forcas de oscilador para essas transi¢oes. Calcular essas quantidades é impor-
tante pois s6 assim teremos uma forte indicagdo da qualidade da funcao de onda
calculada.

Dados dois estados, inicial e final, com fungdes de onda de dois elétrons,
VO(R, Q) e UE(R, Q) respectivamente, expandidas na forma (2.22), e usando as
fungdes de canal dadas por (3.2), pode-se calcular analiticamente os elementos
de matriz angulares representados nas respectivas “length form”, “acceleration
form” e “velocity form”. As trés expressdes dardo resultados idénticos se pude-
rem ser calculadas usando a funcao de onda exata do sistema. Assim, quanto mais
nos aproximarmos da fungao de onda do sistema, mais os resultados serdo coinci-
dentes. Em nossos cédlculos, sé serao utilizadas as duas primeiras representacoes,

para termos uma comparacao. Férmulas para a “velocity form” podem ser en-

44
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contradas, por exemplo, na referéncia [30].

5.1 “Length Form”

O elemento de matriz de dipolo elétrico para luz incidente linearmente polarizada

ao longo do eixo z na sua “length form”, D;, é definido por
Dy = (WE(R, 0, Q)Jé, - (7 + 73)|9°(R, o, Q). (5.1)

com Q2 = {Q,Q} e Q; = {6;,¢:}, 11 = Rsina e r, = Rcosa.

No tratamento adiabatico hiperesférico, as fun¢des de onda de dois elétrons
sao expandidas em termos de um conjunto completo de autofuncoes adiabdticas
®,(R, o, 2) que dependem parametricamente do hiper-raio R = /(r? + r) e sdo
fungdes das cinco varidveis angulares a = tan=!(ry/rs), 0., @1, 02, ¢». O indice p

indica um canal hiperesférico particular. Assim, a forma de ¥ é

UE(R, o, Q) ZFE J(R, 0, Q) (5.2)
para o estado excitado e

¥(R,a,Q) ZFO )L (R, o, Q) (5.3)

para o estado fundamental.

Substituindo as equagées (5.2) e (5.3) na equagao (5.1) tem-se
Dy = Z FE<I>E | cosf R sina + cosf R cosa Z F0<I>0 (5.4)

Dy = Z/Ff*q)f,*R (sina cosf + cosa cosbs) Fﬁ@ﬁ dR deo dSQ. (5.5)
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Para resolver esta equagao, expande-se a funcao de canal ®, em termos dos

harménicos esféricos acoplados como segue:

u(R,a,Q) = > Gu, (R, )V (0, M). (5.6)

lilp

Substituindo a equacéo (5.6) na equagdo (5.5) temos:

E 120 ’M’*
DL — Z/F F /l/ll yll / Il1112ylll2

l’ z’
11'2

X R (sina cosfy + cosa cosfs) dR do dS2. (5.7)
Os harmonicos esféricos acoplados sao escritos da seguinte forma:

yﬁ{;’(ﬁl,ﬂz) = Z <LM|l1l2m1m2>Yllm1(Ql)Yzzmg(Qz), (5-8)

mim2

e para o complexo conjugado

yl’;;é\ﬂ*(ﬂl’ QQ) = Z <LIMIll,1l/2m/1m12>Y2’:m’1 (Q )}/l’ my (92) (59)

mymy
com a seguinte propriedade:
Y () = (=1)™Y), ., 1=1,2. (5.10)
Também pode-se escrever
4 .
cost; = | — 3 Y10(%), i=1,2. (5.11)
Assim a equagdo (5.7) fica

D, =Y [TRESFIZ R, (5.12)
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onde [ /‘f:/ denota a integral angular, dada por

lllg

Illi“, Z/ GE piy (R, a)G”lllQ(R o smada/yﬂ/M/ FM coshy dQ +

I’l’
’112

lllg

+ G’ win (R, o) )GO, . (R, &) cosa dax yﬂlM M cosfy dQ). (5.13)
Hirl2

1 l’
1112

Primeiramente, resolvem-se as integrais em 2 definindo
L — /y%l,M’* (1, Qo) VEY (1, ) costs d dQ,  i=1,2. (5.14)

Substituindo as equagdes (5.8), (5.9) e (5.11) na equacio (5.14) obtém-se

! AR 7 / 4’/T
Li= Y ({L'M |l lamiymy) (LM |Lilymymag)y 3 X

% i (010 Vi ()Y (02) Vi () Vio(S2) S 2, (5.15)

Para resolver esta 1ltima integral, usa-se a ortonormalidade dos harménicos
esféricos bem como relagoes de composicio em termos de “3-7 symbols”, como

segue:

/y/ (0 Yo, () A% = 81,16, (5.16)

[ Vi@ zml(ﬂz—mo(ﬂi)dﬂi:<_1)m:/(2l§+1>(2h+1>3 y

vl 1 |
X : (5.17)

00 0 —n m; 0
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L I L
(LM|Lilymimy) = (=1)2~2 M\ /o1 11 : (5.18)
m; me —M

Assim, a equagdo (5.15), para ¢ = 1 fica:

I = Z (L'M'|l I2m11m12><LM|l1l2ml7n2>(—l)mll X

172
U1 Looh o1
x/ (213 + 1)(20 + 1) Sty bmymy- (5.19)
000\ -m m 0

L= 3 Jei+1)@h+ 1)L +1)(2L + 1) x

’
mymimsa

X (_1)1’1—1’2+M’+11—12+M+m'1 1 bl ) L1 y
000 -m} m; 0
A L L L
% Sig1r- (5.20)
my mg —M' my mg —M

As somas sobre os m’s podem ser eliminadas usando a férmula dada na re-

feréncia {20]:

Z (_1)J1+J2+13+M1+M2+M3 ! J2 J3 J2 J3 2 %
M M, —M; m3 My, —M; m
J3 N je i J2 3 Ji J2 Js
x - . (5.21)
M3 —M1 mo myp Mo M3 Jl J2 J3

Assim,
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L= /(20 +1)(2 + 1)(2L' + 1)(2L + 1) (=1)2+M" x

L1 b L L 1 L L' 1

000 M M 0]l L 0

De forma anéloga, calcula-se a integral I5.

I = /2l + 1)(2ls + 1) (2L + 1)(2L + 1) (=1)2 M’ x

L1 1 L L 1||L L 1
X 611111. (523)

000 -M M 0|l b L

Substituindo entdo as integrais (5.22) e (5.23) em (5.13) obtém-se

I = 37 (26 + 1)(20 + D)2L + 1)(2L + 1) (1) M »

Uil

A L L 1)|L L1

000 M M oL L

w/2 )
X/o Gy, (R, a)Gly i, (R, @) sina dor +

+ 50 /(26 + 1) (2 + 1)L + 1)(2L + 1) (=1)2+M x

thlyly

L1l L L 1)L 1

00 0 M M o)L Loy

w/2
X /0 GE’lllé(R7 a)nglzg(Ry a) cosa da, (5.24)
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onde

_ZR,
Gui,(R,a) = (sina )1+ (cosa)2 (1 + 2?)l a2 =mue Ty Fuu,(x), (5.25)

Fu,(z Z Futsta (R )z, (5.26)
k=1
z = tan(a/2). (5.27)

Desta forma Dy, dado pela expressdo (5.12), pode ser computado.

5.2 “Acceleration Form”

O elemento de matriz de dipolo para luz incidente lincarmente polarizada ao

longo do eixo z na sua “acceleration form”, D4, é definido por

Dy = (PR - (5 + Z2) 00 0 ). (5.28)
1 L]

Substituindo a equagdo (5.2) e a equacdo (5.3) na equagdo (5.28) tem-se

Z costy Rsinae  Z cosfy R cosa
Da= (3 FEof) (Rsilm)g + (Rczsa !ZF%O (5.29)
w!
«-px 4 [cosfy  cosfy
Dy = /FE oE" L (50 FO® dR da dS). 5.30
A % » R2 (sm a  cosla > e ( )

Procedendo de forma andloga ao caso anterior (“lenght form”) obtém-se

E 170 racc
Dy = 2/ ﬁF# PO dR, (5.31)

onde I3 denota a integral angular, dada por
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s = 3 e + )20 + 1)L + 1)(2L + 1) (=1)2FM x
lalllz
Lo1h L L' 1 L L' 1
X X
000 ~M M 0 Ul
™2 g 0 N2
></0 G, (R, a)Gyy 0, (R, o)(sina) ™ da +
+ 3 @+ )2 + 1)(2L + 1)L + 1) (~1)BM x
Uls
I, 1 1 L L 1 L L' 1
X X
000 ~M M 0 Lol L
™2 g 0 2
x /0 GE 1 (R, )G, (R, @) (cose) ™ da. (5.32)

Novamente as integrais em [;;; podem ser computadas numericamente e D4

calculado por (5.31).

A forca de oscilador é definida em termos do elemento de matriz de dipolo

elétrico na “length form” e “acceleration form” como segue:

fr = 2wg| Dy,
2
124 3 ll)/4|2a
w¥;

onde wy; = Efpa) — Einicial € a energia do féton.

(5.33)

(5.34)



Capitulo 6

Resultados

Para o célculo dos niveis de energia do hélio atomico, em primeiro lugar deve-se
obter as curvas de potencial e fungdes de canal. Como observado anteriormente,
as curvas de potencial e as fungdes de canal devem ser calculadas com a maior
precisao possivel em todo o intervalo, desde R pequeno até R assintético.

O uso da diagonalizacgdo truncada nao é indicado para sistemas onde predo-
minam forcas de longo alcance, como a interacido coulombiana, pois s6 permite
o calculo acurado de curvas de potencial na regido em torno da origem (R ~ 0).
Para sistemas nucleares, por exemplo, a diagonalizagdo pode ser utilizada [5]
com sucesso. O gréfico (6.1) mostra a convergéncia da primeira curva de po-
tencial (4 = 1) para momentum angular total L = 1 conforme aumenta-se a
dimensao da matriz diagonalizada, que é 110x110, 132x132, 182x182 e 420x 420
respectivamente. A curva mais baixa corresponde a curva de potencial calculada
pela expansao em série de poténcias, que é precisa para todos os pontos de R.
Observa-se que as curvas convergem rapidamente na regido préoxima da origem

enquanto que a convergéncia para valores maiores de R se torna bastante lenta.
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Assim, a obtengdo de curvas de potencial acuradas pelo método da diagonaliza-
¢ao por harmonicos hiperesféricos eleva os tempos de CPU necessarios a valores

proibitivos.

LS
W (9]
T T
1 1

U(R)/R"2
o
W

\

Figura 6.1: Convergéncia da primeira curva de potencial (z =1 de L = 1) em
funcdo da dimensdo da matriz diagonalizada, que é respectivamente 110 x 110,
132x132, 182x 182 e 420x420. A curva mais baixa foi calculada pela expansao

em série de poténcias.



6.1 Curvas de Potencial 54

6.1 Curvas de Potencial

Os autovalores da equagdo angular (3.1), isto é, as curvas de potencial, foram
obtidos pelo método da expansdo em série de poténcias na varidvel z = tan(a/2).
As expansoes nos momenta angulares e a série de poténcias foram truncadas em
um valor de lax, lamax © max que fornecesse pelo menos 4 digitos significativos
de precisao na regiao mais importante e de convergéncia mais lenta, que é o ponto
de minimo da curva de potencial. Para os estados de L = 0, os dois momenta,
angulares de duas particulas sdo rotulados por I} = I, = [. Grande precisio
significa um grande conjunto de componentes acopladas e por isso utilizou-se,
para L = 0, momenta angulares de | = 0 até [ = 9 com exce¢do da curva mais
baixa (4 = 1) que foi calculada com 30 componentes (/. = 29), por ser essa a
curva que fornece a maior contribuigdo. Para a série de poténcias em z, foram
usados 100 termos. Os calculos foram feitos de R = 0 até R = 10 pois em
R = 10 os estados mais baixos ji se encontram na assintota. O passo utilizado
foi de 0.01 unidades atémicas e os cilculos foram feitos em precisdo dupla (16
digitos) para evitar erros de arredondamentos, com um tempo de CPU tipico de
15.4 minutos por curva em um Cray YMP/2E. Foram calculadas treze curvas de
potencial de L = 0 e quinze de L = 1. Devido ao fato de os estados com L = 1
serem “malores” que os de L = 0, utilizou-se para a assintota de L = 1 o ponto
R = 30. Para que as precisdes nas curvas de potencial e funcoes de canal de
L =1 fossem as mesmas que para L = 0, foram necessérias 60 componentes de
momentum angular acopladas para a primeira curva e 20 componentes para as

demais, mantendo assim [, = 30 para a curva mais baixa (L = 1) e I, = 10
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para as demais. Para que se obtivesse um perfeito controle sobre as condigoes
numericas, essas curvas necessitaram ser calculadas em precisdo quadrupla (32
digitos) a partir de R = 5 até R = 30. Todas as condi¢cdes mencionadas acima
mostram a dificuldade de se obter as curvas de potencial com grande precisao,
principalmente as mais altas.

O grafico (6.2) mostra as treze primeiras curvas de potencial para L = 0, das
quais onze foram utilizadas no célculo das energias. Nota-se vérias regices de
anti-crossings, onde as curvas de potencial tornam-se quasi-degeneradas. Esses
anti-crossings ficam ainda mais préximos em curvas mais altas, como na regiao
de R ~ 4 onde as curvas u = 12 e 4 = 13 estdo bem proximas, dando a nitida

impressao de que elas realmente se cruzam.

—
[N
=
T
I

Figura 6.2: Curvas de potencial (L = 0) usadas para calcular a energia do estado

fundamental do dtomo de hélio. 1 =1,2,...13.

A figura (6.3) traz em maiores detalhes a regido de R = 3.5 a R = 5.5,
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mostrando que as curvas g = 12 e y = 13 realmente néo se tocam. O mesmo

ocorre para ascurvas 4 = ll ey =12em R ~ 5.

120
115

110

105

U.(R) 100
95

90

85

80
36 38 4 42 44 46 48 5 52 54
R (au.)

Figura 6.3: Anti-crossings entre as curvas de potencial (L =0) p=12e u = 13

(R~385)epu=11ep=12 (R~ 4.9)

6.2 Funcoes de Canal

Os autoestados da equagdo angular (3.1) foram calculados a partir dos coeficientes
da série de recorréncia obtidos na resolucao da equacao (3.1). Essas funcées foram
normalizadas com o uso da expressdo (3.22). Nessa expressao, a integracio na
varidvel z = tan(«/2) foi feita numericamente utilizando o método de quadratura
de Gauss-Legendre [19] por cinco pontos. Esse método se mostrou bastante efi-
ciente e com boa convergéngia. Essas fungdes sdo importantes para o célculo da

forga de oscilador, pois servem como base para a expansdo da funcio de onda
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total do sistema. As figuras (6.4) até (6.8) mostram as funcoes de canal ®,(R; )
para 4 = 1,2,6,12 e 13. Pode-se observar o confinamento da fungao de canal
nos pontos « = 0 e a = m/2 conforme R — oo nas primeiras funcoes, eviden-
ciando que os valores de R desta regiao ji representam numericamente o limite
assint6tico. As fungdes mais altas contribuem pouco, geralmente, para o célculo
das energias, com excegdo das fungdes cujas curvas de potencial sdo rotuladas
por numeros quanticos /; = 0 ou [ = 0. Essas curvas, em alguns casos, provo-
cam saltos de convergéncia na energia. As figuras (6.7) e (6.8) mostram mais
detalhadamente a estrutura fina das fung¢des de canal. Em R ~ 0 as oscilaces
mostram a dependéncia com os polinémios de Jacobi, de acordo com os nimeros
quanticos que as rotulam em R = 0. A estrutura de anti-crossings também fica
evidenciada nessas figuras, onde observa-se nas regices R ~ 3.8 ¢ R ~ 5 uma
mudanca na estrutura dessas fun¢des, dando a impressdao de que elas trocam de

comportamento.
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Figura 6.8: Fungao de canal =13 (L
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6.3 Acoplamentos Nao Adiabaticos

Os acoplamentos nio adiabaticos de primeira e segunda ordens sdo definidos
pelas equacdes (4.3) e (4.4). A obtencdo desses acoplamentos é fundamental
para o calculo preciso das propriedades do hélio. A fim de evitar a derivacao
numérica das funcoes de canal no cdlculo direto do P,,(R), usaremos a expressao
(4.12), que calcula essas quantidades em termos de elementos de matriz mais
simples. Assim, s6 é feita uma integracdo numeérica, utilizando uma quadratura
de Gauss-Legendre. Para o acoplamento de segunda ordem @, (R), foi utilizado
um algoritmo de derivada segunda por interpolagao de cinco pontos [19]. Apesar
das derivacées numéricas de ordens mais altas serem mais dificeis, este fato é a-
menizado pela introducdo, no algoritmo, do valor do P,,(R) ja calculado, além de
diminuir o tempo de processamento. Essa deriva¢do numérica pode ser feita pois
as energias sio menos sensiveis aos @, (R)’s. A grande dificuldade de se calcular
esses acoplamentos é a obtencgdo precisa das fungdes de canal. Por esse motivo
sdo poucos os cdlculos ndo adiabdticos presentes na literatura. tendo aparecido
pela primeira vez num trabalho de Hornos et al. somente em 1986 [10]. A “inten-
sidade” dos anti-crossings reflete diretamente nos acoplamentos nao adiabaticos,
pois a funcdo de canal varia rapidamente nessas regides, como ja observado, dando
altos valores para suas derivadas. Alguns exemplares dos termos P, (R) podem
ser vistos na figura (6.9), onde os “picos” mais estreitos correspondem exatamente
as regioes onde os anti-crossings sdo majs préximos. O mesmo acontece com o0s
Q.. (R), vistos nas figuras (6.10) e (6.11). Note que o Q1212 contém dois picos que

correspondem aos anti-crossings com a curva g = 13 e u = 11 respectivamente.
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6.4 Energias para L =0

As energias sao calculadas através da equagdo (4.1) apds termos as curvas de po-
tencial e os acoplamentos. Um dos resultados mais importantes obtidos nessa tese
foi o calculo da energia do estado fundamental do 4tomo de hélio com uma pre-
cisao comparavel a obtida por métodos variacionais. Esse resultado é importante
pois coloca definitivamente o método no campo da competitividade numérica. A
abordagem hiperesférica deixa de ser apenas conceitualmente simples e elegante,
com resultados qualitativos ou semi-quantitativos, e passa a ser uma alternativa

tedrica que apresenta resultados precisos e confidveis [14}.

Na resolucao da equagao radial utilizamos o método de Runge-Kutta de quarta
ordem [19]. Para a estabilidade das energias, foi necessiria a utilizacdo de um

passo de propagacao menor, como pode ser visto na tabela (6.1). Por isso foi feita
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uma interpolacdo das curvas e acoplamentos para um passo de 0.001 u.a. Esse
passo pequeno demandou um maior controle da propagagao numeérica, exigindo

assim o uso de precisdo quadrupla (32 digitos).

Passo Energia (Ey)

0.020 —2.903 653 787 420

0.010 —2.903632990 785

0.005 —2.903632458471

0.002 —2.903632110101

0.001 —2.903632416 895

Tabela 6.1: Convergéncia da energia do estado fundamental (L = 0) em fungao

do passo utilizado na propagaciao de N. = 5 equagdes radiais acopladas.

As equacbes radiais sdo muito sensivels as condigoes iniciais em R ~ 0. Isso
ocorre devido as singularidades logaritmicas da funcao de onda nesse ponto. Para
se estabilizar as condicoes iniciais em R ~ 0 e obter-se valores precisos para as cur-
vas, acoplamentos e suas derivadas, féz-se uma grande diagonalizagao truncada
usando-se polinémios de Jacobi como base. A matriz utilizada tem dimensao
380 x 380. Esse procedimento nio foi utilizado no trabalho de Hornos et al. pois
nio havia os codigos que desenvolvemos. Ha também uma grande sensibilidade
com relagao ao valor dos P,,(0)'s que possuem as respectivas curvas degeneradas
na origem, como por exemplo o P34(0) e Pss(0). Esses acoplamentos nao po-
dem ser calculados em R = 0 pela expressao (4.10) pois U3(0) = Uy(0). O céleulo

desses acoplamentos degenerados exigiu uma grande diagonalizagao para que con-
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vergissem satisfatoriamente. Como condigdo de contorno assintética, impos-se o

anulamento da fungao hiper-radial em R = 10.

Na tabela (6.2) vé-se a convergéncia da energia do estado fundamental (L = 0)
com a inclusdo progressiva das curvas de potencial e acoplamentos. A primeira
linha da tabela (6.2) corresponde & Aproximacdo Adiabatica Extrema (EAA) e
mostra claramente que essa aproximagao fornece um limite inferior para a energia
enquanto as demais linhas sao limites superiores, verificando assim o Teorema das

Desigualdades Bésicas [6]. Apesar da EAA ser dréstica o erro relativo ao valor

variacional é da ordem de apenas 1%. A primeira coluna mostra o nimero de-

curvas introduzidas e a segunda os nimeros quanticos que classificam as curvas
em R = 0. Para demonstrar a importancia da curva mais baixa, a tabela (6.2)
mostra na coluna A os resultados obtidos utilizando para o seu célculo dezoito
componentes de momentum angular (I,.x = 17), e na coluna B utilizando trinta
componentes (Imax = 29). As demais utilizaram [, = 9. O erro relativo ao valor
obtido variacionalmente [31] também é mostrado. Vé-se que as curvas que sdo
rotuladas por [ = 0 sdo responsdveis por significativas melhoras na energia. O

resultado final difere do variacional por 0.1 partes por milhdo (ppm).

A tabela (6.3) mostra os resultados obtidos para o primeiro estado excitado
de momentum angular total L = 0. O erro relativo ao valor variacional nao é
tao pequeno devido ao fato de as condigoes assintdtica nao terem sido colocadas
apropriadamente e também pelo fato de levarmos os célculos até R = 10. Nesse
ponto, os estados mais altos nao estao totalmente na assintota, nao podendo assim
terem suas func¢ées aproximadas para valores préximos de zero. Ainda assim, um

erro relativo da ordem de 10 ppm mostra uma excelente concordancia.
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Energia (Fp) (a.u.)

(Eo — Evar)/Evar (ppm)

N, nl A B A B
1 00 -2.930028410 -2.930031734 —9058.722 —9059.867
I 00 —2.895549568 —2.895552944 2815.284 2814.121
2 01 -—2.898642259 —2.8986450581 1750.206 1749.062
3 20 -2.903607528 —2.903610859 40.240 39.093
4 02 -2903628516 —2.903631847 33.012 31.865
5 21 -2903632458 —2.903635788 31.655 30.508
6 03 —2.903654535 —2.903657873 24.052 22.902
7 40 —-2903713131 -2.903716461 3.872 2.725
8 22 -2903713131 -2.903716509 3.872 2.709
9 04 -2903713281 -2.903716611 3.821 2.674
10 05 -2903715521 —2.903718905 3.049 1.834
11 60 —-2.903720765 —2.903724093 1.243 0.097

var. - —2.903724377 —-2.903724377 - -

exp. -~ —2.903694462 --2.903694 462 - -

Tabela 6.2: Convergéncia da energia do estado fundamental (L = 0) em func¢io do
numero N, de estados angulares acoplados nas equagdes radiais. As colunas A e B
diferem pelo nimero de componentes de momenta angulares acoplados no célculo
da curva de potencial mais baixa (n,l) = (0,0) pela Eq. (3.1). Em A foram
usadas 18 componentes de momenta angulares, enquanto em B foram usadas 30.

Todas as outras curvas de potencial foram obtidas usando-se 10 componentes. A

primeira linha corresponde a4 EAA.
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nl Energia (E;) (a.u.)

(E, — Evar)/Evar (ppm)

10

11

var.

exp.

00 -—2.160995831

00 —2.139935669

01 —-2.141664785

20 —2.145545668

02 —-2.145579023

21 -2.145635270

03 —2.145700396

40 —2.145903835

22 —=2.145904179

04 —2.145908719

05 —2.145911967

60 —2.145944058

- —2.145974 046

- —2.145974290

—6999.984

2813.816

2008.067

199.619

184.076

157.866

127.517

32.717

32.557

30.441

28.928

13.974

Tabela 6.3: Convergéncia da energia do primeiro estado excitado (L = 0) como

funcao do nimero N, de estados angulares acoplados nas equagoes radiais. No

célculo da curva de potencial mais baixa (n,l) = (0,0) pela Eq. (3.1) utilizamos

30 componentes de momenta angulares.

Todas as outras curvas de potencial

foram obtidas usando-se 10 componentes. A primeira linha corresponde a EAA.
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A tabela (6.4) faz uma comparagao da energia do estado fundamental calcu-
lada neste trabalho com as obtidas por diferentes técnicas. O valor obtido aqui

se compara ao variacional, superando em muito as outras técnicas.

Método Energia E; (a.u.)
Presente trabalho [14] —2.903 724093
Variacional [31] —2.903724 377
Canais artificiais (17 canais) [32] —2.903611
Close-coupling [33] —2.903 815
Adiab4tico hiperesférico (6 canais) [34] —2.903698

Close-coupling hiperesférico (21 canais) [35] —2.903 594

Hartree-Fock [36] —2.86168
Hartree-Fock muiltiplas configuragdes [37] —2.902909
Experimental [38] —2.903 694

Tabela 6.4: Comparacao entre a energia do estado fundamental (L = 0) calculada

por diferentes métodos.

6.5 Energias para L =1

Para as energias de L = 1, foram utilizadas até treze curvas de potencial na
resolucdo das equacoes radiais. Devido ao fato de esses estados serem “maiores”
que os de L = 0, utilizou-se para a assintota o ponto R = 30. Também foi
incluida uma primeira aproximacao para as condigdes assintéticas, que expande

a funcdo radial em poténcias de 1/R multiplicada por uma exponencial negativa
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em . Neste caso, a propagagao pelo método de Runge-Kutta é feita iniciando-se
nos dois limites, com as condigdes apropriadas, e fazendo-se um “matching” em
R ~ 5.7, que é o ponto onde hd uma maior estabilidade para a energia. As demais
condicoes de propagagao sdo as mesmas que para L = 0.

As tabelas (6.5) e (6.6) mostram os dois primeiros niveis de energia. Nesses
casos, para que as precisoes nas curvas de potencial e funcdes de canal fossem as
mesmas que para L = 0, foram necessdrias 60 componentes de momentum angular
acopladas para a primeira curva e 20 componentes para as demais, mantendo
assim I,y = 30 e lpnax = 10 respectivamente. Nos resultados finais, os erros
relativos permanecem em poucas partes por milhdo, concordando muito bem
com 0s valores variacionais.

A tabela (6.7) faz uma comparagao das energias calculadas neste trabalho
(L =0e L =1) com as obtidas pelo método variacional.

E interessante verificar que os resultados mostrados nas tabelas (6.3), (6.5) e
(6.6) também satisfazem o teorema das desigualdades basicas [6], apesar de este

ter sido demonstrado somente para o estado fundamental (L = 0).
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NC n ll l2 Energia (Eo) (a.u.) (Eo — Evar)/Evar (ppm)

1 001 -—2.145599 308 —10243.798
1 001 —2.121696640 1010.642
2 101 -2.123010144 392.186
3 012 —2.123224250 291.375
4 201 -—-2.123616882 106.506
) 112 —-2.123626612 101.925
6 023 -—-2.123649989 90.918
7 301 —2.123739309 48.863
8 212 —-2.123743123 47.067
9 123 —2.123755912 41.045
10 034 -2.123760145 39.052
11 401 —-2.123795690 22.315
12 312 —-2123796953 21.721
13 223 -2.123799766 20.396
var. - ~2.123 843 086 -
exp. - —-2.123839 084 -
Tabela 6.5: Convergéncia da energia do primeiro nivel (L = 1) como funcio

do nimero N, de estados angulares acoplados nas equacdes radiais. O calculo
da curva de potencial mais baixa (n,l{;,l2) = (0,0,1) pela Eq. (3.1) usou 60
componentes de momenta angulares. Todas as outras curvas de potencial foram

obtidas usando-se 20 componentes. A primeira linha corresponde 4 EAA.
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N. nlyl, Energia (E;) (a.u.) (Ei— Evar)/Evar (ppm)

1 001 —2.060807243 —2754.490
1 001 —2.054200665 460.160
2 101 —2.054687709 223.173
3 012 -—2.054826179 155.796
4 201 —2.054988352 76.885
5 112 —2.054995706 73.307
6 023 -2.055028195 57.498
7 301 —2.055049459 47.151
8 212 —2.055051784 46.020
9 123 —2.055066943 38.644
10 034 —2.055083126 30.770
11 401 —2.055090440 27.211
12 312 —-2.055091575 26.659
13 223 -2.055095107 24.940
var. - —2.055 146 362 ~
exp. - —2.055145 324 -
Tabela 6.6: Convergéncia da energia do segundo nivel (L = 1) como funcao

do nimero N, de estados angulares acoplados nas equacoes radiais. O calculo
da curva de potencial mais baixa (n,l;,l2) = (0,0,1) pela Eq. (3.1) usou 60
componentes de momenta angulares. Todas as outras curvas de potencial foram

obtidas usando-se 20 componentes. A primeira linha corresponde & EAA.
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Estado  Energia (a.u.) Variacional (Ey — Evar)/Evar (ppm)

1s* (15°) —2.903724093[14] —2.903724377 0.097
1s2s (15¢) —2.145944 058 —2.145974 046 13.974
1s2p (*P°) —2.123799766 —2.123 843 086 20.396
1s3p (*P°) —2.055095107 —2.055 146 362 24.940

Tabela 6.7: Comparagao entre as energias tedricas (L = 0 e L = 1) obtidas pelo

presente trabalho e o método variacional [39)].

6.6 Forgas de Oscilador

6.6.1 “Lenght form”

As forcas de oscilador para as transi¢oes entre os niveis de energia calculados,
em sua “lenght form”, sdo dadas pela expressao (5.33). Nessa expressdo, foi
utilizada para a energia do féton o valor variacional. Novamente, a integracdo
angular contida no elemento de matriz de dipolo elétrico (5.12) é a parte mais
importante, ressaltando a necessidade de se obter fun¢des de canal precisas. As
fungoes radiais foram normalizadas pela expressao (4.36).

Nas tabelas (6.8) a (6.11) mostramos os resultados para os calculos na “lenght
form”. Nestas tabelas observamos a convergéncia com o niimero de funcées radiais
acopladas na equacgao (5.12). O indice p rotula as funcdes radiais de L =0 e o
indice u’ as de L = 1. A convergéncia desses calculos com o nimero de funcoes
radiais incluidas é oscilante, quando consideramos uma tnica linha ou coluna.

Mesmo a aproximacao adiabética (u =1, u’ = 1) ja forncce um bom resultado.
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
1 0.2849412 02824283 0.2823534 0.2830300 0.2830307 0.283 0406 0.2829044 0.2829035 0.2829012 0.2828997 0.2829450 0.2829450 0.2829452
2 0.276 4306 0.274 3333 0.2742928 0.2748759 0.2748767 0.2748849 0.2747650 0.2747643 02747624 0.2747612 0.2748005 0.274 8005 0.274 8007
3 0.2784074 0.2760023 0.2759760 0.276 3752 0.276 3759 0.276 3833 0.2762773 0.276 2765 0.2762747 0.276 2735 0.276 3101 0.276 3101 0.276 3103
4 0.2784381 0.2760333 0.276 0079 0.276 4077 0.2764084 0.2764143 0.276 3089 0.276 3082 0.276 306 6 0.276 3054 0.276 3420 0.276 3420 0.276 3421
5 0.2783006 0.2758972 0.2758752 0.276276 4 0.2762779 0.276 2846 0.276 1809 0.276 1804 0.276 1792 0.276 1783 0.2762146 0.2762146 0.2762147
6 0.2783152 0.2759107 0.2758896 0.276 2910 0.276 2924 0.276 3033 0.2761942 0.276 1936 0.276 1928 0.276 1922 0.276 2245 0.276 2245 0.276 2246
7 0.2783118 0.2759073 0.2758862 0.276 286 3 0.276 2877 0.276 2988 0.276 1782 0.276 1776 0.276 176 7 0.276 176 2 0.2762033 0.2762033 0.2762035
8 0.2783124 0.2759079 0.275 8868 0.276 2870 0.276 2883 0.276 2994 0.276 1788 0.276 1782 0.276 1774 0.276 1768 0.2762040 0.276 2040 0.276 2041
9 0.2783115 0.2759071 0.275886 0 0.276 2861 0.2762875 0.276 2986 0.276 1780 0.2761774 0.276 176 6 0.276 1760 0.2762032 0.276203 2 0.2762033
10 0.2783116 0.2759071 0.2758860 0.2762862 0.276 2875 0.276 2987 0.2761781 0.276 1774 0.276 176 6 0.276 1761 0.2762032 0.276 203 2 0.276 2033
11 02783112 0.2759067 0.2758856 0.2762857 0.2762871 0.276 2982 0.2761776 0.276 1770 0.276 1762 0.276 1757 0.2762027 0.2762027 0.276 2028

Tabela 6.8: Convergéncia da for¢a de oscilador calculada (“length

form”) para

a transicdo 1s? (15%)-1s2p (' P°) no dtomo de hélio em fungdo do nimero de

equacoes radials acopladas, jimax (para L =0) e p

! (para L =1).

max
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
1 0.0753167 0.0748997 00748444 0.0749122 0.0749138 0.0749263 0.0749082 0.0749079  0.0749062 0.0749011 0.0749066 0.07T49067  0.0749068
2 0.0730899  0.0728971 0.0728771 00729710 0.0729718 0.0729817 0.0729643 0.0729641 0.0729627 0.0729585 0.0729636 0.0729637  0.0729638
3 0.0735805  0.0733968 0.0733720 0.0734524 0.0734538  0.0734627 0.0734477 0.0734474  0.0734461 0.0734420 0.0734466 0.0734467  0.073 4468
4 0.0735901 0.0734061 00733811 00734624 0.0734638 00734731 0.0734578 0.0734576 0.0734564 0.0734523 0.0734569  0.0734570  0.073457 1
5 0.0735617 0.0733782 00733551 0.0734386 0.0734408 00734505 0.0734349 0.0734348  0.0734339  0.0734302 0.0734349  0.0734349  0.0734350
6 0.0735622 0.0733783 0.0733558  0.0734398  0.0734420 0.0734568 0.0734432 0.0734430 0.0734424 0.0734404 0.0734453 0.0734454  0.0734455
7 0.0735612 0.0733772 00733547 0.0734386 00734407 00734554 0.0734399 0.0734396 0.0734390 0.0734370 0.0734410  0.0734410  0.0734411
8 0.0735613 0.0733773  0.0733548 0.0734387 00734408 0.0734555 0.0734399 0.0734397 0.0734391 0.0734371 0.0734411 0.0734411 0.0734412
9 0.0735614 0.0733774 00733549 0.0734388 00734409 0.0734556 0.0734401 0.0734398 00734393 00734372 0.0734412 0.0734413  0.0734414
10 0.0735613  0.0733773 0.0733549  0.0734388 0.0734409 0.0734556 0.0734400 0.0734398  0.0734392 0.0734372 0.0734412 0.0734413 0.0734414
11 0.0735612 0.0733772 0.0733547 0.0734387 0.0734408 0.0734555 0.0734399  0.0734397  0.0734391 0.0734371 0.0734411 0.0734412  0.0734413

Tabela 6.9: Convergéncia da forca de oscilador calculada (“length form”) para

a transicao 1s? (15%)-1s3p (1P°) no atomo de hélio em funcao do nimero de

equagdes radiais acopladas, pmax (para L =0) e y .. (para L =1).
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’
Hiax

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
1 0.3753303 0.3759648 0.3754346 0.3754113 0.3754516 0.3755413 0.3755052 0.3754838 0.3754306 0.3754189 0.3754387 0.3754438 0.3754553
2 0.375988 4 0.376 7274 0.376 289 1 0.3762869 0.3763241 0.3764118 0.376 3746 0.376354 1 0.376 3025 0.376 2910 0.376 3113 0.376 3163 0.376 3275
3 0.376 066 4 0.376 9359 0.3764914 0.376 5670 0.376 605 4 0.376 6907 0.376 6505 0.3766303 0.3765792 0.376 5678 0.376 5885 0.376 5935 0.376 6046
4 0.376 0020 0.376 8750 0.3764368 0.3765114 0.376 5537 0.3766381 0.3765992 0.376 5805 0.376 5307 0.3765193 0.3765400 0.376 5448 0.376 5558
5 0.3759968 0.376 8687 0.3764337 0.3765141 0.376 5609 0.376 6506 0.376 6101 0.376 5923 0.376 5454 0.376 5344 0.3765551 0.376 5599 0.376 5708
6 0.376 0320 0.376 9035 0.376 4688 0.376 5479 0.376 5945 0.376 6916 0.376 6536 0.376 6349 0.376 5903 0.376 5798 0.376 6018 0.376 606 7 0.376 6175
7 0.376 0337 0.376 9052 0.3764705 0.376 5501 0.376596 7 0.376 6937 0.376 6609 0.376 6421 0.376 5976 0.376 5871 0.3766113 0.376 6162 0.376 6270
8 0.376 0345 0.376 906 0 0.3764713 0.3765510 0.376 5975 0.376 6946 0.376 6617 0.376 6429 0.376 5984 0.376 5879 0.376 6122 0.376 6171 0.376 6280
9 0.376 0208 0.376 8926 0.376 4580 0.376 5378 0.376 584 4 0.376 6815 0.376 6487 0.376 6302 0.376 5863 0.376 5758 0.376 600 4 0.376 6056 0.376616 3
10 0.376 0211 0.376 8929 0.3764583 0.3765381 0.376 5847 0.3766818 0.3766490 0.376 6305 0.376 586 6 0.376 5761 0.376 6007 0.376 6059 0.376 616 6
11 0.376 0214 0.376 8931 0.376 4586 0.376 5384 0.376 5850 0.376 6820 0.3766493 0.376 6308 0.376 586 8 0.376 576 3 0.376 6010 0.376 606 2 0.376 616 9

Tabela 6.10: Convergéncia da forga de oscilador calculada (“length form”) para

a transicdo 1s2s (15%)-1s2p (1 P°) no dtomo de hélio em fun¢ao do ndmero de

equacoes radiais acopladas, pimax (para L =0) e p . (para L =1).
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’
HFriax

Hinax
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
1 0.1527253 0.1518556  0.1525608 0.1527551  0.1527104  0.1525493  0.1525350  0.1525584  0.1526430 0.1526060 0.1526977  0.1526922 0.1526764
2 0.1519315 0.1509840  0.1516000 0.1517879  0.1517464 0.1515897  0.1515759 0.1515980 0.1516798 0.1517315 0.1517329  0.1517277 0.1517122
3 0.1521001  0.1510791  0.1517072 0.1518426 0.1517997 0.1516463 0.1516343 0.1516565 0.1517375 0.1517890 0.1517902 0.1517849  0.1517695
4 0.1520615 0.1510382  0.1516607 0.1517969  0.1517510  0.1515990 0.1515859  0.1516063 0.1516854 0.1517369  0.1517381 0.1517330  0.1517179
5 0.1520709  0.1510486  0.1516671 0.1517985 0.1517477 0.1515892 0.1515776 0.1515968 0.1516715 0.1517221 0.1517233 0.1517182 0.1517032
6 0.1520716  0.1510496  0.1516679  0.1518009 0.1517504 0.1515818 0.1515700 0.1515906 0.1516617 0.1517107  0.1517120 0.1517069  0.1516920
7 0.1520705 0.1510484 0.1516667 0.1517996 0.1517491 0.1515804  0.1515664 0.1515870 0.1516581 0.1517071 0.1517074 0.1517022 0.151 6874
8 0.1520706 0.1510486  0.1516669 0.1517997  0.1517493  0.1515806 0.1515666 0.1515873  0.1516583  0.1517073  0.1517076 0.1517024 0.1516873
9 0.1520594 0.1510373  0.1516554 0.1517882 0.1517377  0.1515689  0.1515549 0.1515753  0.1516455 0.1516945 0.1516945 0.1516890  0.1516741
10 0.1520595 0.1510373  0.1616555 0.1517882  0.1517377 0.1515690 0.1515550 0.1515753 0.1516456 0.1516946 0.1516046 0.1516891 0.1516743
11 0.1520593 0.1510372 0.1516554 0.1517881 0.1517376 0.1515688 0.1515548 0.1515752 0.1516454  0.1516944 0.1516944 0.1516889  0.1516741

Tabela 6.11: Convergéncia da forca de oscilador calculada (“length form”) para

a transiciao 1s2s (15¢)-1s3p (1P°) no 4tomo de hélio em fungdo do ndimero de

equacoes radiais acopladas, fim.x (para L =0) e .. (para L = 1).
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A tabela (6.12) mostra uma comparacio da forca de oscilador para a primeira
transicao na “length form”, com outros métodos. Os resultados desse trabalho
concordam muito bem com os apresentados por outras técnicas. E bom lembrar
que enquanto o método variacional fornece valores convergentes para a energia

com até 16-17 digitos, o mesmo ndo acontece para as forcas de oscilador.

Método fr (a.u.)
Presente trabalho 0.276 203
Variacional (fungées de base B-spline) [40] 0.276 163

Variacional (fungoes de base tipo Hylleraas) [41] 0.276 16
Hiperesférico (6 curvas L = 0, 4 curvas L = 1) [34] 0.2763
Close-coupling [42] 0.276 2

Experimental [43] 0.280

Tabela 6.12: Comparagio entre a forca de oscilador (“length form™) para a
transicao 1s* (1.5¢)-1s2p (1 P°) do presente trabalho com resultados de diferentes

métodos.

6.6.2 “Acceleration form”

Para a “acceleration form”, as forcas de oscilador para as transicoes de dipolo
sao dadas pela expressao (5.34). Nessa forma, os resultados sio mais sensiveis
a energia do féton que no caso anterior por ser proporcional a w;f. Também
utilizamos a energia variacional para calcular wyi. As integracoes angulares ¢

radiais foram feitas numericamente usando uma quadratura de Gauss-Legendre.
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As tabelas (6.13) a (6.16) sao para os célculos na “acceleration form”. Elas
mostram uma convergéncia pobre com o numero de fungoes radiais utilizadas na
equacgao (5.12). Isso nos indica que para a “acceleration form”, as componentes
mais altas tém uma importancia maior, ao contrario da “length form”, onde a

aproximagcao adiabdtica ja fornece um bom resultado.



Hinax Foinax
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
1 0.3537442 0.2533531 0.2521972 0.2850241 0.2850023 0.2850756 02707779 0.2707012 0.2706748 0.2706626 0.2771768 0.2771727 0.2771795
2 0.3345907 0.2372344 0.236 1008 0.267 6320 0.2676169 0.2676900 0.254 0672 0.253996 5 0.2539713 0.2539597 0.260096 4 0.260094 1 0.2601009
3 0.3556333 0.2553733 0.2542025 0.286 1606 0.2861413 0.2862174 0.2726068 0.2725341 0.2725084 0.2724966 0.2786282 0.2786247 0.2786315
4 0.3562128 0.2558736 0.2547022 0.2866909 0.2866718 0.286 7469 0.2731262 0.2730533 0.2730277 0.2730159 0.279 1529 0.279 1494 0.279156 1
5 0.3541239 0.2540941 0.2529276 0.284 8006 0.2847816 0.284 8564 0.2712793 0.2712069 0.2711815 0.2711698 0.2772844 0.2772810 0.2772877
6 0.354 7928 0.254 6528 0.2534855 0.2853906 0.2853715 0.2854457 0.2718578 0.2717853 0.2717599 0.2717483 0.2778635 0.277860 1 0.2778668
7 0.3552782 0.255066 1 0.2538971 0.2858174 0.2857983 0.2858729 0.2722898 0.2722173 0.2721919 0.2721803 G.278 2852 0.2782818 0.278 2886
8 0.3552947 0.2550797 0.2539108 0.2858320 0.2858129 0.285 8875 0.2723040 0.2722316 0.2722062 0.2721945 0.2782996 0.278296 2 0.2783030
9 0.3552775 0.2550650 0.253896 1 0.2858164 0.2857973 0.2858719 0.2722887 0.2722163 0.2721909 0.2721793 0.2782842 0.2782808 0.2782875
10 0.3553370 0.2551147 0.2539459 0.2858693 0.2858503 0.2859247 0.2723403 0.2722679 0.2722425 0.2722308 0.2783362 0.2783329 0.2783396
11 0.3554427 0.2552032 0.254 0340 0.2859616 0.2859425 0.2860170 0.2724329 0.2723604 0.2723350 0.2723234 0.2784282 0.278424 8 0.2784315

Tabela 6.13: Convergéncia da for¢a de oscilador calculada (“acceleration form”)

para a transiciao 1s2 (15¢)-1s2p (1 P°) no dtomo de hélio em fungao do niimero de

equacoes radiais acopladas, pmax (para L = 0) e pl, ., (para L =1).
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Poax Friax
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
1 0.0916609 0.068 4562 0.0680453 0.0751059 0.0751130 0.0752216 0.0722369 0.0722191 0.0722062 0.072 1484 0.0734642 0.0734648 0.0734676
2 0.087 3532 0.064 7484 0.064 3495 0.0712056 0.0712122 0.071 3137 0.068 4350 0.0684183 0.0684061 0.0683527 0.0696118 0.0696125 0.0696152
3 0.0921739 0.0689800 0.0685688 0.0755014 0.0755082 0.0756120 0.0727433 0.0727263 0.0727138 0.0726591 0.0739114 0.0739120 0.0739147
4 0.0923123 0.0691012 0.0686897 0.0756284 0.0756352 0.0757390 0.0728683 0.0728512 0.0728387 0.0727840 0.0740372 0.0740378 0.0740406
5 0.0918870 0.0687322 0.0683222 0.0752425 0.0752493 0.0753528 0.0724892 0.0724722  0.0724598  0.0724055 0.0736553 0.0736559  0.073 6586
6 0.0919854 0.0688140 0.0684042 0.075 3288 0.0753356 0.0754386 0.0725730 0.0725560 0.0725436 0.0724898 0.0737404 0.0737410 0.0737437
7 0.0920983 0.0689099 0.0684997 0.0754277 0.0754345 0.075 5376 0.0726726 0.0726556 0.0726432 0.0725894 0.0738382 0.073 8388 0.0738415
8 0.0921009 0.0689121 0.0685018 0.0754300 0.0754368 0.0755399 0.0726749 0.0726579 0.0726455 0.0725917 0.073 8405 0.0738411 0.0738438
9 0.0920999 0.0689112 0.068 5009 0.0754291 0.0754358 0.075 5389 0.0726739 0.0726570 0.0726446 0.0725908 0.0738396 0.0738402 0.0738429
10 0.0921089 0.0689187 0.0685085 0.0754371 0.0754438 0.075 546 8 0.0726816 0.0726646 0.0726522 0.0725985 0.0738474 0.0738480 0.0738507
11 0.0921320 0.0689379 0.0685276 0.0754572 0.0754639 0.075566 9 0.0727016 0.0726846 0.0726722 0.0726184 0.0738673 0.0738679 0.0738706

Tabela 6.14: Convergéncia da forca de oscilador calculada (“acceleration form”)

para a transicdo 1s? (15¢)-1s3p (* P°) no 4tomo de hélio em fungao do niimero de

equacoes radiais acopladas, pmax (para L =0) e u! . (para L = 1).
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Hriax Hinax
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
1 9.7058306  3.9835386  0.0155710 0.0038843 0.0827855 0.8934877 0.0052313 0.0036527  0.2057128  0.3289068  0.0196348  0.0330236 0.0855281
2 0.9364567  17.1641755 51928191 51897710 6.2565692 9.9589189  5.0332639  4.4535834 29536646 2.5578244  5.4792543  5.6735720  6.2114848
3 7.1847098  5.1667323  0.1652474 0.3662801 0.6875954 21978343  0.2079060  0.1040640 0.0047488 0.0354115 0.3649023  0.4165299  0.5710461
4 9.0230233  3.7945510  0.0067238 0.0788064 0.2547224 1.3413018 0.0172373 0.0000038 0.1546603 0.2626931 0.0782593  0.1030467  0.1859309
5 7.4193295  4.9716358  0.1327028  0.3201339 0.6236667  2.0823753 0.1736056  0.0803332 0.0115363 0.0513162 0.3206159 0.3689547  0.5148409
6 6.4041598 58761898  0.3121139 0.5776433 0.9680644  2.6799770 0.3714535 0.2267862 0.0073215 0.0011143 0.5795758  0.6440106 0.8327819
7 7.3176208 50158744  0.1401502 0.3404816 0.6518830 21327877 0.1799153  0.0845992 0.0099609  0.0478553  0.3409980  0.3908301 0.5405569
8 7.3013569 50289899  0.1423019 0.3438630 0.6565257 21411758 0.1823265 0.0862564  0.0094028  0.0466225 0.3443203  0.3943829  0.544 7455
9 7.9667286  4.5042006  0.0661790 0.2176467 0.4766570  1.8048780 0.0943603 00302427 0.0469471 0.1126450 02181634 0.2583536  0.3823630
10 8.0662089  4.4314774  0.0575733 0.2017538 0.4529965 1.7586512  0.0840120 0.0245142 0.0547593  0.1245767 0.2023218 0.2410879  0.3612902
11 8.3475053  4.2232589  0.0360815 0.1603565 0.3897776  1.6317190 0.0573137 0.0112509 0.0809214 0.1627426 0.1603238  0.1950199  0.3043461

Tabela 6.15: Convergéncia da forca de oscilador calculada (“acceleration form”)

para a transicio 1s2s (15¢)-1s2p (* P°) no 4tomo de hélio em fungao do niimero

de equagdes radiais acopladas, pima.x (para L = 0) e u! .. (para L = 1).
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’
Hiyax

Himax
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
1 0.4586173 0.0262910 0.1656455 0.2680512 0.2424839 0.1374546 0.1302033 0.1403830 0.188 606 0 0.2458645 0.2412563 0.236 244 4 0.2217787
2 0.2089457 0.0034102 0.0345142 0.086 5928 0.0724259 0.0218721 0.0195113 0.0235661 0.0453269 0.0751394 0.0719166 0.0692171 0.0615183
3 0.4275953 0.0217889 0.1536206 0.239 1605 0.2151499 0.1174948 0.1163652 0.126 0060 0.1716643 0.226 1034 0.2177308 0.2129970 0.1993315
4 0.4115138 0.0183004 0.1440705 0.2272046 0.2038198 0.1091575 0.1080784 0.1173667 0.1615326 0.2144529 0.206 3002 0.201 7007 0.188 4208
5 0.3977054 0.0154777 0.1358923 0.216 8034 0.1939791 0.1019997 0.1009470 0.1099255 0.1527226 0.2042472 0.196 2795 0.1918022 0.178867 7
6 0.4028718 0.0164722 0.1388173 0.220584 2 0.197 5587 0.1046177 0.103 5420 0.1126342 0.155 8886 0.207 8688 0.1998249 0.1953035 0.1822552
7 0.4168635 0.0195077 0.1473774 0.2309775 0.207 4011 0.1118123 0.1109878 0.1203967 0.164998 2 0.2183680 0.2097522 0.2051187 0.1917412
8 0.4174762 0.0196409 0.1477465 0.2314377 0.2078381 0.1121332 0.1113085 0.1207309 0.1653893 0.2188178 0.2101930 0.205554 8 0.1921622
9 0.4078456 0.017 5920 0.1420115 0.224 2375 0.2010166 0.107 1345 0.1063279 0.1155397 0.1592949 0.2117987 0.2033152 0.1987547 0.1855891
10 0.4090695 0.017 8367 0.1427172 0.225 1325 0.201 8633 0.107 7436 0.1069292 0.116 1665 0.1600307 0.2126531 0.204 1557 0.1995856 0.186 3923
11 0.4128044 0.0186201 0.1449176 0.227 8578 0.204 4443 0.1096299 0.108 8486 0.1181671 0.1623774 0.2153572 0.206 7684 0.202 1689 0.1888891

Tabela 6.16: Convergéncia da forga de oscilador calculada (“acceleration form”)

para a transicio 1s2s (15¢)-1s3p (!} P°) no 4tomo de hélio em fungao do niimero

de equacoes radiais acopladas, pm.x (para L =0) e ul .. (para L = 1).
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6.6.2 “Acceleration form” 85

Nas tabelas (6.17) e (6.18) hd uma comparacio entre os valores obtidos nesse

trabalho e os variacionais, que apresentam somente 5 digitos convergentes.

Transicao fr fr Variac. Erro (%)

1s> - 1s2p 0.2762028  0.276 16 0.015
1s2 — 1s3p 0.0734413  0.07344 0.002
1525 — 1s2p 03766169  0.37644 0.047

1s2s — 1s3p 0.1516741  0.15134 0.002

Tabela 6.17: Comparacao entre as forcas de oscilador tedricas (“length form”)

obtidas pelo presente trabalho e o método variacional. f;, da referéncia [41].

Transicao fa fa Variac. Erro (%)
1s? — 1s2p 0.2784315 0.2762 0.808
1s* — 1s3p 0.0738706 0.0732 0.916
1s2s — 1s2p 0.3043461 0.3822 -20.37
1s2s — 1s3p 0.1888891 0.1493 26.52

Tabela 6.18: Comparagio entre as forcas de oscilador teéricas (“acceleration for-

m”) obtidas pelo presente trabalho e o método variacional. f4 da referéncia [44].

Os resultados para as transicdes de dipolo elétrico, principalmente para a
“length form”, indicam que o método pode fornecer resultados com preciséo e

confianga tanto para energias quanto para funcdes de onda.



Capitulo 7

Conclusao e Perspectivas

O método das coordenadas hiperesféricas é exato, teoricamente transparente e
de abrangéncia suficiente para ser usado com sucesso na descricio de quaisquer
sistemas de trés corpos. Neste trabalho, o método foi aplicado a um sistema
com forgas coulombianas, de longo alcance, mas pode ser aplicado para forcas de
médio e curto alcances com igual sucesso.

A obtencao de fungées de onda extremamente precisas em R = 0, via inclusao
de termos logaritmicos na expansio da fungao radial, foi imperiosa para o alcance
da acuracia desejada. Também foi crucial combinar a diagonalizacio truncada
com a solugao das equagoes radiais para que se conseguisse as condicoes iniciais
estaveis e imprescindiveis. A tecnologia computacional desenvolvida nos cédigos
permitiu calcular curvas de potencial muito precisas, com altos valores de mo-
menta angulares, possibilitando também a obtengio dos termos nao adiabdticos
com igual precisao.

E energia obtida para o estado fundamental do hélio estd em excelente acordo

com as calculadas por métodos variacionais, que sao feitos no estado de arte. O

86



7. Conclusao e Perspectivas 87

erro relativo é da ordem de 0.1 partes por milhdo. As forgas de oscilador atestam
a qualidade da fungdo de onda obtida. Com uma fungdo de onda extremamente
mais simples que as fungGes variacionais, obteve-se valores comparaveis para as
. energias e osciladores de forgca. No entanto, ainda permanecem problemas na
obtengdo dos estados excitados com a mesma precisao do estado fundamental.
No atual estagio da pesquisa, as precises para o primeiro estado excitado (L =0
e L = 1) sdo da ordem de 10 ppm. O célculo de estados excitados mais altos com
grande precisao é importante para a compreensdo das condigoes assintéticas da
funcao de onda. Este problema tedrico é um limitante para a obtencio da forca

de oscilador para transi¢oes no discreto entre os estados mais altos.

Na continuacao da pesquisa, pretende-se analisar as propriedades assintéticas
que sao, no atual momento, o principal obstéculo tedrico para o desenvolvimento
do método hiperesférico adiabatico. A compreensido dessas propriedades, den-
tro do formalismo hiperesférico, permitira o estudo das transicoes entre estados
excitados mais altos, transi¢bes para o continuo e também o espalhamento de
elétrons ou pésitrons em hidrogénio e hélio ionizado (He™). Conceitualmente, o
espalhamento do elétron ou pésitron pelo hélio ionizado (Het) é um problema
ainda nao totalmente compreendido dentro do formalismo hiperesférico. O prin-
cipal problema ¢ a interagdo de longo alcance devido ao He', o que torna esse

problema completamente diferente do espalhamento em hidrogénio.

Os resultados apresentados nesse trabalho indicam fortemente que o método
adiabatico hiperesférico proporciona nao somente uma analise conceitual e elegan-
te para o problema de trés corpos, como também permite a obtengao de fungdes de

onda e energias com muita precisdo. O método hiperesférico se coloca atualmente
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como uma alternativa que ndo cumpre unicamente as exigéncias conceituais mas
também tem competitividade na obtencao de solugoes precisas. Ele ndo estd
mais obstruido pela falta de procedimentos matemaéticos que levam a solugGes
com a precisao desejada. Provou-se neste trabalho que o método é ttil e eficaz,

ajudando assim a estabelecé-lo definitivamente entre a comunidade cientifica.



Bibliografia

(1} J. J. De Groote, J. E. Hornos, H. T. Coelho, and C. D. Caldwell, Phys. Rev.

B 46, 2102 (1992)
[2] M. Born and R. Oppeinheimer, Ann. Phys. 84, 457 (1927)
3] V. A. Fock, Z. Physik 61, 126 (1930)
[4] J. H. Macek, J. Phys. B 1, 831 (1968)
[5] H. T. Coelho, T. K. Das, and M. R. Robilotta, Phys. Rev. C 28, 1812 (1983)
[6] H. T. Coelho and J. E. Hornos, Phys. Rev. A 43, 6379 (1991)
[7] C. D. Lin, Phys. Rev A 10, 1986 (1974)
[8] U. Fano, Physics Today 29, Ny. 9, 32 (1976)
[9] C. H. Greene, Phys. Rev. A 23, 661 (1981)

[10] J. E. Hornos, S. W. MacDowell, and C. D. Caldwell, Phys. Rev. A 33, 2212

(1986)

[11] H. T. Coelho, J. J. De Groote, and J. E. Hornos, Phys. Rev. A 46, 5443
(1992)

89



BIBLIOGRAFIA 90

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

18]

[20]

21]

[22]

23]

[24]

[25]

U. Fano, Rep. Prog. Phys. 46, 97 (1983)

C. D. Lin, Phys. Rep. 257, 1-83 (1995)

M. Masili, J. J. De Groote, and J. E. Hornos, Phys. Rev. A 52, 3362 (1995)
Yu. F. Smirnov and K. V. Shitikova, Sov. J. Part. Nucl. 8(4), 344 (1977)

J. J. De Groote, J. E. Hornos, and A. V. Chaplik, Phys. Rev. B 46, 12773

(1992)

M. I. Haysak, V. I. Lengyel, S. Chapupka, and M. Salak, Czech. J. Phys. 41,

799 (1991)

P. M. Morse and H. Feshbach, Methods of Theoretical Physics, McGraw-Hill,

New York, p. 1665 (1953)

Milton Abramowitz and Irene A. Stegun, Handbook of Mathematical Func-

teons, 3rd Edition, Washington: (March 1965)

Albert Messiah, Quantum Mechanics, vol. II; 3rd Edition, Amsterdam:

North Holland Publishing Company, (1965)

C. D. Lin and X. Liu, Phys. Rev. A 37, 2749 (1988)
Z. Zhen and J. Macek, Phys. Rev. A 34, 838 (1986)
J. H. Bartlett, Phys. Rev. 51, 661 (1937)

J. Pierce, Am. Math. Monthly 43, 530 (1936)

V. A. Fock, Izv. Akad. Nauk SSSR, Ser. Fiz. 18, 161 (1954)



BIBLIOGRAFIA 91
[26] E. A. Hylleraas, Z. Physik 54, 151 (1929)

[27] E. M. Ermolaev and G. B. Sochilin, Dokl. Akad. Nauk SSSR 155, 1050

(1964) [Soviet Phys—Doklady 9, 292 (1964)]
(28] C. L. Pekeris, Phys. Rev. 115, 1216 (1959)

[29] M. Masili. Dissertacao (Mestrado). Instituto de Fisica de Sao Carlos, Uni-

versidade de Sao Paulo, Sdo Carlos, 1993

[30] C. H. Park, A. F. Starace, J. Tan, and C. D. Lin, Phys. Rev. A 33, 1000

(1986)
[31] K. Frankowski and C. L. Pekeris, Phys. Rev. 146, 46 (1966)
[32] A. G. Abrashkevich, M. Shapiro, Phys. Rev. A 50, 1205 (1994)

[33] Bin Zhou, C. D. Lin, Jian-Zhi Tang, S. Watanabe, and M. Matsuzawa, J.

Phys. B 26, 2555 (1993)

[34] A. G. Abrashkevich, D. G. Abrashkevich, M. I. Gaysak, V. I. Lendyel, I. V.

Puzynin, and S. I. Vinitsky, Phys. Lett. A 152, 467 (1991)
[35] J. T. Tang, S. Watanabe, and M. Matsuzawa, Phys. Rev. A 46, 2437 (1992)
(36} E. Clementi and C. Roetti, Atom. Data Nucl. Data Tables 14, 177 (1974)
[37] C. F. Fischer and M. Idrees, J. Phys. B 23, 697 (1990)

[38] C. E. Moore, Atomic Energy Levels, Natl. Bur. Stand. (U.S.). Natl. Stand.

Ref. Data Ser. No. 35, Vol. 1 (U.S. GPO, Washington, D.C., 1971)

[39] Y. Accad, C. L. Pekeris, and B. Schiff, Phys. Rev. A 4, 516 (1971)



BIBLIOGRAFIA | 92
[40] M. K. Chen, J. Phys. B 27, 4847, (1994)

[41] A. Kono and S. Hattori, Phys. Rev. A 29, 2981 (1984)
[42] J. T. Tang, S. Watanabe, and M. Matsuzawa, Phys. Rev. A 46, 3758 (1992)

[43] W. F. Chan, G. Cooper, K. H. Sze, and C. E. Brion, J. Phys. B 23, L523

(1990)

[44] K. Hijikata, I. Matsubara, and S. Ishigro, Rep. Uni. Electro-Comm. 32 (2),

227 (1982)



Apéndices

93



Apéndice A

Calculo dos Coeficientes de

Mistura dos Canais

Estamos procurando calcular os elementos de matriz (3.4) que aparecem na equa-

¢ao (3.3), expressos por:

LM* VEM
CHyy (a / / b0, dO,. (A1)
\/1 — sin(2a) cosbo
Usando o teorema da adicao para expandir a raiz quadrada obtém-se
1 _ 1 _
|71 — 72| R\/l — sin(2a) cosb 2
= ()Y (Qg) =
Jm m
o il J +1 J+1
> (tana)”’
——Y7 ()Y (Q <
;)m_ J2J+1 T (1) om(822) R cosa s
= (A.2)
© H 4r (cot a)’
5 (29)Y7(22 <
\ ;mgj 2J+1 ()Y om(€22) Rsina e
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Utilizando a equagdo (2.20) para Y/ e escrevendo os coeficientes de Clebsh-

Gordan em termos dos simbolos 3-j como mostrado na referéncia [20] tem-se

oo +J
Clthn(@) = 3 5 3 [[eL+1)(-1)trtittmbmaim
! m! J=0m=—J
172
myma
A (tana)’ | b b L h b L

X
2J +1 Rcosa
my mg —M my, my —M

XYy —my (S0) Y (20) Y7 (1) Yl iy (2) Yig g (Q22) Yo (Q2) d21 d2s. (AL3)

Esta dltima equagdo é para m, < 7. Utilizando a integragdo sobre trés
harménicos esféricos [20] em termos dos simbolos 3-7 e eliminando as somas sobre
os m’s pelo uso das férmulas de transformacgdo e somas para os simbolos 3-7 em

termos dos simbolos 6-j obtém-se finalmente

Jmax tana

LM

Cllgl'l' Z oSy Xlllzl'l’ 0 S (81 S 7T/4 (A4)
J=Jm

Analogamente, para ry < ry:

J J

LM =% (cota)

Crrp (@) = 3 e Xitat 11 m/d<a< /2, (A.5)
J=Jmin

onde definimos

Xy, = (1) (2l +1)(2l + 1)(20 + 1) (26 + 1) %

| SR TN A A S B O A A §

000 000 )|y J
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e 0s 3-j e 6-7 estao definidos na referéncia [20]. Os limites do somatério sao:

Junin = max {[|ly = 4, Iz — LI}, (A7)

Jmax = min {ll + lll, lo + ZIQ} . (A8)



Apéendice B
Relacoes de Recorréncia

B.1 Funcao de Canal

No célculo das fungdes de canal ®,(R; ) pela expansdo em série de poténcias na

varidvel z = tan(a/2), substituimos a fungdo (3.19) na equagao (3.11) e obtemos

-~ ~ . - (N
uma relagao de recorréncia para os coeficientes f;(m I)Q(R) como segue:

[IN(N = 1) + 2N(ly + 1)] F&HD = ap, (N + 1) FN) —

- {(N —2)(N —3) + (N — 2)(4S, — 8l — 21, — 8)+

F(AS,dy + 68, +4p2) — 4 [(l + Lo +2)2 ~ U] } via”

plilo

—2p, (4l + 8y — 8) fIN-D { — (N = 4)(N —5)—

—(2y + 8ly + 10)(N ~ 4) + [4S2 — 88,11 — 165,1, — 245, — 4p| +
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B.2 Funcao Hiper-Radial em R =0 98

+4[(h + 1 +2)? - U,] } finn = 4pu[N - 5—

~l +28, — 1] f0Y — [-(N = 6)(N —7)+

+(N = 6)(2h ~ 4S,) + (48l — 45 +25,)] fln” (B.1)

phila

onde
S/L :l1+l2+2—m#, (B2)
ZR
p = 22 (B.3)
M nu

O valor de mi ¢ dado pela curva de potencial em R = 0, isto é, m, =

U,(R =0), e n, é o nivel de energia do 4tomo de hidrogénio.

B.2 Funcgao Hiper-Radial em R =0

Na resolugdo da equagdo radial (4.1), a func¢do hiper-radial em R ~ 0 é ex-
pandida na forma de Fock, dada pela expressao (4.13). que contém as singu-
laridades logaritmicas. As curvas de potencial e acoplamentos nao adiabéticos
sao expandidos em série de Taylor em torno da origem de acordo com as ex-
pressoes (4.14), (4.15) e (4.16). Com essas expansodes, obtemos a seguinte relagao

A : LK
de recorréncia para os coeficientes flgu ),

(K+p,K) (K+p—2.K)
f +2Ef,; +

[(mﬂ + K +p)* - mQJ e

7

+2(my + K +p)(K +q+ 1) for PR
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(K +q+2)(K +q+ 1) f 5P o

> [Uﬁp—e)fﬁgw,m +2(K+0+m; + 1/2)p$—9—1) ££<+9,K)+
0

+2(K +q+1)PE0D f/EZ(H’K‘H)] +
—f— 8,
+L QA <o B4
6

comp=]—-K+2 0=p—-n—1ef=p—n—2 Dos termos de ordem zero,

ou seja, termos constantes, determinamos que:

1
Sﬂ =My + 5 (B5)



Apéndice C

Propriedades Analiticas em

R=0

Neste apéndice serao deduzidas expressoes analiticas em R = 0 utilizadas para a
obtencao das curvas de potencial, dos acoplamentos P, (R) e Q. (1), além de
suas derivadas de ordens mais altas. Esse apéndice reproduz o material que ja
existe na referéncia [29] e sera incluido aqui para que este trabalho fique auto-
consistente. As trés relaces a seguir mostram a forma do operador angular (2.15)

bem como as defini¢oes dos acoplamentos nao adiabaticos.

U(R,Q) = A* + RC(), (C.1)
0 d,|Cl®,
PutB) = (@, e, = - 2T, ©2)
82
QulR) = (2,518, ©3)
A equacao angular de autovalores (3.1) é
U(R,Q)|®,) = U,(R)|®.). (C.4)
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O célculo do P,,(R) pela equagdo (C.2) foi demonstrado na segdo (4.1) e s6
é valido para U, # U,.

A derivada de segunda ordem da equagao (C.4) é

8 0? 2 d_ 8 82
20551%0) +Ugmsl®) = 5Uu|@)) + 272 Us sl 80) + Uy s |€). (Co5)

Projetando na base das funcoes de canal temos:

0 . d? d
22,/ Cop1®0) + (Un = U)Quv = 73U + 275U, P (C.6)
Para o caso p = v, a equagdo (C.6) fica:
d? 8 0
U = O [) = 2 5 (0,/C10.) (@ 0., c1)

onde foi usada a completeza das funcées de canal ®,. Usando a equagao para o

P,, em (C.2), obtemos

d?
dR2 =2 Z (Un = Ur) (C.8)

Para o caso u = v nao degenerado, isto é, U,(0) # U,(0), temos:

1 d 0
Que = G (20 P = B3l €9

Da mesma forma, usando a completeza de ¢, e a equacao (C.2) obtemos:

2
U, - U,

Q;w = (ClO)

d d
(ZEU U > P#,,+7; (U, = U:)Py Pr |

Nesta equagao vemos que sua importancia reside no fato de podermos calcular
0s (Qu's em termos de curvas de potencial, suas derivadas de primeira ordem e
também em termos de P,,’s. Essas quantidades sao muito bem conhecidas em

R=0.
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A derivada de terceira ordem de (C.4) é
o? d
_— | Py
d? 0 d 62 o
T YraplTr TpYvapol T v ap3 q)l’ ' ’
+3dR2U 8R|<I> )+3dRU 6R2|<1> )+ U, E)RBI ) (C.11)
Novamente projetando em &, temos:
o? fox
< #ICaRQI > (Uu - Uu) <q)u|bﬁ|(b11> =
d? d? d
dR3U vOuu +3dR2U vPu + 3 U v Q- (C.12)
Para p = v obtemos:
d3 d
U 3§ (U, = Uy) PurQrp — 2Quu——= U (C.13)
TH#

onde novamente utilizamos a completeza das fungoes de canal e a equagao (C.2).

O calculo dos P,,’s a partir da equagdo (C.2) ndo pode ser feito para as curvas

degeneradas, ou seja, pu # v e U,(0) = U,(0). Para esses casos, pode-se usar a

regra de L'Hospital. Dessa forma,

P, = lim — Vi
RS T, — U,

onde
Viw = (24[C19y).

Assim, para u # v e U,(0) = U,(0) temos:

1

P, == :
U, -U,

Z(U U)P’T' TV

TH LY

(C.14)

(C.15)

(C.16)
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As derivadas de P,,(R) para U, # U, sdo obtidas a partir da equacdo (C.2).

Assim,

d -1
—P, =
drR "™ T U, - U,

2(U,=0,) o= 5. (Us+U, = 2Us) Pur P |, (C.17)

THERY

onde o ponto designa diferenciagdo com relagao a R.
No célculo da derivada do P,,(R) para o caso U, = U,, também aplicamos a

regra de L’Hospital em (C.17):

: T
Pp,u - E—I—I}) Uu _ Uy (C18)
onde
Ty =-2Uu=U) P+ Y. (U +U, = 2U:) PirPry. (C.19)
THL,V
Portanto:

d -1 . ..
L py= 2 (0, ~ U, P
dR"* 3<U#—U,,>{ (0= 0) B,

-3 [(Uu +U, = 2U,) PurPry + 2 (U = Uy) (BirPry + P,”PT,)] } . (C.20)

T#;UHV

Para a derivada segunda de P, (R), no caso ndo degenerado, partimos da

equagao (C.17) e obtemos:

a2 -1
— P, =
dRZ°* U, - U,

{3 (0 = 0) B +2 (0, = 02) P

= 3 [ (O+ 0 - 207) B Pt
TELY

+ (U + Uy = 2U;) (BurPry + P,”PT,,)] } . (C.21)
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Para U,(0) = U,(0), aplicamos novamente a regra de L'Hospital na equacao

acima. Assim,

L
P = lim —2 (C.22)
R—0 Up — Uu

onde

Zo = =3 (U= U,) Py =2 (U, = U,) P +

+ 5 [0+ 00 = 200) PurProt

THLV
(U + U, = 2U;) (B P + PWPT,,)} . (C.23)

Dai,

e S {5 (0 - 01) Bt
dR? 4 (U# - U,,)

+(Up_Uu)Ppu_ Z |:(Up,+Ul/_‘2UT)P,uTPTV+

THELY

+2 (U# +U, - 2('],) (P,HPW + P;n'PTu) +

+2 Uy = Us) (Bur Pry + 2Pur Pry + P Py } } . (C.24)

Por ultimo, necessitaremos da derivada primeira do @,,(R). Partindo da

defini¢do do P,,(R), dada pela equagao (C.2), a diferencao com relacdo a R é:

0 0

P#V = <5’R®u|§é©u>

+Qu. (C.25)
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Usando a definicao dos Q,.’s dada por (C.3) e a completeza das fungdes de

canal, chegamos & seguinte equacgo para o Q.. (R):

Qu =Puw+> P, P, (C.26)

Derivando (C.26) obtemos:

d . . .
= Qu = B+ Z (PurPrv + PirPr) (C.27)
Todas as equagdes obtidas sao extremamente importantes devido ao fato de

evitarmos diferencia¢ao numérica e também porque sdo todas dependentes apenas

de U,, U, e P,,.



Apéndice D

Coeficientes Assintoticos

(R — o0)

Vimos na se¢do (4.3) que para a Aproximagao Adiabética Desacoplada (UAA) a
solucao assintdtica da equagio radial (4.17) é dada em termos da fun¢io de Kum-
mer U(a, b, z), que assintoticamente (z — co) é expandida em poténcias de 1/z,
de acordo com a expressdo (4.29) [19]. Entdo, para a Aproximacao Adiabatica
Acoplada (CAA) a funcdo hiper-radial é expandida em poténcias de 1/z, onde
z = 2k, R, de acordo com a equacgdo (4.31). As curvas de potencial sdo expandi-
das em poténcias de 1/R conforme (4.17), assim como os acoplamentos P,,(R)
e Qv (R). Substituindo as expansdes na equacdo radial (4.1) e considerando so-
mente os termos até terceira ordem em 1/z obtemos a seguinte relacido para os

coeficentes da expansdo da fungao hiper-radial:
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Su(Si—1) S, 1] ~0
[T — 7 |Gt
(Sa—1)(Sp—2) 1-8 1]
il al0)
* [ 23 + 22 + 4z| M *
S ] G ol
N 2k, U . U® +1/4 . Z-1 N Z?|n2 + 2F] y
23 22 kyz 4k
o\ el G
(0) pi B L
X[G““+z+z2+z3 +
P P3) S- 1
p .2 " HY [ (0)
i [27 + 8%—3} { (Z-3) -
Sﬂ -1 1 (1) Sﬂ -2 1 (2) 1 3)
(T ) o (P - am) 9 -l
QY | o G
+—5 |Gl + 2| =0 (D.1)
onde o indice /i rotula todas as solu¢ées da fun¢ao com indice .
Desta relacao de recorréncia, obtemos,
Z2
ky=——5-2E (D.2)
m
e
Z -1
S, = (D.3)
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. 0 ~ . ;. . .
Os coeficientes de ordem zero Gf“f sao arbitrarios e por isso foram escolhidos

como:
G(0~) =6 D4
Bi Kae (D.4)

Para pu # [ e curvas ndo degeneradas assintoticamente, ou seja, curvas que

tém n, # n;, os coeficientes de primeira ordem sao:

4k2pY
(1) _ =Mt pp (D.5)

G, = :

Para p = fi temos:

1

2
5) — U - Q2+ PGS, (D.6)

Gl =~— <Su -

Para p # i e n, = n;, temos:

G = -Q% + POG). (D.7)





