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The study of the soliton as a stable particle-like
state of nonlinear systems has so caught the
imagination of physicists and mathematicians of all
descriptions that it can genuinely claim to be one
of the few interdisciplinary subjects of modern day
mathematical physics. It may be that the topic of
solitons will pass through this wide spectrum of
subjects leaving their content unchanged, with only
a shift in emphasis! Only time will tell.

Robert Dodd.

Figura 1: Foto que captura o belo e poderoso espectaculo da natureza conhecido como
Morning Glory, caracteristico do Golfo da Capentaria, na regiao norte da Australia.
Raras, as enormes nuvens, que podem se extender por mais de 1000 km de compri-
mento e atingir 3 km de altitude, ocorrem com mais freqiiéncia na primavera e podem
conter uma energia equivalente a muitas armas nucleares. Neste fenomeno natural uma
onda solitaria de pressao viaja numa camada de inversao térmica produzindo solitons
atmostéricos. Aspectos matematicos dos solitons serdo objeto de estudo deste trabalho.
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Resumo

Neste trabalho foram realizados estudos sobre solucoes solitonicas de mo-
delos nao-lineares, simetrias, correntes conservadas e estruturas responsaveis pelo apa-
recimento dessas solucoes especiais. Nesse sentido, recorremos aos sistemas exatamente
integraveis que, além de suas aplicacoes diretas em sistemas fisicos, constituem um
excelente laboratorio para testarmos idéias.

Nossas atencoes se concentraram nos modelos de Toda de um modo geral,
mas mais especificamente no chamado modelo de Bullough-Dodd, também conhecido
como Zhz'ber—Mikfm,ilov—Shabat. Estudamos uma representacao de curvatura nula baseada
na algebra de Kac-Moody afim A(QQ) com o objetivo de calcular os solitons do modelo.
A abordagem escolhida para obter os solitons se baseia numa combinagao dos método
de dressing e de Hirota. Tal formulacao, que fornece uma prescricao para a construc¢ao
de solitons associados a uma dada teoria, ja esta bem estabelecida, havendo permitido
anteriormente o estudo de uma vasta classe de teorias entre elas os modelos de sine-
Gordon e de KdV, cuja estrutura se baseia na algebra su(2). No entanto, a algebra
Aéz) é especial por ser do tipo twisted, e isso torna os resultados obtidos relevantes ao
validar a metodologia para qualquer algebra de Kac-Moody afim.

As solucoes solitonicas construidas foram tratadas no caso em que o campo
de Bullough-Dodd é real ou complexo. Determinamos propriedades como massa e carga
topologica, que nesse ultimo caso é nao-trivial. Além da solucao de 1-soliton, obtivemos
também a solucao de 2-solitons e estudamos sua interacao através do calculo do atraso
(time delay) introduzido em sua trajetoria durante a colisao.

Finalmente, construimos algumas generaliza¢oes pelo acoplamento de cam-
pos de matéria aos campos iniciais do modelo BD de forma a preservar a integrabilidade
do sistema. Esses novos modelos constituem um trabalho original, no qual suas solucoes
sao calculadas e algumas de suas caracteristicas sao analisadas. Sob determinadas
condi¢oes, os modelos construidos fornecem ainda um mecanismo de confinamento para

OS NOVOS campaos.
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Abstract

In this work we study solitonic solutions to nonlinear models, symmetries,
conserved currents and the mathematical structure responsible for such solutions. With
this aim in mind, we make use of exactly integrable systems because they provide an
excellent framework to test ideas, besides its immediate applications.

We focused our attention on Toda models in general, and more specifi-
cally on the so called Bullough-Dodd model, also known as Zhiber-Mikhailov-Shabat.
We studied a zero curvature representation based on the underlying affine Kac-Moody
algebra Aff’ in order to calculate the solitons of this model. The approach chosen to
obtain these solitons is based on a hybrid which combines the dressing and the Hirota
methods. This formulation, which supplies us with a prescription to construct solitons,
is well established. It has previously allowed the study of a wide class of theories,
among which we find the sine-Gordon and the IKdV models, whose underlving algebra
is the su(2). Nonetheless, the Agg) is a special algebra for being of the twisted kind,
and this makes our results relevant as it validates the emploved techniques to any affine
Kac-Moody algebra.

The solitonic solutions constructed were considered in the cases where the
Bullough-Dodd field is real or complex. They allow us to determine properties such
as mass and topological charge. Besides the one-soliton solution, we also obtain the
two-solitons solution and we study their interaction through the time delay introduced
in their trajectories during the collision.

We finally built some generalizations by coupling matter fields to the origi-
nal BD fields in such a way that integrability is preserved. These new models constitute
an original work, where the solutions are calculated and some of their features are ex-
plored. Under certain conditions the models we made present a confinement mechanism

for the new fields.
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Capitulo 1

Conceltos Preliminares

1 Introducao

Apenas uma fracao restrita das equacoes que governam fenomenos fisicos
sao lineares, apresentando caracteristicas importantes como o principio da superposi¢ao.
Para se trabalhar com os sistemas nao-lineares, um dos métodos mais populares é a
chamada teoria de perturbagao, mas ela pode somente ser empregada em situacoes de
acoplamento fraco. Dai surgem a necessidade de se estudar solugoes analiticas das
equacoes nao lineares e a conseqiiente relevancia das chamadas solugoes solitonicas.

Entretanto, tais solucoes existem somente para sistemas que apresentam
elevado grau de simetria. Como as simetrias que permitem obter solugoes exatas para
uma dada equacao nao-linear desempenham um papel de grande importancia e como
constituem um dos objetos de estudo neste trabalho, nés discutimos os conceitos rela-
cionados as algebras de Lie e seus lacos com o tema de interesse, que sao as equacgoes
diferenciais nao-lineares [1].

Os solitons sao solucoes especiais de equacoes diferenciais nao-lineares com
interessantes propriedades que lhes conferem um aspecto de particula. Todavia, a nao-
linearidade introduz também um empecilho pratico: obter solucoes exatas nao é uma
tarefa simples. De fato, muitas das solugoes solitonicas nao podem ser obtidas por
métodos perturbativos.

A teoria dos soélitons desenvolveu-se muito nas tultimas décadas e hoje dis-
pomos de conhecimento suficiente para compreender que as simetrias responsaveis pelo
aparecimento de tais solucoes estao escondidas, no sentido em que nao podem ser asso-

ciadas a uma invariancia da acao que define o sistema.
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As simetrias escondidas manifestam-se de maneira algébrica. Quando um
modelo apresentar uma infinidade de quantidades conservadas, entao ele sera exata-
mente integravel. No caso de interesse estas quantidades decorrem do fato de podermos
expressar as equagoes de movimento do sistema como uma representacao em termos de
potenciais que vivem numa certa algebra. A construgao algébrica que permite a integra-
bilidade é a chamada condi¢do de curvatura nula. Por ser invariante sob transformagoes
de calibre, ela possibilita relacionar solugoes simples a outras pouco triviais.

Apesar de parecer um trabalho de cardater matematico apenas, os modelos
integraveis néo-lineares permitem testar idéias muito atuais em Fisica, como confina-
mento e a propria teoria quantica dos solitons. Em muitos casos, fornecem modelos
realistas para fenomenos bastante interessantes em matéria condensada, mecanica es-
tatistica e em fisica de altas energias.

O siginificado fisico das solugoes classicas auxiliam também na compreen-
sao das interacoes fundamentais da natureza, especialmente aspectos nao-perturbativos
das teorias quanticas, de modo que o estudo dos solitons tem se mostrado frutifero no
entendimento das teorias de gauge nao-abelianas. Mais recentemente, tém sido usa-
dos para descrever o acoplamento em teorias supersimétricas de Yang-Mills em 3 + 1
dimensoes, por exemplo.

Este projeto d& continuidade a formulacao da teoria de sélitons iniciada por
Saveliev, Olive e Underwood [2], e seguida por Ferreira, Gervais e Sanchez-Guillen [3]. A
metodologia em questao ja se mostrou adequada e levou a resultados bem sucedidos para
algebras de Kac-Moody mais simples, como su(2), relacionada ao conhecido modelo
de sine-Gordon, e ainda su(3). Entretanto, nao se tem conhecimento de um estudo
semelhante para a algebra com twaest Af_{z), associada ao modelo de Bullough-Dodd
(BD) [4, 5], com a inclusdo de campos de matéria. Por esse motivo, este modelo foi
escolhido para ser estudado.

A primeira vista, a abordagem deste modelo poderia ser justificada pelas
suas aplicacoes em Fisica, Engenharia ou outras areas. Porém, por mais interessantes
que sejam os contextos em que ele aparece, nao é essa razao de seu estudo, mas, sim,
o desejo de compreender como sua rica, e ja bem conhecida, estrutura permite levar a
integrabilidade do modelo.

O texto se divide em quatro capitulos. O primeiro traz, além destas con-
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sideracoes sobre a motivagdo do projeto, uma breve discussao sobre os solitons e os
aspectos algébricos relevantes para a compreensao do trabalho. Em seguida, ha um
capitulo que se aprofunda na integrabilidade dos modelos de Toda, que tém o mo-
delo de BD como um caso especial, visando a construcao de solugoes solitonicas. Ja
no terceiro apresentamos o estudo do modelo de Bullough-Dodd através das técnicas
discutidas até entao. Nele determinamos os geradores algebra Agg) e mostramos como
esta se relaciona com s0(8) e su(3). O conhecimento desta estrutura algébrica permite
construir na seqiiéncia uma representacao de curvatura nula equivalente a equacao de
Bullough-Dodd, que ¢ entdo resolvida. Ainda no mesmo capitulo, temos o restante do
trabalho orginal: a construgao e solu¢do de modelos exatamente integraveis em que
campos de Dirac sdo introduzidos convenientemente. Finalmente, apresentamos no

quarto capitulo as discussoes finais sobre o projeto desenvolvido.

Figura 1.1: Colisao entre solitons que se deslocam em mesmo sentido e velocidades
diferentes.
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2 Solitons

Antes de dar inicio a discussao dos assuntos relevantes para este projeto de
pesquisa, é conveniente um pequeno esforco para que um conceito tdao fundamental e
recorrente no texto esteja claro: o séliton.

Os solitons surgiram no contexto da hidrodinamica, sendo relatados pela
primeira vez por John Scott Russel em 1834 sob a forma de uma onda solitaria em um
canal que percorria longas distancias sem se dissipar. Tal onda foi modelada posterior-
mente por Korteweg e de Vries. Todavia, seu significado como um importante estado
estavel de sistem@s nao-lineares s6 foi notado na décade de 1960. Zabusky e Kruskal,
ao perceberem que quando uma ou mais ondas de KdV colidem elas nao se destroem,
cunharam o termo soliton, evidenciando seu carater particular.

Com a generalizacao do conceito veio a dificuldade em defini-lo apropriada-
mente [6]. Mesmo nao sendo um consenso, sera considerado um soliton uma solugao de
uma equacao de movimento que: (I) se propaga com velocidade constante mantendo
sua forma; (IT) ndo dissipa energia durante a propagagao; (IIT) cujo tinico resultado de
um espalhamento por outra solugao desse tipo seja um deslocamento relativo & posicao
em que estaria caso nao tivesse ocorrido a interacao.

O fato de que tais solugoes sejam possiveis para um sistema nao-linear causa
surpresa, e é decorréncia de uma competicao entre os carateres dispersivo e nao-linear
que podem estar presentes na equacao de movimento.

A principio pode passar despercebido mas a estabilidade dos solitons é
notavel. Mesmo apos interagirem eles mantém suas caracteristicas e isso mostra que o
espaco de fase deve ser muito restito; de fato, existe uma infinidade de cargas conser-
vadas que impedem sua descaracterizacao de cada um dos infinitos graus de liberdade
que um campo possui.

Uma outra caracteristica importante é que uma composicao de solucoes
nao é em geral uma solugao, ja que o principio da superposi¢ao se limita a sistemas
lineares. Os solitons inclusive se beneficiam desse fato pois isso implica na existéncia
de uma interacao entre as solucoes. Deveras, espera-se que eles possam auxiliar na

compreensao dos setores de acoplamento forte na fisica de particulas.
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3 Algebras de Lie

Com as pretensoes ja apresentadas em mente, da-se inicio ao estudo da

estrutura fundamental dos grupos e das algebras de Lie, que serd necesséaria para o

trabalho em questao. No entanto, a abordagem se atém as idéias principais com o

intuito de situar o leitor, a quem se recomenda consultar a literatura especializada

[7, 8] caso julgue necessario.

3.1 Grupos de Lie e Algebras de Lie

°
A teoria de grupos é a area da Matematica que aborda simetrias, e tendo

em vista que em Fisica estas sao ferramentas extremamente importantes, ¢ de se esperar

que seu estudo seja muito frutifero, especialmente neste ramo de pesquisa. De maneira

sucinta, grupos podem ser definidos como elementos de um conjunto que satisfazem

certas propriedades definidoras, das quais seguem intimeros resultados importantes.

estes

associatividade: (go ¢’ )oyg

Seja g um elemento do grupo G. Entao , temos:

fechamento: go ¢ € G <= g,4 € G.

1

=go (g og").

existéncia e unicidade do elemento identidade, e: goe = eo g = g.

1 -1

existéncia e unicidade do elemento inverso, g 7' gog !l =g log=e.

E possivel classificar os grupos em discretos ou continuos, sendo que apenas

ultimos serao de nosso interesse. Estes grupos podem ser parametrizados por

um conjunto de variaveis, g = g(z,,xy, ..., x,,), € através da combinacao de elementos

percehe—se que

g(@)g(z') = g(z") = " =F(z7). (L.1)

Ademais,

g(@)g(e') = ¢ = g()g(a) = o = f(a). (1.2)

Um grupo G recebe a designacao Grupo de Lie quando as fungoes F'(x, x')

e f(x) discutidas acima forem funcoes analiticas e os elementos ¢ de G constituirem
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um espaco analitico localmente isomorfico ao RY (manifold). Por este motivo, pode-
mos aproximar as vizinhancas de um ponto qualquer de um grupo de Lie G por um
espaco euclideano tangente a G naquele ponto. Note, porém, que tal linearizagao local
ocasiona uma perda das propriedades globais do grupo, mas permite que um ponto p
seja caracterizado por uma combinacao de campos tangentes a p:

V, = Vi(z) (1.3)

oz’
cujos coeficientes sao fungoes diferenciaveis das coordenadas.

Vejaamos (ue a composicao de dois campos, V' e W, sobre um funcao qual-

quer f:

oViof O f
- —— + WV —
oxJ 0zt * o)t

W(V(f)) =W/ (1.4)

nao apresenta a mesma forma que um campo (1.3) de modo que o operador WV nao é

um campo. Contudo, consideremos o comutador dos operadores V' e W:

(1.5)

[V, W] = (V"aWj - W"aw> o

’ N Ozt ozt ) du?

Este, sim, é um campo e por isso pode-se afirmar que o conjunto desses

campos vetoriais é fechado sobre a operacao de comutacao, formando o que se chama de
Algebra de Lie. A operacao [V, W1, conhecida por parénteses de Lie, é anti-simétrica,

bilinear e satisfaz a identidade de Jacobi:

@1y 2] + Lo [z 2] + 2, [ ] = 0 (1.6)

onde z.y e z sao ditos elementos pertencentes a algebra de Lie.

Como visto, a um grupo de Lie esta associada uma dlgebra de Lie, mas
falta compreender melhor como a algebra de Lie estd relacionada a sua estrutura de
grupo. Para isso, efetua-se uma translacao pela esquerda, ¢" — gq'. levando o elemento
g em ¢”, sendo que ¢ é parametrizado por 2, (z = 1,2,....,dim G'), enquanto ¢’ é
parametrizado por «7, (i = 1,2,...,dimn G”), que sao funcoes analiticas de x!. Este

mapeamento de G’ em G” induz um mapeamento entre os espacos tangentes:

10Os argumentos apresentados poderiam ser usados no caso de uma translacio pela direita, e o
resultado seria o mesmo.
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Assim, dado V no espago tangente TG, temos associado um campo tan-
gente Wy em T,»G. No caso em que tais campos coincidem, temos o que se chama
campo vetorial invariante pela esquerda em G. Mostra-se ainda que o comutador de
dois campos invariantes também é invariante, e com isso, um campo invariante pela
esquerda é completamente determinado por seu valor em um ponto particular de G, a
identidade.

Exisée um numero igual & dimensdo de G de campos linearmente inde-
pendentes, T,, (a = 1,2, ..., dim G), que formam uma base para o plano tangente e

satisfazem uma relacao que independe do ponto e caracteriza a algebra:

[Tav Tb] - fﬁbTC (18)

Comumente, refere-se aos elementos T' como geradores da dlgebra, enquanto
os fatores f sao chamados de constantes de estrutura, fornecendo toda a informacao da
algebra.

As dlgebras de Lie simples sao aquelas que nao possuem uma subalgebra
(no trivial) abeliana invariante, isto é, nao existe uma subalgebra H de G tal que
[H,G] C H. Ja as dlgebras de Lie semi-simples. no caso de serem compactas, sao uma
soma direta de algebras simples que comutam entre si e, a grosso modo, seu estudo
constitui uma generalizacao da algebra de momentum angular.

Definida uma algebra semi-simples ¢, chama-se de subdalgebra de Cartan
(CSA) de G a subalgebra maximal de G tal que seus geradores comutam entre si.
Denota-se rank da dlgebra G a dimensao da subdlgebra de Cartan de G, e a base dessa

subalgebra é dada por H;, (i = 1,...,7 = rank G):

[Hi, H;] =0 (1.9)

O complemento da subalgebra de Cartan em G constituem os chamados
operadores step, E,, que diagonalizam simultaneamente os geradores da CSA com re-

speito a acao adjunta:

[HI-7ED} = (—YiEa' (110)
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Chamam-se raizes da dlgebra os autovalores acima, onde «; (¢ = 1,...,7)
denotam as componentes da raiz «, que vive num espaco de dimensao r. O espaco
vetorial das raizes pode ser dividido por hiperplanos perpendiculares as raizes em regioes
chamadas camaras de Weyl (WC). Pela regularidade do sistema de raizes todas as
camaras de Weyl tém a mesma forma e sao equivalentes, de modo que podemos escolher
uma delas e considera-la como uma cimara de Weyl fundamental (FWC). Sendo z um
vetor qualquer dentro de FWC, dizemos que a raiz « € positiva se - o > 0 e negativa
se x - a < 0.

O espago das raizes, por sua vez, pode ser gerado pelas r raizes simples,
(e, que sao aquelas que nao podem ser expressas como combinacao linear de raizes
positivas. Por outro lado, uma raiz qualquer da algebra pode entao ser escrita como

combinacao linear das raizes simples:

= Z moag (1.11)

a=1

Juntos, os geradores da subdalgebra de Cartan (CSA) mais os operadores
step formam uma possivel base para gerar uma algebra de Lie.

Os operadores nas relagdes (1.9) e (1.10) encontram-se expressos na chamada
base de Weyl-Cartan, util por suas propriedades de ortonormalidade com respeito ao
traco de um par de geradores. No entanto, para propositos algébricos é mais conveniente
introduzir uma base na qual as constantes de estrutura sejam todas nimeros inteiros,
a base de Chevalley, em que se subsituem os geradores da CSA pela combinacao:

20, - H

H,= —% (1.12)

(/y(l
Se a algebra for simplesmente lagada, isto é . se todas as raizes tiverem o

mesmo comprimento, pode-se convencionar «,” = 2 por simplicidade, implicando nas

seguintes relacoes:

[H,, Hy] =0 (1.13)
[Ha, By] = 6 «tx By (1.14)
By B ol =a-H (1.15)

4

6

- L 5 SEHViIUU L 50 i O
5&'8@‘”? N *V‘ENUF;;ML‘AE;E
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[Eas E3] = No3Eoy3, se a+ 3 for raiz (1.16)
[Ea,E3] =0, se a+ 3 nao for raiz (1.17)

onde N, sao constantes de proporcionalidade a serem determinadas consistentemente.
Note ainda que para se determinar as relacoes de comutacao entre os elementos da

algebra é necessario o conhecimento do produto escalar entre as diferente raizes.

3.2 Matrizes de Cartan e Diagramas de Dynkin

Uma maneira muito usada de codificar as informagoes de um sistema de
raizes simples ¢ através de seus produtos escalares e isto se da sob a forma de uma
matriz n X n, a matriz de Cartan, definida pelos elementos

200, -

By 8 (1.18)

C¥b2

com a,b =1,...,rank G. Algumas propriedades dessa matriz sao :

o KoKy =4cos’td =mn, comm,née’Z

A matriz fornece o angulo entre duas raizes simples.

2 5
° K ab - g~
Kpa ub'z

K fornece a razao de comprimentos de quaisquer duas raizes.

° [{ub =) [\"bﬂ R (Ya"/ = Ltbz

A matriz apenas é simétrica quando todas as raizes tiverem o mesmo comprimento.

o Kop=Kpg =0 = q-ap =0
A matriz de Cartan de uma algebra de Lie que ndo é simples tem necessariamente

uma forma diagonal.

Kaoo =2 Os elementos da diagonal nao fornecem novas informacoes.

A partir da matriz de Cartan de dimensao n se constroi o que se conhece por
diagrama de Dynkin, que consiste de uma representacao grafica em que ha n pontos, e

dois pontos a e b quaisquer sao ligados por A’y /sy, linhas; se o niimero de linhas ligando
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dois pontos exceder 1 coloca-se uma seta apontando para o ponto correspondente a raiz
que tiver o menor comprimento. Dessa maneira, {,;, pode ser reconstruido a partir do
diagrama de Dynkin e vice-versa.

As matrizes de Cartan K, fornecem uma maneira de se construir algebras
de Lie. Com essa finalidade ¢ introduzido um conjunto de 3n geradores, {h;, e/, e; },
que representam respectivamente os geradores da subalgebra de Cartan, os operadores
step de grau positivo e os de grau negativo, e satisfazem as relagoes de comutacao:

.[hi, hy] =0 e, €51 = hibi; [hs, €3] = Le; K (1.19)

Finalmente, deve-se também impor as relagoes de Serre, que estao rela-

cionadas a estrutura da cadeia de raizes:

(ad e?)l_l"ﬂef =0, (1.20)

sendo que ad indica a¢ao adjunta.
Os demais eleméntos sao obtidos tomando-se o comutador destes 3n ge-
radores tantas vezes quanto for necessario. E nesse sentido que tais elementos sao

considerados geradores da algebra, mas nao uma base.

3.3 Teoria de Representaciao das Algebras de Lie

As relagoes entre os geradores de uma algebra foram discutidas até agora de
maneira geral e sem fazer referéncia a uma realizacao para eles. Entretanto, é necessario
em certas situacoes abandonar a representacao abstrata e expressar os elementos da
algebra num espaco vetorial.

Qualquer conjunto de operadores {7, } atuando num espaco vetorial V' sera
considerado uma representacao de uma algebra de Lie nesse espaco se for possivel definir
uma operacao entre quaisquer dois desses operadores , T, o T}, que reproduza as relacoes
de comutacao da algebra em questao .

Uma possibilidade é escolher a base do espaco de representacao como sendo

autoestados dos geradores da CSA:

Hilp) = pilp) (1.21)
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Denotam-se pesos da dlgebra os 1 vetores acima {u, ..., ¢4, }, que geram um

espaco r-dimensional.

E bem sabido ainda que para cada raiz o de uma dada algebra, os elementos

{ B B ZZ'QH } formam uma subdalgebra isomorfa a su(2). Dai se extrai uma condicao

a ser obedecida pelos pesos:

€z (1.22)

2a-J
v

~+ € 7, diz-se que toda

Como se observa que duas raizes a e 3 satisfazem
raiz é um peso, embora nem todo peso seja uma raiz. E dentre os pesos, chamam-se
pesos fundamentais aqueles A tais que

20(a : /\b
——— = 0w (1.23)

2
g

No entanto, apos a escolha dos estados que definirao a representacao, é
necessario saber que a atuagao dos operadores step sobre um desses estados gera um

novo estado:

I:u/> - E(,|pL> (1'24)

que tem peso u + «, ou seja, os pesos diferem por uma soma de raizes.

Existe um estado, chamado de estado de peso mdximo, tal que:

E A =0 (1.25)

Todos os estados da base podem ser obtidos a partir deste estado de peso
méaximo pela atuacao de steps com raizes negativas. E um resultado conhecido que
existe uma unica representacao irredutivel de uma algebra de Lie compacta com estados
de peso maximo [\) para cada A. Logo, representacoes irredutiveis podem ser rotuladas
por seu peso maximo, D,

Uma representagao fundamental é aquela em que o peso maximo é um peso
fundamental. Logo, o nimero de representacoes fundamentais de uma algebra de Lie
compacta semi-simples é igual ao seu rank. Denota-se ainda representa¢ao adjunta

aquela em que o peso maximo é a maior raiz positiva.
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3.4 Algebras de Kac-Moody Afins

A matriz de Cartan também permite verificar se uma algebra fecha com
um nimero finito de geradores. Até agora foram discutidas algebras finitas, que se
caracterizam por matrizes de Cartan nao-singulares. Mas é possivel que detK = 0, e
nesse caso a dlgebra G fecha somente com um ntimero infinito de geradores; a dlgebra,
é dita infinita.

Considerando uma gradagio de uma élgebra infinita tal que

® G == @ G’n [gAnv gAm,] C g71+7n (126)

Victor Kac e Robert Moody [9] classificaram as algebras infinitas nas situacoes em que
a dimensao do subespaco G,, ndo cresce exponencialmente com n, mas, sim, polinomial-
mente: dim G,, ~ n* (o valor k -1 é o chamado growth da algebra, e é infinito caso a
dependéncia seja exponencial). Estas constituem as algebras de Kac-Moody afins.

Na verdade, é possivel associar uma dlgebra de Lie afim a cada algebra de
Lie simples finita. Neste pro("/esso de afinizagao, parte-se da matriz de Cartan de uma
algebra de Lie simples e finita, com determinante nao-nulo. Acrescentando-se uma linha
e uma coluna a ela obtém-se a matriz I;’, com determinante nulo, conforme descrito na
seqiiéncia.

De acordo com o que foi exposto anteriormente, pode-se expandir uma
raiz da algebra de Lie finita como uma combinacao de raizes simples com coeficientes
positivos (1.11). Em particular, existe uma tinica raiz, a = ¢ que é a mais alta no
sentido em que sua altura, h(v) = " m?, ¢ maxima. O negativo dessa raiz, oy =
—¥, € entao acrescido ao conjunto de raizes simples , de forma que o niimero de geradores
aumenta de 3r para 3(r + 1) e a dimensao da matriz de Cartan passa a ser r + 1. Assim.
a linha e a coluna inseridas estao associadas a uma raiz, v, que é combinacao linear das
outras raizes. Logo. seu determinante se anula e a matriz K é singular.

Com isso, obtém-se uma matriz de Cartan que admite um vetor nulo a
esquerda e um vetor nulo a direita:

., .

D miK; =0 Kyl =0 (1.27)
)

1=0 =

com ¢, =0,1,2,...,r, e as normalizacoes dos vetores tais que mein{m; } =1e

SEMHVIQU DE 816L10.7 &

?;‘” o INFORMACAGQG

i
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mand{l;} = 1. Mostra-se também que as componentes de tais vetores sao os coeficientes

das seguintes expansoes da raiz mais alta em termos das raizes simples:

W = my oy, — = &y (1.28)
fli=— a=1

Uma conseqiiéncia da infinitude da éalgebra é que existe um niumero infin-
davel de geradores, e pode-se obter uma gradagao da algebra de forma que se associa
um grau n aos geradores e escreve-se a base dessa algebra como 7' =T, ® =z

E possivel ainda que esses geradores sejam tais que sua estrutura se assemelhe
muito a das algebras de dimensao finita no que se refere as relacoes de comutacao.
Costuma-se expressar as relagoes de comutacao de uma algebra de Kac-Moody afim
por

[THL Tb”] == facb,]ﬂumL” + 7”6111+11‘UTT'(71¢1T1))C (129)

a

onde C' é o chamado termo central, que tem uma forma definida, C' = I['h; = [ HY,
de modo a comutar com todos os geradores da dlgebra sendo, pois ,inico, a menos de

multiplicacao por um escalar:

(€, T"] = 0 (1.30)

A introdugao desse novo elemento altera de maneira significativa a estrutura
algébrica. No caso em que C' = 0, tem-se o que se chama de algebra de loop, ou de
lacos, na qual a algebra infinita é composta por infinitas copias da algebra semi-simples
associada. Na teoria quantica dos campos, a algebra de Kac-Moody surge naturalmente
com termo central proporcional a A°, que desaparece no limite cléssico [10].

Em geral, é conveniente introduzir também um gerador D que atua como

d

2+~ e mede o indice dos geradores:

[D, T = T D,C] =0 (1.31)

Para que se determine explicitamente as relacées de comutacao em termos
de operadores step e geradores da CSA, deve-se conhecer os tracos entre os geradores,

que na base de Weyl-Cartan sao dados por
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2
Tr(H;H;) =6;5; Tr(H;E,) =0, Tr(E.E_,) = — Tr(E.E3) =0 (1.32)
‘ «

Tr(CT?) =0; Tr(DT?) =0, Tr(C*) =0 Tr(CD)=1 (1.33)

Com isso, as relacoes de comutagao para a algebra afim na base de Chevalley

sao as seguintes:

. [a-H", 3 - H"] =a 3 mduiniC (1.34)
o B B3l = aev 8 B t™ (1.35)

ENE"] = a- H™" 4 m;neC (1.36)

[EL, ES] = AQME("’_';"’, se a+ /3 for raiz (1.37)
B EY =0, se a+ 3 nao for raiz (1.38)

Note que a CSA é gerada pelos operadores « - H" com grau nulo, além do

termo central e da derivacao: H" = (H",C, D). Por outro lado, os operadores « - H”
com grau nao-nulo passam a ser operadores step, associados a raiz

nd = (0,0, n) (1.39)

denominada light-like e os E7 = E,4 sao operadores step com raizes space-like

& = («,0,n) (1.40)

O elemento H" = (H",C, D) serve também para definir os pesos da algebra

afim como sendo seus autovalores i = (u,C, D):

(H",C, D)|pu.C, D) = (1, C. D) |, C, D) (1.41)
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e os pesos fundamentais satisfazem

20 - A

~ 2
(.!l'

= 03 (1.42)

Além da derivacao D, existe uma outra maneira de se graduar a algebra,
pelo uso do chamado operador de gradag¢ao da subalgebgra principal, que é apenas uma

combinac¢ao dos geradores da CSA, do centro e da propria derivagao:

.
Q= E Ao - H* + hD + oC (1.43)
a=1
°

onde h é o chamado nimero de Coxeter h = Y. m;, sendo em geral equivalente a
altura da algebra acrescida de uma unidade, h = h(¥) + 1. O termo central aparece

apenas para normalizar o traco, sendo irrelevante para a acao adjunta.
E conveniente fazer a escolha das constantes multilpicativas de forma a

valer:
Tr(QC) = h Tr(Q%) =0 (1.44)

3.5 Operadores de Vértice

A teoria de representacao das algebras de Lie afins esta intimamente rela-
cionada também com a teoria quantica de campos [11], 0 mesmo nao ocorrendo com as
algebras de Lie comuns. A construcao das representacoes também é diferente em cada
caso.

Para uma algebra de Kac-Moody existem diferentes maneiras de realiza-la
em termos de operadores que satisfacam as relacoes de comutacao vistas ha pouco.
Uma representacao para essas algebras surge naturalmente, por exemplo, quando se
estuda um modelo de férmions livres bidimensional: 0os modos na expansao de Laurent
das correntes de Noether desse modelo obedecem as relacoes de comutacao desejadas.

Ha. contudo, uma maneira mais geral de se obter uma representacao para
as algebras de Kac-Moody em termos de operadores que podem ser tanto bosonicos
quanto fermionicos. Esta construcao se baseia no operador de campo do séliton, devido
a Skyrme, ou equivalentemente, ao operador de vértice da teoria de cordas. A idéia

consiste em obter operadores de criacao e destruicao e expandir os geradores da algebra
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em termos desses osciladores, que por sua vez atuarao num espaco de Fock construido
a partir de um estado de vacuo.

A chamada representacdo homogénea da algebra esta baseada nos opera-
dores de vértice de Fubini-Veneziano, em que os modos pertencem a subalgebra de
Heisenberg homogénea, que corresponde os geradores H" e H,; ™ da CSA, na base de
Weyl-Cartan. Realmente, eles se comportam como osciladores harmonicos indepen-

dentes:

[H", H] = m010,00:5C (1.45)

Pode-se introduzir uma funcao geratriz aos geradores da algebra afim:

T.(z) = >, T, "z", de modo que os geradores da CSA

a

Hi(z) = HY + > (HP=™" + H;"z") (1.46)
n>0

sao relacionados ao campo de momenta de Fubini- Veneziano:

Pi(z) = p; + Z (af' 2" +a;"2") (1.47)
n>0
que, por sua vez, permite definir o campo de coordenadas de Fubini-Veneziano, Q;(z),

; dQ;
através de Pi(z) = 1z -, resultando em

ol

Qi(z) =q; +p;Inz 42 7";"’ (1.48)

n

com g; uma constante de integracao tomada como sendo canonicamente conjugada a

pit (@i pi] = 10;;. Ressalta-se aqui que, conforme esperado [a)", u;'] = F0p 00
Como o espaco dos estados considerado é um espaco de Fock construido

pelos estados que sao simultaneamente vacuo dos osciladores e que carregam momentum

nulo, temos:

o]0y =0 pil0) =0 (1.19)

Denotando o autoestado e o autovalor de p; de acordo com

‘1),,;!,\> — /\,' ,\> (l.)())




CAPITULO 1. CONCEITOS PRELIMINARES 17

A).

As condigoes (1.51) remetem a uma representacao de peso maximo e torna

vé-se que o operador e cria momentum \: e*V9)0) =

natural definir um ordenamento normal:

cafal i=alal', om >0 (1.51)
rafalt = aof'al, om <0 (1.52)
L pidj = 4P L qiPj = ¢iPj (1.53)

E ingtrutivo mostrar explicitamente as divergéncias que o ordenamento

normal evita no produto dos operadores de Fubini-Veneziano:

<

Fi(2)Qj(w) =: Pi(2)Q;(w) : —edij— - lz] > |w] (1.54)
Pi(z) Pylw) =i P2} Ps(w) ¢ +abdid e |z] > |w| (1.55)
z —w
O operador de vértice é , entdao , definido por
02
U%(z) ==z7 : e*v Q) . (1.56)

onde o ordenamento normal dos operadores de criacao e destruicao garante que os

elementos de matriz serao finitos no espaco de Fock. Ademais, note que a univocidade
- . .. . - 2 _

do operador com relagiao a variavel z esta vinculada a condicao : p -« + 5 &L

Uma propriedade do operador de vértice é criar momentum «:

[0, U(2)] = a;U%(2) (1.57)

Pela semelhanca desta equacao com [H™, E"] = o, E™ ™" percebe-se a pro-
ximidade de uma representacao para a algebra em termos do operador de vértice. De
fato. com a univocidade do operador (1.56) na variavel z, pode-se fazer uma expansao

em série de Laurent:

[/TU(Z) _ Zf/‘::dm (158)

m

Com os osciladores introduzidos obtém-se relacoes de quase comutacao, que

podem ser recuperadas de modo a reproduzir as relacoes de comutacao da algebra.
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O calculo do produto de dois operadores de vértice de Fubini-Veneziano

leva a seguinte expressao :

a3
U () U7 (w) =: U (2)U (w) : <3f~w> (1.59)
<~
que permite uma relevante conclusao , a de que o produto de dois operadores de vértice
no mesmo ponto se anula.

Quando se trata de representacoes de nivel 1 [12], é sempre possivel escolher
o médulo das raizes da éalgebra igual a v/2: o’ = 2 ; com isso, as singularidades em
(1.59) sdo semprg isoladas e nunca pontos de ramificacdo. E possivel escolher raizes
com moédulo unitario, mas nesses casos os operadores de vértice tém carater fermionico,
satisfazendo relagoes de anticomutacao.

Por outro lado, existe uma outra maneira de se construir operadores de vér-
tice, usando-se a representacao principal, associada a subéalgebra de Heisenberg princi-
pal. Esta subalgebra alternativa é interessante pois os potenciais de vacuo dos modelos
de Toda podem ser expressos em termos de seus geradores.

Em se tratando de representacoes de niveis mais altos, sabemos que estas
podem ser construidas pelo produto tensorial de representacoes de nivel 1, desde que

saibamos como os pesos se somam sob tais composicoes:

HMNON)=(HQL+1@H)A)@NV) = (A +A)N) @ |N) (1.60)
0 que nos possibilita introduzir a seguinte notacao
IA) @ |N) = |[A+ \) (1.61)

sendo que os operadores que atuam nesse espaco vetorial tém a forma

V=Vel+tloV (1.62)

Logo, numa representacao de nivel 2 (r; = C; = 2), por exemplo, temos:

A=A 2,0) = A 1,0) @ 10, 1, 0) (1.63)

desde que os estados de fato existam na representacao.
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Assim, ¢ facil ver que V* =2V ®@ V # 0, mas

V= (1.64)

Isso garante a nilpoténcia da algebra em qualquer representacao, muito
importante para a construcao de solitons.

Esta secao nao pode ser encerrada sem que antes seja enfatizada a im-
portancia de métodos algébricos na construgao de modelos integraveis. Para a melhor
compreensao, torna-se mister estudar questoes relacionadas as simetrias de um modelo.



Capitulo 2

Integrabilidade

1 Quantidades Conservadas

Em Mecanica Classica [13] surge o importante conceito de integrabilidade.
Um sistema associado a um espaco de fase de dimensao 2n é dito integravel pelo critério

de Liouville se forem conhecidas n quantidades F; = F;(p, q) conservadas

{H,F;}pp =0 (2.1)

em nvolug¢ao no espaco de fase:

{Fi, Fi}pp =0 (2.2)

De acordo com o teorema de Liouville, pode-se construir uma transformacao
canonica (p;, q;) — (F;,w;) tal que as quantidades conservadas estao entre as novas
variaveis, chamadas de dngulo e ag¢ao. A solu¢ao do modelo pode entdo ser obtida por
quadraturas, resolvendo-se um nimero finito de equagoes algébricas e de integrais.

Porém, nao é facil encontrar as simetrias relacionadas as leis de conservacao.
Ademais, mesmo nas situacoes em que se pode aplicar o teorema discutido, encontrar
a transformacao canonica que leva as variaveis de angulo-acao é uma tarefa dificil.

Sob determinadas condigoes ¢ possivel nao apenas garantir a existéncia
de grandezas conservadas mas, também, construi-las, conduzindo & integrabilidade do
modelo.

Ja foi dito que as simetrias apresentam um papel fundamental na analise
de sistemas fisicos pois permitem restringir o espaco de fase do problema, conseqiien-

temente facilitando sua solucao. Deveras, esse é um corolario importante do teorema

20
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de Noether, que diz que se encontrarmos uma simetria global da agdo associada ao sis-
tema, entao deve existir uma carga conservada. Entretanto, ha situacoes em que um
nimero infinito de quantidades conservadas podem ser encontrado mesmo que nenhuma
simetria da lagrangeana esteja associada.

Teremos interesse em estudar tais simetrias escondidas do modelo. Elas
ocorrem sempre que for possivel expressar as equacoes do modelo de interesse na forma

da chamada equacao de Lax:

d
—L=[ML 2.3
, SL= M, L (23)
em que os operadores M, L sao mapeamentos do espaco de fase numa &lgebra de Lie.
As cargas conservadas podem ser construidas tomando-se o traco das potén-
cias de L, pois:
d d
—Tr (L") =Tr{ —
dt () (dt

sendo que n = 1,..., N e N é a dimensao da representacao das matrizes L e M. Logo,

L”’) =Tr([M,L") =0 (2.4)

essa estrutura algébrica esta intimamente relacionada a existéncia de N quantidades
conservadas, que por sua vez permitem a integrabilidade da teoria. Sabe-se, inclu-
sive, que a maior parte dos modelos que apresentam solucoes solitonicas admitem uma

representagao na forma da equacao de Lax.

1.1 Curvatura Nula

Embora a equacao de Lax surja originalmente no contexto de um sistema
de N particulas, pode-se usar uma formulacao equivalente para teorias de campo, por
exemplo, em 1 + 1 dimensoes. Assim, atinge-se uma generalizacao da equagao de Lax
conhecida como equacao de Zakharov-Shabat ou condigcao de curvatura nula:

Fiup = [0y + A, 0 + Ayl =0 (2.5)

onde p, v = + e os termos A, correspondem a representacoes matriciais de uma algebra

de Lie, e os indices estao relacionados as varidveis do cone de luz:

(0, £ 3,) (2.6)

[SOREE

gy =ttw —
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Esta expressao, (2.5), pode ser interpretada como uma condi¢ao de com-

patibilidade para o sistema linear

(au + A;L>(] =1 (27)

onde U é uma matriz nao singular.

Uma caracteristica importante da curvatura nula, e que permite uma ge-
neralizacao desta condi¢ao de integrabilidade para sistemas em dimensoes mais altas
[14], é que ela é uma lei de conservagao no sentido em que a exponencial da integral de
caminho da conexao A, ordenada ao longo de uma curva fechada independe do cami-
nho. Mas, para que isso fique claro, existem alguns conceitos que precisam ser melhor
compreendidos.

A equacao (2.7) induz uma transformagao

U(z* + de*) = (1 — A, (2)de" U (z) (2.8)

gerada pelo que é conhecido como operador de transporte paralelo. A notacao U (z# +

dz*) foi usada para distingtii-la de U (2" + da'') = U(a*) + 0,U (x#)dx*.

=
]

A relevancia deste conceito ocorre porque a diferenca U(x +dx) —U(x +dx)
relaciona a funcao avaliada em pontos distintos de maneira covariante, introduzindo a

derivada covariante:

D, U(x) = (0, + A,)U(x) (2.9)

que recebe este nome pois a derivada de U(z) se transforma como o proprio U(z):

D, U(x) — g(x)D,U(x). Com isso a curvatura nula estd relacionada ao sistema
invariante D,U(z) = 0.

Além disso, quando uma transformacao local é aplicada sobre U, U(z) —

g(z)U(x), de forma que em poutos distintos do espaco-tempo o campo se altera de

maneira diferente, a conexdo se comporta como:

A, =gAug = g9 (2.10)

Logo, a agao do elemento de grupo g sobre U ocasiona uma transformacao
de gauge, (2.10), sobre os potenciais. Fica claro. pois, que a condi¢ao de curvatura nula

é invariante por transformacoes de gange, una vez mostrado que F,, — gF,,¢".
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Com o intuito de entender a curvatura nula como uma lei de conservacao,
observe que a solucao formal para o operador de transporte paralelo definido em (2.7)

é .

U(o) = Pexp (—/ da@iflu) (2.11)
=
onde P representa um ordenamento de caminho de integracao I', que por sua vez é
parametrizada por o.
Fazendo-se na equacao uma variacao da curva tal que o ponto final o é fixo,

encontra-se: °

X Pe 1z
SU(0) = ~U(o) / da'U(a’)—lFW(./(U’)%M(U’) (2.12)
4]

Logo, se F,, = 0, entao U(o) independe do caminho. Como a construcao
de cargas conservadas esta relacionada com o fato de podermos integrar a conexao
ordenada por qualquer caminho que tenha os mesmos pontos extremos, pode-se fazer
uma, decomposi¢ao de Gauss do elemento de grupo U. De fato, escolhendo-se dois
caminhos diferentes, (0 — I — [I) e (0 — III — II), mostrados na Figura 2.1,

tem-se, respectivamente:

I 1
U(x,t) = Ujexp (—/ dJ,;A) exp (—/ (‘ICL';,A+) (2.13)
11 0

7 I
U(x,t) = Ujexp <—/ d;z:ffh) exp <~/ dI_A__) (2.14)
I 0

Ou seja, o elemento de grupo é escrito como a decomposi¢ao em subgrupos
que sao a exponenciacao de geradores de graus positivos e negativos: e de duas maneiras
diferentes.

E se U independe do caminho, as cargas conservadas sao tomadas como
sendo os tracos Tr(U") e podem, em alguns casos, ser feitas locais através de uma
transformacdo de gauge que torne A, em diagonal, A, — a, = gA,g" ' — 9,97 ' de

modo que j* = =Fq,.
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X+
]

Figura 2.1: Caminhos de integracio usados nas expressoes (2.13) e (2.14).

O modelo C'P! em (2 11) dimensoes, as teorias de Yang-Mills auto-duais
e a equacao de Bogomolny em (3--1) dimensoes sao exemplos de teorias que possuem
uma representacao de suas equacoes de movimento em termos da condicao de curvatura

nula.
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2 Modelos Integraveis

A formulacao que acaba de ser apresentacda ¢ extremamente importante
para a construgao de solucoes do tipo soliton, que aparecem em diversos modelos exata-
mente soluveis, incluindo a equacdes de Schrodinger nao-linear, de Korteweg-de Vries,

e ainda os modelos de Toda, que serao abordados neste trabalho.

2.1 Modelos de Toda

A rede de Toda é um modelo simples para cristais unidimensionais nao-
lineares que descreve o movimento de cadeias de particulas que interagem com seus
vizinhos proximos. Como descoberto por Toda, este sistema se torna particularmente
interessante no caso de uma forca restauradora proporcional a exponencial da elongacao,
o que é comumente suposto de maneira implicita. Nesse regime, o sistema apresenta
uma solucao analitica encontrada apds uma mudanca de variaveis e a introducao da
chamada funcao 7 de Hirota.

Trés ingredientes sao fundamentais & construcao dos modelos de Toda:
uma algebra G, uma gradacao @Q desta algebra, e elementos constantes A, que vivem
nas subalgebras G. associadas a graus positivo e negativo. As equagoes de campo de
Toda em duas dimensoes (1 espacial e 1 temporal) podem entao ser obtidas como uma

condicao de curvatura nula associada a determinados potenciais:

A, = -BATB™! A_=A"-9_BB™! (2.15)

em que B € €9 ¢ o elemento de um grupo relacionado a uma subélgebra de grau zero,
e AL € G. determinam as propriedades do modelo.
Levando os potenciais acima na condicao de curvatura nula,

9, A, — 0, A, +[A,, A)] = 0. obtém-se a seguinte equacao de movimento:

0,(0_.BB™ ")+ [BATB™L AT =0 (2.16)

A determinacao das conexoes (2.15) apresenta uma arbitrariedade muito
semelhante a que ocorre no Eletromagnestismo, em que a teoria é invariante por uma
transformacao de gauge. Escolhendo-se, por exemplo, o elemento de grupo como sendo

g=8"

1 - [ . T
2, obtém-se potenciais de certa forma mais simétricos:
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. 1 i
Ay =+30.B87" + B:AB": (2.17)
Se for considerado o mapeamento exponencial B = ¢%7:, onde T; é base

da algebra de B, pode-se fazer a linearizacio B = 1 4 (;T; + O(2?) e obter

8,0_GT: + [A~, [A*, T]JG; =0 (2.18)

desde que [AT,A"] ~ C, o que permite interpretar a massa do modelo como dada por

9 . ~
m= = 4\, com A proveniente da equacao de autovalor

(A=, [A*,T]] = AT. (2.19)

Consideramos a seguir os diferentes tipos de modelos de Toda. Os mais
simples sao os Modelos de Toda Conformes (CT), também conhecidos pelo termo
Toda molecule (TM). Eles sao modelos exatamente integraveis com invariancia conforme

associados a algebras de Lie semi-simples. Sao obtidos fazendo-se a particular escolha:

r r

B=gs  AF—q Y of N =g Y & (2.20)

a=1 a=1

(.

onde os elementos h, e eX sao os geradores vistos na subsecao 3.2, e ¢. sdo fatores de

acoplamento. Os potenciais (2.15) desta classe de modelos sao , portanto:

Ay =—qy Z el effavwe A =-0 p.h, +q_ Z e, (2.21)

De acordo com o que foi discutido acima, os campos do modelo sao descritos

por

0, 0_@g + qrq_eXarvs =0 (2.22)

Dessa forma, as matrizes de Cartan desempenham um papel direto nessa
classe de modelos, fornecendo uma maneira de se construir equacoes, cujas simetrias
podem ser investigadas pela analise dos diagramas de Dynkin correspondentes [15, 16].

Neste caso, as matrizes de Cartan nao sao singulares (det A # 0), e nao
possuemn vetor nulo, i.e, nao existe um vetor v tal que > | _ v,K, = 0. Pode-se

entretanto definir um vetor p,
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=) Kuupa (2.23)
=1

que possibilita reescrever (2.22) da seguinte forma:

0.0_pa+qsq- Y Kaue™ =0 (2.24)

b=1
No caso das equagoes originais de Toda representam o deslocamento relativo
dos pontos numa rede linear infinita, a matriz de Cartan associada ¢ aquela do grupo
SU(r + 1), no liguite r — oo.
A invariancia conforme deste modelo, relacionada ao fato de os campos
aqui nao possuirem massa, em duas dimensoes pode ser representada por
ry, —ax, = f(zy) e x_ — 1 = g(r_), que devem ser acompanhadas da seguinte

transformacao dos campos:

5 T ~—1 r e ]!
e‘\rfa R eﬁ(r’a s (f/)Zb:l [\nb ('(J,)szl ab e;‘p“ (22:))
Ja os modelos de Toda afins (AT), também conhecido como Toda lattice
(TL), podem ser considerados como uma deformacao dos modelos CT de tal modo que,
embora a simetria conforme seja quebrada, a integrabilidade permanece. Neste caso,

trabalha-se com uma algebra de Kac-Moody afim (dai o nome), em que a matriz de

Cartan é singular, logo nao inversivel, e admite um vetor nulo a direita:

S Kyli=0 = C=PIH)=0 (2.26)
1=0

e os geradores Hﬁ sao linearmente dependentes. Isso ocorre pois a matriz de Cartan,
como discutido, foi acrescida de uma linha e uma coluna referentes a uma raiz que é
combinacao linear das raizes simples.

Outra diferenca com relacao aos modelos CT reside na definicao dos ele-

mentos da algebra que vao definir os potenciais de gauge:

B = g¥aha AT =g, Z \/Eef AN =q_ Z l?ef (2.27)

=0 =0

Substuindo tais expressoes em (2.16), obterm-se
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0,0_p, + qug 1Y (efarve _ eKovv) = (2.28)

que é a equacao de movimento para os modelos de Toda afim. Note que ¢ = 0 é uma
solugao trivial e que o modelo nao é invariante conforme; para que tal simetria seja
imposta ao sistema, a subalgebra de grau zero deve ser extendida.

Como os solitons sao solucoes que interpolam diferentes vacuos, os modelos
CT nao apresentam tais solugoes pois nao existe um vacuo finito, diferentemente do que
ocorre para os modelos AT. Logo, é de interesse obter modelos que apresentem soélitons
mas que ainda sedam invariantes por transformagoes conformes, o que é conseguido pela
introducao de dois novos campos, relacionados a adi¢ao de extensoes & algebra de lacos,
responsaveis pela integrabilidade dos modelos AT.

Dessa maneira, se constroem os modelos de Toda Afins Conformes

(CAT), ou generalized Toda lattice (GTL), pela introducao dos elementos

B — efehatvC4nQ 4A* =gy Z \/Eef A =gq._ Z \/l?elf (2.29)
=0

=0

sendo que se tem agora um termo central nao-nulo, ¢' = Ifh, # 0, e Q ¢ uma combi-
nacao dos geradores da subélgebra de Cartan e do operador derivagao, visto em (1.43).
Além da equacao para os campos de Toda ¢ de interesse, temos também expressoes
que governam o movimento dos campos secundarios v e .

A propriedade [A,, A | = C' garante que os potenciais de vacuo podem ser
escritos em termos de uma subalgebra abeliana a menos de termos centrais.

Os operadores step que compoem A, vivem limitados as algebras G, como
se observa pelas seguintes relagoes:

(@, h] =0 [Q,C]=0 [Q,e] = +ef (2.30)

v

O operador ). além de medir o grau dos elementos da algebra, esta rela-
cionado com as transformacoes de Lorentz, que em duas dimensoes, sao representadas

por

P S N L (2.31)
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Como o0s campos ¢, v, 1) sao escalares, B é um escalar de Lorentz e as
equacoes de movimento (2.16) sao invariantes se A= — A*A=. Na verdade, as equacoes
também manteriam sua forma se tivéssemos trivialmente A~ invariantes. No entanto,
como ele estd relacionado com o0s potenciais chatos, é desejado que ele se comporte
como um vetor. Note por fim que as transformacoes de Lorentz em A podem ser
implementadas pelo operador QQ, 9. — \YA*\=9,

A invariancia de Lorentz dos modelos de Toda abrem uma possibilidade
de interpretar os solitons do modelo como particulas. Existem inclusive indicios de
que haja uma dyalidade que relacione o espectro quéntico das teorias de campos aos
solitons classicos, que em 3 + 1 dimensoes generaliza a dualidade eletromagnética e

associa monopolos a particulas de gauge [17].

2.2 Modelos de Toda acoplados a campos de matéria (MCAT)

A abordagem dos modelos de Toda permite ainda a discussao de um caso
mais geral em que os potenciais de gauge que definem o modelo tomam valores nao
apenas em subalgebras com graus 0, +1 como nos modelos de Toda usuais, mas também
tém componentes em auto-subespacos com graus variando de —{ a [ (com [ um inteiro
positivo). Assim, temos campos nos auto-subespagos G.o, ..., G+y_1). Como veremos os
novos campos introduzidos sao campos de matéria que se acoplam aos campos de gauge
de Toda originais.

Os potenciais (2.15) tém B € % como sendo um elemento do grupo asso-

A

. . . - I
ciado a subélgebra de grau zero, e A+ sao mapeamentos em €, _, G+,:

-1
A*=Eyu+ ) AL (2.32)

m=1
sendo que E.; sao elementos das dlgebras G.; independentes dos campos que determi-
nam as propriedades do modelo, enquanto que nas direcoes de G.,,,, com 1 < m < [,

sao incluidos novos campos, ¢:

3}
o
w
SN——

&= § I Em 5
l\HL - U: ’Zjltv (
n

. , P 2
onde T = G, e AL toma valores em €, _, G+,
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O modelo é entao feito invariante conforme pela introduc¢ao dos campos nas
direcoes do termo central C' e do operador de gradacao @, obtido a partir da derivaééo,
D, da maneira discutida na secao anterior.

Levando-se (2.15) na condigao de curvatura nula (2.5), o que se encontra é

um conjunto de equagoes:

-]
9, (0-BB™') = [E_,, BEL,B™ "+ [A;, BAfB7| (2.34)
n=1
l—m—1
*0.A,=[E,B'A_, B+ > [AL,.B A, B (2.35)
r=1
l—m—1
O.A, =—[E, BAf ,B7' = > [A;,,.BA/B7 (2.36)
n=1

Como @ e C estdo em Gy, pode-se parametrizar B como B = be"™e" | onde
0$ campos 7 € ¥ Sa0 08 campos responsaveis por tornar o sistema invariante conforme,
b é um mapeamento no subgrupo de G gerado pelos demais elementos de Go. isto é ,
os elementos H. da CSA.

Sob uma transformacao conforme, em que x, — f(z.) ez — g(xr_ ),
com f e g funcoes analiticas, as equacoes dos campos sao invariantes desde que estes

se transformem como

b(I#, IA) et b(;l‘;, .l'l) = b(t €T (237)
el/(;l7+,;1:_) — s D(cy,@l) . (f ) ((] )6 v(ieg ) (238)

1
L CT S O S SR 9.39
7 ) 25

com o parametro 0 qualquer. Além disso, os novos campos devem se comportar como

ALz z.) — AL(F,5) = (P TAL(z..2) (2.40)
Am(f+~~-)—w&;(»llnvi) = (¢)" T AL (e, T) (2.41)

Mas a simetria conforme nao ¢ a tunica apresentada pelo sistema. As

equacoes de movimento também sao invariantes sob
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bzy,z_) — kp(z_)b(z,, x_)kg(zy) (2.42)

1\:;(‘7“.‘}'7 LL'_) === kRgl(I'?‘)‘/\:L(‘r-F? Q,L'_)k[{(;l:_;_) (2‘43)

Az al) — k(@ )AL (xy, )k M (z2) (2.44)

com kp(z_) € Kl e kg(x.) € K{ satisfazendo [kgr(z,), E] = 0 e [kp(x_ ), E_j] = 0;
como as transfomnacoes esquerda e direita comutam o grupo de gauge ¢ KF @ K.

Se KF e K[ tiverem um conjunto comum de geradores, tem-se um subgrupo
importante do grupo de gauge, Hp = KX KL, sendo uma transformacao global, com
os campos se transformando sob conjugacao.

Com a intencao de se determinar as massas das particulas fundamentais,
colocaremos as equacoes na forma de uma equacao de Klein-Gordon. Para isso sera feita
uma aproximacao linear e serao desprezados todos os termos de interacao. Sabemos
que a massa de um campo fixa uma escala na teoria impossibilitando que esta seja
invariante conforme. Como os modelos CAT apresentam invariancia conforme, como
ja discutido, o espectro de massa do sistema deveria ser continuo ou entao de massas
nulas. Todavia, como o numero de campos ¢é finito, esperamos uma teoria massiva
com espectro de massa discreto, que surge a partir deste modelo quando a simetria
conforme observada é espontaneamente quebrada, ou seja, tomando-se uma escolha
particular constante para o campo 7; dai se diz que o fator e” tem o papel de um campo
de Higgs. Ademais, como a escolha 1 = const gera um modelo AT a partir de um CAT,
é possivel encontrarmos uma transformacao das coordenadas do espaco-tempo tal que
para cada solucao CAT no espago-tempo (r,,x_) temos uma solu¢ao (7., ).

Este modelo apresenta ainda uma corrente quiral conservada, obtida da
seguinte maneira: multiplicamos as equacoes (2.35) e (2.36) por z7'A;,_,,, somamos
sobre m e tomamos o traco; em seguida, multiplicamos a equagao com J-A; _ por

2FLAE | somamos sobre m e tomamos o traco. Combinando-se ambas, temos:

h—1

-1
SO Tr (=AENL) = 23 Tr (-2 EulAS, BFIALB) (2.45)

m
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Levando em conta ainda a equacao (2.34), obtemos as seguintes correntes

quirais:

h—
J* =Tr (:*'E.,0.BB™Y) Z (zFLAZAE ) (2.46)

t\D!r—*

que satisfazem

G J~ =0 O_J =0 , (2.47)
. A
Como z*'E ., € centro de Gy comuta com os geradores que aparecem em
g | I

B, pela propriedade ciclica do traco, vé-se que a corrente

h 1 h—1
= ZTr (FARAL L) =Y Tr (z*Ewu[AE, BF'AT B)) (2.48)

m

também ¢é conservada:

Bt =08, J" +0_J" =0 (2.49)

Ademais, temos uma corrente topologica

= Tr (:*'E_,0-BB ) (2.50)

conservada, independentemente das equagoes de movimento:

Ot = 0437 +0-37 =0 (2.51)

Com a notacao adotada, temos:

Uma propriedade interessante pode ser vista ao vermos que sob uma trans-

formacao conforme as correntes quirais se comportam como

s 1
fr(ay)

[A]
ot
o
S—

T (z4)

(.7{((77&) IIT’( ﬂE*hQ)(hlf/(ﬁi))) (:
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de modo que se Tr(z* E-,Q) # 0, dada uma solugao qualquer do modelo, é sempre

possivel mapea-la em outra que tenha J= = 0, e com isso

JH =gk (2.54)

Esta propriedade é a responsavel pelo mecanismo de confinamento a ser

estudado adiante.
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3 Construcao de sélitons

Tendo estudado a formulacao algébrica dos modelos de Toda, falta-nos
determinar como usar a estrutura vista no sentido de construir solu¢oes para estes
modelos [18|, dentre os quais o mais simples era o de Toda conforme (CT), que tem
uma equacao associada a uma édlgebra simples.

Para isso nota-se que a curvatura nula garante a independéncia com relagao

ao caminho de integracdo do objeto:

* Uz, t) = PeJdrt A (2.55)

onde P denota um ordenamento de caminho, que para fins de visualizagao é considerado

aquele mostrado na Figura 3.

VAN
s N Do
N N\ // \\
X- \\ \ S \\l / -
N\ A E
AN
. /
\\\ /‘

Figura 2.2: Contorno de integracao em termos das coordenadas do cone de luz.

Tem-se, entao . gracas a independéncia do caminho, e em tltima instancia

a curvatura nula:

(’P(:’MJ.BCJJ'&A*')(PG_IAB dz"A,) _ (Pei-’.gdri‘A")(Pe--[E‘DdI*—A‘*')('Pe*fAOEdI“‘_h‘) (256)

Partindo-se dos potenciais de gauge
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]. @D @ “th
A4i = :}:gajﬁ) =+ (fiEEIEj;i €4 = Z '\/—li:Ei-uz (257)

satisfazendo [e |, e | = ', é possivel escolher um calibre (denotado por (1)) em que A4,
contenha apenas steps positivos e outro (denotado por (2)) em que A_ contenha apenas

steps negativos:

A, — Ag) = % e ? AL — A = o9 _¢? (2.58)

Usando esses novos potenciais e calculando-se a expressio (2.56) projetada
®

num estado de peso maximo, |\), que satisfaz

E, N =0 E_0,|A) = dap| A — ag) (2.59)
é possivel obter:
e ) = e MDA BN (MU (2, )V ()| A) (2.60)
com
U(LL;) — ([79*}5 ‘Z~l'+‘4{!-l))e" O('_;EJ ('P()* JaoE ‘11'“‘4;!)@* é(';) (261)
V(z_) = (Pe= I3 damA8-1 (2.62)

Porém ainda falta avaliar o produto U(x, )V (xr_). Para isso usemos o fato

de que os elementos quirais satisafazem
LU+ AU=0 OV -VA_ =0 (2.63)
De acordo com (2.57) e (2.63) tem-se U(x )V (z_) = e+"+Wye ““-. As-
sim, a solucao geral para a equacao CT (2.60) fica:

eV = e NN e T e | ) (2.64)

No caso dos modelos AT, calculo analogo leva a seguinte solucao:

—\a-@o </\U 'eiﬂw# IVI)EiE*I' })\a>
</\r) }e —€4T 4 Wbe T J/\(J>

e = ¢

(2.63)
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Repare que os estados de peso maximo desempenham um papel fundamen-
tal na obtencao das solucoes para as equagoes de Toda, e que existe uma liberdade
na escolha de Wy, relacionado a constantes de integracao, sendo que toda a estrutura
da solucao solitonica decorre de tal escolha, determinando a chamada especializagao
solitonica.

Se Wy for gerado pelos elementos da subéalgebra de Heisenberg principal,
aqueles com grau positivo (negativo) vao aniquilar os estados de peso maximo a direita
(esquerda), deixando apenas uma funcao do autovalor de C. Como esta aparece tanto
no numerador quanto no denominador de (2.65), ha o cancelamento e temos uma solucao
trivial.

A solucao de soliton é entao construida de maneira muito simples, escolhendo-
se os elementos constantes W, como exponenciais dos auto-estados de €. E interessante
que as relacoes de comutacao desses elementos com o resto da algebra sejam simples.

Logo, diagonalizam-se com respeito a acao adjunta os demais geradores da algebra:

ex, V] = wV (2.66)

Ou seja, a algebra aqui é separada numa subdlgebra abeliana a menos de
termos centrais, denominada subdlgebra de Heisenberg, mais seu complemento tomado
de forma a ser auto-estado dessa subalgebra, em correspondéncia a subalgebra de Car-
tan e os operadores step, respectivamente. Similarmente, os operadores V' sao como
operadores de vértice

As idéias discutidas até agora formam a esséncia da teoria de solitons para
os modelos de Toda, e podem ser generalizadas resultando no método de dressing, a ser

usado na obtencao dos sélitons do modelo de Bullough-Dodd.

3.1 Meétodo de dressing

As transformacoes de dressing [19] constituem um método importante para
se obter soluc¢oes de equacoes diferencias nao-lineares em duas dimensoes, cuja validade
vem sendo verificada em todos os modelos conhecidos, sejam eles relativisticos ou nao,
desde que o modelo satisfaca algumas condigoes.

Primeiramente, o modelo deve admitir uma representacao de curvatura

nula, isto é , deve-se conhecer potenciais A, € G que geram as equagoes de movimento



CAPITULO 2. INTEGRABILIDADE 37
desejadas ao se impor que estes devem ser chatos no seguinte sentido:

0, + Ay, 8, + A)] =0, (2.67)

Assim sendo, estabelece-se uma relagao entre os potenciais chatos e os

elementos de grupo U € eY através da solugao formal da equacao acima:

A, = —8,UU", (2.68)

Conforme ja foi mencionado, a equagao (2.67) é invariante sob a transfor-

A L ]
macao de gauge gerada pelo elemento de grupo g

A, — A =gAg " — .99 = Uy — U =gUsh! (2.69)

12
com h um elemento de grupo constante qualquer, a principio.
A hipotese crucial para o sucesso do método consiste em supor que existe
um elemento h para o qual o elemento de grupo U é invariante e que o elemento

= UohUO'l admite uma decomposicao de Gauss:

g =UshUs! = g_gogy = e9-e%e%+ (2.70)

Define-se entao o novo elemento

Up = 0.Uy =0_Uph (2.71)

onde 0, = ¢g. e 0-' = ¢g_gy. De acordo com (2.68), tal elemento permite obter um
potencial transformado tanto por
Al = —9,(0.U0)(0+Uo) ! quanto por A% = —0,(6_Uyh)(0-Ush) .

Fica assim evidente que 4‘,’1 e A;j se relacionam por duas transformacoes de
gauge distintas, uma que s6 envolve elementos com grau nao-negativo e outra apenas

com elementos com grau nao-positivo:

‘_XZ - 94:‘4;1();1 o O;LH:H;I (272)
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Além da decomposicao de Gauss introduzimos no método uma outra condi¢ao
a ser obedecida: os potenciais do modelo devem viver numa algebra infinita (Kac-

Moody), com gradacao inteira:

Ny
A, = Z AQ AP e g, (2.73)

n=N_
onde N_ é um inteiro nao positivo e N. é um inteiro nao negativo, e a graduacao da

algebra é tal que:

g - @gn [gn~ grn] — gn-!—m (274)

Tiremos agora proveito da simetria de gauge de que se dispoe, uma vez que
ela permite relacionar diferentes solucoes de uma maneira nao-trivial. Considere Uy,
por exemplo, uma solu¢do muito simples do modelo (chamada de vacuo), isto é, que
satisfaga A, = —3,U,Uy !, mas que ainda seja graduada: A = Yol A"'f”). Como
o potencial transformado pode ser obtido simultaneamente por duas transformacoes
distintas, estas devem diferir por no maximo uma constante.

Lembrando que uma delas envolve apenas geradores de graus positivo e
outra apenas geradores de grau negativo, conclui-se que a estrutura de gradacao é
preservada, e esta ¢ uma caracteristica da transformagao de dressing.

Conjectura-se [20] que os solitons estejam na mesma Orbita que o vacuo da
teoria. A implementacao do método de dressing requer ainda que quando os poten-
ciais forem calculados nesse estado de vacuo, eles assumain valores em uma subalgebra
abeliana, a menos de termos centrais, ou seja, uma algebra de osciladores. Isto quer

dizer que os potenciais de vacuo sao do tipo

.4() = Z C':J;bnv + pu(l'u)C' [bma bn} - ”usm ¢-n,()C’ (275)

1t

n

a partir dos quais é possivel determinar U,. que por depender explicitamente das coor-
denadas espaco-temporais desempenhara um papel relevante no calculo da solucao.
A relacao entre os parametros da transformacao e os campos é obtida

impondo-se que os potenciais transformados sejam iguais a (2.15):

!\3
=~
N
et

A" = _BA, B! A" = -0_BB' + A (
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[gualando-se separadamente os termos com grau do mesmo tipo, descobri-

mos que gy = B~ le™#-2+C de forma que g = g_ B le %*-*+Cg. . Logo,

[ il = g B tg =iy (2.77)

Tomando-se o elemento de matriz num estado de peso méaximo e escolhendo

h = €Y, obtemos a funcao-r de Hirota que permitira determinar as solucoes solitonicas:

7 = (\|B7le -7+ \) = (A\|Upe" U YN (2.78)

Tal i:gualdade relaciona os campos de gauge, que parametrizam B, as co-
ordenadas de espaco-tempo, de modo que para conhecer o comportamento dos campos
basta calcular os elementos de matriz acima, o que pode nao ser uma tarefa animadora.

Alternativamente, existe o método de Hirota para determinar solitons. que
consiste em propor uma transformacao de campos e um ansatz para o novo campo
cuja forma exata é determinada através de sua substituicao nas novas equagoes de
movimento. Entretanto, ndo é tarefa simples descobrir transformacoes e ansatz que
funcionem.

Dessa forma, adota-se uma maneira de construir os solitons através de um
método que combina a simplicidade do método de Hirota, uma vez que se conhecam a
transformacao de campos e o ansatz que dé a solucao, com o método de dressing, que
permite encontrar as transformacoes de Hirota, bem como, a partir de (2.78), a forma

de sua solugao, a funcao-7:

7= L4+ E DV 4+ D (NP2

3 e (2.79)

Finalmente, as solugoes de N-solitons sao obtidas fazendo-se uma trans-
formacao de dressing a partir das solugoes de vacuo, com o elemento constante sendo
dado pelo operador de criagao dos solitons, isto é , por exponenciais dos auto-estados
dos osciladores: h = ¥ 1)eV(z2) | VEN onde os 2; estao associados as velocidades de
cada um dos solitons.

No caso de haver auto-estados multiplamente degenerados, o elemento con-
stante é escolhido como uma combinacao linear desses auto-estados:

v ;) — al‘/’l(:) + -+ am‘/m(z)-



Capitulo 3
Estudo do modelo de Bullough-Dodd

1 A algebra do modelo BD: A

Tendo em vista que a equagao de Bullough-Dodd (BD) é uma equagao
de Toda cuja integrabilidade esta relacionada com a algebra de Kac-Moody afim A§ )
/amos primeiramente determinar suas caracteristicas mais relevantes para nossos obje-

t1vOS.

A maneira mais direta de definir tal algebra é através de sua matriz de

Cartan generalizada:

2 2 -4
Kgp = ( 1 9 > (31)

Algumas das informacoes importantes contidas na matriz acima sao de que
seu vetor nulo pela direita ¢ [Y = (2, 1) e seu vetor nulo pela esquerda é m¥ = (1,2), de
forma que C' = 2hy + hy.

Percebe-se ainda que a matriz (3.1) proporciona uma maneira de construir

uma base para esta algebra através dos 6 geradores, hy, hy, el el , 5, €1, que obedecem:

[ho, h1] =0 led.eq] = ho [T, er] = h [6. €7 =18 (3.2)
[ho, 5] = 2ef [ho, eF] = Fei (3.3
[hi.ef] = Fef [hier] = £2ef (3.4)

J& as relacoes de Serre (1.20) afirmam que

10
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[0, [eg el =0 [ef, [ef [eF, [ef [eF, e5]1]]) = 0 (3.5)

As relacoes listadas acima seriam suficientes para se determinar, mesmo que
implicitamente, toda a algebra em termos dos elementos acima e de seus comutadores,
mas o fato de que detk' = 0 implica, entre outras coisas, que a algebra é infinita. Para
simplificar a notacao prefere-se, portanto, fazer uso de outros métodos para determinar

os geradores da dlgebra.

A relacao entre as algebras Ag‘)) e so0(8)

Ao invés de simplesmente definir a matriz (3.1), existe um modo mais
instrutivo de se obter o modelo BD que consiste em partir da algebra so(8) e realizar
um folding [15, 16|, de sua versao afinizada so(8). Este processo esta relacionado com
as simetrias de equagao de Toda. Sao procuradas as permutagoes p : @, — @p(a), COM
(a=1,..,n) que deixam as equacgoes invariantes no sentido em que se o conjunto {¢a}
é solucao, entao {p,q)} também o é. Isso é garantido se K, = Kpa)p(v), 0 que sera
verdade se a permutacao respeitar a estrutura do diagrama de Dynkin.

Para dar inicio a essa tarefa, deve-se inicialmente analisar a algebra so(8),
que pode ser definida pelo diagrama de Dynkin constituido por 4 pontos {(1), (2), (3), (4)}
em que (1), (2), (3) estao ligados a (4) por uma tnica linha (o que significa que as raizes
tem todas o mesmo tamanho, e a matriz de Cartan é simétrica; nesses casos diz-se que

a algebra é simply laced):

Figura 3.1: Diagrama de Dynkin referente a algebra so(8).
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A matriz de Cartan associada tem a forma:

2 0 0 -1
) 0 2 0 -1
K =| o o 3 _1 (3.6)
1 -1 -1 2

A dimensao desta algebra é 28 e seu rank é 4, de modo que existem 12

raizes positivas, tjue podem ser determinadas:

altura h = 1: oy, a9, 03, 0y

altura h = 2: (o) + ay), (ao + ), (3 + )

altura h = 3: (a; + oy + ). (o1 + g + ag), (ag + a3 + ay)
altura h = 4: (o + ay + a3 + @)

altura h = 5: (o] +ay + a3+ 20y) = ¢

Como o determinante da matriz de Cartan acima (3.6) ¢ nao -nulo, ela

possui uma inversa:

1 L1

L7 I

s 1 5 1
-1 : 2 —
Asu(S) - %) % 11 (3()

11 1 2

que possibilita determinar os pesos fundamentais

Ao = K ey (3.8)

Agora ja é possivel determinar as constantes N,;, que aparecem nas re-
lagoes de comutacao (1.15). Como a algebra em questao é do tipo simply laced, essas
constantes sao essencialmente sinais (£1). Assim, obtém-se todas as relacoes de comu-
tacao referentes a so(8).

A afinizagao consiste em incluir a raiz a = —a; —ay — a3 — 2ary, e a matriz

de Cartan estendida toma a forma:

“ewn
s
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2.0 0 0 -1
0 2 0 0 -1
Kogm=| 0 0 2 0 -1
O 0 0 2 -1

-1 -1 -1 -1 2

apresentando os vetores nulos':

m¥ = (1,1,1,1,2) ¥ =(1,1,1,1,2)

®
Com isso, o diagrama de Dynkin ganha um novo ponto:

B -
u\_\ je
\»\ //
w
&
el \\

//-" «\\
g N
®! O

Figura 3.2: Diagrama de Dynkin referente a algebra so(8), afim.

43

(3.10)

Observa-se que tanto o diagrama de Dynkin de so(8) quanto o de so(8)

apresentam simetrias [' nao -triviais:

['(so(8)) = S3 ['(s0(8)) = S,

com Sy o grupo de simetria das permutacoes de N elementos.

A algebra so(&) admite geradores que satisfazem relacoes do tipo

[T(;H“ ’Tbn} . ((;chm+n I )71(5,,, «—n.()Tr(TuTb)C

e um automorfismo

[P(Te"), 7(T3)] = (15" T

(3.11)

(3.12)

(3.13)

'A igualdade dos vetores se deve ao fato de que a algebra ¢ simplesmente lacada, ou equivalente-

mente, a matriz de Cartan é simétrica.
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de ordem N = 4 tal que

T(T) = 9T = A1) =T (3.14)

m

com m = 0,1,2,3, e diz-se que T € G,,,). Entao o grau do gerador, r = n + ', Nao
¢ inteiro (mas 4r € Z). Uma algebra infinita formada por geradores {I} com grau
nao-inteiro r € Z + 7 forma uma chamada algebra de Kac-Moody afim com twist, QT.

Entretanto, apenas combinagoes pertencentes ao subespaco de ordem zero,
Gy, A =X +7(X) 4+ 72(X) + 73(X), formam uma subalgebra de G. Logo, G0y ¢ uma
subalgebra invarsante de G sob o automorfismo do diagrama.

Serao de interesse apenas os automorfismos externos, isto é , aqueles que
nao podem ser obtidos por conjugacao, mas, sim, por uma simetria nao trivial do

diagrama de Dynkin. Este, mostrado na Figura 3.2, por sua vez, possibilita escrever:

T(do) = dy; 7(dh) =cy;  T(d) =3 T(d3) = dp; (3.15)

sendo que as raizes simples da algebra afim sao , de acordo com (1.40):

du = ((,Yu, U, ].) (3.17)

(_{1 = (Cll, 0, 0) (,;'2 == ((,Yg, 0, ()) ({3 = (Otg, 0, (J). (f4 = ((14, (), ()) (318)

E possivel construir uma nova base para o subespaco invariante pelo auto-
morfismo constituida por:

:

£y = (g, 0,0) 1 = 4(0(() + a4 g 4 3,0, 1) (3.19)

O fator 11 incluido tem o objetivo de fazer com que a razao entre os com-
primentos das raizes seja tal que 33 = 437, e o diagrama de Dynkin associado a tais
s . 9
raizes seja o mesmo que o de A.(2 ).

Ha , portanto, dois pesos fundamentais associados as raizes (3.19):
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O=——0

Figura 3.3: Diagrama de Dynkin referente a algebra A(f).

Ao = (A, 2,0) A= (A, 1,0) (3.20)

de modo que os estados de peso maximo associados sao caracterizados por:

HAo) = Mldo)  HAD =Ml Oy =2) ClAny=1A) (3.21)
Definindo-se o nivel de uma representacao como sendo

2C;
QZ

com C; o autovalor de C' e ¢ a maior raiz da algebra, o estado |\) corresponde a uma

(3.22)

T =

representacao de nivel 2 e |\;), a uma de nivel 1. Entretanto, o estado de nivel 2 pode

ser escrito como combinacao dos estados de nivel 1:

) = = (180 8 Baslo) = B} 0 A) (323

p()iS /\4 = 2/\1 — (X7,
A estreita relacao entre as duas algebras em questao nesta subsecao fica
corroborada se nos atentarmos para o fato de que as relagoes de (3.2) a (3.5) sao

obedecidas pelos seguintes geradores:

ho= G- H hy =43 - H (3.24)

o= =g er =2E_; (3.25)

—“,’J;O
Existe, de fato, uma combinacao dos geradores da algebra de so(8) que leva
exatamente ao conjunto {e;, e/, ey, el . Assim, s0(8) é uma algebra de Kac-Moody

. ) (2 . .
afim que se relaciona com a algebra de A, ) atraves de um Sfolding.
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O estudo do automorfismo de s0(8) nos levou aos resultados: sobre uma
raiz nd = (0,0, n) a atuacdo do automorfismo é trivial: 7(nd) = nd; ja sobre uma raiz
& = (a, 0,n) a atuacio do automorfismo é : 7(&) = (7(«),0,n -+ ng), onde
T(rog + ngag + nzas + nyay) = —ngag + (ng — ng)ag + (ny — ng)as + (ng — 2ns)ov.

Dessa forma, os geradores da élgebra se transformam como

TLED) = E’;‘(z’;’s T(a-H") = 7(a) - H" T(C)=C (3.26)

Logg, os elementos da base da subalgebra invariante de interesse deve ser
i 9 f - =1} ~ 4
dos tipos: E} +7(EZ) + 7(EZ) + 72(E?) e (a+ 7(a)+ 7 (a) + 7(a)) - H.
Sabemos que serd necessario encontrar uma maneira de atribuir graus aos
geradores, o que pode ser conseguido com o operador de gradacao principal, que nesse

caso assume a forma:

Q=6D+(\i + A2 + A3+ Ay) - H (3.27)

Os geradores de s0(8)y) sao , pois, divididos nos seguintes auto-subespacos:

gﬁn - {CY4 . H,L} (3.28)
Gons1 = {E%a, + B, + B, + E1EL ; EL,} (3.29)
Gon=2 = {Ez(ﬂler) + El(02+u4) + Eg(ﬂair(u) - Ei(;alo+o4)} (330)

gﬁ’"i3 - {Ei((t1+u2+u4) + El(ug%ug#—u,;) + E;(u1+(13+(y4) +
Euil )+EIL:1 } (331)

n+1
+ ¥(u1+u2+cq)+ Flag+ag—ay Flor+az+ay)

Com isso, encontramos explicitamente a forma dos geradores de Serre-
Cartan para a subalgebra invariante de so(8), ou seja, para a algebra do modelo de

Bullough-Dodd:

ho = ay - H° hy =C —2ay - H° (3.32)
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63: = Etﬁ):(,u eli - Eiol + Eia'g —l_ Egi(l;; + E:f(}l() (3'33)

que obedecem as relagoes discutidas no inicio desta secao. Embora ja tenhamos con-
cluido o primeiro passo em dire¢ao a nosso objetivo, mostraremos uma terceira abor-

dagem que permite encontrar os geradores de BD.

A relagao entre as algebras A§2” e su(3)

. 2 " " . ;
A Algebra Ag) do modelo BD mantém relagoes estreitas também com a

algebra su(3), d® acordo com o que sera explicitado nesta secao.
Um modo de se introduzir a algebra su(3), denotada alternativamente por

Ay, é pelo seu diagrama de Dynkin:

Figura 3.4: Diagrama de Dynkin referente a algebra su(3).

Por se tratar de uma algebra do tipo simplesmente lacada, podemos escolher

2 - 9 ~ . 1
as raizes como tendo modulo |a|* = 2, de onde se obtém a matriz de Cartan:

. 2 -1
Asu(fi) - ( —1 9 ) (334)

&

Neste caso, as raizes sao denotadas com uma barra para nao criar confusdes

com as raizes de so(8):

a;, ay, 3 = aq + (3.35)

tem-se entao seis operadores step,

Eir\p E:r)g~ Etag (336)
e dois geradores da subalgebra de Cartan,

i, H (3.37)

il
Eu
=
o]
Il
Qi
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O diagrama de Dynkin apresentado na Figura 3.4 possui uma simetria nio

-trivial, que leva uma raiz na outra; logo, existe um automorfismo externo:

(@) =@y, 7(a2) = ay; (3.38)

de ordem dois: 7° = 1. Assim, é possivel separar os geradores de su(3) em dois
grupos, um com autovalor +1 com respeito ao automorfismo, o outro com autovalor —1.
Denotaremos por su(3)() a subalgebra invariante sob 7, e por su(3)() o subconjunto

para a ual a atuagao do automorfismo introduz um sinal negativo:

su(3)o) = {Hi + Hy, Eay + By, E_o, + E_o,} (3.39)
su(3)qy = {H1 — Hy, By — Eoy  E_oy — E_o,, E.,, E_ ..} (3.40)

Dados os 8 geradores de su(3), encontramos combinacoes que se dividem em
auto-subespagos G,y 0s quais obedecem [G,n), G(n)] € Gimin) moa 2. Ademais, percebe-
se que su(3)(o) ¢ uma subalgebra de su(3) isomorfica a su(2), e que su(3);) forma uma
representacao de su(3)) de spin 2. Para evidenciar esta propriedade notavel tomamos

como base os seguintes geradores:

Ty = H, + H, T: = V2 (Eia, + Eta,) (3.41)

Ly =H, — H, Lyt =V2(Erey — Eiay) Liy = Ei,, (3.42)

A base para a algebra com twist procurada é obtida pela inclusao da
derivacao D e conseqiientemente dos indices:
T, — Tr=T,2" talque n € Z + % se T, € su(3)y,encZseT, su(3)(0)-

Ja as raizes da dlgebra com twist su(3)" sao construidas por uma associacao
com a raiz positiva de su(3)y), +1, e com o negativo do peso maximo de su(3)(y), —2.

Assim, sendo n € Z, tem-se:

A 1 -
do=(=2,0,5) 5 =(100 (3.43)

além de nd = (0,0, n).
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Essas raizes conduzem ao mesmo diagrama de Dynkin que o mostrado em

Fig. 3.3, evidenciando que su(3)” tem a mesma estrutura que a algebra do modelo BD.
2 : s =

A base de Serre-Cartan de Aé ) pode ser escrita como combinacao desses

novos geradores:

} e
hg = T3 + 5C hy = 2T} (3.44)
2 L
ef = L2 ef =T (3.45)

°
H& , portanto. dois pesos fundamentais associados as raizes (3.13):

g s ol
Ao = (0,4,0) A =(5,2,0) (3.46)

de modo que os estados de peso maximo sao caracterizados por:

| =

A Ol =4 ClA) =21\) (3.47)

Ty Ao) =0 TY|\) =

¢

)

L

de onde vemos uma discrepancia com rela¢ao a (3.21) no que se refere aos autovalores
do termos central: C' = 2C. Porém neste caso, a raiz mais alta tem ¢* = 4, de modo
que os niveis (3.22) continuam os mesmos, 2 e 1, e temos de fato ],A\n) correspondendo
a uma representacio de nivel 2 e |\;) uma de nivel 1.

Note, contudo, que com os estados lﬁ\()> e \/\1> definidos em termos das
raizes (3.43) também é possivel expressar o estado de nivel 2 como produto tensorial

de estados de nivel 1:

AT =T © 1§\1>) (3.48)

o) = % (

Com esta riqueza da teoria das algebras de Kac-Moody conseguimos separar

a algebra so(8) numa algebra isomorfica a su(2) e numa representacao de spin 2 de su(2),

com a associacao:

1
T - 50—y H* (3.49)
Ti o Eial Vl Eia'_) + E‘j:a:g V}_ Ei(iu (350)



CAPITULO 3. ESTUDO DO MODELO DE BULLOUGH-DODD 50
+1

L7: - EY, (3.51)

L;li = Eg:(01+04) + Ei(ag+04) + E(jj:((!3+0r4) - Eiéa0+a4) (352)

|

A% 0] 0 0
LO =~ :t(Ei(cxl+a2+a4) -+ Ei(ag taz+ay) ¥+ E;L(01+03+a4) +
Y o= + B Bl ) (3.53)

aq+antay) agtaztay) + Flartas+tay)

As diferentes abordagens poderao entao ser usadas harmoniosamente com
o intuito de facilitar os calculos. De fato, a graduacao de su(3)™ é inspirada por aquela
obtida pela graduacao principal de so(8), de modo em ambos os casos temos um periodo
igual a 6. Convencionaremos usar a base introduzida nesta se¢ao que satisfaz as relagoes

de comutacao:

T3, T3] = 2mp14n0C [L§, LY) = 6kdy0C (3.54)

[L]_; L7,] = T:;Hj + klrjoC [L}f r’ = QT:skH + 4Kdy1joC (3.55)
[T T = 3T + dmadi 50 C (3.56)

(T3, TY] = T3+ (T3, L) =0 (3.57)

(T3, LY,] = Lo (T3, LY,) = £2L05* (3.58)

T2, LY = #3115+ T2, LY, = F4LL* [Ty, L)) = £2L5H (3.59)

T LA =0 [T IA,] = +L0h (3.60)



CAPITULO 3. ESTUDO DO MODELO DE BULLOUGH-DODD 51
[ Bs] =10 [LE, I7,] = 2375V (3.61)
[L}j:lv Li_] =0 [L}izv LJ%J - :FTiH (3-62)

comm,ncZek,jEL+4i
Agora que dispomos das informagoes algébricas de interesse voltamo-nos

para a construcao e posterior solucao do modelo.
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2 Construcao dos sélitons do modelo

Tendo em mente toda a estrutura da algebra ‘4(22) que acabamos de estudar,
estamos agora em posi¢ao de construir o modelo de Bullough-Dodd em termos de uma
representacao de curvatura nula. Entretanto, antes de fazé-lo, apliquemos algumas

técnicas usuais de teoria de campos.

Talvez a maneira mais canonica de introduzir o modelo de interesse seja
através de sua densidade lagrangeana, que é dada por

° 1 : ILL'Z ]. 2.3 l —48¢ 3
Lpp =c0up0 o= "= | s8F & ™% = = :

onde p é um termo de massa ¢ um acoplamento do campo, sendo que a equagao de

movimento do sistema é dada por

2
0,0_¢ + %e” (e*?¢ —e™47%) =0 (3.64)
f

A partir de (3.63) se controi a densidade hamiltoniana associada, com o

auxilio de (2.2):

100\, (00\*\ | #* (1 o5, 1 4y, 3 5
Hpp = 3 <(§) + (5) + ? (EG + ZE’ - Z) (3.65)

fornecendo a energia do sistema, que, num referencial de repouso, representa a massa

relacionada ao campo.

Note que h& uma invariancia da equagao de movimento com relacao a trans-
formacao ¢ — @ +nm, e com isso o vacuo do campo ¢ é degenerado. Temos associada

a essa simetria uma corrente topologica

o1 )
=555 Ew0’p (3.66)

trivialmente conservada, 9", = 0, originando a carga topoldgica

= / o / L 2;3@(@)—@(%)) (3.67)

Com essa discussao , notamos que o modelo envolve campos complexos

e para calcular a massa dos solitons complexos, poderiamos substituir ¢ = @, + wp;
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na hamiltoniana (3.65). No entanto, esta deixa de ser real e positiva definida. Uma

segunda tentativa é considerar

1 |
ol 8#g03“50+§

2 1 1 s 1 « 1 « 3
. _2_ aﬂ(p*au(p* _ lu‘_ (_62,3Lp + —43yp + _82,dnp I _8—4;:I<p _ __) (368)

32\ 2 1 9 1 )

que, pelas condicoes de Cauchy-Riemann, é equivalente a suas partes real imaginaria

2
K —4Bpr

Ege Ccos 4,3(,0,' (369)

1 1 2
L= 58“0’8'9% - §8+<Pia—99i — 2%262’3‘” cos 23¢; +

1 1 2 ) 2
Ly = 584_90.,,3_@ + §8+90i8_<,0,. - 2:"‘?62,}%« sin 203, + fﬁe'““" sin 43; (3.70)
expressas em termos das coordenadas do cone de luz (1 = +) e ¢ = ¢, + wp;. As
equacoes de movimento resultantes, como esperado, sdo as equagoes para as partes real

e imaginaria do campo:

2 2
0,0_p, + %eww cos(23p;) — %6‘4"3“” cos(43p;) =0 (3.71)
p T
0.0_p; + Eew% sin(23¢;) + Bge“i‘d‘*’r sin(483p;) =0 (3.72)

Todavia, as hamiltonianas obtidas a partir dessas lagrangeanas alternati-
vas tampouco sao positivias definidas. Espera-se contudo que a energia das solugoes
solitonicas seja real e positiva.

Vé-se contudo que a simetria conforme nao esta presente em (3.64). Entre-
tanto, ao aplicarmos as técnicas algébricas estudadas para construir e resolver o modelo,
introduziremos novos campos na dire¢ao do centro C' e da gradagao @ da algebra, re-
cuperando assim a invariancia conforme.

Este modelo, de Bullough-Dodd conforme, apresenta uma representacao de

curvatura nula com potenciais chatos dados, em termos dos geradores de su(3)”, por:

1 P
A, = —q, (\/56"4"*’*"1332 & e““"*"’Tf) (3.73)
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A= -0 (2868 +vC +1Q) +q_ (VaLy* + ) (3.74)

ou ainda por outras expressoes que se relacionam com (3.73) e (3.74) através de uma

transformacao de gauge, por exemplo:

AL = 304 (206T9 + vC + nQ) + g*e? (\/ﬁe:ﬂ“’Lié + einfE)

adquirindo um carater mais simétrico entre as componentes com grau positivo e nega-
tivo. A transformacao de gauge que relaciona os tipos de potenciais acima é dada pelo
elemento g = e=?¢T3—3vC-31Q

As @quagoes fornecidas sao , por conseguinte:

0,0_.n=0 (3.75)
0,0_v + pulee ™4 =0 (3.76)

o y 23 —43
0.0_p+ ge" (e*% —e™17%) =0 (3.77)

em que os fatores ¢* foram escolhidos com a finalidade de ajustar o termo de massa
1 ao: u? = E j 1 Oes ¢ ao BD, d

da equagao: u* = q.q_. Esse conjunto de equagdes contém a equacao , de nosso
interesse, acompanhada de uma equagao para o campo 7, que tem a finalidade de tornar
o sistema invariante conforme, e uma equacgao para v, secundaria, que nos auxiliara na

determinacio dos solitons.

Analisemos agora os aspectos que levam as solucoes solitonicas do modelo.
Como gostariamos que os potenciais de vacuo pertencessem a subdlgebras abelianas a

menos de termos centrais, percebemos que as seguintes solucoes de vacuo

P=— : =0 : L =—plriz_ (3.78)

fornecem o que desejamos, pois quando calculados nesses estados os potenciais (2.15)

assumem as formas

A} = —q.¢, A = g e+ pz.C (3.79)

- 41 3 , .
com €. = \/EL:Ff + T2, satisfazendo o que se chama de algebra de osciladores:
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m+l m al
b6m:i:1 \/_L 2 2 + T —> [bgn,+1, bGn—l] = (b’lil -+ 1)5m+n,OC (380)
Escrevendo os potencias de vacuo como Az = —@,UOUO_I, temos:
Uy = g"+T+Seg 595 (3.81)

Com o conhecimento deste elemento é possivel aplicar uma transformacao
de dressing e construir uma nova solugdo que esteja na mesma orbita deste vacuo,
possivelmente uan soliton. Para isso serd necessario calcular elementos de matriz do
objeto UphU,*, com h sendo a exponenciagao dos autoestados dos osciladores de modo
zero (m = 0, em (3.80)):

[ex, V(2)] = wFV(2) (3.82)

Introduzindo-se a notagao

=wrz, —w z_ (3.83)

tem-se que a funcao-7 de Hirota pode ser expressa como

7= (M exp{e'V(2)}|A) = (A|B~le #2+2-C|}) (3.84)

sendo [A\) um estado de peso maximo.

Mostra-se que o autoestado comum a €4 é da forma:

Z ((@V2Ty" \/— 82,00 (o)™ 4 (2\/'L"'+2 T™)(22) ™1 +

m=—0o0

__Z\/_L”H’)( —6m— \/_L”H' ( ) —6m— 3+
C/BLTE (32) "6 L (9L E T (52)"6m5 ) (3.85)

com os correspondentes autovalores:

wt = (zg)il\/é =376 = c"eig\/é (386)

sendo € = +1 apenas um sinal e Z um parametro arbitrario que, por conveniéncia, foi

considerado proporcional a exponencial da rapidez (rapidity) 6 do soliton. Essa escolha
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garantird que a dependéncia espago-temporal das solucoes seja do tipo viajante e nao

oscilatoria.

Assim, temos duas fungoes-T que podem ser escritas como:

70 = (Ao exp (e‘/és“"(l'*”)V(z» Ao} = <5\0]6_2“3"’7}(3)_”C_'7De““2f+z‘c]:\0) (3.87)
= <;\1I exp (e‘/é“'(z_”t)\/(z)) |5\1> = <;\1]6_2"5“07"30*”C‘”De*“g“””‘c|:\1) (3.88)
ou, ainda, de maneira mais explicita:

70 = 14 ef Ro|V(2)|Ao) + X (Mo|V(2)?| o) + - - - = e~ 2 H#z42-) (3.89)
1 =14+e"MVE)AD + A V()Y A) + -+ - = e I Hiiere) (3.90)

A esta altura, convém frisar a importancia de se ter uma éalgebra infinita,
pois se ela fosse finita nao seria possivel diagonalizar operadores de grau nao-nulo.
Uma vez que a expressao para o autoestado V (z) foi determinada (3.85), o trabalho de
calcular os elementos de matriz de suas poténcias, embora enfadonho, é perfeitamente
factivel, e traz uma agradavel surpresa: a série que a principio é infinita, trunca.

Como os campos do modelo aparecem associados aos geradores de su(3)7,
usamos a representacio fundamental com |A) = [0,2,0) e |A;) = 3,1,0) para avaliar

as projecoes que aparecem na solucao dos campos:

. g i <1+er<:\o|v(z)':\0>+62F<5‘0|V(Z)2,;\0>) (3.91)

=—=h—=—In 7 =
YT T3 (1 + L oV (E)A))?

9 1 1 s . i 5 .
v+ i = -3 Int = -3 In (1 +eM (\o|V(2)]ho) + eZF<,\0|V(2)QI,\O>) (3.92)

Pela complexidade encontrada nos céalculos dos elementos de matriz nas
expressoes acima, a abordagem que acabamos de apresentar nio é a mais conveniente.
Com o intuito de reduzir as dificuldades, resolvemos aplicar uma transformacao de

variaveis sugerida por (3.91) e (3.92): {p,v} — {70, 71}
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Dessa forma, é licito reescrever as equacoes de movimento do sistema, (3.76)

e (3.77), que passam a ser:

O, 100_T0 — T00:.0_10 + 2u* (1§ —72) =0 (3.93)

OymO_1 —1O.0_1 + (1 —72) =0 (3.94)

Ao invés da representagao fundamental, de spin %, poderiamos ter usado
qualquer outra; deveras, na representacao de spin 1 em que os pesos mAaximos Sao
|0,2,0) e |3,1, 0>.® |3, 1,0), teriamos um conjunto de equagées de Hirota mais simples,
sem aparecer fungoes-7 com poténcia maior que 2:

04 100_To — 10, 0_To +2u* (18 —78) =0 e 9,101 —70.0_7 + p*(rom —72) = 0.

Agora, pois, devemos resolver o conjunto de equacoes (3.93) e (3.94), o
que parece ser um trabalho completamente novo. Contudo, a abordagem anterior, mais
trabalhosa, ainda é 1til por ser capaz de fornecer um ansatz exato para a solugao dessas

novas equacoes:

70 = 1 + apee’ + bye2e?’ 7 =14 aree’ (3.95)

de modo o campo de Bullough-Dodd se comporta como

1 1+ Cloé"(fr + boEZEQF
p=z=In : 2.2.2
20 1+ 2ay2€l + ade2e?T

Com tais expressoes em maos, 0 que nos resta é substitui-las nas equagoes

(3.96)

(3.93) e (3.94) e resolvé-las para cada ordem do parametro . Com isso encontramos os
valores dos coeficientes ag, by, e a; que fornecem a solucéo.

Finalmente, discutimos a obtencao de mais de um séliton. Cada soéliton é
caracterizado por um conjunto de parametros diferentes que os distiguem, como por
exemplo a velocidade e a rapidity, e conseqiientemente o parametro z. Dessa forma,

para cada um dos N solitons, indexados por 7, que desejamos construir temos:

lex, Vi(2:)] = wiVi(z:) (3.97)

de modo que a funcao-7 é dada por
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7= (A Ve VVEN)|R) = (3Bl =) ) (3.98)
com I'; = w 'z, —w;z_ e relagdes similares a (3.86). Como o ultimo membro da

igualdade se manteve inalterado podemos escrever o ansatz

To=1+eT A +eM2B) 4+ 10y 4+ e2D; 4 M2 R, 4
+€2F1+F2F1 + eF1+2F2G1 _+_ 62F1+2F2H1 (399)

T =14e" Ay + 2By + eM*2C, (3.100)

A substitui¢ao dessas func¢oes-7 nas respectivas equagoes nos leva as con-

stantes adequadas para que ¢ e v sejam solitons.
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3 Soélitons de Bullough-Dodd

3.1 Solugao de 1-séliton de BD

O procedimento discutido anteriormente fornece a seguinte solu¢ao para a

equacdo de Bullough-Dodd definida em (3.77):

1 [1+4Xe" + X%
= ] .
LT (1 — 9 Xel 4 X‘2€2F) (3.101)
1 b ¢
' =gl {1 +4¥e" 4 X'e™) (3.102)

com n = 0, T = 26eucoshé(z + ttanhf) e X um parametro livre decorrente da
solucao do problema linear referente ao método. Como o operador de vértice (3.85)
que cria os sélitons do modelo apresenta elementos imaginarios, existe a possibilidade
de que o parametro X nao seja apenas um sinal (£), mas algo mais geral, como uma
fase. Nessa situacao, podemos inclusive permitir que este parametro complexo nao seja

unimodular. Assim, os elementos que contém a dependéncia temporal sao da forma

- 2V6 ‘ : 2V 6¢e L cos : 3 —
X eF _ pezée-v 6ep cosh 0(x+t tanh 6) e'%e V6ep cosh O(z-+t tanh —z) (3103)

onde o modulo de X = pe'® é absorvido como um deslocamento relativo da posicao da
onda solitaria: I' — /6ue cosh @(x — vt — )

Sendo assim, a solucao pode ser expressa como

1 1 4 del 1o T2
7 23 " (1 — 2elto + 621“+:>z¢) = ¢ (3.104)
com
1 1+8005¢‘5r+(16+20052@)ezr+8c05d)e3f+e4F
Y = —1n L : (3.105)
45 1 —4cosdel + (4 + 2cos20)e?l — 4 cos el + el
e

1 ; 6sin o(el — &) (3.106)
pi = = arctan : 5 - :
¥i= 95 1+ 2coso(el +€3T) + (2cos2¢ — 8)e?l + 4l
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Como vimos, o comportamento dos campos depende da escolha do parametro
X, havendo uma substancial distin¢ao entre os casos. Os campos de Bullough-Dodd
associados as diferentes escolhas X =1, ¢, -1, —ou¢ =0, 7, , 3?” estao apresentados
nas Figuras 3.5 e 3.6 respectivamente.

. 0% i
| : . 2 S L S

m 3

Figura 3.5: Parte real , do campo BD para diferentes fases: ¢ =0, 3, 7, =7,
seqiiencialmente.

S v

Figura 3.6: Parte imaginéria ¢; do campo BD para diferentes fases: ¢ = 0, 7, 7, 37",

seqiiencialmente.

Percebe-se entao que é possivel encontrar uma transformacao que envolva

apenas uma funcao-tau:

1
W= 23 In(l1+9,9_In7) (3.107)

com
7=1-—Xe" (3.108)

A densidade hamiltoniana (3.65) para a solu¢ao apresentada, no caso em
que X = 1, permite determinar a massa do campo como sendo a integral dessa dis-

tribuicao num referencial de repouso. A integral da expressao
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135 X2%2(1 + Xel')?
T4V (1 — Xel)2(1 + 4Xel + X2 )2
diverge, indicando um campo de massa infinita para a solugdo real do campo de
Bullough-Dodd.

Apesar dos problemas apresentados pela densidade Hamiltoniana no caso de

(3.109)

campos complexos, na érbita dos sélitons a massa das solucoes é real, finita e independe
da fase complexa ¢, em contraste com o que ocorre com o caso real.

Para se ver isso, construimos um tensor de energia-momentum para os
modelos CAT. Ab admitir um campo complexo como solugao, a lagrangeana do sistema

deve ser reescrita como (3.68) e o tensor energia-momentum fica da seguinte maneira

Q2+ e") +3(v+v)) (3.110)

| —

09T =0, — (8,0, — g,u0°)

jug

onde o segundo termo é uma divergéncia, o que garante que esta quantidade seja con-
servada; ele foi adicionado para que o novo tensor possua trago nulo, como esperado de

uma teoria conforme. Como uma teoria conforme possui massa nula, tem-se

/ dzfSAT =0 (3.111)

Nao perdendo de vista que um modelo AT pode ser obtido simplesmente
fixando-se 1 = 75, podemos estabelecer que a massa do séliton depende do comporta-
mento assintotico dos campos ¢ e v, de forma que ela apresenta um carater topologico:
1 vV1—-2v20

~(2 ) e .

dependendo apenas do comportamento assintotico das partes reais dos campos o séliton

M=

de Bullough-Dodd tem massa

M =

6v/6u
3

de onde se vé que para massas solitonicas finitas, como desejado, existe uma equivaléncia

(3.113)

entre o acoplamento e o termo de massa. A massa do soliton é entdo gerada por um
. . . i B ’ . o O
mecanismo do tipo Higgs, em que a escolha do valor de vacuo para o campo n = 7

quebra a simetria conforme do modelo CAT.
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As solugoes encontradas permitem também determinar cargas topologicas
conservadas ao longo da evolugao do modelo de Bullough-Dodd. Perceba que a carga
(3.67) depende do comportamento assintotico do campo. Logo, vé-se que, enquanto o
campo ¢, apresenta carga topolégica nula, o campo ¢; apresenta valor nao-nulo para

esta quantidade conservada:

Q = —estgn(sin @) (3.114)

3.2 Solugao de 2-sélitons de BD

Foi mostrado que o modelo BD apresenta solugées do tipo ondas solitarias.
Imagine agora que exista outra solu¢ao para a qual no passado remoto temos N ondas
solitarias com posicoes e velocidades arbitrarias. Esta solugao evolui no tempo e no
futuro distante temos novamente N ondas solitarias. Temos assim o que se chama de
solucao de N-sélitons.

A solucao de dois solitons nao apresenta nenhuma dificuldade teorica extra
em relacao ao caso de 1-séliton, e as fungoes-7 de Hirota que satisfazem as equagoes
(3.93) e (3.94) e descrevem a propagacao de dois solitons sao dadas pelas expressoes

seguintes:

1 1 . 1
~2 _ 1 __ _Yyelt s T | 1 y2 2T | L y2 2T
T R e e S
A 42,2 | b
+1 (=1 +24:1~2 + 23) —XYelt+z 4
4 (21 + 29)2(23 + 2129 + 22)
w_l_(Zl — :3)2(zf — 1%+ Z‘E))Xzyezrﬁrz 1
32 (21 + 22)%(2% + 2129 + 23)
_L(Zl —22)*(2} — 212 + 32'))XY2€1“1T2P2 n
32 (21 + 22)2(22 + 2120 + 22)
1 (21 —29)% (22 — 2120 + 22)% 50 orian
- : . _ X2yl il el 3.115
Y06 (o F ) (B L LA (8:115)
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16 16
1 (23i1 :fzg + 223)
+- - XYel1+lz 4
2 (21 4+ 22)%(23 + 2120 + 23)
_}_i ("1 B ZQ)Z(‘Z% — 2122 e Z%)X2Y€2F1+F2 4
16 (21 + 29)2(22 + 2129 + 22)
. :
+i (21 = 22)2(‘3; — 2123 + Zg)XY?‘eF”?F? T
16 (21 + 22)%(2f + 2122 + 25)
1 (21— 22)"(22 — 2120+ 28)* 50 origer
i 2T ) x2y i+ 3.116
* 256 (21 4 22)4(2] + 2129 + 23)? ( )

onde 'y = v6us (e®z, —e %1x_), Ty = V6uey(e”?x, —e %z_), X e Y sio parametro
complexos livres e z; = €1 e 2, = €% estdo associados a rapidez de cada um dos sélitons
em rota de colisao .

Uma das propriedades mais importantes que podemos extrair da solugao
de 2-sélitons obtida acima é o chamado time delay, que mede o quanto a rota de um

dos solitons se alterou devido a interacao com o outro.

Time Delay

O calculo do time delay [21] é feito considerando-se que os solitons sdo
assintoticamente livres no sentido em que a interacao entre eles nao é sentida quando
estes estao muito distantes. Longe da regiao de colisao , entao , os solitons caminham
em linha reta obedecendo a equagoes horarias de um movimento uniforme, de acordo
com a Figura 3.7.

Para que as solugoes se encontrem em algum instante, uma deve ter veloci-
dade maior que a outra: 'y = yi(x — vit — ;) e ['y = Yo(x — vot — x3), com vy > vy,
por exemplo. O tracking é feito colocando-se num referencial que se move com uma das
particulas: x = v;t, de modo que et = 7?1 & finito e el? = e ((v1-w)t-22) gpregenta
dependéncia temporal.

Da expressao para a solucao de 2-solitons

L+aXelt 4 byYel2 4+ cX?e?T1 4 dy2e?T2 4 FxXVel11T2 4 gX2ye?l17T2 f pxy2el1+2T2 4 jx2y 22l +202

1+2xXell +2yYel2 + 22X2e21 +y2Y2e2T2 + 2(zy + 2) XYel11T2 4+ 222 X2V e?T1+T2 4 292Xy 2el1+2T2 4 22 X2y 262014202
(3.117)

=
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Figura 3.7: Grafico mostrando que o efeito da colisao sobre a trajetéria de um dos
solitons, no referencial do outro soliton, é apenas deslocar o coefiente linear da equacao
de movimento, uma vez que as velocidades nao sao alteradas no choque.

vemos que, enquanto num tempo infinitamente anterior ao choque os termos contendo

e'2 podem ser desprezados,

To | 1 +aXelt + cX?e21
= |t=— = 7 p
25T 14 2z Xel + 32X 22
num tempo infinitamente posterior ao encontro o comportamento assintotico ¢ domi-

(3.118)

nado por fatores e'2, a expressdo acima assume a forma

(3.119)

0 Cody%e: (14 LXeM 4 X%
;?|t:oo T Y2y 2e2 (1 & %Xﬁr‘ T+ ;—§X252F1>
Comparando o comportamento em (3.118) com (3.119), vemos que o argu-
mento das exponenciais sofre uma alteracao I'y — 'y + In ﬁ, com
2 = Hasl Gt e acordo com (3.116) e (3.115)
Com isso, o deslocamento lateral na posi¢ao deste soliton é dado por

. llnl(ﬁ*z?)
WW6coshOu  4(z1+ 22)2%(z
e o atraso temporal, por

AL %) (3.120)

1 1. 1(z; — 29)%(22 — 7129 + 22
AT = —— L Ll ‘)2( —. s ;) (3.121)
2v6sinh@ 1 4 (21 + 22)%(2] + 2129 + 23)
sendo que a quantidade invariante por Lorentz é dada por
. 3 I (31 - 20)2(2;“% — 2129 + 2;))
pAT = M sinh AT = — In - - = 3.122
! 3 4 (21 + 22)%(2f + 2150 + 23) ( )
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de onde se obtém uma importante propriedade dos solitons: quanto maior o acopla-
mento do campo, menor a interagao dos sélitons. E por essa razao que se diz que eles
podem ajudar na compreensao dos setores de acoplamento forte das teorias de Yang-
Mills. Note ainda que, cinematicamente, quanto maior a diferenca entre as velocidades

dos soélitons menor o desvio sofrido por eles.

Figura 3.8: Grafico que ilustra o deslocamento de duas solugoes do tipo séliton, associ-
adas & parte real do campo de Bullough-Dodd, ¢,, com fase ¢ = 7, em rota de colisao,
para um acoplamento unitario. Observe que os solitons interagem e ap6s o choque,
permanecem inalterados.

IFSC-USP =" 55 $uivesed
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4 A inclusao de novos campos de matéria

Encontrada a solugao solitonica do modelo de Bullough-Dodd, concentramo-
nos agora na formulacao do sistema de Toda associado acoplado a campos de matéria.
A generalizacao almejada ¢é feita introduzindo-se campos nas dire¢oes dos geradores
com grau a partir de 1, ou seja, { = 2, de acordo com (2.32).

Entretanto, nem todos os casos serao frutiferos, como por exemplo os casos
I =2,1=4,el =5, em que niao é possivel encontrar uma solu¢ao de véacuo tal que
os potenciais, quando calculados nesses vacuos, formem uma subalgebra de osciladores.
Isso impede a co.nstrugﬁo dos sélitons pelo método que vem sendo explorado.

Desse modo, limitaremo-nos a apresentar os resultados para as generaliza-

¢oes com [ = 3 e | = 6, denotados por MBD3 e MBD6, respectivamente.

4.1 Modelo MBD3

Para este caso, sao introduzidos novos campos nas direcoes +1 e £2:

=Y \fL + T F LS 4 L (3.123)

que fornecem o seguinte sistema de equacgoes diferenciais acopladas:

0,0.n=0 (3.124)

0,0_v + 3e® 4 2720 Myt 4 ety =0 (3.125)
010_p — e 2Tyt yr 4 2oty yr — ety = (3.126)
O=U5 + 2V 2ty T = (3.127)

Oz Uf — 3e 2t IyF _ \oe 4t IyEyF =0 (3.128)

OxyF + 3y =0 (3.129)

Combinando-se as equacées (3.127) e (3.129), observamos a conservacao

das correntes quirais:

7
O~ (uo - —df—u:ui) ~0 (3.130)
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Vé-se ainda que uma solugao de vacuo para este sistema consiste em tomar,

dentre outras coisas, todos os campos de matéria nulos:

w?:‘: _ O ’ 770 — 0 : 1/0 e _3I+$— ; (po s O (3.131)

Os potenciais de vacuo sao entdo dados por

A =L} A =L5% 43,0 (3.132)

e obedecem, pois, uma algebra de osciladores: [A", A’ | = —3C, satifazendo a condicio

o ~ . +1
de curvatura nufa, de forma que os solitons sao criados pelos auto-estados de L 2

1 5
[Lo %, a1 Vi(—2) + aVa(2)] = 3283 {a Vi(—2) + e Va(2)} (3.133)
com
Z( m+z ,—6m— 2 Tin+1z—(7’m—5> (3134)
%) — Z <T1L2~6ru-l + L;"+%Z—br:;—4) (3135)
Ademais:

i J 0 a8 77771

Up = e"+%0 "o — A, =-0,UU; (3.136)

O dressing do modelo é entao feito conjugando-se o elemento constante h
por Uy e admitindo por hip6tese que esse novo elemento pode ser decomposto como
g= UOhUO"1 = g_qug. = 0710, com a parametrizacio g, = e2m>ot(Em),

O novo elemento de grupo U, = 0,U, = 0-'Uyh esta associado ao novo
potencial A" =60, A00:" —9,0.01", de modo que

Vi =

~BATB ' =0.A%0' —0,0.6." (3.137)

~0_ BB 4+ A~ =0.A071 — 5.0.03" (3.138)

Vemos de (3.137) que se o vacuo tem n = 0, o lado esquerdo da equacao

nao pode ter 7) # 0, pois a gradacao @ nao pode ser obtida como comutador de nenhum
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par de elementos da algebra. Diz-se que o dressing nao excita o campo 7 a partir de um
vacuo com 7 = 0. Logo, B nao tem 7 na orbita do vacuo: B = e2¢T3+*C_ Percebemos
ainda da componente de grau zero e com 6_ de (3.138) que B = gye 3¥+%-C,

Ja olhando para a equagao (3.137) associada a uma transformagio nega-
tiva, com 60_, tal que o ultimo termo nao contribua (por conter apenas termos com
grau negativo enquanto o lado esquerdo contém apenas termos com grau positivo) e

considerando a equagao (3.138) com transformagoes positivas 6, concluimos que:

1 1 1, - 1
= = N, L[Tz] A= iF[l‘ﬂ,L(;ﬁ"lz] + §[t*1, [t*l,LEf'z]] (3.139)

Lembrando ainda que numa representacao de peso maximo temos

G|\ =0e (A|G_ =0, vemos que os elementos de matriz

1

(AlG1glA) = (Mg='Gig-golX) = A{Gy =) [T, Gel+= > [ [t Gl + - FaolA)
m 2 m,n

(3.140)

N = Mg G- 97N = (Mao{G- +Zt’" G |+ 22[1"1 [ G_]] &+ = HX)
(3.141)

correspondem a séries que truncam, o que fazem destas expressdes bons candidatos

{

para fornecer a fun¢ao-7 do problema.

Os geradores dos elementos com grau +1 e +2 podem ser expressos em

termos dos geradores da algebra e para isso fazemos a parametrizagao:

T 5 i
¥ = oFT0 4 bFLY2 t72 = d¥L12

e os parametros podem ser determinados com a imposicao de que valham

o a1
A =T TE+VaELE & A= U LF1*e:

2

Dessa consisténcia surge também a seguinte redug¢ao:

. g ?b¥ .

vE = ——\/:uit (3.143)
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em que os campos Ui sdo eliminados em favor de ;. Como conseqiiéncia disso a
corrente quiral a ser conservada (3.130) é trivialmente nula.
As fungoes-7 associadas aos campos de matéria sdo entao dadas como ele-

mentos do tipo (3.140) e (3.141):

1

5= (M|TVgIN) = ~§w2i7’1 (3.144)
+ _ +3 4

TO = <)\()|Lq_-1 g!)\0> = gUl T0 (3.145)

com 1o = e~ 2+ 3ma-) o 72 = e ?%19, como no caso Bullough-Dodd original, diferindo
apenas pelo coeficiente de x,x_C.

O sistema de equagoes com a reducao hamiltoniana é ligeiramente simpli-
ficado. Na verdade, as equacoes podem ser mais convenientemente escritas em termos

de spinores. Somos entao levados a definir as matrizes-vy

0 1 01
Yo :z( 1 0 ) ; M= —z( 10 > ; T5 = Yo (3-146)

€ 08 spinores

I R

Dessa maneira as equagoes de movimento assumem uma forma mais inter-

essante, em que fica claro que os campos (/)1ir e wf obedecem equacoes de Dirac:

2,0.n=0 (3.148)
O T 2 _ .
O, 0_v — 20e 2 Ny P_ofy — ge—%" (o P_thy)” + 3¢¥ =0 (3.149)
- o 2 i :
04_0_@ — 2, (€2¢+211P+ _ €~-9«+211P~) wl - —9—e dp+1n ('¢’2P—'¢1>2 —0 (3.150)
1YF Oy — 6 (X1 +e” WP Yoy + Uy =0 (3.151)
"H O,y — 61/;2 (€A2w+2np+ + ewJ“”P*) Wy + Uy =0 (3_152)

com os projetores dados por
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e os potenciais de interacao, por

U, = e"Tr (TS[ e 2T ATe "V’TO}) ( é > (3.154)
Uy, = e"Tr (T3 [A;,e?ﬂ?/\je”ﬂ?]) ( (1) > (3.155)

Reescrevendo-as em termos das novas varidveis definidas pelas funcoes-7

temos:

94 700_Ty — 1904019 + 367 T (19 — 77F 7] ) =0 (3.156)
100, TO_T — ToT0,0_T1 + 97T + 1967“ 75 =0 (3.157)
7iE0:m — 0T + ZTJ =] (3.158)

T00z75 — 7070 + 1277 (10 + 275°1F) =0 (3.159)

Os ansatz para se resolver esse sistema de equacoes é dado pelo calculo dos
elementos de matriz (3.144) e (3.145), além dos ansatz usados no caso de Bullough-
Dodd normal, (3.91) e (3.92). A diferenca entre esses casos é que agora a série nao tem
o termo independente e comega com termos do tipo €', pois (A|G+|\) = 0.

As solucoes solitonicas para esse caso sao dadas por

7o =X —afaye? T =Y (3.160)

TOi = :tlleﬂcLli E 7'1i = alieP (3.161)

onde I' = 3y(z — vt) e as constantes ali se relacionam com as constantes «; e ag que
aparecem na forma geral do auto-estado de L;E %.

Agora que temos as solucoes procuradas para este modelo, vamos analisar
as simetrias das equacoes de movimento. Inicialmente, note que elas sao invariantes sob
transformacoes conformes do tipo z. — ATz, desde que os campos se transformem

como
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p— v— Vv n—n (3.162)
Yot — A¥igg 4 it — AEy, & Yot — AETghyt (3.163)

Notamos também que existe uma simetria de gauge global gerada pelo ele-
mento T3 que gera uma carga conservada. Sob tal invariancia os campos se transformam

da seguinte maneira:
L ]

0 — P v— v n—n (3.164)

Yot — ey & 1t — e £ Uyt — eT Uyt (3.165)

ou seja, os campos acopladaos sao carregados, enquanto os campos de Toda sao neutros,
e a carga de ¥y é o dobro da de ¥y e ¥y.

Gostariamos ainda de determinar o spin das particulas fundamentais as-
sociadas aos campos. Sabemos que a maneira pela qual um objeto se comporta sob
transformacoes de Lorentz é caracterizada por seu spin: enquanto campos escalares sao
invariantes e campos vetoriais se transformam da maneira usual em duas dimensoes, os

spinores apresentam uma transformacao menos trivial:

O — @ T, — Ai’tx,, Y — SY (3.166)

com
cosh 6 sinh 6 . gll=Ae 0 -
= ( sinh @ cosh 0 ) B = ( 0 e~ ) (3.167)

de acordo com (3.163).

A linearizagao das equacgoes de movimento, que consiste em desprezar os
termos que nao sao lineares nos campos, permite-nos notar que o campo ¢, s6 se acopla
com ¥, , assim como ¥, que se acopla apenas com ¥, . Ainda dentro da aproximagao

linear, concluimos que os tinicos campos massivos desse submodelo sdo ¥i e ¥, com
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massa m’ = 36e*. Desconsiderar os termos responsaveis pelas interacoes entre os
campos também resulta em que os novos campos se comportem como campos de Dirac.
Se impusermos ainda que ¥, = ¥1y;, poderemos derivar tais equagdes de

movimento a partir da seguinte lagrangeana livre:

_ — (. (1+7 o i A =
EU = Z‘L/JZ')'ltall‘wl = 61./12 (8'7 < _;75> + 62'7 ( 5 ’)5)> l.lel (3168)

A simetria U(1) que permite ¥+ — e='*¢* gera uma corrente de Noether

Tt =Py (3.169)

De maneira mais explicita temos
Lo = (Y705 —wFO_vT) + 3 (" ¥ + 2" vy) (3.170)

JE = FuFoF (3.171)

E natural o interesse em construir uma lagrangeana completa para o sis-
tema aqui tratado. Porém, o conjunto de equacoes de movimento obtido pela introducao
da reducao hamiltoniana ainda é demasiado complicado, apresentando inclusive acopla-
mentos cibicos nos campos, sendo dificil encontrar a acao que o descreva. Deveras, o

maximo que se pode fazer é :

: T
L3 = 0,90 @+ gw‘z 07@? - 314)1 0.y +
) 1
—e?Pyfr — e Mty — §e"4”°'¢’2+ b Yy Uy (3.172)

que fornece as equacgoes para os todos os campos, com n = 0, exceto para o campo

auxiliar v.
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4.2 Modelo M BD6

Nessa situagao os potenciais chatos sao

1 1 1

—4dp 2 2 0 —2p42 2 3 2

A = e VYT L2, + T T) + e IS L2+ 2Tyd L
1 1

2p+4 2 dp+5 2 —2p+5 1 6n1

+eXe Ty E L2 4 TNy LE + e TS T + 87T

_1 1 1
= VoG Ly ® + 97T +uy Ly ® + 05 L0 +
- 1
+U L2+ VUL g T+ Ty
_Qa—QOTg? —0_vC — 8_77@
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(3.173)

(3.174)

sendo que os demais casos nao podem ser obtidos a partir destes potenciais impondo-se

simplesmente condigoes do tipo ¢ = 0. As equacoes de movimento para todos os 17

campos desse modelo seguem abaixo:

@ 3 =10

a+a v+ 2€br;+ew4g&+:] U— +2€~2g0+2:]l//+ - +3€dr)d]+w +

2 9 = + e —
422y 4 eIy g de WS g = ()

: 4 — 20 ‘ — — ’ —
0+(9,<p —e 4,a+17,w+‘/ 1+ €“+'+UU+‘1/,/7 —e 24,:7+21),w;~w‘ +

2 , =
_+,€~97+4r7w + e4$/+”7w+z/J —e (p+u1)u7+ b =0

c = 2¢0+mn,,+ 2p+4 o B Ap+5
Oz U + 2V2eM PN YT — 2V2EP TG T 4 264 IIYT = O

'r)?'wl \/_ef4¢41/ /i ZF 36~2w+2nu + 3eir,wj:wi}i

+\/'2_e2@+4’7w5—wf —e W HyF =

(3.175)

(3.176)

(3.177)

(3.178)

(3.179)
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BetbE + 32T YEYT — 3ePMYEYT + 29T yT = 0

0:':1,/)31 _ 262<P+")witw?: + 26—2¢+2:1,w(:3t¢;: e [

81!: wz: + \/58—4up+:;,wéi:d)6fi _ \/582<p+':1¢54:w?: N €—2¢+2‘:;w;|:

O bF — 2e 4T 1yF =0

O_yE + 2T =0

=0

sendo que as equacgoes para 0s novos campos podem ser expressas Como:

20t (_—1 t,)B) 4 g~ 20 t5n (1 _275

w0, ¥s +Us =0

com os potencias de interacao sendo do tipo

2~ T9 D 0
Ui = 3 e Tr(Gi[A%,, e T ATe2T8))
n

e os spinores dados por

(3.180)

(3.181)

(3.182)

(3.183)

(3.184)

(3.185)

(3.186)
(3.187)
(3.188)
(3.189)

(3.190)

(3.191)

(3.192)
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+uf ) J ( + ) ( Uy >
Uy = 4 Yo = ) Py = 2 3.193
71 ( +¢)b (%] “d/‘s l/}Z —'l‘[}4 ( )
be = he — 5 o —
U ( o ) Vs ( e ) o ( v (3.194)

A linearizacao destas equagoes fornece as massas das particulas fundamen-

tais associadas aos campos:

My =M, =M, =My, =0 (3.195)
my, = mi, = 167" (3.196)
s, =T, =G, =15, = 4 (3.197)

Com a linearizacao conseguimos ainda escrever as equacoes na forma de

equacoes de Dirac:

Z’y“aﬂ U1 — 2% =0 Z’)’“@H‘l/jg —2¢g =0 (3.198)
w“au'w() - 41/)0 =0 m"‘@p% = 41/}5 =0 (3199)
10, Wy — 2y =0 Oty — 29y = 0 (3.200)

alem do dos campos ¢35, que se comportam como componentes de uma equagao de

Dirac com massa nula.

Como solugdo de vacuo para o sistema abordado nesta subsecao podemos

tomar todos os campos se anulando, e com isso os potenciais de vacuo sao simplesmente:

A =-T; A =T (3.201)

Devemos determinar os auto-estados dos operadores T;™', que correspon-
dem a subalgebra de Heisenberg. Temos, pois, solitons de 2 espécies, um associado ao

autovalor 1 e outro a 2:
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(T35, Vir(2)] = 227V (2) (3.202)
(T35, Vi(2)] = 2*Vi(2) (3.203)

com
Vii(z) = Z (aHL;n+§z‘6m“5 s bHLT;E(zz)*G’”*l) (3.204)
Viiz) = ) (a,T;"z*S"'*l +BpLY T (2) 7O 4 o T az) O dILT:r%(az)"G"'_Q)
- (3.205)

Mesmo com [ = 6 nao é necessario que estejam presentes campos nas
direcoes dos geradores com todos os graus inferiores. Uma possibilidade é termos,
por exemplo, campos apenas nas dire¢coes associadas aos graus 0, 3, 6. As equagoes

resultantes nesse caso sao:

d,9_n =0 (3.206)
0,0_v + 2e%7 + 33Ny =0 (3.207)
9,0_0 =0 (3.208)
d,0_YiF =0 (3.209)

e uma solucao de vacuo para este sistema é

=0 FP=-2r3+ =0 '=0 (3.210)

Os potenciais de vacuo deste caso, A9 = ~T} e A° =Ty +2x,C, sdo
essencialmente os mesmos do caso geral, de modo que os estados a serem diagonalizados
sd0 0s mesmos. Porém, as equacdes para os campos ¢ e ¥;3 sdo lienares e apresentam
solucoes simples. Assim, vamos nos concentrar no caso completo do campo de gauge.

As solucoes para este sistema sao determinadas pela introducao de fun¢oes
de Hirota, bem como seu ansatz, através do método de dressing ja discutido. Pela

estrutura dos auto-estados (3.202) e (3.203), vemos que deve haver solugdes com
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I = (s, — 2 'z_), com degenerescéncia quadrupla, e I' = 2(2z, — z7!z_), com
degenerescéncia dupla.

No submodelo em que ¢ = 0, v =0, ¢f =0, viy =0, vg =0, o
sistema de equagoes simplifica-se e podemos escrever os campos nao-nulos em termos

de fungoes-7 de Hirota:

o= %m% (3.211)
. v=-22,T_ — %ln o (3.212)
v = \/E-Tfj- (3.213)
vy = \ﬁ% (3.214)

e em seguida obtemos as equacdes de Hirota para o sistema, que podem ser resolvidas

ordem a ordem, como feito no caso MBD3.

A solucao para este caso fornece os seguintes resultados:

1 1+ el
=-In| —= 3.215
7 2“(1—ae2f> (3:215)
1 2 AT
v=—-2T,5_— 5 In(1—a’e") (3.216)
' 1
Vs = V2aXe" ( 11+aeir ) (3.217)
T Z1-aeT
B
Yo = V2bXel ( L=a’ ) (3.218)
Tz 1+ae?T

com o = “Z—{‘q el =2(zzy — 27 1z_).

As correntes quirais (2.46) conservadas nesse caso tém a forma

J* = 48%p — W vE (3.219)

Como Tr(T§Q) # 0 podemos, de acordo com (2.53) encontrar uma trans-

formacdo conforme que nos leva a uma solucao em que J= = 0, e com isso
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UEuE = 20% (3.220)

Temos entao uma situagao em que os campos de matéria ¥j; e ¥i existirao
apenas nas regioes de derivada nao-nula do campos . Ou seja, os campos de matéria

ficam confinados aos solitons [22].

4.3 Caso nao-abeliano: NA-MBD

Uma dltima possibilidade relacionada a algebra Agz) que exploramos foi

considerar uma 8radacao diferente:

Q=4D+T) (3.221)
A nova estrututa de gradacdo permite parametrizar os campos de Toda

como

1 1
2 -3 +1 +1
B = e?1122¢ 921 * oCnQ A =T 4L + I ? (3.222)

de forma que os geradores que parametrizam o elemento B ndo comutam entre si.
Tem-se com isso o que se conhece por modelos de Toda nao-abelianos.

As equagdes de movimento podem, entdo , ser obtidas com apenas um

pouco mais de trabalho:

0, 0_v + 3€* — 2T b g + 2T WS + €2°010_ 90,0 +
L 5 , 1,
§e~¢a_ma+¢1 + §e2~f’¢la+a_¢2 =0 (3.224)

040_p + 26" Y YT + 2" 0 Uy — 2eNdppT T — 2", —  (3.225)
26"V 91 dotpd Wy — 29 10_ 9010 — €*¥0_020,0; — €210, 0 =0 (3.226)

0,0_03 + 20_000, 0 — 4" P ouuF Uy + de"uF gy =0 (3.227)
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0405 — 3e™PPyf + 3"y =0 (3.228)
O_UF + € 01020_v5 — e*,0_v; + 3"y =0 (3.229)

940_91 — €7 010,0_07 + 2010_0,p — 26*$10_ 9204 1 + 20_p0, b1 +
—2e*°$10_ 020, 0 — 4e™ P 1T by — A€ + 4P T =0 (3.230)

O, — 3e"9 01005 — 3" Y + 3y =0 (3.231)

o_ l;/)f —e‘%g@_ L/’;_ —263"’@1(921&;_8_ @Q—QEww;a_ég —23¢C)1 L//TOQ 09 —36”(/)2_ =0 (3232)

Note apenas que é possivel uma solugao de vacuo na qual ¢;* = 0 de modo
a termos potenciais de vacuo do tipo LSE %. Ora, um potencial desse mesmo tipo foi
obtido no caso MBD-3 e por isso ja conhecemos seus auto-estados (3.133). O leitor sera
poupado de detalhes do método de dressing. Diremos apenas que as transformacoes de

variaveis sao :

1
v=-3z,x_ —=-Inn p=1In T—2 01 = Do ¢y = _Io (3.233)
2 Ti 70 T0
+ + 4 +
st — 3 2 N1’ E= _3_T_l_ 3.934
Vi (470 * T1 To 71’2 T ( )

Os ansatz para as fungoes-7 sdo , como ja sabido, dados por projecoes de
elementos como g = ¢V (ou Ttg = Te*'V e gT~ = ¢ VT-) em estados de peso
maximo da representacao. Mas como o vértice é neste caso o mesmo que o encontrado
em MBD-3, poder-se-ia dizer que as solugoes para as funcgoes 7o e 71 ja sao conhecidas.
No entanto, o resultado obtido pelo método de Hirota fornece uma discrepancia, devida
ao fato de que agora o elemento B é diferente.

A solucao para este submodelo é :
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Tm=a+b Tm=a+b 7= hXel 75 = aXe' (3.235)
a _ b _ , . _a .
7" = ~169Xer T = ge ®Xel = T P X2 Ty = Re(’X?e”
(3.236)

com I' = 3(e®z, —e92_).

Devi(.io ao fato de que a éalgebra Aéz) (BD) pode ser entendida como uma
subélgebra de so(8) invariante pelo automorfismo de seu diagrama de Dynkin, seria
interessante possuir resultados dos modelos cuja algebra seja so(8), correspondentes
aos obtidos até agora, com o intuito analisar as diferencas entre os modelos. Tal tarefa

pode ser feita seguindo-se a mesma técnica empregada nos casos estudados até agora .
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Conclusoes

Através de um procedimento que combina os métodos de dressing e de
Hirota, foi possivel construir solugdes solitonicas do modelo de Bullough-Dodd. Dessa
forma, a técninca empregada mostrou-se implementavel as dlgebras de Kac-Moody com
twist, que ainda careciam de uma analise mais detalhada, sem muitas complica¢oes.

Inicialmente determinamos a estrutura da algebra ‘452), obtida por duas
maneiras diferentes (através de um folding da algebra so(8) e de um twist de su(3)).
A introdugao de extensoes centrais permitiu construir uma representacao de curvatura
nula para o modelo BD e conseqiiéntemente determinar sua solucao.

O modelo tratado apresenta solugoes soliténicas complexas, sendo que o
vacuo infinitamente degenerado da parte imaginaria do campo leva a cargas topologicas
conservadas durante a evolucao do sistema. Foram calculados também a massa e o time
delay decorrente da interagao entre dois solitons.

Compreendida a riqueza matematica associada a teoria dos solitons, intro-
duzimos novos campos nos potenciais chatos de forma que estes contenham gerado-
res de diferentes graus (£1, £2,---,£l). Os campos com graus mais elevados (> 1)
comportam-se em geral como campos de Dirac, em duas dimensées. Fungoes-7 tanto
para os campos escalares quanto para os campos de matéria foram obtidas pelo método
de dressing.

Determinamos assim solucoes para os modelos MBD3 e MBD6, modelos de
Toda acoplados a campos de matéria, cuja algebra subajecente é a Ag‘)). A anélise de
tais solugoes [23] indica a existéncia de uma equivaléncia entre as correntes topologica
e de Noehter em MBD6. Com isso, espera-se um mecanismo que leve ao confinamento

dos campos de matéria no interior dos sélitons escalares.

81
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O trabalho permitiu reunir um conjunto relevante de informacoes sobre
o modelo de Bullough-Dodd e algumas possiveis generalizagoes, servindo como uma

introducao a pesquisa cientifica em teoria de sélitons e modelos exatamente integraveis.



Capitulo 5
Apéndice A

1 Modelos de Toda como teorias de WZNW

Nesta secdo veremos uma estrutura formal que fundamenta os modelos
de Toda, abordados neste trabalho: os modelos de Wess-Zumino-Novickov-Witten
(WZNW) [24, 25]. Estes constituem uma classe de teorias de campo conformes com
simetrias algébricas de Lie que apresentam uma propriedade desejavel, mas nao funda-
mental: podem ser obtidos diretamente a partir de uma agao.

Partimos, contudo, do Modelo Sigma Nao-Linear em duas dimensdes, definido

pela agao:

1 7 ,
So = [ d'zTr (09~ '0,9) (5.1)
4da
onde a* & uma constante de acopl to adi ional
st plamento adimensional.
Ele descreve um campo bosonico matricial g(x) vivendo numa variedade de
um grupo G associado a uma algebra G, cujas correntes conservadas geram uma élgebra
de Lie. A minimizacdo da ac¢ao acima nos da equagoes de continuidade como equagoes

de movimento do modelo:

9(g™'0,9) = 0 (5.2)

As correntes conservadas pela dinamica do modelo, .J, = g~19,9, obedecem
ainda uma estrutura de curvatura-nula. Para aumentar a simetria do modelo e ainda
assim preservar as caracteristicas que acabamos de apontar, adicionamos a agao dada

por (5.1) um termo de Wess-Zumino:

83
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D= [ duenTr (4710°557'9°55705) (5.3)
247 Jp o

definido por sua vez numa variedade tridimensional B que tem como contorno a com-
pactificacdo do espago bidimensional original, com g a extensao do campo g para essa
variedade 3D. Considerando-se, porém, que num espago 3D compactificado um espago
bidimensional compacto delimita duas variedades tridimensionais distintas, a extensao
do campo g nao é univoca. Isto provoca uma ambigiiidade na defini¢ao de I'. A difer-
enca entre as duas escolhas possiveis quantifica a ambigiiidade. Levando-se em conta
a orientacao e o fato que todo espaco 3D compacto é topologicamente equivalente &

esfera tridimensional, obtém-se:

1 3, T1qasa—1ad5=—1q7=
~5an Ssd YEaiy T (g 0%gg="0"gg9 0 g) (5.4)

Emobora o termo WZ seja expresso como uma integral tridimensional, sua

Al =

variacao é um funcional bidimensional, de forma que a equagao de campo para a agao

completa resulta na conservacao de correntes quirais:

2 )
<1+A’i> a,J_ + <1 -%) d_J. =0 (5.5)

4 T
desde que os parametros sejam escolhidos adequadamente.

Os modelos de Toda Afins Conformes (CAT), que em geral apresentam
solucoes solitonicas, sao obtidos através de uma redugao hamiltoniana do modelo WZNW
associado a uma algebra afinizada, que pode ser entendido como um modelo CT per-
turbado de um modo que a simetria conforme é quebrada mas a integrabilidade é
preservada. A simetria conforme pode entao ser restablecida apenas pela introducao de
campos extra que nao alterem a dinamica do modelo inicial; por exemplo, o campo é
livre se o colocarmos numa dire¢ao que nao pertence a algebra.

Nesses modelos os campos tomam valores num grupo de Lie Gy finito e as

simetrias de translacio, pela esquerda e pela direita, por elementos desse grupo

g—gr(z_)g ; 9 — ggr(zy) (5.6)

é quebrada por um termo da forma:

/d%Tr(A_IBAlB—l) (5.7)



CAPITULO 5. APENDICE A 85

com B € Gy e Ay, elementos constantes que vivem no subespaco de grau £/, G, de

acordo com uma gradacao da dlgebra de Kac-Moody que satisfaga

g == @ gAn [Q‘Hm gAn] - gr:t+n (58)

Assumindo que possa ser feita a decomposicao de Gauss de um elemento

do grupo, de acordo com

g=MBN cG (5.9)

sendo M € e9-, B € €%, e N € ¢%+. Impondo-se a equacdo de movimento sobre tal

elemento, decorrem as seguintes equagoes:

O (M~ '0_gg M) = [M9_gg ' M, Mo, M] (5.10)

0. (Ng'0,gN~!) = —[Ng !9, gN 1, o_NN] (5.11)

As quantidades

K,=M"'9_gg'M=M"'9_M+d_BB~'+ BO_NN'B~! (5.12)

Kr=Ng'9,gN~' =BM'9,MB + B '9,B + 9, NN (5.13)

envolvidas nas equacbes ndo sdo portanto quirais mas tém uma estrutura mais simples
que as correntes quirais. A reducdo do modelo WZNW é feita colocando-se vinculos

nao diretamente nas correntes, mas, sim, em Kr e Kp:

O_NNt=A M'9.M=-A, (5.14)

ou seja, o modelo reduzido corresponde a uma teoria que contém apenas os campos
correspondentes aos componentes de B e aos componentes de M e N associados aos
geradores com graul £/, respectivamente.

Igualando os termos pertencentes ao subespaco da dlgebra de grau zero:



CAPITULO 5. APENDICE A 86

0,(0_BB™") + [BAB™Y,A] =0 (5.15)

que corresponde as equacoes dos modelos de Toda. Similarmente para o grau [, por

exemplo:

0,(BAB™) =0 O_(B~'A_B) =0 (5.16)

A curvatura nula, necessaria para a integrabilidade, é equivalente as equagoes

de movimento para os campos B com os potenciais tomados como:
L

A, = —BAB™! A_=-0_BB '+ A (5.17)

Mas esta curvatura nula nao envolve as equacoes para 0s campos quirais
que aparecem nas direcoes diferentes de zero.
Tomando-se a parametrizacio B = Bye"“T"?, a a¢ao para o modelo CAT

assume a forma:

S 1 1
— = —g /d2mTr(8pBO(9“BJI) + E / d3y€"7kTT(BO‘16iB()B()’18jB(JBgIBkBo) +
B
1

) h
+ / d*z0,p0"n + = / d*x0,p0"n + / d*ze""Tr(NBy'A_1By) + 5 / £9FR;;(5.18)

sendo que o tltimo termo se anula no caso de 17 = 0, bem como os termos cinéticos.
Ademais, nos modelos de Toda abelianos, em que os By comutam, o segundo termo
também se anula. E facil ver ainda que a dependéncia explicita em [ est4 em €' e pode
ser eleiminada fazendo n — 7 e v — lv, e que o grupo de simetria do modelo CAT é

o subgrupo do grupo de simetria de WZNW que mantém o termo potencial invariante.



Capitulo 6
Apéndice B

1 Os solitons do modelo so(8)

Como discutido anteriormente, o modelo de Bullough-Dodd, ou Zhiber-
Mikhailov-Shabat, corresponde a um modelo de Toda associado a &algebra de Kac-
Moody afim com twist A.(zz), sendo que esta algebra mantém uma estreita relacao com
a algebra so(8), através de uma redugao das simetrias desta. Por essa razao parece ser
interessante estudar como se comportam os modelos CAT e MCAT cuja algebra seja a
so(8).

A matriz (3.9), embora nao seja inversivel, permite gerar a equagao de

Bullough-Dodd através de

(‘L(‘lp,- + Z R,-jepf =0 (61)
=0
com
Pi = Z I;,ibsob (62)
b=1

O sistema assim produzido tem as primeiras linhas fornecedo equagées

equivalentes, pela simetria entre as raizes ap, a1, g, ag da algebra so(8):
0+0_p + 2ePe —ePt =0 (6.3)
0,0_pg — e —eft —efP? —eP? 2P =0 (6.4)

onde c=0,1,2, 3.
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Uma redefini¢ao de variaveis o reduz a um sistema 2 x 2 de duas variaveis,

associado & matriz de Cartan (3.1) da algebra As(2):

8.0_py + 2ePt —ePt =0 (6.5)

0,0_py — 4e’* + 2e” =0 (6.6)

Com a relagao 2p; +p4 = 0 vé-se que esse sistema é equivalente & equagao de

Bullough-Dodd, a menos de uma translagao do vacuo. Apesar de esta construcao deixar
L ]

muito clara a simetria do sistema, nem sempre é possivel empregé-la para construir

modelos de Toda, por K nao ser inversivel.

1.1 Modelo CAT-50(8)

Primeiramente devemos definir os potenciais (2.15) que vivem na algebra
s0(8) e cuja gradagao da elementos com grau 0 e +1 apenas. Conhecendo os geradores

da algebra mostrados na se¢do (1) deste capitulo, escrevemos:

A, = —¢€" (e'wEiO + e2tper21 + 62<P2—<P4E22 & ews—mEgg e efsorvrvswwﬁE&)
(6.7)

A_ = 0_ (piHY + @2 H} + 0o H3 + 04 HY + vC + Q) +E-L +E° E° +E° . +V2E°,,,
(6.8)
As equacoes de movimento que obedecem a estrutura da curvatura nula

com estes potenciais sao :

0,0_-n=0 (6.9)

0,0_v+e"% =0 (6.10)

O, 0_pp + " (27 —e7?4) =0 (6.11)

B, 0_ipy + 267 (PP1mF1mF2708 _ g=¢1) = () (6.12)

comb=1,2, 3.
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E interessante notar que este sistema se reduz ao modelo Bullough-Dodd
conforme ao fazermos ¢, = 0. A partir dessas equagoes pode-se ainda obter potenciais

de vacuo que pertencam a uma subalgebra abeliana a menos de termos centrais:

A =-F! —ES —-EX —E) —V2EJ, = —A* (6.13)

A =z,C+E} +E° E° +E°, +V2E’, =2,C+A" (6.14)

—ap

tal que [AY ,A(l].: —C e Uy=ertoegt7o-

Uma transformacio de gauge que preserve a estrutura de gradagao com a
qual o modelo foi construido permite ober uma nova solucao, nao trivial, para o sistema
de equacoes abordado. A transformagao de dressing gera uma solugao algébrica para os
solitons, desde que se tome o elemento constante a ser conjugado como a exponenciacao
dos auto-estados dos potenciais de vacuo, isto é, h = €. Ademais, permite definir
apropriadamente as funcoes-7 de Hirota como sendo o elemento de matriz de B~ e+~

calculado nos estados de peso méaximo Xy = (0, 1,0), Xy = (M, 1,0) e Ao = (Mg, 2,0):
v=—Intp—z,7_ (6.15)

2
vy = In D w4 =1In T (6.16)
To T4

Logo, as equagoes de Hirota assumem a forma

9y 100_To — 790+ 0_To + T4 — 7'02 =0 (6.17)

TET0040_T0 — TE04 T00_To — —TE110,0_T1 + 720, 1O_m1 + 14(7¢ —72) =0  (6.18)

2727604 0_To — 2720, T00_To — TeT4040_T4 + 720, T40_T4 + 2(73TiTa73 — 77) = 0 (6.19)

As solugoes desse modelo ja foram determinadas em [26]. Existem dois

tipos de solucao:
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solugao 1

No primeiro tipo de solugao, as séries para as funcoes 7y e 7, truncam em
ordem ¢ enquanto 74 trunca em ordem &2, como esperado pois os primeiros estdo rela-

cionados com uma representagao de nivel 1, enquanto o @ltimo, com uma representacao

de nivel 2:
7o = 1 + XeVo(e?zs—ea-) (6.20)
. 7 =1+ XeVo(Eler—efz) (6.21)
g == o 4XeVBEfri—e0) | X2 2Vl —e 2 ) (6.22)

Repare que as solugdes apresentam uma simetria que pode ser reduzida
fazendo-se 7y = 1, = 7, = 73. Este é exatamente o folding que leva a algebra so(8) em
Agz). Ademais, como os potenciais para a construgao deste modelo envolvem os mesmos
elementos e;” = Ei,, + EY,, + E%,, + E%,, e ef = V2EY,,, usados no caso Bullough-
Dodd original, um dos possiveis operadores de vértice que diagonalizam os potenciais
de vacuo é a combinagao obtida naquele modelo ja estudado. Deveras, tal operador
que tem auto-valor ~ v/6, 0 mesmo que aparece no argumento das exponenciais.

No entanto, além de conter a solucao para o modelo BD, existe um outro

tipo de solugao para o modelo so(8).

solugao 2

O outro tipo de solugao encontrada nao apresenta a simetria observada
no caso anterior e por essa razao nao constitui uma solucao para o BD. O sistema
linear construido para se resolver o problema pelo método de Hirota apresenta solugoes
degeneradas, de modo que os coeficientes das expansoes das fungoes-7 sdo dados como
combinagoes lineares gerais dos trés tipos de solugoes.

A estrutura algébrica permite compreender melhor essa tripla degenerescén-
cia. Além do auto-estado expresso em termo de uma subélgebra de so(8) invariante
pelo automorfismo de ordem 4 de seu diagrama de Dynkin e que envolve as raizes
g, a1, g, a3, existem outros auto-estados que nao satisfazem essa simetria. No en-

tanto, olhando para ef fica claro que persiste o automorfismo da algebra so(8), ndo



CAPITULO 6. APENDICE B 91

afinizada, em que se pode permutar as raizes oy, ag, az. Com isso, dado um novo auto-
estado V) que contenha operadores H{* e/ou ET, associados a raiz oy, constroem-se
imediatamente dois novos auto-estados V5 e V3, com mesmo auto-valor, pela simples
substituicao da raiz a; por ay e as.

Dessa maneira, o auto-estado associado a essa nova solugao é do tipo V' =
21Vi + 22 Vs + 23V3, tal que V2 = 0 mas V2 # 0, e as séries nao truncam em e €°, mas,

sim, em £% e %, como de fato observado.

1.2 Modelo MCAT-50(8)

Dando seqiiéncia ao estudo comparativo entre os modelos de Toda das alge-
bras so(8) e AgQ), vamos acoplar campos de matéria aos campos de gauge apresentados
da subsecao anterior. Como a gradagao da algebra tem periodicidade 6, os campos po-
dem ser colocados nas direcdes com grau £1 (I = 2), £2 (I =3), £3 (I =4), £4 (I = 5)
e +5 (I =6).

Entretanto, como no modelo BD, a generalizacao com [ = 2 fornece poten-
ciais de vacuo que nao pertencem a uma subalgebra de osciladores, e pelo isomorfismo,
o mesmo vale para | = 4 e | = 5. Somos entao levados a abordar o caso | = 3 e

comparé-lo com o que foi feito no caso da algebra AgQ) :

so(8)-I11
Para se construir a generalizacao desejada, usamos os elementos
Ali = IOEj:ao = wﬁEial 3 wlz iy 1 %3 :tag + w14\/—E:ta4 (6.23)
- 0
A:t - uZUEj:(la0+a4) s leEi(alJrcm) + wZZE-L(ag-La.;) + w23E:§:(u3+a4) (6'24)

0
Eis= E:t(a1+u2a4) + Ei(01+0304) + E+(“2+"'3°‘4) T
Eﬂ:l 4 E_ E:I:l

Flar+asay) Flar+azay) + Flag+azay)

(6.25)

que determinarao os potenciais do modelo, e conseqiientemente as equacoes de movi-

mento:
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(9+(9_'r] =0

: - = 2n—p1—p2— 2¢. —
a+a_y+er] 9’41;01‘()".&10 4 et P1m¢2 w3+ 9/411)246(/}20 e

_+_e’3n(e—<ﬂ1—s92+ap3 + e—<p1+v:z—sc3 + e‘ﬁl—‘ﬂz—‘%’.’i) =0

- = Do == -
0,0_p1 — e"(e™ Yy — e YT ) +
_8277(e~w1~w2—¢3+2¢4¢%¢2—0 _ e"’l_“’z_“"3+"’4¢$¢{1) +

_8377(6—991—9724-&03 L gPrtereys . gviter=ys e«m—mﬂ%) —0

& — _ 2p2—ayF )~
0,40_ipz — €”(e” "YUy — " PPy, +
— (e P12 P Yty — e IRl ig)

__6377(e~wfw2+«03 4 e¥Lmv2mPs _ p¥1tva—wps e-w1+w2+¢s) =)

5 N &=Phalit ali= 2p3—pa it o=
040_p3 — e"(e™ Uy, —e Uis¥is) +
2 (e—p1—p2—3+2pa,+ = —p1—P2+@3t+pa )t 4=
—e (e YooWoo — € Uy3¥s) +

_e3n(e¢1—w2—<ﬂ3 4 e P1tv2—9s _ op1—w2tes e—<p1+<;2+sas) -0

~ e~ Paht o 203—pa,),+ o=
010_pg — 2e"(e” P Y ythyy — e Vi) +

201( p—p1—02—3+20a, 1+ 01— —02—¢3+Pa )+ o —
—e '7(8 P1—p2—Y3+ips w20¢20 _ ePLTw2—¥3 <P4¢_21w21 il

—p1+p2—p3t+psa, )+ 10— —p1—p2+e3+es )+ o0 —
—(g Yoty — € U33s3) +

_6371(e<p1—',02—v3 4 ety _ pp1—patvs e—¢1*<p2+<.03) =

8¥wi‘t0 + \/§en_¢1_*’2“‘ﬁs+2v’4w§)¢ﬁ -0

|+ N—1—pa—p3+2 +F _
8;w11+\/§e’ P1—p2—3 ¢4w21¢14 -0
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(6.26)

(6.27)

(6.28)

(6.29)

(6.30)

(6.31)

(6.32)

(6.33)
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By + V2e TR oty = 0 (6.34)
D= + Ve TR IOy = 0 (6.35)

V20U + (e Uy + €T O +

+e2v2—¢4w2i2,¢?:2 + 62¢3—W4.¢2i3w1¢3) — ) (6.36)

L]
8¢wit0 _ en(62v1~s@4¢1¥1 + errw.wB + 92%**’41[)1*3) -0 (6.37)
Oz + €M(e”P iy + 7P, 4 e THPR) = 0 (6.38)
D03, + €"(e P ]y + 2P Py, + 2P Y R) =0 (6.39)
0=, + eM(ePrufy + X TPy, + ¥ PYR) = 0 (6.40)
Considerando-se o vacuo com L,bii =0,p,=0,n=0ev =-3z,2_,

podemos construir solitons na orbita desse vacuo pelo método de dressing, pois 0s
potenciais de vécuo formam uma algebra de osciladores: [A7, A] = -3C.

O mesmo procedimento seguido no caso MBD-3 ¢ feito aqui e se obtém as
fungdes-T de Hirota, em funcdo das quais as equagoes de movimento serao escritas. Os
campos de gauge obedecem as mesmas transformacoes que foram discutidas na subse¢ao

anterior:

v=—-Int —3r,7_ (6.41)

2
op=In 22 =l (6.42)
Ty Ty

Ja os campos nas dire¢oes de grau £2 ficam
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w*=zﬁ+7—f§-+7—$ vy = — T—i’+7—$+7—1i3 (6.43)

PTn o om “ oo™ T '
PE = — Zl:—E—+Eil+fE vE =— T—1:B+T—1i1+7—lié (6.44)

P To T T3 e 70 T Ty '

Finalmente, campos nas dire¢oes de grau +1 sdao expressos como

+ + + + + +
T. 7 T. e 7 T.
+ 21 22 23 + 20 22 23
w.lO — e =25k ol 22 'l/jll = —— 4 == |4 = (645)
T4 T4 T 70 T4 Ty
+ - - + + -
oo T Toe T T T
- 20 21 23 + 20 21 22
= —— § = Ui = ——=— + = + =2 (6.46)
To T4 T4 70 T4 T4

havendo aqui também uma reduc¢io hamiltoniana, em que os campos ¥,

ficam em funcao de outros campos:

Vig = + + (6.47)
\/5 1 T2 T1 T3 T2 T3
A substituicao dessas novas fun¢oes nas equagoes de movimento permitem
determinar as solugoes. Nesse caso, introduzimos a notacdo I' = 2(ez, —e%z_) e
temos as solugoes:

v=-—n (1 + AL Xel + AgXZeQeF + ASXBe?’er) -3z z_ (6.48)

1 4 Aj Xeb 4 Az X%l + AS X%
w1 =1In +Aoe + % ‘e T ol (6.49)

1+ Al Xel + A2X2e2T + A3 X3e3T

14+ AlXel + A2X%e* + A3X3e3T
Wy =1In + % e‘+ e, o 02 © (6.50)

1+ AlXel + A3X2%e2T + A3 X3e3T

1 Al/Y r A:zX'z 2r A3x3 3r
3 =In +Aote + (z) ‘)e s g = (6.51)

1+ AlXel + A2X2e?l + A3 X3edT

1+ AjXel + A2X2e2T 4+ A3 X3S + A§X4etl + A X5e5T 4 A§ X 0etT

. ( (1 + ALXeT + ABXZe™ 4 A3XPT)
4 —
(6.52)



CAPITULO 6. APENDICE B

com os coeficientes que aparecem nas expressoes acima sendo dados por

A(I) = (—a1 — 2a3 + 2a4)

3 3 5 1 5
A3 = (§a3a1 — 50104 — 50304 + Za% &85 & Za}ﬁ)
" 1 1 3 1 1 1 1
Af) = (—ia%ag - Zag + Za%m — Qagai - §a%a1 = ialaﬁ + Zaw% + a3a1a4)
A% = a1
3 1. 3 1 1
Al = (—Zag + Zaf + 5asaq — jezar + ja1a4 — g3)
15 1 3 1 1 1 1
A‘;’ = (—Za%ag — Zag 4 Za§a4 - gagai — §a§a1 — 5“1"3 -+ Zam% + azaiay)
Al = (a3 — 2a4)
1 1 1. 1.
A% == (—§a3a4 + ai — 50301 + 0104 — Zaé — Zaf
: 1, 15 3. 1 1 1 1 .
A% = (—Zafas = Zag + Za§a4 — §a3ai - §a§a1 - §a1ai + Za4a% + azaiaq)
Al = a3
. 3 1 1 5 1 1
Aé = (§a3a4 — §a3a1 + §a1a4 —ay — Za% ez Za%
1 1 3 1 . 1 1 . 1
A3 = —Zafag - Zag + Za%tm - ani - Ea%al - Ealai + Zam% + azajaq)
A = a4
1 5 O 1
Ao = (Ealu4 + jasay - ag — Qa{; —asaj — Ea‘f)
. 1 5 1
Ai = (—§a3a1a4 — aZ — Za§a4 + 2a3a2 — Za4a%)
7 1 4 1 1 3 5 . 13 .
A} = (gaga% - §aja1 + §aia% — §a3a§ + Ea%ai + Za‘;al - §a§a4
1 1 9 1 11 23
+—4—a?a3 - ga?a4 + Ea% + Ea‘% + 2a3ala; — —8—a3a4a§ - §a§a1a4)
1 1 5. 1 1
A5 = (Za§a4 + Zaﬁaf + Za%ai - Qagai
. 1 1 1 g 1
—aala; + gagaial + Za%aw% — Eagaia% + §a§a1a4)
1. 5 1 1 1 ,
AS = (—1a3a1 - Ea%ai + gaZa? + ga%ai - Ea%a% - Zaga? +
1 3 1 - 1 il 7
—1—60%02 - gaéa% + Zaé)aél - E“g + ga%a3a4 + ga§a1a4

3 2 1 2.3 3 2.3 2.2 2 3 3 2 9 3 2 2 3
—Q3a;01 — §a3a4a1 + —8—a3a4a1 — ga3a4a1 + gaga4a1 + ga3a4a1 * §a3a4al)

95

(6.53)
(6.54)

(6.55)

(6.56)
(6.57)

(6.58)
(6.59)
(6.60)

(6.61)

(6.62)
(6.63)

(6.64)

(6.65)
(6.66)

(6.67)

(6.68)

(6.69)

(6.70)
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Por sua vez, os campos de matéria todos se anulam, de modo que se re-
descobre a solucao do segundo tipo do modelo CAT-s0(8), discutida na segao anterior.
Essa solucdo obtida pelas transformacoes de Hirota deve ser confrontada
com aquela obtida por métodos algébricos, que envolve o calculo dos elementos de matriz
dos operadores de vértice. Para isso, vemos que os operadores de vértice associados a

subalgebra de Heisenberg em questao sao

Vi(z) = ) {=7°"(2H + H') +

m—=—0Q
.—6m-3 m m m
< {Ea1+u2+a4 + Eu1+u3+a4 - Ea2+a3+u4 +
_ pm+l _ pm+l m+1 lvd
E—(01+a2+014) E—(u1+a3+04) + E—(ﬂ2+a3+u4)}} (6 { 1)

com b =1, 2,3, de modo que ha uma degenerescéncia tripla dos autoestados, associados
ao autovalor 2, o que esta em plena concordancia com o que foi observado no método
de Hirota.

Existe ainda urﬁ autoestado invariante sob o automorfismo do diagrama
de Dynkin de so(8) que deveria dar uma solucdo analoga & do modelo MBD3. No
entanto, pelo método de Hirota tal solu¢ao nao aparece. Isso porque ela esta associada
as solucdes ¢y = 0, e essa condi¢ao anula os demais campos. Devido ao sinais diferentes
de (3.53) que nao foram considerados em (6.25), o modelo apresentado nessa segao
difere um pouco do modelo MBD3, o que prejudica a comparagao que gostarfamos de

fazer. Todavia, isso pode ser feito com um pouco de manipulagao.
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