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Resumo

Duas questdes fundamentais no estudo da evolucdo pré-bidtica (origem da vida) referem-
se & estabilidade dos primeiros organismos ou replicadores e & possibilidade do surgimento
de organismos complexos através de mutacdes de organismos mais simples. Esses problemas
tém sido tratados quase que exclusivamente no contexto deterministico da cinética quimica
de meios perfeitamente homogéneos, que ¢ equivalente & formulagdo de campo médio da
fisica estatistica. Nesta tese, abordamos essas questes utilizando modelos de autématos
celulares de replicadores na rede que evoluem no tempo de forma sfncrona (autdmato ce-
lular), dando énfase ao caso limite em que os replicadores sao mantidos fixos nos sitios da
rede (processo de contato). Encontramos dois regimes estaciondrios bem definidos: o re-
gime absorvente ou vdcuo e o regime ativo caracterizados, respectivamente, pela auséncia e
presenca de replicadores na rede. Esses regimes sdo separados por transi¢oes de fase cuja
natureza depende do mecanismo de reprodugdo dos replicadores. Essas transi¢des sdo in-
vestigadas de maneira sistemdtica utilizando-se a técnica de espalhamento de Grassberger e
de La Torre em que a evolugdo temporal de uma pequena colonia de replicadores colocada
no centro de uma rede infinita vazia é acompanhada. Em particular, através do célculo
de expoentes criticos dinAimicos mostramos que, as transigdes continuas observadas, perten-
cem 3 classe de universalidade da percolagdo direcionada. Complementamos esse estudo
investigando a probabilidade de que uma pequena colonia de replicadores invada uma po-
pulacdo de replicadores residentes de outra espécie. Ao contrério dos resultados de campo
médio, mostramos que no caso de processos de contato, replicadores mais complexos (por
exemplo, sexuados) podem invadir uma populagéo estabelecida de replicadores mais simples
(por exemplo, assexuados). Em concordancia com os resultados de campo médio, encon-
tramos que nunca ocorre coexisténcia entre replicadores distintos no equilibrio. Finalmente,
utilizando a técnica de espalhamento mencionada, investigamos as transicoes de fases de
um modelo para a formacio de tlceras reultantes da infecgdo do virus da herpes (HSV-I)
no tecido epitelial da cérnea. O modelo considerado tenta explicar as diferentes formas de
Ulceras — dentriticas e amebodides — resultantes desta infecgdo como um resultado natural
do espalhamento do virus num tecido epitelial formado por células com diferentes graus de
susceptibilidade & infecgdo. Em particular, mostramos que a transi¢do de fase separando os
regimes caracterizados pelas diferentes morfologias pertence a classe de universalidade da

percolagdo ordindria.



Abstract

Two fundamental questions in the study of prebiotic evolution (origin of life) are con-
cerned to the requisites for the persistence of small colonies of self-replicating molecules
(replicators) and to the possibility that complex organisms evolve from simpler organisms as
a result of mutations. These issues have been studied mainly in the chemical kinetics formu-
lation of well-mixed medium, which is similar to the mean-field limit of statistical physics.
In this work, we address these issues using a cellular automaton formulation, in which the
replicators are kept fix in the lattice sites (contact process). In the stationary regime, we
find that the system can be characterized by the presence (active phase) and the absence
(empty phase) of replicators in the lattice. The detailed study of the phase transitions se-
parating those two phases is carried out using the spreading analysis of Grassberger and de
La Torre, in which one concentrates on the spreading behavior of a few active cells in the
center of an otherwise empty infinite lattice. The nature of the phase transition, whether
continuous or discontinuous, depends on the mechanisms of replication. In particular, in the
case that the phase transition is continuous, we find that it is in the universality class of the
directed percolation. Complementing this study, we investigate the possibility that a small
colony of replicators invade a settled population of replicators of another species. Contrary
to the results of the mean-field limit, we show that in the contact process limit, complex
replicators (such as sexual reproducing ones) have a nonvanishing probability to invade a
settled population of simpler replicators (such as asexual reproducing ones). In agrement
with the mean-field results, we find that two diferent species of replicators can never coexist
in an equilibrium situation. Finally, using the spreading analysis mentioned before we study
the critical properties of a cellular automaton model proposed to describe the spreading of
infection of the Herpes Simplex Virus (HSV-I) in the corneal tissue. The model takes into
account different cell susceptibilities to the viral infection, as suggested by experimental fin-
dings, in order to explain the different shapes of the ulcers — dentritic and amoeboid — that
result from the infection. We show that the phase transition separating the regimes where

one of the shapes dominates is in the universality class of the ordinary percolation.
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Capitulo 1

Introducao

O evento mais fundamental na histéria da vida foi provavelmente o aparecimento (criagio
espontinea) de uma molécula capaz de se auto-replicar através de um mecanismo de molde
[1). Acredita-se que essa molécula primordial tenha sido muito semelhante a0 RNA atual, que
é capaz tanto de armazenar informagio quanto de exercer algumas atividades enzimaticas [2,
3]. A esse cendrio de ‘replicadores primordiais’, conhecido como ‘mundo de RNA’, contrapGe-
se a alternativa de que as proteinas (enzimas) tenham surgido primeiro, dando origem a
um metabolismo rudimentar {4, 5]. Nos trabalhos apresentados ao longo desta tese vamos
considerar apenas o primeiro cendrio — replicadores primordiais — que € o mais aceito e
investigado nas ultimas décadas.

Dado um possivel mecanismo de replicagdo, a evolucdo de moléculas auto-replicadoras,
ou simplesmente replicadores, tem sido extensivamente investigada através do formalismo de
cinética quimica proposto por Manfred Eigen e colaboradores na década de 70 {6, 7, 8]. Um
dos modelos mais simples de evolugio molecular, o modelo de quase-espécies [6, 8], evidencia
as limitacdes do cendrio bastante difundido (veja, por exemplo, a referéncia [9]) em que o
surgimento de um organismo complexo seria resultado quase que direto da evolucao de repli-
cadores competindo em um ambiente de recursos limitados sob a agdo da selegcdo natural e
replicagio imperfeita (mutagdes). Neste modelo as moléculas sdo descritas por seqiiéncias de
M sitios, cada qual podendo assumir k estados diferentes (x = 2 para seqiiéncias bindrias,
k = 4 para os dcidos nucleicos DNA e RNA e x = 20 para proteinas). Dizemos que a in-
formacdo genética é mantida (ou existe) na populagio se algumas seqiiéncias aparecerem com

probabilidades significativamente maiores que 1/x™. Em principio isso pode ser conseguido

permitindo-se que algumas seqiiéncias repliquem-se mais rapidamente que outras. Nessas
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condicdes, dada a fidelidade de replicagio por sitio, pode-se mostrar que existe um tamanho
méximo de molécula para a qual a informacdo pode ser mantida: além desse tamanho todas
as kM possiveis seqiiéncias tornam-se equiprovaveis e a informagao genética ¢ perdida [6, 8].
Essa limitagdo, conhecida como catdstrofe de erro, é fundamental pois mostra que moléculas
arbitrariamente longas, capazes de armazenar informagao suficiente para codificar a cons-
trucdo de proteinas por exemplo, sdo instdveis. Atualmente hd moléculas extremamente
longas justamente porque existem proteinas (enzimas) que corrigem os erros de replicagéo.
Qutro resultado surpreendente é a impossibilidade de coexisténcia entre seqiiéncias muito
distintas: o replicador mais eficiente sobrevive, coexistindo apenas com seqiiéncias estrutu-
ralmente muito semelhantes & dele (em termos da distancia de Hamming), origindrias em
grande parte de erros na sua replicagdo [10]. Torna-se entdo dificil imaginar a evolugdo de
um organismo complexo, formado por diferentes estruturas com fungdes distintas, a partir
do cenério tradicional de replicadores em competigao.

A fim de evitar as limitagoes discutidas anteriormente, Eigen & Schuster propuseram
o modelo dos hiperciclos [7], que consistem em sistemas cooperativos onde a eficiéncia de
replicacdo de uma dada molécula (elemento do hiperciclo) depende da presenga de uma
segunda molécula, cuja replicagdo depende da presenca de uma terceira molécula, cuja re-
plicacio depende, por sua vez, da presenca da primeira molécula, fechando assim um ciclo
catalitico, neste caso de tamanho trés. E natural que, com a imposicio de tal mecanismo
de cooperagio (catdlise) entre as moléculas, diferentes espécies moleculares passem a coexis-
tir. Outro aspecto importante é que, apesar de cada molécula continuar tendo um tamanho
méximo definido pela catdstrofe de erro, elas podem, em principio, combinar seus contetdos
de informacdo armazenando assim uma quantidade arbitrariamente grande de informagao.
Neste sentido, o hiperciclo assemelha-se & organizagdo do genoma em cromossomos.

Um problema grave que aparece na formulagdo dos hiperciclos estd relacionado a esta-
bilidade desses sistemas na presenca de parasitas, ou seja, moléculas que embora recebam
suporte catalitico de uma determinada molécula para se replicarem, ndo catalisam a re-
plicacao de nenhuma outra molécula. A figura 1.1 ilustra exemplos de um hiperciclo puro e
de um hiperciclo com um parasita. As setas indicam a direcdo da atividade de catalise, por
exemplo I; catalisa a replicagio de I, e assim por diante. No caso (b) da figura, a molécula

I, d4 suporte catalitico tanto ao parasita quanto a molécula I3. Se o suporte que o parasita

recebe de I, for maior que o recebido pela molécula I3 entdo o hiperciclo é destruido de
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k,

(a) hiperciclo (b) hiperciclo com pararsita

Figura 1.1: Esquema do hiperciclo com n espécies, (a) e do hiperciclp na presenca de um parasita,

(b).

modo que esse tipo de parasita é fatal para o hiperciclo. Uma obje¢do ainda maior ao mo-
delo de hiperciclos foi colocada por Maynard-Smith ao observar que o fato de uma molécula
auxiliar a replicacdo de outra pode ser interpretado como um comportamento altruistico e,
portanto, de dificil evolucio e manutencdo na natureza [11]. Mais recentemente, algumas
teorias cléssicas para a evolugdo e estabilizagdo do altrufsmo como a de selecdo de grupo
[12, 13] foram aplicadas ao problema da evolugdo pré-bidtica, especificamente no sentido de
estabilizar ciclos cataliticos [14, 15].

Outra abordagem ao problema da estabilizagdo dos hiperciclos, que foi uma das mai-
ores motivagoes desta tese, baseia-se em sistemas de rea¢do-difusdo onde os processos de
replicacdo (a reagdo) e difusdo ocorrem sobre superficies {16, 17]. Nesse caso, surgem es-
truturas espaciais tipo espirais que aumentam enormemente a estabilidade dos hiperciclos
frente a acdo dos parasitas. Em particular, a estrutura espiral mencionada s6 € destruida
se for atacada em seu vértice. Formulacoes diferentes do esquema de replicacao podem le-
var 3 formacdo de outras estruturas espaciais, como aglomerados compactos, que tambem
aumentam a estabilidade dos sistemas cooperativos frente aos parasitas [18]. Esses resul-
tados ilustram a importancia de considerarmos explicitamente a distribui¢io espacial dos
replicadores e, portanto, a necessidade de irmos além do formalismo tradicional de cinética
quimica, que considera sistemas perfeitamente homogéneos (misturas perfeitas ou difuséo in-
finita). O objetivo principal do nosso trabalho é formular uma teoria de replicadores na rede

de forma que a distribuicdo espacial dos replicadores, isto ¢, interacdo apenas entre vizinhos

préximos, seja explicitamente levada em conta. Motivados pelos trabalhos de reagao-difusao
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mencionados acima, vamos utilizar modelos de automatos celulares {19, 20] para modelar
a dinamica da populacdo de replicadores, onde cada célula pode ou ndo estar ocupada por
um replicador. No capftulo 2 apresentamos uma breve descricao da teoria de automatos
celulares bem como algumas aplicagdes em evolugdo pré-biotica.

Em wm contexto evoluciondrio, o interesse na dindmica de replicadores em um meio de
recursos limitados concentrou-se principalmente no estudo da competigao entre diferentes
tipos de replicadores [6, 14]. O tipo mais simples de replicador, denominado maltusiano,
obedece a reagao

A+E 324 (1.1)

onde A representa o replicador, E representa o material basico necessario para o surgimento
de um novo replicador (por exemplo, as bases A, C, G e T) e s € a taxa da reagdo. A
abordadgem deterministica da cinética quimica mostra que a concentragdo de A cresce ex-
ponencialmente no tempo se mantivermos E constante, daf o nome maltusiano dado a esse
tipo de replicador. A fim de evitar esse crescimento explosivo, um vinculo é usualmente in-
troduzido no problema, como por exemplo um fluxo de diluigdo que mantém a concentragao
de A constante [6]. Uma solugdo alternativa, que vamos considerar nesta tese, é supor que 0s
replicadores possam se degradar (de fato, a degradagéo por hidrélise é um processo bastante

comum) em seus componentes elementares de acordo com a equagao
ASE. (1.2)

onde 7 é a taxa de degradagio do replicador A. Segundo a reagao (1.1) é necessario apenas
um replicador para gerar uma nova cépia, de modo que esse tipo de reagio modela uma
forma de reproducdo assexuada.

Uma alternativa natural e importante do ponto de vista pré-bidtico é a possibilidade
de auto-catdlise, ou seja, o replicador necessita da presenca de outro replicador da mesma

espécie para gerar uma nova cépia. Neste caso a reagdo € descrita por
2A+E 5 34 (1.3)

onde ¢ é a taxa de replicacdo de A via o processo de catdlise. Naturalmente, essa situagio
corresponde 3 reproducio sexuada. Se a concentragdo de E for mantida fixa, a andlise deter-
minfstica da reacdo (1.3) leva a um crescimento hiperbélico da concentragio do replicador 4,
que diverge em um tempo finito [7]. Um replicador capaz de replicar-se atraves dos processos

descritos pelas equagtes (1.1) e (1.3) é denominado replicador hiperciclico.
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Uma primeira abordagem ao estudo da dinimica de populacdes de replicadores deve
determinar quais os requisitos necessdrios para a persisténcia de pequenas colonias de repli-
cadores que se replicam de acordo com as reagoes (1.1) e (1.3). Esse estudo, desenvolvido no
capitulo 3, restringe-se & andlise de dois limites, a saber, (i) o limite de campo médio (equi-
valente ao formalismo de cinética quimica) em que a populagio é infinita e as correlacoes
espaciais sdo desprezadas (difusdo infinita); e (i) o limite de posi¢do fixa ou processo de
contato, em que os replicadores nao se movem podendo interagir apenas com seus vizinhos
mais préximos (difusdo nula). No estado estacionario encontramos dois regimes ou fases bem
definidos ao variarmos os pardmetros de controle do modelo ¢, s e 7. 0 regime absorvente
caracterizado pelo anulamento da densidade de replicadores p = 0 e o regime ativo no qual
o estado estaciondrio é caracterizado pela presenca de replicadores no sistema, p > 0. Na
aproximacio de campo médio, calculamos analiticamente as linhas de transi¢do separando
essas fases e mostramos que & medida que ¢ aumenta a transicao passa de continua (ou seja,
p vai a zero continuamente a medida que nos aproximamos da transi¢io) para descontinua
(ou seja, hd uma descontinuidade em p sobre a transi¢do). Essas linhas de transi¢ao unem-se
de forma suave em um ponto tricritico. J4 a obtencdo do diagrama de fases no limite de
posicio fixa revelou-se uma tarefa muito mais complexa devido & necessidade de se distingiiir
entre transicoes continuas e descontinuas em simulagdes de sistemas finitos. Abordamos esse
problema utilizando principalmente a técnica de espalhamento introduzida por Grassberger
e de La Torre [21] que baseia-se na caracterizagao da dependéncia temporal de grandezas
associadas ao crescimento de uma pequena colénia de replicadores assentada inicialmente
no centro de uma rede efetivamente infinita. No apéndice A apresentamos os fundamentos
teéricos e praticos desse método. Como apresentamos também resultados de simulagdes no
estado estaciongrio em redes com condicdes periédicas de contorno, no apéndice B mostramos
a conveniéncia de utilizar essas condigdes de contorno para caracterizar o estado estaciondrio
de redes de tamanho finito.

Uma vez determinadas as condicOes necessirias para garantir a existéncia estdvel de
uma populagio de replicadores passamos entdo a investigar o resultado da competicdo entre
replicadores de mesma espécie (por exemplo, maltusiano X maltusiano ou hiperciclico X
hiperciclico) mas com taxas de replicagdo distintas, ou de espécies distintas (por exemplo,

maltusiano x hiperciclico). Essa andlise é apresentada no capitulo 4. Em particular, deter-

minamos a probabilidade de que uma populagio de replicadores no equilibrio seja invadida
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por outro tipo de replicador que surge como um mutante em um dado instante. Nossos re-
sultados, obtidos no limite de posicéo fixa para redes com condicoes peri6dicas de contorno,
diferem de forma significativa dos resultados cléssicos de campo médio [6, 14]. Em particular,
mostramos que em qualquer caso ha sempre uma probabilidade ndo nula de que a populagao
em equilfbrio seja invadida e que nunca ocorre coexisténcia entre diferentes replicadores.

Utilizando, ainda, o formalismo de autdmatos celulares e a técnica de espalhamento
de Grassberg, no capitulo 5, analisamos de forma sistematica um outro modelo, bastante
interessante, mas distinto dos abordados nos capitulos anteriores. Este modelo, proposto
por Landini e colaboradores [23], para estudar a dindmica de formagao de tlceras devido
3 infeccdo do virus da herpes (Herpes Simplex I) no tecido epitelial da cérnea, é inspirado
em observagées experimentais, e tenta explicar as diferentes formas de vlceras (dentriticas
e amebdides) resultantes daquela infecgio. Em particular, sio considerados dois tipos de
células, permissivas e resistentes, com diferentes grau de susceptibilidade a infec¢ao, de
modo que: uma célula permissiva torna-se infectada ao entrar em contato com pelo menos
uma, célula infectada; j4 uma célula resistente necessita entrar em contato com pelo menos
R > 1 células infectadas para infectar-se. Variando-se a concentragdo inicial de células
permissivas e o grau de resisténcia das células resistentes pode-se observar um fenémeno de
limiar (transicio de fase) separando um regime no qual as dlceras sdo sempre limitadas, de
outro em que hd uma probabilidade de que as dlceras crescam sem limite. Em particular,
mostramos que, para R > 5, esse fendmeno trata-se realmente de uma transicao de fase cujos
expoentes criticos dindmicos e estdticos coincidem com os da percolacdo ordindria [24, 25].
Ainda no capitulo 5, discutimos a aproximagio de campo médio de uma generalizagio do
modelo de Landini e colaboradores em que se leva em conta a possibilidade de recorréncia
no aparecimento do virus, bem como a regeneracdo das células mortas [26].

Finalmente, no capitulo 6, apresentamos nossas conclusoes e discutimos alguns resul-
tados preliminares onde consideramos o efeito de difusio local no modelo de replicadores.

Apresentamos também as perspectivas de extensao dos modelos estudados visando torné-los

biologicamente mais realisticos.



Capitulo 2

Automatos Celulares

Os autématos celulares foram introduzidos nos anos 50 pelo matemético John von Neumann,
levando em conta sugestﬁeé de Stanislaw Ulam, numa tentativa de modelar processos naturais
de auto-reproducao.

Um dos modelos de autématos celulares mais populares é o jogo da vida, proposto pelo
matemético John Conway em 1960. Neste modelo, autdmatos descritos por varidveis binarias
representam organismos que podem estar vivos ou mortos. As regras de transicao dos estados
dos autématos sdo inspiradas nas interagdes entre bactérias numa colénia e, dependendo da
vizinhanca local dos elementos, descrevem ora a morte ripida dos organismos, devido a
competicio por alimentos, ora o crescimento dos mesmos devido a reprodugao. A oposicao
destes dois mecanismos ao longo do tempo leva & emergéncia de estruturas auto-organizadas
e de complexidade.

Por ser um sistema dindmico discreto, que evolui a partir de interagdes pré-determinadas,
os autdmatos celulares sao uma ferramenta poderosa no estudo de sistemas que apresentam
fendmenos coletivos bem caracterizados, como ordenamento de fases, caos, quebra de simetria
e turbuléncia. Os autdmatos celulares apresentam formagio de padrdes espaciais e temporais,
como pode ser visto na figura 2.5, e tém sido usados com sucesso na simulagdo de sistemas
biolégicos [27] (processos de reproducdo), fendmenos fisicos (difusdo), sistemas sociais [30]
(formagdo de comunidades) e problemas de adaptagdo e otimizagdo em geral.

A seguir, vamos apresentar alguns conceitos bésicos, bem como exemplos de aplicagoes

do formalismo dos automatos celulares.
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(a) (b)
X X|X|X
X{Cc|X X|{C|X
X XIX|X

Figura 2.1: Exemplo de tipos de vizinhanca para uma rede quadrada. A letra C esta representando
o sitio escolhido e X a sua vizinhanca. Em (a) temos a vizinhanga de von Neumann em (b) a de

Moore. As duas sao ditas ser de raio 1.

2.1 Definicao

Os autématos celulares sio modelos mateméticos simples compostos por um grande nimero
de elementos idénticos que interagem entre si através de regras bem determinadas. Estes
componentes sdo arranjados num espago discreto (redes regulares ou nao), associando-se a
cada sitio um autémato que é representado por uma varidvel discreta, que pode assumir um
conjunto finito de valores.

O conjunto de regras de transi¢do, que determinam a evolugdo do estado de um dado
autémato num dado instante de tempo, depende do niimero de autdmatos de uma vizinhanca
pré-estabelecida (e dos estados dos mesmos) no instante precedente. Esta vizinhanca pode
ser local ou ndo, bem como incluir ou ndo o autémato a ser atualizado. A figura 2.1 mostra
dois exemplos de vizinhanca bastante utilizados para redes bidimensionais.

Nestes modelos, os passos de tempo que descrevem a evolucao do sistema também sao
discretos e definidos com base na atualizac¢do dos estados dos automatos. Se esta for feita em
paralelo, um passo de tempo correspondera a atualizagdo dos estados de todos os autoématos
da rede. No entanto, se a atualizacdo for sequencial, em geral, cada passo de tempo cor-
responder4 & atualizagio de um autémato da rede escolhido aleatoriamente. Este segundo
tipo de atualizacio é usado quando queremos descrever, por exemplo, processos associados

a dinamica lenta ou processos de difusdo onde o nimero de particulas deve ser conservado.

Uma abordagem matemética utilizando autdmatos celulares, considera, entao, espago,
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sin|s" s =2 D
al2|4| 16

2|4|16]| 6.5 10

5|22 29107 n=4 ElE

Figura 2.2: Ntunero de regras possiveis, 5°", dado o nimero de estados que uma determinada

célula pode assumir (s) e o niimero de vizinhos (n).

tempo e varidveis discretas. A aplicacdo recursiva das regras de transicao que definem um
dado modelo geram os padroes espaco-temporais caracteristicos destes modelos.

Dado o ntimero de estados s e o nimero de vizinhos 7, 0 ptimero de regras de atualizagdo
possiveis cresce com s, como mostrado na figura 2.2, onde apresentamos exemplos para
o caso de modelos unidimensionais. Se compararmos apenas 08 dois casos de automatos
bindrios (s = 2) que consideram dois tipos de vizinhanca (n = 3 e 5), vemos que aumentando
minimamente a vizinhanca, o niimero de regras de atualizacao possiveis cresce enormemente.
A figura 2.3 mostra as regras de transi¢ao para uma das muitas regras de atualizagio possiveis
paraocaso s = 2en =5  Uma propriedade importante dos modelos de automatos
celulares é que uma pequena variagao nas regras de transicdo tem conseqiiéncias drasticas
em sua evolucdo temporal. Além disto, estas regras podem ser deterministicas, se dependem
apenas da configuragao de uma dada vizinhanca bem definida, e probabilisticas, se a regra
de transicdo ndo ¢ uma func¢do que tem exatamente um resultado para cada configuracdo da
vizinhanca, mas permite varios resultados com uma probabilidade associada. A utilizagao
de regras probabilisticas é muito importante para o estudo de diversos problemas, visto que
a maioria dos sistemas reais apresentam algum tipo de ruido.

Como o niimero de células (sitios) em uma rede é finito, as condiges de contorno adotadas
se tornam importantes para a defini¢do da vizinhanga das células que estdo na borda da rede.
Dependendo do tamanho da rede considerada, o ntimero de células pertencentes & borda pode
ser bastante significativo. Por exemplo, para uma rede quadrada de 10 x 10 , a borda envolve

40% do total de células da rede, enquanto que para uma rede de 100 x 100, as células da
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LOSNC | Ce41 | LOSNC | Ciya | LOSNC | Cipa | LOSNC | Cipa y

00000 | O | 01000 | 1 | 10000 | 1 | 11000 | O

00001 | 1 | 0101 | 0 | 10001 | O | 11001 | 1 ? -
00010 | 1 | 01010 | O | 10010 | O | 11010 | 1 s

00011 | O | olorx | 1 | 10011 | 1 | 11011 | O sitio central
00100 | 1 | 01100 | 0 | 10100 | 0 | 11100 | 1

00101 | O | o101 | 1 | 10101 | 1 | 11101 | 0

00110 | O | 01110 | 1 | 10110 | 1 | 11110 | O | iihancade von Neumamn
oo111 | 1 | oi11 | 0 | 10111 | 0 | 11111 | 1

Figura 2.3: Tabela de atualizagio para um modelo bidimensional de autématos bindrios (0 ou 1)
com vizinhanca n = 4. O autdmato a ser atualizado (C), ird seguir a paridade de seus vizinhos
(N,S,L,0), isto é, se N+ S + L+ O = 2m, onde m = 0,1,2.. temos que: C¢yy = Cp. Mas se
N+S+L+0=(2m+1) temos que: se C; =0 = Cipy =1leseCi=1—-Ci1 =0.
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(a)

7

N e A R S R I D U B

t+1 |1 |D/G E F 1 /CIAIHIBI1]ID
(b)

T AT T 1.0
t |A|AIBIC|DEFIGIHIL I
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- — I

¢+1 B B 1 C/DHFI

(¢c)
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t Q'A:BC‘D‘E‘FG;H‘I‘LL
t+1 [a] [Blglal1 mlF c D/J|F| ]

Figura 2.4: Exemplos de condigdes de contorno para modelos unidimensionais. Em (a) temos as

circulares, em (b) as reflexivas e em (c) as fixas.

borda representam apenas 4% do total de células. Como exemplos de condigdes de contorno
podemos citar as periddicas, as reflexivas e as fixas, que sdo esquematizadas na figura 2.4,
para redes unidimensionais. As condigdes de contorno periédicas sao as mais usadas por
refletirem menos os efeitos de finitude da rede. Dependendo da dimensio espacial do modelo
de autdmatos, essas condigdes de contorno sao denominadas circulares (1D) ou toroidais
(2D).

As condigdes iniciais correpondem a configuracao inicial de estados dos autématos celu-
lares na rede, a partir da qual aplicaremos recursivamente as regras do modelo ao longo de
sua evolucdo temporal. Tais condigdes iniciais podem ser aleatérias ou fixas, dependendo do

modelo considerado.

Na figura 2.5, mostramos o padrao formado devido a aplicacdo recursiva da regra 90 de
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t—11}1

111 |0
110 |1
101 {0
100 |1
1
0
1
0

011
010
001
000

niémero da regra — (01011010)2 = (90)10

Figura 2.5: Regras de transicao e evolugio temporal para um modelo de autématos celulares de 2
estados em uma dimenséo (regra 90 de Wolfram), considerando condicdes de contorno circulares.

A condicdo inicial foi gerada aleatoriamente na propor¢ao de 80% de sitios ocupados.

Wolfram ! [19], para um modelo de autématos celulares de dois estados definidos numa
cadeia de 200 sitios, com vizinhanga n = 3 (neste caso, estamos considerando na contagem
o sitio central). A esquerda da figura, apresentamos as 8 regras de transic¢do, indicando a
configuracio da vizinhanga no tempot—1eo estado para o qual o automato central evoluird
no instante £. Estas regras sdo aplicadas simultaneamente para cada sitio, que pode estar

ocupado (1) ou vazio (0). Os sitios ocupados estao mostrados em azul e os vazios em branco.

2.2 Classificacdo de Wolfram

Em 1984, Stephen Wolfram separou os modelos de automatos celulares em quatro classes,

de acordo com as propriedade dindmicas que eles apresentavam. Sao elas:

10 nfimero da regra é obtido da seguinte forma: tomamos o nimero bindrio gerado na coluna ¢, mostrada

na figura 2.5, e o convertemos para a base decimal.
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Classe I. O autémato celular evolui para um estado estaciondrio inico. Fazendo analogias
entre a dinamica desses modelos discretos e a de sistemas dinamicos continuos, descritos por
um sistema de equactes diferenciais, essa primeira classe corresponde a um modelo continuo
cuja solucdo converge para um ponto fixo estavel;

Classe I. O estado estaciondrio destes modelos corresponde a um ciclo periédico de
padrdes. Os perfodos podem ser de virios tamanhos, mas, em geral, ndo sio muito longos.
Na figura 2.6, podemos ver um exemplo de um padréo simples unidimensional que oscila no
tempo com perfodo 2 (dois tipos de padrdes se alternam no tempo). O andlogo de sistemas
dindmicos continuos corresponderia a modelos cujas trajetérias no espaco de configuragGes

convergem para um ciclo limite;

geracdo
1 ® 0
2 @ ®
3 ® e

Figura 2.6: Exemplo de um padroes simples que oscilam no tempo com periodo igual a 2.

Classe I1I. Estes modelos apresentam comportamento equivalente a uma dinimica caética,
j4 que nio se observa nenhuma periodicidade, obtendo-se uma sucessao aleatoéria de padroes,
sem que haja uma estrutura interna que persista no tempo. Neste sentido, o comportamento
dessa classe de automatos celulares é andlogo ao comportamento cadtico observado na solugao
de sistemas de equagdes diferenciais nao-lineares.

Classe IV. Nesta classe de modelos temos a formacdo de padrdes complexos que nao
tem uma periodicidade 6bvia. Porém observa-se a existéncia de estruturas persistentes,
localizadas ou que viajam (se propagam na rede) que ndo aparecem na classe III (veja figura
2.7). Apesar de termos algumas equagOes diferenciais que apresentam estruturas parecidas

com as dessa classe, ndo hd nenhuma que gera a riqueza obtida por esses autdématos celulares.
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Algumas vezes este comportamento € associado ao comportamento quasi-periédico observado

em sistemas nao-lineares.

geracao

1 ® 606

2 e 00 e
3 ® @9 e

Figura 2.7: Exemplo de estruturas viajantes que aparecem no Jogo da Vida.

Quando pensamos em sistemas biolégicos, temos que os automatos celulares dos tipos I
e II sdo muito simples para serem usados no modelamento desses sistemas, enquanto que
os da classe III, apesar de apresentarem uma dindmica rica, ndo apresentam nenhum tipo
de comportamento emergente, de modo que esse tipo de classe também nao é considerado
apropriado para a modelagem desses sistemas. J& os da classe IV podem gerar estruturas
que persistem, ou seja, levar a emergéncia de ordem a partir de interagoes locais, uma carac-
teristica bastante comum em sistemas biolégicos. A diferenca principal entre os automatos
da classe I e IV é que as estruturas periédicas que aparecem nos autématos do tipo II ndo
se movem no espaco, enquanto as que aparecem nos do tipo IV se propagam na rede e, por
isso, podem transmitir informacao.

A seguir, vamos exemplificar o uso do formalismo de autdmatos celulares aplicado no

estudo de problemas j4 bem estabelecidos, a saber, o problema da difusdo e o hiperciclo.

2.3 Difusao

A difusdo pode ser introduzida no modelo de autématos celulares como um processo que
ocorre entre passos de tempo, e o algoritmo utilizado neste caso é o proposto por Toffoli &
Margolus [20], que conserva o nimero de moléculas de cada espécie, difundindo-as com a
mesma velocidade sem nenhuma diregéo preferencial (item (ii)). Neste algoritmo de difusao,

a vizinhanca utilizada é a vizinhanga de Margolus que se caracteriza por:

(i) o espago (rede) é dividido em blocos 2 x 2, disjuntos, de maneira que ndo haja so-
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" (a) ()]
o
[ ]
(b2) 3] L
o
o l|e
o 1o

Figura 2.8: Na vizinhanca de Margolus, passos consectivos de tempo alternam a vizinhanca de
wm determinado sitio (a), entre duas grades, (b) e (b2), deslocadas um sitio na diagonal. Em (b1)

mostramos o resultado da rotagio do bloco mostrado em (b).

breposicdo entre eles e nenhuma informagao seja trocada entre blocos adjacentes num
determinado passo de tempo em que ocorre difusdo, (na figura 2.8 (b), a grade azul

define os blocos e os circulos representam os vizinhos do sitio escolhido (em rosa));

(ii) esses blocos entdo sio rotacionados de 90° no sentido horario ou no anti-horério com
mesma probabilidade (na figura 2.8 (bl), mostramos a atualizacao de um bloco com

relacio a esta regra);

(iii) no préximo passo de difusdo, a particao dos blocos é deslocada um sitio na diagonal,
(veja figura 2.8, (b2)), de modo que possamos ter troca de informacao entre os blocos
definidos pela particdo (b2) e blocos definidos pela particdo (b1). Em (b2) os quadrados

representam a nova vizinhanca do sitio escolthido (em rosa) devido a nova partigdo.
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Este tipo de parti¢do, duas redes que se alternam no tempo, e o fato de que as regras sa0
aplicadas ao bloco e nao 3 uma célula, define o que chamamos de vizinhanca de Margolus.
Na figura 2.9, podemos ver o resultado obtido, em duas dimensoes, no €aso da difusao
de um gas. A configuracao inicial consiste em uma caixa preenchida por particulas livres
colocada no centro de uma rede vazia. A medida que o tempo passa, 0 modelo descreve de

maneira apropriada a expansao uniforme do gis ocupando toda a drea da rede.

Figura 2.9: Diferentes passos de tempo (da esquerda para a direita, t =0, 20,70 e 150) mostram
a difusio de um gés numa rede bidimensional de tamanho L = 100.

Este ndo é o tGnico modo de introduzirmos a difusdo em um problema. Se queremos,
por exemplo, que a velocidade de difusao seja proporcional ao nimero de particulas que se
movem, podemos utilizar o algoritimo proposto por Boccara 28] que serd apresentado na

secao 6.

2.4 Hiperciclos

A formulagio do modelo de hiperciclos através de automatos celulares possibilita a inclusdo
da difusio das moléculas pelo meio, o que torna o modelo um pouco mais realistico, ja que,
afinal, ndo existem meios completamente homogéneos. Além disso, tal formulacio mostrou-
se uma ferramenta poderosa no estudo de processos espaciais, visto que os autémato celulares
descrevem melhor as caracteristicas locais quando comparados ao formalismo tradicional de
cinética quimica, baseado em equagdes diferenciais. Nesse formalismo, as concentragdes X;
dos elementos de um hiperciclo composto por n moléculas I, I, . . ., In obedecem ao seguinte
sistema. de equacdes diferenciais acopladas

dX;

dt = Z K,‘ijX,' — QiXi + AJ,X, (2.1)

J#i
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e a condicdo de vinculo sobre a concentracao total é dada por 3.7 ; X; = 1 [29]. Na equacdo
acima, o primeiro termo corresponde a replicacdo com catélise, o segundo ao decaimento e
o terceiro & replicacdo sem catdlise. Para n > 9, as solugdes do conjunto de equagdes (2.1)
oscilam no tempo, enquanto que para n < 4, o sistema converge para um estado estaciondrio
em que as concentragdes moleculares tornam-se independentes do tempo (ponto fixo).

A fim de exemplificar o uso do autémato celular no estudo de hiperciclos, vamos reprodu-
zir alguns resultados do artigo de Boerlijst & Hogeweg [16], pioneiro no uso deste formalismo
1no estudo deste problema. As simulages foram realizadas numa rede quadrada 300 x 300
com condicdes de contorno periédicas (toréidais) e vizinhanga de von Neumann, ou seja, um
dado sftio possui apenas quatro vizinhos conforme ilustrado na figura 2.1. A atualizacdo
dos sftios da rede é feita de modo paralelo ou sincrono. No modelo considerado, um dado
sitio pode ter n + 1 estados possiveis, a saber, ocupado por uma das espécies moleculares
I;,i = 1,2,...,n ou vazio 0, de forma que podemos ter trés processos distintos ocorrendo

como mostrado na figura 2.10. Sdo eles:

(i) decaimento ou degradagdo I; — 0: se um determinado sitio estiver ocupado por uma
molécula I;, hd uma probabilidade v € [0,1] dele decair, independentemente do tipo

de molécula. Assim as probabilidades de transi¢do nesse caso sio dadas por

Pl —0)=7 (2:2)
P> L)=1—v Vi (2.3)

(i) replicagio sem catdlise I; + 0 — 2I;: se um determinado sitio estiver vazio, ele pode
ser ocupado por um de seus vizinhos que ocupam as posigoes (N, S, L,O) com proba-

bilidade proporcional ao pardmetro de auto-replicagdo s > 0.

(iii) replicagdo com catdlise I; + I;-1 +0 — 2L + I;_i: se um determinado sitio estiver
vazio, hd uma probabilidade proporcional ao parametro de catdlise c(X, Y) > 0, com
X,Y = N, S,L,0, de ser ocupado por um de seus vizinhos que ocupam as posicoes
(N, S, L,0). Note que ¢(X,Y) somente serd nio-nulo caso I; esteja na posicio X e

I;_, esteja na posicao Y e vice-versa.

(iv) permanéncia do sitio vazio 0 — 0: se um determinado sitio estiver vazio, hd uma

probabilidade proporcional ao pardmetro de persisténcia k > 0 de que o referido sitio

permanega vazlo.

. cu-.g\HCO DE B!BL OTECA

e orf
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As regras (ii)-(iv) levam as seguintes probabilidades de transi¢ao para a probabilidade
de que o sitio central vazio seja ocupado pela molécula presente na posicio X = N, S, L, 0,

C[N, L]+ CIN,0] + s

P(0— N)= 5 (2.4)
Pw%mzcmwhgmm+s (2.5)
P0=S)= C{S,L]+(ZJ[S,O]+3 (2.6)
Pm—mnzﬂQM+;mﬂ+3 27
P(0—0) = —;— (2.8)

onde Z é uma constante de normalizacao que varia de sftio para sitio num mesmo instante
de tempo e também no tempo para um mesmo sitio. Assim, a probabilidade de um sitio
continuar vazio como também a probabilidade de catalise ndo sdo mais constantes pois

dependem explicitamente do valor de Z.

(a) decaimento (b) replicagdo (c) replicagdo c/ catalise
X
X 0 catX 0 catX
0 _
X
X catX X catX

Figura 2.10: Transicdes possiveis no modelo de hiperciclos. No caso da replicagéo com catdlise, catx, sdo

moléculas que catalisam a replicagao de x.

No que segue vamos apresentar resultados de simulacdes onde, seguindo Boerlijst &
Hogeweg [16], tomamos 7 =02, s =1, k=95, e ¢(X,Y) =100 ou ¢(X,Y) =0 dependendo
se houver ou nao um par catalisado/catalisador nas posicdes X e Y. O procedimento de
difusio utilizado é o proposto por Toffoli & Margulus [20] discutido anteriormente. Na figura

9.11 mostramos a evolucdo temporal das concentragdes das espécies para o hiperciclo de
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tamanho 5, concentrando-nos na variagio das amplitudes de oscilacio em fun¢do do niimero
de difusdes (2 difusdes significa que, entre atualizacdes consecutivas da rede, o procedimento

de difusdo é aplicado duas vezes).

L 0sf ' ' ! sem difusio
;f 02 :‘ —:
g 0.15‘??9 % ’7“" m@@ww%m”&w‘&w&w&
° oaf
5(',0 ‘ wloo ' 1500
o 025 N , l , 2'd1fusoes .:
= h /}f f?}* il ﬁ
§ 015 ﬂﬁ%’bf‘“@wm i ) | 3&?& i WY ’f 5&]
° oif .
‘ 500 00 l 1500
2 0.25 f l 7Id1fusoes ]
‘é‘ 02} "
“g 0.15 fA i %{7 %&‘f&%ﬁ?@% ﬁ%}%
° o1 W
' 7000 1500

tempo

Figura 2.11: Evolucio temporal para as concentracdes das moléculas num hiperciclo de tamanho 5 para
diferentes quantidades de difusdo como indicado na figura. As diferentes cores representam difentes tipos de

moléculas.

Foram simulados hiperciclos de no méximo nove componentes (n < 9) e observamos que
para n < 5 nao ocorre a formagdo de estruturas espaciais complexas, como ilustrado na
figura 2.12 para um hiperciclo com trés componentes.

J4 para n > 5 observamos o surgimento de espirais que se formam obedecendo uma
ordem catalitica, isto é, uma determinada espécie sofre replicacao quando préxima 3 espécie

que lhe proporciona suporte catalitico.
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Figura 2.12: Configura¢io da rede, para um hiperciclo com 3 componentes para diferentes passos
de difus3o, mostrando que ndo ocorre formacido de estruturas espacias tipo espirais. Da esquerda
para a direita temos: nenhuma difusdo (t = 3000), 2 difusdes (¢t = 1500) e 7 difusdes (¢ = 1500).
Aqui ¢ indica o instante de tempo em que a configuracio foi observada. Cada cor representa uma

componente do hiperciclo.

Na figura 2.13 mostramos a evolugao temporal de um hiperciclo formado por nove ele-
mentos. O estado inicial contém 50% de sitios vazios e 50% de sitios ocupados aleatoriamente
pelos nove elementos do hiperciclo, em proporc¢oes iguais. Podemos ver a formacao de es-
truturas espaciais espiraladas que surgem em ordem catalitica. Essas estruturas parecem
evoluir no tempo, mantendo sua forma, mas alternando a composicio das moléculas que
formam uma determinada estrutura. Apds um determinado tempo, observamos uma certa
periodicidade dos padrdes formados.

Podemos observar o efeito da difusdo na figura 2.14 sobre as configuragées no regime esta-
ciondrio de um hiperciclo com 5 elementos, no qual ocorre também a formacao de estruturas
espaciais. O aumento no niimero de passos de difusfo acarreta um aumento no tamanho
das estruturas espiraladas. Segundo Boerlijst & Hogeweg [16], isso torna o hiperciclo com

difusdo mais eficiente na eliminagéo de parasitas.



2.4 Hiperciclos 21

Figura 2.13: Configuragio da rede para um hiperciclo com 9 componentes para diversos instantes
de tempo. A condicio inicial £ = 0 (a esquerda) é 50% de sitios vazios (preto), e 50% distribuidos
aleatoriamente entre as nove moléculas. S0 mostradas configuragoes parat = 0, t = 500 e { = 1500,
ilustrando a formacio das espirais com as moléculas dispostas em ordem catalitica (vermelho —

verde — azul — ... — amarelo — vermelho).

Figura 2.14: Configura¢do da rede para um hiperciclo com 5 componentes para diferentes passos
de difusdo. Da esquerda para a direita temos: nenhuma difusio (¢ = 1500), 2 difusdes (¢t = 1000)
e 7 difuses (t = 2000). Aqui ¢ indica o instante de tempo em que a configuragio foi observada.
Podemos observar o aumento no tamanho das espirais quando variamos o niimero de passos de

difusao.
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2.5 Automatos celulares x Equagoes diferenciais

O uso de autématos celulares na modelagem de problemas fisicos, bioldgicos e sociais, tem
levado & obtencdo de resultados interessantes, j4 que estes modelos levam em conta a estru-
tura espacial, tdo importante dentro desses sistemas. A partir de uma populacdo inicial de
individuos distribuidos na rede que interagem através de regras locais bem estabelecidas é
possivel descrever, por exemplo, a formagao de padrdes sociais como grupos ou a propagagao
de epidemias.

Nos modelos de equagdes diferenciais ordindrias, os individuos interagem no tempo e nio
h4 espago fisico envolvido (distribuigdo espacial dos individuos). J& nos modelos de equagses
diferenciais parciais existe uma varidvel espacial x que indexa os agentes, mas as varidveis
de estado que representam os agentes (como nivel de infecgdo) sdo continuas em Xx.

Se compararmos os dois tipos de aproximagao, utilizados no estudo de propagacao de
infeccdes, vemos que nos modelos baseados em equagoes diferenciais ordindrias, a populagao
total é dividida em subpopulagdes, por exemplo, de indivividuos susceptiveis e infectados.
Estes subgrupos sio homogéneos, de maneira que nio hd distin¢do entre os componentes de
um mesmo subgrupo. Todos os elementos de uma dada subpopulagao evoluem de acordo
com uma mesma equacdo, numa aproximagio do tipo campo médio, e portanto este tipo
de abordagem descreve bem apenas o regime estaciondrio do modelo. J4 nos modelos de
autdmatos celulares, a distribuicdo espacial da populagio é heterogénea, sendo que cada
elemento de uma subpopulacdo interage com uma vizinhanga distinta, podendo evoluir de
maneira distinta, ou seja, neste tipo de abordagem levamos em conta as flutuagoes gera-
das nas interacbes. Esses modelos permitem uma andlise mais detalhada dos fendmenos
emergentes ao longo do periodo transiente durante o qual o sistema nao atinge o estado
estaciondrio.

Uma das desvantagens de utilizar o formalismo de autémato celular surge quando preci-
samos usar um nimero grande de células e um nimero grande de estados associados a elas,
o que implica na maioria das vézes num tempo de computagio muito longo. Neste caso as
equacdes diferenciais podem ser uma opgio melhor, se estivermos interessandos apenas em

regimes estaciondrios.



Capitulo 3

Reacoes Auto-Cataliticas Simples

Questdes relacionadas 3 origem da vida abordam problemas sobre os quais temos pouca
ou nenhuma informacéo, de forma que, a pergunta a ser feita, nao é, por exemplo, se os
primeiros replicadores eram do tipo maltusianos (replicagio espontédnea), mas que argumen-
tos suportam a possibilidade de que a replicagao tenha acontecido desta maneira e quais
vio contra. Modelos mateméticos baseados em reagdes quimicas tém sido exaustivamente
usados no estudo dos primeiros estégios do desenvolvimento dos organismos vivos, ja que
essas reacoes devem ter desempenhado um papel importante durante o surgimento (primeiro
estagio) e organizacio da vida (segundo estégio) [31]. Como primeiro estégio, podemos iden-
tificar a producédo espontinea de moléculas orgénicas e mais tarde macromoléculas, capazes
de se auto-replicarem. Questdes sobre pré-requisitos e condigbes favordveis para a origem
da vida sido abordadas aqui. J4 no segundo estdgio, temos que considerar os mecanismo de
selecdo, por exemplo, o darwiniano, onde o processo de evolugdo pode ser estudado como
um processo de otimizagdo, e os mecanismos de cooperagao (reagdes cataliticas) observados
em organismos vivos. As questdes que aparecem dentro deste contexto, referem-se & esta-
bilidade e & competicdo entre diferentes organismos. Sabemos que os organismos vivos sao
muito estéveis, mas isto é resultado de mecanismos complexos de regulagem (feedback) que
controlam todas as atividades. Como entdo os primeiros organismos conseguiram estabili-
dade?

Neste capitulo, os requisitos necessdrios para a persisténcia de pequenas colonias de
moléculas capazes de se replicarem sdo investigados analiticamente via aproximagdo de

campo médio (ou difusdo infinita) e através de simulagdes de Monte Carlo no caso limite de

processos de contato (sem difusdo). Vamos considerar um modelo simples onde moléculas
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ocupando sitios de uma rede podem replicar-se via fissio bindria (equagdo 1.1) com proba-
bilidade s e/ou catélise (equagio 1.3) com probabilidade c. A degradacdo dos replicadores
(hidrélise) em seus constituintes mais béasicos também serd considerada, via equagdo 1.2, a
fim de evitar o crescimento explosivo da densidade de replicadores. A probabilidade associ-
ada a este processo é .

No regime assintético, os resultados obtidos via andlise de Grassberger e La Torre, mos-
tram que o sistema apresenta duas fases distintas, que se caracterizam pela presenca (fase
ativa) e/ou auséncia (fase absorvente) de replicadores, caracterizando assim a estabilidade
do sistema. Nos dois limites de difusdo considerados, os resultados dependem apenas das
razdes entre a taxa de replicacdo e o decaimento, ¢/7y e s/v. Para pequenos valores da razao
¢/ as fases sdo separadas por uma transicao de segunda ordem que estd dentro da classe de
universalidadde da percolacdo direcionada. No caso em que a razao 8/~ assume pequenos

valores, por outro lado, a transi¢do de fase é de primeira ordem [32].

3.1 Reagdes Auto-Cataliticas em Superficies (2D)

No modelo considerado, moléculas ocupando sitios de uma rede quadrada L x L, com
condicdes de contorno periddicas tipo toréidais, podem replicar-se espontaneamente, ou com
a ajuda de outra molécula em sua vizinhanga que age como um catalizador, como pode ser
visto na figura 3.1. Desta forma, um determinado sitio pode entéo estar ocupado por um

replicador (1) ou vazio (0) e, de acordo com o seu estado, trés processos podem ocorrer, a

saber,

(A) decaimento: um replicador tem probabilidade v de decair; depois do decaimento o sitio

fica vazio. Esta regra é motivada pela reagio de hidrélise dada em 1.2;

(B) replicacdo espontdnea: cada sftio ocupado, na vizinhanga de von Neumann de um sitio
vazio, contribui com probabilidade s, para que o mesmo esteja ocupado no préximo

passo de tempo. Esta regra é motivada pela reagdo 1.1;

(C) replicagdo catalisada: sitios ocupados na vizinhanga de von Neumann de um sitio vazio
contribuem com probabilidade proporcional a ¢ para a ocupacdo do mesmo. Cada um
desses sitios pode ser catalizado por 4 moléculas, como mostrado na figura 3.1. Cada

par c[i,j] contribui com c, se as ambas as posicdes (i,5) estiverem ocupadas. Esta
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regra é motivada pela reacdo 1.3.

A. decaimento B. replicacio C. replicacéo
espontinea catalisada
1{1}1
NO N NL
1 0 1101
o L
SO S SL
0 1 iIl1f1
, 1 P{1|1

p(N)=c[N,NL]+c[N,L]+c[N,O]+c[N,NO]
p(S)=c[S,SL]+c[S,L]+c[S,01+c[S,SO]
p(L)=c[L,NL]J+c[L,N]J+c[L,SL]+c[L,S]
p(0)=c[O,NOJ+c[O,N]+c[O,S0]+c[O,S]

—  P=P(N)+p(L)+p(O0)+p(S)

Figura 3.1: Exemplos de transi¢des possiveis de acordo com os processos (A), (B) e (C) descritos
no texto. Aqui p (%) é a probabilidade de que a molécula localizada na posi¢do i = N, S,L,0
produza uma cépia no sitio central vazio. A notagio c (i, ) aplica-se apenas para a replicagéo com
catdlise de forma que c¢(z,7) = ¢ se ambas as posigGes i e j estiverem ocupadas, e ¢(,5) = 0 em
qualquer outro caso. Similarmente, a notagdo s (%) aplica-se apenas & replicagdo espontinea sendo
que s (1) = s se a posigao 7 estiver ocupada e s (i) = 0 caso contririo. Observe que os pardmetros ¢
e s devem ser escolhidos de forma a satisfazer 4s + 16¢ < 1, garantindo assim que a probabilidade

total p = 3, p (1) seja menor que 1.

Assumindo que um célula vazia contém todo o material necessario para que um novo
replicador possa surgir nesse sitio, na situacdo extrema onde um determinado sitio vazio
tem seus oito vizinhos mais préximos ocupados por replicadores, a probabilidade de que este
sitio seja ocupado é dada por 4s + 16¢, onde os pardmetro c e s sdo escolhidos de maneira
que esta probabilidade de ocupagao seja sempre menor que um. Essas regras sdo aplicadas

simultaneamente a todos os sitios da rede de modo que o nosso modelo é visto como um
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autdémato celular estocastico de 2 estados em duas dimensdes. Na verdade o modelo proposto
¢ uma adaptacao do modelo estocdstico de hiperciclo de varias espécies proposto por Boerlijst
e Hogeweg [16], para o hiperciclo de um componente.

A dinamica definida pelas regras acima se manifesta de maneira irreversivel, e, em par-
ticular, o estado caracterizado por ter todos os sitios vazios é dito absorvente, de onde o
sistema ndo pode escapar. Como conseqiiéncia, o principio do balango detalhado é quebrado

e o estado estaciondrio ativo é meta-estével.

3.1.1 Aproximagdo de Campo Médio

A aproximacio de campo médio considera a vizinhanga local dos modelos de autématos ce-
lulares, mas supde que nenhuma correlagio espacial, entre sitios adjacentes, aparega durante
a evolucdo temporal do autémato. Desta forma, ela equivale ao formalismo usual de reagoes
quimicas, j4 que descreve um sistema infinito de moléculas que interagem entre si de modo
aleatério.

Na figura 3.1 mostramos algumas das configuragdes possiveis para a vizinhanca de Moore
de um sitio central. Ao todo sdo 2° configuragdes (incluindo a do sitio central) e, para
facilitar, vamos escrever separadamente as probabilidades com que os processos de replicagao

espontanea e replicagio catalisada podem ocorrer. O resultado é:

(i) Apenas replicacio esponténea (¢ = 0). Neste caso sé precisamos considerar a vizi-

nhanca de von Neumann:

P00 1] = 4sp* +12s50° (1 — p) + 12sp” (1 — p)’ +4sp(1—p)®

= 4sp (3.1)
(ii) Apenas replicagdo catalisada (s = 0):

PJ0—>1] = {16,;2(1 — p)® +96p%(1 — p)® + 240p* (1 — p)* + 3200°(1 — p)®
+2400°(1 — p)? + 960" (1 — p) + 160} ¢

(6 6 6
= 16¢p’ oo+ PP(1—p) + ) p'(1-p)?

0 5

6\ 3 3 6 2 4 6 5

+ p°(1-p)° + pi(1—p)" + p(1 - p)
3) 2 1
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6
+ 1-p)°
0
= 160p2 (32)

Lembramos que nessas equagoes p denota a densidade (concentragio) de moléculas na rede
e P[0 — 1] a probabilidade de que o sitio central vazio passe a ser ocupado, dadas as
regras de transicdo ilustradas na figura 3.1 e supondo que as moléculas estejam distribuidas
aleatoriamente pela rede com densidade p. A probabilidade de transicao total é obtida

somando-se os resultados acima, j& que os dois processos sdo independentes. Dai

P[0 = 1] = 4ps+16p°c (3.3)
P[0—0] = 1—-P0—1]. (3.4)

No caso do sitio central estar ocupado por uma molécula entdo as probabilidades de transi¢éo

relevantes sao

Pl>0] = v (3.5)
Pl—1] = 1-7. (3.6)

Com essas probabilidades de transicio é imediato escrevermos a equacdo que rege a evolugéo

temporal de p na aproximagdo de campo médio,

p(t+1) = p(t)(1 —7) +4p(t) [1 — p(t)] [s + 4cp(t)] - 3.7)

Estamos interessados na solucdo estacionéria dessa equagdo p(t + 1) = p(t) = p. A solugio
estaciondria p = 0 existe sempre, ou seja, em todo plano (¢, §); porém ela ndo € estavel em

toda essa regido. A condigdo de estabilidade é dada por (veja apéndice C)

dp(t +1)
Ip(t) |,

que reduz-se a § < 1. As outras solugdes sdo dadas pela equagdo quadratica

=1-7v+4s<1 (3.8)

&t —ple-3)+1-35=0 (3.9)
onde introduzimos os parametros reduzidos

16¢

o
i
|

(3.10)
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4s

’\’l

5= (3.11)

As solucdes estaciondrias ndo-nulas existem apenas quando o discriminante da equagao (3.9)
é real e positivo, ou seja,

(&+3)* > 4¢. (3.12)

Utilizando as relacGes elementares entre os coeficientes de uma equagao quadritica e a soma

e o produto de suas raizes concluimos que:
(i) se &€ > § e § < 1 entdo as duas raizes sdo positivas
(ii) se ¢ < § e § < 1 entdio as duas raizes sdo negativas
(iii) se § > 1 entdio uma raiz é positiva e a outra negativa.

Com essas observagdes podemos obter o diagrama de fases no espago de parametros (3,0),
na aproximacio de campo médio, conforme ilustrado na figura 3.2, onde podemos identificar
trés fases distintas: a fase absorvente ou vazia (E) associada & solucdo p = 0; a fase ativa
(A) associada & solugio p > 0 e a fase chamada (AE) onde ambas as solugdes sao estiveis
(p > 0). Nessa fase o resultado da dindmica é dado pelos pardmetros de controle (¢, 3) e

pela abundancia inicial de replicadores como mostrado na figura 3.3.
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Figura 3.2: Diagrama de fases obtido via campo médio para o conjunto de pardmetros (¢, 8), mostrando as
regides de estabilidade das diferentes soluces de estado estacionario. A transigéo de fase continua termina
no ponto tricritico (TCP) e esta representado por uma linha continua. As linhas pontilhadas representam

transigOes descontinuas.
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Figura 3.3: Densidade de sftios ativos obtida por campo médio como fungéo de § para (de baixo para

cima) é=0,1,2,3 e 4. As concentragdes inicias sdo: & esquerda pg = 1 e & direita po = .001.
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A transi¢io E — A é dita continua e ocorre para § = §. = 1 e ¢ < 1. Préximo a esta
transicdo, p =~ 0, de modo que, podemos desprezar o termo quadrético na equacdo 3.9 e
escrever explicitamente a densidade de replicadores como:

§—1

1—¢

p (3.13)

Essa transicdo termina no ponto tricritico § = & = 1, cuja solu¢do p = 0 é raiz tripla. Para
¢ > é a transicio E — AE, que acontece sobre a linha critica definida por § = 24/ — ¢
(equacdo 3.12), e a transicho AE — A, que ocorre em § = 1, sao ambas discontinuas. Em

particular, a diferen¢a na densidade de replicadores nestes dois casos, s30:

Ap=1-1/7 &>1 (3.14)

para a transicdo (E) — (AE), e

Ap=1-1/¢ ¢>1 (3.15)
para a transicio (AE) — (A), obtida quando substituimos, respectivamente, 5 = 20/2 —¢e
5 =1 na equagao 3.9.

E interessante notar que se fizermos § = ¢, temos para a densidade de replicadores
préxima ao ponto tricritico:

p~(3—1)V2 (3.16)
de modo que o ponto tricritico ndo estd na mesma classe de universalidade da transicéo
observada na auséncia da replicacio assistida (¢ = 0), no caso da percolacdo direcionada.

A interpretacio desses resultados dentro do contexto da evolugdo prébidtica leva & con-
clusdo de que um replicador do tipo catalitico (3 = 0) ndo consegue emergir a partir de uma
populagio pequena. Por exemplo, no ponto critico ¢ = 4, a densidade minima de replicado-
res necessiria é p = 1/2, e para valores de ¢ grande, essa densidade se anula com 1/¢. J4
no caso dos replicadores tipo maltusianos, quando 5 > 1, independentemente do valor de
¢, uma pequena colonia de replicadores pode crescer e se fixar. Porém esses resultados de-
vem ser considerados de maneira cautelosa, visto que no limite deterministico, uma pequena
populacio de replicadores, significa uma populagdo infinita, e esperamos que os primeiros
replicadores tenham surgido em niimeros pequenos. Um resultado mais realistico, mostrado

a seguir, ¢ conseguido no limite de processo de contato, cujos resultados sdo obtidos via

abordagem estocdstica.
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3.1.2 Processo de Contato

O objetivo dessa se¢io é determinar quais caracteristicas obtidas anteriormente irdo per-
sistir no caso onde os replicadores estdo fixos na rede. Para isso, medimos a densidade de
replicadores, p, no estado estaciondrio, para diferentes valores dos parimetros (¢, §). Os
resultados obtidos para L = 100 e 200, onde L é a dimenséo linear da rede, estdo mostrados
na figura 3.4. Esse resultado é a média aritmética dos valores obtidos para p numa tnica
simulacdo, durante a qual o sistema evolui por 10° geragdes (vale lembrar que uma geragao
corresponde 3 atualizacio simultdnea de todos os sitios da rede). Os valores obtidos para p
nas primeiras 10* geragoes foram descartados e a média foi feita sobre os valores obtidos nas
geracOes seguintes para intervalos de ¢ igual a 200. Foram feitos testes ', de modo a garantir
que os valores obtidos para cada p(t) estavam descorrelacionados.

Como escolhemos o conjunto de pardmetros (&, §) sempre acima do ponto critico (calcu-
lado via analise de Grassberger e mostrado na préxima segio), a populagio nunca se extingue,
de modo que os resultados mostrados ndo dependem da configuragdo inicial escolhida. Em
particular, fizemos simulagées onde a configuragdo inicial era tal que toda a rede estava
ocupada e simulagdes onde a configuragio inicial era dada por um aglomerado de sementes
cuja configuracio era préxima & extingdo. Similar ao resultado de campo médio, pudemos
observar que os resultados obtidos dependem somente da razao ¢/ e §/v, de maneira que
fixamos v = 0.05.

Na figura 3.4, podemos observar a existéncia de uma transicao de fase separando um
estado ativo, p > 0, de um estado absorvente, p = 0. Assumindo que na vizinhaga do ponto
critico a densidade de replicadores vai a zero seguindo a lei de escala, p ~ (s — s.)?, podemos
estimar o expoente critico 3, assim como o valor do ponto critico s, a partir das figuras 3.4

e 3.5, usando o método dos minimos quadrados. Esta estimativa pode ser vista na tabela

3.1.

ltais testes consistiram em comparar os resultados obtidos por médias temporais e médias amostrais
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Figura 3.4: Densidade de replicadores, p, como fun¢io de § para (da esquerda para a direita) é =
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Figura 3.5: Logaritimo da densidade de replicadores p como funcio de (3§ — 5,) para (de cima para baixo)
€=15.70,5.13,3.94,2.58,0.99 ¢ 0. Os valores de 3. = 3.(c) para diferentes escolhas de ¢ estdo dados na tabela
3.1 e as linhas sobre 0s pontos sdo os resultados da regresséo linear. Somente os resultados para L = 200

estdo mostrados.
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¢ Se B

0 1.625 0.61
0.992 1.400 0.60
2.576 1.004 0.47
3.936 0.608 0.30
5.128 0.210 0.18
5.7008 0.004 0.12

Tabela 3.1: Estimativas para o ponto critico 3. e para o expoente critico  assumindo que a lei de

poténcia p ~ (5§ — 5.)? é vélida.

Os erros estatisticos sao da ordem de 1073, mas os erros sistemdticos devido & dificuldade
de se fazer simulacdes longas muito préximas ao ponto critico sdo maiores. Isto ocorre porque,
nos sitemas finitos, o estado ativo é sempre meta-estavel, de maneira que existe sempre uma
probabilidade finita de que a coldnia se extingua devido a flutuacoes estocdsticas. Esta
probabilidade se aproxima de um quando nos aproximamos do ponto critico de modo que é
muito dificil obtermos resultados acurados para os parametros 8 e 5. através de simulacgGes
na regiao de equilibrio estdvel. E claro que se a transi¢cdo for descontinua para um conjunto
de parametros (¢, §) a lei de poténcia usada para estimar 3, e 8 ndo é mais vélida (na verdade
B = 0 neste caso). De fato a diminuicio continua do valor do expoente critico 8, quando
¢ cresce, que pode ser observado na tabela 3.1, indica que este deve ser o caso. O uso da
lei de poténcia na determinagdo desses pardmetros foi intencional e mostra a dificuldade
de detectarmos a ordem da transicdo de fase, usando resultados de simulacdo de estado
estaciondrio: a variacdo abrupta de p préximo ao ponto critico, que pode ser observada na
figura 3.4 para certos valores de ¢, parece indicar uma transicdo de fase de primeira ordem
e pode ser explicada também como uma transigdo continua cujo expoente 8 é pequeno.

Os valores obtidos para 3 na regido de valores de ¢ pequenos (¢ = 0 e ¢ = 0.992), mostram
que neste regime, o modelo de replicadores proposto pertence & classe de universalidade da
percolagdo direcionada em duas dimensoes, cujo valor de 8 encontrado na literatura é 0.59(2)

[33].

A determinagio dos pontos criticos e do expoente 3 usando o método dos minimos qua-
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drados se mostra muitas vezes dificil e imprecisa, ja que estamos fazendo uma interpolagao
com vinculo, onde procuramos ajustar um conjunto de dados a uma funcao continua de trés
varidveis, y = a(z — b)¢. O processo de ajuste dos pardmetros a,b e ¢ de modo a obtermos o
melhor “fiting” da curva aos pontos é essencialmente um processo de minimizagdo em varias
dimensodes. Muitas vezes, a funcio que tentamos ajustar aos dados tem varios minimos e o
resultado obtido se mostra inadequado, de modo que, temos de ter cuidado quando fazemos

esse tipo de interpolacao.

3.1.3 Caracterizacao da Transicao via Analise de Espalhamento

Em vista da dificuldade de caracterizarmos a ordem da transicio, assim como de obtermos
expoentes e pontos criticos, através da andlise de estado estaciondrio, optamos por caracteri-
zar a transicdo de fase, observada neste modelo, usando a técnica da andlise de espalhamento
(apéndice A). E claro que para realizar as simulacoes precisamos dos pardmetros originais c,
s e v, mas constatamos que os resultados s6 dependem mesmo dos pardmetros reduzidos ¢
e 5. Assim, todos os resultados apresentados nesta secdo foram obtidos com o pardmetro de
decaimento v = 0.05.

A colénia inicial de replicadores consiste de quatro replicadores colocados inicialmente
na vizinhaga de von Neumann de um sitio vazio. A rede é grande o bastante para que
efeitos de tamanho finito ndo aparegam durante a simulagio. Esta condicao leva a um limite
superior para o nimero de geragdes, que no caso foi feito igual a ¢ = 10%. De maneira
usnal medimos a dependéncia temporal das seguintes quantidades [21] : (i) ntiimero médio
de replicadores, n(t); (ii) probabililidade de sobrevivéncia da colonia de replicadores, p(t);
espalhamento, r2(t). Foram feitas 2 x 10° simulagdes independentes para cada valor de ¢,
todas com a mesma condi¢do inicial (mesma col6nia). A média do nidmero de replicadores
por simulagdo que sobreviveu é dada por N(t) = n(t)/p(t). Como r%(t) é medido somente
para as simulagdes que sobreviveram, podemos definir a dimensdo fractal, ds, das colénias
que sobreviveram num dado instante ¢ como: N ~ 7%,

No ponto critico esperamos que as quantidades definidas acima obdegam as seguintes leis

de escala [21]

n(t) ~ " (3.17)
p(t) ~ t7° (3.18)
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Figura 3.6: Grafico log-log de n(t) como fungdo de t para ¢ = 0 e (de cima para baixo) § =

1.80,1.632, 1.630, 1.629, 1.628, 1.627, 1.626, e 1.52.

r2(t) ~ t* (3.19)

onde 7, § e z sdo expoentes dindmicos que podem ser relacionados & dimensdo fractal dos

aglomerados formados por

ds =277':5. (3.20)

Em principio essas leis de escala sio vélidas para transicbes continuas e descontinuas, en-

quanto que a relagiio entre os expoentes como a relagdo de hiperescala [33]
1
~2-dz —n=20 (3.21)

onde d é a dimensdo da rede, no caso d = 2, vale somente para transi¢ées continuas. Nas figu-
ras 3.6 e 3.7 mostramos o resultado em escala log-log das grandezas n(t) e p(t) em fungdo de ¢
na regido préxima ao ponto critico para & = 0 (replicador maltusiano). A depéncia de r*(¢)
com % nao serd mostrada porque as curvas préximas ao ponto critico para diferentes valores
de s estdo muito préximas e, por isso, ndo acrescentam nenhuma informagdo importante, A

reta observada para grandes valores de ¢ caracteriza o comportamento critico, enquanto que
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Figura 3.7: O mesmo que a fig. 3.6 mas para p(t).

desvios para cima ou para baixo, indicam respectivamente regimes supercriticos e subcriticos.
Um resultado preciso para os expoentes criticos é obtido se considerarmos as derivadas locais

das curvas mostradas na figura 3.6. Para 6(t), a derivada local é definida como [33, 34]:

s e ®/mt/5)

3.22
Ind ( )
a qual, para grandes valores de ¢, se comporta como:
a
§(t) ~ 8+ < (3.23)

onde ¢ é uma constante [35]. ExpressGes andlogas sdo vélidas para 7(t) e 2(t), de modo que
os gréficos das derivadas locais como fung¢do de 1/ nos permitem determinar com precisio os
expoentes criticos. Usando este procedimento encontramos §, = 1.628(1) e n = 0.23(1),6 =
0.45(1),z = 1.13(1). O erro para $, foi estimado a partir das duas curvas mais préximas
do valor de S, para as quais podemos observar desvios em relagdo & curva critica, enquanto

que os erros nos expoentes dinamicos sdo, como usual, erros estatisticos obtidos a partir

do ajuste por uma reta, da derivada local, na regido de valores de ¢t grande. Os expoentes
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Figura 3.8: Gréfico log-log de n(t) como funcio de ¢t para § = 0 e (de cima para baixo) & =

5.760,5.712,5.709,5.704, 5.702, 5.701, 5.680 e 5.664.

obtidos tém boa concordincia com os encontrados na literatura para o caso da percolagio
direcionada em 2 dimensdes, a saber: 1 = 0.214, § = 0460 e z = 1.134 [33], e satisfazem
muito bem a relagdo de escala 3.21 de forma que esta transicao é dita continua.

Os resultados obtidos usando a andlise de espalhamento para o caso extremo, isto &,
§ = 0, que modela uma populagio de replicadores que se reproduzem via catalise, estd
mostrado nas figuras 3.8 e 3.9.

Apesar da dependéncia de In[p(t)] ser semelhante 4 observada no limite de & — 0, o
comportamento de n(t) (veja figura 3.8) é diferente: para o regime supercritico (isto é,
¢ > &), n(t) primeiro cresce até atingir um valor mdximo, depois decresce até atingir um valor
minimo, por fim comega a crescer monotonicamente novamente. Este comportamento pode
ser melhor observado na figura 3.10, que mostra o resultado da andlise de espalhamento para
5 =0.2. Uma andlise detalhada dessas figuras, bem como o valor calculado para o expoente

n (tabela 3.2), sugere que uma reta horizontal, separando o regime supercritico do regime

subcritico, implica no anulamento deste expoente no ponto de transicio. Para apreciarmos
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Figura 3.9: O mesmo da fig. 3.8 mas para p(t).

como a dependéncia temporal de In[n(t)] no regime supercritico muda continuamente de um
comportamento simples (onde In[n(t)] cresce monotonicamente) para um comportamento
complicado, como o descrito anteriormente para o caso § = 0, mostramos nas figuras 3.11 e
3.12 o gréfico log-log de n(t) em funcdo de ¢ para § = 0.6 e § = 1. Esta mudanca qualitativa
no comportamento de In[n(t)] (figuras 3.6 — 3.12) pode ser usada para identificar a ordem da
transi¢do de fase fora do equilibrio, bem como para estimar a localizagao do ponto tricritico,
a partir da curva onde In[n(t)] vs t tem um ponto de inflexdo (veja fig. 3.11), no caso
§, = 0.60(4) e ¢ = 4.00(2).

Na figura 3.13, mostramos o comportamento do paradmetro n(t), para diferentes valores
de § (e ¢ acima do valor critico correspondente), na regidao de valores de ¢ pequeno, de forma
a explicitar o comportamento anteriormente descrito. Como podemos ver na tabela 3.2, os
diferentes comportamentos resultam em expoentes 7 positivos (transicio de segunda ordem)
e negativos (transicdo de primeira ordem).

Os expoentes criticos dindmicos, assim como os pontos criticos foram obtidos via relagdes

de escala {12)-(14) e via andlise da derivada local. Exceto para o caso ¢ = 0, preferimos nio
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Figura 3.10: Gréfico log-log de n(t) como fungo de ¢ para 3 = 0.2 e (de cima para baixo)
¢ =5.20,5.168,5.160, 5.152,5.144,5.136 e 5.120.

colocar o erro estatistico obtido na determinacio dos expoentes, porque os erros sisteméticos
devido, provavelmente, a um comportamento de crossover entre pelo menos trés classes de
universalidade, sao muito maiores e a variagdo observada no valor dos expoentes para a
transicao continua se deve, provavelmente, a este fato.

Vale ressaltar que valor dos expoentes dindmicos é extremamente dependente da loca-
lizacdo dos pontos criticos, de modo que uma estimativa precisa necessita simulagées longas
e um ndmero maior de simulagées. Por exemplo, para § = 1 temos que: para valores de
¢t pequeno, § tende para 0.6 e para valores de t grande para § = 0.45. Este fato jd foi
mencionado num artigo de Jensen [35], e estd associado a transientes no tempo.

Similar ao resultado de campo médio, no processo de contato, a transi¢do de fase obser-
vada entre o estado absorvente e o estado ativo é descontinua para pequenos valores de §
(expoente 7 negativo). Existe um ponto tricritico determinado a partir da mudanga de com-

portamento dos grificos de n(t), e a partir deste ponto a transicdo é continua (expoente 7

positivo). A relagdo de hiperescala 3.21 € violada para o regime de transicao de primeira or-
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Figura 3.11: Gréfico log-log de n(t) como fungdo de t para § = 0.6 e (de cima para baixo)
¢ = 4.080, 4.000, 3.968, 3.960, 3.952, 3.944, 3.936, 3.928, 3.920, 3.912 e 3.840.
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Figura 3.12: Gréfico log-log de n(t) como funcdo de ¢ para § = 1.0 e (de cima para baixo)

¢ = 2.720, 2.600, 2.592, 2.584,2.576,2.568,2.552 e 2.544.
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Figura 3.13: Griéfico log-log de n(t) como fungdo de ¢ na regido de valores de ¢ pequeno e (de baixo

para cima) 3 = 0,0.2,0.6,0.8 e 1. Os valores de &, nas diferentes curvas, foram feitos acima do ¢.

§ Ce i ) VA

0 5.704 + 0.005 -0.03 0.96 0.98
0.2 5.152 + 0.008 -0.004 0.80 1.03
0.6 3.952 + 0.008 0.14 0.63 1.08
0.8 3.296 + 0.008 0.22 0.54 1.11
1.0 2.584 + 0.008 0.20 0.51 1.11

1.2 1.832 £+ 0.008 0.25 0.49 1.13
14 1.008 £ 0.008 0.23 0.47 1.11

1.628 + 0.001 0 0.23+0.01 0.45+0.01 1.13 +0.01

Tabela 3.2: Expoentes criticos dindmicos calculados a partir do coeficiente angular da reta no

ponto critico é.(s).
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Figura 3.14: Configuragdo da rede em ¢t = 10* para as colonias de replicadores (pontos). Os
pardmetros s3o, ¢ = 0 e § = 1.69 (3 esquerda) e § = 0 e & = 5.92 (& direita). A colonia inicial
consiste de 4 replicadores colocados na vizinhanca de von Neumann de um sitio vazio no meio de

uma rede de dimensao 200 x 200.

dem (5 < 0.6) e satisfeita na regido de transicdo de segunda ordem, como esperado. Usando
a equacdo 3.20 e os dados da tabela 3.2, encontramos df ~ d = 2 na regido de pequenos
valores de 3, indicando que, neste caso, os aglomerados de replicadores nao sao objetos frac-
tais. Em contraste, os aglomerados observados na vizinhanca da transi¢do de segunda ordem
tém df ~ 1.21 (¢ = 0). Vale ressaltar que esta é a dimensdo fractal calculada a partir dos
expoentes da curva critica.

Na figura 3.14, podemos ver a evolucdo de uma colonia de replicadores para ¢ = 0 e
§ = 0 respectivamente. As distancias relativas ao ponto critico sio as mesmas nos dois casos
e a evolucdo foi acompanhada até t = 10%. A razdo pela qual a coldnia de replicadores
que se reproduzem de modo sexuado é mais densa que a colonia de replicadores assexuados
(maltusianos) é que o niimero de replicadores por col6nia sobrevivente, N (t) ~ "% aumenta
com ¢ no primeiro caso (7 + & ~ 1) e com %7 no segundo caso (74 ¢ ~ 0.7), enquanto que
o espalhamento da colonia inicial no tempo em relacdo ao centro de massa, medida pelo
parametro z é o mesmo nos dois casos (z ~ 1). Os valores de ¢ e § utilizados estdo acima
dos valores criticos e a figura mostrada no representa a solucdo de equilibrio (t — o), de

modo que, ndo € correto associar a dimensao fractal calculada anteriormente a estas figuras.



3.1 Reacdes Auto-Cataliticas em Superficies (2D) 43

Finalmente, na figura 3.15, mostramos o diagrama de fase obtido no limite de processo
de contato. Podemos observar que, neste caso, temos somente duas fases: a absorvente (E),
caracterizada pelo anulamento do pardmetro p(t) quando ¢ — oo; e a fase (EA), onde a fase
ativa e a fase absorvente podem ocorrer com probabilidades Py, € 1 — P, (figuras 3.7 € 3.9)
respectivamente, ji que Py, < 1, de modo que existe sempre uma probabilidade finita de
extingdo (P depende do nimero e da localizagio da col6nia inicial de replicadores). Estes
resultados contradizem o que encontramos na anilise de campo médio, onde o ponto fixo
associado 3 fase absorvente era instdvel para § > 1, de modo que, mesmo se comegdssemos
como uma colonia préxima 3 exting¢do, a populagdo de replicadores nunca morreria. Como
mencionado anteriormente, a razio para esta discrepancia se deve ao fato de que, na anilise
de campo médio, estamos considerando, de fato, uma populagdo infinita, de maneira que
este resultado falha se considerarmos as flutuacdes estocédsticas que levam uma populagio
pequena 3 extingdo. Vale ainda ressaltar que, na regido onde a transicao ¢ de primeira ordem
(3 = 0), a probabilidade de sobrevivéncia de uma colénia pequena de replicadores é ordem

de magnitude menor que na regido onde a transi¢do ¢ de segunda ordem ¢ = 0 (veja figs. 3.7

e 3.9).
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Figura 3.15: Diagrama de fase no plano (&, 3) para o processo de contato. As transicdes continuas e
descontinuas sdo representadas pelos simbolos () e A, respectivamente. A barra de errorepresenta a incerteza
na determinacao do ponto tricritico (TCP), enquanto que, para os outros pontos, o erro é menor que o
tamanho dos simbolos' de maneira que nio foram mostrados. Comparativamente, apresentamos o diagrama,
de fase obtido via aproximacio de campo médio, onde a linha sélida representa a transicdo continua e a

tracejada a transicdo descontinua.



3.2 Reacdes Auto-Cataliticas em Cadeias (1D) 45

3.2 Reacdes Auto-Cataliticas em Cadeias (1D)

A fim de completarmos a andlise feita para o modelo de replicadores em duas dimensoes
(2D), construimos um modelo semelhante em uma dimensdo (1D) e analisamos seu compor-
tamento via campo médio e simulagdo. Da mesma maneira que no caso definido em 2D, um
determinado sftio pode assumir dois valores: (0) se o sitio estiver vazio e (1) se o sftio estiver

ocupado, de modo que trés processos podem ocorrer (ver figura 3.16), a saber:

(A) decaimento: se o sitio estiver ocupado, ele poderd decair com probabilidade v < 1;

(B) replicagdo espontinea: se o sitio estiver vazio, ele poderd tornar-se ocupado com pro-

babilidade s se pelo menos um de seus vizinhos (L, O) estiver ocupado.

(C) replicacdo catalisada: se o sitio estiver vazio, ele poderd tornar-se ocupado com pro-

babilidade ¢ se tivermos pelo menos um par de vizinhos adjacentes ocupados, no caso

(L,VL) ou (O, VO).

O resultado obtido na aproximacio de campo médio para a densidade de replicadores é a
mesma do obtido para o problema bidimensional, a menos de uma redefini¢ao nos pardmetros

¢ e 3, a saber:

¢ = 2¢/v (3.24)

i = 2s8/y.

de modo que o diagrama de fases, bem como a andlise feita na segdo anterior sobre a esta-

bilidade e o comportamento das solugées, ficam inalterados.

3.2.1 Caracterizaciao da Transigao via Andlise de Espalhamento

A transicio entre as fases absorvente (p = 0) e ativa (p > 0) foi caracterizada usando a
técnica da andlise de espalhamento de Grassberger {21, 22], como no caso anterior. Para o
problema em questdo, a evolugdo temporal do sistema foi acompanhada desde seu estado
inicial, t = 0, até t = 10*, para valores fixos de ¢ e §. Foram feitas 10° simulagdes para cada
escolha do par de parametros reduzidos, sempre mantendo v = 0.05 fixo.

Na figura 3.17 apresentamos uma andlise da derivada local do expoente ¢, no caso da

reproducio maltusiana. O expoente ¢ pode ser estimado com precisdo a partir da equacdo
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A. decaimento B. replicacdo C. replicacio
espontanea catalisada
1
1 1|1
Y lS c
1|1 1 1)1

vizinhaca de X:

VO[O | X |L [VL

Figura 3.16: Exemplo de transi¢des possiveis de acordo com os processos (A}, (B) e (C) descritos
no texto. Os parametros c e s sio escolhidos de forma a satisfazer 2¢ + 2s < 1, garantindo assim
que a probabilidade total de que um determinado sitio vazio seja ocupado, dada a sua vizinhanga,

seja menor que 1.



3.2 Reacbes Auto-Cataliticas em Cadeias (1D) 47

~0.07 ]

0 0.00s 0.01 0.015 0.02

i

Figura 3.17: Gréafico de &(t) versus 1/t para ¢ = 0 e (de cima para baixo) § =
3.24,3.2,3.18,3.16, 3.14,3.12 e 3.08. Foram feitas 10° simulacés para cada valor de t.

3.23. Expressoes similares podem ser derivadas para os demais expoentes z(t) e 7(t) e os
resultados sdo mostrados nas figuras 3.18 e 3.19. Usando este procedimento, podemos cons-
truir o diagrama de fase mostrado na figura 3.23 e determinar os valores dos expoentes
dinamicos 5 = 0.304(1), 6 = 0.16(2) e z = 1.25(1).

Os resultados obtidos mostram que o modelo considerado pertence a classe de universa-
lidade da percolacio direcionada em (1 + 1) dimensdes, isto é, 1 dimensao espacial e 1 di-
mensio temporal, cujos expoentes encontrados na literatura sdo: n = 0.314(3), § = 0.1597(3)
e z = 1.266(7) [35]. Em particular, ndo encontramos nenhuma evidéncia de transicio de fase
de primeira ordem, j4 que nos casos extremos, ¢ = 0 e § = 0, o estado absorvente e o estado
ativo estdo separados por transigio de segunda ordem. Lembramos que o mesmo nao acon-
tece no problema em duas dimensdes, que apresenta transi¢cdo de primeira ou de segunda

ordem, dependendo do valor do pardmetro c.
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Figura 3.18: O mesmo da figura 3.17 para n(t).
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Figura 3.19: O mesmo da figura 3.18 para z(t)
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Figura 3.20: Gréafico de 4(t) versus 1/t para § = 0 e (de cima para baixo) ¢ =
7.6,7.2,7.1,7.04,7.02,7,6.8 e 6.4. Foram feitas 10° simulagés para cada valor de ¢.

Nas figuras 3.20, 3.21 e 3.22 podemos observar o comportamento das derivadas locais
8(t), n(t) e 2(t) para § = 0. Apesar do comportamento ser diferente do observado para o

caso ¢ = 0, ilustrado nas figuras 3.17, 3.18 e 3.19, os expoentes dindmicos sdo 0s mesmos.
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Figura 3.21: O mesmo da figura 3.20 para 7(t).
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Figura 3.22: O mesmo da figura 3.20 para z(t).
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Figura 3.23: Comparagio dos diagramas de fase obtidos pela aproximacio de campo médio e por
simulagdo. Em preto temos o resultado obtido via campo médio, em azul o obtido via simulagio
para o caso 2D e em vermelho o obtido por simula¢io para o caso 1D. Vale ressaltar que, os

parametros 5 e ¢ tém defini¢Ges diferentes, em uma e duas dimensdes.

O diagrama de fases para o problema unidimensional pode ser visto na figura 3.23, onde
sao apresentados também os resultados obtidos para o caso bidimensional e o resultado de
campo médio. Podemos observar que o resultado obtido por simulacdo se aproxima. ao obtido
por campo médio quando aumentamos a dimensdo (1D — 2D) da rede, o que é de certa

forma esperado pois a anilise de campo médio torna-se exata em redes de dimensao infinita.
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3.3 Discussao

As condicOes necessdrias para a persisténcia de pequenas colénias de moléculas capazes
de se replicarem foram analisadas nos casos limites de difusdo infinita (campo médio) e sem
difusdo (processo de contato). Apesar de o caso mais realistico corresponder aquele em que as
moléculas podem difundir de maneira aleatéria na rede, a expectativa é que as caracteristicas
comuns 20s casos limites considerados aparecam quando introduzimos o processo de difusao.

Motivados pelas teorias modernas para origem da vida, que sugerem um cendrio de
reacoes quimicas com difusdo controlada, que acontecem em superficies absorventes, consi-
deramos uma rede em 2 dimensdes onde cada reagente pode ocupar um sitio da rede. Como
um modelo de replicador, consideramos o hiperciclo de um membro, de modo que pude-
mos incorporar o processo de replicagao espontanea (1.1) e replicagdo catalizada (1.3) , as
quais sdo proporcionais a s e c, respectivamente. Este deve ser um primeiro passo antes
de considerarmos a competicio entre replicadores com diferentes taxas de replicagao [6, 36]
e/ou mecanismos de replicagdo [7, 14], visto que os resultados obtidos levam a um limitante
inferior para as taxas de replicagdo consideradas. Este limitante pode ser visto no diagrama
de fase mostrado na figura 3.23 e corresponde & transicdo de fase que separa as regides de
densidade de replicadores nula (fase absorvente) e ndo-nula (fase ativa). A existéncia de
uma transicdo de fase coloca uma dificuldade adicional no cendrio de emergéncia da vida,
j4 que impde valores minimos para as taxas de replicacio consideradas. Portanto, novos
elementos devem ser adicionados ao problema (por exemplo, o processo de difusdo), afim
de evitarmos essas transicoes, e, somente entdo, poderemos considerar a sele¢io natural e
replicagoes imperfeitas.

Podemos ainda fazer algumas observagdes sobre a aparente similaridade entre os modelos
de reacdes auto-cataliticas introduzidos por Schlégl [37] e o modelo de replicador apresentado

por nés. Os modelos de Schlégl sdo caracterizados pelas reagoes quimicas:

X22X, X220 (3.25)
para o modelo I, e

IX 23X, X20 (3.26)

para o modelo 11, de modo que as versdes irreversiveis dos modelos de Schlogl sao recuperadas,
pelo nosso modelo de replicador, quando o reatante E € eliminado nas equacoes 1.1e 1.3,ea

existéncia de células vazias que contém todo o material necessdrio para a replicacio nfo é mais
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obrigatéria. Aparentemente, esta diferenca entre os dois modelos néo se mostra importante
no caso dos replicadores maltusianos (¢ = 0), j& que estes, tém o mesmo comportamento
critico observado no primeiro modelo de Schlégl, a saber uma transicéo de fase de segunda
ordem que estd dentro da classe de universalidade da percolacio direcionada em (d + 1)
dimensdes [38] (o resultado de campo médio é obtido para d > 4). A comparacao entre o
segundo modelo de Schldgl e os replicadores cataliticos (s = 0) é mais complicada. A anilise
de campo médio do segundo modelo de Schlégl prevé uma transicdo de primeira ordem
[37], enquanto que os resultados de simula¢do indicam uma transi¢do de segunda ordem
para d < 4, a qual estd na mesma classe de universalidade do primeiro modelo de Schlogl
[39]. Nossos resultados para o modelo de replicadores do tipo catalitico (s = 0) mostram
que uma transicio de segunda ordem, dentro da classe de universalidade da percolagio
direcionada, acontece para d = 1. Para dimensGes maiores (d > 2) esta transigdo se torna
descontinua. Porém, devemos lembrar que, nos resultados obtidos para o segundo modelo
de Schlogl [39), considera-se o processo de difusdo e permite-se que uma célula seja ocupada
por duas moléculas, de modo que a comparacao entre este modelo e o proposto para o caso
de replicacdo catalisada (s = 0) ndo é apropriado. De qualquer modo, em nossa opiniao, o
modelo de replicador do tipo hiperciclo ndo deve ser visto como um variante dos modelos de
Schlégl, mas como um modelo bem estabelecido para a evolugdo quimica [6, 7, 14], que, até
agora, s6 tinha sido estudada no limite de difuséo infinita ou aproximagio de campo médio.

Nossos resultados mostram que a andlise de campo médio se mostra inadequada para o
estudo da origem da vida e sugere como um método alternativo, o formalismo estocdstico
do método Monte Carlo dindmico (andlise de Grassberger e La Torre), que foi capaz de

identificar os pontos criticos e expoentes dindmicos associados a eles, bem como a ordem da

transicao.



Capitulo 4

Competicao entre Replicadores

No capitulo anterior, estudamos a estabilidade de populagoes de replicadores e identifica-
mos as condicGes necessarias, como concentragéo inicial e taxa de replicagdo, para que os
primeiros replicadores pudessem formar colonias estdveis. Neste capitulo, vamos tratar do
problema da competicdo entre replicadores com taxas de replicacdo diferentes ou diferentes
formas de replicacdo (sexuada ou asexuada). Em particular, vamos considerar os dois tipos
de replicadores mais importantes, maltusiano e hiperciclico, sendo que neste dltimo vamos
permitir apenas replicagio catalisada, ou seja, a reproducao € obrigatoriamente sexuada.
Para facilitar nossa andlise vamos modificar as definicdes dos processos basicos de trans-
formacdo de estados (regras do autémato) de forma a facilitar o estudo do espago de
parimetros. Naturalmente, como veremos a seguir, essas modificacdes ndo alteram qua-
litativamente os resultados obtidos no capitulo anterior. Em particular vamos utilizar o
esquema de Boerlijst & Hogeweg [16] em que uma célula vazia apresenta uma probabilidade
proporcional ao pardmetro k de permanecer vazia (note que k pode tomar qualquer valor

positivo). As outras regras sao descritas a seguir.

(i) Decaimento: um determinada célula ocupada pode decair (isto é, tornar-se vazia)
com probabilidade v € [0, 1], independentemente do tipo de replicador que a esteja

ocupando.

(ii) Replicagdo direta: Uma determinada célula vazia pode ser ocupada por um dos re-
plicadores em sua vizinhanca de von Newman, isto é, as quatro células vizinhas nas
posicdes Norte (N), Sul (S), Leste (L) e Oeste (O). Em geral, cada um desses repli-

cadores 1 = N, S, L e O tem uma taxa de replicagio diferente, s(i), de modo que o
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resultado depende do nimero e do tipo de replicadores que ocupam a vizinhanca da

célula em questdo. Essa é forma de replicacdo dos replicadores maltusianos.

(iii) Replicacdo catalisade: a probabilidade de que um replicador na vizinhanga de von
Newman de uma célula vazia se replique, ocupando entdo aquela célula, é proporcional
ao parametro c(i,j) com i,j = N, S, L,0, que caracteriza o quanto o replicador na
posicio j auxilia na replicagio do replicador na posicdo i. Observe que em geral
c(i, 7) # c(j,7) e que esses pardmetros podem tomar quaisquer valores positivos. Como
mencionado, vamos considerar que os replicadores hiperciclicos reproduzem-se apenas

via replicacdo catalisada.

Inicialmente vamos utilizar uma abordagem de campo médio a fim de obter os resul-
tados cldssicos conhecidos sobre competicdo entre replicadores em um meio perfeitamente
homogéneo (mantido artificialmente através de um misturador, por exemplo) [6, 14]. Na
seqiiéncia vamos apresentar os resultados obtidos com as simulacoes em uma rede onde os

replicadores sdo mantidos fixos em suas posigoes.

4.1 Campo Médio

Na aproximacio de campo médio a populacdo é suposta infinita de modo que as concen-
tracoes dos diferentes tipos de moléculas bem como das células vazias sdo descritas por
varidveis continuas determinadas por equagoes diferenciais deterministicas. Para simplifi-
car essa andlise de campo médio, vamos supor que uma célula vazia possa ser ocupada por
qualquer replicador da rede e ndo apenas por seus vizinhos. Da mesma forma, vamos supor
que um replicador hiperciclico possa ser catalizado por qualquer outro da rede, ndo neces-
sariamente em sua vizinhanga. Embora a geometria local seja totalmente perdida nessa
formulagdo, os resultados sao idénticos aos obtidos quando se considera a vizinhanca ex-
plicitamente (como fizemos no capitulo 3), exceto por uma re-escala nos parametros que
determinam as taxas de replicacdo. Vamos primeiramente verificar se a formulagao baseada
na versio do autémato celular de Boerlijst & Hogeweg [16] ndo modifica qualitativamente
os resultados anteriores. Para isso vamos considerar apenas um tipo de replicador (maltu-
siano ou hiperciclico) no sistema. Na seqiiéncia entdo vamos considerar a competicio entre

diferentes replicadores.
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4.1.1 Replicador Maltusiano

Segundo as regras especificadas acima as concentragdes de células vazias e(t) e de replicadores

n(t) obedecem s equagoes

&~ (1) e+ (@.1)
dd;rrtL— = %SZ e(t) — yn(t) (4.2)

onde Z,, = k + sn(t) é um fator de normalizagdo determinado pela condicdo e(t) + n(t) = 1
para todo ¢. Lembramos que o parametro k € proporcional & probabilidade de que uma célula
vazia permaneca vazia e o pardmetro s é proporcional 4 probabilidade de que um replicador
ocupe uma célula vazia. A vantagem dessa formulagdo é que os pardmetros k e s podem,
em principio, tomar quaisquer valores positivos. A solugdo estaciondria com n > 0 ¢

1
n=———
§1+7)

(G—1) (4.3)
onde 5 = s/(kv). Portanto, n anula-se de maneira continua & medida que § tende a 1 pela
direita.

4.1.2 Replicador Hiperciclico

Neste caso, a replicagio ocorre apenas se houver outro replicador nas proximidades de modo

que as concentracoes satisfazem as equagoes

% = (% — 1) e(t) + yn(t) (4.4)
‘2_;‘ = mz—,fﬂ e(t) — yn(t) (4.5)

onde Z), = k + cn?(t) garante que a densidade total e(t) + n(t) permanece constante. Além

da solucdo n = 0, a outra solugio de equilibrio é dada pela solugao da equagdo quadrética
(l+y)en®*—en+1=0 (4.6)

onde ¢ = c/(k7). Essa solu¢do aparece de forma descontinua em ¢ = 4(1 + ). Abaixo desse

valor de ¢ a unica solugdo é n = 0 que, alids, é estdvel para qualquer valor de ¢.
Observemos que tanto neste caso como no anterior (replicador maltusiano) as solugoes

de regime estaciondrio tornam-se idénticas as do capitulo 3 se tomarmos os limites £k — oc

e 7 — 0 tal que o produto v’ = kv permaneca finito. Com essa observacio podemos passar

ao estudo da competigio entre replicadores.
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4.1.3 Replicador Maltusiano vs Replicador Maltusiano

Sejam n; e ny as concentragdes de replicadores maltusianos cujas probabilidades de replicacao

sdo proporcionais aos parametros s; e sy respectivamente. As equacdes de evolugio sao

%:i - (Z_:m— — 1) e(t) + v (n1(t) + n2(t)) (4.7)
S L ORI (48)
% - SQan(t) e(t) — yma(t) (4.9)

onde Zy, = k + s1n1(t) + sana(t) é um fator de normalizacio determinado pela condigio
e(t) +ny(t) +na(t) = 1 para todo £. A andlise do estado estaciondrio mostra que é impossivel
uma solu¢ao em que ambos n; e ny sejam positivos, de modo que apenas um tipo de replicador
deve dominar a populacdo, ou seja, nio ocorre coexisténcia entre os diferentes tipos de
replicadores. A determinacdo de qual replicador domina envolve a anélise de estabilidade
das solugoes estaciondrias: ny = 0, no = (52—1)/(5(1+7)) e na = 0, ny = (51 —1)/(5:(1+7)),
onde §; = s;/7. (Lembremos que ' = kv no limite k - oc e v — 0.)

A anilise de estabilidade ¢ feita eliminando-se e(t) em favor de n,(t) e nz(t) de modo que

ficamos com apenas duas equagoes

dn,
;id—t— = nfi (n(t), na(t)) (4.10)
d—t2 = nyfy (m(t), na(?)) (4.11)

para escolha apropriada das fungoes f; e fo. Expandindo essas funcOes em torno de uma
solucdo de equilibrio, obtemos que a condigdo de estabilidade dessa solucdo é dada pela
condigdo de que os dois autovalores da matriz 2x 2 de elementos a;; = 6;; fi+n:0fi/On;, 1,7 =

1,2 sejam negativos. Explicitamente, os autovalores A sdo solugdes da equagdo quadrética

()\ - fi— nlg—::ll) ()\ ~ fa— M;—Tf;) — nan%% =0. (4.12)

O problema em que estamos interessados é se um replicador, digamos do tipo 1, pode invadir
outra populagdo de replicadores, digamos do tipo 2, ou, em outras palavras, se a solugio
de equilibrio dos replicadores do tipo 2 (isto é, n; = 0 e ny > 0) é instdvel & presenca dos
replicadores do tipo 1. Isso simplifica enormemente a anélise pois sempre teremos n, ou 7y

igual a zero de modo que os autovalores sdo:

A2 = f1(0,m) (4.13)

0
N o= R0m) + 2 (0,m) (4.14)
Tip
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no caso em que o replicador invasor é do tipo 1 e o replicador residente é do tipo 2, e

AL = fa(ny,0) (4.15)

)\g = fl(n1,0)+n1—g—£—ll(n1,0) (416)

no caso em que o replicador invasor é do tipo 2 e o replicador residente é do tipo 1. Ainda,
apenas o autovalor A, (o indice superior refere-se ao replicador residente) é relevante para o
nosso estudo de estabilidade frente a replicadores invasores, ja que o autovalor A, é funcao
apenas de grandezas associadas ao replicador residente e mede de fato a estabilidade frente
ao vécuo (rede vazia).

Efetuando esse procedimento para o caso de replicadores maltusianos (note que a for-

mulagio acima é geral) obtemos

A2 =y (3—1 - 1) (4.17)
S2
€
AL =4 (3—2 - 1) . (4.18)
S1

Dai o replicador 1 invade uma populagio de replicadores 2 se A2 > 0 ou 3; > 3, e o replicador
2 invade uma populagdo de replicadores 1 se AL > 0 ou 3, > 3. Como conseqiiéncia
temos que, no caso de replicadores maltusianos, existe sempre um condigio que permite
a um replicador mutante invadir uma comunidade de outros replicadores. A condigdo é
simplesmente que sua taxa de replica¢ao seja maior que a da populacao residente. Neste caso,
podemos dizer que o sistema evolui monotonicamente de forma a se tornar melhor adaptado
(maior razdo s;/v') o que é basicamente o principio de Darwin. Como os replicadores se
replicam de maneira independente, competindo por recursos (no caso espago), a unica fungéo
relevante é a replicagdo, de modo que a espécie que se replica mais rapido (jé que a taxa de
decaimento para as duas espécies é a mesma), consegue dominar a populagio. Este tipo de

evolucao é, geralmente, estudado como um processo de otimizacio.

4.1.4 Replicador Maltusiano vs Replicador Hiperciclico

Sejam n; a concentragao de replicadores maltusianos com parametro de replicacdo s e ns a

concentracdo de replicadores hiperciclicos com parimetro de replicagio ¢. As equagdes de

evolucao sao

de k
% = (Z:r; — 1) e(t) + 7 (ni(t) + na(t)) (4.19)
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d;l _ S‘TZL;S) e(t) — ynu(t) (4.20)
dzf _ CZS) e(t) — yma(t) (4.21)

onde Zy,, = k + sni(t) + cn3(t) é um fator de normalizagio determinado pela condigio
e(t) + n1(t) + na(t) = 1 para todo . Usando o procedimento descrito na subsegdo anterior
encontramos que o replicador 1 (maltusiano) pode invadir a populagdo de replicadores 2

(hiperciclicos) se

32

§
i-1

Entretanto, o replicador 2 (hiperciclico) jamais pode invadir uma populagio de replicado-

c<

(4.22)

res 1 (maltusianos) pois A} = —y < 0. Esses resultados sio extremamente importantes
pois mostram que replicadores mais complexos (os hiperciclicos) nio podem ter surgido
como mutacdes de replicadores mais simples e que comunidades estabelecidas de replica-
dores hiperciclicos podem ser invadidas por replicadores maltusianos. Como mencionado
no capitulo 1, as propostas para explicar o surgimento de replicadores hiperciclicos e para
estabilizar comunidades desses replicadores envolvem em geral modelos de selegiao de grupo

para a evolugdo do altrufsmo [12, 13, 14, 15].

4.1.5 Replicador Hiperciclico vs Replicador Hiperciclico

Sejam n; e my as concentragdes de replicadores hiperciclicos cujas probabilidades de re-

plicacio sdo proporcionais aos parametros c; e ¢; respectivamente. As equacgdes de evolucio

sa0
% = (Zihn - 1) e(t) + v (n1(t) + no(2)) (4.23)
d;? _ q;;it) e(t) — v (t) (4.24)
dns can’ =
w = 22 ) my(y (4.25)

onde Zyy, = k + c1ni(t) + cpnj(t) é um fator de normalizacio determinado pela condicio

e(t) + n1(t) + na(t) = 1 para todo ¢. Aplicando o formalismo anterior obtemos
AM=MN=-v<0 (4.26)

indicando que um replicador hiperciclico mutante, mesmo que tenha taxa de replicacdo ¢

muito superior, nunca pode invadir uma populagdo estabelecida de replicadores hiperciclicos.
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Eigen descreve esse resultado como uma solucdo “para sempre’, j4 que mesmo surgindo
replicadores mais eficientes, estes nunca conseguer dominar a populagdo [7].

Para concluir, devemos mencionar que as mesmas conclusdes sobre o resultado da com-
peticdo entre replicadores no limite de campo médio foram obtidas utilizando outras for-
mulacoes, onde a competi¢do nio ¢ explicita por recursos (células vazias no nosso caso)
mas aparece de forma indireta impondo-se que a densidade total de replicadores permanega

constante [6, 14].

4.2 Replicadores na Rede

O objetivo dessa se¢do é verificar como as conclusdes obtidas no limite de campo médio sdo
alteradas quando consideramos os replicadores fixos em suas posicoes. As simulacdes foram
feitas em uma rede quadrada de lado L com condigOes de contorno periédicas. Embora
nossos resultados sejam apresentados para L = 200 somente, tomamos 0 cuidado de verificar
gue eles permanecem quase que inalterados quando estudamos redes menores com L = 50 e
100. As regras (i)-(iii) estabelecidas no inicio do capitulo levam as seguintes probabilidades
de transi¢do para a probabilidade de que a célula central vazia seja ocupada pelo replicador
presente na posigdo i = N, S, L, 0,

C(N, L) + C(N,0) + s(N)

P(0— N)= > (4.27)
PO L)= C(L,N) + CZ(L, S) + s(L) (4.28)
P02 5) = C(S,L) +c;s, 0) + s(S) (.29)
P02 0) = C(0, N) +CéO,S) +5(0) (4.30)
P(0—0) = % (4.31)
onde Z & obtido através da normalizagio
PO N)+P(O0=L)+P(0—-S)+P(0—-0)+P(0—0)=1 (4.32)

Por exemplo, se o replicador na posicdo i = N for maltusiano entao s(N)=seC(N,L) =
C(N,0) = 0. Se for hiperciclico teremos s(N) = 0, C(N,j) = c se houver um outro
replicador hiperciclico na posigdo j = L,0 e C(N, j) = 0 caso contrario. Lembramos ainda

que a probabilidade que uma célula ocupada por um replicador R decaia é

P(R—0)=1. (4.33)
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A atualizagio é feita de modo paralelo e o automato é dito ser de trés estados: vazio (0),
espécie 1 (residente) e espécie 2 (invasora). A probabilidade de decaimento é feita constante
v = 0.05, independente do tipo de replicador. O parametro k, associado & tendéncia de
uma célula vazia permanecer vazia, também € mantido fixo em todas as simulagoes, k = 1.
A configuracio inicial em cada simulagdo é gerada aleatoriamente na proporgao de 80%
de células vazias e 20% de células ocupados pela espécie 1. Deixamos o sistema evoluir
de acordo com as regras (i)-(iii) e até que o equilibrio seja alcancado. Naturalmente, os
parametros c; ou s; sao escolhidos de forma a garantir a formagdo de uma populagao estavel
de replicadores residentes. Fazemos entdo uma pequena perturbagdo no sistema, que consiste
em introduzirmos uma pequena colénia de replicadores do tipo 2. A evolucdo do sistema
é entdo acompanhada até que o novo equilibrio seja atingido. Neste novo equilfbrio nunca
encontramos coexisténcia entre os replicadores nem a extingao simultianea das duas espécies.
Assim, podemos definir a probabilidade II de que a espécie invasora domine a populagio
(isto é, ndo haja nenhum replicador do tipo 1 presente na rede) como a razdo entre o nimero
de experimentos em que a espécie 2 invade e o nimero total de experimentos (tipicamente

1000). Como no limite de campo médio, foram analisados os seguintes casos:

(A): competicdo entre replicadores do tipo maltusiano, com diferentes pardmetros de re-

plicagdo direta, s1 € S2;

(B): competigdo entre replicadores do tipo hiperciclico, com diferentes parametros de re-

plicagao catalisada, ¢; e ¢2;

(C): competicdo entre replicadores maltusianos e hiperciclico:
espécie 1: maltusiano (s;), espécie 2: hiperciclico (e2);

espécie 1: hiperciclico (c¢;), espécie 2: maltusiano (s2);

Os resultados obtidos para a probabilidade de invasao II séo apresentados nas figuras 4.1,
4.2, 4.4 e 4.3. Conforme mencionado, a menos das flutuacdes estatisticas, nossos resultados
se mostraram independentes do tamanho da rede, de modo que apresentamos 0s dados para
L = 200 somente.

Na figura 4.1, podemos ver o resultado obtido para o caso (A). A pertubacao feita consiste
na introducio (mutagio) de um replicador do tipo 2 num dnico sftio antes ocupado por um
replicador do tipo 1. Para s < s; 0 resultado obtido ¢ similar ao de campo médio, ja que a

invasdo nunca ocorre, isto é, IT = 0. Entretanto, ao contrdrio do previsto pela aproximacgao
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Figura 4.1: Probabilidade de que um replicador maltusiano com parametro de replicagdo direta

39 invada a populagio de replicadores maltusianos residentes de pardmetro s; como fungao da

diferenca s — s;. De cima para baixo, temos: s; = 0.1, 0.4 ¢ 0.8.

de campo médio, para s; > s; a probabilidade de que a espécie 2 invada assume um valor
finito diferente de 1. Este valor, II, aproxima-se de 1 quando a diferenga entre as taxas
de replicagdo, s; — s1, aumenta. Podemos observar também que o valor de II depende do
parametro de replicacdo direta da espécie 1.

O resultado obtido para o caso (B) é mostrado na figura 4.2. A pertubacéo feita consiste
na introducdo de alguns replicadores do tipo 2 (tipicamente 2, no miximo 4) em células antes
ocupadas por replicadores do tipo 1. A posi¢io na rede dos novos replicadores (mutantes) é
escolhida de modo a garantir uma probabilidade néo nula de que a colénia invasora sobreviva
na préxima geracdo. Ao contrario do resultado classico de campo médio, podemos observar
que uma populacio estabelecida de replicadores hiperciclicos pode ser invadida por replica-
dores hiperciclicos mutantes mais eficientes e, de fato, a probabilidade de invasio tende a 1
para ¢, > ¢;. Como no caso (A), a probabilidade de invasdo II mostrou-se dependente do

valor de ¢;.

Nas figuras 4.3 e 4.4 podemos observar os resultados obtidos para a competicao entre
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Figura 4.2: Probabilidade de que um grupo de 2 a 4 replicadores hiperciclicos com parametro
de replicacdo ¢z invada a populagao de replicadores hiperciclicos residentes de pardmetro ¢; como
funcéo da diferenca ¢z — ¢;. De cima para baixo, temos: ¢; = 0.2, 0.4 e 0.8.

diferentes tipos de replicadores, caso (C). Na figura 4.3 mostramos a probabilidade de in-
vasio de uma populagio estabelecida de replicadores maltusianos por um pequeno grupo
de replicadores hiperciclicos. Ao contrario da previsao de campo médio que nao permite
tal invasdo, podemos observar que a probabilidade de invasao assume um valor finito entre
0 e 1, dependendo dos valores dos parametros s, € Cp. J4 na figura 4.4 apresentamos a
probabilidade de que um tnico replicador maltusiano invada uma populacio estabelecida de
replicadores hiperciclicos. Esses resultados parecem indicar a existéncia de um valor minimo
do parametro de replicacdo do invasor para que a probabilidade de invasao torne-se diferente
de zero. Vamos deixar a investigacio mais quantitativa dessa questao para um trabalho
futuro, lembrando que o objetivo dessa anélise foi mostrar que, mesmo qualitativamente, 0s

resultados de campo médio ndo sio vélidos no limite de difusdo nula (processo de contato).
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Figura 4.3: Probabilidade de que um grupo de 2 a 4 replicadores hiperciclicos com parametro de replicacdo
¢s invada a populagio de replicadores maltusianos residentes de parametro s; como funcdo de co. De cima
para baixo, 81 =0.1,0.4,0.8,1 e 2.

1 T ! ¥ I 1 I
8r o) °© o
! o © © ]
o O o ¢ O
O O
061~ OOO o ¢ ©° O ]
o
= L oo o O O-
O o}
04l 5 OO o o -
L O o) 0 o 3
o)
02} © o & .
o © o o .
= o ) o L]
oodome’ 42 o = g :
0 b 1 6

Sy

Figura 4.4: Probabilidade de que um tnico replicador maltusiano com parametro de replicacio s invada
a populacio de replicadores hiperciclicos residentes de parametro ¢; como fungio de 8;. De cima para baixo,

¢ =0204,06,1e2.



Capitulo 5

Modelo de Formacao de Ulceras

A incidéncia de infecgiio ocular pelo virus da herpes (HSV I) na populagio adulta, é de apro-
ximadamente 0.15%, sendo que 40% dos problemas oculares reportados (como cegueira ou
opacificacdo da cérnea), sdo associados a esta infeccdo. Aparentemente apds uma primeira
infecgdo, o virus da herpes fica alojado num estado inativo (infecgdo latente) produzindo
constantes reinfeccdes durante toda a vida do individuo [40] . Estas reinfec¢oes podem acon-
tecer a qualquer instante e sdo caracterizadas por um reativacdo do virus, que causa erupgoes
vesiculares (bolhas) na mucosa ou pele. A ruptura dessas vesiculas e conseqiilentemente a
morte da célula leva a forma caracteristica observada na lesao da herpes ou tlcera.

A morfologia dessas tilceras tem sido descrita na literatura como dendritica ou amebdide.
As do tipo dendritica que sio mais comuns, apresentam muitas ramificagdes e sdo limitadas
espacialmente, j4 as de forma amebdide sdo maiores, possuindo uma forma mais compacta
(ou geogréfica) . Resultados experimentais mostram que, as do tipo amebdides aparecem
geralmente em individuos que utilizam corticéides inadequadamente ou em individuos imu-
nodeprimidos, enquanto as dendriticas aparecem em individuos saudéveis. Independente de
sua morfologia, as tlceras sdo lesbes epiteliais cuja borda contém virus ativos.

Teorias baseadas no neurotropismo do HSV e na distribui¢do dendritica dos nervos ter-
minais conseguem explicar o padrio ramificado observado nas tlceras dendriticas [41], mas
falham quando tentam explicar o decréscimo na dimensdo fractal (medida do perimetro)
quando as tlceras crescem de tamanho e se tornam amebéides. Um explicagdo alternativa a
descrita foi dada por Landini e colaboradores [23] e considera a forma das dlceras como um

resultado natural do espalhamento do virus num tecido epitelial cujas células apresentam

diferentes graus de susceptibilidade & infeccdo, de modo que esta abordagem considera que
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o virus s6 infecta células que possuem moléculas receptoras apropriadas em sua superficie.

No modelo proposto por Landini e colaboradores, o tecido epitelial da cérnea é modelado
por dois tipos de células sauddvel permissiva (com probabilidade q), saudével resistente (com
probabilidade (1 —q)) dispostas numa rede quadrada. Ao longo da evolucdo do sistema estas
cé lulas podem tornar-se infectadas ou mortas, ou seja, o modelo cdonsidera automatos
celulares de 4 estados. Uma célula permissiva se torna infectada se possui pelo menos uma
célula infectada em sua vizinhaga, enquanto que uma célula resistente necessita de R vizinhas
infectadas ou mortas para se tornar infectada. O parametro R colocado desse modo simula
o grau de resisténcia da célula.

As tlceras obtidas através deste modelo tém as mesmas caracteristicas das lesdes clinicas
observadas, e dependendo do grau de resisténcia R considerado, podemos observar uma
mudanca na morfologia das tlceras geradas quando variamos a concentragio de células per-
missivas inicial (g). Através do cdlculo dos expoentes estaticos e dindmicos associados a esta
transicdo entre diferentes tipo de morfologia, mostramos que, quando a transicdo de fase
ocorre (R > 5), ela pertence a classe de universalidade da percolagio usual. Este estudo foi
feito usando a técnica de anélise de espalhamento ou Monte Carlo dinamico, que fornece os
expoentes dindmicos criticos associados ao espalhamento da infeccdo a partir de uma tnica
célula infectada colocada no centro da rede [21, 22].

Este modelo para a infecgio do virus da herpes deixa em aberto varias questdes referentes
por exemplo & recorréncia no aparecimento do virus e A regeneracgio das células mortas.
Algumas dessas questGes foram abordadas no modelo de Camelo-Neto & Coutinho [26] que
serd apresentado na seqdo (5.2). Devido as semelhancas deste modelo com o modelo de
propagacao de fogo em floresta, os autores deram énfase ao estudo da regido de pardmetros
para as quais deveria ocorrer a criticalidade auto-organizada, entretanto os resultados obtidos

nio sio conclusivos sobre a ocorréncia ou nao desse fendmeno.

5.1 Modelo de Landini, Misson & Murray

No modelo proposto, considera-se uma rede bidimensional quadrada composta por 100 x 100
sftios, onde cada sitio associamos a uma célula. A cada sitio associa-se uma varidvel discreta
que descreverd o tipo (estado) da célula, a saber: sadia permissiva, sadia resistente, infectada

oumorta. A configuracdo inicial é gerada aleatériamente considerando apenas células sadias,
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sendo uma fracdo g € [0,1] de células permissivas e a fragao restante, 1 — g, de células
resistentes. Os casos limites ¢ = 0 ou ¢ = 1 correspondem, respectivamente, 3 situagao
em que todas as células da configuracdo inicial sdo resistentes ou permissivas. Uma célula
infectada é entdo introduzida no centro da rede. A infecgdo se espalha a partir da célula
central infectada e a Wlcera (isto ¢, o aglomerado de células mortas) cresce de acordo com as

seguintes regras:
(i) uma célula infectada morre no préximo passo de tempo;

(i) uma célula permissiva torna-se infectada na presenca de pelo menos uma célula vizinha

infectada;

(iii) uma célula resistente torna-se infectada na presenca de pelo menos R > 1 células

vizinhas infectadas ou mortas.

A atualizacdo dos estados de todas as células da rede é realizada de modo paralelo (sincrono)
sendo que cada célula é atualizada conforme as regras acima levando-se em conta os estados
de seus oito vizinhos mais préximos (vizinhanga de Moore). Exceto pela distribuigéo inicial
de células permissivas e resistentes, ndo ha mais nenhum elemento estocdstico no modelo, de
modo que este pode ser dito deterministico. Além disso, a condicdo de contorno para este

problema, é aberta, o que acarreta dois modos possiveis de término da simulacao:
- irrestrita (amebdide), que ocorre quando uma célula infectada atinge a borda da rede;

- guto-limitada (dendriticas), que ocorre quando as células infectadas ndo conseguem

mais infectar nenhuma, célula na sua vizinhanga.

O tempo de término da simulagdo é definido como sendo o instante no qual pelo menos uma
célula morta atinge a borda da rede.

A infecciio e, consegiientemente, morte de uma célula resistente, quando a mesma, estd na
vizinhanga de R células mortas ou infectadas (regra (iii)), é justificada pela falta de suporte
na estrutura epitelial. Esta regra evita também que tlceras grandes com pequenas ilhas de
células saudaveis resistentes nio se formem (pelo menos para R < 5), fato este que nao ¢

observado clinicamente.



5.1 Modelo de Landini, Misson & Murray 68

Figura 5.1: Da esquerda para a direita temos um exemplo de tlcera dentritica e tlcera amebdide
geradas para R = 5 e valores de ¢ = 0.3 e 0.5, respectivamente. A cor preta representa células

mortas, a amarela infectadas, a verde resistentes e a vermelha permissivas.

5.1.1 Evidéncias de Transicoes

A figura 5.1 ilustra uma tlcera dendritica tipica gerada com ¢ = 0.3 e R = 5 e uma tlcera
amebdide obtida com ¢ =0.5e R = 5.

Para caracterizar as diferencas qualitativas observadas nestas figuras (por exemplo, o
tamanho da tlcera) medimos a dimensdo fractal da superficie da tlcera ! através do método
de contagem de caixas [42], o qual se baseia na contagem do niimero minimo N(¢) de caixas
de lado € necessdrias para cobrir completamente o objeto de interesse. Esse niimero obedece
a lei de poténcia

N(g) = Ae™% (5.1)

que define o expoente dy, a dimensao do conjunto. Para objetos fractais, d; é, usualmente,
fraciondrio e menor que a dimensao do espaco Euclidiano no qual ele est4 imerso. Se o objeto
em questao é um ponto, uma curva, ou um plano, sua dimensao fractal é bem conhecida
e corresponde respectivamente a 0, 1 e 2. Tomando-se o logaritmo de ambos os lados da
equagao 5.1, obtemos a dimensao fractal para qualquer objeto ou conjunto de pontos

.. InN(g)
4 = M /o)

(5.2)

Além de uma ferramenta usada na classificacdo dos tipos de tlcera, a dimensio fractal nos
da também informacdes sobre os mecanismos de espalhamento do virus no tecido epitelial. A
figura 5.2 exemplifica como calculamos a dimensdo fractal de um determinado objeto. Uma

vez finalizada a simulacao da tlcera, gerada a partir de uma dada configuracio inicial, toda

'note que Landini e colaboradores medem a dimenséo fractal do perimetro
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a regido correspondente 3 tilcera é coberta por um conjunto de grades. Para cada grade
contamos o ntimero de caixas N(g), de tamanho € necessérias para cobrir completamente o
objeto de interesse, como mostra a figura 5.3.

O método de contagem de caixas tradicional apresenta um problema relacionado & conta-
gem de caixas expirias, j4 que numa estrutura fractal podemos encontrar caixas com poucos
pontos e quase completamente preenchidas pelo vazio da estrutura fractal. O aparecimento
dessas caixas expirias se deve ao fato do algoritmo de contagem de caixas utilizar uma grade
como recobrimento do conjunto estudado, acarretando um erro na determinacio da dimensao
fractal de tilceras pequenas ou com muitas reentrancias, pois neste caso a incompatibilidade
entre a geometria de conjunto e da grade usada para seu recobrimento é grande. Podemos
ver isso, na figura 5.2 para ¢ = 0.2. O que fazemos neste caso é desprezar os pontos corres-
pondentes a caixas de tamanho grande, que pio obdecem & lei de poténcia, de maneira que
para estes valores do pardmetro ¢ o algoritmo de caixas sers pouco eficiente na determinagao

da dimens3ao fractal das tlceras.
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Figura 5.2: Obtencdo da dimensdo fractal dg, de um objeto, no caso uma ilcera gerada pelo
algoritmo de Landini e colaboradores.



5.1 Modelo de Landini, Misson & Murray 70
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Figura 5.3: No método de contagem de caixa, redes de tamanhos diferentes sdo usadas no calculo

da dimensio fractal, como exemplificado na figura.

Na figura 5.4 mostramos a dependéncia da dimensao fractal ds, com a concentracio
inicial de células permissivas g. Deve-se notar que quanto maior o valor do pardmetro ¢
maior serd o tamanho da tlcera, j4 que a dimensdo fractal se aproxima do valor 2 que é a
dimensao fractal de um plano, mostrando que, nesse caso a tlcera ocupa quase toda a rede.
Cada ponto da figura 5.4 é obtido pelo método ilustrado na figura 5.2. Podemos observar
uma mudanca qualitativa no comportamento de dj para 0.3 < ¢ < 04 e, em particular, a
grande variancia de d; refletida pelo espalhamento dos resultados obtidos para diferentes
simulagoes.

Na figura 5.5 podemos observar a dependéncia do tamanho da tilcera (medido pelo nlimero
de células mortas) com a concentragio inicial de células permissivas ¢. O comportamento
médio observado indica que quanto maior o nimero de células permissivas na vizinhanca de
uma célula infectada (¢ — 1) mais a infec¢io consegue espalhar-se pela rede, acarretando a
formacdo de tilceras maiores. Vale ressaltar que, em alguns casos, a célula infectada pode cair
em regides cercadas por células resistentes, de modo que a infeccio ndo consegue se espalhar.
Este fendmeno pode ser observado na figura 54, e equivale as tlceras cujas dimensoes fractais
sa0 muito préximas a zero. Aparentemente, esses pontos nao foram incluidos nos resultados
apresentados por Landini e colaboradores [23]. Além disso, na regido de ¢ < 0.3, as ulceras
formadas sdo muito pequenas e o erro na determinagdo da dimensao fractal pelo método de

contagem de caixas ¢ grande 2 e por isso, nio est4 sendo mostrado na figura 54.

2nessa regido, 70% da rede esta ocupado por células permissivas.
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Figura 5.4: Dimensdo fractal da superficie da tlcera em funcio da concentragao inicial de células permis-
sivas, ¢, para R = 5. Os circulos representam os resultados de cada simulagéo (200 para cada valor de g),

enquanto que a linha cheia é a média sobre os resultados individuais.
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Figura 5.5: Tamanho da tlcera e niimero de passos envolvidos na formacio da tlcera (tempo de geragao)
em funcéo do {ndice de percolacdo, para R = 5. Cada ponto é o resultado de uma simulagio.
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No caso amebéide, ¢ grande, a tlcera cresce indefinidamente até atingir as bordas da
rede, correspondendo entdo ao modo irrestrito de término da simulagdo. Podemos pensar
que, neste caso, a ulcera percola através da rede. Desta forma, o tempo de simulacgao
(ntimero de geragdes), para tlceras amebdides, é maior j4 que a infec¢io consegue espalhar-
se mais pela rede. De fato, uma das caracterfsticas da transicio de fase do tipo percolagao
é o aumento abrupto do tempo de simulagdo na regido de transi¢do. Podemos observar na
figura 5.5 que isso ocorre na regido 0.3 < ¢ < 04, embora uma caracterizacao mais precisa
da transicdo envolva a simulagio de redes de diferentes tamanhos a fim de, por exemplo,

verificar se o tempo maximo de término aumenta com o tamanho da rede.

5.1.2 Aproximacgido de Campo Médio

A aproximacio de campo médio local utilizada, considera a vizinhanca local dos modelos
de autématos celulares na determinacao das probabilidades de transi¢do, mas supode que
nenhuma correlacio espacial, isto é, entre sitios, apareca durante a evolucdo do autémato.
Em particular, supde-se que a probabilidade de um determinado evento ocorrer, por exemplo,
encontrarmos uma célula infectada num determinado ponto da rede, seja proporcional apenas
3 densidade de células infectadas na populagio. Deste modo, as probabilidades individuais se
multiplicam quando determinamos a probabilidade de existir uma determinada configuracao
que leva a uma transi¢do entre os diferentes estados. Por exemplo, uma célula permissiva
resistente pode se tornar infectada com uma probabilidade que depende da configuracao de
sua vizinhanca de Moore [43].

Nos modelos de rede finita com interacdes locais, os resultados obtidos com essa apro-
ximagdo nio sdo quantitativamente bons, mas fornecem informagoes importantes sobre o
comportamento qualitativo da dindmica em funcao dos diversos parametros de controle do
modelo.

Utilizando as regras do modelo proposto por Landini e colaboradores, ¢ facil deduzir as
equacdes que relacionam as densidades ou concentragdes de células mortas (p,,), permissivas

(py) , resistentes (p) e infectadas (p;) em geragdes consecutivas. Sao elas:
pm(t + 1) - pm(t) + pz'(t) (5-3)

pp(t+1) = pp(t) (1 — ©;) (5.4)

pr(t +1) = p.(t) (1 — ®p) (5.5)
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pi(t +1) = pp(t)O; + pr (1) PR (5.6)
mais o vinculo p;(t) + pm(t) + pp(t) + o (t) = 1. Os parametros

0;=1-(1-p®) (5.7)

0n= 3 (1) (o) + )" (1= pml8) = 50" (55)
n—

sao, respectivamente, a probabilidade de que uma dada célula permissiva tenha um ou mais
vizinhos infectados e a probabilidade de que uma célula resistente tenha R ou mais vizinhos
infectados ou mortos.

A evolucdo temporal das concentragdes dos quatro tipos de células é ilustrado nas figuras
5.6, 9.7.

Podemos observar a dependéncia dos resultados com a concentragao inicial de células
permissivas g, e com o ntmero de vizinhos infectados ou mortos necessarios para tornar uma
célula resistente infectada, R, nas figuras 5.6 e 5.7.

Analisando a evolugio temporal da concentragio de células infectadas, nas figuras 5.6
e 5.7, podemos observar que temos um processo caracterizado por uma aumento continuo
de células infectadas seguido de um decréscimo. Devido as regras do modelo, a infec¢do
aparece em concentragdes muito baixas (p;(0) = 10~*), espalha-se formando a tlcera e entao
acaba, deixando para trds apenas células mortas e sadias (este resultado pode ser melhor
observado nas figuras 5.8 e 5.9). No caso da herpes, sabemos que a recorréncia da infecgao é
muito comum, e geralmente cada epis6dio ocorre apds a regeneragao do tecido da pele ou da
mucosa afetados pelo virus numa infecgdo prévia. Este aspecto do problema serd abordado

quando apresentarmos o modelo de Camelo-Neto & Coutinho (se¢do 5.2).
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Nas figuras 5.8 e 5.9, mostramos as solucdes para o estado estaciondario obtidas pela
aproximacao de campo médio e simulacdo, para as concentragoes dos diferentes tipos de
célula, pm, pr € pp, em fungdo de g. Comparando as duas figuras observamos uma discrepancia
entre essa solucdes. Isto se deve ao fato que a aproximagcao de campo médio corresponde ao
limite de redes infinitas, o que representa apenas 0s €asos em que 2 simulacdo gera ulceras
dendriticas (valores pequenos de g). Quando ¢ > 0.3, comegam a surgir tlceras amebéides
em maior propor¢io , as quais tocam as bordas das rede e ndo sdo descritas pela teoria de
campo médio.

Aumentando o tamanho da rede para 300 x 300, obtivemos 08 mesmos tipos de resultado,
de modo que os resultados obtidos para a rede 100 x 100 nio refletem efeitos de finitude da

rede.
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5.1.3 Determinacao da Transigao

Para ilustrar a dependéncia dos diferentes modos de terminagao e conseqiientemente a forma
da tlcera, com os parametros R e ¢ do modelo, medimos o numero de casos em que houve
percolacdo (isto é, uma célula infectada atingiu uma das bordas da rede) em 1000 simulagoes
(experimentos) independentes para diferentes valores de g especifico e diferentes valores de
R. Note que os experimentos diferem apenas pela distribuicao inicial das células permissivas
na rede. Claramente, esta fracio (ntmero de células que percolaram em 1000 simulagdes)
pode ser identificada como a probabilidade de percolacao II.

Na figura 5.10 apresentamos o resultado obtido para o caso R =5 variando o tamanho
da rede, L, de 101 a 1001. Podemos observar que a transicdo fica melhor definida & medida
que L aumenta, sinalizando para a ocorréncia de um fenémeno de limiar quando L — oc;
porém ndo h4 um cruzamento entre as curvas de modo que a técnica de escala finita usual
torna-se invidvel para a determinagdo de g, ou mesmo dos expoentes criticos [24].

Na figura 5.11 mostramos a probabilidade de percolagao para L = 1001 fixo e diferentes
valores de R. H4 vérios resultados muito interessantes que podem ser obtidos dessa figura e

da anilise anterior em que variamos L:

(i) As curvas para R < 4 ndo dependem de L (pelo menos para L > 100), indicando que
nesses casos nio ha transicao de fase j& que o limite L — oo aponta para uma curva

suave como ilustrado na figura 5.11; porém as curvas limites sdo distintas.

(ii) Para R = 5 ocorre uma transicio de fase em ¢, = 0.3945 (essa estimativa precisa é

obtida na préxima secio).

(iii) Para R > 6 a transicdo de fase ocorre em ¢, = 0.4075, e as curvas para diferentes
valores de R sdo praticamente indistingiiiveis, de modo que s6 estamos mostrando a

curva de K = 6.
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Figura 5.10: Probabilidade de percolacio II como fungéo da densidade inicial de células permissivas
g para R =5 e L = 101{(), 401(A), 701(y7) e 1001(x).

Figura 5.11: Probabilidade de percolagio IT como fungio da densidade inicial de células permissivas
q para L = 1001 e (da esquerda para a direita) R = 2,3,4,5 e 6.
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Para R < 8 estamos lidando com uma variagao do chamado processo de percolagao por
difusdo, onde a geometria muda via processo dinamico e a natureza do crescimento depende
das caracteristicas locais da rede [44]. E interessante notar que o processo de percolacao
usual por sitios é recuperado para R > 8, jd que neste caso as células resistentes nunca sao
infectadas e a infeccio se propaga apenas sobre as células permissivas.

Ao considerarmos a porpagacao da infec¢io na rede, observamos que uma célula infectada
tem pelo menos uma vizinha morta (que corresponde ao sitio de onde a infecgdo veio) de
modo que cada célula infectada propaga a infecgéo para no maximo 7 vizinhos, o que torna
as curvas de R > 7 para a probabilidade de percolagdo indistinguiveis.

Quando R < 3, a propagacdo da infecgdo é caracterizada por frentes de infeccdo cuja
dimenséo fractal é da ordem de 2 (independente de g), como mostrado na figura 5.12 para
o caso R = 3, de maneira que nesses casos nio hd transicao (somente 0.2% das simulagoes
geraram tlceras com dimensdo fractal pequena). Os resultados obtidos para R = 4 (ndo
hé4 transicio) e R = 6 (mesmo comportamento de R > 7) mostram a ndo trivialidade da
atuacdo do pardmetro R.

Para R > 5 a dependéncia com o tamanho da rede, mostrada na figura 5.10 para R =5,
indica a ocorréncia de um fenémeno de limiar atipico, quando L — oo e ¢ = g.. Quando
variamos o valor de g, podemos observar que a probabilidade de transicdo, II, é zero para
g < ¢, e cresce monotonicamente a partir de ¢ = ¢.. Esta transigao é atipica no sentido que
I1. nédo atinge o valor 1 quando g > g. como no caso da percolagdo usual. Isto significa que
existe sempre uma possibilidade finita que ndo ocorra a percolagdo, isto é, que uma ulcera
tipo dendritica se forme, mesmo para valores grandes de g. A ocorréncia desse fenémeno se
deve ao fato que a infecgdo inicial (processo de espalhamento) comega de uma nica célula
infectada colocada no centro da rede, de modo que se a infec¢do percola para um dado
valor do tamanho da rede, ela com certeza percola para redes de tamanho menor, isto ¢,
(L) > TI(Ly) para Ly < Ly.

Para determinarmos precisamente o valor de g., bem como os expoentes criticos, vamos
utilizar a técnica da andlise de espalhamento de Grassberger e La Torre, uma vez que a

utilizacdo da técnica de escala finita usual se mostrou invidvel para esse problema.
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Figura 5.12: Dimensio fractal da superficie da tlcera em funco da concentragdo inicial de células per-
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cada valor de g), enquanto que a linha cheia é a média sobre os resultados individuais.
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5.1.4 Anélise de Espalhamento de Grassberger e La Torre

A configuracdo inicial é gerada aleatoriamente na proporcédo de g células permissivas e 1 — ¢
células resistentes. Uma célula infectada é entdo colocada no centro da rede e o nimero
de células mortas [n(t)], a probabilidade de termos pelo menos uma célula infectada [p(t)]
e o raio de giragdo [r?(t)] dos aglomerados formados pelas células mortas sdo medidos em
funcdo do tempo de simulacdo, definido aqui como sendo o tempo de atualizagio de todas
a células da rede. E importante lembrar que neste tipo de andlise a rede simulada possui
efetivamente tamanho infinito. Os resultados obtidos podem ser observados nas figuras 5.13,
5.14 e 5.15 para R = 5. Na concentragio critica g, esperamos que as quantidades definidas

acima obedecam as seguintes leis de escala:

pt) ~ 7 (5.9)
n(t) ~ t" (5.10)
ri(t) ~ t* (5.11)

de forma que o grafico log-log das grandezas definidas acima em g = g. deve ser uma reta,
e os desvios para cima (regido supercritica) ou para baixo (regido subcritica) das curvas
obtidas determinam a precisdo com que podemos calcular g.. Essas figuras foram obtidas
realizando-se 10? experimentos independentes para cada valor de g, numa rede de tamanho
4000 x 4000. As simulagdes foram acompanhadas de t = 0 (estado inicial) até ¢ = 2000,
garantindo assim que as bordas da rede nao fossem alcancadas. Vale ressaltar que no regime
subcritico somente ilceras dendriticas sdo formadas, enquanto que no regime supercritico a
formacao de tilceras amebdides é mais freqiiente.

Para R = 5 estimamos, através da figura 5.14, ¢, = 0.3945(2). Os expoentes criticos
dindmicos estimados através da andlise da derivada local dos mesmos, equacdo 3.23, sdo
6 = 0.0870(1), n = 1.5866(7) e z = 1.6843(3). De maneira usual, os erros nos expoentes
refletern apenas o erro de ajuste da reta aos dados; os erros sistemdticos sdo certamente
maiores. Podemos ainda, determinar a dimenséo fractal, d; usando o fato de que n(t) ~ ri
e conseqiiéntemente:

n
z

df =2-. (5.12)

Note que esta equagdo difere da nsada no estudo da percolagdo direcionada [33], visto que

neste caso todas as simulagdes geram uma tlcera e conseqiientemente temos que n(t) e r2(t)
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sao resultados da média sobre todas as simulagdes. O valor obtido d 5 = 1.884(1) concorda
bem com o tabelado para a percolacio usual que é dy = 91/48 ~ 1.896 [24, 25].

Como os valores dos expoentes dinimicos para a percolacdo usual ndo s3o bem conhe-
cidos, vamos estimar os expoentes estaticos f e v, para comprovarmos que este problema,
pertence a classe de universalidade da percolagdo usnal.

Primeiro vamos calcular o expoente Y|, que governa o decaimento da concentracio de
células infectadas no regime subcritico. De fato, como neste regime as correlagdes sio de

curto alcance, esperamos que 4(t) decaia exponencialmente [21], de modo que:
i(t) ~ A(g)ezp[~(g. — q)"1t] t— o0 (5.13)

onde A(g) é uma funcio que nio dependente do tempo. A figura 5.16 ilustra esse decaimento

e nos permite calcular a constante de decaimento ) dada por:
A= (g — q)™ (5.14)

a partir da inclinagdo da reta obtida do gréfico do logaritimo do nimero de células infectadas
i(t) em fungio de ¢ na regido subcritica, isto €, para ¢ < g.. Os resultados apresentados na
figura 5.17 mostram a dependéncia do parametro A com a distdncia g. — q. A inclinacio
dessa reta permite-nos estimar o expoente dinidmico | = 1.54(3). Uma vez conhecido este

expoente podemos usar as equacdes de escala

B = yd (5.15)

v = /2 (5.16)

para estimar os expoentes estéticos 8 e v L, associados ao comportamento do parametro de or-
dem préximo & transicdo e ao decaimento da funcao de correlacio espacial, respectivamente.
Os resultados sao 8 = 0.134(3) e v, = 1.30(3) os quais concordam bem com os valores exatos
obtidos para os expoentes da, percolagdo usual, 8 =5/35~0.139 ¢ v, = 4/3 ~ 1.333 [21].
Fizemos uma anlise similar para R > 6 e obtivemos ¢c = 0.4075(2) independente do valor
de R. Quanto maior o valor de R, mais o problema se assemelha ao da percolacio usual
(percolagdo sobre as permissivas), de modo que os valores encontrados para os expoentes
dindmicos e est4ticos foram os mesmos do caso R — 9, como esperado. Vale resssaltar que o
resultado obtido para o ponto critico, coincide com o valor obtido na percolacdo usual com

vizinhanca de Moore, a saber g, = 0.4072 [24].
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Um problema com a proposta de Landini e colaboradores é a contagem das células mortas
no processo de decisdo se uma célula resistente torna-se infectada ou nao, dada pela regra
(iii) do modelo. Isso acarreta uma possivel situacio em que uma célula pode ficar infectada
tendo somente células mortas em torno de si. Com o objetivo de evitar que isso aconteca,

fizemos duas modificagGes nessa regra, sdo elas:
(i) uma célula sadia resistente é infectada na presenca de R vizinhos infectados; ou

(i) uma célula sadia resistente é infectada na presenca de R vizinhos infectados e uma
célula sadia (resistente ou permissiva) morre quando cercada por R = 8 vizinhos mor-

tos.

Como a implemetagdo da regra (ii) ndo mostrou nenhuma mudanga qualitativa em relacdo
4 regra (i), vamos mostrar apenas os resultados obtidos por esta.

Aparentemente essa nova regra, define uma nova transi¢ao, conforme ilustrado na figura
5.18, onde podemos observar um comportamento diferente do observado anteriormente (veja
figura 5.5). Entretanto € preciso um estudo detalhado, como o realizado para o modelo
original, para que possamos afirmar com seguranca se a mudanca na regra induz de fato
uma, transicao de fase.

Uma caracteristica nova que aparece devido a implementagio da regra (i) é um aumento
na porosidade (células saudéveis dentro da tlcera) tanto no caso de tlceras dendriticas como
no de amebdides, veja figuras 5.19 e 5.20, fato este que, segundo Landini e colaboradores, néo
¢ observado clinicamente. Isso descarta entdao a conjectura feita por Landini e colaboradores,
de que o aparecimento de tlceras grandes com ilhas de células resistentes para R > 5, é
resultado dessa regra.

Com o intuito de eliminarmos a porosidade observada em maior abundancia apés a
modificagdo na regra (iii) do modelo de Landini e colaboradores, tentamos uma condicio
inicial diferente onde colocamos 5 a 10 células infectadas préximas ao centro da rede. Além
de nao termos resolvido o problema da porosidade, isso levou & formacao de tlceras disjuntas.
Devemos ressaltar que foi feita uma extensa pesquisa bibliografica na qual pudemos constatar

que a existéncia ou nao de células saudaveis no interior da tlcera néo é relatada na literatura.
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Figura 5.19: Da esquerda para a direita temos exemplos de tlceras dendriticas, geradas para R = 5

e seguindo, respectivamente, a regra de Landini e colaboradores e a regra (7).
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Figura 5.20: Da esquerda para a direita temos exemplos de tlceras amebdides geradas para R =5

e seguindo, respectivamente, a regra de Landini e colaboradores e a regra (7).

E interessante observar que, estudos do modelo de propagacio de incéndios em florestas
com &rvores imunes mostram que o processo de espalhamento nao € compacto, apresentando
uma dimensio fractal menor do que 2, em concordincia com a dimensao fractal dos aglome-
rados percolantes em duas dimensdes, sugerindo assim que este problema é semelhante aos
problemas cléssicos de percolagdo. Neste caso, se permitirmos que novas arvores cre¢am nas
regides por onde o fogo passou, observaremos a formagéo de aglomerados mais compactos
[50], e se fizermos entdo, a analogia com o problema da infeccao pelo virus da Herpes, a im-
plementacio de uma regra que simula a regeneracdo das células deverd diminuir a porosidade

das tilceras, e conseqiientemente, resolver esta questao.

5.2 O Modelo de Camelo-Neto & Coutinho

Camelo-Neto & Coutinho [26] estudaram uma versdo modificada do modelo de Landini e
colaboradores, dando énfase ao estudo da distribuigio global de tilceras e de células infectadas
no estado estaciondrio. As simulacdes foram feitas numa rede 100 x 100 com condicoes de
contorno peri6dicas e vizinhanca de Moore. Os resultados das simulagdes foram comparados
aos resultados obtidos por aproximacio de campo médio. Devido as semelhancas deste
modelo com o modelo de propagacio de fogo na floresta, foi dada grande énfase ao estudo
da regidio de parametros para os quais deveria ocorrer a criticalidade auto-organizada 3 [45].
Entretanto os resultados obtidos ndo sdo de modo algum conclusivos sobre a ocorréncia ou
nao desse fendmeno no modelo considerado. O aspecto importante da versao de Camelo-

Neto & Coutinho é o fato de levarem em conta a possibilidade de ocorrer regeneragao do

3criticalidade espontanea ou invariancia de escala na auséncia de um parametro de ajuste.
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tecido e recorréncia da infecgdo.
A versdo de Camelo-Neto & Coutinho inclui as regras do modelo anterior com algumas

modificagoes e mais duas novas regras:
(i) uma célula infectada morre no préximo passo de tempo;

(i1) uma célula permissiva torna-se infectada na presenga de pelo menos uma célula vizinha

infectada;

(iii) uma célula resistente torna-se infectada na presenca de pelo menos R > 1 células

vizinhas infectadas;

(iv) uma célula morta torna-se sauddvel com probabilidade p € [0, 1]. Esta nova célula tem
probabilidade g de ser permissiva e 1 — ¢ de ser resistente. Assim p é a probabilidade

de regeneragao da célula morta.

(v) uma célula sauddvel pode tornar-se infectada com probabilidade f mesmo que nio
tenha o nimero necessario de vizinhos infectados. Isto representa infec¢io por outros

meios, que nao por contato, e vai dar origem & recorréncia de infecgoes.

Observe que nesta versdo, uma célula resistente torna-se infectada na presenca de R vizinhos
infectados, ndo considerando como no modelo original as células mortas. Embora esse novo
conjunto de regras seja apropriado para descrever a propagacdo de incéndios em florestas
formadas por dois tipos de drvores com diferentes resisténcias ao fogo, certamente deixa
a desejar na modelagem da evolugdo de tlceras produzidas pela infecgdo pelo HSV. Por
exemplo, uma célula normal reproduz-se apenas quando instruida por sua vizinhanca, o que
garante ao tecido manter seu tamanho e arquitetura apropriados as necessidades do corpo,
de modo que a regeneracdo deve ocorrer a partir das bordas da tlcera e o tipo de célula que
surge (resistente ou permissiva) deve ser dado, por exemplo, pela regra da maioria.
Quando a reinfec¢do é introduzida no problema (f # 0), podemos distinguir duas si-

tuagoes possiveis que devem ser analizadas separadamente:

(i) uma na qual o pardmetro f é grande e o sistema é superexcitado, no sentido que
introduzimos uma célula infectada antes de o sistema ter se recuperado completamente

da infecgao anterior;
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(ii ) outra na qual f << 1/L, onde L é o tamanho da rede, de modo que a infecgio é
introduzida depois que o sistema ji relaxou. Nesta regido € possivel a ocorréncia de
criticalidade auto-organizada, SOC, que é resultado da evolugdo natural do sistema,
sujeito a uma pertubagdo lenta e constante, para um estado critico estavel no qual
a resposta do sistema obedece leis de poténcias em lugar de apresentar um tamanho

caracteristico e um decaimento exponencial.

Os resultados a seguir foram obtidos por nés a partir de simulagoes realizadas numa, rede
quadrada 100 x 100 com condicoes de contorno periédicas de modo a reproduzirmos os re-
sultados da simulagao realizada por Camelo-Neto & Coutinho. A condigio inicial em todos
os casos estudados foi sempre a mesma: 40% de células permissivas e 60% de células resis-
tentes, com uma célula infectada colocada no centro da rede. Observa-se entdo a evolugio
do sistema até que o estado estaciondario seja alcangado.

Na figura 5.21 (pontos) apresentamos um resultado tipico de simulacio obtido por Camelo-
Neto & Coutinho para as concentragoes de células infectadas e mortas no estado estacionério
em funcao da probabilidade de regeneragio p, para o caso f/p = 0.1 e ¢ = 0.6. Por questio
de praticidade j4 mostramos o resultado obtido pelo campo médio que serd discutido a se-
guir. H4 algumas discrepincias entre os resultados apresentados nesta figura (simulacio e
campo médio) e os resultados correspondentes apresentados nas figuras 1 e 2 do artigo de

Camelo-Neto e Coutinho [26]. Abaixo, listamos estas diferencas:

(i) a diferenca que surge no resultado da simulacio se deve ao fato de usarmos métodos
diferentes para determinar quando o sistema atinge o estado de equilibrio em cada
simulagdo. Camelo-Neto & Coutinho deixam os sistema evoluir por 100 passos de
tempo, e depois fazem média sobre os resultados dos préximos 100 passos. Nés, usamos
o algoritmo de Hiebeler e colaboradores [43] para determinar o ponto de equilibrio.
Neste algoritmo, a cada passo de tempo a concentragdo dos diferentes tipos de célula,
p;i, € medida. Depois de 100 passos de tempo, o coeficiente angular da reta obtida
através de p;(t) é calculado. Se o seu valor for menor que 10~* dizemos que o equil{brio
foi alcangado. Neste ponto a simulagdo termina e calculamos p; de equilibrio fazendo-
se uma média apenas sobre os ultimos 10 valores. Caso contrrio, o sistema continua,
evoluindo e o teste se repete a cada intervalo de 100 passos de tempo, até que seja,

satisfeito a condigao que estabelece o término da simulacdo.

(ii) ao reproduzirmos os cilculos de campo médio, verificamos que os resultados obtidos
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por simulagio sio muito bem descritos pela teoria de campo médio, ao contririo do
observado por Camelo-Neto & Coutinho. Esta discrepancia obtida pelos autores se deve
a um erro cometido por eles na iteracdo das equagOes para a densidade dos diferentes

tipos de células.

Ainda com relacdo 3 figura 5.21, podemos observar comportamentos qualitativamente
distintos entre os casos R = 1,2 e R > 4. O caso R = 3, apresenta um comportamento
dito de crossover entre os dois outros tipos distintos. Quando p — 0 a solugio de campo
médio para a densidade de céluas mortas diverge, de modo que devemos desconsiderar os

resultados obtidos nessa regido.
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Figura 5.21: Solugio de estado estaciondrio para as concentragdes de células infectadas e mortas
em funcio de p, para diferentes valores do pardmetro R, dado ¢ = 0.6 e f/p = 0.1. Cada ponto ¢
resultado da média sobre 200 simulacies independentes. Os resultados para R > 6 coincidem com

os de R = 5, de forma que ndo foram mostrados. As linhas continuas correspondem aos resultados

obtidos usando teoria de campo médio.

No que segue vamos nos concentrar apenas no caso f = 0, focalizando assim o efeito

da regeneracao do tecido afetado pelo HSV. Mostraremos alguns resultados referentes &
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evolucdo temporal da infegdo e & existéncia de diagramas de fase para os parametros p e ¢
que delimitam regides onde a infecgdo ndo propaga e regides onde a infeccdo persiste. Vale

ressaltar que estes resultados sdo originais.

5.2.1 Aproximagao de Campo Médio

Apesar de mostrarmos o resultado obtido a partir da teoria de campo médio para todos os
intervalos dos pardmetros p, ¢ e f, apenas o caso f = 0 serd tratado nas discussoes a seguir.
Mesmo eliminando-se a possibilidade de re-infecgdo (f = 0) o modelo ainda apresenta muitos
parimetros, de forma que uma analise tedrica, mesmo que aproximada, torna-se fundamental
para guiar o tipo de simulacao a ser realizada.

As equagdes que regem a evolugdo das concentracoes dos diversos tipos de células neste

modelo sdo dadas por:

Pt + 1) = pm(t) (1 — p) + pi(t)

(

pp(t +1) = pr(t) p g+ pp (1 — 6) (1 — f) (5.18)
(
(

pr(t+1) = pu(t)p(1 —q) + p- (1 —Tr) (1 - f) 5.19)
pi(t +1) = pp[(1 - ;) f + O] + pr [(1 = T'r) f + Tg) 5.20)
onde
pi(t) + pm(t) + pp(t) + pr(t) = 1 (5.21)
te= 3 (2) (o a— o (5:22)

e ©; é dada pela equagdo (5.7) e I'g é a probabilidade de que uma célula resistente tenha
R ou mais vizinhos infectados. Note que a partir dessas equagtes ndo é possivel re-obter
as equacgoes de campo médio do modelo de Landini e colaboradores, devido & diferenca nas

definicées de I'r e ®p. As solugdes de estado estaciondrio para as diferentes concentracdes

sdo dadas por (p # 0):

1
pm = P (5.23)
P =14 b (5.24
P (“)i-f'f(l—-@i) 2 )
Pi
T — ]. — =4 ’,—
1 1 —
pill+ =+ a + 9 =1 (5.26)

p Oi+7(1-0) Ia+Sf(1-Tr)
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Nas figuras 5.22 e 5.23 podemos comparar os resultados obtidos por campo médio e por
simulagdo para as concentragdes de equilibrio dos diferentes tipos de células em funcdo de
g. O aspecto importante é o aparecimento de uma descontinuidade para R > 3 separando o
regime em que a infecgdo é suprimida e o tecido completamente regenerado (pi = pm = 0)

do regime em que a infecgdo persiste indefinidamente (p; > 0).
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Figura 5.22: Estado estaciondrio na aproximacio de campo médio para as concentragdes dos diferentes
tipos de célula em funcio de g, para p = 0.6, f = 0 e diferentes valores do parametro R. Os resultados para

R > 4 coincidem com os de R = 4.
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Figura 5.24: Funcio g(p;) para p = 0.6, R = 3 e diferentes valores de ¢, mostrando a existéncia

de um ¢ critico.

A fim de localizarmos precisamente o valor de ¢ no qual a transicéio ocorre, é necessario
primeiramente reduzir o sistema de equagdes (5.23-5.26) a uma tnica equagdo para p;, a
saber, g (p;) = 0 onde

qg 1-—g¢

1
)= p; S+ -+ ] -1 5.27
9 () ”'(”p*eﬁ FR) (5.27)

Quando néo existir raiz no intervalo [0, 1] para essa equacio entdo a solucio é pi = 0. Na
figura 5.24 mostramos a funcio g (p;) para R = 3 (valor no qual a descontinuidade aparece),
p = 0.6 e vérios valores de ¢. Fica claro que a descontinuidade ocorre quando a curva toca
pela primeira vez a linha horizontal g(p;) = 0. A localizagio exata da transicao ¢é obtida
resolvendo-se simultaneamente as equagdes g(p;) = 0 and dg(p;)/dp; = 0. Os resultados
mostrando os valores de ¢, para os quais a descontinuidade ocorre e o valor da concentracio
de células infectadas no ponto de descontinuidade sio apresentados na figura 5.25. Essas
curvas de transicdo sdo extremamente importantes pois delimitam duas regioes distintas,
uma na qual a densidade de células infectadas é nula (& esquerda da linha de transicio dada
por g, versus p) e outra na qual a infecgio persiste (& direita da linha de transicdo dada por

gc Versus p).
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Figura 5.25: Diagrama, de fase, ¢ em funcdo de p obtido pela aproximacao de campo médio, para diferentes

valores de R, (a), e variacio da concentracdo das células infectadas no ponto de transicdo, (b), também em
funcgdo de p.

Se observarmos a figura 5.25, podemos notar algumas situagdes distintas. Para R = 2
as descontinuidades sdo observadas apenas na regidgo de p < 0.27. Japara R=3,4,5 ¢
6 as descontinuidades aparecem em toda regido de valores de p. A curva para R = 1 nao
aparece no grafico pois nao apresenta descontinuidade, ou seja, p; tem um comportamento
suave para todos os valores de p e ¢. Neste caso, ndo hd distin¢do entre células resistentes
e permissivas, de modo que a infecgio, em média, sempre consegue se espalhar. Estamos
entao na regiao em que a infecgdo persiste. Para R > 5 o comportamento torna-se suave
como no caso R = 1, mas, neste caso, estamos na regiao onde a infec¢do nao consegue se
propagar indefinidamente.

Para ilustrar o comportamento do sistema antes e depois da transicdo, na figura 5.26
mostramos a evolucio temporal das concentragées dos quatro diferentes tipos de células nas
duas regides delimitadas pela curva ¢, versus p obtidos por campo médio, e na figura 5.27 o
resultado de simulacido. Os parametros escolhidos foram R = 3 e p = 0.6. Podemos distinguir
duas situacoes distintas, uma na qual a infeccdo nao consegue se propagar indefinidamente

e outra na qual a infeccio persiste.
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5.3 Discussao

Usando o método de Monte Carlo dindmico, mostramos que a transicao de fase observada
no modelo de formacédo de ilceras para a infec¢iio do virus da Herpes proposto por Landini
e colaboradores [23] pertence & classe de universalidade da percolagdo usual [52].

Este resultado nio é trivial, visto que o processo de infecgdo se assemelha ao processo de
percolacdo por difusdo onde o crescimento da ilcera depende das caracteristicais locais da
rede, uma vez que o processo de decisdo sobre a infecgdo de uma célula resistente depende
do estado das células que compéem a sua vizinhanga.

A transicdo entre diferentes morfologias acontece de fato para R > 5, refletindo a nao
trivialidade da atuagao do parametro R no processo de percolacdo. Nos casos ndo criticos
(R < 5) a probabilidade de uma tlcera tipo amebéide ou irrestrita ser gerada é dada pelas
curvas suaves mostradas na figura 5.11, as quais sio independentes do tamanho da rede.
Similar ao modelo de fogo em floresta que ndo apresenta criticalidade [46, 47] o crescimento
desse tipo de tlcera pode ser caracterizado por frentes de infecgio com dimensdo fractal d;
cujo valor depende do parametro de resisténcia R (para R =1, df = 2).

De acordo com a literatura [40, 23, 48, 41], as tlceras amebdides sdo geralmente obser-
vadas em pacientes com o sistema imunolégico comprometido (por exemplo, pacientes com
HIV) ou quando o paciente faz uso inadequado de corticdides. No modelo, estas condicdes
correspondem a um decréscimo do grau de resisténcia dado pelo parametro R ou a um au-
mento na concentragio inicial de células permissivas dado por ¢. Portanto, a hipStese de
que a morfologia das tlceras é fungdo da suscetibilidade das células & infeccdo é confirmada.

Uma extensdo deste modelo no qual a regeneragio das células bem como a recorréncia
das infecgGes sdo levadas em conta, ji foi considerado na literatura por Camelo-Neto &
Coutinho [26]. Neste caso, o processo de espalhamento é muito semelhante ao processo de
fogo em floresta com drvores imunes que apresenta criticalidade. Em particular o pardmetro
de resisténcia R faz o papel de probabilidade de imunidade (sistema imunolégico), isto é
a probabilidade de que uma 4rvore ndo pegue fogo, apesar de ter um nimero de vizinhos
queimando [49, 50]. De acordo com os resultados de Grassberger [51], para o problema citado,
a tlcera formada deve pertencer a classe de universalidade da percolagio direcionada, j& que

estariamos levando em conta agora a regeneracdo das células.



Capitulo 6

Conclusao

O objetivo desta tese foi utilizar técnicas e conceitos da fisica estatistica para investigar
alguns modelos bem estabelecidos de evolucao pré-bidtica e de espalhamento de infecgoes via
processo de contato. A nocdo de replicador [53], entidade genérica capaz de se auto-replicar
seguindo um conjunto especifico de regras, e a andlise de espalhamento de Grassberger e
de La Torre [21] permitiram a unificagdo desses temas de pesquisa aparentemente distintos.
Igualmente importante foi a demonstracdo da equivaléncia entre as propriedades criticas dos
modelos considerados e as percolacoes direcionada e ordindria. Neste aspecto, acreditamos
ter contribuido tanto para a melhor compreensao dos modelos motivados pela bio quimica e
biologia, quanto para a fisica estatistica ao enfatizarmos a equivaléncia desses modelos, em
alguns casos, com versdes muito mais simples mas na mesma classe de universalidade.

A abordagem de questdes relacionadas & origem e estabilidade dos primeiros replicadores
(evolugdo pré-bidtica) tem sido, em grande parte, limitada & formulagdo deterministica da
cinética quimica de meios perfeitamente homogéneos ou misturas perfeitas [6, 14]. Nesta
tese, mostramos que é possivel tratar de forma sistematica e quantitativa um outro limite
extremo, no qual os replicadores permanecem fixos em suas posi¢ées (processo de contato)
em uma rede bidimensional. Deve-se mencionar que as teorias modernas para a origem da
vida apontam para o surgimento dos replicadores primordiais em superficies adsorventes,
que facilitariam a ocorréncia de reagoes quimicas muito improvaveis em um meio tridimen-
sional [54, 55]. As ferramentas de andlise nesse caso sio de natureza numérica, tendo sido
desenvolvidas no estudo da percolagdo direcionada [21]. Observamos a existéncia de uma

transi¢do de fase entre um regime caracterizado pela auséncia de replicadores e, portanto

auséncia de vida, e um regime caracterizado pela presenca de replicadores no sistema. Q
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fato dessa transi¢do ocorrer para valores finitos da taxa de replicacdo coloca uma dificuldade
adicional no cendrio de emergéncia da vida, uma vez que os replicadores deveriam surgir j4
com uma certa eficiéncia minima de replicagdo. De fato, se em principio j4 é improvavel
que um replicador qualquer surja espontineamente, ainda mais improvével é o surgimento
espontdneo de um replicador eficiente. Um cendrio mais aceitdvel seria descrito por um
modelo em que o estado absorvente (sem vida) fosse instdvel frente ao aparecimento de um
replicador com qualquer taxa de replicagdo ndo nula, mas nao conhecemos nenhum modelo
com essas caracteristicas. Do ponto de vista da mecénica estatistica de nao-equilibrio, o
modelo de replicadores hiperciclicos em uma rede bidimensional apresenta um diagrama de
fases bastante rico com transicoes de fase continuas e descontinuas separadas por um ponto
tricritico. Mostramos que a localizagdo desse ponto bem como a natureza da transicio podem
ser inferidas através da mudanca de comportamento qualitativo da dependéncia temporal do
nimero de replicadores e da probabilidade de sobrevivéncia de pequenas colonias de replica-
dores. Entretanto, no caso unidimensional a transigdo entre os regimes absorvente e ativo é
sempre continua e caracterizada pelos expoentes criticos da percolagio direcionada em 1+ 1
dimensdes (isto é, uma dimensdo espacial e uma temporal).

Devemos frisar que o problema de replicadores na rede, considerado nesta tese, é um

fenémeno de ndo-equil{brio pois a condigdo de balango detalhado [56]
P.W (a— )= PsW (8 = «) (6.1)

nao € obedecida. Aqui P, é a probabilidade de encontrar o sistema no estado o e W (a — B)
é a probabilidade de transicdo do estado o para o estado S, e similarmente para Pg e
W (B — a). De fato, seja a o estado absorvente vazio caracterizado pela auséncia de replica-
dores, e (8 o estado estacionario no regime ativo, de modo que Py > 0. ComoW (a— 8)=0
pela definigdo de estado absorvente e W (8 — ) > 0 pelas regras de evolugio temos que a
condigdo (6.1) ndo é respeitada no estado estacionario do regime ativo.

Uma vez determinadas as condiges necessdrias para que uma pequena colénia de re-
plicadores pudesse se estabelecer, como taxa minima de replicacdo e tamanho da coldnia
inicial, o préximo passo no nosso estudo foi a andlise da competicdo entre diferentes tipos
de replicadores. Ao contririo do previsto pela aproximacao de campo médio, obtivemos
que, para replicadores maltusianos (assexuados) no limite de processo de contato, nio &
certeza que uma espécie mais eficiente consiga invadir uma populacio j4 estabelecida de

replicadores menos eficientes. Quanto aos replicadores hiperciclicos restritos & replicacdo
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catalisada (sexuados), pudemos observar que uma populagdo ji estabelecida desses repli-
cadores pode, com uma certa probabilidade, ser invadida por replicadores mutantes mais
eficientes, contradizendo assim o resultado cldssico de campo médio que afirma que uma po-
pulacdo estabelecida de replicadores hiperciclicos nunca pode ser invadida por replicadores
do mesmo tipo, mesmo que muito mais eficientes. Um resultado importante, também obtido
na aproximacio de campo médio, é que nunca ocorre coexisténcia entre dois tipos diferen-
tes de replicadores. Isso é, de certo modo, surpreendente pois, em principio, a localizagao
espacial dos replicadores poderia levar & formagdo de aglomerados e, consegiientemente, a
coexisténcia dos replicadores.

A extensao natural do trabalho apresentado nesta tese, visando tornar o modelo mais
realistico, é a inclusao do processo de difusido local dos replicadores. Como veremos a se-
guir, a difusdo diminui o valor minimo da taxa de replicagio necessaria para estabilizar uma
colonia de replicadores maltusianos, aproximando-o do resultado obtido com a aproximacio
de campo médio. A inclusdo desse processo deve trazer resultados novos e interessantes,
especialmente no caso da competicao entre replicadores, visto que, conforme observado no
capitulo 2, pode levar & formagdo de padrdes espaciais com a compartimentalizacdo dos
replicadores, mudando assim de maneira significativa a seletividade e as caracteristicas evo-
lutivas do sistema. No que segue vamos mostrar alguns resultados preliminares do efeito da
difusao local sobre o crescimento de uma colénia de replicadores maltusianos em uma rede
bidimensional.

O processo de difusao local foi implementado seguindo a proposta de Boccara e colabo-
radores [28], na qual a difusdo ocorre a cada passo de tempo e é proporcional ao niimero
de sitios (ou células) ocupados. A constante de proporcionalidade denotada por p; pode
assumir qualquer valor no intervalo [0,1]: o caso p; = 0 corresponde ao limite de difusao
nula ou de posicao fixa estudado nesta tese, e o caso p; = 1 corresponde ao limite em que
todos os replicadores se movem (se possivel) a cada passo de tempo. Um replicador pode se
ImMover apenas para um sitio vazio em sua vizinhanca de von Neumann. Se houver mais do
que um sitio vazio, o sitio receptor é entao escolhido aleatoriamente entre os disponiveis. A

difusdo é implementada de acordo com as regras descritas a seguir:

(i) o nimero de replicadores que poderdo se mover na rede, a cada passo de tempo, é

proporcional & probabilidade de que ocorra difusao p,, definida no comego da simulacio.

Por exemplo, para p; = 0.1, se em um certo instante hd n = 50 sitios ocupados,
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entdo apenas np; = 5 deles poderdao deslocar-se para sitios vizinhos. O nimero de
replicadores que se movem é, em geral, menor que npy pois alguns dos replicadores

escolhidos podem nao ter vizinhos vazios.

(ii) Os replicadores que irdo se mover via difusdo sdo escolhidos aleatoriamente e movem-se
seqiiencialmente (um apés o outro), de modo que o autémato definido dessa maneira
é dito misto, pois as regras de evolugao sao implementadas de maneira simultianea
(sincrona) para todos os sitios, mas as regras de difusdo sio implementadas de modo

sequencial.

A aplicagdo do método de espalhamento de Grassberger e de La Torre [21] para o caso
de replicadores maltusianos (¢ = 0 e s > 0) em uma rede bidimensional com difusio é
bem mais problematica, pois para obtermos resultados confidveis torna-se necessario realizar
muito mais experimentos independentes (tipicamente 3 x 10°) para tempos mais longos
(tipicamente 2x 10 geragdes). Mesmo assim, os resultados obtidos ndo foram suficientemente
precisos para fazermos uma estimativa dos expoentes criticos dinimicos. J4 a localizacio da
transi¢do ou ponto critico 5. demanda muito menos precisio e, na tabela 6.1, mostramos os
valores obtidos para 3. quando variamos a probabilidade de difusdo, p;. Podemos observar
que os resultados das simulacdes aproximam-se dos da aproximagio de campo médio quando
aumentamos pg. Como estamos considerando apenas difusdo local, ou seja, os replicadores
$6 podem mover-se para sitios vizinhos, o resultado de campo médio nao é recuperado para
Pa = 1, j& que nessa aproximacdo a difusdo é global, ou seja, um replicador pode mover-se
para qualquer posicao disponivel na rede, independentemente de sua distancia ao replicador.

Finalmente, abordamos o problema de formagao de tlceras através de processos infeccio-
sos por contato que, pela sua prépria formulagio, adequa-se muito bem & aplicacio da técnica
de espalhamento de Grassberger e de La Torre [21]. De fato, no modelo considerado, todo
0 processo inicia-se com uma tnica célula infectada no centro de uma rede bidimensional
que passa entdo a infectar (ou ndo) células sadias vizinhas. O aspecto surpreendente deste
problema, sob o ponto de vista de fendémenos criticos, é o fato da transicdo de fase observada
entre o regime em que as ulceras formadas sdo auto-limitadas e o regime em que as tlceras
crescem até atingir as fronteiras da rede nio pertence a classe de universalidade da percolagio
direcionada, mas sim da percolacdo usual ou ordindria. Como o processo de espalhamento
da infecgao depende das caracteristicas locais da rede, como razdo entre o nimero de células

permissivas e resistentes e distribuicao espacial dessa células, esperdvamos que o problema
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Pd Sc

0 |0.4073(3)
0.02 | 0.3742(5)
0.1 |0.3190(5)

0.5 | 0.2765(5)
1 | 0.2660(5)

C.M. 0.25

Tabela 6.1: Estimativas para o ponto critico 3, para ¢ = 0 e diferentes probabilidades de difusdo

obtidas pela técnica de espalhamento. O resultado de campo médio estd indicado por C.M.

estivesse dentro da classe de universalidade da percolagao direcionada. Provavelmente, simi-
lar ao que acontece nos processos de epidemia, este fato deve estar relacionado a algum tipo
de saturacdo do pardmetro R, em analogia ao pardmetro R, definido como o nimero médio
de individuos infectados por sitio infeccioso. A continuag¢do desta linha de trabalho deverd
incluir elementos mais realisticos ao modelo bésico de Landini e colaboradores [23] como,
por exemplo, a possibilidade de regeneragdo com memdria das células mortas e a recorréncia
da infeccio. Neste sentido, o modelo de Camelo-Neto & Coutinho [26] traz alguns resultados
preliminares, como a existéncia de uma transicio entre uma regido onde a infecgio persiste e
uma onde ela acaba, bem como a possibilidade de observarmos o fenémeno de criticalidade
auto-organizada. Porém, uma abordagem mais realistica deve considerar que a regeneracio
das células comega pela borda, e que, o tipo de célula que surge deve obdecer a alguma regra

que mantém as caracteristicas do tecido, como tamanho e funcionalidade.



Apéndice A
Anadlise de Espalhamento

No caso de sistemas estocdsticos finitos em que existe um estado absorvente (vdcuo ou rede
vazia) resultante do decaimento ou degradagio das particulas ou moléculas, temos que qual-
quer estado estaciondrio ativo, caracterizado por uma densidade ndo nula de particulas, é
necessariamente meta-estavel. De fato, a probabilidade de uma flutuagio levando ao de-
caimento simultineo de todas as particulas e & conseqilente extin¢do da colénia, embora
pequena para sistemas grandes, ndo pode ser desprezada!. A probabilidade de ocorréncia
desse evento torna-se aprecidvel nas vizinhangas de um ponto critico (denotado generica-
mente por k. neste apéndice) sendo por isso muito dificil a obten¢do de boas estimativas
para os expoentes e pontos criticos através de simulagbes que envolvam a obtencdo de um
estado estaciondrio. Uma forma de evitar essas dificuldades é considerar o comportamento
dinamico do sistema, caracterizando-o por expoentes criticos dindmicos e relacionando-os
com os expoentes estdticos tradicionais. O objetivo deste apéndice é descrever de forma
sucinta a técnica da andlise de espalhamento (do inglés ‘spreading analysis’) proposta por
Grassberger e de La Torre [21, 22, 33|, denominada algumas vezes de Monte Carlo dinamico,
que sera usada de forma extensiva nesta tese.

De forma genérica, vamos admitir que o diagrama de fases do sistema infinito em questao
seja gerado pela variacdo de um Wnico parimetro de controle k (temperatura, taxa de re-
plicacdo, etc ...) e apresente uma regido subcritica (k < k), onde o estado absorvente
(p = 0) é a tnica fase estdvel, e uma regido supercritica (k > k), onde existem outras fases
(estado ativo) de densidade ndo nula (p > 0). Vamos supor que quando k aproxima-se de

k. na regido supercritica a densidade de particulas ou sitios ativos aproxima-se de zero da

INeste contexto, a afirmacdo ‘E impossivel que o improvavel nunca aconteca.” é bastante adequada.
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forma
p~ AP (A.1)
onde

A=k~—k, (A.2)

é uma medida da distdncia ao ponto critico e 4 > 0 é um expoente critico (8 = 0 descreve
um comportamento descontinuo de p em k).

Vamos considerar o comportamento assintético da dindmica (f — oo0) no caso em que
iniciamos em ¢ = 0 com apenas uma particula na origemr = 0 e A ~ 0. De acordo com
a hipdtese de escala, esperamos que qualquer fungdo de r, ¢, e A seja fungio de r?/#* e
AtY”1 multiplicada por poténcias de t ou A, onde z > 0 e vy > 0 sao expoentes criticos
dindmicos. A dependéncia em r? explica-se pela invaridncia rotacional em torno da origem,
ou seja, ndo hd uma dire¢do preferencial para a propagacio da atividade iniciada em r = 0.
Por outro lado, para ¢ — oo esperamos que o sistema seja homogéneo, isto é, os observiveis
ndo dependam de r, daf entdo a dependéncia espacial da forma r?/t*. A dependéncia em
At'" garante que exatamente no ponto critico (A = 0) os observéveis obedegam 3 leis de
poténcia em %, ou seja, que ndo haja um tempo caracteristico de decaimento. Em particular,

escrevemos a densidade de particulas como
p(r,1) ~ 172 F (2 [17, At (A.3)

onde 7 é um outro expoente critico dindmico, D é a dimensionalidade do sistema, e F é uma

funcao de escala. Uma vez que o nimero médio de particulas é definido por

(n) = /dDrp(r,t) (A4)

podemos efetuar a integracio usando a hipétese de escala acima e obter
(n) = 171 (At'/) (A.5)

onde f é outra fun¢do de escala tal que f(0) > 0. Note dai a conveniéncia da escolha do
expoente de ¢ na equagio (A.3).

Outra grandeza de interesse é a probabilidade de sobrevivéncia p(t), ou seja, a proba-
bilidade de que haja pelo menos uma particula no sistema no instante t. E claro que essa,
grandeza global ndo depende de r e, de acordo com nossa hipétese de escala, deve obedecer

a uma equagao do tipo

p(t) ~ (At ) (A.6)
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onde § é mais um expoente critico dindmico e ¢ é uma fun¢io de escala tal que ¢(0) > 0.
Usando a expressdo de p(r,t) dada em (A.3), podemos obter outra grandeza global im-

portante, a saber, o raio de giragio quadratico médio,
1
) =75 [ @Pr xa(x,t) ~ ¢ g(At ) (A7)

onde g é uma func¢do de escala tal que g(0) > 0.

E interessante observar que os expoentes criticos dindmicos 7, ¢ e z estdo relacionados
com a dimensdo fractal d; dos aglomerados de particulas no ponto critico. De fato, o
nimero médio de sitios ativos por simulagdo é dado por N(t) = n(f)/p(t) mas, por outro
lado, podemos definir ds tal que N ~ 79 . Usando as leis de escala para n, p e r? no ponto
critico (A = 0) obtemos

n+9

= . A.
dp =22 (A.8)

As equagoes (A.5), (A.6) e (A.7) representam o nicleo da técnica numérica de espalha-
mento de Grassberger (Monte Carlo dindmico). Na prética, o método consiste em iniciarmos
a simulacdo do sistema numa configuracdo préxima & extin¢do (ou ao estado absorvente).
Por exemplo, no caso do estudo da replicacdo de uma espécie, a rede inicial deve conter ape-
nas um numero muito pequeno (quando possivel apenas um) de sftios ocupados no centro
da rede e os sitios restantes devem estar vazios. Naturalmente, a configuracao inicial deve
ser tal que exista uma probabilidade ndo nula de que a espécie sobreviva ao préximo passo

de tempo. A evolugdo do sistema no tempo € entdo acompanhada e as seguintes grandezas

globais sao medidas:
(i) (n(t)): nimero médio de sitios ativos;
(ii) p(¢): probabilidade média de sobrevivéncia; e
(ili) (r?(¢)): raio de giragdo quadrético médio.

Sdo simuladas diversas redes (experimentos) independentes, tipicamente 10? a 10°%, e a cada
instante ¢ as grandezas acima sao medidas para cada experimento e o valor médio calculado.
Para uma rede particular, a probabilidade de sobrevivéncia toma o valor 1 se houver pelo
menos um sitio ativo (ocupado ou infectado, dependendo do problema) ou 0, caso contrério.
Assim, a probabilidade média de sobrevivéncia p(t) d4 a fragio de experimentos que apre-
sentam pelo menos um sitio ativo no instante ¢. J4 o raio de giracdo mede o espalhamento

dos sitios ativos na rede em relagdo ao seu centro de massa, que coincide com a origem pela
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simetria da dindmica. Deve-se ressaltar que para o cdlculo do raio de giracdo quadrdtico
médio r?(t) a média é realizada considerando-se apenas as amostras sobreviventes no ins-
tante ¢, enquanto que para o nimero médio de sitios ativos n(t), a média é feita sobre todas
as amostras, incluindo as que nao sobreviveram para um dado instante ¢.

O comportamento temporal das grandezas médias n, p e r? deve ser obtido para diferentes
valores do parametro de controle &, préximos ao valor critico k.: se as hipéteses de escala
forem corretas, esperamos que na regiao critica os graficos log-log de n(t), p(t) e r*(¢) contra
t sejam retas cujas inclinagées correspondam aos expoentes criticos dinimicos. Igualmente
importante é a observagio de que os desvios para cima (regido supercritica) ou para baixo
(regido subcritica) em relagdo & reta critica podem ser utilizados para estimar o ponto critico
k. com uma enorme precisdo numérica. Uma estimativa mais cuidadosa dos expoentes
criticos dindmicos é obtida através da andlise da derivada local dos expoentes. Por exemplo,

no caso de 0 essa derivada é definida como

_s(p) = np(0/p(t/2)]

Inz

(A.9)

onde z é um fator de suavizacdo da curva (tipicamente z = 5). Para tempos longos esperamos

o seguinte comportamento [21, 22, 33]

o(t) ~ 6 +

| &

(A.10)

onde a é uma constante independente de ¢. Dai o expoente & pode entao ser estimado com
precisdo a partir da intersecgdo da curva critica com o eixo das ordenadas no gréfico de §(t)
versus 1/¢. Expressdes similares podem ser derivadas para os demais expoentes z e 7.
Outra observacdo fundamental para a correta aplicagdo da técnica da andlise de espa-
lhamento € que o tamanho da rede L x L deve ser tal que possamos garantir que bordas
nao sejam nunca atingidas no instante de observacdo t. Desse modo podemos afirmar com
seguranga que os resultados obtidos sdo completamente livres de efeitos de tamanho finito.
O expoente v que governa, a divergéncia do comprimento de correlagio temporal pode ser
estimado considerando-se o regime subcritico (A < 0). De fato, o comportamento assintético
das fungGes de escala para ¢ = AtY/"l — —oc é obtido lembrando que longe do ponto critico
as correlagdes sdo de curto alcance, de modo que tanto p(t) como (n), equagdes (A.5) e (A.6),
devem corresponder a um decaimento exponencial. Isso determina a forma das funcdes de

escala f(£), ¢(£) e g(£), a saber,

i

f(&) ~ (=& ™m0 (A.11)
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$6) ~ (—€)ne-const (&) (A.12)
g(6) ~ (=&t (A.13)

para £ — —oo. Os pré-fatores sdo fundamentais para que os fatores multiplicativos em ¢ nas
equacdes (A.5) e (A.6) desaparegam e p(t) e (n) correspondam a decaimentos exponenciais.
A exponencial ndo aparece na expressio para g(£) devido ao cancelamento dos fatores expo-
nenciais no numerador e denominador da equagdo (A.7). Com a escolha de g temos (r?) ~ ¢
o que corresponde a um processo difusivo normal na rede. Esses resultados permitem a
obtencdo imediata do expoente critico 1| que governa o decaimento exponencial dos sitios
ativos na fase absorvente (subcritica). Por exemplo, a partir do coeficiente angular do grafico

de In{n) contra ¢ podemos determinar a constante de decaimento temporal A definida como
A = —const”. A" - (A.14)

para vérios valores de A e, a seguir, determinar v através do gréifico log-log de A versus A.

Vamos considerar agora o caso supercritico A > 0 de modo que o regime assintético
corresponde a £ = At/YI — oo. Lembrando que o sistema é infinito, neste regime temos
que Poo = lim;_,, p(t) é ndo nulo. Para que isso ocorra o fator t =% na equacio (A.6) deve ser

cancelado e, portanto, essa equagdo fica escrita na forma

p(t) = ASpH(AL/™) (A.15)

onde
P(E) = £ (£). (A.16)

Naturalmente, para que pe seja finito, devemos ter limg o 9(€) finito também, de modo

que po, ~ A¥I°. Pode-se mostrar? que py, e p, dado na equagio (A.1), devem ter os mesmos

expoentes criticos, de forma que

8= I/||5 (A.17)

8(€) ~ const. & (A18)

para £ — oc.
No caso em que os aglomerados de particulas sobrevivem (regime supercritico), vamos

supor que a densidade de particulas seja constante dentro de uma esfera de dimensdo D que

%A prova, bastante complicada, encontra-se no apéndice A da referéncia [21)
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se expande a uma velocidade constante v. Dai
()12 x const. v t (A.19)
para A > 0 fixo e t = co. Combinando este resultado com a equagdo (A.7) obtemos
v ~ AGEDY (A.20)

para A — 0,. Esses resultados sio 1teis pois permitem-nos derivar uma relagao entre os
expoentes criticos dindmicos. Especificamente, consideremos o niimero médio de particulas
(n) para tempos longos. E claro que essa grandeza, pode ser escrita como o produto de trés
termos: a probabilidade de sobrevivéncia da colonia (p), a densidade de particulas (p) e o

volume da colénia (= (r2)P/?):
(n) & const. p peo (r?)P/2 ~ AW+(-2/2nD 4D (A.21)

onde usamos 8 = 1)d juntamente com as equagdes (A.1), (A.19) e (A.20). Comparando com

a equacdo (A.5) obtemos a relacdo de hiperescala
Dz =2n+44 (A.22)
bem como a forma explicita da fungéo de escala f(£),
F(€) = const. €2+1-2/DD¥1 = congt. P~ (A.23)

para £ — oc.

Finalmente, vamos considerar agora a fungdo de correlagio de duas particulas no regime
supercritico, de modo a introduzirmos o expoente v, que governa o comportamento do
comprimento de correlagao espacial préximo ao ponto critico. De acordo com a hipétese
de escala, a probabilidade conjunta p™®(r) de que haja uma particula na origem e outra na
posicao r tem a forma

PP (r) ~ APR(| x| A™) p? (A.24)

onde 5’ e v, sdo expoentes criticos e R(u) é uma funcgio de escala. Aqui p é a densidade de
particulas no equilibrio, equacdo (A.1). Tomando | r | = co para A > 0 fixo e notando que

as correlagdes no regime supercritico sdo de curto alcance podemos concluir que p®@(r) — p?

levando a §' = 0 e lim,, R(u) = 1. Por outro lado, seguindo a formulacdo anterior o
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argumento da funcdo de escala deveria ser escrito como At'/I. Isso é possivel notando-se

que | r |~ t*/2, equagio (A.7), de modo que

u = |r|A™ (A.25)
~ (Agea)™ (A.26)
~ e(ae/) (A.27)
onde g(£) =&+ e
v, = zy/2. (A.28)

E importante enfatizar que as equagtes (A.17) e (A.28) permitem-nos relacionar os ex-
poentes criticos dindmicos com os expoentes criticos estdticos tradicionais 8 e v, associados
ao comportamento do parametro de ordem préximo & transi¢do e ao decaimento da fungio

de correlagio espacial, respectivamente.



Apéndice B

Observacoes sobre as condicoes de

contorno

Podemos entender por que a simulagao de redes finitas com condicdes periédicas de contorno
¢ util para o estudo do estado estaciondrio de redes infinitas, se observarmos que o resultado
obtido para o valor da densidade de sitios ativos p é 0 mesmo nos dois casos. Dada. a condicao
inicial onde temos quatro sitios ocupados no centro da rede, podemos observar na figura
B.1 a comparac¢do da solugdo de estado estaciondrio obtida para uma rede bidimensional
de tamanho L = 23 usando condicdes de contorno periédicas e a solucio para uma rede
infinita na qual observamos a densidade de sitios ocupados p apenas em um rede “virtual”
de tamanho L = 23 cujo centro coincide com o da rede infinita.

No caso da rede com condigdes de contorno periédicas, o estado estaciondrio é deter-
minado usando o seguinte procedimento. p é medido a cada passo de tempo e, apés 100
passos, o coeficiente angular da reta que interpola os dados de p(t) é calculado. Se o valor
deste coeficiente for menor que 10™* dizemos que o equilibrio foi alcancado. Neste ponto a
simulagdo termina e calculamos o valor final de p no equilibrio fazendo-se uma média apenas
sobre os iltimos 10 valores. Caso contrario, o sistema continua evoluindo e o teste é repetido
a cada intervalo de 100 passos de tempo, até que a condicio que estabelece o término da

simulacao seja satisfeita.
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I i l 1 l i l 1
200 250 300 350 400

Figura B.1: A curva continua mostra a evolucio temporal da densidade de sitios ativos p em uma
subrede 23 x 23 no centro de uma rede infinita para € = 1 ¢ § = 0. J4 o simbolo é o resultado

obtido usando condigoes de contorno periédicas para uma rede 23 x 23.



Apéndice C
Analise de estabilidade no equilibrio

Seja p’ o valor de p no préximo passo de tempo e T'(p) uma funcio arbitriria que transforma,
p em p', tal que:
P =T(p). (C.1)

A solucdo de equilibrio (ou solugio estaciondria), p, deve satisfazer 3 condicdo p’ = p = p.
Este pode ser um equilibrio estavel ou instdvel. Intuitivamente, esperamos que no caso de
equilibrio estdvel se iniciarmos a recorréncia no ponto p+e¢, onde € é uma pequena pertubacio,
entdo o sistema devera voltar ao ponto p. Isso equivale a dizer que T (p + ¢€) (isto ¢, o ponto

na préxima iteragio) estd mais préximo de p do que p + €, ou seja,

T@H+e)—p < p+e—p

< € (C.2)

Para € pequeno podemos expandir a fungdo T" em série de Taylor e manter a ordem mais

baixa,
, o dT(p)| | € &*T(p)
T = T —_r — .
(p+e€) (p) + € i |A+2! e ﬁ+
dT
~ T(p) + e T8 (c3)
dp 5

Lembrando que por defini¢do T'(p) = p podemos reescrever esta equacio como

. dT dp’

T{p+e) —pre (p) =P (C.4)
ap | dp |5

Comparando essa equagao com a desigualdade (C.2), que define matematicamente a nocio

de equilibrio estdvel, concluimos que a condigdo para que p seja um ponto fixo estivel é
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simplesmente
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