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RESUMO

OLIVEIRA NETO, F. Hamiltoniano Intensity Dependent na teoria do laser. 2016. 73 p.
Dissertacdo (Mestrado em Ciéncias) - Instituto de Fisica de Sdo Carlos, Universidade de Séo Paulo,
Séo Carlos, 2016

Tem-se como intuito desse projeto a construcdo e o desenvolvimento de um Hamiltoniano
intensity dependent, cuja interacdo entre radiagdo-matéria dependa do nimero de fétons que
residem dentro da cavidade do laser. O Hamiltoniano de Jaynes Cummings é tradicionalmente
conhecido por descrever a interacdo radiacdo-matéria, e através de uma modificacdo efetuada
no mesmo, criando um Hamiltoniano n&o-linear em termos dos operadores de criagéo e
aniquilacdo, pretende-se obter uma nova distribuicdo do numero de fétons dentro de tal
cavidade, bem como uma nova estatistica em relacdo ao modelo usual de laser. Para tal,faz-se
uso de um modelo de a&tomo de dois niveis para a descricdo da matéria dentro da cavidade,
bem como conhecimentos de informacédo e ptica quantica para o desenvolvimento e anélise
dos resultados obtidos, como o fator Q de Mandel, juntamente com aplicacdes de
Hamiltonianos ndo lineares, necessarios para o entendimento do projeto. Finalmente, discute-
se as consequéncias da nova distribuicdo; suas semelhancas e suas diferencas em relacdo a
tradicional, focando nos papéis dos parametros do laser.

Palavras-chave: Informagéo quéntica. Optica quantica. Hamiltonianos néo lineares. Teoria do

laser.






ABSTRACT

OLIVEIRA NETO, F.. Intensity dependent Hamiltonian in the laser theory. 2016. 73 p.
Dissertacdo (Mestrado em Ciéncias) - Instituto de Fisica de Sdo Carlos, Universidade de Sdo Paulo,
Sao Carlos, 2016

The purpose of this work is the construction and development of an intensity dependent
Hamiltonian, whose interaction between radiation and matter depends on the photon number
inside the laser cavity. The Jaynes Cummings’s Hamiltonian is traditionally known because
of its description of the radiation-matter interaction, and through a modification on this
hamiltonian, building a non-linear hamiltonian in terms of the creation and anihilation
operators, we intend to obtain a new distribuition of the photon number inside the laser cavity,
as well as a new statistics regarding the usual laser model. In order to do it, we use two levels
atom model to describe the matter inside the cavity, as well as knowledge of quantum optical
and quantum information to develop and analyze the obtained results, like the Mandel Q
parameter, along with the non-linear hamiltonian applications, necessary to understand this
project. Finally, we discuss the consequences of its new distribution, its similarities and
diferences about the traditionals, focusing on the roles of the laser parameters.

Keywords: Quantum information. Quantum optics. Non-linear Hamiltonians. Laser theory.
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1 INTRODUCAO

1.1 Sobre a Mecanica Quantica

Um dos ramos mais importantes da fisica, a Mecanica Quantica, teve seus primeiros
passos na segunda metade do século XIX, com o problema da radiacdo de corpo negro,
estudado por Gustavo Kirchhoff, sendo posteriormente sugerido por Ludwig Boltzmann que
os estados de energia de um sistema fisico poderiam ser discretos. Anos depois, surgiu a
hipdtese de Planck, em 1900, de que toda a energia € irradiada e absorvida na forma de
elementos discretos chamados quanta. Segundo Planck, cada um desses quanta tem energia
proporcional a frequéncia v da radiacdo eletromagnética emitida ou absorvida: E = hv. Mas
talvez um dos momentos iniciais da Mecénica Quéantica mais conhecidos seja 0 do atomo de
Bohr, mesmo com todas as suas limitagOes e falhas em descrever diversos fenémenos. Nele se
evidencia os niveis discretos de energia, assim como as érbitas bem conhecidas (entrando em
contradi¢cdo com o principio de incerteza de Heisenberg). Apesar da simplicidade inicial, hoje
a teoria conta com um alto grau de complexidade em seu formalismo matematico,
descrevendo um certo sistema através de uma funcdo de onda [¢) = };C;|y;), onde
Ci = (Y;|yY) e [Y;) € um dos possiveis estados para tal objeto de estudo. Nesse formalismo
temos a probabilidade de obter-se o estado 1; em uma dada medicdo igual a p; = |C;|?,
revelando a natureza probabilistica da teoria.

Atualmente a teoria se tornou popular mesmo ao publico leigo, principalmente devido
ao delicado conceito de superposicdo coerente de estados distintos de um determinado
sistema, tendo como exemplo o gato de Schréedinger. O conceito de que tal sistema pode
estar simultaneamente em varios dos possiveis estados é deveras abstrato, e, seguindo a
interpretacdo da Mecénica Quéntica de Copenhagen, apés efetuada a medicdo a funcdo de
onda do sistema colapsa, ndo permitindo mais diversos estados distintos, mas sim unicamente
aquele fornecido pelo ato da medicdo, alterando a fungdo de onda instantaneamente para
refletir tal resultado. Este é um ponto sensivel que causa desconforto a qualquer cientista,
tendo em vista que um sistema qualquer que esta em um estado puro geral, ou seja, uma
superposicao linear de diferentes estados, tem sua evolugdo temporal regida pela equacéo de
Schréedinger, que nos fornece um operador de evolucdo unitario, de forma que o processo de
evolucdo é reversivel. Todavia, quando uma medicdo é realizada, acarretando o colapso da

funcdo de onda, ndo é mais possivel retroceder o sistema ao antigo estado de superposicéo,
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perdendo entdo o carater probabilistico e assumindo uma natureza deterministica. Existem
muitas outras interpretacbes que buscam sanar esse problema, além de outros ndo
mencionados. Da colecdo de interpretaces da Mecanica Quantica emergem as principais
como Interpretacdo de Muitos Mundos, Interpretacdo Transacional e Interpretacdo de Bohm
que se diferenciam da Interpretacdo de Copenhagen em diversas formas, tais como a
quantidade de universos presentes, a existéncia de varidveis ocultas (a respeito do carater
probabilistico da Mecénica Quantica ndo ser fruto da falta de conhecimento de hipotéticas
variaveis escondidas), determinismo, colapso da funcdo de onda entre outros topicos.

Outro produto marcante do formalismo quéntico, além da superposicdo de estados, é
que ele possibilita uma descricdo ndo-local de eventos. Esse carater ndo-local da Mecénica
Quantica tem sido objeto de diversos debates ao longo dos anos. No ano de 1935, Einstein-
Poldolsky-Rosen (EPR) (1) argumentam, com embasamento em um “experimento
idealizado”, que a Mecanica Quantica seria um teoria incompleta. Contudo, esse
“experimento idealizado” de EPR possibilita, na hipotese de que a Mecénica Quéntica fosse
um teoria completa, a presenca de fendmenos ndo-locais. Se considerarmos um par
correlacionado de EPR preparado inicialmente num estado do tipo singleto, por exemplo, a
ndo-localidade revela-se através da medida, num dado estado, sobre uma das particulas que
constitui o par. Esta medida projeta instantaneamente a outra particula num estado ortogonal
aquele da primeira particula. Entretanto, na escassez de uma situacdo experimental palpavel
para provar a localidade na Mecénica Quantica, esta discussao sobre os fundamentos da teoria
permaneceu, por muitos anos, no plano filosofico.

O cenério, todavia, mudou definitivamente quando, em 1964, J.S. Bell formulou o que
se conhece hoje como “desigualdades de Bell”, (2) que seriam sempre verdadeiras para
qualquer teoria que satisfizesse nogdes ‘“intuitivamente razoaveis” de realidade e de
localidade.

Entre o grande numero de resultados derivados ao longo dos anos pela Mecénica
Quéntica, um dos mais fascinantes € que esta teoria viola as desigualdades de Bell, o que tem
se comprovado ao longo das Gltimas décadas de experimentos, impulsionando o entendimento
da natureza quantica.

O estimulo fornecido pelas desigualdades de Bell acarretou nas década seguintes o
desenvolvimento de diversas técnicas experimentais para o controle minucioso de sistemas
quanticos individuais. Por exemplo, métodos para o aprisionamento de um unico ion atémico

(3) tém permitido a realizacdo de testes da natureza fundamental da Mecénica Quéntica —
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como por exemplo a ndo-localidade (4) e a decoeréncia de estados (5) - além de possibilitar
uma plataforma singular para a implementagdo de operagdes logicas quanticas. (6)

Principalmente ao longo das duas ultimas décadas, diversos estudos tedricos e
implementacdes experimentais envolvendo processos de interacdo radiacdo-matéria em ions
aprisionados e eletrodinamica quantica de cavidades (EQC), tém sido realizados. Podemos
citar como exemplo, a prepara¢do de superposi¢ao de estados do tipo “gato de Schrodinger”,
da forma ) « (Jae’®?) + |ate™®?)), com [a|?> ~ 10, em cavidades de alto fator de
qualidade (alto-Q) (7) e em ions aprisionados (8), 0 que tem permitido a investigacdo da
coeréncia quantica mesoscopica. Ademais, a preparacdo de uma variedade de estados nao-
classicos foi reportada no &mbito da EQC (9-11) e de ions aprisionados. (12-13) A geracgdo e
a deteccdo de estados de Fock do campo de radiacdo foram demonstrados experimentalmente
(14) e as oscilacBes de Rabi de &tomos em estados circulares de Rydberg foram medidas, (15)
revelando a natureza quantica do campo de radiacéo. (16)

Apesar de ainda ser uma teoria em andamento de formulacdo, sujeita a eventuais
correcOes e novas interpretagdes, 0 sucesso da Mecénica Quantica certamente reside no seu
éxito em explicar os mais diversos fendmenos de forma satisfatoria, bem como a sua
estrondosa gama de aplicacdes, fazendo parte desde campos de estudo microscopicos como
particulas elementares até macroscépicos como supercondutividade, entre tantas outras areas
de conhecimento que s&o adicionadas a cada dia. Podemos considerar também que houve um
grande salto tecnoldgico devido a conquista da computacdo quantica, que utiliza estados de
superposicdo coerente para a construcdo de seu bit quantico, ou g-bit, que desta forma

consegue processar mais informacgdo, maximizando assim seu desempenho.
1.2 Sobre a Teoria da Luz

A natureza da luz tem sido discutida ha milénios, e por muito tempo foi causadora de
discussdes calorosas entre cientistas contemporaneos. As primeiras ideias atomisticas
surgiram na Grécia antiga, sugeridas pelo filésofo Lucréecio, no entanto a grande credibilidade
do comportamento corpuscular da luz se da devido ao famoso fisico inglés Isaac Newton, cujo
seguidores deram continuidade ao seu desenvolvimento a partir do século XVIII. Todavia,
embora a competéncia e reputacdo de Newton fossem quase inquestionaveis, ainda sim seu
trabalho sobre a natureza da luz sofreu diversas criticas de cientistas de renome, tais como
Robert Hooke e Christiaan Huygens, que possuiam ideias opostas, acreditando no

comportamento ondulatério da luz, sendo motivados, por exemplo, pelo fenédmeno da
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difracdo. Posteriormente foram realizados experimentos sobre interferéncia e difragdo, por
Thomas Young e Augustin Fresnel, que demonstraram a existéncia de fendbmenos opticos, que
eram incompativeis com a teoria corpuscular da luz, sendo possiveis apenas atraves da teoria
ondulatéria. As novas descobertas continuaram a desbancar a teoria corpuscular, como a
descoberta de J. B. L. Foucault, no século XIX, de que a luz se deslocava mais rapido no ar do
que na agua, o que contrariava a teoria corpuscular de Newton, que afirmava que a luz deveria
ter uma velocidade maior na 4gua do que no ar. Aos poucos a teoria corpuscular foi sendo
rejeitada devido ao aperfeicoamento da teoria ondulatoria de Young e Fresnel.

E indubitavelmente digno de se notar a beleza contida no que se seguiu. Até entfo, a
maior parte do conhecimento cientifico era empirico. Mesmo cientistas incontestavelmente
competentes, como Michael Faraday, se apoiavam mais em seus instintos do que em uma
solida base matematica, e ainda assim auferiram realizar excitantes descobertas e até mesmo a
compreensdo de diversos fendmenos. Nao obstante, “o melhor ainda estava por vir”. E veio
justamente através de um jovem cientista, inspirado justamente pelo trabalho de Faraday:
James Clerk Maxwell. O fisico escocés foi capaz de relacionar os fenbmenos elétricos aos
magnéticos, que eram separados na época, fazendo uso de um pequeno conjunto de equacdes
diferenciais. O que antes eram 20 equacGes com 20 variaveis diferentes, Maxwell, utilizando-
se de um erudito conhecimento matematico, com sucesso formalizou toda a informacdo em
apenas 4 equacdes; as conhecidas equacdes de Maxwell, que ndo apenas abrigavam sem perda
de generalidade a bagagem anterior, mas também indicaram a existéncia de ondas feitas de
campos elétricos e magnéticos oscilantes que viajam no espaco vazio a uma velocidade bem
conhecida na época, a velocidade da luz . Em 1864 Maxwell ainda escreveu: "Os resultados
apontam que luz e magnetismo sdo produtos de mesma origem, e que luz é um disturbio
eletromagnético propagado através do campo, regido pelas leis do eletromagnetismo".

Como resultado de tantos avancos por parte da teoria ondulatoria, a teoria corpuscular
foi quase abandonada, indicando que a natureza da luz era puramente ondulatéria. Todavia, ao
tentar incluir a emissdo fotoelétrica, a entdo aclamada teoria ondulatéria se mostrou
contraditéria, incapaz de explicar tal fendbmeno. Entrou em cena, entdo, Albert Einstein, que
fazendo uso das ideias de quantizacdo de Max Planck, obtendo éxito em demonstrar que um
feixe de luz é constituido de pequenos pacotes de energia, os fétons, como conhecemos hoje,
foi capaz de explanar o fendmeno da emissdo fotoelétrica. Desta maneira, o carater
corpuscular da luz ressurgiu, indicando uma dualidade na natureza da luz que perdura até

hoje: A dualidade onda-particula.
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Anos depois, em 1953, Charles Hard Townes, James P. Gordon e Herbert J. Zeiger
produziam o maser, um dispositivo similar ao laser, que produz microondas, em vez de luz
visivel, sendo foco de estudo de alguns anos depois. (17) No entanto, 0 maser de Townes ndo
tinha capacidade de emitir as ondas de forma continua, que so foi ser possivel uma década
depois, contribuicdo de Nikolai Basov e Aleksander Prokhorov, da Unido Soviética,
ganhadores do Prémio Nobel em 1964, que usaram duas fontes de energia com niveis
diferentes para resolver o problema da emisséo continua. O termo LASER so6 foi introduzido
no artigo: The LASER, Light Amplification by Stimulated Emission of Radiation. (18) Hoje em
dia, as areas envolvidas, como fotdnica e Optica, sdo umas das que mais contém possibilidades
de aplicagdo tecnologica, atuando em campos que variam desde medicina em tratamento de
doencas, instrumento de cauterizacdo e/ou corte até ramos industriais, como gravacao/leitura
de dados e ferramenta de molde.

Apesar de suas incontaveis aplicacfes préaticas, a teoria do laser continua sendo
desenvolvida por diversos autores, como o estudo do laser de um &tomo, (19-21) a fim de se
encontrar e desenvolver novos estados da luz e/ou melhorias na intensidade, largura de linha

etc.
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2 REVISAO SOBRE TOPICOS RELEVANTES

2.1 CONCEITOS BASICOS SOBRE MECANICA QUANTICA

A seguir faremos uma revisdo basica sobre alguns tdpicos relevantes para este
trabalho, de forma a deixar o leitor mais familiarizado, embora n&o aprofundado, com

algumas técnicas e/ou conceitos que sdo fundamentais para o entendimento deste trabalho.
2.1.1 O formalismo do Operador Densidade

A teoria quantica é capaz de prever os resultados de uma medida e valores médios de
observaveis a partir do conhecimento do estado em que o sistema de interesse se encontra. De
maneira conveniente, escrevemos [¢) utilizando a base de auto-estados comum aos

observaveis que particularmente estamos interessados:
)= ) Celdw) (919e) = 6 @11
k

Uma vez que possamos repetidas vezes preparar o sistema de interesse em qualquer
superposicdo coerente de tais auto-estados, obteremos o0s respectivos auto-valores com
probabilidade de ocorréncia |C,|2. Tais caracteristicas constituem a maxima informagio
possivel acerca de um sistema quantico, o que faz com que estados como o da equacéo (2.1.1)

sejam conhecidos como puros e possuam dindmica governada pela equacdo de Schrédinger:

d 2.1.2
ih 2 (D) = HIP(D) ¢12

onde H é o Hamiltoniano do sistema. (22)



28

Em sistemas quéanticos abertos ndo ha garantia de que as variaveis envolvidas durante
a preparagéo do vetor de estado comutam entre si, 0 que consequentemente provoca incerteza
sobre a medida dos observaveis de interesse. (23-24) Para caracterizar esta informacéo
incompleta, associamos probabilidades p,, a estados puros [i,,), que s&o normalizados mas
ndo necessariamente ortogonais, constituindo assim um ensemble de estados quéanticos. Caso
deseja-se calcular o valor esperado de um certo observavel O, é necessario ponderar a

contribuicéo de cada um dos estados do ensemble:

©)= ) punlOlp) D pa=1 (2.13)

Quando um sistema fisico ndo pode ser descrito através de um unico |y), dizemos que

0 Mesmo se encontra em uma mistura estatistica de estados quéanticos. (25)

Para uma descri¢do completa e coerente com a condicao estatistica de alguns sistemas

quanticos, utilizamos o operador densidade (26):

p= Palt)¥l @14

Note que o estado puro é um caso particular, onde apenas um micro-estado possui
probabilidade ndo nula. A escolha arbitraria de uma base nos permite dar ao operador
densidade uma representacdo matricial em {|¢y)}:

onde os elementos diagonais (i = j) sdo positivos definidos e recebem o nome de
populagdes. Esses elementos sdo interpretados como a probabilidade do sistema ser

encontrado em um dos auto-estados do conjunto de observaveis que define a base. A
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assinatura quantica da superposicdo de estados se apresenta por meio dos elementos néo-
diagonais (i # j), ou coeréncias. (27) Da equacgdo (2.1.5) percebe-se claramente que p é
hermitiano e que a probabilidade € conservada, ou seja Trp = 1. Esta nova ferramenta traz
consigo toda a informacgédo sobre o ensemble de estados puros, facilitando o célculo do valor

esperado do observavel O:

(0) = Tr{0p} (2.1.6)

Uma mistura estatistica € diferente de uma superposicéo de estados, que por si s6 gera
um estado puro. A medida de pureza mais utilizada para distinguir entre estas duas situac@es €

definida através de Trp?*:

2.1.7)

Q|

onde d ¢é a dimensdo do espaco de Hilbert do sistema de interesse. Estados puros
possuirdo naturalmente Trp* = 1.
Se cada estado do ensemble evolui temporalmente segundo a equacdo (2.1.2), entdo

teremos a seguinte equacdo dinamica para o operador densidade:

d 1.
L = p3¢,p0) @19

Em especial para Hamiltonianos independentes do tempo, a equacdo de Liouville-von

Neumann (2.1.8) é solucionada por:

p(t) = Ut to)pt)UT (6, t), Ut ty) = LA (2.1.9)

Onde U(t, t,) é o operador de evolucdo temporal e o instante arbitrario t, determina a

condicdo inicial U(t,,ty) = 1. Visto que a probabilidade deve ser conservada em qualquer
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instante de tempo, chega-se a conclusdo de que o sistema possui nesse caso dindmica unitéria:
Ut(t, t)U(t ty) = 1.

2.1.2 O Oscilador Harmonico

Sob o ponto de vista da formulacdo classica do problema, um oscilador harménico
trata-se da solucdo aproximada para a dindmica de uma particula de massa $m$ submetida a
um potencial unidimensional V(x) e suficientemente proxima a um de seus pontos de
equilibrio estavel. Fixadas as suas condicOes iniciais de posicdo e momento, a particula
executard movimento harménico simples em torno do equilibrio, limitando-se aos pontos de
retorno permitidos. O oscilador harménico é frequentemente utilizado para modelar sistemas

fisicos que sob certas condi¢cdes podem ser descritos por um Hamiltoniano da forma:

2 2 2.1.10
g = p_+ mwox ( )
2m 2

Onde w, é a frequéncia natural de oscilacao.
No contexto da Mecanica Quantica, costuma-se tratar o Hamiltoniano acima
utilizando operadores ndo-hermitianos definidos em termos dos observaveis posi¢cdo e

momento (22):

B i ’% i (2.1.11)
“ \/El h X Jmhw, pl

+ 1 [ MW, i l
at = — X — ——
V2 h Jmhwg P

Lembrando que tais observaveis obedecem a regra de comutagdo [x,p] = inh,

reescrevemos a equaco (2.1.10) de acordo com as definicdes acimade a e a':
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1
H = hw, (a*a + E) , [a, a’F] =1 (2.1.12)

Os estados que formam a base diagonal a H sdo chamados de estados de nimero:

{In)}, (mn) = 6y m,neN (2.1.13)

cujo nome provém da interpretacdo fisica do espectro de auto-valores de N = afa
como sendo o numero de excitacbes no sistema. (28) Logo, N também é conhecido como

operador nimero. E possivel mostrar que formam uma base completa:

ZIanI _q (2.1.14)

n

e que a|n) e at|n) também sio auto-estados de N com seus respectivos auto-valores

diminuido e aumentado. Tal resultado implica em

aln) = Vn|n—1) (2.1.15)
afln) = vn+1|n+1)

Logo a e a recebem os nomes de operador de destruigio e criacéo. (29-30)
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2.2 TEORIA QUANTICA DO LASER

Adiante faremos a demonstracdo da obtencdo da equacdo mestra do operador
densidade sob o contexto da teoria quantica do laser. Para descrever a interagcdo entre 0 campo
eletromagnético e atomos, a descricdo Semi Classica, que considera o comportamento
quantico dos &tomos, no entanto, prevalece a representacdo classica do campo
eletromagnético, pode ser apontada como suficiente para explicar a maior parte dos
fendmenos classicos. No entanto, sempre que se faz necessario considerar flutuacdes
quanticas, como quando se deseja calcular largura de linha ou estatistica de fotons, entdo se

torna imprescindivel considerar o campo eletromagnético totalmente quantizado.
2.2.1 Derivacéo da Equacédo Mestra na Teoria Quantica do laser

Dentro da cavidade do laser ocorre a interagdo entre os &tomos do bombeio e 0 campo
eletromagnético sobre elas irradiado. Portanto, é vital possuirmos um mecanismo que Nnos
descreva a interacdo entre o campo (radiacdo) e os atomos (matéria). O meio através do qual
isso é possivel ¢ o Hamiltoniano de interacdo radiacdo-matéria, conhecido como

Hamiltoniano de Jaynes Cummings:

hw 2.2.1
H = — 0z + hQata + hg(o,a+ o_a’) (221)

Para a obtencdo de tal Hamiltoniano, fez-se uso da aproximacdo de dipolo e ondas
girantes.

E conveniente dividirmos o Hamiltoniano em dois termos:

Onde os termos divididos sdo:

H, = %GZ-I- hata, H,= %0‘2 + hg(o,a+ o_a®) (2.2.3)
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Onde temos a dissintonia:
A= w— N (2.2.4)
E facil perceber que tal divisdo do Hamiltoniano tem comutador nulo, [Hy, H,] = 0, e

ao mudarmos para a representacdo de interacdo, a dindmica do sistema sera governada pelo

operador H, = V. O operador de evolugdo temporal pode ser calculado como:

o, ity . AQ no (225)
(—in"| 5 94
v = e (~i5)= 3 h =2 | S
n=0 n=0 ' gaT —7

Trabalhando com poténcias da matriz pertencente a equacdo (2.2.5), obtemos:

A zm (2.2.6)
o 9 (@+gd™ 0 ]
A 0 (@)™
+
ga >
2 1
% a " _( + Z)m ( + Z)m
> g |7ty gl +g)"a
Y - ; AR
ga’ —— ga'(p +9°) T("’)

Onde ¢ = g%ata + (%9)2.

Dai chegamos a:

iAQ sin(t/ @ + g* Jo + 2.2.7
|[COS (TW) - sm((;+(pg2 ) —ig sin(z (p(p+ gg Ja ]| ( )
U(r) = “
T | _ig + sin(tyo + sin(ty ¢ + g°) D\ cos(‘r\/a) N iAD sm(r\/_)|
| Vo +g° 2o |
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Se desejarmos evoluir o operador densidade, p, de um tempo inicial até um intervalo

1 0
0 0

supomos que o atomo esté inicialmente no estado excitado. Em conseguinte, verificamos que

de tempo t, entdo devemos fazer p(t) = U(1)p(0)UT(7) = U(1)p;(0) [ Ut(t), onde ja

o0 operador densidade do campo eletromagnético pode ser descrito como:

sin At sin At

ps(t) = cos(A1) ps cos(AT) +g2aT[ - ]pf(O)[ : ]a = M(D)p;(0) (2.2.8)

Onde A = Va'ta + 1. M é o super-operador atuante no operador densidade.

2.2.2 Discussao Heuristica da estatistica de Injecao

Para prosseguir na obtencdo da nossa equacdo mestra, devemos agora estudar a
injecdo de atomos na cavidade do laser. Para tal, vamos supor que um fluxo denso de atomos
passa por uma regido de excitacdo, e cada um desses atomos que compde o fluxo tem uma
probabilidade p de ser excitado, abandonando o estado fundamental, aqui denotado por c,

alcangando o estado excitado, a (como indicado na figura 1).

a
b Microwave
Cavity
P Atomic beam
Laser
c Excitation
a) b)

Figura 2.2. 1- (a) Um atomo € excitado a partir do nivel ¢ em dire¢fo ao nivel acima. A transigdo ocorre
entre os niveis a e b. (b) Um feixe atdbmico chega na regido de excitagdo onde os estados de
Rydberg (micromaser) ou estados excitados (laser) sdo gerados ao entrar na cavidade
(micromaser) ou participando na acéo do laser.
Fonte: ORZAG (31)
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Devemos agora supor que os niveis a e b estdo envolvidos na transicdo do laser ou
maser, e que o nivel b permanece ndo-populado. Supomos também que o feixe tem uma
distribuicdo regular antes de adentrar na regido de excitacdo, de forma que o numero K de

atomos que atravessam essa regido, durante um intervalo de tempo At, é dado por
K = RAt (2.2.9)

Onde R ¢ a taxa de injecdo e At é muito maior do que o intervalo de tempo entre dois

atomos consecutivos adentrarem na regido.

Esse modelo pode ainda descrever um sistema conhecido como micromaser, no qual
temos um feixe de &omos de Rydberg em altos niveis de excitagdo atravessando uma
cavidade de micro-ondas de alto fator de qualidade, com um par de niveis de energia
ressonantes com o campo de micro-onda dentro da cavidade. Se supormos que t representa o
tempo de interacdo de cada 4tomo com o campo da cavidade, podemos, entdo, utilizar o
mesmo modelo para descrever o processo de excitacdo de um laser, no qual T pode ser

relacionado com o tempo de vida do 4&tomo nos niveis de laser.

Antigamente, era comum a negligéncia de estatistica de bombeio. No entanto,
experimentos posteriores em micromasers e lasers mostraram que ao controlar o ruido do
bombeio € possivel se obter uma consideravel reducdo na flutuacdo do nimero de fotons. A

probabilidade de k atomos serem excitados num intervalo de tempo At é dada por:

K
P(k,K) = (k) pk(1 — p)Kk (2.2.10)

O numero médio de atomos excitados e a variancia sdo dadas por:

= 2.2.11)
k= Z kP(k, K) = pK = rAt,
k=0

AK* = (1 - p)k
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Comr =Rp
2.2.3 Equacéo Mestra para Estatistica de Bombeio Generalizada

Seja o tempo de interacdo entre 0 &tomo e o0 campo ser denotado como t. Além disso,

vamos assumir que o j-ésimo atomo € injetado num tempo ¢;. Entdo o campo, apos a interagéo

com o j-ésimo atomo, pode ser escrito como:

p(t; +71) = M(D)p(Y) (2.2.12)

Agora, se k atomos forem excitados, temos:

() = M*(2)p(0) (22.13)

Obviamente, se ndo conhecemos o nimero de tomos, mas apenas probabilisticamente

pela (2.2.10), entdo nds temos:

K
K (2.2.14)
— k _ K-k prk
p(t) = ; (i) P = P M @p(0)
= [1+pM - 1)]%p(0)
Com K = Rt.
Diferenciando a equacéo (2.2.14) em respeito ao tempo, obtemos:
dp(t) r (2.2.15)

— = 51n[1 +pM = D]p(0) + Lp(t)
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A equacdo (2.2.15) é nossa equacdo mestra generalizada. Nela foi adicionado o termo
de perda da cavidade, denotado por Lp(t). Esse termo também estd presente na teoria
quantica de dissipacdo, onde o oscilador é nosso Unico campo interagente com o reservatorio,

a temperatura zero.

Portanto,

C . .
Lp@®) = 7 (2apat — atap — pata), (2.2.16)
10
tcav Q

Onde Q é o fator de qualidade e t.,,, € 0 tempo de vida do f6ton dentro da cavidade.
Se a média do numero de fotons € suficientemente grande, e a distribuicdo € estreita, é
possivel expandir a equacdo (2.2.15) e obter:

1
== r(M — Dp(t) — Erp(M —1)%p(t) + Lp(t)

Fazendo uso da expressdo do super-operador, acima definido na equacgéo (2.2.8), entéo

temos:
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dp 2,1
pre (1 + p)jcos(At)ps cos(AT) + g“a
p
-r (1 + E) p
- m{cosz(/lr)pf cos?(A1)

2
sin(A1) sin(A7)
e

sm(/lr)] [sm(/lr) } (2.2.18)

+ g% cos(At) at I a cos(At)

sin(A1)

+ g2at [ sm(h)l .

cos(At)py cos(AT) I

4t sin(A1) + sin(A1) sin(At)] [sin(A7)
ot [ [P o [ o[

+ Lp

A partir da expressdo acima, € possivel calcular os elementos de matriz de p, p,, €

Pnn+1 Que irdo nos fornecer a estatistica dos fotons e também a largura de linha do laser.

Um olhar atento revela que existem dois casos extremos: p = 0, com pR = cte, 0 que
faz com que a distribuicdo de Bernoulli se transforme em uma distribuicdo Poissoniana,
correspondendo ao caso do bombeio randémico, e também a teoria do laser de Scully-Lamb,

onde p = 1 corresponde ao bombeio regular de atomos.

A equacdo mestra generalizada (11.15) foi obtida a partir de pequenas aproximacdes.

Ap ap

Primeiramente aproximamos v , onde durante o intervalo de tempo At haviam muitos

atomos na regido de interacdo, o que é normalmente uma boa aproximacao para lasers, mas
pode desencadear problemas quando temos poucos fétons, como em um micromaser. A outra
aproximac&o é que a perda é independente do ganho, o que pode inclusive levar a resultados

equivocados quando p # 0.
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2.2.4 Laser com Bombeio aleatério (p = 0)

No caso em que ndo existe dissintonia, o operador de evolucdo temporal (2.2.7) se

torna

I[ cos(gry/aat) —i [Sln(grx/_)al] (2219)
U(r) = _

E é possivel escrever:

ps(t+ 1) = cos (gr aa*) pr(t) cos (gr aa’r) (2.2.20)

sin(grm) sin(grm)
“T[ Vaat ]”“) Vet |

Para termos um modelo realistico de um laser, devemos assumir que 0s atomos
possuem uma distribuicdo do tempo em que eles passam dentro da cavidade. No caso do
modelo de atomo de dois niveis, como na propria teoria, 0s dois niveis decaem com uma taxa

y, e a distribuicdo no tempo é:

P(x) = yetrD (2.2.21)

Uma vez em que At > (1) , podemos entdo escrever

(2.2.22)

rlps(t + A8) — pp(D)]

dpy pf(t + At) - pf(t)
dt At
ganho

Atooo _ cos(gr aa )pf(t) cos(gr\/aaT)
= —‘r'pf(t) +7r fO ‘ dTe( YD) [ sm(g‘l: aa"')]

Sln(g‘L’ aa)
H v (1G] e
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Para um laser comum, os argumentos do seno e cosseno sdo pequenos, de forma que é
possivel expandi-los (até quarta poténcia em Q)

22 1
cos(gtaat) = 1 — gz aa® + ﬁg“r“aaTanr .
sin(gt+/aa®) (g1)3aa’

N 6

E entdo utilizar tais expansdes na equacao (2.2.22), chegando em:

dps(t) A g\? (2.2.23)
—5 - "3 aa® |pr — (;) (aa’ps + 3praat
g 2
+ Ipf - (;) (praa® + 3aanfl aa’

2
— 2af [pf -2 (%) (aa®ps + pfaaTl a}

C
-3 (aatps + prata — 2 apsal)

Onde

2r 2.2.24
A = yg ( )
4rg?
B = gc/l
14
C_!Z
- Q
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Através das integrais

2
fdryrze(_”) =7
fdryr“e(_”) _ 2

)/4-

Sendo o coeficiente A 0 ganho, B a saturacao e C a perda da cavidade.

2.2.5 Estatistica dos fotons

Voltando a teoria ndo linear, faremos uso agora da equacdo (2.2.22), e seguir

calculando os elementos de matriz , e calcular as integrais através de

°°d (=) cos(gty/n + 1) cos(gry/m+ 1) (2.2.25)
]/]0 re sin(gry/n + 1) sin(grym + 1)

1+2(g/y)2(n+m+2)
z(g/y)zﬁl(n+1)(m+1)

1+2<g/y> (n+m+2)+<g/y> (n —m)?

Obtendo, entdo:

dp N A VnmA (2.2.26)
(dt) = - B Pnm T B Pn-1,m-1
nm 1 + Nnm ﬁ 1 + Nn—l,m—l ﬁ

C
- E (Tl + m)pnm +C \/(n + 1)(m + 1)pn+1,m+1

Onde definimos
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1 %(n_m)zB (2.2.27)
N'pm = E(n+m+2)+ —a
1 2
1 1M —m)°B
Nnmz E(n+m+2)+ T

Onde incluimos também o termo de perda da cavidade. Esse modelo é conhecido
como a teoria do laser de Scully-Lamb [4]
Para a estatistica dos fotons, nos observamos os elementos da diagonal principal da

equacdo (2.2.27), contemplando, entdo:

dp An+1) nA C (2.2.28)
(E) = - B Pnm t —Bpn—l,m—l - E(n)pnm
nm 1+(n+1D— l+n—
+ C(n + 1)pn+1,m+1
An+1 s
O termo (n—+)B Pnm representa o ganho do elemento p,41m+1, devido a
1+(n+1)z ’
emissdo causada pela presenca de atomos, e 0 termo C(n + 1)py,41 m+1 designa a perda deste
nivel.
. dap
No estado estacionario (d—> =0, e temos
t/nm
A (2.2.29)
C
Pn+1im+1 = B Pnm
1+ (Tl 1)z

Cuja solucéo é

A\ T ( k_B>-1 (2.2.30)

Pnn = Poo (?)
k=0
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A ; - . . .
— <1, ix imiar, uma vez que P, [
uando temos -<1o0 laser esta abaixo do limiar, uma ve e pnn €std caindo

. N . ~ kB
monotonamente com n, e a condi¢do de normalizagdo nos fornece: (7 < 1)

2 : — 1= 2 :(ﬁ)n _ Poo (2.2.31)
Pnn = = Poo I - A
g T

n 1

o A —hn
E ao definirmos == e( /ka), obtemos:

P = (1 _ ?) (?)n (2.2.32)

Se torna a estatistica de Bose-Einstein de radiacdo de corpo negro. Ou seja, 0 laser

abaixo do limiar se comporta como uma ldmpada incandescente, a uma certa temperatura.

Para o caso em que A/C > 1, nds usamos a equacao exata (2.2.29) e obtemos:

(? . k>—1 (2.2.33)

Assim podemos calcular o numero de fétons médio, como se segue:
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. Z A +c/l (c/l2>n k=n 1 (2.2.34)
n) = NPnn = Pooz (Tl - _) =y VY TN
n n B B ¢ k=1 k + ﬂ
B
A (A2\T T A
= Poo Z <_> A - _Z Pnn
BC - BC 11 (k + B) B ]

Muito além do limiar, vemos que (n) — st estatistica de fotons fica:

e~ ((n))? (2.2.35)

nn n!

Que corresponde a estatistica de Poisson.

A mudanca na estatistica de fotons abaixo e acima do limiar é ilustrada através da
figura 2.2.2

B = poo [Tiey |—2—
Nota-se que para— < 1, pnn = Poo [ie=1 [Bc(§+k)]
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Figura 2.2. 2 - Estatistica dos fétons no estado estacionario x n , para os casos abaixo (a), no (b) e
acima (c) do limiar.
Fonte: ORZAG (31)

Ainda é possivel calcular a solugdo exata de p,,,, ,cOmo se segue:

Prn = Poo (?)n ﬁ (1 + '%9)_1 (2.2.33)

Abrindo o produtério, temos a seguinte equacao:

cfl/C cfl/C c/l/C (2.2.36)

1+ B/cﬂ'1+ 2B/ 1+ 3B/dq"'

Pnn = P

Multiplicando a equacéo (2.2.36) pelo parametro do ganho, A, e posteriormente
dividindo pelo pardmetro de saturacdo, B, chegamos em
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2 C/ZZ C/ZZ
e e He

Prn = Poo B A+ 2B A+ 3B
n
2 2 2 2
&y Ry Ry n(cﬂ/Bc)
PooTT Al 2+ Afp 3+ A/ Poo L Ay

Finalmente obtemos a expresséo fechada para p,,,:
2
(/) /g

(n+°’q/B)!

Pnn = Poo

Podemos ainda calcular o fator Q de Mandel, como se segue:

_ )’ -

= = 1
= ™
Para tal, é necessario calcular o termo (n?):
2
(n*) = (> + A /pe
Logo, fazendo-se uso da equacéo (2.2.34):
Q dqz 1 c/qz 1 C - Cpoo
f=BC<Tl)_ - A/ (A—-C A B =(u‘l—C)+Cp
BC |4 (F5=) + Fow] "

Finalmente, chegamos ao resultado

_ C(1—poo)
(A —=C)+ Cpyo

Qr

(2.2.37)

(2.2.38)

(2.2.39)

(2.2.40)

(2.2.41)

(2.2.42)



Se tivermos um laser com relagdo A > C, temos entdo @y > 0, 0 que constitui uma
luz cléssica.
C

Se arelagdo A > C, com p << 1, entdo temos Q@ = - 0

47
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3 O HAMILTONIANO INTENSITY DEPENDENT

Em seguida analisaremos o Hamiltoniano cuja interagdo radiacdo-matéria esta
vinculada ao numero de fdtons, de onde tiramos o0 nome; intensity dependent. Esse tipo de
hamiltoniano vem sido estudado (32-33) ha algum tempo em diversas areas, e seus resultados
s80 promissores em seus respectivos ramos. Iremos partir do Hamiltoniano modificado, agora
nio linear, em termos de a e atem direcdo & equacio mestra que governa a evolugio dos
estados, em busca de uma distribuicdo inédita para os fétons dentro da cavidade do laser. Uma
vez obtido tal estatistica, entdo estudaremos suas consequéncias, e por fim, faremos uma

comparagdo com o modelo ja conhecido.

3.1 EQUACAO MESTRA PARA O HAMILTONIANO INTENSITY DEPENDENT

O capitulo anterior foi dedicado a deducdo da equacdo mestra mediante a teoria
quantica do laser, onde a descricdo Semi-Classica do comportamento dos &tomos e a
representacdo quantica do campo eletromagnético se mostrou necessaria. No entanto, 0 mais
importante no que difere este capitulo, anteriormente foi utilizado o Hamiltoniano de Jaynnes
Cummings para descrever a interacdo entre a radiacdo (campo eletromagnético) e a matéria
(&tomos na cavidade). A partir destas ferramentas, foi possivel construir a equacdo mestra,
bem como a estatistica dos fotons, além de outros pardmetros, como o nimero médio de
fotons na cavidade e o fator Q de Mandel.

A seqguir, reformularemos a interacdo entre radiacdo e matéria, propondo um
Hamiltoniano que seja sensivel ao numero de fotons presentes. Em outras palavras, buscamos

um Hamiltoniano que dependa da intensidade da radiacao.

Da quantizacdo do campo eletromagnético, sabe-se que o numero de fétons é auto

valor do operador nimero, N:

N|n) = ata|n) =n|n) (3.1)
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Entdo a edificacdo de tal Hamiltoniano Intensity Dependent requer a insercdo do termo

aa em seu cerne.
O Hamiltoniano de Jaynnes Cummings (2.2.1) tem o termo de interacdo dado por:
H = hg(ao, +afo.)

Existem duas formas de se introduzir o operador ata:

9 = hg(aatao, + ataa’o ) (3.2)
hg(ataaos, + ata’ao.)

Um olhar atento nota que ambos foram construidos de forma a serem Hermitianos.

O segundo Hamiltoniano possui auto valor nulo quando operado em um estado cujo
numero de fotons seja zero. A propagacdo desse Hamiltoniano exibe uma distribuicéo do
namero de fotons que se iniciada sem fotons na cavidade, ndo consegue ter nenhuma troca de
populacdo, ficando, assim, estagnada no estado de vacuo. Portanto, a seguir o Hamiltoniano

de interesse sera o primeiro.
Entdo, nosso Hamiltoniano modificado intensity dependent é descrito como se segue:

hw 3.3
H = — 0z + hwata+ hg(aatac, + ataato.) (33)

Onde ja sintonizamos a frequéncia do campo eletromagnético com a frequéncia da

transicdo atdmica.
Mais uma vez é conveniente fazer uso da representagdo de interacdo, que nos permitira
manter o foco na nova interacdo. Sendo assim, dividimos o Hamiltoniano (3.3) em duas

partes:

H=Hy+V (3.4)
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h .
H, = Twcz + hwata (3.5)
V = hg(aatao, + ataa’o)) (3.6)

Uma vez em que estamos agora lidando com operadores n&o lineares em termos de a '
e a, naturalmente aparecerdo expressoes de alta complexidade descritas por esses operadores,
de forma que, por praticidade, é interessante ja calcularmos alguns comutadores que nos serao

Uteis.

Primeiramente devemos lembrar de uma importante identidade matematica da qual

faremos uso, bem como alguns comutadores basicos:

[4,BC] = [A,B]C + B[A,C] 3.7)
[N,aT]= at
[N,a] = —a

1

= oy, 0, +0_]1= 0, —0_

Dando continuidade, o primeiro comutador é:
[ata,aata]= [N,aN] = [N,a]N + [N,N]a = —aN (3.8)
[ata,ataa®] = [ata,aTala + [aTa,aT]ata = aN
Podemos agora, entdo, calcular o comutador entre as duas partes do Hamiltoniano

original, onde as constantes A, w e g nédo interferem no resultado, de forma que podemos

negligencia-las, e uma vez em que os operadores atuam apenas no campo eletromagnético,
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enquanto que os operadores bosonianos, atuam na matéria (&tomo) eles comutam entre si, nos

permitindo escrever:

hw 3.9
[#,,V] = [7 o, + hwata,hg(aatao, + aTaaTa_)] (39)

1
=3 [0,,aaTao, + aTaa’o_] + [aTa,aatao, + aTaatao_]

1 1
=3 [0,,0.]aaTao, + > ataa'lo, 0.1+ [aTa,aata]o,

+ [ata,ataata]o_
Fazemos uso agora dos comutadores anteriormente calculados, obtendo, finalmente:
[H,,V] = —aNo, + Nato_ + aNo, — Nato_ =0 (3.10)

Sendo assim, nosso termo de interacdo é representado por V, enquanto que o operador

de transformacédo é dado por

U = e—l'}[o T/h (3.11)

Levando o termo de interacdo para a nova representacdo e utilizando o resultado da

equacéo (3.10), vemos que:

Vi=e “hve “h=v sv=v (3.12)
Ainda nos resta obter o operador de evolucao na representacdo de interacgao:
U) = e " (3.13)

A seguir faremos a expansdo em série de Taylor em termos de Vda equacéo (3.13):
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U(r) = i (—lV‘[) (3.14)

n:

.. . \" )
Verifica-se entdo o interesse em calcular o termo (E) . Para isso, usaremos 0s

operadores fermianos o, e o_:

T =
N

Temos, entdo:

%4

-I- .
- = g(aa‘ao, +a'aa’o.) = g( 0 aa a) (3.16)

ataat 0

-g= ~ - ’z V
Com facilidade podemos escrever os termos de poténcias pares e impares de Py :

(K)Zm _ ,m((aataataat)™ 0 3.17)
h 0 (ataataata)™

<K)2m+1 _ gom 0 aata(ataataata)™

h (afaataa’a)™aaa® 0

A partir da expansao do operador evolucao temporal, descrita pela equacéo (3.14),

juntamente com a forma matricial expostas pelas equagdes (3.17), obtemos:

vt _ vt wr\2m+t 3.18
U@ = Xn- 0( ) = Xm- 0( ) (Zm)‘ ( n ) em+1)! ( )
Yo (= l‘[)zm g aataa™™ o (= lr)zm“haaTa(a*aa*aa*a)m
Yo _o(— lr)zm“m(ama*aa*a)ma*aa* Yo (= 11:)2’" g aataata)™
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Atraveés de uma simples modifica¢do na equacdo (3.18), podemos escrever o operador

evolucdo temporal em termos de seno e cosseno:

U@ (3.19)
had 2m had 2m+1 t Yo T anT ) 2m+l
[ cuwrm o (faataataaty S (i 77 _sdlalValeatada )
[ m:O 2m)! i @2m+1)! Vataadtaata .
BB 2m+t - (ataataata)*™*ataat > 2m
N (imgmn I ) S irpm O (fataataatym
1 @m+1)! Vataataata 1 (2m)!
m= m=
sin(gVataataata 1)
g == =
Vataataata

( cos(gvaataataat 1) —iaat

sin(gVataataata r)ataat
i cos(gv aataataatt)
Vataataata

Para simplificacdo, vamos chamar os termos da seguinte maneira:

= cos(gVaataa'aa'® 1) (3.20)

B o sin(g\/ ataataa’a r)
= —iaa'a
Va'aataa’a

C = cos(gVaataataa'r)

sin(gVa'aataatar)a’aa’
—i

Vataataata

Para definirmos o operador densidade do sistema, devemos lembrar que 0 mesmo

pode ser escrito Como p = Psromo X Peampo-

Como ja fizemos no capitulo anterior, no estado inicial vamos supor que o &tomo se

encontra no estado excitado dentro da cavidade, de forma que Patomomiciar — (é 8)

Assim, escrevemos: p(0) = py X ((1) 8) onde a partir de agora designaremos o

operador densidade do campo como py. Assim, para evoluir tal operador, fazemos p(7) =

U(t)p(t)UT (7). Utilizando a expressio (3.19), obtemos:
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0= (5 Dos Y6 2= (6 Do(h 2 O

_ [ApgAT ApgD?
~ \DpsAT Dp;D?

Uma vez em que nosso interesse reside no comportamento dos fotons, isso €, do

campo eletromagnético, devemos efetuar o traco na equacao (3.20) em relagdo ao 4&tomo,
como adiante:

pr(r) =Tr p(r) = Z(alp(r)la) = (elp(®)e) + (glp(®)|g) (3.22)

ApsAT ApsDT\ /1
—a oy 0 6)

ApsAT ApsDT\ /0
w0 (0 ()

= ApsAT + Dp; DT

Utilizando o resultado obtido pela equacéo (3.20), podemos definir nosso super
operador, M(t), que carrega no tempo o operador densidade, de um dado instante até um
acréscimo temporal de 7, como explicito abaixo:

p(t) = cos(gVaataataa® T) pr cos(gVaa'aataa’ 1) ) (3.23)

Sin(g a*aa*aa*a‘[) . ) sin(g a*aa*aa*ar)

a'aa’p.aa’a
Vataataaa f Vataataa®a
= M(z)p(0)
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3.2 DISCUSSAO SOBRE A ESTATISTICA DE BOMBEIO

No capitulo anterior, mais especificamente na secdo 2.2.2; “Discussdo Heuristica da
Estatistica de Inje¢ao”, estudamos o mecanismo de inje¢do dos dtomos dentro da cavidade do
laser. No presente capitulo, iremos considerar os mesmos efeitos, sem alteracfes teoricas.
Naturalmente, a distribuicdo, a taxa de injecdo, as probabilidades de excitagdo e 0 nimero
médio de &tomos excitados no intervalo de tempo At podem ter valores diferentes das do

capitulo anterior, no entanto a teoria se mantém.

3.3 EQUACAO MESTRA PARA BOMBEIO GENERALIZADO

Nesta se¢cdo prosseguiremos com o tratamento teérico da secdo anterior, aplicando
seus resultados na obtencao da equagdo com estatistica de bombeio generalizada. O estudo
aqui € idéntico ao da secdo analoga, 2.2.3, e apenas se difere quando introduzimos o super-
operador da equacdo (3.23). Entdo, da mesma forma como demonstrada no capitulo anterior,
através de sucessivas aplicagdes do super operador M(t), obtemos o operador densidade num

tempo t:

(3.24)
p®(t) = M*(1)p(0)

K

K
p® = ) ()AL= FME@(0) = [1+p(M ~ DIp(0)

k=0

Através da diferenciacdo da equacao (3.24) em respeito ao tempo, e da adi¢ao do

Liouvilliano, que denota a perda da cavidade, obtemos:

dp(t) (3.25)

r
a - gln[l +p(M = D]p(t) + Lp(t)

Que é a nossa equacao mestra generalizada, com:
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C :
Lp(t) = E(Zapa* —atap — pata) (3:26)

Onde Q é o fator de qualidade e t.,,, € 0 tempo de vida do foton dentro da cavidade.
Se a média do numero de fotons é suficientemente grande, e a distribuicdo é estreita, €

possivel expandir a equacdo (3.26) e obter:

dp (3.27)

1
=7 ="M = Dp(t) = Srp(M = 1)*p(t) + Lp(1)

A partir de agora os resultados serdo diferentes dos obtidos na secdo 2.2.3, uma vez
em que usaremos 0 novo super operador para obter a evolugdo do operador densidade, que

nos permite calcular os elementos de matriz, p, pp, € Ppn+1, COMO SE SEQUE:

d
d—f (3.28)
sm(g a*aa*aa'ar)] [sm(g\/a*aa*aa*ar ]}

a'aa’ p aa’a

a*aa*aa a

=r(1+p) {COS(g\/aa'aa'aa' 7) p cos(gVaa'aa'aa' T) +

—r(1+g)p

- ?{COSZ(Q aa*aa'aa'T) p COSZ(g aa'aa'aa'T)

aaauuu

+ COS(g\/aa'aa'aa"‘[) [
[sm(g\/ ataataatart

Va'aataata

sm(g\/a*aa*aa*a 1)] Yo' [sm(g\/a'aa'aa*ar

a'aa'aa'a

)] OS(g\/ aa'aa'aa"[)
sm(g\/ a‘aataata ‘r)]

Va'aataata

a'aa'aa'

)] a'aa’ COSZ(g aa*aa*aa'T) p COSZ(g aa'aa'aa"l.’) aa'a [

sm(g ataataa’a r)] ( sm(g\/ a'aa'aa'ar

a' aataata

sm(g\/ a‘aataa’a r)]) [sm(g\/ a'aa'aa*ar ]} 4L

aaa paaa
aaaaaa

a'aa'aa'a a'aa'aa'a

Novamente podemos verificar que existem dois casos extremos: p = 0, com pR =
cte, 0 que faz com que a distribui¢do de Bernoulli se transforme em uma distribuigéo
Poissoniana, correspondendo ao caso do bombeio randémico, e também a teoria do laser de

Scully-Lamb, onde p = 1 corresponde ao bombeio regular de atomos.
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Como anteriormente mencionado, algumas pequenas aproximacdes foram necessarias
~ ~ . o Ap dp , .
para a obtencdo da equacéo (3.28). Entre elas a aproximagéo de vl também dizer

que a perda é independente do ganho, o que pode inclusive levar a resultados equivocados

quando p # 0.
3.4 A TEORIA QUANTICA DO LASER: BOMBEIO ALEATORIO (p=0)
Assumiremos agora que 0s atomos possuem uma distribuicdo do tempo em que eles

passam dentro da cavidade. No caso do modelo de &tomo de dois niveis, os dois niveis

decaem com uma taxa y, e a distribuicdo no tempo € igual a equacéo (2.2.21):
P(@) = ye

Uma vez em que At > (1), podemos entdo escrever

dp pr(t +At) — pr(t) (2.2.22)
() ROy eesn - g
ganho
Substituindo o operador densidade pelo da equacao (3.23), obtemos:
dps (3.29)
dt
= —1p;(t)

t—>oo

A
+7r ] drye YD <COS(g\/ aataataa’ T) py cos(gVaa'taa'aa' 1)
0

Sin(g aTaaTaaTa‘E) . ) sin(g a*aa‘ha*a‘r))

a'aa’p aa’a
Vataataata Vataataata
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3.5 ESTATISTICA DOS FOTONS

A seguir omitiremos o indice indicativo do operador densidade do campo (field) por
simplificacdo, e também desenvolveremos a perda da cavidade, Lp, em termos dos operadores
a e a'. Para prosseguir com o calculo da obtencdo da equacdo mestra devemos, entdo, resolver
as integrais dadas pela equacdo (3.28). No entanto, antes de fazé-lo, iremos calcular
primeiramente os elementos de matriz do operador densidade. Como estamos interessados na
estatistica dos fotons, iremos observar os elementos da diagonal principal de p, uma vez em

que sdo estes que nos dizem as probabilidades de ocupagéo de seus respectivos estados:

Prm (3.30)
t n>
At—oo

+7r f dre-v® <(n| cos(gVaa'aataa® 1) pr cos(gVaa'aataat T)|n)

C
—TPpm (t) — <n| E (alrapf + pfaJra - 2apfa

Sln(g\/ ataataata T) sm(g\/ ataataata r)
+ (n| ataa’ pfaa
Vataataata Vataataata

Lembrando-se das relac6es basicas dos operadores de criacdo e aniquilacdo do campo
eletromagnético: a'[n) = Vn+ 1 |n+ 1) e a|n) = vn [n — 1), chegamos as integrais que

devem ser resolvidas:

At (3.31)

Y>+2g%(n+1)3
] drer? Pnn COSZ(g‘V (n+1)3 T) = 2+4g (n+ 1)3 Pnn

At—oo (3.32)

gn
f dre- yr)pn 1,n—1Sin (gV 317) _ng_?,pn 1,n-1

Entdo, através das integrais dadas pelas equagdes (3.31) e (3.32), modificamos a

equacéo (3.29)e assim obtemos, finalmente, a nossa equacéo mestra:
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1+2(9/,) (+1)° (3.33)
2 TPnn
1+4(9/) mn+1)°
2(%y)"n*
1+4(9/) n3

Pnm = —TPnm +

+

rpn—l,n—l - Cnpnn + C(Tl + 1)pn+1,n+1

Ainda podemos simplificar a equacdo mestra ao fazer uso das definigdes usuais do

laser, mencionadas anteriormente:

2rg? 2.2.24
A = y‘;] ( )

41 g>

B = yg A
C = 0
Q
Desta maneira ficamos com:

A+ 1)3 An3 (3.34)

Pnn T

pnm -

] Pn-1n-1— Cn Pnn

1+ (B/ ))(n+1)3 1+ (B/ g)n?

+C(n+ 1)pn+1,n+1

Devemos atentar aos elementos de matriz da equagdo mestra, e o que eles significam.

An+1)3
1+(B/ ) (n+1)3

O primeiro termo, [ ] Pnn » representa a troca de populacdo do estado
contendo n fotons, alcangando o estado que possui (n + 1) fotons. Ou seja, 0 primeiro termo

ilustra 0 ganho de um féton. O termo seguinte dq—n3 analogamente
g . g ) 1+(B/c,q)n3 Pn-1n-1 g )

desempenha a saida do estado compreendido com (n — 1) fétons, que ao ganhar um féton,
salta para o estado com n fotons. Estes sdo 0s termos que representam os ganhos do nosso

sistema, em termos do nimero de fotons.
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Por outro lado, temos também os termos responsaveis por perda, ou destruicéo, de
fotons. O terceiro termo da equagdo mestra, Cn p,,,, , Simboliza a passagem do estado detentor
de n fétons que perde um foton, caindo assim para o estado com (n — 1) fotons. Por fim, o
ultimo termo, C(n + 1)py4+1n+1 ,» € responsavel por destruir um foton do estado em que ha

(n + 1) fétons, levando-o para o estado que dispde de n fotons.

Podemos fazer a substituicdo p,,, = p,, para designar o elemento de matriz, que
corresponde a probabilidade de termos n fotons. O esquema abaixo ilustra 0 mecanismo de

ganho e perda do sistema:

041
A+ 1)3
Pn
C(n+ Dppes G i4 (B/dq) (n+1)3
n
3
Cn pn ﬁ - Pn-1

it—'1 1+ (B/c,q) n®

Figura 3. 1 - O funcionamento dos ganhos e das perdas do sistema, quando observado o nimero de
fétons dentro da cavidade do laser, exibindo qual o responsavel por cada perda ou ganho.
Fonte: Elaborada pelo autor

Uma vez ja conhecidos os termos da equacdo mestra, podemos focar atencdo nos

o d .
estados estacionarios do problema, onde temos % = (. Em tais estados, as taxas de perda

e ganho se equivalem, em outras palavras, quando um féton é absorvido, simultaneamente

outro foton é criado, de maneira que ndo podemos notar diferenca no sistema.

Isto nos permite igualar as taxas de perda e ganho para 0 mesmo n , segundo a figura
(3.2):
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( A+ 1)3 (3.35)
i 1+ (B/dq)(n T 1)3 C(n + 1)pn+1
l ﬂ—n3 Pn_1 = Cnpy
k 1+ (B/dq)n3
Através da equacéo (3.35), obtemos:
I( . Ypm+1y (3.36)
{p"“ 1+ B pm+ "
/o’
Pn=_""B, < 3Pn-1
L 1+ (/) pn

Que sdo as relacdes de recorréncia para a distribuicdo de probabilidade do estado de

numero de fétons do sistema.

Utilizando a primeira equacgdo acima, podemos calcular:

( o (3.37)
pl B
1+( /c,q)
4 (A0 4 (A )?
1+8B/ " [1 +8(B/ D1l + (B/ 4)] Po

\ pn=<iz>npoﬂ(cﬂ/)+k3

P2 =

A

Como pode-se observar, o termo geral, p,,, é dotado de alta complexidade, uma vez

em que possui um produtorio de dificil calculo. No entanto, nas condi¢des usuais, 0 termo

c"l/B é pequeno, em torno de 10~2, de maneira que podemos fazer uma aproximacao:
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1 (3.38)

n n n
1—[ k? 5 k? B 1—[ 1
k=1 (CA/B) +k k2 k=1 ke i

Tal aproximacao ¢é justificada, pois o confronto entre o termo c"Z/B e k3, de inicio, ja

tem duas ordens de grandeza de diferenca. Além disso, como k> cresce extremamente rapido,

acaba por validar ainda mais nossa acareacao.

Entdo, a partir das equacdes (3.37) e (3.38), podemos escrever a nossa nova

distribuicéo:

A" n K2 A\ 1 (3.39)
Pn = <R> Ponﬁ= <§> Po !
k=1 ( /B) tk ’
Da condigéo de normalizag&o, obtemos:
(3.40)

Dispondo da nossa distribuicdo devidamente normalizada, podemos calcular o nimero

médio de fotons, como se segue:

i N (3.41)
(n) = ann = Zn <B_C> ~ e~"/bc

n=0 n=0
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A? 3.42
=2 (3.42)

Podemos fazer um grafico da distribuicdo acima, verificando o nimero médio de

fétons, bem como como sdo distribuidas as probabilidades de ocupacao do sistema de fotons:

20 25

n

Figura 3. 2 - Histograma da estatistica de fétons da nova distribuicdo. Os pardmetros utilizados foram:
A =2.10Hz , B = 4.10%Hz, C = 10% Hz. Obteve-se o desvio padrdo ¢ = 3,1 e o fator Q
de Mandel Q = 1,0.

Fonte: Elaborada pelo autor

Verifica-se, portanto, a coeréncia dos resultados obtidos para o nimero médio de
fétons, bem como a validade das aproximagdes no regime indicado, onde a saturacao supera
em ordens de grandeza o ganho.

O resultado da equacdo (3.42) é familiar ao leitor atento, uma vez que ja apareceu no
capitulo anterior, sendo o resultado aproximado obtido para o laser tradicional quando o
mesmo se encontra muito além do limiar (A > C), em outras palavras, quando o ganho é
muito maior do que a perda. No entanto, ha de se reparar que durante a deducéo da equacéo
(3.42) ndo houve a necessidade de fazer tal aproximacdo, o que equivale a dizer que para o
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laser com acoplamento dependente do numero de fétons ndo existe a mesma preocupagdo
quanto a perda (em relagdo ao ganho) que é fundamental no laser comum. Uma vez em que
ndo precisamos de tal competicdo entre ganho e perda, destaca-se uma vantagem em tal

acoplamento.

3.6 COMPARACAO ENTRE AS ESTATISTICAS DOS FOTONS

Como ja observamos (18), o nimero médio de fotons obtido para ambos os lasers € o
mesmo em certas circunstancias. Devemos, entéo, estudar o caso em que eles divergem.
Vamos comegar pelo laser usual, cujo nimero médio de fétons, (m) , é regido pela equacdo
(2.2.34):

R S I

Verifica-se que quando a razéo c"l/C é grande, caimos na aproximacao que nos leva ao

: 2 : x
resultado da sessdo anterior, 4 / B+ Vamos prosseguir com a equagao (3.37) sem fazer uso

da aproximagéo c"l/ g < 1. Paraisso, escreveremos o0 produtdrio da seguinte forma:

TR R "1
g(ﬂ/3)+k3 ) 1:1(”4/]3)4"‘3 .QE

Para assegurarmos que a aproximacéo continua valida, mesmo lidando com um regime

diferente, contabilizamos, por exemplo, 5 termos exatos do produtorio, para so entéo,

desprezarmos ‘ﬂ/ 5 em confronto com k.
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Podemaos reescrever a distribuicdo dada pela equacgéo (3.37) da seguinte forma:

AZ\" 5 K2 L) A2\" 51 (3.44)
= () o [ T L 1i= () woro (5)
BC L LAy v Lk BC n!
Onde f(5) é o resultado do produtorio de 1 até 5, enquanto o ultimo termo é o
resultado do produtdrio de 6 até n.
Normalizando a distribuicdo, obtemos:
(3.45)

- 1 e 2/BC
n=0

O que nos permite calcular também o numero médio de fotons:

(o]

(n) = ann=§;

n=0

Ou seja, recuperamos o resultado descrito pela equagéo (3.42).

E interessante verificar que apenas o0 p, exibe dependéncia de nossas aproximacoes,
fato ilustrado pela fungéo de apoio, f(5), que indica quantos termos exatos consideramos na
nossa aproximagdo. No entanto, o nimero médio ndo demonstra a mesma sensibilidade no

que se refere a nossas idiossincrasias.

Iremos adiante efetuar comparagdes em relacdo ao nimero médio dos fétons. Como

abordado anteriormente, ndo iremos nos limitar ao regime muito além do limiar, onde o ganho
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supera em varias ordens de grandeza a perda e a distribui¢do do laser usual se reduz a do laser
modificado.

As duas distribuigdes sao:

( AX\" n k2 (3.46)
I g
{ Bc) F° B,}L (CA /B) Tk

o= (o) » LT

k=1

Podemos construir um grafico para efetuar uma comparacao entre as duas

distribuicdes:

0.16 . ! ,

(01 7. o] SOOI, | ; SR  eeen e n e enenens st S R s

01 oo R S .............. x

- - Distribui¢ao Proposta — p=7.96

Distribuicao Original — p=6.45
0.10

0:006 Loy q
0.04 oo,

0.02f R

0.00
0 5 10 15 20

n

Figura 3. 3 - Histograma comparativo das populacGes dos lasers. Os valores relativos séo c/Z/B =16¢e

‘A/C = 5,0 . Aumento do nimero médio de aproximadamente 20% , Fator Q de Mandel
da distribuicéo original, Q,,, = 1,19 e da distribui¢do proposta, Q, = 1,01 .
Fonte: Elaborada pelo autor
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Como pode-se observar, a distribuicdo referente a interacdo dependente do nimero de
fétons apresenta um numero médio de fotons aproximadamente 20% maior do que o da

distribuicdo usual, valor obtido utilizando os mesmos parametros para ambos.
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4  OBSERVACOES FINAIS E PERSPECTIVAS

No presente trabalho, mergulhamos em uma abrangente &rea da fisica, o estudo da luz,
dotado de incontaveis aplicacbes tecnoldgicas. Para a maior compreensdo dos fendbmenos
imersos em tal esfera de conhecimento, revimos importantes conceitos e formalismos ao
longo do capitulo 2, tais como o essencial uso do Operador Densidade, o Oscilador
Harmadnico, a Teoria Quéntica da Radiacéo, Estatistica de Bombeio, Atomo de dois niveis, 0
Hamiltoniano de Jaynnes Cummings e outros. Vimos como funciona a interacdo entre a
radiacdo e a matéria, e como utilizar um super-operador para descrever a evolucao do sistema,
culminando na estatistica dos fotons, e outras analises do comportamento da luz laser, como
largura de linha e fator Q de Mandel. Em seguida trabalhamos com um Hamiltoniano né&o
Linear, adentrando campos ainda ndo muito explorados, e seguindo o mesmo objetivo de
obter a estatistica dos fotons, agora mediante uma interacdo dependente do numero de fétons,
percorremos um caminho similar até a obtencdo de uma nova equagdo mestra, que nos
forneceu a sua respectiva estatistica.

Como resultado, observamos uma notavel semelhanca entre as duas distribuicdes,
regadas a certo regime (muito além do limiar). Mas foi apenas quando rompemos esse regime
que vimos a diferenciacdo das distribuicdes, onde, mediante 0s mesmos parametros,
obtivemos um aumento significativo de aproximadamente 20% no nimero médio dos fétons
da cavidade para o Hamiltoniano Intensity Dependent. O fato Q de Mandel da nova
distribuicdo € mais baixo do que o fornecido pela distribuicdo usual, o que quer dizer que ele
tem uma maior aproximacdo de estados de luz classica do que o tradicional. Vimos também
que a distribuicdo obtida para o Hamiltoniano Intensity Dependent nos fornece um nimero
médio de fétons que ndo demonstra sensibilidade no que diz respeito a aproximacées oriundas
dos parametros do laser; ganho, saturacdo e perda, diferentemente do nimero médio da
distribuicdo original. Esse fato ilustra uma notavel vantagem do laser Intensity Dependent em
comparagdo ao usual, uma vez em que ndo precisamos nos preocupar com uma alta taxa de

ganho em relacdo as perdas naturais do sistema.
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