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RESUMO

VISCARDI, L. A. M. Férmions em QCD na rede. 2019. 138p. Dissertagao
(Mestrado em Ciéncias) - Instituto de Fisica de Sdo Carlos, Universidade de Sao Paulo,
Sao Carlos, 2019.

O presente trabalho propoe o estudo da cromodindmica quantica (QCD) através de
simulac¢oes numéricas da teoria na rede. Inicialmente sera apresentada a formulacio de
integral de trajetéria da mecanica quantica para em seguida generalizar os resultados para
a teoria quantica de campos. A teoria na rede exigira a discretizagdo do espago-tempo e
mostraremos como colocar os graus de liberdade bosonicos e fermionicos na rede. Usaremos
a formulagao de Wilson para a acdo de glions e férmions na rede. Simula¢ées numéricas
em QCD na rede envolvendo férmions sdao consideravelmente complicadas e tém um custo
computacional altamente limitante. Mais precisamente, nao é possivel simular a estrutura do
vacuo fermionico sem algum tipo de aproximacao. Neste trabalho usaremos a aproximacao
quenched da QCD, que consiste em negligenciar os efeitos de loops de quarks do vacuo.
Também empregaremos apenas dois sabores de quarks degenerados, correspondendo as
duas espécies de quarks leves presentes na teoria. Ao longo deste trabalho serao exploradas
as dificuldades encontradas em colocar quarks na rede e também sera determinado o
espectro de hadrons como uma aplicagao de interesse. Contudo, também estudaremos um
problema simples envolvendo a teoria de gauge pura na rede, isto é, calcularemos o valor
esperado para o operador plaqueta. Este estudo servird como um pré aquecimento antes de
lidar com o problema mais desafiador do espectro de hadrons e também permitira aprender
algumas técnicas de simulacao que serao utilizadas na determinagao do espectro de hadrons,
a saber, o método de Monte Carlo e os algoritmos banho térmico e sobre-relaxacao, que
servem para construir configuragoes de gauge (glions). A interpretacido dos resultados
obtidos devera ser realizada a partir da analise estatistica dos dados. Estimaremos o tempo
de termalizacao do operador plaqueta a partir da visualizacao da equilibragao do resultado
e usaremos o método bloco de dados para estimar o tempo de correlacao das configuragoes
de gauge. Essas estimativas serao importantes para decidirmos os parametros de simulacao
adequados para o espectro de hadrons, pois neste caso nao teremos acesso a quantidade
suficiente de dados para determinar o valor desses parametros. Para a determinacao de erros
estatisticos serda usado o método de jackknife. O calculo do espectro de hadrons envolve a
inversao de uma matriz esparsa nao positiva definida, mais precisamente, o operador de
Dirac. Esta sera a parte que mais consumira tempo nas simulagoes e usaremos o algoritmo
gradiente biconjugado estabilizado (Bi-CGStab) para a inversao. A determinagao da massa
de hadrons somente sera possivel apds a fixacao da massa experimental de algum hadron

(usaremos o pion), e apds a extrapolagao quiral dos resultados, que sera realizada a partir



do método dos minimos quadrados nao linear. Ao final deste trabalho obteremos uma

estimava para a massa do proton e do méson rho.

Palavras-chave: QCD. Teoria na rede. Férmions de Wilson. Aproximacao Quenched.

Espectro de hadrons.



ABSTRACT

VISCARDI, L. A. M. Fermions in lattice QCD. 2019. 138p. Dissertagao (Mestrado
em Ciéncias) - Instituto de Fisica de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos,
2019.

This work proposes the study of quantum cromodynamics (QCD) through numerical
simulations of the lattice theory. Initially we will present the path integral formulation of
quantum mechanics and then generalize these results to quantum field theory. The lattice
theory requires the discretization of space-time and we will show how to put the fermionic
and gluonic degrees of freedom on the lattice. We will use Wilson’s formulation for the
action of fermions and gluons. Numerical simulations in lattice QCD with fermions are
considerably complicated and their cost is highly limiting. More precisely, it is not possible
to simulate the fermionic structure of the vacuum without any kind of approximation.
We will use the quenched approximation in this work, which consists of neglecting the
effects of vacuum quark loops. We also will employ only two flavors of degenerate quarks
corresponding to the two species of light quarks present in the theory. Throughout the
work we will discuss the difficulties related to putting quarks on the lattice and we will
evaluate the hadron spectrum as an application of interest. However, we also must study
a simple problem involving the lattice pure-gauge theory, i.e., we will compute the mean
value of the plaquette operator. This will be a warm-up study before dealing with the more
challenging problem of the hadron spectrum and will allow us to learn some simulation
techniques that will be used in the hadron spectrum determination, namely the Monte Carlo
method and the heat bath and overrelaxation algorithms, which are useful to build gauge
configurations (i.e. gluon configurations). The interpretation of the results obtained should
be performed using statistical analysis of the data. We will estimate the thermalization
time of the plaquette operator from the visualization of the equilibration result and will
estimate the correlation time of gauge configurations using the data blocking method.
These estimates are important to decide the suitable simulation parameters for the hadron
spectrum, because in that case we will not have access to a quantity of data large enough
to determine the value of these parameters. For the statistical error determination we will
use the jackknife method. The calculation of the hadron spectrum involves the inversion of
a non positive definite sparse matrix, more precisely, the Dirac operator. This will be the
most time-consuming step of the simulation and we will use the Bi-Conjugate Gradient
Stabilized (Bi-CGRStab) algorithm to do the inversion. The determination of hadron
masses will only be possible after fixing an experimental mass of some hadron (we will use
the pion), and after the quiral extrapolation of the results, which will be performed using
the non-linear least square method. At the end of this work we will obtain an estimate of

the mass of the proton and of the rho meson.



Keywords: QCD. Lattice theory. Wilson fermions. Quenched approximation. Hadron

spectrum.
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1 INTRODUCAO

A Cromodinamica Quéntica (QCD) é a teoria fundamental que descreve a dindmica
de interagoes fortes entre quarks e glions. Ela é uma teoria quintica de campos com
simetria local de gauge SU(3), correspondendo aos trés graus de liberdade da chamada
carga de cor, responsavel pela forga forte. Os campos de férmions estao associados aos
quarks, e os campos de gauge, tomados na representacao adjunta do grupo de gauge,
correspondem aos glions. O primeiro reconhecimento da QCD foi devido a teoria de
perturbacao, que nos permite descrever processos hadronicos de alta energia. A analise
perturbativa é possivel porque a teoria tem a caracteristica notavel chamada [liberdade
assintotica, que determina que o acoplamento (dindmico) se torna pequeno quando a

magnitude da transferéncia de momento nos processos hadronicos se torna grande.’

Contudo, a abordagem convencional perturbativa falha na regiao de baixas energias,
para momentos p < 1 Gev, onde a constante de acoplamento se torna da ordem da unidade.
Nessa regiao, uma variedade de fendmenos nao-perturbativos ocorrem, sendo um deles o
notavel fendomeno de confinamento de quarks. Existem varios modelos inspirados pela QCD
para descrever o regime nao-perturbativo da teoria, contudo nenhum deles tem sucesso

em calcular grandezas fisicas a partir de primeiros principios da QCD sem aproximagoes.

A formulagao proposta por Wilson fornece uma abordagem tinica e muito promissora
para estudar o regime nao-perturbativo da QCD.?? A teoria na rede tem a vantagem
tedrica de uma formulagdo matematicamente precisa da QCD, em termos de grandezas
finitas, dadas pelos graus de liberdade dos campos da teoria. Além disso, a formulagao
permite a utilizagao de ferramentas numéricas, tais como o método de Monte Carlo,
para calcular grandezas fisicas diretamente da QCD. De fato, a teoria na rede tem uma
caracteristica valiosa que possibilita um programa simples de renormalizacao da teoria
quantica de campos. A rede atua como um regularizador da teoria. O comprimento de
onda mais curto que pode ser modelado na rede é A\, = 2a, onde a ¢ o espagamento da
rede. Os graus de liberdade com momento maior que 7/a sdo excluidos da teoria na rede e,
deste modo, a rede funciona como um corte ultravioleta. O programa de renormalizacao na
rede é implementado a partir da conexao entre uma grandeza fisica e sua correspondente
expressao na formulacgao de rede, de forma que seja removido o corte a, i.e. o limite do
continuo a — 0 é tomado relacionando-se uma grandeza de rede a sua expressio fisica. E
importante mencionar que a formulagao de Wilson preserva a simetria de gauge exatamente,

mesmo para a finito.

Em 1979, Creutz calculou pela primeira vez a tensao de corda usando o método de
Monte Carlo e demonstrou o comportamento de escala aproximado da tensao de corda, que

implica a coexisténcia de confinamento de quarks e liberdade assintética.* Este resultado
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encorajou a realizacdo de outras simulagoes de QCD na rede a fim de calcular grandezas
fisicas da QCD. De fato, muitos trabalhos utilizando simulagoes numéricas de QCD na
rede tém sido realizados desde os anos 1980, mostrando gradualmente que os métodos
numeéricos formam uma ferramenta poderosa e pratica para estudo das propriedades

nao-perturbativas da QCD.

Dentre os diversos assuntos abordados pela teoria na rede da QCD, a determinacgao
do espectro de hadrons seria uma demonstracao valiosa da validade da QCD em baixas
energias, isto é, no dominio nao-perturbativo. Outra caracteristica importante dos calculos
do espectro é que eles levam a determinacao da massa dos quarks, que sao parametros
fundamentais do modelo padrao. Além disso, cada calculo (ou “medida”) realizado com
sucesso pela teoria na rede fornece uma confianga a mais para a aplicacdo desta na

determinacao de outros observaveis fisicos.

A primeira tentativa para a determinacao do espectro de hadrons foi realizada
em 1981.%% Embora a formulacio de QCD na rede forneca um caminho direto para
calcular o espectro de hadrons, ela também sofre de severas restrigbes computacionais.
Uma das restricdes notaveis esta relacionada a estrutura dindmica do vacuo de quarks.
Nao ¢é possivel realizar simulagoes numéricas que levem em conta toda a complexidade
do vacuo fermionico. As primeiras simulagdes numéricas para a determinacao do espectro
de hadrons empregaram a aproximacao quenched da QCD, em que os efeitos de loops de
quarks no vacuo sao desprezados. Na realidade, a aproximagcao quenched ainda continua
sendo amplamente utilizada em calculos de grandezas fisicas. A principal justificativa da
aproximacao quenched sdo os proprios resultados por ela obtida, que refletem bem os

valores experimentais das grandezas fisicas calculadas.

Outra caracteristica importante nos calculos do espectro de hadrons é que nao é
possivel alcangar a pequena massa do quark up e quark down em simulagdes numéricas.
Neste caso, os custos computacionais crescem consideravelmente no limite de suas massas
fisicas e os resultados também sofrem de grandes flutua¢oes numéricas. Assim, em calculos
do espectro de hadrons é geralmente necessario extrapolar os resultados obtidos para

quarks pesados para quarks com as massas fisicas do quark up e quark down.

Previsoes realisticas a partir de QCD na rede sao obtidas no limite em que o
tamanho da rede se torna infinito e o espacamento da rede se torna zero, isto é, o limite
do continuo do mundo fisico. Contudo, essas duas grandezas também influenciam muito o
custo computacional das simulagoes numéricas. Nos primeiros trabalhos de determinacao
do espectro de hadrons nao era possivel fazer um estudo detalhado desses dois limites
e os calculos eram restritos a redes pequenas. Por exemplo, na primeira estimativa do

® a maior rede utilizada foi N2 x N; = 63 x 12, onde Nj se refere ao

espectro de hadrons,
tamanho da rede na dimensao espacial e /V; na dimensao temporal. Deste modo, os célculos

iniciais eram capazes apenas de fazer estimativas numéricas do espectro de hadrons e os
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erros obtidos podiam ultrapassar 10% dos valores das massas calculadas. Além disso, nao
se tinham muitos dados para se fazer um controle preciso dos erros. Assim, os valores
dos erros eram simples estimativas associadas basicamente as extrapolacoes dos dados.
Felizmente, todo esse cenario foi melhorando a medida que novos recursos computacionais

e novas técnicas de simulagoes foram se disponibilizando.

Com o uso de computacao paralela, apos apenas uma década da primeira estima-
tiva do espectro de hadrons se tornou possivel realizar simulagoes numéricas com redes
alcancando o tamanho de até 322 x 30 x 40 e também estudar os erros devidos a tamanhos
finitos nas simulacoes.” Para esta finalidade, é preciso realizar vérias simulacoes para
diferentes pardmetros de rede e comparar seus resultados a medida que se aproxima o
limite do continuo. Em particular, nessa referéncia foi possivel determinar o espectro de
hadrons com desvios nas massas variando de 1 a 9% dependendo da particula. Dentro do
quadro da aproximagao quenched essa é a ordem de precisao que se consegue obter em
simulagoes numéricas. Apenas com a utilizagao de férmions dinamicos é possivel obter
resultados que notavelmente concordam completamente com o resultado experimental.®
Naturalmente, os calculos de alta precisao em QCD na rede sao possiveis gracas as si-
mulacoes de alto desempenho e as muitas técnicas desenvolvidas que permitem melhorar
o sinal dos resultados e diminuir erros devidos a tamanhos finitos, etc. De fato, a QCD
na rede é hoje uma ferramenta poderosa e indispensavel para estudar as propriedades

nao-perturbativas da QCD.

A presente dissertacao foi estruturada de forma sequencial e com alguns capitulos
adicionais de apéndices que tém o objetivo de suplementar as ferramentas matematicas
basicas que sao usadas em calculos computacionais e em passos matematicos no decorrer
deste trabalho. A teoria na rede da QCD é construida a partir da formulacao de integrais
de trajetéria em teorias quanticas de campos. Assim, no Capitulo 2 é feita uma revisao do
método de integrais de trajetéria em mecanica quantica nao relativistica e em seguida,
no Capitulo 3, é realizada uma generalizacao direta desses resultados para o caso da
teoria quantica de campos. Nessa parte da dissertagao ha também uma se¢ao denominada
algebra de Grassmann, cujo objetivo é determinar as solugdes analiticas para as integrais
de trajetoria de interesse para campos fermionicos. Em seguida, no Capitulo 4 é estudado
o caso mais simples de teoria quantica de campos na rede envolvendo campos fermionicos,
a saber, um férmion livre na rede. Comegamos com a teoria no continuo e fazemos uma
descricao em detalhes da discretizagao do espago-tempo e da agao no continuo. Também
mostramos que o limite do continuo para campos fermidnicos na rede apresenta problemas,
devidos aos chamados dublés de férmions, e apresentamos a solucao aos dublés conhecida
por férmions de Wilson. No Capitulo 5 é estudada a teoria da QCD na rede. Fazemos
uma generalizagdo dos férmions de Wilson, vistos no caso de férmions livres na rede, para
o caso de quarks na rede. Também é descrita a formulacao de Wilson para o caso da

acao de glions na rede. Apds a construgao da agao da QCD na rede, passamos para o
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Capitulo 6, onde sao descritas algumas técnicas empregadas em simulagoes numéricas de
QCD na rede. A fim de avaliar essas técnicas, também realizamos o estudo do observavel
puramente de gauge mais simples possivel, denominado “operador plaqueta”. Também é
descrito o tempo de simulacao desse observavel para depois ser comparado com o tempo
de simulacao para o observavel mais simples possivel envolvendo férmions na rede, a saber,
o espectro de hadrons. No Capitulo 7 fazemos a determinagao do espectro de hadrons. Sao
usadas algumas técnicas computacionais descritas no capitulo anterior e sao generalizados
os parametros de simulac¢oes estimados para o operador plaqueta, para uso nas simulagoes
do espectro de hadrons. No Capitulo 8 é apresentada a conclusao deste trabalho. No
Apéndice A é descrita a representacao quiral no espaco euclidiano das matrizes gama
e suas principais propriedades. Sua representacao é utilizada nas simulag¢oes numéricas
do espectro de hadrons e as propriedades sao usadas no decorrer desta dissertacao em
alguns passos matematicos. No Apéndice B é descrita a transformada de Fourier da
rede. Ela é usada para mostrar os dublés de férmions na Sec¢ao 4.2. No Apéndice C sao
descritas as principais propriedades dos grupos de Lie SU(V) e no Apéndice D as principais
propriedades da medida de Haar, usadas para realizar integragoes sobre as variaveis de

ligacao, isto é, as variaveis que descrevem os campos de glions da QCD na rede.
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2 INTEGRAL DE TRAJETORIA EM MECANICA QUANTICA NAO RELATIVIS-
TICA

A teoria na rede da QCD é construida a partir da formulacao de integrais de
trajetoria da teoria quantica de campos. Assim, inicialmente deveremos estudar a construcao
da formulacao de integrais de trajetoria da mecénica quantica a partir de sua formulagao
candnica.” Em seguida, os resultados obtidos serdao estendidos por analogia para a teoria
quantica de campos. A determinacdo das integrais de trajetoria em QCD na rede é dividida
em duas partes. Primeiramente precisamos calcular as integrais para campos fermionicos
analiticamente e, assim, serd necessario estudar a algebra de Grassmann. Esse topico serd
abordado na propria secao de integrais de trajetoria para campos fermionicos. O resultado
da integral de campos fermionicos pode depender de campos bosonicos; assim, ele deve ser
integrado com as variaveis bosonicas. Nessa parte deverao ser empregadas as técnicas de

simulagdes numeéricas. Esse assunto sera abordado apenas mais adiante, no Capitulo 6.

A construcao da formulagao de integrais de trajetéria da mecanica quantica de-
senvolvida neste capitulo é baseada no livro texto de H.J. Rothe.” Por simplicidade, ser
realizada inicialmente a deducao da integral de trajetoria para o caso unidimensional, para

em seguida generalizar seus resultados para o caso multidimensional.

2.1 Integral de Trajetéria Unidimensional

Na formulagao hamiltoniana da mecanica classica os estados do sistema sao descritos
por uma coordenada espacial g e a coordenada do momento canonicamente conjugada p.
Ja na formulagdo canonica da mecanica quantica os estados do sistema sao descritos por
vetores no espaco de Hilbert e os observaveis sao representados por operadores hermitianos
atuando neste espaco. Como os observaveis sao representados por operadores, entao as

coordenadas ¢ — ) e p — P passam a satisfazer uma relacdo de comutacao, a saber*

Q,P] =i. (2.1)

Na representacao de Schrodinger os autoestados dos operadores () e P satisfazem a seguinte
relagao

Qlg) = dlg), (2.2a)

Plp) = plp) - (2.2b)

Os vetores de estado sao normalizados em “funcgoes delta de Dirac”

{d'l9) =0(d' —q), (2.3a)
{¥'lp) =o(p" —p), (2.3b)

Nesta dissertagao serdo usadas unidades naturais h = ¢ = 1.

*
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e obedecem as relagoes de completeza

[ dalaytal = 1. (2.4a)
[ dvlp)pl = 1. (2.4b)

A representacao do autoestado de momento no espaco de coordenadas é uma onda plana

(alp) = \/127

Note que foi escolhido manter o fator 1/v/27 na onda plana e manter a relacao de

e'P (2.5)

completeza para o momento igual a unidade.

O estado quéantico do sistema é descrito por um vetor [¢)) no espago de Hilbert.
Na representacao de Schrodinger este estado depende do tempo e satisfaz a equacao de

movimento

o u(6) = H(Q, P)lu(t). (2:6)

A solucao desta equacao é

[ (1) = e (t)) (2.7)

e a correspondente funcao de onda na representacao de coordenada é

Ulg,t) = {glv(t)) - (2.8)

A partir da equagao (2.7) da evolucao do sistema quéntico, podemos obter

O, t) = (@)
_ <q/’67iH(t’7t)’w<t>>
_ / dq (q'|e” =D |g) (gl (1))

= [ da G(d,¥5a,H0(a 1), (2.9)

onde
G(d,t;q,t) = (d|e T V)g) = (¢, t']q, t) (2.10)

é a fungao de Green' descrevendo a propagacio do estado |¢)(t)). Note que o conhecimento
da fungao de Green é equivalente a ter resolvido a equagdo de Schrodinger (2.6), pois o
desenvolvimento temporal da funcdo de onda é obtido por meio de uma simples integracao
(2.9) da propria fungdo de Green, levando de um estado dado até um outro desejado, e

justificando, assim, o fato de considerarmos a fun¢do de Green como um propagador.

f Ela também é chamada de Kernel de Feynman.
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Uma propriedade muito importante da fun¢ao de Green (2.10) é que ela satisfaz a

seguinte lei de composi¢ao

G(d. 1 q,t) /dq”G (¢t 4" 1")G(q",t";q,t). (2.11)
Podemos ver isto notando que

—iH(E ) _ —iHE ") —iH (1)

_ /dq" —iH(t'—t") | //> <q//|e—z‘H(t”—t)

€

e agora colocando isto em (2.10) obtemos

G(q',t';q, t) — <q/|6—zH (' —t) |C]>
_ /dq" q |6—1H(t’—t”) |q//> <q//|e—iH(t”—t) |q>

= /dq”G(CJ’,t’; ¢",1")G(", 1" 1),
que ¢ exatamente a equagao (2.11).

Usando a lei de composicao Feynman derivou a representagao por integral de
trajetéria para o elemento de matriz (2.10). Assim, agora serd derivada essa representagao,
porém para a versao euclidiana, que corresponde a realizar uma continuagao analitica para

tempos imaginarios.

Entao, comecamos inicialmente considerando o elemento de matriz que descreve a

funcao de Green
(¢, t'lg,t) = (¢'le”""D]q), (2.12)
onde
la,t) = ¢"'|q) (2.13)
¢é autoestado do operador de Heisenberg

Q(t) = e Qe (2.14)

ou seja,
Q)la.t) = ala,t) - (2.15)

A continuagao para tempos imaginéarios da fungdo de Green é obtida por meio da rotagao

de Wick
t——it e t'— —ir. (2.16)
Assim, a funcao de Green euclidiana é dada por

(¢, )g, t)y =i = (/] 7g). (2.17)
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Para obtermos a representacao por integral de trajetéria da funcao de Green
(2.17), devemos dividir o intervalo de tempo* [r,7'] em N segmentos infinitesimais de
comprimento € = (7" — 7) /N. Denotemos por 71, 7s,...,7y_1 0s tempos intermedidrios,
istoé, 7 <711 < T <...<7n_1 <7 Entao a funcao de Green euclidiana pode ser obtida

por uma sequéncia de intervalos de tempo infinitesimais como segue

<q/|e_H(r'_r)|q> _ <q,|e_H(T,—TN*1)e_H(TN*1_TN72) . e_H(Tl_T)|q>
N—-1
= [ T1 da¥ gl 1™ ) x
=1
(@ e g M) g W g) (2.18)

Aqui |¢V) denota o conjunto completo de autoestados que foi introduzido no I-ésimo passo

de tempo intermediario.
Para avaliar os elementos de matriz em (2.18) precisaremos especificar a estrutura
do hamiltoniano. Assim, supomos que ela seja da forma simples
1
H = §P2 +V(Q). (2.19)
Fazendo uso da férmula de Baker-Campbell-Hausdorff,

eAeB = A+B+5[A B+ , (2.20)

concluimos que e ¢ pode ser aproximado para e pequeno, dando

—He —e1P2-eV(Q)

e =e ~ e 2P V(Q) (2.21)

Se segue que
_He —elp? e
(@Y1 q") ~ (gDl @)
<q(z+1)|e—e§P2 |q(l)>efeV(q(”) . (2.22)

Para avaliar os elementos de matriz remanescentes introduzimos um conjunto completo de

N X _lp2 . . .
autoestados de momento a direita e & esquerda de e~z e em seguida usamos a identidade

(2.5). Assim, temos que
—eV(q® —elp2
e I A i Ca U
—eV(qW —elp?
e~V )/dp(l)dp/(l)<q(l+1)|p(l)><p(l)|e 3P |p/(l)><pf(l)|q(l)>

I 1 / /
— V(@) / dp® dp’(’) oir g+ (pO[p'®y o= Dq® ~3 (p ®)?

2T \ 2T
o—V(a l))/d p(l)(q(1+1) q,(l))e,E (pm)

+1) _
o—V(a") / dp(wfexp e lpu)?_ipm gt —q¥ .
2T 2 €

! Devemos nos referir a 7 como “tempo”.
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Substituindo em (2.18) obtemos a representac¢ao por integral de trajetéria aproximada no
espago de fase, valida para € pequeno

N-1

N—-1
(q]e7 7)) =~ / IT 4 T]
=1

=0

+1) _ ()
o V(a®) / ap® L exp e | 107 — 0 ¢ —q"
2T 2 €

(+1) _ ()

€

onde
q(O) =q, q(N) — q/7 (224&)
N—1 N—1 3 (I
dp
DgDp = ] dq p—, (2.24b)
=1 iZo 27
e
1
Hq",p") = 50" +V(d"). (2.24¢)

Note que o nimero de integragoes sobre o momento excede aquele sobre as coordenadas.

Na verdade, a férmula acima (2.23) permanece vélida para qualquer hamiltoniano
da forma H(Q, P) = T(P)+V(Q), com T(P) um polinémio no momento canénico. Para o
caso em que T'(P) tem uma forma quadrética dada em (2.19), podemos também obter uma
representagao por integral de trajetoria no espaco de configuragoes realizando a integral

gaussiana sobre o momento. Se o tempo da divisao € é infinitesimal, entao
(i+1) _ )
T 797 _ 40, (2.25)

€

Agora podemos determinar a representacao por integral de trajetéria no espaco de confi-

guragoes para o hamiltoniano dado pela equagao (2.19),

(q'le” " |q)
(I+1) _ ()
R /Dqu exp {eip(l) <qq> } o<t (a0 )
€
N-1 N-1 1
do® . 1

_/ H d(](l) H Le&p(l)q(l) exp{—e {2])(1)2 + V(q(l))]}

=1 =0 “T

N-1 N-1 !

dp® 1

:/ H dq(l) H efeV(q(D) ;)eXp{—e [p(l)z Zp(l)q(l)}}

I=1 1=0 7

N-1 N-1
_ / TT da® T] V@1 exp (_€1q,(l)2>

=1 1=0 2me 2
= 1 /Ai_[l dq(l) 1:[ e—ev(q(w)exp (—Elq(l)2>

(2me)N/2 ) 12 "
1 N-1 / v "
= d o= 21— Lre(@V.d )’ 596
(271'6)1\7/2/1/:1 q e (2.26)
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onde

. I,
Li(@",q") = 5" + V(). (2:27)

O subindice “E” em Lg ¢é para nos lembrar que estamos estudando a funcao de Green na

formulagao euclidiana.

7_ ——

Figura 1 — Um caminho conectando os pontos (¢, 7) e (¢',7’) do espago-tempo que contribui &
integral (2.26).

Fonte: Elaborada pelo autor.

Para interpretar o lado direito de (2.26), considere um caminho arbitrario conec-
tando os pontos do espago-tempo (g, 7) e (¢, 7'), consistindo de segmentos de linhas retas
em cada intervalo de tempo infinitesimal. Denotemos por ¢ a coordenada do sistema no
tempo 7; (veja a Figura 1). Entdo ¢ é a “velocidade euclidiana” no intervalo de tempo
[71, Ti+1] de uma particula se movendo em um espaco de configuragoes unidimensional e Lg
é a versao discretizada da lagrangiana classica na formulacao euclidiana. A acdo associada
ao caminho ilustrado é dada por

N-1

Seld = 3 €[5 @m)* + Via@)] (2.28)

1=0
Esta é a expressao que aparece no argumento da exponencial em (2.26). Portanto, para

calcular as fungdes de Green euclidianas temos a seguinte prescri¢ao:

i) Divida o intervalo [7, 7] em segmentos infinitesimais de comprimento ¢ = (7 —7')/N.

ii) Considere todos os caminhos possiveis comegando em ¢ no tempo 7 e terminando em
¢’ no tempo 7. Aproxime esses caminhos por segmentos de linha reta como mostrado

na Figura 1 e calcule a agao (2.28) para cada caminho.
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iii) Cada caminho precisa ser “pesado” com um fator multiplicativo exp(—Sg[q]), e em
seguida todas essas exponenciais devem ser somadas sobre todos os caminhos. Tal
soma é realizada integrando-se todos os valores possiveis da coordenada ¢ nos

tempos intermediarios.

iv) Devemos multiplicar o resultado por um fator global de normalizagao, a saber,
(1/27Te)N/2, e tomar o limite ¢ — 0, N — oo, mantendo o produto Ne = (7 — 7’)

fixo.

O resultado dos passos i) e ii) é formalmente denotado por

q/
(¢, 7'|q,7) :/ Dge#ld (2.29)
q
onde

Suldl = [ dr"Le (4G, ") (230

e no qual por conveniéncia foi introduzida a notagao

(d,7q,7) = (e |q), (2.31)

em analogia & (2.12). Esta é a expressao para a integral de trajetéria na formulagao

euclidiana que queriamos obter.

Note que, como os caminhos em (2.29) sdo pesados com exp(—Sg[q]), espera-se
que as contribui¢bes importantes venham daqueles caminhos para os quais Sg[g] toma

valores proximos ao minimo, isto é,

Este é o principio da minima acao que leva as equagoes euclidianas classicas de movimento.
Portanto, dentro do quadro da integral de trajetoria, a quantizagao de um sistema cléssico
consiste em levar em conta as flutuagoes em torno do caminho classico. Na formulacao
euclidiana essas flutuagoes sao exponencialmente suprimidas se Sg > 0. Por outro lado,
na formulacgao para tempo real, um procedimento analogo leva a seguinte representacao

por integral de trajetoria da funcdao de Green

o q )
(qle 10 0g) = [ Dgetsi, (2:32)
q
onde S[q] é a agao para tempo real. Como a integral de trajetéria (2.32) para tempos reais
envolve caminhos que sao pesados com um fator oscilatorio, entao essa representagao nao
¢ adequada para calculos numéricos, pois os termos oscilantes dificultam a convergéncia

dos calculos e também sido mal condicionados.
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2.2 Integral de Trajetéria Multidimensional

A determinagdo da integral de trajetéria euclidiana para o caso de um sistema

quantico com D graus de liberdade ¢ obtida por meio de um procedimento analogo ao

realizado na secao anterior para o caso de um sistema quantico com apenas um grau

de liberdade. Assim, nao iremos nos preocupar com os detalhes mateméaticos para a sua

obtencao.

Denotemos coletivamente por ¢ = {q1,...qp} os graus de liberdade do sistema e

l¢) os autoestados simultdneos dos correspondentes operadores @ = {Q1,...Qp}, isto é,

Qul?) = qulq), a=1,...,D.

Considere que o hamiltoniano do sistema seja da forma

1 D
H:§ZP§+V(Q).

a=1

A representacao por integral de trajetéria da funcao de Green euclidiana

(d,7q,7) = {d}s - dple ™ g1, . . ap)

q/
(. 7a,7) = / Dge F,

q

onde a acgao euclidiana ¢ dada por

Sela) = [ dr"Le (a(r").d6")

com a lagrangiana euclidiana sendo

D
. . 2
Li(@®,q") =3 —¢" +v(q¥).
a=1

1
2

A integral de trajetéria é calculada como segue:

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

i) Divida o intervalo [, 7] em segmentos infinitesimais de comprimento ¢ = (7 —7')/N.

ii) Considere todos os caminhos possiveis comeg¢ando em ¢ no tempo 7 e terminando

em ¢’ no tempo 7’. Aproxime esses caminhos por segmentos de linha reta e calcule a

acao

(qu“’ —q¥

)2 + v<q<n>>]

para cada caminho.

(2.39)
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iii) Cada caminho precisa ser pesado com exp(—Sg[q]) e em seguida todas essas exponen-
ciais devem ser somadas sobre todos os caminhos. Tal soma ¢ realizada integrando-se
todos os valores possiveis da coordenada ¢V nos tempos intermediarios.

. 1 o ND/2

iv) Devemos multiplicar o resultado por um fator de normalizagao, a saber, (1/27¢) ,

e tomar o limite ¢ — 0, N — 0o, mantendo o produto Ne = (7 — 7’) fixo.

2.3 Funcodes de n pontos

Em mecénica quantica toda a informacao fisica sobre um sistema quéntico esta
contida na fun¢ao de Green (2.35). Em teoria quantica de campos, por outro lado, essa
informacao estda armazenada em um conjunto infinito de valores esperados no vacuo de
produtos de operadores de Heisenberg dos campos. Esses valores esperados sao chamados
de funcao de Green ou funcao de n pontos. Assim, esta secao serda dedicada ao estudo das
fungoes de n pontos no contexto da mecanica quantica, onde, em vez de essas func¢oes de n
pontos envolverem os valores esperados no vacuo de produtos de operadores de Heisenberg
dos campos, elas naturalmente envolverao os valores esperados no estado fundamental de
produtos de operadores de Heisenberg das coordenadas. Deste modo, a diferenca essencial
é que em mecanica quantica aparecem produtos de operadores de coordenadas, enquanto
que em teoria quantica de campos esses operadores de coordenadas sao substituidos por

operadores de campos.

Agora considere um sistema quantico com D graus de liberdade. Seja T' o operador
de ordenagao do tempo, isto é, ele ordena os operadores de Heisenberg da esquerda para a

direita em ordem decrescente do tempo. A fun¢do de n pontos é definida por

Gorag.an (T15 T2, - -+ Tn) = (Eo|T(Qay (11)Qay (T2) - - - Qa, (Tn)) | Eo) 5 (2.40)

que é simplesmente o valor esperado de T(Qq,(71) ... Qa, (Tn)) no estado fundamental.

Note que Qq,(7;) é o operador de Heisenberg
Qo (1) = MM Qqe” 1T (2.41)

para tempos imaginarios.

Para derivar a representagao por integral de trajetéria para a funcao de n pontos
(2.40) deveremos proceder em dois passos. Inicialmente serd mostrado que a fun¢ao de n

pontos estd relacionada ao elemento de matriz

(C],, T/‘Qal (’rl)Qozz (7—2) s Qan (Tn)‘q’ 7—)
= (17" Qs (11)Qua (72) - - Qa, (72)e™|a) (2.42)
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Assim, inserimos um conjunto completo de autoestados de energia a esquerda e a direita

dos operadores exp(HT) e exp(—H7') em (2.42)

(q,7 T,|Q0z1 (Tl> s Qan (Tn)|Q7 T)
= > T T ()0 () (B |Qar (1) - - Qa ()| Ex) (2.43)

onde naturalmente ¢;(¢q) = (¢|E;). Supondo que existe um gap de energia entre o estado
fundamental e o primeiro estado excitado, entdo para grande valores positivos e negativos
de 7" e 7 o0s tnicos termos importantes nas somas em x e £’ em (2.43) sdo os termos do

estado fundamental para o qual k, k" = 0, isto é,

(q,> T/‘Qal (Tl) s Qan (Tn)’% T)
— 0 ()5 (9) (Bol Qan (1) - - Qe () | Eo) (2.44)

/o0
T——00

Além disso, substituindo os Q,(7;)’s nesta expressao pelo operador unidade, temos que

(¢, 7q, 7) — e 2y (¢ )5 (q) - (2.45)

T/*)OO
T——00

De (2.44) e (2.45), vemos que a fungao de n pontos pode ser escrita como

(q/7 7-/|Qa1 (7_1) s ron (Tn)|Q7 T)
(q,> T/|Qa T) /=0

T——00

(Eo|Qa (11) -+ Qa, () | E) =

, (2.46)

desde que (q|Eo) = 1o(q) e (¢'|Eo) = o(q’) sejam néao nulos, ou seja, a fungdo de onda no

estado fundamental nao pode se anular em ¢ e ¢'.

A expressao (2.46) permanece valida para qualquer tempo arbitrario ..., T,,
entao segue que uma expressao correspondente também permanece valida para o produto

ordenado no tempo dos operadores de coordenadas, isto é,

(¢ 7T (Qar(11) - - - Qu ()9, T)
(qla T/|Q7 T) :/*_00

(Eo|T(Qay(T1) - - - Qu, (1)) | Eo) = (2.47)
Isto completa o primeiro passo para a derivacao da representacao por integral de trajetoria

para a funcdo de n pontos (2.40).

Agora naturalmente precisamos derivar uma representagao analoga para a expressao
(¢, 7' T(Quy(11) .. Qa, (Tn))|q, 7). Assim, consideramos inicialmente que 7" > 71 > 7 >
. > 7, > 7. Fazendo uso da expressao do operador de Heisenberg (2.41), podemos

escrever

(q/7 7J|Qoz1 (7—1)@&2 (7_2) cee Qan (Tn)’% 7_)
_ <q/’e—H(7—/,‘rl)Qa1 (Tl)e—H(n—rg)Qa2 (7_2) N .e—H(Tn_lfrn)Qan (Tn)efH(Tn*T)|q> )
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Devemos inserir um conjunto completo de autoestados de {Q,} a direita e a esquerda de

cada operador @), isto é,

(q/’ T/|Q011 (TI)QOQ (T2> s Qan (Tn> |Q7 T)
l
= / [T da(d'|e™ =) 1¢M) (g |Quy (1) gV) (gD [ e~ (1 77) | g2))
=1
(4®1Qas (12)|a®) (gP] ... e =17 g ) (| Qu, (1) | g ™) (g™ e g)

!
— /H dq(l) <q/|€—H(T _Tl)|q(1)>q81)<q(1)|6_H(TI_T2)|q(2))q£i,)<q(2)|
i=1

e H(m—1-mn) |q(n)>qgl)<q(n)|6_H(T"_T)|q> '

n

De (2.36), temos que cada elemento de matriz (¢@|e=#i=7)|qW)) = (¢ 7,|¢W), 7;) cor-

responde a uma integral de trajetoria, isto é,
. . q™®
(@D, 71q¥, 1) :/ DqeSelil
q9)
Assim, podemos reescrever

(q/7 7—,|Qo¢1 (Tl)roz (7-2) cee Qan(Tn)|qv T) )

Ccomo segue

o o [ selal [T Seld] @ Spld]
7 n —OE|q —OE4q —wOE4q
/il_[ldq Qo e - e [ Dqe /q@) Dqe .../qm Dqe

(

g™
— /( : Dq‘]g}l)q(%) .. .qé’i)e*SE[q} , (7-/ ST >Te> ... > T, > 7-)_
q‘f‘

Note que para obter a expressao acima exigimos que 7/ > 74 > 7 > ... > 7, > 7. Por
outro lado, se considerarmos uma outra sequéncia decrescente para 7;, com ¢ =1,2,...,n,
entao a unica coisa que deveria mudar na expressao acima € a ordem do produto de
coordenadas qgi_)’s. Porém, ja que qgi_) é uma variavel classica comutante, entdo a ordem
desses termos nao altera a integral de trajetéria resultante acima. Portanto, concluimos

que

q
(¢, 71 T(Qay (11) -+ Qu, (T))las7) = | Dagl)...q5e 9, (2.48)
q

onde Sg[q] é dado pela equagao (2.37).

A integral de trajetéria em (2.48) pode ser calculada a partir de uma prescrigao

analoga aquela vista para a funcdo de Green® na secdo 2.2:

i) Divida o intervalo |7, 7'] em segmentos infinitesimais de comprimento € = (7 —7’)/N.

5 Apenas a expressdo do peso muda para cada caminho, agora devemos pesar com exp(—Sglq)),
e adicionalmente com o produto de coordenadas qq,, Gass - - - » Gor,, NOS LEMPOS Toy, Tavgs - - + 5 Taum s
respectivamente.
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ii) Considere todos os caminhos possiveis comegando em ¢ no tempo 7 e terminando

em ¢’ no tempo 7’. Aproxime esses caminhos por segmentos de linha reta e calcule a

N=1 [ D1 /g1 _ g 2
=S| (B vt 2.49

=0

acao

para cada caminho.

iii) Cada caminho precisa ser pesado com exp(—Sg[g]) e o produto das coordenadas
Qoys Gags - - - s Qa,, NOS LEIPOS Ty, Tays - - - Ta,» T€Spectivamente. Deve ser feita a soma
de todas as contribuigoes para cada caminho. Tal soma é realizada integrando-se

todos os valores possiveis da coordenada ¢ nos tempos intermediarios.

iv) Devemos multiplicar o resultado por um fator de normalizagio, a saber (1/2me)~"/?,

e tomar o limite ¢ — 0, N — 0o, mantendo o produto Ne = (7 — 7’) fixo.

Agora finalmente estamos prontos para escrever uma expressao para a representagao por
integral de trajetéria euclidiana da funcao de n pontos. Substituindo (2.36) e (2.48) em
(2.47), temos

fq T _>+OO Dq q(l) . q(n)e E[Q]

E T N N . E ’7'% OO) aq , 250
(Eo| T(Qay(11) - - - Qa,, (T0)) | En) = [T g eld (2.50)
onde
7',_>+OO 1 " . "
Sela = [ ar"Lo(g(+").d(+")). (250)

¢ a acao euclidiana associada ao caminho ¢(7). As integrais em (2.50) séo realizadas sobre
todos os caminhos comegando e terminando em pontos arbitrarios nos tempo 7 — —oo e
7" — +00, respectivamente. Lembremos que a expressao (2.50) para a fun¢ao de n pontos
é valida apenas se a fun¢ao de onda no estado fundamental nao se anular em ¢ e ¢’. Em
célculos praticos o tamanho de {(q|Ey) e (¢'|Eo) é importante. A razao é que na maioria
dos casos de interesse nao podemos calcular a integral de trajetéria analiticamente, mas
devemos recorrer a métodos numéricos que naturalmente serao a ferramenta de trabalho
principal ao longo deste projeto. Assim, somos forcados a calcular multiplas integrais
em redes de tempo finito. E essencial que as contribuicdes da soma em (2.43) vindas de
estados de energia maiores sejam suprimidas tanto quanto possivel. Quando a funcao de n
pontos (2.50) é calculada numericamente, geralmente se impoem condigoes periédicas de

contorno, isto é, ¢ = ¢/, e se permite tomar valores arbitrarios de q.

A representacao por integral de trajetéria das fungoes de n pontos abre a possi-
bilidade de estudar teorias de campos nao-perturbativamente. Se considerarmos o lado

direito da funcdo de n pontos (2.50), se a agao é limitada por baixo, entao essa expressao
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tem a forma de uma média em um ensemble estatistico, com a distribui¢ao de Boltzmann
dada por exp(—Sg[g]). Isto nos permite usar os métodos estatisticos bem conhecidos
para calcular as fungoes de n pontos nas teorias quanticas de campos. Por causa dessa
semelhanca com a mecanica estatistica, chamaremos as fungoes de n pontos euclidianas

como fungoes de correlagoes, e escreveremos (2.50) na forma

1 q(17'—+00)

(Gar(r) - - - Qan(r) = 5 Dq qull) . qg:)e*SE[q] , (2.52)
A q(T——00)
onde
q(7'—+00)
Z = /q o D e=5eld) (2.53)

Apesar de as fungoes de correlagoes (2.52) nao serem médias de ensembles candnicos de

mecénica estatistica, ainda deveremos nos referir a (2.53) como fungao de particao.
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3 INTEGRAL DE TRAJETORIA EM TEORIA QUANTICA DE CAMPOS

Agora devemos generalizar os resultados obtidos na formulagao de integral de traje-
toria euclidiana da mecénica quantica para a teoria quantica de campos. A generalizacao
para campos bosonicos é direta, uma vez que eles sdo campos comutantes assim como
eram os operadores de coordenadas em mecanica quantica. A generalizacdo para campos
fermionicos também funciona, mas precisaremos tomar o cuidado adicional com a posi¢ao

de cada campo, pois eles sao anticomutantes.

O conteudo deste capitulo também é parcialmente baseado no livro texto de H.J.

Rothe,” suplementado com outras referéncias citadas abaixo.

3.1 Integral de Trajetéria para Campos Boso6nicos

Conseguimos escrever uma representacao por integral de trajetéria euclidiana para
sistemas quanticos possuindo um (g) ou varios (q1,gs, - - ., qp) graus de liberdade. Agora
esses resultados serao generalizados para a teoria quantica de campos bosonicos. Para isso,
deveremos considerar o operador de campo mais simples, a saber, o campo escalar real.
A funcao ¢(7,t) do campo escalar pode ser vista como a coordenada generalizada ¢, (t)
dependendo do “indice continuo” # no lugar do indice discreto a.!® Assim, um campo é
um sistema quantico com infinitos graus de liberdade. Sua dindmica é descrita por uma
funcao de Lagrange que em teoria de campos locais pode ser escrita como uma integral

sobre a densidade de lagrangiana

L= [ dL(o(7,0),0,0(7.1) (3.1
Introduzindo o campo canonicamente conjugado
oL
w(Z,t) = , 3.2
0= o 52
o hamiltoniano correspondente é dado por
H— / & H(r, d) = / & (70d — L) | (3.3)

No formalismo da quantizacdo candnica, as fungdes de campo ¢(Z,t) e (&, t) sdo conver-
tidas em operadores ®(Z,t) e II(Z,t) para os quais sdo postuladas as seguintes relagoes

de comutacgao candnicas em tempos iguais
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Em analogia a um sistema quantico com ntmero finito de graus de liberdade, podemos

definir o operador de campo de Heisenberg
®(7,t) = P (2,0)e (3.5)
que satisfaz as seguintes relagoes de autoestado dependente do tempo

®(z,1)[0,1) = o(Z)9, 1), (3.6)

onde a dependéncia temporal do vetor de base |§,t), expressa em termos do vetor de

Heisenberg constante |¢), é escrita como

[6,t) = €"']¢,0) = e""|9) . (3.7)

A amplitude de transicao entre dois vetores de estado tomados em diferentes tempos, isto

é, a funcao de Green ou funcao de 0 pontos é dada por

G, t';9,1) = (¢, |, 1) = (¢|e” "D |g) . (3.8)

Esta é a amplitude de probabilidade de fazer uma transicao da configuragao de campo
¢(Z) no tempo t para a configuragdo de campo ¢'(Z) no tempo t’. O conhecimento da
funcao de Green (3.8) é suficiente para responder qualquer questao sobre dinamica dos

campos quanticos, se realizarmos projecoes adequadas.

No entanto, se estivermos interessados em processos que envolvam a criagao e
aniquilacao de particulas, como é o caso para o espectro de hadrons, entao precisaremos
conhecer os valores das func¢oes de n pontos, isto é, os valores esperados no vacuo de
produtos de operadores de Heisenberg de campo. Assim, para o campo escalar as fungoes

de n pontos serao definidas como

G(z,y,...) = (QIT(®(x)®(y)...)|), (3.9)

—
gee

onde z = (2%, ), y = (v°,%),... € |Q) denota o estado fundamental (vicuo fisico) do sistema,
cuja dinamica é determinada pelo operador hamiltoniano H. Essas fun¢oes de n pontos
tém uma representacao por integral de trajetoria, que pode ser formalmente obtida de
(2.50) fazendo-se as substituigoes Q. (t) — P (7, 1) e qu(t) — o(Z, 1)

I Dod(2)o(y) . .. Sl
(QUT(B(2)®(y)...)|Q) = D (pjﬂ 5 , (3.10)

onde

1
Slo(@) = —3 / d'z(x) (O + M) é(x) (3.11)
é a agao associada a densidade de lagrangiana do campo escalar livre (na formulagao de

Minkowski) de massa M

£(6(2) = 50"6(2)2,0(z) — S MP6(a) (3.12)



37

Aqui, [ D¢ denota a soma sobre todas as configuragoes de campo ¢(x) possiveis.

Agora para obter a representacdo euclidiana da integral de trajetéria devemos

realizar a rotagdo de Wick (veja equagao (2.16)). Notando que

d*z —  dwidrydrs(—idry) = —id*z”

0o (e V(-2 )_ o
"O(—izg)?) "O(xg)?)

se substituirmos as expressoes acima na ac¢ao, obteremos

Slo()) i3 [ d'wo(a®) (~Oe + M) 6(a") = iSe[o(a™)].
Assim, a acao euclidiana do campo escalar livre é dada por
Seld] = ; [ o) (<0 + M) 6(x) (3.13)

e agora x se refere ao quadrivetor euclidiano = (¥, z4) e O é o laplaciano quadridimen-

sional
4
0= Z 0,0, - (3.14)
pn=1

A func¢ao de n pontos na formulagao euclidiana é dada por

— S Dop(x)o(y) . .. e—Sul¢]

(d(2)d(y) - - ) [ D510 : (3.15a)
onde a medida de integracao D¢ é formalmente definida por
Do = ] do(Z,z4). (3.15b)

A fungdo de n pontos é obtida simplesmente fazendo-se a substituicdo S[¢] — iSg[¢]
em (3.10). Assim, terminamos a generalizagao da representacao por integral de trajetéria
da mecéanica quéantica para o campo escalar livre. Além disso, todos esses resultados
permanecem validos para qualquer sistema de campos bosonicos e a maneira de se obter a
acao euclidiana Sg para cada sistema bosonico particular é exatamente analoga ao que

fizemos nesta secao.

3.2 Integral de Trajetéria para Campos Fermionicos

Agora serd derivada a representagao por integral de trajetéria para as fungoes
de n pontos de operadores fermionicos, mais precisamente, para o campo livre de Dirac,
por ser essa a acao mais simples possivel encontrada para campos fermiénicos. Contudo,
todo o resultado aqui descrito ainda serd valido para outros operadores fermidnicos mais

complexos.
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3.2.1 Fungoes de Correlacao Fermionicas

A deducao da integral de trajetoria para campos fermidnicos é obtida de maneira
muito parecida com o que fizemos na se¢ao anterior para campos bosonicos, mas com uma
sutileza importante: os campos fermionicos nao satisfazem a algebra comutante, como
ocorre para campos bosonicos. De fato, para campos bosonicos as variaveis que aparecem
na integral de trajetéria sao variaveis ordindrias e, portanto, a ordem em que os campos
aparecem na integral de trajetoria ¢ irrelevante, pois eles comutam entre si e podemos
reorganizar as variaveis na ordem que desejarmos. Ja os campos fermionicos sao variaveis
anticomutantes e, portanto, agora devemos levar em consideragao a ordem que os campos
assumem na integral de trajetoria, pois para alterar a ordem entre dois campos deve haver

um “custo” de um sinal negativo na expressao resultante.

Deste modo, comegamos escrevendo a equacao de Dirac (para uma particula de

massa M) no espago de Minkowski
(79, — M) w(x) = 0, (3.16)
onde v sao as matrizes 4 x 4 de Dirac satisfazendo as seguintes relagdes de anticomutacao

{7} = 29", (3.17)

e Y¥(x) é um campo de 4 componentes, marcadas por um indice grego (a, 3, etc.). A
equacdo de movimento para v e ¥ (sendo )= 1190) segue da variacio da acdo de Dirac

em relacdo a ¥ e ¥ respectivamente. A acdo de Dirac é dada por

St 0] = [ d'e (@) (1979, — M) (x) . (3.18)

Note que foi usado o indice superior 0 na acao de Dirac para identificar que a acao

corresponde a um férmion livre.

Em teoria quantica de campos na formulacao canénica, v e ¢! se tornam operadores,

W e W' satisfazendo as seguintes relacoes candnicas para tempos iguais

{Wa(@,1), Wi, 1) } = 0a56P (& — ), (3.19a)
{Wa (%), Ws(y, 1)} = {WL(Z,1), W5, 1)} = 0. (3.19b)

A representacao por integral de trajetoria no espago de Minkowski da fungdo de Green
QT (Wor(21) . ar(z)Ts1 (1) - .- V(1)) (3.20a)

é dada por

fD(?Z@/))(%l (1’1) . -wal(l'l)i/_fﬁl (yl) .. .L/_Jﬁl (yl))eis%[w’@z]
J D(dhip)eiselo

: (3.20b)
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sendo a medida de integracdo D(i1)) definida como
D) = [ dvba(x)dipa(z), (3.20c)

onde « varia sobre as quatro componentes do campo e x varia continuamente sobre o
espago-tempo. Note que a expressao (3.20b) é semelhante a (3.10), obtida para campos
bosbnicos, mas, como ja mencionamos anteriormente, agora a ordem dos campos 1;(z;)’s
e ¢;(x;)’s na representacio por integrais de trajetéria da funcao de Green é importante,
pois para alterarmos a posicao de dois campos quaisquer na representacao de integral de

trajetéria haverd o custo de um sinal negativo.

Agora que determinamos a representacao por integral de trajetéria da funcao de
Green fermionica no espago de Minkowski, precisamos seguir o procedimento realizado na
secao anterior a fim de determinar as fungoes de correlacao fermionicas. Assim, comegamos

escrevendo a a¢ao do campo livre de Dirac no espago de Minkowski

Shl 0] = [ dai(e) (70, — M) (x).
Agora devemos fazer a rotagdo de Wick, isto é,

T; — xiE e Lo — —1T4 .

Assim, fazemos as seguintes transformagoes

d*z —  dvidrydrs(—idry) = —id*z”

- 0 = T
3M — <3, a(_m4)> = (8,284) = 2(—28, 84) .

Se substituirmos as expressoes acima na agao, obteremos
S0 > i [ ') ((=id.0n) + M) (a®).

A acgdo acima envolve um operador diferencial que nao é muito interessante. Note que

podemos fazer uma substituicdo conveniente
Vi e Mo
e assim obter
SHw. ] = i [ () (1EOE + M) (")
— S%(eucl.)

?

onde o operador diferencial assume a forma desejada no espaco euclidiano, isto é, 85 =
(0, 04). Agora é conveniente ver como a dlgebra das matrizes de Dirac se altera no espago

euclidiano. Note que

{9} =Y + A = 29",
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implicando

P +9%° = 29
= UV U = 200

Yl bt = 24
— iyt il = =26
=+ = 204,

Assim, obtemos a relacao desejada para a algebra das matrizes gama no espaco euclidiano,

a saber,

{’yf,’yf} =20, .

As relagoes de anticomutacao das matrizes gama euclidianas estao associadas a métrica
euclidiana. Uma breve descricao das matrizes gama euclidianas e suas propriedades basicas

pode ser encontrada no Apéndice A.

Agora passaremos a omitir os indices E’s que aparecem na ac¢ao de Dirac. Deste

modo, a acao de Dirac para um férmion livre no espago euclidiano é dada por

Sple ] = [ dwb(@) (0, + M) () (3:21)

onde x sao as variaveis euclidianas e as matrizes gama satisfazem a seguinte relacao de

anticomutacao

V=20, . (3.22)

As fungoes de correlagao fermidnicas

(Yar(z1) - - ‘d’al(@)i’ﬂl(?h) . -?Zﬁl(yl)> (3.23a)
sao dadas por

J D) [, (1) - . W, (20) 5, (1) - . . g, ()] e SF]

J D) SHo | (3230)
onde a medida de integracao D(v)) é dada por
D) = [] dpa(2)dipa(x) . (3.23¢)

A determinacao das fungoes de correlagao fermionicas pode ser obtida com a ajuda da

algebra de Grassmann.
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3.2.2  Algebra de Grassmann

Uma das propriedades que definem as particulas fermionicas é o fato de elas
satisfazerem a estatistica de Fermi-Dirac. Isto implica anti-simetria sob troca de ntimeros
quanticos para a fungdo de correlagao (3.23b). Assim, se fizermos a troca dos ntimeros

quanticos de dois férmions
Oéi<—>0éj s l’i<—>$j ou ai<_>6j s l’iHyj ou BZHBJ , yiHyju (324)

a fungao de correlagao (3.23b) adquirird um sinal negativo. A troca (3.24) é equivalente
a comutar duas varidveis fermidnicas em (3.23b), e a exigéncia do aparecimento de um
sinal negativo pode ser considerada como o requisito de um sinal negativo sob comutagao.
Deste modo, os campos fermionicos se comportam como nimeros anticomutativos. Por

exemplo, para quaisquer combinacoes de indices «, 3, x,y, obtemos

Val(@)Ps(y) = —Up(y)Yalr), (3.25a)
ba()s(y) = —Up(y)val(z), (3.25b)
ba(®)0p(y) = —Up(y)tal). (3.25¢)

Portanto, todos os graus de liberdade fermiénicos anticomutam uns com os outros. Assim,
somos motivados a introduzir os nimeros anticomutantes, denominados nimeros de

Grassmann.

3.2.2.1 Numeros de Grassmann e Derivadas

Considere um conjunto de ntimeros de Grassmann 7;,7 = 1,2,... N, satisfazendo

as seguintes relagoes de anticomutacao

{ni,m;} = mimy +mm = 0. (3.26)

A equacio acima implica que os 7;’s sdo nilpotentes, isto é, para eles vale n? = 0. Portanto,
a série de poténcias para uma fungao dos 7;’s termina apdés um ntmero finito de termos, e

a Unica classe relevante de fungoes sao polinomios da forma

Aln) =a+ Z a;n; + Z ;115 + Z ik + - -+ a2 N2 - - N
i i<j i<j<k

(3.27)

com coeficientes complexos a, a;, a;j, . .., a12..n. Esses polindmios podem ser adicionados
e multiplicados e formam a assim chamada dlgebra de Grassmann. Os ntimeros 7;’s sao

chamados de geradores da algebra de Grassmann N-dimensional.

Podemos derivar elementos da algebra de Grassmann em relacao aos geradores.

Suponha que queremos derivar A(n) em relagdo a n;. Entao temos as seguintes regras.
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i) Se A(n) nao depende de n;, entdo 9,, A(n) = 0.

ii) Se A(n) depende de n;, entao a derivada d esquerda 0/0n; é realizada trazendo-se
a variavel 7; a esquerda até que ela encoste na derivada, usando as relacoes de

anticomutagao (3.26), e entdao aplicando a regra

afmm =

(—
Analogamente, também definimos a derivada a direita 0 /0n; trazendo-se a variavel
7; & direita até que ela encoste na derivada e entao aplicando a regra

—

0

7787%‘

Por exemplo,

0 . .
%ﬁﬂh‘ = —nj (2 # J) )
€ —
0

nmjafm =-—n; (i#7).
Agora vamos aplicar as regras de diferenciagao para dois casos de interesse. Considere a

funcao
E(ﬁ? 77) = €Zj Pt = H(l + ﬁj’?j) 5

j
onde {n;, p;} s@o os geradores de uma &lgebra de Grassmann. Entao, usando as regras de

diferenciacao, temos que

o 0 _

J

0 _ _
= (1 +pms) [T+ pymy)
Opi i#i
= [[(L+ pjmj)
j#i

= mi(L+pm:) [T(L + pjmy)
i

= m: 11+ pm))

J

= niE(p.n). (3.28)

Note que no segundo passo foi usada a liberdade que temos para comutar cada termo da
produtoria, pois cada termo contém apenas pares de varidaveis de Grassmann, e nao ocorre
uma mudanca efetiva no sinal ao se comutar um nimero par delas. J& no quarto passo foi
adicionado um termo nulo & igualdade, pois esse termo contém n?. Assim conseguimos

obter a forma desejada para o resultado final da diferenciacao, que é a mesma expressao
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que obteriamos se tivéssemos derivado em relagdo a varidveis usuais. Isto acontece porque
estamos diferenciando uma fungdo exponencial cujo argumento possui apenas uma soma
de termos pares de numeros de Grassmann, sendo que pares de nimeros de Grassmann se

comportam como variaveis usuais. Assim, também é facil notar que

P P
E(ﬁ’p)ap — ezj njpjaip
= n:E(n,p). (3.29)

3.2.2.2 Integracao de Grassmann

A integracao de Grassmann é definida por apenas duas regras, para as quais

deveremos fazer uma breve motivacao.'!

As integrais usuais possuem uma propriedade essencial, que é o fato de podermos
transladar a variavel muda de integracio: [*2° dof(z+c) = [T2° dzf(z). Assim, deveriamos
insistir que a integral de Grassmann obedeca a regra [dn A(n+ &) = [dn A(n), onde £ é

um ntmero de Grassmann arbitrario. Assim, considerando A(n) = a + bn, temos

/dn[(a—l—bf)—l—bn]:/dn(cH—bn).

A translacdo altera o termo constante, mas mantém o termo linear inalterado. De fato, se
considerassemos uma funcao qualquer, novamente chegariamos a conclusao de que apenas

o termo constante é alterado. Portanto, devemos esperar que a integracao para termos

/dn:O.

Agora consideramos a integral [ dn(n). Sabemos que pares de niimeros de Grassmann se

constantes seja nula, isto ¢,

comportam como nimeros usuais. Assim, a integral [ dn (n) é apenas um nimero usual que
devemos simplesmente tomar como 1, isto fixa a normalizagao de dn. Portanto, chegamos

as duas regras simples que definem a integral de Grassmann

/dmmzl.

As medidas de integragao {dn;} obedecem as relagoes de anticomutagao

{dn;,dn;} = {dn;,n;} =0, Vi, j. (3.31)

Uma observacao interessante é que as regras de integracao sao exatamente as regras de

(3.30)

diferenciacao (derivada a esquerda), portanto, a integragao sobre variaveis de Grassmann
tem o mesmo efeito que a diferenciacdo. Agora usaremos as regras de integracao para obter
uma solucao para as integrais que possuem a forma de func¢des de correlagao fermidnicas.

Assim, comegamos inicialmente calculando a seguinte integral

N — _
11D) = [ T ddy ™ Sisms 7250 = [ Dy 721, (3.32)

=1
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onde D é uma matriz complexa N x N. Para calcular (3.32), inicialmente escrevemos o

integrando como
N 7: D _ _ _
e~ Zi,j:l niDijn; 6—771Du177¢1 6_772D2i277i2 o e_ﬁNDNiNUiN
= (1= mDuiyni)(1 = 12D2iyniy) - .- (1 — v Diviy iy ) »

onde se subentende uma soma sobre indices repetidos i;, [ = 1,... N. Agora, devido as
regras de integracao (3.30), o integrando deve envolver o produto de todas as variaveis de

Grassmann. Assim, precisamos considerar o termo

K(n,n) = > (=mDuini)(=12D2iyniy) - - (=N Dy iy )
i
= Z ni177177i2772‘"niNﬁNDIhDQZQ "'DNiN
N

= MM INTIN D €iigoin D1iy Daiy - - Diy

U150 0iN

= Mminnanz. ..y det D, (3.33)

onde as permutagoes agora sao apenas sobre termos com todos os indices diferentes. No
segundo passo usamos a propriedade 77;, = —n;, Nk para eliminar os sinais negativos. No
terceiro passo ordenamos as variaveis de Grassmann na sequéncia crescente de seus indices
e por isso introduzimos o tensor € em N dimensoes, que tem a fungao de dar o sinal correto
das permutacdes necessarias para fixar a mesma ordem das varidaveis de Grassmann para
cada termo da soma. E no quarto passo identificamos a férmula para o determinante de
uma matriz. Assim, para calcular a integral (3.32), podemos substituir seu integrando por
(3.33), isto é,

N
I[D] = [H/dmdmmm] det D =det D.
i=1
Concluindo, podemos resumir esse resultado que serd importante mais tarde

N _
/ D(in) e~ 2= P — det D,

N (3.34)
D(im) = 11 didm: .
=1
Existe outra integral importante que precisamos determinar,
_ SN ap
Ly iy | D] = /D(m?)% M T € it WD (3.35)

Porém, para calcular a integral (3.35) é conveniente introduzir o seguinte funcional gerador
Z[p, ﬁ] — /D(ﬁn)e_ Zzl-\,ljﬂ ﬁiDijnj-i-ZfV:l(ﬁipi-i-ﬁim) , (3.36)

onde os nimeros {p;} e {p;} sdo denominados fontes e também sdo elementos anticomutan-

tes da algebra de Grassmann gerada por {n;, 7;, pi, pi }- A integral (3.35) pode ser escrita



45

em termos do funcional gerador (3.36). Para isso, basta aplicar derivadas a esquerda e
derivadas a direita em relagao as fontes para fazer cair os elementos 7;,, 7 , € em seguida
definimos as fontes como sendo nulas. Assim, se observarmos as derivadas que calculamos
na segao anterior, isto é, as equagoes (3.28) e (3.29), podemos notar que a integral (3.35)

pode ser escrita em termos do funcional gerador (3.36) como

o 0 o 0
L, | D] = — .. —4p, Pl ... 3.37
Al = g o P | (337

Entéao, agora determinamos o funcional gerador (3.36). Assim, notamos inicialmente que

seu integrando pode ser escrito na forma matricial como
K(n,1,p,p) = e~ Prentotetn, (3.38)
Se completarmos o quadrado no expoente, podemos escrevé-lo como
—(n" = p"D™)D(n—D""p)+p"D7p.
Portanto, é conveniente fazermos a seguinte mudanca de coordenadas

W = n-D"p, (3.39a)
7T = g7 —p'Dt. (3.39Db)

Além disso, a nova variavel i’ e 77 é apenas uma translacido de 7 e 7, assim, a medida de

integracao é invariante pela mudanca de coordenada, isto é,

D(im) = D(i'n'). (3.40)
Deste modo, podemos reescrever o funcional gerador como
Zlp,p] = ( / D(n'n/)eﬁ/TD”) /P
= detDe” PP, (3.41)

onde no segundo passo foi usado o resultado obtido na equagao (3.34). Agora retornando

a integral (3.35), podemos substituir o funcional gerador (3.41) em (3.37), assim

(3.42)

< —
0 5rp- )
Ly iy [D] = det D [ 0 P Dt 0 ] .
P 0

Opi " Opi Opi, " Opi

Para calcular a expressao acima, é conveniente escrever o diferenciando entre colchetes

como
ST H—1 _ _ — _ — —
6p b p: (1+pllD’Ll]1<;1pkl)(1+pZ2DZ2]1<u‘2pk2)<1+leD7,lklilpkl)[] ) (343)

onde os indices ky, ...,k sdo somados e [...] corresponde aos termos restantes que nao

envolvem as varidveis p;,, ..., p;,. Como os Unicos termos que contribuem as derivadas a
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esquerda sao py,, . . ., p;,, entao os tnicos termos importantes em (3.43) sdo os que envolvem
o produto de todas essas variaveis. Além disso, como tomaremos todas as fontes p;’s e p;’s
igual a zero no final, entdo também podemos substituir [...] por 1. Portanto, é conveniente

substituirmos o funcional gerador Z[p, p] em (3.37) por

Zp, p] = det D > ﬁilDiilpkl o ﬁilD;l,ilpkl (3.44)
{ki}’

~ . . ! . .
onde todos os k;’s sao diferentes e a linha sobre {k;}" indica que todos os k;’s tomam
apenas os valores no conjunto {i},,...,4}, naturalmente outros valores para k; nao
contribuem para as derivadas a direita em (3.42). Agora também podemos reescrever a

expressao acima como
Z(p, p] = det D Z Dz12 Dmlp . Di:il}JZ PirPit, PioPi, - - Piniy (3.45a)
onde a soma se estende sobre todas as permutagoes
P (%} B ) (3.450)
Além disso, podemos escrever
PirPity PiPiy, - - - PiPity = sign(P)pi, pi, Pin Pt - - - Pir P » (3.46)
onde sign(P) é o sinal da permutacao (3.45b). E novamente também podemos escrever
Pir P, PisPity - - - PurPit = &1 Piy - - - PisPir Pil - - - Pit, P (3.47)

onde & = (—1)"=1/2 considera o sinal obtido das permutagoes realizadas para rearranjar os
termos p;’s e p;’s na ordem desejada, isto é, na ordem em que podemos aplicar diretamente
as derivadas a esquerda e derivadas a direita em (3.37). Assim, finalmente chegamos a

expressao conveniente para o funcional gerador

Zlp,p] = & det D [Z sign (P Dmp Dmlpz e Dz’_lilgjl Piy - - PizPir Pl - - - Pit, P, -
P
(3.48)

E agora podemos substituir Z[p, p] em (3.37) para obter o resultado da integral (3.35),

isto é,

— — - - N niDi;in;
/D(m])m1 N e 2 55=1 1iDis;

12’LP2 i zPl

= (=172 det D 3 sign(P )Dm DL ...DZ . (3.49)
P

Apesar de a expressao acima nao ter uma forma simples e de facil memorizacao, existe

um método conveniente que podemos usar para escrevé-la ou, mais precisamente, para
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escrever as fungoes de correlagao que serao definidas agora. Assim, inicialmente definimos

a funcao de correlagao mais simples possivel, isto é, a funcao de correlagao de 2 pontos

_ [ D(i) miigy e~ 2eea=r WP

<77iﬁj> - N _
[ D(im)e” > i1 miDijn;

(3.50)

N _
De (3.34), temos que [ D(nn)e” 21D — det D. B da equagao (3.49), temos que
N _
[ D(qm)nin;e” 2eig=a WP — et DD;;' (para o caso | = 1 e iy = i,i) = j). Portanto, a

funcao de correlacao de 2 pontos é dada por

g} _ —

min; = (i) = D', (3.51)
a qual iremos nos referir como uma contracao.

Antes de introduzirmos uma fungao de correlacao mais geral, ainda devemos definir
a funcao de correlagao de 4 pontos:
N - .. .
_ [ DGm)nim;neme 2 gmr MDiss

P 7 3.52
) e S P o

que nos ajudara a entender o método que sera mais simples para obter o resultado das
fungoes de correlagdo. A partir das equagoes (3.34) e (3.49) podemos determinar facilmente

o resultado da funcao de correlagao de 4 pontos, a saber,

(i) = 77Ii77|j_77|k7_7ll+77li772'77lkﬁl
= D;lD;,j —D;,jD;,l. (3.53)

Note que o resultado pode ser obtido realizando a soma de todas as possiveis contracoes
emparelhadas das variaveis de Grassmann, multiplicada por um fator (—1)?, onde p é o
numero de transposig¢oes necessarias para colocar as variaveis contraidas préoximas aos
seus respectivos pares na forma n1. Observe que em (3.53), no primeiro termo a direita
podemos permutar 7; com 7,7, dando p = 2 e um sinal positivo desse termo na segunda
linha. J4 no segundo termo a direita podemos permutar 7; com 7, dando p = 1 e um sinal
negativo desse termo na segunda linha. Usando esse método se torna bem mais simples

escrever qualquer fungao de correlacao para variaveis de Grassmann.

Agora podemos generalizar as fungoes de correlacao (3.50) e (3.52) por

_ I Dmn, - iy nge 2eigmr WD

My - - MMy - -77i;> [ D(iin)e” ijzl 7 Dijn;

(3.54)

E naturalmente levando em consideragao nossa discussao acima, a fungao de correlagao de

n pontos (n = 2[) é dada por

— — . — ,—7| —
iy My - Thy) = ?7i1---Th'lfh"l---77|z';+7{i1~--7h‘ﬂhg---?l7ig+---- (3.55)
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Isto completa nossa discussao sobre a algebra de Grassmann.

Na préxima secao estaremos preocupados com o calculo de fungoes de correlagao
fermidnicas. Neste caso as varidveis de Grassmann 7;’s e 7);’s se tornarao os campos de
Dirac na rede e a matriz D serd o assim chamado operador de Dirac. A partir da formula
(3.55), podemos notar que o calculo de qualquer funcao de correlagio fermidnica se resume
basicamente em determinar o operador de Dirac D e inverté-lo. Contudo, como veremos ao
estudar o espectro de hadrons, a inversdo do operador de Dirac possui certas dificuldades

e tem um custo computacional alto.
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4 FERMION LIVRE NA REDE

Nessa secao estaremos preocupados em calcular o propagador fermionico para o
campo livre de Dirac, isto é, a funcao de correlacao de 2 pontos para um férmion livre.
Contudo, as fungoes de correlagao fermidnicas (3.23b) estao apenas formalmente definidas,
pois a variavel z na medida de integracao é uma variavel continua. Assim, para darmos
um significado preciso as integrais de trajetéria, somos forgados a discretizar nao apenas o
tempo, mas também o espaco, isto é, somos forcados a introduzir uma rede no espaco-tempo.
Ao final, serd necessario remover esta estrutura da rede. Isso ndo é uma tarefa trivial, pois,
como sera visto na se¢ao 4.2, vamos nos deparar com o problema de dublés de férmions.
Uma possivel solucao para o problema dos dublés serd vista na secao 4.3: os chamados

férmions de Wilson.” 12

Apesar de a introdugao da rede parecer apenas necessaria para dar um significado
preciso as integrais de trajetéria, ela tem uma importancia ainda maior: ela atua como
um regularizador da teoria quantica de campos. O programa de renormalizagdo na rede
contém duas etapas. A primeira etapa consiste em introduzir uma rede no espaco-tempo,
no célculo da integral de trajetoria. Esta regularizacao corresponde a definir um significado
a integral de trajetoria. A segunda etapa do programa de renormalizagao corresponde a
remover a estrutura da rede. Isto equivale a estudar o limite do continuo. Portanto, os
parametros basicos da teoria deverao ser ajustados ao espacamento da rede de uma dada
maneira, que dependera em geral da dinamica, de modo que os observaveis fisicos nao

dependam da estrutura da rede.

O conteudo deste capitulo é baseado principalmente no Capitulo 4 do livro texto
de H.J. Rothe’ e nos Capitulos 2, 5 e 7 do livro texto de C. Gattringer e C. Lang.'? Alguns

resultados obtidos no capitulo anterior também sao utilizados.

4.1 Discretizacdo Ingénua de Férmions

Agora que entendemos a importancia da introducao de uma rede no espago-tempo,
entao deveremos fazer a formulacao da rede da integral de trajetéria. Assim, inicialmente

introduzimos a rede quadridimensional A:
A= {n = (nl,n2,n3,n4)]n1,n2,n3 = O,l,...,N— 1,714 = 0;17---NT — 1} . (41)

Os vetores n € A marcam os pontos do espago-tempo separados por um espacamento de
rede a. Os campos fermionicos ¢ e 1 sdo colocados apenas nos pontos da rede, assim, os

graus de liberdade fermionicos sao

w(n), 1/?(71) , neAN. (4.2)
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Para o caso do campo livre de Dirac os campos deverao possuir um indice de Dirac. Note
que por conveniéncia notacional foram usados apenas os valores inteiros das coordenadas
n (com quatro componentes) para marcar as posi¢oes dos férmions, e ndo o verdadeiro
ponto do espago tempo x = na. A medida de integragdo que aparece na funcao de Green
euclidiana (3.23b) é dada por

Dy =TT diba(n) T] dibs(m (4.3)

a,neA BmeN
A seguir deveremos reescrever a fungao de correlacao (3.23b) em termos das variaveis de
rede adimensionais. Assim, basta notar que M tem dimensao do inverso do espacamento da
rede, entao podemos usar uma variavel adimensional M , tal que, M = aMl. Naturalmente,

seguindo essa ideia é conveniente fazermos as seguintes substituigoes

M — 5M,
1 -
@%(37) — W¢a(n) ) (44)
_ 1 =2
Yalz) — Wqﬂa(n) )
1

Oa(z) — G 0 a(n) .
Agora precisamos apenas escolher como discretizar o operador diferencial 0,,. Na discreti-
zagdo ingénua de férmions, escolhemos discretizar a derivada da rede simetricamente

Qﬁa(n + /:L) - &a(n - la)
5 .

0,0 (n) = (4.5)

Note que 0, = ad,. Agora podemos escrever a agao do campo livre de Dirac na rede como

A

[00] = T b (Z R ‘ﬂ)mz&(n)). (46)

neA

Como a acdo ¢ bilinear em v e ¥, podemos escrevé-la na forma
St [0.0) = X S dmaD(nlm)asidm)s. (47)
n,meN o,
onde o operador de Dirac ingénuo na rede é dado por

1 5n a,m 5n—A m ~
D(n|m)as = > (Vu)as Al B+ Mboglnm - (4.8)

p=1 2

E, por fim, as fun¢oes de correlagao fermionicas na rede sao dadas por

) ; D) . Cam).. Yo P
(Ya(n)...g(m)...) = J DYDY(@a(n) ... 1s(m).. )

! A , (4.9)
{ Dipje )

onde a medida de integracao é definida como

DYDYy = [ diba(n) [] dds(m (4.10)

a,neA B,meA
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4.2 O Problema dos Dublés de Férmions

A funcao de correlacdo mais simples é a funcao de 2 pontos. Ela também é
denominada propagador fermidnico. Usando os resultados da secao de dlgebra de Grassmann

[veja equagao (3.51)], podemos escrever a fungao de correlagao de 2 pontos como

) Oy (e 5]
(Da(n)bs(m)) = J DYDY (ha(n)s(m ))2
[ DbDe st 93]
(a(n)ds(m)) = Dnjm),}. (4.11)

A fungao de correlagdo de 2 pontos é simplesmente o operador de Dirac inverso. Para
determinarmos o operador de Dirac inverso é conveniente trabalharmos no espago de

momentos, isto é, devemos fazer a transformada de Fourier de rede*. Assim, comecamos

escrevendo

S = 6(n —m Zew n-m)

pEA

e entao,

4
5n {,m _5n—A,m ~
D(nm)as = > (s~ 5 P+ Maglnm
pn=1
1 [ 4 b (ntji—m) _ ip-(n—j—m) e
= ] 2 | 2 (0 5 + Mqe™ )
pef\ _Nzl
1 [ 4
= WZ 0> (Yu)ap sin(p - 1) + Méag | 7™
pefx L p=1
1 (A ip-(n—m
Dinlm)as = 13, D(p)age™ ™, (4.12)
pEA
onde D(p)as ¢
4
D(ﬁ)aﬁ = Z(’Y,u)aﬁ Sln<pu> + Mdaﬁ (413)
p=1
Além disso,
D(n|m),; ZD ager ) (4.14)
pEA

*

Veja o Apéndice B.



D(p)as
1

i 01 (Vu)ap Sin(p,) + Mg
—i Zuzl (Vu)ap sin(p,) + Méaﬁ
> et (V) as(W)ap sin(py) sin(p,) + M26,5645
—i Y1 (Y)ap sin(py) + Mg
S 2 ()as()as + (00)as (Y ag] sin(p,) sin(p,) + M20,
—i 001 (V) SI(By) + Mag
Zi,u:l((;/ﬂ/)aﬂ Sin(ﬁu) Sin(ﬁy) + M25a[3 ‘

Portanto, podemos escrever o operador de Dirac inverso no espaco de momento por

L[S sinGp) + 2]
D@t = e (4.15)
> Sin?(py) + M

Assim, a funcao de correla¢ao de 2 pontos (4.14) é dada por

=i Xy v sin(p,) + M|
4 i1 Sin 2(P) + N2

_ 1 ab _ip-(n—m
D(n|m);} = T 3 B gip-(n=m) (4.16)

peA
Agora devemos calcular a funcio de correlacio fisica (1. (7)13(y)), isto é, o propagador

fermionico. Assim, devemos fazer as seguintes substituicoes

pa
Ma

3§>'@>
L

x/a

m y/a,

onde a — 0. Entao finalmente obtemos o propagador fermidnico

a

24 sin?(pua) + M2

pu=1 a?

5t

(Ya(2)5(y)) = lim W 3 of i (@) (4.17)

pEA

De acordo com a equagao (3.55), o propagador fermidnico governa o comportamento das

fungoes de n pontos e, portanto, é importante o analisarmos. Para férmions livres podemos

estudar o propagador no espago de momentos simplesmente. De interesse particular é o

caso de férmions de massa nula, isto é, M = 0. Assim, vamos ver o limite do continuo
ingénuo de D(p);é (4.15),

sin(p,a) .4
- [ 1 Zu 1Y a“ } B ﬂ [—’l Zu:l YuPpu

p aﬁ’M:O - mel Smcg%a) P2

of (4.18)
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— sin(pya)/a

l/a t-----7~—=g----

Pu

(12 zona de Brillouin)

Figura 2 — Dublés de férmions.

Fonte: Elaborada pelo autor.

No continuo, o propagador no espago de momentos para férmions de massa nula [lado

direito de (4.18)] tem apenas um polo em
p=(0,0,0,0). (4.19)

Este polo corresponde a um tnico férmion que é descrito por um operador de Dirac
continuo. Na rede a situagao é diferente. O propagador de férmions livres [no centro de
(4.18)] tem polos adicionais: sempre que todas as componentes sao p, = 0 ou p, = 7/a,
encontramos um polo. A ilustragdo dessa situacao pode ser vista na Figura 2. O espago de
momentos contém todos os momentos p, € (—m/a,7/al, com —m/a e 7/a identificados, e
nao podemos simplesmente excluir os valores p,, = m/a. Deste modo, o operador de Dirac

tem polos nao fisicos em
p=(7/a,0,0,0), (0,7/a,0,0),..., (7/a,7/a,7/a,7/a). (4.20)

Isto da origem a 15 polos indesejaveis, o entao chamado dublés de férmions. A seguir

deveremos discutir uma maneira de remover os dublés da teoria.

4.3 Férmions de Wilson

Existem muitas agoes na rede que tém o mesmo limite do continuo ingénuo, ou
seja, 0 mesmo limite da acdo S, 4] [veja equacdo (4.7)]. De fato, sempre podemos
adicionar um termo em S%[¢, 1/;] que desapareca no limite do continuo. Assim, devemos

explorar essa ambiguidade para removermos os dublés de férmions. Contudo, gostariamos
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que a acdo continue sendo bilinear em v e v, portanto, adicionar um termo na acio
¢é equivalente a adicionar um termo no operador de Dirac ingénuo. Como os dublés de
férmions estao relacionados com o operador de Dirac no espago de momentos, entao é
ainda mais conveniente adicionarmos um termo que dependa do momento no operador
de Dirac no espaco de momentos e analisarmos o seu efeito, e naturalmente estaremos

preocupados em encontrar um termo que consiga remover os dublés de férmions.

O propagador no espago de momentos (4.18) possui apenas um polo fisico, isto é,
com todos os p, = 0. Os dublés contém componentes de momentos p, = m/a. Portanto,
seria conveniente encontrarmos algum termo que remova todos os polos nao fisicos do
propagador no espago de momentos, mas que ao mesmo tempo esse termo seja nulo quando
todas as componentes de momento sejam nulas. E que ainda esse termo desapareca no
limite do continuo. Um termo com essas caracteristicas foi encontrado por Wilson. Ele
propds um termo extra, tal que o operador de Dirac no espago de momentos [veja equagao
(4.15)] se torna

- 4
7 . 1
D(p) = . > Ausin(pua) + ML+ = > [1—cos(pya)] 1. (4.21)
pn=1 pn=1
Observando a equagao (4.21), podemos notar que o termo extra de Wilson atua como um

termo adicional de massa. Assim, podemos escrever a nova massa por

1 4
M(p) = M + . > 1= cos(pua)] , (4.22)
pn=1
e naturalmente a massa total permanece inalterada no polo fisico, isto é, M(0) = M,

enquanto a massa dos dublés é dada por
M+ —, (4.23)

onde [ é o niimero de componentes de momento com p,, = 7/a. No limite a — 0 os dublés
se tornam muito pesados e desacoplam da teoria, portanto a nova acao de Wilson mantém
o mesmo limite do continuo ingénuo. Agora para notarmos que a nova acao de Wilson
remove todos os polos indesejaveis do propagador fermionico, basta escrevermos o operador

de Dirac inverso no espago de momentos em termos da nova massa, isto é,

. sin(ppa)

- {—2 Zi:l T — T M(p)}

D(p)as = —— £ (4.24)
24 (pua) + M<p)2

M:]_ a2

Se fizermos o limite M — 0, entdo M (p) = 0 se todas as componentes de p, = 0, mantendo
o polo fisico. E para o caso dos dublés, se fizermos o limite M — 0, entdao M (p) = 2[/a,
como acima. Assim, esse termo extra 2[/a na massa remove todos os polos indesejaveis.

Desta forma, o termo extra de Wilson resolve o problema dos dublés de férmions.
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Para o caso de um férmion livre, a forma do termo de Wilson no espaco de posi¢oes
pode ser encontrada pela transformada de Fourier inversa do tltimo termo em (4.21).

Assim, o termo de Wilson no espago de posicoes é dado por

4
571—}—/1 m 2577, m T 571—/2 m
— : : — . 4.25
D> by (4.25)

Vemos que o termo de Wilson é uma discretizacao de —(a/2)0,0,, isto é, proporcional ao
negativo do operador de Laplace’. O pré-fator a mostra que o termo de Wilson desaparece
no limite do continuo ingénuo a — 0. Podemos combinar o termo de Wilson (4.25) com
o operador de Dirac ingénuo (4.8) para obter o operador de Dirac completo de Wilson.

Usando uma notagao compacta ele se 1é

1 & 4
DO(lm)as = =5 3 (1= ulasbusim + (M +~ ) dagbom (4.26)
20 ‘—~, ’ a ’
u_
onde definimos
Yep =Y , p=1234. (4.27)
Assim, a acao na rede para um férmion livre é dada por
S 0] =a' 3 S 6(n)aD (nfm)apto(m)s (4.28)

nmeA o,
4.4 Simetria Quiral

A simetria quiral e sua quebra esponténea sao propriedades centrais da QCD
com implicagoes fenomenolégicas importantes. Elas explicam porque pions tem massas
inesperadamente pequenas e porque nao vemos massas degeneradas para parceiros de
paridade no espectro hadronico de baixa energia. Assim, a simetria quiral, e o mecanismo
para sua quebra, é de grande relevancia em QCD. Contudo, apesar da formulacao de
férmions de Wilson remover todos os dublés de férmions, ela quebra explicitamente a
simetria quiral que a teoria original possui para férmions de massa nula. Este ¢ um
problema que sempre acontece ao tentarmos eliminar o problema dos dublés de férmions e
garantir o correto limite do continuo. De fato, a simetria quiral na rede precisa ser reescrita
de uma maneira que se possa estudar a quebra de simetria quiral na rede. Assim, a seguir

descreveremos a simetria quiral no continuo e como modificar sua expressao na rede.

4.4.1 Simetria Quiral no Continuo

Para estudarmos a simetria quiral é conveniente introduzirmos a matriz quiral s*:

V5 = V1727374 - (4.29)

T Fazendo expansdo de Taylor, temos [f(x +€) — 2f(x) + f(x — €)] /2 = f"(z) + O(€?).
! Veja as propriedades bésicas das matrizes gama no apéndice A.
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A simetria quiral é uma propriedade de invaridncia que uma ac¢ao possui sob uma rota¢do

quiral dos campos fermidnicos

Y — ) =Y, p = ) = e (4.30)

onde « é um pardmetro real. A partir de (3.21), temos que a densidade de lagrangiana do

campo livre de Dirac é dada por

L, 0) =¥ (1,0, + M) 3. (4.31)
Entao, realizando a rotagao quiral dos campos, obtemos
L' ) = 10e® (7,0, + M) e = 1) (%8# + Me%%) . (4.32)

O fator exponencial ao lado da massa é obtido diretamente ja que as matrizes gama nao
atuam na massa. No entanto, para ver por que as exponenciais desaparecem quando atuam

no primeiro termo da lagrangiana basta notar que

; . 1 . 1 ; . .
05 oys 1o %71 n __ 10Y5 AT _ ioys ,—toeYs
ey e = > € ’WﬁEﬁin, e Py Y = €T Py,
n=0 : n=0 :
—= ’}/M’

onde

Yy = (=), (n=0,1,2,...)

vem da propriedade de anticomutagao das matrizes gama. Comparando as equagoes (4.31)

e (4.32), vemos que a lagrangiana é invariante quando a massa fermidnica é nula, isto é,

LY =L@,Y), se M =0. (4.33)

A simetria quiral desacopla a acao de férmions destros e canhotos de massa nula. Para ver

isso devemos introduzir os projetores destro e canhoto, respectivamente

1 1-
Pp=-t  p 2705 (4.34)
2 2
que obedecem
Py =Pr, P}=P,, PrP,=PPr=0, Pr+P,=1,
YuPr = Pryu,  WwPr= Pry.. (4.35)

Podemos definir os campos destro e canhoto usando os projetores

Yp=Pri, by =Ppb, vp=vP,, p=1Pg. (4.36)
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Para ver que os campos desacoplam basta notar que, se M = 0,

LW, v) = 70,8 = V(Pr+ PL)u0u(Pr + PL)v,
= Y PrY.0,Prt) + Y Prv,0,Prib + ¥ Pry,0,Prip + 1 Pry,0,Prip,
= V7,0, PLPrY + Y17,0,01 + VrYu0ubr + 07,0, PrPrib
= V7,000 + VrY.0, R,
= ¢ DVr, + YrDip. (4.37)

Assim, encontramos que as componentes destra e canhota nao se misturam. Um termo de

massa, contudo, mistura as componentes:
Myp = M (JJRwL + ?;LIDR) : (4.38)

Ja que a simetria quiral da acdo é apenas valida para férmions de massa nula, o limite de

massa fermionica nula é conhecido como o limite quiral.

A simetria quiral pode ser resumida pela equacao
Dvys +vD =0. (4.39)
Ela expressa o fato que o operador de Dirac de massa nula D = +,0, anticomuta com ~s.

4.4.2 Simetria Quiral na Rede

Ao analisarmos o operador de Dirac completo de Wilson (4.26), encontramos que
(4.39) é violado mesmo para férmions de massa nula. O responsavel é o termo de Wilson
(4.25) que tinhamos adicionado na agdo ingénua para remover os dublés de férmions. Para
ver isso basta notar que o segundo termo de (4.25) envolve apenas uma delta que nao contém
nenhum indice de Dirac (9,,,,,) e entdo, ao aplicarmos uma rotagao quiral, as exponenciais de
ambos os lados nao irdo se cancelar, isto é, €724, ,,"*7" = ¢, ,€*' 7% % 6, n,. Assim, mesmo
para férmions de massa nula a simetria quiral é quebrada explicitamente. Consequentemente
nao podemos analisar o efeito sutil da quebra espontanea da simetria quiral com férmions
de Wilson.

Independentemente da maneira em que adicionamos outro termo para remover os
dublés, nao se pode implementar a simetria quiral na forma (4.39) e a0 mesmo tempo
ter uma teoria livre de dublés de férmions, este é um resultado do teorema de Nielsen e

Ninomiya.? 15

Por muitos anos o teorema de Nielsen e Ninomiya parecia impor uma limitacao ao
desenvolvimento do estudo da QCD na rede, ja que ele impede que possamos analisar a
quebra espontanea da simetria quiral. Contudo, um conhecimento profundo da simetria
quiral na rede se tornou possivel apenas depois da redescoberta da equacao de Ginsparg-

Wilson.!® Baseado em transformacoes de grupo de renormalizacao, Ginsparg e Wilson
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propuseram a substituicdo da expressao (4.39) vélida no continuo por
D5 +v5D = aD~sD . (4.40)

Nesta equagao o anticomutador (4.39) é combinado com um termo nao nulo no lado direito.
O operador de Dirac D tem dimensao do inverso do espacamento da rede, portanto, um
fator extra do espacamento da rede aparece no termo quadratico em D. Assim, o termo
extra da equagao de Ginsparg e Wilson desaparece para a — 0 e desta forma recuperamos
a simetria quiral no limite do continuo ingénuo. Contudo, a equagao (4.40) também nos
permite definir a simetria quiral para um espagamento de rede a finito. Portanto, também
podemos estudar os efeitos da quebra espontanea da simetria quiral usando a formulacao

de férmions de Wilson a partir da equacao de Ginsparg e Wilson.

Desta forma terminamos esta secao. O estudo de um unico férmion livre nos
permitiu entender de maneira mais simples e direta como é realizada uma formulagao de
férmions na rede, desde como reescrever uma acao dada no espago de Minkowski para o
espaco euclidiano até como lidar com o problema de dublés de férmions que ocorre ao

tentarmos implementar o limite do continuo do propagador fermi6nico.

Agora todos os resultados para férmions livres na rede poderao ser generalizados
de maneira simples na préxima secao, em que lidaremos com a QCD na rede. Contudo,
para estudar a QCD na rede, a parte fermionica da teoria é apenas um dos ingredientes,
assim, também precisaremos lidar com a parte de gauge da QCD (campos de glions). De
qualquer forma, é conveniente enfatizar que ao implementarmos os campos de gliions na
rede, ndo ocorrera nenhum tipo de problema como “dublés de bésons”, pois o limite do
continuo para as variaveis de gauge é bem definido. Portanto, a acao de glions da QCD ¢é
mais simples de se lidar. De fato, o que causa severas restri¢goes no estudo da QCD na

rede sdo os problemas relacionados aos quarks.
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5 QCD NA REDE

Nesta segao estudaremos inicialmente a agao da QCD no continuo e suas simetrias.
Em seguida, realizaremos a discretizacao ingénua da teoria. Usaremos a formulagao de
férmions de Wilson para eliminar os dublés de férmions. Para preservar a simetria de gauge
presente na teoria do continuo, sera necessario introduzir os campos de ligacao na rede.
Diferentemente dos campos fermionicos, que sao colocados nos sitios da rede, os campos
de ligagao estao localizados na ligagao (i.e. nos elos) entre sitios. Eles aparecem tanto na
acao de glions como na acao fermionica da QCD. No final desta se¢ao obteremos uma

expressao para as fungoes de correlagao da QCD.

O contetdo deste capitulo é parcialmente baseado no Capitulo 2 do livro texto de
C. Gattringer e C. Lang,'? e constitui uma generalizacio de alguns resultados obtidos nos

capitulos anteriores desta dissertacao.

5.1 Quarks e Glions

Os quarks sao férmions massivos descritos por espinores de Dirac de quatro compo-
nentes (¢ = 1hTv,)

YD (@)a . pD(z)a . (5.1)

Esses campos de quarks carregam muitos indices e argumentos. A posicao do espaco-tempo
¢é denotada por z, o indice de Dirac por a = 1,2, 3,4, o indice de cor por ¢ = 1,2, 3.
Geralmente usaremos letras gregas para indices de Dirac e letras latinas a, b, c,... para
a cor. Além disso, o indice superior dos campos indica o sabor, i.e. up, down, strange,
charm, bottom e top, com indices f = 1,2, ...,6, respectivamente, sendo m/) as massas
correspondentes. Deste modo, os indices de sabor deverao percorrer de 1 a Ny, o nimero
de sabores. Para a teoria na rede normalmente é suficiente incluir apenas dois ou trés dos

sabores mais leves e usar a aproximacao de massas degeneradas para os quarks up e down.

Os gltons sao descritos pelo campo de gauge
A (T)ea - (5.2)

Assim como os campos de quarks, os campos de gliions tem um indice do espago-tempo
denotado por x. Contudo, eles constituem um campo vetorial, possuindo um indice de
Lorentz 1 que marca a direcao das diferentes componentes do espago-tempo. Além disso,
eles também possuem indices de cor ¢,d = 1,2,3. (Note que, neste caso, os graus de
liberdade de cor sao oito, correspondendo aos geradores do grupo SU(3), ja que os glions
estdo na representacao adjunta do grupo de gauge.) Para cada = e p, o campo A, (x) é

uma matriz 3 X 3 hermitiana e de trago nulo, pertencente a élgebra do grupo SU(3).
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5.2 Parte Fermionica da Acao da QCD

A parte fermidnica da agdo da QCD deve envolver um termo similar ao de um
férmion livre, mas deveremos acrescentar os indices de cor e sabor nos campos e realizar
uma soma sobre todos esses indices. Além disso, também precisaremos adicionar um termo
de interacdo que acopla os campos de quarks 1,1 com os campos de glions A () ca-
Diferentemente dos férmions que vimos no Capitulo 4, na QCD os quarks interagem com

os gltions.!” De fato, a parte fermidnica da acio da QCD pode ser escrita como

Sk [0, A] = fz [ a5 @)a] (aslbeadl + Ay (@)ed

+mDs, 656d}¢(f) ()3
d

= S [ @@l i@ O 0w 63)
F=1

Na primeira expressao escrevemos todos os indices explicitamente e existe uma soma
implicita sobre indices repetidos. Na segunda expressao usamos uma notagao mais compacta
de matriz/vetor para os indices de cor e sabor. Esse resultado formal para a expressao da
parte fermionica da acao da QCD é inspirado na agao da eletrodindmica, mais precisamente

a acao da QCD é uma generalizacao da agao da eletrodinamica.

5.2.1 Invariancia de Gauge da Ac¢ao Fermi6nica

Agora que introduzimos a agao fermidnica justificando brevemente o papel de cada
termo na acao, serd conveniente fazer um estudo um pouco mais detalhado de sua estrutura

e simetrias associadas.

Apesar de nao incluirmos a eletrodindmica quantica (QED) em nosso trabalho
nesta dissertacao, é importante mencionar que a acao da QCD é obtida simplesmente
generalizando-se a invaridncia de gauge da QED [U(1) — SU(3)]. Assim, o estudo da
estrutura e simetrias associadas da acao da QCD é inspirado por resultados conhecidos da
QED.

Para a QCD ¢ exigida a invariancia sob rotagoes locais dos indices de cor dos
quarks. Em cada ponto do espago-tempo x escolhemos uma matriz independente 3 x 3
complexa 2(z). A matriz deve ser unitaria, 2(z)" = 2(x)~!, e possuir det 2(z) = 1. As
matrizes que satisfazem essas propriedades sdao elementos do grupo nao abeliano SU(3).
As teorias de gauge que usam grupos nao abelianos sao frequentemente referidas como

teorias de Yang-Mills.

Para que a agdo da QCD possua simetria de gauge, devemos exigir que ela seja
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invariante sob a transformacao*

Y(z) = ¥'(2) = Q2)e(z),  d(e) = ¢(2) = d(2)2(2)! (5.4)

N ~ !/
para os campos fermionicos e uma transformagao A,(r) — A} (z) para os campos de

gauge, que ainda devemos determinar. A invariancia da acao significa que

Se[v, ¢!, A'l = S, 1, A]. (5.5)

Aplicando a transformagao de gauge (5.4) a parte fermidnica da agdo da QCD (5.3),
obtemos

Sy [w/7 7 A/} _ /d4x 1/1($)Q(x)T{7M[8M + zA/#(x)] + m}Q(ZE)l/J(.T> (5.6)

Usando 2(z)" = 2(z)~1, vemos imediatamente que para o termo de massa as matrizes da
transformacao de gauge se cancelam. Para analisar os termos restantes primeiro notamos

que a transformacao do termo 0,1 (z) pode ser escrita como

du(z) — 0.[2(z)y(x)]
= Q)9(x) + [9,02(z)]P(2)
Q2){0utp(z) + 2(x) [0,02()](2)}

Assim, para os termos restantes serem invariantes por transformagcao de gauge (5.5) a

seguinte relagao deve ser satisfeita

0, +iA,(z) = _Q(:E)T[@M + ZA;(:E)]Q(x)
= 0(2)' 2@){0, + ) [0,2(0))} + +iR(x) A, (2)2(2)
= O+ 2(2)[0,02(x)] +i02(x) A, () 2(x) . (5.7)

Comparando o lado esquerdo e direito dessa equacio [e usando novamente §2(z)" = 2(x)71],

podemos determinar a transformacao adequada para o campo de gauge, a saber,
A,(z) — AL(%) = (2(:1@')Au(ac)f?(sv)T + z[@uﬂ(x)]ﬁ(x)T : (5.8)

Note que A;L(x) também ¢é hermitiano e de traco nulo como exigido para campos de gauge.
Para o primeiro termo no lado direito de (5.8) esse resultado segue do fato de que A4, (x)
tem traco nulo e 2(x)" = 2(x)~!. Para o segundo termo o resultado é demonstrado no

Apéndice C [veja a Equagao (C.11)].

A exigéncia de invaridncia por transformacao de gauge (5.4) para a parte fermionica
da acdo da QCD (5.3) implica que os campos de gauge A,(z) devem se transformar como

mostrado em (5.8).

*  Por conveniéncia notacional iremos considerar apenas um sabor nessa discussio de trans-

formacao de gauge, assim, podemos eliminar o indice f devido ao sabor dos quarks na
acao.
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5.3 Parte Gludnica da Acdao da QCD

A acao de glions Sg[A] é um funcional que depende apenas dos campos de gauge

A, (z) e deve ser invariante sob a transformacao (5.8), isto é,
SalA'] = Sal[A]. (5.9)
Para construir uma agdo com essa propriedade é conveniente definir a derivada covariante
D,(x)=0,+iA,(x). (5.10)

A partir da primeira equac¢ao em (5.7), temos que a derivada covariante se transforma

Dy(z) = D (x) = 8, + iA),(z) = 2(z)D,(x)2(z)T. (5.11)

Essas propriedades garantem que D, (z)y(x) e ¥(x) se transformam exatamente da mesma

maneira, por isso o nome “derivada covariante”.

Agora devemos usar a derivada covariante para construir a parte gludnica da agao
da QCD. Essa parte gludnica é simplesmente uma generalizagdo do termo da QED que
fornece as equagoes de Maxwell no espaco livre, isto é, o termo associado as propriedades
de ondas eletromagnéticas. Assim, definimos o tensor de for¢a do campo de glions F,, (z)

como o comutador

F(@) = =i [Du(2), Du(@)] = 8, A, () — ,4,(2) +i[Au(2). A (0)] . (5.12)

onde o ultimo termo no lado direito nao se anula, uma vez que A,(x) e A,(x) sdo matrizes
que nao comutam entre si. Exceto por esse comutador, o tensor de forca do campo F),,(z)
tem a mesma forma que o tensor de forga da eletrodindmica (o comutador dos campos de

gauge se anula na eletrodindmica).

Como o tensor de for¢ca do campo ¢ um comutador de duas derivadas covariantes,

entdo ele herda as propriedades de transformacao dessas derivadas (5.11), isto é,
F(x) = Flw(x) = Q(x)FW(:U)Q(a:)T (5.13)
Como um candidato para a acao de gauge podemos considerar

SelA] = 222 / d* te[F, () F o (2)]. (5.14)

Naturalmente a acdo é invariante sob a transformacio de gauge. Basta notar que 2(x)! =
2(x)~! e usar a simples propriedade do trago de uma matriz tr(AB) = tr(BA). Assim, as
matrizes de transformacgao de gauge se cancelam quando aplicamos a transformacao (5.13)
a agao (5.14). Além disso, a soma sobre os indices de Lorentz yu, v (convengao de soma)

garante que a acao ¢ um escalar de Lorentz.
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Como ja mencionado, a acao de glions é uma generalizacao do termo de Maxwell
no espaco livre da agao da eletrodinamica. A menos de um fator global, elas sdo exata-
mente similares. Podemos nos livrar do trago na agao (5.14) para aumentar ainda mais
a similaridade com a ac¢ao da eletrodinamica. Mas antes, é conveniente mencionar que o
fator 1/¢g? em (5.14) é uma maneira adequada de introduzir o acoplamento. Apés reescalar

os campos de gauge
1
JAul@) = A(e). (5.15)

o fator 1/¢? desaparece e a acdo de gauge assume a forma mais familiar. Agora, a derivada

covariante
D, (x) = 0, + igA,(x) (5.16)

torna evidente que o fator g é a forga de acoplamento dos campos de gauge aos quarks.
Contudo, na rede é mais conveniente ter o acoplamento de gauge como um fator global da

acao de glions, portanto, trabalharemos com a forma (5.14).

Agora para nos livrarmos do trago em (5.14) primeiro recordamos que os campos
de gauge A, (x) sdo matrizes hermitianas e de traco nulo. Além disso, essas propriedades
também sao preservadas ao aplicar a transformacao de gauge (5.8) sobre esses campos.
Assim, os campos de gauge A, (z) estdo na algebra de Lie su(3), do grupo SU(3), e podemos

escrevé-los como!
8
Au(x) = A (2)T;. (5.17)
i=1

As componentes AZ(m),i =1,2,...,8, sao campos de valores reais, as assim chamadas
componentes de cor, e os T;’s formam uma base para as matrizes 3 x 3 hermitianas e
de trago nulo. Podemos usar a representagao (5.17) dos campos de gauge para escrever
o tensor de forga do campo de glions (5.12) em termos de suas componentes. Inserindo
(5.17) em (5.12), obtemos

Fo(z) = 283 {auAgﬂ (x) — 9,A0 (x)]n +i 28; AD@)AD () [T, T . (5.18)

i=1 k=1
O comutador no lado direito pode ser simplificado com o uso das relagoes (C.3) e obtemos

8

Fu(x) =Y Fi)(2)T; (5.19a)
=1
onde
F{)(z) = 0,A0(z) — 9,AD (2) — fij AP () AP (). (5.19h)

f Veja o Apéndice C.
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Essa representacao do tensor de forga pode ser inserida na acao de gauge (5.14), e usando

(C.2) para calcular o trago, obtemos

22/& O () FO (). (5.20)

A partir dessa equagao podemos ver que a parte gluénica da acao da QCD é uma soma
sobre as componentes de cor e cada termo tem a forma da acao de gauge da eletrodinamica.
Contudo, existe uma nova caracteristica importante na a¢ao de gauge da QCD: uma vez
que a agao da QCD possui a simetria do grupo nao abeliano SU(3), entao isso d4 origem
em (5.19b) ao termo quadrético nos campos de gauge A;(j) (), que mistura as diferentes
componentes de cor dos campos de glions. Assim, na ac¢ao (5.20) encontramos nao apenas
os termos quadraticos nos campos de gauge, que sdo familiares da eletrodindmica, mas
também encontramos termos ciibicos e quarticos. Esses termos dao origem a interagoes
entre os proprios glions, tornando a QCD uma teoria altamente nao trivial. As auto-
interagoes sao responsaveis pelo confinamento de cor, a caracteristica mais proeminente

da QCD.

5.4 Quarks na Rede

Foi visto na Secao 5.2.1 que a exigéncia da invaridncia da acao da QCD sob a
transformacao de gauge (5.4) dos indices de cor dos campos de quarks reforga a introdugao
de campos de gauge. Na rede é implementada a mesma transformacao, escolhendo-se
um elemento §2(n) de SU(3) para cada sitio n da rede e transformando-se os campos

fermionicos de acordo com?

Y(n) = ¢'(n) = Qn)p(n) , d(n) =¥ (n) = v(n)2n)". (5.21)

Para realizar a formulacao de quarks na rede sera conveniente dividir a acdo fermionica
da QCD no continuo em duas partes, uma parte associada a férmions livres e a outra as

interagoes, isto é,

onde
Shlw 0] = [ d'a (@) (a0, + m)v () (5.22b)
S, A] = [ d'e (@) Au (@) (@). (5.220)

Agora é necessario discretizar a acao fermionica da QQCD. Para isso, primeiro serd discreti-

zada a parte associada a férmions livres.

! Consideraremos apenas um sabor nessa secio, por conveniéncia notacional.
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5.4.1 Introducao de Campos de Gauge como Variaveis de Ligagao

A acdo na rede de (5.22b) é simplesmente a a¢ao de um férmion livre (4.6), isto é,

4 . .

; ; v(n+p) —(n—p

Sp [, 9] = a* 32 () |3 ( o =B 4 g (5.23)
neA u=1

Na rede encontramos que o termo de massa de (5.23) ¢ invariante sob a transformagao (5.21).

Contudo, os termos da derivada discretizada nao sao invariantes por (5.21). Consideramos,

por exemplo, o termo

P(n)p(n+ p) = ' (n)y' (n+ i) = 0(n)2n)' 2n+ f)y(n+ f). (5.24)

Este termo nao ¢ invariante por transformagao de gauge. Se, contudo, introduzirmos um

campo U,(n) com um indice direcional p, entao

V' (n)U(n)d' (n + f) = $(n)92(n) Uy, (n) 2(n + 2)i(n + p) (5.25)
¢ invariante de gauge se definirmos a transformagao do novo campo por
Uu(n) = Ul (n) = 2(n)U,(n)2(n + )" (5.26)

Para garantir a invariancia de gauge da QCD na rede temos que introduzir os campos de
gauge U,(n) como elementos do grupo SU(3) que se transformam de acordo com (5.26).
Essas varidveis matriciais possuem orientacao e sao anexadas as ligagoes da rede, sendo,
assim, chamadas de varidveis de ligagio. U,(n) reside na ligagao (ou elo) que conecta os

sitios n e n + 1.

Ja que as variaveis de ligagao sao orientadas, também podemos definir variaveis de
ligacdo que apontam na dire¢ao p negativa. Contudo, elas nao sao variaveis independentes,
mas sdo introduzidas apenas por conveniéncia notacional. Em particular, U_,(n) aponta
de n para n — [i e esta relacionada a varidvel de ligagao U, (n — ji) orientada positivamente

pela definicao
U_u(n)=Uu(n—p)'. (5.27)

A Figura 3 ilustra a configuracao geométrica das varidveis de ligacdo na rede. A partir
da definigao (5.27) e da Equagao (5.26) podemos obter a transformagao da variavel de

ligagao na direcao negativa, isto €,
U_u(n) = U, (n) = 2(n)U_,(n)2(n — )" (5.28)

Na rede é necessario introduzir os campos de glions como elementos do grupo SU(3), nao
como os elementos da algebra de Lie que foram usados no continuo. De acordo com as

transformagoes de gauge (5.26) e (5.28), as varidveis de ligagdo transformadas também
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Figura 3 — As variaveis de ligacao U, (n) e U_,(n).

Fonte: Elaborada pelo autor.

sao elementos do grupo SU(3). Agora que introduzimos as varidveis de ligagdo e suas
propriedades sob transformacoes de gauge, podemos generalizar a agao de um férmion
livre (5.23) para a assim chamada agdo fermidnica ingénua para férmions em um campo

de gauge externo U

Sr [65.0] = X 9n) | 32 4, 20 I D Z U000 20 |y

neA 2a
(5.29)

Usando (5.21), (5.26) e (5.28) para as propriedades de transformagcoes de férmions e varia-

veis de ligagao, podemos ver facilmente a invariancia de gauge da parte associada a férmions
livres (5.22b) da acdo fermidnica da QCD (5.22a), isto é, S%[1), v, U] = SL[', 4, U'].

Até agora discretizamos a parte de férmions livres da agdo da QCD e introduzimos
as variaveis de ligacao para garantir a simetria de gauge da acao na rede. Contudo, a acao
obtida (5.29) ja é a agao da parte fermionica da QCD na rede, isto é, ela também contém
a parte de interagoes discretizada (5.22c¢). De fato, se expandirmos a versao na rede de

(5.29) para a — 0, conseguimos recuperar a parte fermionica da QCD (5.22a).

Agora para conseguirmos ver que a agao fermionica ingénua (5.29) descreve a parte
fermidnica da QCD na rede, precisamos mostrar a relacao entre as variaveis de ligacdo e o

campo de gauge A, na rede.

5.4.2 Relagdo entre Variaveis de Ligagdo e Campos de Gauge

As variaveis de ligacdo U, (n) conectam os pontos n e n+ /i e possuem a propriedade
de transformacao dada por (5.26), que depende de duas matrizes de transformagao {2(n)
e 2(n + p)t. No continuo também existe um objeto com as mesmas propriedades de

transformacao, o assim chamado transportador de gauge

G(z,y) = Pexp (z A- ds) : (5.30)
Cay

onde P denota o ordenamento de caminho. O transportador de gauge ¢é a integral ex-
ponencial de caminho ordenado do campo de gauge A, ao longo de alguma curva Cy,

conectando dois pontos x e y. Sob uma transformagao de gauge (5.8) ele se transforma
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G(x,y) — Q(x)G(a:,y)Q(y)T. (5.31)

Note que os transportadores possuem as mesmas propriedades de transformacao das varia-
veis de ligacdo U,(n) quando n e n+ fi sdo considerados como os pontos das extremidades
de um caminho. Baseado nessas propriedades de transformacao, as variaveis de ligacao
U,(n) sao interpretadas como uma versao na rede do transportador de gauge conectando
os pontos n e n + fi, a saber, U,(n) = G(n,n + i) + O(a). Assim, podemos introduzir os

campos de gauge na rede A,(n) e escrevemos
Uu(n) = expliaA,(n)]. (5.32)

Comparando (5.30) e (5.32), vemos que aproximamos a integral ao longo do caminho de
n até n+ i por aA,(n), isto é, pelo comprimento a do caminho vezes o valor do campo
A, (n) no ponto de partida. Essa é uma boa aproximacao para O(a) e nenhuma ordenacao

de caminho é necessaria para essa ordem.

Como estamos interessados em mostrar que (5.29) descreve a parte fermidnica da
acao da QCD na rede, isto é, tem como limite a — 0 a parte fermidnica da agao da QCD

(5.22a), entao é conveniente expandirmos (5.32) para a pequeno,
U.(n) =1 +iaA,(n) +O(a®) , U_.(n)=1—iaA,(n— i)+ O(a?), (5.33)

onde usamos (5.27) e A, = Al, para a expansao de U_,(n). Inserindo essas varidveis de

ligacdo expandidas em (5.29), obtemos

neA

+ia* > > Y (n) v A (n)y(n) + Ofa). (5.34)

Naturalmente o primeiro termo é a discretizacao da parte de férmions livres da acao
da QCD (5.22b) antes de introduzirmos as variaveis de ligagdo para a deixar invariante
por transformagao de gauge. O segundo termo com um erro da ordem do espacamento
da rede é a propria parte de interagoes (5.22¢) discretizada. Assim, no limite em que o

espacamento da rede se anula a — 0, a agdo (5.29) recupera a parte fermionica da agao
da QCD (5.22a).
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Apesar de a agao fermionica ingénua ter como limite a — 0 a parte fermionica
da agdo da QCD na rede, ainda sim ela nao é a agao final para os quarks na rede, pois
devemos nos lembrar da Secao 4.2, i.e. ainda precisamos modificar a acao de férmions
ingénua para resolver o problema de dublés de férmions, que sempre aparecem nas teorias
de férmions na rede. Assim, a seguir resolveremos o problema de dublés de férmions da

QCD na rede usando a formulacao de férmions de Wilson vista na Se¢ao 4.3.

5.4.3 Férmions de Wilson em QCD na Rede

Vimos anteriormente que para discretizar a agao fermionica da QCD (5.22a) basta
discretizar a parte de férmions livres da QCD (5.22b) e impor invaridncia da agdo na
rede sob transformacoes de gauge (5.21). Essa invaridncia foi alcan¢ada com a introdugao
das variaveis de ligacao U, que se transformam por (5.26). Assim, para escrever a agao
fermionica da QCD na rede com o termo de Wilson precisamos apenas impor invariancia
por transformagoes de gauge da ac¢ao de férmions livres com o termo de Wilson (4.28).
Isto é realizado simplesmente usando as variaveis de ligacao para conectar sitios vizinhos

da rede. Em outras palavras, precisamos fazer apenas as substitui¢goes
Ontfim = Uspu(1) 0t m
m (4.28). Portanto, a agao fermionica para a QCD na rede com apenas um sabor é dada
por

P U] = at Y3 d(n)aD(nfm)agtb(m) s (5.35)

nmeA o,

onde o operador de Dirac completo de Wilson da QCD é dado por

4
Dlnlm)as = (m+ =) Gasdum = 5 LS (= el (5.36)

u:l:l

lembrando que definimos
Y—p = T » H= 17 27 37 4. (537)

Agora ¢é conveniente generalizar esse resultado para o caso da QCD com Ny sabores. Para
isso basta adicionar um indice f a massa m do quark que aparece na agao e realizar uma
soma sobre todos os sabores. Deixando os indices de cor explicitos, a acao fermionica para

a QCD na rede com Ny sabores é dada por

Y |9, }—a‘*z > 2P m)aDO(nlm)ase D m)s (5.38)

f=1lnmeA a,p
a,b

onde o operador de Dirac completo de Wilson da QCD é dado por

4 1 +4
DO (mlm)as = (9 + ) dasdadnm = 5= 3 (1= W)asUu(Wasdniin - (5.39)

ab p==1
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5.5 Gldons na Rede

Agora construiremos a agao de gauge na rede, mais precisamente, a assim chamada
agdo de gauge de Wilson. Para isso usaremos as varidveis de ligacao Uy, que sao as grandezas
béasicas para representar os gliions na rede. Naturalmente a acao de gauge na rede no

limite @ — 0 deve recuperar a agao de glions (5.20).

5.5.1 Objetos Invariantes por Transformacoes de Gauge

Para construir a agdo de gauge na rede, primeiro é conveniente estudarmos certos
objetos construidos com variaveis de ligacao que sao invariantes por transformagoes de
gauge. Assim, seja P um caminho de k ligagoes na rede conectando os pontos ng e ny.

Definimos o produto ordenado

PlU] = Uyuy(no)Upy (no + fo) - .. Upy s (mi — 1) = [ Unl(n). (5.40)

(n.p)€P

Este objeto é a versao na rede do transportador de gauge do continuo (5.30). O caminho
P pode conter variaveis de ligacdo em qualquer direcao p. A partir das propriedades de
transformagao (5.26) e (5.28) das variaveis de ligagao, segue que todas as rotagoes de
gauge se cancelam, exceto nos pontos extremos de um determinado caminho P. Deste

modo, o produto ordenado P[U] se transforma como
P[U] — P[U"] = 2(no) P[U]R2(n,)" . (5.41)

Uma maneira de construir uma grandeza invariante por transformacao de gauge usando
um produto de varidveis de ligagdo P[U] é escolher um caminho fechado £ para P e tomar

o traco do produto ordenado, isto €,

L[U]:tr[ I U.0n)] . (5.42)

(n,pw)€L

De acordo com (5.41), as tnicas matrizes de transformagao de gauge que permanecem
ao realizarmos uma transformacio de gauge do produto ordenado sido £2(ng) e £2(ny)'.
Quando escolhemos um caminho fechado para P, entdo ng = ny. Assim, ao tomarmos o

trago do produto ordenado, as matrizes de transformacao de gauge desaparecem, isto é,

= L[U].

n,u)EL

L[U]—>L[U’]:tr[ I 2(no)Uu(n)2(ng)

= tr [( II U.(n)

(5.43)

O trago sobre um caminho fechado do produto de varidveis de ligagdao ¢ um objeto invariante

por transformacao de gauge.



70

.

Figura 4 — As quatro variaveis de ligagdo que formam a plaqueta U, (n). O circulo indica o
ordenamento das variaveis de ligacdo na plaqueta.

Fonte: Elaborada pelo autor.

5.5.2  Acao de Glions na Rede

Para construir a agao de glions na rede é suficiente usar o caminho fechado £ nao
trivial mais curto possivel sobre a rede em (5.42), o caminho chamado plaqueta. A variavel

de plaqueta U, (n) é um produto de apenas quatro variaveis de ligagao definidas por

Upln) = Upm)Uu(n + DUl + i+ YU (n + 9)
= U,(n)U,(n+ p)U,(n+ )10, (n)". (5.44)

Na segunda linha foi usada a definigao (5.27) para as varidveis de ligacao em uma diregao
negativa. A Figura 4 ilustra a varidvel de plaqueta Uy, (n). De acordo com (5.43), o trago

da variavel de plaqueta é invariante por transformacao de gauge, isto é,
1 [U(n)] = tr [U],,(n)] = tr [U(n)] . (5.45)

Agora mostraremos a forma de Wilson para a agdo de gauge na rede, que foi a primeira
formulacao de teoria de gauge na rede.? A acdo de gauge de Wilson é uma soma sobre
todas as plaquetas, com cada plaqueta sendo contada com apenas uma orientagao. A soma
pode ser realizada sobre todos os pontos n onde as plaquetas estao localizadas, combinada

com a soma sobre os indices de Lorentz 1 < pu < v < 4,
2
SelUl = =5 > > Retr[l — Uy (n)]. (5.46)
9% neap<v
Cada contribuicao individual é a parte real do traco de uma matriz unitaria menos uma

variavel de plaqueta. O fator 2/¢g? é incluido para combinar com a forma da agdo no

continuo (5.14) no limite a — 0.

Agora devemos mostrar que a agao de gauge de Wilson (5.46) no limite a — 0

resulta na acao de glions no continuo (5.14). Para lidar com o produto de quatro varidveis
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de ligacao na variavel de plaqueta, é conveniente usarmos a férmula de Campbell-Hausdorff,

isto é,
1
exp(A) exp(B) = exp (A + B+ 5[14, B] +-- ) )

Substituindo a varidvel de ligagdo (5.32) na definicdo da varidvel de plaqueta (5.44) e

usando a formula de Campbell-Hausdorff, obtemos

Uw(n) = Ult(n)UV(n+ﬂ)Uu(n+ﬁ)TUu(n)T

= exp[i_aAu(n)] expliaA,(n + fi)] exp[—iaA,(n + 7)] exp|—iaA,(n)]
= exp |iaA,(n) +iaA,(n+ [1) — % [A,(n), Ay(n + )] + O(a‘g)]

CL2

exp |—iaA,(n+ D) —iaA,(n) — 5} [A(n+7D), Ay(n)] + O(CLS)]

a2

2

— exp |iaAu(n) +iaAu(n+ ) — © [A,(0), A (n + )]

—iaA,(n + D) — iaA,(n) — % [Au(n + D), Ay (n)]

+; liaAu(n) +iaA,(n + ), —iaA,(n + D) — iaA,(n)] + O(G?’)]
= exp |iaA,(n) +iaA,(n + i) — “22 [Au(n), Au(n + )] +

—iaA,(n + D) —iaA,(n) — a; [Au(n+0), Ay(n)]

+“22 [A,(n), Au(n+ )] + a; [Au(n), Ay (n)]

ﬂ; [A,(n+ ), A, (n+ D)) + a; [Au(n + f1), Ay (n)] + O(a®)

(5.47)

Esta expressao contém campos de gauge com argumentos deslocados, assim, devemos

realizar uma expansao em Taylor para esses campos, isto é,
Aa(n+ B) = Aa(n) + adpAa(n) + O@@®) (8 = i) (5.48)

Com esta expansao muitos termos se cancelam e a variavel de plaqueta pode ser escrita

como

U (n) = exp{ia®[9,4,(n) = 0,A,(n) +i[Au(n), A, ()] + O(a) |
= exp |ia®Flu(n) + O(a®)] . (5.49)

No segundo passo foi usada a definicio do tensor de for¢a no continuo (5.12). Agora

podemos inserir a varidvel de plaqueta expandida (5.49) na acao de gauge de Wilson (5.46),



isto €
SqlU] = QZZRetr{ —exp{iaQFW(n)jL(?(a?’)H
1 2
= etr|—ia’F,,(n —erf—m2m,n O(a?
2%;/(}“[ Fou(n)] Rt{z[ F()]})+()
= QZAZU[ w(n)?] +0(a?). (5.50)

No segundo passo foi expandida a exponencial em Taylor. Note que o primeiro termo na
segunda linha envolve a parte real de um traco de argumento imaginario, logo ele se anula.
De maneira andloga, os termos em O(a?) na expansao (5.49) também se cancelam. Deste
modo, foi necessario expandir a exponencial da primeira linha até segunda ordem. Na
terceira linha aparece um fator 1/2 adicional devido & mudanga na soma -, = (1/2) 3
Agora se considerarmos o proximo termo da exponencial, aparecera um terceiro termo na
segunda linha que se cancela da forma

4Za2ﬂ /d4xa = O(a?).

neA

Portanto, apesar de ele ser proporcional a potencia 6 do espacamento de rede a, esse termo
se aproxima do continuo por O(a?), como afirmado em (5.50). Assim, agora ¢ facil notar
que a agao de gauge de Wilson (5.46) se aproxima da agdo de gauge no continuo (5.14),
isto é,

a—0

5.6 Funcodes de Correlacdao para a QCD

As fungoes de correlagdo para a QCD sao uma extensdo das fungoes de correlagao
bosonicas e fermionicas. Agora elas podem envolver tanto campos bosonicos como campos
fermidnicos. O peso de Boltzmann que aparece na integral de trajetoria é devido a agao
da QCD, acao de gauge mais a a¢ao fermionica, e a medida de integracao é o produto de
todas as variaveis de ligacao e campos de quarks. Deste modo, uma func¢ao de correlagao

arbitraria para a QCD

<¢(f1)(nl)‘é‘l - ~Qz(g1)(m1)ﬂ1 SR Uul (kl)aﬂn .- > (552&)

1 dl

¢ dada por
1 - - _
~ [ D)D) [W”(nl)g; L L T
(5.52b)

onde

Z = / D) D(U)e~Sacp w1 (5.52¢)
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A medida de integracao é escrita como

D) = [ IT ddVmedv (e . D) = T[ T] [[dUum)w-  (5.520)

neA f,a,c neA p=1 a,b

A agao da QCD na rede na formulagao de Wilson é dada por

Saco[¥, %, U] = S8 [w, 4, U] + Sa[U], (5.53a)

onde a acao fermidnica é dada por

W) [1%1/_1, }_f; ZAZ[;W aD f) (n|m)a B?/J ( )b. (5.53D)

a,b

O operador de Dirac completo de Wilson da QCD é dado por

4
D(f) (n]m)af = (m(f) + a) 6&65ab5n,m — A Z — Yu a,BU ( )abfsn-‘r[t,m .

/,Lil

(5.53¢)

A agao de glions é dada por

Z > Retr[l — Uy, (n)]. (5.53d)

nEA p<v
Na equacao (5.53d) foi usada uma notagdo amplamente utilizada

6
ﬁ:?’ (5.54)

onde [ é o entao denominado acoplamento inverso. Mais precisamente, essa é a definicao

de § para o caso SU(3), com o qual estamos lidando na QCD.

Note que no caso da QCD na rede o calculo de uma func¢ao de correlacao envolve
uma medida de integracao sobre os campos fermionicos e uma medida de integragao sobre
as variaveis de ligacdo. Para realizar a integragao sobre os campos fermionicos basta aplicar
os resultados obtidos da algebra de Grassmann na Secao 3.2.2.2, ou seja, temos uma soma
de produtos de contragoes. Contudo, as integragoes que sobram para as variaveis de ligagao
em geral ndo possuem solugoes analiticas. Deste modo, precisaremos aprender as técnicas
computacionais que podem ser empregadas para lidar com essa parte do calculo de fungoes

de correlagao.
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6 SIMULACAO NUMERICA

Em 1974, Wilson publicou um artigo sobre confinamento de quarks.? Naquele
trabalho foi introduzida a formulacao de rede da QCD. A partir de uma expansao para o
acoplamento forte [ 2 0 em (5.54)], Wilson conseguiu aproximar a média dos campos
de gauge e mostrar que seu comportamento explica o confinamento de quarks. Contudo,
o limite do continuo é obtido quando 5 — oo, isto é, na condi¢ao de acoplamento fraco.
Apenas em 1979 com o uso de simulagoes numéricas foi possivel realizar pela primeira vez
calculos da média dos campos de gauge, através do método de Monte Carlo, considerando
o limite do continuo e, assim, obter resultados que apoiam a coexisténcia de confinamento

de quarks e liberdade assintética.*

Apos esse desenvolvimento inicial da teoria de rede da QCD, os fisicos de particulas
ficaram muito otimistas, pois através da solu¢do numérica da integral de trajetéria na
rede (5.52) seria possivel determinar as propriedades do regime nao-perturbativo da QCD.
Contudo, esse entusiasmo inicial se dissipou rapidamente, uma vez que se percebeu que
computadores muito grandes deveriam ser utilizados para integrar numericamente as
integrais de trajetdria pertinentes.'® No entanto, dois desenvolvimentos recentes tornaram
as simulagoes de QCD mais acessiveis. Primeiro, os computadores pequenos (notebook) se
tornaram muito mais rdpidos — de 10% até 10° vezes. Assim, no que se refere as simulacoes

mais simples, elas podem ser feitas usando um notebook pessoal.

Houve ainda outro desenvolvimento que tornou as simulacoes mais acessiveis. Para
compreendé-lo é preciso saber que o custo de um célculo da QCD completa na rede é dado

aproximadamente pela formula
IN'T 1
te|—] — 6.1
o8 (a) a mia’ (6.1)

onde o primeiro fator é o nimero de sitios da rede, enquanto o segundo e terceiro fatores sdo

devidos a “desaceleracao critica” dos algoritmos usados para a simulagao. A partir dessa
férmula, notamos que o custo computacional é proporcional a 1/a®. Portanto, é conveniente
manter a tao grande quanto possivel. Até um pouco antes do ano 2000, acreditava-se que
a < 0.05 — 0.1 fm seria essencial para simulacoes de QCD de grande precisao. Contudo,
a ~ 0.3 — 0.4 fm funciona bastante bem. Dado que o custo varia com 1/a%, as redes mais

grosseiras deveriam ser de 103 até 10° vezes mais baratas para simular.

Agora que ja sabemos um pouco sobre o custo computacional em QCD na rede,
sera conveniente descrever certos métodos computacionais que sdo empregados em calculos
de observaveis fisicos. A determinacao do espectro de hadrons serd a principal aplicacao
deste trabalho. Contudo, as simulacoes envolvendo funcgoes de correlacao fermionicas

sdo consideravelmente complicadas e pesadas computacionalmente. Assim, serd mais
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Figura 5 — Um caminho C para o loop de Wilson.

Fonte: Elaborada pelo autor.

conveniente inicialmente estudarmos simulagoes de QCD envolvendo apenas a teoria de

gauge pura, isto é, calcular observaveis fisicos que dependam apenas de varidveis de gauge.

Apesar de parecer que isso possa nos distanciar do objetivo principal do trabalho,
que ¢ o estudo de quarks na rede, na realidade isso nao ocorre. De fato, qualquer simulacao
em QCD pode ser dividida em duas partes. A primeira parte é construir configuragoes
de gauge que satisfacam o peso, dado pela agdo da QCD. No caso de uma teoria de
gauge pura, apenas usaremos a acao de glions (5.53d). Naturalmente, para o caso de um
célculo de QCD completo é necessario considerar também o termo fermidnico (5.53b).
Entretanto, existe uma aproximacao muito conveniente denominada quenched* que nos
permite construir as variaveis de ligacao também com o peso da agao de gauge pura. Assim,
toda a teoria que serd desenvolvida nesta se¢ao para construir as configuragoes de gauge
sera utilizada sem nenhuma alteracao quando estivermos lidando com a determinacao do

espectro de hadrons.

6.1 Loops de Wilson

Um observavel fisico deve ser invariante por transformagcao de gauge. Na Se¢ao 5.5.1
vimos que o trago de um caminho fechado do produto ordenado de variaveis de ligagao
(5.42) é invariante por transformacao de gauge. Um loop de Wilson é definido como um
caminho fechado de produto ordenado.'*'® Uma vez definido um loop de Wilson, também
podemos definir uma funcao para o loop de Wilson. Assim, inicialmente consideremos um

caminho C' (veja Figura 5). Entao uma funcao loop de Wilson ¢é definida por

W(C) = ;Tr U.(m)U(n+ ). U (n)] . (6.2)

*

Veja a Sec¢ao 7.3.
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O observavel fisico “operador plaqueta” é definido como a parte real da funcao loop de

Wilson para o caminho C' mais simples (nao trivial)

Po(n) — ;Re Tt [U, (MU, (0 + @)U (n + 9)7U, ()]
= LR TrUu(n)., (6.3)

onde U,,(n) é dado por (5.44).

Para calcular o “operador plaqueta” sera conveniente inicialmente estudarmos o
método de Monte Carlo.

6.2 Meétodo de Monte Carlo

O método de Monte Carlo consiste em utilizar uma amostragem compacta para
calcular o valor esperado de uma grandeza de interesse. Assim, quando formos calcular o
valor de qualquer observavel fisico nao precisaremos considerar todas as configuragoes de
gauge possiveis neste calculo, pois naturalmente um calculo exato de qualquer grandeza
fisica é impossivel de ser realizado por esse método na pratica. Neste sentido, o método de
Monte Carlo faz uso de uma sub-amostragem de configuragoes de gauge que obedega a
distribuigao de probabilidade adequada (acdo de gauge pura) e que contenha o méaximo de
informacao fisica (configuragdes nao correlacionadas), permitindo deste modo aproximar o
valor esperado da grandeza de interesse.!” Mais precisamente, nao existe restricao para
usar configuragoes correlacionadas no método de Monte Carlo, contudo, isto aumenta o
custo computacional para realizar medidas que nao trazem nova informacao ao observavel
fisico de interesse e também aumenta o seu erro estatistico, portanto, diminui a eficiéncia

do método.

Agora consideremos um observavel fisico descrito pelo operador O. Seu valor

esperado exato é dado por

(0) = lim ;Zlown], (6.4)

N—oo

onde as variaveis de ligacao U, sao amostradas de acordo com a distribuicao de probabili-
dade’

e *UID(U)

AP(U) = T pgession

(6.5)

a assim chamada medida de Gibbs. As configuragoes de gauge U,, sdo variaveis aleatorias.

O método de Monte Carlo aproxima (O) usando uma amostra de N tais configuragoes,

T Lembre que nos restringiremos a construcgdes de configuracoes de gauge com o peso da acdo
de gauge pura, ou seja, neste trabalho apenas usaremos S[U] em (6.5) igual a Sg[U] dado
por (5.53d).
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isto é,
1 ch
(0) = - 2. OlU]. (6.6)
cf n=1
Em célculos reais, o nimero N pode variar de poucas dezenas até alguns milhoes,
dependendo do recurso computacional disponivel e da complexidade do problema. O erro

estatistico do resultado se comporta como

erro ~ 1/\/N>Cf (6.7)

Essa é uma consequéncia essencialmente do teorema central do limite. Em contraste,
existem outros métodos deterministicos tradicionais cuja taxa de convergéncia é da ordem,

Net - etc. Portanto, o método de Monte Carlo deve ser usado

por exemplo, de 1/N% ou e~
apenas em problemas extremamente complicados em que todas as outras alternativas

numéricas se comportem de maneira ainda pior do que um erro de 1/y/Ng;.

Para ilustrar essa situacao, considere o problema de integracao numérica em d
dimensoes. Para o método deterministico tal como a regra de Simpson o erro estatistico
se comporta como ch‘/ ¢ (para integrandos suaves). Assim, em baixas dimensdes (d < 8)
este método ¢é consideravelmente melhor que o método de Monte Carlo. Contudo, em
altas dimensoes (d > 8) ele é muito pior. De fato, o método de Monte Carlo é a melhor
alternativa para problemas de integracao em dimensao d = 10. Assim, o método de Monte
Carlo ¢é a principal ferramenta numérica para resolver as integrais de trajetéria de sistemas

em teoria quantica de campos.

Em QCD na rede os erros nao sao somente devidos ao niimero limitado de confi-
guragoes utilizadas no método de Monte Carlo. Uma vez que se trabalha com tamanhos
finitos de volume e espagamento da rede, estas sao também fontes de erros nos resultados
de observaveis fisicos. Deste modo, o controle de erros estatisticos (e sistematicos) é

fundamental em qualquer calculo de observavel fisico.

6.3 Construcao de Configuracoes de Gauge

Agora descreveremos alguns algoritmos cuja finalidade é construir as tais con-
figuracoes de gauge que sao utilizadas nos calculos de observaveis fisicos. Inicialmente
descreveremos o algoritmo mais simples, popularmente conhecido por Metropolis, em que
basicamente construimos um elemento X de SU(3) préximo a identidade e fazemos uma
transformacao do campo de gauge por XU, (n); em seguida usamos uma regra de sele¢do
que aceita o novo campo de acordo com o peso da agao de gauge pura. Um outro algoritmo
mais eficiente para atualizar os campos de gauge serd o pseudo banho térmico. Nesse caso,
sao construidos os campos de gauge com a distribuicao adequada e todos os campos sao

aceitos, diferentemente do que ocorre com o método de Metropolis. Além disso, também
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é possivel fazer uma etapa adicional ao final do algoritmo de pseudo banho térmico,

denominada sobre-relaxagdo, que ajuda a diminuir a correlacao entre as configuragoes.

Para construir as configuragoes de gauge também se podem combinar os diferentes
algoritmos disponiveis. Idealmente seria desejado usar os diferentes algoritmos da maneira
mais eficiente possivel, no entanto, nao é possivel saber, a priori, como deve ser essa
combinagao dos algoritmos ou até mesmo os parametros adequados de cada algoritmo.
Assim, podem se fazer testes variando a maneira de atualizar os campos de gauge e avaliar
a maneira mais eficiente dentre as testadas. Os testes consistem em analisar a equilibragao
de algum observavel fisico, naturalmente o mais simples possivel, que, como devemos

esperar, € o observavel plaqueta.

O equilibrio ¢é alcancado sempre que determinada grandeza fisica deixa de variar
apreciavelmente em passos sucessivos da atualizagao. Contudo, devemos sempre ter em
mente que todas as medidas deverao possuir flutuagoes devido a natureza quantica
do sistema. Idealmente, cada observavel fisico possui suas particularidades e, assim, as
condigoes ideias para cada um deles sao diferentes. Porém, nao é possivel fazer os testes
para cada um deles, devido ao alto custo computacional, e assim é melhor extrapolar
o resultado do observavel fisico mais simples para os outros mais complicados, pois é

esperado que nao ocorram mudancas tao drasticas ao mudarmos o observavel.

Agora, antes de descrever os algoritmos para a construgao de configuragoes de gauge,
vale a pena mencionar que em simulag¢oes numeéricas se trabalha com redes finitas. Assim,
condigoes de contorno devem ser implementadas. Para os campos de gauge aplicaremos

condicoes de contorno periddicas

U,(N,ng,n3,ny) = U,(0,ng,n3,n4)
Uu(ni, N, nz,na) ( )
Uu(ni,n2, Nyng) = Upy(ng, ng,0,ny4)

) ( )

Uu(n17n27n37Nt (68)

6.3.1 Algoritmo de Metropolis

O algoritmo de Monte Carlo mais famoso e amplamente utilizado é o algoritmo
de Metropolis. Ele foi introduzido por Nicolas Metropolis e seus colegas de trabalho em
um artigo de 1953 sobre gases de esferas macicas.?’ Ele pode ser utilizado em qualquer
aplicacdo do método de Monte Carlo, incluindo o modelo de Ising,?! e naturalmente
também ao nosso interesse particular que é a construcao de configuragoes de gauge com a

distribuicao de gauge pura.'?

A elaboracao do algoritmo de Metropolis pode ser vista nas referéncias citadas

no paragrafo anterior. Aqui sera apresentado apenas o procedimento geral que se deve
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realizar para construir as configuragoes de gauge necessarias para o calculo de observaveis

fisicos em QCD na rede.

Assim, se desejamos construir uma configuragao de gauge SU(3) com o peso da agao
Sq[U] dada pela Equagdo (5.53d), devemos inicialmente comegar com alguma configuragao
U e atualizar essa configuracao até conseguirmos alcangar uma configuracao final que

obedeca ao peso desejado.

Para a configuracao inicial podemos definir todas as variaveis de ligacao iguais a
identidade ou simplesmente construir elementos aleatérios de SU(3) para colocar na ligacao
entre sitios vizinhos da rede. Mais precisamente, podemos até mesmo colocar metade de
matrizes identidade e metade de matrizes SU(3) aleatérias. Nao existe restrigdo em relagao
a configuragao inicial, basta serem elementos de SU(3). Se decidirmos comegar por uma
configuragao de matrizes identidade, entao teremos uma inicializagao denominada fria,
por outro lado, se comegarmos a partir de matrizes SU(3) aleatdrias, a inicializacao é

denominada quente.

Naturalmente, sempre desejamos comegar com uma configuragao que melhor se
aproxime a configuragao de equilibrio. Contudo, nao temos como saber, a priori, qual é
o melhor tipo de comeco, assim, podemos realizar diferentes simulacgoes para diferentes
configuragoes iniciais e testar quais dessas inicializagoes é a mais eficiente, isto é, a que

mais rapidamente se aproxima do equilibrio.

Uma vez inicializado o sistema, devemos fazer uma varredura em toda rede e
atualizar as matrizes de ligacdo U para U’. Para o campo U,(n) fazemos uma transfor-
magao U,(n) — U,(n)'. Para decidirmos se manteremos essa nova variavel de ligacao,
precisamos saber como a agdo varia com essa nova configuracao. Cada variavel de ligacao
¢ compartilhada apenas por seis plaquetas, assim, a variacao da agao ¢é afetada apenas
pela contribuicao local da agao que envolve essas plaquetas compartilhadas. Deste modo,

considere a contribuicao local para a agao

S[U.(n) Toe = g;Re Tr[l —U,(n)'P] = gRe Tr(61 — Uy, (n)'Al,
comA = > P=)Y {Uy(n + U, (n + D)0, (n)!
i=1 VFEL
+ Uy(n+ = 0)1UL(n = )10, (n - 9)] . (6.9)

Note que P; é o produto de trés variaveis de ligagao que formam a plaqueta ¢ junto com
U,(n)'. Esses produtos sdo denominados staples (grampos) e a soma de todos os staples é

escrita como A.

A variacao da acgao é dada por

AS = S[U(1) Jioe — S[U(1))i0c = —gRe Tt [Uy (n) — Uy ()] A, (6.10)
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onde A nao ¢ afetado pela transformacao U,(n) = U,(n)'.

Uma vez realizada uma transformacao na variavel de ligacao U,(n) — U,(n)" e
calculada a respectiva variacdo da acao AS, o algoritmo de Metropolis ird nos dizer se
devemos aceitar essa nova configuracdo ou manter a configuracao inicial. Nesse passo
devemos sortear um nimero aleatério r uniformemente distribuido no intervalo [0,1) e

aceitar a nova configuragao se r < exp(—AS) e rejeitar caso contrario.

A escolha do candidato U, (n)" é uma tarefa fundamental do algoritmo de Metropolis.
Queremos um elemento de SU(3) que nao seja muito distante do antigo campo U,(n),
pois senao teriamos uma taxa de aceitagao de novas configuragoes muito pequena. Por
outro lado, também queremos que a nova configuragao seja o mais distante possivel da
configuracao inicial, a fim de alcancar o equilibrio mais rapidamente. Portanto, precisamos
encontrar uma relagdo de harmonia entre a taxa de aceitacao e a mudanca nas variaveis

de ligacao. Isto pode ser estimado através de testes pela analise da equilibracao.

A construcao de U,(n)" é realizada da seguinte maneira:
U,(n) = XUy,(n), (6.11)

onde X é um elemento de SU(3) na vizinhanga da identidade. O elemento X deve ser
escolhido a partir de uma amostragem contendo pares de matrizes X e X~ !. Em geral

é adequado e suficiente que essa amostragem contenha algumas centenas de elementos
SU(3).

Portanto, o algoritmo de Metropolis ¢ baseado em simples procedimentos que se

resumem por:

Passo 1: Sortear um elemento X a partir de uma amostragem contendo pares de matrizes X

e X! de SU(3).

Passo 2: Escolher um campo de gauge para atualizar na rede, por exemplo, U,(n) — U,(n)" =
XU,(n).

Passo 3: Calcular a soma de staples e em seguida a variagdo da agdo AS com o uso da
Equacao (6.10).

Passo 4: Sortear um nimero aleatério r uniformemente distribuido no intervalo [0, 1) e aceitar

a nova configuracao se r < exp(—AS) e rejeitar caso contrario.

Passo 5: Repita desde o comeco esses passos.

Geralmente escolhemos um critério para visitar as variaveis de ligagdo em (n, ). Também
¢ conveniente repetirmos algumas vezes a atualizacdo de um determinado candidato,

uma vez que usaremos os mesmos staples ja previamente determinados para calcular a
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variacao da acdo devido aos novos campos de gauge na mesma posi¢ao. Essa modificacao

¢ denominada algoritmo de Metropolis de multiplas tentativas.

Agora que descrevemos o algoritmo de Metropolis, ainda precisamos mostrar como

sao construidos os elementos X de SU(3).

6.3.2 Representacoes de Elementos de Grupos

Os elementos X de SU(3) nao sao construidos diretamente, na verdade sao utilizados
elementos de SU(2) para construir X. Assim, inicialmente serd conveniente descrevermos

as representacdes adequadas de elementos de SU(2) e SU(3)*.

Os elementos de SU(2) s@o unitérios, o que impde certas restrigdes as variaveis desses
elementos. Por exemplo, uma matriz de SU(2) possui 4 entradas que podem ser valores
complexos, desta forma, podemos pensar inicialmente que devemos armazenar 8 valores
para construir cada matriz SU(2). Mas devido as restri¢oes impostas pela unitariedade,
precisamos armagzenar apenas, no minimo, o valor da quantidade de geradores, a saber, 3
valores. Portanto, com trés valores podemos construir qualquer elemento SU(2). No entanto,
nao é conveniente armazenarmos apenas 3 valores, pois gastariamos mais tempo realizando
operagoes matematicas a fim de saber o valor de cada entrada da matriz. Portanto,
precisamos escolher uma representacao de SU(2) que seja o mais eficiente possivel para
trabalhar computacionalmente e decidir o quanto de informac¢ao deveremos armazenar.
Dessa forma, também podemos armazenar a primeira linha de uma matriz SU(2)

b
U= ( C;* *> com |af>+ [b* =1. (6.12)
—b* a

Isto corresponde a armazenar dois niimeros complexos, ou seja, armazenar 4 valores reais
ao invés do minimo de 3 valores. Com a = xg + ix3 € b = x5 + ix1, isto é 0 mesmo que

usar o vetor x = (zg, ) de quatro coeficientes reais na representagao

7 I

3
U=zl +iZ-3 com det[U]=|z]>=|zo|* +|7]" =D o} = (6.13)
1=0

onde & denota o vetor das trés matrizes de Pauli

01:{0 1] , 02:{9 _1 , 03:{1 O]. (6.14)
10 1 0 0 —1

Para o grupo SU(3), uma maneira de representar os elementos é utilizar dois vetores @ e
U. Nesse caso precisaremos armazenar 6 nimeros complexos = 12 niimeros reais [0 valor

minimo de pardmetros seria 8 = ntimero de geradores de SU(3)]. Devido as propriedades

! Veja o apéndice C.
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de SU(3), deveremos restringir esses vetores a unidade e eles devem ser ortogonais, isto é,

i@ = @i = |+ Jug* + fus]? =1
[0 = T = |+ ool + Jus|* =
(W,v) = u"-U=ujvy +ujvy+uzvs=0. (6.15)

Além disso, a terceira linha da matriz pode ser construida a partir das duas primeiras por

£

(6.16)

-
Il
X <

u* X U*

Assim, em principio é suficiente armazenar apenas as duas primeiras linhas.

Independentemente da escolha da representagao, durante a construgao das variaveis
de ligacao sempre ocorrerda um acumulo de erros de arrendondamento devido as operagoes
realizadas. Assim, as matrizes devem ser projetadas a unitariedade regularmente. Para
tal finalidade podemos aplicar o método bem conhecido denominado Gram-Schmidt. A
primeira linha é normalizada, a segunda é construida a partir dos valores ortogonalizados

da primeira linha,

ﬁnovo = ﬁ/|ﬁ’7

Toovo = T'/|7'], onde @' =7 — thpowo(V- %), (6.17)

novo

e a terceira linha é construida a partir das duas primeiras linhas como em (6.16).

Para escolhermos uma representacao e a quantidade de informacao a ser armazenada,
temos que levar em conta o tamanho da rede e o recurso computacional disponivel. Neste
estudo, em particular, sempre armazenaremos todas as entradas das variaveis de ligacao.
Por exemplo, para o calculo do valor esperado da variavel plaqueta usaremos uma rede de
tamanho 16%, assim o custo para armazenar todas as informacdes de uma configuracao
de campos de gauge serd 38 MBS de memoria, o que naturalmente nao representa muito

esforco para um notebook atual.

6.3.3 Candidato para a Atualizacao de Metropolis

Agora devemos descrever um procedimento para construir um elemento X de SU(3)
na vizinhanca da identidade, que sera utilizado na determinacao do campo de gauge

Uu(n)' = XU,(n), candidato a ser atualizado na rede.

Como ja mencionamos na Segao 6.3.2, os elementos de SU(3) sdo construidos a
partir de elementos SU(2). Assim, devemos inicialmente descrever um método para a

determinagao de elementos SU(2) na vizinhanca da identidade. Para isto, podemos escolher

§  Ponteiro no fortran em double complex.
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quatro nimeros aleatorios r; uniformemente distribuidos em (—%, %) A matriz Xgy() €

entao construida seguindo (6.13) com zy e Z dado por
TZ=er/|F] , xo=sinal(rg)V1— €2, (6.18)
onde € ¢ um parametro que controla a extensao de Xgy(z) em torno de 1.

Para SU(3), as matrizes X podem ser construidas a partir de elementos de SU(2)

embebidos em matrizes 3 x 3 de acordo com

11 T12 O S11 0 S12 1 O 0
R = T21 T92 0 s S = 0 1 0 s T = 0 tll tlg y (619)
0 0 1 S921 0 S99 0 tgl t22

onde os elementos de matriz ndo nulos representam as matrizes SU(2), proximas a identi-

dade, como descrito acima. Uma escolha para X é dada por
X = RST. (6.20)

Uma vez que as matrizes R, S e T sao préximas a identidade, entao o produto X também

sera.

O algoritmo de Metropolis propoe que seja sorteada uma matriz X numa amostra-
gem contendo pares de matrizes X e X!, entdo é conveniente construirmos uma certa
quantidade de matrizes X e depois incluir nessa colecdo X = X ~!. Depois sempre pode-
mos sortear uma matriz dessa amostragem no passo 1 do algoritmo de Metropolis. Também
¢é conveniente que apds uma certa quantidade de atualizacdes na rede, reconstruimos um

novo conjunto de matrizes X a serem utilizadas na atualizacao dos campos de gauge.

6.3.4 Pseudo Banho Térmico

O algoritmo de pseudo banho térmico permite construir os campos de gauge sem
nenhuma etapa de aceitagao como ocorre com Metropolis. Assim, todas as configuragoes
sao aceitas. Ele é consideravelmente mais eficiente que o algoritmo de Metropolis como

podera ser visto quando analisarmos os resultados do observavel plaqueta.

A palavra pseudo se deve ao fato de que utilizaremos um algoritmo de banho
térmico desenvolvido para o grupo SU(2). Assim, para o caso de elementos SU(3) serd
necessario inicialmente transformar o problema de SU(3) em um problema de SU(2),
para em seguida ser utilizado o algoritmo do banho térmico.?? Esse ¢ o procedimento
padrao normalmente adotado em simulagdes de QCD na rede. Note que, como pode ser
visto na referéncia,?® também existe um procedimento geral de banho térmico para lidar
diretamente com elementos de SU(3), mas esse procedimento é pouco pratico e, deste

modo, nao muito utilizado.

Assim como foi feito para o algoritmo de Metropolis, apenas apresentaremos o

procedimento geral que se deve realizar para construir as configurac¢oes de gauge utilizando
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o algoritmo de pseudo banho térmico. Portanto, comecamos descrevendo inicialmente a

distribuicao de probabilidade local.

dP(U) = dU exp {gRe tr[Uu(n)Au(n)]} : (6.21)

onde U,(n) € SU(3) é o campo de gauge a ser atualizado e A é a soma de todos os staples,
dada por (6.9).

Se estivéssemos trabalhando com elementos de SU(2), entdo teriamos uma proprie-
dade importante que ¢ utilizada na construcao do algoritmo banho térmico: a soma de
dois elementos de SU(2) é proporcional a um elemento de SU(2). Portanto, a soma de
staples Agy(2) ¢ proporcional a um elemento de SU(2). Contudo, para o grupo SU(3) essa

propriedade nao é mais valida.

A ideia central do algoritmo de pseudo banho térmico é justamente transformar a
distribui¢ao de probabilidade local (6.21) envolvendo somas de elementos de SU(3) numa

outra densidade de probabilidade local, porém, envolvendo somas de elementos de SU(2).

dP(U) — dUSU(g) exp {gRe tr[USU(g)(n)’ASU(g) (n)]} . (6.22)

Em seguida poderemos aplicar o algoritmo de banho térmico desenvolvido para elementos
de SU(2) para calcular Usy(2)(n)’.* A matriz de SU(3) que estamos interessados ¢ construida
a partir de trés matrizes de SU(2) como mostrado em (6.19) e (6.20), portanto, na realidade
transformaremos um problema de banho térmico de elementos de SU(3) em trés problemas
de banho térmico para elementos de SU(2). Na prética, esses trés problemas sao resolvidos
de maneira muito similar e a partir de um algoritmo bem mais simples que o banho térmico

desenvolvido para elementos de SU(3).

6.3.5 Transformando o Problema de SU(3) para SU(2)

Para entender como é realizada a transformacgao do banho térmico de elementos

SU(3) para elementos SU(2), primeiro escrevemos o campo de gauge atualizado como?
U' = TSRU, (6.23)

lembrando que R, S,T sao as matrizes de SU(3) construidas a partir de elementos SU(2)
[veja Equagao (6.19)]. Assim, consideramos inicialmente 7" e S iguais a identidade. Se

utilizarmos as propriedades da medida de Haarl [veja Equacdo (D.8)], temos que

dP(U) = dUexp [gRe tr(UA)] = d(RU) exp [gRe tr(RUA)]

= dRexp {gRe tr(RWR)] : (6.24)

¥ Serd escrito U,(n) para U, para simplificar a notagio.
I Veja o apéndice D.
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onde Wxr = UA. Como R tem embebida uma matriz de SU(2), entdo podemos utilizar a

representagao em (6.12) e escrever R como

o T2
R=1|-r; r 0]. (6.25)
0 0
Assim, temos que
Re tI‘(RWR) = Re (len “+ rowo1 — T;UHQ + TTU)22 + w33)

= Re(r1)Re(wiy + wag) + Im(ry)Im(weg — w1y)
+ Re(Tg)Re(U)gl — wlg) — Im(m)lm(wm + wlg) + w33 - (626)

O termo w33 pode ser absorvido na normalizagdo. Agora se considerarmos o caso do banho
térmico de SU(2), entdo Wgy(2) também serd um elemento de SU(2). Utilizando a mesma

representacao como anteriormente, obtemos o expoente
2 [Re(r1)Re(wq) — Im(r1)Im(w;) — Re(rz)Re(ws) — Im(r9)Im(ws)] . (6.27)

De fato, se definirmos

o® = Re(wi1 + wao) + 7 Im(wiy — way)
1 =
2
wéR) = Re(wlg — IU21) —;ZIm(wlg + ’LUQl) ’ (628)

o expoente se torna exatamente o mesmo. Assim, podemos transformar nossa distribuicao

de probabilidade em

dP(U) = dRSU(g) exp <§Re tr[RSU(Q)WSU(g)]> , (6.29)

onde os elementos de Wgy2) sdo dados em (6.28) e lembrando que estamos utilizando a

representagao em (6.12) para matrizes de SU(2).

O proximo passo serd utilizar o algoritmo do banho térmico para determinar Rgy(z).
Deste modo, obtemos U’ = RU. A seguir devemos realizar o mesmo procedimento fazendo
R e T iguais a identidade, ou seja, fazemos a substituicaio RWgr — SWs, onde Wg = RUA.
Se repetirmos o procedimento anterior para transformar o expoente da distribuicao de

probabilidade, vemos que agora os elementos da matriz Wsy(2) se tornam

WS = Re(wiy + ws3) + 4 Im (w1 — ws3)
1 pu—
2
o = Rl =)+ s+ v) 6

Uma vez determinado Ssy(g), obtemos o campo atualizado por U" = SRU. E por fim,

devemos igualar R e S a identidade e determinar T'. Neste caso, os elementos da matriz
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Wsu(2) se tornam

Re(w22 + UJ33) + ilm(wgg — w33)

(1) _
w1 = 5
wgp) — Re(w23 - UJ32) 4—221111(1023 + ’UJ32) ‘ (631)

Agora aplicando o banho térmico para determinar Tsy(s), conseguimos realizar a atualiza-
¢ao completa do campo de gauge dada por (6.23). Naturalmente devemos realizar esse

procedimento para todos os campos de gauge para atualizar a rede.

6.3.6 Algoritmo de Banho Térmico para Elementos SU(2)

Como ja foi mostrado o procedimento para transformar o problema do banho
térmico de elementos SU(3) para elementos SU(2), falta apenas descrever o algoritmo de

banho térmico para elementos de SU(2).

Considere a distribui¢ao de probabilidade local com a forma de (6.22)
dP(U) = dU exp [gRe tr(UW)] ,

onde nesta se¢do as matrizes U e W se referem a elementos de SU(2). Estamos interessados
em determinar U conhecendo W. Como W é proporcional a um elemento de SU(2), entao

podemos escrevé-lo como
W=aV com a=vVdetW, (6.32)

onde V € SU(2) e vVdet W > 0. Agora podemos escrever a distribuigdo de probabilidade

local como
dP(U) = dU exp [?Re tr(UV)] ,

Usando a propriedade da medida de Haar (D.5), podemos reescrever a distribuigdo de

probabilidade local como
of
dP(X) = dX exp lSRe tr(X)] , (6.33)

onde X =UV.

Portanto, o problema é reduzido a gerar X com a distribuigao (6.33). Para tal

finalidade, podemos realizar o seguinte procedimento:

Passo 1: Sorteie um nimero aleatério  uniformemente distribuido em [0, 1)

Passo 2: Sorteie um grupo de trés nimeros aleatérios r;,7 = 1, 2, 3 uniformemente distribuidos
em (0,1] (i.e., o valor 0 deve ser evitado); uma vez que os geradores de nimeros

aleatérios cobrem o intervalo [0, 1), entao apenas tome os valores r; — 1 — 7.



88

Passo 3: Calcule \? definido por

2= _4a3B [In(r1) + cos?(2rr3) Inrs)] (6.34)

O valor de A deve ser aceito apenas se
r?<1— )\ (6.35)
Se o valor de ) for aceito, entdo faca zo = 1 — 2)2, sendo retorne ao passo 2.

Passo 4: Sorteie um grupo de trés ntimeros aleatorios s;,¢ = 1, 2, 3 uniformemente distribuidos
em [—1,1) (uma vez que os geradores de ntimeros aleatdrios cobrem o intervalo [0, 1),
entdo apenas tome os valores s; — 2s; — 1) e aceite-os apenas quando s? +s2+s2 < 1.

Esse 3-vetor deve ser normalizado ao comprimento |Z] = (/1 — 23, isto é,

/1 — 2d
Vo0 i=1.2,3. (6.36)
\/$% + 83 + s3

Passo 5: Apds esses passos, terminamos com um vetor (xg,Z), a partir do qual podemos

€Tr; =

calcular X usando a representagao (6.13).

Uma vez determinado X, podemos calcular U por

wt

6.3.7 Sobre-relaxacao

Uma vez que usamos os staples das configuracoes anteriores para gerar uma
nova configuragao, existirda correlacao entre as configuragoes. A sobre-relaxacao é um
procedimento simples, que podemos aplicar ao final do pseudo banho térmico e que
ajudard a diminuir a correlagdo entre as configuragoes. A ideia é selecionar uma nova
configuracao que seja igualmente provavel a proposta pelo pseudo banho térmico, mas que
esteja mais “distante” dela. Existem muitas maneiras diferentes de construir essa nova
configuracao, como por exemplo fazer simplesmente alguma transformacao de gauge, pois

isso manteré a acao fixa. Contudo, utilizaremos a abordagem proposta por Creutz.?*

Apés aplicarmos o algoritmo de pseudo banho térmico como ja descrito, podera
ser aplicado opcionalmente o procedimento de sobre-relaxacao. Neste caso usamos os
staples ja previamente calculados no pseudo banho térmico e fazemos sua proje¢do para o
grupo SU(3). Podemos usar o procedimento de Gram-Schmidt (6.17) para essa finalidade.
Em seguida calculamos o transposto conjugado da projecao e o chamamos de go. Entao

propomos U’ = goUT gp.

Olhando para a transformagao de gauge (5.26), vemos que 0 novo campo proposto

em nosso procedimento de sobre-relaxac¢ao nao satisfaz a invariancia de gauge, logo a acao
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também ira sofrer uma variagao™. Deste modo, se sempre aceitarmos o campo proposto
no procedimento de sobre-relaxacao terminaremos com uma configuracao que nao satisfaz
a distribuicao de probabilidade adequada. Portanto, devemos realizar algum procedimento
para corrigir esse problema. Aqui podemos realizar um simples procedimento de Metropolis

para decidir se aceitar ou nao o novo campo proposto pela sobre-relaxacao.

6.4 Valor Esperado do Operador Plaqueta

Agora que ja discutimos o método de Monte Carlo para fazer uma aproximagao
estatistica de um observavel fisico e alguns procedimentos para construir as configuracoes
de gauge usadas no método de Monte Carlo, podemos calcular algum observavel fisico
simples. Contudo, ainda ficara faltando uma discussao sobre os métodos de anéalise dos
resultados para estimar os erros estatisticos. Essa discussao sera realizada apds mostrarmos

o calculo do valor esperado do operador plaqueta.

10 Metropolis 10 Metropolis
e rede 16*paraff=6 . s rede 16*paraff=6
0.9 0.94
= 081 : = 08
© o
3 3
o . o .
2 . 2 .
Q 0.7 . Q 0.7 1 .
0.6 l 0.6 \
0.5 ™ ™ T T T T 0.5+ ™ ™ ™ ™ ™ ™ ™
0 2000 4000 6000 8000 10000 0 20 40 60 80 100 120 140
Ner Ner
Figura 6 — Célculo da plaqueta com o algo- Figura 7 — Célculo da plaqueta com o algo-
ritmo de Metropolis. O valor mé- ritmo de Metropolis. Grafico par-
dio obtido foi 0.59374. Foram des- cial. Na regido da configuragao
cartadas as 1000 configuragoes ini- 60 o resultado parece atingir seu
ciais no célculo. valor assintoético.
Fonte: Elaborada pelo autor. Fonte: Elaborada pelo autor.

O valor esperado do operador plaqueta depende apenas do valor da constante de
acoplamento inverso 5 (5.54). O tamanho da rede e a quantidade de configuragoes N
[veja Equagdo (6.6)] utilizadas no célculo serdo responsaveis pela precisao que podera ser

alcancada no resultado.?®

Para o calculo do operador plaqueta, ao invés de calcular o valor esperado de uma

tunica plaqueta em (6.3), é conveniente calcularmos o valor de todas as plaquetas da rede

** No caso de elementos de SU(2) a escolha usada para gy garantiria que a agdo permanecesse

inalterada, contudo, para outros grupos como SU(3) esse nao é o caso. Assim ¢é dificil saber
a priori sobre a eficiéncia do procedimento de sobre-relaxacao para o grupo SU(3).
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e tomarmos sua média, isto é,

(plaqueta) = N N3 >3 tRemr[U U.(m)U,(n+ @)U, (n + 2)1U,(m)f] . (6.38)

neA #<V

Nesse sentido foram realizadas trés simulacgoes diferentes. Uma usando o procedimento
de Metropolis e as outras usando o algoritmo de pseudo banho térmico com e sem o

procedimento opcional de sobre-relaxagao para construir as configuragoes de gauge.

Os parametros fixados em todas as simulacoes sao descritos a seguir. Foi utilizada
a inicializacao fria (todos os campos de gauge iguais a identidade). A varredura para
cada atualizacao da rede foi feita seguindo o ordenamento da componente x, y, z e t do
espaco-tempo e indice de Dirac. Foram calculadas N = 10000 configuragoes diferentes.
A reunitarizacdo dos campos de gauge foi realizada a cada Ny, = 500 configuragdes. O

tamanho da rede foi 16* e a constante de acoplamento inverso /3 = 6.

Para o algoritmo de Metropolis foram realizadas 10 tentativas para cada variavel de
ligacdo. O parametro € em (6.18), que controla a proximidade entre a varidvel de ligagdo
a ser atualizada e a sua nova candidata, foi € = 0.24. Com isso obtivemos o resultado

descrito pela Figura 6.

Ao analisar o grafico parcial mostrado na Figura 7 se nota que a partir da confi-
guracao 60 o resultado do valor esperado ja praticamente atingiu o seu valor assintotico.
Ap0s isso houve apenas flutuagdes em torno de um valor médio, como esperado para um

sistema quantico.

Para analisar nosso resultado quantitativo podemos compara-lo com alguma re-
feréncia que tenha feito um estudo extensivo sobre o operador plaqueta. Em particular,
Lucini e Teper? obtiveram o valor (plaqueta) = 0.593669(8) para uma rede 16* com
[ = 6. Deste modo, vemos que o valor da nossa simulacao é coerente com o valor esperado,
possuindo as esperadas flutuacdes em torno dele. Mais precisamente, fomos capazes de
obter um resultado com 3 casas decimais corretas. Uma comparagao precisa, no entanto,
deve ser feita levando-se em conta os erros nos dois casos. O célculo do erro para nossas

simulagoes é descrito mais abaixo.

Agora no caso do pseudo banho térmico foi sempre realizada apenas uma tentativa

para atualizar cada variavel de ligagdo. O resultado obtido estd descrito na Figura 8.

Ao analisar o grafico parcial mostrado na Figura 9, vemos que a equilibragao ocorre
mais rapidamente para o algoritmo de pseudo banho térmico e também conseguimos uma

casa a mais de precisao do resultado.

E, por fim, a Figura 10 descreve o resultado para a simulacao do algoritmo de

pseudo banho térmico com a etapa adicional de sobre-relaxacao.
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Banho Termico

Banho Termico
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Figura 8 — Célculo da plaqueta com o algo-
ritmo de pseudo banho térmico.
O valor médio obtido foi 0.59367.
Foram descartadas as 1000 confi-
guragoes iniciais no calculo.

Figura 9 — Célculo da plaqueta com o algo-
ritmo de pseudo banho térmico.
Gréfico parcial. Na regiao da con-
figuragdo 10 o resultado parece
atingir seu valor assintotico.

Fonte: Elaborada pelo autor. Fonte: Elaborada pelo autor.

Banho Termico seguido de Sobre-Relaxacao
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Figura 10 — Célculo da plaqueta com o algo- Figura 11 — Calculo da plaqueta com o al-

ritmo de pseudo banho térmico
com sobre-relaxagao. O valor mé-
dio obtido foi 0.59369. Foram
descartadas as 1000 configura-
¢Oes iniciais no calculo.

goritmo de pseudo banho tér-
mico com sobre-relaxagdo. Gra-
fico parcial. Na regiao da con-
figuragdo 10 o resultado parece
atingir seu valor assintotico.

Fonte: Elaborada pelo autor. Fonte: Elaborada pelo autor.

A etapa adicional de sobre-relaxacao nao teve contribuigoes significativas no re-
sultado, como pode ser visto através das Figuras 9 e 11 que sao muito parecidas. Mesmo
quando calcularmos a correlagao entre as configuragoes também podera ser notado que
nao haverd mudancas nitidas no resultado. Como essa etapa tem um custo computacional
baixo, como serd mostrado a seguir, entao a decisao de usar esse procedimento é opcional

e nao traz mudancgas expressivas no resultado final das simulagoes.
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6.5 Detalhes de Simulacao

Os algoritmos deste trabalho foram escritos na linguagem fortran 90 e executados
com o compilador gfortran com o nivel de otimizagdo -O3 para tornar as simulac¢oes
mais rapidas.?® As simulacoes foram realizadas usando uma maquina virtual do Google
Cloud. As informacoes basicas da maquina sao 2 vCPUs de 2.2 GHz, 4 GB de memoria
RAM e disco permanente SSD 30 GB. Plataforma de CPU Intel Broadwell. Contudo, as
simulagoes para a determinacao do espectro de hadrons foram realizadas parcialmente por
esta configuracao da maquina virtual. Uma parte das simulagoes foi realizada por uma
maquina contendo mais vCPUs e memoéria RAM para rodar mais simulagoes ao mesmo

tempo.

A duragao de cada simulacao realizada neste trabalho foi gravada para se ter uma
ideia do custo computacional envolvido na determinacao de diferentes observaveis fisicos
sob determinadas condigoes. De fato, as simulacoes nao foram realizadas em condigoes
ideais para permitir uma comparacao precisa da duracao delas. Portanto, nosso objetivo é

obter apenas uma ideia, como mencionado.

Em particular, para o observavel plaqueta o principal gasto das simulagoes foram
as atualizagoes do campo de gauge. O calculo do valor esperado da plaqueta leva apenas
cerca de 0.20 segundos por configuragao, ou seja, 0.6 horas por simulacao. Contudo, o
tempo total da simulacao para o algoritmo de Metropolis foi 20.5 horas. A simulagao para
o pseudo banho térmico durou 6.2 horas e com o procedimento de sobre-relaxagao durou

6.9 horas.

Note que o algoritmo de pseudo banho térmico além de ser mais eficiente para
construir as configuracoes de gauge no sentido de conseguir equilibrar o sistema usando
menos configuragoes, é também cerca de 3 vezes mais rapido do que o algoritmo de
Metropolis'" quando usado isoladamente. A seguir serd mostrado que as configuracdes do
algoritmo de pseudo banho térmico também sao menos correlacionadas que as configuracgoes
geradas usando o algoritmo de Metropolis. Portanto, o algoritmo de pseudo banho térmico é
consideravelmente melhor que o algoritmo de Metropolis para construir as configuragoes de
gauge, sendo apenas adequado usar Metropolis quando aplicado a um passo intermediario
como o procedimento de sobre-relaxacao, entretanto, a eficiéncia desse tltimo procedimento

nao é sempre garantida quando aplicado ao grupo SU(3).

T Mais precisamente, o algoritmo de pseudo banho térmico aplicado uma vez para cada sitio
da rede é mais rapido que o algoritmo de Metropolis de miltiplas tentativas aplicado 10
vezes para cada sitio da rede.
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6.6 Analise de Dados

A andlise estatistica dos observaveis medidos é o passo final da simulacao numérica.
Precisamos saber se fizemos as medidas sobre as condi¢oes adequadas para que o método de
Monte Carlo seja valido. E naturalmente precisamos saber os erros associados as medidas,

senao nao temos como interpretar o resultado final.

6.6.1 Parametros de Simulacao

Uma simulagao de Monte Carlo eficiente precisa de configuragoes no equilibrio e
que nao sejam correlacionadas. Nessas condigbes, poderemos usar (6.6) para aproximar o
valor do observavel fisico. Contudo, ao olhar rapidamente a Figura 7, fica claro que leva
um certo tempo até o valor esperado de um observavel atingir um limite assintotico, a
partir do qual as medidas sofrem apenas pequenas flutuagoes devido a natureza quantica
do sistema. Quando as medidas atingem essa regiao de pequenas flutuagoes, significa que

o sistema atingiu o equilibrio.

Em qualquer simulagao de Monte Carlo é conveniente realizar as medidas apenas no
equilibrio. Assim, o nimero de termalizagoes Ni., é um parametro de simulagdo que nos diz
a quantidade de configuragoes de gauge iniciais que deveremos descartar. Apds descartar
essas configuragoes, estaremos com o sistema no equilibrio e poderemos realizar as medidas.
Uma estimativa de Ny, pode ser feita a olho, por exemplo, a partir da Figura 7 podemos
afirmar que 1000 é um bom valor para o nimero de termaliza¢bes. Em geral é sempre
adequado usar um valor grande para Ni.,. Mesmo que parega que a partir da configuracao
100 o sistema ja alcancou o equilibrio, entao podemos usar de 10-100 vezes esse valor para
o numero de termalizagoes, naturalmente esse valor vai depender da precisao desejada nas

simulagoes e do recurso computacional disponivel.

Para diferentes observaveis fisicos teremos diferentes parametros de simulacao.
As simulacoes de observaveis que envolvem fungoes de correlagao fermidnicas sao mais
complicadas, a convergéncia é mais lenta. Nesse caso, devemos usar um valor para o
numero de termalizagoes que seja no minimo maior ou igual aquele utilizado para o
calculo da plaqueta. De fato, em simulagoes mais caras computacionalmente, dificilmente
teremos acesso as altas quantidades de medidas que sdo necessarias para estimar todos
os parametros de simulagoes. Por isso é conveniente fazer uma simulagao simples como a
do valor esperado de plaquetas em que podemos obter facilmente muitas medidas para
determinar todos os parametros de simulacoes e entao fazer estimativas mais seguras para
os parametros de outras simulagoes, e sempre ter em mente que cada simulagao possui

suas peculiaridades.

I A equilibracéo ocorre em qualquer simulacio, mas no caso do algoritmo de Metropolis fica
mais nitido de ver, devido ao tempo maior que o sistema leva para equilibrar.
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Uma vez determinado o nimero de termalizacoes, podemos comecar a fazer as
medidas. Contudo, ao fazer uma atualizacdo dos campos de gauge na rede, a nova medida
serd muito parecida com a anterior. Assim, ndo sera conveniente realizarmos medidas
consecutivas porque elas sao altamente correlacionadas. Nao teremos nova informagao e o
método de Monte Carlo nao sera eficiente se utilizarmos medidas correlacionadas. Assim,
o numero de correlacao N, ¢ um parametro de simulagao que nos diz a quantidade de
configuragoes de gauge que devemos descartar entre medidas. Para o caso do niimero
de correlagao, é conveniente escolhermos um valor que nao seja muito pequeno e nem
muito grande. Porque queremos configuragoes descorrelacionadas, entao N, deve ser
grande o suficiente. Por outro lado, queremos varrer os mais diferentes tipos possiveis de
configuragoes, assim, se escolhermos um valor muito grande para N, as configuragoes
estardo muito longe umas das outras e nao teremos como saber o quao parecidas ou
diferentes elas sao. Assim, é sempre adequado escolher N, ndo muito grande para que as

configuragoes usadas nas medidas sofram uma evolugao continua.

6.6.2 Autocorrelagao

Consideremos um numero de observaveis primarios, enumerados por um indice
grego «, com os valores médios estatisticos A,. O objeto a ser estimado é uma funcao

desses observaveis
F=f(A, A ...) = f(An). (6.39)

No caso do observavel operador plaqueta, ele é um observavel primario. Assim, o objeto
estimado é F' = A;. Contudo, como veremos mais adiante quando trabalharmos com

fungdes de correlagao fermidnicas, o objeto F' serd da forma A;/As.

Para o calculo de Monte Carlo utilizamos medidas do observavel primario dadas
por al. Para cada observavel existem n = 1, ..., N estimativas sucessivas, separadas pela
execucao de algum procedimento de atualizagao valido, como o algoritmo de pseudo banho
térmico. Devemos supor que as medidas foram feitas no equilibrio. Podemos fazer uma
verificacao visual para determinar o tempo de equilibracao e depois deveremos conferir se
esse valor é muito maior que o tempo de autocorrelagao que sera determinado pela analise

dos dados (supostos no equilibrio).!*27

Uma grandeza essencial para a estimativa de erros estatisticos é a funcao de

autocorrelagao, definida por

Las(t) = ((af) — Ad)(@}" — Ag)) = f_t Z Lyt~ Auds,  (6.40)

que correlaciona o desvio da n-ésima estimativa de A, com o desvio da variavel 3 apds a

realizacao de t > 0 atualizagoes.
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Numa situagao tipica, a funcao de autocorrelacdo normalizada exibe um comporta-

mento exponencial assintético para t grande
- LCop(t) t
Lap(t) = ~exp | — : (6.41)
Las(0) Taf exp

e chamamos 7T,3.exp de tempo de autocorrelagio exponencial entre os observaveis de indices

a e 3. A funcao de autocorrelacao fornece informacao do quao correlacionadas estao as
medidas subsequentes. Para indices a e § diferentes teremos tempos de autocorrelagao
diferentes. O tempo de autocorrelagdo exponencial 7oy, do observavel F' (6.39) é o valor
supremo dos Tag exp POssiveis valores

Texp = Suﬁp (Taﬂ,eXp) . (6.42)

(e}

Autocorrelagoes levam a erros sistematicos que possuem o comportamento Ofexp(—t/ Texp)]
se o tempo computacional entre medidas subsequentes for t. Geralmente esses erros
sistematicos sao consideravelmente menores do que o erro intrinseco ao método de Monte

Carlo (6.7), exceto no caso em que os dados sao fortemente correlacionados.

Além do tempo de autocorrelagao exponencial, também podemos definir o tempo

de autocorrelagdo integrado do observavel F', isto é,

1 = OF OF

- = S A
Tt r = 5 t;@%ﬂj DA 04 as(t), (6.43)
onde
oF OF
= — T A4

estd relacionado com a variancia de F' para dados nao correlacionados, a saber, pela

expressao

1
varp'© = A UF- (6.45)
cf

O tempo de autocorrelagao integrado controla o erro estatistico em medidas de Monte

Carlo do observavel F'. Mais precisamente, sua variancia pode ser escrita como

vary' = 2Ty pvarp’c. (6.46)
Existem duas situagoes extremas para o tempo de autocorrelagao integrado que sera
instrutivo analisar. Na auséncia de autocorrelacoes, I'ns(t) o 619, 2Tt r = 1 € (6.46)
¢ a variancia padrao (6.45). Para o comportamento puramente exponencial, I',z(t) o<

exp(—|t|/7), o tempo de autocorrelagao integrado pode ser escrito por

1 = 1 [+
Totp = 5 S e — 5/ gt O = 7+ O Y. (6.47)

t=—00 -0
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Assim, Ty, rp = 7 se T > 1 e a escala é recuperada. Contudo, geralmente existem muitas
contribuigoes e Tin,p se comporta mais como uma “susceptibilidade dinamica”. Outra
interpretacao de (6.46) é que apenas o nimero reduzido Ne/(27iy r) de medidas s@o
efetivamente independentes, o que pode ser usado para reduzir os erros estatisticos. De
fato, uma vez que devemos gastar mais recurso computacional para realizar medidas
correlacionadas e elas introduzem erros estatisticos nas estimativas de observaveis fisicos,
entao é conveniente apenas usar dados independentes no método de Monte Carlo para

aumentar sua eficiéncia.

Normalmente sao necessarios, no minimo, 1000 7 valores de dados para estimar
o proprio 7. O observavel plaqueta é simples o suficiente para ser possivel obter um
conjunto grande de dados, contudo, este nao é o caso para outros observaveis como aqueles
associados com funcoes de correlagao fermidnicas. Nesse sentido, existem certas técnicas
propostas para andlise de dados quando se tem uma amostragem pequena de dados. Assim,
neste trabalho faremos uso apenas das técnicas adequadas para pequenos conjuntos de

dados. Claramente, elas também sao tteis caso se disponha de muitos dados para anélise.

6.6.3 Método do Bloco de Dados

Calcular o tempo de autocorrelagao em simulacoes de Monte Carlo em QCD na
rede é demasiadamente custoso. O método do bloco de dados nos permite pelo menos

estimar a correlacao dos dados.

Considere o observavel primario A com as medidas dadas por a”, onden = 1,..., N
e valor médio A. Devemos dividir os dados em sub-blocos de tamanho K, calcular os

valores médios para cada sub-bloco e entao considera-los como uma nova variavel alky»

ondem=1,..., Ng.
) a' +a?+---af
) afHL R+ L 2K
(6.48)
A variancia de cada bloco pode ser escrita como
Ng
(K) 1 m ]2
vary ' = ——— agjy — Al . 6.49
e [ 49

Se os dados originais forem independentes, entao as variancias dos blocos deveriam decair
com 1/K. Assim, podemos calcular a varidncia para diferentes tamanhos de blocos e
procurar a partir de qual valor de K o comportamento de 1/K comecga. Neste caso,
teremos que a partir desse valor os dados dos blocos sao estatisticamente independentes.

Se fizermos uma simulacao sem descartar nenhuma configuracao entre as atualizagoes,
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entao o valor de K encontrado corresponde ao valor do niimero de correlagdo N, para o

observavel A.

Para ilustrar o método do bloco de dados aplicado aos resultados obtidos para o
operador plaqueta, sera mostrado inicialmente um grafico contendo apenas a curva da

variancia para os diferentes procedimentos utilizados para construir as configuragoes de
gauge (Figura 12).

Metodo Bloco de Dados (rede 164 para 8 = 6)

1.0q e
. e Banho Termico/Sobre-Relaxacao
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Figura 12 — Variancia para o operador plaqueta. Resultado obtido para 9000 configuracoes
consecutivas no equilibrio.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Este gréafico deixa bastante evidente que os procedimentos de pseudo banho térmico
com ou sem a etapa de sobre-relaxacao tiveram resultados muito similares. O procedimento
de Metropolis possui uma curva com mais flutuagoes estatisticas e com uma variancia

maior, sendo essa mais uma desvantagem dele em relacao ao pseudo banho térmico.

Para determinar o niimero de correlacao para os diferentes procedimentos é neces-
sério realizar diferentes ajustes dos dados usando uma fungao f = a+b/K, onde a e b sdo
constantes e a =~ 0. O valor de K a partir do qual o ajuste se tornar “bom” serd o ntimero
de correlagao para o observavel operador plaqueta. Contudo, o critério para determinar
se o ajuste é suficientemente bom nao é exatamente preciso e devera ser feito “a olho”.

Naturalmente isto deve ser o suficiente para uma simples estimativa.

Como ambos os procedimentos de pseudo banho térmico tiveram resultados simila-
res, entao a seguir somente serao descritos os graficos com o ajuste para a determinacao
do niimero de correlagao para o procedimento de Metropolis (Figura 13) e pseudo banho

térmico com a etapa de sobre-relaxagao (Figura 14).
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Metodo Bloco de Dados (rede 16* para = 6) Metodo Bloco de Dados (rede 16* para 8 = 6)
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Figura 13 — Ajuste para a varidncia do ope- Figura 14 — Ajuste para a varidncia do ope-
rador plaqueta, para o procedi- rador plaqueta, para o procedi-
mento de Metropolis. Niimero mento de pseudo banho térmico
de correlacdo Neor = 85. (com ou sem sobre-relaxaciao).
Numero de correlacdo Neor =
45.

Fonte: Elaborada pelo autor. Fonte: Elaborada pelo autor.

O procedimento de pseudo banho térmico é capaz de construir configuragdoes menos
correlacionadas, sendo que o niimero de configuragoes que precisamos descartar entre
medidas é cerca da metade comparado ao procedimento de Metropolis. Deste modo,
finalizamos a discussao sobre os algoritmos para a construcao de configuracoes de gauge.
Como ¢é de se esperar, quando estivermos trabalhando com fungdes de correlagao fermionicas
usaremos apenas o procedimento de pseudo banho térmico para construir as configuracoes,

e sera escolhido realizar a etapa de sobre-relaxagao também.

6.6.4 Jackknife

O método de jackknife nos permite estimar os erros estatisticos quando o método
de Monte Carlo é aplicado a uma amostra de dados nao correlacionados. Para estimar
o numero de correlagao de algum observavel podemos usar o método de bloco de dados
descrito acima. No caso de algum observavel complicado para o qual nao tenhamos dados
suficientes para fazer uma analise confiavel, é adequado ter uma estimativa do niimero
de correlagao de algum observavel mais simples como o operador plaqueta e escolher um

valor que seja suficientemente maior que este, por exemplo, por um fator 2-10.

Considere o observavel primario A com as medidas dadas por a”, onde n =
1,..., Ng, e valor médio A. Uma amostra de jackknife é obtida omitindo-se uma me-
dida do conjunto de medidas completo. Por exemplo, se a i-ésima medida é omitida, a

correspondente amostra de jackknife consiste das medidas

(6.50)
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. . . . J . .
Assim, existem N amostras de jackknife Al( ) diferentes com N¢ — 1 medidas cada, que
podemos rotular com o indice ¢ correspondendo ao niimero da medida omitida. Para cada

7 .- ~ A .
amostra Al(- ) calculamos o valor médio A;. Entao a variancia é definida por

_ ch_ 1 Jet -\ 2

A raiz quadrada da variancia fornece uma estimativa para o desvio padrao de A. Para o
resultado final podemos usar (A) = A + o4 ou substituir o valor de A por uma estimativa

imparcial. A medida da parcialidade do resultado é escrita como

z

cf
A;. (6.52)

1

A

L
ch

A estimativa imparcial é dada por Aimparcial = A— (N — 1) (fl - f_l)

O procedimento de jackknife que descrevemos serve para estimar o valor esperado
de um observavel primério e seu respectivo desvio. Contudo, outros observaveis fisicos
nao sdo em geral primdrios, como a massa efetiva’ de uma particula, que é obtida a
partir de um ajuste exponencial do correlator (ou ajuste linear do logaritmo da razao entre
correlatores). Uma simples medida do correlator possui uma flutuagao grande e, portanto,
nao é confiavel um ajuste de uma tnica medida. Assim, devemos realizar uma média de
muitas medidas do correlator antes de fazer o ajuste. Deste modo, temos apenas uma
medida confiavel do correlator que é a média de todas as medidas de uma amostra. No
entanto, para estimar o erro estatistico precisamos de muitas medidas confiaveis, portanto,
pode parecer a priori que precisaremos calcular muitas amostras de medidas do correlator
para se ter uma quantidade suficiente de medidas confidveis do correlator para estimar o
erro estatistico. O método de jackknife nesse sentido é consideravelmente importante, pois
ele permite construirmos varias amostras de jackknife a partir de uma tnica amostra que
temos disponivel e, assim, podemos estimar o erro estatistico para observaveis fisicos mais

complicados com muito menos esfor¢o computacional.

Neste trabalho apenas usaremos o método de jackknife para estimar os erros esta-
tisticos, contudo, também existe outro método bastante conhecido denominado “statistical
bootstrap” que poderia ser empregado. Uma descri¢cao deste ultimo método pode ser vista
por exemplo em.'® Ambos os métodos possuem resultados similares e também podem ser

empregados juntos.

Agora finalizamos a sec¢ao andlise de dados e a seguir atacaremos nossa principal

aplicagao, a saber, o calculo do espectro de hadrons.

5 Este tépico sera descrito quando calcularmos observaveis fisicos que dependem de funcoes
de correlacao fermidnicas.
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7 ESPECTROSCOPIA DE HADRONS

Os observaveis fisicos mais simples possiveis envolvendo férmions na rede que
podemos calcular sao as massas de hddrons.!? Uma vez que existem muitas combinacoes
de nimeros quanticos tais como carga, spin, paridade, conteido de sabor etc., existe uma

riqueza de possibilidades de hadrons.

O primeiro passo para calcular a massa de hadrons é construir o estado ligado com
os numeros quanticos da particula de interesse. A este objeto se d4 o nome de interpolador.
Para uma particula é possivel construir diversos interpoladores. Contudo, os sinais desses
interpoladores podem ser consideravelmente diferentes, sendo alguns mais indicados para

calcular a massa do estado fundamental e outros a massa de estados excitados.

Para o calculo de massa é necessario um interpolador que construa o estado de uma
particula a partir do vacuo e outro interpolador que aniquile o estado daquela particula
em um certo ponto do espaco-tempo. Um dos interpoladores deve ser projetado para um

momento espacial definido, uma vez que a massa da particula deve depender do momento.

O valor esperado da combinacao desses interpoladores é denominado correlator.
A determinagdo da massa envolve o calculo de correlatores. Esta etapa envolvera a
determinacao de fungoes de correlagao fermionicas. Para isso precisaremos inverter o
operador de Dirac (5.36). Esta serd a parte mais complicada nos calculos de massa e
que consumird mais tempo de simulacao. Numa rede 16* o calculo do operador plaqueta
para uma configuracao de gauge leva décimos de segundos, no entanto, a inversao de
um operador de Dirac pode levar anos! Mas felizmente ndo sera necessario inverter o
operador de Dirac completo e assim os calculos ainda levarao horas, para se ter uma
ideia da dificuldade das simulac¢oes quando se colocam quarks na rede. Foi por isso que

comecamos estudando uma grandeza que nao envolvia férmions na rede.

Em 1981 comecaram as primeiras estimativas do espectro de hadrons.>°® Naquela
época todos os calculos se limitavam a aproximacao quenched para a construgao de
configuragoes de gauge e redes pequenas, sendo que os erros nas estimativas podiam
ultrapassar 10% da massa experimental da particula em questdo. Além disso, se tinha
poucos dados para se ter uma estimativa precisa da massa e dos erros estatisticos. Mas
os resultados mesmo assim eram vistos com olhos de satisfacao e sugeriam uma prova da
validade da QCD no regime de baixas energias. Com o passar do tempo surgiram novas
técnicas para melhorar o sinal dos interpoladores, se tornou possivel realizar o calculo
para a QCD com férmions dindmicos em redes consideravelmente maiores e ter acesso a
uma amostra grande de dados, tudo isso devido as simulacoes de alto desempenho. Assim,

atualmente se tem resultados de QCD na rede que concordam impressionantemente bem
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com os dados experimentais.

Neste trabalho nao teremos acesso a simulagoes de alto desempenho, portanto,
estaremos limitados a apenas estimativas do espectro de hadrons. Mais precisamente,
estaremos interessados em calcular a massa dos mésons pion e rho e do barion préton.
Na realidade, sera necessario fixar a massa do pion, entao de fato estimaremos apenas a

massa das outras duas particulas.

7.1 Interpoladores

s

O primeiro passo em calculos de espectroscopia de hadrons ¢é a identificagao de
interpoladores de hadrons O e O que correspondem (respectivamente) aos operadores no
espaco de Hilbert O e OT, que aniquilam e criam o estado da particula que queremos
analisar. Um interpolador de hadrons é um funcional dos campos na rede com os niimeros
quanticos da particula de interesse. E possivel construir diversos pares de interpoladores
que possuem 0s mesmos numeros quanticos da particula de interesse. Alguns conseguem
extrair um sinal melhor do estado fundamental da particula, outros do estado excitado
e pode ocorrer que o interpolador nao tenha um sinal bem definido, dificultando os
calculos de massa. Para determinar o melhor interpolador a ser usado num dado calculo é
necessario realizar um teste para os diferentes interpoladores disponiveis e determinar o
que melhor que se aplica aos interesses. Esta ndo é uma tarefa exatamente complicada, pois
os diferentes interpoladores utilizam os mesmos propagadores fermionicos no célculo final
para a determinacao da massa. Assim, uma vez calculados os propagadores fermidnicos é
possivel calcular inimeros observaveis fisicos que dependem destes sem muita dificuldade
ou custo computacional. Lembre-se, como foi dito anteriormente, de que o principal custo
computacional em céalculos de espectroscopia de hadrons é a inversao do operador de Dirac,

isto é, o calculo de propagadores fermionicos.

Neste trabalho apenas determinaremos a massa de hadrons no estado fundamental.
Para isso usaremos interpoladores locais bem conhecidos que possuem um bom sinal
do estado fundamental. Além disso, ndo iremos nos preocupar com a construcao dos
interpoladores, e apenas descreveremos os interpoladores adequados que usaremos na

determinacao do espectro de hadrons.

A forma geral para um interpolador local* de méson é escrita como
Ou(n) = z/;(fl)(n)ﬁp(f?)(n) 7 (7.1)

onde I' ¢ um mondémio de matrizes gama e f; é o indice de sabor.

Um interpolador local é construido por campos localizados em um certo ponto do espaco-
tempo. Contudo, também existem interpoladores estendidos, que envolvem campos numa
pequena regiao do espago-tempo.
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Neste trabalho também nos limitaremos a dois sabores de quarks degenerados,
assim, podemos identificar f; = u e fo = d. Na pratica, inicialmente se consideram os dois
sabores diferentes nos calculos para a determinacao da grandeza envolvida no cédlculo de
massa, mas ao final dessa etapa aparecerao propagadores para o quark u e o quark d. Ja que
eles sdo degenerados, i.e. possuem a mesma massa, temos de (5.53¢) que os propagadores de
ambos 0s sabores sao idénticos e precisaremos apenas inverter um operador de Dirac. Uma
vez que os valores experimentais das massas dos quarks up e down sao muito proximos,
esta é uma aproximacgao muito comum em QCD na rede, que permite economizar bastante
tempo de simulacao. De fato, para um calculo mais preciso também se deveriam considerar

as correcoes de massa devido a interacao eletrofraca.

O interpolador Oy;(n) corresponde ao interpolador que aniquila o estado do méson
de interesse no ponto n do espaco-tempo. Mas ainda precisamos conhecer o interpolador
@) v (m) que sera responsavel pela criagao do estado do méson de interesse no ponto m do

espaco-tempo. Neste caso, precisamos determinar O}w(m), isto €,
W(fl)w(mr _ _pUDITEUDT — U2y Py U — o Uy () (7.2)

O sinal do primeiro passo é devido a uma troca de variaveis de Grassmann. No segundo
passo foi usada a relacdo ¥ = ¥!v,. E no tltimo passo usou-se a simples propriedade’
valTyy = 4T

Como sera visto na Secao 7.2, para calcular a massa de hadrons precisamos
determinar o valor esperado da combinacio de interpoladores O e O. O resultado final
serd uma expressao de um decaimento exponencial com a energia. O sinal do interpolador
apenas interfere no sinal da constante de proporcionalidade do decaimento. Contudo, para
o calculo de massa precisamos apenas analisar o decaimento exponencial, de modo que o
sinal no tltimo passo de (7.2) é irrelevante. Assim, podemos escrever os interpoladores de

mésons como
Op(n) = ()T (n) . Op(m) = U2 (m)TypU) (m) (7.3)

Em particular, para o méson 7% o interpolador que usaremos sera

Or+(n) = d(n)ysu(n), (7.4a)
Or+(m) = u(m)ysd(m), (7.4b)
e para o méson rho p*
O,+(n); = d(n)yu(n), i=1,23. (7.5a)
O,+(m); = w(m)yd(m), i=1,23. (7.5b)

T Essa propriedade se deve ao fato de que I' envolve um produto de matrizes gama. Como
v = i, vivj = —7vjv para i # j e v2 = 1. Aplicando essas propriedades conseguimos
mostrar que 4Ty, = £T.



104

O pion é um méson pseudo-escalar e rho é um méson vetorial. Desta forma existe apenas
um canal para o estado do pion, enquanto existem 3 canais diferentes para o estado do
rho. Para determinar a massa do rho podemos calcular a média da massa associada aos
seus trés canais. O interpolador para 7~ e p~ pode ser obtido pela troca u <> d em (7.4) e

(7.5), contudo, a expressao final para o calculo de massa é a mesma.

A forma genérica para os interpoladores de barions deve envolver trés campos de
quarks, uma vez que barions sao formados por trés quarks. Aqui nos limitaremos em

mostrar apenas a forma geral para o interpolador de nicleon tipo-uud.
On.(n) = €aePel M ua(n) [uf ()T Pde(n)] , (7.6a)
One(m) = €ape |Ta(m)TPd] (m)] tie(m)T* Py, (7.6b)
onde os projetores paridade Py sao definidos por
1

O interpolador Oy, descreve o nicleon de paridade positiva, enquanto Oy_ acopla ao seu

parceiro de paridade negativa N(1535) com uma massa de 1535 Mev.

Existem trés possibilidades para as matrizes I'4 e I'P, a saber, (FA, FB) = (1,C"s),

(75, C) ou (1,iv,Cs), onde C' é a matriz conjugacao de carga definida por
C =iy, . (7.8)

Para este trabalho adotaremos a primeira possibilidade (FA, s ) = (1, Cns) e calcularemos

apenas a massa do proton, assim o interpolador de interesse é escrito como

Opr(n) = €anePrtia(n) [uf (n)Csde(n)] | (7.9a)
Ope(m) = €ape [ta(m)Csdy (m)] te(m) Py (7.9b)

7.2 Correlator

O correlator é definido como o valor esperado da combinacao dos interpoladores

que aniquila e cria o estado da particula de interesse.!
(7, m) = (O(F,n)O(0,0)) = (QIO(F)e™ OB (7.10)

onde |©2) denota o estado fundamental (vacuo fisico). No segundo passo foi usado (3.7).
Note que, de acordo com (3.20a), o correlator corresponde a uma fungao de Green sobre

os campos de quarks.

Usando autovalores e autoestados do hamiltoniano com momento p),

Hlj,p) = E;(0)|5.0),  Ej = \/mi+p?, (7.11)
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aqui j se refere ao j-ésimo estado excitado de uma particula propagando para frente ou

para tras com momento p. Desta forma, podemos escrever o correlator como
o(@m) = Y > (QIO@)]4,p)(j, PO (0)|Q)e P
j ﬁ6/~\3
= 33 (QUOD)]j, p)[PePPemals ) (7.12)
j ;5‘6]\3
onde no segundo passo foi usada a invariancia translacional O(z) = O(0)e?.

O correlator de momento ¢ pode ser obtido pesando-se os operadores com o fator

de fase e7'7'* e somando sobre os sitios espaciais da rede

C(q,n) = Zc(int)@_ﬁf

TeA3

= Al [QUO@)]j, 3} Fe B (7.13)
J

onde o fator |As| vem da identidade ﬁ Ysen, €7 DT = §(p — ¢) usada para filtrar o

termo que depende apenas do momento ¢.

Para uma rede periédica no tempo, Nr, temos

C(d.n) = Y [Aj(@e "B D 4 By (g)e” VB @] (7.14)
J
onde
A(@) = |As[(QIO0)]4, DI . (7.15a)
Bi(q) = |Asl[{QIO0)]5, ) (7.15b)

A energia E;(q) corresponde ao j-ésimo estado excitado da particula propagando para
frente com momento ¢ e a energia E7(q) corresponde ao j-ésimo estado excitado da
particula propagando para tras com momento ¢. Para tempos suficientemente longos,

obtemos
C(q, ) ~ [Ao(@)e ™ Bo@ 4 By(g)e Nr-mBs@] (7.16)

Para mésons, as particulas propagando para frente e para tras sao idénticas, assim, o

correlator de momento ¢ se torna

Chr(q,ny) ~ cosh Ey(q) (J\;T — nt) : (7.17)

Para barions, a particula propagando para tras ¢ mais pesada que a particula propagando

para frente, assim podemos aproximar o correlator por

Cp(q.n) ~ e~met@ (7.18)
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para n; < Np/2.

Para a determinacao do espectro de hadrons devemos identificar o momento ¢
como zero, de modo que calcularemos o correlator C'(0,n;) = C'(n;) para extrair a massa

de repouso my = Ey(0) da particula no estado fundamental.

Uma vez calculado o correlator C'(n;), podemos realizar um ajuste da forma (7.17)
para mésons ou um ajuste exponencial (7.18) para barions para determinar a massa da
particula de interesse. Contudo, este procedimento tem a desvantagem de nao ser possivel
identificar com clareza os pontos do correlator que possuem o comportamento do ajuste
realizado. Um procedimento geralmente mais utilizado para a extragdo de massa ¢ realizar

um ajuste da massa efetiva definida por

C(ny)

Gt T (7.19)

Mmep(ne) = In
Quando o correlator for dominado pela energia do estado fundamental, a massa efetiva se
torna constante e forma um platé de massa efetiva em my. Assim, podemos identificar o
platd na curva de m.s(n;) e realizar um simples ajuste constante que corresponde ao valor

da massa desejada.

7.2.1 Correlatores de Interesse

Deveremos calcular a massa dos mésons pion e rho e do barion préoton. Portanto,

precisamos determinar o correlator
C(ny) = > (O(F,1,)0(0,0)) (7.20)

para os interpoladores (7.4), (7.5) e (7.9).

Inicialmente, consideramos um interpolador genérico para um méson. E conveniente

primeiro resolvermos o calculo do correlator para as varidaveis de Grassmann

(OMuOO))r = @ (M)arTay0,0% (1)azt?)(0)5, T, 5,9 (0) )
= _FOqazPﬁlﬂg<77Z}(f2)(n)glﬂz(b)(O)ﬁ1>F<¢(fl)(0)gzlz(fl)(n>%11>F

c2

= _Fa1012r,31/32D_1(n‘o)fmﬁlD—l(mn)ﬁzal

c1C2 c2C1

= —tr [D7'(n0)! D} (0fn)L] . (7.21)

Na segunda linha reordenamos as variaveis de Grassmann e usamos o fato de que os valores
esperados se fatoram com respeito aos sabores. Na terceira linha usamos o resultado
para a contracdo de Wick (3.51) e a aproximagao de dois sabores degenerados, isto é, as
massas dos quark up e down consideradas iguais, de modo que os respectivos propagadores

fermionicos sao iguais.
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Agora é conveniente introduzir uma simetria que o operador de Dirac possui, a

saber, a hermiticidade st
D' = ~v5 D5 ou D7 = D71y (7.22)
Usando a propriedade 72 = 1, temos que
D7 (0[n) = vsD~'1(0[n)vs , (7.23)
entao
(O(n)a0(0) ) r = —tr [D7'(n]0)[ys D~ (0[n )y - (7.24)

Uma vez que D~11(0|n) ag = D~'(n|0)%,, entdo apenas precisaremos nos preocupar com o
ba
calculo de um tnico propagador fermionico no espectro de hadrons para o caso de dois

sabores degenerados. Essa é uma vantagem da simetria de hermiticidade 5 do operador
de Dirac que nos economiza muito esfor¢co computacional.

+

O correlator mais simples é aquele do méson 7+, nesse caso temos I' = 5. Lem-

rando que 72 = m rever
brando que 72 = 1, podemos escreve

()00} = = 3| D7 (0)as|

(7.25)

e entao

Crt(ny) = Y. Z’D (n]0) af

TEA3 04,

: (7.26)

onde aqui adotaremos n = (#,n;). O sinal em (7.25) foi descartado, ja que ele ¢é irrelevante
para o decaimento do correlator (7.16). De maneira andloga podemos calcular o correlator

do méson p*, isto &,

Cpe(ne) = > > D7Hn]0)aup, (775) 10 D™ (110) By (Vi75) Brars - (7.27)
ZENg 01,02 c1c2 c1c2
1,02

C1,C2
No caso do barion proton é necessario repetir o mesmo procedimento, mas naturalmente o
calculo se torna mais extenso ja que o interpolador do préoton é mais complicado. Contudo,
ainda sem muitas dificuldades podemos obter uma relagao para o correlator do préton
como segue

Cp+(”t) = Z Z ZGabcea/b'cf(C%)a'ﬁ'(C%)aﬂ(PJr)w’D_l(n|0)€j5 X

ZeAs3 a,a’ a,a’
/8’/3/ b7bl
7 e

(D-1<n|o>afaD—1<n|om

cc

0 D0 ) (729

! Em outras formulacoes para o operador de Dirac essa simetria pode se quebrar, contudo,
apenas trabalharemos com férmions de Wilson.
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7.3 Aproximacdao Quenched

Até o momento conseguimos resolver a parte fermionica para a expressao dos

correlatores de hadrons de interesse. Agora precisamos lidar com a parte de gauge.

Para entendermos de forma mais clara como atacar a parte de gauge na determinacgao
do espectro de hadrons, consideramos o correlator simples de um méson. O célculo do seu
valor esperado pode ser dividido em duas partes: primeiro determinamos o valor esperado
para as variaveis de Grassmann e em seguida inserimos este resultado em um célculo de

valor esperado para variaveis de gauge

(On(n)Ou(0)) = ({(Om(n)Ou(0)) p)c - (7.29)

Note que agora devemos ficar atentos ao realizarmos uma contracao de Wick (3.51) sobre
os campos de quarks, pois nao podemos cancelar o fator determinante det D que aparece
em (3.34), uma vez que o operador de Dirac depende da varidvel de ligagdo que também é
uma varidvel de integragdo. Usando a equagao (7.24), obtemos a seguinte expressao para o

valor esperado do correlator de mésons

J D(U)tx [D~(n]0)Ty5 D=1 F(0[n)ysT| (det D[U])2e =56V
N I D(U)(det D[U])2e=5clU]

(7.30)

O calculo completo de QCD na rede para o espectro de hadréns envolve a determinacao
do determinante do operador de Dirac. As configuragoes de gauge devem ser construidas

com o peso de Boltzmann dado pela agao efetiva
Sef :Sg[U] —NlndetD[U], (731)

onde N = 2 para os mésons de interesse e N = 3 para o barion préton. Este fator
naturalmente se deve ao nimero do produto de propagadores para cada correlator. Agora
se variarmos um campo de gauge U,(n) — U,(n)" em um determinado sitio n da rede,
a variacao da acao efetiva nao depende apenas das seis plaquetas compartilhadas pela
variavel de ligagdo a ser atualizada. Devido ao determinante det D[U] que aparece em
(7.31), uma simples modificagdo de um campo de gauge envolve o calculo do determinante
de uma matriz com 12N;N? linhas e colunas. A acio efetiva perde toda a localidade que
aparece na acao de gauge pura. Deste modo, um célculo completo para a QCD na rede
é altamente nao trivial. Geralmente a dimensao do operador de Dirac é da ordem de
milhdes e precisamos calcular o determinante desta matriz para cada atualizacao da rede,

claramente é um custo proibitivamente caro.

A determinacao do espectro de hadrons sempre envolve alguma aproximacgao do
determinante do operador de Dirac. Para o caso mais simples se iguala o determinante a
uma constante, det D[U] & const, esta é a assim chamada aprozimacao quenched. Nesse

caso, este fator pode ser inserido na constante de normalizagdo e a acdo efetiva se torna a
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propria agao de gauge pura, portanto, as configuragoes de gauge sao construidas com o
peso de Boltzmann dado pela acao de gauge pura. Todos os procedimentos aprendidos ao
trabalharmos com o observavel operador plaqueta na Secao 6.3 podem ser aplicados sem

perda de generalidade ao calculo do espectro de hadrons na aproximacao quenched.

A interpretacao fisica para o determinante do operador de Dirac é que ele descreve
o vacuo fermionico onde pares de quarks e antiquarks sao criados e aniquilados. Esses
quarks sao normalmente chamados de quarks do oceano, ja que eles estao relacionados
ao cenario de Dirac de um oceano de férmions, onde os buracos denotam antiférmions.
Aproximar o determinante de Dirac por uma constante corresponde a negligenciar o efeito
de loops de quarks do vacuo. A aproximagao quenched pode ser considerada como o limite
em que os quarks do oceano se tornam infinitamente pesados e, portanto, nao podem ser

gerados do vacuo como pares de quarks-antiquarks.

A aproximacao quenched se justifica porque se espera que o peso relativo de loops
fermidnicos na QCD seja pequeno, e pelos proprios resultados ja registrados. Em outras
aproximacoes a estrutura dinamica do vacuo de férmions deve ser considerada, essas sao as
assim chamadas simulagoes com férmions dinamicos. Contudo, o seu custo computacional
é consideravelmente maior. Assim, neste trabalho nos limitaremos apenas ao estudo do

espectro de hddrons na aproximagao quenched.

7.4 Inversdo do Operador de Dirac

Para conseguirmos calcular os correlatores (7.26), (7.27) e (7.28) é necessario saber
como inverter o operador de Dirac, isto é, determinar D! (n|0)a5 O operador de Dirac
é uma matriz esparsa, com muitas entradas nulas. Contudo, este nao ¢ o caso para o
propagador fermionico. Cada entrada de D~!(n|0),s conecta uma fonte pontual (0, 3, b)
com um sorvedouro pontual (n,«,a). O indice do egli)ago—tempo da fonte é sempre fixado
em 0. Deste modo, precisamos determinar apenas doze colunas do propagador fermiénico
para os diferentes pares (3,b). Em simulagoes tipicas a dimensao do operador de Dirac é
da ordem de milhoes, assim, uma tentativa de sua inversao completa levaria muito tempo e
precisaria de uma quantidade muito alta de memoria computacional. Portanto, precisamos
de algoritmos que sejam capazes de inverter apenas determinadas colunas de matrizes
esparsas. Além disso, a matriz do operador de Dirac nao é positiva definida, portanto,

precisamos de algoritmos que também consigam lidar com matrizes nao positivas definidas.

A inversdo do operador de Dirac para uma determinada fonte se resume em resolver

um sistema linear. Para ver isso, podemos inicialmente escrever

Z Z D |n a a _1(n|0)a§ = 5n’,05a’B5a’b . (732)

neN o,a
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Se fixarmos o par (f,b) para uma determinada fonte, obtemos o seguinte sistema linear

Az

|
S

(7.33)

onde A é a matriz do operador de Dirac D(n |n)a @ x € o vetor de uma coluna do propagador

D~ (n\O)a5|(5 b) fixado € b € 0 vetor de uma coluna da identidade 0,/,06a/80a/b| (8 p) fixado- Assim,
para determmar as doze colunas de interesse do propagador fermidnico precisamos calcular

x para os doze sistemas lineares (7.33) de combinagoes de pares (3, b).

Existem muitos algoritmos disponiveis que sao capazes de resolver (7.33) para o
operador de Dirac. Neste trabalho usaremos o algoritmo Gradiente Biconjugado Estabilizado
(Bi-CGStab).?® Sua escolha é devida & fdcil implementagao e eficiéncia.?” No livro de
referéncia de R. Barrett et al.>* podem ser encontrados diferentes métodos para resolver
sistemas lineares e também modelos dos algoritmos, incluindo o Bi-CGStab, para ajudar em

sua implementagao. A seguir apenas mostraremos um modelo para o algoritmo Bi-CGStab.

Algoritmo 1: Pseudo cédigo para o algoritmo Bi-CGStab.

Tente uma solucdo inicial para z(¥
) —p— A2

7 =1 (por exemplo)

fori=1,2,... do

Pic1 = fT . r(i_l)

if Pi—1 = 0 then
L método falha.

if i =1 then
L p(l) — (0)
else

Bi—1 = &¢—1Pi—1/(wi—1pz‘—2)
pW =r= 45, (p(i_l) - wi,lv(i_l))

v = Ap()
s =r0=D oziv(i)

if se a norma de s ¢ pequena o suficiente then
2@ = =1 4 g, p®
L stop
t = As
wy =t s/(th-1)
r® =5 —wit
2@ = 20D 4 o, p® 4 ;s

repita até convergéncia ...
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7.5 Discussao de Simulacao

O valor da massa de um hadron é invariante se multiplicarmos seu correlator por
uma constante. Um fator constante nao altera a forma do decaimento em (7.16). De
maneira analoga, o valor da massa de um hadron também ¢é invariante se multiplicarmos
o operador de Dirac por uma constante. Assim, é conveniente nas simulagoes numéricas

escrever o operador de Dirac para férmions de Wilson [ver (5.39)] como!

+4
D(n|m)a§ = 0ap0abOnm — K Z (1 = 7)apUpu(n)abOntpm » (7.34)
a p==x1

onde o parametro k estd relacionado com a massa m, do quark por

mga = ; (1 - 1) : (7.35)

K Ke

Para determinar o valor de k. devemos calcular a massa do pion m,+ para diferentes
valores de k e encontrar o ponto onde m + se anula, porque a simetria quiral diz que a
propria massa do quark deve se anular nesse ponto. Contudo, a determinacao desse ponto
nao ¢ obtida diretamente dos resultados das simulagoes numéricas, mas deve envolver a

extrapolacao desses dados.

7.5.1 Extrapolacao de Dados

Como veremos mais adiante, a inversao do operador de Dirac é sensivel ao valor da
massa do quark. E acontece que quanto mais proximo k esta de k., mais instavel e lenta se
torna a inversao do operador de Dirac. Em simula¢des numéricas nao é possivel alcangar o

limite quiral. Assim, devemos determinar k. a partir da extrapolacao dos dados.

A extrapolacao dos dados pode ser feita com a ajuda da teoria de pertubacao quiral
para aproximacao quenched da QCD.?!' A massa do pion pode ser expandida em termos
de m, + my ou simplesmente m,, uma vez que estamos considerando os sabores u e d

degenerados. A forma da massa do pion pode ser escrita como®

mie = Amg+ O(m?)
1 1

m2. ~ B ( _ ) . (7.36)
K Ke

Assim, devemos calcular a massa do pion para diferentes valores de k e depois realizar um
ajuste da forma (7.36) para encontrar o ponto onde a massa do pion se anula e determinar

o valor de k..

O valor experimental da massa do quark m, estd bem préximo do limite quiral.

Deste modo, sempre precisamos fazer extrapolagoes de dados para o limite quiral a fim

5 Nesta expressio, e nas analogas para o rho e préton, nao utilizamos os termos logaritmicos,
por simplicidade e conveniéncia.
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de determinar o valor experimental do espectro de hadrons em simulagoes de QCD na
rede. Assim, também precisaremos de alguma expressao para a massa do méson rho e do
barion proton para conseguir extrapolar os dados. Nesse caso, tanto a massa do rho como
do préton pode ser escrita em termos da massa do pion.?>3* A forma da massa do rho e

do préton pode ser escrita pela mesma expressao
m(Mgs) = mo + 6Cmg= + Dm2. + Em2,. + O(m?y). (7.37)

O termo linear em m,+ é proporcional ao parametro e representa uma particularidade
da aproximacado quenched. Sua magnitude é da ordem ¢ = 0.1, entretanto, nao existe
uma determinacao precisa. Se J assumir um valor consideravel, entao os resultados da
aproximacao quenched nao sao confiaveis. Contudo, evidéncias numéricas sugerem que
o termo linear é pequeno, assim, a exposicao do fator J serve apenas para lembrar que
a aproximacao quenched possui problemas. Uma vez que esse termo é pequeno, ele sera

desconsiderado nos ajustes para a extrapolagao de dados.

7.5.2 Determinacao de Massa

Como foi discutido na Se¢ao 7.2, podemos determinar a massa de hadrons a partir
de um ajuste sobre o correlator de interesse ou um ajuste sobre sua respectiva massa
efetiva (7.19). A fim de ilustrar isso serda mostrado parte do resultado obtido para o méson
pion. As simulagoes foram realizadas para alguns valores de x em uma rede de tamanho
163 x 32 e 3 =6.

Massa Efetiva de n*

Correlator de m*

—— k=0.155 ;
10* 4 —— k=0.155 27 —— k=0.153
—4— k=0.153 ;

—— k=0.150
—— k=0.147 14

100 4

10-1 4

O 10724

1073 4

1044

. . . 0 5 10 15 20 25 30
0 5 10 15 20 25 30 N
Nt

Figura 16 — Ajuste da massa efetiva para o

Figura 15 — Ajuste do correlator para o pion. pion

Fonte: Elaborada pelo autor. Fonte: Elaborada pelo autor.

Como ja visto, o correlator do pion pode ser ajustado pela expressao (7.17). Contudo,
nao sabemos exatamente os pontos do correlator que devemos usar para realizar o ajuste
(Figura 15), além de precisarmos utilizar uma expressao consideravelmente mais complicada

em seu ajuste. Assim, é mais comum em simulagoes numéricas trabalhar apenas com o
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ajuste da massa efetiva, pois ela apresenta um plato na regido da massa em que estamos
interessados e podemos realizar um ajuste por uma simples expressao constante. Deste
modo, devemos trabalhar apenas com o ajuste da massa efetiva para a determinacao do

espectro de hadrons.

O gréafico da massa efetiva (Figura 16) para mésons exibe um comportamento
espelhado. O valor da parte esquerda do grafico representa uma particula propagando
para frente e o valor da parte direita representa uma particula propagando para tras.
Como ambas as particulas sao idénticas para mésons, os valores da massa efetiva devem
ser iguais em moédulo para ambas as particulas. Para o caso do barion préton o valor da
massa efetiva da parte direita do grafico deve ser maior, ja que a particula propagando
para tras é mais pesada no caso de barions. Normalmente os dados da parte direita do
grafico de massa efetiva de hddrons possuem mais erros estatisticos¥ e, portanto, ¢ comum
apenas realizar um ajuste para n; < N;/2 da massa efetiva para a determinagao da massa

do estado fundamental de hadrons.

A partir de ajustes de massas efetivas conseguimos determinar o valor da massa de
hadrons em unidades da rede (mgsica@) para diferentes valores do pardmetro x. Realizando
uma extrapolagao quiral como descrito na Se¢ao 7.5.1, podemos determinar o valor de
ke em (7.35) e calcular o valor da massa de hadrons em unidades da rede em fun¢ao da
massa do quark em unidades da rede. Como se pode notar, até o momento somos capazes
apenas de determinar massas em unidades da rede. Existem diversos procedimentos que
podem ser realizados para calcular o valor do espagcamento da rede a fim de converter em

unidades fisicas os resultados das massas determinadas, isto é,
~1
Mfgsica = Myrede@ . (738)

Neste trabalho nao nos preocuparemos com essa questao, mas apenas usaremos o valor de
a j4 calculado.* Para uma rede com 3 = 6, constante de acoplamento inverso usada nas

simulacoes deste trabalho, o valor do inverso do espacamento da rede é a=* ~ 1850 MeV.

Neste momento somos capazes de calcular a massa de hadrons em funcao da massa
de quarks tudo em unidades fisicas, contudo, ainda falta apenas mais uma coisa para
determinarmos o espectro de hadrons, a saber, fixar a massa de alguma particula. Neste
caso, poderiamos por exemplo considerar a massa do quark degenerado como a média da
massa do quark up e quark down, assim, deveriamos encontrar a massa dos hadrons para
esse valor da massa do quark e considerar como a estimativa da massa experimental. No
entanto, o procedimento mais comum ¢ fixar a massa do pion, isto é, m,+ = 140 MeV, e
determinar o valor da massa do quark degenerado e a massa dos hadrons neste ponto, que

serd a estimativa para a massa experimental.

¥ A massa efetiva do pion é bastante comportada, contudo, para particulas mais pesadas se
tornam mais evidentes os erros.
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A determinacao do espectro de hadrons sempre envolve a fixagdo do valor da massa
de um certo hadron a fim de determinar o valor de outros hadrons de interesse. Se além de
dois sabores degenerados também estivéssemos considerando o sabor strange, neste caso
precisariamos fixar a massa de mais um hadron, naturalmente um hadron composto pelo
quark s. Assim, determinariamos o valor do quark strange e usariamos esse valor para

encontrar a massa experimental de outros hadrons compostos pelo quark s.

7.5.3 Determinacao de Erros

Nas simulacoes realizadas para determinar o espectro de hadrons foi utilizado um
numero de correlagao suficientemente grande, a saber, N, = 250, para considerar que
as configuragoes de gauge amostradas para o calculo de massa nao sao correlacionadas.
A determinacao precisa de N, para o observavel massa teria um custo computacional
extremamente alto, entao é conveniente apenas utilizar um valor suficientemente alto para o
numero de correlagao que nos assegure que as amostras de dados nao estao correlacionadas.
Neste caso, podemos utilizar o método jackknife visto na Se¢do 6.6.4 para estimar os erros

estatisticos para os valores de massa efetiva.

A determinacao do espectro de hadrons, contudo, ndo envolve o uso direto dos
valores de massa efetiva, mas o valor obtido pelo seu ajuste na regiao que forma um plato.
Mais precisamente, faremos um ajuste da massa efetiva para diferentes valores de k e
depois realizaremos uma extrapolagao quiral sobre esses dados por meio de outro ajuste.
Desta forma, precisamos de algum método que seja capaz de determinar os parametros e
uma estimativa do seu erro para um ajuste de dados que possuem erros. Neste trabalho
usaremos o programa python junto com o pacote matplotlib para gerar graficos e o pacote
scipy.optimize.curve_fit para realizar os ajustes de interesse por meio do método dos

minimos quadrados ndo linear.% 3

No primeiro ajuste teremos os dados da massa efetiva com seus erros estimados
pelo método jackknife. No segundo ajuste teremos diferentes valores de massa em funcao
da variavel k com seus erros estimados pelo proprio ajuste constante da massa efetiva.
Apés esse ajuste serd possivel obter os pardmetros e seus erros da funcao (7.36), que
descreve a massa do pion em termos de k, e naturalmente também dos parametros e seus
erros da fungao (7.37), que descreve a massa do rho e do préton em termos da massa do
pion. A partir desses parametros podemos calcular o valor absoluto da diferenca maxima
entre o valor de uma determinada massa e seus valores possiveis considerando os desvios
associados aos seus parametros. Este valor corresponde a uma estimativa para o erro da

massa em questao.

Neste trabalho apenas realizaremos estimativas para o espectro de hadrons, contudo,
podemos ter uma noc¢ao da complexidade envolvida em calculos de alta precisao. Em

particular, também deveriamos nos preocupar com erros devido a tamanho finito, como o
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volume e o espacamento da rede.

7.6 Resultados

Para a determinacao do espectro de hadrons foram construidas N = 50 configura-
coes de gauge para uma rede de tamanho 16% x 32 e 8 = 6. As configuracoes de gauge
foram construidas a partir do procedimento pseudo banho térmico com sobre-relaxagao
(Segao 6.3). As Ny = 10000 configuragoes iniciais foram descartadas e foi usado o valor
Neor = 250 para o niimero de correlagao. A reunitarizagdo dos campos de gauge foi realizada
a cada Ny, = 500 configuragoes. A simulagao inteira para construir as 50 configuracoes de
gauge levou 25 horas, sendo que 12 horas foi o tempo gasto para a etapa de termalizagao. O
tempo médio para cada atualizacdo da rede foi 4 segundos. Cada uma das 50 configuragoes
de gauge foi salva num arquivo de dados. O tamanho total dos arquivos foi 13 GB. Em
seguida, todas as inversoes do operador de Dirac envolviam ler essas mesmas 50 configu-
ragoes de gauge para cada valor de k utilizado. O algoritmo usado para a inversao foi o
Bi-CGStab (Secao 7.4). Apds cada inversao eram calculados os correlatores de interesse
[veja as equagoes (7.26),(7.27) e (7.28)], que eram entao salvos num arquivo de dados.
Cada arquivo de correlator é da ordem de kilobyte, entao o armazenamento dos observaveis
nao representa nenhuma dificuldade computacional. Os valores do parametro « utilizados

nas simulacoes e os tempos envolvidos estao descritos na Tabela 1.

Tabela 1 — Tempo médio para a inversao de cada operador de Dirac e o tempo gasto para a
simulacdo completa, incluindo também a determinacao dos correlatores de interesse.
Foram usadas 50 configuragdes de gauge (construidas em 25.17 horas).

Inversao do operador de Dirac Simulagao completa
K tempo médio (horas) tempo (horas)
0.147 0.99 65.14
0.148 1.13 71.70
0.149 1.16 72.06
0.150 1.08 71.20
0.151 1.43 84.27
0.152 1.59 91.81
0.153 1.84 104.64
0.155 2.15 118.17

Fonte: Elaborada pelo autor.

Como podemos notar, a medida que aumentamos os valores de k a inversao se

torna mais lental e bastante instével préximo do limite quiral, a saber, no ponto x ~ 0.156

I As simulacdes foram realizadas como descrito na Secdo 6.5. Nas simulacdes para k =
0.150,0.155 se usou a méaquina virtual padrdo com 2 vCPUs e nas outras se usou uma
configuracdo com mais vCPUs. Neste caso, foram executadas mais simulagdes ao mesmo
tempo e geraram-se mais instabilidades na méaquina virtual. Assim, este é o motivo da
simulacao para k = 0.150 ter sido mais rapida que para x = 0.148,0.149.
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como veremos em breve. O tempo de inversao para cada operador de Dirac em x = 0.140
¢ aproximadamente constante, contudo, para x = 0.155 o tempo de inversao demorou de
1.60-3.45 horas dependendo da configuragao de gauge. De fato, a inversao do operador de
Dirac se torna bastante instavel préximo do limite quiral e nunca conseguimos atingir este

limite em simulagoes.

Apos a determinacgao dos correlatores de interesse para cada valor do parametro s
se calculou a massa efetiva (7.19) associada a esses correlatores. Para a estimativa de erros
da massa efetiva foi usado o método jackknife (Segao 6.6.4). O resultado para a massa

efetiva do pion esté ilustrado na Figura 17.

Massa Efetiva de m*

1.6

1.4 1

1.2 1
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Figura 17 — Ajustes para a massa efetiva do pion.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Os erros da massa efetiva do pion sdo da ordem de 1072 para x = 0.140 e chegando
a alcancar 1072 para x = 0.155, por este motivo nao é possivel enxergs-los na Figura 17.
As curvas da massa efetiva do pion normalmente apresentam um plato perto da regiao de
ny = [8,11]. Apenas préximo do limite quiral se torna mais complicado identificar o plato,
porque a curva nao consegue fixar bem uma quantidade razoavel de pontos sobre qualquer
reta horizontal. Os detalhes dos pontos selecionados e das medidas da massa do pion para
cada valor de k estdao descritos na Tabela 2. Os erros foram estimados a partir do ajuste

constante como descrito na Secao 7.5.3.

Agora que obtivemos a massa do pion para diferentes valores de x é conveniente
realizar a extrapolagdo desses dados com a ajuda da equagdo (7.36) para determinar

o valor de k. em (7.35). Contudo, uma vez que a incerteza dos dados é muito grande
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Tabela 2 — Ajustes de massa efetiva.

K Regiao do ajuste Valor da massa
et ot pt et ot pt
0.147 8—11 8—11 10—11 0.732(4) 0.777(3) 1.234(4)
0.148 8—11 8—11 10—11 0.687(5) 0.736(4) 1.171(4)
0.149 8—-11 8—11 10—11 0.640(5) 0.696(4) 1.106(4)
0.150 8 —-11 8—11 10—11 0.591(6) 0.656(4) 1.039(4)
0.151 8—11 8—11 10—11 0.540(6) 0.616(4) 0.972(4)
0.152 8—11 8—11 10—15 0.487(7) 0.577(5) 0.896(4)
0.153 8—11 8—10 10—14 0.429(8) 0.544(4) 0.829(3)
0.155 6—12 7—10 8—11 0.30(1) 0.503(3) 0.70(1)

Fonte: Elaborada pelo autor.

proximo do limite quiral, ndo usaremos o ponto x = 0.155 no ajuste. De fato, a simulacao
realizada para este ponto deve servir apenas para mostrar a dificuldade encontrada em
simulagdes numeéricas ao se tentar aproximar do limite quiral. Como esse ponto é apenas
uma fonte de erros nos ajustes, consideraremos apenas os outros pontos nas extrapolacoes
quirais realizadas neste trabalho. Deste modo, o resultado da extrapolacao quiral do pion

é mostrado na Figura 18. O valor obtido foi k., = 0.15624(8). Como pode ser visto, por

Determinacao de k¢
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Figura 18 — Ajuste da massa do pion em uni-
dades da rede.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 19 — Fixando a massa do pion em 140
MeV.

Fonte: Elaborada pelo autor.

exemplo, pelo trabalho de Hamber e Parisi,® &, ~ 0.156, portanto, nosso resultado esta de
acordo com o valor esperado.

Uma vez que determinamos o valor de k. e conhecendo o valor do espacamento

da rede, que como vimos na Secao 7.5.2 é a™*

~ 1850 MeV, podemos fazer um grafico
da massa do pion em unidades fisicas em fungao da massa do quark (7.35) em unidades
fisicas. Este grafico é mostrado na Figura 19. Ao fixarmos a massa do pion em 140 MeV

obtemos m, = 4 + 3 MeV. De fato, obtemos uma incerteza de 75 % da prépria massa do



118

Massa Efetiva do p* Extrapolacao quiral de mp=

16 1600
1.4
1400 4
1.2
107 > 1200
5 2
0.8 =
E Q
0.6 1 E 1000 4
0.44
800 =
-
0.24 (140,766 + 14)
0.0 T T T T T T T T 600 T T T T T T T
0 2 4 6 8 10 12 14 0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600
ne my (Mev)
Figura 20 — Ajustes para a massa efetiva do Figura 21 — Estimativa da massa experimen-
rho. tal do rho.
Fonte: Elaborada pelo autor. Fonte: Elaborada pelo autor.

quark. Com a aproximacao quenched da QQCD nao é possivel fazer calculos precisos da
massa do quark up e down. Isto se deve ao fato de elas serem muito pequenas e proximas
do limite quiral. Contudo, de acordo com o Particle Data Group, (m,, +mg)/2 =~ 3.5 MeV,

de forma que ainda fomos capazes de obter uma estimativa da ordem da massa do quark.?”

Agora podemos realizar os ajustes sobre a massa efetiva do méson rho. Os resultados
obtidos sao mostrados na Figura 20 e na Tabela 2. Neste momento, conseguimos obter
as massas dos mésons pion e rho pelo ajuste da massa efetiva para diferentes valores de
k. Assim, podemos converter essas massas em unidades fisicas e obter um conjunto de
valores [m+(k), m,= (k)| relativos aos diferentes . Se fizermos um grafico desses dados e
realizarmos uma extrapolagao dos dados usando (7.37), encontraremos um valor para a
estimativa da massa experimental do rho quando a massa do pion assume 140 MeV. O
resultado deste procedimento é mostrado na Figura 21. O valor obtido para a massa do
rho foi m,+ = 766 £ 14 MeV. De acordo com o Particle Data Group, o valor experimental
é m;’f ~ 775 MeV. Assim, conseguimos obter um resultado que estd dentro do valor
esperado para a massa do rho. Mais precisamente, foi possivel determinar a massa do rho
com um erro relativo percentual de 1% e podendo alcan¢ar no méximo 3% considerando a
incerteza no calculo da massa do rho. De fato, este é um resultado muito satisfatério que

demonstra a validade da QCD em baixas energias e ilustra o poder da teoria na rede para

determinar as propriedades do regime nao-perturbativo.

Para determinar a massa do proton devemos realizar um procedimento anélogo
ao feito para o rho. Os resultados obtidos sao mostrados na Figura 22 e na Tabela 2. A
determinacao do platd da massa efetiva do proton é mais complicada. Normalmente o
platd se apresentou na regiao n; = [10, 11] em nossos resultados. Apds n, = 11 apareceu

uma pequena contribuicao da particula propagando para tras, que é mais pesada no
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caso de barion™, no correlator do préton. O efeito foi diminuir um pouco sua massa
efetiva. Contudo, & medida que aumentamos o valor de k, esse efeito da contribuicao da
particula propagando para tras se torna menor. Para k = 0.152 esse efeito praticamente
desapareceu. Entretanto, ao aumentarmos novamente o valor de x nos aproximamos do
limite quiral. Neste caso, passam a surgir flutuacgoes estatisticas consideraveis para n;
grande. Em particular, para x = 0.155 o erro na massa efetiva se tornou muito alto apos
ny = 12.

Se fizermos um grafico com os valores obtidos da massa do préton e pion em
unidades fisicas para os diferentes x, podemos realizar uma extrapolagao dos dados usando
(7.37). Uma estimativa da massa experimental do préton é obtida quando a massa do
pion assume 140 MeV. O resultado deste procedimento é mostrado na Figura 23. O valor
obtido para a massa do préton foi my,+ = 1009 £ 20 MeV. De acordo com o Particle Data

Group, o valor experimental é m " &~ 938 MeV. Neste caso, nao foi possivel obter um

"
resultado que esta dentro do valorpesperado para a massa do préton. Contudo, o resultado
ainda é satisfatério. O erro relativo percentual da massa do préton foi de 8% e podendo
alcancar até 10% considerando a incerteza no calculo da massa do préton. De fato, essa
¢ uma limitacdo da aproximacao quenched da QCD. Foi realizado por F. Butler et al.”
um estudo extenso sobre erros para a determinacdao do espectro de hadrons usando a
aproximacao quenched. Em particular, foi mostrado que a ordem do erro no calculo da
massa de hadrons poderia chegar até 9%. Apenas com a utilizagdo de férmions dindmicos
¢é possivel obter resultados que notavelmente concordam completamente com o resultado

experimental.®

Para finalizar essa secao apresentaremos um grafico que resume todos os nossos

resultados para o espectro de hadrons. A Figura 24 mostra o resultado da massa de cada

k3%

Veja a Secdo 7.2.
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hadron calculada neste trabalho comparada com o seu valor experimental.

1100
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725 A

600 -

m (Mev)

4754 e experimento
e mentrada

350 A

225 A

100

Figura 24 — Espectro de hadrons. A massa do pion foi fixada para determinar a massa do rho e
préton.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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8 CONCLUSAO

Neste trabalho foi realizado um estudo em detalhes sobre a teoria na rede da QCD.
Comecamos realizando a formulacao de integral de trajetéria da mecanica quantica para
em seguida fazer uma generalizacdo dos resultados para o caso da teoria quantica de
campos. Naturalmente, também se poderia ter feito uma abordagem atacando diretamente
a teoria quantica de campos. Contudo, optamos pelo procedimento mais simples possivel.
De fato, a generalizacao consistia apenas em trocar as coordenadas que apareciam em
mecanica quantica por campos e tomando um cuidado adicional com a posicao em que
cada campo fermionico aparecia na integral de trajetoria, uma vez que variaveis fermionicas

anticomutam entre si.

Em QCD na rede as integragbes para campos fermidonicos devem sempre ser
resolvidas analiticamente. Desta forma, realizamos um breve estudo sobre algebra de
Grassmann para aprender a resolver as integragoes que aparecem na determinacao de
fungoes de correlacao fermidnicas, a saber, integrais que envolvem um produto de campos
pesado por um fator de Boltzmann dado pela ac¢ao fermionica. O resultado sempre envolve a
determinacao de combinagoes de contragoes de Wick (3.55). Assim, para calcular fungoes de
correlagao fermionicas se deve calcular o propagador fermionico, ou simplesmente inverter
o operador de Dirac. Uma vez que o propagador fermionico domina o comportamento das
fungoes de correlacao fermidnicas, se realizou um estudo do propagador fermiénico para
um férmion livre na rede. Vimos que ao se colocarem férmions na rede, a etapa de tomar
o limite do continuo apresenta o problema importante denominado dublés de férmions. De
fato, na rede surgem interagoes fermionicas no espago de momentos que nao existem no
continuo, o que compromete os calculos na rede. Para resolver este problema foi mostrada
a proposta de Wilson conhecida por férmions de Wilson. Ela foi a primeira formulacao
para férmions na rede e ainda continua sendo amplamente utilizada em simulac¢oes de
QCD na rede. Naturalmente, também existem outras formulagdes para férmions que nao
abordamos neste trabalho. Qualquer formulacao seja para a parte fermionica da agdo da
QCD ou para a parte de glions deve considerar a diminui¢ao de erros de discretizagoes.
Contudo, essas melhorias sempre vém acompanhadas de um alto custo computacional para
as suas simulacoes. Portanto, neste trabalho se considerou apenas a formulacao padrao
mais simples para a agao da QCD. Em particular, o operador de Dirac de Wilson da
QCD tem uma simetria valiosa denominada hermiticidade 5 (7.22). Isto faz com que
apenas precisemos nos preocupar com a inversao do operador de Dirac responsavel pela
criagao da particula propagando para a frente. Deste modo, economizamos bastante recurso
computacional. Em outras versdes de férmions na rede essa simetria pode se quebrar

tornando os calculos mais caros computacionalmente.
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Um dos objetivos deste trabalho era mostrar a dificuldade encontrada para se colocar
férmions na rede. Assim, antes de termos estudado o problema mais desafiador do espectro
de hadrons foi calculado o observavel fisico mais simples denominado operador plaqueta.
Este é um problema puramente de gauge. A parte mais complicada no calculo do operador
plaqueta foi a construcao das configuragoes de gauge. Neste trabalho foram descritos trés
procedimentos para construir as configuragoes de gauge, sendo eles Metropolis, pseudo
banho térmico e sobre-relaxacao. A utilizagao do procedimento de sobre-relaxacao deve
sempre vir acompanhada de outros algoritmos que sejam capazes de garantir o peso correto
das configuracoes. De fato, a sobre-relaxagao serve apenas para diminuir a correlagao
entre configuracoes sucessivas. O procedimento pseudo banho térmico se mostrou o mais
eficiente para a construcao de configuracoes de gauge. O calculo do operador plaqueta para
uma rede 16* levou apenas cerca de 0.2 segundos por configuracio de gauge. O operador
plaqueta é realmente um observavel fisico muito simples de calcular, além de ter um
custo computacional consideravelmente barato, sua convergéncia ¢é rapida e ele apresenta
flutuagoes estatisticas bastante pequenas. Isto o torna um observavel interessante para
fazer testes para avaliar se os algoritmos responsaveis pela construcao de configuragoes de
gauge estao funcionando corretamente, e também fazer estimativas para os parametros de
simulagoes tais como os niimeros de termalizacao e de correlagdo, que devem ser utilizados
em simulagoes mais complicadas como o espectro de hadrons. De fato, esta analise foi
realizada para os nimeros de termalizacao e de correlacdo para o operador plaqueta. O
valor Ny, = 1000 se mostrou suficiente para a equilibragao do sistema (veja a Figura 10) e
a estimativa para o nimero de correlagao foi N.,, = 45 para o procedimento mais eficiente

pseudo banho térmico (veja a Figura 14).

Apés realizado o estudo do operador plaqueta foi atacada a aplicagao principal
deste trabalho, a saber, a determinacgao do espectro de hadrons. De fato, nao realizamos um
estudo muito detalhado do espectro de hadrons, mas consideramos apenas os mésons pion e
rho e o barion préton. Também fizemos a aproximagao para dois sabores degenerados. Uma
vez que os quarks up e down foram considerados com massas iguais, entao foi necessario
fixar a massa de apenas uma particula nas simulagoes para determinar uma estimativa
experimental para a massa das outras duas particulas. Escolhemos fixar a massa do pion.
Também usamos a aproximagao quenched da QCD. Deste modo, foi possivel construir
as configuracgoes de gauge com o peso da acao pura de gauge. Para isso, utilizamos o
algoritmo pseudo banho térmico com a etapa opcional de sobre-relaxacao. Para o espectro
de hadrons nao é possivel fazer uma estimativa dos parametros de simulagoes como o
numero de termalizacao e correlacao, pois isso teria um custo computacional muito grande.
Assim, usamos um valor suficientemente grande para esses parametros, tendo como base os
resultados para o operador plaqueta. O nimero de termalizagao foi 1000 para o operador
plaqueta, entdao usamos 10000 para o espectro de hadrons. O niimero de correlacao foi 45

para o operador plaqueta, entao usamos 250 para o espectro de hadrons. De fato, esses
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parametros nos dao uma boa seguranca de termos construido apenas configuragoes de

gauge descorrelacionadas no equilibrio.

A parte mais complicada nas simulagdes do espectro de hadrons ¢é a inversao do
operador de Dirac. Para isso, usamos o método Bi-CGStab por ser consideravelmente
eficiente e de ficil implementacdo. Para uma rede 16% x 32, levou uma média de 1-
2 horas o tempo de inversao por configuragdao, dependendo da massa do quark. Para
comparacao, o tempo para o calculo do operador plaqueta seria de décimos de segundo.
Esta diferenca consideravel de tempo ilustra muito bem a dificuldade de colocar quarks
na rede. A determinacio do espectro de hadrons é a aplicagao mais simples envolvendo
fungdes de correlacao fermionicas, apesar de ser bastante complicada. Além de ter um
custo computacional alto, os correlatores de hadrons sempre possuem bastante flutuacoes
estatisticas. Somente apds a determinacao de varios correlatores é possivel ter uma medida
confiavel do correlator, que é a média de todos os correlatores. Para calcular a massa de
hadrons para diferentes valores da massa do quark, decidimos realizar um ajuste constante
sobre a massa efetiva. Uma estimativa dos erros estatisticos da massa efetiva foi realizada
utilizando o método jackknife. Para atingir o valor da massa fixada do pion foi necessério
realizar extrapolacoes quirais. A partir desse ponto foi possivel estimar a massa do rho,
proton e também do quark. O resultado para a massa do quark teve um erro de 75%.
Deste modo, fomos capazes apenas de estimar a ordem da massa do quark. A massa da
particula rho teve um resultado muito satisfatorio. Considerando o desvio no resultado,
conseguimos determinar o seu valor com um erro percentual relativo de 3%. A massa do
préoton calculada nao ficou dentro do valor experimental, mas ainda conseguimos obter
um resultado com um desvio de 10%. De fato, este resultado também ¢é satisfatério. Para
calculos precisos seria necessario utilizar férmions dinamicos. Apesar da limitacdo na
precisao de calculos que envolvem a aproximacao quenched, ela ainda tem a importancia
de mostrar resultados que servem como uma demonstragao de que a QCD é a teoria que

descreve as interagoes fortes no regime de baixas energias.

E, por fim, neste trabalho foram explorados muitos dos aspectos que estao envolvidos
em simulagoes numéricas de QCD na rede. Mesmo que nao tenhamos realizado um calculo
extenso do espectro de hadrons, nos limitamos a dois sabores de quarks degenerados leves,
fomos capazes de reproduzir muitos dos resultados que eram obtidos por colaboracoes nos
anos de 1990s. E a teoria na rede da QCD ¢é uma ferramenta muito poderosa, principalmente
quando se tem muito recurso computacional disponivel, para lidar com problemas de QCD

no dominio nao-perturbativo.
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APENDICE A - MATRIZES GAMA

Neste apéndice serda mostrada a representacao quiral no espaco euclidiano das

matrizes gama e suas principais propriedades.!?

As matrizes gama euclidianas v,, 1 = 1,2, 3,4 obedecem as seguintes relacoes de

anticomutacao
{/yua '71/} = 25;w]l . <A1>
Além das matrizes v,, u = 1,2, 3,4, também podemos definir 5 como o produto

V5 = V1727374 - (A.2)

A matriz 5 anticomuta com todas as matrizes v, p = 1,2, 3,4 e obedece 72 = 1.

A forma explicita para as matrizes v,, 1 = 1,2,3,4,5 pode ser escrita como

00 0 —i 0 00 —1 0 i 0
oo —i o o 01 0 o i
’yl_ 0 7, 0 0 9 72_ O 1 O 0 ) 73_ Z 3
i 0 0 0 100 0 0 —i
0010 10
000 1 0 1
_ s A3
Tl o000 P00 -1 (A.3)
0100 00 0 -1

Existe apenas mais uma propriedade de interesse das matrizes v,, u = 1,2,3,4,5 que

precisamos saber

Y=L ="7". (A.4)
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APENDICE B - TRANSFORMADA DE FOURIER DA REDE

O objetivo deste apéndice é discutir a transformada de Fourier f(p) de fungoes

f(n) definidas sobre a rede. A rede é dada por
A= {n= (n1,n2,n3,4)n, =0,1,..., N, — 1} . (B.1)
Podemos escrever o nimero total de pontos da rede como
|A| = N1 Ny N3Ny . (B.2)
Vamos impor condic¢oes periddicas de contorno

fn+ AN, = f(n) (B.3)
para cada direcao p. Aqui ji denota o vetor unitario na diregao u.

O espaco de momentos A, que corresponde a rede A com as condigoes de contorno
(B.3), é definido como

~ 2m N N
A= {p: (p17p27p37p4)‘pu:a]\7kpnk,u:_H+17"'7“} . <B4)
o

A férmula bésica associada a transformada de Fourier da rede é (aqui [ é um inteiro com
0<I<N-1)

1 2 2 1 N 2
— > exp (ilj) =— > exp (z’lj) =0 - (B.5)
Nj:—N/2+1 N N j=0 N

Para ver isso, note que para [ = 0 essa férmula é trivial
1 N-1
— Z 1=1.
N o

Agora para [ # 0 segue da identidade algébrica bem conhecida

1= 1= 4N 21
— J— — -
N];Oq —q para q exp<2N>,
ou seja,
¢~ =exp (i27l) =1,
que
1= 2
N 2 exp <z']\7;lj> =0 para [ #0.
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Uma consequéncia direta de (B.5) é

1 ]\%2 [ 2T ( ') ] 1 [ (
— exp |i——(n, —n),)ja| = — exp |ipu(n, —n
N, = N2 aN, N, pch

/
onde n,,n), € A.

(B.6)

Agora podemos combinar as quatro somas unidimensionais (com p = 1,2,3,4) em

(B.6) para obter a seguinte identidade

pEA

onde p-(n—n') = Zi:l Puly-

Z explip- (n—n")a] = 6(n —n") = dnnt Onynt Onign, Onane, »

(B.7)

Naturalmente se realizarmos um procedimento andlogo para a obtencao da identi-

dade (B.7), podemos mostrar que

Z exp na) = 5(]? p) = 5k1k/ 5k2k/ 5k3k/ 5k4k’

neA

!AI

(B.8)

Note que o lado direito em (B.8) é um produto de quatro deltas de Kronecker para os

inteiros k,, que marcam as componentes p, do momento.

Se definirmos a transformada de Fourier por

1
—— Y _ f(n)exp (—ip- na) ,
|A| neA

entdo a transformada inversa serd dada por

1

f(n) = T p) exp (ip - na) .
f\
Para ver isso basta notar que
1 f
f(n) = T f(p)exp (ip - na)
ek
1 /
= ’—ZZ "Yexp (ip - (n —n')a)
e
1 /
= o Z d(n—n’)
= f(n),

onde na segunda linha fizemos uso de (B.9) e na terceira linha de (B.7).

(B.9)

(B.10)
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APENDICE C - GRUPOS DE LIE SU(N)

A definigao da representacao de SU(N) é dada por matrizes N x N complexas
que sao unitarias e possuem determinante 1. Este conjunto de matrizes é fechado sob
a multiplicagdo matricial: se Q; e €y sdo elementos de SU(V), entao seu produto €2,
também ¢ um elemento de SU(N). A matriz unidade é um elemento de SU(N) e para cada
matriz SU(N) existe uma inversa (a matriz conjugada hermitiana). Assim, o conjunto
SU(N) forma um grupo. Uma vez que a operagao do grupo — a multiplicagdo matricial —

nao é comutativa, os grupos SU(N) sdao grupos ndio abelianos.

Para descrever matrizes de SU(V) sao necessarios N? — 1 parametros. Uma maneira
de representar essas matrizes ¢ escrevé-las como exponenciais das matrizes da base T},

os assim denominados geradores. Em particular, um elemento de SU(V) pode ser escrito

como
N2-1
Q=exp|i ) wOTy |, (C.1)
j=1
onde w¥), j =1,2,...,N? — 1, sdo nlmeros reais necessarios para parametrizar 2. Os

pardmetros w) podem ser mudados continuamente, tornando SU(N) em grupos de Lie,
que sao os grupos cujos elementos dependem continuamente de seus parametros. Para
cobrir todo o espaco do grupo os pardmetros devem variar sobre intervalos finitos, fazendo

com que os grupos SU(N) também sejam chamados de grupos de Lie compactos.

Os geradores Ty, j = 1,2,..., N*—1, sdo escolhidos como matrizes N x N complexas,

hermitianas e com traco nulo que obedecem a condicao de normalizacao
1

Além disso, os geradores obedecem a uma algebra de relagoes de comutacao
Ty, Th) = i fimTi, (C.3)

onde os coeficientes completamente anti-simétricos sao chamados de constantes de estrutura.
Abaixo descreveremos, apenas para o grupo SU(2), uma representagao dos geradores que
serao utilizados na construcao de configuracoes de gauge em QCD na rede, como pode ser
visto na Segao 6.3. De fato, em simulagbes numéricas as matrizes de SU(3) sdo construidas

a partir de matrizes de SU(2).

Os exponentes da representagao (C.1) também possuem uma estrutura interessante.

As combinacoes lineares

> WO, (C.4)
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de T} formam a assim chamada dlgebra de Lie su(N). Suas propriedades de comutagio sao
governadas por (C.3). Elementos de su(/V) sao também matrizes N x N complexas, contudo,
eles tém propriedades diferentes dos elementos do grupo. Uma diferenca importante é que

a matriz unidade nao ¢ um elemento da algebra (todos os 7} tem trago nulo).

Neste trabalho precisaremos utilizar elementos de SU(3), contudo, serd conveniente
escrevé-los a partir de elementos de SU(2). A representacao padrao para os geradores de
SU(2) é dada por

Tj =59 (05)

onde as matrizes de Pauli sao dadas por

01:[() 1] , 02:19 _1 , 03:{1 O]. (C.6)
10 1 0 0 -1

As constantes de estrutura de SU(2) sdo particularmente simples, elas sao dadas pelo

tensor completamente anti-simétrico fjn = €.

Agora deveremos mostrar uma propriedade importante da derivada de elementos
do grupo SU(N) que serd utilizada no estudo da transformacao de gauge na Segdo 5.2.1.
Se Q(w) é um elemento de SU(N), entao

_00(w)
~ T 0w®

Para provar a afirmacao (C.7) é necessario mostrar que My (w) obedece as propriedades

My (w) Qw) € su(N). (C.7)

da algebra de Lie, isto é, que ele é hermitiano e possui traco nulo.

Para mostrar que ele é hermitiano devemos diferenciar Q(w)Q(w)" = 1 em relacio

a w® isto é,

20 (w)!

Qw)' + Q(M)W

—0. (C.8)

Entao

onde no terceiro passo usamos (C.8).

Para mostrar que Mjy(w) tem trago nulo se usa a propriedade que o determinante

de um elemento de SU(N) é igual a 1, assim, se diferencia det [Q(w)] em relacio a w®),

isto é,

0 — 29BN et o) o lg(wwml ~tr Pai((ﬁ) Q(w)*]
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No primeiro passo foi aplicada uma férmula padrao para a derivada do determinante
de uma matriz. No segundo passo foram usadas as propriedades usuais de matrizes de
SU(N) e do trago de produtos de matrizes. As equagoes (C.9) e (C.10) estabelecem que
My, (w) € su(N).

A partir de (C.7) segue que para as matrizes de transformacao de gauge §2(z) com
coeficientes w® (), dependendo do fndice do espago-tempo z, a combinagio i(3,2(z))Q(x)"

estd na algebra de Lie, uma vez que
0,900 = {i| G| 2o} oet@,

e o lado direito é uma combinagao linear de elementos de su(/N) com coeficientes reais
0w (z).
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APENDICE D - MEDIDA DE HAAR

Neste apéndice sera realizado um breve estudo de integracao sobre as variaveis de

ligacao.

A agao da QCD ¢ construida exigindo que ela seja invariante por transformagoes
de gauge. Assim, a acdo da QCD na rede é invariante por transformacoes de gauge das

variaveis de ligacao, isto é,

SQCD[wa J)a U/] = SQCDWJ7 &7 U] ) (D1>

onde a transformagao das variaveis de ligagao é definida por (5.26). Como para qualquer
integral, o resultado da integral de trajetoria deve ser invariante sob uma mudanca de
varidvel, em particular sob as transformagoes de gauge (5.26). Para a funcao de partigdo

isto exige que
7 = /D(@Zqﬂ)D(U)e_SQCD[T/}ﬂ/;vU] — /D(&w)D(U’)e_SQCD[wﬂZ}»Uq
— [ D@w)DE)eSacrteb ], (D.2)
Naturalmente podemos notar que
DU) = D(U"). (D.3)
Usando o fato que D(U) é um produto de medida, derivamos a condigao
dU,(n) = dU,(n)" = d [Qn)U,(m)Qn+ )] | (D.4)

para a integracao sobre as variaveis de ligacao individuais. Esta é uma das propriedades

que define a medida de Haar.

As matrizes de transformacao Q(n) e Q(n + 1) em (D.4) podem ser escolhidas
independentemente, assim, a medida dU para um elemento do grupo deve ser invariante

sob a multiplicacao a esquerda e a direita por outro elemento do grupo V' € G, isto é,
dU =d(UV) =d(VU). (D.5)
Esta equacao, junto com a normaliza¢ao
/ dU =1, (D.6)

sao propriedades que definem a medida de Haar para a integracao sobre grupos compactos

como SU(3). Agora que vimos algumas propriedades da medida de Haar sera conveniente
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listarmos algumas integrais e seus resultados.

/ dUU, =0, (D.7a)
SU(3)
/ dUUUnq = 0, (D.7b)
SU(3)
1
AUU (UM eg = =6adbpe » D.7
/SU(3) b( )d 3 d ( C)
1
AUUpUoaUs = —€aceCour - D.7d
/SU(S) b cd ef 66 Cods ( )

As integrais acima podem ser calculadas usando as propriedades da medida de Haar.
Apenas como exemplo iremos calcular explicitamente a primeira integral (D.7a). Assim,

considere uma fungao f(U), entao

Jop WHO) = [ AU VO) = [ U f(vD). (D5)

Inicialmente foi feita uma mudanca de coordenadas e em seguida usamos a propriedade
(D.5) da medida de Haar. O elemento V' é uma matriz arbitraria SU(3). Se tomarmos

f(U) = U, entao podemos ver que

/ dUU,, = / AU(VU )y = Vie / dUU,, . (D.9)
SU(3) SU(3) SU(3)

onde ha uma soma implicita sobre o indice ¢ repetido. Para satisfazer essa equagao nao
trivialmente, devemos ter que V. = d,,. Contudo, a ultima equacao deve ser valida para
qualquer elemento V' do grupo, de modo que a prépria integral deve desaparecer, assim
estabelecendo (D.7a).
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