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(...) quantum field theory is the quantum theory of a field, not a theory of “particles”.
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Resumo

LIMA, W.C.C. Do mecanismo de despertar do vacuo (ou de como fazer o vicuo
pesado). 2012. 150 p. Tese (Doutorado) - Instituto de Fisica de Sao Carlos, Universi-

dade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2012.

E fato sabido que, de todas as interacoes fundamentais da Natureza que conhecemos, a
gravitacional é a que acopla mais fracamente com a matéria. Isso sugere que na maior
parte dos processos fisicos a forca gravitacional desempenha papel diminuto. Por outro
lado, na Teoria Quantica de Campos ¢é atribuido ao estado de vacuo uma rica estrutura, a
qual ¢ indispensavel para uma descri¢ao consistente da Natureza. No entanto, implicacoes
experimentais diretas dessa estrutura sao muito sutis e requerem sistemas cuidadosamente
projetados para serem observadas, como ¢ o caso do Efeito Casimir. A luz dos fatos men-
cionados acima, é de se esperar que na “fusao” minimamente consistente entre Gravitagao
e Mecéanica Quantica, a chamada Teoria Quantica de Campos em Espagos-tempos Cur-
vos, efeitos relacionados a perturbacao do vacuo pelo campo gravitacional sejam muito
dificeis de serem observados. De fato, a despeito de sua importancia conceitual, o efeito de
evaporacao de buracos negros é praticamente impossivel de ser observado para sistemas
astrofisicos. No curso deste doutoramento, todavia, foi mostrado que essa crenca ¢é falsa e
que é possivel que existam situagoes em que a evolucao bem comportada do espacgo-tempo
forca a densidade de energia de vacuo a tornar-se dominante sobre a densidade de energia
classica que gera o espaco-tempo de fundo. Uma vez despertado, o vacuo passaria a diri-
gir a evolucao do sistema gravitacional, o que poderia ter conseqiiéncias inesperadas em
contextos astrofisicos. Qualquer que seja seu destino, é razoavel esperar que a retroacao
do vacuo aja sobre o sistema gravitacional de forma a cessar as instabilidades. Com essa
simples observacao ¢ possivel concluir que quando o vacuo adormece novamente processos

de criacao de particulas em profusao podem ser engendrados.

Palavras-chave: Teoria quantica de campos. Gravitacao. Vacuo.






Abstract

LIMA, W.C.C. On the vacuum awakening mechanism (or how to turn the vac-
uum into something heavy). 2012. 150 p. Tese (Doutorado) - Instituto de Fisica de

Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2012.

It is well known that the gravitational interaction is the weakest among the fundamental
forces in Nature. This fact suggests that Gravity plays a minor part in the majority of
physical process. On the other hand, in Quantum Field Theory a rich structure is at-
tributed to the vacuum state, which is imperative for a consistent description of the more
basic processes in Nature. Nevertheless, the direct experimental implications of this struc-
ture are very subtle and their observation requires specially designed systems, as in the
case of the Casimir Effect. Therefore, it is reasonable to expect that effects related to the
perturbation of the quantum vacuum by gravitational fields, described by the framework
of Quantum Field Theory in Curved Space-times, would be hard to be observed. This is
the case of the black hole evaporation effect. In spite of its conceptual importance, this
effect is virtually impossible to be observed for astrophysical black holes. Notwithstand-
ing, here it is argued that this belief is false and that there exist well-behaved space-time
evolutions where the vacuum energy density of free quantum fields is forced by the very
same background space-time to become dominant over the classical energy density. Once
it has been awakened, the quantum vacuum would overrule the dynamics of the entire
gravitational system, which may bear some unexpected astrophysical implications. What-
ever turns out to be the fate of the system, it seems reasonable to conjecture that the
vacuum backreaction will act in order to cease the quantum instabilities. Through this
simple observation it is possible to conclude that when the vacuum falls dormant particles

are released as consequence.

Keywords: Quantum field theory. Gravitation. Vacuum.
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Capitulo 1

Introducao

AO longo do século XX a linguagem da Teoria Quantica de Campos mostrou-se
muito proficua para a descrigao com grande acuracia dos fendmenos naturais mais
fundamentais de que temos noticia. No que concerne ao problema tratado nesta tese,
sdo de interesse aqueles fendmenos para os quais é indispensavel o papel da interacao

gravitacional.

Atualmente, a melhor descri¢cao de que dispomos para a Gravitagao é dada pela Relati-
vidade Geral (RG) (1}-4). A RG provou-se 1til para a descrigdo de fendmenos astrofisicos,
particularmente aqueles em que hé a presenca de campos gravitacionais intensos, e funda-
mental para o entendimento da evolugao do Cosmos. A RG, entretanto, nao se restringe
a uma teoria para a Gravitagdo. Ela também consiste no entendimento mais profundo

que possuimos sobre a natureza do espaco e do tempo.

A formulacao da Teoria Quantica de Campos na presenca de campos gravitacionais
como descritos pela RG é conhecida como Teoria Quantica de Campos em Espacos-tempos
Curvos (TQCEC) (5H9). Esse formalismo consiste na extensdo matematicamente bem-
posta dos conceitos mais fundamentais da Teoria Quantica de Campos em espaco plano
(L0H13) para geometrias mais gerais. Nos tltimos 40 anos a TQCEC tem aperfei¢oado
nosso entendimento sobre campos quanticos e previsto fenémenos para o quais o papel

da Gravitagao é determinante e que por vezes acabam por desenhar um cenario diferente
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daquele esperado pela RGH

Talvez um dos conceitos mais surpreendentes que emerge da quantizacao de campos
seja o chamado estado de vacuo, usualmente associado ao estado de menor energia do
Sistema.ﬂ No contexto da Fisica Classica nao ha nenhum principio que impeca a remocao
de todas as formas de energia de uma dada regiao do espago. O conceito de vacuo cunhado
pela Fisica até o inicio do século XX é o de uma regido completamente vazia de energia.
J4 no contexto da Teoria Quéantica de Campos a imagem é drasticamente diferente. E
por principio impossivel remover toda a energia de uma dada regiao; a energia ali flutua
em torno de algum valor médio que nao é necessariamente nulo. Sob o olhar da Fisica
Moderna, entao, o vazio tem uma estrutura intrinseca a qual subjaz todo o mundo a nossa
volta. Para campos livres no espago-tempo de Minkowski essas flutuacoes quanticas da
energia do vacuo sao usualmente fraseadas como uma constante criacao e aniquilagao de
pares virtuais de quanta do campo. Esses quanta sao ditos virtuais pois nao existem por

tempo suficiente para serem detectados por observadores classicos.

Apesar de um tanto evasiva, ha casos em que é possivel testar as conseqiiéncias da
estrutura do vacuo. Certamente o mais emblematico é o Efeito Casimir, onde a presenca
de bordas no espago-tempo de Minkowski perturba o vacuo e tal perturbacao se traduz
numa forga sobre as bordas (16]). Apesar de surpreendente, esse fen6meno é muito sutil e
requer sistemas cuidadosamente projetados para ser observado (17,{18)). Uma vez que das
quatro forgas fundamentais a gravitacional é aquela que acopla mais fracamente com a
matéria, pode-se presumir que as conseqiiéncias da perturbagdo do vacuo de um sistema
quantico por um campo gravitacional serao ainda mais sutis. De fato, essa nao ¢ uma
crenca infundada haja visto que, e.g., na taxa atual a expansao do Universo é capaz
de produzir menos de um méson 7 por segundo no volume compreendido pelo Universo

observavel (19) e que no caso da radia¢ao térmica emitida por buracos negros, o chamado

!Para uma revisdo sobre a histéria e o presente status da TQCEC veja as referéncias (14,/15).

2Uma vez que o conceito global de energia que é conservada pela evolucdo sé é possivel quando ha uma
isometria temporal, em espacos-tempos gerais nem sempre é possivel associar um estado do campo ao de
menor energia do sistema. Entretanto, como serd visto no Capitulo [3] isso ndo implica em dificuldades
para a definicdo de “estados de vacuo” — embora possa haver dificuldade em se selecionar um destes
—, haja visto que na formulagdo canénica da TQCEC tal defini¢do é independente da existéncia de
isometrias temporais.
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Efeito Hawking, a temperatura das particulas que chegam ao infinito é da ordem de
1079K para sistemas gravitacionais com massa da ordem da do Sol (~ 10%g) (20). Uma
vez que a temperatura ¢ inversamente proporcional a massa do sistema, o Efeito Hawking

é praticamente impossivel de ser observado em sistemas astrofisicos.

Existem, no entanto, situagoes que contrariam a crenca elaborada acima. Esse ¢ o
caso do fendmeno motivo desta tese. Os resultados obtidos mostram que no contexto
da TQCEC é possivel existir situagoes nas quais a evolugao bem-comportada do espago-
tempo forga a densidade de energia do vacuo de um campo livre a se tornar dominante
sobre a densidade de energia classica responsavel pela curvatura daquele espago-tempo
de fundo. Isso se da devido ao crescimento exponencial experimentado durante uma
certa janela de tempo pelo valor esperado no vacuo de observaveis relativos ao campo.
Desse modo, um sistema outrora perfeitamente estavel desenvolve uma instabilidade por
forca da evolugao do campo gravitacional ao qual estd sujeito. Uma vez comparavel
a densidade de energia da matéria classica, é imperativo levar em conta o vacuo como
fonte de campo gravitacional no lado direito da equagao de Einstein. Somente levando em
conta a retroacao do campo quantico sobre o espaco-tempo de fundo é possivel determinar
quais as conseqiiéncias do efeito sobre o sistema fisico. Essa tltima parte é uma questao
bastante complicada, ja que requer o célculo autoconsistente do campo gravitacional, via
a equacao de Einstein semiclassica, e das flutuacdes do campo quantico. Apesar dessa
dificuldade, é possivel estimar a escala de tempo para que a retroacao do campo quantico
seja inelutavel. Para corpos compactos, como estrelas de néutrons, essa escala ¢ da ordem
de fragdes de milésimos de segundo, enquanto que em contextos cosmoldgicos seria da

ordem de bilhdes de anos se o efeito for desencadeado.

Além de nos debrucarmos sobre as questoes relativas ao crescimento sem-limites das
flutuagoes do vacuo, também exploramos, em tempos mais recentes, a relacdo entre esse
crescimento e fendomenos de producgao de particulas. Essa ndo é uma relagao 6bvia, haja
visto que mesmo uma evolugao arbitrariamente lenta do espaco-tempo seria capaz de de-
sencadear o crescimento exponencial das flutuagoes do campo quantico. A despeito disso,

é possivel mostrar que detectores de particulas excitam copiosamente durante a fase de
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instabilidade, mesmo nao sendo possivel associar essas excitagoes ao contetido de particula
do sistema. E razodvel supor, ainda, que essa instabilidade ndo deva se estender por um
periodo arbitrariamente longo; o processo de retroagdo do campo quantico sobre o espaco-
tempo deve ser capaz de levar o sistema de volta a algum estado estacionario. Mesmo
sem levar em conta o campo quéantico como fonte de campo gravitacional, mostramos que
esse crescimento exponencial deve dar alguma contribui¢ao ao conteido de particula do

sistema numa fase estacionaria ulterior a presenca da instabilidade.

A idéia que originou este trabalho de pesquisa nasceu das andlises realizadas por G.
E. A. Matsas, do Instituto de Fisica Teérica da Universidade Estadual Paulista “Julio de
Mesquita Filho”, enquanto preparava um trabalho em que ele e D. A. T. Vanzella sao
co-autores e que foi publicado no ano de 2002 (21). Foi Matsas o primeiro a notar que
na regiao interior de estrelas suficientemente densas o potencial efetivo que comparece
na equagao de Klein-Gordon (KG) pode torna-se negativo. Segundo o préprio Matsas, a
época ele especulava que esse potencial efetivo negativo poderia dar origem a um novo
efeito de criagao de particulas em espagos-tempos curvos. Imagino que a justificativa para
isso fosse uma analogia com o Paradoxo de Klein (22) ou com o Efeito Schwinger, no qual
particulas macigas carregadas sao criadas a partir do vacuo quando o sistema esta sujeito
a um campo elétrico externo suficientemente intenso (23)). Tanto quanto tenha chegado
a mim, essa questao foi discutida com Vanzella, que naquele momento encontrava-se
no curso de seu poés-doutoramento na Universidade de Wisconsin, em Milwaukee, sob a
supervisao de L. Parker. Entretanto, por conta das ocupagoes de ambos no momento e da
necessidade de darem cabo de projetos mais prementes, a questao foi engavetada. Tempos
depois, ja no inicio de 2008, eu tinha acabado de defender meu mestrado, sob orientacao
de Vanzella, e ingressara no doutorado procurando aprofundar meus conhecimentos em
TQCEC. Inicialmente o interesse de Vanzella era analisar os aspectos de baixas energias de
um modelo cosmologico proposto por Parker em 1999 e com o qual ele tinha trabalhado
durante seu pés-doutoramento nos Estados Unidos. A mim, entdo, foi repassada essa
tarefa. No final daquele primeiro semestre de 2008, entretanto, Vanzella decidiu voltar sua

atencao a adormecida questao do potencial efetivo negativo. Em suas analises preliminares
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ele percebeu que era possivel que houvesse alguma relacao entre essa questao e o regime de
baixas energias em TQCEC. Por conta dessa suposta relagdo, passamos a discutir quais
seriam a interpretacao e as possiveis conseqiiéncias daquele potencial efetivo negativo.
Dai, entao, foi engendrado o estudo motivo desta tese. Conforme foi se solidificando
o nosso entendimento acerca do crescimento ilimitado das flutuagoes do campo, fomos
descartando a possibilidade de o potencial efetivo negativo implicar em algum efeito de
criacdo de particulas. Contudo, no ultimo ano, ja contando com a colaboragao de A. G.
S. Landulfo, mostramos que a estabilizacao do sistema pode dar origem a um processo de
criacao de particulas em profusao, confirmando, mas de modo diferente do inicialmente

imaginado, as especulacoes de Matsas.

Os principais resultados que serao apresentados adiante em detalhes constam nas
referéncias (24-27) (veja também as referéncias (28,29)). A primeira referéncia trata
do efeito em espacos-tempos bastante gerais, enquanto que a segunda consiste de uma
realizacao do Efeito de Despertar do Vacuo em contextos astrofisicos. A quarta referéncia
é uma versao preliminar do manuscrito sobre a criacao de particulas engendrada pelo efeito
discutido nesta tese e sera seguido, em breve, por uma versao mais extensa e detalhada. J&
a ultima trata de uma outra realizacao do mecanismo de despertar do vacuo, a saber, no
espaco-tempo gerado por uma casca esférica e ja se encontra no processo de escrita. Uma
eventual aplicacao do efeito em cenarios cosmoldgicos ainda se encontra sob investigacao.
Ao longo da tese referir-me-ei a esse novo efeito como “Efeito de Despertar do Vacuo”,

termo esse por nos cunhado nas referéncias mencionadas.

Esta tese estd organizada da seguinte forma. Uma vez que é recorrente ao longo do
texto o uso de algumas defini¢dbes do Calculo em variedades e Geometria Diferencial, no
Capitulo [2] fago um apanhado das definigbes que serdao empregadas. O contetido desse
capitulo estd baseado principalmente nas referéncias (24). No Capitulo |3|é apresentada
a quantizacao de um campo escalar real livre obedecendo uma equacao linear. Ao longo
desse capitulo sao usadas algumas defini¢des e resultados de Andlise Funcional. Como os
topicos desse tema necessarios para transformar a exposi¢ao em autocontida sao muitos,

acrescenta-los faria com que o texto como um todo se desviasse em demasia de seu objetivo
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principal. Sendo assim, decidi por relegar ao leitor a tarefa de recorrer a literatura. Para
o tema de Andlise Funcional sugiro as referéncias (30-32). Para completar as discussoes
preliminares, no Capitulo [ é apresentado o estudo de algumas propriedades gerais de
solugoes complexas da equacdo de campo de KG. No Capitulo [ inicio a exposi¢ao dos
resultado originais contidos nesta tese ao apresentar o Efeito de Despertar do Vacuo em
espagos-tempos bastante gerais e analisar algumas de suas caracteristicas. No Capitulo [0]
mostro que o efeito pode ser despertado na formacao de corpos compactos e no espago-
tempo gerado por uma casca esférica. O espago de estados do campo quéantico enquanto
o vacuo encontra-se “desperto” é estudado com detalhes ao longo do Capitulo [7] No
Capitulo [§] serd abordada a relacdo entre o efeito e fend6menos de excitacao de detectores
e criagdo particulas. Por fim, no Capitulo [9] tratarei de questoes pertinentes a diversos

aspectos do problema.

Ao longo deste texto o sistema de unidades usado é aquele no qual G = h = ¢ = 1,
exceto onde explicitamente mencionado o contrario. A assinatura adotada para métrica é
(—+4+4+). O simbolo ¢ é reservado para a unidade imaginéria e z denota o complexo con-
jugado de um ntimero complexo z. As quantidades Rez e Imz denotam, respectivamente,
as partes real e imaginaria de z, enquanto que as c.c. e h.c. abreviam as expressoes “com-
plexo conjugado” e “hermitiano conjugado”. O simbolo := indica que o lado esquerdo da
sentenca esta definido pelo lado direito. Para vetores, covetores e tensores sera utilizada

a notagao de indice abstrato, como definida em (4)).
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Capitulo 2

Discussoes preliminares sobre

geometria

STE capitulo apresenta as definicoes do Calculo em variedades e de Geometria Di-
E ferencial que serao usadas ou tacitamente assumidas ao longo do texto, além de
algumas defini¢oes relativas a decomposicdo 3+1 de espagos-tempos globalmente hiper-
bolicos. Algumas defini¢goes apresentadas na Secao 2.1 como as espagos-tempos global-
mente hiperbdlicos, isometria e derivada de Lie, serao particularmente importantes na
quantizac¢ao do campo no Capitulo 3l Além disso, as manipulagoes e definigoes feitas na

Secao [2.2] serao empregadas mais adiante no Capitulo [d] para o estudo da equacao de KG.

2.1 Algumas defini¢coes

Seja M uma variedade diferenciavel real, suave e n-dimensional. Isso significa que M é
um conjunto com uma colegao de subconjuntos {O, }, elementos de uma topologia .7 em

M, tal que

(a) cada ponto de M pertence a pelo menos um dos elementos dessa colegao,

(b) para cada O, existe um mapa bijetor continuo e com inversa continua v, : O, — U,
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entre este subconjunto e um aberto U, C R" e

(¢) quando O, NOp # 0, 0o mapa Yzoth, !, que leva 1,[O, N O] C U, em 5[0, N O] C

Up, é infinitamente diferencidvel.

Na literatura matematica os mapeamentos 1), sao conhecidos como cartas e seu conjunto,
{1}, como atlas. Para se evitar que o acréscimo ou retirada de cartas de {1} defina
uma nova variedade normalmente impoem-se que o atlas é maximal, i.e., abarca todas
as cartas possiveis satisfazendo as condigoes (b) e (¢) acima. As cartas nada mais sdo do
que aquilo que em Fisica conhecemos como sistema de coordenadas. Ademais, o espago
topolégico (M, .7) ainda deve ser Hausdorff — i.e., para p,q € M e p # q existem
0,,0, € T taisquepe O, eqe Oy e que O,NO, =0 — e segundo contével — i.e.,
existe uma colecao contavel de abertos de .7 tal que todo aberto da topologia pode ser
escrito como uniao de elementos dessa colegao. (Para uma exposigdo sobre tépicos em
Topologia titeis ao Calculo em variedades, veja a referéncia (32)).) Definida dessa forma,

a variedade M é um objeto que, ao menos localmente, “se assemelha” a R".

Um vetor tangente v em p € M é definido com um mapeamento entre o espaco das
fungoes infinitamente diferenciaveis com suporte em M, C* (M), e o conjunto dos reais
que é linear, v (af +bg) = av (f) + bv(g), com a,b € Re f,g € C™® (M) e satisfaz a
regra de Leibnitz, v(fg) = v (f) g (p) + f (p) v (g). Essa definicao é motivada pela relagao
univoca que existe em R" entre derivada direcional de uma func¢ao calculada em um ponto
e o conceito usual de vetores como uma énupla de niimeros reais. Por conta da definicao,
o conjunto de todos os vetores em p € M, V,,, tem naturalmente a estrutura de espaco
vetorial e, em particular, é possivel provar (veja, e.g., o Teorema 2.2.1 da referéncia (4))
que V, tem a mesma dimensao da variedade. Dada uma carta 1 sobre um subconjunto
O C M, é sempre possivel definir em V,,, com p € O, os vetores X,,(f) := 9, (f o) |,
com p = 0,1,...,n — 1, denominados vetores coordenados. Uma vez definido o espaco
tangente a M no ponto p, é possivel definir o espago dual — também chamado de espaco
cotangente — associado, V", como a colegdo dos mapeamentos lineares w : V, — R

que também é um espaco vetorial se definida as operacgoes de adi¢ao e multiplicacdo por
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escalar da forma usual. A dimensao de V;© ¢ igual a dimensao de V,, e que existe uma
relagao univoca entre os elementos de V,, e V*, ou seja, o dual do espago dual pode ser
identificado com o préprio espago tangente. Uma vez de posse do espaco tangente e seu
dual é possivel definir o espaco dos tensores de posto (m,n) em p € M como o conjunto

dos mapeamentos multilineares

T:Vixoox VXV, x - xV, = R; (2.1.1)

p

m n

em outras palavras, dados m covetores e n vetores em p € M, o tensor T associa a eles
um numero real. Da mesma forma que para V', o espago de todos os tensores de posto
(m,n) em p € M, T, (m,n), pode ser feito em um espago vetorial ao definirmos a adigao
e a multiplicagao por escalar desses mapas do modo usual. Dada uma base {v,} para V,
e {w’} para V¥, que por definicdo satisfazem w*(v,) = 6", é possivel definir a operagao
conhecida como contracao dos indices de um tensor como um mapeamento entre 7, (m, n)

e T,(m—1,n—1) fazendo >, T(wy, ..., w7, ..., Wi Ul, ..., Upy...,Up).

Um campo tensorial de particular importancia no que segue é o tensor métrico ou
simplesmente métrica. Um tensor g de posto (0,2) é dito ser uma métrica se é simétrico,
g(v1,v9) = g(vg,v1), e ndo-degenerado, g(v,v1) = 0 para todo v se, e somente se, v, é
o vetor nulo. No caso da geometria riemanniana, onde a métrica define naturalmente
um produto interno bona fide nos espacgos tangentes a variedade, essa definicao vai ao
encontro da nocao intuitiva de que a métrica estd atrelada a distancia entre pontos infi-
nitesimalmente proximos, uma vez que, da forma com que foram definidos acima, vetores
guardam relagdo com deslocamentos infinitesimais. O tensor métrico naturalmente de-
fine um mapeamento entre o espago tangente e seu dual, haja visto que, dado v € V,,
g( - ,v) define um mapeamento entre entre V,, e R. Por conta da definicdo, dado um
ponto da variedade é sempre possivel encontrar uma base de V), que diagonaliza g. Como
a transmissao de sinais em Fisica é usualmente descrita por equagoes hiperbdlicas, aqui
estamos interessados em métricas lorentzianas, isto é, métricas que quando diagonalizadas
em um dado ponto de M tém a forma diag (—1,+1,+1,+1). No que segue o par (M, g)

constituido por uma variedade diferenciavel, suave e real quadridimensional M e uma
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métrica lorentziana g serd denominado espaco-tempo. Métricas lorentzianas permitem a
classificacao dos vetores do espaco tangente em trés grupos: vetores tipo tempo, espago e
luz. Se v® é tipo tempo, entdo g.,v*v® < 0, se tipo espaco, entdo guv®v® > 0 e se tipo luz,
entao gabv“vb = (0. Da mesma forma, se os vetores tangentes a uma curva v : R — M séo
tipo espaco, entao a curva a dita ser tipo espago e assim por diante. O fato de objetos
dotados de inércia nao poderem localmente viajar mais rapido do que a velocidade da luz
implica que as curvas por eles descritas sao sempre tipo tempo e sua quadrivelocidade u® é
definida de modo a satisfazer g, u®u® = —1. Pelo mesmo motivo, pontos do espaco-tempo

que guardam relacao de causalidade entre si s6 podem estar ligados por curvas tipo tempo

ou luz e por isso essas curvas levam o nome de causais.

Um operador derivada ou derivada covariante V é definido em M como um mapea-
mento entre T, (m,n) e T, (m,n + 1) que é linear, satisfaz a regra de Leibnitz, comuta com
a operacao de contracao, ¢ consistente com a nocao de que vetores estao relacionados a
derivadas direcionais de fungoes suaves sobre M, t(f) = t*V,f, e tem tor¢ao nula, isto é,
VoV f =V V. f E| Dados quaisquer dois operadores derivada com as propriedades acima
é possivel mostrar, estudando-se a forma com que V atua em funcoes, vetores e covetores,
que eles diferem de uma maneira que pode ser codificada em um tensor de posto (1,2).
Uma vez definida uma métrica sobre M, a condicao V.g, = 0 seleciona univocamente
um operador derivada e, conseqiientemente, a forma de I'%,., depois de fixado o sistema
de coordenadas (veja, e.g., o Teorema 3.1.1 da referéncia (4))). O critério por detras dessa
escolha é o do transporte paralelo. Em principio, dados p, ¢ € M, nao ha qualquer tipo de
identificacao privilegiada entre V), e V,, e, em particular, nao é possivel dizer que um vetor
em p é paralelo a outro em ¢. Entretanto, uma vez definido um operador derivada, pode-se
estabelecer uma nocao de paralelismo entre vetores em pontos distintos recorrendo-se a
nocao intuitiva de que se um vetor é paralelamente transportado ao longo de uma curva
em M ele permanece “o mesmo”. Em outras palavras, sendo t* o vetor tangente a curva,
se v® é transportado paralelamente a si mesmo entdo t*V,v’ = 0. Além disso, se um

par de vetores sao paralelamente transportados ao longo de uma curva entao seu produto

LA partir deste ponto comecarei a introduzir a notacio de indice abstrato.
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interno, como definido pela métrica, deve ser conservado. Essa tultima imposicao leva a

Vcgab =0.

Uma vez selecionado o operador derivada através do critério do transporte paralelo

de vetores, defini-se o tensor de Riemann por
R wq = Vo Viwe — Vi Vawe, (2.1.2)

onde w, é um campo covetorial arbitrario. O tensor de Riemann é responsavel por des-
crever a curvatura associada a geometria definida pela métrica g,,. A idéia por detras
dessa definicao é a seguinte. Um dos efeitos de uma geometria curva é o fato de que
vetores paralelamente transportado a si mesmos ao longo de caminhos fechados nao cor-
respondem ao vetor inicial quando uma volta ¢ completada. O tensor de Riemann d&
uma medida desse efeito. No contexto da RG, duas contragoes do tensor de Riemann sao

particularmente importantes. A primeira,

Rup = R,,;°, (2.1.3)
define o chamado tensor de Ricci e a segunda,
R:=R/)"=R,", (2.1.4)

define o escalar de curvatura ou de Ricci. No contexto da RG, sua importancia esta no fato

de comparecerem no lado esquerdo da equacgao de Einstein sem constante cosmolégica:
1
Rab — iRgab = 8’/TTab, (215)

onde T}, ¢ o tensor energia momentum associado ao contetido de matéria e outros campos
que compoem o sistema gravitacional considerado. Esse tensor sera definido mais adiante

para caso particular de um campo escalar.

Ao longo da exposicdo que se seguird nos proximos capitulos recorrerei em alguns
momentos a espacos-tempos com simetrias, de modo que faz-se mister definir os con-
ceitos de difeomorfismo e isometria. Sejam M e AN duas variedades, ¢ : M — N um

mapa e [ : N — R uma funcdo, ambos suaves, i.e., ambos infinitamente diferencié-
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veis segundo a estrutura diferencial das variedades M e N. Entao ¢ “puxa para tras”
a funcao f ao definirmos fo ¢ : M — R. Através de ¢ é possivel estabelecer uma
relacdo entre o espago tangente a M no ponto p e o espaco tangente a N no ponto
¢(p). Para tanto, defina ¢* : V, — Vj) por (¢*v) (f) := v(f o ¢), o pull back map.
Da mesma forma, ¢ possivel definir ¢. : Vi, — V' como (pw) (v) = w(op*v), o push
forward map. Uma vez definidos os mapeamentos ¢* e ¢,, respectivamente, para ve-
tores e covetores é possivel ir adiante e definir mapeamentos semelhantes para tensores
de posto (0,n), (¢.T) (vt ..., v") := T(¢*v', ..., ¢*0v™), e para tensores de posto (m,0),
(O T) (w1, ... ywm) = T(Gswr, - . ., Gswy,). Entretanto, para tensores mais gerais, de posto

(m,n), ndo é possivel fazer o0 mesmo sem assumir propriedades extras para o mapa ¢.

Um mapa suave ¢ : M — N é dito ser um difeomorfismo se é bijetor e se sua inversa
também é suave. A bijecao das derivadas de ¢ implica que M e N devem ter a mesma
dimensdo. Uma vez que ¢~* leva N em M, tem-se que [¢~']* : V) — V,; Entdo, para

tensores de posto (m,n) é possivel definir

(A" T) (Wi, -+, W3 U1y -y V) i= T(Putwr, - . o, Gt [ T 01, ., [0 ] Um). (2.1.6)

E também possivel estender ¢, a todos os tensores, entretanto, uma vez que ¢, = [~ 1*,
¢* e [¢7']* ja sdo suficientes. Agora, se ¢ : M — M é um difeomorfismo, entdao em
qualquer ponto de M ¢ possivel comparar o campo tensorial 7" com o que resulta do
mapeamento ¢*T. Se ¢*T = T, entao ¢ é dito ser uma transformacao de simetria do
tensor 1. Se o tensor em questao é a métrica g, entao ¢ tal que ¢*g = g é dito ser uma

isometria.

Um grupo de difeomorfismos a um parametro ¢ um mapeamento suave ¢; : R x M —
N tal que para ty € R fixo, ¢y, : M — N é um difeomorfismo e para tg,t; € R, ¢; satisfaz
Gty © Gry = Gro41,- A @y € possivel associar um campo vetorial »* da seguinte forma.
Fixado p € M, ¢:(p) define uma curva em M parametrizada por ¢; o campo vetorial s“
sera, entao, formado pelos vetores tangentes a essas curvas. Com o auxilio de ¢, é possivel

definir o seguinte mapeamento linear de 7,(m,n) em si mesmo: dado um campo tensorial
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T defina £, como

£, T = lim M

t—0 t ’

(2.1.7)

a derivada de Lie de T" com respeito ao campo vetorial s»“. Explorando sua definicao e,
em particular, que para uma funcao f a atuacao da derivada de Lie se da de forma que

£L,.f = »(f), é possivel mostrar que, em termos da derivada covariante,

m
ai...a o c ai...a ai...Q;—1CAj41...Q a;
£, TNy = 2V Ty et Ve (2.1.8)
=1
n
ai...a c
+ Z mbl...biflcbprg...bnvbi% ? (219)
=1

o que implica, no caso em que o campo tensorial em questao é a métrica do espaco-tempo,
que

£%gab = Va%b + Vb%a. (2110)

Se para cada t € R o grupo de difeomorfismos a um parametro ¢, também ¢é uma isometria,

é evidente, pela Eq. (2.1.7), que £,.g = 0, o que implica que »” satisfaz
Va%b + Vb%a = 0. (2.1.11)

A Eq. (2.1.11]) é conhecida como equacao de Killing e o campo vetorial que a satisfaz, %,

como campo de Killing.

Uma vez que nesta tese a equagao de onda é um elemento importante, desejo focar
atencao nos espagos-tempos para os quais pode-se garantir que a dinamica classica do
sistema tenha uma formulagdo bem-definida em relagdo as condigoes iniciais em toda a
variedade. Para tanto é necessario, em primeiro lugar, restringir-se a espacos-tempos
temporalmente orientaveis. Pela forma com que foi construido, o espaco tangente a vari-
edade M no ponto p pode ser identificado ao espago-tempo de Minkowski (R*,7), onde
a métrica, definida por R,,.? = 0, pode ser colocada na forma n = diag (—1, +1, +1, +1).
Com essa identificacdo em mente, defini-se o cone de luz em p como sendo o cone de
luz que passa pela origem de V,,. Um espago-tempo ¢ dito orientdvel temporalmente se ¢
possivel designar cada metade do cone de luz em p como “passado” e “futuro” de modo

que essa designacao seja feita continuamente a medida em que se varia p. Seja ¥ C M um
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conjunto fechado e acronal, i.e., nenhum par de pontos p, g € ¥ pode estar conectado por
uma curva tipo tempo. Defini-se, entao, o dominio de dependéncia de ¥ como o conjunto
D(X) dos pontos da variedade tais que toda curva causal inestendivel para o passado ou
futuro — ou seja, uma curva tipo tempo ou tipo luz que nao “para” na vizinhanca de
nenhum ponto de M — que passa por p intersecta ¥ uma vez. O dominio de dependéncia
de uma regido acronal 3, ou seja, uma regiao de (M, g) na qual nenhum par de pontos
pode ser ligado por uma curva tipo tempo, é aquela regiao do espago-tempo formada por
pontos que podem ser alcancadas por sinais luminosos ou particulas macicas emitidas
em X ou pontos dos quais foram emitidos sinais luminosos ou particulas que atingirao
Y. Se D(X) = M, entao ¥ é dito ser uma superficie de Cauchy para o espago-tempo
(M, g). E possivel mostrar que se ¥ é uma superficie de Cauchy, entdo ¥ é uma hiperficie
tridimensional continua (veja, e.g., o Teorema 8.3.1 da referéncia (4)); se (M, g) admite
uma superficie de Cauchy entdao o espago-tempo é dito ser globalmente hiperbdlico. Em
particular, se (M, g) é globalmente hiperbdlico, entdo é sempre possivel escolher uma
“fun¢do tempo” suave ¢ e uma foliacdo {3},.x = R x X, de modo que cada ponto de M
pertence a somente uma hiperficie 3; e que, para t fixo, X; = {t} x X é uma superficie
de Cauchy (33)). Um espago-tempo globalmente hiperbdlico é, entao, aquele no qual toda
sua histéria futura (passada) pode ser predita (retrocedida) a partir de condigdes em um

instante de tempo representado por uma superficie de Cauchy.

Outros conceitos que serao freqiientemente usado ao longo desta tese sdo o de obser-
vador e o de familia de observadores. Um observador é definido como uma curva tipo
tempo v cuja quadrivelocidade é, em todos os pontos de v, direcionada para o futuro. Ja
uma familia de observadores consiste de uma familia de curvas direcionadas para o futuro

tal que por cada ponto da variedade passa somente uma curva.
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2.2 Decomposicao 3+1

Seja (M, g) um espago-tempo globalmente hiperbdlico para o qual foi escolhida uma certa,
foliagao. Por n® denoto um campo vetorial suave tipo tempo apontando para o futuro tal
que em qualquer ponto n® é um vetor unitario e normal a cada hiperficie pertencente a

foliacao escolhida. O tensor métrico h,, induzido em cada ¥; é definido por
hab = Gap + Mo (2.2.1)

Em particular, isso implica que

hayn® = 0. (2.2.2)
Dai segue que o tensor h®, o inverso de hgyp, é dado por
h® = g% + nn?, (2.2.3)

pois
h®hy, = 67, (2.2.4)
quando restrito ao espago de tensores sobre ¥;.
A derivada covariante consistente com a métrica h,, é definida por
a1...0m .__ pa1 an el em f dy...dn

€1...€m "

Isso é verdade, haja visto que D, satisfaz todos os requerimentos de um operador derivada

e D.hg = 0. Por fim, define-se a curvatura extrinseca de ¥;, Ky, e seu trago K, por

Kab = hcavcnb (226)

K = g"Ky. (2.2.7)
Para uso futuro vou também definir o campo a® como

a% := n"Vn®. (2.2.8)
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Observadores seguindo as linhas integrais do campo n® — isto ¢, seguindo uma familia de
curvas com a propriedade de que uma, e somente uma, curva passa por cada ponto p € M
e que o vetor tangente a curva que passa em p ¢ igual a n?|, — tém como quadriaceleracao

o vetor a“.

O espago-tempo é dito ser estacionario se possuir uma isometria temporal — ou seja,
gerada por um campo vetorial de Killing tipo tempo. Um espaco-tempo estacionario é
também estatico se existir uma foliacdo a qual o campo vetorial que gera a isometria
é ortogonal. Pelo teorema de Frobenius (veja, e.g., o Apéndice B da referéncia (4)), a

existéncia dessa foliagao é equivalente a condi¢ao de que
21, Ve = 0. (2.2.9)

Os colchetes na Eq. (2.2.9)) indicam a anti-simetriza¢do dos indices por eles compreen-
didos. O campo de Killing »* pode ser empregado como vetor coordenado na direcao
temporal, o que implica, da equacao de Killing, que

0
— = 0. 2.2.1

quando o espago-tempo é estatico. Isso pode ser feito, uma vez que as linhas integrais de

»#* interseccionam »; somente em um ponto. Para essa foliacdo em particular, teremos

que
n® = (2.2.11)
]
onde ||5|| := y/—3,. Isso implica que
K, =0 (2.2.12)

e que o campo vetorial a® pode ser escrito da seguinte forma:
a a
a® = V%In||»|. (2.2.13)
Por fim, no caso de um espago-tempo estatico é dito ser esfericamente simétrico se seu

grupo de isometria contem um subgrupo que é isomorfo ao grupo SO(3) e cujas érbitas,

i.e., curvas construidas pela acao da isometria em pontos da variedade, geram superficies
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esféricas bidimensionais. Nesse caso a variedade M é homeomorfa a variedade R xR, x §?
(identificando-se entre si todos os pontos da fronteira). Assim, pode ser escolhida uma
foliagdo para todo X; em termos de superficies esféricas parametrizadas por um s € R,.
A parametrizacao das superficies esféricas é arbitraria e é usualmente escolhida de modo
que s = r := (A/47)"/?, onde A é a 4rea da superficie esférica. Como essas superficies sao
geradas por campos de Killing, é possivel escolher um campo vetorial (e,)?, definido por

Ver

e) = —m———
(er) (Vcrvcr)m

(2.2.14)

de modo que, em todo ponto de M, (e,)* é perpendicular a esses campos. Se (e,)" é um

campo normalizado, pode-se induzir uma métrica sobre as superficies esféricas por

Sab = hap — (€r), (), - (2.2.15)
Denotarei por ©, o operador derivada consistente com a métrica s, e definido por

sy L5y s DT (2.2.16)

ai...an a1 an
e.T by =S gy S Lol

n

Por fim, é possivel definir a curvatura extrinseca da foliacao de cada >; como
Sab = 5,"D. (e),, (2.2.17)

sendo que o trago é dado por

S = s"D, (e,), - (2.2.18)
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Capitulo 3

Formalismo de quantizacao canonica

para campos livres

ESTE capitulo apresento uma formulagao, baseada principalmente na referéncia (7)),
N do formalismo de quantizacdo canoénica para campos livres. A meu ver, além de
ser uma construcao muito bonita, ela clarifica algumas questdes tratadas mais adiante
como, por exemplo, a quantizacao do campo escalar real quando da presenca de modos
que crescem exponencialmente. O formalismo ¢é inicialmente apresentado na Secao |3.1
para espacgos-tempos bastante gerais e depois particularizado para espagos-tempos que
possuem uma isometria temporal na Secao [3.2l A construgdo nesse ultimo contexto é
importante para o propésito desta tese, haja visto que amiide assumirei, como uma
idealizacao 1til, que a geometria de fundo ¢é assintoticamente estatica no passado e no
futuro. Em seguida, na Secao defino a transformagao de Bogoliubov, uma ferramenta
muito util no contexto de TQCEC e que serda empregada nos capitulos seguintes. Por
fim, na Secao discorro sobre o tensor energia-momentum para o campo quantico. Esse
observavel sera fundamental para a andlise das possiveis conseqiiéncias do efeito motivo

deste estudo.



36 Capitulo 3. Formalismo de quantizagdo canonica para campos livres

3.1 Quantizacao em espacgos-tempos gerais

O formalismo de quantizagdao canonica é usualmente abordado comegando-se pela acao
classica que define o sistema de campos. No que concerne ao problema exposto nesta
tese, estou interessado na acao de um campo escalar real de KG — de massa m > 0, com

acoplamento nao—minimoﬂf € R e definido sobre o espago-tempo globalmente hiperbélico

(M, g) — definida por

Skalo] = —; » V=gd'z [g"V.¢V,6 + (m* + ER)S?), (3.1.1)

onde /—gd*z denota o elemento de volume do espaco-tempo. Variando Sk com relacao

a ¢ segue a respectiva equacgao de Euler-Lagrange:
— Vo V% + (m? +ER)p = 0, (3.1.2)

a equacao de KG. Para continuar é necessario definir uma coordenada temporal t. Como ja
mencionado na Secdo [2.1], para um espago-tempo globalmente hiperbdlico isso implica na
escolha de uma foliagao {¥; };cr, onde cada hiperficie 3, é uma superficie de Cauchy. Uma,
vez escolhida a coordenada t, é possivel definir o momentum canonicamente conjugado ao

campo, 7, através da variagao da acdo do campo com respeito a ¢ := 0,¢:

= 09kalo] _ Vh n®V,0, (3.1.3)

00
onde h denota o determinante da métrica espacial definida na Eq. . Satisfeita
a hipotese de que (M, g) é globalmente hiperbdlico, o problema de se obter solugoes
da equacao de KG Eq. em termos de condigoes iniciais é bem-posto em todo o
espaco-tempo. Mais especificamente, dado um par de fung¢oes infinitamente diferenciaveis
(¢o, mo), com dominio em alguma hiperficie 3, existe uma tnica solu¢ao definida em

todo o espago-tempo para a Eq. (3.1.2) tal que ¢ = ¢y e 1 = 7y quando restritos a >,

1O campo ¢ é dito estar minimamente acoplado ao campo gravitacional quando & = 0. Essa nomenclatura
é inspirada na regra de acoplamento minimo em Eletrodindmica. Quando, em 4 dimensoes, £ = 1/6, o
acoplamento é dito conforme. Isso, pois sob transformacoes conformes, i.e., para um reescalonamento
do tensor métrico — que pode depender do ponto do espago-tempo — a forma da equacao de campo para
m = 0 é preservada.
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e para qualquer conjunto S C ¥, fechado a solugao ¢, quando restrita a D(S), depende
somente das condigoes iniciais em S; ademais, a solugao é suave e depende continuamente

das condigdes iniciais (veja, e.g., as Proposicoes 7.4.5 e 7.4.7 da referéncia (Z2)).

Para expor o procedimento de quantizacao canonica, é necessario, em primeiro lugar,
fixar a teoria classica. No caso da Eq. , isso consiste em definir precisamente o
espaco de fase I" para o campo ¢ ou, em outras palavras, as propriedades que deseja-se que
sejam satisfeitas pelas func¢oes que servirao de condigoes iniciais. No caso de um espaco-
tempo arbitrario é conveniente escolher os elementos do par (¢, m9) como elementos do

conjunto de fungoes suaves e de suporte compacto em 3, C5°(2,):
I' = {(¢0,W0)|¢0 : Eto — R, o - Zto — R;Qbo,ﬂ'g € Cgo(Zto)} . (314)

Com isso defini-se . como o espago de solugoes da Eq. que, quando restritas a
¥4, s@o elementos de I'. Do fato de que ha uma relacao univoca entre as condi¢oes iniciais
e as solugoes da equagdo de campo, segue que . pode ser identificado com I'. Ademais,
é possivel definir uma estrutura bilinear anti-simétrica {2 sobre . (ou sobre o espaco de

fase) por

Ui, o) i= [ (m162 = ma6r) ', (3.1.5)

t
onde ¥ := (¢, m);  é dito ser uma forma simplética sobre . se for nao-degenerada. O
lado direito da Eq. (3.1.5)) independe da escolha da hiperficie ¥, posto que é conservado

pela dindmica. O paréntesis de Poisson para €2, fixados ¢, e 19, fica:

{Q@b1,03), Qapa,1b3)} = /Et [%Q(wlﬂ/}?j)éQ(wz;%)

) )
—EQ(%,%)%Q(%,%) &’z

(3.1.6)
= —Q¢Y1,92),

onde usei que

5239(%%) _ (3.1.7a)
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e que

0
5739(1#1,%) = —¢1. (3-1-7b)

Com a teoria classica definida pode-se, entdo, atacar a questao de como levar-se a
cabo a quantizacao do campo escalar. A quantizacao consiste na construcao de uma
representacao irredutivel para os operadores W(w), com 1 € ¥, tal que eles sejam
unitarios, variem continuamente em fungao de ¥ na topologia forte (para a definigao

do conceito de strong topology operator veja, e.g., a referéncia (30))) e que satisfagam

W ()W (1) = 32102 T (3 + 4y) (3.1.8a)

W) = W(=y), (3.1.8b)

as relacoes de Weyl. Escritas dessa forma, as relagdes de Weyl equivalem a prescricao de
quantizagao candnica aplicada ao paréntesis de Poisson definido na Eq. (3.1.6). De fato,

se denotado por Q(¢, - ), o gerador de W(w) satisfaz

[Q(r, - ), Qba, - )] = =iy, o)1 (3.1.9)

Do ponto de vista matemadtico, as relagoes de Weyl Eq. (3.1.8) sao preferidas sobre o
comutador da Eq. (3.1.9) pelo fato de ser tecnicamente mais simples definir a composigao
dos operadores limitados W do que a dos operadores nao-limitados Q(w, ) Os geradores

Q(w, - ), por sua vez, podem ser identificados com o operador campo usual por

O, ) = /E (7 — ¢7)d*x (3.1.10)

se, no sentido de distribuicao, ¢ e 7 satisfazem as mesmas equacoes que ¢ e 7 e

[B(x), 6(®)]ls, =0, (3.1.11a)

[#(2), #(y)][s, =0, (3.1.11b)

20 fato de que os operadores Q(w, -) ndo sio limitados pode ser mostrado através da relagao de comutacao
por eles satisfeita.
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[é(m)aﬁ_(y)”Et = iézt(l’,y)i, (31110)
onde dy, (x,y) é a distribuigao delta definida sobre %;.

No contexto de campos, a representacao para as relagoes de Weyl Eq. (3.1.8) é cons-
truida de sorte que os operadores Q(w, -) s@0 escritos em termos de operadores de criagao
e destruigao atuando sobre um espago de Fock .7 (7#). Dado um espago de Hilbert 7,

defini-se .Z(J) como
F(H) =C P I D (H R I) D (I R I R TO)D ..., (3.1.12)

onde @ denota a soma direta e ®, o produto tensorial simetrizado (veja, e.g., a referéncia
(30))E| O problema que se coloca, entdao, é o de como definir o espaco de Hilbert 7.
Isso pode ser feito da seguinte forma. Suponha que exista sobre . um produto interno

e x . — R que satisfaca, para todo ¢ € .7,

_ LQ(1,1)?
(1, 1) = S 0 ) (3.1.13)

onde sup denota o supremo, i.e., 0 menor real que é maior ou igual aos possiveis valores
da razao acima. Uma vez de posse de p, defina o espaco de Hilbert real ., através do
completamento de .¥ pela norma definida por u. Em poucas palavras, o procedimento
de completamento consiste em formar um conjunto, aqui denotado por .#,, ao qual per-
tencem todos os elementos de .¥ e o limite de todas as seqiiéncias de Cauchy — segundo
a norma definida por g — que podem ser formadas com elementos de . (para mais
detalhes, veja, e.g., a referéncia (32)). Por continuidade, entdo, é possivel estender p e €
a ., e, assim, definir o produto interno de ., como (-, - )., :=2u( -, - ), onde o fator
2 é colocado por conveniéncia. Note que se fixado ¢ € .7, Q(-,v¢) : .7, = R define um
funcional linear e, por conta da Eq. (3.1.13)), limitado, ly(0) := Q(0, ¥). Pelo Teorema da
Representacao de Reiz (veja, e.g., o Teorema 31.9 da referéncia (32)), existe, entdo, um

tinico vetor x € ., tal que (o, X)., = Q(0,7). Isso implica que € define J: Sy = L,

3Se u,v € A, entdo u @ v 1= LEUILEY,



40 Capitulo 3. Formalismo de quantizagdo canonica para campos livres

um operador limitado, tal que

(0, J1) 5, = Qo ). (3.1.14)

Segue da Eq. que Jth=—Je J? = —1: por conta dessas propriedades, J é
chamado de forma complexa. O passo seguinte consiste na complexificagdo de . a fim de
se obter o espaco de Hilbert complexo Ylic e a extensao a este, por linearidade, de pu, 2 e
J , extensoes estas também denotadas, respectivamente, por pu, 2 e J. Feito isso, defini-se
sobre Yf o produto interno (-, ) e = 2u(~, + ), onde a barra na primeira entrada —
da extensao a Ylic — de p denota o complexo conjugado. Em ylic, iJ é um operador
limitado auto-adjunto o qual, por meio Teorema Espectral (veja, e.g., o Teorema 32.38

da referéncia (32))), pode ser escrito como
iJ =P, —P_. (3.1.15)

Os operadores f?i sdo os projetores espectrais de iJ e sdo responsaveis por projetar os
vetores de ff, respectivamente, nas partes positiva e negativa do espectro de iJ. Por
fim, defini-se o espaco de Hilbert 7 C 5”5 como sendo a imagem de Y:LC pelo projetor

P_. Note que, para quaisquer dois vetores de 7,

(Pithy, Petby) e = Q(Prtpy, J ' Pity)
= —Q(Pstr, JPiihy)

= HiQ(Piapy, Piay), (3.1.16)

que é positivo quando i, = 15 # 0. Além disso,

(P, P_)) e = —iQUP_1p, P_4p) = 0, (3.1.17)

N
por conta da anti-simetria da forma simplética, o que significa que (PJ/J) , 0 vetor

ortogonal a }3_1/1, satisfaz

(P_y)" =Py, (3.1.18)

Do resultado da Eq. (3.1.16|) ainda decorre que

(P_thr, P_tho) g = —(P-thn, P_tho) (3.1.19)
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No caso particular em que ¥, 99 € ., ainda é possivel mostrar que

<p—¢1a P—¢2>§ﬂ§ = pu(t1, ) — ;Q(%,@Dg). (3.1.20)

Defini-se, entao, o produto interno de ¢, ou produto interno de KG, (-, - )kq : X & —
C, comd]]

(U1, 2)ka = <]5J/11, ]Sf’(bz)yg = —iQ(IS,wl,p,zﬂQ). (3.1.21)

Neste ponto fica claro que o papel de p é prover uma forma de dividir Yf em dois
subespacos ortogonais, J# e S+, este ultimo sendo a imagem de Ylic pelo projetor
P+. O resultado na Eq. 1. implica que hd uma relagdo univoca entre o complexo
conjugado dos vetores de S e os vetores do espago ortogonal a 7. Isso faz com que seja

possivel identificar %, o espaco complexo conjugado a S, com S+ e, assim, escrever

SE = AP

De posse do espago de Hilbert 77 é possivel entao prosseguir com a construgao da
representacao do comutador dado na Eq. (3.1.9) e, conseqiientemente, das relagbes de
Weyl Eq. (3.1.8). Assim, dado ¥ € Z,(), denotado por

U= (c, ORCIVIC ) , (3.1.22)

defina para o, 7 € Y[LC os operadores

A~

W(P_o)W = (P, W)ka , V2P0 - ) V3P o - @, ), (3.1.23)
chamado de operador de destruicao, e
dT(]f’,T)\IJ = (0, P, V2P 1 @, ¢yW V3P o @, 9P, .. ) , (3.1.24)

seu hermitiano conjugado, o operador de criagdo. Aqui ]3_0-¢(”) denota o produto de KG

entre P_o e o primeiro 7 que aparece em cada parcela do produto tensorial simetrizado,

4Para ser consistente com a notacio empregada ao longo desta secdo, o produto interno de # deveria
ser denotado por (-, - ). Entretanto, optei por adotar a notagdo mais comum na literatura.

50 espaco vetorial complexo V' e seu complexo conjugado V' consistem no mesmo conjunto de elementos,
no entanto a multiplicacdo de um elemento de V por um escalar ¢ retorna o mesmo vetor que seria
obtido se tivéssemos multiplicado o mesmo elemento de V' por €.
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i.e., para ) = 1y ® 1)y, por exemplo,

(P_o, 1)kt + (P_o, ¢2)KG¢1.

Po-yp® = 5

(3.1.25)

Por conta da forma com que foram definidos, os operadores de criagao e destruicao satis-

fazem
[a(P_o),a(P_7)] = 0, (3.1.26a)
[af(P_o),at(P_7)] = 0, (3.1.26b)
[a(P_o),at(P_71)] = (0, 7)kc]. (3.1.26¢)

Note que tanto em W () quanto em Q(¢, - ), ¥ € .. Logo, o que nos interessa aqui
¢ o projetor P_ como um mapeamento entre . e S, ou seja, sua restricdo ao espago
formado pelas solugoes reais do campo. Vou denotar por K : . — J tal restricao.

Definido dessa forma, a imagem de K é densa em .. Por fim, escrevendo para todo

Y eS

A

Q, -) = ia(K¢) —ial (Kv), (3.1.27)

segue, ao serem usadas as relacoes de comutagao da Eq. (3.1.26)), a relacao de comutacao
da Eq. (3.1.9).

J& mencionei que existe uma relagdo entre €2(¢), - ) e o operador campo usual ¢.
Vejamos como, dentro da construcao exposta nos ultimos paragrafos, surge tal relagao.

Para tanto, considere a equagao de KG com fonte,
— Vo V% + (m? +ER)d = , (3.1.28)

onde f € C§°(M), o conjunto das fungoes suaves e de suporte compacto sobre a variedade
M. As solugoes da Eq. podem ser escritas como a soma da solucao da equacao
homogénea mais a solugao particular, que pode ser a solugao particular avancada, Af, ou
a retarda, Rf. Uma vez que ambas satisfazem a equacao de campo com fonte e que a

equacao em questao é linear, vem que Ef := Af — Rf é solugao da equacao homogénea
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com condigoes iniciais de suporte compacto em alguma superficie de Cauchy. Portanto,
E pode ser visto como um mapeamento entre o espago das fungoes de suporte compacto
em M e o espago de solugoes .. E possivel mostrar para esse mapeamento (veja, e.g., o

Teorema 3.2.1 da referéncia (7)) que

(a) para todo ¢ € .7 existe f € C®(M) tal que ¢ = Ef[f
(b) Ef =0 se, e somente se, f = V,V% — (m* + ¢(R)g, com g € C (M),
(c) e que para ¢ € . e f € C5°(M) vale

O(Ef,¥) = /M J=gd'z . (3.1.29)

Defina, entao, o operador ('1%( f) como
O(f) = UES, ) =ia(KEf) —ia' (KEY). (3.1.30)

Dessa forma, d satisfaz a equagao de KG Eq. 1) no sentido de distribuicao e se for
escrito em termos do operador de Heisenberg ngﬁ pesado pela funcao f, entao <;A5 satisfaz
a equacao de campo e as relagoes de comutacao candnicas da Eq. (3.1.11). Ademais, é

possivel mostrar que, para f, g € C§°(M),
B(f), B(g)] = —iQUES, Eg)l = —i /M J=gd*zfEqgi, (3.1.31)
ou, em termos de &, vem que
[b(x), p(a")] = —iE(z, ), (3.1.32)

onde E(z,2’) denota a diferenca entre as fungoes de Green avancada e retarda da Eq.
(3.1.2)) e é conhecido na literatura como fungao de Pauli-Jordan ou de Schwinger (j5)). Por

fim, para o estado de vacuo da representacao, o vetor normalizado

Uy = (c,0,0,0,...), (3.1.33)

6Para ser coerente com a notacdo adotada ao longo desta secdo, seria mais preciso escrever 1) =
(Ef, Vhn'V,.E f). Todavia, usarei a notacao Ef tanto para denotar o campo quanto para o cor-
respondente elemento de ..
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tem-se que

(OI1B())()|0) = (W0, B(f)P(9)¥0)5, )

= WS By~ 5 [ V=adiefEg, (3.1.34)

onde a igualdade pode ser obtida utilizando-se a propriedade da Eq. (3.1.20]). O resultado
da Eq. (3.1.34) mostra que o produto interno p assumido para . guarda relacao com a

parte real da chama fun¢ao de dois pontos associada ao campo quantico.

Normalmente a quantizacdo do campo é feita numa linha diferente da apresentada
aqui. Usualmente, ela é implementada escolhendo-se um “conjunto completo de solucoes”
da Eq. e decompondo-se o operador campo em termos destas. Vejamos como essa
forma de escrever o operador campo, talvez mais familiar do que a defini¢cao dada na Eq.
(3.1.30)), emerge. Para tanto, considere uma base ortonormal completa de 2, {¢,}er.
Entao, para ¢ € . tem-se que

K =) (¢, K¥)kaw;, (3.1.35)
jeI

de sorte que, por conta da definicdo da Eq. ,

a(K) =Y (K, ¢;)kaiy, (3.1.36)
jEI
onde a; := &(?cpj) = a(p;). Agora, escolhendo f € C§°(M) de modo que ¥ = Ef e
usando a definicao do produto interno de KG Eq. e a propriedade dada na Eq.
(3.1.29), segue que

a(Ko) =—iY /M V=gdlz fo;a,. (3.1.37)

Jjel

O mesmo caminho para o operador de criacao leva a

at(Ky) =iy /M V=gd'zf,al, (3.1.38)

Jjel

onde &} = &T(ﬁ’_gpj) = a'(p;). Por fim, a substitui¢do da Eq. (3.1.37) e da Eq. (3.1.38)

na definicao da Eq. (3.1.30)) leva a forma mais usual de se escrever d:

b(f)=Y" /M V=gd'ef (o505 +p40). (3.1.39)

jel
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Essa é uma forma interessante de se escrever o operador campo pois sugere que cada
“grau de liberdade” j do campo, “descrito” pelo vetor ¢;, se comporta como um oscilador

harménico quantico. De fato, haja visto que, por conta da Eq. (3.1.26)), segue que

[a;,a,] = 0, (3.1.40a)
[al,a}] =0, (3.1.40b)

e que
[a;,a}] = 0,1 (3.1.40¢)

A base {p;};er escolhida para €, entretanto, é arbitraria e, portanto, sua escolha nao
carrega, em principio, nenhuma fisica. Dito de outro modo, o conjunto de vetores {¢,}er

estd para ¢ assim como um sistema de coordenadas estd para o espaco-tempo na RG.

As motivagdes por detras da construcao apresentada nos ultimos paragrafos sao as
seguintes (34). Em primeiro lugar, a constru¢do da representagiao das relagoes de Weyl
Eq. como um espaco de Fock sobre um espaco de Hilbert .77 reflete a visao de que
campos quanticos descrevem um conjunto de particulas: um elemento de .7 representa-
ria o estado quintico de uma particula enquanto que um elemento de .Z;(J) descreveria
algum estado de superposicao de N particulas, para diferentes valores de N. Em segundo
lugar, a definigdo de 77 a partir do espaco de solugoes da Eq. esta ligada a nogao
de que na Mecanica Quantica relativistica de um particula as solugoes complexas da Eq.
seriam fungoes de onda. Em tultimo lugar, a definicio do operador campo em
termos de operadores de criagao e destruicao reflete a idéia intuitiva de que um campo
obedecendo uma equagao de onda pode ser visto como uma colec¢ao de osciladores harmo-
nicos. Entretanto, ao menos no que tange ao conceito de particulas, essas motivacoes
tém simplesmente um carater heuristico, nao sendo, portanto, a finalidade da construcgao
acima. De fato, ao contrario do que pode parecer quando, por exemplo, é estudada a
quantizagao do campo eletromagnético em espacgo plano e sua interagao com a matéria,

o conceito de particula somente emerge a posteriori, através da interpretacao de certos
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processos e nio como elemento fundamental da teoria[’

Note que até este ponto o produto interno u, peca-chave na construcao apresentada
acima, ainda nao foi deﬁnido.ﬁ A questao que se coloca, entao, é a da existéncia desse
produto interno e, se existir, sua unicidade. Em espacos-tempos globalmente hiperbdlicos
gerais é possivel mostrar que sempre existe um p satisfazendo a condicao dada na Eq.
(3.1.13)) (36]), entretanto nao se conhece — e acredita-se nao haver (7)) — um critério,
em geral, para privilegiar uma entre as diferentes formas possiveis para p. Pior do que
isso, duas escolhas diferentes para p podem levar a representagoes unitariamente nao-
equivalentes para as relacoes de Weyl dadas na Eq. , ou seja, em principio cada
representacao pode descrever uma realidade fisica diferente. A despeito disso, foi mos-
trado na referéncia (37)), dentro do formalismo algébrico para campos quanticos (38), que
a algebra definida pelas relacoes de Weyl independe da escolha feita para a representagao.
No que tange ao problema tratado nesta tese, a linha principal de argumentacao passara
ao largo dessas questoes uma vez que darei atencao a espagos-tempos assintoticamente
estaticos. Apesar de nao haver uma prescricao de quantizacdo para campos privilegi-
ada em espacos-tempos gerais, para aqueles espacos-tempos que possuem uma isometria

temporal, mesmo que assintética, existe uma escolha natural para o produto interno .

3.2 Quantizacao em espacgos-tempos estacionarios

Para mostrar de que maneira a escolha de u é feita no caso estacionario faz-se mister, em
primeiro lugar, definir o tensor energia-momentum associado ao campo ¢. Dada a acao

S[¢p| que define o campo classico, defini-se o tensor energia-momentum 7y, associado a

"No caso particular do espaco-tempo de Minkowski, E. Wigner define o conceito de particula usando as
representacoes irredutiveis do grupo de Poincaré (35). Essa visdo do conceito de particula serd discutida
brevemente no Capitulo

8A construcio acima poderia ter sido feita dando uma forma complexa J sobre .& e, através dela,
definindo p. A estratégia de se definir uma forma complexa em . para quantizar o campo é adotada,
por exemplo, por Ashtekar e Magnon na referéncia (34).
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esse campo por

2 &5[¢l
T, = NerRT H (3.2.1)

Para a agao da Eq. (3.1.1)) essa definicao implica no seguinte tensor simétrico:

Tab - (]- - 2£)VQ¢V})¢ + fRabQSQ - 2£¢VQV5¢

+452_1 [VepVe6 + (m* + ER)S?| gub. (3.2.2)

O tensor energia-momentum associado ao campo é um observavel importante pois nos
prové informagoes locais sobre energia, momentum e estresse do campo. Além disso,
essa ¢ uma quantidade central se estamos preocupados com o papel gravitacional que o
campo pode desempenhar, uma vez que Ty, aparece como fonte da equagao de Einstein
Eq. . Em particular, se ¢ satisfaz a equacao de campo Eq. , entao é possivel
mostrar que

V.1 = 0. (3.2.3)

Considere um observador com quadrivelocidade u®. O escalar u®u’T,; tem a interpretacao
de ser a densidade de energia atribuida pelo observador ao campo escalar no instante
definido pela superficie de Cauchy que passa pelo ponto em questdao. Quando o espaco-
tempo possui uma isometria temporal gerada pelo campo de Killing »“, ao se contrair
os dois lados da Eq. com »” e integra-los numa porcao N' C M do espaco-tempo
definida por ter como fronteira duas superficies de Cauchy, 3, e ¥;,, com ty > t1, segue
que

dXn" Ty = | dXn®s"Ty, (3.2.4)
DN Sty

onde d¥ = vhd®z denota o elemento de volume da hiperficie ;. Para derivar o resultado
acima basta integrar por partes e utilizar o Teorema de Stokes (veja, e.g., o Teorema B.2.1
da referéncia (4)). Esse resultado implica que para uma familia de observadores seguindo

as linhas integrais do campo »* a energia total associada ao campo é conservada.

Seja (M, g) um espago-tempo globalmente hiperbdlico estacionédrio e »x® o campo

9Para uma discussdo sobre a definicdo do tensor energia-momentum em teoria de campos, veja, e.g., as
referéncias (39}40).
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vetorial que gera a isometria temporal a; : M — M. A construgdo de p em espagos-
tempos estaciondrios pode ser feita da seguinte forma (7,34,/41). Considere o espaco .7,
obtido através da complexificagdo do espago de solucoes .. Defina sobre esse espago de

solugoes complexas o produto internom (-, ) : ST x ST = C de sorte que

() 1= [ dEn T, ), (32,5

onde

Tu(r, 1) = (1=2)V b Viyda + ERubi6s — & (61 VaVids + V.V,

+&§4[V¢§mm+oﬁ+wam4%w (3.2.6)

Uma vez que ¢ e ¢y sao solugoes complexas da equagao de KG Eq. (3.1.2), tem-se que o
lado direito da Eq. (3.2.5)) é conservado e assim é independe da superficie de Cauchy sobre
a qual a integral é calculada. Sobre .#C ¢ também possivel definir o mapa de translacio

temporal 7, : % — .ZC tal que

T(¥) = (¢poa_y,moay). (3.2.7)

De fato, ja que, por conta da simetria do espaco-tempo de fundo, se ¢ é solucao da Eq.
, entdo sua composicdo com a isometria «; também é solucdo. A acdo do mapa
7, consiste em pegar uma solugao ¢ com condigOes iniciais, digamos, na hiperficie ¥, e
leva-la na solugao 7(¢), que tem exatamente as mesmas condigdes iniciais que 1) mas na
hiperficie ¥;,_;. Por conta da defini¢do de isometria, dada na Secdo [2.1] e da defini¢ao
dada na Eq. segue que T O Ty, = Ty +1,, O que implica que a isometria a; define

um grupo em .. Ademais, é possivel mostrar que

(Te(¥1), 7e(¥2)) = (Y1, ¢2), (3.2.8)

de modo que, do ponto de vista do produto interno da Eq. (3.2.5)), 7, é uma transformagao

de simetria de .C.

10Para espacos-tempos de fundo e valores de ¢ arbitrarios, a forma dada pelo tensor energia-momentum
pode nao ser positiva quando ¥; = 1. Entretanto, é possivel mostrar em casos particulares, como
quando a geometria de fundo é plana ou quando o campo tem acoplamento minimo, que essa forma de
fato define um produto interno em .#C.
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Defina, entdo, o espaco de Hilbert & através do completamento de . na norma
definida pelo produto interno dado na Eq. . Em .#C, 7, é linear, por conta de sua
definicao da Eq. , e é limitado, por conta da propriedade Eq. . Uma vez que,
por construc¢ao, o dominio de 7, é denso em &, segue pelo Teorema BLT (veja, e.g., o
Teorema 32.1 da referéncia (32)) que existe uma unica extensao de 7; a &, V,, que é linear
e limitada e cuja norma ¢é igual a de 7; em .#©. Como a propriedade Eq. também
é satisfeita quando 7; é substituido por Ve a; é um mapa C*, entao V, forma um grupo
unitario a um parametro fortemente continuo atuando em &. Pelo Teorema de Stone,
entao, existe um operador auto-adjunto h tal que V; = e~ith. Como h satisfaz (veja, e.g.,

o Teorema VIIL.7 da referéncia (30))

Vw—v
lim ——— = —ihy (3.2.9)

para 1) € .#C, entdo, pela definicdo da derivada de Lie Eq. (2.1.7), segue que
hp = (i£,h,i£,7). (3.2.10)

Note ainda que o dominio de h contem o espaco .#C, pois como os elementos de .#C sdo
pares de fungdes suaves se a variedade é suave (ver, e.g., Teorema 2.1 de (41])), entao suas
derivadas temporais sao finitas e suaves. Logo, a imagem de h também contem .. Uma
vez que £, = 0 para ¢ com suporte compacto em qualquer hiperficie ¥; se, e somente

se, 1 = 0, entdo h é bijetor e existe AL,

Suponha agora que m > 0 e que existe uma superficie de Cauchy sobre a qual
— 3%, > —exn, > €2 para algum € > 0. Nesse caso é possivel mostrar que existe
uma constante C'(g,m) > 0 tal que a forma simplética Q, para 1,1, € #C, satisfaz a

seguinte desigualdadelﬂ:

1, w2)| < Clesm) (W, ) (W2, 2). (3.2.11)

Assim, como 2 é uma forma bilinear e limitada na norma definida por (-, - ), segue que

"Para a prova dessa desigualdade, veja a referéncia (41)).
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é possivel estendé-la univocamente para todo &. Além disso, é possivel mostrar que
Q(Py, hb) = 2i(t1, ¥n). (3.2.12)

A propriedade Eq. (3.2.12) e a desigualdade dada na Eq. (3.2.11) combinadas implicam

~

que h~!

¢ um operador limitado e que, portanto, zero nao pertence ao espectro de B,
a(iz). Aplicando o Teorema Espectral ao operador hé possivel definir E* : & = &, o
projetor associado a parte positiva do espectro de h. Finalmente, dado o projetor E,

defina p : . x . — R como
(1, o) == Tm Q(E+ ey, Etapy) = 2Re(Et ey, h ET1,). (3.2.13)

Definido dessa forma p é um produto interno sobre .# e satisfaz a condicao da Eq.
H Uma vez de posse de pu, pode-se, entao, implementar a construgao exposta
na Secao [3.1] O espago de Hilbert J#, entretanto, pode ser obtido sem mais delongas j&
neste ponto ao notar-se que a definicao da Eq. é consistente com a forma complexa

J = ih|h|™', onde |h| := \/hth. Desse modo, P_ = E* e # é a imagem de & por E*

completada através do produto interno de KG engendrado pelo projetor E+.

A idéia por detras dessa construcio é fazer com que os “estados quanticos de uma
particula”, i.e., os vetores de 7, possam ser escritos em termos de combinagoes lineares
de “auto-estados de energia positiva”. De fato, se a coordenada temporal t escolhida é

aquela definida pela isometria, pode-se escrever a Eq. (3.2.10) como
hap = (idyp, iy ). (3.2.14)

Uma vez que em Mecanica Quantica o operador i0; tem a interpretagao de ser o operador
energia, o espectro de h codifica os possiveis valores para essa grandeza que — do ponto
de vista dos observadores seguindo as linhas integrais de »® — podem ser obtidos numa
medida. Portanto, numa medida da energia de um sistema cujo estado ¢ um vetor de
FC, 0s possiveis valores que podem retornar sdo, por construcao, estritamente positivos.

Sendo assim, a prescrigdo para a definigdo de p (ou de uma forma complexa) em espagos-

12Para uma prova dessa tltima afirmacio, veja a referéncia (36)).
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tempos estacionarios ¢ uma versao, em termos mais precisos, da prescricao de separagao
das solugdes da equagao de campo Eq. (3.1.2) em uma parte de freqtiéncia positiva e outra

de freqiiéncia negativa.

Em espagos-tempos estaticos, base para a maior parte da discussao que sera feita nos
proximos capitulos, essa mesma idéia pode se fraseada afirmando-se que a funcao de onda

do sistema deve satisfazer a seguinte equacao:
.0
i = VAg. (3.2.15)

A forma do operador A sera dada na Secao [4.2| e para a discussao neste ponto basta dizer
que ela envolve derivadas associadas a secao espacial, a massa do campo e o escalar de
curvatura. Se A é um operador positivo na norma de ¢, entao sua raiz pode ser definida
através do Teorema Espectral. Pela Eq. fica claro que o espectro do operador h

estd relacionado com a raiz do espectro do operador A. De fato, uma vez que

“y O?
o= —550=N00 (3.2.16)

deve reproduzir, nas coordenadas escolhidas, a equacao de campo Eq. (3.1.2). Uma vez
que A guarda relacdo com h, é possivel usar os projetores espectrais de A — quando
realizados em termos de fung¢odes sobre uma superficie de Cauchy >, — para escrever os

vetores de s dados por K¢ = (¢4, 7, ) da seguinte forma:

I R0))
T /205

e w4 pode ser obtido a partir da definicao dada na Eq. (3.1.3). Aqui Z denota um conjunto

b+ (t,%) b1 () Fy (x)e ", (3.2.17)

de indices continuos ou discretos que indexam os elementos do espectro do operador A
e 1(j) denota uma medida sobre esse conjunto, enquanto que x denota as coordenadas
espaciais definidas sobre a hiperficie ;. A funcdo F; : ¥, — C, dita autofuncao do
operador A, é definida por

AF; = wiF;, (3.2.18)
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onde w; > 0. As autofuncoes do operador A devem ser escolhidas de sorte que

| T BT () = 0,60, (3:2.19)

e |l
com 6, tal que [;du(j)0,(7,5') =1. A Eq. ¢ usualmente denominada relacao de
completeza das autofungoes de A e reflete a propriedade de que qualquer par de projetores
espectrais sao ortogonais entre si caso estejam associados a regioes disjuntas do espectro.
J& o coeficiente qz~5+ pode ser escrito em termos das condigoes iniciais que definem 1. Para

tanto, note que a solugao ¥ € . pode ser escrita na forma

du(j)

ot = [T

Sr (e 4G (eI Fix) (3.2.20)

N dpG)
"ol Jz e

A relagao de completeza Eq. (3.2.19)), entao, leva, depois de alguma manipulacao, a

- i ! Semo(x)F . (x
\/>/2 Tl %0 X)F;(x) e o O o(x)F(x). (3.2.22)

Isso posto, é possivel, entao, expressar o operador campo em termos das autofungoes

7t x) = [ (e —G_(jle ] Fix).  (3.2.21)

F;. De fato, usando a Eq. para o operador e forma dada na Eq. (3.2.17) para os
vetores de 7, vem que

k;/ J—gd'z f/ \/Q_ CU) e + By) Fye'af) (3.2.23)
Essa expressao nada mais é do que o conhecido procedimento de “expandir o campo em
modos normais” e que no caso de Minkowski reduz-se a “expansao em termos de ondas
planas”. Ela sera 1til nos proximos capitulos. As discussoes do Capitulo 4] e uma parte
substancial das discussoes presentes nos Capitulo [f] e [6] podem ser resumidas ao estudo

do espectro do operador diferencial A em diferentes geometrias.

Por vezes os autores referem-se na literatura ao espaco de Hilbert .7 como “espago
de Hilbert de uma particula” (7,134, 41). Como ja mencionado ao final da Segao , 0
conceito de particula nao é um elemento fundamental na teoria. Entretanto, no caso de

espagos-tempos estacionarios essa denominagao para o espaco de Hilbert 7 é justificada
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por processos nos quais o campo interage por um tempo determinado com um outro
sistema quantico com estados de energia bem-definidos como, por exemplo, uma particula
quantica confinada em uma caixa ou um atomo livre de outras interacoes externas. Esse
sistema quantico com o qual o campo é posto em contato usualmente recebe na literatura
a denominagao de detector. Nesse caso, como mostrado, e.g., na Secao 3.3 da referéncia
(7)), as transigdes induzidas em primeira ordem de perturbagao entre os estados do campo
e entre os estados do detector podem ser interpretadas como a emissao ou a absorcao de
particulas do campo pelo detector. Nesse sentido, entao, em espagos-tempos que possuam
uma isometria temporal os vetores de () tém a interpretacao natural de descreverem

superposicoes de estados de ocupacgao de particulas bosonicas.

A discussao sobre o conceito de particula em TQCEC serd revisitada na Segao [8.1],
quando tratarei com mais detalhes da criacao de particulas por conta de mudancas da

geometria de fundo.

3.3 Transformacoes de Bogoliubov

Considere agora um espago tempo globalmente hiperbdlico (M, g) que é estacionario no
passado. Isso significa que nesse espago-tempo existe uma superficie de Cauchy >; cujo
passado esta relacionado pela isometria o ao passado da superficie de Cauchy >, de um
espago-tempo globalmente hiperbdlico e estacionario (M, ¢’). Assim, o espago de solugoes
. da equacao de campo Eq. sobre o espago-tempo (M, g) pode ser identificado
com o espago de solugoes ./ quando o espago-tempo de fundo é (M’ ¢') da seguinte
maneira. Considere um elemento de . com condigoes iniciais (¢g, mp) numa superficie de
Cauchy ¥;, de (M, g) que esteja no passado da hiperficie ¥;. Entao, é possivel associar a
solugdo definida pelo desenvolvimento de Cauchy das condig6es iniciais (¢g, 7o) a definida
pelo desenvolvimento de Cauchy das condigbes iniciais (¢ o av, T © @) no espago-tempo
(M, ¢"). Feita a identificagao entre . e ./, é possivel induzir um produto interno p em

< através do produto interno p’ definido em ./, por exemplo, pelo algoritmo apresentado
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na sec¢ao anterior. O espago de Hilbert definido por essa construgao em . é usualmente
denotado por J#,. Desse modo o espago de Fock .7 (74,) tem aquela interpretagao de
descrever estados de ocupacgao de particulas no passado da hiperficie ¥;, mas nao no
futuro. O mesmo pode ser feito quando (M, g) é estacionario no futuro. Nesse caso, a
mesma receita leva ao espago de Hilbert J#,, de sorte que % (%) descreve estados de
ocupacao de particula no futuro de ¥;, mas nao no passado. Consideragoes semelhantes
se aplicam mesmo quando o espago-tempo de fundo é sé assintoticamente estacionério
no passado ou futuro. E possivel mostrar que para espagos-tempos que possuam uma
regiao estacionaria no passado e outra no futuro existe um mapeamento linear e unitario,
algumas vezes tratado na literatura de TQCEC por matriz S, que leva % (74,) em
Fs(Hou) e que, conseqiientemente, codifica a criagdo espontanea de particulas e processos
de espalhamento devidos a mudangas na geometria de fundo (veja, e.g., o Teorema 4.4.1

da referéncia (7)) ou a referéncia (42))[

Esse mapeamento, quando implementado no nivel do espago de Hilbert 5”5, recebe o
nome de transformacao de Bogoliubov. Apesar de poderem pertencer a um contexto mais
geral, considere, a titulo de interesses futuros, um espago-tempo globalmente hiperbdlico
(M, g) que é assintoticamente estacionario tanto no passado quanto no futuro. Sejam
{¢} ke uma base ortonormal completa de 4, e {9 };co uma base ortonormal completa
de 7%,,. Com a suposicao de que o mesmo espago de Hilbert formado a partir das
solugoes complexas da equacao de campo Eq. pode ser escrito como %, & S, ou
T D ,%;fmt, é possivel escrever

ot =" A ™ — Bup™, (3.3.1)
leo
com Ay, By € C para todo k € I el € O. A partir das relagdes de ortogonalidade

das bases in e out, segue que os coeficientes da combinacao linear Eq. (3.3.1) podem ser

130 propésito da matriz S nio se circunscreve ao calculo da producio espontanea de particulas ou proces-
sos de espalhamento por conta da mudanga na geometria de fundo. A discussao sobre a existéncia desse
mapeamento se insere na questao mais ampla de quais sdo as condigoes necessarias e suficientes para
garantir que duas representacoes distintas para as relagoes de Weyl sejam unitariamente equivalentes.
Essa questao pode ser traduzida no problema de sob quais condi¢oes, dados dois produtos internos
sobre . distintos p e p’, satisfazendo a condigdo dada na Eq. , o completamento de . na
norma de p é equivalente ao completamento de .# na norma de p’. Para mais detalhes veja, e.g., Secao
4.4 da referéncia (|7)).
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escritos em termos do produto interno de KG dado na Eq. (3.1.21]) da seguinte forma:

Aw = (o™ i (3.3.2a)

out — in

By = —(&"", %" )xa- (3.3.2b)

Além disso, a partir da Eq. (3.3.1)), é simples mostrar que os coeficientes Ay, e By tém as

seguintes propriedades:

(wi™ wit ke = ) ApAwr — BuBii = (3.3.3a)
1€0
e
(@, o ke = > A Bii — Ay B = 0. (3.3.3b)
1€0

Ja para o operador campo, escrito na forma da Eq. (3.1.39)), vem, se usada a Eq. (3.3.1]),

que

o) = X[ veadief (el + i)

kel

= Z /M % —gd4xf Z [@zout (Akz&k - Bk:zdz) + @zom (—Fkl&k + Zkl&;)]
kel leoO

_ Z/M \/—_gd4l’f (gplouti)l _i_@loutl;;f). (334)
leO

Dai segue a seguinte relacao entre os operadores de criacao e destruicao definidos por cada

uma das bases:

lA)l = ZAkla,k - Bkldz (335&)
kel
(6
b =" Apal — Bua. (3.3.5D)
kel

As relagoes dadas na Eq. 1) da-se o nome de transformacao de Bogoliubov e aos

coeficientes Ay, e By de coeficientes de Bogoliubov.

Considere o caso estatico. Escrevamos, entao, os vetores go,gn e p, ", respectivamente,
em termos dos modos de freqiiéncia positiva no passado e no futuro. Isso significa fazer

o seguinte. Tanto no passado quanto no futuro pode-se colocar a equagao de campo Eq.
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(3.1.2) na forma

8t2¢ Aot (3.3.6)

Os modos de freqiiéncia positiva no passado sao os projetores espectrais do operador A™®,
quando realizados em termos das fungoes u;. Ja os modos de freqiiéncia positiva no futuro
sao os projetores espectrais de A°"*, quando realizados em termos das fungoes v;. E claro

que, assintoticamente no passado,

u;(t,x) = F;(x), (3.3.7)

enquanto que, assintoticamente no futuro,

vy (t,x) = G (x). (3.3.8)

Entretanto, sem conhecimento da histéria do espago-tempo de fundo nao é possivel saber

qual é a forma de u; e vy em outras regioes de (M, g). Escrevendo, finalmente, os vetores

out
SOk € @, vem

ol = [ dn(i)al G, (3:3.9)

/dy 500 (7 Yujr. (3.3.10)

Com as expressoes Eq. (3.3.9) e Eq. (3.3.10]) é possivel obter uma relacao entre os coefici-
entes de Bogoliubov, como definidos na Eq. (3.3.2al) e na Eq. (3.3.2b)), e os modos através
da forma do produto interno de KG Eq. (3.1.21)). De fato, fazendo a substituicgao,

Ag = /du /du 13 () B (s (3.3.11a)

By — /du /du (3G B (3.3.11b)

onde os coeficientes «;;» e 3;;: sao definidos por

ajy = —i(Ty, u ) (3.3.12a)
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Na literatura é mais comum ver a denominacgao coeficiente de Bogoliubov aplicada aos
coeficientes ;5 e 3;5; ao longo do texto usarei essa denominacao tanto para os coeficientes
Ay e By quanto para os coeficientes «;; e ;. Por fim, utilizando a Eq. (3.3.1)) com as

expressoes dadas na Eq. (3.3.9) e na Eq. (3.3.10)) e as definigoes Eq. (3.3.12)), também é

possivel obter a seguinte relagao entre os conjuntos de modos {u;}jer € {v; }jeco:

u; = /Odﬂl(j/) (ajj’vj’ _ ﬁjj’vj/)' (3313)

A Eq. (3.3.13) é bastante 1til para se inferir o comportamento de um conjunto de modos
na regiao futura ou passada se se conhece o comportamento do outro conjunto de modos

naquela regiao.

3.4 O tensor energia-momentum para o campo

quantico

Uma vez quantizado o campo e definido o espago de estados do sistema, devemos passar aos
observaveis da teoria. Como aqui estou cuidando de um campo livre e estou preocupado
com seu papel num sistema gravitacional, é necessario voltar a atencao para o operador
tensor energia-momentum, Top. Em TQCEC, ao se considerar campos livres, a interagao
gravitacional passa a ser a unica janela de que se dispoe para observar a evolucao do
sistema quantico. Na literatura é aceito que, em nivel semiclassico, o sistema quantico

retroage sobre o espago-tempo segundo a equagao de Einstein semiclassica,
1 .
Rab — §Rgab = 87T<Tab>, (341)

onde <Tab> ¢ o valor esperado de T, em algum estado do campo (5-8). Essa equacao
¢ usualmente motivada por um paralelo com a abordagem semiclassica para a Eletrodi-

namica, mas pode também sé-lo através da deducao formal da correcao de ordem mais
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baixa para o campo gravitacional classico quando a matéria e perturbacoes sobre g,; sao
quantizadas. De qualquer forma, nao parece haver na literatura uma justificativa tltima
para a equacao de Einstein semicldssica a partir da qual fique claro qual deva ser seu

regime de validade.

O procedimento de quantizacao canonica nos diz que para obtermos o operador T
correspondente ao observavel classico T, devemos substituir em sua expressao o campo
¢ pelo correspondente operador de Heisenberg — aqui denotado por ngS — e simetrizar
o resultado de modo a obtermos um operador auto-adjunto. Entretanto, a Eq.
nos mostra que o tensor energia-momentum é um observavel que depende de produtos de
campo e suas derivadas no mesmo ponto do espago-tempo. O fato de ngﬁ somente estar
definido no sentido de distribuicao leva a conclusao de que no contexto do formalismo
canonico nao é possivel definir T como um operador atuando sobre o espago de estados
do campo ou mesmo dar sentido a ele como distribuicao. Esse tipo de problema ja aparece
em espago plano e estd na raiz da necessidade, tanto no espaco-tempo de Minkowski
quanto em espaco-tempos mais gerais, de algum procedimento de renormalizacao para

que se possa dar sentido a quantidades como o tensor energia-momentum.

Para efeitos praticos podemos nos contentar em somente definir o valor esperado de
quantidades quadraticas no operador campo, como Ti» ou as flutuagoes do campo, dadas
pelo valor esperado de @2. Para o tensor energia-momentum, em particular, seu valor
esperado em algum estado do campo pode ser definido através de quatro condigbes, os
chamados axiomas de Wald (7). Esses axiomas fixam a forma de (T},;) a menos de termos
que dependam localmente da geometria de fundo e por isso podem ser absorvidos em cons-
tantes, como a de Newton e a cosmolégica.ﬂ Os axiomas de Wald, contudo, nao fornecem
uma prescricao para a construcao de <Tab). Para tanto, podemos langar mao do préprio
formalismo apresentado. Ja foi dito acima que podemos construir T a partir da expres-

sdo para o tensor energia-momentum cldssico. Para um estado do campo ¥ € Z ()

qualquer, o valor esperado (U|T,,|0) = (U, T, %) 7.() serd divergente; divergéncia esta

14 Essa necessidade de contra-termos na acio gravitacional aparece também no formalismo de acdo efetiva,
onde o comportamento ultravioleta do campo quéntico implica em termos que dependem de derivadas
da métrica de fundo (43).
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que decorre do fato de que T.» estd mal definido. Para se obter uma expressao para o
valor esperado do tensor energia-momentum com significado fisico, <T ab), €, entao, neces-
sario algum procedimento de regularizacao e renormalizagdo para “remover os infinitos”
de <\I’|Tab|‘11> Em linhas gerais, para que os axiomas de Wald sejam satisfeitos, o pro-
cedimento de renormalizacao adotado deve depender somente de propriedades locais do
espago-tempo, ser tal que o resultado final seja covariantemente conservado e que, no caso
do espago-tempo de Minkowski, seja equivalente ao ordenamento normal dos operadores
de criacao e destruicao. Para uma classe especial de estados, conhecidos como estados

Hadamard, existe um algoritmo que permite construir (T,,) satisfazendo os axiomas de

Wald. (Para a construgao desse algoritmo veja, e.g., a referéncia (7)).)

Na discussao que se seguird sobre o Efeito de Despertar do Vécuo, irei tacitamente
assumir que o estado inicial do campo é Hadamard. Para o caso particular da formacao
de um corpo compacto que serd discutido no Capitulo [6] por exemplo, o estado inicial do

campo é Hadamard, o que esta implicito na escolha dos modos in 14 feita.



60

Capitulo 3. Formalismo de quantizagdo canonica para campos livres




61

Capitulo 4

Um estudo da equacao de

Klein-Gordon

O presente capitulo serao obtidos alguns resultados que dizem respeito a separacao
N das partes temporal e espacial da equacdo de KG. Em particular, nas Se¢oes
e paulatinamente explorarei possiveis simetrias do espago-tempo de fundo, as quais
serdao usadas mais adiante para construir a linha principal de argumentacao. Os resultados
obtidos e as andlises feitas aqui serdo utilizadas no Capitulo [5| para derivar o crescimento
sem-limites da densidade de energia de vacuo de um campo quantico escalar em espacos-

tempos bastante gerais e analisar tal fenomeno.

4.1 Decomposicao 3+1 da equacao de Klein-Gordon

Como ja foi argumentado no Capitulo|3], o procedimento de quantizagao passa pela escolha
do espacgo de Hilbert 2. Em particular, em espacos-tempos estacionarios ou estaticos
ha uma escolha natural para 7 baseada na isometria temporal do espago-tempo de
fundo. No caso estatico foi mostrado que as autofungoes e o espectro do operador A sao
pecas importantes para o entendimento do operador campo e seus observaveis. Portanto, é

interessante ao menos obtermos algumas propriedades qualitativas das solugoes complexas
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da Eq. (3.1.2) em alguns espagos-tempos.

Vou comegar por um espago-tempo (M, g) globalmente hiperbdlico geral. Tendo em
vista as defini¢oes feitas na secao [2.1], é possivel escrever a derivada de uma funcio escalar

qualquer ¢ da seguinte forma:
Vad = —na (0'V0) + D (4.1.1)

Tomando o 4-divergente da Eq. (4.1.1)) e escrevendo a métrica g,, em termos de hy, € n?,
vem a forma do operador de Laplace-Beltrami em termos de objetos definidos na se¢ao

espacial de (M, g):
VoVe% = —nV,(n°Vyo) — KnVab + a®Dygp + Dy D (4.1.2)
Entao, usando a Eq. , vem a forma decomposta da equacao de KG,
— V4 (n’Vy¢) — Kn®V,¢ 4+ a®Dy¢p + DD — (m® + ER)¢ = 0. (4.1.3)
Uma vez que desejo estudar as solugoes complexas para a equacao de campo, ¢ ne-
cessario definir a funcao escalar ¢ como
p: M — C. (4.1.4)
Para solugoes complexas a corrente
Jo = —i($Vud — 5V ,0) (4.1.5)

é conservada pela dinamica do campoH Sendo ¢ uma fun¢do complexa, posso decompo-la
como

¢ = pe ", (4.1.6)
onde as fungoes p e ¢ sao definidas como

p: M — Ry, (4.1.7a)

'Para o campo de KG carregado, a corrente J, descreve a corrente de cargas. Nesta tese, entretanto, ndo
estou interessado em campo carregados.
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p: M — R (4.1.7b)
Substituindo a Eq. (4.1.6) na Eq. (3.1.2)) vem que a Eq. (3.1.2)) é satisfeita se, e somente
se,

—Vo Ve + VoVi% + (m*+ER)p =10
—pV Ve — 2V, pVi =0

(4.1.8)

A segunda equacao na Eq. (4.1.8)) pode ser integrada um vez. Vejamos. Multiplicando
por p, vem que

Vo (0°V7p) = 0. (4.1.9)
Entéao, sendo N a porgao de M entre ¥y, e y,,

0= / Va (pQV“gp) V—g d‘z = / P°Vap ndY — / p’Vap n*dY,  (4.1.10)
N c M EtQ Etl

onde assumi que o campo anula-se no infinito espacial e foi empregado o Teorema de

Stokes. Esse resultado nada mais é do que a conservacao da corrente .J, definida na Eq.

(4.1.5). Substituindo a Eq. (4.1.1) e a Eq. (4.1.2) na Eq. (4.1.8) vem o seguinte par de
equacoes:
— NV (n"Vip) — KnVap +a®Dyp + DD

- [m2 + &R+ DopDo — (n“Vaso)Q] p = 0, (4.1.11a)

— NV, (n" Vi) — KnV,ep — nV, In p?nV,p

+aDyp + Dy In p? D% + D, D*p = 0. (4.1.11b)

Considere também o tensor energia-momentum, definido na Eq. (3.2.2), associado
a um perfil de campo complexo ¢. O escalar n®*n’T,, pode ser manipulado de modo a

escrevé-lo em termos de objetos definidos na Segao [2.2] de sorte que é possivel obter a
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seguinte igualdade:

P = Vg (DD + (m? + ER)6
+¢ [0Kn*V1 — 6D, D6 + (m? + ER) o)
+§n“anab¢¢ + c.c., (4.1.12)

onde foi empregada a equagdo de campo na forma da Eq. (4.1.3). O mesmo tipo de

procedimento pode ser aplicado ao campo vetorial h*n¢T;,., para o qual é possivel mostrar

que
habnchc — 1_22€Da¢ncvc¢ + ghdanRbc¢¢
— ¢[D"(n°V.9)d — KD + c.c.. (4.1.13)

Essas duas quantidades sao interessantes pois estao associadas com a densidade de energia
e de corrente de energia do campo e que, como veremos adiante, satisfazem uma equacao

de conservacao quando o espago-tempo de fundo possui uma isometria temporal.

4.2 Decomposicao 3+1 da equacao de Klein-Gordon

em um espaco-tempo estatico

Como ja mencionado na Seg¢do [2.1, quando o espago-tempo ¢é estético podemos escolher
o campo de Killing tipo tempo como vetor coordenado. Essa escolha da coordenada
temporal implica que os coeficientes que comparecem na Eq. independem de t.
Assim, a equacdo de KG admite solucoes na forma da Eq. com

p=TX, (4.2.1)

© = @ + Py, (4.2.2)

onde as fungoes acima sao definidas como segue:

T:R — Ry, (4.2.3a)
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X: % o Ry, (4.2.3b)
o R = R, (4.2.3¢c)
ps: D o R (4.2.3d)

Entao, substituindo a Eq. (4.2.1) e a Eq. (4.2.2) na Eq. (4.1.11a) e na Eq. (4.1.11b)) e

usando a Eq. (2.2.12)) e que
%'V, (350) = 0 (4.2.4)

vem o seguinte par de equacoes:

11 (°Vapr)? 1
— 31"V, (V) + T+ — D, DX
T || |2 | 5¢]|2 X
1
—i—ya“DaX—(mQ—i—ﬁR—kDa(pgDagoz) = 0, (4.2.5)
LV (Vi) — 2 (VLT (£ 01)
- Ve, a\ X bPt) — + 4 a v %
| 5¢]|2 YT '
9
+a"Dags: + DX D'y + DD = 0. (4.2.6)

Neste ponto, aplicando o método de separagao de variaveis ao par de equagdes acima,

obtém-se que

%V o (5, T) — (5*Voip)*T + 0T = 0, (4.2.7a)

D.D"X +a°DyX — (m? + £R + Daps Do) X + “;'HQX =0, (4.2.7b)
T?5°V o (V1) + (5*VoT?) (5" Vior) + AT? = 0, (4.2.7¢)
X2D,D%ps, + a"Dyps X* + D, X*D%py5, + X2 =0. (4.2.7d)

2
]|
Por o e A denoto, respectivamente, as constantes de separacao entre a variavel temporal

e as variaveis espaciais da Eq. (4.1.11a)) e da Eq. (4.1.11b]).

Vou agora manipular a Eq. (4.2.7c)) e a Eq. (4.2.7d)) para mostrar que é possivel fixar

o valor de X\ usando a condicao de contorno no infinito espacial. Primeiro, note que é
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possivel, usando a Eq. (2.2.13]), colocar a Eq. (4.2.7d)) na seguinte forma:

X2
D* [[|/| X Datps | + /\W = 0. (4.2.8)

Integrando a expressao acima dos dois lados em alguma hiperficie 3;, segue que

X2

ol

/E D |l X* Dagpy] 45 + )\/E s = 0. (4.2.9)

A primeira integral é nula pelo Teorema de Stokes e pelo fato de que estou assumindo que
X anula-se no infinito espacial. A segunda parcela tem como integrando uma quantidade
estritamente positiva. Logo, a expressao acima é verdade, para X nao identicamente nulo

em X, se, e somente se, A = 0. Levando esse fato para a Eq. (4.2.7c]), segue que
T2V s = cte. (4.2.10)

Usando a carga conservada pela corrente J,, tem-se, para uma solucao ¢ escrita na forma

da Eq. (4.1.6), que

2

X
/ n®J,d% :/ P°nV opdY = 2T2%“Vacpt/ ——dY = cte, (4.2.11)
3t p3M 3t

[
o que é consistente com o fato de que J, é conservado.

Através da forma da Eq. (4.2.10) e da Eq. (4.2.7a)) vou analisar a relacao entre a

amplitude de uma solugdo complexa da equacao de KG no caso estatico e os sinais da

constante de separacao o. Para tanto, escreva

C
%ava@t = ﬁ, (4212)

onde C' é uma constante real. Substituindo essa relagdo na Eq. (4.2.7a)) em favor de T e

multiplicando o resultado por »“V.T', vem

1, ., , 1C* o _,
“ = T —— 4+ =T = 4.2.1
%'V, 2(%Vb)+2T2+2 0 ( 3)
e o argumento da derivada independe de t:
02
(VT + — +0T? =€, (4.2.14)

T2
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onde £ é uma constante real. Pode-se, entao, definir o seguinte “potencial”:

I(T) = 5 + 0T, (4.2.15)
16 E S
" 8(T)
Q(T) 10
8 < 2 T
T 10
(a) (b)
9(T) «
’ £
T
(c)

Figura 4.1 — Gréficos da funcéo potencial Eq. (4.2.15)) para C' # 0. No gréfico (a) fixei ¢ > 0, em (b) ¢ < 0 e em (c)
o = 0. A linha pontilhada denota, ao cruzar com a linha cheia, os “pontos de retorno” do potencial.

Da Fig. u (a) vé-se que todas as solugoes possiveis para a Eq. quando o > 0
sdo fungoes limitadas na coordenada t. Por outro lado, se ¢ < 0 — Fig. 4.1] (b) e (¢) —
a Eq. admite solugoes que crescem arbitrariamente. Note que quando a norma
da solucao da equagao de campo é nula, a funcao da Eq. tem os comportamentos

representados na Fig. [1.2] dependendo do sinal de o. Assim, se ¢ > 0, a funcao T é
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o>0

o=0

-10 og<(0

Figura 4.2 — Gréfico da fungdo potencial Eq. (4.2.15) fixado C =0 paraoc > 0,0 <0e o =0.

limitada enquanto que, se 0 < 0, T cresce ou vai a zero. Em particular, se 0 <0e & =0

hé solugoes da Eq. (4.2.7a) que tendem a zero num tempo infinito.

Por fim, voltemos as Eqs. (4.2.7al-[4.2.7d)). J4 mostrei que a condi¢ao de contorno

que diz que os perfis de campo devem anular-se no infinito implica que a constante de
separacao A deve ser zero. Esse fato permite que a escolha ¢y, = 0 seja consistente com

a Fq. (4.2.7d) em todo aberto de ¥; no qual p # 0E| Com essa escolha e a expressao da
Eq. (2.2.13]) para o campo a®, é possivel colocar a Eq. (4.2.7b]) na seguinte forma:

— |l¢ll D* (|| || DaX) + || 5¢]*(m* + ER)X = 0 X. (4.2.16)

Essa forma para a equagao satisfeita por X sera ttil mais adiante. O operador diferencial
que comparece na Eq. é a forma prometida para o operador A na Secao E
importante destacar que o comportamento temporal de uma solugao complexa arbitraria
da equacdo de campo num espago-tempo estatico foi relacionada no paragrafo anterior
com os possiveis valores da constante de separagao o. Quais sao esses valores, entretanto,
¢ uma pergunta cuja resposta depende exclusivamente da Eq. , isto é, depende de
qual serd o conjunto de ¢ para o qual a Eq. apresentara solucoes condizentes com

as condig¢oes de contorno e constituem o espectro de A.

2Por razdes praticas, entdo, é mais simples relaxar a definicdo de X, usando R como seu contra-dominio.
Isso sera feito mais adiante.
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Para propodsitos futuros, também é interessante explorar a forma das quantidades

da Eq. (4.1.12) e da Eq. (4.1.13]) quando o perfil de campo pode ser colocado na forma
Te~ %t X . Utilizando os resultados da Eq. (2.2.12)) e Eq. (2.2.13)) e a Eq. (4.2.16]), além da
relagao

33 Ray¢® = || 5¢[| Do (D" ]| 66) — [|3]| Dl | D* (66) (4.2.17)

que é obtida a partir da definigdo do tensor de Riemann Eq. (2.1.2)), é possivel colocar a

Eq. (4.1.12)) na seguinte forma:
1 |29V, (Te %) |

2 [ ]2
1—4¢
4

22 T2 ;
X2 4 o Il (607X

nn’T, =

+

1
H%HD“X2> + 20)(2] : (4.2.18)
J& para o campo vetorial h®n¢T}, é possivel mostrar, usando Eq. (2.2.12)) e que
h 3 Ryepp = 0, (4.2.19)

que

poer, . Z VeI <1 — 4

EZE 1 || D* X +§Da||%||X2> : (4.2.20)

Ademais, a 4-divergéncia nula de T;;, dada na Eq. (3.2.3]) contraida com o campo de Killing

tipo tempo, implica na seguinte equacao de conservacao:
52V (Is2nnTie) + Do (152 honeTic) = 0 (4.2.21)

Logo, em um espacgo-tempo estatico, é razoavel definir a densidade de energia associada

ao perfil ¢ e sua corrente, respectivamente, por

po = ||||n“n" T, (4.2.22)

3% = —||s|Ph**n Ty (4.2.23)
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4.3 Decomposicao 341 da equacao de Klein-Gordon
em um espaco-tempo estatico e esfericamente

simétrico

Vejamos, por fim, como podemos prosseguir com a decomposicdo da equacao de KG
quando dispomos de um espaco-tempo estatico e esfericamente simétrico. Para tanto,
posso usar o campo vetorial (e, )* para decompor as segdes espaciais de (M, g), como ja
mencionado na Se¢ao A decomposicao do operador diferencial D, na Eq. eo
fato de que, como o espaco-tempo ¢ esfericamente simétrico, o campo a® tem componente

somente na direcio de (e,)", levam of|

— I3l (e2)" Da [ 1]l (e,)" Do X | — [|3¢]*€.0°X

—[|5|?S (e,)* Do X + ||2]*(m* + ER)X = oX. (4.3.1)
Para simplificar a equagao acima, vou escrever X como

X= (4.3.2)

e vou escolher U de modo que ©,U = 0, ou seja, constante sobre cada esfera gerada pelas
isometrias, e

1
(e/)" DU = U, (4.3.3)

onde S, o trago da curvatura extrinseca dessas esferas, foi definido pela Eq. (2.2.18)). Para

encontrar a equagao para £ que decorre da Eq. (4.3.1) basta substituir a Eq. (4.3.2)) na
Eq. (4.3.1) e no resultado usar a Eq. (4.3.3]). Assim, segue para E que

= |l (e)" Da [l1] (&) DyE| — ||| *€.0°E

Il m? + €R) + Sl (6" Da [l ) U] LB = 0B (43,

3A afirmacdo de que a® s6 tem componente na direcdo de (e,)® pode ser provada contraindo o campo a®
com 0s campos que geram as isometrias sobre as superficies esféricas e utilizando-se a equacao de Killing.
Essa é a expressao rigorosa do fato geometricamente intuitivo de que um campo vetorial esfericamente
simétrico tem que ser puramente radial.
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Por tltimo, induzido pela forma da derivada na dire¢ao de (e,)” na equagdo acima, definirei

o seguinte campo vetorial:

(0))" = [l5| (e)" . (4.3.5)

Pela forma com que foi definido acima, (9,)* é um vetor coordenado. De fato, uma vez que
(0y)" comuta com os campos de Killing que geram a isometria temporal e as isometrias
que definem as superficies esféricas. Isso pode ser mostrado recorrendo-se a defini¢do
dada na Eq. e usando a equagao de Killing. A coordenada radial y sera util mais

adiante

4No espaco-tempo de um buraco negro y é conhecida na literatura como coordenada de tartaruga de
Wheeler (1), usualmente denotada por r*.
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Capitulo 5

Do mecanismo de despertar do vacuo

ESTE capitulo discorrerei sobre o Efeito de Despertar do Vacuo em espacos-tempos
N conformalmente estaticos. O primeiro passo sera escrever o operador ® em termos
dos modos da equagao de KG. Isso serd feito ao longo da Se¢do [5.1] Na Secao argu-
mento do porqué a existéncia de modos exponencialmente crescentes no futuro implicam
num crescimento sem-limites das flutuagoes e da densidade de energia do campo no estado
de vacuo. Com a finalidade de obter uma condicao necessaria para o desencadeamento do
efeito, exploro na Seg¢ao [5.3| um guia para o aparecimento dos modos com comportamento
exponencial. Por fim, na Secao[5.4|calculo a contribuicao dos graus de liberdade do campo
descritos por esses modos ao valor esperado da densidade e corrente de energia do campo

e sua energia total.

5.1 Quantizacao do campo

Para argumentar em favor da afirmacao de que existem espacos-tempos bem-comportados
capazes, por conta da evolucao, de forcar a densidade de energia de vacuo de um campo
quantico a se tornar protagonista na evolucao do sistema vou utilizar um espago-tempo

conformalmente estatico. Seja (M, g) um espago-tempo gerado por alguma distribuigao
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de matéria classica tal que sua métrica possa ser escrita como

Gab = V2 Gap, (5.1.1)

onde g, admite um campo de Killing 7 tipo tempo e existe uma foliacao {X;},. tal que

ne =
[

¢ normal as hiperficies ¥;. Aqui ¥ : M — R} ¢ uma fun¢ao suave chamada
de fator conforme. Substituindo essa forma para g,, na equagao de KG Eq. e a
reescrevendo em termos de objetos definidos no espago-tempo (M, g) e o fator conforme,
tem-se que

65

3"V Vi + <\I12m +¢R 410 ~abﬁﬁbxp> ¢ =0, (5.1.2)

onde

¢ = (5.1.3)

E‘"G\z

O operador derivada V, é aquele compativel com Jab € R é o escalar de curvatura rela-
cionado ao espago-tempo (M, g). Vou agora aplicar a decomposi¢ao 3+1 para o espago-

tempo (M, Gap). Usando o resultado da Eq. (4.1.2]) na primeira parcela do lado esquerdo

da Eq. , vem que
= 5N (V1) = ~ 15 Da (|15 D) + Vet 6. (5.1.4)

onde

1-6 - -
Ve = || |7 <\If2m +ER+ T s g“bvavb\lI). (5.1.5)

O operador derivada D, é aquele compativel com o tensor métrico hg;,, induzido nas se¢oes

espaciais pela foliacao escolhida.

Uma situacao relativamente simples na qual o efeito ja pode ser desencadeado é a se-
guinte. Suponha que o espago-tempo (M, g) é tal que tanto assintoticamente no passado
quanto assintoticamente no futuro V. nao depende da variavel temporal definida pelo
campo de Killing “. Essa simplificacado abrange campos sem massa em espacos-tempos
que sao assintoticamente estaticos tanto no passado como no futuro, caso da formacao
de uma estrela estatica a partir de matéria espalhada por todo o espaco, e campos sem

massa e com acoplamento conforme. Desse modo é possivel proceder com o esquema de
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quantizacao do campo escalar ¢ como apresentado nas Segoes e Outra conseqiién-
cia dessa simplificacao é fazer com que, tanto no passado quanto no futuro, seja possivel
implementar uma decomposicao dos modos da equagao de campo aos moldes do que foi
feito para uma solucdo complexa arbitraria, via o método de separacao de variaveis, na

Sec¢ao Aqui, entretanto, a equacao satisfeita por X é
— [|#|Da (5| DX ) + VerX = 0X, (5.1.6)

com Vi dado pela Eq. (5.1.5)).

Vou comecar pelo estudo dos modos que sao de freqiiéncia positiva assintoticamente
no passado. Suponha que nessa regiao a Eq. (5.1.6) admita solugoes que nao divergem
no infinito espacial somente para o positivo. Logo, como argumentado na Secao |3.2] na

regiao passada devemos escolher a parte temporal dos modos de sorte que
1€ zu = wu, (5.1.7)

com w € R,. Implementando para os modos u a decomposicao Eq. (4.1.6) com p e ¢,

respectivamente, com as formas da Eq. (4.2.1]) e da Eq. (4.2.2), vem que
— T3V, + 3V, T = —iwT. (5.1.8)

Essa relacao é satisfeita escolhendo T = \/% e p; = wt. Substituindo essas escolhas na
Eq. (4.2.7a)) segue que w = ¢'/2. Por fim, o conjunto de modos de freqiiéncia positiva
satisfazendo as condigdes acima no passado, {u; }j ¢z tem como elementos
e—’iwj't F
’LLj = 7],
\/Qw]' U
por F; : ¥, _,_o, — C denoto as solucoes da Eq. (5.1.6) no passado. Note que a escolhas

(5.1.9)

feitas para T' e ¢; tém o propdsito de fazer com que
—iQ(1;, uy) = 6,(4, 7", (5.1.10)

onde 2 denota a forma simplética definida na Eq. (3.1.5) e §,, assim como antes, ¢ tal

que [7du(7)d(j,5") = 1, com p(j) uma medida definida sobre Z. Assim, 6 pode ser escrito
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COo1mo

$ = Z (kainak + @km&2> ) (5'1'11)
kel

onde

ol = [ du(i)ai (s, (5.1.12)

que denota os elementos da base de .7#,. Vou escolher como condic¢ao inicial para o campo
quantico ® o estado de vdcuo in, isto ¢, o vetor Ui € F (J4,) que, assim como antes,
satisfaz

apvy =0, (5.1.13)

para todo k € I.

Para conhecermos o comportamento do sistema quantico no futuro temos de, ao menos
a principio, ser capazes de evoluir os modos u; através da equagao de campo até aquela
regiao do espago-tempo. Obviamente, devido a evolugdo do sistema gravitacional, no
futuro a base de modos {u;};ezr ndo sera mais de freqiiéncia positiva. Por conta disso,
faz-se conveniente escolher um outro conjunto de modos. Diferentemente do que supus no
passado, vou considerar agora que no futuro o espaco-tempo ¢é tal que existem solugoes
da Eq. para a qual o é negativo e que nao diverge no infinito espacial. O fato de
que assintoticamente no futuro o espaco-tempo ser tal que V.t nao depende da coordenada
temporal permite, para as autofungoes da Eq. com ¢ > 0, uma decomposicao em
termos de modos da equacao de campo naquela regiao escolhidos segundo a mesma receita

seguida para o passado. Esses modos tém a seguinte forma:

—iwot
e 1] Gl

B \/2@'13’

com [ € O, um outro conjunto de indices. Aqui as fungoes G; : ¥y ., — C sao solugoes

v (5.1.14)

da Eq. no futuro para o > 0. Para os modos cuja parte espacial satisfazem a Eq.
(5.1.6)) com o < 0 nao é possivel, contudo, escolher sua dependéncia temporal de maneira
que satisfacam a Eq. assintoticamente no futuro. Dito de outra forma, as escolhas
para T' e ; feitas para os modos com o > (0 nao sdo consistentes com o fato de que

sua parte espacial satisfaz a Eq. (5.1.6) com o < 0. Uma maneira de encontrar a forma
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da parte temporal desses modos é resolver a Eq. (4.2.14) para ¢ < 0. Para tanto, vou

escrevé-la da seguinte forma:

olT*+&71T? - C
dar _ /Il

5.1.15

o que leva a
y :i:]' 1 arccoshy J 5116
N 2 |O'|1/2 /arccoshyo w ( o )

20| T2 +E 2|o|T24+-€ - . . . ~
onde Yy = _2olT7+E e Yo = Mio. A expressao acima implica que, como fungao de
\/ 4lo|C2+E2 \/ 4lo|C2+E2

t, T? se escreve como
/ 2 2
T? = W cosh 2|02 (t - 0)] — 2;, (5.1.17)
onde 6 e £ sdo constantes que devem ser escolhidas nas condig¢oes iniciais. Note que escolhi
o sinal 4+ na expressdao para 72; uma vez que cosh é uma funcdo par, o dltimo resultado
é independente dessa escolha. A proposito de simplificar a forma da expressao final, vou
tomar

1
E=—lo|"?cot(2a), =0 ¢ C = 3 (5.1.18)

e assim vem que
T cosh(2|o|'/?t) + cos(2a)
B 2|o[1/2sen(2a)

(5.1.19)

Ainda é necessario determinar a fase da parte temporal do modo. Sua expressao pode ser

obtida através da equacao diferencial para a fase, Eq. (4.2.12)), cujo resultado é
¢ = arctan [tanoztanh (|0|1/2t)} . (5.1.20)

Por fim, tem-se que a forma da parte temporal dos modos cuja parte espacial é solucao

da Eq. (5.1.6) para o <0 ¢é

Te_iwt _ th—ia + e—Qt-H'a (5 . 21)
4Qsen(2a) ’

onde Q = |o|'/2 e a € ]0, 7]. Logo, assintoticamente no futuro, pelo fato de que estou

supondo que existem solugoes da Eq. (5.1.6) para o < 0, é necessario, além do conjunto
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de modos {v;}co, 0 conjunto de modos {w(®™)},cor, cujos elementos tém a forma

Qnt—iony —Qntt+ian H
wlen) = © Rl iy (5.1.22)
AQ,sen(20,) ¥

Denoto por H, : ¥; 1, — C as solugoes da Eq. no futuro para ¢ < 0. Para
ser coerente com as referéncias (24,25), ao longo do texto assumirei o, = /12, para
todo n € O, exceto se apontado diferente. Sendo assim, a fim de simplificar a notacao,
suprimirei a menc¢ao ao parametro «, — a nao ser que isso possa levar a alguma confusao.

Portanto, em termos desses outros conjuntos, temos que

6= (p"bw +p0))., (5.1.23)
k'eO
onde
pomt — /O dv(1) 32 (1), + /O A () B (m)w, (5.1.24)

que denota os elementos da base de J7,;. E possivel verificar que, assim como os ope-

radores @ e a' definidos acima, os operadores b e b satisfazem as relacoes de comutacio

dadas na Eq. (3.1.40).

5.2 Do crescimento ilimitado das flutuacoes e suas

implicacoes

A questao que se poe neste ponto é a seguinte: de que maneira a evolucao do operador
campo sobre o espaco-tempo afeta a fisica do sistema como observada na regiao assin-
toticamente no futuro? A maneira de responder a essa indagagao é através do célculo
do valor esperado no estado inicial do tensor energia-momentum. Foi mencionado na
Segao [3.4] que esse observdvel é um operador quadratico no operador campo, de modo
que faz-se mister algum processo de regularizacao e renormalizagdo para que o resultado
obtido tenha significado fisico. A parte o problema de renormalizacdo, o célculo desse
valor esperado passa por saber como os operadores de criagao e destruicao construidos a

partir da base out se escrevem em termos daqueles definidos a partir da base in. Tal rela-
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cao depende exclusivamente da evolugao dos modos u; pela equacao de campo. No caso
geral nao é de se esperar que modos de freqiiéncia positiva no futuro possam ser escritos
somente em termos de modos de freqiiéncia positiva no passado. Esse fato implica nos
ja conhecidos efeitos de criagdo de particulas por campos gravitacionais como em casos
cosmoldgicos ou no Efeito Hawking. Desejo, contudo, chamar atencao as conseqiiéncias
da existéncia do conjunto de modos {wy}, . Uma vez que tais modos também sdo
imprescindiveis para se escrever perfis arbitrarios do campo no futuro, ha elementos do
conjunto {uj}j <7 que tém projecao nao-nula nos modos que no futuro crescem exponen-
cialmente. Inevitavelmente, entdo, modos com a forma da Eq. contribuirao para
o valor esperado das flutuagoes do campo e do tensor energia-momentum naquela regiao
do espaco-tempo. Em outras palavras, a divergéncia assintotica desses modos leva ao
crescimento sem-limites das flutuacdes do campo no estado inicial — mesmo sendo este

bem-comportado no passado — de maneira que em termos da parcela dominante

20t /7] 2

(G e K ('{;') 110 (). (5.2.1)
onde as quantidades com barra sobre referem-se ao menor valor possivel de o para o qual
a Eq. tem solugao nao-divergente no infinito espacial. € é uma constante positiva
e k € uma constante sem dimensao, da ordem da unidade e que depende globalmente do
espago-tempo, uma vez que esta relacionada com a projecao da base in na base out. Essa
explosao nas flutuagoes do campo também reflete-se no comportamento do valor esperado
do tensor energia-momentum sobre o espago-tempo (M, g):

_ _ N 172
<T00> quBro <§£2> {(1 245) <Q2—|— ’?H]TQI +m2\112>

200 26D20 U2 QU
+(1_6§><§11 _5\11 Tr T v
D)2 D, VD'H u
2 uturo In Qng \IJDZ\I}
oy " (3 {0 - agret -6 (20,

UD,H QD;U
—R o . Oe 5.2.2b
Aot - ) o), (5.220)
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~ futuro D,HD;H D,D;H .
1) " @ {020l R ey e,
(1—4)hi; (s _ \f?fl\Q R

2 |H|?
D, VDU D, VD H D.UD;H
+(1 -6 - L) Re
(1-6¢) [ e VA “Tum
e 2D 260 W2 QU (DW)?
" V] U 22 V 22
DU DFH

Aqui h;; sao as componentes do tensor hg. R;j denota as componentes espaciais do tensor

de Ricci calculado a partir da métrica g, e ] corresponde a derivada do fator conforme

em relagdo a coordenada temporal. As Eqs. (5.2.2al - [5.2.2¢), juntamente com a Eq.

(5.2.1)), revelam que uma vez disparada, a explosdo da densidade de energia do vicuo
passa a rivalizar com a densidade de energia classica numa escala de tempo relacionada a
QL. A partir dai, o destino do sistema fisico composto pelo sistema gravitacional mais

campo quantico somente pode ser inferido através da equacao de Einstein semiclassica.

5.3 Uma condicao necessaria para o Efeito de

Despertar do Vacuo

Ainda resta, todavia, argumentar o porqué é razoavel considerar situacoes nas quais a Eq.
(5.1.6) admite solugoes para o < 0. Vejamos. Observando a Eq. (5.1.4) vemos que, nas
regioes assintdticas do espaco-tempo fisico, a questao dos possiveis sinais de o ¢ justamente

a questao de encontrar autofunc¢oes do operador
||| D (3D ) + Vi (5:31)

e seu espectro. Em particular, a tarefa de encontrar modos com o < 0 pode ser fraseada
nos seguintes termos: sob quais condi¢cbes um pogo de potencial permite estados com

autovalor negativo. Da experiéncia com Mecanica Quantica sabemos que para a equagao
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de Schrodinger independente do tempo ha um bom guia para antecipar a existéncia desses
estados. Se o poco é profundo o suficiente em uma certa regiao de sorte que o produto
entre o tamanho tipico da regidao e a profundidade tipica do potencial seja da ordem de
um, entao esse ¢ um sistema promissor para se encontrar estados ligadosﬂ A grosso modo,
isso é verdade pois a regiao do pogo deve ser grande o suficiente para que ali pelo menos
caiba um comprimento de onda e pelo fato de que, se existirem, a energia tipica dos
estados ligados é da mesma ordem da profundidade do pogo. Para o caso da Eq. ,
o potencial efetivo V¢ tem dimensao de energia ao quadrado e portanto para ela o bom
guia é |Vy|L? ~ 1, onde L é o tamanho tipico da regido espacial na qual o potencial
efetivo é negativo. Pela forma do potencial efetivo dada na Eq. , nota-se que é
perfeitamente possivel, manipulando o parametro £ e tomando a massa do campo igual a
zero, que este se torne negativo por uma regiao suficientemente grande para que permita

modos com o < 0.

Mas o quao natural sdo os cenarios que permitem que V¢ fique suficientemente ne-
gativo? Para responder a esse questionamento vou assumir que & ~ 1, m = 0 e a
equacao de Einstein para a métrica de fundo. Nesse caso, o potencial efetivo é da ordem
do escalar de curvatura R. Se p.ass ¢ @ densidade de energia classica, fonte para o campo
gravitacional, entdo, pela equagao de Einstein, vem que B ~ Gpass/c?, a0 se recuperar a
constante de Newton e a velocidade da luz. O guia que evoquei acima diz que em cenarios

nos quais a densidade pp.ss NumMa regiao de tamanho tipico L satisfaga

CTchlaLssL2 —~ Pclass < L >2
c? 10 g/em3 \ 7 km

2
Pclass L
~ ~ 1 5.3.2

2.5 x 10730 g/cm? (4.7 X 103Mpc> ( )

ha chances de o efeito ser desencadeado. Na condicao acima ja explicitei dois cendarios
nos quais é promissora a possibilidade de o efeito desempenhar algum papel: astrofisicos
e cosmologicos, respectivamente. No primeiro cenario comparece a densidade tipica de

estrelas de néutrons (10 - 107 g/cm3), sistemas em cujo interior o potencial efetivo

'Em uma ou duas dimensdes sempre existe estado ligado para a equacido de Schrédinger, independente-
mente da profundidade do pogo de potencial, se a integral do potencial é negativa. Veja a referéncia
(44).
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pode se tornar negativo. No segundo cenéario comparece a densidade média de matéria
barionica mais matéria escura numa regiao com tamanho tipico da ordem do comprimento

de Hubble, 4.1 x 10*Mpc.

Como ja mencionado, o efeito fornece uma escala de tempo tipica para que a densidade
de energia do vacuo passe a rivalizar com a densidade de energia do sistema classico que
gera o espaco-tempo de fundo. Fraseando o efeito em termos de um potencial efetivo, é
possivel estimar a ordem de grandeza dessa escala. Tipicamente,  é da ordem da raiz

quadrada da profundidade do poco, isto é,

~ Gpclass

Q ~ . (5.3.3)

Entao, a escala de tempo para que o efeito se torne macroscopicamente relevante é

1

T ~ ~

Gpclass

10% g/em?® i 25X 1079 8/em® 4010 anos. (5.3.4)
Pclass Pclass

Na expressao acima escrevo a escala de tempo em termos da densidade tipica, respecti-
vamente, de cenérios astrofisicos (estrelas de néutrons) e cosmolégicos. Enquanto que em
cenarios cosmologicos o desencadeamento do efeito levaria da ordem de bilhdes de anos

para desempenhar papel relevante, em estrelas de néutrons essa escala ¢ da ordem de

fracoes de milissegundos.

Tendo em vista a discussao desta se¢ao e os cenarios concretos que serao expostos no
Capitulo[6] é razodvel supor que os valores de o negativos compoem o espectro pontual do
operador Eq. ou, em outras palavras, que as autofunc¢oes H,, sdo autovetores da-
quele operador. Isso permite escolher a base out de maneira que alguns de seus elementos
sejam os proprios modos w,. Ademais, uma vez que sao fungoes localizadas, é possivel
escolher H, de forma que este seja uma funcao real. A fim de guiar os olhos do leitor,

denotarei a partir de agora por ¢, e ¢, respectivamente, os operadores de destruicao e

n

criacao associados aos modos wy,.
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5.4 Da energia associada ao mecanismo

Até este ponto argumentei em favor da afirmacao de que existem espagos-tempos bem-
comportados nos quais, assintoticamente no futuro, graus de liberdade de um campo
quantico sao descritos por modos que crescem exponencialmente. Vejamos agora como se

comporta a energia associada a esses modos nessa regiao do espago-tempo.

Com os resultados da Secao para o campo escalar n®n’T;, e o campo vetorial
h%®n°Ty., obtidos a partir do tensor energia-momentum associado a um perfil de campo
complexo, podemos nos perguntar qual a forma da densidade de energia e corrente quando

o perfil ¢ ¢ um modo exponencialmente crescente. Nesse caso, 0 = —2% e Te ¥t é dado

na Eq. (5.1.21]). Fazendo, entao, as devidas substitui¢oes na Eq. (4.2.18]), vem

1 (X 4e 2%  cosT 1—4¢
a, b 6 a 2 a2
T, D, |&D X+ ——=||»||D*X
X2
—Q cos AP (5.4.1)
As mesmas substitui¢oes na Eq. (4.2.20) levam a
b e 62Qt _ €—2Qt 1 — 46 " "

h*n Ty, = PE 7 lIlID X% 4 D5 X2 | . (5.4.2)

As expressoes Eq. (5.4.1) e Eq. (5.4.2)), mais a equacao de conservacao da Eq. (4.2.21)),

sugerem a seguinte imagem mental do mecanismo. As flutuagoes de vacuo do campo sao
perturbadas pelo campo gravitacional do sistema de matéria classica de modo que este
forca o aparecimento de uma corrente de energia do vacuo por todo o espaco. Isso faz
com que a densidade de energia torne-se cada vez mais positiva em algumas regides da
secao espacial enquanto que em outras essa densidade torna-se cada vez mais negativa.
A localizacao dessas regioes depende do espago-tempo e do acoplamento £ do campo com
o escalar de curvatura. Esse processo vai até o ponto em que a densidade de energia
do vacuo acumulada nessas regides fica comparavel a densidade de energia classica que
gerou o espaco-tempo em primeiro lugar. Como ja foi mencionado, a partir desse ponto

é necessario levar em conta a retroacao do campo quantico sobre o espago-tempo para se
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decidir o destino do sistema.

A despeito desse selvagem rearranjo da distribuicao da energia do vacuo no futuro, o
valor esperado da energia total do campo quéantico é conservado. De fato, é possivel mos-
trar que formalmente o operador hamiltoniano, quando escrito em termos dos operadores

de criacao e destruicao da base out, tem a forma

H = /dEH%Hnaanab
>

1 N ou N\ ~out/ -
k,k'€O

- Z (ehén +anT)Qn— S (ntn +2hel) Qu, (5.4.3)

ne®’ ne®’
para a qual é necessario expressar os elementos da base out em termos dos modos v; e w,.

O valor esperado de H no vacuo in fica

<0in|.ﬁ|01n> = \IIHI)/S(/fln)
> ( Zk:Azkf+BlkBW /dV NG ()2 (),

k,k'cO
lel

_\2_ Z <|Aln|2 + |Bln|2) Q,

ne®’
lel
+ Z (AlnBln + ZlnEIn) Qn; (544)

neQ’
lel

(g
1
2,

onde fiz uso das transformagoes de Bogoliubov, como definida na Se¢ao A primeira
parcela da Eq. refere-se a contribuicao da energia de vacuo dos modos v, mais a
eventual producao de quanta desses modos por conta da evolucao do sistema gravitacional.
Naturalmente, essas contribui¢bes sao positivas. Ja as segunda e terceira parcelas dao
conta da contribui¢do dos modos exponenciais ao valor esperado da energia. Note que

diferentemente da primeira contribuicdo, essa pode ser negativa.
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Capitulo 6

O mecanismo em espacos-tempos

particulares

T IO que segue discorrerei sobre o aparecimento do efeito exposto no capitulo anterior
em dois espagos-tempos particulares. Aqui em momento algum a retroagao do
campo quantico sobre a densidade de matéria classica que gera o espago-tempo em questao

sera levada em conta.

Na Secao mostro que estrelas de néutrons, os objetos mais densos de que temos
conhecimento, sao capazes de despertar o vacuo. Ja na Se¢ao [6.2] o efeito serd derivado
no espaco-tempo gerado por uma casca esféria estatica. Apesar de ser um espago-tempo
idealizado, este dltimo tem a vantagem de permitir algumas analises interessantes. Isso,
pois, nesse caso € possivel conhecer parte do comportamento da contribuicao dominante

do efeito ao valor esperado do tensor energia-momentum do campo.

6.1 Despertando o vacuo no interior de estrelas

O cenario ao qual me aterei aqui é o da formacao de um objeto astrofisico que assintoti-

camente no futuro é estatico e esfericamente simétrico. Por simplicidade, suponha que no
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passado a matéria que compora o objeto esta toda espalhada pelo espaco. Assim, no pas-
sado o espaco-tempo é muito bem aproximado pelo de Minkowski. Com essas hipoteses,

podemos escrever a forma do tensor métrico:

Jap ~ — (dt), (dt), + (dx), (dx), + (dy), (dy), + (dz), (dz),, passado ., (6.1.1)

—f [(dt)a (dt)b - (dX)a (dX)b] + Sabs futuro

com

sab =17 |(d0), (d0), + sen’0 (dp), (dip),] (6.1.2)

Os sistemas de coordenadas utilizados sao definidos como segue. No passado usei a cons-
trucao padrao em Minkowski: um sistema de coordenadas cartesiano baseado nas in-
terpretagoes de tempo e distancia de uma familia de observadores inerciais. No futuro
utilizei o campo de Killing tipo tempo »* daquela regiao para definir o vetor coordenado
temporal. As coordenadas 6 e ¢ sdo aquelas que cobrem as superficies esféricas, a menos
dos dois pdlos de cada uma delas. A coordenada radial x é definida pelo vetor coorde-
nado (9,)" dado na Eq. (4.3.5). As fungdes f = f(x) = =53¢ > 0er =1r(x) >0
sdo fungbes somente de y e sdo tais que f(x) — 1 e r(x)/x — 1 quando x — oo. Além
disso, dr/dx > 0. Essas condigbes sdo impostas para que o espago-tempo no futuro nao
possua horizonte de eventos ou superficies de aprisionamento de cones de luz e seja plano
no infinito espacial. E importante notar que, a despeito do fato de eu estar usando a
mesma letra para denotar a coordenada temporal no passado e no futuro, os t’s em cada

uma das regioes tém interpretagoes diferentes.

Considere agora um campo quantico escalar ® que obedece a Eq. 1) Uma vez que
0 espago-tempo ¢é estatico no passado e torna-se estatico novamente no futuro, podemos
nos valer dos argumentos dados nos capitulos anteriores para construir a quantizacao do

campo de KG. No passado, o conjunto de modos, {ux }cps, tem elementos com a forma

passado #ei(k-xfwkt) (613)

U ~ ,
8 V163w

sendo wy := k% +m?2. J4 no futuro, a parte espacial dos modos obedece & Eq. (4.3.4).

Vejamos, entao, a forma de U em termos das coordenadas usadas nessa regiao. Pela
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defini¢do de S vem que

S =D, (e)" = Vlﬁai Vi ()] = j%;l;. (6.1.4)

Substituindo esse resultado na Eq. (4.3.3)), multiplicada por \/f, segue
U=r. (6.1.5)

Assim, em termos das coordenadas no futuro, Eq. (4.3.4)) se escreve:

0? fl1 1 0 0 1 02 1 d*r
S p-L = senb—E)+ — T E 2 2\ E=0F.
ox? r? [senG 00 <sen ol ) + sen?f 0p? ] + [f (m +€R> TdX2‘| 7
(6.1.6)

Pela forma dos operadores diferenciais que comparecem na equacao acima, é possivel
separar as variaveis angulares da variavel radial. Impondo que a parte angular dos modos

deva ser regular e univocamente definida sobre as superficies esféricas, ' pode ser escrito

como
Esiy = Vo1 Y- (6.1.7)
Y}, sao os harmonicos esféricos (I =0,1,... e u = —I,...,1) e 9, fungdo somente de Y,
é solucao da seguinte equacao:
d’ ()
— d—xzngl + Vi’ Yo = 0o, (6.1.8)

a partir de onde estou definindo o seguinte potencial efetivo Ve(fl):

I(1+1) +1@

o ._ 2
Vi =f|m"+&R+ 2 ;dXQ'

(6.1.9)

Assim como antes, coloca-se a questao de descobrir quais sdo os sinais possiveis para o, o

que somente pode ser respondido estudando a forma do potencial efetivo.

Vou modelar a matéria que forma a estrela por um fluido ideal. Logo, a matéria estelar
no futuro é descrita por duas fungbes: sua densidade p e sua pressdao P. Por conta das
simetrias impostas ao espago-tempo, estas fungoes somente dependem da variavel radial e
P deve ser exatamente a pressao necessaria para contrabalancear a forca gravitacional de
modo a manter o corpo estatico. Através da equacao de Einstein Eq. , é possivel

relacionar as componentes da métrica no futuro com o contetido de energia do sistema



88 Capitulo 6. O mecanismo em espacos-tempos particulares

classico. Isso permite escrever o potencial efetivo em termos de p e P:

vy =f m2+l<“;1)+<5—1/6)R+87f(ﬁ—p) : (6.1.10)

r

sendo que p, a densidade média de matéria da estrela até um certo raio, é definido aqui

por

500 =

(6.1.11)
com M (x) a massa do corpo até x. Vale lembrar que, segundo a equagdo de Einstein,
o escalar de curvatura satisfaz R = 87G(p — 3P). Vejamos a Eq. (6.1.10). Em primeiro
lugar, note que as duas primeiras parcelas sao positivas. Em particular, é claro que a
possibilidade de o efeito ser disparado é potencialmente maior para os modos com [ = 0.
O segundo ponto é o seguinte. De modo geral, para que a Eq. admita solucoes
para o < 0 é necessario que Ve(fl) seja suficientemente negativo, o que passa, para valores
de |[¢] ~ 1, por m* < R ~ Gp. Para densidades usuais de estrelas de néutrons
(10% - 107 g/cm?), ao recuperar as unidades em que massa e densidade sdo usualmente

expressas, vé-se que essa relagao entre a massa do campo e a densidade da estrela pode

ser posta na forma
m2/ (3.5 x 1071 V)

p/ (10% g/cm?)

< 1. (6.1.12)

A despeito de sua contribuicao positiva, é possivel, entao, que campos macigos apresentem
modos com crescimento sem-limites. Entretanto, a escala de massa para a qual isso é
verdade é tao pequena que as Unicas particulas que temos conhecimento e cuja massa
satisfaz a relacdo acima sdao aquelas com m = 0. Por essa razao, nos resultados que
seguirdo, assumirei um campo sem massa. Por tltimo, suponha um campo com & = 1/6.
Logo, a altura do potencial efetivo estda diretamente relacionado com as flutuacoes de
densidade do objeto astrofisico. Uma vez que para um objeto desse tipo é de se esperar
que p decresga conforme se vai de seu centro para sua superficie, segue que p — p > 0
para todo x. Logo, nesse espacgo-tempo, o efeito nunca é disparado para campos com

acoplamento conforme.

Para prosseguir com a tarefa de mostrar que a formacao de um objeto astrofisico com-
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pacto é capaz de perturbar o vacuo de forma tao dramaética, faz-se mister procurar por
solucoes da Eq. com o < 0 para alguns perfis de densidade para os quais o espago-
tempo ¢é estavel na auséncia de qualquer outro campo. Isso é feito da seguinte forma.
Uma vez dado o perfil de densidade, resolve-se a equacgao de Tolman-Oppenheimer-Volkoff
(TOV) para o equilibrio hidrostatico relativistico afim de se obter P e, conseqiientemente,
f (veja, e.g., a referéncia (4))). A partir dessas quantidades, constroéi-se o potencial efetivo
V;(fl) e procura-se, numericamente, por “estados ligados” da Eq. com autovalores
negativos. A estratégia para fazer essa procura foi a seguinte. Escolhendo um o suficien-
temente negativo e fixada a condi¢ao de contorno em x = 0, é sempre possivel fazer com
que a solucao da Eq. divirja para y — 400 com o mesmo sinal que tem sobre a
superficie da estrela. Suponha que para ¢ = 0 a solucao diverge, quando y — +o0, com
sinal trocado em relacao aquele sobre a superficie da estrela. Isso significa que em algum

momento, para algum o < 0 intermediario a solucao “troca de sinal” no infinito, isto ¢,

vai a zero quando y — +00.

0.35 0.30
0.30 0.25 :
g 0.25 g
.‘E’ .‘E’ 0.20 !
& 0.20 3 ;
: % 0.15 |
g 0.15 g 1
— < 0.10 :
ﬂgﬁ 0.10 ;\‘ |
0.05 0.05 ;
0.00 0.00 1

~10 ~10 -5 0 5 10
'3

() (b)

Figura 6.1 — Diagramas de “estados ligados” da Eq. com autovalor negativo, m = 0 e [ = 0. Cada ponto na regido
preta representa a existéncia de pelo menos uma solugao da Eq. com o negativo para um dado valor de
M/R e £&. Em ambos a linha vertical tracejada representa € = 1/6. O diagrama (a) corresponde a uma estrela
com densidade uniforme. A regido cinza representa aqueles valores de M /R para os quais nio hé equilibrio. O
diagrama (b) foi construido a partir do perfil de densidade parabdlico. Novamente a regido cinza representa
os valores de M/R para os quais ndo é possivel o equilibrio. J4 a regido demarcada por uma faixa cinza
translicida representa os valores de M /R para os quais configuragoes de equilibrio sdo classicamente instdveis
segundo equacdes de estado mais realistas.

-

E surpreendente que o mais simples dos sistemas, a saber, uma estrela de densidade



90

Capitulo 6. O mecanismo em espacos-tempos particulares

uniforme p(x) = po, j4 seja capaz de detonar a explosdo da densidade de energia do

vacuo. Nesse caso, a existéncia desses “estados ligados” depende somente da razao entre

a massa M do objeto e de seu raio R e do parametro &. Esses resultados estao ilustrados

na Fig. [6.1(a)l No diagrama ali apresentado vé-se que para campos com £ > 1/6 ou

£

nas

—2 o efeito é disparado. Para esse caso ainda, o perfil radial do modo é apresentado

Fig. [6.2(a)| e Fig. |6.2(b)| para duas combinagoes de valores para M/R e £. O perfis

radiais do termo dominante da densidade de energia do vacuo associado a esses modos

sao

mostrados, respectivamente, nas Fig. [6.3(a)| e Fig. [6.3(b)]

¢’o’0/ r ¢’o’0/ r

1.2 1.2

1.0 1.0

0.8 0.8

0.6 0.6

0.4 0.4

0.2 0.2

0'00 2 4 6 8 10 r/M 0'00 10 20 30 40 50 60 70 r/M
(a) (b)

Yool T Yool T

1.2 1.2

1.0 1.0

0.8 0.8

0.6 0.6

0.4 0.4

0.2 0.2

0'00 2 4 6 8 10 r/M 0'00 10 20 30 40 50 60 70 r/M
(c) (d)

Figura 6.2 — Gréficos do perfil radial do modo exponencial com o menor valor para ¢ em um espago-tempo gerado por um

corpo esfericamente simétrico e feito de fluido ideal. Em (a) e (b) o fluido tem densidade uniforme, enquanto
que em (c) e (d) o perfil de densidade considerado é parabdlico. A escala do eixo das abscissas é dada em
km/Massa Solar. Todos os quatro casos acima a equagdo diferencial foi numericamente integrada a partir
da condigdo de que 150(0) = 0 e de que ¥/ ;(0) = 1. Os pardmetros utilizados para gerar as figuras sdo os
seguintes: em (a) foi usado £ = 5 e M/R = 0.25 km/Massa Solar, o que leva a 0 =~ —8.9x (Mg /M)? x 108 s72,
em (b) foi usado £ = —3 e M/R = 0.2 km/Massa Solar, o que leva a o = —2.6 x (Mg/M)? x 108 s72, em
(c) foi usado £ = 5 e M/R = 0.22 km/Massa Solar, o que leva a 0 &~ —1.2 x (Mg /M)? x 10° s72 e em (d)
foi usado & = —5 e M/R = 0.1 km/Massa Solar, o que leva a 0 ~ —7.6 x (Mg /M)? x 108 s72.

Apesar de a estrela com densidade uniforme ilustrar bem a afirmacgao de que espagos-

tempos bem-comportados sao capazes de promover a amplificacao da densidade de energia

do vacuo, é necessario explorar perfis mais realistas se temos a esperanca de que esse efeito
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tenha alguma aplicacao observacional. Tanto quanto saibamos, nao é conhecida uma

3. Entretanto,

equagao de estado para matéria com densidades entre 10" e 107 g/cm
para estrelas de néutrons com massas entre 1.5Mg e 2.2Mq, p = p. (1 — r?/R?) é uma
boa aproximacao para o perfil de densidade (45). Aqui p., a densidade central, vale
15M/ (87R3). Assim como para o caso onde a densidade é uniforme, ¢ possivel resolver
exatamente a equacao de TOV para esse perfil parabdlico mais realista (46). O diagrama
de “estados ligados” com autovalores negativos para a Eq. com o potencial efetivo
construido a partir desse perfil parabdlico estd ilustrado na Fig. [6.1(b)| e exemplos de
perfis radiais do modo para diferentes valores dos pardmetros M /R e £ sdo apresentados
nas Fig. e Fig. Para esses modos, os perfis radiais do termo dominante
na densidade de energia do vacuo sao apresentados, respectivamente, nas Fig. e
Fig. Aqui novamente a existéncia de autovalores negativos somente depende da
razao entre M e R e do parametro £. Apesar da semelhanga entre a Fig. e a Fig.
, nota-se que no caso mais realista o efeito é disparado para valores menores de
M/R. Em particular, vale frisar que valores de M /R para os quais equagoes de estado
mais realista sdo causais — isto ¢é, a velocidade do som nao supera a velocidade da luz

(45) — e representam configuragdes classicas estéveis sdo capazes de despertar a energia

do vacuo.

Outro aspecto interessante dos dois diagramas da Fig. [6.1] é a auséncia de “estados
ligados” para valores de M/R para os quais o espaco-tempo é estavel por perturbagoes
lineares da propria métrica. Para & = 0, a condicao de acoplamento minimo, a equacao de
campo Eq. simula perturbagoes da propria métrica sobre o espago-tempo gerado
pela presenca da estrela. Logo, o fato de o efeito nao ser detonado para valores dos
parametros M /R fora da regiao cinza e £ = 0 é consistente com a estabilidade classica do

espago-tempo de fundo.

Ainda vale mencionar que os termos dominantes da densidade de energia do vacuo
apresentados nos graficos da Fig. ilustram bem a afirmagao feita no Capitulo 5| de
que quando o vacuo é despertado a densidade de energia fica exponencialmente positiva

em algumas regides da secao espacial, ao passo que em outras fica exponencialmente
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Gréficos do perfil radial para a parcela dominante da densidade de energia de vacuo durante a fase instavel. Os
perfis apresentados nas figuras (a), (b), (c) e (d) estdo associados, respectivamente, aos modos apresentados
nas Fig. [6.2(a)l Fig. [6.2(b)} Fig. [6.2(c)|e Fig. [6.2(d)l A escala do eixo das abscissas é dada em km/Massa
Solar enquanto que a escala do eixo das ordenadas é arbitraria. O fato dessa escala ser arbitraria nao deve
causar preocupacio no leitor uma vez que o perfil apresentado cresce no tempo com um fator exponencial.

Como ja apontado naquele capitulo, e ilustrado agora, a distribuicdo dessas

regioes com densidade de energia positiva ou negativa depende da geometria de fundo —

aqui codificada pelo perfil de densidade da estrela — e do valor de &.

6.2 Despertando a energia do vacuo no espaco-tempo

de uma casca esférica estatica

Nesta secao vou dar atencao ao espago-tempo gerado por uma casca esférica estatica de

massa M e de raio R > 2M. Em seu interior, por conta da simetria esférica, o espaco-

tempo é plano. Isso decorre do Teorema de Birkhoff e da condi¢ao de que as componentes

da métrica nao podem ser singulares no centro. Naturalmente, fora da casca o espaco-

tempo é o de Schwarzschild. Na regidao exterior usarei novamente a coordenada radial y



Capitulo 6. O mecanismo em espacos-tempos particulares 93

definida pelo vetor coordenado definido na Eq. (4.3.5). Ja na regido interna a casca o
sistema de coordenadas é escolhido de modo tal que as componentes da métrica sejam

fungoes continuas em r = R. O tensor métrico, entao, pode ser colocado na seguinte

forma:
9ar = —fl(dt)a(dt)y = (dX)aldX)s] +12(X)[(d0)a(dB)sy + sen®d(dip)aldp)sl,  (6.2.1)
sendo que
F) = 1= 25 H O = xa) = o Ho = ) (622

Aqui H(z) denota a fungao de Heaviside ou funcao degrau e xq é tal que r(xo) = R. A
relacao entre as coordenadas radiais r e x pode ser obtida através da seguinte equacao

diferencial para a primeira:

dr 2M 2M
a0 = [1 — r(x)} H(x = x0) + /1 = - Hxo = x), (6.2.3)

assumindo que 7(y = 0) = 0. Das expressoes Eq. (6.2.2) e Eq. (6.2.3)) fica claro que as

componentes da métrica no sistema de coordenadas escolhido sdo func¢oes continuas mas

com primeira derivada com relagao a y descontinua. Portanto, quantidades geométricas,
como o escalar de curvatura, onde comparecem segundas derivadas da métrica, sao sin-
gulares em r = R. Por conta disso, essas quantidades divergentes devem ser interpretadas

no sentido de distribuicio!l]

Uma vez que estou interessado em solugoes da Eq. (3.1.2)), faz-se necesséria a expressao
do escalar de curvatura nessas coordenadas. De sua defini¢ao, Eq. (2.1.4]) e da Eq. (6.2.1])

para a métrica do espago-tempo vem que

1d (1df 4 d2r 2 1 (dr\’
R—_- L (24 _ 24 22 () 6.2.4
fdx <fdx> rfae { f(dx) ] (0:2:4
Substituindo na forma acima para o escalar de curvatura Eq. (6.2.2) e Eq. (6.2.3)), temos
4 2M\ 3M 2M
R__ﬁ (1—R) (1—2R_ 1_R) (5<X_XO)7 (625)

!Para uma exposicdo sobre o problema da colagem de espacos-tempos através de superficies veja, e.g., a
referéncia (47).
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onde 0(z) denota a distribuigao delta.

Por conta das simetrias assumidas para o espago-tempo de fundo, posso aqui aplicar
a solugao da Eq. (3.1.2)) as mesmas decomposicoes que levaram a Eq. (6.1.8). Novamente
o potencial efetivo tem a forma da Eq. (6.1.9), a qual implica para um campo sem massa,

no caso do espacgo-tempo gerado pela casca esférica, que

(I+1) [, 2M oM
0
Vet 2 {1 - H(x — x0) — KH(XO - X)]
2M 2M
el <1 - r> H(x — xo0) +79(x — Xxo0), (6.2.6)

sendo que

. 1—45 (1_35)2M 1_451/ (6.2.7)

Desejo agora mostrar que a Eq. (6.1.8) com o potencial efetivo dado na Eq. (6.2.6) admite

pelo menos uma solugao para o < 0 tal que

lim | 2200 | < 4o (6.2.8a)
x=0] r(x)
Jim_vin(x) =0, (6.2.8b)
lim o (x) = hm Yo1(X) (6.2.8¢)
X—Xo X_>X0
e
lim L, — Tim s = y0hu(xo) (6.2.84)
o dx ol s dx ol = VPt X0)- -4

A estratégia para abordar esse problema sera a mesma que foi empregada na secdo ante-
rior. Aqui a obrigacao de a solugao divergir com o sinal trocado em relacao aquele sobre
a casca implicard em uma desigualdade a ser satisfeita e que dependera de R e £. Para
implementar essa abordagem ¢é necessario primeiro descobrir o comportamento da parte

radial dos modos para ¢ = 0 quando y — 400, 0 que s6 é possivel resolvendo sua equagao.

Para o caso da casca é possivel encontrar a solugao da Eq. (6.1.8]) em termos de fungoes

conhecidas. De fato. Usando explicitamente a forma do potencial efetivo V;(fl)(x) para o
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caso da casca esférica naquela equacgao, temos

dXQq?Z)o—l + ( ) l+l)¢o’l — O-qujalv 0< X < Xos (629)
v+ (1 20) [0+ 2]
dx? ol P ol — O-wO'ly Xo < X < 400.
Para o = 0 a equacao diferencial acima tem a seguinte solucao geral:
AP AD 0<r<R,
Yo = (6.2.10)

B'Qi (4 —1)r+BYPR (- 1)r, R<r< oo,

onde P(z) e Q;(z) sdo, respectivamente, as fungoes associadas de Legendre de primeira
e segunda espécie de ordem zero e grau v = [, como definido na referéncia (48). O fato
de que 0 = 0 faz com que seja mais conveniente utilizar a variavel r ao invés de x.
Dado que na origem o modo do campo deve ser regular, é necessario impor que Ag) =0.
Por conveniéncia, vou escolher Aﬁ” = 1/R! Isso, através das condigdes sobre 14 e sua

. o ! !
derivada primeira na casca, fixa as constantes BP e Bé ). Por fim, tem-se

ri /R 0<7r<R,
- {[1_%#%(% 1)/ 1B (1) WR]pl(% 1)_%131_1(%_1)}(91(&_1%
v = Ao () (B (6]

{ -2+ (B -0) -V B ] @1 (1)@ (F 1) (1)

M
a1 (E ) A (g Da(E )] :

R<7r < +o0.
(6.2.11)

Note que a solucao acima aparentemente nao estaria definida para [ = 0 no intervalo
[R, +oo[. Esse, entretanto, nao é o caso. Através das relagoes 8.2.1 e 8.2.2 da referéncia
(48)) entre fungoes associadas de Legendre de grau positivo e negativo, é possivel mostrar
que os coeficientes B%y) e B;V) tém limite bem definido quando v — 0. Desse procedimento

decorre que

r, 0<r<R,

Yoo = (6.2.12)

12]W
2'}4( —%— 1—2|]2\/[—7R>1n(1 2M>7"+7“ R <r < +o0.

Voltemos, agora, a abordagem proposta para a busca por solugdes da Eq. (6.1.8])
com o < 0. Da série assintdtica para as fungoes associadas de Legendre é facil ver que

lim,_, 4 o Q) (ﬁ — 1) r =0 e que lim,_, o P, (ﬁ — 1) r = +oo. Uma vez que ¢y(R) =
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R > 0, entao ha pelo menos uma solugao com o < 0 se a condicao

1%+ (5 -1) - TR+ 0 o/ (- 1) - Yo (5 -

>0
! R R R R
FlRG 1)@ (F-1) -k (F -1 -1))
(6.2.13)
é satisfeita. Em particular, para [ = 0 essa condi¢ao toma a forma

R 2M 2M 2M
— |7R l———(1—— ) |[In{l——) -1 ) 2.14
on | R( R)n< R) >0 (6.2.14)
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Figura 6.4 — Diagramas de “estados ligados” da Eq. com autovalor negativo, para um campo sem massa e l = 0 em
(a) el =1 em (b). Cada ponto na regido preta e quadriculada em (a) e preta em (b) representa a existéncia
de pelo menos uma solucdo da Eq. com o negativo para um dado valor de M/R e £. Neles a linha
vertical tracejada representa £ = 1/6. A regifo cinza-clara representa aqueles valores de M /R para os quais
a casca viola o limite de Schwarzschild enquanto que a definida pela faixa cinza translicida representa as
configuragdes da casca que violam a condi¢do de energia dominante. Em cada um dos diagramas, no canto
inferior direito, estd destacada a regido em torno de £ = 1/6, valor este para £ novamente identificado por
uma linha pontilhada. Os eixos tém o mesmo rétulo que os do diagrama maior. Em (a) a regido preta denota
os valores dos pardmetros para os quais a contribui¢cdo do efeito & densidade de energia da casca é positiva,
enquanto na regido quadriculada essa contribuicdo é negativa.

Nos diagramas Fig. e Fig. estd ilustrado a regiao de valores de M/R e
¢ na qual as desigualdades acima sao satisfeitas para diferentes valores de [. Apesar
de qualitativamente semelhantes aos diagramas na Fig. [6.1, o caso da casca esférica
guarda uma caracteristica especial. Diferentemente do que foi encontrado no caso da
estrela, o espago-tempo gerado pela casca admite solugoes para a equagao de campo que

sdo exponencialmente divergentes quando £ = 1/6, mesmo para | # 0. Para esse caso,
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Figura 6.5 — O mesmo tipo de diagrama da Fig. Aquil=2em (a) el =3 em (b).

entretanto, a razao massa-raio da casca é muito proxima aquela do limite de Schwarzschild
e viola a condicao de energia dominante. Esse comportamento das solugoes na regiao em

torno de £ = 1/6 pode ser apreciado no canto inferior direito dos diagramas Fig. e
Fig. 6.5
Considere agora um cendrio semelhante ao da formacao da estrela, onde a casca

somente desencadeia o efeito assintoticamente no futuro. O valor esperado do tensor

energia-momentum do campo pode ser colocado na seguinte forma:

(OinlTop|0w) = (T57VH (0) + (T35 )VH(=0) + (T35)), (6.2.15)

a a, a

sendo que =+ indica, respectivamente, se as componentes do tensor sao calculadas com
quantidades definidas fora ou dentro da casca e (Téf)) denota a parte do tensor definido
sobre a casca. Aqui ¢ é um escalar definido através das linhas integrais do campo vetorial
ortogonal a casca e € tal que se anula sobre ela. Por conta da descontinuidade da derivada
dos modos, a parte do tensor energia-momentum definido sobre a casca diverge, mas pode

ser escrito como

(133)) = (Sa)(0). (6.2.16)
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Logo, esse termo contribui para o tensor energia-momentum da casca, que deve divergir da
mesma forma a fim de gerar a métrica Eq. (6.2.1]). Assintoticamente no futuro, podemos
calcular a forma de algumas componentes de (0;,|755|0im) em termos da parcela dominante.

Para a densidade de energia, por exemplo, vem que

A~ I~ uturo Q Q) 45 d ¢
() . (£)y futu SE o0 QO
(p) :==n"n <Tab ) K87r€ { Afr? dX [ d
1 d 50 df
2fQ2r2d ( f dx> } (6'2'17)

S o o b8y o aop [ 148 1 1_2M_<1_2M)

L€ £2M zggo
2 R2 fQ2r2

d(x — Xx0)- (6.2.18)

Na Fig. a regiao preta do diagrama mostra os valores de M/R e £ para os quais

(p®)) > 0, enquanto que na regido quadriculada (p¥) < 0.

Apesar de nao levarmos em conta a retroacao do campo quantico sobre o espaco-
tempo de fundo, podemos especular sobre o destino do sistema através dos sinais do
valor esperado da densidade de energia do vacuo. Quando positiva, essa contribuicao
ird aumentar a energia da casca possivelmente até desestabiliza-la. A partir desse ponto
a casca pode colapsar, escondendo dentro do horizonte de eventos parte da energia do
vacuo acumulada durante a atuacao do efeito, o que pararia o mecanismo. A energia do
vacuo restante poderia, entao, ser liberada através da criagao de particulas do préprio
campo. Por outro lado, quando negativa, essa contribuicao poderia ajudar a estabilizar
o sistema. Entretanto, pode ser mostrado a partir da Eq. que a densidade de
energia acumulada no interior da casca é sempre positiva quando £ < 1/4. Logo, se nao
for possivel estabilizar o sistema até o ponto em que a energia de vacuo acumulada dentro
da casca atinge o limite de Schwarzschild, poderiamos ter a formagdo de um buraco negro
com raio da mesma ordem do raio da casca. Tal desfecho poderia levar ao colapso de todo

o sistema, o que possivelmente cessaria o mecanismo de despertar do vacuo.
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Capitulo 7

Espaco de estados do campo na

presenca da instabilidade

0s capitulos precedentes foi mostrado que em situagoes bastante razoaveis o vacuo
N de um campo escalar livre pode tornar-se instavel apenas por conta da evolucao
da geometria de fundo. Até este ponto, contudo, pouco foi dito a respeito do espago
de estados do campo, F(H#5.), quando o efeito é disparado. A construgdo, segundo
uma receita andloga a apresentada na Secao [3.2, e a interpretacao fisica desse espago
sao questoes que acredito serem bastante interessantes, particularmente pelo fato de que
é pouco usual o estudo da quantizacao de campos quando da presenca de modos que

crescem exponencialmente.

Para abordar essa questao, na Secao [7.1] apresento uma prescricdo para construgao
do espago de Hilbert de uma particula quando da presenca da instabilidade. O espago de
Hilbert de uma particula resultante, aqui definido a partir de um produto interno definido
sobre o espaco de solucoes complexas .#C, j4 foi obtido através dos projetores espectrais
do operador A" — os conjuntos de modos {vi},cp € {wn},cor — no capitulo[f} Tanto
quanto eu saiba, a construgdo que serd a presentada na Secao [7.1] é original. Ademais,
de maneira a obter uma interpretacao fisica mais clara do espago Z(#u), na Secao

exploro a relacao que existe entre os graus de liberdade do campo quantico descritos pelos
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modos exponenciais e particulas quanticas nao-relativistica submetidas a uma barreira de

potencial parabdlica.

7.1 Construcao do espaco de estados

Da forma com que foi apresentado no Capitulo [5 o Efeito de Despertar do Vacuo é
produto de um problema dindmico de um sistema cujo estado inicial é bem-comportado.
O espaco de estados inicial, %,(J%,), é construido segundo o algoritmo apresentado na
Sec¢ao La o ponto-chave da receita é o uso da conservacao da energia para induzir
um mapeamento natural entre o espago de solugoes reais da equagao de campo, .7, e o
espaco de Hilbert de uma particula J%,. Isso s6 é possivel, todavia, devido ao fato de que
a energia dos perfis de campo, como definida por observadores seguindo as linhas integrais
do campo de Killing tipo tempo %, é estritamente positiva. Vejamos o que acontece com

a energia do campo quando da presenca da instabilidade estudada nesta tese.

Vou comecar reescrevendo de maneira mais adequada a forma sesquilinear definida na

Eq. (3.2.5). Quando o espaco-tempo é estatico é possivel mostrar que para 1,1, € .7

2/117 w2 2 / p1p2 + ¢1A¢2) (7-1-1)

onde p := x*V, ¢ e
A= =[5 D (|| Do - ) + [|]*(m* + €R) -, (7.1.2)

o operador diferencial que comparece no lado esquerdo da Eq. (4.2.16]). Considere, entéao,
uma solucao complexa da equacao de campo dada por

6= (cown +dy,), (7.1.3)

neQ’

onde os w,, tém a forma dada pela Eq. (5.1.22)). Substituindo a solugao ¢, Eq. (7.1.3)), na

forma sesquilinear Eq. (7.1.1)) segue

(W, ¢) = == Z Qi (leal? + daf?) = 3= Qu (cudy +Tads) (7.1.4)

neQ’ neQ’
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Dai vé-se que, quando da presenca dos modos w,, ha elementos de .#C para os quais a
forma sesquilinear da Eq. nao atribui um ntmero positivo, o que implica que ela
nao define um produto interno no espago de solu¢ées complexas do campo. Portanto, o
algoritmo apresentado na Secao , que parte da forma sesquilinear Eq. , nao é
adequado para definir o espaco de Hilbert de uma particula se o espectro de A tem uma

parte negativa.

Isso pode ser contornado provendo uma outra forma sesquilinear sobre .#C que de
fato defina um produto interno. Sabemos, por conta da forma dos modos v;, que qualquer
que seja essa nova forma ela deve coincidir com a forma sesquilinear dada na Eq.
quando a solugao pode ser escrita somente em termos de modos que oscilam no tempo.
Por outro lado, se visto como um operador cujo dominio estda contido no espaco das
funcdes com suporte em uma hiperficie ¥, que sdo de quadrado integravel na media & Tl ”,
L2(%,, & B H> A é essencialmente auto-adjunto em C§°(3;). (Para a prova dessa afirmacgao
veja as referéncias (49,50).) Isso significa que existe uma tnica extensao auto-adjunta
desse operador, o seu fecho, denotada por A. Pelo Teorema da Decomposicio Polar
(veja, e.g., o Teorema VIII.32 da referéncia (30))), associado a A existe um operador auto-
adjunto e positivo, |Al|, cujo dominio é idéntico ao dominio de A. O operador |A| pode ser
construido via o Teorema Espectral fazendo |A| = VA2, Com isso em mente, considere

a forma sesquilinear (-, - )z : &© x ¢ — C definida por

(1, ¥a) A : 2/ P1P2 + ¢1’A|¢2> (7.1.5)

Essa forma sesquilinear é evidentemente positiva quando v, = . Logo, mesmo na
presenca da instabilidade, a Eq. define um produto interno sobre .#*. Esse produto
interno guarda uma caracteristica interessante. Uma vez que ele nao pode ser derivado
a partir da conservagao do tensor energia-momentum associado ao campo, o valor de
(1, wQ)‘ A dependerd, em geral, da hiperficie ¥; escolhida para o calculo da integral que
comparece no lado direito da definicao da Eq. mesmo quando o espaco-tempo de
fundo é estatico. Desse modo, o vacuo da representacao construida a partir desse produto

interno nao sera estacionario. Note ainda que essa nao-estacionariedade do vacuo estd
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diretamente ligada ao setor correspondente aos modos w,, haja visto que a atuacao de
\A] sobre o subespaco associado & parte positiva do espectro de A é idéntica a do préprio
A.

A discussao sobre a quantizacdo de campos livres em espacos-tempos globalmente
hiperbdlicos da Se¢ao esta estruturada sobre a hipotese da existéncia de um produto
interno p sobre o espago . satisfazendo a condicao dada na Eq. . Na referéncia
(36) P. Chmielowski mostra que dado um produto interno sobre .#’C satisfazendo para

algum C' > 0
1
Clibnllllea = §|Q(¢1,¢2)| (7.1.6)

para todo 1,9, € € existe, entdo, um produto interno u sobre . tal que a condicio da,

Eq. (3.1.13) ¢ satisfeita. E possivel provar que o produto interno definido pela forma da

Eq. (7.1.5) satisfaz a desigualdade Eq. (7.1.6)), desde que para todo A € o(A), o espectro

de A, exista uma constante M > 0 tal que |\| > M e que existam constantes 1,9 > 0

tais que em X; valha &1 < ||5|| < 5. Relegarei essa prova ao Apéndice [Al

Seguindo a prova de Chmielowski (veja também o final da Segao 4.3 da referéncia
(7)) ¢é possivel ainda construir o mapeamento entre . e o espago de Hilbert de uma
particula desejado. Vejamos. Em primeiro lugar, considere o espago &’ obtido através
do completamento de .7 pelo produto interno definido na Eq. . Note, entao, que
devido a desigualdade Eq. existe um operador A: & — & limitado tal que

<¢1;A¢2>|A| = iQ(Yy, P2). (7.1.7)

Ademais, a anti-simetria de € implica que Aé auto-adjunto. Em seguida, define-se o

produto interno pz( -, +): & x ¥ — R como
1 .
a (W ¥2) = S (Y [Ale) 5. (7.1.8)
Agora, pela definicao da forma complexa J dada na Eq. (3.1.14]), temos que
2u15)(¥1, Jtbs) = Q¢ o). (7.1.9)

Comparando isso com a defini¢ao de 121, dada pela Eq. 1’ e com a da forma bilinear
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,LL‘A| segue que

— i(thr, Aua)a) = (W1, [Al o) 5. (7.1.10)

Esse tltima igualdade é satisfeita se
J = —i|A|T*A. (7.1.11)

Por fim, assim como feito na Secdo [3.1], define-se o mapeamento K : . — J#,; como
sendo a restricao a . C &' do projetor espectral de iJ associado a parte negativa do

espectro.

Isso posto, desejo obter uma forma para o mapeamento entre o espago de solugoes
da equacao de campo e 2, que dependa explicitamente do operador diferencial espacial
que comparece na equacgao de campo. Essa tarefa é simplificada aplicando-se uma trans-

formacao conforme ao espago-tempo. Considere, entao, a transformacao definida pela Eq.

(5.1.1)), com o fator conforme ¥ = ||5¢||. Isso leva a Eq. (4.2.16)) na equagao

1

1 -~ ~ - -~ X
——D'D, X+ —VyX =0—7, (7.1.12)
[ ] ||| [ ]
com o seguinte potencial efetivo Vef:
- N R . .
Vi = ||5¢]]?m® + ER — = (D" DI |52 + Do I || 3¢] D* In || ]| ) - (7.1.13)

Ao substituir a nova forma para o operador A, que comparece no lado esquerdo da Eq.

(7.1.12)), no produto interno Eq. (7.1.5)) obtém-se
1 ~ — = ~ ~
(W, va)sy = 5 [ 4 (i + 5lA12). (71.14)

com dY = \/ﬁd%, o elemento de volume associado a métrica espacial conforme hg,

A:=—-DD,- + V- (7.1.15)

e ¢ corresponde ao campo transformado de acordo com a Eq. (5.1.3). Seguindo a referéncia
(41), vou escrever os integrandos que comparecem na forma simplética definida pela Eq.

(3.1.5) e no produto interno Eq. (7.1.14) em termos de produtos de matrizes. Essas
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quantidades, entao, adquirem a seguintes formas:

— <= _ 110 1] ¢
Qhy,¢2) = /E dx [ b, D } . N (7.1.16)
L oaf= 1|10 ]
(1, 92) 15 = 2/& dx [ b1 Dy } . N . (7.1.17)

Comparando as Eq. (7.1.16) e Eq. (7.1.17) com a definicdo do operador fl, Eq. (7.1.7)),

conclui-se que esse operador pode ser realizado como a seguinte matriz de operadores

atuando em L2(%;, d%) @ L(%,, d¥):

|0 A
A=2i ) (7.1.18)
1 0
de onde ainda é possivel obter que
R ’3‘—1/2 0
|A] =2 _ . (7.1.19)
0 |A|—1/2
Substituindo Eq. (7.1.18) e Eq. ([7.1.19)) na Eq. (7.1.11)) para a forma complexa J vem que
. 0 _|£|—1/2
J=1 _ ) (7.1.20)
|A|1/2 0

Ja sabemos que i = }5+ — ]3_, por conta da definicdo da forma complexa, Eq. (3.1.14)),

e do Teorema Espectral. Uma vez que ]5+ + P = 1, é claro que

. 1—14J
po=-"" (7.1.21)
2
o que, em termos das matrizes usadas acimas, significa que
o 1 A2
P = : (7.1.22)

21 —ijape

Olhemos agora para a forma do produto interno do espaco de Hilbert de uma particula.

Assim como definido pela Eq. (3.1.21)), temos que sua relagdo com o produto interno YA
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é dada por

(Pton, Ptho) g =215 (Ptpn, Ptin) = (Potpy, [A|P o) 5, (7.1.23)

onde, na tltima igualdade, foi usando a defini¢ao dada para p 3, Eq. (7.1.8)). Denotando

por (-, - )r2er2 0 produto interno em L2(Xy, dY) @ L2(%;, d),

ad = _ ¢2
(1,92) 2012 :/2 dx [ b1 Dy } ; (7.1.24)
! D2
teremos para a Eq. (7.1.23) que
~ . 1 - A A A
<P—77Z)17 P—¢2>5ﬁ;§w = §<P—77/)1, D|A|P—¢2>L2@L2, (7.1.25)
onde i
. IA| 0
D= . (7.1.26)
0 1

E possivel simplificar a expressio do lado direito da Eq. (7.1.25) ao reescrevé-lo de
sorte que seus dois argumentos tenham a mesma forma. De fato, usando que lA?]fH =

VD|A|\/D|A| e que \/D|A| é auto-adjunto chega-se em

A A

1 A A A A
<P,’l/}1, P,iﬁg)y‘ic‘m — §< D‘A’P,wl, D|A|P,¢2>L2@L2. (7127)

O produto \/ﬁ|A|p_, por sua vez, tem a seguinte forma:

S 1| AP A
DIA|IP. = — N , . (7.1.28)
VZ| A AR

O fruto de todas essas manipulacoes é a forma abaixo para o produto interno do espaco

de Hilbert de uma particula de interesse:

: R e R I
P B B ) . 7.1.29
(P_1n 1/12>5ﬂgw < 7 7 ) ( )
Isso permite escrever o mapeamento K : . — ., = L*(3y, di) como
5 1/4 7 . z —1/4
K¢:|| oAy (7.1.30)

7 :

onde ¢ = (¢, m), ¢ = ¢‘ em = ||%||\/Z]5 De posse da forma desejada para o mapeamento

l[>¢
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K, Eq. (7.1.30), é possivel implementa-lo através dos projetores espectrais do operador

A. Para tanto, é necessario usar a forma dada na Eq. (5.1.22)) para a parte temporal dos

modos exponenciais com «,, = /4, para todo n € @. Assim, com os modos v; e w{™/4

posso escrever uma solucao da equacao de KG como

dv(1)

B(t,x) o= (64 (De ™ 4 6_(D)e™'] Gi(x) (7.1.31)
+n§9, lcn eSnt—im/4 Z S;Q,Lt+z7r/4 . eSnt+in/4 _Z S;Qnt—fm/4‘| ﬁn(x)
e
Blt,x) = ¢— b (e ™ — §_(1)e'™!] Gy(x) (7.1.32)

onde ||5||G; = Gy e ||»||H, = H,. Quando substituidas na Eq. , as formas acima
para gzNS e p levam a

Ktleo _/ () (NGi(x) + 3 eu (7.1.33)

neo’

Como ja seria de se esperar, tendo em vista o que foi mencionado acima sobre o produto
interno Eq. , o resultado desse mapeamento depende da escolha de uma superficie
de Cauchy e, portanto, 4. Para a forma da Eq. dos modos exponenciais é
adequado escolher a hiperficie ¥;—y a fim de que seja possivel “separar” o coeficiente ¢, do
coeficiente ¢,. Dito de outro modo, a escolha de uma outra hiperficie ¥, faz com que o

resultado da aplicagao do operador W tenha como imagem um subespaco de

I ® o, com Ho O subespago de yfw definido pelo mapeamento Eq. ([7.1.30)).
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7.2 Da relacao entre o efeito e barreiras de potencial

parabdlicas

O objetivo desta se¢ao é o estudo dos possiveis valores da energia associada aos graus
de liberdade do campo descritos pelos modos w,. A expressao formal Eq. para
o operador hamiltoniano em termos dos operadores de criacao e destruicao da base out
mostra que os autovetores de operador niimero nao sao, em geral, autovetores de H A
parte nao-diagonal deve-se exclusivamente a existéncia dos modos exponenciais. Assim,

aqui o que interessa sao os operadores

Ho, = —‘f@n (ehen + enth) = Qu (Entn +E5el) - (7.2.1)

Uma rota possivel para se estudar o espectro desses operadores é fazer o caminho inverso
daquele adotado nos cursos bésicos de Mecanica Quantica. Por simplicidade, considere
um dos graus de liberdade do campo correspondente a um modo exponencial. Para esse
grau de liberdade escolhido, podemos definir novos operadores gq,, € po, em analogia aos

operadores posicao e momentum do oscilador harmoénico quantico:

. et e
do, = ”29: (7.2.2a)
e
Q
N L1 RO TN
Pa, =1/ 5 (cn cn). (7.2.2b)

A analogia é construida de sorte que
[Go,» Pa,] = il. (7.2.3)

Substituindo as defini¢goes Eq. (7.2.2) na Eq. (7.2.1]) chega-se na seguinte forma para o
hamiltoniano Eq. ((7.2.1)):

Hy, = (1 — ?) Do, — (1 + \/§> 0245, - (7.2.4)

2 n
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A Eq. (7.2.4) mostra que o operador _HQn associado a cada grau de liberdade do campo
descrito por um modo w,, ndo é nada mais do que o bem-conhecido operador hamiltoniano
de uma particula quéantica nao-relativistica na presenca de uma barreira de potencial
parabdlica (veja, e.g., a referéncia (51))). Com efeito, é possivel realizar o subespago de
Fs( o) associado as diferentes ocupagoes de um modo exponencial em termos do espago
L*(R,dq). Nessa representagao .ﬁQ" ¢é o operador diferencial que define a seguinte equacao

de Schrodinger independente do tempo:

[_ <1 . “f) o (1 + “f) W] 9(a) = B (q). (7.25)

Por simplicidade de notacao, a partir deste ponto omitirei o indice n. Esse operador di-
ferencial é essencialmente auto-adjunto e seu espectro é todo o conjunto dos reais (veja o
Teorema 5.10 da referéncia (52)). Logo, suas autofungdes podem ser usadas para expan-
dir qualquer elemento de L?(RR,dq), o conjunto das fungoes de quadrado integravel com
dominio contido nos reais. As solugoes da Eq. sdo as fungoes cilindricas parabé-
licas. Aqui, entretanto, é mais conveniente expressar as autofungoes desse hamiltoniano

na seguinte forma:

¢+(57 Q) =

Q¢ |, (7.2.6a)

para as autofungoes pares e

(7.2.6b)

para as autofungoes impares. Na Eq. (7.2.6) € := E/Q ao passo que I'(z) e 1Fi(a;b; 2)
denotam, respectivamente, a funcao gama e a fungao hipergeométrica confluente ou fungao

de Kummer, como definidas na referéncia (48]).

Uma vez que temos em maos as autofungoes do hamiltoniano associado ao grau de
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Figura 7.1 — Distribuicdo do nimero de ocupagdo N para um dado valor de €. Em cada um dos graficos o eixo vertical
encontra-se normalizado por |co(e)|? apenas por conveniéncia. O gréafico em (a) corresponde a & = —1.5, o
em (b)as=15eo0em (c) ae=0.

liberdade do campo quantico representado por w,, podemos nos perguntar qual a distri-
buicao de energia num estado com niimero bem-definido de quanta desse modo. Como é
bem-sabido, os vetores do espaco de Fock com um certo niimero de ocupacao de um grau
de liberdade do campo podem ser realizados em termos dos autovetores do hamiltoniano
do oscilador harmoénico quantico. Assim sendo, o estado de ocupacdo N de um modo

exponencial, o vetor |Ng), é representado em L*(R,dq) como

1/4 Q4>
ovt) = o) = (3] i (00 727

onde Hy(z) denota o polinomio de Hermite de grau N, como definido na referéncia (48)).
Da mesma forma que antes, é também conveniente escrever os polinémios de Hermite em

termos das func¢oes de Kummer. Para os de grau par

O\ (=)™ [@2m)! o 1
Pam(q) = () ) (4m) e 2 (—m; 2;9q2> ; (7.2.8a)

T m)!
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Figura 7.2 — Distribui¢do de energia em um estado com um dado nimero de quanta do modo wg. O grifico em (a)
corresponde a N = 0, o estado de vicuo, oem (b) a N =1,0em (c)a N=2eoem (d) a N =3.

enquanto que para os de grau impar

AN\ Y (1) [2m+ 1) a2 3
<P2m+1(Q)=< ) =17 )¢ )qe‘ﬂTlFl <—m;2;9q2>, (7.2.8b)

T m! 4m
com m € N. Dada a representacio do vetor |Ng) em L?(R,dq), pode-se calcular sua

projecao nas autofuncgoes de Hq. De posse da Eq. 1' para ¥4 e da Eq. 1’ para
©N, as projegoes o (e) = ((2m)a|ty(€)) e camri(e) := ((2m + 1)l (g)) — calculadas



Capitulo 7. Espaco de estados do campo na presenca da instabilidade 111

com o auxilio da féormula 7.622.1 da referéncia (53) — tém a seguinte forma:

1 1 [2m) (1+“§)1/8
(

/A gm 1_ ?

. [14+/3/2 " —1/4+ie/2|?
=i Am 1+ V32
X —\/3/2 1+ 71 \/§/2
.1+ —
L+ Z\/ 1—/3/2
Lo i [ 14+V3/2
xXF | —m, -+ g; =; VB 5 (7.2.9a)
\/ 1—v3/2

Com, (8)

(§]
3/8 4 . .
o - 21 femiur (144 Bor(g)et |r(3-)
Come1(e) = —/— :
2m+1 Al 4 1= ) (e |0 (1= %)
1432 " —3/4+ie/2)?
L Wi . 1+\/§/2]
N 1—/3/2
3 . 3 _42 1+ﬁ/2
WF | —m, 2+ 5 V5 (7.2.9b)

1-/3/2
onde F(a,b;c; z) denota a fungao hipergeométrica, como definida na referéncia (48)). Na
Fig. mostro a distribui¢do dos nimeros de ocupacdo N para ¢ = —1.5 em [7.1(a)]
e =15 em ee=0em . Ja na Fig. é apresentada a distribuicao de
energia para estados do campo com ocupagdo N = 0 (viacuo) em , N =1em
[72(b)) N =2 em e N=3em[.2(d)] A Fig. [7.2] em particular, mostra um fato
bastante curioso. Como ja foi mencionado acima, o espectro do operador Hq é todo o
conjunto dos reais, o que significa que o grau de liberdade do campo quéantico descrito por
um modo exponencial pode ter energia arbitrariamente negativa. Isso é conseqiiéncia do
perfil do potencial que comparece na Eq. : uma parabola de concavidade negativa.
Dai vem o resultado mostrado na Fig. [7.2} durante a fase em que o campo quantico
é instavel, os graus de liberdade do campo descritos pelos modos w, num estado com
numero de ocupacao bem-definido podem ter energia arbitrariamente negativa. Note, por

fim, que o grafico apresentado na Fig. [7.2(a)| apresenta um pico para € < 0. Esse pico é
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consistente com a contribuicao dos modos w, ao valor esperado no vacuo da energia do

campo assintoticamente no futuro calculada na Segao [5.4

A analise apresentada nesta se¢ao tem como subproduto uma outra representacao das
relagoes de Weyl Eq. (3.1.8) para o campo escalar quando o vacuo é despertado. Em

primeiro lugar vou separar o espaco .%,, . em uma parte que contenha somente solucoes

IA|
da equacao de campo com freqiiéncias reais, YM(“’AST), e em outra que somente contenha

exp

as solugbdes que crescem exponencialmente, y‘Em\

). A partir de Yu(l";c) constroéi-se, entao,

o espaco de Hilbert de uma particula 2 e dele o espaco de Fock ., (#(%9)), como

mostrado no Capitulo[3] Para os graus de liberdade do campo representados pelos modos

w,, associa-se o espaco de estado L?(R, dg,,), como usualmente feito em MecAnica Quantica.

Assim, nessa representagao o espago de estados do campo pode ser escrito como
F( A ) ® (@ L*(R, dqn)) . (7.2.10)

neo’
Essa representacao deixa claro que durante o periodo de crescimento exponencial das

flutuagoes quanticas nao é possivel definir um estado de vacuo para o campo. Dito de outro

modo, a instabilidade faz com que a energia do sistema nao seja limitada inferiormente.
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Capitulo 8

Da criacao de particulas

A dois pontos que devem ser examinados no que tange o entendimento da relaciao
H entre o Efeito de Despertar do Vacuo e fenémenos de criagdo de particulas. O
primeiro deles é a questao da possibilidade de se associar ao sistema algum conteido de
particula enquanto o campo passa pelo periodo durante o qual suas flutuagoes crescem
sem-limites. O segundo ponto tem a ver com a conciliagdo de dois fatos e, em tultima
instancia, com o processo de criagdo de particulas em si. Por um lado, é sabido que evo-
lugoes suficientemente lentas de espacos-tempos bem-comportados nao levam a producao
de particulas (5,8). Por outro, o desencadeamento do Efeito de Despertar do Vécuo in-
depende do quao lentamente o sistema gravitacional evoluiu até a configuragdo capaz o

fazer.

Para iniciar a discussao farei, na Secao [8.1] uma breve revisao da literatura no que
diz respeito a criagdo de particulas em espacos-tempos curvos, aos moldes da discussao
conduzida na referéncia (5). Em seguida, a fim de abordar a primeira questao, utilizarei,
na secao 8.2 um detector de particulas acoplado com o campo. Esse tipo de abordagem
segue uma postura muito bem expressa pelo seguinte aforismo (54)): “Particulas sao aquilo
que detectores de particulas detectam.” Por fim, para lidar com a segunda questao posta
acima investigarei, na secao [8.3 a contribuicao do efeito ao contetdo de particulas numa

fase posterior a presenca das instabilidades. Esse tipo de construcao é motivada pela
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expectativa de que em algum momento a retroacao do campo quantico sobre a matéria

classica deve levar todo o sistema a atingir um novo estado estacionario.

8.1 Criacao de particulas em espacos-tempos curvos

Antes de expor o mecanismo de criacao de particulas em TQCEC, acredito ainda caber
mais alguns comentarios acerca do conceito de particula nesse contexto. O ponto funda-
mental que deve ser destacado sobre o conceito (global) de particula, como descritas pela
Teoria Quantica de Campos, é a relacdo de dependéncia entre ele e eventuais simetrias
globais do espaco-tempo de fundo. Essa relacao de dependéncia foi tangenciada ao final
da Secao [3.2] L& foi mencionado que a prescrigdo de quantizacao ali delineada desdgua
em um espaco de estados para o campo que possui naturalmente a interpretacao de des-
crever estados de ocupacgao de particulas. Nessa linha, o caso arquetipico é o de quando o
espaco-tempo de fundo é o de Minkowski. Uma vez que a finalidade é tornar a Mecanica
Quantica consistente com os principios da Relatividade Restrita, é necessario fazer com
que suas leis sejam invariantes sob o grupo de Poincaré. Essa imposicao leva a definicao
de que os estados de uma particula devem ser vetores de um espago sobre o qual se con-
cretizam representagoes irredutiveis daquele grupo de simetrias (11). Ademais, isometrias
diferentes do mesmo espaco-tempo podem levar a conceitos distintos de particula. Esse
é o caso, por exemplo, do Efeito Unruh (55), onde, mesmo quando observadores inerciais
nao detectam nenhuma particula ao realizarem medidas sobre o estado de vacuo de um
campo quantico, observadores uniformemente acelerados detectam um banho térmico de

particulas desse campo a uma temperatura proporcional & sua aceleracido prépriall

Isso posto, considere um espaco-tempo de fundo que é assintoticamente estacionario
tanto no passado quanto no futuro. Por simplicidade, suponha que o estado inicial do
campo quantico ¢ o estado de vdcuo ¥'. Do ponto de vista dos observadores que no

passado seguem a isometria temporal daquela regiao o operador &L&k conta o numero de

!Para uma revisdo sobre o Efeito Unruh veja, e.g., a referéncia (56)).
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quanta de energia do campo que ocupam o estado descrito por ¢i*. Pela definicio dada,

na Eq. (3.1.33]) para o estado de vacuo tem-se que no passado
(Ounlthag|0sa) = (V5 aL0x TG 7.0,y = O, (8.1.1)

isto ¢, do ponto de vista desses observadores, o estado W' no passado corresponde a
auséncia de quanta do campo. Ja no futuro é o operador IA)lTlA)l que, no entender dos
observadores que seguem a isometria temporal naquela regidao, cumpre a tarefa de contar
quanta de energia do campo ocupando o estado ¢, Desse modo, se W' é o estado inicial
do campo, o valor esperado para nimero de particulas criadas nesse estado pela mudanca

da geometria de fundo é dado por

kel k'el

— Z|Bkl|2 (8.1.2)

kel

(O |b0]05) = (W (ZAM@; —Bkldk) (Z Apnig — Bk/l&L,> Ui 5 )

onde foi usada a transformacao de Bogoliubov como definida na Eq. (3.3.5)) e o coeficiente
de Bogoliubov By, é definido pela Eq. (3.3.2b)). No caso estatico é ainda possivel escrever
as bases de %, e ., respectivamente, em termos dos modos de freqiiéncia positiva no

passado e no futuro, assim como mostrado na Se¢do [3.3] Isso leva a

Oulifbilon) = S 1Bul* = [ du(s) [ dvip)dv( 3" 0@ 058y, (5.1

kel

ao se usar a relacao entre o coeficiente By, e o coeficiente 3,; Eq. (3.3.11b)) e que

N G (e ) = 6.4, 5),s (8.1.4)

kel

esta ultima conseqiiéncia da completeza da base in. O nimero total de particulas produ-
zidas pela evolucdo do espago-tempo de fundo entao fica

Z<01n|8;6l|01n> :/Id/i(j)/odV(p)ijF- (8.1.5)

leo

Pelo resultado da Eq. (8.1.2)) nota-se que a produgao de particulas se da se, e somente
se, a evolugao do espago-tempo de fundo é capaz de fazer com que os vetores de 94,

sO possam ser expressos como combinacao de vetores de %, e 75,. No caso estatico,
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essa condi¢ao implica que a producao de particula depende de a evolugao do espaco-

tempo ser capaz de fazer com que modos de freqiiéncia positiva no passado serem uma

mistura de modos de freqiiéncia positiva e negativa no futuro. Grosseiramente falando,
" - n .

essa “transmutacao” de um modo de freqiiéncia positiva no passado ocorre quando a escala

de tempo de mudanca da geometria de fundo é da ordem do inverso de sua freqiiéncia

(5,|8). Esse mecanismo estd na raiz tanto de fenémenos de criagdo de particulas em

universos em expansao (19,57) quanto do efeito descoberto por Hawking (20,/58]).

8.2 Excitacao de detectores

Considere um detector que consiste de um sistema quantico com dois niveis de energia,
conhecido na literatura por detector de Unruh-DeWitt (5,/59)), que é imaginado interagir
com o campo quantico. As dimensoes do detector serdo tomadas como muito menores que
a escala de distancia tipica do gradiente do campo gravitacional. Para o campo quantico
vou supor novamente o cendrio desenhado no Capitulo [ a saber, um espago-tempo de
fundo que é conformalmente estatico e que tanto no passado quando no futuro é tal que
o potencial efetivo que comparece na Eq. nao depende, tanto no passado quanto
no futuro, da coordenada temporal. Suponha ainda que o aparato ¢é ligado no futuro, a
partir do momento em que Vs nao depende de ¢, e que assim permanece por um intervalo

de tempo proprio T. O hamiltoniano do sistema total é dado por
o = H + Hp + Hiy, (8.2.1)

onde H é o hamiltoniano do campo livre, Hp é o hamiltoniano responsavel pela evolucao
dos graus de liberdade internos do detector e Hj,; modela a interacao entre o campo e o

detector. Para um detector de Unruh-DeWitt, Hp pode ser colocado na forma

Hp = (B, — E))CTC + Eyl, (8.2.2)
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sendo que o operador C' atua nos auto-estados de energia do detector de maneira que
ClE) =0 e C|E) = |E). (8.2.3)

O vetor |Ey) denota o estado fundamental do detector e |F;) seu estado excitado. Ja o

acoplamento entre o detector e o campo é definido por

Ao = e(7) /Z ) [F(x)C +he| s, (8.2.4)

onde € € C§°(R) ¢é uma funcao responsavel por “ligar e desligar” o detector, F' € C§° (%)
pode ser imaginado como descrevendo o perfil espacial da ponta de prova do aparato e 7

denota o tempo préprio do detector.

Fixado o sistema fisico total, desejo calcular — em ordem mais baixa em ¢ — a taxa de
excitagao do detector quando o vacuo do campo é despertado. Para tanto, é conveniente
trabalhar na chamada representacdo de interacao. Como é bem-sabido, nessa representa-
¢ao os operadores evoluem segundo o hamiltoniano livre enquanto que o estado do sistema
evolui segundo o hamiltoniano de interacdo. Assim, o hamiltoniano de interagdao tem a

forma

ai =e(r) [V (t,x) [F(x)e P =ErEO e ds (8.2.5)
3t

na representacao de interagao e a evolucao dos estados é dada, em ordem mais baixa em

( / mth) By (8.2.6)

Aqui, o sobrescrito (I) indica o operador na representacao de interagdo enquanto que o

£, por

sobrescrito (S) refere-se a representacao de Schrodinger. Para o hamiltoniano de interagao
dado na Eq. (8.2.5)) é possivel reorganizar o integrando que comparece na Eq. (8.2.6) de

sorte que

/ mt - ci)(f)é(S) + h-C‘a (827)

onde f € C§°(M) é a seguinte funcdo complexa:

f(t,x) == e[r(t)]e”Er=ET®) p(x), (8.2.8)
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Uma vez que na representacao de interagao o campo evolui segundo a hamiltoniana livre,

o operador campo, a partir da definicao da Eq. (3.1.30]), pode ser escrito como
&(f) = ia(KEf) —ial (KEf). (8.2.9)

Ja que a finalidade da introducgdo do detector é o estudo do comportamento do campo
devido a geometria de fundo, aqui nao interessa o que ocorre com o sistema detector-campo
devido ao liga-e-desliga do primeiro. Para contornar os efeitos colaterais do liga-e-desliga

do aparato, suponha que isso é feito lentamente. Isso significa que

€
€

< By — Ey. (8.2.10)
Essa imposicao faz com que f seja aproximadamente de freqiiéncia positiva, de sorte que
KEf~0 e KEf=Ef. (8.2.11)

Assim, a Eq. (8.2.6) reduz-se a
[£) = [1+a'(NCE —a(NCT] 1), (8.2.12)

onde \ := —KEf. Para prosseguir ¢ necessirio reescrever os operadores a(A) e a'(\)

com o auxilio da base completa para %, como definida no Capitulo [5] Utilizando Eq.

(13.1.37) e Eq. (3.1.38) vem que
i) = iy [ Veadiafeh

leO

= iy /M V=gd'z fo (Ak;lak: - Bklaz) (8.2.13a)
1€0
kel

e que

a0y = =iy [ v=gdare]

leo

= — Z /M 2V —gd4l’f¢lom (Zkld;g — Ekl&k) (8213b)
1O
kel
A segunda igualdade na Eq. (8.2.13]) é obtida usando-se a transformacao de Bogoliubov

para os operadores de destruigao e criagao, como definida na Eq. (3.3.5)).
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Suponha que no passado o estado do campo é o vacuo de F(H4,), o vetor ¥ e que o
detector encontra-se em seu estado fundamental. Substituindo a expressao dos operadores

de destruigao e criagao Eq. (8.2.13) na Eq. (8.2.6)), vem que o estado final do sistema sera

£) =Wy o |B)+iY [ V=gl Bualvy @ |B). (3:2.14)
leo
kel

Assim, a probabilidade de excitacao do detector, em primeira ordem de perturbacao,

depois que este permaneceu ligado por um tempo 7" é dada por

2

PeXC:Z

kel

Z /M vV —9d4$f¢ZOUtBkz

leO

(8.2.15)

Se o aparato permanece ligado por um tempo suficientemente longo, isto é, se para o menor

autovalor do operador Eq. || Q, T é tal que QT/\/—goo > 1, entdo a principal

contribuicao a probabilidade de excitacao do detector estard associada a presenca dos
modos exponenciais. Nesse regime a Eq. (8.2.15)) para a probabilidade de excitacao do

detector reduz-se a

1
ch A=
‘ QQZ

kel

/T/ V=900

FH
73 _
0 Bl

e[r(t)]e@HABV=g0)t gy [ G5
paM
20T Ff{ 9
vV —900 ~
‘ dE) S [Bial® (8.2.16)

2(—900)§_2 [(\/%)2 +AE2} </Ef 1] kel

e(T/2)?

Q

Aqui gop denota a componente temporal do tensor métrico, AFE := Fy — Fy e B, € 0o
coeficiente de Bogoliubov definido na Eq. (3.3.2b)) e da a projecao do conjugado de cada

vetor da base in no modo wg. O campo de Killing 3* ja foi definido no Capitulo [5]

A forma final para a probabilidade de excitacdo do detector dada na Eq.
revela que assintoticamente a probabilidade de excitagao do detector, em primeira ordem
de perturbacao, é totalmente dominada pelo crescimento exponencial das flutuac¢oes do
campo. Isso acontece independentemente de qual seja a separacao entre os niveis de
energia do detector e eclipsando a contribuicao para a probabilidade de excitagao que

vem da producao de quanta dos outros modos por conta da evolugao do espago-tempo.

Em face a graus de liberdade do campo quéantico descritos por modos tao pouco usuais
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em teoria de campos quanto os modos w,, a questao que se coloca é a seguinte: estaria
a probabilidade de excitagdo dada pela Eq. (8.2.16) revelando um fenémeno de producao
de particulas em profusao? Dito de outro modo, é possivel usar os cliques do detector

para conferir ao sistema um certo nimero de particulas criadas?

Em Teoria Quéntica de Campos é sempre tomado como dado que os vetores do espago
de Fock de estados do campo com numero de ocupagao bem-definido descrevem aquele
numero de particulas ocupando um certo estado. No entanto, como ja repisado algumas
vezes, essa é uma interpretacao daquele niimero e nao uma definicdo vinda da prescrigao
de quantizagao de campos, de modo que esse entendimento nao deve ser visto como um
a priori. Em espago plano, essa interpretagao ¢ motivada por dois fatos distintos. Em
primeiro lugar, porque quando o espaco-tempo ¢ estacionario os vetores do espaco de Fock
sao autovetores do operador hamiltoniano livre associado ao campo, o que significa dizer,
entre outras coisas, que o nimero de quanta naquele estado é conservado pela dinamica
livre. Em segundo lugar, porque detectores de particulas, como o de Unruh-DeWitt, tém
sua probabilidade de excitacao proporcional aquele niimero de ocupagao. Pela discussao
conduzida no Capitulo[7], contudo, é claro que ao menos a primeiro fato falha para o espago
Fs(Hous) justamente por conta do setor associado aos modos exponenciais. Assim sendo,
absolutamente nada pode ser dito sobre o contetido de particulas do sistema durante a

fase em que as flutuagdes do vacuo crescem sem-limites.

8.3 Criacao de particulas quando o vacuo adormece

Acredito que as discussoes conduzidas no Capitulo [7] e, particularmente, na tltima se¢ao
sao suficientes para convencer o leitor de que nao é possivel associar um contetido de par-
ticulas ao campo enquanto o vacuo encontra-se acordado. No entanto, nao é de se esperar
que essa fase de instabilidade se perpetue. Com efeito, acreditamos que se considerada,
a retroacao do campo deve conduzir todo o sistema para um novo regime estacionario.

Atingido esse novo regime, é legitimo nos perguntarmos sobre o conteudo de particulas
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do sistema. Nesta secao estou interessado na contribuicao dada pelo Efeito de Despertar
do Vécuo para a producio de particulas. E claro que essa é uma questdo que somente
pode ser fechada lancando-se mao da retroacao do campo quantico sobre o espago-tempo
de fundo. O que mostrarei no que segue é uma abordagem bem mais modesta onde o
problema da retroagao é simplesmente desprezado e o espago-tempo de fundo é dado a

mao, o que dentro do escopo da TQCEC é um problema totalmente legitimo.

Considere o espago-tempo (M, g) gerado por um sistema gravitacional que é estatico
no passado e que evolui suavemente até uma nova configuragao, também estatica, na qual
ele permanece por algum tempo. Imagine, entdo, que esse sistema evolui novamente de
modo suave até uma nova configuracao estatica no futuro. Assim como antes, suponha
que sobre o espaco-tempo gerado por esse sistema esta definido um campo escalar que
obedece a Eq. . Esse sistema sera construido de modo tal que na regiao estatica
intermediaria do espaco-tempo em questao o campo passa por uma fase de instabilidades

e seu vacuo é despertado.

Para computar o nimero de particulas produzidas numa fase ulterior ao despertar
do vacuo do campo basta uma andlise do comportamento temporal dos modos do campo
nas regides passada, intermediaria e futura do espago-tempo de fundo. Sendo assim, vou
utilizar uma coordenada ¢ que cobre todo o espaco-tempo e que coincide, em cada uma
das regioes do espago-tempo, com o parametro temporal definido pela isometria temporal
ali presente. Uma vez que as transi¢oes entre as regioes passada e intermediaria e inter-
medidria e futura de (M, g) sdo imaginadas serem suaves, é possivel colar a coordenada

temporal entre cada uma dessas regioes de sorte que t : M — R é uma funcao suave.

Vou considerar, entao, quatro conjuntos distintos de modos da equacao de campo. Os
trés primeiros, {u;}jez, {vitico € {w, fneor ja foram construidos na Segao . Os modos
u; sao definidos por seu comportamento oscilatério no tempo no passado, enquanto que
os modos v; e w, sao definidos, respectivamente, por seu comportamento oscilatério e

exponencial no tempo na regiao intermediaria. Por fim, vou também considerar o conjunto
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de modos {p }rew, cujos elementos no futuro tém a forma

e~ int
Pe = —\/Z—ﬁklk- (8.3.1)

Suponha que o estado inicial do campo é o vadcuo U € F (4,), onde 4, é o espago
de Hilbert de uma particula ao qual pertencem as solugoes de freqiiéncia positiva com
respeito ao campo de Killing no passado. Desejo, entao, calcular o valor esperado nesse
estado do operador ntimero associado a uma base de solugoes de freqiiéncia positiva no
futuro. Como mostrado na Secao [8.1] essa quantidade esta relacionada com o coeficiente
£ de Bogoliubov, definido pela Eq. , entre os modos u; e pi. Nesse célculo,
contudo, é importante guardarmos a informagao de que em algum momento as flutuagoes
do campo passaram por uma fase de crescimento exponencial. Para tanto, vou primeiro

definir os seguintes coeficientes da transformagao de Bogoliubov entre as bases de modos

consideradas:
DL = /(9 dl/(l) (Xklvl — Xkl@l) + Z (anwn — anwn) , (832&)
ne®’
o= [ du(y) (eyu; = 77;) (8.3.2b)
wy, = /Idu(j) (anuj - ﬁnﬂj) ) (8.3.2¢)
P = /Idu(j) (anju; — Byys) (8.3.2d)

Através da equagao de campo é possivel evoluir os modos u; até a regiao em que o
mecanismo de despertar do vacuo é desengatilhado. La é conveniente reescrever os modos
u; em termos dos modos v; e wy,:

u;(t,x) = /O dv(1) [eui(t, x) + nyon(t,x)] + Y [Enjwn(t,x) + 0,0, (8, %)] . (8.3.3)

neQ’
Aqui x simplesmente denota as coordenadas espaciais definidas sobre a hiperficie tipo
espaco indexada pelo parametro t. Na regiao intermediaria, ¢ foi identificado com a
coordenada temporal construida sobre a isometria temporal ali presente. Considere agora

uma translacao temporal dos modos u; nessa regiao. Para os modos v; essa operacao
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implica que

v(t+T,x) = e =Ty (t, x), (8.3.4)
enquanto que para os modos w, ela leva a
wy(t +T,%x) = v, (T)w,(t,x) — O, (T)W0,(t, x). (8.3.5)

A partir das defini¢oes da Eq. (3.3.12a]) e da Eq. (3.3.12b)), é possivel calcular os coefici-
entes Yo, € g, que comparecem na Eq. (8.3.5)). Sao eles

Yo, (T') = —2isenh (2, T + im/6) (8.3.6)

Oq,, (T) = 2isenh (2, 7). (8.3.7)

A Eq. (8.3.5) é um reflexo do fato ja apontado no Capitulo [7| de que a quantizagao do
campo de KG, quando da presenca da instabilidade, depende da escolha da superficie
de Cauchy 32, sobre a qual o produto interno do espago de Hilbert de uma particula é

definido. A translagao temporal dos modos u; dentro da regido intermediaria leva a

wi(t +7T,x) = /0 du(l) [@e ™ Tui(t, %) + mye™ T (t, )| (8.3.8)
+ Z [(gnjﬁ)/ﬂn - nnjeﬂn)wn(tax)
neQ’
+ (i Ve, — €njfla, )Wa(t, X)} : (8.3.9)

Uma vez que os coeficientes de Bogoliubov Eq. sao conservados pela dinamica, a
forma acima para u; deve valer em qualquer regiao do espaco-tempo. Em particular, ela
também deve ser verdadeira no passado, onde sabemos qual é a dependéncia temporal
de u;. Disso podemos inferir que a diferenga entre u;(¢,x) e u;(t + 7', x) deve ser apenas

uma fase. Entao

uit,x) = e / du(l) [ye ™ T u(t, %) + nye™ T (t, )|
o

+e1 T 3" (@70, — Mniba, ) wa(t, x)
ne(’

+ (Ve — €nibo,)Ta(t: X)) (8.3.10)
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Ao evoluir u; até o futuro, passa a ser conveniente expressar esses modos em termos da

terceira base. Isso nos leva a

uj = /O dv(1) /u ds (k) [T (&% me ™™ + myxme™ T )pr

+ etei(T) (aj/\kle_iwlT + nljxkleiwlT)pk;]

+ Z /udg(k:){ewj(T)[(QjVQn — Mnj00, ) Xin

neO’

+ (nanQn - €”J'§Qn)xkn]pk
ei“’j(T)[(QﬂQn — M, ) Men

+ (MiVe, — €00, ) \en D1 - (8.3.11)

Por outro lado, em termos dos modos p, os modos u; se escrevem como

uj :/dg(k) (Qkjpr + Bripy) - (8.3.12)
u

Comparando essas duas expressoes, vem que

ﬁk]‘ = ewj(T)/OdV(l)(aj)\kle_iwlT+7]ljxkl€iwlT)

+e%1 ) 3 (@10, = i) Men + (170, — Enjfa,)Men].  (8.3.13)
ne®’

A férmula acima mostra que o nimero de particulas criadas quando o sistema retorna ao
equilibrio no futuro cresce exponencialmente com o tempo durante o qual o mecanismo de
despertar do vacuo atua. Logo, o “adormecimento” do vacuo leva a um aumento da quan-
tidade de energia estocada nos graus de liberdade do campo. Note que enquanto o vacuo
estd “desperto” a energia total do campo ¢ conservada, mesmo havendo um crescimento
exponencial da densidade de energia. Portanto, durante esse processo a energia ¢ rear-
ranjada ao longo da se¢ao espacial, mas nao injetada no campo por qualquer mecanismo
externo que seja. Assim como ja apontado na Secao [5.4] esse rearranjo da-se de sorte que
em algumas regides da secao espacial a densidade de energia fica cada vez mais positiva,
enquanto que em outras ela fica cada vez mais negativa. Contudo, quando o sistema
retorna ao equilibrio no futuro, todas as particulas criadas tém energia positiva. Nesse
cenario, como ¢ possivel dar conta da conservacao da energia do sistema gravitacional

mais campo quantico?
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A despeito do que foi mencionado acima, sabemos que nao podemos questionar o fato
de que V“(Tab> = 0. Seja N' C M uma porcao da variedade M compreendida entre duas
superficies de Cauchy X, e X, sendo que ¥, estd contido no dominio de dependéncia
futuro de ;. Seja n® um campo vetorial tipo tempo normalizado e que é ortogonal a
foliagao escolhida para o espago-tempo (N, g) e, em particular, as hiperficies 3, e %;,.
Seja v® um outro campo vetorial tipo tempo. E claro que UbV“<T w) = 0. Integrando essa
identidade em toda a subvariedade N e aplicando o teorema de Stokes, vem que

[zt () — [ dSnto (L) - /N V=gd eVt (T = 0. (8.3.14)
: i

Esse resultado sugere a definicao do seguinte tensor:
Wab = Va’l)b + vaa, (8315)

que deve depender somente da métrica g, e do campo v*. Com o tensor wgy, pPosso
reescrever a expressao integrada para a conservacao do valor esperado do tensor energia-

momentum do campo como

~ ~ 1 ~
axno! (Tu) = [ dno!(Tu) = 5 /N V—gd zw(Ty). (8.3.16)

th Eti

Suponha que os vetores ﬁ‘p e ﬁ ; omp € Xy, e q € Xy, sao ortogonais respectivamente
as hiperficies ¥, e ;. Considere, entao, um observador cuja linha de mundo passa pelos
pontos p e ¢ e que nesses pontos tem como secao espacial as hiperficies ¥, e ¥;,. Desse
modo, do ponto de vista do observador, a diferenca do lado esquerdo na Eq. (8.3.16]) tem
a interpretacao de ser a variacao do valor esperado da energia total do campo entre os
instantes definidos pelas hiperficies ¥, e ¥;,. No lado direito da Eq. , o tensor
Wap pode ser visto como uma medida de quanto v® falha em ser um campo de Killing tipo
tempo. Por conta da interpretacao do lado esquerdo dessa equacao, o lado direito pode

ser visto como o trabalho feito pelo campo gravitacional sobre o campo quantico do ponto

de vista desse observador hipotético.

Pois bem. Suponha agora que a hiperficie 3, corresponda ao instante de tempo ¢;

como medido por um observador que segue alguma linha integral do campo de Killing
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tipo tempo da regiao intermediaria e que o campo vetorial v* coincide com esse campo de
Killing. Se a hiperficie ¥;, descreve a secao espacial desse observador no futuro, quando
o sistema gravitacional mais o campo quantico encontram-se em um novo estado esta-
cionario, entao, do ponto de vista desse observador, a Eq. d& conta do balango
entre a variagao de energia do campo quantico e o trabalho realizado sobre ele pelo campo
gravitacional. Sendo assim, o fato de que durante a existéncia da instabilidade o valor
esperado do tensor energia-momentum no vacuo cresce exponencialmente implica que o
trabalho realizado pelo campo gravitacional sobre o campo quantico contem uma con-
tribuicao que foi exponencialmente amplificada. Isso mostra que a imensa producao de
energia na forma de particulas do campo quando o vacuo adormece ocorre as expensas da
energia do proprio sistema gravitacional. Note ainda que, como o crescimento exponencial
das flutuagoes quanticas independe do quao lentamente se d4 a mudanca da geometria de
fundo, a criacao de particulas por conta do “adormecimento” do vacuo guarda diferencas

com relagdo ao mecanismo usual de produgao espontanea de particulas em TQCEC.

A fim de ilustrar o que foi dito acima, exibirei aqui um modelo bastante simples no
qual é possivel calcular explicitamente os coeficientes da transformacao de Bogoliubov.
Considere exatamente o cenario apresentado nesta secao. Suponha que em alguma re-
giao do espago é colocada uma pequena caixa cubica cujo lado tem, assintoticamente
no passado, tamanho proprio L e com paredes capazes de blindar o campo quantico. A
caixa deve ser suficientemente pequena para que o campo ali confinado nao seja sensivel
a curvatura do espago-tempo nas direcoes espaciais. Assim, a equacao de campo pode ser

colocada na seguinte forma:

32
5%~ Vio+ Valt)o =0, (8.3.17)
onde V? denota o operador laplaciano usual e Vis é um potencial efetivo que decorre

da variacao temporal das quantidades geométricas na regidao interior a caixa. Para essa

equacao escolherei a seguinte forma para os modos:

) 3/2 .
un(t, z,y,2) = falt) <L> sen <n£rx> sen

()

("52) , (8.3.18)
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onde n = (ng, ny,n,) € ng,ny,n, € N*. A funcao f,(t) satisfaz

d2

S alt) + [0+ Vialt)] falt) = 0. (8:3.19)

A constante o aparece por conta da separacao de varidveis e sua relacao com n,, n, e n,

SIS VRCIRICIE 20

No passado o espago-tempo é estédtico, o que implica que Ve(t — —o0) = Vj,. Isso permite

é

que a base {up fnen+s seja escolhida de maneira que para t — —oo

efiwnt

falt) = o (8.3.21)

sendo que wy, := v/o + Vi,. Assintoticamente no futuro teremos que Vi(t — +00) = Vo,

o que permite a construcao dos modos

2\ 3/2 . ;
pu(t, Y, 2) = gn(t) (L) sen (ngms) sen (@;y) sen (n;z) : (8.3.22)

de forma que quando t — +oo temos

e—iﬁnt
n t = 9 8323
In(?) 5 ( )

onde ¥, := /o + V. Disso e da defini¢cao do coeficiente 5 de Bogoliubov, Eq. (3.3.12h)),

segue que

d—.  _ d
o ) = Bon = QW0 Py) = i | G — Fro—Tn | Orrom. 8.3.24
Bngmym) = Bom = 1Q(Un, D) Z(g dtf fdtg> , ( )

Para calcular 8, m podemos evoluir os modos uy, até o futuro e la projeté-los nos

modos p,,. A titulo de exemplo, vou tomar a seguinte forma para Ve (t):

Vo tanh [c (t + T/2)] — tanh [c (t — T'/2)]

Verlt) = 2 tanh [¢T'/2]

(8.3.25)

Por simplicidade, escolhi os parametros de Vi de maneira que somente o modo w1 )
experimente o crescimento exponencial. Para esse potencial efetivo a tarefa de evoluir

os modos u, s6 pode ser feita numericamente. A Fig. [8.1] ilustra o perfil de “bacia” do



128 Capitulo 8. Da criacao de particulas

L2 Vg
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Figura 8.1 — Perfil do potencial efetivo dado na Eq. (8.3.25) para os seguintes valores dos parametros: ¢ = 0.1/L, T = 100L
e Vo =—29.7/L2.

potencial efetivo utilizado. Os graficos na Fig. [8.2] verificam o comportamento exponencial

2
de Ba,1,1). Na Fig. |8.2(a)| estd apresentado o comportamento de In ‘5(171,1)’ em funcao

do pardmetro 7', fixado V; e ¢, enquanto que na Fig. |8.2(b)| tem-se o mesmo grafico, mas

com Vy e ¢TI fixos.
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Figura 8.2 — Gréfico do comportamento de In ’,3<1’1,1)| em funcio de T. Em (a) foi fixado ¢ = 0.1/L e Vo = —29.7/L?,
enquanto que em (b) temos ¢T' = 100, Vo = —29.7/L2.

Dentro do contexto desse simples modelo podemos novamente nos inquirir quanto a
questao da conservacao de energia. Aqui, todavia, nada sabemos do tensor métrico e,
conseqlientemente, do tensor energia-momentum associado ao campo. Nao obstante, é
possivel, manipulando a Eq. , construir uma equacao de conservacao. De fato,
multiplicando a Eq. por 9,¢ e somando o resultado com seu complexo conjugado

vem, apoés alguma manipulacao das derivadas, o seguinte:

9% 00—\ d ,
VO V) = S Valdl’. (83.26)

o (|0¢|

2 2
ot \lot + Ver|9]” + [V V-
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Dai vé-se que, assim como antes, o fato de o sistema gravitacional — aqui descrito por
Vit — sair do estado que permite a existéncia do mecanismo de despertar do vacuo e o
crescimento exponencial das flutuagoes do campo sao, juntos, os responsaveis pelo cresci-
mento da energia do sistema quantico quando o sistema retorna ao equilibrio. Isso mostra
que o custo energético para a variacao do potencial efetivo de modo a despertar o vacuo
¢é desprezivel quando comparado ao custo energético necessario para varia-lo depois que

as flutuacoes do vacuo foram exponencialmente amplificadas.

Como ja mencionado no inicio desta sec¢ao, aqui em momento algum toquei na questao
da retroacao do campo quéantico. A energia injetada no campo ao longo de todo o processo
e, em particular, ao final da fase durante a qual atua o mecanismo de despertar do vacuo
é transformada, no futuro, em particulas. Ora, é de se esperar que, quando levada em
conta, a retroacao do campo use parte dessa energia que vai sendo injetada no campo para
modificar o sistema gravitacional. Somente uma fracao, entdo, seria liberada na forma
de particulas. Um corpo com massa da ordem da do Sol, aproximadamente 10*° kg, que
seja capaz de desengatilhar o efeito deve acumular numa regiao da ordem do seu raio
(~ 10 km) uma energia da ordem de 10° TeV para que o campo gravitacional gerado
pelo vacuo rivalize com o gerado pela matéria classica. Dentro da escala dos fendomenos de
altas energias essa ¢ uma energia tao grande que mesmo que somente uma pequena fracao
fosse convertida em particulas ainda assim teriamos um evento de imensas proporgoes.
Essa “componente escura”, haja visto que essas particulas interagem exclusivamente com
a gravitagao, produzida quando o vacuo adormece seria responsavel por carregar para

longe parte da energia inicialmente armazenada no sistema cléssico.
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Capitulo 9

Questoes pertinentes

S cenarios exibidos nos ultimos quatro capitulos e a partir dos quais argumentei

em favor do efeito envolvem espagos-tempos que sdo ao menos assintoticamente
estaticos tanto no passado quanto no futuro. Além disso, no Capitulo [5| me restringi
a espagos-tempos conformalmente estaticos. E importante que se diga, contudo, que a
existéncia do efeito e suas possiveis implicagdes para a fisica macroscopica de sistemas
gravitacionais classicos nao devem depender dessas hipoteses. Tais simplificacoes foram
feitas somente com o intuito de tornar a linha argumentativa percorrida mais contun-
dente. De fato, esperamos que o efeito, justamente por ja se fazer presente em situacoes
por vezes tao simplificadas, seja desengatilhado em sistemas gravitacionais mais comple-
xos. Também aqui fizemos sempre uso de um campo escalar com massa e acoplamento
nao-minimo satisfazendo a equacao de KG Eq. . E bem verdade que néo se conhece
na Natureza nenhuma particula fundamental que seja descrita por um campo escalar.[]
Todavia, é bem-sabido que desconhecemos a natureza de aproximadamente 95% do con-
tetdo de energia do nosso Universo e que, aparentemente, esse conteido s6 é acessivel
gravitacionalmente. Logo, alternativas para se testar a existéncia de campos livres na

Natureza, como o Efeito de Despertar do Vacuo, sao muito bem-vindas.

A hipoétese de estaticidade durante a fase em que o vacuo encontra-se “desperto” im-

I Mésons sdo descritos por campos escalares, mas sdo formados por um par quark-antiquark. Dentro do
Modelo Padrao das particulas elementares a particula de Higgs seria descrita por um campo escalar,
mas até o momento o CERN continua a sua procura.
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plica, por conta da conservacao do valor esperado do tensor energia-momentum associado
a0 campo quantico, que sua energia total é conservada.ﬂ Essa afirmagao foi verificada na
Segdo [5.4] a despeito do crescimento exponencial dos modos w,. Ademais, verificamos
que tanto o tensor energia-momentum associado a cada modo w,, quanto o valor esperado
do tensor energia-momentum no vacuo inicial na regiao em que o efeito é disparado sao
covariantemente conservados. Vale notar ainda que a forma dos modos w,, na Eq.
e o fato de <T0i> # 0 na Eq. (5.2.2b)) vai ao encontro de que foi argumentado no Capitulo
[7 a respeito da inexisténcia de um operador atuando sobre o espago de estados do campo

quantico que implemente a isometria temporal do espaco-tempo de fundo.

Ao longo de praticamente toda esta tese me referi ao fendmeno aqui apresentado como
um efeito de despertar do vacuo; um fenémeno de Teoria Quantica de Campos. Por outro
lado, na Eq. , onde estimo a ordem de grandeza de Q, ndo ha mencéo a h. Se h é
a impressao digital do mundo quantico, entao em que ponto, nos célculos, a constante de
Planck aparece? Se recuperarmos as unidades em que é usualmente escrito, o comutador
entre o operador campo e seu momentum canonicamente conjugado é proporcional a
h. Isso, juntamente com o fato de que a variavel temporal ¢ sempre tem um fator c
multiplicando, implica que na frente de todos os modos vai um fator v/he. Esse fator d4 a
ordem de grandeza das amplitudes das flutuagdes do vacuo. Logo, a Mecanica Quantica
participa de forma crucial do efeito na medida em que permite de forma incontornavel
que todo tipo de flutuacao esteja presente no estado inicial do campo. Em particular,
contempla aquelas flutuacoes que experimentarao crescimento sem-limites quando o vacuo
é “despertado”, crescimento este que acaba se manifestando no tensor energia-momentum

do campo e tomando conta da evolugao do sistema.

Acredito que aqui ainda cabe um pequeno comentario quanto a renormalizacdo do
valor esperado de T, quando da presenca do mecanismo de despertar do vacuo. Na
Segao [5.3], fraseei 0 mecanismo em termos de um potencial efetivo negativo. Como men-

cionado, o fato de o potencial efetivo ficar negativo nao é capaz, por si, de garantir a

2Isso é verdade enquanto nao consideramos a retroaciio do campo quéntico sobre o espaco-tempo de
fundo.
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existéncia de modos da equagao de campo cuja parte temporal cresce exponencialmente:
é necessario que esse potencial efetivo seja negativo o suficiente em uma regiao grande
o suficiente. Isso deixa claro que o efeito aqui apresentado depende necessariamente de
propriedades nao-locais do espaco-tempo. Ha ainda outra caracteristica do mecanismo
nao explicitamente mencionada no Capitulo sua relacao com condigoes iniciais. Na
Teoria Quantica de Campos, as flutuacoes presentes em qualquer estado inevitavelmente
acabam por contemplar toda sorte de perfis de campo consistentes com as condi¢oes de
contorno do sistema. Dentre esses perfis sempre havera aqueles que tém projecao nao-
nula nos modos que sdo assintoticamente divergentes. Por um lado, entao, o Efeito de
Despertar do Vacuo é robusto com relagao as condigoes iniciais, haja visto a presenca de
flutuagoes em qualquer que seja o estado inicial escolhido. Por outro, os possiveis estados
podem combinar de modo diferente aquelas flutuagoes, o que implica, no futuro, que os
valores esperados dos observaveis relativos ao campo nos diferentes estados iniciais sejam
diferentes. A luz do que ja foi mencionado ao final do Capitulo [3| quanto a independéncia
de qualquer procedimento de renormalizag¢ao em relacao ao estado do campo, essas duas
caracteristicas do efeito nos levam a concluir que os procedimentos de regularizagao e
renormalizacao que podem ser usados para dar sentido a (Tab> nao podem ser capazes
de inviabilizar o mecanismo. E importante frisar que, no contexto da renormalizagao via
separacao de pontos, o efeito estd em acordo com os teoremas que garantem que a evolu-
¢ao do sistema pela equagao de campo em um espaco-tempo globalmente hiperbolico nao
é capaz de promover novas divergéncias além daquelas ja renormalizadas (60-62). Com
efeito, uma vez que, a despeito do crescimento sem-limites das flutuagoes do campo, no
caso exibido no Capitulo (gp) é livre de singularidades, pois, a rigor, somente diverge

assintoticamente no futuro.

Da maneira como foi fraseado no Capitulo [5] o mecanismo de despertar do vécuo é
revelado quando a Eq. admite solugoes assintoticamente no futuro com o < 0. Em
ultima instancia, esse fato depende exclusivamente da equacao de campo e de condic¢oes
de contorno. Logo, esse crescer sem-limites de perfis do campo no futuro sao instabili-

dades que ja se fazem presentes na teoria classica. Nao é uma exclusividade da versao
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quantizada do campo. Portanto, em principio, mesmo o efeito sendo disparado para as
flutuagoes do campo quantico, ele nao seria capaz de sobrepujar qualquer densidade de
energia classica, uma vez que configuragoes classicas do campo poderiam compor o sis-
tema e eventualmente crescerem pelo menos tanto quanto as flutuagoes de vacuo. Esse
quadro seria simples assim se pudéssemos desconsiderar o papel de fontes e interacoes na
teoria. Em primeiro lugar, para ser possivel construir uma configuracao classica para o
campo seria necessario fazé-lo via alguma fonte para a Eq. , coisa que nao conside-
ramos. Em nosso estudo somente comparecem amplitudes decorrentes das flutuacoes de
vacuo. Em segundo lugar, nao necessariamente todas as condi¢oes iniciais possiveis para
essas configuragoes classicas implicardao num crescimento da amplitude do campo. Em
contrapartida, como ja mencionado acima, no estado de vacuo estao contemplados todos
as possiveis configuragdes de campo consistentes com as condigoes de contorno. Logo,
na versao quantica, o efeito é inevitavelmente disparado. Por tltimo, consideramos so
de passagem no Capitulo [§ a possibilidade de o campo interagir com outros sistemas.
Essa é uma questao particularmente interessante. Muito embora as flutuagoes do campo
quantico no vacuo cres¢am violentamente durante a atuacao do efeito, o valor esperado
de sua amplitude é sempre nulo. Por outro lado, se configuragoes classicas de ¢ sofrerem
a amplificagdo promovida pelo efeito, sua amplitude ira crescer. Uma vez acoplado com
outro campo — como no caso de uma eletrodinamica escalar, por exemplo — é forgoso
que ¢, antes mesmo de desempenhar papel gravitacional relevante, produza pares que

possivelmente retroagirao de modo a minimizar o efeito desse campo classico.

Em um artigo recente, P. Pani et al. estudaram uma outra possivel relagdo que
poderia haver entre o mecanismo de despertar do vacuo e um perfil classico nao-nulo para
o campo ¢ ((63)). Nesse trabalho os autores especulam que o Efeito de Despertar do Vacuo
poderia induzir um fendmeno conhecido na literatura por “Escalarizacao Espontanea”
(64./65)). No contexto da Escalarizagao Espontidnea, o campo gravitacional é descrito por
um tensor métrico, familiar & RG, e por campos escalares sem massa que se acoplam com
os campos de matéria. A motivacao para o estudo dessa descricao do campo gravitacional,

alternativa a RG e conhecida na literatura como Teorias Tensor-escalar, esta baseada no
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fato de que algumas teorias de unificacao entre a Gravitagao e as outras forgas dao origem a
campos escalares sem massa acoplados gravitacionalmente aos campos de matéria. Teorias
Tensor-escalar podem ser mapeadas, mediante uma transformacao conforme adequada,
nas chamadas Teorias f(R), teorias também alternativas & RG onde a lagrangiana do
campo gravitacional é alguma fungao do escalar de curvatura (para uma revisao sobre o
assunto, veja, e.g. a referéncia (66))). Testes para a RG no regime de campo gravitacional
fraco impoem limites sobre o acoplamento entre os campos escalares e os de matéria,
implicando, nesse regime, em desvios pequenos em relacao a gravitacao einsteiniana. Para
campos gravitacionais intensos, como o de estrelas de néutrons, entretanto, T. Damour e
G. Esposito-Farese argumentam na referéncia (64)) que, mesmo quando os limites impostos
pelos testes em campo fraco sao satisfeitos, existem solugdes auto-consistentes estaticas
e esfericamente simétricas estaveis onde o campo escalar tem perfil ndo-nulo. Esse perfil
nao-nulo leva a uma mudanga da massa gravitacional da estrela que pode chegar a uma
fracao consideravel em relacao ao que seria esperado pela RG. Logo, mesmo em acordo
com os limites impostos pelos testes em campo fraco, Teorias Tensor-escalar, no regime de
campo forte, levam a desvios significativos em relacao as previsoes da RG. Na referéncia
(65) os mesmos autores argumentam ainda que o aparecimento de um perfil ndo-nulo para
o campo escalar, a Escalarizacdo Espontanea, guarda semelhangas com a magnetizagao
de um material ferromagnético abaixo da temperatura de Curie. Ainda percorrendo
alguns trabalhos relacionados a esse fendmeno, descobrimos que em 1997 T. Harada ja
tinha encontrado as instabilidades por nés apresentadas na referéncia (25) ao estudar a
estabilidade dessas Teorias Tensor-escalar no contexto de estrelas (67). Harada, contudo,
nao fez qualquer conexao entre seu resultado e questoes relativas a TQCEC. Pois bem. O
que Pani et al. mostraram no trabalho da referéncia (63) é que, para corpos compactos,
os valores de M/R e £ para os quais o viacuo é despertado sdo exatamente os mesmos
necessarios para o aparecimento da Escalarizagdo Espontanea. Isso certamente levanta
questionamentos interessantes acerca da relacao entre a Escalarizacao Espontanea e o
mecanismo por nés apresentado. Hé, no entanto, duas diferencas importantes entre esse

resultado e os que por nés foram apresentados, particularmente no trabalho mencionado
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na referéncia (25). Em primeiro lugar, os diagramas apresentados na figura 1 da referéncia
(63) correspondem a existéncia de solugoes autoconsistentes da equagao de Einstein e da
equacao de KG com acoplamento nao-minimo com o escalar de curvatura. No nosso
caso, a geometria ¢ dada pela equacao de Einstein e o campo quantico evolui sobre esse
espaco-tempo de fundo. A segunda diferenca é que enquanto a Escalarizacao Espontanea
consiste em solugoes que apresentam um perfil classico nao-nulo para o campo escalar, no
Efeito de Despertar do Vacuo o perfil médio do campo permanece nulo mesmo quando
suas flutuacoes crescem exponencialmente. A explicacao para o resultado de Pani et al.
pode ser tracada de volta na equagao para o campo escalar, que é a mesma no dois casos.
Em particular, a coincidéncia entre as fronteiras das regides preenchidas no diagrama da
figura e no diagrama da esquerda da figura 1 da referéncia (63)) pode ser explicada
notando-se que nos dois casos essa linha demarca o limiar onde a solugao da equacao
de KG é nula. Nesse caso as equagoes por nos examinadas, que nao levam em conta a
retroacao do campo quantico, e as utilizadas no estudo de Pani et al., que consideram
a retroacao do campo classico, coincidem. A conclusao que Pani et al. tiram de seu
resultado é que ele poderia indicar que a retroacao do mecanismo de despertar do vacuo
sobre o espaco-tempo de fundo poderia dirigir a evolugao do sistema gravitacional de

modo a leva-lo a um estado de equilibrio no qual apareceria a Escalarizacao Espontanea.

De fato, é de se esperar que a nao-linearidade induzida na equacao satisfeita pelo
campo devido a retroagao deste sobre o espaco-tempo de fundo aponte para um novo
vacuo que seja estavel. Quica esse novo vacuo corresponda a um perfil classico do campo

nao-nulo que, talvez, seja aquele esperado pela Escalarizacao Espontanea

A essa especulacao, todavia, é possivel dirigir algumas criticas. A primeira é quanto
a dindmica do sistema gravitacional. Nas referéncias (63-65]), para sustentar que existem
solugoes para o sistema de equagdes com campo escalar ndo-nulo que sdo mais favoraveis
do que as com campo escalar nulo, é mostrado que as iltimas tém uma energia de ligacao
gravitacional menor do que as primeiras para os mesmos valores dos parametros. Em
momento algum é abordado o problema do ponto de vista dinamico, ou seja, se dadas

condicOes iniciais e de contorno o sistema evoluirda para uma configuracao de equilibrio
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na qual um perfil ndo-nulo para o campo ¢ é sustentado. A segunda objecao diz res-
peito ao processo de retroagao do campo escalar. Mesmo que para o caso puramente
classico fosse mostrado que a dinamica auto-consistente da métrica do espaco-tempo e
do campo escalar levasse o sistema gravitacional a um estado final no qual o fenémeno
de Escalarizacao Espontanea desempenha algum papel, isso nao implica que o mesmo
aconteceria para a dinamica semiclassica. De fato, se escrevermos o perfil classico em
termos dos elementos de uma base completa para as solucoes da equacao de campo, é
possivel verificar que a expressao para o tensor energia-momentum classico é diferente da
expressao para o valor esperado da versao quantica dessa quantidade, por exemplo, em
um estado coerente que reproduza o perfil classico do campo. Isso acontece, pois, em
contraposicao ao caso classico, o valor esperado do tensor energia-momentum esta ligado
as flutuagoes do campo e nao a seu perfil médio. Dali, entao, a conclusao de que o processo
de evolugao autoconsistente do sistema classico e do semiclassico devem, a principio, ser
diferentes. Talvez uma boa ilustracao disso seja o caso em que campo esta em seu estado
de vacuo. No caso classico, isso corresponde a condic¢ao inicial do campo e seu momentum
canonicamente conjugado nulos, configuracao essa que a evolucao perpetuara. No caso
semiclassico, a despeito de no estado de vacuo o perfil do campo e de seu momentum
canonicamente conjugado serem nulos, o mesmo nao ¢ verdade para as flutuagées. Como
jad argumentado nos capitulos anteriores, se temos que o vacuo é despertado, essas flutua-
¢oes podem influenciar dramaticamente a evolucgao do sistema gravitacional. De qualquer
maneira, a despeito dos questionamentos que aqui levanto, a possibilidade de uma relacao
entre o fendmeno de Escalarizacao Espontanea e o despertar do vacuo, como aventada na
referéncia (63)), s6 pode ser confirmada ou descartada quando for possivel levar em conta

de modo apropriado a retroagdo do campo escalar sobre o espaco-tempo de fundo.

Em espago-tempo plano, o problema de como quantizar o campo de KG quando
existem modos com freqiiéncia imaginaria ja aparece em um trabalho do ano de 1940
assinado por L. I. Schiff, H. Snyder e J. Weinberg (68)). Nele os autores mostram que o
aparecimento desses modos é possivel para um campo escalar carregado sob a acao de

um potencial elétrico estacionario suficientemente profundo o qual, a titulo de exemplo,
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¢ tomado como sendo um poco quadrado. O problema da quantizacao do campo escalar
quando da presenca da instabilidade de Schiff, Snyder e Weinberg foi retomado e aprofun-
dado trinta anos mais tarde por B. Schroer e J. A. Swieca na referéncia (69). A meu ver
ha dois aspectos interessantes sobre o estudo realizado por Schréer e Swieca que merecem
menc¢ao. Em primeiro lugar, é afirmado logo na introducgao que, do ponto de vista fisico,
a instabilidade de Schiff, Snyder e Weinberg nao implica em uma instabilidade catastro-
fica e que, portanto, nao haveria nenhum motivo a priori para descarta-la. Os autores,
no entanto, somente dao atengao a energia e carga totais do campo, quantidades estas
conservadas pela dindmica, e nao a quantidades locais, como a densidade de energia do
campo. O segundo aspecto interessante é a discussdo acerca da representacdo das rela-
¢Oes canonicas de comutagao do campo. Schroer e Swieca propoem duas representacoes
distintas: a primeira em termos de um espaco que se assemelha a um de Fock, mas com
norma indefinida, enquanto que a segunda é construida na mesma linha do que foi exposto
na Secao [7.2] desta tese e que foi por nés reencontrada de maneira independente. Vale
ainda mencionar que o estudo da instabilidade descoberta por Schiff, Snyder e Weinberg

foi ainda aprofundado por S. A. Fulling na referéncia (70)E|

O estudo de instabilidades em TQCEC promovidas pela evolugdo do espago-tempo
de fundo ja aparece, em um contexto diferente daquele abordado nesta tese, em trabalhos
de meados da década de 1980 (71—74).E| O foco desses trabalhos é o aparecimento de
instabilidades em um campo escalar com uma auto-interacao A¢? induzida por flutuacoes
quanticas no espago-tempo de de Sitter. Ali é mostrado que, em primeira aproximacao,
as flutuagoes quanticas do campo podem contribuir para sua massa via o termo de auto-
interacao de modo a tornar o campo mais ou menos estavel, dependendo do acoplamento
com a gravitagao £ e de . O espago-tempo de de Sitter é um caso especial dos espagos-

tempos de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW),

Jap = —(dt)o(dt)y + a(t) [(da)a(dx)y + (dy)a(dy)s + (dz)a(d2)s] (9.1)

3Para mais informacéo sobre a instabilidade de Schiff, Snyder e Weinberg e outras discutidas por Fulling
na referéncia (70)), remeto o leitor a parte 1 do Apéndice da referéncia (6) e as referéncias 14 mencionadas.
4Agradeco ao Prof. A. A. Starobinsky por uma recente discussdo a respeito desse assunto.
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onde o fator de expansao a(t) é dado por
a(t) = e, (9.2)

e H é a constante de Hubble. A TQCEC sobre esse espago-tempo foi bastante estudada a
partir do final da década de 1970 por conta de suas simetrias e dos cenérios inflacionarios
para o Universo primordial que foram propostos a partir de 1981. Nas referéncias (75,76)),
em particular, sao estudadas as propriedades dos estados de um campo escalar livre no
espaco-tempo de de Sitter. Neles ¢ mencionado que nesse espaco-tempo se m? + &R < 0
as flutuagoes crescem exponencialmente. De fato, os modos da Eq. podem ser

escolhidos como

fit) e
t,x) = e 9.3
et ) = 2ol (93)
onde k € R? e fy satisfaz
d? o o Ik 1N 0
d7772fk+a [m +CL2+12<§_6)H fk:O, (94)
sendo que n = —H e H* é 0 tempo conforme. Dai vé-se que, dependendo dos valores

de £ e m, é possivel que haja modos ux que crescem exponencialmente. Em contextos
cosmoldgicos ha também estudos sobre as chamadas instabilidades taquionicas — campos
para os quais m? < 0 — em campos auto-interagentes e sua relacdo com fendmenos
de criacdo espontanea de particulas (veja, e.g., a referéncia (77)). E importante que
se diga, contudo, que o Efeito de Despertar do Vacuo guarda diferencas em relagao as
instabilidades mencionadas, haja visto que aqui sempre tratei de um campo livre e cujo

vacuo em Minkowski é naturalmente estavel.

Ainda h&, todavia, algumas perguntas referentes ao efeito que permanecem sem res-
posta. Talvez a maior delas seja a questao da retroagao do campo, a qual chamei a
atencao repetidas vezes ao longo do texto. Por um lado, ndo parece haver algoritmos
numéricos para a construcao do valor esperado do tensor energia-momentum do campo

mesmo quando o espago-tempo é dado a mao. Por outro, hé o desafio numérico de se resol-

2 “

50 termo “taquidnico” é derivado do adjetivo grego taxic, que significa “rdpido”, “veloz”. Em espaco-
tempo plano, campos taquiénicos foram primeiramente estudados por G. Feinberg na referéncia (78) e
sua quantizagdo foi abordada com profundidade por B. Schréer na referéncia (79).
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ver de forma autoconsistente a equacao de Einstein semiclassica Eq. . De qualquer
forma, é inegavel que esse é um problema que precisa ser atacado, mesmo que inicial-
mente para o sistema puramente classico, para que se tenha alguma pista de quais sao as
possiveis consequiéncias da fase de instabilidades do campo para o sistema gravitacional.
Outra questao de relevo é o possivel despertar do vacuo em contextos cosmoldgicos. Ja
sabemos que para espacos-tempos de FLRW normalmente empregados para se descrever
a evolucao do Cosmos o efeito nao é disparado. Portanto, a tinica possibilidade seria levar
em conta as perturbagoes promovidas por uma estrutura cosmoldgica que, a rigor, nao
¢ homogénea e isotropica. Por conta disso, esse é um problema que, mesmo sendo mais
simples do que o problema da retroagao, também requer uma abordagem numérica para
a formacgao de estruturas no universo e, naturalmente, para resolver a equagao para o
campo escalar. Esse ¢ um problema que temos estudado. Uma outra pergunta legitima
é se o efeito é despertado para campos com spin % ou 1. Para o campo de Dirac ainda
é necessario investigacdao. J4 no caso do campo eletromagnético sabemos que tanto no
caso da estrela quanto no caso da casca esférica o efeito nunca é disparado para nenhum
dos dois graus de liberdade de polarizagao. Para o caso da casca isso é particularmente
surpreendente, uma vez que o efeito é disparado para o campo de KG com acoplamento
conformeﬁ Essas negativas, contudo, nao implicam que para espagos-tempos com menos
simetrias o efeito nao possa ser disparado para o vacuo do campo eletromagnético; esse é

um problema que necessita de mais estudo.

6Pelo fato de compartilhar a invaridncia conforme com as equacdes de Maxwell, é normalmente conside-
rado que o campo de KG com acoplamento conforme simule o campo do féton.
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Apéndice A

Prova da desigualdade Eq. (7.1.6)

para a Eq. (7.1.5)

Suponha um espago-tempo (M, g) estético e considere sobre ele um campo escalar de KG
satisfazendo a Eq. 1) Neste apéndice desejo provar que o produto interno (-, - >‘ Al
SC x S — C definido por

(Wi, vaa) = 5 / (Pip2 + 6118165) (A1)

satisfaz, para algum C' > 0,

C* (1, i) ay (W2, o) ja) = |Q(¢1, a) . (A.2)

Assim como antes, A denota o operador diferencial
= [l5 D*(I|32l|Da - ) + [|]*(m* + €R) -, (A.3)
enquanto que a forma simplética €2, definida pela Eq. , pode ser escrita como
Q1) = [ o (Patn = i), (A4)

onde ¢ = (¢, ) € Ylic, T =vVhpep=x"V,o.

Suponha que para a superficie de Cauchy ¥; existam as constantes €1, 9 > 0 tais que
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a norma do campo de Killing tipo tempo satisfaz
g1 < ||x|| < e (A.5)

O primeiro passo da prova consiste na seguinte desigualdade:

/2 (> (171¢2_p2$1)

el

2

‘Q(ﬁlv %)’2 =

L a3 (il + o))

(L) (i)
N </Zt dE‘p2‘2>1/2 (/Et d2’¢1‘2>1/2]2

L aS(en +1ou?) [ aS(ipa + o). (A)

VAN
Dm‘ —
r—

IN

<

Dw‘ —

Na segunda desigualdade foi usado que, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

/Et dX|p1||da| < (/Et dZ’pﬂQ)l/Q </Et d2‘¢2’2>1/2> (A7)

enquanto que na terceira foi usado que

al o] + lelld] < /laf + [d[*/[bl? + [P (A8)
o que também segue da desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Por outro lado, se para todo \ € O'(A), o espectro de A, existir uma constante M > 0

tal que |A| > M, entdo

(b1, ¥1)a = 1/& dx (|Z91|2 +M|¢1|2>

252

1

> 5 min(1, M) /E ds (Ipa | + 1)) (A.9)

Finalmente, combinando as desigualdades Eq. (A.6) e Eq. (A.9) vem que

4e2 1

(1, 4)[° < QWWL%NAK%,%)\AP (A.10)

e assim chega-se a desigualdade desejadaﬂ

! Agradeco ao Prof. J. C. A. Barata por apontar um erro de minha parte na prova original da desigualdade
Eq. @ e por me apresentar os passos que agora levam aquele resultado.
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