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Resumo

LIMA, W.C.C. Do mecanismo de despertar do vácuo (ou de como fazer o vácuo

pesado). 2012. 150 p. Tese (Doutorado) - Instituto de Física de São Carlos, Universi-

dade de São Paulo, São Carlos, 2012.

É fato sabido que, de todas as interações fundamentais da Natureza que conhecemos, a

gravitacional é a que acopla mais fracamente com a matéria. Isso sugere que na maior

parte dos processos físicos a força gravitacional desempenha papel diminuto. Por outro

lado, na Teoria Quântica de Campos é atribuído ao estado de vácuo uma rica estrutura, a

qual é indispensável para uma descrição consistente da Natureza. No entanto, implicações

experimentais diretas dessa estrutura são muito sutis e requerem sistemas cuidadosamente

projetados para serem observadas, como é o caso do Efeito Casimir. À luz dos fatos men-

cionados acima, é de se esperar que na “fusão” minimamente consistente entre Gravitação

e Mecânica Quântica, a chamada Teoria Quântica de Campos em Espaços-tempos Cur-

vos, efeitos relacionados a perturbação do vácuo pelo campo gravitacional sejam muito

difíceis de serem observados. De fato, a despeito de sua importância conceitual, o efeito de

evaporação de buracos negros é praticamente impossível de ser observado para sistemas

astrofísicos. No curso deste doutoramento, todavia, foi mostrado que essa crença é falsa e

que é possível que existam situações em que a evolução bem comportada do espaço-tempo

força a densidade de energia de vácuo a tornar-se dominante sobre a densidade de energia

clássica que gera o espaço-tempo de fundo. Uma vez despertado, o vácuo passaria a diri-

gir a evolução do sistema gravitacional, o que poderia ter conseqüências inesperadas em

contextos astrofísicos. Qualquer que seja seu destino, é razoável esperar que a retroação

do vácuo aja sobre o sistema gravitacional de forma a cessar as instabilidades. Com essa

simples observação é possível concluir que quando o vácuo adormece novamente processos

de criação de partículas em profusão podem ser engendrados.

Palavras-chave: Teoria quântica de campos. Gravitação. Vácuo.





Abstract

LIMA, W.C.C. On the vacuum awakening mechanism (or how to turn the vac-

uum into something heavy). 2012. 150 p. Tese (Doutorado) - Instituto de Física de

São Carlos, Universidade de São Paulo, São Carlos, 2012.

It is well known that the gravitational interaction is the weakest among the fundamental

forces in Nature. This fact suggests that Gravity plays a minor part in the majority of

physical process. On the other hand, in Quantum Field Theory a rich structure is at-

tributed to the vacuum state, which is imperative for a consistent description of the more

basic processes in Nature. Nevertheless, the direct experimental implications of this struc-

ture are very subtle and their observation requires specially designed systems, as in the

case of the Casimir Effect. Therefore, it is reasonable to expect that effects related to the

perturbation of the quantum vacuum by gravitational fields, described by the framework

of Quantum Field Theory in Curved Space-times, would be hard to be observed. This is

the case of the black hole evaporation effect. In spite of its conceptual importance, this

effect is virtually impossible to be observed for astrophysical black holes. Notwithstand-

ing, here it is argued that this belief is false and that there exist well-behaved space-time

evolutions where the vacuum energy density of free quantum fields is forced by the very

same background space-time to become dominant over the classical energy density. Once

it has been awakened, the quantum vacuum would overrule the dynamics of the entire

gravitational system, which may bear some unexpected astrophysical implications. What-

ever turns out to be the fate of the system, it seems reasonable to conjecture that the

vacuum backreaction will act in order to cease the quantum instabilities. Through this

simple observation it is possible to conclude that when the vacuum falls dormant particles

are released as consequence.

Keywords: Quantum field theory. Gravitation. Vacuum.
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Capítulo 1

Introdução

Ao longo do século XX a linguagem da Teoria Quântica de Campos mostrou-se

muito profícua para a descrição com grande acurácia dos fenômenos naturais mais

fundamentais de que temos notícia. No que concerne ao problema tratado nesta tese,

são de interesse aqueles fenômenos para os quais é indispensável o papel da interação

gravitacional.

Atualmente, a melhor descrição de que dispomos para a Gravitação é dada pela Relati-

vidade Geral (RG) (1–4). A RG provou-se útil para a descrição de fenômenos astrofísicos,

particularmente aqueles em que há a presença de campos gravitacionais intensos, e funda-

mental para o entendimento da evolução do Cosmos. A RG, entretanto, não se restringe

a uma teoria para a Gravitação. Ela também consiste no entendimento mais profundo

que possuímos sobre a natureza do espaço e do tempo.

A formulação da Teoria Quântica de Campos na presença de campos gravitacionais

como descritos pela RG é conhecida como Teoria Quântica de Campos em Espaços-tempos

Curvos (TQCEC) (5–9). Esse formalismo consiste na extensão matematicamente bem-

posta dos conceitos mais fundamentais da Teoria Quântica de Campos em espaço plano

(10–13) para geometrias mais gerais. Nos últimos 40 anos a TQCEC tem aperfeiçoado

nosso entendimento sobre campos quânticos e previsto fenômenos para o quais o papel

da Gravitação é determinante e que por vezes acabam por desenhar um cenário diferente
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daquele esperado pela RG.1

Talvez um dos conceitos mais surpreendentes que emerge da quantização de campos

seja o chamado estado de vácuo, usualmente associado ao estado de menor energia do

sistema.2 No contexto da Física Clássica não há nenhum princípio que impeça a remoção

de todas as formas de energia de uma dada região do espaço. O conceito de vácuo cunhado

pela Física até o início do século XX é o de uma região completamente vazia de energia.

Já no contexto da Teoria Quântica de Campos a imagem é drasticamente diferente. É

por princípio impossível remover toda a energia de uma dada região; a energia ali flutua

em torno de algum valor médio que não é necessariamente nulo. Sob o olhar da Física

Moderna, então, o vazio tem uma estrutura intrínseca a qual subjaz todo o mundo a nossa

volta. Para campos livres no espaço-tempo de Minkowski essas flutuações quânticas da

energia do vácuo são usualmente fraseadas como uma constante criação e aniquilação de

pares virtuais de quanta do campo. Esses quanta são ditos virtuais pois não existem por

tempo suficiente para serem detectados por observadores clássicos.

Apesar de um tanto evasiva, há casos em que é possível testar as conseqüências da

estrutura do vácuo. Certamente o mais emblemático é o Efeito Casimir, onde a presença

de bordas no espaço-tempo de Minkowski perturba o vácuo e tal perturbação se traduz

numa força sobre as bordas (16). Apesar de surpreendente, esse fenômeno é muito sutil e

requer sistemas cuidadosamente projetados para ser observado (17,18). Uma vez que das

quatro forças fundamentais a gravitacional é aquela que acopla mais fracamente com a

matéria, pode-se presumir que as conseqüências da perturbação do vácuo de um sistema

quântico por um campo gravitacional serão ainda mais sutis. De fato, essa não é uma

crença infundada haja visto que, e.g., na taxa atual a expansão do Universo é capaz

de produzir menos de um méson π por segundo no volume compreendido pelo Universo

observável (19) e que no caso da radiação térmica emitida por buracos negros, o chamado
1Para uma revisão sobre a história e o presente status da TQCEC veja as referências (14,15).
2Uma vez que o conceito global de energia que é conservada pela evolução só é possível quando há uma
isometria temporal, em espaços-tempos gerais nem sempre é possível associar um estado do campo ao de
menor energia do sistema. Entretanto, como será visto no Capítulo 3, isso não implica em dificuldades
para a definição de “estados de vácuo” — embora possa haver dificuldade em se selecionar um destes
—, haja visto que na formulação canônica da TQCEC tal definição é independente da existência de
isometrias temporais.
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Efeito Hawking, a temperatura das partículas que chegam ao infinito é da ordem de

10−6K para sistemas gravitacionais com massa da ordem da do Sol (∼ 1033g) (20). Uma

vez que a temperatura é inversamente proporcional à massa do sistema, o Efeito Hawking

é praticamente impossível de ser observado em sistemas astrofísicos.

Existem, no entanto, situações que contrariam a crença elaborada acima. Esse é o

caso do fenômeno motivo desta tese. Os resultados obtidos mostram que no contexto

da TQCEC é possível existir situações nas quais a evolução bem-comportada do espaço-

tempo força a densidade de energia do vácuo de um campo livre a se tornar dominante

sobre a densidade de energia clássica responsável pela curvatura daquele espaço-tempo

de fundo. Isso se dá devido ao crescimento exponencial experimentado durante uma

certa janela de tempo pelo valor esperado no vácuo de observáveis relativos ao campo.

Desse modo, um sistema outrora perfeitamente estável desenvolve uma instabilidade por

força da evolução do campo gravitacional ao qual está sujeito. Uma vez comparável

à densidade de energia da matéria clássica, é imperativo levar em conta o vácuo como

fonte de campo gravitacional no lado direito da equação de Einstein. Somente levando em

conta a retroação do campo quântico sobre o espaço-tempo de fundo é possível determinar

quais as conseqüências do efeito sobre o sistema físico. Essa última parte é uma questão

bastante complicada, já que requer o cálculo autoconsistente do campo gravitacional, via

a equação de Einstein semiclássica, e das flutuações do campo quântico. Apesar dessa

dificuldade, é possível estimar a escala de tempo para que a retroação do campo quântico

seja inelutável. Para corpos compactos, como estrelas de nêutrons, essa escala é da ordem

de frações de milésimos de segundo, enquanto que em contextos cosmológicos seria da

ordem de bilhões de anos se o efeito for desencadeado.

Além de nos debruçarmos sobre as questões relativas ao crescimento sem-limites das

flutuações do vácuo, também exploramos, em tempos mais recentes, a relação entre esse

crescimento e fenômenos de produção de partículas. Essa não é uma relação óbvia, haja

visto que mesmo uma evolução arbitrariamente lenta do espaço-tempo seria capaz de de-

sencadear o crescimento exponencial das flutuações do campo quântico. A despeito disso,

é possível mostrar que detectores de partículas excitam copiosamente durante a fase de
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instabilidade, mesmo não sendo possível associar essas excitações ao conteúdo de partícula

do sistema. É razoável supor, ainda, que essa instabilidade não deva se estender por um

período arbitrariamente longo; o processo de retroação do campo quântico sobre o espaço-

tempo deve ser capaz de levar o sistema de volta a algum estado estacionário. Mesmo

sem levar em conta o campo quântico como fonte de campo gravitacional, mostramos que

esse crescimento exponencial deve dar alguma contribuição ao conteúdo de partícula do

sistema numa fase estacionária ulterior à presença da instabilidade.

A idéia que originou este trabalho de pesquisa nasceu das análises realizadas por G.

E. A. Matsas, do Instituto de Física Teórica da Universidade Estadual Paulista “Júlio de

Mesquita Filho”, enquanto preparava um trabalho em que ele e D. A. T. Vanzella são

co-autores e que foi publicado no ano de 2002 (21). Foi Matsas o primeiro a notar que

na região interior de estrelas suficientemente densas o potencial efetivo que comparece

na equação de Klein-Gordon (KG) pode torna-se negativo. Segundo o próprio Matsas, à

época ele especulava que esse potencial efetivo negativo poderia dar origem a um novo

efeito de criação de partículas em espaços-tempos curvos. Imagino que a justificativa para

isso fosse uma analogia com o Paradoxo de Klein (22) ou com o Efeito Schwinger, no qual

partículas maciças carregadas são criadas a partir do vácuo quando o sistema está sujeito

a um campo elétrico externo suficientemente intenso (23). Tanto quanto tenha chegado

a mim, essa questão foi discutida com Vanzella, que naquele momento encontrava-se

no curso de seu pós-doutoramento na Universidade de Wisconsin, em Milwaukee, sob a

supervisão de L. Parker. Entretanto, por conta das ocupações de ambos no momento e da

necessidade de darem cabo de projetos mais prementes, a questão foi engavetada. Tempos

depois, já no início de 2008, eu tinha acabado de defender meu mestrado, sob orientação

de Vanzella, e ingressara no doutorado procurando aprofundar meus conhecimentos em

TQCEC. Inicialmente o interesse de Vanzella era analisar os aspectos de baixas energias de

um modelo cosmológico proposto por Parker em 1999 e com o qual ele tinha trabalhado

durante seu pós-doutoramento nos Estados Unidos. A mim, então, foi repassada essa

tarefa. No final daquele primeiro semestre de 2008, entretanto, Vanzella decidiu voltar sua

atenção à adormecida questão do potencial efetivo negativo. Em suas análises preliminares
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ele percebeu que era possível que houvesse alguma relação entre essa questão e o regime de

baixas energias em TQCEC. Por conta dessa suposta relação, passamos a discutir quais

seriam a interpretação e as possíveis conseqüências daquele potencial efetivo negativo.

Daí, então, foi engendrado o estudo motivo desta tese. Conforme foi se solidificando

o nosso entendimento acerca do crescimento ilimitado das flutuações do campo, fomos

descartando a possibilidade de o potencial efetivo negativo implicar em algum efeito de

criação de partículas. Contudo, no último ano, já contando com a colaboração de A. G.

S. Landulfo, mostramos que a estabilização do sistema pode dar origem a um processo de

criação de partículas em profusão, confirmando, mas de modo diferente do inicialmente

imaginado, as especulações de Matsas.

Os principais resultados que serão apresentados adiante em detalhes constam nas

referências (24–27) (veja também as referências (28, 29)). A primeira referência trata

do efeito em espaços-tempos bastante gerais, enquanto que a segunda consiste de uma

realização do Efeito de Despertar do Vácuo em contextos astrofísicos. A quarta referência

é uma versão preliminar do manuscrito sobre a criação de partículas engendrada pelo efeito

discutido nesta tese e será seguido, em breve, por uma versão mais extensa e detalhada. Já

a última trata de uma outra realização do mecanismo de despertar do vácuo, a saber, no

espaço-tempo gerado por uma casca esférica e já se encontra no processo de escrita. Uma

eventual aplicação do efeito em cenários cosmológicos ainda se encontra sob investigação.

Ao longo da tese referir-me-ei a esse novo efeito como “Efeito de Despertar do Vácuo”,

termo esse por nós cunhado nas referências mencionadas.

Esta tese está organizada da seguinte forma. Uma vez que é recorrente ao longo do

texto o uso de algumas definições do Cálculo em variedades e Geometria Diferencial, no

Capítulo 2 faço um apanhado das definições que serão empregadas. O conteúdo desse

capítulo está baseado principalmente nas referências (2, 4). No Capítulo 3 é apresentada

a quantização de um campo escalar real livre obedecendo uma equação linear. Ao longo

desse capítulo são usadas algumas definições e resultados de Análise Funcional. Como os

tópicos desse tema necessários para transformar a exposição em autocontida são muitos,

acrescentá-los faria com que o texto como um todo se desviasse em demasia de seu objetivo
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principal. Sendo assim, decidi por relegar ao leitor a tarefa de recorrer à literatura. Para

o tema de Análise Funcional sugiro as referências (30–32). Para completar as discussões

preliminares, no Capítulo 4 é apresentado o estudo de algumas propriedades gerais de

soluções complexas da equação de campo de KG. No Capítulo 5 inicio a exposição dos

resultado originais contidos nesta tese ao apresentar o Efeito de Despertar do Vácuo em

espaços-tempos bastante gerais e analisar algumas de suas características. No Capítulo 6

mostro que o efeito pode ser despertado na formação de corpos compactos e no espaço-

tempo gerado por uma casca esférica. O espaço de estados do campo quântico enquanto

o vácuo encontra-se “desperto” é estudado com detalhes ao longo do Capítulo 7. No

Capítulo 8 será abordada a relação entre o efeito e fenômenos de excitação de detectores

e criação partículas. Por fim, no Capítulo 9, tratarei de questões pertinentes a diversos

aspectos do problema.

Ao longo deste texto o sistema de unidades usado é aquele no qual G = ~ = c = 1,

exceto onde explicitamente mencionado o contrário. A assinatura adotada para métrica é

(−+++). O símbolo i é reservado para a unidade imaginária e z̄ denota o complexo con-

jugado de um número complexo z. As quantidades Rez e Imz denotam, respectivamente,

as partes real e imaginária de z, enquanto que as c.c. e h.c. abreviam as expressões “com-

plexo conjugado” e “hermitiano conjugado”. O símbolo := indica que o lado esquerdo da

sentença está definido pelo lado direito. Para vetores, covetores e tensores será utilizada

a notação de índice abstrato, como definida em (4).
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Capítulo 2

Discussões preliminares sobre

geometria

Este capítulo apresenta as definições do Cálculo em variedades e de Geometria Di-

ferencial que serão usadas ou tacitamente assumidas ao longo do texto, além de

algumas definições relativas à decomposição 3+1 de espaços-tempos globalmente hiper-

bólicos. Algumas definições apresentadas na Seção 2.1, como as espaços-tempos global-

mente hiperbólicos, isometria e derivada de Lie, serão particularmente importantes na

quantização do campo no Capítulo 3. Além disso, as manipulações e definições feitas na

Seção 2.2 serão empregadas mais adiante no Capítulo 4 para o estudo da equação de KG.

2.1 Algumas definições

SejaM uma variedade diferenciável real, suave e n-dimensional. Isso significa queM é

um conjunto com uma coleção de subconjuntos {Oα}, elementos de uma topologia T em

M, tal que

(a) cada ponto deM pertence a pelo menos um dos elementos dessa coleção,

(b) para cada Oα existe um mapa bijetor contínuo e com inversa contínua ψα : Oα → Uα
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entre este subconjunto e um aberto Uα ⊂ Rn e

(c) quando Oα∩Oβ 6= ∅, o mapa ψβ ◦ψ−1
α , que leva ψα[Oα∩Oβ] ⊂ Uα em ψβ[Oα∩Oβ] ⊂

Uβ, é infinitamente diferenciável.

Na literatura matemática os mapeamentos ψα são conhecidos como cartas e seu conjunto,

{ψα}, como atlas. Para se evitar que o acréscimo ou retirada de cartas de {ψα} defina

uma nova variedade normalmente impõem-se que o atlas é maximal, i.e., abarca todas

as cartas possíveis satisfazendo as condições (b) e (c) acima. As cartas nada mais são do

que aquilo que em Física conhecemos como sistema de coordenadas. Ademais, o espaço

topológico (M,T ) ainda deve ser Hausdorff — i.e., para p, q ∈ M e p 6= q existem

Op,Oq ∈ T tais que p ∈ Op e q ∈ Oq e que Op ∩ Oq = ∅ — e segundo contável — i.e.,

existe uma coleção contável de abertos de T tal que todo aberto da topologia pode ser

escrito como união de elementos dessa coleção. (Para uma exposição sobre tópicos em

Topologia úteis ao Cálculo em variedades, veja a referência (32).) Definida dessa forma,

a variedadeM é um objeto que, ao menos localmente, “se assemelha” a Rn.

Um vetor tangente v em p ∈ M é definido com um mapeamento entre o espaço das

funções infinitamente diferenciáveis com suporte emM, C∞ (M), e o conjunto dos reais

que é linear, v (af + bg) = av (f) + bv (g), com a, b ∈ R e f, g ∈ C∞ (M) e satisfaz a

regra de Leibnitz, v(fg) = v (f) g (p) + f (p) v (g). Essa definição é motivada pela relação

unívoca que existe em Rn entre derivada direcional de uma função calculada em um ponto

e o conceito usual de vetores como uma ênupla de números reais. Por conta da definição,

o conjunto de todos os vetores em p ∈ M, Vp, tem naturalmente a estrutura de espaço

vetorial e, em particular, é possível provar (veja, e.g., o Teorema 2.2.1 da referência (4))

que Vp tem a mesma dimensão da variedade. Dada uma carta ψ sobre um subconjunto

O ⊂M, é sempre possível definir em Vp, com p ∈ O, os vetores Xµ(f) := ∂µ (f ◦ ψ−1
α ) |p,

com µ = 0, 1, . . . , n − 1, denominados vetores coordenados. Uma vez definido o espaço

tangente aM no ponto p, é possível definir o espaço dual — também chamado de espaço

cotangente — associado, V ∗p , como a coleção dos mapeamentos lineares ω : Vp → R

que também é um espaço vetorial se definida as operações de adição e multiplicação por
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escalar da forma usual. A dimensão de V ∗p é igual à dimensão de Vp e que existe uma

relação unívoca entre os elementos de Vp e V ∗∗p , ou seja, o dual do espaço dual pode ser

identificado com o próprio espaço tangente. Uma vez de posse do espaço tangente e seu

dual é possível definir o espaço dos tensores de posto (m,n) em p ∈ M como o conjunto

dos mapeamentos multilineares

T : V ∗p × · · · × V ∗p︸ ︷︷ ︸
m

×Vp × · · · × Vp︸ ︷︷ ︸
n

→ R; (2.1.1)

em outras palavras, dados m covetores e n vetores em p ∈ M, o tensor T associa a eles

um número real. Da mesma forma que para V ∗p , o espaço de todos os tensores de posto

(m,n) em p ∈M, Tp (m,n), pode ser feito em um espaço vetorial ao definirmos a adição

e a multiplicação por escalar desses mapas do modo usual. Dada uma base {vα} para Vp

e {ωβ} para V ∗p , que por definição satisfazem ωµ(vν) = δµν , é possível definir a operação

conhecida como contração dos índices de um tensor como um mapeamento entre Tp (m,n)

e Tp (m− 1, n− 1) fazendo ∑σ T (w1, . . . , ω
σ, . . . , wm;u1, . . . , vσ, . . . , un).

Um campo tensorial de particular importância no que segue é o tensor métrico ou

simplesmente métrica. Um tensor g de posto (0, 2) é dito ser uma métrica se é simétrico,

g(v1, v2) = g(v2, v1), e não-degenerado, g(v, v1) = 0 para todo v se, e somente se, v1 é

o vetor nulo. No caso da geometria riemanniana, onde a métrica define naturalmente

um produto interno bona fide nos espaços tangentes à variedade, essa definição vai ao

encontro da noção intuitiva de que a métrica está atrelada à distância entre pontos infi-

nitesimalmente próximos, uma vez que, da forma com que foram definidos acima, vetores

guardam relação com deslocamentos infinitesimais. O tensor métrico naturalmente de-

fine um mapeamento entre o espaço tangente e seu dual, haja visto que, dado v ∈ Vp,

g( · , v) define um mapeamento entre entre Vp e R. Por conta da definição, dado um

ponto da variedade é sempre possível encontrar uma base de Vp que diagonaliza g. Como

a transmissão de sinais em Física é usualmente descrita por equações hiperbólicas, aqui

estamos interessados em métricas lorentzianas, isto é, métricas que quando diagonalizadas

em um dado ponto deM têm a forma diag (−1,+1,+1,+1). No que segue o par (M, g)

constituído por uma variedade diferenciável, suave e real quadridimensional M e uma
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métrica lorentziana g será denominado espaço-tempo. Métricas lorentzianas permitem a

classificação dos vetores do espaço tangente em três grupos: vetores tipo tempo, espaço e

luz. Se va é tipo tempo, então gabvavb < 0, se tipo espaço, então gabvavb > 0 e se tipo luz,

então gabvavb = 0. Da mesma forma, se os vetores tangentes a uma curva γ : R→M são

tipo espaço, então a curva a dita ser tipo espaço e assim por diante. O fato de objetos

dotados de inércia não poderem localmente viajar mais rápido do que a velocidade da luz

implica que as curvas por eles descritas são sempre tipo tempo e sua quadrivelocidade ua é

definida de modo a satisfazer gabuaub = −1. Pelo mesmo motivo, pontos do espaço-tempo

que guardam relação de causalidade entre si só podem estar ligados por curvas tipo tempo

ou luz e por isso essas curvas levam o nome de causais.

Um operador derivada ou derivada covariante ∇ é definido emM como um mapea-

mento entre Tp (m,n) e Tp (m,n+ 1) que é linear, satisfaz a regra de Leibnitz, comuta com

a operação de contração, é consistente com a noção de que vetores estão relacionados à

derivadas direcionais de funções suaves sobreM, t(f) = ta∇af , e tem torção nula, isto é,

∇a∇bf = ∇b∇af .1 Dados quaisquer dois operadores derivada com as propriedades acima

é possível mostrar, estudando-se a forma com que ∇ atua em funções, vetores e covetores,

que eles diferem de uma maneira que pode ser codificada em um tensor de posto (1, 2).

Uma vez definida uma métrica sobre M, a condição ∇cgab = 0 seleciona univocamente

um operador derivada e, conseqüentemente, a forma de Γabc, depois de fixado o sistema

de coordenadas (veja, e.g., o Teorema 3.1.1 da referência (4)). O critério por detrás dessa

escolha é o do transporte paralelo. Em princípio, dados p, q ∈M, não há qualquer tipo de

identificação privilegiada entre Vp e Vq e, em particular, não é possível dizer que um vetor

em p é paralelo a outro em q. Entretanto, uma vez definido um operador derivada, pode-se

estabelecer uma noção de paralelismo entre vetores em pontos distintos recorrendo-se a

noção intuitiva de que se um vetor é paralelamente transportado ao longo de uma curva

emM ele permanece “o mesmo”. Em outras palavras, sendo ta o vetor tangente à curva,

se vb é transportado paralelamente a si mesmo então ta∇av
b = 0. Além disso, se um

par de vetores são paralelamente transportados ao longo de uma curva então seu produto
1A partir deste ponto começarei a introduzir a notação de índice abstrato.
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interno, como definido pela métrica, deve ser conservado. Essa última imposição leva a

∇cgab = 0.

Uma vez selecionado o operador derivada através do critério do transporte paralelo

de vetores, defini-se o tensor de Riemann por

R d
abc ωd := ∇a∇bωc −∇b∇aωc, (2.1.2)

onde ωc é um campo covetorial arbitrário. O tensor de Riemann é responsável por des-

crever a curvatura associada à geometria definida pela métrica gab. A idéia por detrás

dessa definição é a seguinte. Um dos efeitos de uma geometria curva é o fato de que

vetores paralelamente transportado a si mesmos ao longo de caminhos fechados não cor-

respondem ao vetor inicial quando uma volta é completada. O tensor de Riemann dá

uma medida desse efeito. No contexto da RG, duas contrações do tensor de Riemann são

particularmente importantes. A primeira,

Rab := R c
acb , (2.1.3)

define o chamado tensor de Ricci e a segunda,

R := R a
a = R ac

ac , (2.1.4)

define o escalar de curvatura ou de Ricci. No contexto da RG, sua importância está no fato

de comparecerem no lado esquerdo da equação de Einstein sem constante cosmológica:

Rab −
1
2Rgab = 8πTab, (2.1.5)

onde Tab é o tensor energia momentum associado ao conteúdo de matéria e outros campos

que compõem o sistema gravitacional considerado. Esse tensor será definido mais adiante

para caso particular de um campo escalar.

Ao longo da exposição que se seguirá nos próximos capítulos recorrerei em alguns

momentos a espaços-tempos com simetrias, de modo que faz-se mister definir os con-

ceitos de difeomorfismo e isometria. Sejam M e N duas variedades, φ : M → N um

mapa e f : N → R uma função, ambos suaves, i.e., ambos infinitamente diferenciá-
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veis segundo a estrutura diferencial das variedades M e N . Então φ “puxa para trás”

a função f ao definirmos f ◦ φ : M → R. Através de φ é possível estabelecer uma

relação entre o espaço tangente a M no ponto p e o espaço tangente a N no ponto

φ(p). Para tanto, defina φ∗ : Vp → Vφ(p) por (φ∗v) (f) := v(f ◦ φ), o pull back map.

Da mesma forma, é possível definir φ∗ : V ∗φ(p) → V ∗p como (φ∗ω) (v) := ω(φ∗v), o push

forward map. Uma vez definidos os mapeamentos φ∗ e φ∗, respectivamente, para ve-

tores e covetores é possível ir adiante e definir mapeamentos semelhantes para tensores

de posto (0, n), (φ∗T ) (v1, . . . , vn) := T (φ∗v1, . . . , φ∗vn), e para tensores de posto (m, 0),

(φ∗T ) (ω1, . . . , ωm) := T (φ∗ω1, . . . , φ∗ωm). Entretanto, para tensores mais gerais, de posto

(m,n), não é possível fazer o mesmo sem assumir propriedades extras para o mapa φ.

Um mapa suave φ :M→N é dito ser um difeomorfismo se é bijetor e se sua inversa

também é suave. A bijeção das derivadas de φ implica queM e N devem ter a mesma

dimensão. Uma vez que φ−1 leva N emM, tem-se que [φ−1]∗ : Vφ(p) → Vp; Então, para

tensores de posto (m,n) é possível definir

(φ∗T ) (ω1, . . . , ωm; v1, . . . , vn) := T (φ∗ω1, . . . , φ∗ωm; [φ−1]∗v1, . . . , [φ−1]∗vm). (2.1.6)

É também possível estender φ∗ a todos os tensores, entretanto, uma vez que φ∗ = [φ−1]∗,

φ∗ e [φ−1]∗ já são suficientes. Agora, se φ : M → M é um difeomorfismo, então em

qualquer ponto de M é possível comparar o campo tensorial T com o que resulta do

mapeamento φ∗T . Se φ∗T = T , então φ é dito ser uma transformação de simetria do

tensor T . Se o tensor em questão é a métrica g, então φ tal que φ∗g = g é dito ser uma

isometria.

Um grupo de difeomorfismos a um parâmetro é um mapeamento suave φt : R×M→

N tal que para t0 ∈ R fixo, φt0 :M→N é um difeomorfismo e para t0, t1 ∈ R, φt satisfaz

φt0 ◦ φt1 = φt0+t1 . A φt é possível associar um campo vetorial κa da seguinte forma.

Fixado p ∈ M, φt(p) define uma curva emM parametrizada por t; o campo vetorial κa

será, então, formado pelos vetores tangentes a essas curvas. Com o auxílio de φt é possível

definir o seguinte mapeamento linear de Tp(m,n) em si mesmo: dado um campo tensorial
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T defina £κ como

£κT := lim
t→0

φ∗−tT − T
t

, (2.1.7)

a derivada de Lie de T com respeito ao campo vetorial κa. Explorando sua definição e,

em particular, que para uma função f a atuação da derivada de Lie se dá de forma que

£κf = κ(f), é possível mostrar que, em termos da derivada covariante,

£κT
a1...am

b1...bn = κc∇cT
a1...am

b1...bn −
m∑
i=1

T
a1...ai−1cai+1...am

b1...bn∇cκai (2.1.8)

+
n∑
i=1

T a1...am
b1...bi−1cbi+2...bn

∇biκc, (2.1.9)

o que implica, no caso em que o campo tensorial em questão é a métrica do espaço-tempo,

que

£κgab = ∇aκb +∇bκa. (2.1.10)

Se para cada t ∈ R o grupo de difeomorfismos a um parâmetro φt também é uma isometria,

é evidente, pela Eq. (2.1.7), que £κg = 0, o que implica que κa satisfaz

∇aκb +∇bκa = 0. (2.1.11)

A Eq. (2.1.11) é conhecida como equação de Killing e o campo vetorial que a satisfaz, κa,

como campo de Killing.

Uma vez que nesta tese a equação de onda é um elemento importante, desejo focar

atenção nos espaços-tempos para os quais pode-se garantir que a dinâmica clássica do

sistema tenha uma formulação bem-definida em relação às condições iniciais em toda a

variedade. Para tanto é necessário, em primeiro lugar, restringir-se a espaços-tempos

temporalmente orientáveis. Pela forma com que foi construído, o espaço tangente à vari-

edade M no ponto p pode ser identificado ao espaço-tempo de Minkowski (R4, η), onde

a métrica, definida por R d
abc = 0, pode ser colocada na forma η = diag (−1,+1,+1,+1).

Com essa identificação em mente, defini-se o cone de luz em p como sendo o cone de

luz que passa pela origem de Vp. Um espaço-tempo é dito orientável temporalmente se é

possível designar cada metade do cone de luz em p como “passado” e “futuro” de modo

que essa designação seja feita continuamente a medida em que se varia p. Seja Σ ⊂M um
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conjunto fechado e acronal, i.e., nenhum par de pontos p, q ∈ Σ pode estar conectado por

uma curva tipo tempo. Defini-se, então, o domínio de dependência de Σ como o conjunto

D(Σ) dos pontos da variedade tais que toda curva causal inestendível para o passado ou

futuro — ou seja, uma curva tipo tempo ou tipo luz que não “pára” na vizinhança de

nenhum ponto deM— que passa por p intersecta Σ uma vez. O domínio de dependência

de uma região acronal Σ, ou seja, uma região de (M, g) na qual nenhum par de pontos

pode ser ligado por uma curva tipo tempo, é aquela região do espaço-tempo formada por

pontos que podem ser alcançadas por sinais luminosos ou partículas maciças emitidas

em Σ ou pontos dos quais foram emitidos sinais luminosos ou partículas que atingirão

Σ. Se D(Σ) = M, então Σ é dito ser uma superfície de Cauchy para o espaço-tempo

(M, g). É possível mostrar que se Σ é uma superfície de Cauchy, então Σ é uma hiperfície

tridimensional contínua (veja, e.g., o Teorema 8.3.1 da referência (4)); se (M, g) admite

uma superfície de Cauchy então o espaço-tempo é dito ser globalmente hiperbólico. Em

particular, se (M, g) é globalmente hiperbólico, então é sempre possível escolher uma

“função tempo” suave t e uma foliação {Σt}t∈R ≡ R×Σ, de modo que cada ponto deM

pertence a somente uma hiperfície Σt e que, para t fixo, Σt ≡ {t} × Σ é uma superfície

de Cauchy (33). Um espaço-tempo globalmente hiperbólico é, então, aquele no qual toda

sua história futura (passada) pode ser predita (retrocedida) a partir de condições em um

instante de tempo representado por uma superfície de Cauchy.

Outros conceitos que serão freqüentemente usado ao longo desta tese são o de obser-

vador e o de família de observadores. Um observador é definido como uma curva tipo

tempo γ cuja quadrivelocidade é, em todos os pontos de γ, direcionada para o futuro. Já

uma família de observadores consiste de uma família de curvas direcionadas para o futuro

tal que por cada ponto da variedade passa somente uma curva.
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2.2 Decomposição 3+1

Seja (M, g) um espaço-tempo globalmente hiperbólico para o qual foi escolhida uma certa

foliação. Por na denoto um campo vetorial suave tipo tempo apontando para o futuro tal

que em qualquer ponto na é um vetor unitário e normal a cada hiperfície pertencente à

foliação escolhida. O tensor métrico hab induzido em cada Σt é definido por

hab := gab + nanb. (2.2.1)

Em particular, isso implica que

habn
b = 0. (2.2.2)

Daí segue que o tensor hab, o inverso de hab, é dado por

hab := gab + nanb, (2.2.3)

pois

habhbc = δac (2.2.4)

quando restrito ao espaço de tensores sobre Σt.

A derivada covariante consistente com a métrica hab é definida por

DcT
a1...an

b1...bm := ha1
d1 . . . h

an
dn
he1b1 . . . h

em
bm
hfc∇fT

d1...dn
e1...em . (2.2.5)

Isso é verdade, haja visto que Dc satisfaz todos os requerimentos de um operador derivada

e Dchab = 0. Por fim, define-se a curvatura extrínseca de Σt, Kab, e seu traço K, por

Kab := hca∇cnb (2.2.6)

e

K := gabKab. (2.2.7)

Para uso futuro vou também definir o campo aa como

aa := nb∇bn
a. (2.2.8)
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Observadores seguindo as linhas integrais do campo na — isto é, seguindo uma família de

curvas com a propriedade de que uma, e somente uma, curva passa por cada ponto p ∈M

e que o vetor tangente à curva que passa em p é igual a na|p — têm como quadriaceleração

o vetor aa.

O espaço-tempo é dito ser estacionário se possuir uma isometria temporal — ou seja,

gerada por um campo vetorial de Killing tipo tempo. Um espaço-tempo estacionário é

também estático se existir uma foliação à qual o campo vetorial que gera a isometria

é ortogonal. Pelo teorema de Frobenius (veja, e.g., o Apêndice B da referência (4)), a

existência dessa foliação é equivalente à condição de que

κ[a∇bκc] = 0. (2.2.9)

Os colchetes na Eq. (2.2.9) indicam a anti-simetrização dos índices por eles compreen-

didos. O campo de Killing κa pode ser empregado como vetor coordenado na direção

temporal, o que implica, da equação de Killing, que

∂

∂t
gαβ = 0. (2.2.10)

quando o espaço-tempo é estático. Isso pode ser feito, uma vez que as linhas integrais de

κa interseccionam Σt somente em um ponto. Para essa foliação em particular, teremos

que

na := κa

‖κ‖
, (2.2.11)

onde ‖κ‖ :=
√
−κcκc. Isso implica que

Kab = 0 (2.2.12)

e que o campo vetorial aa pode ser escrito da seguinte forma:

aa = ∇a ln ‖κ‖. (2.2.13)

Por fim, no caso de um espaço-tempo estático é dito ser esfericamente simétrico se seu

grupo de isometria contem um subgrupo que é isomorfo ao grupo SO(3) e cujas órbitas,

i.e., curvas construídas pela ação da isometria em pontos da variedade, geram superfícies
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esféricas bidimensionais. Nesse caso a variedadeM é homeomorfa à variedade R×R+×S2

(identificando-se entre si todos os pontos da fronteira). Assim, pode ser escolhida uma

foliação para todo Σt em termos de superfícies esféricas parametrizadas por um s ∈ R+.

A parametrização das superfícies esféricas é arbitrária e é usualmente escolhida de modo

que s = r := (A/4π)1/2, onde A é a área da superfície esférica. Como essas superfícies são

geradas por campos de Killing, é possível escolher um campo vetorial (er)a, definido por

(er)a := ∇ar

(∇cr∇cr)1/2 , (2.2.14)

de modo que, em todo ponto deM, (er)a é perpendicular a esses campos. Se (er)a é um

campo normalizado, pode-se induzir uma métrica sobre as superfícies esféricas por

sab := hab − (er)a (er)b . (2.2.15)

Denotarei por Θa o operador derivada consistente com a métrica sab e definido por

ΘcT
a1...an

b1...bm := sa1
d1 . . . s

an
dn
se1b1 . . . s

em
bm
sfcDfT

d1...dn
e1...em . (2.2.16)

Por fim, é possível definir a curvatura extrínseca da foliação de cada Σt como

Sab := s c
a Dc (er)b , (2.2.17)

sendo que o traço é dado por

S := sabDa (er)b . (2.2.18)
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Capítulo 3

Formalismo de quantização canônica

para campos livres

Neste capítulo apresento uma formulação, baseada principalmente na referência (7),

do formalismo de quantização canônica para campos livres. A meu ver, além de

ser uma construção muito bonita, ela clarifica algumas questões tratadas mais adiante

como, por exemplo, a quantização do campo escalar real quando da presença de modos

que crescem exponencialmente. O formalismo é inicialmente apresentado na Seção 3.1

para espaços-tempos bastante gerais e depois particularizado para espaços-tempos que

possuem uma isometria temporal na Seção 3.2. A construção nesse último contexto é

importante para o propósito desta tese, haja visto que amiúde assumirei, como uma

idealização útil, que a geometria de fundo é assintoticamente estática no passado e no

futuro. Em seguida, na Seção 3.3 defino a transformação de Bogoliubov, uma ferramenta

muito útil no contexto de TQCEC e que será empregada nos capítulos seguintes. Por

fim, na Seção 3.4 discorro sobre o tensor energia-momentum para o campo quântico. Esse

observável será fundamental para a análise das possíveis conseqüências do efeito motivo

deste estudo.
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3.1 Quantização em espaços-tempos gerais

O formalismo de quantização canônica é usualmente abordado começando-se pela ação

clássica que define o sistema de campos. No que concerne ao problema exposto nesta

tese, estou interessado na ação de um campo escalar real de KG — de massa m > 0, com

acoplamento não-mínimo1 ξ ∈ R e definido sobre o espaço-tempo globalmente hiperbólico

(M, g) — definida por

SKG[φ] := −1
2

∫
M

√
−gd4x

[
gab∇aφ∇bφ+ (m2 + ξR)φ2

]
, (3.1.1)

onde √−gd4x denota o elemento de volume do espaço-tempo. Variando SKG com relação

a φ segue a respectiva equação de Euler-Lagrange:

−∇a∇aφ+ (m2 + ξR)φ = 0, (3.1.2)

a equação de KG. Para continuar é necessário definir uma coordenada temporal t. Como já

mencionado na Seção 2.1, para um espaço-tempo globalmente hiperbólico isso implica na

escolha de uma foliação {Σt}t∈R, onde cada hiperfície Σt é uma superfície de Cauchy. Uma

vez escolhida a coordenada t, é possível definir o momentum canonicamente conjugado ao

campo, π, através da variação da ação do campo com respeito a φ̇ := ∂tφ:

π := δSKG[φ]
δφ̇

=
√
h na∇aφ, (3.1.3)

onde h denota o determinante da métrica espacial definida na Eq. (2.2.1). Satisfeita

a hipótese de que (M, g) é globalmente hiperbólico, o problema de se obter soluções

da equação de KG Eq. (3.1.2) em termos de condições iniciais é bem-posto em todo o

espaço-tempo. Mais especificamente, dado um par de funções infinitamente diferenciáveis

(φ0, π0), com domínio em alguma hiperfície Σt0 , existe uma única solução definida em

todo o espaço-tempo para a Eq. (3.1.2) tal que φ = φ0 e π = π0 quando restritos a Σt0

1O campo φ é dito estar minimamente acoplado ao campo gravitacional quando ξ = 0. Essa nomenclatura
é inspirada na regra de acoplamento mínimo em Eletrodinâmica. Quando, em 4 dimensões, ξ = 1/6, o
acoplamento é dito conforme. Isso, pois sob transformações conformes, i.e., para um reescalonamento
do tensor métrico – que pode depender do ponto do espaço-tempo – a forma da equação de campo para
m = 0 é preservada.
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e para qualquer conjunto S ⊂ Σt0 fechado a solução φ, quando restrita a D(S), depende

somente das condições iniciais em S; ademais, a solução é suave e depende continuamente

das condições iniciais (veja, e.g., as Proposições 7.4.5 e 7.4.7 da referência (2)).

Para expor o procedimento de quantização canônica, é necessário, em primeiro lugar,

fixar a teoria clássica. No caso da Eq. (3.1.2), isso consiste em definir precisamente o

espaço de fase Γ para o campo φ ou, em outras palavras, as propriedades que deseja-se que

sejam satisfeitas pelas funções que servirão de condições iniciais. No caso de um espaço-

tempo arbitrário é conveniente escolher os elementos do par (φ0, π0) como elementos do

conjunto de funções suaves e de suporte compacto em Σt0 , C∞0 (Σt0):

Γ = {(φ0, π0)|φ0 : Σt0 → R, π0 : Σt0 → R;φ0, π0 ∈ C∞0 (Σt0)} . (3.1.4)

Com isso defini-se S como o espaço de soluções da Eq. (3.1.2) que, quando restritas a

Σt0 , são elementos de Γ. Do fato de que há uma relação unívoca entre as condições iniciais

e as soluções da equação de campo, segue que S pode ser identificado com Γ. Ademais,

é possível definir uma estrutura bilinear anti-simétrica Ω sobre S (ou sobre o espaço de

fase) por

Ω(ψ1, ψ2) :=
∫

Σt
(π1φ2 − π2φ1) d3x, (3.1.5)

onde ψ := (φ, π); Ω é dito ser uma forma simplética sobre S se for não-degenerada. O

lado direito da Eq. (3.1.5) independe da escolha da hiperfície Σt, posto que é conservado

pela dinâmica. O parêntesis de Poisson para Ω, fixados ψ1 e ψ2, fica:

{Ω(ψ1, ψ3),Ω(ψ2, ψ3)} :=
∫

Σt

[
δ

δφ3
Ω(ψ1, ψ3) δ

δπ3
Ω(ψ2, ψ3)

− δ

δπ3
Ω(ψ1, ψ3) δ

δφ3
Ω(ψ2, ψ3)

]
d3x

(3.1.6)

= −Ω(ψ1, ψ2),

onde usei que
δ

δφ3
Ω(ψ1, ψ3) = π1 (3.1.7a)
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e que
δ

δπ3
Ω(ψ1, ψ3) = −φ1. (3.1.7b)

Com a teoria clássica definida pode-se, então, atacar a questão de como levar-se a

cabo a quantização do campo escalar. A quantização consiste na construção de uma

representação irredutível para os operadores Ŵ (ψ), com ψ ∈ S , tal que eles sejam

unitários, variem continuamente em função de ψ na topologia forte (para a definição

do conceito de strong topology operator veja, e.g., a referência (30)) e que satisfaçam

Ŵ (ψ1)Ŵ (ψ2) = e
i
2 Ω(ψ1,ψ2)Ŵ (ψ1 + ψ2) (3.1.8a)

e

Ŵ †(ψ) = Ŵ (−ψ), (3.1.8b)

as relações de Weyl. Escritas dessa forma, as relações de Weyl equivalem à prescrição de

quantização canônica aplicada ao parêntesis de Poisson definido na Eq. (3.1.6). De fato,

se denotado por Ω̂(ψ, · ), o gerador de Ŵ (ψ) satisfaz

[Ω̂(ψ1, · ), Ω̂(ψ2, · )] = −iΩ(ψ1, ψ2)1̂. (3.1.9)

Do ponto de vista matemático, as relações de Weyl Eq. (3.1.8) são preferidas sobre o

comutador da Eq. (3.1.9) pelo fato de ser tecnicamente mais simples definir a composição

dos operadores limitados Ŵ do que a dos operadores não-limitados Ω̂(ψ, ·).2 Os geradores

Ω̂(ψ, · ), por sua vez, podem ser identificados com o operador campo usual por

Ω̂(ψ, · ) =
∫

Σt
(πφ̂− φπ̂)d3x (3.1.10)

se, no sentido de distribuição, φ̂ e π̂ satisfazem as mesmas equações que φ e π e

[φ̂(x), φ̂(y)]|Σt = 0, (3.1.11a)

[π̂(x), π̂(y)]|Σt = 0, (3.1.11b)
2O fato de que os operadores Ω̂(ψ, ·) não são limitados pode ser mostrado através da relação de comutação
por eles satisfeita.
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e

[φ̂(x), π̂(y)]|Σt = iδΣt(x, y)1̂, (3.1.11c)

onde δΣt(x, y) é a distribuição delta definida sobre Σt.

No contexto de campos, a representação para as relações de Weyl Eq. (3.1.8) é cons-

truída de sorte que os operadores Ω̂(ψ, · ) são escritos em termos de operadores de criação

e destruição atuando sobre um espaço de Fock Fs(H ). Dado um espaço de Hilbert H ,

defini-se Fs(H ) como

Fs(H ) := C⊕H ⊕ (H ⊗s H )⊕ (H ⊗s H ⊗s H )⊕ . . . , (3.1.12)

onde ⊕ denota a soma direta e ⊗s o produto tensorial simetrizado (veja, e.g., a referência

(30)).3 O problema que se coloca, então, é o de como definir o espaço de Hilbert H .

Isso pode ser feito da seguinte forma. Suponha que exista sobre S um produto interno

µ : S ×S → R que satisfaça, para todo ψ ∈ S ,

µ(ψ1, ψ1) = sup
ψ2∈S

1
4

Ω(ψ1, ψ2)2

µ(ψ2, ψ2) , (3.1.13)

onde sup denota o supremo, i.e., o menor real que é maior ou igual aos possíveis valores

da razão acima. Uma vez de posse de µ, defina o espaço de Hilbert real Sµ através do

completamento de S pela norma definida por µ. Em poucas palavras, o procedimento

de completamento consiste em formar um conjunto, aqui denotado por Sµ, ao qual per-

tencem todos os elementos de S e o limite de todas as seqüências de Cauchy — segundo

a norma definida por µ — que podem ser formadas com elementos de S (para mais

detalhes, veja, e.g., a referência (32)). Por continuidade, então, é possível estender µ e Ω

a Sµ e, assim, definir o produto interno de Sµ como 〈 · , · 〉Sµ := 2µ( · , · ), onde o fator

2 é colocado por conveniência. Note que se fixado ψ ∈ Sµ, Ω( · , ψ) : Sµ → R define um

funcional linear e, por conta da Eq. (3.1.13), limitado, lψ(σ) := Ω(σ, ψ). Pelo Teorema da

Representação de Reiz (veja, e.g., o Teorema 31.9 da referência (32)), existe, então, um

único vetor χ ∈ Sµ tal que 〈σ, χ〉Sµ = Ω(σ, ψ). Isso implica que Ω define Ĵ : Sµ → Sµ,
3Se u, v ∈H , então u⊗s v := u⊗v+v⊗u

2 .
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um operador limitado, tal que

〈σ, Ĵψ〉Sµ = Ω(σ, ψ). (3.1.14)

Segue da Eq. (3.1.14) que Ĵ† = −Ĵ e Ĵ2 = −1̂; por conta dessas propriedades, Ĵ é

chamado de forma complexa. O passo seguinte consiste na complexificação de S a fim de

se obter o espaço de Hilbert complexo S C
µ e a extensão a este, por linearidade, de µ, Ω e

Ĵ , extensões estas também denotadas, respectivamente, por µ, Ω e Ĵ . Feito isso, defini-se

sobre S C
µ o produto interno 〈 · , · 〉S C

µ
:= 2µ( · , · ), onde a barra na primeira entrada —

da extensão a S C
µ — de µ denota o complexo conjugado. Em S C

µ , iĴ é um operador

limitado auto-adjunto o qual, por meio Teorema Espectral (veja, e.g., o Teorema 32.38

da referência (32)), pode ser escrito como

iĴ = P̂+ − P̂−. (3.1.15)

Os operadores P̂± são os projetores espectrais de iĴ e são responsáveis por projetar os

vetores de S C
µ , respectivamente, nas partes positiva e negativa do espectro de iĴ . Por

fim, defini-se o espaço de Hilbert H ⊂ S C
µ como sendo a imagem de S C

µ pelo projetor

P̂−. Note que, para quaisquer dois vetores de H ,

〈P̂±ψ1, P̂±ψ2〉S C
µ

= Ω(P̂±ψ1, Ĵ
−1P̂±ψ2)

= −Ω(P̂±ψ1, Ĵ P̂±ψ2)

= ±iΩ(P̂±ψ1, P̂±ψ2), (3.1.16)

que é positivo quando ψ1 = ψ2 6= 0. Além disso,

〈P̂−ψ, P̂−ψ〉S C
µ

= −iΩ(P̂−ψ, P̂−ψ) = 0, (3.1.17)

por conta da anti-simetria da forma simplética, o que significa que
(
P̂−ψ

)⊥
, o vetor

ortogonal a P̂−ψ, satisfaz (
P̂−ψ

)⊥
= P̂−ψ. (3.1.18)

Do resultado da Eq. (3.1.16) ainda decorre que

〈P̂−ψ1, P̂−ψ2〉S C
µ

= −〈P̂−ψ1, P̂−ψ2〉S C
µ

(3.1.19)
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No caso particular em que ψ1, ψ2 ∈ S , ainda é possível mostrar que

〈P̂−ψ1, P̂−ψ2〉S C
µ

= µ(ψ1, ψ2)− i

2Ω(ψ1, ψ2). (3.1.20)

Defini-se, então, o produto interno de H , ou produto interno de KG, (·, ·)KG : H ×H →

C, como4

(ψ1, ψ2)KG := 〈P̂−ψ1, P̂−ψ2〉S C
µ

= −iΩ(P̂−ψ1, P̂−ψ2). (3.1.21)

Neste ponto fica claro que o papel de µ é prover uma forma de dividir S C
µ em dois

subespaços ortogonais, H e H ⊥, este último sendo a imagem de S C
µ pelo projetor

P̂+. O resultado na Eq. (3.1.18) implica que há uma relação unívoca entre o complexo

conjugado dos vetores de H e os vetores do espaço ortogonal a H . Isso faz com que seja

possível identificar H̄ , o espaço complexo conjugado a H , com H ⊥ e, assim, escrever

S C
µ = H ⊕ H̄ .5

De posse do espaço de Hilbert H é possível então prosseguir com a construção da

representação do comutador dado na Eq. (3.1.9) e, conseqüentemente, das relações de

Weyl Eq. (3.1.8). Assim, dado Ψ ∈ Fs(H ), denotado por

Ψ :=
(
c, ψ(1), ψ(2), ψ(3), . . .

)
, (3.1.22)

defina para σ, τ ∈ S C
µ os operadores

â(P̂−σ)Ψ :=
(
(P̂−σ, ψ(1))KG ,

√
2P̂−σ · ψ(2),

√
3P̂−σ · ψ(3), . . .

)
, (3.1.23)

chamado de operador de destruição, e

â†(P̂−τ)Ψ :=
(
0, cP̂−τ,

√
2P̂−τ ⊗s ψ

(1),
√

3P̂−σ ⊗s ψ
(2), . . .

)
, (3.1.24)

seu hermitiano conjugado, o operador de criação. Aqui P̂−σ ·ψ(n) denota o produto de KG

entre P̂−σ e o primeiro H que aparece em cada parcela do produto tensorial simetrizado,
4Para ser consistente com a notação empregada ao longo desta seção, o produto interno de H deveria
ser denotado por 〈 · , · 〉H . Entretanto, optei por adotar a notação mais comum na literatura.

5O espaço vetorial complexo V e seu complexo conjugado V̄ consistem no mesmo conjunto de elementos,
no entanto a multiplicação de um elemento de V̄ por um escalar c retorna o mesmo vetor que seria
obtido se tivéssemos multiplicado o mesmo elemento de V por c.
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i.e., para ψ(2) = ψ1 ⊗s ψ2, por exemplo,

P̂−σ · ψ(2) = (P̂−σ, ψ1)KGψ2 + (P̂−σ, ψ2)KGψ1

2 . (3.1.25)

Por conta da forma com que foram definidos, os operadores de criação e destruição satis-

fazem

[â(P̂−σ), â(P̂−τ)] = 0, (3.1.26a)

[â†(P̂−σ), â†(P̂−τ)] = 0, (3.1.26b)

e

[â(P̂−σ), â†(P̂−τ)] = (σ, τ)KG1̂. (3.1.26c)

Note que tanto em Ŵ (ψ) quanto em Ω̂(ψ, · ), ψ ∈ S . Logo, o que nos interessa aqui

é o projetor P̂− como um mapeamento entre S e H , ou seja, sua restrição ao espaço

formado pelas soluções reais do campo. Vou denotar por K : S → H tal restrição.

Definido dessa forma, a imagem de K é densa em H . Por fim, escrevendo para todo

ψ ∈ S

Ω̂(ψ, · ) = iâ(Kψ)− iâ†(Kψ), (3.1.27)

segue, ao serem usadas as relações de comutação da Eq. (3.1.26), a relação de comutação

da Eq. (3.1.9).

Já mencionei que existe uma relação entre Ω̂(ψ, · ) e o operador campo usual φ̂.

Vejamos como, dentro da construção exposta nos últimos parágrafos, surge tal relação.

Para tanto, considere a equação de KG com fonte,

−∇a∇aφ+ (m2 + ξR)φ = f, (3.1.28)

onde f ∈ C∞0 (M), o conjunto das funções suaves e de suporte compacto sobre a variedade

M. As soluções da Eq. (3.1.28) podem ser escritas como a soma da solução da equação

homogênea mais a solução particular, que pode ser a solução particular avançada, Af , ou

a retarda, Rf . Uma vez que ambas satisfazem a equação de campo com fonte e que a

equação em questão é linear, vem que Ef := Af − Rf é solução da equação homogênea
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com condições iniciais de suporte compacto em alguma superfície de Cauchy. Portanto,

E pode ser visto como um mapeamento entre o espaço das funções de suporte compacto

emM e o espaço de soluções S . É possível mostrar para esse mapeamento (veja, e.g., o

Teorema 3.2.1 da referência (7)) que

(a) para todo ψ ∈ S existe f ∈ C∞0 (M) tal que ψ = Ef ,6

(b) Ef = 0 se, e somente se, f = ∇a∇ag − (m2 + ξR)g, com g ∈ C∞0 (M),

(c) e que para ψ ∈ S e f ∈ C∞0 (M) vale

Ω(Ef, ψ) =
∫
M

√
−gd4xφf. (3.1.29)

Defina, então, o operador Φ̂(f) como

Φ̂(f) := Ω̂(Ef, · ) = iâ(KEf)− iâ†(KEf). (3.1.30)

Dessa forma, Φ̂ satisfaz a equação de KG Eq. (3.1.2) no sentido de distribuição e se for

escrito em termos do operador de Heisenberg φ̂ pesado pela função f , então φ̂ satisfaz

a equação de campo e as relações de comutação canônicas da Eq. (3.1.11). Ademais, é

possível mostrar que, para f, g ∈ C∞0 (M),

[Φ̂(f), Φ̂(g)] = −iΩ(Ef,Eg)1̂ = −i
∫
M

√
−gd4xfEg1̂, (3.1.31)

ou, em termos de φ̂, vem que

[φ̂(x), φ̂(x′)] = −iE(x, x′)1̂, (3.1.32)

onde E(x, x′) denota a diferença entre as funções de Green avançada e retarda da Eq.

(3.1.2) e é conhecido na literatura como função de Pauli-Jordan ou de Schwinger (5). Por

fim, para o estado de vácuo da representação, o vetor normalizado

Ψ0 = (c, 0, 0, 0, . . . ), (3.1.33)
6Para ser coerente com a notação adotada ao longo desta seção, seria mais preciso escrever ψ =
(Ef,

√
hna∇aEf). Todavia, usarei a notação Ef tanto para denotar o campo quanto para o cor-

respondente elemento de S .
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tem-se que

〈0|Φ̂(f)Φ̂(g)|0〉 := 〈Ψ0, Φ̂(f)Φ̂(g)Ψ0〉Fs(H )

= µ(Ef,Eg)− i

2

∫
M

√
−gd4xfEg, (3.1.34)

onde a igualdade pode ser obtida utilizando-se a propriedade da Eq. (3.1.20). O resultado

da Eq. (3.1.34) mostra que o produto interno µ assumido para S guarda relação com a

parte real da chama função de dois pontos associada ao campo quântico.

Normalmente a quantização do campo é feita numa linha diferente da apresentada

aqui. Usualmente, ela é implementada escolhendo-se um “conjunto completo de soluções”

da Eq. (3.1.2) e decompondo-se o operador campo em termos destas. Vejamos como essa

forma de escrever o operador campo, talvez mais familiar do que a definição dada na Eq.

(3.1.30), emerge. Para tanto, considere uma base ortonormal completa de H , {ϕj}j∈I .

Então, para ψ ∈ S tem-se que

Kψ =
∑
j∈I

(ϕj, Kψ)KGϕj, (3.1.35)

de sorte que, por conta da definição da Eq. (3.1.23),

â(Kψ) =
∑
j∈I

(Kψ,ϕj)KGâj, (3.1.36)

onde âj := â(P̂−ϕj) = â(ϕj). Agora, escolhendo f ∈ C∞0 (M) de modo que ψ = Ef e

usando a definição do produto interno de KG Eq. (3.1.21) e a propriedade dada na Eq.

(3.1.29), segue que

â(Kψ) = −i
∑
j∈I

∫
M

√
−gd4xfϕj âj. (3.1.37)

O mesmo caminho para o operador de criação leva a

â†(Kψ) = i
∑
j∈I

∫
M

√
−gd4xfϕj â

†
j, (3.1.38)

onde â†j := â†(P̂−ϕj) = â†(ϕj). Por fim, a substituição da Eq. (3.1.37) e da Eq. (3.1.38)

na definição da Eq. (3.1.30) leva à forma mais usual de se escrever Φ̂:

Φ̂(f) =
∑
j∈I

∫
M

√
−gd4xf

(
ϕj âj + ϕj â

†
j

)
. (3.1.39)
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Essa é uma forma interessante de se escrever o operador campo pois sugere que cada

“grau de liberdade” j do campo, “descrito” pelo vetor ϕj, se comporta como um oscilador

harmônico quântico. De fato, haja visto que, por conta da Eq. (3.1.26), segue que

[âj, âk] = 0, (3.1.40a)

[â†j, â
†
k] = 0, (3.1.40b)

e que

[âj, â†k] = δjk1̂. (3.1.40c)

A base {ϕj}j∈I escolhida para H , entretanto, é arbitrária e, portanto, sua escolha não

carrega, em princípio, nenhuma física. Dito de outro modo, o conjunto de vetores {ϕj}j∈I

está para H assim como um sistema de coordenadas está para o espaço-tempo na RG.

As motivações por detrás da construção apresentada nos últimos parágrafos são as

seguintes (34). Em primeiro lugar, a construção da representação das relações de Weyl

Eq. (3.1.8) como um espaço de Fock sobre um espaço de Hilbert H reflete a visão de que

campos quânticos descrevem um conjunto de partículas: um elemento de H representa-

ria o estado quântico de uma partícula enquanto que um elemento de Fs(H ) descreveria

algum estado de superposição de N partículas, para diferentes valores de N . Em segundo

lugar, a definição de H a partir do espaço de soluções da Eq. (3.1.2) está ligada à noção

de que na Mecânica Quântica relativística de um partícula as soluções complexas da Eq.

(3.1.2) seriam funções de onda. Em último lugar, a definição do operador campo em

termos de operadores de criação e destruição reflete a idéia intuitiva de que um campo

obedecendo uma equação de onda pode ser visto como uma coleção de osciladores harmô-

nicos. Entretanto, ao menos no que tange ao conceito de partículas, essas motivações

têm simplesmente um caráter heurístico, não sendo, portanto, a finalidade da construção

acima. De fato, ao contrário do que pode parecer quando, por exemplo, é estudada a

quantização do campo eletromagnético em espaço plano e sua interação com a matéria,

o conceito de partícula somente emerge a posteriori, através da interpretação de certos
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processos e não como elemento fundamental da teoria.7

Note que até este ponto o produto interno µ, peça-chave na construção apresentada

acima, ainda não foi definido.8 A questão que se coloca, então, é a da existência desse

produto interno e, se existir, sua unicidade. Em espaços-tempos globalmente hiperbólicos

gerais é possível mostrar que sempre existe um µ satisfazendo a condição dada na Eq.

(3.1.13) (36), entretanto não se conhece — e acredita-se não haver (7) — um critério,

em geral, para privilegiar uma entre as diferentes formas possíveis para µ. Pior do que

isso, duas escolhas diferentes para µ podem levar a representações unitariamente não-

equivalentes para as relações de Weyl dadas na Eq. (3.1.8), ou seja, em princípio cada

representação pode descrever uma realidade física diferente. A despeito disso, foi mos-

trado na referência (37), dentro do formalismo algébrico para campos quânticos (38), que

a álgebra definida pelas relações de Weyl independe da escolha feita para a representação.

No que tange ao problema tratado nesta tese, a linha principal de argumentação passará

ao largo dessas questões uma vez que darei atenção a espaços-tempos assintoticamente

estáticos. Apesar de não haver uma prescrição de quantização para campos privilegi-

ada em espaços-tempos gerais, para aqueles espaços-tempos que possuem uma isometria

temporal, mesmo que assintótica, existe uma escolha natural para o produto interno µ.

3.2 Quantização em espaços-tempos estacionários

Para mostrar de que maneira a escolha de µ é feita no caso estacionário faz-se mister, em

primeiro lugar, definir o tensor energia-momentum associado ao campo φ. Dada a ação

S[φ] que define o campo clássico, defini-se o tensor energia-momentum Tab associado a
7No caso particular do espaço-tempo de Minkowski, E. Wigner define o conceito de partícula usando as
representações irredutíveis do grupo de Poincaré (35). Essa visão do conceito de partícula será discutida
brevemente no Capítulo 8.

8A construção acima poderia ter sido feita dando uma forma complexa Ĵ sobre S e, através dela,
definindo µ. A estratégia de se definir uma forma complexa em S para quantizar o campo é adotada,
por exemplo, por Ashtekar e Magnon na referência (34).
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esse campo por

Tab := − 2√
−g

δS[φ]
δgab

.9 (3.2.1)

Para a ação da Eq. (3.1.1) essa definição implica no seguinte tensor simétrico:

Tab = (1− 2ξ)∇aφ∇bφ+ ξRabφ
2 − 2ξφ∇a∇bφ

+4ξ − 1
2

[
∇cφ∇cφ+ (m2 + ξR)φ2

]
gab. (3.2.2)

O tensor energia-momentum associado ao campo é um observável importante pois nos

provê informações locais sobre energia, momentum e estresse do campo. Além disso,

essa é uma quantidade central se estamos preocupados com o papel gravitacional que o

campo pode desempenhar, uma vez que Tab aparece como fonte da equação de Einstein

Eq. (2.1.5). Em particular, se φ satisfaz a equação de campo Eq. (3.1.2), então é possível

mostrar que

∇aT
a
b = 0. (3.2.3)

Considere um observador com quadrivelocidade ua. O escalar uaubTab tem a interpretação

de ser a densidade de energia atribuída pelo observador ao campo escalar no instante

definido pela superfície de Cauchy que passa pelo ponto em questão. Quando o espaço-

tempo possui uma isometria temporal gerada pelo campo de Killing κa, ao se contrair

os dois lados da Eq. (3.2.3) com κa e integrá-los numa porção N ⊂M do espaço-tempo

definida por ter como fronteira duas superfícies de Cauchy, Σt1 e Σt2 , com t2 > t1, segue

que ∫
Σt1

dΣnaκbTab =
∫

Σt2
dΣnaκbTab, (3.2.4)

onde dΣ =
√
hd3x denota o elemento de volume da hiperfície Σt. Para derivar o resultado

acima basta integrar por partes e utilizar o Teorema de Stokes (veja, e.g., o Teorema B.2.1

da referência (4)). Esse resultado implica que para uma família de observadores seguindo

as linhas integrais do campo κa a energia total associada ao campo é conservada.

Seja (M, g) um espaço-tempo globalmente hiperbólico estacionário e κa o campo
9Para uma discussão sobre a definição do tensor energia-momentum em teoria de campos, veja, e.g., as
referências (39,40).
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vetorial que gera a isometria temporal αt : M → M. A construção de µ em espaços-

tempos estacionários pode ser feita da seguinte forma (7,34,41). Considere o espaço S C,

obtido através da complexificação do espaço de soluções S . Defina sobre esse espaço de

soluções complexas o produto interno10 〈 · , · 〉 : S C ×S C → C de sorte que

〈ψ1, ψ2〉 :=
∫

Σt
dΣnaκbTab(ψ1, ψ2), (3.2.5)

onde

Tab(ψ1, ψ2) := (1− 2ξ)∇(aφ1∇b)φ2 + ξRabφ1φ2 − ξ
(
φ1∇a∇bφ2 + φ2∇a∇bφ1

)
+4ξ − 1

2
[
∇cφ1∇cφ2 + (m2 + ξR)φ1φ2

]
gab. (3.2.6)

Uma vez que φ1 e φ2 são soluções complexas da equação de KG Eq. (3.1.2), tem-se que o

lado direito da Eq. (3.2.5) é conservado e assim é independe da superfície de Cauchy sobre

a qual a integral é calculada. Sobre S C é também possível definir o mapa de translação

temporal τt : S C → S C tal que

τt(ψ) = (φ ◦ α−t, π ◦ α−t). (3.2.7)

De fato, já que, por conta da simetria do espaço-tempo de fundo, se φ é solução da Eq.

(3.1.2), então sua composição com a isometria αt também é solução. A ação do mapa

τt consiste em pegar uma solução ψ com condições iniciais, digamos, na hiperfície Σt0 e

levá-la na solução τt(ψ), que tem exatamente as mesmas condições iniciais que ψ mas na

hiperfície Σt0−t. Por conta da definição de isometria, dada na Seção 2.1, e da definição

dada na Eq. (3.2.7) segue que τt1 ◦ τt2 = τt1+t2 , o que implica que a isometria αt define

um grupo em S C. Ademais, é possível mostrar que

〈τt(ψ1), τt(ψ2)〉 = 〈ψ1, ψ2〉, (3.2.8)

de modo que, do ponto de vista do produto interno da Eq. (3.2.5), τt é uma transformação

de simetria de S C.
10Para espaços-tempos de fundo e valores de ξ arbitrários, a forma dada pelo tensor energia-momentum
pode não ser positiva quando ψ1 = ψ2. Entretanto, é possível mostrar em casos particulares, como
quando a geometria de fundo é plana ou quando o campo tem acoplamento mínimo, que essa forma de
fato define um produto interno em S C.



Capítulo 3. Formalismo de quantização canônica para campos livres 49

Defina, então, o espaço de Hilbert E através do completamento de S C na norma

definida pelo produto interno dado na Eq. (3.2.5). Em S C, τt é linear, por conta de sua

definição da Eq. (3.2.7), e é limitado, por conta da propriedade Eq. (3.2.8). Uma vez que,

por construção, o domínio de τt é denso em E , segue pelo Teorema BLT (veja, e.g., o

Teorema 32.1 da referência (32)) que existe uma única extensão de τt a E , V̂t, que é linear

e limitada e cuja norma é igual a de τt em S C. Como a propriedade Eq. (3.2.8) também

é satisfeita quando τt é substituído por V̂t e αt é um mapa C∞, então V̂t forma um grupo

unitário a um parâmetro fortemente contínuo atuando em E . Pelo Teorema de Stone,

então, existe um operador auto-adjunto ĥ tal que V̂t = e−itĥ. Como ĥ satisfaz (veja, e.g.,

o Teorema VIII.7 da referência (30))

lim
t→0

V̂tψ − ψ
t

= −iĥψ (3.2.9)

para ψ ∈ S C, então, pela definição da derivada de Lie Eq. (2.1.7), segue que

ĥψ = (i£κφ, i£κπ). (3.2.10)

Note ainda que o domínio de ĥ contem o espaço S C, pois como os elementos de S C são

pares de funções suaves se a variedade é suave (ver, e.g., Teorema 2.1 de (41)), então suas

derivadas temporais são finitas e suaves. Logo, a imagem de ĥ também contem S C. Uma

vez que £κψ = 0 para ψ com suporte compacto em qualquer hiperfície Σt se, e somente

se, ψ = 0, então ĥ é bijetor e existe ĥ−1.

Suponha agora que m > 0 e que existe uma superfície de Cauchy sobre a qual

−κaκa ≥ −εκana > ε2 para algum ε > 0. Nesse caso é possível mostrar que existe

uma constante C(ε,m) > 0 tal que a forma simplética Ω, para ψ1, ψ2 ∈ S C, satisfaz a

seguinte desigualdade11:

∣∣∣Ω(ψ1, ψ2)
∣∣∣2 ≤ C(ε,m)〈ψ1, ψ1〉〈ψ2, ψ2〉. (3.2.11)

Assim, como Ω é uma forma bilinear e limitada na norma definida por 〈 · , · 〉, segue que
11Para a prova dessa desigualdade, veja a referência (41).
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é possível estendê-la univocamente para todo E . Além disso, é possível mostrar que

Ω(ψ1, ĥψ2) = 2i〈ψ1, ψ2〉. (3.2.12)

A propriedade Eq. (3.2.12) e a desigualdade dada na Eq. (3.2.11) combinadas implicam

que ĥ−1 é um operador limitado e que, portanto, zero não pertence ao espectro de ĥ,

σ(ĥ). Aplicando o Teorema Espectral ao operador ĥ é possível definir Ê+ : E → E , o

projetor associado à parte positiva do espectro de ĥ. Finalmente, dado o projetor Ê+,

defina µ : S ×S → R como

µ(ψ1, ψ2) := Im Ω(Ê+ψ1, Ê
+ψ2) = 2Re〈Ê+ψ1, ĥ

−1Ê+ψ2〉. (3.2.13)

Definido dessa forma µ é um produto interno sobre S e satisfaz a condição da Eq.

(3.1.13).12 Uma vez de posse de µ, pode-se, então, implementar a construção exposta

na Seção 3.1. O espaço de Hilbert H , entretanto, pode ser obtido sem mais delongas já

neste ponto ao notar-se que a definição da Eq. (3.2.13) é consistente com a forma complexa

Ĵ = iĥ|ĥ|−1, onde |ĥ| :=
√
ĥ†ĥ. Desse modo, P̂− = Ê+ e H é a imagem de E por Ê+

completada através do produto interno de KG engendrado pelo projetor Ê+.

A idéia por detrás dessa construção é fazer com que os “estados quânticos de uma

partícula”, i.e., os vetores de H , possam ser escritos em termos de combinações lineares

de “auto-estados de energia positiva”. De fato, se a coordenada temporal t escolhida é

aquela definida pela isometria, pode-se escrever a Eq. (3.2.10) como

ĥψ = (i∂tφ, i∂tπ). (3.2.14)

Uma vez que em Mecânica Quântica o operador i∂t tem a interpretação de ser o operador

energia, o espectro de ĥ codifica os possíveis valores para essa grandeza que — do ponto

de vista dos observadores seguindo as linhas integrais de κa — podem ser obtidos numa

medida. Portanto, numa medida da energia de um sistema cujo estado é um vetor de

H , os possíveis valores que podem retornar são, por construção, estritamente positivos.

Sendo assim, a prescrição para a definição de µ (ou de uma forma complexa) em espaços-
12Para uma prova dessa última afirmação, veja a referência (36).
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tempos estacionários é uma versão, em termos mais precisos, da prescrição de separação

das soluções da equação de campo Eq. (3.1.2) em uma parte de freqüência positiva e outra

de freqüência negativa.

Em espaços-tempos estáticos, base para a maior parte da discussão que será feita nos

próximos capítulos, essa mesma idéia pode se fraseada afirmando-se que a função de onda

do sistema deve satisfazer a seguinte equação:

i
∂

∂t
φ =
√

∆φ. (3.2.15)

A forma do operador ∆ será dada na Seção 4.2 e para a discussão neste ponto basta dizer

que ela envolve derivadas associadas à seção espacial, a massa do campo e o escalar de

curvatura. Se ∆ é um operador positivo na norma de H , então sua raiz pode ser definida

através do Teorema Espectral. Pela Eq. (3.2.15) fica claro que o espectro do operador ĥ

está relacionado com a raiz do espectro do operador ∆. De fato, uma vez que

ĥ2φ = − ∂2

∂t2
φ = ∆φ (3.2.16)

deve reproduzir, nas coordenadas escolhidas, a equação de campo Eq. (3.1.2). Uma vez

que ∆ guarda relação com ĥ, é possível usar os projetores espectrais de ∆ — quando

realizados em termos de funções sobre uma superfície de Cauchy Σt — para escrever os

vetores de H dados por Kψ = (φ+, π+) da seguinte forma:

φ+(t,x) =
∫
I

dµ(j)
√2ωj

φ̃+(j)Fj(x)e−iωjt, (3.2.17)

e π+ pode ser obtido a partir da definição dada na Eq. (3.1.3). Aqui I denota um conjunto

de índices contínuos ou discretos que indexam os elementos do espectro do operador ∆

e µ(j) denota uma medida sobre esse conjunto, enquanto que x denota as coordenadas

espaciais definidas sobre a hiperfície Σt. A função Fj : Σt → C, dita autofunção do

operador ∆, é definida por

∆Fj = ω2
jFj, (3.2.18)



52 Capítulo 3. Formalismo de quantização canônica para campos livres

onde ωj > 0. As autofunções do operador ∆ devem ser escolhidas de sorte que
∫

Σt

dΣ
‖κ‖

Fj(x)F j′(x) = δµ(j, j′), (3.2.19)

com δµ tal que
∫
I dµ(j)δµ(j, j′) = 1. A Eq. (3.2.19) é usualmente denominada relação de

completeza das autofunções de ∆ e reflete a propriedade de que qualquer par de projetores

espectrais são ortogonais entre si caso estejam associados a regiões disjuntas do espectro.

Já o coeficiente φ̃+ pode ser escrito em termos das condições iniciais que definem ψ. Para

tanto, note que a solução ψ ∈ S pode ser escrita na forma

φ(t,x) =
∫
I

dµ(j)
√2ωj

[
φ̃+(j)e−iωj(t−t0) + φ̃−(j)eiωj(t−t0)

]
Fj(x) (3.2.20)

e

π(t,x) = −i
√
h

‖κ‖

∫
I

dµ(j)
√2ωj

ωj
[
φ̃+(j)e−iωj(t−t0) − φ̃−(j)eiωj(t−t0)

]
Fj(x). (3.2.21)

A relação de completeza Eq. (3.2.19), então, leva, depois de alguma manipulação, a

φ̃±(j) =
√
ωj
2

∫
Σt0

dΣ
‖κ‖

φ0(x)F j(x)± i 1
√2ωj

∫
Σt0

d3xπ0(x)F j(x). (3.2.22)

Isso posto, é possível, então, expressar o operador campo em termos das autofunções

Fj. De fato, usando a Eq. (3.1.39) para o operador e forma dada na Eq. (3.2.17) para os

vetores de H , vem que

Φ̂(f) =
∑
k∈I

∫
M

√
−gd4xf

∫
I

dµ(j)
√2ωj

[
ϕ̃k(j)Fje−iωjtâk + ϕ̃k(j)F je

iωjtâ†k
]

(3.2.23)

Essa expressão nada mais é do que o conhecido procedimento de “expandir o campo em

modos normais” e que no caso de Minkowski reduz-se à “expansão em termos de ondas

planas”. Ela será útil nos próximos capítulos. As discussões do Capítulo 4 e uma parte

substancial das discussões presentes nos Capítulo 5 e 6 podem ser resumidas ao estudo

do espectro do operador diferencial ∆ em diferentes geometrias.

Por vezes os autores referem-se na literatura ao espaço de Hilbert H como “espaço

de Hilbert de uma partícula” (7, 34, 41). Como já mencionado ao final da Seção 3.1, o

conceito de partícula não é um elemento fundamental na teoria. Entretanto, no caso de

espaços-tempos estacionários essa denominação para o espaço de Hilbert H é justificada
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por processos nos quais o campo interage por um tempo determinado com um outro

sistema quântico com estados de energia bem-definidos como, por exemplo, uma partícula

quântica confinada em uma caixa ou um átomo livre de outras interações externas. Esse

sistema quântico com o qual o campo é posto em contato usualmente recebe na literatura

a denominação de detector. Nesse caso, como mostrado, e.g., na Seção 3.3 da referência

(7), as transições induzidas em primeira ordem de perturbação entre os estados do campo

e entre os estados do detector podem ser interpretadas como a emissão ou a absorção de

partículas do campo pelo detector. Nesse sentido, então, em espaços-tempos que possuam

uma isometria temporal os vetores de Fs(H ) têm a interpretação natural de descreverem

superposições de estados de ocupação de partículas bosônicas.

A discussão sobre o conceito de partícula em TQCEC será revisitada na Seção 8.1,

quando tratarei com mais detalhes da criação de partículas por conta de mudanças da

geometria de fundo.

3.3 Transformações de Bogoliubov

Considere agora um espaço tempo globalmente hiperbólico (M, g) que é estacionário no

passado. Isso significa que nesse espaço-tempo existe uma superfície de Cauchy Σt cujo

passado está relacionado pela isometria α ao passado da superfície de Cauchy Σ′t′ de um

espaço-tempo globalmente hiperbólico e estacionário (M′, g′). Assim, o espaço de soluções

S da equação de campo Eq. (3.1.2) sobre o espaço-tempo (M, g) pode ser identificado

com o espaço de soluções S ′ quando o espaço-tempo de fundo é (M′, g′) da seguinte

maneira. Considere um elemento de S com condições iniciais (φ0, π0) numa superfície de

Cauchy Σt0 de (M, g) que esteja no passado da hiperfície Σt. Então, é possível associar a

solução definida pelo desenvolvimento de Cauchy das condições iniciais (φ0, π0) à definida

pelo desenvolvimento de Cauchy das condições iniciais (φ0 ◦ α, π0 ◦ α) no espaço-tempo

(M′, g′). Feita a identificação entre S e S ′, é possível induzir um produto interno µ em

S através do produto interno µ′ definido em S ′, por exemplo, pelo algoritmo apresentado
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na seção anterior. O espaço de Hilbert definido por essa construção em S é usualmente

denotado por Hin. Desse modo o espaço de Fock Fs(Hin) tem aquela interpretação de

descrever estados de ocupação de partículas no passado da hiperfície Σt, mas não no

futuro. O mesmo pode ser feito quando (M, g) é estacionário no futuro. Nesse caso, a

mesma receita leva ao espaço de Hilbert Hout, de sorte que Fs(Hout) descreve estados de

ocupação de partícula no futuro de Σt, mas não no passado. Considerações semelhantes

se aplicam mesmo quando o espaço-tempo de fundo é só assintoticamente estacionário

no passado ou futuro. É possível mostrar que para espaços-tempos que possuam uma

região estacionária no passado e outra no futuro existe um mapeamento linear e unitário,

algumas vezes tratado na literatura de TQCEC por matriz S, que leva Fs(Hin) em

Fs(Hout) e que, conseqüentemente, codifica a criação espontânea de partículas e processos

de espalhamento devidos a mudanças na geometria de fundo (veja, e.g., o Teorema 4.4.1

da referência (7) ou a referência (42)).13

Esse mapeamento, quando implementado no nível do espaço de Hilbert S C
µ , recebe o

nome de transformação de Bogoliubov. Apesar de poderem pertencer a um contexto mais

geral, considere, a título de interesses futuros, um espaço-tempo globalmente hiperbólico

(M, g) que é assintoticamente estacionário tanto no passado quanto no futuro. Sejam

{ϕin
k }k∈I uma base ortonormal completa de Hin e {ϕout

l }l∈O uma base ortonormal completa

de Hout. Com a suposição de que o mesmo espaço de Hilbert formado a partir das

soluções complexas da equação de campo Eq. (3.1.2) pode ser escrito como Hin⊕ H̄in ou

Hout ⊕ H̄out, é possível escrever

ϕ in
k =

∑
l∈O

Aklϕ
out
l −Bklϕ

out
l , (3.3.1)

com Akl, Bkl ∈ C para todo k ∈ I e l ∈ O. A partir das relações de ortogonalidade

das bases in e out, segue que os coeficientes da combinação linear Eq. (3.3.1) podem ser
13O propósito da matriz S não se circunscreve ao cálculo da produção espontânea de partículas ou proces-
sos de espalhamento por conta da mudança na geometria de fundo. A discussão sobre a existência desse
mapeamento se insere na questão mais ampla de quais são as condições necessárias e suficientes para
garantir que duas representações distintas para as relações de Weyl sejam unitariamente equivalentes.
Essa questão pode ser traduzida no problema de sob quais condições, dados dois produtos internos
sobre S distintos µ e µ′, satisfazendo a condição dada na Eq. (3.1.13), o completamento de S na
norma de µ é equivalente ao completamento de S na norma de µ′. Para mais detalhes veja, e.g., Seção
4.4 da referência (7).
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escritos em termos do produto interno de KG dado na Eq. (3.1.21) da seguinte forma:

Akl = (ϕ out
l , ϕ in

k )KG (3.3.2a)

e

Bkl = −(ϕ out
l , ϕ in

k )KG. (3.3.2b)

Além disso, a partir da Eq. (3.3.1), é simples mostrar que os coeficientes Akl e Bkl têm as

seguintes propriedades:

(ϕ in
k , ϕ

in
k′ )KG =

∑
l∈O

AklAk′l −BklBk′l = δkk′ (3.3.3a)

e

(ϕ in
k , ϕ

in
k′ )KG =

∑
l∈O

AklBk′l − Ak′lBkl = 0. (3.3.3b)

Já para o operador campo, escrito na forma da Eq. (3.1.39), vem, se usada a Eq. (3.3.1),

que

Φ̂(f) =
∑
k∈I

∫
M

√
−gd4xf

(
ϕ in
k âk + ϕ in

k â
†
k

)
=

∑
k∈I

∫
M

√
−gd4xf

∑
l∈O

[
ϕ out
l

(
Aklâk −Bklâ

†
k

)
+ ϕ out

l

(
−Bklâk + Aklâ

†
k

)]
=

∑
l∈O

∫
M

√
−gd4xf

(
ϕ out
l b̂l + ϕ out

l b̂†l
)
. (3.3.4)

Daí segue a seguinte relação entre os operadores de criação e destruição definidos por cada

uma das bases:

b̂l =
∑
k∈I

Aklâk −Bklâ
†
k (3.3.5a)

e

b̂†l =
∑
k∈I

Aklâ
†
k −Bklâk. (3.3.5b)

Às relações dadas na Eq. (3.3.5) dá-se o nome de transformação de Bogoliubov e aos

coeficientes Akl e Bkl de coeficientes de Bogoliubov.

Considere o caso estático. Escrevamos, então, os vetores ϕ in
k e ϕ out

l , respectivamente,

em termos dos modos de freqüência positiva no passado e no futuro. Isso significa fazer

o seguinte. Tanto no passado quanto no futuro pode-se colocar a equação de campo Eq.
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(3.1.2) na forma

− ∂2

∂t2
φ = ∆in/outφ. (3.3.6)

Os modos de freqüência positiva no passado são os projetores espectrais do operador ∆in,

quando realizados em termos das funções uj. Já os modos de freqüência positiva no futuro

são os projetores espectrais de ∆out, quando realizados em termos das funções vj′ . É claro

que, assintoticamente no passado,

uj(t,x) = e−iωjt
√2ωj

Fj(x), (3.3.7)

enquanto que, assintoticamente no futuro,

vj′(t,x) = e−i$j′ t
√2$j′

Gj′(x). (3.3.8)

Entretanto, sem conhecimento da história do espaço-tempo de fundo não é possível saber

qual é a forma de uj e vj′ em outras regiões de (M, g). Escrevendo, finalmente, os vetores

ϕin
k e ϕout

l , vem

ϕ in
k =

∫
I
dµ(j)ϕ̃ in

k (j)uj (3.3.9)

e

ϕ out
l =

∫
O
dν(j′)ϕ̃ out

l (j′)vj′ . (3.3.10)

Com as expressões Eq. (3.3.9) e Eq. (3.3.10) é possível obter uma relação entre os coefici-

entes de Bogoliubov, como definidos na Eq. (3.3.2a) e na Eq. (3.3.2b), e os modos através

da forma do produto interno de KG Eq. (3.1.21). De fato, fazendo a substituição,

Akl =
∫
I
dµ(j)

∫
O
dν(j′)ϕ̃ out

l (j′)ϕ̃ in
k (j)αjj′ (3.3.11a)

e

Bkl =
∫
I
dµ(j)

∫
O
dν(j′)ϕ̃ in

k (j)ϕ̃ out
l (j′)βjj′ , (3.3.11b)

onde os coeficientes αjj′ e βjj′ são definidos por

αjj′ := −iΩ(vj′ , uj) (3.3.12a)
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e

βjj′ := iΩ(vj′ , uj). (3.3.12b)

Na literatura é mais comum ver a denominação coeficiente de Bogoliubov aplicada aos

coeficientes αjj′ e βjj′ ; ao longo do texto usarei essa denominação tanto para os coeficientes

Akl e Bkl quanto para os coeficientes αjj′ e βjj′ . Por fim, utilizando a Eq. (3.3.1) com as

expressões dadas na Eq. (3.3.9) e na Eq. (3.3.10) e as definições Eq. (3.3.12), também é

possível obter a seguinte relação entre os conjuntos de modos {uj}j∈I e {vj′}j′∈O:

uj =
∫
O
dµ′(j′)

(
αjj′vj′ − βjj′vj′

)
. (3.3.13)

A Eq. (3.3.13) é bastante útil para se inferir o comportamento de um conjunto de modos

na região futura ou passada se se conhece o comportamento do outro conjunto de modos

naquela região.

3.4 O tensor energia-momentum para o campo

quântico

Uma vez quantizado o campo e definido o espaço de estados do sistema, devemos passar aos

observáveis da teoria. Como aqui estou cuidando de um campo livre e estou preocupado

com seu papel num sistema gravitacional, é necessário voltar a atenção para o operador

tensor energia-momentum, T̂ab. Em TQCEC, ao se considerar campos livres, a interação

gravitacional passa a ser a única janela de que se dispõe para observar a evolução do

sistema quântico. Na literatura é aceito que, em nível semiclássico, o sistema quântico

retroage sobre o espaço-tempo segundo a equação de Einstein semiclássica,

Rab −
1
2Rgab = 8π〈T̂ab〉, (3.4.1)

onde 〈T̂ab〉 é o valor esperado de T̂ab em algum estado do campo (5–8). Essa equação

é usualmente motivada por um paralelo com a abordagem semiclássica para a Eletrodi-

nâmica, mas pode também sê-lo através da dedução formal da correção de ordem mais
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baixa para o campo gravitacional clássico quando a matéria e perturbações sobre gab são

quantizadas. De qualquer forma, não parece haver na literatura uma justificativa última

para a equação de Einstein semiclássica a partir da qual fique claro qual deva ser seu

regime de validade.

O procedimento de quantização canônica nos diz que para obtermos o operador T̂ab

correspondente ao observável clássico Tab devemos substituir em sua expressão o campo

φ pelo correspondente operador de Heisenberg — aqui denotado por φ̂ — e simetrizar

o resultado de modo a obtermos um operador auto-adjunto. Entretanto, a Eq. (3.2.2)

nos mostra que o tensor energia-momentum é um observável que depende de produtos de

campo e suas derivadas no mesmo ponto do espaço-tempo. O fato de φ̂ somente estar

definido no sentido de distribuição leva à conclusão de que no contexto do formalismo

canônico não é possível definir T̂ab como um operador atuando sobre o espaço de estados

do campo ou mesmo dar sentido a ele como distribuição. Esse tipo de problema já aparece

em espaço plano e está na raiz da necessidade, tanto no espaço-tempo de Minkowski

quanto em espaço-tempos mais gerais, de algum procedimento de renormalização para

que se possa dar sentido a quantidades como o tensor energia-momentum.

Para efeitos práticos podemos nos contentar em somente definir o valor esperado de

quantidades quadráticas no operador campo, como T̂ab ou as flutuações do campo, dadas

pelo valor esperado de φ̂2. Para o tensor energia-momentum, em particular, seu valor

esperado em algum estado do campo pode ser definido através de quatro condições, os

chamados axiomas de Wald (7). Esses axiomas fixam a forma de 〈T̂ab〉 a menos de termos

que dependam localmente da geometria de fundo e por isso podem ser absorvidos em cons-

tantes, como a de Newton e a cosmológica.14 Os axiomas de Wald, contudo, não fornecem

uma prescrição para a construção de 〈T̂ab〉. Para tanto, podemos lançar mão do próprio

formalismo apresentado. Já foi dito acima que podemos construir T̂ab a partir da expres-

são para o tensor energia-momentum clássico. Para um estado do campo Ψ ∈ Fs(H )

qualquer, o valor esperado 〈Ψ|T̂ab|Ψ〉 := 〈Ψ, T̂abΨ〉Fs(H ) será divergente; divergência esta
14Essa necessidade de contra-termos na ação gravitacional aparece também no formalismo de ação efetiva,
onde o comportamento ultravioleta do campo quântico implica em termos que dependem de derivadas
da métrica de fundo (43).
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que decorre do fato de que T̂ab está mal definido. Para se obter uma expressão para o

valor esperado do tensor energia-momentum com significado físico, 〈T̂ab〉, é, então, neces-

sário algum procedimento de regularização e renormalização para “remover os infinitos”

de 〈Ψ|T̂ab|Ψ〉. Em linhas gerais, para que os axiomas de Wald sejam satisfeitos, o pro-

cedimento de renormalização adotado deve depender somente de propriedades locais do

espaço-tempo, ser tal que o resultado final seja covariantemente conservado e que, no caso

do espaço-tempo de Minkowski, seja equivalente ao ordenamento normal dos operadores

de criação e destruição. Para uma classe especial de estados, conhecidos como estados

Hadamard, existe um algoritmo que permite construir 〈T̂ab〉 satisfazendo os axiomas de

Wald. (Para a construção desse algoritmo veja, e.g., a referência (7).)

Na discussão que se seguirá sobre o Efeito de Despertar do Vácuo, irei tacitamente

assumir que o estado inicial do campo é Hadamard. Para o caso particular da formação

de um corpo compacto que será discutido no Capítulo 6, por exemplo, o estado inicial do

campo é Hadamard, o que está implícito na escolha dos modos in lá feita.
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Capítulo 4

Um estudo da equação de

Klein-Gordon

No presente capítulo serão obtidos alguns resultados que dizem respeito à separação

das partes temporal e espacial da equação de KG. Em particular, nas Seções 4.2

e 4.3 paulatinamente explorarei possíveis simetrias do espaço-tempo de fundo, as quais

serão usadas mais adiante para construir a linha principal de argumentação. Os resultados

obtidos e as análises feitas aqui serão utilizadas no Capítulo 5 para derivar o crescimento

sem-limites da densidade de energia de vácuo de um campo quântico escalar em espaços-

tempos bastante gerais e analisar tal fenômeno.

4.1 Decomposição 3+1 da equação de Klein-Gordon

Como já foi argumentado no Capítulo 3, o procedimento de quantização passa pela escolha

do espaço de Hilbert H . Em particular, em espaços-tempos estacionários ou estáticos

há uma escolha natural para H baseada na isometria temporal do espaço-tempo de

fundo. No caso estático foi mostrado que as autofunções e o espectro do operador ∆ são

peças importantes para o entendimento do operador campo e seus observáveis. Portanto, é

interessante ao menos obtermos algumas propriedades qualitativas das soluções complexas
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da Eq. (3.1.2) em alguns espaços-tempos.

Vou começar por um espaço-tempo (M, g) globalmente hiperbólico geral. Tendo em

vista as definições feitas na seção 2.1, é possível escrever a derivada de uma função escalar

qualquer φ da seguinte forma:

∇aφ = −na
(
nb∇bφ

)
+Daφ. (4.1.1)

Tomando o 4-divergente da Eq. (4.1.1) e escrevendo a métrica gab em termos de hab e na,

vem a forma do operador de Laplace-Beltrami em termos de objetos definidos na seção

espacial de (M, g):

∇a∇aφ = −na∇a(nb∇bφ)−Kna∇aφ+ aaDaφ+DaD
aφ. (4.1.2)

Então, usando a Eq. (4.1.2), vem a forma decomposta da equação de KG,

− na∇a(nb∇bφ)−Kna∇aφ+ aaDaφ+DaD
aφ− (m2 + ξR)φ = 0. (4.1.3)

Uma vez que desejo estudar as soluções complexas para a equação de campo, é ne-

cessário definir a função escalar φ como

φ : M → C. (4.1.4)

Para soluções complexas a corrente

Ja := −i(φ∇aφ− φ∇aφ) (4.1.5)

é conservada pela dinâmica do campo.1 Sendo φ uma função complexa, posso decompô-la

como

φ = ρe−iϕ, (4.1.6)

onde as funções ρ e ϕ são definidas como

ρ : M → R+, (4.1.7a)
1Para o campo de KG carregado, a corrente Ja descreve a corrente de cargas. Nesta tese, entretanto, não
estou interessado em campo carregados.
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ϕ : M → R. (4.1.7b)

Substituindo a Eq. (4.1.6) na Eq. (3.1.2) vem que a Eq. (3.1.2) é satisfeita se, e somente

se, 
−∇a∇aρ+∇aϕ∇aϕ+ (m2 + ξR) ρ = 0

−ρ∇a∇aϕ− 2∇aρ∇aϕ = 0
. (4.1.8)

A segunda equação na Eq. (4.1.8) pode ser integrada um vez. Vejamos. Multiplicando

por ρ, vem que

∇a

(
ρ2∇aϕ

)
= 0. (4.1.9)

Então, sendo N a porção deM entre Σt1 e Σt2 ,

0 =
∫
N ⊂ M

∇a

(
ρ2∇aϕ

)√
−g d4x =

∫
Σt2

ρ2∇aϕ nadΣ−
∫

Σt1
ρ2∇aϕ nadΣ, (4.1.10)

onde assumi que o campo anula-se no infinito espacial e foi empregado o Teorema de

Stokes. Esse resultado nada mais é do que a conservação da corrente Ja definida na Eq.

(4.1.5). Substituindo a Eq. (4.1.1) e a Eq. (4.1.2) na Eq. (4.1.8) vem o seguinte par de

equações:

− na∇a(nb∇bρ)−Kna∇aρ+ aaDaρ+DaD
aρ

−
[
m2 + ξR +DaϕD

aϕ− (na∇aϕ)2
]
ρ = 0, (4.1.11a)

e

− na∇a(nb∇bϕ)−Kna∇aϕ− na∇a ln ρ2na∇aϕ

+aaDaϕ+Da ln ρ2Daϕ+DaD
aϕ = 0. (4.1.11b)

Considere também o tensor energia-momentum, definido na Eq. (3.2.2), associado

a um perfil de campo complexo φ. O escalar nanbTab pode ser manipulado de modo a

escrevê-lo em termos de objetos definidos na Seção 2.2, de sorte que é possível obter a
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seguinte igualdade:

nanbTab = 1
4n

a∇aφn
b∇bφ+ 1− 4ξ

4
[
DaφD

aφ+ (m2 + ξR)φφ
]

+ξ
[
φKna∇aφ− φDaD

aφ+ (m2 + ξR)φφ
]

+ξ

2n
anbRabφφ+ c.c., (4.1.12)

onde foi empregada a equação de campo na forma da Eq. (4.1.3). O mesmo tipo de

procedimento pode ser aplicado ao campo vetorial habncTbc, para o qual é possível mostrar

que

habncTbc = 1− 2ξ
2 Daφnc∇cφ+ ξ

2h
abncRbcφφ

− ξ
[
Da(nc∇cφ)φ−KacDcφφ

]
+ c.c.. (4.1.13)

Essas duas quantidades são interessantes pois estão associadas com a densidade de energia

e de corrente de energia do campo e que, como veremos adiante, satisfazem uma equação

de conservação quando o espaço-tempo de fundo possui uma isometria temporal.

4.2 Decomposição 3+1 da equação de Klein-Gordon

em um espaço-tempo estático

Como já mencionado na Seção 2.1, quando o espaço-tempo é estático podemos escolher

o campo de Killing tipo tempo como vetor coordenado. Essa escolha da coordenada

temporal implica que os coeficientes que comparecem na Eq. (3.1.2) independem de t.

Assim, a equação de KG admite soluções na forma da Eq. (4.1.6) com

ρ = TX, (4.2.1)

ϕ = ϕt + ϕΣ, (4.2.2)

onde as funções acima são definidas como segue:

T : R → R+, (4.2.3a)
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X : Σ → R+, (4.2.3b)

ϕt : R → R, (4.2.3c)

ϕΣ : Σ → R. (4.2.3d)

Então, substituindo a Eq. (4.2.1) e a Eq. (4.2.2) na Eq. (4.1.11a) e na Eq. (4.1.11b) e

usando a Eq. (2.2.12) e que

κa∇a

(
κbκb

)
= 0 (4.2.4)

vem o seguinte par de equações:

− 1
T

1
‖κ‖2κ

a∇a(κb∇bT ) + (κa∇aϕt)2

‖κ‖2 + 1
X
DaD

aX

+ 1
X

aaDaX − (m2 + ξR +DaϕΣD
aϕΣ) = 0, (4.2.5)

− 1
‖κ‖2κ

a∇a(κb∇bϕt)−
2
T

1
‖κ‖2 (κa∇aT )(κb∇bϕt)

+aaDaϕΣ + 2
X
DaXD

aϕΣ +DaD
aϕΣ = 0. (4.2.6)

Neste ponto, aplicando o método de separação de variáveis ao par de equações acima,

obtém-se que

κa∇a(κb∇bT )− (κa∇aϕt)2T + σT = 0, (4.2.7a)

DaD
aX + aaDaX − (m2 + ξR +DaϕΣD

aϕΣ)X + σ

‖κ‖2X = 0, (4.2.7b)

T 2κa∇a(κb∇bϕt) + (κa∇aT
2)(κb∇bϕt) + λT 2 = 0, (4.2.7c)

X2DaD
aϕΣ + aaDaϕΣX

2 +DaX
2DaϕΣ + λ

‖κ‖2X
2 = 0. (4.2.7d)

Por σ e λ denoto, respectivamente, as constantes de separação entre a variável temporal

e as variáveis espaciais da Eq. (4.1.11a) e da Eq. (4.1.11b).

Vou agora manipular a Eq. (4.2.7c) e a Eq. (4.2.7d) para mostrar que é possível fixar

o valor de λ usando a condição de contorno no infinito espacial. Primeiro, note que é
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possível, usando a Eq. (2.2.13), colocar a Eq. (4.2.7d) na seguinte forma:

Da
[
‖κ‖X2DaϕΣ

]
+ λ

X2

‖κ‖2 = 0. (4.2.8)

Integrando a expressão acima dos dois lados em alguma hiperfície Σt, segue que
∫

Σt
Da

[
‖κ‖X2DaϕΣ

]
dΣ + λ

∫
Σt

X2

‖κ‖2dΣ = 0. (4.2.9)

A primeira integral é nula pelo Teorema de Stokes e pelo fato de que estou assumindo que

X anula-se no infinito espacial. A segunda parcela tem como integrando uma quantidade

estritamente positiva. Logo, a expressão acima é verdade, para X não identicamente nulo

em Σ, se, e somente se, λ = 0. Levando esse fato para a Eq. (4.2.7c), segue que

T 2κa∇aϕt ≡ cte. (4.2.10)

Usando a carga conservada pela corrente Ja, tem-se, para uma solução φ escrita na forma

da Eq. (4.1.6), que
∫

Σt
naJadΣ =

∫
Σt
ρ2na∇aϕdΣ = 2T 2κa∇aϕt

∫
Σt

X2

‖κ‖
dΣ ≡ cte, (4.2.11)

o que é consistente com o fato de que Ja é conservado.

Através da forma da Eq. (4.2.10) e da Eq. (4.2.7a) vou analisar a relação entre a

amplitude de uma solução complexa da equação de KG no caso estático e os sinais da

constante de separação σ. Para tanto, escreva

κa∇aϕt = C

T 2 , (4.2.12)

onde C é uma constante real. Substituindo essa relação na Eq. (4.2.7a) em favor de T e

multiplicando o resultado por κc∇cT , vem

κa∇a

[
1
2(κb∇bT )2 + 1

2
C2

T 2 + σ

2T
2
]

= 0 (4.2.13)

e o argumento da derivada independe de t:

(κb∇bT )2 + C2

T 2 + σT 2 = E , (4.2.14)
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onde E é uma constante real. Pode-se, então, definir o seguinte “potencial”:

ϑ(T ) = C2

T 2 + σT 2. (4.2.15)

(a) (b)

(c)

Figura 4.1 – Gráficos da função potencial Eq. (4.2.15) para C 6= 0. No gráfico (a) fixei σ > 0, em (b) σ < 0 e em (c)
σ = 0. A linha pontilhada denota, ao cruzar com a linha cheia, os “pontos de retorno” do potencial.

Da Fig. 4.1 (a) vê-se que todas as soluções possíveis para a Eq. (4.2.7a) quando σ > 0

são funções limitadas na coordenada t. Por outro lado, se σ ≤ 0 — Fig. 4.1 (b) e (c) —

a Eq. (4.2.7a) admite soluções que crescem arbitrariamente. Note que quando a norma

da solução da equação de campo é nula, a função da Eq. (4.2.15) tem os comportamentos

representados na Fig. 4.2, dependendo do sinal de σ. Assim, se σ > 0, a função T é
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Figura 4.2 – Gráfico da função potencial Eq. (4.2.15) fixado C = 0 para σ > 0, σ < 0 e σ = 0.

limitada enquanto que, se σ ≤ 0, T cresce ou vai a zero. Em particular, se σ < 0 e E = 0

há soluções da Eq. (4.2.7a) que tendem a zero num tempo infinito.

Por fim, voltemos às Eqs. (4.2.7a - 4.2.7d). Já mostrei que a condição de contorno

que diz que os perfis de campo devem anular-se no infinito implica que a constante de

separação λ deve ser zero. Esse fato permite que a escolha ϕΣ = 0 seja consistente com

a Eq. (4.2.7d) em todo aberto de Σt no qual ρ 6= 0.2 Com essa escolha e a expressão da

Eq. (2.2.13) para o campo aa, é possível colocar a Eq. (4.2.7b) na seguinte forma:

− ‖κ‖ Da (‖κ‖ DaX) + ‖κ‖2(m2 + ξR)X = σX. (4.2.16)

Essa forma para a equação satisfeita por X será útil mais adiante. O operador diferencial

que comparece na Eq. (4.2.16) é a forma prometida para o operador ∆ na Seção 3.2. É

importante destacar que o comportamento temporal de uma solução complexa arbitrária

da equação de campo num espaço-tempo estático foi relacionada no parágrafo anterior

com os possíveis valores da constante de separação σ. Quais são esses valores, entretanto,

é uma pergunta cuja resposta depende exclusivamente da Eq. (4.2.16), isto é, depende de

qual será o conjunto de σ para o qual a Eq. (4.2.16) apresentará soluções condizentes com

as condições de contorno e constituem o espectro de ∆.
2Por razões práticas, então, é mais simples relaxar a definição de X, usando R como seu contra-domínio.
Isso será feito mais adiante.
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Para propósitos futuros, também é interessante explorar a forma das quantidades

da Eq. (4.1.12) e da Eq. (4.1.13) quando o perfil de campo pode ser colocado na forma

Te−iϕtX. Utilizando os resultados da Eq. (2.2.12) e Eq. (2.2.13) e a Eq. (4.2.16), além da

relação

κaκbRabφφ = ‖κ‖Da

(
Da‖κ‖φφ

)
− ‖κ‖Da‖κ‖Da

(
φφ
)
, (4.2.17)

que é obtida a partir da definição do tensor de Riemann Eq. (2.1.2), é possível colocar a

Eq. (4.1.12) na seguinte forma:

nanbTab = 1
2
|κa∇a (Te−iϕt) |2

‖κ‖2 X2 + T 2

‖κ‖2

[
‖κ‖Da

(
ξDa‖κ‖X2

+1− 4ξ
4 ‖κ‖DaX2

)
+ 1

2σX
2
]
, (4.2.18)

Já para o campo vetorial habncTbc é possível mostrar, usando Eq. (2.2.12) e que

habκcRbcφφ = 0, (4.2.19)

que

habncTbc = κc∇cT
2

‖κ‖2

(
1− 4ξ

4 ‖κ‖DaX2 + ξDa‖κ‖X2
)
. (4.2.20)

Ademais, a 4-divergência nula de Tab dada na Eq. (3.2.3) contraída com o campo de Killing

tipo tempo, implica na seguinte equação de conservação:

κa∇a

(
‖κ‖nbncTbc

)
+Da

(
−‖κ‖2habncTbc

)
= 0 (4.2.21)

Logo, em um espaço-tempo estático, é razoável definir a densidade de energia associada

ao perfil φ e sua corrente, respectivamente, por

ρφ := ‖κ‖nanbTab, (4.2.22)

e

jaφ := −‖κ‖2habncTbc. (4.2.23)
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4.3 Decomposição 3+1 da equação de Klein-Gordon

em um espaço-tempo estático e esfericamente

simétrico

Vejamos, por fim, como podemos prosseguir com a decomposição da equação de KG

quando dispomos de um espaço-tempo estático e esfericamente simétrico. Para tanto,

posso usar o campo vetorial (er)a para decompor as seções espaciais de (M, g), como já

mencionado na Seção 2.1. A decomposição do operador diferencial Da na Eq. (4.2.16) e o

fato de que, como o espaço-tempo é esfericamente simétrico, o campo aa tem componente

somente na direção de (er)a, levam a3

− ‖κ‖ (er)aDa

[
‖κ‖ (er)bDbX

]
− ‖κ‖2ΘaΘaX

−‖κ‖2S (er)aDaX + ‖κ‖2(m2 + ξR)X = σX. (4.3.1)

Para simplificar a equação acima, vou escrever X como

X = E

U
(4.3.2)

e vou escolher U de modo que ΘaU = 0, ou seja, constante sobre cada esfera gerada pelas

isometrias, e

(er)aDaU = 1
2SU, (4.3.3)

onde S, o traço da curvatura extrínseca dessas esferas, foi definido pela Eq. (2.2.18). Para

encontrar a equação para E que decorre da Eq. (4.3.1) basta substituir a Eq. (4.3.2) na

Eq. (4.3.1) e no resultado usar a Eq. (4.3.3). Assim, segue para E que

− ‖κ‖ (er)aDa

[
‖κ‖ (er)bDbE

]
− ‖κ‖2ΘaΘaE

+
{
‖κ‖2(m2 + ξR) + 1

U
‖κ‖ (er)aDa

[
‖κ‖ (er)bDbU

]}
E = σE. (4.3.4)

3A afirmação de que aa só tem componente na direção de (er)a pode ser provada contraindo o campo aa

com os campos que geram as isometrias sobre as superfícies esféricas e utilizando-se a equação de Killing.
Essa é a expressão rigorosa do fato geometricamente intuitivo de que um campo vetorial esfericamente
simétrico tem que ser puramente radial.
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Por último, induzido pela forma da derivada na direção de (er)a na equação acima, definirei

o seguinte campo vetorial:

(∂χ)a := ‖κ‖ (er)a . (4.3.5)

Pela forma com que foi definido acima, (∂χ)a é um vetor coordenado. De fato, uma vez que

(∂χ)a comuta com os campos de Killing que geram a isometria temporal e as isometrias

que definem as superfícies esféricas. Isso pode ser mostrado recorrendo-se a definição

dada na Eq. (2.2.14) e usando a equação de Killing. A coordenada radial χ será útil mais

adiante.4

4No espaço-tempo de um buraco negro χ é conhecida na literatura como coordenada de tartaruga de
Wheeler (1), usualmente denotada por r∗.
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Capítulo 5

Do mecanismo de despertar do vácuo

Neste capítulo discorrerei sobre o Efeito de Despertar do Vácuo em espaços-tempos

conformalmente estáticos. O primeiro passo será escrever o operador Φ̂ em termos

dos modos da equação de KG. Isso será feito ao longo da Seção 5.1. Na Seção 5.2 argu-

mento do porquê a existência de modos exponencialmente crescentes no futuro implicam

num crescimento sem-limites das flutuações e da densidade de energia do campo no estado

de vácuo. Com a finalidade de obter uma condição necessária para o desencadeamento do

efeito, exploro na Seção 5.3 um guia para o aparecimento dos modos com comportamento

exponencial. Por fim, na Seção 5.4 calculo a contribuição dos graus de liberdade do campo

descritos por esses modos ao valor esperado da densidade e corrente de energia do campo

e sua energia total.

5.1 Quantização do campo

Para argumentar em favor da afirmação de que existem espaços-tempos bem-comportados

capazes, por conta da evolução, de forçar a densidade de energia de vácuo de um campo

quântico a se tornar protagonista na evolução do sistema vou utilizar um espaço-tempo

conformalmente estático. Seja (M, g) um espaço-tempo gerado por alguma distribuição
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de matéria clássica tal que sua métrica possa ser escrita como

gab = Ψ2 g̃ab, (5.1.1)

onde g̃ab admite um campo de Killing κ̃a tipo tempo e existe uma foliação {Σt}t∈R tal que

ña := κ̃a
‖κ̃‖ é normal às hiperfícies Σt. Aqui Ψ : M → R∗+ é uma função suave chamada

de fator conforme. Substituindo essa forma para gab na equação de KG Eq. (3.1.2) e a

reescrevendo em termos de objetos definidos no espaço-tempo (M, g̃) e o fator conforme,

tem-se que

− g̃ab∇̃a∇̃bφ̃+
(

Ψ2m2 + ξR̃ + 1− 6ξ
Ψ g̃ab∇̃a∇̃bΨ

)
φ̃ = 0, (5.1.2)

onde

φ = φ̃

Ψ . (5.1.3)

O operador derivada ∇̃a é aquele compatível com g̃ab e R̃ é o escalar de curvatura rela-

cionado ao espaço-tempo (M, g̃). Vou agora aplicar a decomposição 3+1 para o espaço-

tempo (M, g̃ab). Usando o resultado da Eq. (4.1.2) na primeira parcela do lado esquerdo

da Eq. (5.1.2), vem que

− κ̃a∇̃a

(
κ̃b∇̃bφ̃

)
= −‖κ̃‖D̃a

(
‖κ̃‖D̃aφ̃

)
+ Vef φ̃, (5.1.4)

onde

Vef := ‖κ̃‖2
(

Ψ2m2 + ξR̃ + 1− 6ξ
Ψ g̃ab∇̃a∇̃bΨ

)
. (5.1.5)

O operador derivada D̃a é aquele compatível com o tensor métrico h̃ab, induzido nas seções

espaciais pela foliação escolhida.

Uma situação relativamente simples na qual o efeito já pode ser desencadeado é a se-

guinte. Suponha que o espaço-tempo (M, g) é tal que tanto assintoticamente no passado

quanto assintoticamente no futuro Vef não depende da variável temporal definida pelo

campo de Killing κ̃a. Essa simplificação abrange campos sem massa em espaços-tempos

que são assintoticamente estáticos tanto no passado como no futuro, caso da formação

de uma estrela estática a partir de matéria espalhada por todo o espaço, e campos sem

massa e com acoplamento conforme. Desse modo é possível proceder com o esquema de
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quantização do campo escalar φ como apresentado nas Seções 3.1 e 3.2. Outra conseqüên-

cia dessa simplificação é fazer com que, tanto no passado quanto no futuro, seja possível

implementar uma decomposição dos modos da equação de campo aos moldes do que foi

feito para uma solução complexa arbitrária, via o método de separação de variáveis, na

Seção 4.2. Aqui, entretanto, a equação satisfeita por X é

− ‖κ̃‖D̃a

(
‖κ̃‖D̃aX

)
+ V efX = σX, (5.1.6)

com Vef dado pela Eq. (5.1.5).

Vou começar pelo estudo dos modos que são de freqüência positiva assintoticamente

no passado. Suponha que nessa região a Eq. (5.1.6) admita soluções que não divergem

no infinito espacial somente para σ positivo. Logo, como argumentado na Seção 3.2, na

região passada devemos escolher a parte temporal dos modos de sorte que

i£κ̃u = ωu, (5.1.7)

com ω ∈ R+. Implementando para os modos u a decomposição Eq. (4.1.6) com ρ e ϕ,

respectivamente, com as formas da Eq. (4.2.1) e da Eq. (4.2.2), vem que

− iT κ̃a∇̃aϕt + κ̃a∇̃aT = −iωT. (5.1.8)

Essa relação é satisfeita escolhendo T = 1√
2ω e ϕt = ωt. Substituindo essas escolhas na

Eq. (4.2.7a) segue que ω = σ1/2. Por fim, o conjunto de modos de freqüência positiva

satisfazendo as condições acima no passado, {uj}j∈I tem como elementos

uj = e−iωjt
√2ωj

Fj
Ψ ; (5.1.9)

por Fj : Σt →−∞ → C denoto as soluções da Eq. (5.1.6) no passado. Note que a escolhas

feitas para T e ϕt têm o propósito de fazer com que

− iΩ(uj, uj′) = δµ(j, j′), (5.1.10)

onde Ω denota a forma simplética definida na Eq. (3.1.5) e δµ, assim como antes, é tal

que
∫
I dµ(j)δ(j, j′) = 1, com µ(j) uma medida definida sobre I. Assim, φ̂ pode ser escrito
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como

φ̂ =
∑
k∈I

(
ϕ in
k âk + ϕ in

k â
†
k

)
, (5.1.11)

onde

ϕ in
k =

∫
I
dµ(j)ϕ̃ in

k (j)uj, (5.1.12)

que denota os elementos da base de Hin. Vou escolher como condição inicial para o campo

quântico Φ̂ o estado de vácuo in, isto é, o vetor Ψin
0 ∈ Fs(Hin) que, assim como antes,

satisfaz

âkΨin
0 = 0, (5.1.13)

para todo k ∈ I.

Para conhecermos o comportamento do sistema quântico no futuro temos de, ao menos

a princípio, ser capazes de evoluir os modos uj através da equação de campo até aquela

região do espaço-tempo. Obviamente, devido à evolução do sistema gravitacional, no

futuro a base de modos {uj}j∈I não será mais de freqüência positiva. Por conta disso,

faz-se conveniente escolher um outro conjunto de modos. Diferentemente do que supus no

passado, vou considerar agora que no futuro o espaço-tempo é tal que existem soluções

da Eq. (5.1.6) para a qual σ é negativo e que não diverge no infinito espacial. O fato de

que assintoticamente no futuro o espaço-tempo ser tal que Vef não depende da coordenada

temporal permite, para as autofunções da Eq. (5.1.6) com σ > 0, uma decomposição em

termos de modos da equação de campo naquela região escolhidos segundo a mesma receita

seguida para o passado. Esses modos têm a seguinte forma:

vl = e−i$lt√
2$l

Gl

Ψ , (5.1.14)

com l ∈ O, um outro conjunto de índices. Aqui as funções Gl : Σt →+∞ → C são soluções

da Eq. (5.1.6) no futuro para σ > 0. Para os modos cuja parte espacial satisfazem a Eq.

(5.1.6) com σ < 0 não é possível, contudo, escolher sua dependência temporal de maneira

que satisfaçam a Eq. (5.1.7) assintoticamente no futuro. Dito de outra forma, as escolhas

para T e ϕt feitas para os modos com σ > 0 não são consistentes com o fato de que

sua parte espacial satisfaz a Eq. (5.1.6) com σ < 0. Uma maneira de encontrar a forma
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da parte temporal desses modos é resolver a Eq. (4.2.14) para σ < 0. Para tanto, vou

escrevê-la da seguinte forma:

dT

dt
= ±

√
|σ|T 4 + ET 2 − C

T
, (5.1.15)

o que leva a

t = ±1
2

1
|σ|1/2

∫ arccoshy

arccoshy0
du, (5.1.16)

onde y = 2|σ|T 2+E√
4|σ|C2+E2

e y0 = 2|σ|T 2
0 +E√

4|σ|C2+E2
. A expressão acima implica que, como função de

t, T 2 se escreve como

T 2 =

√
4|σ|C2 + E2

2|σ| cosh
[
2|σ|1/2 (t− θ)

]
− E

2|σ| , (5.1.17)

onde θ e E são constantes que devem ser escolhidas nas condições iniciais. Note que escolhi

o sinal + na expressão para T 2; uma vez que cosh é uma função par, o último resultado

é independente dessa escolha. A propósito de simplificar a forma da expressão final, vou

tomar

E = −|σ|1/2 cot(2α), θ = 0 e C = 1
2 , (5.1.18)

e assim vem que

T 2 = cosh(2|σ|1/2t) + cos(2α)
2|σ|1/2sen(2α) . (5.1.19)

Ainda é necessário determinar a fase da parte temporal do modo. Sua expressão pode ser

obtida através da equação diferencial para a fase, Eq. (4.2.12), cujo resultado é

ϕt = arctan
[
tanα tanh

(
|σ|1/2t

)]
. (5.1.20)

Por fim, tem-se que a forma da parte temporal dos modos cuja parte espacial é solução

da Eq. (5.1.6) para σ < 0 é

Te−iϕt = eΩt−iα + e−Ωt+iα√
4Ωsen(2α)

, (5.1.21)

onde Ω = |σ|1/2 e α ∈ ]0, π4 ]. Logo, assintoticamente no futuro, pelo fato de que estou

supondo que existem soluções da Eq. (5.1.6) para σ < 0, é necessário, além do conjunto
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de modos {vl}l∈O, o conjunto de modos {w(αn)
n }n∈O′ , cujos elementos têm a forma

w(αn)
n = eΩnt−iαn + e−Ωnt+iαn√

4Ωnsen(2αn)
Hn

Ψ . (5.1.22)

Denoto por Hn : Σt →+∞ → C as soluções da Eq. (5.1.6) no futuro para σ < 0. Para

ser coerente com as referências (24, 25), ao longo do texto assumirei αn = π/12, para

todo n ∈ O′, exceto se apontado diferente. Sendo assim, a fim de simplificar a notação,

suprimirei a menção ao parâmetro αn — a não ser que isso possa levar a alguma confusão.

Portanto, em termos desses outros conjuntos, temos que

φ̂ =
∑
k′∈O

(
ϕ out
k′ b̂k′ + ϕ out

k′ b̂
†
k′

)
, (5.1.23)

onde

ϕ out
k′ =

∫
O
dν(l)ϕ̃ out

k′ (l)vl +
∫
O′
dν ′(n)ϕ̃ out

k′ (n)wn, (5.1.24)

que denota os elementos da base de Hout. É possível verificar que, assim como os ope-

radores â e â† definidos acima, os operadores b̂ e b̂† satisfazem as relações de comutação

dadas na Eq. (3.1.40).

5.2 Do crescimento ilimitado das flutuações e suas

implicações

A questão que se põe neste ponto é a seguinte: de que maneira a evolução do operador

campo sobre o espaço-tempo afeta a física do sistema como observada na região assin-

toticamente no futuro? A maneira de responder a essa indagação é através do cálculo

do valor esperado no estado inicial do tensor energia-momentum. Foi mencionado na

Seção 3.4 que esse observável é um operador quadrático no operador campo, de modo

que faz-se mister algum processo de regularização e renormalização para que o resultado

obtido tenha significado físico. À parte o problema de renormalização, o cálculo desse

valor esperado passa por saber como os operadores de criação e destruição construídos a

partir da base out se escrevem em termos daqueles definidos a partir da base in. Tal rela-
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ção depende exclusivamente da evolução dos modos uj pela equação de campo. No caso

geral não é de se esperar que modos de freqüência positiva no futuro possam ser escritos

somente em termos de modos de freqüência positiva no passado. Esse fato implica nos

já conhecidos efeitos de criação de partículas por campos gravitacionais como em casos

cosmológicos ou no Efeito Hawking. Desejo, contudo, chamar atenção às conseqüências

da existência do conjunto de modos {wn}n∈O′ . Uma vez que tais modos também são

imprescindíveis para se escrever perfis arbitrários do campo no futuro, há elementos do

conjunto {uj}j∈I que têm projeção não-nula nos modos que no futuro crescem exponen-

cialmente. Inevitavelmente, então, modos com a forma da Eq. (5.1.22) contribuirão para

o valor esperado das flutuações do campo e do tensor energia-momentum naquela região

do espaço-tempo. Em outras palavras, a divergência assintótica desses modos leva ao

crescimento sem-limites das flutuações do campo no estado inicial — mesmo sendo este

bem-comportado no passado — de maneira que em termos da parcela dominante

〈φ̂2〉 futuro∼ κe2Ω̄t

2Ω̄

(
|H̄|
Ψ

)2 [
1 +O

(
e−εt

)]
, (5.2.1)

onde as quantidades com barra sobre referem-se ao menor valor possível de σ para o qual

a Eq. (5.1.6) tem solução não-divergente no infinito espacial. ε é uma constante positiva

e κ é uma constante sem dimensão, da ordem da unidade e que depende globalmente do

espaço-tempo, uma vez que está relacionada com a projeção da base in na base out. Essa

explosão nas flutuações do campo também reflete-se no comportamento do valor esperado

do tensor energia-momentum sobre o espaço-tempo (M, g):

〈T̂00〉
futuro∼ 〈φ̂2〉

{
(1− 4ξ)

2

(
Ω̄2 + |D̃H̄|

2

|H̄|2
+m2Ψ2

)

+ (1− 6ξ)
(

2ξΨ̈
Ψ − 2ξD̃2Ψ

Ψ + Ψ̇2

2Ψ2 −
Ω̄Ψ̇
Ψ

+(D̃Ψ)2

2Ψ2 − ReD̃iΨD̃iH̄

ΨH̄

)
+O(e−εt)

}
, (5.2.2a)

〈T̂0i〉
futuro∼ 〈φ̂2〉

{
(1− 4ξ)ReΩ̄D̃iH̄

H̄
+ (1− 6ξ)

(
Ψ̇D̃iΨ

Ψ2

−ReΨ̇D̃iH̄

ΨH̄
− Ω̄D̃iΨ

Ψ

)
+O(e−εt)

}
, (5.2.2b)
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〈T̂ij〉
futuro∼ 〈φ̂2〉

{
(1− 2ξ)ReD̃iH̄D̃jH̄

H̄2
− 2ξReD̃iD̃jH̄

H̄
+ ξR̃ij

+(1− 4ξ)h̃ij
2

(
Ω̄2 − |D̃H̄|

2

|H̄|2
−m2Ψ2

)

+(1− 6ξ)
[
D̃iΨD̃jΨ

Ψ2 − ReD̃iΨD̃jH̄

ΨH̄
− ReD̃jΨD̃iH̄

ΨH̄

+h̃ij
(

2ξD̃2Ψ
Ψ − 2ξΨ̈

Ψ + Ψ̇2

2Ψ2 −
Ω̄Ψ̇
Ψ − (D̃Ψ)2

2Ψ2

+ ReD̃kΨD̃kH̄

ΨH̄

)]
+O(e−εt)

}
. (5.2.2c)

Aqui h̃ij são as componentes do tensor h̃ab. R̃ij denota as componentes espaciais do tensor

de Ricci calculado a partir da métrica g̃ab e Ψ̇ corresponde à derivada do fator conforme

em relação à coordenada temporal. As Eqs. (5.2.2a - 5.2.2c), juntamente com a Eq.

(5.2.1), revelam que uma vez disparada, a explosão da densidade de energia do vácuo

passa a rivalizar com a densidade de energia clássica numa escala de tempo relacionada a

Ω̄−1. A partir daí, o destino do sistema físico composto pelo sistema gravitacional mais

campo quântico somente pode ser inferido através da equação de Einstein semiclássica.

5.3 Uma condição necessária para o Efeito de

Despertar do Vácuo

Ainda resta, todavia, argumentar o porquê é razoável considerar situações nas quais a Eq.

(5.1.6) admite soluções para σ < 0. Vejamos. Observando a Eq. (5.1.4) vemos que, nas

regiões assintóticas do espaço-tempo físico, a questão dos possíveis sinais de σ é justamente

a questão de encontrar autofunções do operador

− ‖κ̃‖D̃a

(
‖κ̃‖D̃a ·

)
+ Vef (5.3.1)

e seu espectro. Em particular, a tarefa de encontrar modos com σ < 0 pode ser fraseada

nos seguintes termos: sob quais condições um poço de potencial permite estados com

autovalor negativo. Da experiência com Mecânica Quântica sabemos que para a equação
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de Schrödinger independente do tempo há um bom guia para antecipar a existência desses

estados. Se o poço é profundo o suficiente em uma certa região de sorte que o produto

entre o tamanho típico da região e a profundidade típica do potencial seja da ordem de

um, então esse é um sistema promissor para se encontrar estados ligados.1 A grosso modo,

isso é verdade pois a região do poço deve ser grande o suficiente para que ali pelo menos

caiba um comprimento de onda e pelo fato de que, se existirem, a energia típica dos

estados ligados é da mesma ordem da profundidade do poço. Para o caso da Eq. (5.1.4),

o potencial efetivo Vef tem dimensão de energia ao quadrado e portanto para ela o bom

guia é |Vef|L2 ∼ 1, onde L é o tamanho típico da região espacial na qual o potencial

efetivo é negativo. Pela forma do potencial efetivo dada na Eq. (5.1.5), nota-se que é

perfeitamente possível, manipulando o parâmetro ξ e tomando a massa do campo igual a

zero, que este se torne negativo por uma região suficientemente grande para que permita

modos com σ < 0.

Mas o quão natural são os cenários que permitem que Vef fique suficientemente ne-

gativo? Para responder a esse questionamento vou assumir que ξ ∼ 1, m = 0 e a

equação de Einstein para a métrica de fundo. Nesse caso, o potencial efetivo é da ordem

do escalar de curvatura R. Se ρclass é a densidade de energia clássica, fonte para o campo

gravitacional, então, pela equação de Einstein, vem que R ∼ Gρclass/c
2, ao se recuperar a

constante de Newton e a velocidade da luz. O guia que evoquei acima diz que em cenários

nos quais a densidade ρclass numa região de tamanho típico L satisfaça

GρclassL
2

c2 ≈ ρclass
1015 g/cm3

(
L

7 km

)2

≈ ρclass
2.5× 10−30 g/cm3

(
L

4.7× 103Mpc

)2

∼ 1 (5.3.2)

há chances de o efeito ser desencadeado. Na condição acima já explicitei dois cenários

nos quais é promissora a possibilidade de o efeito desempenhar algum papel: astrofísicos

e cosmológicos, respectivamente. No primeiro cenário comparece a densidade típica de

estrelas de nêutrons (1015 - 1017 g/cm3), sistemas em cujo interior o potencial efetivo
1Em uma ou duas dimensões sempre existe estado ligado para a equação de Schrödinger, independente-
mente da profundidade do poço de potencial, se a integral do potencial é negativa. Veja a referência
(44).
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pode se tornar negativo. No segundo cenário comparece a densidade média de matéria

bariônica mais matéria escura numa região com tamanho típico da ordem do comprimento

de Hubble, 4.1× 103Mpc.

Como já mencionado, o efeito fornece uma escala de tempo típica para que a densidade

de energia do vácuo passe a rivalizar com a densidade de energia do sistema clássico que

gera o espaço-tempo de fundo. Fraseando o efeito em termos de um potencial efetivo, é

possível estimar a ordem de grandeza dessa escala. Tipicamente, Ω̄ é da ordem da raiz

quadrada da profundidade do poço, isto é,

Ω̄ ∼
√
Gρclass
c2 . (5.3.3)

Então, a escala de tempo para que o efeito se torne macroscopicamente relevante é

τ ∼
√

1
Gρclass

≈
√

1015 g/cm3

ρclass
× 10−4 s ≈

√
2.5× 10−30 g/cm3

ρclass
× 1010 anos. (5.3.4)

Na expressão acima escrevo a escala de tempo em termos da densidade típica, respecti-

vamente, de cenários astrofísicos (estrelas de nêutrons) e cosmológicos. Enquanto que em

cenários cosmológicos o desencadeamento do efeito levaria da ordem de bilhões de anos

para desempenhar papel relevante, em estrelas de nêutrons essa escala é da ordem de

frações de milissegundos.

Tendo em vista a discussão desta seção e os cenários concretos que serão expostos no

Capítulo 6, é razoável supor que os valores de σ negativos compõem o espectro pontual do

operador Eq. (5.3.1) ou, em outras palavras, que as autofunções Hn são autovetores da-

quele operador. Isso permite escolher a base out de maneira que alguns de seus elementos

sejam os próprios modos wn. Ademais, uma vez que são funções localizadas, é possível

escolher Hn de forma que este seja uma função real. A fim de guiar os olhos do leitor,

denotarei a partir de agora por ĉn e ĉ†n, respectivamente, os operadores de destruição e

criação associados aos modos wn.
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5.4 Da energia associada ao mecanismo

Até este ponto argumentei em favor da afirmação de que existem espaços-tempos bem-

comportados nos quais, assintoticamente no futuro, graus de liberdade de um campo

quântico são descritos por modos que crescem exponencialmente. Vejamos agora como se

comporta a energia associada a esses modos nessa região do espaço-tempo.

Com os resultados da Seção 4.2 para o campo escalar nanbTab e o campo vetorial

habncTbc, obtidos a partir do tensor energia-momentum associado a um perfil de campo

complexo, podemos nos perguntar qual a forma da densidade de energia e corrente quando

o perfil φ é um modo exponencialmente crescente. Nesse caso, σ = −Ω2 e Te−iϕt é dado

na Eq. (5.1.21). Fazendo, então, as devidas substituições na Eq. (4.2.18), vem

nanbTab = 1
‖κ‖

(
e2Ωt + e−2Ωt

2Ω +
cos π

6
Ω

)
Da

(
ξDa‖κ‖X2 + 1− 4ξ

4 ‖κ‖DaX2
)

−Ω cos π6
X2

‖κ‖2 . (5.4.1)

As mesmas substituições na Eq. (4.2.20) levam a

habncTbc = e2Ωt − e−2Ωt

‖κ‖2

(
1− 4ξ

4 ‖κ‖DaX2 + ξDa‖κ‖X2
)
. (5.4.2)

As expressões Eq. (5.4.1) e Eq. (5.4.2), mais a equação de conservação da Eq. (4.2.21),

sugerem a seguinte imagem mental do mecanismo. As flutuações de vácuo do campo são

perturbadas pelo campo gravitacional do sistema de matéria clássica de modo que este

força o aparecimento de uma corrente de energia do vácuo por todo o espaço. Isso faz

com que a densidade de energia torne-se cada vez mais positiva em algumas regiões da

seção espacial enquanto que em outras essa densidade torna-se cada vez mais negativa.

A localização dessas regiões depende do espaço-tempo e do acoplamento ξ do campo com

o escalar de curvatura. Esse processo vai até o ponto em que a densidade de energia

do vácuo acumulada nessas regiões fica comparável à densidade de energia clássica que

gerou o espaço-tempo em primeiro lugar. Como já foi mencionado, a partir desse ponto

é necessário levar em conta a retroação do campo quântico sobre o espaço-tempo para se
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decidir o destino do sistema.

A despeito desse selvagem rearranjo da distribuição da energia do vácuo no futuro, o

valor esperado da energia total do campo quântico é conservado. De fato, é possível mos-

trar que formalmente o operador hamiltoniano, quando escrito em termos dos operadores

de criação e destruição da base out, tem a forma

Ĥ :=
∫

Σ
dΣ‖κ‖nanbT̂ab

= 1
2
∑

k,k′∈O

(
b̂†kb̂k′ + b̂kb̂

†
k′

) ∫
O
dν(j)ϕ̃ out

k (j)ϕ̃ out
k′ (j)$j

−
√

3
2

∑
n∈O′

(
ĉ†nĉn + ĉnĉ

†
n

)
Ωn −

∑
n∈O′

(
ĉnĉn + ĉ†nĉ

†
n

)
Ωn, (5.4.3)

para a qual é necessário expressar os elementos da base out em termos dos modos vl e wn.

O valor esperado de Ĥ no vácuo in fica

〈0in|Ĥ|0in〉 := 〈Ψin
0 , ĤΨin

0 〉Fs(Hin)

= 1
2
∑

k,k′∈O
l∈I

(
AlkAlk′ +BlkBlk′

) ∫
O
dν(j)ϕ̃ out

k (j)ϕ̃ out
k′ (j)$j

−
√

3
2

∑
n∈O′
l∈I

(
|Aln|2 + |Bln|2

)
Ωn

+
∑
n∈O′
l∈I

(
AlnBln + AlnBln

)
Ωn, (5.4.4)

onde fiz uso das transformações de Bogoliubov, como definida na Seção 3.3. A primeira

parcela da Eq. (5.4.4) refere-se à contribuição da energia de vácuo dos modos vk mais a

eventual produção de quanta desses modos por conta da evolução do sistema gravitacional.

Naturalmente, essas contribuições são positivas. Já as segunda e terceira parcelas dão

conta da contribuição dos modos exponenciais ao valor esperado da energia. Note que

diferentemente da primeira contribuição, essa pode ser negativa.
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Capítulo 6

O mecanismo em espaços-tempos

particulares

No que segue discorrerei sobre o aparecimento do efeito exposto no capítulo anterior

em dois espaços-tempos particulares. Aqui em momento algum a retroação do

campo quântico sobre a densidade de matéria clássica que gera o espaço-tempo em questão

será levada em conta.

Na Seção 6.1 mostro que estrelas de nêutrons, os objetos mais densos de que temos

conhecimento, são capazes de despertar o vácuo. Já na Seção 6.2, o efeito será derivado

no espaço-tempo gerado por uma casca esféria estática. Apesar de ser um espaço-tempo

idealizado, este último tem a vantagem de permitir algumas análises interessantes. Isso,

pois, nesse caso é possível conhecer parte do comportamento da contribuição dominante

do efeito ao valor esperado do tensor energia-momentum do campo.

6.1 Despertando o vácuo no interior de estrelas

O cenário ao qual me aterei aqui é o da formação de um objeto astrofísico que assintoti-

camente no futuro é estático e esfericamente simétrico. Por simplicidade, suponha que no
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passado a matéria que comporá o objeto está toda espalhada pelo espaço. Assim, no pas-

sado o espaço-tempo é muito bem aproximado pelo de Minkowski. Com essas hipóteses,

podemos escrever a forma do tensor métrico:

gab ∼


− (dt)a (dt)b + (dx)a (dx)b + (dy)a (dy)b + (dz)a (dz)b , passado

−f [(dt)a (dt)b − (dχ)a (dχ)b] + sab, futuro
, (6.1.1)

com

sab := r2
[
(dθ)a (dθ)b + sen2θ (dϕ)a (dϕ)b

]
(6.1.2)

Os sistemas de coordenadas utilizados são definidos como segue. No passado usei a cons-

trução padrão em Minkowski: um sistema de coordenadas cartesiano baseado nas in-

terpretações de tempo e distância de uma família de observadores inerciais. No futuro

utilizei o campo de Killing tipo tempo κa daquela região para definir o vetor coordenado

temporal. As coordenadas θ e ϕ são aquelas que cobrem as superfícies esféricas, a menos

dos dois pólos de cada uma delas. A coordenada radial χ é definida pelo vetor coorde-

nado (∂χ)a dado na Eq. (4.3.5). As funções f = f(χ) := −κcκc > 0 e r = r(χ) ≥ 0

são funções somente de χ e são tais que f(χ) → 1 e r(χ)/χ → 1 quando χ → ∞. Além

disso, dr/dχ > 0. Essas condições são impostas para que o espaço-tempo no futuro não

possua horizonte de eventos ou superfícies de aprisionamento de cones de luz e seja plano

no infinito espacial. É importante notar que, a despeito do fato de eu estar usando a

mesma letra para denotar a coordenada temporal no passado e no futuro, os t’s em cada

uma das regiões têm interpretações diferentes.

Considere agora um campo quântico escalar Φ̂ que obedece à Eq. (3.1.2). Uma vez que

o espaço-tempo é estático no passado e torna-se estático novamente no futuro, podemos

nos valer dos argumentos dados nos capítulos anteriores para construir a quantização do

campo de KG. No passado, o conjunto de modos, {uk}k∈R3 , tem elementos com a forma

uk
passado∼ 1√

16π3ωk
ei(k·x−ωkt), (6.1.3)

sendo ωk :=
√
k2 +m2. Já no futuro, a parte espacial dos modos obedece à Eq. (4.3.4).

Vejamos, então, a forma de U em termos das coordenadas usadas nessa região. Pela
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definição de S vem que

S = Da (er)a = 1√
h
∂i
[√
h (er)i

]
= 2√

fr

dr

dχ
. (6.1.4)

Substituindo esse resultado na Eq. (4.3.3), multiplicada por
√
f , segue

U = r. (6.1.5)

Assim, em termos das coordenadas no futuro, Eq. (4.3.4) se escreve:

− ∂2

∂χ2E −
f

r2

[
1

senθ
∂

∂θ

(
senθ ∂

∂θ
E

)
+ 1

sen2θ

∂2

∂ϕ2E

]
+
[
f
(
m2 + ξR

)
+ 1
r

d2r

dχ2

]
E = σE.

(6.1.6)

Pela forma dos operadores diferenciais que comparecem na equação acima, é possível

separar as variáveis angulares da variável radial. Impondo que a parte angular dos modos

deva ser regular e univocamente definida sobre as superfícies esféricas, E pode ser escrito

como

Eσlµ = ψσlYlµ. (6.1.7)

Ylµ são os harmônicos esféricos (l = 0, 1, . . . e µ = −l, . . . , l) e ψσl, função somente de χ,

é solução da seguinte equação:

− d2

dχ2ψσl + V
(l)
ef ψσl = σψσl, (6.1.8)

a partir de onde estou definindo o seguinte potencial efetivo V (l)
ef :

V
(l)
ef := f

[
m2 + ξR + l(l + 1)

r2

]
+ 1
r

d2r

dχ2 . (6.1.9)

Assim como antes, coloca-se a questão de descobrir quais são os sinais possíveis para σ, o

que somente pode ser respondido estudando a forma do potencial efetivo.

Vou modelar a matéria que forma a estrela por um fluido ideal. Logo, a matéria estelar

no futuro é descrita por duas funções: sua densidade ρ e sua pressão P . Por conta das

simetrias impostas ao espaço-tempo, estas funções somente dependem da variável radial e

P deve ser exatamente a pressão necessária para contrabalancear a força gravitacional de

modo a manter o corpo estático. Através da equação de Einstein Eq. (2.1.5), é possível

relacionar as componentes da métrica no futuro com o conteúdo de energia do sistema
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clássico. Isso permite escrever o potencial efetivo em termos de ρ e P :

V
(l)
ef = f

[
m2 + l(l + 1)

r2 + (ξ − 1/6)R + 8πG
3 (ρ̄− ρ)

]
, (6.1.10)

sendo que ρ̄, a densidade média de matéria da estrela até um certo raio, é definido aqui

por

ρ̄(χ) := 3M(χ)
4πr3(χ) , (6.1.11)

com M(χ) a massa do corpo até χ. Vale lembrar que, segundo a equação de Einstein,

o escalar de curvatura satisfaz R = 8πG(ρ − 3P ). Vejamos a Eq. (6.1.10). Em primeiro

lugar, note que as duas primeiras parcelas são positivas. Em particular, é claro que a

possibilidade de o efeito ser disparado é potencialmente maior para os modos com l = 0.

O segundo ponto é o seguinte. De modo geral, para que a Eq. (6.1.8) admita soluções

para σ < 0 é necessário que V (l)
ef seja suficientemente negativo, o que passa, para valores

de |ξ| ∼ 1, por m2 � R ∼ Gρ. Para densidades usuais de estrelas de nêutrons

(1015 - 1017 g/cm3), ao recuperar as unidades em que massa e densidade são usualmente

expressas, vê-se que essa relação entre a massa do campo e a densidade da estrela pode

ser posta na forma
m2/ (3.5× 10−11 eV)2

ρ/ (1015 g/cm3) � 1. (6.1.12)

A despeito de sua contribuição positiva, é possível, então, que campos maciços apresentem

modos com crescimento sem-limites. Entretanto, a escala de massa para a qual isso é

verdade é tão pequena que as únicas partículas que temos conhecimento e cuja massa

satisfaz a relação acima são aquelas com m = 0. Por essa razão, nos resultados que

seguirão, assumirei um campo sem massa. Por último, suponha um campo com ξ = 1/6.

Logo, a altura do potencial efetivo está diretamente relacionado com as flutuações de

densidade do objeto astrofísico. Uma vez que para um objeto desse tipo é de se esperar

que ρ decresça conforme se vai de seu centro para sua superfície, segue que ρ̄ − ρ > 0

para todo χ. Logo, nesse espaço-tempo, o efeito nunca é disparado para campos com

acoplamento conforme.

Para prosseguir com a tarefa de mostrar que a formação de um objeto astrofísico com-
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pacto é capaz de perturbar o vácuo de forma tão dramática, faz-se mister procurar por

soluções da Eq. (6.1.8) com σ < 0 para alguns perfis de densidade para os quais o espaço-

tempo é estável na ausência de qualquer outro campo. Isso é feito da seguinte forma.

Uma vez dado o perfil de densidade, resolve-se a equação de Tolman-Oppenheimer-Volkoff

(TOV) para o equilíbrio hidrostático relativístico afim de se obter P e, conseqüentemente,

f (veja, e.g., a referência (4)). A partir dessas quantidades, constrói-se o potencial efetivo

V
(l)
ef e procura-se, numericamente, por “estados ligados” da Eq. (6.1.8) com autovalores

negativos. A estratégia para fazer essa procura foi a seguinte. Escolhendo um σ suficien-

temente negativo e fixada a condição de contorno em χ = 0, é sempre possível fazer com

que a solução da Eq. (6.1.8) divirja para χ → +∞ com o mesmo sinal que tem sobre a

superfície da estrela. Suponha que para σ = 0 a solução diverge, quando χ → +∞, com

sinal trocado em relação àquele sobre a superfície da estrela. Isso significa que em algum

momento, para algum σ < 0 intermediário a solução “troca de sinal” no infinito, isto é,

vai a zero quando χ→ +∞.

(a) (b)

Figura 6.1 – Diagramas de “estados ligados” da Eq. (6.1.8) com autovalor negativo, m = 0 e l = 0. Cada ponto na região
preta representa a existência de pelo menos uma solução da Eq. (6.1.8) com σ negativo para um dado valor de
M/R e ξ. Em ambos a linha vertical tracejada representa ξ = 1/6. O diagrama (a) corresponde a uma estrela
com densidade uniforme. A região cinza representa aqueles valores deM/R para os quais não há equilíbrio. O
diagrama (b) foi construído a partir do perfil de densidade parabólico. Novamente a região cinza representa
os valores de M/R para os quais não é possível o equilíbrio. Já a região demarcada por uma faixa cinza
translúcida representa os valores deM/R para os quais configurações de equilíbrio são classicamente instáveis
segundo equações de estado mais realistas.

É surpreendente que o mais simples dos sistemas, a saber, uma estrela de densidade
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uniforme ρ(χ) = ρ0, já seja capaz de detonar a explosão da densidade de energia do

vácuo. Nesse caso, a existência desses “estados ligados” depende somente da razão entre

a massa M do objeto e de seu raio R e do parâmetro ξ. Esses resultados estão ilustrados

na Fig. 6.1(a). No diagrama ali apresentado vê-se que para campos com ξ > 1/6 ou

ξ . −2 o efeito é disparado. Para esse caso ainda, o perfil radial do modo é apresentado

nas Fig. 6.2(a) e Fig. 6.2(b) para duas combinações de valores para M/R e ξ. O perfis

radiais do termo dominante da densidade de energia do vácuo associado à esses modos

são mostrados, respectivamente, nas Fig. 6.3(a) e Fig. 6.3(b).

(a) (b)

(c) (d)

Figura 6.2 – Gráficos do perfil radial do modo exponencial com o menor valor para σ em um espaço-tempo gerado por um
corpo esfericamente simétrico e feito de fluido ideal. Em (a) e (b) o fluido tem densidade uniforme, enquanto
que em (c) e (d) o perfil de densidade considerado é parabólico. A escala do eixo das abscissas é dada em
km/Massa Solar. Todos os quatro casos acima a equação diferencial foi numericamente integrada a partir
da condição de que ψσ0(0) = 0 e de que ψ′σ0(0) = 1. Os parâmetros utilizados para gerar as figuras são os
seguintes: em (a) foi usado ξ = 5 eM/R = 0.25 km/Massa Solar, o que leva a σ ≈ −8.9×(M�/M)2×108 s−2,
em (b) foi usado ξ = −3 e M/R = 0.2 km/Massa Solar, o que leva a σ ≈ −2.6 × (M�/M)2 × 108 s−2, em
(c) foi usado ξ = 5 e M/R = 0.22 km/Massa Solar, o que leva a σ ≈ −1.2 × (M�/M)2 × 109 s−2 e em (d)
foi usado ξ = −5 e M/R = 0.1 km/Massa Solar, o que leva a σ ≈ −7.6× (M�/M)2 × 108 s−2.

Apesar de a estrela com densidade uniforme ilustrar bem a afirmação de que espaços-

tempos bem-comportados são capazes de promover a amplificação da densidade de energia

do vácuo, é necessário explorar perfis mais realistas se temos a esperança de que esse efeito
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tenha alguma aplicação observacional. Tanto quanto saibamos, não é conhecida uma

equação de estado para matéria com densidades entre 1015 e 1017 g/cm3. Entretanto,

para estrelas de nêutrons com massas entre 1.5M� e 2.2M�, ρ = ρc (1− r2/R2) é uma

boa aproximação para o perfil de densidade (45). Aqui ρc, a densidade central, vale

15M/ (8πR3). Assim como para o caso onde a densidade é uniforme, é possível resolver

exatamente a equação de TOV para esse perfil parabólico mais realista (46). O diagrama

de “estados ligados” com autovalores negativos para a Eq. (6.1.8) com o potencial efetivo

construído a partir desse perfil parabólico está ilustrado na Fig. 6.1(b) e exemplos de

perfis radiais do modo para diferentes valores dos parâmetros M/R e ξ são apresentados

nas Fig. 6.2(c) e Fig. 6.2(d). Para esses modos, os perfis radiais do termo dominante

na densidade de energia do vácuo são apresentados, respectivamente, nas Fig. 6.3(c) e

Fig. 6.3(d). Aqui novamente a existência de autovalores negativos somente depende da

razão entre M e R e do parâmetro ξ. Apesar da semelhança entre a Fig. 6.1(a) e a Fig.

6.1(b), nota-se que no caso mais realista o efeito é disparado para valores menores de

M/R. Em particular, vale frisar que valores de M/R para os quais equações de estado

mais realista são causais — isto é, a velocidade do som não supera a velocidade da luz

(45) — e representam configurações clássicas estáveis são capazes de despertar a energia

do vácuo.

Outro aspecto interessante dos dois diagramas da Fig. 6.1 é a ausência de “estados

ligados” para valores de M/R para os quais o espaço-tempo é estável por perturbações

lineares da própria métrica. Para ξ = 0, a condição de acoplamento mínimo, a equação de

campo Eq. (3.1.2) simula perturbações da própria métrica sobre o espaço-tempo gerado

pela presença da estrela. Logo, o fato de o efeito não ser detonado para valores dos

parâmetros M/R fora da região cinza e ξ = 0 é consistente com a estabilidade clássica do

espaço-tempo de fundo.

Ainda vale mencionar que os termos dominantes da densidade de energia do vácuo

apresentados nos gráficos da Fig. 6.3 ilustram bem a afirmação feita no Capítulo 5 de

que quando o vácuo é despertado a densidade de energia fica exponencialmente positiva

em algumas regiões da seção espacial, ao passo que em outras fica exponencialmente
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 6.3 – Gráficos do perfil radial para a parcela dominante da densidade de energia de vácuo durante a fase instável. Os
perfis apresentados nas figuras (a), (b), (c) e (d) estão associados, respectivamente, aos modos apresentados
nas Fig. 6.2(a), Fig. 6.2(b), Fig. 6.2(c) e Fig. 6.2(d). A escala do eixo das abscissas é dada em km/Massa
Solar enquanto que a escala do eixo das ordenadas é arbitrária. O fato dessa escala ser arbitrária não deve
causar preocupação no leitor uma vez que o perfil apresentado cresce no tempo com um fator exponencial.

negativa. Como já apontado naquele capítulo, e ilustrado agora, a distribuição dessas

regiões com densidade de energia positiva ou negativa depende da geometria de fundo —

aqui codificada pelo perfil de densidade da estrela — e do valor de ξ.

6.2 Despertando a energia do vácuo no espaço-tempo

de uma casca esférica estática

Nesta seção vou dar atenção ao espaço-tempo gerado por uma casca esférica estática de

massa M e de raio R > 2M . Em seu interior, por conta da simetria esférica, o espaço-

tempo é plano. Isso decorre do Teorema de Birkhoff e da condição de que as componentes

da métrica não podem ser singulares no centro. Naturalmente, fora da casca o espaço-

tempo é o de Schwarzschild. Na região exterior usarei novamente a coordenada radial χ
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definida pelo vetor coordenado definido na Eq. (4.3.5). Já na região interna à casca o

sistema de coordenadas é escolhido de modo tal que as componentes da métrica sejam

funções contínuas em r = R. O tensor métrico, então, pode ser colocado na seguinte

forma:

gab = −f [(dt)a(dt)b − (dχ)a(dχ)b] + r2(χ)[(dθ)a(dθ)b + sen2θ(dϕ)a(dϕ)b], (6.2.1)

sendo que

f(χ) = 1− 2M
r(χ)H(χ− χ0)− 2M

R H(χ0 − χ). (6.2.2)

Aqui H(x) denota a função de Heaviside ou função degrau e χ0 é tal que r(χ0) = R. A

relação entre as coordenadas radiais r e χ pode ser obtida através da seguinte equação

diferencial para a primeira:

dr

dχ
(χ) =

[
1− 2M

r(χ)

]
H(χ− χ0) +

√
1− 2M

R H(χ0 − χ), (6.2.3)

assumindo que r(χ = 0) = 0. Das expressões Eq. (6.2.2) e Eq. (6.2.3) fica claro que as

componentes da métrica no sistema de coordenadas escolhido são funções contínuas mas

com primeira derivada com relação a χ descontínua. Portanto, quantidades geométricas,

como o escalar de curvatura, onde comparecem segundas derivadas da métrica, são sin-

gulares em r = R. Por conta disso, essas quantidades divergentes devem ser interpretadas

no sentido de distribuição.1

Uma vez que estou interessado em soluções da Eq. (3.1.2), faz-se necessária a expressão

do escalar de curvatura nessas coordenadas. De sua definição, Eq. (2.1.4) e da Eq. (6.2.1)

para a métrica do espaço-tempo vem que

R = − 1
f

d

dχ

(
1
f

df

dχ

)
− 4
rf

d2r

dχ2 + 2
r2

1− 1
f

(
dr

dχ

)2
 . (6.2.4)

Substituindo na forma acima para o escalar de curvatura Eq. (6.2.2) e Eq. (6.2.3), temos

R = − 4
R

(
1− 2M

R

)−1
1− 3

2
M

R −
√

1− 2M
R

 δ(χ− χ0), (6.2.5)

1Para uma exposição sobre o problema da colagem de espaços-tempos através de superfícies veja, e.g., a
referência (47).
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onde δ(x) denota a distribuição delta.

Por conta das simetrias assumidas para o espaço-tempo de fundo, posso aqui aplicar

à solução da Eq. (3.1.2) as mesmas decomposições que levaram à Eq. (6.1.8). Novamente

o potencial efetivo tem a forma da Eq. (6.1.9), a qual implica para um campo sem massa,

no caso do espaço-tempo gerado pela casca esférica, que

V
(l)
ef = l(l + 1)

r2

[
1− 2M

r
H(χ− χ0)− 2M

r0
H(χ0 − χ)

]
+2M
r3

(
1− 2M

r

)
H(χ− χ0) + γδ(χ− χ0), (6.2.6)

sendo que

γ := 1− 4ξ
R − (1− 3ξ) 2M

R2 −
1− 4ξ

R

√
1− 2M

R . (6.2.7)

Desejo agora mostrar que a Eq. (6.1.8) com o potencial efetivo dado na Eq. (6.2.6) admite

pelo menos uma solução para σ < 0 tal que

lim
χ→0

∣∣∣∣∣ψσl(χ)
r(χ)

∣∣∣∣∣ < +∞, (6.2.8a)

lim
χ→+∞

ψσl(χ) = 0, (6.2.8b)

lim
χ→χ−0

ψσl(χ) = lim
χ→χ+

0

ψσl(χ) (6.2.8c)

e

lim
χ→χ+

0

d

dχ
ψσl − lim

χ→χ−0

d

dχ
ψσl = γψσl(χ0). (6.2.8d)

A estratégia para abordar esse problema será a mesma que foi empregada na seção ante-

rior. Aqui a obrigação de a solução divergir com o sinal trocado em relação àquele sobre

a casca implicará em uma desigualdade a ser satisfeita e que dependerá de R e ξ. Para

implementar essa abordagem é necessário primeiro descobrir o comportamento da parte

radial dos modos para σ = 0 quando χ→ +∞, o que só é possível resolvendo sua equação.

Para o caso da casca é possível encontrar a solução da Eq. (6.1.8) em termos de funções

conhecidas. De fato. Usando explicitamente a forma do potencial efetivo V (l)
ef (χ) para o
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caso da casca esférica naquela equação, temos
− d2

dχ2ψσl +
(
1− 2M

R

)
l(l+1)
r2 ψσl = σψσl, 0 < χ < χ0,

− d2

dχ2ψσl +
(
1− 2M

r

) [
l(l+1)
r2 + 2M

r3

]
ψσl = σψσl, χ0 < χ < +∞.

(6.2.9)

Para σ = 0 a equação diferencial acima tem a seguinte solução geral:

ψ0l =


A

(l)
1 r

l+1 + A
(l)
2 r
−l, 0 < r < R,

B
(l)
1 Ql

(
r
M
− 1

)
r +B

(l)
2 Pl

(
r
M
− 1

)
r, R < r < +∞,

(6.2.10)

onde Pl(z) e Ql(z) são, respectivamente, as funções associadas de Legendre de primeira

e segunda espécie de ordem zero e grau ν = l, como definido na referência (48). O fato

de que σ = 0 faz com que seja mais conveniente utilizar a variável r ao invés de χ.

Dado que na origem o modo do campo deve ser regular, é necessário impor que A(l)
2 = 0.

Por conveniência, vou escolher A(l)
1 = 1/Rl. Isso, através das condições sobre ψσl e sua

derivada primeira na casca, fixa as constantes B(l)
1 e B(l)

2 . Por fim, tem-se

ψ0l =



rl+1/Rl, 0 < r < R,{[
1− 2M

R + lM
R ( R

M
−1)−
√

1− 2M
R (l+1)−γR

]
Pl( R

M
−1)− lMR Pl−1( R

M
−1)
}
Ql( r

M
−1)r

lM
R [Pl( R

M
−1)Ql−1( R

M
−1)−Pl−1( R

M
−1)Ql( R

M
−1)]

−

{[
1− 2M

R + lM
R ( R

M
−1)−
√

1− 2M
R (l+1)−γR

]
Ql( R

M
−1)− lMR Ql−1( R

M
−1)
}
Pl( r

M
−1)r

lM
R [Pl( R

M
−1)Ql−1( R

M
−1)−Pl−1( R

M
−1)Ql( R

M
−1)] , R ≤ r < +∞.

(6.2.11)

Note que a solução acima aparentemente não estaria definida para l = 0 no intervalo

[R,+∞[. Esse, entretanto, não é o caso. Através das relações 8.2.1 e 8.2.2 da referência

(48) entre funções associadas de Legendre de grau positivo e negativo, é possível mostrar

que os coeficientes B(ν)
1 e B(ν)

2 têm limite bem definido quando ν → 0. Desse procedimento

decorre que

ψ00 =


r, 0 < r < R,

R
2M

(
1− 2M

R −
√

1− 2M
R − γR

)
ln
(

1− 2M
R

1− 2M
r

)
r + r, R ≤ r < +∞.

(6.2.12)

Voltemos, agora, à abordagem proposta para a busca por soluções da Eq. (6.1.8)

com σ < 0. Da série assintótica para as funções associadas de Legendre é fácil ver que

limr→+∞Ql

(
r
M
− 1

)
r = 0 e que limr→+∞ Pl

(
r
M
− 1

)
r = +∞. Uma vez que ψ0l(R) =
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R > 0, então há pelo menos uma solução com σ < 0 se a condição[
1− 2M

R + lM
R

(
R
M
− 1

)
−
√

1− 2M
R (l + 1)− γR

]
Ql

(
R
M
− 1

)
− lM

R Ql−1
(

R
M
− 1

)
lM
R

[
Pl
(

R
M
− 1

)
Ql−1

(
R
M
− 1

)
− Pl−1

(
R
M
− 1

)
Ql

(
R
M
− 1

)] > 0

(6.2.13)

é satisfeita. Em particular, para l = 0 essa condição toma a forma

R
2M

γR +
√

1− 2M
R −

(
1− 2M

R

) ln
(

1− 2M
R

)
− 1 > 0. (6.2.14)

(a) (b)

Figura 6.4 – Diagramas de “estados ligados” da Eq. (6.1.8) com autovalor negativo, para um campo sem massa e l = 0 em
(a) e l = 1 em (b). Cada ponto na região preta e quadriculada em (a) e preta em (b) representa a existência
de pelo menos uma solução da Eq. (6.1.8) com σ negativo para um dado valor de M/R e ξ. Neles a linha
vertical tracejada representa ξ = 1/6. A região cinza-clara representa aqueles valores de M/R para os quais
a casca viola o limite de Schwarzschild enquanto que a definida pela faixa cinza translúcida representa as
configurações da casca que violam a condição de energia dominante. Em cada um dos diagramas, no canto
inferior direito, está destacada a região em torno de ξ = 1/6, valor este para ξ novamente identificado por
uma linha pontilhada. Os eixos têm o mesmo rótulo que os do diagrama maior. Em (a) a região preta denota
os valores dos parâmetros para os quais a contribuição do efeito à densidade de energia da casca é positiva,
enquanto na região quadriculada essa contribuição é negativa.

Nos diagramas Fig. 6.4 e Fig. 6.5 está ilustrado a região de valores de M/R e

ξ na qual as desigualdades acima são satisfeitas para diferentes valores de l. Apesar

de qualitativamente semelhantes aos diagramas na Fig. 6.1, o caso da casca esférica

guarda uma característica especial. Diferentemente do que foi encontrado no caso da

estrela, o espaço-tempo gerado pela casca admite soluções para a equação de campo que

são exponencialmente divergentes quando ξ = 1/6, mesmo para l 6= 0. Para esse caso,
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(a) (b)

Figura 6.5 – O mesmo tipo de diagrama da Fig. 6.4. Aqui l = 2 em (a) e l = 3 em (b).

entretanto, a razão massa-raio da casca é muito próxima àquela do limite de Schwarzschild

e viola a condição de energia dominante. Esse comportamento das soluções na região em

torno de ξ = 1/6 pode ser apreciado no canto inferior direito dos diagramas Fig. 6.4 e

Fig. 6.5.

Considere agora um cenário semelhante ao da formação da estrela, onde a casca

somente desencadeia o efeito assintoticamente no futuro. O valor esperado do tensor

energia-momentum do campo pode ser colocado na seguinte forma:

〈0in|T̂ab|0in〉 = 〈T̂ (+)
ab 〉H (`) + 〈T̂ (−)

ab 〉H(−`) + 〈T̂ (S)
ab 〉, (6.2.15)

sendo que ± indica, respectivamente, se as componentes do tensor são calculadas com

quantidades definidas fora ou dentro da casca e 〈T̂ (S)
ab 〉 denota a parte do tensor definido

sobre a casca. Aqui ` é um escalar definido através das linhas integrais do campo vetorial

ortogonal à casca e é tal que se anula sobre ela. Por conta da descontinuidade da derivada

dos modos, a parte do tensor energia-momentum definido sobre a casca diverge, mas pode

ser escrito como

〈T̂ (S)
ab 〉 = 〈Ŝab〉δ(`). (6.2.16)
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Logo, esse termo contribui para o tensor energia-momentum da casca, que deve divergir da

mesma forma a fim de gerar a métrica Eq. (6.2.1). Assintoticamente no futuro, podemos

calcular a forma de algumas componentes de 〈0in|T̂ab|0in〉 em termos da parcela dominante.

Para a densidade de energia, por exemplo, vem que

〈ρ̂(±)〉 := nanb〈T̂ (±)
ab 〉

futuro∼ κ
Ω̄
8πe

2Ω̄t

1− 4ξ
4fr2

d

dχ

r2 d

dχ

(
ψΩ̄0

Ω̄r

)2


+ 1
2

ξ

f Ω̄2r2

d

dχ

(
ψ2

Ω̄0
f

df

dχ

), (6.2.17)

e

〈ρ̂(S)〉 := nanb〈T̂ (S)
ab 〉

futuro∼ κ
Ω̄
8πe

2Ω̄t

1− 4ξ
2

γ + 1
R

√1− 2M
R −

(
1− 2M

R

)
+ ξ

2
2M
R2

 ψ2
Ω̄0

f Ω̄2r2
δ(χ− χ0). (6.2.18)

Na Fig. 6.4(a) a região preta do diagrama mostra os valores de M/R e ξ para os quais

〈ρ̂(S)〉 > 0, enquanto que na região quadriculada 〈ρ̂(S)〉 < 0.

Apesar de não levarmos em conta a retroação do campo quântico sobre o espaço-

tempo de fundo, podemos especular sobre o destino do sistema através dos sinais do

valor esperado da densidade de energia do vácuo. Quando positiva, essa contribuição

irá aumentar a energia da casca possivelmente até desestabilizá-la. A partir desse ponto

a casca pode colapsar, escondendo dentro do horizonte de eventos parte da energia do

vácuo acumulada durante a atuação do efeito, o que pararia o mecanismo. A energia do

vácuo restante poderia, então, ser liberada através da criação de partículas do próprio

campo. Por outro lado, quando negativa, essa contribuição poderia ajudar a estabilizar

o sistema. Entretanto, pode ser mostrado a partir da Eq. (6.2.17) que a densidade de

energia acumulada no interior da casca é sempre positiva quando ξ < 1/4. Logo, se não

for possível estabilizar o sistema até o ponto em que a energia de vácuo acumulada dentro

da casca atinge o limite de Schwarzschild, poderíamos ter a formação de um buraco negro

com raio da mesma ordem do raio da casca. Tal desfecho poderia levar ao colapso de todo

o sistema, o que possivelmente cessaria o mecanismo de despertar do vácuo.
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Capítulo 7

Espaço de estados do campo na

presença da instabilidade

Nos capítulos precedentes foi mostrado que em situações bastante razoáveis o vácuo

de um campo escalar livre pode tornar-se instável apenas por conta da evolução

da geometria de fundo. Até este ponto, contudo, pouco foi dito a respeito do espaço

de estados do campo, Fs(Hout), quando o efeito é disparado. A construção, segundo

uma receita análoga a apresentada na Seção 3.2, e a interpretação física desse espaço

são questões que acredito serem bastante interessantes, particularmente pelo fato de que

é pouco usual o estudo da quantização de campos quando da presença de modos que

crescem exponencialmente.

Para abordar essa questão, na Seção 7.1 apresento uma prescrição para construção

do espaço de Hilbert de uma partícula quando da presença da instabilidade. O espaço de

Hilbert de uma partícula resultante, aqui definido a partir de um produto interno definido

sobre o espaço de soluções complexas S C, já foi obtido através dos projetores espectrais

do operador ∆out — os conjuntos de modos {vl}l∈O e {wn}n∈O′ — no capítulo 5. Tanto

quanto eu saiba, a construção que será a presentada na Seção 7.1 é original. Ademais,

de maneira a obter uma interpretação física mais clara do espaço Fs(Hout), na Seção 7.2

exploro a relação que existe entre os graus de liberdade do campo quântico descritos pelos
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modos exponenciais e partículas quânticas não-relativística submetidas a uma barreira de

potencial parabólica.

7.1 Construção do espaço de estados

Da forma com que foi apresentado no Capítulo 5, o Efeito de Despertar do Vácuo é

produto de um problema dinâmico de um sistema cujo estado inicial é bem-comportado.

O espaço de estados inicial, Fs(Hin), é construído segundo o algoritmo apresentado na

Seção 3.2. Lá o ponto-chave da receita é o uso da conservação da energia para induzir

um mapeamento natural entre o espaço de soluções reais da equação de campo, S , e o

espaço de Hilbert de uma partícula Hin. Isso só é possível, todavia, devido ao fato de que

a energia dos perfis de campo, como definida por observadores seguindo as linhas integrais

do campo de Killing tipo tempo κa, é estritamente positiva. Vejamos o que acontece com

a energia do campo quando da presença da instabilidade estudada nesta tese.

Vou começar reescrevendo de maneira mais adequada a forma sesquilinear definida na

Eq. (3.2.5). Quando o espaço-tempo é estático é possível mostrar que para ψ1, ψ2 ∈ S C

〈ψ1, ψ2〉 = 1
2

∫
Σt

dΣ
‖κ‖

(
p1p2 + φ1∆φ2

)
, (7.1.1)

onde p := κa∇aφ e

∆ := −‖κ‖Da(‖κ‖Da · ) + ‖κ‖2(m2 + ξR) · , (7.1.2)

o operador diferencial que comparece no lado esquerdo da Eq. (4.2.16). Considere, então,

uma solução complexa da equação de campo dada por

φ =
∑
n∈O′

(
cnwn + dnwn

)
, (7.1.3)

onde os wn têm a forma dada pela Eq. (5.1.22). Substituindo a solução φ, Eq. (7.1.3), na

forma sesquilinear Eq. (7.1.1) segue

〈ψ, ψ〉 = −
√

3
2

∑
n∈O′

Ωn

(
|cn|2 + |dn|2

)
−
∑
n∈O′

Ωn

(
cndn + cndn

)
. (7.1.4)
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Daí vê-se que, quando da presença dos modos wn, há elementos de S C para os quais a

forma sesquilinear da Eq. (7.1.1) não atribui um número positivo, o que implica que ela

não define um produto interno no espaço de soluções complexas do campo. Portanto, o

algoritmo apresentado na Seção 3.2, que parte da forma sesquilinear Eq. (7.1.1), não é

adequado para definir o espaço de Hilbert de uma partícula se o espectro de ∆ tem uma

parte negativa.

Isso pode ser contornado provendo uma outra forma sesquilinear sobre S C que de

fato defina um produto interno. Sabemos, por conta da forma dos modos vl, que qualquer

que seja essa nova forma ela deve coincidir com a forma sesquilinear dada na Eq. (7.1.1)

quando a solução pode ser escrita somente em termos de modos que oscilam no tempo.

Por outro lado, se visto como um operador cujo domínio está contido no espaço das

funções com suporte em uma hiperfície Σt que são de quadrado integrável na media dΣ
‖κ‖ ,

L2(Σt,
dΣ
‖κ‖), ∆ é essencialmente auto-adjunto em C∞0 (Σt). (Para a prova dessa afirmação

veja as referências (49, 50).) Isso significa que existe uma única extensão auto-adjunta

desse operador, o seu fecho, denotada por ∆̄. Pelo Teorema da Decomposição Polar

(veja, e.g., o Teorema VIII.32 da referência (30)), associado a ∆̄ existe um operador auto-

adjunto e positivo, |∆̄|, cujo domínio é idêntico ao domínio de ∆̄. O operador |∆̄| pode ser

construído via o Teorema Espectral fazendo |∆̄| =
√

∆̄2. Com isso em mente, considere

a forma sesquilinear 〈 · , · 〉|∆̄| : S C ×S C → C definida por

〈ψ1, ψ2〉|∆̄| :=
1
2

∫
Σt

dΣ
‖κ‖

(
p1p2 + φ1|∆̄|φ2

)
. (7.1.5)

Essa forma sesquilinear é evidentemente positiva quando ψ1 = ψ2. Logo, mesmo na

presença da instabilidade, a Eq. (7.1.5) define um produto interno sobre S C. Esse produto

interno guarda uma característica interessante. Uma vez que ele não pode ser derivado

a partir da conservação do tensor energia-momentum associado ao campo, o valor de

〈ψ1, ψ2〉|∆̄| dependerá, em geral, da hiperfície Σt escolhida para o cálculo da integral que

comparece no lado direito da definição da Eq. (7.1.5) mesmo quando o espaço-tempo de

fundo é estático. Desse modo, o vácuo da representação construída a partir desse produto

interno não será estacionário. Note ainda que essa não-estacionariedade do vácuo está
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diretamente ligada ao setor correspondente aos modos wn, haja visto que a atuação de

|∆̄| sobre o subespaço associado à parte positiva do espectro de ∆̄ é idêntica à do próprio

∆̄.

A discussão sobre a quantização de campos livres em espaços-tempos globalmente

hiperbólicos da Seção 3.1 está estruturada sobre a hipótese da existência de um produto

interno µ sobre o espaço S satisfazendo a condição dada na Eq. (3.1.13). Na referência

(36) P. Chmielowski mostra que dado um produto interno sobre S C satisfazendo para

algum C > 0

C‖ψ1‖‖ψ2‖ ≥
1
2 |Ω(ψ1, ψ2)| (7.1.6)

para todo ψ1, ψ2 ∈ S C existe, então, um produto interno µ sobre S tal que a condição da

Eq. (3.1.13) é satisfeita. É possível provar que o produto interno definido pela forma da

Eq. (7.1.5) satisfaz a desigualdade Eq. (7.1.6), desde que para todo λ ∈ σ(∆̄), o espectro

de ∆̄, exista uma constante M > 0 tal que |λ| > M e que existam constantes ε1, ε2 > 0

tais que em Σt valha ε1 ≤ ‖κ‖ ≤ ε2. Relegarei essa prova ao Apêndice A.

Seguindo a prova de Chmielowski (veja também o final da Seção 4.3 da referência

(7)) é possível ainda construir o mapeamento entre S e o espaço de Hilbert de uma

partícula desejado. Vejamos. Em primeiro lugar, considere o espaço E ′ obtido através

do completamento de S C pelo produto interno definido na Eq. (7.1.5). Note, então, que

devido à desigualdade Eq. (7.1.6) existe um operador Â : E ′ → E ′ limitado tal que

〈ψ1, Âψ2〉|∆̄| = iΩ(ψ1, ψ2). (7.1.7)

Ademais, a anti-simetria de Ω implica que Â é auto-adjunto. Em seguida, define-se o

produto interno µ|∆̄|( · , · ) : S ×S → R como

µ|∆̄|(ψ1, ψ2) := 1
2〈ψ1, |Â|ψ2〉|∆̄|. (7.1.8)

Agora, pela definição da forma complexa Ĵ dada na Eq. (3.1.14), temos que

2µ|∆̄|(ψ1, Ĵψ2) = Ω(ψ1, ψ2). (7.1.9)

Comparando isso com a definição de Â, dada pela Eq. (7.1.7), e com a da forma bilinear
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µ|∆̄| segue que

− i〈ψ1, Âψ2〉|∆̄| = 〈ψ1, |Â|Ĵψ2〉|∆̄|. (7.1.10)

Esse última igualdade é satisfeita se

Ĵ = −i|Â|−1Â. (7.1.11)

Por fim, assim como feito na Seção 3.1, define-se o mapeamento K : S → Hout como

sendo a restrição a S ⊂ E ′ do projetor espectral de iĴ associado a parte negativa do

espectro.

Isso posto, desejo obter uma forma para o mapeamento entre o espaço de soluções

da equação de campo e Hout que dependa explicitamente do operador diferencial espacial

que comparece na equação de campo. Essa tarefa é simplificada aplicando-se uma trans-

formação conforme ao espaço-tempo. Considere, então, a transformação definida pela Eq.

(5.1.1), com o fator conforme Ψ = ‖κ‖. Isso leva à Eq. (4.2.16) na equação

− 1
‖κ‖

D̃aD̃aX̃ + 1
‖κ‖

ṼefX̃ = σ
X̃

‖κ‖
, (7.1.12)

com o seguinte potencial efetivo Ṽef:

Ṽef = ‖κ‖2m2 + ξR̃−
ξ − 1

6
6

(
D̃aD̃a ln ‖κ‖+ D̃a ln ‖κ‖D̃a ln ‖κ‖

)
. (7.1.13)

Ao substituir a nova forma para o operador ∆, que comparece no lado esquerdo da Eq.

(7.1.12), no produto interno Eq. (7.1.5) obtém-se

〈ψ1, ψ2〉|∆̄| =
1
2

∫
Σt
dΣ̃

(
p̃1p̃2 + φ̃1|

¯̃∆|φ̃2

)
, (7.1.14)

com dΣ̃ =
√
h̃d3x, o elemento de volume associado à métrica espacial conforme h̃ab,

∆̃ := −D̃aD̃a · + Ṽef · (7.1.15)

e φ̃ corresponde ao campo transformado de acordo com a Eq. (5.1.3). Seguindo a referência

(41), vou escrever os integrandos que comparecem na forma simplética definida pela Eq.

(3.1.5) e no produto interno Eq. (7.1.14) em termos de produtos de matrizes. Essas
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quantidades, então, adquirem a seguintes formas:

Ω(ψ1, ψ2) =
∫

Σt
dΣ̃

[
φ̃1 p̃1

]  0 −1

1 0


 φ̃2

p̃2

 (7.1.16)

e

〈ψ1, ψ2〉|∆̄| =
1
2

∫
Σt
dΣ̃

[
φ̃1 p̃1

]  |
¯̃∆| 0

0 1


 φ̃2

p̃2

 . (7.1.17)

Comparando as Eq. (7.1.16) e Eq. (7.1.17) com a definição do operador Â, Eq. (7.1.7),

conclui-se que esse operador pode ser realizado como a seguinte matriz de operadores

atuando em L2(Σt, dΣ̃)⊕ L2(Σt, dΣ̃):

Â = 2i

 0 −| ¯̃∆|−1

1 0

 , (7.1.18)

de onde ainda é possível obter que

|Â| = 2

 |
¯̃∆|−1/2 0

0 | ¯̃∆|−1/2

 . (7.1.19)

Substituindo Eq. (7.1.18) e Eq. (7.1.19) na Eq. (7.1.11) para a forma complexa Ĵ vem que

Ĵ =

 0 −| ¯̃∆|−1/2

| ¯̃∆|1/2 0

 . (7.1.20)

Já sabemos que iĴ = P̂+ − P̂−, por conta da definição da forma complexa, Eq. (3.1.14),

e do Teorema Espectral. Uma vez que P̂+ + P̂− = 1̂, é claro que

P̂− = 1̂− iĴ
2 , (7.1.21)

o que, em termos das matrizes usadas acimas, significa que

P̂− = 1
2

 1 i| ¯̃∆|−1/2

−i| ¯̃∆|1/2 1

 . (7.1.22)

Olhemos agora para a forma do produto interno do espaço de Hilbert de uma partícula.

Assim como definido pela Eq. (3.1.21), temos que sua relação com o produto interno µ|∆̄|
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é dada por

〈P̂−ψ1, P̂−ψ2〉S C
µ|∆̄|

= 2µ|∆̄|(P̂−ψ1, P̂−ψ2) = 〈P̂−ψ1, |Â|P̂−ψ2〉|∆̄|, (7.1.23)

onde, na última igualdade, foi usando a definição dada para µ|∆̄|, Eq. (7.1.8). Denotando

por 〈 · , · 〉L2⊕L2 o produto interno em L2(Σt, dΣ̃)⊕ L2(Σt, dΣ̃),

〈ψ1, ψ2〉L2⊕L2 =
∫

Σt
dΣ̃

[
φ̃1 p̃1

]  φ̃2

p̃2

 , (7.1.24)

teremos para a Eq. (7.1.23) que

〈P̂−ψ1, P̂−ψ2〉S C
µ|∆̄|

= 1
2〈P̂−ψ1, D̂|Â|P̂−ψ2〉L2⊕L2 , (7.1.25)

onde

D̂ =

 |
¯̃∆| 0

0 1

 . (7.1.26)

É possível simplificar a expressão do lado direito da Eq. (7.1.25) ao reescrevê-lo de

sorte que seus dois argumentos tenham a mesma forma. De fato, usando que D̂|Â| =√
D̂|Â|

√
D̂|Â| e que

√
D̂|Â| é auto-adjunto chega-se em

〈P̂−ψ1, P̂−ψ2〉S C
µ|∆̄|

= 1
2〈
√
D̂|Â|P̂−ψ1,

√
D̂|Â|P̂−ψ2〉L2⊕L2 . (7.1.27)

O produto
√
D̂|Â|P̂−, por sua vez, tem a seguinte forma:

√
D̂|Â|P̂− = 1√

2

 | ¯̃∆|1/4 i| ¯̃∆|−1/4

−i| ¯̃∆|1/4 | ¯̃∆|−1/4

 . (7.1.28)

O fruto de todas essas manipulações é a forma abaixo para o produto interno do espaço

de Hilbert de uma partícula de interesse:

〈P̂−ψ1, P̂−ψ2〉S C
µ|∆̄|

=
〈
| ¯̃∆|1/4φ̃1 + i| ¯̃∆|−1/4p̃1√

2
,
| ¯̃∆|1/4φ̃2 + i| ¯̃∆|−1/4p̃2√

2

〉
L2
. (7.1.29)

Isso permite escrever o mapeamento K : S →Hout = L2(Σt, dΣ̃) como

Kψ = |
¯̃∆|1/4φ̃+ i| ¯̃∆|−1/4p̃√

2
, (7.1.30)

onde ψ = (φ, π), φ = φ̃
‖κ‖ e π = ‖κ‖

√
h̃p̃. De posse da forma desejada para o mapeamento
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K, Eq. (7.1.30), é possível implementá-lo através dos projetores espectrais do operador
¯̃∆. Para tanto, é necessário usar a forma dada na Eq. (5.1.22) para a parte temporal dos

modos exponenciais com αn = π/4, para todo n ∈ O′. Assim, com os modos vl e w(π/4)
n

posso escrever uma solução da equação de KG como

φ̃(t,x) =
∫
O

dν(l)√
2$l

[
φ̃+(l)e−i$lt + φ̃−(l)ei$lt

]
G̃l(x) (7.1.31)

+
∑
n∈O′

[
cn
eΩnt−iπ/4 + e−Ωnt+iπ/4

√
4Ωn

+ cn
eΩnt+iπ/4 + e−Ωnt−iπ/4

√
4Ωn

]
H̃n(x)

e

p̃(t,x) = −i
∫
O

dν(l)√
2$l

$l

[
φ̃+(l)e−i$lt − φ̃−(l)ei$lt

]
G̃l(x) (7.1.32)

+
∑
n∈O′

Ωn

[
cn
eΩnt−iπ/4 − e−Ωnt+iπ/4

√
4Ωn

+ cn
eΩnt+iπ/4 − e−Ωnt−iπ/4

√
4Ωn

]
H̃n(x),

onde ‖κ‖Gl = G̃l e ‖κ‖Hn = H̃n. Quando substituídas na Eq. (7.1.30), as formas acima

para φ̃ e p̃ levam a

Kψ|t=0 =
∫
O
dν(l)φ̃+(l)G̃l(x) +

∑
n∈O′

cnH̃n(x). (7.1.33)

Como já seria de se esperar, tendo em vista o que foi mencionado acima sobre o produto

interno Eq. (7.1.5), o resultado desse mapeamento depende da escolha de uma superfície

de Cauchy e, portanto, Hout. Para a forma da Eq. (5.1.22) dos modos exponenciais é

adequado escolher a hiperfície Σt=0 a fim de que seja possível “separar” o coeficiente cn do

coeficiente cn. Dito de outro modo, a escolha de uma outra hiperfície Σt 6=0 faz com que o

resultado da aplicação do operador |
¯̃∆|1/4·+i| ¯̃∆|−1/4·√

2 tenha como imagem um subespaço de

Hout ⊕ H̄out, com Hout o subespaço de S C
µ|∆̄|

definido pelo mapeamento Eq. (7.1.30).
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7.2 Da relação entre o efeito e barreiras de potencial

parabólicas

O objetivo desta seção é o estudo dos possíveis valores da energia associada aos graus

de liberdade do campo descritos pelos modos wn. A expressão formal Eq. (5.4.3) para

o operador hamiltoniano em termos dos operadores de criação e destruição da base out

mostra que os autovetores de operador número não são, em geral, autovetores de Ĥ. A

parte não-diagonal deve-se exclusivamente à existência dos modos exponenciais. Assim,

aqui o que interessa são os operadores

ĤΩn = −
√

3
2 Ωn

(
ĉ†nĉn + ĉnĉ

†
n

)
− Ωn

(
ĉnĉn + ĉ†nĉ

†
n

)
. (7.2.1)

Uma rota possível para se estudar o espectro desses operadores é fazer o caminho inverso

daquele adotado nos cursos básicos de Mecânica Quântica. Por simplicidade, considere

um dos graus de liberdade do campo correspondente a um modo exponencial. Para esse

grau de liberdade escolhido, podemos definir novos operadores q̂Ωn e p̂Ωn em analogia aos

operadores posição e momentum do oscilador harmônico quântico:

q̂Ωn := ĉ†n + ĉn√
2Ωn

(7.2.2a)

e

p̂Ωn := i

√
Ωn

2
(
ĉ†n − ĉn

)
. (7.2.2b)

A analogia é construída de sorte que

[q̂Ωn , p̂Ωn ] = i1̂. (7.2.3)

Substituindo as definições Eq. (7.2.2) na Eq. (7.2.1) chega-se na seguinte forma para o

hamiltoniano Eq. (7.2.1):

ĤΩn =
(

1−
√

3
2

)
p̂2

Ωn −
(

1 +
√

3
2

)
Ω2
nq̂

2
Ωn . (7.2.4)
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A Eq. (7.2.4) mostra que o operador ĤΩn associado a cada grau de liberdade do campo

descrito por um modo wn não é nada mais do que o bem-conhecido operador hamiltoniano

de uma partícula quântica não-relativística na presença de uma barreira de potencial

parabólica (veja, e.g., a referência (51)). Com efeito, é possível realizar o subespaço de

Fs(Hout) associado às diferentes ocupações de um modo exponencial em termos do espaço

L2(R, dq). Nessa representação ĤΩn é o operador diferencial que define a seguinte equação

de Schrödinger independente do tempo:[
−
(

1−
√

3
2

)
d2

dq2 −
(

1 +
√

3
2

)
Ω2q2

]
ψ(q) = Eψ(q). (7.2.5)

Por simplicidade de notação, a partir deste ponto omitirei o índice n. Esse operador di-

ferencial é essencialmente auto-adjunto e seu espectro é todo o conjunto dos reais (veja o

Teorema 5.10 da referência (52)). Logo, suas autofunções podem ser usadas para expan-

dir qualquer elemento de L2(R, dq), o conjunto das funções de quadrado integrável com

domínio contido nos reais. As soluções da Eq. (7.2.5) são as funções cilíndricas parabó-

licas. Aqui, entretanto, é mais conveniente expressar as autofunções desse hamiltoniano

na seguinte forma:

ψ+(ε, q) = Ω1/4
√

2π

√√√√√1 +
√

3
2

1−
√

3
2

√√√√√
∣∣∣Γ(1

4 −
iε
2 )
∣∣∣∣∣∣Γ(3

4 −
iε
2 )
∣∣∣ 1
(1 + e−2πε)1/4

×e−i
√

1+
√

3/2
1−
√

3/2
Ωq2

2
1F1

1
4 + iε

2 ; 1
2; i

√√√√√1 +
√

3
2

1−
√

3
2

Ωq2

 , (7.2.6a)

para as autofunções pares e

ψ−(ε, q) =
√

2
π

Ω3/4

1 +
√

3
2

1−
√

3
2

3/8
√√√√√
∣∣∣Γ(3

4 −
iε
2 )
∣∣∣∣∣∣Γ(1

4 −
iε
2 )
∣∣∣ eiπ/4

(1 + e−2πε)1/4

×qe−i
√

1+
√

3/2
1−
√

3/2
Ωq2

2
1F1

3
4 + iε

2 ; 3
2; i

√√√√√1 +
√

3
2

1−
√

3
2

Ωq2

 , (7.2.6b)

para as autofunções ímpares. Na Eq. (7.2.6) ε := E/Ω ao passo que Γ(z) e 1F1(a; b; z)

denotam, respectivamente, a função gama e a função hipergeométrica confluente ou função

de Kummer, como definidas na referência (48).

Uma vez que temos em mãos as autofunções do hamiltoniano associado ao grau de
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(a) (b)

(c)

Figura 7.1 – Distribuição do número de ocupação N para um dado valor de ε. Em cada um dos gráficos o eixo vertical
encontra-se normalizado por |c0(ε)|2 apenas por conveniência. O gráfico em (a) corresponde a ε = −1.5, o
em (b) a ε = 1.5 e o em (c) a ε = 0.

liberdade do campo quântico representado por wn, podemos nos perguntar qual a distri-

buição de energia num estado com número bem-definido de quanta desse modo. Como é

bem-sabido, os vetores do espaço de Fock com um certo número de ocupação de um grau

de liberdade do campo podem ser realizados em termos dos autovetores do hamiltoniano

do oscilador harmônico quântico. Assim sendo, o estado de ocupação N de um modo

exponencial, o vetor |NΩ〉, é representado em L2(R, dq) como

ϕN(q) := 〈q|NΩ〉 =
(

Ω
π

)1/4 1√
2NπN !

e−
Ωq2

2 HN(
√

Ωq), (7.2.7)

onde HN(z) denota o polinômio de Hermite de grau N , como definido na referência (48).

Da mesma forma que antes, é também conveniente escrever os polinômios de Hermite em

termos das funções de Kummer. Para os de grau par

ϕ2m(q) =
(

Ω
π

)1/4 (−1)m
m!

√
(2m)!

4m e−
Ωq2

2 1F1

(
−m; 1

2; Ωq2
)
, (7.2.8a)
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 7.2 – Distribuição de energia em um estado com um dado número de quanta do modo wΩ. O gráfico em (a)
corresponde a N = 0, o estado de vácuo, o em (b) a N = 1, o em (c) a N = 2 e o em (d) a N = 3.

enquanto que para os de grau ímpar

ϕ2m+1(q) =
(

4Ω3

π

)1/4 (−1)m
m!

√
(2m+ 1)!

4m qe−
Ωq2

2 1F1

(
−m; 3

2; Ωq2
)
, (7.2.8b)

com m ∈ N. Dada a representação do vetor |NΩ〉 em L2(R, dq), pode-se calcular sua

projeção nas autofunções de ĤΩ. De posse da Eq. (7.2.6) para ψ± e da Eq. (7.2.8) para

ϕN , as projeções c2m(ε) := 〈(2m)Ω|ψ+(ε)〉 e c2m+1(ε) := 〈(2m+ 1)Ω|ψ−(ε)〉 — calculadas



Capítulo 7. Espaço de estados do campo na presença da instabilidade 111

com o auxílio da fórmula 7.622.1 da referência (53) — têm a seguinte forma:

c2m(ε) = 1
π3/4

1
m!

√
(2m)!

4m

1 +
√

3
2

1−
√

3
2

1/8 Γ
(

1
2

)
(1 + e−2πε)1/4

√√√√√
∣∣∣Γ (1

4 −
iε
2

)∣∣∣∣∣∣Γ (3
4 −

iε
2

)∣∣∣
×

1− i
√

1+
√

3/2
1−
√

3/2

1 + i

√
1+
√

3/2
1−
√

3/2


m ∣∣∣∣∣∣∣
1 + i

√√√√1 +
√

3/2
1−
√

3/2

−1/4+iε/2∣∣∣∣∣∣∣
2

×F

−m, 1
4 + iε

2 ; 1
2;
−4i

√
1+
√

3/2
1−
√

3/2[
1− i

√
1+
√

3/2
1−
√

3/2

]2

 (7.2.9a)

e

c2m+1(ε) = 25/2

π3/4
1
m!

√
(2m+ 1)!

4m

1 +
√

3
2

1−
√

3
2

3/8 Γ
(

3
2

)
eiπ/4

(1 + e−2πε)1/4

√√√√√
∣∣∣Γ (3

4 −
iε
2

)∣∣∣∣∣∣Γ (1
4 −

iε
2

)∣∣∣
×

1− i
√

1+
√

3/2
1−
√

3/2

1 + i

√
1+
√
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 , (7.2.9b)

onde F (a, b; c; z) denota a função hipergeométrica, como definida na referência (48). Na

Fig. 7.1 mostro a distribuição dos números de ocupação N para ε = −1.5 em 7.1(a),

ε = 1.5 em 7.1(b) e ε = 0 em 7.1(c). Já na Fig. 7.2 é apresentada a distribuição de

energia para estados do campo com ocupação N = 0 (vácuo) em 7.2(a), N = 1 em

7.2(b), N = 2 em 7.2(c) e N = 3 em 7.2(d). A Fig. 7.2, em particular, mostra um fato

bastante curioso. Como já foi mencionado acima, o espectro do operador ĤΩ é todo o

conjunto dos reais, o que significa que o grau de liberdade do campo quântico descrito por

um modo exponencial pode ter energia arbitrariamente negativa. Isso é conseqüência do

perfil do potencial que comparece na Eq. (7.2.5): uma parábola de concavidade negativa.

Daí vem o resultado mostrado na Fig. 7.2: durante a fase em que o campo quântico

é instável, os graus de liberdade do campo descritos pelos modos wn num estado com

número de ocupação bem-definido podem ter energia arbitrariamente negativa. Note, por

fim, que o gráfico apresentado na Fig. 7.2(a) apresenta um pico para ε < 0. Esse pico é
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consistente com a contribuição dos modos wn ao valor esperado no vácuo da energia do

campo assintoticamente no futuro calculada na Seção 5.4.

A análise apresentada nesta seção tem como subproduto uma outra representação das

relações de Weyl Eq. (3.1.8) para o campo escalar quando o vácuo é despertado. Em

primeiro lugar vou separar o espaço Sµ|∆̄|
em uma parte que contenha somente soluções

da equação de campo com freqüências reais, S (osc)
µ|∆̄|

, e em outra que somente contenha

as soluções que crescem exponencialmente, S (exp)
µ|∆̄|

. A partir de S (osc)
µ|∆̄|

constrói-se, então,

o espaço de Hilbert de uma partícula H (osc) e dele o espaço de Fock Fs(H (osc)), como

mostrado no Capítulo 3. Para os graus de liberdade do campo representados pelos modos

wn associa-se o espaço de estado L2(R, dqn), como usualmente feito emMecânica Quântica.

Assim, nessa representação o espaço de estados do campo pode ser escrito como

Fs(H (osc))⊗
⊗
n∈O′

L2(R, dqn)
 . (7.2.10)

Essa representação deixa claro que durante o período de crescimento exponencial das

flutuações quânticas não é possível definir um estado de vácuo para o campo. Dito de outro

modo, a instabilidade faz com que a energia do sistema não seja limitada inferiormente.
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Capítulo 8

Da criação de partículas

Há dois pontos que devem ser examinados no que tange o entendimento da relação

entre o Efeito de Despertar do Vácuo e fenômenos de criação de partículas. O

primeiro deles é a questão da possibilidade de se associar ao sistema algum conteúdo de

partícula enquanto o campo passa pelo período durante o qual suas flutuações crescem

sem-limites. O segundo ponto tem a ver com a conciliação de dois fatos e, em última

instância, com o processo de criação de partículas em si. Por um lado, é sabido que evo-

luções suficientemente lentas de espaços-tempos bem-comportados não levam à produção

de partículas (5, 8). Por outro, o desencadeamento do Efeito de Despertar do Vácuo in-

depende do quão lentamente o sistema gravitacional evoluiu até a configuração capaz o

fazer.

Para iniciar a discussão farei, na Seção 8.1, uma breve revisão da literatura no que

diz respeito à criação de partículas em espaços-tempos curvos, aos moldes da discussão

conduzida na referência (5). Em seguida, a fim de abordar a primeira questão, utilizarei,

na seção 8.2, um detector de partículas acoplado com o campo. Esse tipo de abordagem

segue uma postura muito bem expressa pelo seguinte aforismo (54): “Partículas são aquilo

que detectores de partículas detectam.” Por fim, para lidar com a segunda questão posta

acima investigarei, na seção 8.3, a contribuição do efeito ao conteúdo de partículas numa

fase posterior a presença das instabilidades. Esse tipo de construção é motivada pela
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expectativa de que em algum momento a retroação do campo quântico sobre a matéria

clássica deve levar todo o sistema a atingir um novo estado estacionário.

8.1 Criação de partículas em espaços-tempos curvos

Antes de expor o mecanismo de criação de partículas em TQCEC, acredito ainda caber

mais alguns comentários acerca do conceito de partícula nesse contexto. O ponto funda-

mental que deve ser destacado sobre o conceito (global) de partícula, como descritas pela

Teoria Quântica de Campos, é a relação de dependência entre ele e eventuais simetrias

globais do espaço-tempo de fundo. Essa relação de dependência foi tangenciada ao final

da Seção 3.2. Lá foi mencionado que a prescrição de quantização ali delineada deságua

em um espaço de estados para o campo que possui naturalmente a interpretação de des-

crever estados de ocupação de partículas. Nessa linha, o caso arquetípico é o de quando o

espaço-tempo de fundo é o de Minkowski. Uma vez que a finalidade é tornar a Mecânica

Quântica consistente com os princípios da Relatividade Restrita, é necessário fazer com

que suas leis sejam invariantes sob o grupo de Poincaré. Essa imposição leva à definição

de que os estados de uma partícula devem ser vetores de um espaço sobre o qual se con-

cretizam representações irredutíveis daquele grupo de simetrias (11). Ademais, isometrias

diferentes do mesmo espaço-tempo podem levar a conceitos distintos de partícula. Esse

é o caso, por exemplo, do Efeito Unruh (55), onde, mesmo quando observadores inerciais

não detectam nenhuma partícula ao realizarem medidas sobre o estado de vácuo de um

campo quântico, observadores uniformemente acelerados detectam um banho térmico de

partículas desse campo a uma temperatura proporcional à sua aceleração própria.1

Isso posto, considere um espaço-tempo de fundo que é assintoticamente estacionário

tanto no passado quanto no futuro. Por simplicidade, suponha que o estado inicial do

campo quântico é o estado de vácuo Ψin
0 . Do ponto de vista dos observadores que no

passado seguem a isometria temporal daquela região o operador â†kâk conta o número de
1Para uma revisão sobre o Efeito Unruh veja, e.g., a referência (56).
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quanta de energia do campo que ocupam o estado descrito por ϕin
k . Pela definição dada

na Eq. (3.1.33) para o estado de vácuo tem-se que no passado

〈0in|â†kâk|0in〉 := 〈Ψin
0 , â

†
kâkΨin

0 〉Fs(Hin) = 0, (8.1.1)

isto é, do ponto de vista desses observadores, o estado Ψin
0 no passado corresponde à

ausência de quanta do campo. Já no futuro é o operador b̂†l b̂l que, no entender dos

observadores que seguem a isometria temporal naquela região, cumpre a tarefa de contar

quanta de energia do campo ocupando o estado ϕout
l . Desse modo, se Ψin

0 é o estado inicial

do campo, o valor esperado para número de partículas criadas nesse estado pela mudança

da geometria de fundo é dado por

〈0in|b̂†l b̂l|0in〉 := 〈Ψin
0 ,

∑
k∈I

Aklâ
†
k −Bklâk

∑
k′∈I

Ak′lâk′ −Bk′lâ
†
k′

Ψin
0 〉Fs(Hin)

=
∑
k∈I
|Bkl|2 (8.1.2)

onde foi usada a transformação de Bogoliubov como definida na Eq. (3.3.5) e o coeficiente

de Bogoliubov Bkl é definido pela Eq. (3.3.2b). No caso estático é ainda possível escrever

as bases de Hin e Hout, respectivamente, em termos dos modos de freqüência positiva no

passado e no futuro, assim como mostrado na Seção 3.3. Isso leva a

〈0in|b̂†l b̂l|0in〉 =
∑
k∈I
|Bkl|2 =

∫
I
dµ(j)

∫
O
dν(p)dν(p′)ϕ̃ out

l (p)ϕ̃ out
l (p′)βpjβp′j, (8.1.3)

ao se usar a relação entre o coeficiente Bkl e o coeficiente βpj Eq. (3.3.11b) e que

∑
k∈I

ϕ̃
in
k (j)ϕ̃ in

k (j′) = δµ(j, j′), (8.1.4)

esta última conseqüência da completeza da base in. O número total de partículas produ-

zidas pela evolução do espaço-tempo de fundo então fica

∑
l∈O
〈0in|b̂†l b̂l|0in〉 =

∫
I
dµ(j)

∫
O
dν(p)|βpj|2. (8.1.5)

Pelo resultado da Eq. (8.1.2) nota-se que a produção de partículas se dá se, e somente

se, a evolução do espaço-tempo de fundo é capaz de fazer com que os vetores de Hin

só possam ser expressos como combinação de vetores de Hout e H̄out. No caso estático,
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essa condição implica que a produção de partícula depende de a evolução do espaço-

tempo ser capaz de fazer com que modos de freqüência positiva no passado serem uma

mistura de modos de freqüência positiva e negativa no futuro. Grosseiramente falando,

essa “transmutação” de um modo de freqüência positiva no passado ocorre quando a escala

de tempo de mudança da geometria de fundo é da ordem do inverso de sua freqüência

(5, 8). Esse mecanismo está na raiz tanto de fenômenos de criação de partículas em

universos em expansão (19,57) quanto do efeito descoberto por Hawking (20,58).

8.2 Excitação de detectores

Considere um detector que consiste de um sistema quântico com dois níveis de energia,

conhecido na literatura por detector de Unruh-DeWitt (5, 59), que é imaginado interagir

com o campo quântico. As dimensões do detector serão tomadas como muito menores que

a escala de distância típica do gradiente do campo gravitacional. Para o campo quântico

vou supor novamente o cenário desenhado no Capítulo 5, a saber, um espaço-tempo de

fundo que é conformalmente estático e que tanto no passado quando no futuro é tal que

o potencial efetivo que comparece na Eq. (5.1.4) não depende, tanto no passado quanto

no futuro, da coordenada temporal. Suponha ainda que o aparato é ligado no futuro, a

partir do momento em que Vef não depende de t, e que assim permanece por um intervalo

de tempo próprio T . O hamiltoniano do sistema total é dado por

Ĥtotal = Ĥ + ĤD + Ĥint, (8.2.1)

onde Ĥ é o hamiltoniano do campo livre, ĤD é o hamiltoniano responsável pela evolução

dos graus de liberdade internos do detector e Ĥint modela a interação entre o campo e o

detector. Para um detector de Unruh-DeWitt, ĤD pode ser colocado na forma

ĤD = (E1 − E0)Ĉ†Ĉ + E01̂, (8.2.2)
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sendo que o operador Ĉ atua nos auto-estados de energia do detector de maneira que

Ĉ|E0〉 = 0 e Ĉ|E1〉 = |E0〉. (8.2.3)

O vetor |E0〉 denota o estado fundamental do detector e |E1〉 seu estado excitado. Já o

acoplamento entre o detector e o campo é definido por

Ĥint = ε(τ)
∫

Σt
φ̂(x)

[
F (x)Ĉ + h.c.

]
dΣ, (8.2.4)

onde ε ∈ C∞0 (R) é uma função responsável por “ligar e desligar” o detector, F ∈ C∞0 (Σ)

pode ser imaginado como descrevendo o perfil espacial da ponta de prova do aparato e τ

denota o tempo próprio do detector.

Fixado o sistema físico total, desejo calcular — em ordem mais baixa em ε— a taxa de

excitação do detector quando o vácuo do campo é despertado. Para tanto, é conveniente

trabalhar na chamada representação de interação. Como é bem-sabido, nessa representa-

ção os operadores evoluem segundo o hamiltoniano livre enquanto que o estado do sistema

evolui segundo o hamiltoniano de interação. Assim, o hamiltoniano de interação tem a

forma

Ĥ
(I)
int = ε(τ)

∫
Σt
φ̂(I)(t,x)

[
F (x)e−i(E1−E0)τ Ĉ(S) + h.c.

]
dΣ (8.2.5)

na representação de interação e a evolução dos estados é dada, em ordem mais baixa em

ε, por

| f 〉 =
(

1̂− i
∫ T

0
Ĥ

(I)
intdτ

)
| i 〉. (8.2.6)

Aqui, o sobrescrito (I) indica o operador na representação de interação enquanto que o

sobrescrito (S) refere-se a representação de Schrödinger. Para o hamiltoniano de interação

dado na Eq. (8.2.5) é possível reorganizar o integrando que comparece na Eq. (8.2.6) de

sorte que ∫ T

0
Ĥ

(I)
intdτ = Φ̂(f)Ĉ(S) + h.c., (8.2.7)

onde f ∈ C∞0 (M) é a seguinte função complexa:

f(t,x) := ε[τ(t)]e−i(E1−E0)τ(t)F (x). (8.2.8)
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Uma vez que na representação de interação o campo evolui segundo a hamiltoniana livre,

o operador campo, a partir da definição da Eq. (3.1.30), pode ser escrito como

Φ̂(f) = iâ(KEf̄)− iâ†(KEf). (8.2.9)

Já que a finalidade da introdução do detector é o estudo do comportamento do campo

devido à geometria de fundo, aqui não interessa o que ocorre com o sistema detector-campo

devido ao liga-e-desliga do primeiro. Para contornar os efeitos colaterais do liga-e-desliga

do aparato, suponha que isso é feito lentamente. Isso significa que
∣∣∣∣ ε̇ε
∣∣∣∣� E1 − E0. (8.2.10)

Essa imposição faz com que f seja aproximadamente de freqüência positiva, de sorte que

KEf̄ ≈ 0 e KEf ≈ Ef. (8.2.11)

Assim, a Eq. (8.2.6) reduz-se a

| f 〉 =
[
1̂ + â†(λ)Ĉ(S) − â(λ)Ĉ†(S)

]
| i 〉, (8.2.12)

onde λ := −KEf . Para prosseguir é necessário reescrever os operadores â(λ) e â†(λ)

com o auxílio da base completa para Hout, como definida no Capítulo 5. Utilizando Eq.

(3.1.37) e Eq. (3.1.38) vem que

â(λ) = i
∑
l∈O

∫
M

√
−gd4xf̄ϕ out

l b̂l

= i
∑
l∈O
k∈I

∫
M

√
−gd4xf̄ϕ out

l

(
Aklâk −Bklâ

†
k

)
(8.2.13a)

e que

â†(λ) = −i
∑
l∈O

∫
M

√
−gd4xfϕ out

l b̂†l

= −i
∑
l∈O
k∈I

∫
M

√
−gd4xfϕ out

l

(
Aklâ

†
k −Bklâk

)
. (8.2.13b)

A segunda igualdade na Eq. (8.2.13) é obtida usando-se a transformação de Bogoliubov

para os operadores de destruição e criação, como definida na Eq. (3.3.5).
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Suponha que no passado o estado do campo é o vácuo de Fs(Hin), o vetor Ψin
0 , e que o

detector encontra-se em seu estado fundamental. Substituindo a expressão dos operadores

de destruição e criação Eq. (8.2.13) na Eq. (8.2.6), vem que o estado final do sistema será

| f 〉 = Ψin
0 ⊗ |E0〉+ i

∑
l∈O
k∈I

∫
M

√
−gd4xf̄ϕ out

l Bklâ
†
kΨin

0 ⊗ |E1〉. (8.2.14)

Assim, a probabilidade de excitação do detector, em primeira ordem de perturbação,

depois que este permaneceu ligado por um tempo T é dada por

Pexc =
∑
k∈I

∣∣∣∣∣∣
∑
l∈O

∫
M

√
−gd4xf̄ϕ out

l Bkl

∣∣∣∣∣∣
2

. (8.2.15)

Se o aparato permanece ligado por um tempo suficientemente longo, isto é, se para o menor

autovalor do operador Eq. (5.3.1), Ω̄, T é tal que Ω̄T/√−g00 � 1, então a principal

contribuição à probabilidade de excitação do detector estará associada à presença dos

modos exponenciais. Nesse regime a Eq. (8.2.15) para a probabilidade de excitação do

detector reduz-se a

Pexc ≈
1

2Ω̄
∑
k∈I

∣∣∣∣∣
∫ T/

√
−g00

0
ε[τ(t)]e(Ω̄+i∆E

√
−g00)tdt×

∫
Σt
dΣ̃FH̄
‖κ̃‖

BkΩ̄

∣∣∣∣∣
2

≈ ε(T/2)2 e
2Ω̄T√
−g00

2(−g00)Ω̄
[(

Ω̄√
−g00

)2
+ ∆E2

] (∫
Σt
dΣ̃FH̄
‖κ̃‖

)2 ∑
k∈I
|BkΩ̄|2. (8.2.16)

Aqui g00 denota a componente temporal do tensor métrico, ∆E := E1 − E0 e BkΩ̄ é o

coeficiente de Bogoliubov definido na Eq. (3.3.2b) e dá a projeção do conjugado de cada

vetor da base in no modo wΩ̄. O campo de Killing κ̃a já foi definido no Capítulo 5.

A forma final para a probabilidade de excitação do detector dada na Eq. (8.2.16)

revela que assintoticamente a probabilidade de excitação do detector, em primeira ordem

de perturbação, é totalmente dominada pelo crescimento exponencial das flutuações do

campo. Isso acontece independentemente de qual seja a separação entre os níveis de

energia do detector e eclipsando a contribuição para a probabilidade de excitação que

vem da produção de quanta dos outros modos por conta da evolução do espaço-tempo.

Em face a graus de liberdade do campo quântico descritos por modos tão pouco usuais
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em teoria de campos quanto os modos wn, a questão que se coloca é a seguinte: estaria

a probabilidade de excitação dada pela Eq. (8.2.16) revelando um fenômeno de produção

de partículas em profusão? Dito de outro modo, é possível usar os cliques do detector

para conferir ao sistema um certo número de partículas criadas?

Em Teoria Quântica de Campos é sempre tomado como dado que os vetores do espaço

de Fock de estados do campo com número de ocupação bem-definido descrevem aquele

número de partículas ocupando um certo estado. No entanto, como já repisado algumas

vezes, essa é uma interpretação daquele número e não uma definição vinda da prescrição

de quantização de campos, de modo que esse entendimento não deve ser visto como um

a priori. Em espaço plano, essa interpretação é motivada por dois fatos distintos. Em

primeiro lugar, porque quando o espaço-tempo é estacionário os vetores do espaço de Fock

são autovetores do operador hamiltoniano livre associado ao campo, o que significa dizer,

entre outras coisas, que o número de quanta naquele estado é conservado pela dinâmica

livre. Em segundo lugar, porque detectores de partículas, como o de Unruh-DeWitt, têm

sua probabilidade de excitação proporcional àquele número de ocupação. Pela discussão

conduzida no Capítulo 7, contudo, é claro que ao menos a primeiro fato falha para o espaço

Fs(Hout) justamente por conta do setor associado aos modos exponenciais. Assim sendo,

absolutamente nada pode ser dito sobre o conteúdo de partículas do sistema durante a

fase em que as flutuações do vácuo crescem sem-limites.

8.3 Criação de partículas quando o vácuo adormece

Acredito que as discussões conduzidas no Capítulo 7 e, particularmente, na última seção

são suficientes para convencer o leitor de que não é possível associar um conteúdo de par-

tículas ao campo enquanto o vácuo encontra-se acordado. No entanto, não é de se esperar

que essa fase de instabilidade se perpetue. Com efeito, acreditamos que se considerada,

a retroação do campo deve conduzir todo o sistema para um novo regime estacionário.

Atingido esse novo regime, é legítimo nos perguntarmos sobre o conteúdo de partículas
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do sistema. Nesta seção estou interessado na contribuição dada pelo Efeito de Despertar

do Vácuo para a produção de partículas. É claro que essa é uma questão que somente

pode ser fechada lançando-se mão da retroação do campo quântico sobre o espaço-tempo

de fundo. O que mostrarei no que segue é uma abordagem bem mais modesta onde o

problema da retroação é simplesmente desprezado e o espaço-tempo de fundo é dado a

mão, o que dentro do escopo da TQCEC é um problema totalmente legítimo.

Considere o espaço-tempo (M, g) gerado por um sistema gravitacional que é estático

no passado e que evolui suavemente até uma nova configuração, também estática, na qual

ele permanece por algum tempo. Imagine, então, que esse sistema evolui novamente de

modo suave até uma nova configuração estática no futuro. Assim como antes, suponha

que sobre o espaço-tempo gerado por esse sistema está definido um campo escalar que

obedece à Eq. (3.1.2). Esse sistema será construído de modo tal que na região estática

intermediária do espaço-tempo em questão o campo passa por uma fase de instabilidades

e seu vácuo é despertado.

Para computar o número de partículas produzidas numa fase ulterior ao despertar

do vácuo do campo basta uma análise do comportamento temporal dos modos do campo

nas regiões passada, intermediária e futura do espaço-tempo de fundo. Sendo assim, vou

utilizar uma coordenada t que cobre todo o espaço-tempo e que coincide, em cada uma

das regiões do espaço-tempo, com o parâmetro temporal definido pela isometria temporal

ali presente. Uma vez que as transições entre as regiões passada e intermediária e inter-

mediária e futura de (M, g) são imaginadas serem suaves, é possível colar a coordenada

temporal entre cada uma dessas regiões de sorte que t :M→ R é uma função suave.

Vou considerar, então, quatro conjuntos distintos de modos da equação de campo. Os

três primeiros, {uj}j∈I , {vl}l∈O e {wn}n∈O′ já foram construídos na Seção 5.1. Os modos

uj são definidos por seu comportamento oscilatório no tempo no passado, enquanto que

os modos vl e wn são definidos, respectivamente, por seu comportamento oscilatório e

exponencial no tempo na região intermediária. Por fim, vou também considerar o conjunto



122 Capítulo 8. Da criação de partículas

de modos {pk}k∈U , cujos elementos no futuro têm a forma

pk = e−iϑkt√
2ϑk

Ik. (8.3.1)

Suponha que o estado inicial do campo é o vácuo Ψin
0 ∈ Fs(Hin), onde Hin é o espaço

de Hilbert de uma partícula ao qual pertencem as soluções de freqüência positiva com

respeito ao campo de Killing no passado. Desejo, então, calcular o valor esperado nesse

estado do operador número associado a uma base de soluções de freqüência positiva no

futuro. Como mostrado na Seção 8.1, essa quantidade está relacionada com o coeficiente

β de Bogoliubov, definido pela Eq. (3.3.12b), entre os modos uj e pk. Nesse cálculo,

contudo, é importante guardarmos a informação de que em algum momento as flutuações

do campo passaram por uma fase de crescimento exponencial. Para tanto, vou primeiro

definir os seguintes coeficientes da transformação de Bogoliubov entre as bases de modos

consideradas:

pk =
∫
O
dν(l)

(
χklvl − λklvl

)
+
∑
n∈O′

(
χknwn − λknwn

)
, (8.3.2a)

vl =
∫
I
dµ(j)

(
εljuj − ηljuj

)
, (8.3.2b)

wn =
∫
I
dµ(j)

(
εnjuj − ηnjuj

)
, (8.3.2c)

pk =
∫
I
dµ(j)

(
αkjuj − βkjuj

)
. (8.3.2d)

Através da equação de campo é possível evoluir os modos uj até a região em que o

mecanismo de despertar do vácuo é desengatilhado. Lá é conveniente reescrever os modos

uj em termos dos modos vl e wn:

uj(t,x) =
∫
O
dν(l) [εljvl(t,x) + ηljvl(t,x)] +

∑
n∈O′

[εnjwn(t,x) + ηnjwn(t,x)] . (8.3.3)

Aqui x simplesmente denota as coordenadas espaciais definidas sobre a hiperfície tipo

espaço indexada pelo parâmetro t. Na região intermediária, t foi identificado com a

coordenada temporal construída sobre a isometria temporal ali presente. Considere agora

uma translação temporal dos modos uj nessa região. Para os modos vl essa operação
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implica que

vl(t+ T,x) = e−i$lTvl(t,x), (8.3.4)

enquanto que para os modos wn ela leva a

wn(t+ T,x) = γΩn(T )wn(t,x)− θΩn(T )wn(t,x). (8.3.5)

A partir das definições da Eq. (3.3.12a) e da Eq. (3.3.12b), é possível calcular os coefici-

entes γΩn e θΩn que comparecem na Eq. (8.3.5). São eles

γΩn(T ) = −2isenh (ΩnT + iπ/6) (8.3.6)

e

θΩn(T ) = 2isenh (ΩnT ) . (8.3.7)

A Eq. (8.3.5) é um reflexo do fato já apontado no Capítulo 7 de que a quantização do

campo de KG, quando da presença da instabilidade, depende da escolha da superfície

de Cauchy Σt sobre a qual o produto interno do espaço de Hilbert de uma partícula é

definido. A translação temporal dos modos uj dentro da região intermediária leva a

uj(t+ T,x) =
∫
O
dν(l)

[
εlje

−i$lTvl(t,x) + ηlje
i$lTvl(t,x)

]
(8.3.8)

+
∑
n∈O′

[(εnjγΩn − ηnjθΩn)wn(t,x)

+ (ηnjγΩn − εnjθΩn)wn(t,x)
]
. (8.3.9)

Uma vez que os coeficientes de Bogoliubov Eq. (3.3.12) são conservados pela dinâmica, a

forma acima para uj deve valer em qualquer região do espaço-tempo. Em particular, ela

também deve ser verdadeira no passado, onde sabemos qual é a dependência temporal

de uj. Disso podemos inferir que a diferença entre uj(t,x) e uj(t+ T,x) deve ser apenas

uma fase. Então

uj(t,x) = eiϕj(T )
∫
O
dν(l)

[
εlje

−i$lTvl(t,x) + ηlje
i$lTvl(t,x)

]
+eiϕj(T ) ∑

n∈O′
[(εnjγΩn − ηnjθΩn)wn(t,x)

+ (ηnjγΩn − εnjθΩn)wn(t,x)
]
. (8.3.10)
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Ao evoluir uj até o futuro, passa a ser conveniente expressar esses modos em termos da

terceira base. Isso nos leva a

uj =
∫
O
dν(l)

∫
U
dς(k)[eiϕj(T )(εljχkle−i$lT + ηljχkle

i$lT )pk

+ eiϕj(T )(εljλkle−i$lT + ηljλkle
i$lT )pk]

+
∑
n∈O′

∫
U
dς(k){eiϕj(T )[(εnjγΩn − ηnjθΩn)χkn

+ (ηnjγΩn − εnjθΩn)χkn]pk

eiϕj(T )[(εnjγΩn − ηnjθΩn)λkn

+ (ηnjγΩn − εnjθΩn)λkn]pk}. (8.3.11)

Por outro lado, em termos dos modos pk, os modos uj se escrevem como

uj =
∫
U
dς(k) (αkjpl + βkjpl) . (8.3.12)

Comparando essas duas expressões, vem que

βkj = eiϕj(T )
∫
O
dν(l)(εljλkle−i$lT + ηljλkle

i$lT )

+eiϕj(T ) ∑
n∈O′

[(εnjγΩn − ηnjθΩn)λkn + (ηnjγΩn − εnjθΩn)λkn]. (8.3.13)

A fórmula acima mostra que o número de partículas criadas quando o sistema retorna ao

equilíbrio no futuro cresce exponencialmente com o tempo durante o qual o mecanismo de

despertar do vácuo atua. Logo, o “adormecimento” do vácuo leva a um aumento da quan-

tidade de energia estocada nos graus de liberdade do campo. Note que enquanto o vácuo

está “desperto” a energia total do campo é conservada, mesmo havendo um crescimento

exponencial da densidade de energia. Portanto, durante esse processo a energia é rear-

ranjada ao longo da seção espacial, mas não injetada no campo por qualquer mecanismo

externo que seja. Assim como já apontado na Seção 5.4, esse rearranjo dá-se de sorte que

em algumas regiões da seção espacial a densidade de energia fica cada vez mais positiva,

enquanto que em outras ela fica cada vez mais negativa. Contudo, quando o sistema

retorna ao equilíbrio no futuro, todas as partículas criadas têm energia positiva. Nesse

cenário, como é possível dar conta da conservação da energia do sistema gravitacional

mais campo quântico?
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A despeito do que foi mencionado acima, sabemos que não podemos questionar o fato

de que ∇a〈T̂ab〉 = 0. Seja N ⊂M uma porção da variedadeM compreendida entre duas

superfícies de Cauchy Σti e Σtf , sendo que Σtf está contido no domínio de dependência

futuro de Σti . Seja na um campo vetorial tipo tempo normalizado e que é ortogonal à

foliação escolhida para o espaço-tempo (N , g) e, em particular, às hiperfícies Σti e Σtf .

Seja va um outro campo vetorial tipo tempo. É claro que vb∇a〈T̂ab〉 = 0. Integrando essa

identidade em toda a subvariedade N e aplicando o teorema de Stokes, vem que
∫

Σtf
dΣnavb〈T̂ab〉 −

∫
Σti
dΣnavb〈T̂ab〉 −

∫
N

√
−gd4x∇avb〈T̂ab〉 = 0. (8.3.14)

Esse resultado sugere a definição do seguinte tensor:

wab := ∇avb +∇bva, (8.3.15)

que deve depender somente da métrica gab e do campo va. Com o tensor wab posso

reescrever a expressão integrada para a conservação do valor esperado do tensor energia-

momentum do campo como
∫

Σtf
dΣnavb〈T̂ab〉 −

∫
Σti
dΣnavb〈T̂ab〉 = 1

2

∫
N

√
−gd4xwab〈T̂ab〉. (8.3.16)

Suponha que os vetores va

‖v‖

∣∣∣
p
e va

‖v‖

∣∣∣
q
, com p ∈ Σti e q ∈ Σtf , são ortogonais respectivamente

às hiperfícies Σti e Σtf . Considere, então, um observador cuja linha de mundo passa pelos

pontos p e q e que nesses pontos tem como seção espacial as hiperfícies Σti e Σtf . Desse

modo, do ponto de vista do observador, a diferença do lado esquerdo na Eq. (8.3.16) tem

a interpretação de ser a variação do valor esperado da energia total do campo entre os

instantes definidos pelas hiperfícies Σti e Σtf . No lado direito da Eq. (8.3.16), o tensor

wab pode ser visto como uma medida de quanto va falha em ser um campo de Killing tipo

tempo. Por conta da interpretação do lado esquerdo dessa equação, o lado direito pode

ser visto como o trabalho feito pelo campo gravitacional sobre o campo quântico do ponto

de vista desse observador hipotético.

Pois bem. Suponha agora que a hiperfície Σti corresponda ao instante de tempo ti

como medido por um observador que segue alguma linha integral do campo de Killing
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tipo tempo da região intermediária e que o campo vetorial va coincide com esse campo de

Killing. Se a hiperfície Σtf descreve a seção espacial desse observador no futuro, quando

o sistema gravitacional mais o campo quântico encontram-se em um novo estado esta-

cionário, então, do ponto de vista desse observador, a Eq. (8.3.16) dá conta do balanço

entre a variação de energia do campo quântico e o trabalho realizado sobre ele pelo campo

gravitacional. Sendo assim, o fato de que durante a existência da instabilidade o valor

esperado do tensor energia-momentum no vácuo cresce exponencialmente implica que o

trabalho realizado pelo campo gravitacional sobre o campo quântico contem uma con-

tribuição que foi exponencialmente amplificada. Isso mostra que a imensa produção de

energia na forma de partículas do campo quando o vácuo adormece ocorre às expensas da

energia do próprio sistema gravitacional. Note ainda que, como o crescimento exponencial

das flutuações quânticas independe do quão lentamente se dá a mudança da geometria de

fundo, a criação de partículas por conta do “adormecimento” do vácuo guarda diferenças

com relação ao mecanismo usual de produção espontânea de partículas em TQCEC.

A fim de ilustrar o que foi dito acima, exibirei aqui um modelo bastante simples no

qual é possível calcular explicitamente os coeficientes da transformação de Bogoliubov.

Considere exatamente o cenário apresentado nesta seção. Suponha que em alguma re-

gião do espaço é colocada uma pequena caixa cúbica cujo lado tem, assintoticamente

no passado, tamanho próprio L e com paredes capazes de blindar o campo quântico. A

caixa deve ser suficientemente pequena para que o campo ali confinado não seja sensível

à curvatura do espaço-tempo nas direções espaciais. Assim, a equação de campo pode ser

colocada na seguinte forma:

∂2

∂t2
φ−∇2φ+ Vef(t)φ = 0, (8.3.17)

onde ∇2 denota o operador laplaciano usual e Vef é um potencial efetivo que decorre

da variação temporal das quantidades geométricas na região interior à caixa. Para essa

equação escolherei a seguinte forma para os modos:

un(t, x, y, z) = fn(t)
( 2
L

)3/2
sen

(
nxπx

L

)
sen

(
nyπy

L

)
sen

(
nzπz

L

)
, (8.3.18)
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onde n = (nx, ny, nz) e nx, ny, nz ∈ N∗. A função fn(t) satisfaz

d2

dt2
fn(t) + [σ + Vef(t)] fn(t) = 0. (8.3.19)

A constante σ aparece por conta da separação de variáveis e sua relação com nx, ny e nz

é

σ =
(
nxπ

L

)2
+
(
nyπ

L

)2
+
(
nzπ

L

)2
. (8.3.20)

No passado o espaço-tempo é estático, o que implica que Vef(t→ −∞) = Vin. Isso permite

que a base {un}n∈N∗3 seja escolhida de maneira que para t→ −∞

fn(t) = e−iωnt

√
2ωn

, (8.3.21)

sendo que ωn :=
√
σ + Vin. Assintoticamente no futuro teremos que Vef(t→ +∞) = Vout,

o que permite a construção dos modos

pn(t, x, y, z) = gn(t)
( 2
L

)3/2
sen

(
nxπx

L

)
sen

(
nyπy

L

)
sen

(
nzπz

L

)
, (8.3.22)

de forma que quando t→ +∞ temos

gn(t) = e−iϑnt

√
2ϑn

, (8.3.23)

onde ϑn :=
√
σ + Vout. Disso e da definição do coeficiente β de Bogoliubov, Eq. (3.3.12b),

segue que

β(nx,ny ,nz) := βn,m = iΩ(un, pm) = i

(
gm

d

dt
fn − fn

d

dt
gm

)
δn,m. (8.3.24)

Para calcular βn,m podemos evoluir os modos un até o futuro e lá projetá-los nos

modos pm. A título de exemplo, vou tomar a seguinte forma para Vef(t):

Vef(t) = V0

2
tanh [c (t+ T/2)]− tanh [c (t− T/2)]

tanh [cT/2] . (8.3.25)

Por simplicidade, escolhi os parâmetros de Vef de maneira que somente o modo u(1,1,1)

experimente o crescimento exponencial. Para esse potencial efetivo a tarefa de evoluir

os modos un só pode ser feita numericamente. A Fig. 8.1 ilustra o perfil de “bacia” do
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Figura 8.1 – Perfil do potencial efetivo dado na Eq. (8.3.25) para os seguintes valores dos parâmetros: c = 0.1/L, T = 100L
e V0 = −29.7/L2.

potencial efetivo utilizado. Os gráficos na Fig. 8.2 verificam o comportamento exponencial

de β(1,1,1). Na Fig. 8.2(a) está apresentado o comportamento de ln
∣∣∣β(1,1,1)

∣∣∣2 em função

do parâmetro T , fixado V0 e c, enquanto que na Fig. 8.2(b) tem-se o mesmo gráfico, mas

com V0 e cT fixos.

(a) (b)

Figura 8.2 – Gráfico do comportamento de ln
∣∣β(1,1,1)

∣∣2 em função de T . Em (a) foi fixado c = 0.1/L e V0 = −29.7/L2,
enquanto que em (b) temos cT = 100, V0 = −29.7/L2.

Dentro do contexto desse simples modelo podemos novamente nos inquirir quanto a

questão da conservação de energia. Aqui, todavia, nada sabemos do tensor métrico e,

conseqüentemente, do tensor energia-momentum associado ao campo. Não obstante, é

possível, manipulando a Eq. (8.3.17), construir uma equação de conservação. De fato,

multiplicando a Eq. (8.3.17) por ∂tφ e somando o resultado com seu complexo conjugado

vem, após alguma manipulação das derivadas, o seguinte:

∂

∂t

∣∣∣∣∣∂φ∂t
∣∣∣∣∣
2

+ Vef |φ|2 + |∇φ|2
−∇ · (∂φ

∂t
∇φ+ ∂φ

∂t
∇φ

)
= d

dt
Vef |φ|2 . (8.3.26)
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Daí vê-se que, assim como antes, o fato de o sistema gravitacional — aqui descrito por

Vef — sair do estado que permite a existência do mecanismo de despertar do vácuo e o

crescimento exponencial das flutuações do campo são, juntos, os responsáveis pelo cresci-

mento da energia do sistema quântico quando o sistema retorna ao equilíbrio. Isso mostra

que o custo energético para a variação do potencial efetivo de modo a despertar o vácuo

é desprezível quando comparado ao custo energético necessário para variá-lo depois que

as flutuações do vácuo foram exponencialmente amplificadas.

Como já mencionado no início desta seção, aqui em momento algum toquei na questão

da retroação do campo quântico. A energia injetada no campo ao longo de todo o processo

e, em particular, ao final da fase durante a qual atua o mecanismo de despertar do vácuo

é transformada, no futuro, em partículas. Ora, é de se esperar que, quando levada em

conta, a retroação do campo use parte dessa energia que vai sendo injetada no campo para

modificar o sistema gravitacional. Somente uma fração, então, seria liberada na forma

de partículas. Um corpo com massa da ordem da do Sol, aproximadamente 1030 kg, que

seja capaz de desengatilhar o efeito deve acumular numa região da ordem do seu raio

(∼ 10 km) uma energia da ordem de 1054 TeV para que o campo gravitacional gerado

pelo vácuo rivalize com o gerado pela matéria clássica. Dentro da escala dos fenômenos de

altas energias essa é uma energia tão grande que mesmo que somente uma pequena fração

fosse convertida em partículas ainda assim teríamos um evento de imensas proporções.

Essa “componente escura”, haja visto que essas partículas interagem exclusivamente com

a gravitação, produzida quando o vácuo adormece seria responsável por carregar para

longe parte da energia inicialmente armazenada no sistema clássico.
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Capítulo 9

Questões pertinentes

Os cenários exibidos nos últimos quatro capítulos e a partir dos quais argumentei

em favor do efeito envolvem espaços-tempos que são ao menos assintoticamente

estáticos tanto no passado quanto no futuro. Além disso, no Capítulo 5 me restringi

a espaços-tempos conformalmente estáticos. É importante que se diga, contudo, que a

existência do efeito e suas possíveis implicações para a física macroscópica de sistemas

gravitacionais clássicos não devem depender dessas hipóteses. Tais simplificações foram

feitas somente com o intuito de tornar a linha argumentativa percorrida mais contun-

dente. De fato, esperamos que o efeito, justamente por já se fazer presente em situações

por vezes tão simplificadas, seja desengatilhado em sistemas gravitacionais mais comple-

xos. Também aqui fizemos sempre uso de um campo escalar com massa e acoplamento

não-mínimo satisfazendo a equação de KG Eq. (3.1.2). É bem verdade que não se conhece

na Natureza nenhuma partícula fundamental que seja descrita por um campo escalar.1

Todavia, é bem-sabido que desconhecemos a natureza de aproximadamente 95% do con-

teúdo de energia do nosso Universo e que, aparentemente, esse conteúdo só é acessível

gravitacionalmente. Logo, alternativas para se testar a existência de campos livres na

Natureza, como o Efeito de Despertar do Vácuo, são muito bem-vindas.

A hipótese de estaticidade durante a fase em que o vácuo encontra-se “desperto” im-
1Mésons são descritos por campos escalares, mas são formados por um par quark-antiquark. Dentro do
Modelo Padrão das partículas elementares a partícula de Higgs seria descrita por um campo escalar,
mas até o momento o CERN continua a sua procura.
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plica, por conta da conservação do valor esperado do tensor energia-momentum associado

ao campo quântico, que sua energia total é conservada.2 Essa afirmação foi verificada na

Seção 5.4, a despeito do crescimento exponencial dos modos wn. Ademais, verificamos

que tanto o tensor energia-momentum associado a cada modo wn quanto o valor esperado

do tensor energia-momentum no vácuo inicial na região em que o efeito é disparado são

covariantemente conservados. Vale notar ainda que a forma dos modos wn na Eq. (5.1.22)

e o fato de 〈T̂0i〉 6= 0 na Eq. (5.2.2b) vai ao encontro de que foi argumentado no Capítulo

7 a respeito da inexistência de um operador atuando sobre o espaço de estados do campo

quântico que implemente a isometria temporal do espaço-tempo de fundo.

Ao longo de praticamente toda esta tese me referi ao fenômeno aqui apresentado como

um efeito de despertar do vácuo; um fenômeno de Teoria Quântica de Campos. Por outro

lado, na Eq. (5.3.3), onde estimo a ordem de grandeza de Ω̄, não há menção a ~. Se ~ é

a impressão digital do mundo quântico, então em que ponto, nos cálculos, a constante de

Planck aparece? Se recuperarmos as unidades em que é usualmente escrito, o comutador

entre o operador campo e seu momentum canonicamente conjugado é proporcional a

~. Isso, juntamente com o fato de que a variável temporal t sempre tem um fator c

multiplicando, implica que na frente de todos os modos vai um fator
√
~c. Esse fator dá a

ordem de grandeza das amplitudes das flutuações do vácuo. Logo, a Mecânica Quântica

participa de forma crucial do efeito na medida em que permite de forma incontornável

que todo tipo de flutuação esteja presente no estado inicial do campo. Em particular,

contempla aquelas flutuações que experimentarão crescimento sem-limites quando o vácuo

é “despertado”, crescimento este que acaba se manifestando no tensor energia-momentum

do campo e tomando conta da evolução do sistema.

Acredito que aqui ainda cabe um pequeno comentário quanto a renormalização do

valor esperado de T̂ab quando da presença do mecanismo de despertar do vácuo. Na

Seção 5.3, fraseei o mecanismo em termos de um potencial efetivo negativo. Como men-

cionado, o fato de o potencial efetivo ficar negativo não é capaz, por si, de garantir a
2Isso é verdade enquanto não consideramos a retroação do campo quântico sobre o espaço-tempo de
fundo.
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existência de modos da equação de campo cuja parte temporal cresce exponencialmente:

é necessário que esse potencial efetivo seja negativo o suficiente em uma região grande

o suficiente. Isso deixa claro que o efeito aqui apresentado depende necessariamente de

propriedades não-locais do espaço-tempo. Há ainda outra característica do mecanismo

não explicitamente mencionada no Capítulo 5: sua relação com condições iniciais. Na

Teoria Quântica de Campos, as flutuações presentes em qualquer estado inevitavelmente

acabam por contemplar toda sorte de perfis de campo consistentes com as condições de

contorno do sistema. Dentre esses perfis sempre haverá aqueles que têm projeção não-

nula nos modos que são assintoticamente divergentes. Por um lado, então, o Efeito de

Despertar do Vácuo é robusto com relação às condições iniciais, haja visto a presença de

flutuações em qualquer que seja o estado inicial escolhido. Por outro, os possíveis estados

podem combinar de modo diferente aquelas flutuações, o que implica, no futuro, que os

valores esperados dos observáveis relativos ao campo nos diferentes estados iniciais sejam

diferentes. À luz do que já foi mencionado ao final do Capítulo 3 quanto a independência

de qualquer procedimento de renormalização em relação ao estado do campo, essas duas

características do efeito nos levam a concluir que os procedimentos de regularização e

renormalização que podem ser usados para dar sentido a 〈T̂ab〉 não podem ser capazes

de inviabilizar o mecanismo. É importante frisar que, no contexto da renormalização via

separação de pontos, o efeito está em acordo com os teoremas que garantem que a evolu-

ção do sistema pela equação de campo em um espaço-tempo globalmente hiperbólico não

é capaz de promover novas divergências além daquelas já renormalizadas (60–62). Com

efeito, uma vez que, a despeito do crescimento sem-limites das flutuações do campo, no

caso exibido no Capítulo 5, 〈φ̂2〉 é livre de singularidades, pois, a rigor, somente diverge

assintoticamente no futuro.

Da maneira como foi fraseado no Capítulo 5, o mecanismo de despertar do vácuo é

revelado quando a Eq. (3.1.2) admite soluções assintoticamente no futuro com σ < 0. Em

última instância, esse fato depende exclusivamente da equação de campo e de condições

de contorno. Logo, esse crescer sem-limites de perfis do campo no futuro são instabili-

dades que já se fazem presentes na teoria clássica. Não é uma exclusividade da versão
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quantizada do campo. Portanto, em princípio, mesmo o efeito sendo disparado para as

flutuações do campo quântico, ele não seria capaz de sobrepujar qualquer densidade de

energia clássica, uma vez que configurações clássicas do campo poderiam compor o sis-

tema e eventualmente crescerem pelo menos tanto quanto as flutuações de vácuo. Esse

quadro seria simples assim se pudéssemos desconsiderar o papel de fontes e interações na

teoria. Em primeiro lugar, para ser possível construir uma configuração clássica para o

campo seria necessário fazê-lo via alguma fonte para a Eq. (3.1.2), coisa que não conside-

ramos. Em nosso estudo somente comparecem amplitudes decorrentes das flutuações de

vácuo. Em segundo lugar, não necessariamente todas as condições iniciais possíveis para

essas configurações clássicas implicarão num crescimento da amplitude do campo. Em

contrapartida, como já mencionado acima, no estado de vácuo estão contemplados todos

as possíveis configurações de campo consistentes com as condições de contorno. Logo,

na versão quântica, o efeito é inevitavelmente disparado. Por último, consideramos só

de passagem no Capítulo 8 a possibilidade de o campo interagir com outros sistemas.

Essa é uma questão particularmente interessante. Muito embora as flutuações do campo

quântico no vácuo cresçam violentamente durante a atuação do efeito, o valor esperado

de sua amplitude é sempre nulo. Por outro lado, se configurações clássicas de φ sofrerem

a amplificação promovida pelo efeito, sua amplitude irá crescer. Uma vez acoplado com

outro campo — como no caso de uma eletrodinâmica escalar, por exemplo — é forçoso

que φ, antes mesmo de desempenhar papel gravitacional relevante, produza pares que

possivelmente retroagirão de modo a minimizar o efeito desse campo clássico.

Em um artigo recente, P. Pani et al. estudaram uma outra possível relação que

poderia haver entre o mecanismo de despertar do vácuo e um perfil clássico não-nulo para

o campo φ (63). Nesse trabalho os autores especulam que o Efeito de Despertar do Vácuo

poderia induzir um fenômeno conhecido na literatura por “Escalarização Espontânea”

(64,65). No contexto da Escalarização Espontânea, o campo gravitacional é descrito por

um tensor métrico, familiar à RG, e por campos escalares sem massa que se acoplam com

os campos de matéria. A motivação para o estudo dessa descrição do campo gravitacional,

alternativa à RG e conhecida na literatura como Teorias Tensor-escalar, está baseada no
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fato de que algumas teorias de unificação entre a Gravitação e as outras forças dão origem a

campos escalares sem massa acoplados gravitacionalmente aos campos de matéria. Teorias

Tensor-escalar podem ser mapeadas, mediante uma transformação conforme adequada,

nas chamadas Teorias f(R), teorias também alternativas à RG onde a lagrangiana do

campo gravitacional é alguma função do escalar de curvatura (para uma revisão sobre o

assunto, veja, e.g. a referência (66)). Testes para a RG no regime de campo gravitacional

fraco impõem limites sobre o acoplamento entre os campos escalares e os de matéria,

implicando, nesse regime, em desvios pequenos em relação à gravitação einsteiniana. Para

campos gravitacionais intensos, como o de estrelas de nêutrons, entretanto, T. Damour e

G. Esposito-Farèse argumentam na referência (64) que, mesmo quando os limites impostos

pelos testes em campo fraco são satisfeitos, existem soluções auto-consistentes estáticas

e esfericamente simétricas estáveis onde o campo escalar tem perfil não-nulo. Esse perfil

não-nulo leva a uma mudança da massa gravitacional da estrela que pode chegar a uma

fração considerável em relação ao que seria esperado pela RG. Logo, mesmo em acordo

com os limites impostos pelos testes em campo fraco, Teorias Tensor-escalar, no regime de

campo forte, levam a desvios significativos em relação às previsões da RG. Na referência

(65) os mesmos autores argumentam ainda que o aparecimento de um perfil não-nulo para

o campo escalar, a Escalarização Espontânea, guarda semelhanças com a magnetização

de um material ferromagnético abaixo da temperatura de Curie. Ainda percorrendo

alguns trabalhos relacionados a esse fenômeno, descobrimos que em 1997 T. Harada já

tinha encontrado as instabilidades por nós apresentadas na referência (25) ao estudar a

estabilidade dessas Teorias Tensor-escalar no contexto de estrelas (67). Harada, contudo,

não fez qualquer conexão entre seu resultado e questões relativas à TQCEC. Pois bem. O

que Pani et al. mostraram no trabalho da referência (63) é que, para corpos compactos,

os valores de M/R e ξ para os quais o vácuo é despertado são exatamente os mesmos

necessários para o aparecimento da Escalarização Espontânea. Isso certamente levanta

questionamentos interessantes acerca da relação entre a Escalarização Espontânea e o

mecanismo por nós apresentado. Há, no entanto, duas diferenças importantes entre esse

resultado e os que por nós foram apresentados, particularmente no trabalho mencionado
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na referência (25). Em primeiro lugar, os diagramas apresentados na figura 1 da referência

(63) correspondem à existência de soluções autoconsistentes da equação de Einstein e da

equação de KG com acoplamento não-mínimo com o escalar de curvatura. No nosso

caso, a geometria é dada pela equação de Einstein e o campo quântico evolui sobre esse

espaço-tempo de fundo. A segunda diferença é que enquanto a Escalarização Espontânea

consiste em soluções que apresentam um perfil clássico não-nulo para o campo escalar, no

Efeito de Despertar do Vácuo o perfil médio do campo permanece nulo mesmo quando

suas flutuações crescem exponencialmente. A explicação para o resultado de Pani et al.

pode ser traçada de volta na equação para o campo escalar, que é a mesma no dois casos.

Em particular, a coincidência entre as fronteiras das regiões preenchidas no diagrama da

figura 6.1(a) e no diagrama da esquerda da figura 1 da referência (63) pode ser explicada

notando-se que nos dois casos essa linha demarca o limiar onde a solução da equação

de KG é nula. Nesse caso as equações por nós examinadas, que não levam em conta a

retroação do campo quântico, e as utilizadas no estudo de Pani et al., que consideram

a retroação do campo clássico, coincidem. A conclusão que Pani et al. tiram de seu

resultado é que ele poderia indicar que a retroação do mecanismo de despertar do vácuo

sobre o espaço-tempo de fundo poderia dirigir a evolução do sistema gravitacional de

modo a levá-lo a um estado de equilíbrio no qual apareceria a Escalarização Espontânea.

De fato, é de se esperar que a não-linearidade induzida na equação satisfeita pelo

campo devido a retroação deste sobre o espaço-tempo de fundo aponte para um novo

vácuo que seja estável. Quiçá esse novo vácuo corresponda a um perfil clássico do campo

não-nulo que, talvez, seja aquele esperado pela Escalarização Espontânea

A essa especulação, todavia, é possível dirigir algumas críticas. A primeira é quanto

à dinâmica do sistema gravitacional. Nas referências (63–65), para sustentar que existem

soluções para o sistema de equações com campo escalar não-nulo que são mais favoráveis

do que as com campo escalar nulo, é mostrado que as últimas têm uma energia de ligação

gravitacional menor do que as primeiras para os mesmos valores dos parâmetros. Em

momento algum é abordado o problema do ponto de vista dinâmico, ou seja, se dadas

condições iniciais e de contorno o sistema evoluirá para uma configuração de equilíbrio
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na qual um perfil não-nulo para o campo φ é sustentado. A segunda objeção diz res-

peito ao processo de retroação do campo escalar. Mesmo que para o caso puramente

clássico fosse mostrado que a dinâmica auto-consistente da métrica do espaço-tempo e

do campo escalar levasse o sistema gravitacional a um estado final no qual o fenômeno

de Escalarização Espontânea desempenha algum papel, isso não implica que o mesmo

aconteceria para a dinâmica semiclássica. De fato, se escrevermos o perfil clássico em

termos dos elementos de uma base completa para as soluções da equação de campo, é

possível verificar que a expressão para o tensor energia-momentum clássico é diferente da

expressão para o valor esperado da versão quântica dessa quantidade, por exemplo, em

um estado coerente que reproduza o perfil clássico do campo. Isso acontece, pois, em

contraposição ao caso clássico, o valor esperado do tensor energia-momentum está ligado

às flutuações do campo e não a seu perfil médio. Daí, então, a conclusão de que o processo

de evolução autoconsistente do sistema clássico e do semiclássico devem, a princípio, ser

diferentes. Talvez uma boa ilustração disso seja o caso em que campo está em seu estado

de vácuo. No caso clássico, isso corresponde à condição inicial do campo e seu momentum

canonicamente conjugado nulos, configuração essa que a evolução perpetuará. No caso

semiclássico, a despeito de no estado de vácuo o perfil do campo e de seu momentum

canonicamente conjugado serem nulos, o mesmo não é verdade para as flutuações. Como

já argumentado nos capítulos anteriores, se temos que o vácuo é despertado, essas flutua-

ções podem influenciar dramaticamente a evolução do sistema gravitacional. De qualquer

maneira, a despeito dos questionamentos que aqui levanto, a possibilidade de uma relação

entre o fenômeno de Escalarização Espontânea e o despertar do vácuo, como aventada na

referência (63), só pode ser confirmada ou descartada quando for possível levar em conta

de modo apropriado a retroação do campo escalar sobre o espaço-tempo de fundo.

Em espaço-tempo plano, o problema de como quantizar o campo de KG quando

existem modos com freqüência imaginária já aparece em um trabalho do ano de 1940

assinado por L. I. Schiff, H. Snyder e J. Weinberg (68). Nele os autores mostram que o

aparecimento desses modos é possível para um campo escalar carregado sob a ação de

um potencial elétrico estacionário suficientemente profundo o qual, a título de exemplo,
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é tomado como sendo um poço quadrado. O problema da quantização do campo escalar

quando da presença da instabilidade de Schiff, Snyder e Weinberg foi retomado e aprofun-

dado trinta anos mais tarde por B. Schröer e J. A. Swieca na referência (69). A meu ver

há dois aspectos interessantes sobre o estudo realizado por Schröer e Swieca que merecem

menção. Em primeiro lugar, é afirmado logo na introdução que, do ponto de vista físico,

a instabilidade de Schiff, Snyder e Weinberg não implica em uma instabilidade catastró-

fica e que, portanto, não haveria nenhum motivo a priori para descartá-la. Os autores,

no entanto, somente dão atenção a energia e carga totais do campo, quantidades estas

conservadas pela dinâmica, e não a quantidades locais, como a densidade de energia do

campo. O segundo aspecto interessante é a discussão acerca da representação das rela-

ções canônicas de comutação do campo. Schröer e Swieca propõem duas representações

distintas: a primeira em termos de um espaço que se assemelha a um de Fock, mas com

norma indefinida, enquanto que a segunda é construída na mesma linha do que foi exposto

na Seção 7.2 desta tese e que foi por nós reencontrada de maneira independente. Vale

ainda mencionar que o estudo da instabilidade descoberta por Schiff, Snyder e Weinberg

foi ainda aprofundado por S. A. Fulling na referência (70).3

O estudo de instabilidades em TQCEC promovidas pela evolução do espaço-tempo

de fundo já aparece, em um contexto diferente daquele abordado nesta tese, em trabalhos

de meados da década de 1980 (71–74).4 O foco desses trabalhos é o aparecimento de

instabilidades em um campo escalar com uma auto-interação λφ4 induzida por flutuações

quânticas no espaço-tempo de de Sitter. Ali é mostrado que, em primeira aproximação,

as flutuações quânticas do campo podem contribuir para sua massa via o termo de auto-

interação de modo a tornar o campo mais ou menos estável, dependendo do acoplamento

com a gravitação ξ e de λ. O espaço-tempo de de Sitter é um caso especial dos espaços-

tempos de Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker (FLRW),

gab = −(dt)a(dt)b + a2(t) [(dx)a(dx)b + (dy)a(dy)b + (dz)a(dz)b] , (9.1)
3Para mais informação sobre a instabilidade de Schiff, Snyder e Weinberg e outras discutidas por Fulling
na referência (70), remeto o leitor a parte 1 do Apêndice da referência (6) e as referências lá mencionadas.

4Agradeço ao Prof. A. A. Starobinsky por uma recente discussão a respeito desse assunto.
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onde o fator de expansão a(t) é dado por

a(t) = eHt, (9.2)

e H é a constante de Hubble. A TQCEC sobre esse espaço-tempo foi bastante estudada a

partir do final da década de 1970 por conta de suas simetrias e dos cenários inflacionários

para o Universo primordial que foram propostos a partir de 1981. Nas referências (75,76),

em particular, são estudadas as propriedades dos estados de um campo escalar livre no

espaço-tempo de de Sitter. Neles é mencionado que nesse espaço-tempo se m2 + ξR < 0

as flutuações crescem exponencialmente. De fato, os modos da Eq. (3.1.2) podem ser

escolhidos como

uk(t,x) = fk(t)
a(t) e

ik·x, (9.3)

onde k ∈ R3 e fk satisfaz

d2

dη2fk + a2
[
m2 + ‖k‖

2

a2 + 12
(
ξ − 1

6

)
H2
]
fk = 0, (9.4)

sendo que η = −H−1e−Ht é o tempo conforme. Daí vê-se que, dependendo dos valores

de ξ e m, é possível que haja modos uk que crescem exponencialmente. Em contextos

cosmológicos há também estudos sobre as chamadas instabilidades taquiônicas — campos

para os quais m2 < 0 — em campos auto-interagentes e sua relação com fenômenos

de criação espontânea de partículas (veja, e.g., a referência (77)).5 É importante que

se diga, contudo, que o Efeito de Despertar do Vácuo guarda diferenças em relação às

instabilidades mencionadas, haja visto que aqui sempre tratei de um campo livre e cujo

vácuo em Minkowski é naturalmente estável.

Ainda há, todavia, algumas perguntas referentes ao efeito que permanecem sem res-

posta. Talvez a maior delas seja a questão da retroação do campo, à qual chamei a

atenção repetidas vezes ao longo do texto. Por um lado, não parece haver algoritmos

numéricos para a construção do valor esperado do tensor energia-momentum do campo

mesmo quando o espaço-tempo é dado a mão. Por outro, há o desafio numérico de se resol-
5O termo “taquiônico” é derivado do adjetivo grego τακύς, que significa “rápido”, “veloz”. Em espaço-
tempo plano, campos taquiônicos foram primeiramente estudados por G. Feinberg na referência (78) e
sua quantização foi abordada com profundidade por B. Schröer na referência (79).
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ver de forma autoconsistente a equação de Einstein semiclássica Eq. (3.4.1). De qualquer

forma, é inegável que esse é um problema que precisa ser atacado, mesmo que inicial-

mente para o sistema puramente clássico, para que se tenha alguma pista de quais são as

possíveis conseqüências da fase de instabilidades do campo para o sistema gravitacional.

Outra questão de relevo é o possível despertar do vácuo em contextos cosmológicos. Já

sabemos que para espaços-tempos de FLRW normalmente empregados para se descrever

a evolução do Cosmos o efeito não é disparado. Portanto, a única possibilidade seria levar

em conta as perturbações promovidas por uma estrutura cosmológica que, a rigor, não

é homogênea e isotrópica. Por conta disso, esse é um problema que, mesmo sendo mais

simples do que o problema da retroação, também requer uma abordagem numérica para

a formação de estruturas no universo e, naturalmente, para resolver a equação para o

campo escalar. Esse é um problema que temos estudado. Uma outra pergunta legítima

é se o efeito é despertado para campos com spin 1
2 ou 1. Para o campo de Dirac ainda

é necessário investigação. Já no caso do campo eletromagnético sabemos que tanto no

caso da estrela quanto no caso da casca esférica o efeito nunca é disparado para nenhum

dos dois graus de liberdade de polarização. Para o caso da casca isso é particularmente

surpreendente, uma vez que o efeito é disparado para o campo de KG com acoplamento

conforme.6 Essas negativas, contudo, não implicam que para espaços-tempos com menos

simetrias o efeito não possa ser disparado para o vácuo do campo eletromagnético; esse é

um problema que necessita de mais estudo.

6Pelo fato de compartilhar a invariância conforme com as equações de Maxwell, é normalmente conside-
rado que o campo de KG com acoplamento conforme simule o campo do fóton.
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Apêndice A

Prova da desigualdade Eq. (7.1.6)

para a Eq. (7.1.5)

Suponha um espaço-tempo (M, g) estático e considere sobre ele um campo escalar de KG

satisfazendo a Eq. (3.1.2). Neste apêndice desejo provar que o produto interno 〈 · , · 〉|∆̄| :

S C ×S C → C definido por

〈ψ1, ψ2〉|∆̄| :=
1
2

∫
Σt

dΣ
‖κ‖

(
p1p2 + φ1|∆̄|φ2

)
(A.1)

satisfaz, para algum C > 0,

C2〈ψ1, ψ1〉|∆̄|〈ψ2, ψ2〉|∆̄| ≥
1
4 |Ω(ψ1, ψ2)|2. (A.2)

Assim como antes, ∆ denota o operador diferencial

− ‖κ‖Da(‖κ‖Da · ) + ‖κ‖2(m2 + ξR) · , (A.3)

enquanto que a forma simplética Ω, definida pela Eq. (3.1.5), pode ser escrita como

Ω(ψ1, ψ2) =
∫

Σt

dΣ
‖κ‖

(
p1φ2 − p2φ1

)
, (A.4)

onde ψ = (φ, π) ∈ S C
µ , π =

√
hp e p = κa∇aφ.

Suponha que para a superfície de Cauchy Σt existam as constantes ε1, ε2 > 0 tais que
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a norma do campo de Killing tipo tempo satisfaz

ε1 ≤ ‖κ‖ ≤ ε2. (A.5)

O primeiro passo da prova consiste na seguinte desigualdade:

|Ω(ψ1, ψ2)|2 =
∣∣∣∣∣
∫

Σt

dΣ
‖κ‖

(
p1φ2 − p2φ1

)∣∣∣∣∣
2

≤ 1
ε2

1

[∫
Σt
dΣ

(
|p1||φ2|+ |p2||φ1|

)]2

≤ 1
ε2

1

[(∫
Σt
dΣ|p1|2

)1/2 (∫
Σt
dΣ|φ2|2

)1/2

+
(∫

Σt
dΣ|p2|2

)1/2 (∫
Σt
dΣ|φ1|2

)1/2
]2

≤ 1
ε2

1

∫
Σt
dΣ(|p1|2 + |φ1|2)

∫
Σt
dΣ(|p2|2 + |φ2|2). (A.6)

Na segunda desigualdade foi usado que, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,
∫

Σt
dΣ|p1||φ2| ≤

(∫
Σt
dΣ|p1|2

)1/2 (∫
Σt
dΣ|φ2|2

)1/2
, (A.7)

enquanto que na terceira foi usado que

|a||b|+ |c||d| ≤
√
|a|2 + |d|2

√
|b|2 + |c|2, (A.8)

o que também segue da desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Por outro lado, se para todo λ ∈ σ(∆̄), o espectro de ∆̄, existir uma constante M > 0

tal que |λ| > M , então

〈ψ1, ψ1〉|∆̄| ≥
1

2ε2

∫
Σt
dΣ

(
|p1|2 +M |φ1|2

)
≥ 1

2ε2
min(1,M)

∫
Σt
dΣ

(
|p1|2 + |φ1|2

)
. (A.9)

Finalmente, combinando as desigualdades Eq. (A.6) e Eq. (A.9) vem que

|Ω(ψ1, ψ2)|2 ≤ 4ε2
2

ε2
1

1
min(1,M)2 〈ψ1, ψ1〉|∆̄|〈ψ2, ψ2〉|∆̄|, (A.10)

e assim chega-se à desigualdade desejada.1

1Agradeço ao Prof. J. C. A. Barata por apontar um erro de minha parte na prova original da desigualdade
Eq. A.6 e por me apresentar os passos que agora levam àquele resultado.
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