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Resumo

Investigamos analiticamente as propriedades estatisticas dos minimos locais (estados meta-
estaveis) de vidros de spin de Ising com interagdes de p-spins na presenga de um campo
magnético h. O nimero médio de minimos, assim como a sobreposi¢do tipica entre pares
de minimos idénticos sdo calculados para qualquer valor de p. Para p > 2 e h pequeno
mostramos que a sobreposicao tipica ¢; € uma fungdo descontinua da energia. O tamanho
na descontinuidade em g; cresce com p e decresce com h, indo a zero para valores finitos
do campo magnético [1]. Investigamos as corre¢des ao alcance infinito para o caso em que
h = 0 e encontramos que o nimero de estados metaestdveis aumenta quando o efeito de
conectividade finita é considerado e esse aumento torna-se mais pronunciado a medida
que p aumenta [2]. Ainda, estudamos a termodinamica deste modelo utilizando o método
das réplicas. Demos énfase 4 andlise da transicao entre os regimes de simetria de réplicas
e o primeiro passo de quebra de simetria de réplicas. Em particular, derivamos condigoes
analiticas para o inicio da transicdo continua, assim como para a localizagdo do ponto
tricritico onde a transigdo entre os dois regimes torna-se descontinua [3].

Como aplicagdo de interagdes de ordem alta em sistemas de spins continuos,
estudamos analiticamente as propriedades estatisticas de um ecossistema composto de N
espécies interagindo através de interagoes Gaussianas aleatérias de ordem p > 2 e auto-
interagOes deterministicas u > 0. Para o caso u # 0, o aumento na ordem das interacoes
faz com que o sistema se torne mais cooperativo. Para p > 2 hd um limite inferior
para a concentragao de espécies sobreviventes, prevenindo a existéncia de espécies raras e,

conseqiientemente, aumentando a robustez do ecossistema contra perturbagdes externas

[4]-
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Abstract

The statistical properties of the local optima (metastable states) of the infinite range
Ising spin glass with p-spin interactions in the presence of an external magnetic field h
are investigated analytically. The average number of optima as well as the typical overlap
between pairs of identical optima are calculated for general p. For p > 2 and small h
we show that the typical overlap ¢; is a discontinuous function of the energy. The size
of the jump in ¢; increases with p and decreases with h, vanishing at finite values of the
magnetic field [1]. We study the corrections to the infinite range model for A = 0 and
find that the number of local optima increases as the effect of the finite connectivity is
considered, and that this increase becomes more pronounced for large p [2]. Furthermore,
we study analytically the thermodynamics of this model using the replica method, giving
emphasis to the analysis of the transition between the replica symmetric and the one-step
of replica symmetry breaking regimes. In particular, we derive analytical conditions for
the onset of the continuous transition, as well as for the location of the tricritical point
at which the transition between those two regimes becomes discontinuous [3].

As an application of high-order interactions in systems of continuous spins, we
study the statistical properties of an ecosystem composed of N species interacting via
random Gaussian interactions of order p > 2, and deterministic self-interactions u >
0. For nonzero u the increase of the order of the interactions makes the system more
cooperative. We find that for p > 2 there is a threshold value which gives a lower bound
to the concentration of the surviving species, preventing then the existence of rare species

and, consequently, increasing the robustness of the ecosystem to external perturbations

[4]-



Capitulo 1

Introducao

No processo evolutivo de organismos replicadores assexuados a geracao de diversidade é
obtida através de mutacdes [5, 6]. Estas podem se dar, por exemplo, através de subs-
tituicdo, insercdo ou retirada de um nucleotideo em seqiiéncias de DNA ou RNA que
constituem o genoma. Cada gendtipo possui um certo nimero de gendtipos que diferem
por 1-mutacdo, ou seja, aqueles que sdo acessiveis através da mutagao de um nucleotideo
no genétipo inicial. Assim, pode-se definir um espago de genétipos, onde cada um deles
é representado por um ponto nesse espago e tém como vizinhos mais préximos os pon-
tos representando os vizinhos por 1-mutagdo. A cada gendtipo estdo associados certos
atributos que compdem o fenétipo, e a cada fendtipo estd associada uma adaptagdo. A
distribuicdo dessas adaptacdes no espago de gendtipos é chamada de relevo de adaptacao
ou simplesmente funcio adaptacdo. Esses conceitos bésicos sao devidos a Sewall Wright
[7, 8] que trouxe também valiosas contribuicoes a genética de populagdes, como o classico
modelo de Wright-Fischer [9).

Cada genétipo possui um grande nimero de vizinhos que podem ter valores
maiores ou menores de adaptacdo. A evolugdo adaptativa em sua forma mais simples pode
ser vista como um passeio direcionado no espaco de genétipos via vizinhos mais adaptados
até que um maximo local ou global seja alcancado. Portanto, algumas propriedades da

funcdo adaptacdo tais como o nimero de maximos locais e globais, e a distancia média

11
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1. Introducao 12

entre esses maximos podem ter consegiiéncias importantes sobre a evolugio dos organis-
mos.

A fim de verificar essas idéias, Kauffman 5, 6, 10, 11, 12, 13] introduziu uma
familia de fungbes adaptagio denominada de modelo NK. Neste modelo, N representa o
numero de partes de um sistema como, por exemplo, o niimero de genes que constituem um
genétipo. Cada uma dessas partes d4 uma contribuicéo funcdo adaptagdo, que depende
dela e de outras K partes do sistema. Essas dependéncias sio chamadas de interacdes
epistaticas. Portanto, K descreve o grau de interligacio do sistema. A medida em que
esses parametros sdo alterados, o modelo gera tanto funcées com apenas um maximo,
como funcbdes com virios méximos descorrelacionados. Em particular, no caso limite em
que K ¢ igual a zero ndo h4 interacdes epistdticas e a fun¢do adaptagdo possui apenas um
genétipo como méximo global. O relevo de adaptagdo é entdo altamente correlacionado,
isto é, os pontos que sdo vizinhos neste espaco possuem valores de adaptacio muito
proximos. J4 no limite em que K é igual a N — 1, cada gene interage epistaticamente
com todos os outros. Neste caso, a alteracio de um tnico gene afeta cada um dos outros
N — 1 genes. Portanto, os valores de adaptacdo de vizinhos préximos sio totalmente
descorrelacionados. Assim, & medida que K cresce de 0 até N — 1 a rugosidade do relevo
¢ adapt:  © também cresce. Uma, caracteristica interessante desse modelo é que quando
N cresce, a adaptacdo dos 6timos locais tende ao valor médio de adaptacdo do sistema,
fendmeno este denominado de catéstrofe da complexidade.

Certos aspectos do modelo NK, como o enorme niimero de 6timos locais, nos
lembram dos modelos de vidros de spin da Fisica Estatistica de sistemas desordenados.
Vidros de spin sao materiais magnéticos em que a interagio entre os spins é algumas vezes
ferromagnética e outras antiferromagnética, dependendo da distancia entre eles. Esta
caracteristica gera o efeito de frustraco, originando muitos minimos locais separados por

altas barreiras de energia. Num vidro de spin de Ising com N spins hd 2" configuracoes
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diferentes, cada qual com N vizinhos por uma tunica inversio de spin. Dessa forma,
pode-se interpretar uma configuragdo de spins como o genétipo de um organismo, onde
os sitios sdo os genes e o estado do spin em cada sitio é o alelo associado aquele gene.
Uma interpretacao alternativa, mais relevante para a biologia molecular, é considerar
a configuracao de Ising como uma seqiiéncia de nucleotideos que evolui de uma tinica
seqiiéncia ancestral e difere desta através de mutagbes em alguns sitios. Por exemplo,
s; = 1 indica que o nucleotideo na posi¢io i é igual ao do seu ancestral enquanto que
s;j = —1 indica que ocorreu uma mutagdo naquele sitio e, portanto, o nucleotideo naquel:
posicao difere de seu correspondente no ancestral. Essa interpretacao devida a Kimura,
conhecida como modelo de infinitos sitios, é bastante popular em biologia molecular [14].

No contexto de vidros de spin, a introdugdo das interagoes epistéticas surge muito
mais naturalmente, conforme observado por Amitrano et al [15]. De fato, as interacdes de
multispins sao o andlogo das interagdes epistdticas em genética. O paradigma de sistema

desordenado com interagdes de multispins é o modelo proposto por Derrida [16, 17, 18],

cujo Hamiltoniano é

’HP(S‘) = - Z Jiliz,__,-psi,s,-z s 8y, — thi, 8 = :|:1, (11)
i

1<i1 <i2<... <ip<N

onde os acoplamentos Jiyis..i, 580 varidveis gaussianas aleatérias estatisticamente inde-
pendentes com média nula e variancia p!/2NP~!, e h é 0 campo magnético externo. Aqui,
o parametro p controla a rugosidade do relevo de energia ou de adaptagdo (note que a
fungéo adaptacdo deve ser definida como —%,, de forma que os minimos de energia cor-
respondem aos méximos de adaptagdo): para p = 1 o relevo de #, possui apenas um
minimo; p = 2 e h = 0 corresponde ao cldssico modelo de Sherrington & Kirkpatrick (SK)
(19, 20}; e p > o0 e h = 0 resulta no célebre modelo de energias aleatérias de Derrida

[16, 17, 18], onde hd um grande nimero (da ordem de 2") de minimos descorrelacionados.
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Para p qualquer, pouco é conhecido sobre a estatistica do relevo de energia gerado pela
funcdo (1.1). Um resultado que deve ser mencionado é que, para h = 0, a correlacio entre

valores de 7, para configuracoes diferentes é dada, por [15, 21]

(Hp(s*)Hy(s")) = la(s*, "), (1.2)
onde
q(s*,s") = % > st (1.3)

é a sobreposicdo entre dois estados s e s® e a média (.. .) é tomada sobre a distribuico
de probabilidade dos acoplamentos. Assim, as correlagbes entre os niveis de energia se
anulam para p — oo.

Os primeiros trabalhos envolvendo o cdlculo do niimero de estados meta-estdveis
em vidros de spin foram realizados por Tanaka e Edwards [22], Bray e Moore [23, 24]
e De Dominics et al [25]. Eles realizaram o célculo do nimero médio de estados meta-
estaveis com densidade de energia €, denotado por (M(e€)), parap = 2 e h = 0. Mais
tarde, Dean [26] generalizou este calculo para campos magnéticos ndo-nulos. Rieger [27]
realizou este cédlculo para p geral e h = 0, enquanto que Stadler e Krakhofer [28] realizaram
simulagGes numéricas para esta mesma situagio. A notagao (...) indica uma média sobre
os acoplamentos. Este procedimento é conhecido como aproximacao ‘annealed’. Como
N(€) cresce exponencialmente com N , devemos tomar a média de InN(e), pois esta
quantidade é extensiva (isto é, cresce linearmente com N ) e, conseqiientemente, auto-
mediante. Roberts [29] calculou (InN(e)) para p = 2 e campos magnéticos ndo-nulos
utilizando o formalismo de réplicas simétricas.

Outra grandeza de interesse é o niimero de pares de estados com densidades de

energia €* e € e sobreposicio ¢, denotado por M(e?,q), que pode ser utilizada para
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calcular, por exemplo, a sobreposi¢do tipica entre minimos locais. Gross e Mezard [30]
calcularam (M(e®, q)) para p — oo, obtendo (M(e®, q)) = (N (e%)) (N (€*)) para ¢q < 1,
ou seja, os estados meta-estdveis sio descorrelacionados, e (M(e®,q)) = (M (e®* = €))
para ¢ = 1. Ainda, realizando um estudo sobre os estados meta-estdveis para p = 2 e
h = 0, Nemoto [31] e Vertechi e Virasoro [32] encontraram como resultado que o nimero
de barreiras de energia entre os estados meta-estaveis cresce com a distincia de Hamming,
dada por (1 — ¢)/2, entre esses estados.

No capitulo 2, vamos estudar as propriedades estatisticas dos estados meta-
estaveis de vidros de spin de Ising com interagdes de p-spins de alcance infinito na presenca,
de um campo magnético externo h [1]. Além dos cilculos de (N (€)) e (M(e,q)) vamos
investigar as correcdes ao alcance infinito para o caso em que h = 0 [2]. Os resultados
obtidos mostram que a introdugéo do campo magnético leva a mudancas qualitativas na
estatistica dos minimos locais, como o aparecimento de descontinuidades nas grandezas
que caracterizam os minimos locais tipicos. Esses resultados motivam-nos a estudar a
termodindmica do modelo de multispins com maior profundidade.

A termodindmica do modelo de vidros de spin de Ising com interagdes de p-spins
foi investigada dentro do formalismo de réplicas. O modelo SK [19,20] (p=2eh=0)e
o modelo das energias aleatérias [16, 17, 18] (p — oo e h = 0) sdo hoje bem entendidos.
Para p = 2 e h = 0 a fun¢do pardmetro de ordem ¢(z), onde z = T/T,, tende a zero
continuamente quando a temperatura se aproxima do valor critico T(p = 2) = 1, no
qual se d4 a transicdo entre as fases de alta temperatura (desordenada) e vidro de spin
(33, 34, 35, 36]. Para p — oo e h = 0 hd uma temperatura critica T,(p = o0) = 1/2v/In2
na qual o sistema congela: ¢(z) é uma fun¢do degrau com valores 0 e 1 [16, 30]. A adicdo
do campo magnético externo h ndo modifica qualitativamente esses resultados. Para o
modelo SK, a temperatura critica decresce monotonicamente quando h cresce, enquanto

que a transicao permanece continua. Para o modelo de energias aleatérias a temperatura
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critica cresce quando h cresce, e a descontinuidade na funcio degrau ¢(z) decresce com o
aumento de h, desaparecendo no limite A — oo [16, 30]. O caso p > 2 é mais complicado e
a termodinamica para o modelo de p-spin foi investigada apenas para h = 0 [37, 38]. Neste
caso hd uma transicdo da fase desordenada (paramagnética) para uma fase parcialmente
congelada (vidro de spin I) caracterizada por uma funcio degrau g(z) com valores 0 e
¢1 < 1. Reduzindo a temperatura, uma segunda transicio ocorre, conduzindo a uma fase
descrita por uma fung¢ao paradmetro de ordem continua (vidro de spin II) [37, 38].

No capitulo 3, vamos utilizar o método de réplicas para estender estudos anteriores
da termodindmica do modelo de vidros de spin de Ising com interacGes de p-spins para
tratar o caso em que o campo magnético h é ndo nulo. Vamos nos concentrar nos efeitos
de h sobre a transi¢do entre os regimes de simetria de réplicas e do primeiro passo de
quebra de simetria de réplicas. Em particular, mostraremos que, para p > 2, a transicao
descontinua relatada em trabalhos anteriores torna-se continua para h maior que um certo
valor critico h;. Determinaremos, também, a localizagdo da linha de transico continua,
assim como o ponto tricritico onde essa transicio torna-se descontinua.

Pmhnora tenha sido apresentada uma, motivagdo biolégica para os estudos de-
senvolvidos nos capitulos 2 e 3, os 5 obtidos sdo de interesse apenas dentro do
contexto da mecanica estatistica de sistemas desordenados.

Na segunda parte desta tese, vamos continuar a utilizar interag6es de multispins,
mas, agora, para estudar um modelo de co-evolugio de espécies. Em um sistema ecoldgico
onde algumas espécies evoluem, as interacoes podem ocorrer por diferentes formas: com-
peticao, simbiose ou parasitiss. suns argumentos em favor da biodiversidade supdem
a existéncia de relagdes complexas entre espécies que aparentemente nao se relacionam
diretamente, de modo que a intensidade da interacio entre um certo par de espécies de-
penderia das concentragdes de outras espécies no ecossistema [39]. Devido & falta de

modelos matemdticos, ainda nio est4 claro se interacoes de ordem mais alta entre as
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espécies trazem alguma vantagem ao ecossistema.
O modelo que estudaremos no capitulo 4 é uma generalizacio do modelo de
replicadores introduzido por Diederich & Opper [40, 41], que considera apenas interacoes

entre pares de espécies. Este modelo pode ser expresso em termos do seguinte sistema de

equagdes diferenciais ndo-lineares

663? =xi(fi_f)1 1=1,...,N (14)

onde f; é o valor da adaptagdo (‘fitness’) da espécie i, z; é a concentracio de individuos
da espécie i e f é a adaptagdo média da populacdo, f = 3, z;f;. O vinculo Szi=N
é responsdvel pela competigdo entre as espécies. Neste modelo, as adaptagdes f; sdo
definidas por derivadas de um funcional adaptagio f(zi,z,...,zn), isto é, f; = 8f /0z;
que deve ser maximizado no equilibrio.

No modelo de replicadores de Diederich & Opper, o funcional adaptacio introduz

interagées aleatérias entre cada par de espécies, sendo dado por

1
f = —H = —5 incijzj, (15)
ij

onde os pardmetros c;; (i # j) sdo varidveis aleatérias estatisticamente independentes
definidas por uma distribuicdo de probabilidade Gaussiana de média nula e variincia
1/N. Por outro lado, as auto-interacdes ¢; nio sdo aleatdrias, sendo dadas por ¢;; = u
para todo i. O parametro u tem o objetivo de limitar o crescimento e a supremacia de
uma Unica espécie, atuando entdo como uma pressio cooperativa.

No capitulo 4, vamos apresentar um estudo analitico do modelo de replicadores
com interagoes de p-espécies utilizando o formalismo de réplicas. Mostraremos que o efeito
das interacdes de alta ordem no estado estacionrio é eliminar espécies raras do ecossistema

e tornar o sistema mais cooperativo no sentido de reduzir o nimero de espécies extintas.
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Finalmente, no capitulo 5, vamos apresentar nossas conclusdes e discutir possiveis

extensoes dos problemas abordados nesta tese.



Capitulo 2

Estados Meta-estaveis

A compreensao de que muitas das propriedades peculiares observadas nos sistemas desor-
denados conhecidos como vidros de spin deve-se & existéncia de frustracio e, conseqiien-
temente, ao aparecimento de um nimero muito grande de estados meta-estveis, motivou
o estudo analitico das propriedades estatisticas desses estados, tais como o nimero desses
estados, sua energia tipica(mais provavel) e a distincia média entre eles. (No que segue,
dizemos que um estado é meta-estdvel ou minimo local se a energia aumenta com a in-
versdo de qualquer um dos spins). De fato, a andlise dos estados meta-estaveis de modelos
de vidros de spin passou a ser quase tdo importante quanto o estudo termodinamico tradi-
cional. O objetivo deste capitulo é realizar essa andlise para o modelo de vidro de spin de
Ising com interagbes de p-spins na presenca de um campo magnético externo. Veremos
que a introducgio desse campo leva a mudangas qualitativas na distribuicdo dos estados
meta-estaveis. Na secdo 2.1, estudamos como o niimero médio de minimos locais depende
da densidade de energia desses minimos. Na secfo 2.2, vamos nos concentrar no niimero
de pares de minimos locais com uma dada sobreposicio. Nessas secoes o modelo estudado
apresenta interagbes de alcance infinito e o campo magnético é ndo-nulo. Na secéo final,
investigamos as corregdes ao alcance infinito para o caso mais simples no qual ndo h4

campo magnético presente.

19
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2.1 Meta-estabilidade em modelos com interacoes de
alcance infinito

Consideremos o Hamiltoniano de um vidro de spin de Ising com interacdes de p-spins de

alcance infinito

Hy(s) = — Z Jivig...ipSiy Siz - - - Si, — hz Si, (2.1)

1<) <i2<..<ip<N

onde os acoplamentos J;,;,..;, s80 varidveis aleatérias estatisticamente independentes dis-

tribuidos de acordo com a distribui¢do gaussiana

Np-! Jisia..ip) NP
P(Jiyiy..i,) = p— exp [—( -2 p!) ] (2.2)

e h é o campo magnético. A mudanga de energia causada pela inversio (‘flip’) do spin s;

¢ dada por 0H, = 2A; onde

A; = Z Ji,-zl__ipsisiz R hs; (2'3)

12<...<ip

é denominado de estabilidade do sitio ou locus s;. Portanto, a condigio para que uma dada
configuracao tenha estabilidade maior que x é que A; > « para todo . Em particular,
um estado € dito meta-estivel se A; > 0 para todo i, ou seja, a inversdo de qualquer um
dos N spins sempre leva a um estado de maior energia.

Seja a quantidade Y, definida como

Ysz{l : se eN=Hy(s) e A;>k Vi (2.4)
0 : outro -caso.
O numero de estados com densidade de energia € e estabilidade x é dado por N (e, k) =

Tr,Y,, onde Tr, denota a soma sobre os 2V estados do sistema. O n-ésimo momento de
bl

N (e, k) é dado por
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(N(e, k)™ = <ﬁ TrsaY;a> = <fI Trsd[eN — Hp(s%)] H(—)(A;‘ - n)> , (2.5)

a=1

onde O(z) =1sez > 0e0sez < 0. Estaremos interessados principalmente no primeiro

momento (n = 1)

(N(e, k) = (Tryd[eN — Hy(s)] H 6(A; — k). (2.6)

Para, iniciar os clculos, vamos escrever primeiramente a energia H, em func¢ao das esta-

bilidades A;:

ZAi =p Z Jiy..ipSiy - - - iy + hzsi = =p (Hp(s) + thi) + hzsi’ (2.7)

i1<...<ip

o que resulta em

Hy(s) = =3 S IA:+ hip = 1)si (28)

Voltando & equagdo (2.6) e utilizando a representacio integral da fungio delta obtemos

o0

dé R ® dAdA; A
(N(e, k) = /_miexp(lNee)IZI/_oo o O(A; — k) exp(iA;A;)

xTrs exp [—ihz A;s; + 156 Z(A,- +h(p— l)si)}

X <exp —iZ Ai Z Jiiz___ipsis,-z - 8, > . (29)

12<..<1p

Para efetuar a média sobre os acoplamentos utilizamos a distribuicdo gaussiana (2.2) e

no limite N — oo, encontramos

_ P! X R ]
(D=epd -t S B+ +4, (2.10)



2.1 Meta-estabilidade em modelos com interagoes de alcance infinito 22

que, apds algumas manipulagdes, é reescrito como

(.. —exp{ pZN —_L)(ZA,-)z}. (2.11)

1

Substituindo este resultado na expressdo (2.9) obtemos

N(e, k) = ‘/_wg—;exp(lNee)

o dA,dA, . A iAzg A?
XH/—oo o G(Ai—n)exp{lA,-AH— _P }

xexp{_P(P‘ =) (ZA)}

xTr, exp {12 [f(_i’_’_‘;m - A,-h] s,-} : (2.12)

i

O trago sobre os spins pode agora ser facilmente efetuado. Introduzindo a varidvel auxiliar

p= %3, A; para desacoplar os sitios obtemos

(N(e, k) = /_c: ;’:7]/37 exp (iN[w - w) /_0o 2d—~exp (iNée)

* dAdA ieA .. pA? .
X{‘/;oo o G(A—Kz)exp <7+1AA——Z——IMA>

X [exp (@ - ihA) + exp (—i—g-(p—;—l)ff + ihA)] }N.

(2.13)

Integrando em u e A e fazendo i€ = ¢, a equacio anterior resulta em

(N(e, k) =C / du/ deexp{ [ (M 1)+ee+logG]} (2.14)

onde C é uma constante da ordem de N/2 ¢
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6 = [~ asoa-nen (2)
x[wp<ap—nh_(ﬁ_A+hy)

p p
oy (202D _ (=AY .13

Como N ¢ grande, a integral em (2.14) pode ser efetuada pelo método de ponto de sela:

—27
N) = NF@®) g1 — 15 NF(to) 9.
I( ) /(;6 di 1\}1—>oo NF"(to)e ’ ( 16)

onde ?y é determinado pela equagdo F’(tp) = 0. O resultado final é

1
o= (R A

M? L Mé €2
plp—1) p—-1 4(p-1)

X M+h—& R M—-—h—-kg
+In [e‘herfc (—*) + e~¢herfc (—ﬁ)] —In2, (2.17)
vP VP

onde M = ji + &/2. Fazendo a mudanca de varidveis M = k + m escrevemos finalmente

+ €e

2 ~ 0 2 N

f= - m 4 mE €2 tie— _ 2mk 4 K¢
plp-1) p-1 4(pp-1) plp~1) p-1) p-1
R m+h R m-—~h
+In [eeherfc (———) + e ®herfe (— )] —1n2. 2.18
7 7 (2.18)

De forma a obter os valores dos parametros de ponto de sela m e €, devemos resolver

as equagOes 0f/0m = 0 e 8f/0¢ = 0 simultaneamente. Isso resulta no seguinte par de

equagoes transcendentais acopladas

K+m €
p-1 20p-1)

]

D
L

prey SERVICO OF DIRLIOTECA

-
%‘“ ‘smg p
FENIC

Uk INFLLEACAD
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exp(éh)erfc [—%(m + h)] — exp(—éh)erfc [—715(m - h)]

+h =0 (2.19)
exp(éh)erfc [—ﬁ(m + h)] + exp(—éh)erfc [—ﬁ(m - h)]
e
2(m + k) € \ /7P
<_ p(pjl) "o 1) 2
+exp [éh - [—%(m + h)] ] + exp [—éh - [—%(m - h)] ] . 220

exp(éh)erfc [——ﬁ(m + h)] + exp(—éh)erfc [—ﬁ(m - h)]
Na prética, vamos considerar ¢ como um parametro externo e ¢ como uma variavel que
pode ser facilmente obtida através da equagdo (2.19). Assim o problema reduz-se & solucao
da equagdo (2.20) para m.

O comportamento de f como fun¢io de e parap =2,k =0e h =0, 0.5,1.0e1.5
¢ mostrado na figura 2.1. Observamos um decréscimo no nimero de minimos locais com
o aumento do campo externo, indicando que o relevo de energia torna-se menos Tugoso.
O comportamento para p > 2 é similar ao anterior, com excegéo de que os picos sdo mais
altos e levemente mais largos, ou seja, com o aumento de p o relevo de energia torna-
se mais rugoso. Apresentamos, na figura, apenas as regides de energia com f positivo,
pois pode-se mostrar facilmente que néo existem minimos locais nas regies em que f é
negativo, isto é, (M (€)) — 0. De fato, omitindo o argumento de A para simplificar a

notacao, temos

(N) = 2ZnProb(N’ =n) > ZProb(N’ =n)=1- Prob(N = 0), (2.21)

ou seja,

Prob(A\ = 0) > 1 — (). (2.22)



2.1 Meta-estabilidade em modelos com interacoes de alcance infinito 25

0.20

015+

0.10

0.05

0.00 : : :
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Figura 2.1: O expoente f em (N(e)) =~ e’/ como funcéo de e parap =2, h =0, 0.5, 1.0 e 1.5
e K = 0. Apenas as regiGes em que f é positivo sao mostradas.

Dai, se (V) = e~M!/l 5 0 temos Prob(NM = 0) = 1 e portanto no existem minimos locais
nas regides do espago de parametros em que (N) < 1.

Maximizando f com respeito a €, encontramos que o seu valor maximo, f,, é
obtido tomando-se € = 0. A densidade de energia correspondente a este valor é denotada
por €,. A figura 2.2 mostra ¢, como fun¢do de h para valores de p entre 2 e 10. A
densidade de energia €, aumenta com p e diminui com o acréscimo em h. Podemos
observar uma descontinuidade em ¢, para p > 7. Isto se d4 devido ao aparecimento de
trés raizes na equacio (2.20) para valores intermedidrios de h. Para valores pequenos e
grandes de h, esta equacdo possui apenas uma unica raiz (ver figura 2.3). Naturalmente,
no caso de haver mais de um ponto de sela escolhemos aquele que maximiza o expoente
f. Para p — oo e valores finitos de h, o valor de ¢, tende a zero, o que equivale ao valor
esperado da energia de um estado escolhido aleatoriamente, revelando assim o fenémeno

conhecido por catéstrofe da complexidade [5]. Na figuras 2.4 e 2.5, apresentamos €, € f,,
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Figura 2.2: ¢, como funcéo de h para p = 2 a 10 (de cima para baixo). A linha pontilhada é
€m = —h.

0,010 T

0,005 ||

Of/om

,000

-0,005

ool0L— . .
0

Figura 2.3: 9f/dm como fungio de m para trés valores de h: 5, 4.2 € 3.5 (da esquerda para a
direita). Para valores intermedidrios de h, 3f /Om possui trés raizes.
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0.8 T T T T T T T T T

Figura 2.5: fp, como fungso de x para p =2 a 10 (da esquerda para a direita).
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como funcdes de k para h = 0 e valores de p entre 2 e 10, respectivamente. Podemos
observar que com o aumento de x o valor de ¢, é diminuido, assim como o ntimero de
estados com estabilidade maior que &, ou seja, o relevo de energia torna-se mais suave.
Na figura 2.6, temos f,, em fun¢do de h para valores de p entre 2 e 10 e x = 0. Podemos
ver claramente, nesta figura, que quando o valor de p é aumentado, o nimero de minimos
locais também cresce, ou seja, o relevo de energia torna-se mais rugoso. Entretanto, este
numero ¢ reduzido com o aumento de h: para campos muito grandes temos apenas um

minimo (global) dado por s; = 1 para todo .

0.6

0.4

-
0.0 )
0 2 4 6

h

Figura 2.6: f, em fungéo de h para p entre 2 e 10 (da esquerda para a direita) e x = 0.

Uma estimativa (limite inferior) para a densidade de energia do estado fundamen-
tal o é obtida calculando-se o menor valor de € para o qual f se anula. Para esclarecer
esse procedimento devemos notar que a grandeza média que possui significado fisico é

(In N (€)), pois é extensiva (ou seja, escala linearmente com N) e portanto auto-mediante
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no limite termodindmico. Por auto-mediante entendemos que a varidncia de In A (e)
também escala com N de modo que a razio entre o desvio em relacio & média (raiz
quadrada da varidncia) e a média anula-se no limite N — oo. Dai, podemos escrever
+(InN(€)) ~ & InN(e) + O(N~'/?). Fica claro entdo que podemos definir a densidade

de energia do estado fundamental e.; como a densidade de energia tal que

_ — =00 : se €< g
(lnN(e))—{ 50 ¢ s €3 (2.23)

Utilizando a desigualdade de Jensen (ver prova na pg. 153 da ref. [42))

(InN(€)) < In(N (¢€)), (2.24)

concluimos que se para um dado valor de ¢, (AV(€)) for menor que 1 entdo € < ¢, ¢. Logo,
se € € tal que (N (ep)) = 1, podemos afirmar que € < €.

A variacdo de ¢y com o campo magnético externo h para k = 0 e valores de
P =2, 3, 4 e oo é mostrada na figura 2.7. A medida que p cresce o valor de €y diminui, ou
seja, surgem estados meta-estdveis com menor energia que aqueles verificados para valores
pequenos de p. Os valores de ¢ para p = 2 (g ~ —0.791) e p = o0 (g = —vVIn2 ~
—0.832) com campo nulo estdo de acordo com os obtidos por Bray e Moore (23] e Derrida
[16], respectivamente. Como mencionado anteriormente, para campos grandes temos
€ & —h. Observamos também que, contrariamente a ¢,,, € nio tende a zero quando
p cresce. Logo, a catdstrofe da complexidade s6 atinge minimos locais tipicos. Ainda,
notemos que a dependéncia de €y com h nio apresenta as descontinuidades observadas em
€m (ver figura 2.2).

Concluindo essa se¢do, devemos enfatizar que o elemento original da andlise apre-
sentada é a presenga do campo magnético h em modelos com interacdes de p-spins.

Mostramos que a inclusdo de h néo leva, apenas, a diferencas quantitativas em relacio
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ao caso de campo nulo [43], mas, também, a diferencas gualitativas como o aparecimento
de descontinuidades na energia tipica dos estados meta-estdveis. Na secao seguinte, va-
mos aprofundar ainda mais esse estudo, considerando como a similaridade entre minimos

locais é afetada pelo campo externo.

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Figura 2.7: ¢ em fungdo de h parap =2, 3, 4, co (de baixo para cima) e £ = 0.

2.2 Calculo do niimero médio de pares de minimos

Nesta secdo, vamos tentar caracterizar a distribuicio dos minimos locais no espaco de
configuragées através do célculo do nimero médio de pares de minimos locais com uma
sobreposi¢do ¢ fixa. Notemos que ¢ estd diretamente relacionado com a distincia de
Hamming d entre as configuragoes: d = (1 — ¢)/2. Com essa abordagem poderemos, por
exemplo, calcular a distancia tipica entre pares de minimos locais.

O ntmero de pares de minimos locais com sobreposicio ¢ e densidade de energia

€ ¢ definido por
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1
M(G, q, K’) = §T7'31TT32},31 Ys"S (Nq, Z 3%3?) ) (225)

onde 6(n,m) é a delta de Kronecker. Segundo a equagdo (2.5), a média sobre M (e, q)

com k = 0 é dada por

(M(e,q)) = %<Tnl:rr,za (Nq,zsgsf) [161ve - Hy(s%)] He(Ag)> . (2.26)

Utilizando a representacdo integral da funcdo delta de Dirac e da delta de Kronecker

reescrevemos essa equagé,o como

1 [Mdg e ® dJeo e
(M(e,q)) = 5/ EEexp(quq)H/ gexp(lNe %)
X HT Fea / dA; dA' —i"1 9(A%) exp(1A2A%)

X eXp

—i§ ) _sist—ihD Als? + 1—2 D E(A: +hip - 1)3;.')]
<exp —1ZA“ Z Jiiy..i, . 8§ > (2.27)

12<...<dp

Como na secdo anterior, para efetuar a média sobre os acoplamentos utilizamos a identi-

dade

14
DAY Tigisisiy. s, = > (Z Aq) Jiy..iipSiy - - Si (2.28)

i 1;2<---<ip i1<---<ip

obtendo

(...) =exp ——Wp’!’_—l Z [Z (Z Afk> 55 ...s?p} : (2.29)

i1<...<ip a=1
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Apés algumas manipulagdes algébricas, o argumento da exponencial é reescrito no limite

N — oo como

e = 25 syt (o)

a=1 i

p—1 _ p—2 ~
q ZA A2 1 2 p_*_(p 21{/_)(1 (ZA}S}S;") (ZA%’ s)

1
(2.30)
A fim de efetuar o trago sobre s? e as integragdes sobre A¢ devemos desacoplar as
varidveis s¢ e A? com indices de sitios i diferentes. Para 1ss0, introduzimos os parametros
Nmy =Y, A}, Nmy = ¥, A2, Nv, = > i Alsls?, Nup = ¥, A2sls?, Nr = S AlAZs

juntamente com seus multiplicadores de Lagrange, obtendo

_ [Tdg . fPdd
M(g,0)) = /Wﬂexp(quQ)/_w%exp(lNee)

oo 32
X / diexp (iNE@)

oo 2T

00 ~ _ 2
x/ dm,dm, exp |imy 7, — Np(p — 1)m?

_ 2 4

= 7 Np(p — 1)m2
y / dmayding exp [im2m2 _ p(p )m2}

o 27 4

* drdfF Nprgr! ® dv,dv
< / drdf e [w_ J’L] / U0 exp (i1 )

oo 2T oo 2T

/ dvzdvz [ Np(p — 1)1)1U2qp_2]
exp 1’1)21]2 -

2

o] 1 1 2 2
XTryTr, ZH/ / 4, dA dAidAl 6 (A1) o (a2)

im, Al iﬁlﬁ?s}ﬁ iel Al
X exp [1A Al —iAlhs! — N A’/, t 4+ p :
112 s~ A1 A ~ A
pA} < irA]AZsls?  imaA?
- 4’ +1AA? — iA?hs? : Nl -~
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i2(p — Dhs?  idsls?
L€ (p 1)hs,_1qs,sz]. (2.31)

P N

Integrando em m,; e my e fazendo i = §, i€® = &, Mm® = N4, §, = Ny, 0y = N

obtemos
o0 o0
(M(q, 6)) = L/ . / dmldmzdﬁldﬁzdéldgdq
X exp {N [— i — s — 2010, +ée + 22 +gg+1n F] } (2.32)
p(p—1) plp—-1) p(p—1)gr-2 ’

onde L é uma constante da ordem de N3, e

F = TraTrge / / dA'dA'dA’dA%e (A') © (A2?)

—00

X exp {él(p —Dhs'  €(p—1hs" pgP'AlAls)s}

p P 2
- - . _ 1AL Al
—gs's® +iA'AY — Alhs' — i Al — i5,Alss? + -e—p— - p_4_
~ -~ ~ - "2A2 AZ
+HA2A? — A%hs? — iy A? — 10,A2s162 + £ . ”T}. (2.33)

Neste estdgio j4 podemos efetuar as integrais através do método de ponto de sela, no

limite N — oo. O resultado final é

1
g = Nln(2M(6aq)>
2 2 26,9,

- - +é'e + %%+ Gg+1InF.
p(p—1) plp-1) plp—1)gr-2

(2.34)

Finalmente, vamos efetuar explicitamente as integrais e o traco sobre s' e s? que aparecem

na expressao de F'; obtendo
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KtV (Gt ¥ E(Xi+Y)Vp 2 +Y)yp

g = - -
4(p-1) 4(p—1) 2(p-1) 2(p—-1)
@ @ (X -Y)(h-Yy) | (X - Y)dey
dp-1) 4(p-1) 2(p — 1)gr2 2(p-1)
X, — Yy)&? 21e2P
( 22(p i)el)q\/ﬁ - 2;;_‘11) +é'el + &2+ qu+InF, (2.35)
onde
1 °° Xo+h+g 't
F = —exp[€1h+é2h—w]/ Dt erfc —( 2t ht g t)
2 Xk 1— 2> 1)
1 oo Yy —h—qP 't
+5exp ['h — €h + w] / Dt erfc _(%2 ¢ Y)
2 -Yi-h 1-— qQ(P—l)
o Yo+h—q¢ 1t
+lexp [—€1h+é2h+w]/ Dt erfc _Jath-g
2 viih 1— @@ D
Xy —h+ ¢!
+1exp [—élh—ézh—w]/ Dt erfc _Ka—htg )
2 —X1+h 1-— q2(p_1)
(2.36)
com
1 R A €1(2) €2(1) p—1
Xi2) = 71_) [m1(2) + Ui(2) + 5 + 2q ] , (2.37)
1 [ ) el 2201 ,p-1
Yig = 71_) [m1(2) — Uy + 5~ a ] , (2.38)
P 2 A 152, p—1
w=g— 6:1 - 6:2 L 62‘; , (2.39)
dit
Dt = ﬁe_tz (2.40)
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= h
h=—. (2.41)

VP
A seguir, vamos nos restringir & andlise de pares de minimos idénticos, ou seja,
caracterizados pelos mesmos valores dos parimetros de ponto de sela e com a mesma
energia. Isso simplifica enormemente as equagdes anteriores pois, neste caso, X; = X, =

X,Y1=Y=Y e€ =€ =¢ Logo, a equagio (2.35) reduz-se a

€é 1 &
g = —+qu— —— [(X+Y)2+¢*P(X-Y) + 1+q”——j‘
+§(—p€_—1) [(1+¢)X + (1 - q)Y]+E(, X,Y,w) ~ In2, (2.42)
onde
. % A p-1
E e eEh_w/ Dt erfc _X_M
—X-h \/1— q2p—2
- oo —h 4¢P
+e‘5h""’/ Dt erfe —X h+et
—X+h 1 — g%-2
oo ] Y 7 — ap—1 1
+e"’/ Dt erfc —M
-Y+h i 1—g%2 |
oo} [ Y _ 1 — p—1 ]
+e"’/ Dt erfc ——ul .
-Y-k i 1—g%-2 |

(2.43)

O passo seguinte consiste em resolver as equacdes de ponto de sela 0g/0¢ = 0,
09/0X =0, 8g/dY =0 e 8g/8w = 0. Determinamos, assim, o conjunto de parametros
€, X, Y e w que maximiza g. Para ¢ = 1 encontramos Y =0 e g = f, como esperado, ji
que os ‘pares’ sio de fato um dnico estado. Paraq=0e h=0temos X =Y e w = 0 de
forma que g = 2f.

Conhecido (M(g, €)), podemos calcular facilmente o segundo momento (NM2%(e))

a partir da identidade
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1
> Mg, = 5NV (6))

q

Q

(M(gm, €)), (2.44)

uma vez que a soma é dominada pelo valor de ¢ = g, que maximiza o expoente g. Dai,
se gm = 0 e h = 0 temos que a variancia de N (e) anula-se no limite termodinimico.

O comportamento de g como funcio de € para g fixo é similar ao observado na
figura 2.1, assim como os comportamentos de €, € € g em fun¢io de h quando x = 0.
Como no caso anterior, g,, é encontrado fazendo-se ¢ = 0. Quando a sobreposic¢io entre
os minimos e o campo magnético externo sdo nulos, isto é ¢ = h = 0, encontramos
g = 2f. Este resultado é esperado desde que em um sistema com k estados possiveis
o numero de pares de estados descorrelacionados é proporcional a k2. Por outro lado,
para ¢ = 1 os estados sdo idénticos e, portanto, o nimero de pares é proporcional a
k. Conseqiientemente, o nimero de pares é igual ao ndimero de estados, como pode ser
comprovado tomando g = 1 na equagio (2.42).

Na figura 2.8, mostramos o comportamento de gm com a variacdo de g para
p = 7 e alguns valores de h. Com a introdugio do campo magnético, o valor de ¢ que
maximiza g, muda. A correlagdo imposta com o aumento de A faz com que a maior
concentracao de minimos se desloque da regiio em que g é préximo de zero para a regiao
em que ¢ aproxima-se de seu valor maximo ¢ ~ 1, indicando que ao redor de um minimo
tipico existe uma regido onde outros minimos sio raros. Na figura 2.9, apresentamos a
energia tipica de pares de minimos, €, como funcio da sobreposicio g.- Podemos observar
que quando o campo magnético é nulo, pares de minimos com diferentes sobreposicoes
possuem aproximadamente a mesma energia. Com a introducio do campo magnético, a
energia tipica dos pares de minimos diminui.

Vamos, agora, observar a dependéncia da sobreposicio tipica entre dois minimos,
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Figura 2.8: Densidade de pares de minimos g,, como funcio de g parap=Te h = 0,1,2, 25,
3, 3.3, 3.6, 3.8, 4 e 4.2 (de cima para baixo).

Figura 2.9: €, como fungio de g parap=Teh =0, 1, 2, 2.5, 3, 3.3, 3.6, 3.8, 4 € 4.2 (de baixo
para cima,).
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gm, com 0 campo magnético h (ver figura 2.10) para valores de p entre 2 e 8. Para esse
estudo resolvemos a equagio 9g/dq = 0 (isto é, ¢,, é a sobreposicdo que maximiza g)
juntamente com as outras equacdes de ponto de sela. A medida que 0 campo aumenta,
a sobreposigdo tipica muda de 0 para 1, pois para campos muito grandes, a correlacio
entre os minimos de energia é méxima. A descontinuidade que é observada parap > 7 é

causada pela competi¢do entre os dois méximos mostrados na figura 2.8.

Figura 2.10: g, como fungfio de h parap=2ap=§ (da esquerda para a direita).

Nas figuras 2.11 e 2.12, mostramos a dependéncia da sobreposicdo tipica entre
minimos idénticos com suas energias parap = 2ep = 3, respectivamente, e alguns valores
do campo magnético. Parap = 2e h = 0, o valor de g,, decresce continuamente até atingir
o valor zero em € = —0.672 e permanece igual a zero para valores de ¢ maiores, indicando
que neste intervalo N (€) é auto-mediante pois sua varidncia é zero, conforme mencionado
anteriormente. Este resultado ¢ idéntico ao obtido por Roberts [29] no cdlculo de (In. A/ (e))

através do método de réplicas.
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it >4

Figura 2.11: g, como fun¢io de € para p = 2 e h = 0, 0.5, 1, 1.5. Os pontos na figura
correspondem a g = 0. A regido entre os pontos corresponde a g maior que zero.

1.0
0.8

0.6
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02t

0.0
0.0
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Figura 2.12: ¢y, em fungdo de e parap =3 e h =0, 0.27, 0.5, 1 e 1.5.
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Para p = 3 e h = 0, o valor de g, vai a zero de maneira descontinua em
e = —0.792. Vale lembrar que, nos célculos termodinimicos para Pp>2eh =00
parametro de ordem exibe um degrau (salto), sinalizando uma transicio de fase entre
as fases paramagnética e vidro de spin [37, 38]. Podemos entender melhor esta descon-
tinuidade observando a dependéncia de g com ¢ na figura 2.13, onde temos p=3eh=0
para alguns valores de e. A medida, que € varia, surge uma competi¢io entre os maximos
em ¢ =0e g > 0. Assim, a descontinuidade se d4 no valor de € no qual os dois maximos

tém a mesma ordenada.

0.25 -
0.20
0.15
0.10

0.05

0.00
0.0

Figura 2.13: g como funcdode g parap =3, h=0e ¢ = —0.73, -0.75, -0.77, -0.79 ¢ -0.81 (de
cima para baixo).

Quando h > 0 as regides nas quais g, = 0 desaparecem devido as correlagoes
introduzidas pelo campo. Logo, a auto-mediancia de M () naquelas regides é destruida.
Para p = 3, o aumento do campo vai, aos poucos, suavizando a descontinuidade em q

até que, para h = 0.29, esta desaparece. Para p > 3, os resultados sio similares aos
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encontrados para p = 3, exceto pelo fato de que os valores de h e |¢| para os quais a
descontinuidade desaparece sao maiores.

Nesta secao, estudamos a distribui¢do dos minimos locais no espago de configu-
ragoes através do cdlculo do nimero médio de pares de minimos locais com densidade
de energia € e sobreposicao q. Mostramos que ¢,,, a sobreposicio tipica entre pares de
minimos, vai a zero de maneira descontinua em um dado valor de ¢, para p > 2 e pequenos
valores de h. Observamos que o tamanho desta descontinuidade aumenta com p e diminui

com acréscimo em h, desaparecendo quando o campo magnético atinge um valor critico

h=h,.
2.3 Correcgoes ao alcance infinito

Nesta secao, vamos generalizar os cilculos realizados por Tanaka e Edwards [22] para as
corregbes ao alcance infinito do modelo SK introduzindo interagdes de p-spins. O modelo
considerado é idéntico ao anterior exceto que cada spin pode interagir com z (niimero de

coordenacdo) vizinhos. Naturalmente vamos trabalhar nos limites z > 1 mas N > 2. O

Hamiltoniano é dado por

H(s) = Z Jirig...ipSir Siy - - - Siy- (2.45)

(i1 <i2<...<ip)

Os acoplamentos Jiyi,..s, SA0 varidveis aleatdrias estatisticamente independentes com dis-

tribuicdo Gaussiana

P(Jiniy.i,) = ] (i < iz < ... < 4)), (2.46)

onde O[(i; < iy <...<1p)] =1se (i1 <iz <...<1p) é um padrio de interacio valido
e 0 em caso contrario. Como ndo é possivel considerar um padrdo de interaco fixo,

consideramos todos os padrdes de interacdo possiveis com um numero de coordenacao
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fixo, ou seja, somamos sobre todas as formas de escolher os (p — 1) spins entre os z
permitidos. O método que utilizaremos para abordar o problema de conectividade finita
¢ devido a Tanaka e Edwards [22] e no que segue usaremos a notacdo daqueles autores.

O custo de energia necessdrio para inverter o spin s; é H = 2);, onde

)‘i = Z Ji,-z__,ips,'s,-z M Siﬂ ) (247)

(12<...<ip)

é a estabilidade de s;. Portanto, qualquer estado que satisfaz a condicao

N>0 Y (2.48)

¢ um minimo local do relevo de energia definido pelo Hamiltoniano (2.45). O nimero de

minimos locais pode ser escrito como

N = Tr, H /oo d,\zé()\, - Z J,-,-z‘__,‘psis,-z . Sip), (249)
i YO )

(i2<..<ip

onde o trago é a soma sobre todas as 2V configuracdes de spin e 4 (z) é a fungdo delta de

Dirac.

Utilizando a representagdo integral da funcio delta escrevemos

Wy = TL[ax [ S emtion,
<T7"s exp {12 E Pidiiy..ipSiSiy - - - Si, }> (2.50)
)

i (i2<...<ip
Vamos a seguir calcular o niimero médio de estados metaestdveis (A) no limite
de N e z grandes com N >> z. Aqui, (...) representa a média sobre os acoplamentos em
todos os padrdes de intera¢io possiveis com niimero de coordenacio z fixo. Utilizando-nos

da relacao
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Z qS,-J,-,iz,,,ips,-siz e Sip = Z (¢i1 =+ ¢i2 +...4+ ¢ip)Ji1...ip3i1 . Sip (251)

(12 <...<ip) 11 <...<ip

obtemos como nas segoes anteriores

(..)=2V exp{ - 4;;!_1 > But..+ ¢,-p)2}, (2.52)

(i1<...<ip)

de modo que a equagdo (2.50) fica reescrita como

= H/OOO dA; /_: d;fi exp { i\ — 4—5_—1 > Butgut..+4,)} (253)

(i1<...<ip)

A expansdo do termo quadritico no argumento da exponencial resulta em

r=BD DI AP RN R ) B

zZ
(i1<...<ip)

= |1- il—z-(p ~1)(p-2)+0(")] > ¢ (2.54)

Z Gi b, = zp21(z—1)(z—2) (Z—p+2)2¢i¢j

{81 <. <lip) (i<g)

[g +0()] Y 44 (2.55)

(i<3)

Neste estdgio j4 podemos ver que a expansdo em 1/z sé serd consistente se z >> P2

Substituindo (2.54) e (2.55) em (2.53) obtemos

W) = /_ Z H d¢; D(¢;) exp { Z ¢,¢J] (2.56)
onde 7

TUA
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D(g)=[1+2 b ;)Z(p “2g 0(=2)] /0 N ‘:T—’\e-wf-w?/‘* (2.57)

pode ser vista como a medida de campo ¢;.

Vamos agora efetuar as integrais na expressio (2.56) tomando o cuidado de coletar
todos os termos de primeira ordem em (1/z). Podemos fazer isto através de um método
variacional introduzido por Tanaka e Edwards [22] na anslise de p = 2. A idéia é adicionar

um termo linear ao Hamiltoniano efetivo da eq. (2.56), que é reescrita como

W) =lo@" (e [- 22D S g - 00)) 2oy
(i<4) i

onde a média (...); é definida por

()= JI1;d:D(¢)(...) exp(itp'/? 3, ¢4)

. 2.59
T TT46:D(6) expitp 7 5, ) (2.59)
e
o(t) = [ d46D(6)explitn'’?9)
t 2
= erfc(—t) + —=@—-1)(p—2)e™t + O(z7?). 2.60
erfc(—t) zm(p )(p—2)e (27%) (2.60)
Por exemplo,
@'(t)
inl/2 = _\7
ip (P 10 (2.61)
@” (t)
— 2 = —————— .
PR = G (262)
para k = 1,...,N. Aqui, t é um paridmetro variacional que serd determinado de forma

que (V) seja maximizado.
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A média em (2.58) pode ser realizada através da expansio do cumulante. Em
particular, vamos supor que apenas o primeiro cumulante contenha termos de ordem
zero em (1/2) e esses termos determinam o valor de t = t,, que maximiza (N). Isto sera
verificado posteriormente através do cdlculo de cumulantes de ordem mais alta. Avaliando

o primeiro cumulante, encontramos que t,, maximiza a expressao

ma() - P22 g2, (263)

sendo entao dado por

1 .
tm = 5 (P = Dip"*(i)e,.- (2.64)
A utilidade da aproximagdo variacional torna-se transparente apenas quando re-

escrevemos (2.58) trocando ¢ por t,, e rearranjando os termos, ou seja,

<N) = <exp Nin (I)( m) + Z ¢1¢] p(p 1) ¢k>tm Z¢z >

(i<y)

= exp[Nlnd(t,,)] <exp Z ¢i(8; — 2(é5)t,.) >

(i<
— e [Nina(in) + @([—)Wm] (exp(@)), (2:65)
onde
2= 221 3 6= (665~ ) (2.66)

Como (E),, = 0, torna-se fécil calcular os cumulantes de ordem mais alta na expansao

do cumulante

(exp(E))t,, = exp (ii, (E") e ) (2.67)
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Em particular, encontramos

(Etmic =0, (2.68)
e = NEE= D 4 4, 212, (2:69)
e =N (6, (g1, 1. (270)

Mais geralmente, pode-se mostrar facilmente que (E™);, .. é da ordem de 2'-". Portanto,
para manter termos até a ordem de (1/z) precisamos considerar apenas o segundo cumu-
lante na equacdo (2.67). Além do mais, os termos de ordem zero em (1/2) sdo aqueles

fora do simbolo de média na equagio (2.65). Portanto,

1 _ plp — 1) 2
NIH(N) = In®(t,) + T(¢k)t‘m

p’(p—1)?

+T((¢§)t,ﬂ —(dr)i.)? + O(z7%). (2.71)

Vamos agora separar as contribuicbes de ordem zero e de primeira ordem em
(1/2). Lembrando que i é determinado apenas pelo termo de ordem zero na expansio

em (1/z), a equagdo (2.64) reduz-se a

_p—lexp(—t2)

= , 2.72
t VT erfe(—ty) (2.72)
Substituindo este resultado em (2.60), (2.61) e (2.62), reescrevemos (2.71) como
li llovy— = +l + 0(z7%) (2.73)
am oy V) =a=a+ - 2 :

com
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(p| 2 [ 8 [ 4 [ 5 [ 6 [ 10 |
o | 0.1992 | 0.2956 | 0.3552 | 0.3965 | 0.4273 | 0.5001
aq | 0.0656 | 0.3393 | 0.7789 | 1.3411 | 1.9985 | 5.2894
Tabela 2.1: Valores de ap e o) parap=2, 3,4, 56 e 10.
t2
o = Inferfc(—t,,)] — ’ Z‘l (2.74)
e
=2 tm +p_2] (2.75)
o =pi, (p—1)2 2p2 . .

Dal, resolvendo (2.72) numericamente, obtemos ap e o; para qualquer valor de

p. Alguns desses valores sdo apresentados na tabela 2.1. Nosso resultado para p = 2

estd de acordo com o obtido por Tanaka e Edwards [22] e, para p > 2 com os resultados

numéricos obtidos por Stadler e Krakhofer [28]. Nas figuras 2.14 e 2.15 apresentamos c

0.8

60 80

P

Figura 2.14: ag como funcio de p.

100
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Figura 2.15: a; como fungio de p.

1000

e a1 como funcdo de p. Quando p — oo encontramos que i, = v/Inp e, conseqiientemente,

o9 = In2e oy ®plnp. Como e;/2 < 1, a expansio em 1/z s6 é consistente se z > p?.

Concluindo, o niimero de estados meta-estiveis aumenta, (c; > 0) quando con-

sideramos o efeito de uma, conectividade finita e esse aumento torna-se mais pronunciado

a medida que p aumenta.



Capitulo 3

Termodinidmica de vidros de spin
com interacoes de multispins

Motivados pelos resultados do capitulo anterior que apontam para um efeito nao trivial do
campo magnético na estatistica dos estados meta-estaveis, neste capitulo vamos estudar a
termodinadmica do modelo de vidros de spin de Ising com interacées de p-spins na presenca
de um campo magnético h. Surpreendentemente, esse problema foi investigado apenas
para p = 2 [44]. Os estudos do modelo de p-spins foram restritos apenas ao caso h = 0
[37, 38] j& que, como veremos, a adi¢do do campo dificulta consideravelmente a solugio
das equagoes de ponto de sela.

Complementando a andlise anterior vamos inicialmente (se¢do 3.1) calcular a
densidade média de estados, ou seja, o niimero médio de estados com densidade de energia
€, sem entretanto impor o vinculo de que esses estados sejam meta-estaveis. O mesmo
tipo de andlise é realizado para o nimero de pares de estados com densidade de energia
€ (secdo 3.2). A anglise termodinimica convencional, baseada no método das réplicas,
é realizada na sec¢do 3.3 com o cilculo da entropia definida como a média do logaritmo
do nimero de estados com densidade de energia €. Esse estudo é restrito a dois tipos
de solugdes: a primeira com simetria de réplicas (SR) e a segunda com o primeiro passo
de quebra de simetria de réplicas (1 QSR). As regides no espago de parametros T, h e p

onde essas solucdes sdo estdveis determinam o diagrama de fases do modelo. Na segao

49
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3.4, estudamos as linhas de transicdo entre essas duas solucoes ou regimes.

3.1 Numero médio de estados

Consideremos o Hamiltoniano definido na equagio (2.1). Definindo a quantidade Y, como

_J 1 : seeN=Hy(s)
Y, = { 0 : outro caso, (3.1)

o0 nimero de estados com energia € é dado por N = Tr,Y,, onde T, denota a soma sobre

os 2V estados do sistema. O n-ésimo momento do niimero de estados é definido por

n

(M@ = <ﬁ Trsaysa> _ <

Assim, temos como primeiro momento (n=1) simplesmente

Trsed[eN — Hp(s“)]> : (3.2)

a=

(N(€)) = (Tr,0 [eN — Hy(s)]) - (3:3)

Utilizando a representagio integral da funcdo delta obtemos

A ,‘w J . | L -~ L d » ~
Nig)) = - Y exp klNee + 1ehz si) <exp i€ Z Jiy.ipSiy - - . 85, > }
v~ i 1< <ip
(3.4)
Para efetuar a média sobre os acoplamentos utilizamos a distribuigdo gaussiana (2.2)

obtendo

Np'é?
<exp i€ Z Jiy i Sig -+ - Siyy > = exp (— ZG ) . (3.5)

i1 <...<ip

Substituindo este resultado na equagio (3.4), temos

(oo}

N(e)) = /_oo g—;iexp (iNEe — NZ!EQ> Trsexp (iéhzi:si> . (3.6)
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Efetuando o trago sobre os spins e fazendo i€ = €, a equacgio anterior resulta em

(N(e) = /ioo £ exp {N [ée + Iifi +1n (2 cosh(éh))] } : (3.7)

—ioco 2mi

Efetuando a integragio de ponto de sela obtemos finalmente

N (e)y = e, (3.8)

onde

162

f=¢ée+ % + In [2 cosh(éh)] . (3.9)

Para encontrarmos o parametro de ponto de sela €, resolvemos a equagio 8f/0¢ = 0. Isso

resulta na seguinte equacgio de ponto de sela

-
€+ Ig + htanh(? (3.10)

O comportamento de f como fun¢do de ¢ para p = 2 e h = 0, 0.5 e 1.0 é
mostrado na figura 3.1. Podemos observar que, com a introdugio do campo magnético,
surgem estados com valores menores de energia. O comportamento para p > 2 é similar
a0 caso anterior, com exce¢do de que os valores de € para os quais f é nulo s&o menores.
Maximizando f com respeito a €, encontramos que seu valor maximo, denotado por f,,
¢ obtido fazendo-se € = 0. Substituindo este valor de ¢ na equacao (3.10) observamos que
ém (densidade de energia correspondente a fm) € sempre igual a zero e que o valor de f,,
é igual a In 2, independentemente dos valores assumidos para p e h.

Calculando o menor valor de € para o qual a funcdo f se anula obtemos um limite
inferior para a densidade de energia do estado fundamental €. A variacdo de €, com o

campo magnético externo h para p = 2, 3 e 4 é exibida na figura 3.2. A medida em que
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08

Figura 3.1: O expoente f como fungdo de e parap=2e h =0, 0.5 e 1.0 (da esquerda para a
direita).

=N

Figura 3.2: Limite inferior para a densidade de energia do estado fundamental, €y, como fungéo
de h para p = 2, 3 e 4 (de baixo para cima).
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aumentamos o valor de p, o valor de ¢ diminui, ou seja, |eg| aumenta. Em particular,

para h = 0 encontramos

€0 =—+/p'In2. (3.11)
3.2 Numero médio de pares de estados

O niimero de pares de estados com sobreposigdo ¢ = —1, =1 +2/N,..., 1 e com densidade

de energia € é definido por

1
M(e,q) = §T1‘31TT‘32Y.,1K,2(5 (Nq,Zs%s?) , (3.12)

onde §(n,m) é a fun¢io delta de Kronecker e Y, é dado em (3.1). Segundo a equacio

(3.2), a média sobre M(e, q) é dada por

(M(e,q)) = % <Tr,1Tr32(5 (Nq,z ) H(S[Ne - ]> . (3.13)

Utilizando a representagio integral das funcdes delta de Dirac e delta de Kronecker rees-

Crevemos essa equagé,o como

_ 1 T d(jdq . -~ * deé . a~a
M(e,q)) = exp(quq)l:[Trsa / 5 exp(iNee)

2)_ 27 —oo
X exp (ié“hz 8§ — iqz s;-‘sf)
<exp Ze z Jiiy..ip 8§55, - i,, > (3.14)

11<...<ip

Efetuando a média sobre os acoplamentos obtemos
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(M(e,q)) = 5 / d%d—exp(quq)

xHTr,a : —exp [1Ne“~“+1€“h23 —1qz
Npl(&*)? NP!;agb (NZs;‘sf> ]

4
1 dgdq o o [ dE car 1.1 NPI(EH)?
= 5/ T—exp(quq)/_oo2—7r—exp <1Ne € — —4—)

0o 122 1222
x/ ée—exp (iNezéz— “Np'ie) )

oo 2T

N 1L 2P
XTraTry exp <1eths +162th —1qu pe g )

(3.15)

Podemos agora efetuar o traco sobre s} e s2 e obter

(M(e,q)) = i %exp 1Nq")/ —exp (iNe'e)
2 Np!((€)* + (8)?) Npleegr
/ ——exp(lNe €°) exp [— 1 - 5 ]
x {2 [e" cos(¢"h + &h) + e~ cos(e'h — 2h)]}" . (3.16)

Fazendo i§ = ¢, i¢' = & e i€ = €2, reescrevemos esta equacio como

N ir dqdq ioo del a1
M) = 5 [ Flewa) [~ 2 expvete)

ir —ioco 271

. 212 c1e2
ioo dA2 Np' (E + 6 + 2¢€ )
X / i exp(Né*e?) exp

ico 2mi 4

x {2 [e?cosh(e'h + &h) + e~¥ cosh(e'h — &2h)] " . (3.17)

Realizando as integracoes através do método de ponto de sela encontramos
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1
9= x5 ln(2M(e, 9))
p! (?,12 + €22) p!éléqu
+
4 2
+1n [e? cosh (8'h + €2h) + e~ cosh (¢'h — &h)] + In2. (3.18)

— 6161+€262+qq'~+

A anilise a seguir serd restrita a pares de estados degenerados, ou seja, com a mesma

energia, €' = €2 = ¢. Assim, a equagdo (3.18) reduz-se a

1&2 R .
g=28+qf+ %(1 + ¢°) + In [? cosh(2¢h) + e Y + 2. (3.19)

O passo seguinte consiste em resolver as equagdes de ponto de sela dg/0¢ = 0 e g /0G =0,
determinando, assim, os valores dos parametros € e § que maximizam g.

O comportamento de g como fungdo de € ¢ similar ao observado na, figura 3.1 para
g fixo, assim como o comportamento de ¢y em fungio de h € similar ao observado na figura
3.2. Quando a sobreposi¢do entre os estados e o campo magnético externo sao nulos, isto
é, ¢ = h = 0, encontramos g = 2f. Quando ¢ = 1 o nimero de pares com energia € ¢ igual
ao numero de estados com esta energia, como pode ser comprovado tomando-se ¢ = 1 na
equacdo para g. Como na segio anterior, o valor maximo de g, denotado por gy, € obtido
quando é = 0 e é independente de p e de h.

Nas figuras 3.3 e 3.4, mostramos a dependéncia da sobreposicao tipica entre
estados degenerados com suas energias para p = 2 e 3, respectivamente, e alguns valores
do campo magnético. Para p = 2 e h = 0 o valor de g,, decresce continuamente até atingir
o valor zero em ¢ = —0.7, permanecendo nulo para valores maiores de e. Para h > 0 o
valor de g¢,, vai a zero de maneira descontinua. Podemos entender esta descontinuidade
observando a dependéncia de g com g na figura 3.5, para p = 2, h = 1.5 e alguns valores

de ¢. Com a diminuigo de € (ou seja, com o aumento de |¢|) temos situacoes distintas para
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1.0 B

08k

04|

02

0.0

Figura 3.3: gy, como fungio de e parap =2e h = 0, 0.5, 1.0 € 1.5 (da esquerda para a direita).

1.0 -

08|

04

0.2

0.0 " 1 s ' I .E 1 N 1 " i

Figura 3.4: gy, como fungio de e parap =3 e h = 0,0.5, 1.0 e 1.5 (da esquerda para a direita).
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Figura 3.5: g como funcgio de g parap =2, h=1.5e |¢| =0, 1.5, 2.0, 2.5, 2.84 e 3.0 (de cima
para baixo).

os maximos de g. Inicialmente h4 apenas um méximo em ¢ = 0. Reduzindo o valor de ¢
encontramos uma regido com mais de um méaximo, embora o méaximo global de g ainda
ocorra para ¢ = 0. Diminuindo ainda mais o valor de ¢, encontramos uma regidao onde o
méximo global ocorre para ¢ # 0. A descontinuidade se d4 no valor de € em que os dois
maximos tém a mesma ordenada. Podemos visualizar essas trés regides na figura 3.6.
Para p = 3 e h = 0 o valor de gy, vai a zero de maneira descontinua em e = —1.67.
J4 foi observado nos cédlculos termodinidmicos realizados para h = 0 que, para o caso
P > 2, hd uma descontinuidade no parametro de ordem, indicando a transicio de uma
fase desordenada para a fase vidro de spin [37, 38]. Para h > 0 essa descontinuidade é
também verificada para valores menores de € e maiores de ¢,, & medida que o campo é
incrementado. A descontinuidade pode ser entendida da mesma forma que no caso para

p=2eh > 0. Os resultados para p > 3 sdo similares aos encontrados para p = 3, exceto
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Figura 3.6: As regiGes em que: a) g(g = 0) ¢ o tnico méximo; b) hi dois méximos e g(g = 0) >
9(g # 0); c) ha dois maximos e g(g # 0) > g(q = 0).

3.2 4.0

h

Figura 3.7: Descontinuidade em ¢ com o aumento de h parap =2, 3 e 4.
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que o valor de € em que surge a descontinuidade é menor.

Na figura 3.7, exibimos o tamanho da descontinuidade em g & medida em que
aumentamos o valor do campo h para valores de p = 2, 3 e 4. Observamos que & medida
em que p aumenta, a descontinuidade também aumenta e atinge o valor 1 com o aumento
do campo magnético externo.

Nessas duas segdes, calculamos o mimero médio de estados com densidade de
energia €, assim como o numero de pares de estados com densidade de energia € e so-
breposi¢ado ¢, para o modelo de vidros de spin com interagoes de p-spins na presenca de
um campo magnético h. Observamos que com a introducao do campo magnético surgem
estados com valores menores de energia. Calculamos o limite inferior para a densidade de
energia do estado fundamental ¢, e observamos que este valor diminui com o acréscimo
de h. Mostramos também que a dependéncia da sobreposicao tipica g,, com a densidade
de energia ¢ apresenta uma descontinuidade para p > 2 e que o tamanho desta descon-
tinuidade aumenta com o acréscimo do campo magnético. Por fim, desejamos mencionar

que, apesar de sua simplicidade, os resultados das figuras 3.1 a 3.7 sdo originais.
3.3 Entropia

Vamos utilizar o método das réplicas para calcular a entropia

S 1

= = (N (). (3.20)

O método das réplicas consiste em utilizar a identidade

(InA) = lim ~ In(A™) (3.21)

n—0n
calculando-se (M™) para n inteiro e realizando a continuagio analitica para n ~ 0.

O n-ésimo momento do nimero de estados com energia ¢ é definido na equacao
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(3.2). Utilizando a representagio integral da fungdo delta reescrevemos aquela equagao

como
NY = HTr oodﬁexp Nee +1€“hzs
s’ a=l,...,n —0 27‘(’
X <exp ie* Z in.ipSiy - - S5 >, (3.22)
11<...<ip
onde a = 1,...,n é o indice de réplicas. Para efetuar a média sobre os acoplamentos

utilizamos a distribuigio gaussiana (2.2), obtendo

(...)= H exp —4NP‘ (Z"““,,, ) , (3.23)

i1<...<ip

que apés algumas manipulacoes é reescrita como

(.) = exp{ e 1[ Yy I%;gagb((ZS?s?)p_z(S?s:?)p

11<..<ip a i i
1

L !
p: \ a bk a b b
=2 T om , (sns“) Szk_H oSG Sipyy - Si . (3.24)
k 1 W /" 11=...

Definindo o parametro de ordem como a sobreposi¢io entre um par de réplicas (a,b),

= (1/N) 3=, s¢s?, tomando o limite N — oo e substituindo na equacio (3.22) temos

00 dqabdqab dee b o - )
N o= Tre iINGPg® — ig® Y s2s!
N™) T,a:l,...,nl:I[w o1 /N / o €Xp | 1iVq —1iq Zsz s;
TN SR 3 SERE D SIS SRR R
a a i a a#b

Tomando i® = §% e i&® = ¢

ioco dAabd ab ico dée
n _ q q € ~ab _ab ~a_a
( ) B 1:[ —ico 27I'i/N —iocco 27I'i P { [ - Z “er Z
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igenerfgm(gerrnpe)]on

a#b a<b

Efetuando a integragio de ponto de sela sobre (3.26) encontramos finalmente

%ln(N" E g% + Z e + = 1 Z € % Z e (g®)?

a<b a<b

+1nZexp ( Zq“bs“sb +h26 s ) . (3.27)

a<b

3.3.1 Simetria de Réplicas

Utilizaremos agora a hip6tese de simetria de réplicas, ou seja, faremos ¢* = ¢, §* = ¢,

=& =¢ec*=¢ =cem (3.27), que entdo se reduz a
1 1 -1 & 1
—Nln(/\/'") = —iéqﬁ(%——) + éen + 12 - Ze 2gPn + q;
(o o]
+n/ d2z ~#/2]p [2 cosh( —1z\/_+he)] (3.28)
o V21

Finalmente, fazendo § — —¢, dividindo por n, onde ja tomamos o limite n — 0 encon-

tramos

1 1 i

2|

22

qq e & ¢ [* dz o—7/2 [
2_|_ +4 1 +/°°\/_ In 2coshhe+zf)] (3.29)

Os parametros de ponto de sela sdo obtidos através das equagdes 3S/9¢ = 0, S/8¢ = 0
e 0S/0¢ = 0:

1
g= §€2pq”‘1, (3.30)
Erome TEDNVICOON T L1e oA
!FS@‘“@Q ; 2
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1 (o o]
q=1——;/ Dz ztanh(hé + z4/§), 3.31
il (bt + 23 (3.1
e
é(g? — 1) *® . =
e=———"—h | Dztanh(hé+2/), (3.32)

onde Dz = (dz/+/27)e~%"/2 ¢ a medida gaussiana. Usando a rela¢do fundamental

18S 1
Nae =7 =P (3.33)

obtemos € = 5. A partir daqui vamos considerar T (e portanto é) como dado inicial-
mente (ensemble canénico). A densidade de energia passa, entdo, a ser uma grandeza
desconhecida, a ser calculada através da equacdo (3.32). Ficamos entdo com apenas dois
parametros de ponto de sela, a saber, q e §.

No caso de campo nulo, h = 0, as equagdes acima tém a solu¢do ¢ = ¢ = 0 para
todos os valores de p. Para p = 2, esta solucio s6 é estavel quando T > 1. J4 para p > 2

ela é estdvel para todas as temperaturas pois satisfaz a condicao de estabilidade

0

(p+1)(j — /_oo Dz sech(21/§) > 0, (3.34)
a ser derivada na se¢do seguinte. Entretanto, ela nio é satisfatéria em baixas temperat-
uras, pois para qualquer valor de p, a entropia S =In2 — 1 /4T? torna-se negativa abaixo
de T = 1/2v/1n2. Deve, entdo, haver uma transicio de fase em uma temperatura maior
que esta, envolvendo quebra de simetria de réplicas. H4 outras solucoes para p finito
que envolvem uma descontinuidade no parimetro de ordem mas todas sio instiveis. Nas
figuras 3.8, 3.9 e 3.10 apresentamos as curvas que delimitam a regiao em que a entropia
¢ negativa para p = 2, 3 e 10 e h > 0 (curva tracejada). Vamos, agora, determinar a

condigéo de estabilidade da solugdo com simetria de réplicas para o caso geral h > (.
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T

Figura 3.8: Diagrama de fase no plano (T,h) para p = 2. A solugio de simetria de réplicas
é instavel dentro da regido delimitada pela curva sélida, que coincide com a linha de transicdo
continua entre os regimes de SR e 1 QSR. A curva tracejada delimita a regiao dentro da qual a
entropia da solugido SR é negativa.
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0.8

Figura 3.9: Diagrama de fase no plano (T, h) para p = 3. A solugio de simetria de réplicas é
instdvel dentro da regido delimitada pela curva sélida e coincide com a linha de transi¢do continua
no ramo acima do ponto tricritico localizado em T} ~ 0.74 e ht = 0.57. A linha tracejada delimita
a regiao dentro da qual a entropia da solugdo SR é negativa. A linha ponto-tracejada é a linha
de transicido descontinua.
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

Figura 3.10: Diagrama de fase no plano (T,h) para p = 10. A solugdo de simetria de réplicas
¢ instavel dentro da regido delimitada pela curva sélida e coincide com a linha de transicio
continua no ramo acima do ponto tricritico localizado em T3 =~ 1.01 e h; =~ 3.07. A linha
tracejada delimita a regido dentro da qual a entropia da solugiao SR é negativa. A linha ponto-
tracejada é a linha de transi¢io descontinua.
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3.3.2 Anadlise de estabilidade

Para obtermos as solugGes estdveis do problema devemos nos assegurar que os autovalores
da matriz hessiana S/9¢®8q™ sejam positivos. A condicao de estabilidade usual é a de
que esses autovalores sejam negativos. A situacio, aqui, é invertida devido ao limite n — 0
que produz matrizes com dimensGes negativas, invalidando, assim, a anslise cldssica de
estabilidade local. Outras anomalias ocorrem pelo mesmo motivo: o parametro de ordem
¢ da se¢do anterior ndo maximiza S (e portanto nio minimiza a energia livre f) como
esperado, mas sim, minimiza a entropia (maximizando assim a energia livre). Vamos
entdo calcular esses autovalores. Primeiramente, usamos a forma generalizada da equacao

(3.30), isto é, §* = pB?(g™)P~!/2, que é entdo substituida em (3.27) levando a

G = %ln(/\f") = —é—(p - 1)ﬂ22(q“b)” + Bne + iﬂ2n
a<b
1
+InTr. exp <§pﬂ2 azd(q“b)”_ls“s" +hp ; s“) . (3.35)

Note que jd estamos utilizando 3 no lugar de é. Derivando G em relacdo a ¢”° obtemos

oG 1, virp—2 | s Tras7sleto
5(1,7— Eﬂ p(P 1)(q ) q W ) (3-36)
onde
1
H, = 5pﬁ2Z(qab)"-ls“s" +hBY st (3.37)
a<b a

Derivando, agora, em relagio a g%:

0’°G
aqab aq«yd

= —%ﬂzp(l’ — 1)(q"°)P™2 | Bapps — %p(p —1)8*(¢*)P~2(s%5"57 %)

Bab,'y&
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1
+5p(p = 1)8%(g™)P~*(s*s")(s78%) |, (3.38)
onde
Trees®sPs7s0eHo
(s°sPs7sP) = —° - (3.39)
e
T s%sbeHo
(o0 = (3.40)

Dai podemos observar que existem apenas trés tipos diferentes de elementos de matriz, a

saber,

P =B = —%ﬂQp(p -y |1~ %p(p - DB ey (1 - <S“8">2)] . (341

Q = B4 = 2p2(p — 18 (g2 ((6'6") — (s7s") (6°57) (3.42)

R= B = g(p— 1P P2 ((sh57s%) — () (s7s) . (349)

Lembremos que esses elementos sdo calculados usando a solugio com simetria de réplicas.
Assim, temos (5°s°s7s’) = [ Dztanh® B2, e (s%s®) = [ Dztanh® BZ,, onde Z; = z1/G+ h.

Para calcular os autovalores utilizamos a equacio de autovalores

Z B“b’75v75 = AUy a<by<é. (3.44)

¥é
O primeiro autovalor é obtido realizando o calculo para o caso
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Qva=c V (a,b):

XD = P+2(-2)Q+ ;(n—2)(n - IR, (3.45)

o segundo é obtido para o caso
(ii)vgy =cparaaou b =40

Vep = d para a,b # 0

M) =P+Q(n—4)—R(n-3) (3.46)

e o terceiro para o caso
(iii)vg, = ¢
Vo = Vyg =d paraa # 0, u

Vb = € Para a,b # 0, u

A& =pP_2Q+R. (3.47)

Os dois primeiros autovalores sdo sempre positivos enquanto que o terceiro é negativo em

algumas regies. Portanto, a curva de estabilidade é dada por A® > 0, ou seja,

1-(p— 1)% / Dz sech®(8Z,) > 0. (3.48)

As curvas de estabilidade para p = 2, 3 e 10 sio também apresentadas nas figuras 3.8, 3.9

e 3.10 (curva sélida).
3.3.3 Primeira quebra de simetria de réplicas

No primeiro passo de quebra de simetria de réplicas (1 QSR) as n réplicas sdo agrupadas

em n/m grupos com m réplicas cada. Cada par de réplicas num mesmo grupo tem
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sobreposicdo ¢* = q; e as réplicas pertencentes a grupos diferentes tém sobreposicao

¢®® = gy < q. Esses pardmetros sdo definidos por

%Z(sm(sgm a<b, (3.49)
1 N
@ = (5 20, (3.50)
e
m=1-Y P2 (3.51)

onde a notagdo (...) representa a média sobre os acoplamentos e (...)r, a média térmica.
Portanto, gy é a sobreposigao entre um par de estados de equilibrio diferentes, ¢; é a so-
breposigdo de um estado de equilibrio com ele préprio, e m é a probabilidade de encontrar
duas cdpias do sistema em dois estados diferentes (P, é a probabilidade do estado s%). No
limite n — 0, o parametro m é restrito ao intervalo 0 < m < 1. Utilizando essa prescricao

podemos escrever

2 n/m 2
Z‘jsasb = % do (Z 3“) qo)z < Z ) —qnl, (3.52)

aEgrupo

1 ~ =4
anb b — —qlql( - n+ iqoqon(n —m), (3.53)
a<b
ab 1 A2 p 4
Z e ( Eq(m—1)n+ 5¢ gin(n —m). (3.54)
a<b

Substituindo esses resultados na equacio (3.27) obtemos
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1 1, 1 en
N In(N™") = 5(1141( - 1)n+ 2qoq0n(n m) + éen + — "4 62qp(m —1)n

+ql7n+ ZAZ’qgn(n— m) +ln§:exp{ - 5[‘10 (%:sa)z
7 —%)%( > s“’“)2] +h€Zs“}, (3.55)

acgrupo a

que apds algumas manipulagdes algébricas é reescrita como

1. 1. R &n 1.
lel_r+n N In(NT*) = §q1q1(m - 1)n— 5 dodonm + €en + -4t Zezqf(m —1)n
o0 o0
+gﬁ —_ 16 qgnm + 2 izie_zg/2 ln/ iz.l_e_z%/2
2 4 m J_oo V2r 2r

x [2 cosh (-—izlm —iz0v/G0 + he)]’;io (3.56)

onde tomamos o limite n — 0. Dividindo por n e fazendo §, — —é2g; e do = —€%4y

obtemos finalmente

S
¥ = lm i
A2A
_ & St g -
= SE-m+ Lt E 7 4 ¢(m—1)
__ézi 1A2 _/ dzO _ZO/2 n/ ﬁ_e_zf/2
2 —oo V21
X [cosh (€2)]™ + 1n 2, (3.57)

onde

Z = z21vé — o+ 20V/do + h. (3.58)

Lembramos que a relagio fundamental 1/7 = 0S/de nos dd B =¢ = 1 /T. Como na secio

anterior, a partir daqui, passamos a utilizar o ensemble candnico e considerar ¢ = B como
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dado do problema. Resolvendo as equagdes de ponto de sela 8S/8G; = 0, 8S/8gy = 0,
0S/0¢, = 0, 0S/8¢y = 0 e 3S/0m = 0 obtemos

G=tq, k=01 (3.59)
G0 = / Dz(tanh AZ)2, (3.60)
[o <]
o= [ Duttant? 55). (3.61)
e
1 2 1 o0 o0 e
Zﬂ (p—1)(q — ) = 3 _tzoln _ooDzlcosh BE
1 o0
+E/ Dzy(Incosh A=), (3.62)
onde

_ [Z Dz(...) cosh™ =

R ES - — 3.63
(o) J2., Dz cosh™ BE (3.63)
No limite p — 00, essas equagdes ficam bastante simplificadas:
o = tanh®(Bmh), (3.64)
=1 (3.65)

m?B? = 4 [In2 cosh(Bmh) — fmh® tanh(Bmh)] . (3.66)



3.3.3 Primeira quebra de simetria de réplicas 72

A seguir, vamos discutir os resultados da solu¢io numérica das equagoes de ponto de sela
para p geral.

Nas figuras 3.11, 3.12, 3.13 e 3.14, apresentamos a dependéncia de q1, 9 € g(SR)
com a temperatura para p=2,5,10e co e h =0, 0.5, 1.0 e 1.5. Podemos observar que
parap >2eh=0, g = ¢ =0, indicando que os estados de equilibrio sio completamente
descorrelacionados. Com a presenca do campo magnético, correlacoes sao induzidas entre
os diferentes estados de forma que gy se torna diferente de zero. Para p=2eh=0, q
e go decrescem continuamente com T até atingir o valor zero quando 7' = 1. Para p > 2
e h = 0, ¢ vai a zero de maneira descontinua. A introducao do campo magnético vai
suavizando a descontinuidade do regime 1 QSR para o SR até que ela desaparece para
um certo valor de h = h.. Nas figuras 3.9 e 3.10 podemos observar o valor de T para um
dado h onde a descontinuidade surge e também o ponto tricritico que nos da o valor de h
onde a descontinuidade desaparece para p =3 e p = 10. Esse efeito do campo magnético
sobre o pardmetro de ordem j4 tinha sido observado em um estudo do modelo de vidro
de spin esférico com interacdes de p-spins [44].

Na figura 3.11, mostramos o comportamento de m como fungdo de T para p = 2
eh=20,05,10e1l5 Para h =0, m se torna igual azeroem T' =0e T = 1, ou
seja, nessas temperaturas a probabilidade de encontrar duas réplicas do sistema em dois
estados diferentes é nula. J4 para h > 0, m cresce suavemente e nio chega a atingir o
valor m = 1. Para p > 2 (veja figuras 3.12, 3.13 e 3.14), m cresce quase linearmente até
atingir o valor m = 1 para campos magnéticos menores que h. (podemos observar que
nesse intervalo de h a transigdo entre os regimes de simetria de réplicas e de primeira
quebra de simetria de réplicas é descontinua). Para h > h., m cresce até um certo valor

m = m¢ < 1 que depende do valor de p e de T (para valores de h > h, a transicao é

continua).
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Figura 3.11: Os parametros m (curva sélida), g; (curva tracejada), go (curva pontilhada) e ¢
(curva ponto-tracejada) como fungio da temperatura para p = 2 e (a) h = 0; (b) h = 0.5; (c)
h=10¢e(d) h =1.5.
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Figura 3.14- Os parametros m (curva sélida), ¢, (curva tracejada), go (curva pontilhada) e g
(curva pouto-tracejada) como fungéo da temperatura para p = oo e (a) h = 0; (b) h = 0.5; (c)
h=1.5 e (d) h = 2.0. Lembremos que ¢g; = 1 neste limite.



3.4 Linhas de Transicao 77

3.4 Linhas de Transicao

Como vimos anteriormente, ha dois tipos de transi¢do entre os regimes de simetria de
réplicas e primeira quebra de simetria de réplicas: uma transigdo continua e outra des-
continua. Lembremos que a linha de transicio é sempre determinada pela condi¢ao de que
as energias livres das duas solugdes SR e 1 QSR tenham o mesmo valor. A transicio serd
continua se os parimetros de ordem dessas solugdes forem idénticos, isto é, q1 = qo = ¢
(neste caso a igualdade das energias livres segue trivialmente). Por outro lado, a transigao

serd descontinua se os parametros de ordem forem diferentes sobre a linha de transigao.
3.4.1 Linha de transicao continua

A regido do espago de fase onde se d4 a transicdo continua entre os regimes de SR e 1
QSR é determinada resolvendo-se as equagdes para a solucao 1 QSR no limite de ¢; — g

pequeno. Para isso, subtraimos a equagio (3.60) da equagéo (3.61):

¢ — o = f Dz(tanh? ), — / Dzo(tanh AE)? (3.67)

e mantemos os termos de ordem (g; —go)? da subtragao acima. Precisamos entdo expandir
os integrandos de forma que os termos em (g, — go) fiquem explicitos. Expandindo termo
a termo, obtemos os seguintes resultados auxiliares (nessas expressoes € e € sao notagoes

temporarias que nada tém a ver com a energia e seu multiplicador de Lagrange):

(1)
cosh B2 = cosh(e + BE)

= coshecosh BZ’ + senh € senh =’
4

62 € —y 63 —/
= <1 + 51 + Z) cosh =" + <e+ 5) senh =

~ e ¢ et
= cosh =’ (1 + 7 52 + et + F) , (3.68)
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onde € = Bz'/%2;, T = §; — Go, t = tanh = e =’ = 20/Gp + h.
(ii)

1 1 1
cosh™ B= = cosh™ 8=’ {1 + etA; + 562/12 + 663A3 + ﬁe4A4} , (3.69)

onde Ay = (T), A2 = (T) +262(7), A5 = £(T) + 6¢(7) +6£3(7) e As = (™) + (82 +
6)(3) +36¢2(75) + 24t (7).
(iii)

(3.70)

* 1 1
/ D21 COShm ,BE = cosh™ E, 1+ 5@2142 + §€4A4] y
—00

onde é = fzl/2,

(iv)

tanhe + tanh 85" t+tanhe  t+e—€/3
1+tanhetanh SE' ~ 1+ ¢tanhe 1+ te — te3/3

4
(Bt — 42 +1) + 6—33(31:4 —-5t°+2), (3.711)

tanh f= =

€3

= t+es®— 2ts? 3

onde s = sechf5=.

(v)

o0 1
/ Dz cosh™ SEtanh BZ = cosh™ ﬁE’{t +é2 [—ts2(1 —A)+ EtAQ}

+¢é [t(3t4 — 5t% +2) — tA; (3t — 442 + 1)

1 1
—gtS2A2 + 582143 + gtA{I } (372)
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(vi)

e 1
/ Dz cosh™ = tanh®> B2 = cosh™ ,BE'{t2 +é [32(1 — 32 +2t7A)) + §t2A2]
+é [(15756 — 30t 4+ 17¢2 — 2) + 24, (—12¢* + 20t* — 8)
3, 2 2 1,
+5$ Az(l -3t ) +ts A3 + gt A4 . (373)

Dai,

(tanh BZ)? 2 +281%5%(A; — 1) + & [2t2(3t4 — 512 +2) — 2124, (3t — 482 +1)

—252 A1 Ay — 2252 Ay + 152 A3 + 25" (A — 1)2] , (3.74)

(tanh? fE), = 2+ & [32(1 — 32+ 2t2A1)] +é [32,42(1 — 32) — %24, A,
+t2 A1 (—12t" + 2082 — 8) + ts® Az + 15¢° — 30t* + 17t — 2] .(3.75)

Finalmente, usando

&= |o-Da- g+ 3o -D0-Da- ol @)
e
@ = 2 4p2 [(p — 1%(¢1 — 90)’q," " + (0 — 120 - 2) (@1 — 00)°;
2o - 120 - 20 - 00)'a2)] (3.77)

obtemos
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2¢; B,
91— q = 52(p — 1)do B, (3.78)
onde
Bi=1-f(p— 1)Z—° / Dazgsech*8=’ (3.79)
"0 J oo
e
B, = [p—2+48%(p-1)do(3 — 2m)] / Dzgsech?gs’
—26%(p — 1) (8 — 5m) / Dagsech®4=. (3.80)

Na transi¢cdo continua temos ¢ — go — 0, de modo que a linha de transicdo é obtida
tomando B; = 0. Esta linha coincide com a linha de estabilidade da solugio com simetria
de réplicas.

Para obter o valor de m na linha de transicio, expandimos a equacdo (3.62) no
limite ¢; — go pequeno e mantemos os termos de ordem (g1 — g0)3, 0 que equivale a ¢, O
mesmo procedimento é adotado na eq. (3.60). O resultado desejado é obtido subtraindo-
se essas duas equagOes. Como as expressdes resultantes dessas expansdes sdo muito longas

apresentamos apenas o resultado final da subtracéo:

(g0 = £*) + B%p(p — 1)t*s*(1 — m)gd (g1 — qo)

+t2$2(1 _ m){ ﬂ2p(p - 1)2(p — 2)q§“3 _ ﬁ4p2(p _41)2q§(p—4)

x [(5m — T)t* — 3m + 5] }(q1 —q)?=0. (3.81)

Usando as condigées B; = 0 e gy — g obtemos
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Figura 3.15: Paradmetro m na linha de transigio continua para p = 2, 2.01, 2.1, 10 e 3 (de baixo
para cima). ’

1-me=—— (3.82)

onde

B; =12(p — 2) /oo Dzsech?®[8Z,] tanh?[8Z,] + 28%(p — 1)§ /oo Dzsech®[B=,], (3.83)

com Z; = 2v/¢ e § dado pela equagdo (3.30). Como m é sempre menor ou igual a 1, a
linha de transicao continua deve terminar exatamente no ponto em que m = 1, ou seja,
no ponto tricritico. De acordo com a equagdo (3.82), isto se d4 quando B, = 0. Na figura,
3.15, apresentamos o comportamento de m, na linha de transi¢do para p = 2, 2.01, 2.1,

3 ¢ 10. Para p > 2 temos m = 1 no ponto tricritico. Para p = 2, a transicio é sempre

continua.
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3.4.2 Linha de transicido descontinua

Neste caso, a linha de transigio deve ser determinada igualando-se diretamente as energias
livres das solugdes de SR e 1 QSR. Isso introduziria uma equacio a mais no problema e
poderiamos, entdo, introduzir uma nova incégnita, digamos T, a temperatura onde ocorre
a transicao para um dado h. Felizmente, neste problema esse procedimento padrio ndo
se faz necessdrio. De fato, notando que se fizermos m = 1 a equagio (3.57) torna-se
independente de ¢; e ¢ (embora q; # go) e a equagio para gy resulta em gy = ¢ temos
simplesmente figsr(m = 1) = fgp. Assim, para h fixo, a temperatura em que se da a
transicdo descontinua é obtida resolvendo-se as equacdes de ponto de sela da solucao 1
QSR com m =1 e g = q. As linhas de transicio descontinua para p=3ep=10sdo
mostradas nas figuras 3.9 e 3.10 (linha ponto-tracejada).

Nas figuras 3.16, 3.17 e 3.18 apresentamos os valores de T}, h; e (1 —g;) no ponto
tricritico (onde as duas linhas de transicio se encontram) como fun¢do de p. Podemos
observar que h cresce com v/pInp, T; com /p/Inp e (1 — ¢;) decresce com 1/py/Tnp.

Concluindo, neste capitulo realizamos um estudo completo da termodinimica
do modelo de vidro de spin de Ising com interacdes de ordem alta na presenca de um
Campo maguético externo. Investigamos a solugio com simetria de réplicas, assim como
a regido no espago de parametros (T, h,p) onde esta solucio é estivel. Efetuamos os
cdlculos para o primeiro passo de quebra de simetria de réplicas e analisamos a transicao
entre os dois regimes. Observamos que existem dois tipos de transi¢io: uma continua
e outra descontinua. Para p > 2, a introdugio do campo magnético leva & suavizagao
da transi¢do descontinua observada para h = 0, conduzindo finalmente a uma transicio

continua através do surgimento de um ponto tricritico.
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Figura 3.16: A temperatura do ponto tricritico como fun¢io de p. Apenas os valores de p
inteiros tém significado fisico.
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Figura 3.17: O campo magnético no ponto tricritico como funcio de p. Apenas os valores
inteiros de p tém significado fisico.
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0.0

Figura 3.18: (1 —¢¢) no ponto tricritico como fungéo de p. Apenas os valores inteiros de p tém
significado fisico.



Capitulo 4

Replicadores com interacoes de
ordem alta

Até agora, estivemos estudando modelos de Ising cujo interesse, sob o ponto de vista
biolégico, pode ser justificado interpretando-se uma configuragao de spins como o genoma
dos organismos e a dinimica de inversdo de spins como um passeio adaptativo, dentro do
contexto de Kauffman [5, 6], conforme discutido na Introducao.

Neste capitulo, vamos investigar um modelo de spins continuos z; € [0, 0] para

1=1,..., N com ‘magnetizagao’ fixa

Y 3 =N, (4.1)

i
cuja interpretacdo biolégica é muito mais direta. Mais explicitamente, os sitios i repre-
sentam as espécies e ; a concentracdo de espécies do tipo ¢ em uma populagido infinita.

Essas concentracoes evoluem no tempo de acordo com o conjunto de equacoes diferenciais

nao-lineares
oz; 5 .
—-z-=:L‘i(fi—f), ’l,=1,...,N (4.2)
ot
onde f; é o valor da adaptacio (‘fitness’) ou produtividade da espécie i e f ¢ a adap-
tacdo média da populagio, isto é, f = . z;f;. Note que o vinculo (4.1) estabelece uma

competicdo efetiva entre as espécies.
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Esse tipo de formulacao é conhecido como modelo de replicadores, tendo sido uti-
lizado em diferentes dreas da ciéncia tais como sociobiologia, ecologia, evolucdo pré-biética
e genética, entre outros. Um caso particularmente simples ocorre quando as adaptacdes
fi sdo derivadas de um funcional adaptagéo f(z1,...,zn), ou seja, f; = 8f/0x;. Neste
caso, pode-se mostrar facilmente que a dindmica (4.2) maximiza o funcional f e que os
estados estaciondrios da dindmica sdo pontos fixos apenas [45].

No modelo de replicadores proposto por Diederich e Opper [40, 41, 46] o funcional

adaptacdo introduz interacdes aleatérias entre pares de espécies,

1
fo=—-Hy= —3 ;Cijxixj, (4.3)

onde os acoplamentos c;;(i # j) sdo varidveis aleatérias estatisticamente independentes

distribuidas de acordo com a distribuicio de probabilidade gaussiana:

Nc2
Pley) = /g e (- 1) it (1.4

Como justificativa para considerarmos interacOes aleatdrias, podemos invocar o
fato de que as interagdes entre as espécies em um ecossistema real sio tio complexas e
pouco entendidas que tomé-las como varidveis aleatérias parece ser a decisio que me-
lhor reflete nossa falta de conhecimento. Por outro lado, as auto-interacoes c; nio sio
aleatorias, sendo dadas por ¢; = u Vi. O parametro u tem o objetivo de limitar o cresci-
mento e a supremacia de uma tnica espécie: para valores grandes de u, o crescimento de
todas as espécies é fortemente limitado pelo fator uz? e, neste caso, as interacdes aleatérias

ndo diagonais tornam-se despreziveis de modo que a configuracio de equilibrio é

Tl Vi (u> 1) (4.5)

Jé para valores pequenos de u, as interaces entre os pares desempenham o papel principal
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e poucas espécies prevalecerdo, ou seja, z;° = 0 para uma grande parte das espécies.
Assim, u atua como uma pressido de cooperacdo. Ainda, esse pardmetro é essencial para
a obten¢do de um limite termodinamico, N — oo, nao-trivial.

Neste capitulo, vamos generalizar o modelo de Diederich e Opper [40, 41] para
permitir interagoes de multi-espécies ou de ordem alta. Esse tipo de interacao surge quan-
do a intensidade do acoplamento entre um dado par de espécies depende da concentracao
de outras espécies. Nesse sentido essa generalizagio parece-nos bastante natural e, como
veremos a seguir, leva a mudangas qualitativas no comportamento do sistema em relagao
ao caso quadratico estudado por Diederich e Opper.

Consideremos o funcional adaptagao

—fp=Hp(z) = Z Ciyig...ip Tiy Tig - - - Tip, + U Zz‘f, (4.6)

1<) <i2<...<ip<N

onde os parametros c;,;,. ;, 580 varidveis aleatérias com distribuicio Gaussiana

2
Np-1 (Ciri..ip) NP7
P (Ciliz...i,,) = P! exp [— = ;! ) (4.7)
e u > 0 é o parametro de auto-interagdo. Lembremos que z; € [0,00) , 7 =1,...,N e

Zi Ty = N.
4.1 Energia Livre

Nosso objetivo é caracterizar os minimos globais (estado fundamental) de 7, (ou seja, os
maximos globais do funcional adaptacdo fp) no limite termodindmico N — oo. Para isso,

vamos calcular a densidade de energia livre do sistema,

f=-(1/NB)(n2Z), (4.8)

onde
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Z=/°°dei5(N—Zzi)exp - uZx”+ Z Ciy..ipTiy - - - Ti, (4.9)

i i 11 <...<ip
é a funcdo de partigdo e (...) denota a média sobre os acoplamentos. Estaremos interessa-
dos apenas no limite de temperatura nula, 8 — oo, pois neste caso podemos garantir que
apenas os estados que minimizam #, contribuem para a funcdo de particdo. O n-ésimo

momento de Z, necessdrio para a aplicacio do método das réplicas, é dado por

“ / [de}/ {ZQ“[N Zw}—ﬂuggj(xw}
x<exp B > il .2l > (4.10)

a il <..-<ip

onde a = 1,...,n é o indice de réplicas. Para efetuar a média sobre os acoplamentos

utilizamos a distribui¢do Gaussiana (4.7) obtendo

(--) =exp 4’18\/_5_!1 Z [Z i .. .:L‘?p} . (4.11)

i1<..<ip L a

Expandindo o termo quadritico e mantendo apenas termos de ordem N no argumento

da exponencial, reescrevemos essa equacao como

(-~)=exp{ fvfll [,,:Z(Z “)2) ,Z(Zx ) “ (4.12)

a<b i

Definindo os pardmetros de ordem ¢ = (1/N) S, 2828 e re = (1/N)Y,(z2)?, e substi-

et Bad 1

tuindo em (4.10), encontramos

(Z™)y = [:H(;Tajjz exp{lNer +—Z “)”}
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—i)  Q°z? — fu Z(zg)r}. (4.13)

Fazendo 7 = i7®, §® = i§®, Q° = iQ°,

00 20 -0 2
o - [ {vg e S
ab 2
/ Hdg /?v exp {NZ“‘” “"+ﬂ2N Z(qab)”}
a<b a<b
x / E

{N;Q“} { /0°° [eees { -y
OIS WL a2} }N. (4.14)

a<b

Efetuando a integragao de ponto de sela no limite N — oo, temos finalmente

%ln(Z") = Zf“r“+—2(r ”+ch“bq +ﬂ Z “b)”+ZQ“

a<b a<b

+1n /°° Hd:c“ exp { — Z #(2%)? — Bu Z(xa)p
0 a a a
_anbxa,xb ZQAama}. (415)

a<b a

4.1.1 Simetria de Réplicas

Utilizando a hip6tese de simetria de réplicas, ou seja, fazendo ¢** = ¢, §® = §, r* =r e

7¢ =17, a eq. (4.15) reduz-se a
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—1—ln(Z") = frn4 B*rPn + qqn(n -1) 4 /92q”n(n ~1) Q
N 4

+1In 0°°1:Idx exp g( x)

_ﬂuza:(za)P ( % z;xa} (416)

Fazendo uso da identidade

s a 2 oo s = a
e—q(Zaw ) /2 =/ dee—z2/2—lz\/azax (4_17)
—oo V2
encontramos
1 2,.p 4 -1 24P -1
S = frns — qqn(" ), B nin L

+1n /oo dz “’2/2/ Hdm exp{ 1zfzx —5“2 (z®)P

- (f —~ —) Z z%)? — QZ } (4.18)
Dividindo por n, tomando o limite n — 0 e fazendo ¢ — —4 obtemos a energia livre:
- 27'1’ A 2,.p n
B gq Bq +0

A= Ty T

+/_:Dz1n{/0wdxexp [—,Buzp - (f+ g) 2% — (Q+z\/§) x]}
(4.19)

Derivando a equagio acima em relacio a r e g, obtemos as equagdes de ponto de sela

_Bpr™ (4.20)

~3
"
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B*pgr~?
5

qg= (4.21)

Substituindo na equagdo (4.19), encontramos
- 2(p—1)(rP — ¢* -

o0 oo 2 p—-1 __ ,p—1
+/ Dzln{/ dmexp[—ﬂu:v”+ﬂp(r 1 g )332
—0o 0

-5 (Q+————z f) ) (422

onde fizemos também @ — BQ. Definindo y = B(r — q) e tomando os limites 8 — oo e

T — ¢, obtemos que 1P — ¢? = pyg?~!/B e rP~1 — g?~! = (p — 1)y¢g?~?/B. Substituindo em
(4.22) e dividindo por S:

- — p-1 o
_f — _g_(}i__%i—)—w]_+Q

1 [ o  1\AP—20 2
+B/ DzIn {/ dz exp [_ Buz? + Bo(p 2q YT
—00 0

3 (Q . Z\/PT:I;;_M) x] } (4.23)

Tomando Q = VPgPV/2A/\/2 obtemos

i _plp=Dye™ N/ RN
4 V2

* o0 —_ P—2,,,2
+%/ DzlIn {/ dz exp [_ Buz? + Bp(p — 1)gP?yz
—o 0

B ﬂ\/p?q("-l\)g(A + z)x] } 4

Resolvendo as equagdes de ponto de sela 8f /8y = 0, 8f /8g = 0 e 8f /A = 0 encontramos

(4.24)

qg= /_ Z Dz(z?), (4.25)
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1= /oo Dz(z) (4.26)
€
oo —(p-3)/2 poo
(—1)g=(p—2) /_ Di(z?) — ‘/5‘27 /_ Daa(z), (4.27)
onde

J o dz... e
o= 1
(o) = e N dxe‘ﬂ-

(4.28)

(1]

p(p — 1)gP2yz? N VPgP I (A + 2)T
4 NZ) '

No limite 8 — oo podemos calcular as integrais em z através do método de ponto de sela,

= ygfP — (4.29)

de modo que apenas o valor de z que minimiza, E, denotado por z,(z), contribui para a

integral. Assim sendo, a densidade de energia do estado fundamental é escrita como

- p-1
€ = ﬂlggof = u/ Dz z?(z pyq (4.30)

onde z,(z) é a solugdo positiva de

1 2 L (p I\
510(? - yg¢" ™ zs — puat™ — (—2—> (A+2)=0 (4.31)
€
1\ ®D o\ -1)/-2) /py p/20-2)
=(p—2)qr-V/2 [ 2 ) _
v=-202 (1) (Y By -a s

¢ o valor méximo de z para que tenhamos uma solucdo positiva para z,(z). Para valores

maiores de z temos z,(z) = 0. As equacdes de ponto de sela no limite B — oo sdo entdo

escritas como
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1= /7 Dz z,(z), (4.33)
q= /j Dz 1°(z) (4.34)
e
K 1
yplp— 1| = /_ _ Dz s ——TpTk (4.35)

Para p = 2 podemos resolver a equagio (4.31) analiticamente e, para u grande, podemos

obter uma solucio para as equacgoes de ponto de sela:

~14+— 4.36
1 1
L 4.
Y 2u + 8ud (4.37)
e
Amauf1-2 (4.38)
~ 8u2 )’ )

Inspirados nessa solugdo, vamos supor que para p qualquer e u grande os pardmetros de

ordem sejam dados pelas expressoes
B
q= 1+ U—Zq’ (439)
1 B
y=_ (Ay + ;}) , (4.40)

A=—u (AA - %) (4.41)
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A; B
Ty =1+4+—"74 =, (4.42)
u o ou

Substituindo essas expressées nas equacoes de ponto de sela e na equagio para z,(z)

encontramos finalmente

1
1 1
VS =D | I (4.44)
e
+1
Awm—u(2p)2|1- P72 | .
u(2p) [ 4u?p(p — 1)} (4.45)

Para valores finitos de u devemos resolver as equagoes de ponto de sela numerica-
mente. Na figura 4.1, apresentamos o comportamento da energia do estado fundamental
€ como fungdo da pressdo de cooperagao u para p = 2, 3, 5, 7 e 10. Como esperado,
para grandes valores de u temos ¢, ~ u. J4 para pequenos valores de u, apenas pares de
espécies com grandes acoplamentos negativos (—cg; > 1) contribuem e suas concentracoes
sdo de ordem 1 (isto é, z; e z; sao de ordem N) levando & divergéncia de ¢, no limite de
u — 0. Com o aumento na ordem das interagdes, p, esse regime altamente competitivo
(umas poucas espécies sobrevivem apenas) é praticamente eliminado, embora devemos
notar que ¢ — —oo quando u — 0 para todos os valores de p 2 2. De fato, com o
aumento de p fica cada vez mais dificil encontrar um acoplamento ¢;jy; .. negativo e muito
grande de forma que algumas das espécies envolvidas 4, j, k, 1, . .. ndo estejam também in-
teragindo entre elas através de acoplamentos positivos. Isso acaba por retardar o regime

competitivo mencionado acima. Na figura 4.2, apresentamos o parametro de ordem q co-
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Figura 4.2: O pardmetro de ordem q em funcio de u para p =2, 3, 5 ¢ 10.
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mo fung¢éo de u para p =2, 3, 5 e 10. O valor de g tende a 1 com 0 aumento de u. Neste
regime temos um grande nimero de espécies sobreviventes, com concentracoes z =~ 1.
O valor de ¢ se torna grande para pequenos valores de u, evidenciando a existéncia de
poucas espécies com uma grande concentracio de individuos. Com o aumento na ordem
das interacdes, ¢ decresce mais rapidamente com u, indicando que um pequeno valor de

u j& permite a sobrevivéncia de um grande niimero de espécies.
4.1.2 Estabilidade da Solugdo com Simetria de Réplicas

Para obter a regido em que a solugdo com simetria de réplicas é estdvel, precisamos calcular
os autovalores da matriz 3(—f)/9g*8¢™ e nos assegurar de que eles sejam negativos. Note
que isso, de fato, corresponde a supor que a solucio com simetria de réplicas maximiza
a energia livre f (note que na secio 3.3.2 buscamos autovalores positivos pois a solucao
com simetria de réplicas minimiza a entropia). Essa inversio deve-se ao limite n — 0 que
torna a dimensdo da matriz de segundas derivadas negativa. Comegamos substituindo

(4.20) e (4.21) em (4.15) a fim de reduzir o ntimero de varidveis. Dai

G = +n(z")

= 2D ey B0 Sy sy

a a<b a
oC
-+-ln/0 Hdz“eH°, (4.46)
a

onde

Hy=—fu (z°)F+ ﬁz—p > () (z2)? 4 %2” > (@) Ve — 8" Qoat. (4.47)

a<b

Seguindo o mesmo procedimento utilizado na secio 3.3.2, vamos derivar a equacao (4.46)

em relacdo a ¢, obtendo
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9G _  Bp(p—1)(g")*? {g - Jo T, dzezra’efo ! (4.48)
aq* 2 T T daet S '
Derivando mais uma vez, agora em relagio a ¢®:
G Pplp-1)(¢)e? { 5
aqabaq"/d - 2 ab,y8
2 — 1) (g% (r—-2)
___,3 p(p 2)(‘1 ) [(xa$b$7$5> _ (xaxb>(.’l:7:1,‘6>] }, (4.49)
onde
o0 @ G b v 0 Ho
abyon _ Jo 1ladz°z?z’z7z’e
(z®z’z72%) = =TI, oot (4.50)
e
e Jo 1, dzezezbeto
— 2 4.
= T M dweom 42y
Os trés diferentes tipos de elementos de matriz sao
P = Ba.b,ab
Bp(p— 1) (@) ¢ Bp(p - 1)(¢)* Py, o
R s N (@)t - (aaty?] Jas2)
Q — Bab,aJ
4 — 1)2( %) (p—2) ( g0b)(p—2)
— Bp*(p-1) (Q4) (¢*) [((:L‘a)Q.’Eb:EJ) _ <$axb><za$6>], (4.53)
R = Bab,"/J
452(n — 1)2(g70 (p—2) ( Hab){p—2)
— /B p (p ) (Q4) (q ) [<$a$b$7$5> _ <$a$b><xvm6>], (4.54)

de forma que os autovalores da matriz de segundas derivadas (4.49) sdo escritos como

(veja secdo 3.3.2)
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MU=P+mn—mQ+;n—mm—@R, (4.55)
XD =P+Q(n—-4)- R(n-3) (4.56)

e
A =p_20+R (4.57)

Os dois primeiros autovalores sio sempre negativos enquanto que o terceiro é positivo em

algumas regides. Portanto, a curva de estabilidade ¢ dada por A® = ) < 0, ou seja,

2 _ ab\(p—2) 2 -
,3 p(p 12)(q ) { —1+ /B p(’; 1) [(qab)(p——2)(<($a)2(zb)2) _ <$a$b)2)

—2(¢*)"(((2%)’2"a") — (2°2*)(z2?))

@) (@) - (2a) @2 b <0, (458)

Utilizando simetria de réplicas esta expressio reduz-se a

i ; 1P { 1.8 p(p?2 1)gP~ W} <0, (4.59)

onde

f0°° dzzet
=2 " 4.60
<$> fOOO derl ) ( )
oo d 2 _H,
(o = do_daz’e™ (ws1)

B [y dzet
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(.= f_ ” Dz{...) (4.62)

com

H, = —Bua? + :Bp(p _41)yqp—2 2 _ B [Q + M\/—;Wi]x (463)
Calculando as integrais (4.60) e (4.61) obtemos
N G0
(z) s(2) 28p(p — 1) [u(z,(2))P-2 — yqp_2/2]2 (4.64)
e
(@®) = (2s(2))* - ulp — (e ()" - ya™ /2 (4.65)

Bp(p — 1) [u(z4(2))P~2 — ygr-2/2]*

Figura 4.3: Curva de estabilidade para p =2, 3, 3.2, 3.5,4,5e 7.
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Efetuando o célculo de (4.59) para 8 — oo obtemos a expressao final para a estabilidade

do sistema:

_M_L7z 1
T '{1+%@-U/;D[wmwy4—wrvw}' (4.66)

Na figura 4.3, apresentamos a curva da estabilidade como funcdo de u parap = 2,

3,3.2,3.5,4,5e 7. Para p = 2 a solugdo é inst4vel para u menor que 1/4/2 ~ 0.707. Para
P = 3 o valor de u em que a solucdo se torna instavel diminui para u = 0.106 e para p > 4
a solugdo € instdvel apenas em u = 0. Assim, a utilizagdo da solugdo com simetria de

réplicas para descrever o estado fundamental de M, parece-nos perfeitamente justificavel.
4.1.3 Distribuicao de probabilidade das concentracgoes

Nesta secdo, vamos abordar a seguinte questdo: escolhendo aleatoriamente uma das N
espécies, digamos espécie k, qual é a probabilidade de que sua concentracdo zj seja igual

ao valor {7 Obviamente essa probabilidade é dada por

©TT. dz. — £\ p—BH(E) e
Pu(€) = tim Jo 1L 428 (zi = e @4(5, 2 N
oo fo Hz dxie_ﬂnp(z)J(Zi T; — N)

ou seja, integramos a distribuicdo de Gibbs sobre todos os valores de concentracdo das

(4.67)

espécie.  wiferentes da espécie k. Como todas as espécies sdo equivalentes podemos

escrever

PE) = Pile) = 3 S P(O). (4.68)

Do ponto de vista pratico, vamos calcular (4.68) introduzindo o Hamiltoniano efetivo

Heps=Hp+h),, 0(z; — £) de forma que

P(©) = jim L2 Zur)

B—o0o N oh h=0" (4.69)
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onde

o0
Zeff = / Hdmifs(z z; — N)e FHeIf, (4.70)
o0 i
Dai, podemos efetuar os calculos seguindo 0 mesmo procedimento das segdes anteriores.
Definido
1
—Bfess = N(ln Zesf) (4.71)
obtemos

_Bplp — yg*~!

—Bfest = 1 + BQ
*° - p—2,.12
+/Dzln {/ dz’ exp { — Buz’ + Bp(p 12?/‘1 T
0
A~ p—1
-p [Q+z pq2 ]x'—ﬂhé(m'—f)}}, (4.72)
Derivando em relagio a h e tomando o limite 4 — 0 encontramos
o eXp{—BuEP—M’L%M§2_ﬁ[Q+Z pq;—l]é_}
P(¢) = ﬂlim Dz
—00 -~ A =
—00 fooo d.’E' exp {—IBUx'P — Mp_tﬂlzﬂ _ ﬁ[Q + 2 pqg l]xl}

A distribui¢do acumulada correspondente é dada por

cw = [ P

o0 fom d{ exp {—ﬂuf” — M&iﬂg -8 [Q +2 Eq;;l]f}

lim Dz

Rl [ dvexp {—ﬂux’l’ - Bl gl 1 W]w}
(4.74)
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Efetuando o limite 8 — oo encontramos

Cla) = f T Dz+ [ " D2Ofs — 2,(2)], (4.75)

onde ©(z) = 1 para £ > 0 e 0 no outro caso. Observamos que o primeiro termo nos d4 a
fracdo de espécies extintas, C'(0). No limite u — oo temos v — oo e z,(z) = 1. Portanto,
neste limite C(z) = ©(z — 1) para qualquer valor de p, ou seja, todas as espécies estdo
presentes no ecossistema e possuem a mesma concentracao de individuos z; = 1 Vi.

Na figura 4.4, apresentamos a distribui¢do acumulada C como funcio das con-
centragoes z para p = 2 e u = 0.4, 0.7, 1.0 e 1.7. Podemos observar que para u = 0.4
apenas uma pequena parcela das espécies sobrevive (menos de 20%), enquanto que para
u = 1.7 quase todas as espécies estdo presentes no ecossistema. Além disso, podemos

verificar claramente o efeito do aumento da pressio de cooperacio u sobre o ecossistema.

Figura 4.4: Distribui¢do acumulada C como fungio da concentragio z para p = 2 e u = 0.4,
0.7,1.0e 1.7.
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Na figura 4.5, apresentamos a distribui¢io acumulada C como fungao das concen-
tracoes z parap = 3eu = 0.1,0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.8 e 1.5. Observamos, como na, figura
anterior, que o niimero de espécies sobreviventes aumenta com u. Uma caracteristica que
surge com as interagdes de ordem mais alta é que C(z) se mantém constante e igual a
C(0) até um determinado valor de z = z, = z,(7), ou seja, hd um limite inferior para a
concentracido das espécies sobreviventes, o que impede a existéncia de espécies raras no
ecossistema. Como z; = 0 para qualquer valor finito de u quando p = 2, o valor nao-nulo
de z; é um efeito das interagbes dc¢ ~1air: alia. Como esperado, z; — oo para u = 0,
desde que C(z) = 1 para qualquer vaior de z neste limite. Com o aumento de u, o valor

de z; diminui e para u — 0o encontramos

Figura 4.5: Distribui¢ido acumulada C' como funcdo da concentragao z para p = 3 e u = 0.4,
0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.8 e 1.5.
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Na figura 4.6, apresentamos z; como funcdo de u para p = 3, 5, 7, 9, 11 e 13. Como
podemos visualizar, o valor de z; cresce com p e diminui com o aumento de u, ou seja,
quando consideramos interagoes de ordem mais alta a populagdo torna-se mais estdvel,
pois as espécies sobreviventes possuem uma concentra¢do minima de individuos que se

torna maior com o incremento de p.

0.8 T T T

Figura 4.6: Limite inferior para a concentracio das espécies z; como funcio de u para p =3,
5,7,9,11 e 13.

Na figura 4.7, apresentamos a fracdo de espécies extintas como fun¢io de u para
p=2,3,9,7e9. Para valor fixo de u, a fracdo de espécies extintas diminui com o

aumento de p. Para valores grandes de u encontramos

C(0) ~ W% exp(—pu?), (4.77)

que demonstra que o crescimento na ordem das interacoes entre as espécies torna o sistema,

mals cooperativo.
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(6(H)]

Figura 4.7: Fracdo de espécies extintas C(0) em fungio de u parap=2,3,5,7e 9.

Concluindo este capitulo, enfatizamos que nossos resultados descrevem apenas as
propriedades de equilibrio da populagao. Algumas questoes interessantes, tais como se a
auséncia de espécies raras no equilibrio implica na estabilidade do ecossistema, contra a
invasao de espécies raras, ou se o efeito de uma perturbac¢io diminuindo a concentragao
de uma unica espécie para um valor abaixo de z, conduz ao colapso de todo o ecossistema,

podem ser investigadas apenas através de um estudo da dinamica do ecossistema.



Capitulo 5

Conclusao

O estudo de algumas propriedades da funcio adaptagdo ou relevo de energia é de grande
importéancia para o entendimento da dinimica de sistemas replicadores. Kauffman [5]
propos uma familia de fungdes adaptacdo que pode gerar tanto fungbes com apenas um
méximo como funcgdes com vérios maximos descorrelacionados. Esta familia de fungoes é
conhecida como modelo NK. Por outro lado, Derrida [16] propos uma familia de Hamilto-
nianos que possui caracteristicas semelhantes 4s do modelo NK, a saber, os vidros de spin
de Ising com interagdes de p-spins. Na primeira parte desta tese, realizamos um estudo
analitico das propriedades estatisticas do relevo de energia do modelo de vidros de spin
de Ising com interagoes de p-spins. Essa investigagdo é de interesse tanto do ponto de
vista da mecanica estatistica de sistemas desordenados quanto da perspectiva do estudo
de caminhadas adaptativas em relevos de energia rugosos.

Nesse sentido, o niimero médio de minimos locais com energia €, denotado por
(N (€)), foi calculado para p geral e campo magnético h nulo {27, 28], onde a notagdo (.. .)
indica uma média sobre os acoplamentos. Deve-se notar que este tipo de procedimento,
conhecido como aproximacgao ‘annealed’, ndo é correto. O certo seria calcular a média
da grandeza extensiva In NV '(€) pois esta é auto-mediante. De fato, Roberts [29] calculou
(InN(€)) para p =2 e h # 0 usando o método de réplicas. Uma grandeza relacionada a

correlacio entre dois minimos locais com energias €® e €® ¢ o niimero de pares de minimos

106
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locais com sobreposi¢do ¢, denotado por M(e®, q), cujo valor médio foi calculado por
Gross e Mézard para p — oo [30]. No capitulo 2, efetuamos o cdlculo do niimero médio
de minimos locais para p geral e campo magnético ndo nulo. Mostramos que a inclusao
de h ndo leva, apenas, a diferengas quantitativas em relagio ao caso de campo nulo, mas,
também, a diferengas qualitativas com o aparecimento de descontinuidades na energia
tipica dos minimos locais. Estudamos também a sobreposicio tipica g,, entre pares de
minimos idénticos, ou seja, com mesma densidade de energia e. A dependéncia de g,
com € para pequenos valores de h nos lembra a dependéncia do parimetro de ordem
termodinamico com a temperatura T, ou seja, g,, vai a zero de maneira descontinua em
um dado valor de ¢. Devemos notar, entretanto, que ndo héd relacio entre T e ¢, pois
In NV (€) ndo é a entropia do sistema. Observamos que o tamanho da descontinuidade na
sobreposicio tipica ¢,, aumenta com p e diminui com h, desaparecendo quando o campo
magnético atinge um valor critico h = h, [1]. Esse efeito do campo magnético sobre as
propriedades estatisticas dos minimos locais nos motivou a estudar a termodindmica do
.:0delo de p-spins p~ra campo magnético ndo nulo. Ainda no capitulo 2, investigamos
as corregoes ao alcaucc 1nfinito para o caso em que h = 0. Os resultados nos mostram
que o numero de estados meta-estaveis aumenta quando o efeito de conectividade finita é
considerado, e que esse aumento torna-se mais pronunciado 4 medida que p aumenta [2].

A termodindmica do modelo SK (p = 2) [19, 20] e do modelo de energias aleatérias
(p — o0) [16, 17, 18] na presenca do campo magnético j4 é bem entendida. O caso p > 2
é mais complicado e a termodindmica do modelo de p-spins foi investigada apenas para
h =0 [37, 38], j& que a adi¢do do campo magnético dificulta consideravelmente a solucio
das equagbes de ponto de sela. No capitulo 3, utilizamos o método de réplicas para
estudar o caso em que o campo magnético ¢ diferente de zero. Em particular, calculamos
a média do logaritmo do ntimero de estados com densidade de energia €, ou seja, a

entropia. Investigamos a solucdo com simetria de réplicas, assim como a regido no espaco
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de parametros (T, h,p) onde esta solugdo é estivel. Na seqiiéncia, efetuamos os cdlculos
para o primeiro passo de quebra de simetria de réplicas (1 QSR) e analisamos a transi¢ao
entre os dois regimes. Observamos que existem dois tipos de transicao entre esses dois
regimes: uma transi¢do continua e outra descontinua. A adicao do campo magnético faz
com que o tamanho da descontinuidade do parametro de ordem entre os dois regimes
para p > 2 diminua até que esta desapareca para h > h;. Obtivemos analiticamente a
localizacio do ponto tricritico onde a transigdo entre os dois regimes torna-se descontinua
[3].

Um modelo de spins continuos que descreve a co-evolugdo de espécies com in-
teracbes entre pares de espécies foi proposto por Diederich & Opper [40, 41, 46]. Nesse
modelo considera-se uma populacéo infinita (ecossistema) composta por N espécies dife-
rentes que interagem entre si através de interagdes aleatérias Gaussianas. Um pardmetro
de auto-interagdo u > 0 é introduzido no modelo para atuar como uma pressio de co-
operacéo, limitando o crescimento das espécies. Embora pareca bastante natural no con-
texto de co-evolucdo de espécies, a andlise de sistemas com interagdes de ordem mais alta
nio foi ainda considerada na literatura. Essas interagdes surgem quando a intensidade do
acoplamento entre um dado par de espécies depende da concentracio de outras espécies.
Mesmo que de forma implicita, esse tipo de interagio é freqiientemente invocado quando
se faz referéncia & complexidade e sutileza das relacdes entre diferentes espécies do ecossis-
tema, [39]. Entretanto, na auséncia de modelos matematicos para descrever esses sistemas,
pouco se conhece sobre os efeitos positivos ou negativos das interagoes de ordem alta so-
bre a estabilidade do ecossistema. No capitulo 4, generalizamos o modelo de Diederich
& Opper introduzindo interacdes de ordem mais alta entre as espécies do ecossistema.
Mostramos, através de uma andlise de réplicas simétricas que com o aumento na ordem
das interacdes o regime altamente competitivo (caracterizado por uma divergéncia na

energia do estado fundamental ¢, para u pequeno) é praticamente eliminado. Analisando
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a estabilidade da solugdo com simetria de réplicas verificamos que para p > 4 esta solugio
¢ instdvel apenas para u = 0 e, portanto, nossos principais resultados nio sio afetados
pela instabilidade dessa solu¢do. Estudando a distribuicio de probabilidade das concen-
trages de individuos, verificamos que um efeito do aumento na ordem das interacdes é que
C(z), a distribuicdo acumulada, se mantém constante e igual a C(0) (fracdo de espécies
extintas) até um determinado valor de concentragio z = z;. Isso significa que existe um
limite inferior para a concentra¢do das espécies sobreviventes, o que impede a existéncia
de espécies raras no ecossistema. O aumento na ordem das interacdes também implica em
um decréscimo da fragéo de espécies extintas, tornando o sistema mais cooperativo [4].
Algumas questdes interessantes surgem a partir desses resultados. Por exemplo,
a auséncia de espécies raras no equilfbrio implica na estabilidade do ecossistema com
relagdo & invasdo de espécies raras mutantes? O efeito de uma perturbacao decrescendo a ‘
concentracdo de uma espécie leva ao colapso de todo o ecossistema? Essas questoes serao

investigadas futuramente a partir de um estudo da dinimica desse ecossistema.
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