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RESUMO

RIZZI, I.. G.. Simulagoes numéricas de Monte Carlo aplicadas no estudo das transicoes
de fase do modelo de Ising dipolar bidimensional. Dissertacao (Mestrado) — Faculdade de

Filosofia, Ciéncias e Letras de Ribeirao Preto, Universidade de Sao Paulo. Ribeirdao Preto, 2009.

O modelo de Ising dipolar bidimensional inclui, além da interacao ferromagnética entre os
primeiros vizinhos, interacoes de longo alcance entre os momentos de dipolo magnético dos
spins. A presenca da interacao dipolar muda completamente o sistema, apresentando um rico
diagrama de fase, cujas caracteristicas tém originado intiimeros estudos na literatura. Além
disso, a possibilidade de explicar fendmenos observados em filmes magnéticos ultrafinos, os
quais possuem diversas aplicacoes em &reas tecnoldgicas, também motiva o estudo deste mo-
delo. O estado fundamental ferromagnético do modelo de Ising puro é alterado para uma série
de fases do tipo faixas, as quais consistem em dominios ferromagnéticos de largura h com mag-
netizagoes opostas. A largura das faixas depende da razao § das intensidades dos acoplamentos
ferromagnético e dipolar. Através de simulagoes de Monte Carlo e técnicas de repesagem em
histogramas muiltiplos identificamos as temperaturas criticas de tamanho finito para as tran-
sicoes de fase quando § = 2, o que corresponde a h = 2. Calculamos o calor especifico e a
susceptibilidade do parametro de ordem, no intervalo de temperaturas onde as transi¢oes sao
observadas, para diferentes tamanhos de rede. As técnicas de repesagem permitem-nos explo-
rar e identificar maximos distintos nessas funcoes da temperatura e, desse modo, estimar as
temperaturas criticas de tamanho finito com grande precisao. Apresentamos evidéncias numé-
ricas da existéncia de uma fase nemética de Ising para tamanhos grandes de rede. Em nossas
simulacoes, observamos esta fase para tamanhos de rede a partir de L = 48. Para verificar
o quanto a interacao dipolar de longo alcance afeta as estimativas fisicas, noés calculamos o
tempo de autocorrelacao integrado nas séries temporais da energia. Inferimos dai quao severo
é o critical slowing down (decaimento lento critico) para esse sistema proximo as transigoes
de fase termodinamicas. Os resultados obtidos utilizando um algoritmo de atualizacao local

foram comparados com os resultados obtidos utilizando o algoritmo multicanonico.



ABSTRACT

RIZZI, .. G.. Numerical Monte Carlo simulations applied to study of phase transitions in
two-dimensional dipolar Ising model. Dissertation (M.Sc.) — Faculdade de Filosofia, Ciéncias e

Letras de Ribeirao Preto, Universidade de Sao Paulo. Ribeirao Preto, 2009.

Two-dimensional spin model with nearest-neighbor ferromagnetic interaction and long-
range dipolar interactions exhibit a rich phase diagram, whose characteristics have been ex-
ploited by several studies in the recent literature. Furthermore, the possibility of explain
observed phenomena in ultrathin magnetic films, which have many technological applications,
also motivates the study of this model. The presence of dipolar interaction term changes the
ferromagnetic ground state expected for the pure Ising model to a series of striped phases,
which consist of ferromagnetic domains of width A with opposite magnetization. The width
of the stripes depends on the ratio § of the ferromagnetic and dipolar couplings. Monte Carlo
simulations and reweighting multiple histograms techniques allow us to identify the finite-size
critical temperatures of the phase transitions when 0 = 2, which corresponds to h = 2. We
calculate, for different lattice sizes, the specific heat and susceptibility of the order parameter
around the transition temperatures by means of reweighting techniques. This allows us to
identify in these observables, as functions of temperature, the distinct maxima and thereby
to estimate the finite-size critical temperatures with high precision. We present numerical
evidence of the existence of a Ising nematic phase for large lattice sizes. Our results show
that simulations need to be performed for lattice sizes at least as large as L = 48 to clearly
observe the Ising nematic phase. To access how the long-range dipolar interaction may affect
physical estimates we also evaluate the integrated autocorrelation time in energy time series.
This allows us to infer how severe is the critical slowing down for this system with long-range
interaction and nearby thermodynamic phase transitions. The results obtained using a local

update algorithm are compared with results obtained using the multicanonical algorithm.
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Capitulo 1

Introducao

Filmes finos ou materiais quase bidimensionais' tém muitas aplicacoes tecnologicas. No
caso de filmes metélicos sobre substratos metalicos, encontramos usos em eletronica, arma-
zenamento de dados e catdlises de reacoes. Filmes moleculares sao, por sua vez, bastante
utilizados em biotecnologia e farmacologia. Com os avancos nas técnicas de crescimento de
filmes, tais como a epitaxia de feixe atomico (ou molecular) [1], e nos métodos de caracteriza-
¢ao desses filmes, tais como o efeito Kerr magneto-optico de superficie [2], inimeros estudos
experimentais tém sido realizados nos tltimos anos. Tais estudos nao sao motivados somente
pela importancia tecnolégica desses sistemas, entender como certas propriedades magnéticas
macroscopicas surgem nesses materiais € também um desafio para o nosso conhecimento sobre
as interagoes atomicas.

Atualmente, um conhecimento detalhado das interacoes microscopicas faz-se essencial para
o desenvolvimento de materiais com caracteristicas especificas para determinada aplicacao tec-
nologica. Sao frequentes as preocupacoes sobre como essas interacoes sao afetadas por fatores
tais como composicao e preparacao, e como esses fatores determinam as propriedades dos mate-
riais. Por exemplo, o uso de filmes magnéticos ultrafinos para armazenamento de dados requer
que a magnetizacao do filme seja escolhida e lida com graus elevados de precisao e resolucao
espacial. Os parametros de operacao de tais dispositivos geralmente sao pré-determinados ou
restritos, assim, a habilidade de projetar o material para otimizar sua performance, conhecendo
suas restrigoes, pode trazer um beneficio tecnologico significativo.

Dentre os filmes mais estudados estdo: i) filmes metélicos ultrafinos (i.e., com poucas ca-
madas atomicas) em substratos metalicos tais como Fe sobre Cu(100) e Co sobre Au(111);
e ii) filmes de camadas de terras-raras, os quais ocorrem nas estruturas perovskita do tipo

(TR)BayCusO7_,, onde TR representa uma terra-rara da série dos lantanideos (i.e., Nd3*,

10O termo “quase” é empregado aqui no sentido de que os sistemas em questdo sdo constituidos de apenas
uma ou poucas camadas atomicas.

14
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Figura 1.1: Polarizacdo da magnetizagdo em cada uma das diregdes: z, y (no plano do filme) e
z (perpendicular ao plano do filme), em funcdo da temperatura absoluta para filmes finos de Fe
sobre Cu(100) com espessuras de 2,5 e 3,0 camadas atomicas (AL: “atomic layer”). Técnica utilizada:
“spin-polarized secondary-electron spectroscopy”. Figura adaptada de [3].

Er3t, Y3t Gd3*, etc). Tanto estudos experimentais quanto tedricos tém revelado propri-
edades magnéticas nao usuais nesses sistemas. Como mostrado na Figura 1.1, para filmes
suficientemente finos de Fe sobre substratos de Cu, a polarizacao da magnetizacao alinha-se
numa orientacao perpendicular ao plano do filme a partir de uma temperatura caracteristica
[3]. Esta temperatura é denominada temperatura de transi¢ao de reorientagdo. Diminuindo-
se a espessura do filme de 3,0 para 2,5 monocamadas atomicas nota-se um valor maior para
essa temperatura. Outros estudos experimentais [4, 5| mostram que uma caracteristica de
tal ordenamento fora do plano é a formacao de padroes caracterizados por dominios de gru-
pos ferromagnéticos de spins ordenados. Estudos recentes [6] mostram que esses padroes sao
contituidos por faixas alternadas ferromagnéticas ou na forma de labirinto (vide Figura 1.2).
Nesta figura, as faixas escuras indicam um dado sentido dos spins, enquanto que as faixas

claras indicam spins no sentido contrario. Para uma temperatura igual a 321K temos uma
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Figura 1.2: Tmagens obtidas utilizando a técnica SEMPA para um filme de Fe sobre Cu(100) com
espessura de aproximadamente duas camadas atdmicas para diferentes temperaturas: T, = 281K,
T; = 294K, T}, = 296K, T; = 300K, e T; = 321K. A imagens sao quadradas e tém largura de 44um
(exceto k e 1, as quais possuem 22um por 44um). Figura retirada de [6].

fase paramagnética (desordenada). Conforme diminuimos a temperatura, encontramos uma
fase relativamente ordenada, caracterizada por faixas e bolhas. Posteriormente passamos para
uma fase do tipo labirinto até chegar, finalmente, & fase do tipo faixas a 294K.

Com o intuito de entender a formagao de estados ordenados em sistemas magnéticos quase
bidimensionais, incluindo o padrao de labirintos e de faixas, recorrer a modelos de sistemas
magnéticos simples pode ser uma boa estratégia. Estudos tedricos sobre sistemas magnéticos
geralmente evitam incluir a interacao dipolar, utilizando o argumento de que a contribuicao
da interagao dipolar é pequena comparada com a contribuicao da interacao de troca ferro-
magnética. Para sistemas quase bidimensionais, no entanto, a interacao dipolar contribui de
maneira significativa. De fato, uma descricao tedrica realistica desses sistemas deve incluir
a interacao de troca, a interacao dipolar e a anisotropia magnetocristalina da rede, pois o
ordenamento magnético de longo alcance em sistemas quase bidimensionais requer a quebra
da simetria através da anisotropia magnética [7]. Em particular, por causa da anisotropia
magnética e da espessura dos filmes, muitos autores procuraram realizar esta discussao teo-
rica por meio do modelo de Ising bidimensional dipolar. Este modelo inclui, além da interagao
de troca ferromagnética usual do modelo de Ising puro [8, 9], intera¢oes entre os momentos
de dipolo magnético dos spins. A interagao dipolar, ao contrario da interacao de troca, possui
um caracter antiferromagnético, o que leva a competicao entre as interagoes. Essa competicao
entre os dois tipos de interacao atribui ao modelo algumas caracteristicas que também estao
presentes nos filmes magnéticos ultrafinos. Em particular, apresenta a formacao de padroes
caracterizados por dominios ferromagnéticos. O modelo de Ising dipolar bidimensional, assim
como o modelo de Heisenberg bidimensional, encontra-se dentro de uma classe muito mais

geral de modelos. Sao modelos que consideram interagoes competitivas e que apresentam
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Figura 1.3: Configuracoes de spins do modelo de Ising dipolar bidimensional para diferentes tempe-
raturas. Os resultados foram obtidos através de simulacoes de Monte Carlo. As configuragoes de (a)
para (f) retratam o aumento da temperatura. Figura adaptada de [12].

fases espacialmente ndo homogéneas (e.g., tipo faixas, bolhas, lamelas ou ainda tabuleiro de
xadrez), associadas com quebras das simetrias translacionais e/ou rotacionais [10, 11].

Como na maioria dos modelos, a presenca de certos termos, como o termo de interacao
entre os momentos de dipolo dos spins no modelo de Ising dipolar, pode trazer grandes dificul-
dades, tanto teéricas quanto computacionais. Contudo, principalmente gracas ao avanco da
tecnologia na area computacional, as ferramentas da Mecanica Estatistica vem mostrando-se
muito poderosas nesses tipos de estudo. Simulagoes numéricas sao bastante utilizadas para
determinar o comportamento de varios modelos simplificados, mas nao menos interessantes,
que apresentam transicoes de fase e nao sao exatamente soliiveis. Por exemplo, na Figura 1.3,
apresentamos configuragoes de spins para o modelo de Ising dipolar bidimensional retiradas
de resultados obtidos por meio de simula¢oes de Monte Carlo [12]. Esses e outros resulta-
dos mostram que as simulacoes de Monte Carlo, embora inerentemente limitadas a sistemas
muito menores que os sistemas experimentais, podem fornecer informacoes titeis a respeito do
sistema. Em particular, informacoes sobre como as estruturas de dominios sao afetadas pelo
valor de um dado parametro assim como sua dependéncia com a temperatura. Apresentamos
nessa dissertacao um estudo sobre o modelo de Ising dipolar bidimensional dando enfoque
nas simulagoes numéricas de Monte Carlo. Como objetivos principais consideramos a identi-
ficacao das fases e também a determinacao da natureza de cada uma das transicoes de fase

termodindmicas.
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Transicoes de fase

Transicoes de fase e fendbmenos criticos ocorrem numa enorme variedade de sistemas e situ-
acoes de interesse fisico. Como exemplos de sistemas fisicos temos: fluidos simples (dgua, CO,,
etc) ou com varios componentes, magnetos, ligas metalicas e compostos ionicos, ferroelétricos,
cristais liquidos, polimeros, superfluidos, supercondutores, etc. As transicoes de fase podem
ser de diversos tipos. Como exemplos, temos transicoes no equilibrio, transi¢oes dinamicas,
transigoes em sistemas desordenados (“vidros de spin” e vidros reais), transi¢oes geométricas,
transigbes quanticas, etc [13].

Apresentamos a seguir uma pequena introducao as transi¢oes de fase. Abordamos primei-
ramente a classificagao termodinamica bésica que envolve a natureza das transicoes. Intro-
duzimos o conceito de parametro de ordem e também alguns conceitos envolvidos na teoria
fenomenologica de Landau. A partir da teoria de Landau fazemos consideragoes sobre sistemas
de tamanho finito, os quais sdo invariavelmente empregados em simula¢oes numéricas. Por

fim, discutimos um método numérico para determinacao da ordem da transicao.

2.1 Introducao

Embora existam transi¢oes de fase — como a condensacao da dgua, o derretimento do gelo,
etc — com as quais estamos bastante familiarizados, alguns de seus aspectos fisicos bésicos ainda
nao sao completamente entendidos. Do ponto de vista da Mecanica Estatistica, uma conexao
é estabelecida entre as fases macroscopicas do sistema e suas propriedades microscopicas (tais
como as forgas entre os 4tomos, etc). No entanto, ainda que a interagio efetiva entre os a&tomos
seja conhecida (por exemplo, do tipo van der Waals, semelhante ao potencial de Lennard-
Jones), é dificil predizer teoricamente em quais condi¢oes termodinamicas (temperatura T,
pressdo P, etc) as transi¢goes de fase irdo ocorrer. Métodos analiticos para a previsao de

diagramas de fase sao uteis sobretudo para problemas “na rede™ por exemplo, transi¢oes de

18



CAPITULO 2. TRANSICOES DE FASE 19

fase ordem-desordem em ligas de CugAu (ctibicas de face centrada). Quando na fase ordenada,
os atomos de Au povoam principalmente uma das quatro subredes ctibicas simples, enquanto
na fase desordenada, os dtomos de Au ficam igualmente distribuidos por todas as quatro
subredes. Para problemas “fora da rede”, tais como as transi¢oes solido-liquido e liquido-gas
do Ar, temos que confiar inteiramente em abordagens de simulagoes numéricas.

Quando nos referimos a transicoes de fase pensamos também na sua natureza, ou seja, na
sua ordem. A classificagdo termodinamica bésica considera um potencial termodinamico (por
exemplo, a energia livre Helmholtz F') e suas derivadas na transi¢do. Se a primeira derivada de
F' exibe singularidades do tipo salto, a transicao é chamada de primeira ordem, se a primeira
derivada for continua, mas a segunda derivada for singular, temos uma transicao de segunda
ordem (ou continua), e esse ¢ um ponto critico no diagrama de fase.

Pontos criticos sao muito mais especiais do que transicoes de primeira ordem. Por exem-
plo, na transicao gas-liquido de um sistema composto de uma substancia pura, as energias
livres de Gibbs Ggss(T, P) e Giiquido(T, P) das duas fases devem ser iguais, o que significa
que a temperatura no plano da pressao da transicao gas-liquido revela-se como uma linha de
transi¢ao Teondensacao (P) (vide Figura 2.1(a)). A condicao adicional de que a compressibilidade
diverge é satisfeita apenas em um tnico ponto, o ponto critico 7. = Tiondensacao(£:), onde
a linha de transicao gas-liquido termina. Também podem ocorrer fendmenos multicriticos,
0s quais correspondem a existéncia de pontos multicriticos. Sao pontos caracterizados pelo
encontro de linhas criticas distintas e ocorrem geralmente em diagramas de fase de sistemas

mais complexos (por exemplo, misturas de dois fluidos).

P

Liquido
Curva de___ g
P fusio ¥ ‘;
' "'—-‘\
- -~ » ~
Sélido Curva de . t f T \
— pressiao H=0 7';[ 3 T
Curva de de vapor 1 1 l - ¢ s
sublimacio ' S
| _ Gis
Ponto triplo
1 oy
i @
(a) Fluido (b) Magneto

Figura 2.1: (a) Projecao da superficie (P —V —T') no plano (P — T') para uma substancia pura; (b)
projecao da superficie (H — M — T) no plano (H — T') para uma magneto. Figura adaptada de [14].
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2.2 Classificacao basica e universalidade

Iniciamos essa se¢ao introduzindo o conceito de parametro ordem. Além de ser 1til defini-lo
dentro do contexto da classificagao das transicoes de fase, o parametro de ordem é fundamental
para o entendimento da teoria de Landau, a qual é apresentada na proxima secao.

Geralmente definimos o parametro de ordem como uma variavel termodinamica intensiva,
a qual permite distiguir as fases do sistema. Como exemplos de parametro de ordem temos a
diferenga de densidades Ap = pirquido — Pgas, NO caso de uma substancia pura, e a magnetizagao
por spin m, no caso de um magneto. Usualmente o parametro de ordem é escolhido de tal
maneira que seja igual a zero na fase desordenada e diferente de zero na outra fase, a fase
ordenada. Considerando o potencial termodinamico F', que tem o “campo” H conjugado ao
parametro de ordem ¢ como uma “variavel natural” (além da temperatura T), defini-se a

derivada primeira de F' em relacao a H como o parametro de ordem:

¢=— (S—IF{)T. (2.2.1)

A outra derivada de F' é a entropia S = (0F/0T),. Podemos observar a mudanca de ¢
quando uma variavel independente varia, por exemplo a temperatura 7. Se ¢ anula-se apos a
transi¢do de maneira continua, temos uma transi¢io de segunda ordem (vide Figura 2.2(a));
ou, se ¢ anula-se de maneira descontinua, temos uma transi¢ao de primeira ordem (vide Figura
2.2(b)). Em uma transi¢ao de segunda ordem, a susceptibilidade x do parametro de ordem e

o calor especifico ¢y tém tipicamente singularidades tipo lei de poténcia,

PF T
= — 1— = 2.2.2
= -(Gm), -7l 222
PF T
= -T|— 1—— 2.2.3
o (o), ==z 229
assim como o parametro de ordem,
T B
1— = 2.24
ooc|i- 1 (2.24)

Os expoentes v, « e 3 sdo conhecidos como expoentes criticos [14].

Para transi¢oes de primeira ordem, geralmente uma descontinuidade AS ocorre na entro-
pia, correspondendo ao calor latente AQ = T,.AS. Neste caso, a segunda derivada de F' é
finita em 7', e também diverge nos limites de estabilidade termodinamica em T} e T7 das fases

desordenada e ordenada respectivamente [15].
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Figura 2.2: Comportamento do parametro de ordem ¢ em fungao da temperatura 7. Na Figura
(a) apresentamos o comportamento para transi¢do de fase continua enquanto na Figura (b) o com-
portamento apresentado representa uma transicdo de fase de primeira ordem. Figura adaptada de
[15].

Sempre que temos uma transi¢ao continua, temos também um fenémeno critico associado.
Os fenomenos criticos surgem devido a uma divergéncia no comprimento de correlacao

T
~ 1= = 2.2.5
¢ ‘ T.| ( )

o qual esta associado as flutuagoes do parametro de ordem. Aqui introduzimos o expoente
v, o qual também faz parte do conjunto de expoentes criticos [14]. Perto do ponto critico, o
comprimento de correlagao é muito grande e somente as estruturas de configuragoes do sistema,
do tamanho dessa escala de comprimento sao importantes, enquanto que o comportamento
do sistema em uma escala muito menor torna-se irrelevante'. Esse fato ¢ responséavel pelo
comportamento de escala das fun¢oes termodinamicas proximo a um ponto critico e também

titui a b bord i d lizagao®. E t to d
constitui a base para a abordagem via grupo de renormalizacao”. Esse comportamento de

escala, a qual permite a renormalizacao, junto com a universalidade, sao as principais carac-

!Essa & conhecida como a hipétese de escala.

2Aqui estamos interessados apenas em apresentar uma introducdo bésica sobre transicdes de fase. A abor-
dagem do grupo de renormalizacao em si nao faz parte do escopo dessa dissertacao. Para mais informagoes
vide Ref. [16].
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teristicas observadas nos fenémenos criticos. A universalidade é definida pelo conjunto de
expoentes criticos iguais associados a diversas transi¢oes continuas. Um dado conjunto de
expoentes indica um comportamento universal mesmo para sistemas bastante diferentes. Por
exemplo, o modelo do gas de van der Waals estd na mesma classe de universalidade que a
teoria de campo médio.

Em uma transicao de primeira ordem, no entanto, nao h& comprimento de correlacao
divergente, e em geral nao se pode restringir a atencao para fen6menos que ocorrem em uma,
escala caracteristica. Assim, nenhuma universalidade como nos fenémenos criticos é esperada.
De qualquer maneira, a teoria do grupo de renormaliza¢ao também tem contribuido para uma
melhor compreensao das transicoes de primeira ordem. Transicoes de primeira ordem exibem
um comportamento de escala de tamanho finito semelhante ao comportamento de escala em
transi¢oes continuas. As transicoes de primeira ordem aparecem no ambito da teoria do grupo
de renormalizacao através da descontinuidade dos pontos fixos. Assim, a teoria do grupo de
renormalizacao ajuda-nos a entendé-las, embora nao haja comprimentos divergentes.

A caracterizacao da ordem das transicoes de fase termodinamicas pode ser feita através da
analise de escala de tamanho finito (no inglés “finite-size scaling”). Neste contexto, o maximo

do calor especifico é descrito pela relacao
Cy|max < N/, (2.2.6)

Para sistemas “na rede”, N corresponde ao volume do sistema (ou niimero de particulas) e é
dado por L%, onde L é a dimensao linear do sistema e d é a dimensio espacial. Temos também
uma relagao de escala de tamanho finito para o méaximo da susceptibilidade, a qual é dada
por

Ximax o< N7/, (2.2.7)

O carater de uma transicao de fase de primeira ordem esta relacionado com expoente critico
dv =1 [17, 18|. Da relagdo de hiperescala a = 2 — dv, e assumindo uma transi¢ao de primeira

ordem, obtém-se a/dv =1 e v/dv = 1.

2.3 Teoria de Landau e sistemas de tamanho finito

A teoria de Landau serve como ponto de partida para uma discussao sobre efeitos de
tamanho finito nas transicoes de fase. A idéia central da teoria de Landau é bastante simples
e consiste em expandir a densidade de energia livre em funcao das poténcias do parametro de
ordem ¢:

(T, ) = fo(T) + A(T)$* + B(T)¢p* + ... . (2.3.1)
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Os coeficientes fo(T), A(T) e B(T) dependem somente da temperatura 7. Desde que a
simetria relacionada com a mudanca de sinal de ¢ é considerada, os termos de ordem impar
podem ser excluidos.

Para formular uma transicao continua assumimos o valor de ¢ pequeno, de forma que
possamos assim desconsiderar termos de ordem igual ou superior a 6. Consideramos também
fo(T) = ¢ (constante), B(T') =d e A(T) = a(T —T.)/T., com a e d sendo constantes positivas
e T, representando a temperatura critica. Com isso reescrevemos a expansao em (2.3.1) como

f(T,¢)=c+a (% - 1) ¢ + do*. (2.3.2)

Essa func¢ao descreve o comportamento de sistemas com transi¢ao de fase de continua (vide
Figura 2.3(a)). Fazendo (0f/0¢)r, obtemos os (dois) valores de minimo para T' < T..

Para formular uma transicao de fase de primeira ordem fazemos a < 0 e incluimos o
termo v¢®. Considerando v uma constante positiva, trés minimos em T, < T' < T} surgem
na funcado (vide Figura 2.3(b)). O parametro de ordem salta descontinuamente em T, indo
de ¢ = +¢g para zero. A temperatura critica T, é alcancada quando os trés minimos tém a
mesma profundidade.

Observamos que energias livre com dois ou mais poc¢os como a desenhada na Figura 2.3
nao sao permitidas como energias livre de um sistema macroscopico. Uma expressao tal como

(2.3.1) faz sentido apenas como um resultado grosseiro (“coarse-graining”) [15]. A idéia de

(T, 0) = fo(T) J(T,¢) = fo(T)
4 T=T A

T>T

T<T

-9, ?,
@) (b)

Figura 2.3: Graficos da diferenca da fun¢ao de densidade de energia livre f(T,¢) — fo(T') em fungao
do parametro de ordem ¢ em diversas temperaturas. (a) Representagio de transi¢ao de fase continua.
(b) Representacao de transicao de fase de primeira ordem. Figura adaptada de [15].
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escrever uma densidade de energia livre grosseira é devida a Langer (1974). Em sua teoria,
ele divide o sistema em células de tamanho L? estabelecendo o vinculo de que o parametro
de ordem de cada célula esteja no intervalo —¢y < ¢ < ¢g. Agora, identificar f(¢) com a
densidade de energia livre dos estados metaestéavel e instavel nao é totalmente satisfatorio, pois
f(¢) mostra alguma dependéncia no comprimento L. Quando temos L — 0o 0 comportamento
esperado é o comportamento termodinamico, ou seja, f(¢) torna-se uma fungao plana como
a energia livre termodinamica, porém, quando L < &, a funcao apresenta picos acentuados.
Isso deve ocorrer, desde que as flutuacoes de comprimento de onda longo, as quais excedem o
comprimento L, sdo suprimidas. Se fizermos I. — oo na regiao onde apenas uma fase aparece,
entdo f(¢) tende a verdadeira densidade de energia F'(¢). No entanto, se fizermos L — oo
na regiao de duas fases, a separacao das fases é permitida em cada célula. Por causa de
uma densidade de energia de superficie, as configuragoes que exibem mais de uma fase tém
a densidade de energia livre diminuida em comparacao com a densidade de energia livre das
configuracoes que apresentam uma tnica fase.

Baseado nesse comportamento da energia livre, descrevemos abaixo um método numérico
para a identificacdo da natureza das transigoes em sistemas de tamanho finito [19, 20]. Pri-
meiramente consideramos ¢ como a distancia reduzida (“campo de escala”) que move o sistema
de uma fase para outra. Se ¢t = 0 estamos no ponto critico. Para t < 0, a transicao de fase é
de primeira ordem e, para t > 0, o sistema encontra-se na fase desordenada.

No limite termodinamico, a energia livre Fy,(X,t)/L¢ é independente de X para X; < X <
X, em uma transi¢ao de primeira ordem, mas para L finito, a energia livre Fy(X,T) tem uma

estrutura de minimos duplos com a expansao
FL(Xat) :LdfO(Xat)+Ld_1f1(X7t)+"' ) (233)

onde X é um observavel do sistema. Por exemplo, se a transicao for guiada por um campo H,
entao o parametro de ordem X é a magnetizacao M do sistema; ou, se a transicao for guiada
pela temperatura 7', entao X ¢é a energia F do sistema.

Para uma transicao de fase de primeira ordem a densidade de energia livre f; é minima e
constante para —X; < X < X,. O termo fi, o qual fornece a energia livre da superficie, tem
um maximo em X,,. Com essa construgao, de maneira analoga a teoria de Landau, a energia

livre F,(X,T) terd dois minimo em:

X = X;-0(™
X = X,—0(L™,
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e a altura do pico sera
AF, = Fr(X,,) — Fr(X,) ~ B(t)L* . (2.3.4)

Esse comportamento é sempre valido para L > &.
Quando t ~ 0 e L < &, a energia livre FI(X, #) é dominada por sua parte singular e uma

fungao universal das variaveis de escala x e y:

r = XL,
y = tLM.

Na transi¢ao (ponto critico), definida por dois minimos de igual profundidade, AF} é
uma funcgao crescente de —y no regime de primeira ordem desde que o minimo se torne mais
pronunciado.

Resumindo:
i. Se AL}, é independente de L temos uma transicao de fase continua.

ii. Se AF}, crescer monotonamente com L assim como uma estrutura que envolve a super-

posicao de duas gaussianas para L > £, temos uma transicao de fase continua.

No regime L > £ o valor de AF;, ~ L4! torna-se dificil de ser calculado.
Como veremos na Capitulo 4, o nimero de vezes N que um observiavel X, tal como a
energia ou parametro de ordem, é amostrado em uma simulacao de Monte Carlo onde sao

realizados N varreduras, é dado por
NL:NL<X,T,N)§NPL(X,T), (235)

onde Pp(X,T) é a probabilidade de amostrar esse observavel definida pelo algoritmo. A
quantidade N7 (X,T,N) pode ser utilizada para construir um histograma em fungao de X.
Como veremos, para o algoritmo de Metropolis, quanto maior for a quantidade de varreduras
N, mais a forma de N (X, T, N') vai parecer com a probabilidade canonica de Gibbs.

A distribuicao de probabilidade canonica de Gibbs nos diz que a probabilidade de obtermos

um estado com o observavel X a uma dada temperatura 7' ¢ dada por [15]
Pr(X,T) o exp(—L*f(X)/kgT). (2.3.6)

Fazendo a analogia de L?f(X)/kgT com uma “energia livre” Ay (X, T, ), reescrevemos N,

como

Ny (X, T,N) = e ArXTA) (2.3.7)
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que leva a seguinte relacao:
AL<X,T,N> = —hl[NL(X,T,N)] (238)

Para uma temperatura fixa, a quantidade Ar(X,T,N) difere da energia livre Fr(X,T)
apenas por uma quantidade aditiva que depende de T', L e A/, mas nao de X. Dessa forma,
para T, L e N fixos (N > 1), a forma de Ay (X,T,N) sera idéntica a forma de F(X,T).

Portanto, a medida de AA fornece um célculo direto da correspondente AF, ou seja,
AAp = Ap(X) — A(X') = Fr(X) — Fi.(X') = AFy. (2.3.9)

Dessa maneira estabelecemos um método numérico para determinar a ordem da transicao.



Capitulo 3

O modelo de Ising dipolar bidimensional

Apresentamos nesta secao detalhes sobre o modelo de Ising dipolar bidimensional. Além
de mostrar sua definicao em termos de uma Hamiltoniana e evidenciar uma pequena diferenca
entre notagoes presentes na literatura, incluimos alguns resultados obtidos na literatura. Em
particular, apresentamos dois diagramas de fase: um obtido através de simulacoes de Monte
Carlo e outro obtido através da teoria de campo médio [21]. As caracteristicas de cada uma
das fases sao apresentadas bem como uma discussao sobre a natureza das transicoes termodi-

namicas que ocorrem entre elas.

3.1 Descricao do modelo

Assim como o modelo de Ising classico, o modelo aqui considerado consiste em um modelo
de spins interagentes localizados em uma rede regular bidimensional. Além disso, os spins
podem orientar-se apenas em uma tnica dire¢ao (eixo z), o que confere a rede uma grande
anisotropia uniaxial. Além da interacao de troca usual entre os primeiros vizinhos, inclui-se
nesse modelo interagoes entre os momentos de dipolo magnético dos spins. Dessa maneira,

para um sistema com N = L? spins, escrevemos sua Hamiltoniana como:

H= 7_{Ising + 7_{dipolara (311)
onde
7_{Ising = _\72 stj (312)
(i,3)
e

(3.1.3)

G~ Hiky
Haipolar = 5 E R
i# Y
Aqui S; representa o spin da i-ésima particula, J é constante de interacao de troca entre

os primeiros vizinhos, p; representa o momento de dipolo magnético do -ésimo spin, G é a

27
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constante de interacao entre os momentos de dipolo magnético de dois spins ¢ e j que estao
a distancia R;; = ’RZ- — R;

somatorio a notagao (i,j) diz que apenas as interagOes entre os primeiros vizinhos devem

, com R; sendo o vetor posicao da i-ésima particula. No primeiro

ser consideradas. Entretanto, no segundo somatorio considera-se as interacoes entre todos os
pares de spins, mas o fator 1/2 diz que a interagao entre cada par (ij) deve ser contabilizada
apenas uma vez. Note que os acoplamentos J e G sdo independentes dos pares (ij).
Resultados encontrados na literatura para as energias e temperaturas nesse modelo podem
eventualmente apresentar discrepancias. Isso é por causa de uma pequena diferenca nas defini-
coes da Hamiltoniana. Apresentamos a seguir os aspectos que explicitam essa diferenca e que
ajudam a comparar e a esclarecer os resultados por nos obtidos. Consideramos primeiramente,

para todo i e j, as seguintes definicoes:

Si = 0iSef )

i = Ojllef
e

Ri; = ary; |

onde Ser é o spin efetivo de cada particula, e € 0 momento de dipolo magnético efetivo de
cada spin e a é o parametro de rede, o qual define a distancia entre dois pontos da rede onde
estao localizadas as particulas. Os valores de Se, per € a dependem da composicao especifica
de cada material. Como consideramos um sistema com spins de Ising, as variaveis o; podem
assumir somente os valores +1 e a é definido igual a 1. Reescrevemos entao a Hamiltoniana

do sistema da seguinte maneira:

Gu? 00

_ 2 f i9j

H=-TJSs ; : oioj + 2a§ E# = (3.1.4)
irj i#j

a qual pode ser multiplicada pela fator 2a®/Gu2 para fornecer:

2H&3 2._7&3 Sef 2 0i0;
ef i) iz U
Considerando a seguinte mudanca de variaveis,
Sef ? g
J - ja?’ <—) (§] = —,
Hef g 2

e tendo em vista que a Hamiltoniana nao depende explicitamente do tempo, escrevemos a
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energia de forma adimensional para uma dada configuragao {o} do sistema da seguinte forma':

{U} = - Z 0i03; + Z UZU] (316)

i#] ”

Agora vamos definir

= =20, 3.1.7
. (3.1.7)

e escrever o somatorio da interacao dipolar como sendo duas vezes o somatorio realizado
somente sobre pares (ij) distintos. Assim, obtemos uma relacdo entre as energias F = 2F,
com a nova energia E sendo escrita como

E({c}) = —52 oioj + Z %% (3.1.8)

i<j Z

Desse modo caracterizamos nosso sistema em termos de um tnico parametro § dado pela razao
dos acoplamentos das interacoes de troca e dipolar.

Considerando que a probabilidade canonica de encontrarmos a configuracao {o} seja a
mesma para qualquer uma das duas defini¢oes, devemos preservar a igualdade BE = (k.

Utilizando que E = 2F, 3 = l/kBT e B =1/kgT, obtemos finalmente a seguinte relagao:
T =2T. (3.1.9)

Observamos que 7' e T tém dimenséo [kp]~!, assim elas ndo sdo estritamente as temperaturas
absolutas observadas nos sistemas termodinamicos. Mas, por convenc¢ao, chamamos 7' (ou
T) de temperatura em simulacoes computacionais, nas quais sao utilizadas unidades naturais,
onde a constante de Boltzmann kg ¢ assumida igual a 1. Na literatura, os trabalhos geral-
mente expoem seus resultados utilizando essa convencao, por isso algumas diferencas podem
ser observadas. Como vimos, as diferencas ocorrem dependendo da definicao da soma do termo
de interacao dipolar: se a soma é sobre todos os pares ou apenas sobre os pares distintos. De
qualquer forma, a relagdo (3.1.7) entre os acoplamentos e a relagdo (3.1.9) entre as tempera-
turas devem ser sempre observadas. Nesta dissertagao adotaremos a energia adimensional F
definida pela expressao (3.1.8), descrita pela razao § entre os acoplamentos, e a temperatura
T.

Definimos?, como proposto primeiramente em [12|, o grau de orientagao de uma dada
configuragao {c} do sistema como:
np — Ny
ny + Ny |’

Opy = (3.1.10)

'A notacdo {0} corresponde ao conjunto de todas as N variaveis o do sistema, ou seja, corresponde ao
conjunto {o1,09,...,0n}.
2Embora haja outra possibilidade como definido em [22, 23].
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onde as quantidades n;, e n, denotam, respectivamente, o nimero de ligacoes® horizontais e
verticais entre spins alinhados antiparalelamente. Como veremos, esse parametro de ordem

permite uma melhor caracterizacao das fases observadas & medida que a temperatura varia.

3.2 Diagrama de fase

A presenca da interacao dipolar altera completamente o comportamento do sistema em
relacao ao comportamento do modelo de Ising bidimensional classico. A situacdo na qual
temos a razao 0 positiva corresponde a interacoes de troca ferromagnéticas e interacoes di-
polares antiferromagnéticas. Interacoes ferromagnéticas favorecem o alinhamento dos spins
em uma mesma direcao, pois este alinhamento diminui a energia do sistema. Por outro lado,
interagoes antiferromagnéticas diminuem a energia do sistema quando os spins estao alinhados
antiparalelamente. Percebemos, dessa maneira, a existéncia de competicao entre os dois tipos
de interacao. A presenca dessa competicao atribui ao modelo caracteristicas nao usuais, as

quais, como veremos, tornam seu diagrama de fase bastante rico.

Figura 3.1: Representagao da estrutura de dominio do tipo faixas de spins com largura h = 4 para
o estado fundamental. Figura retirada de [24].

De um ponto de vista tedrico, uma interagao repulsiva 1/r* para sistemas em d dimensdes,
com d < s < d+ 1, adicionada a interacao entre primeiros vizinhos ferromagnética usual, leva
a auséncia de ferromagnetismo para todas as temperaturas [25, 26, 27]. De fato, o estado
fundamental ferromagnético do modelo de Ising classico é alterado para uma série de fases do
tipo faixas, as quais consistem em dominios ferromagnéticos de largura h com magnetizacoes
opostas, como mostrado na Figura 3.1. Calculos analiticos da energia do estado fundamental
[28, 24|, argumentos baseados no grupo de renormalizagao [29], abordagens via teoria de campo
médio [21], aproximagoes de modelos continuos [30] e simulagdes de Monte Carlo [31, 12],

predizem a existéncia da fase tipo faixas de spins a baixas temperaturas, sendo que a largura

3Somente as ligacdes entre primeiros vizinhos devem ser consideradas.
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h )

1 0,440313 - 1,258539
2 1,258539 - 2,172456
3 2,172456 - 2,814495
4 2814495 - 3,304242
5 3,304242 - 3,699024
6 3,699024 - 4,029349
7 4,029349 - 4,313172
8 4,313172 - 4,561907
9 4,561907 - 4,783242
10 4,783242 - 4,982600

Tabela 3.1: Resultados de cédlculos analiticos para as regides de equilibrio em ¢ para a largura
h das faixas. Dados retirados de [32].

das faixas depende da razao §. Calculos analiticos mostram que essas fases do tipo faixas
ocorrem em uma regiao do diagrama de fase onde a razao § assume valores maiores que §*,
com 0* = 0,425, conforme Ref. [24] e §* = 0,440313, conforme Ref. [32]. O segundo valor
também pode ser encontrado em [21], no qual define-se a seguinte expressao assintotica para
a largura das faixas: h = h(§) ~ €%2. Portanto, para o estado fundamental (T = 0), conforme
aumentamos o valor de § a largura h das faixas aumenta, caracteristica esta também presente
nos resultados obtidos através de célculos analiticos apresentados em [24]. Calculos analiticos
mais recentes sobre essa caracteristica foram apresentados em [32] e sio mostrados na Tabela
3.1.

A espessura h é uma escala natural desses sistemas. Assim, as simulacoes devem ser feitas
para sistemas com tamanhos L > h. Experimentalmente observa-se que a largura das faixas
para um filme de Fe sobre Cu(100) é da ordem de 1um [6], o que corresponde a h = 4000
constantes de rede [21]. Utilizando a relagdo h(5) = €%2, obtemos § = 21In(4000) ~ 16, 6.
Notamos que os trabalhos presentes na literatura utilizam valores de § aproximadamente uma
ordem de grandeza menores do que o estimado para sistemas experimentais.

Reproduzimos na Figura 3.2 o diagrama de fase no plano (7'—9) apresentado em [21]. Este
diagrama® foi obtido por meio de simulacoes de Monte Carlo para redes de tamanho L ~ 50.
Os resultados obtidos a partir das simulagoes de Monte Carlo mostram um comportamento
semelhante aquele previsto por célculos analiticos, ou seja, conforme § aumenta, a largura
da faixa h também aumenta. Note que os dominios do tipo faixas permanecem estaveis

mesmo a temperaturas nao nulas. De uma maneira grosseira, pode-se dizer que, a partir

4Outro diagrama de fase menos detalhado & apresentado em [32] para uma rede de tamanho L = 48 e pode
servir para uma eventual comparagao.
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de certas temperaturas de transicao, cessa a presenca dos dominios tipo faixas e uma fase
menos ordenada aparece. Notamos pela Figura 3.2 a existéncia de quatro tipos de transigoes

a medida que aumentamos a temperatura:

i) uma transi¢do continua em % (0) (circulos pretos) para § < 0,9. Observa-se que para
0 < 0" essa transicao ocorre a partir de uma fase semelhante a uma fase antiferromag-

nética (e nao de uma fase do tipo faixas) para uma fase desordenada;

ii) uma transicio direta (sem fase intermediaria) em T.>(§) (triangulos vermelhos) para

0 2 0,9 entre fases do tipo faixas e uma fase do tipo liquido tetragonal;

iii) uma transicao entre fases do tipo faixas e fases nematicas em 7. (§) (“diamantes” verdes)

para regioes estreitas de 9;

iv) uma transicao de fase entre as fases nematica e tetragonal em Tc(2)(5) (triangulos verme-

lhos) também para regioes estreitas de d.

A altas temperaturas, o sistema deixa a fase tetragonal e vai para uma fase paramagnética

totalmente desordenada. No entanto, nenhuma transicao bem definida entre as fases tetragonal

2.5

. Tcz(ﬁ)-zaordem

2re
204 7 T\)- Lrgrdam liquido tetragonal
1—®— 1%ordem

o TN

1.5 . nematica
o

1.0 ;
0.5 -
0.0 !

=]
(]
fad
'S

o

Figura 3.2: Diagrama de fase obtido através de simulagdes numéricas de Monte Carlo. Os niimeros
de 1 a 7 representam a largura das faixas h para cada uma das fases correspondentes separadas pelos
circulos roxos. Figura adaptada de [21].
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e paramagnética é observada em simulagoes de Monte Carlo. Isso contrasta com o resultado
do trabalho de Abanov e coautores [30] que, baseado num modelo continuo, prediz uma linha
de transicao bem definida entre essas duas fases. Nesse mesmo trabalho, Abanov e coautores

indicam a existéncia de dois tipos de cenarios, descritos como:
i) uma transigao de fase direta da fase do tipo faixas para a fase tetragonal,
ii) duas transigoes de fase, com uma fase nematica intermediaria.

A presenca desses dois tipos de cenarios também foi comprovada através de resultados obtidos
por meio de simulagoes de Monte Carlo [33, 32|. Cannas e coautores [33] foram os primeiros a
realizar um estudo que identificasse, por meio de simulag¢oes numéricas, a fase nemética. Sobre
a transicao de fase faixas-nematica em TV o trabalho mostra, através de um estudo de escala
de tamanho finito, que os resultados concordam com o esperado para uma transicao de fase
de primeira ordem. Entretanto, ressalvas sao feitas devido a dois fatos os quais sao incomuns
para uma transi¢ao de primeira ordem no limite termodinamico: a energia torna-se continua e
uma saturagao no méaximo do calor especifico é observada. Isso sugere um mecanismo do tipo
Kosterlitz-Thoulosse [11, 34|, o que concordaria com a predi¢ao feita por Abanov e coautores
[30].

Com respeito & transicao de fase nematica-tetragonal em TC(Q), Cannas e coautores [33]
argumentam que a mudanca descontinua do parametro de ordem orientacional sugere uma
transicao de fase de primeira ordem. Seus resultados sao inconclusivos e os justificam por causa
da presenca de fortes efeitos de tamanho finito. Argumentam ainda que o comportamento
obtido é mais complexo que o esperado por Abanov e coautores [30], que previram uma
transi¢do de fase continua. Desde que toda a anélise de Abanov e coautores [30] é baseada
em argumentos de campo médio, o desacordo com os resultados de Monte Carlo pode ser
entendido a partir da natureza de inducao por flutuacoes da transicao. Por outro lado, a
aproximagcao de Hartree da versao de Landau-Gizburg do modelo prediz uma transicao de fase
de primeira ordem induzida por flutuagoes para qualquer valor de § [35].

De fato, as simulagoes de Monte Carlo mostram um cenario complexo, onde a natureza
da transicao de fase ordem-desordem em T depende do valor de §. Rastelli e coautores
[36] mostraram que para § = 0, a transi¢do é continua e pertence a classe de universalidade
do modelo de Ising de primeiros vizinhos. Eles também encontraram evidéncias para uma
transigao continua em ¢ = 0,85 (h = 1), mas com valor para o expoente critico 3 = 0,08 nao
usual. No entanto, Cannas e coautores [33] mostraram que, para § = 1, o sistema apresenta

uma transicao de primeira ordem fraca. Esses resultados sao consistentes com a presenca de
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uma linha de transicao continua para pequenos valores de d que liga-se através de uma linha
continua a uma linha de transicao de primeira ordem para valores maiores de 9 em algum
ponto tricritico localizado entre 0,85 e 1,00, como mostrado no diagrama da Figura 3.2. O
expoente critico nao usual em 6 = 0,85 pode ser devido ao efeito de cruzamento proximo
ao ponto tricritico. Existem evidéncias de que a transicao em Tc(z) (0) é de primeira ordem
para 6 = 2 [33, 35] e para 0 = 1,7 (h = 2) e 2,5 (h = 3) (primeira ordem fraca) [36].
Booth e coautores [12], assim como Rastelli e coautores [36], com resultados obtidos do calor
especifico e parametro de ordem para 6 = 3 e 6 = 4,45 (L = 64), sugerem que a transi¢ao
em TC(Q)(é) torna-se continua novamente. Entretanto, esse ¢ um assunto ainda nao muito bem
esclarecido. Resultados numéricos baseados em analises de séries temporais, para o mesmo
parametro (0 = 4,45) e tamanho de rede (L = 64), indicam que a transi¢cao é de primeira
ordem [23].

Rastelli e coautores [32] realizaram um estudo utilizando célculos analiticos para o estado
fundamental, o qual mostra que uma outra classe de configuragoes do tipo tabuleiro (1, n)
aparece em uma regiao estreita do diagrama de fase onde 0 < § < 0.4403. A Figura 3.3
mostra como sao as configuracoes tipicas dessas fases. Nesse mesmo trabalho, Rastelli e
coautores apresentam resultados de simulagoes de Monte Carlo para temperatura finita que
também confirmam a existéncia dessas fases do tipo tabuleiro. A Tabela 3.2 mostra as regices
de estabilidade para cada uma das configuracoes.

Ressaltamos aqui dois aspectos que foram poucos explorados na literatura até o momento:

i. O caso limite onde 6 é muito grande, ou seja, quando a intensidade da interagao de
troca € muito maior que a intensidade da interacao dipolar e espera-se recuperar o limite
do modelo de Ising classico. Maclsaac e coautores [24] realizaram célculos analiticos e

Rastelli e coautores [32] efetuaram simulagoes numéricas de Monte Carlo.

(c) (1,3)

Figura 3.3: Configuracoes de spins para a regiao 6 < 0,4403. Fases do tipo tabuleiro. Figura
adaptada de [32].
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ii. O estudo onde o sistema é submetido a um campo magnético externo. Arllet e coautores
[37] realizaram este estudo apenas para 6 = 3 e 4,45, e verificaram que, para esses casos,
o diagrama de fase no plano (H —T') condiz qualitativamente com o previsto por Abanov

e coautores [30].

A abordagem de campo médio descarta flutuagoes e pode introduzir mudancas qualitativas
no comportamento critico. Contudo, é importante comparar as simulacoes de Monte Carlo com
a abordagem de campo médio no sentido de estabelecer os limites de validade da aproximacao.
A abordagem de campo médio leva a um nimero infinito de equagoes acopladas que, exceto em
situagoes particulares, nao podem ser resolvidas exatamente. Para temperaturas subcriticas,
qualquer propriedade tem que contar com solucoes numéricas das equacoes de campo médio
ou, fora isso, um ansatz deve ser introduzido, para, ainda assim, obter solucoes aproximadas
das equagoes de campo médio [21].

Na Figura 3.4 mostramos o digrama de fase obtido via abordagem de campo médio num
estudo feito por Pighin e Cannas [21]. Embora a aparéncia geral seja a mesma do diagrama
apresentado na Figura 3.2, algumas diferencas devem ser notadas. A primeira diferenca é a
falta dos ordenamentos nematico e tetragonal para a teoria de campo médio. O problema é
que essas duas fases também sao desordenadas. Desde que flutuagoes sao desprezadas na apro-
ximacao de campo médio, a tnica solucao desordenada possivel é a fase paramagnética. Por
outro lado, a aproximacao de campo médio apresenta solucoes de estados hibridos nas regioes
do diagrama de fase onde as simulacoes de Monte Carlo predizem somente o ordenamento
nemético. Como discutido por Pighin e Cannas [21], os estados hibridos sdo instéveis naquela
regido, sugerindo que (na linguagem do grupo de renormalizagdo) as flutuagGes tém grande
importancia. De alguma forma, os estados hibridos poderiam ser os estados mais préximos
do estado nemético possiveis de se obter quando as flutuagoes sao desprezadas. Isso pode
ser consistente com o fato das flutuagoes, quando incluidas, poderem modificar a natureza
continua da predicao da teoria de campo médio para a transicao ordem-desordem.

Por fim, observamos que, ao contrario da predicao de campo médio, as linhas de transicao

h 5
(1,1)  0.000000 - 0.415203
(1,2)  0.415203 - 0.439420
(1,3)  0.439420 - 0.440279
(1,4)  0.440279 - 0.440311

Tabela 3.2: Regides de estabilidade para as fases do tipo (1.n). Dados retirados de [32].
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Figura 3.4: Diagrama de fase obtido via teoria de campo médio. Os nimeros de 1 a 6 representam
as regides onde a solug@o mostra a presenca de fases do tipo faixas com larguras correspondentes ao
valor indicado. Figura retirada de [21].

entre as fases de faixas sao completamente verticais no diagrama feito a partir das simulacoes de
Monte Carlo. Isto implica na nao dependéncia da largura das faixas em relacao a temperatura,
ao menos até valores de § = 4. Para valores de § maiores, Pighin e Cannas [21]| sugerem que
as flutuagoes possam provocar no sistema uma transicao para um ‘“regime de campo médio”,
onde a largura das faixas comeca a exibir uma dependéncia com a temperatura. Notamos que

um estudo que comprove isso também ainda nao foi realizado.



Capitulo 4

Métodos de Monte Carlo

Nesta secao vamos discutir conceitos tedricos envolvidos nos algoritmos de simulacao de
Monte Carlo utilizados nessa dissertacao. Uma breve revisao sobre conceitos em Mecéanica
Estatistica de equilibrio, em particular, sobre conceitos da estatistica candnica, é apresentada.
Descrevemos aspectos bésicos da teoria das cadeias de Markov, incluindo uma apresentacao
sobre o algoritmo de Metropolis e o tempo de autocorrelagao integrado. Por fim, apresentamos

a formulagao do algoritmo multicanoénico, incluindo detalhes sobre as relacdes recursivas.

4.1 Conceitos em Mecanica Estatistica

Consideramos aqui apenas sistemas em equilibrio térmico descritos por meio do ensemble
canonico. Para este ensemble existem relagoes muito simples entre o comportamento macros-
copico dos sistemas e as suas propriedades microscopicas.

Consideremos um sistema magnético fechado com um ntimero de particulas N constante!,
submetido a um campo externo H, e em equilibrio com um banho térmico a uma temperatura
T. Para definirmos a distribuicao de probabilidades de Gibbs, a qual define a probabilidade do
sistema estar em um microestado especifico, denotado por k, utilizamos o peso de Boltzmann,

que é dado por
wg(k, B) = e Tk, (4.1.1)

onde Hy, = H({c}1) é a(o) Hamiltoniana(o) do sistema para uma dada configuragao® {o}, =

{017027---7UfN}k (§] ﬁ = 1/]{ZBT

Considerando a probabilidade canonica pg(k, 3) de encontrar um microestado com confi-

! Como sistemas magnéticos sdo geralmente descritos por sélidos, nds assumiremos que o volume do sistema
V' é constante e proporcional ao numero de particulas N, dessa forma omitiremos também esses parametros
das relacoes termodinamicas subsequentes.

2Aqui f representa o niimero de graus de liberdade por particula.

37
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guragio {o}, proporcional ao peso de Boltzmann e impondo a condi¢ao de normalizacio

N
> sk B) =1, (4.1.2)
k=1

obtemos

pe(k, 3) = % (4.1.3)

Z(() é a fungao de parti¢cao canonica, dada explicitamente por

N
Z(B) =) e, (4.1.4)

com a soma sobre k sendo feita sobre todos os N microestados acessiveis ao sistema.
Considerando a probabilidade canonica dada pela expressao (4.1.3), a média térmica de

uma grandeza observavel (O)(/3) é escrita como

N
(O)B) = > Ok psk,B), (4.1.5)

onde O, é uma grandeza observéavel (e.g. magnetizagao, energia interna, parametro de ordem,
etc) para uma dada configuragao {o}y.

Em geral, modelos classicos apresentam Hamiltonianas descritas por variaveis continuas,
o que implica em um nimero infinito de microestados acessiveis e em substituir os somatoérios
sobre k nas expressoes (4.1.2), (4.1.4) e (4.1.5) por integrais multiplas realizadas sobre todos as
variaveis o;, parat = 1,..., N. No entanto, para um modelo contituido de spins de Ising, isto é,
onde as variaveis o; (i = 1,..., N) podem assumir somente dois valores, £1, temos exatamente
N = 2V microestados acessiveis. No modelo de Ising puro os principais observaveis sao a
energia e a magnetizacao. Nesse caso, tanto os valores que podem ser assumidos pela energia
quanto pela magnetizagao sao valores discretos e igualmente espagados. Contudo, mesmo para
um sistema constituido de spins de Ising, os observaveis O, podem assumir valores que nao sao
igualmente espacados, além disso, esses valores dependem fortemente do ntimero de particulas
N, como é o caso de sistemas com interagao de longo alcance (e.g., o modelo de Ising dipolar).

Em simulag¢bes numéricas, quando temos valores continuos (ou quase continuos) para os
observaveis, como ¢ o caso de modelos descritos por Hamiltonianas classicas, a questao é mais
sttil. Nesse caso, é conveniente discretizar o espago de valores que podem ser assumidos pelos

observaveis, em especial pela energia®. Para tanto, dividimos o intervalo dos valores admitidos

3Como veremos, algoritmos que utilizam histogramas como o algoritmo multicanénico exigem essa discre-
tizacao.
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pela energia em M + 1 fatias de tamanho €. Isso é feito para que uma energia £, represente
todas as energias encontradas no n-ésimo intervalo?. Assim, todas as energias £ que estdo no
intervalo £, < E < E, ., serao consideradas para o valor da degenerescéncia Q(£,). Definimos

entao, para essa discretizagao, os valores de F, da seguinte maneira:
E, = Ey + ne, (4.1.6)

com np = 0,1,2,...M e E, ¢ a energia minima que o sistema pode assumir. Na pratica
determinamos € como o menor intervalo de energia de modo que o valor de Q(£,) nao seja
nulo, seja qual for o valor de 77 e, em geral, escolhemos M da ordem do ntimero de particulas
N do sistema.

Note que, em geral, existe uma degenerescéncia nos valores das quantidades observaveis, ou
seja, existe um namero Q(F;, O,,) de configuragdes distintas associadas as diferentes energias
as quais fornecem um mesmo observavel O,,. Considerando isso, reescrevemos o peso de
Boltzmann como

Nm

wp(O, B) = Y QE), Op)e . (4.1.7)

=1

Este peso é utilizado para definir a probabilidade de encontrar um observavel O,,,:

wB(Oma ﬁ)

pB(On, B) = : 4.1.8
onde n,, é o nimero de energias associadas a um observavel O,,. A funcao de particao entao
é dada por

Mo nm
Z(8) =) QE,0,)e ", (4.1.9)
m=0 [=1

onde a primeira soma é sobre todos os Mo + 1 valores admitidos para o observavel O. Assim,

a média térmica para o observavel é dada por

Mo
(0)(B) =D Omps(Om, B). (4.1.10)

Vale notar que essa expressao fornece exatamente o mesmo resultado para a média do obser-
vavel O que a expressao (4.1.5).
Quando o observavel for a energia da configuracao, teremos Q(E;, E,,,) = 6;m$2(E)y,), assim

o somatorio sobre [ na equagao (4.1.7) desaparece e o peso de Boltzmann fica escrito como

wg(En, B) = Q(E,,)e Fm. (4.1.11)

4Aqui 1 representa um indice inteiro.
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Este peso é utilizado para definir a probabilidade canonica de encontrar o sistema em uma

energia F,, como

wB(Ema ﬁ)

pB(Em, B) = ———, 4.1.12
sendo a funcao de particao canonica dada por
M
m=0

A soma sobre m indica que todos os M + 1 valores possiveis para a energia FE,, devem ser
considerados® e a degenerescéncia Q(E,,) determina o niimero de configuracdes associadas a
energia F,,.

A média térmica para o observavel F,, fornece a energia média para um determinado valor

de 3 e é dada pela expressao

M
(EY(B) = Em pp(En, ). (4.1.14)

Como a energia nao se encontra sempre no seu valor de equilibrio, consideramos também
as suas flutuacoes

o*(B) = (E - (E))*) = (E%) — (E)”. (4.1.15)

Um resultado bastante conhecido [38], é a expressdao para o calor especifico em funcao das

flutuagoes na energia:
_ kP’

[(E*) — (E)?], (4.1.16)

com (E) = (E)(3).
Em particular, para o caso especifico do modelo de Ising dipolar bidimensional, definimos

aqui também a susceptibilidade do parametro de ordem Oy, como
X(On) = N [(O,) — (On)?] - (4.1.17)

Vale notar que as médias térmicas das grandezas microscopicas, as quais fornecem os valores
das grandezas termodinamicas do sistema fisico em equilibrio térmico, podem ser obtidas
através da funcao de particdo. Por exemplo, as médias térmicas das expressoes (4.1.14) e

(4.1.16) podem ser obtidas derivando a fungao de partigao, ou seja,

0

(E)Y(B) = - (%lnz(ﬁ))lm (4.1.18)

®Quanto melhor for a discriminacio entre as energias mais M tenderd a M.
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 kpB? [ O
Cu(B) = =5 (a—wan(g))H,N. (4.1.19)

Entretanto, sao raros os casos em que temos resultados analiticos exatos para a funcao de par-
ticao. Como alternativa, utilizamos os métodos de Monte Carlo para amostrar configuracoes
do sistema de maneira significativa e com isso, obter estimadores adequados para as médias

térmicas das grandezas fisicas observéveis.

4.2 Cadeias de Markov

O método de Monte Carlo para amostrar a distribuicao de probabilidades de Gibbs en-
volve um elemento de chance. Numeros aleatorios (ou, mais estritamente, nimeros pseudo
aleatorios) sao utilizados para selecionar as configuracoes do sistema. Para entender como isso
funciona, precisamos inicialmente abordar um pouco da teoria geral dos “processos Markovi-
anos” [39, 16].

Um processo de Markov é uma regra para gerar randomicamente uma nova configuracao
para um sistema a partir da configuracao presente. Um fato importante sobre essa regra é
que ela deve depender somente do presente estado do sistema, e nao deve requerer qualquer
conhecimento prévio. Noés podemos expressar essa regra na forma de um conjunto de pro-
babilidades; para cada par possivel de estados 1 e 1/, existe uma probabilidade associada,
P(n — '), de que o sistema estando inicialmente no estado 7, estara no estado 7’ no proximo
passo. Essas probabilidades satisfazem uma regra de soma a qual expressa o fato de que a

cada passo o sistema precisa ir para algum estado:
Y Pin—n)=1. (4.2.1)
77/

Nos estamos interessados em produzir uma cadeia de Markov — uma sequéncia de estados
gerados por um processo de Markov — na qual a frequéncia de ocorréncia de um estado n é
proporcional a probabilidade de Gibbs p, associada. Para isso, precisamos estabelecer duas

condicoes sobre as probabilidades de transicao P(n — 7).

(i) A partir de uma configuragdo, deve ser possivel ir para qualquer outra configuracio
aplicando uma regra de evolugao por tantas vezes quanto necessarias. Isso é chamado

frequentemente de hipotese da acessibilidade.

(ii) As probabilidades de transi¢io devem satisfazer a microrreversibilidade ou condigao de

balanco detalhado:
pyP(n—0') = py P(" —n). (4.2.2)
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No6s podemos encontrar conjuntos de probabilidades de transicao as quais obedecem essas
condigbes para qualquer distribuicdo de Gibbs p,: podemos escolher P(n — n') P En=Ey)
por exemplo. No entanto, a maioria desses conjuntos de probabilidades de transicao nao
satisfaz essas condigoes e, como consequéncia, elas nao sao utéis para modelar estados descritos
pela distribuicao de Gibbs.

Supondo que nos escolhemos P tal que (i) e (ii) acima sdo satisfeitas, podemos mostrar
dois resultados. Primeiro, nés provamos que se cada configuracao n aparece em um passo n

da cadeia de Markov com probabilidade W (n, n) igual a sua probabilidade de Gibbs,
W(n,n) = py, (4.2.3)

entao ela também aparece com essa probabilidade no passo n + 1. Isso segue porque a distri-

buicao no passo n + 1 sera

Wnn+1) = Y p,P(y —n) (4.2.4)

= pyy_ PO —n), (4.2.5)

n

onde nos usamos a condicao de microrreversibilidade. No entanto, a condicao de normalizacao
(4.2.1) agora nos diz que
Wnn+1) = p,, (4.2.6)

como queriamos demonstrar.

Segundo, n6s mostramos que o desvio entre as probabilidades reais de ocorréncia e a
distribuicao de Gibbs diminuem & medida que nés progredimos ao longo da cadeia de Markov.
Nos definimos a “diferenca” D, no passo n entre a distribuicao de probabilidade real dos

estados e a distribuicao de Gibbs:

Dy =Y |W(n,n) —p,|. (4.2.7)
Entao,
Dy = Y [W(n.n)—p (4.2.8)
= D DWW P —n) ~p, (4.2.9)
= Y D oW n)P( = n) = p,P(n —n)] (4.2.10)
= D DWW n) =y Pt = )|, (4.2.11)
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onde noés utilizamos a regra da soma (4.2.1) para ir da segunda linha para a terceira e a
condicao de microreversibilidade para ir da terceira linha para a quarta. Desde que P, sendo

uma probabilidade, deve ser positiva sempre, a desigualdade triangular aplicada & (4.2.11)

fornece
Dpin < > [W(n',n) —py| P(n' = n) (4.2.12)
'
= > W, n)—pyl (4.2.13)
n/
= D,, (4.2.14)

onde noés utilizamos novamente (4.2.1) para ir da primeira linha para a segunda. Em outras
palavras, o desvio D,, da distribuicao de Gibbs decresce de forma constante ao longo de uma

cadeia de Markov.

4.2.1 Algoritmo de Metropolis

O algoritmo mais frequentemente utilizado em processos Markovianos é aquele inventado
por Metropolis e coautores [40]. A diferenga na energia de um sistema devido a uma mudanca
na configuracao n para n’ é calculada. Se a diferenca na energia é negativa, entao a nova confi-
guracao é automaticamente aceita; se, no entanto, a diferenca é positiva, a nova configuragao

(Ey—En)

& aceita com probabilidade e . Em outras palavras,

A1 se B, <E,

A
Pn—1n)= {A_leg(En/En) w B> E, (4.2.15)

De maneira estruturada, para um sistema de spins o que temos que fazer é indicao pelos

cinco passos a seguir:

1. Selecionamos um sitio 7 da rede no qual o spin o; é considerado para inverter o sentido

(0; = —0y).
2. Computamos a diferenca de energia F,, — F, associada com a inversao.

3. Calculamos a probabilidade de transicaio p = AP para essa inversao de acordo com

(4.2.15).
4. Obtemos um numero aleatério r distribuido uniformemente entre zero e um.

5. Se r < p invertemos o spin, do contrario nao o fazemos.
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Nesse caso, a configuracao de spins obtida no final do passo 5 é contada como uma “nova
configuracao”. Na realidade, a literatura utiliza uma convencao que diz que uma “nova confi-
guracao” é considerada somente apos L? tentativas e isso define um passo de Monte Carlo, ou
no inglés, “sweep” (varredura). Nessa dissertacdo adotaremos o termo varredura.

A escolha da varidavel no passo 1 pode ser feita de diversas maneiras. Por exemplo, no caso
de sistemas de spins, poderiamos escolher um spin de maneira aleatéria. Nos, em contrapar-

tida, adotamos a escolha sequencial dos spins no passo 1.

4.2.2 Tempo de autocorrelagao integrado

Atualizagoes locais de Monte Carlo como o algoritmo de Metropolis nao sao eficientes e os
dados produzidos correspondem aos sucessivos estados de uma cadeia de Markov. Esta cadeia
pode fornecer configuracoes com observaveis altamente correlacionados, introduzindo viés nas
estimativas das grandezas fisicas e suas variancias se a amostragem nao for suficientemente
grande. Além disso, sistemas com interacoes de longo alcance vao muito lentamente para o
equilibrio, o que introduz um novo grau de complexidade.

A cadeia é constituida por uma sequéncia de n configuracoes as quais fornecem os ob-

servaveis X;, com ¢ = 1,...,n,. Definimos a funcao de autocorrelagao normalizada como
[41]:
p(t) = %, (4.2.16)
onde
T B B
ct) = m ; (Xi = X)(Xippy — X), (4.2.17)

com X sendo a média do observavel X feita utilizando n, pontos da cadeia.

O tempo de autocorrelacao integrado é definido como

—— % S olt) = % 3 i), (4.2.18)
t=—o00 t=1
A variancia da cadeia do observavel X é dada pela seguinte expressao [41]:
2(X) = & nf (1 _ ﬂ) ()
e, 4= n,
~ i(271-,“5)0(0) para n; > Tin. (4.2.19)

-
O fator 27;,;/n, representa o erro cometido na variancia devido a correlagao entre os observa-

veis da cadeia. O fato de nao considerarmos essa correlacao implica na determinacao de uma
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variancia menor do que a variancia real. Na secao 5.2.2 mostramos como as estimativas da

variancia, e portanto das barras de erro, sao efetuadas através do método de Jackknife.

4.3 Algoritmo multican6nico

Desde a década de 70 é sabido que simulagoes de Monte Carlo com fatores de peso des-
conhecidos a priori eram possiveis e precisavam ser considerados [42]. Com os trabalhos de
Berg e Neuhaus [43, 44] essa idéia tornou-se mais amplamente aceita. Vale comentar que a
motivagao dos estudos de Berg e Neuhaus [43, 44| envolvia fundamentalmente o problema da
barreira de energia livre (vide se¢do 2.3) nas transi¢oes de fase de primeira ordem. Apre-
sentamos a seguir os aspectos envolvidos na formulagao do algoritmo multicanénico. Como
principais referéncias sobre o assunto temos as Refs. [42, 45].

O algoritmo multicanonico é caracterizado essencialmente pelo peso multicanonico wy,, (E),

que é definido por:
Wiy (B) = e MO ETaE), (4.3.1)

onde b(E) e a(E) sao denominados parametros multicanonicos. O principal efeito da utiliza¢ao
desse peso nas simulagoes de Monte Carlo é fazer com que todas as configuracoes sejam
amostradas com a mesma frequéncia. Isso é pertinente principalmente para o caso onde
queremos calcular o termo de energia livre de superficie em uma transicao de primeira ordem
[42]. As configuragoes sao amostradas com a mesma frequéncia pois, da forma como é definido,
o peso multicanonico wpy, (E) serve como uma aproximagio para o peso’:

wyyo(E) = O(E) (4.3.2)

onde Q(E) é a degenerescéncia dos estados com energia’ E.

Na prética, o algoritmo multicanonico é implementado de maneira analoga ao algoritmo de
Metropolis apresentado na secao 4.2.1. As configuragoes, no entanto, devem ser amostradas
de acordo com uma distribui¢ao definida utilizando o peso multicanonico wmy(E,). Isso é feito

considerando a probabilidade de transicao como:

AL se By <E,

4.3.3
A;lfl Wi (1) /wWma(n) se Ey > E, | ( )

Pou(n — 1) = {

6Qutro algoritmo que também explora esse mesmo principio é o algoritmo de Wang-Landau, proposto na
Ref. [46].

"Um algoritmo semelhante foi proposto por Lee [47], o qual define o peso associando-o com a entropia
microcanénica. Considera Q(E) = e5(F)/k5 o que leva a analogia S(E) ~ b(E)E — a(E).
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onde wp,(n) é o peso multicandnico definido de acordo com a expressao (4.3.1) para a energia
E,. Note que aqui devemos associar indices inteiros a cada uma das energias, fazemos isso de
acordo com o discutido na secao 4.1.

Seguindo o algoritmo definido em (4.3.3), obtemos uma distribui¢ao de configuragoes (i.e.,
um histograma da série produzida) que correspondera a probabilidade multicanonica, a qual,
por sua vez, é dada por

Pmu(E) = cmu UE) wim(E). (4.3.4)
Podemos utilizar a aproximacao
AE) = [wm(E)] ™ (4.3.5)
para reescrever a probabilidade py,(E) como

Pmu(E) & o, (4.3.6)

a qual fornece um histograma aproximadamente plano.
Podemos também obter a probabilidade canoénica de encontramos o sistema com uma

energia F a uma temperatura T = (kp3)~!, definida como
pe(E,B) = UE) e P /Z(9), (4.3.7)

utilizando os pesos multicanonicos. Fazemos isso considerando a aproximacao (4.3.5), ou seja,

escrevemos a probabilidade can6nica como
pa(E, ) = [wma(E)] ' e PF/Z(3). (4.3.8)

O problema é que 0s pesos wmy(E) ndo sao conhecidos a priori. Assim, precisamos dividir

a implementacao do algoritmo multicanonico em dois passos principais:

(i) obtengao dos parametros multicanonicos a(E) e b(E), os quais definem os pesos multi-

canonicos Wy (E);

(ii) producao de séries de dados utilizando os parametros multicanonicos a(E) e b(E) deter-

minados no passo (i).

O passo (ii) é trivial ja que é executado de maneira completamente analoga ao algoritmo
de Metropolis, como definido em (4.3.3). Para o primeiro passo porém, vamos considerar aqui
o método das relagoes recursivas, o qual é amplamente discutido nas Refs. [42, 45] e consiste
em realizar diversas simulagoes para a determinagdo dos parametros multicanonicos a(F) e

b(E).
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Primeiro consideramos os pesos
w’(n) =w’(E,) =1 paratodon, (4.3.9)

e as simulagoes seguem tentando obter melhores estimativas para w™(n), (n =1,2,3,...). A
condigao inicial acima corresponde a uma situagio de temperatura infinita onde os a’(E) e
V°(E) sdo identicamente nulos® seja qual for o valor de F.

A n-ésima simulagio é efetuada com o peso w"(n) e fornece um histograma H (E,), o
qual ¢ utilizado para definir o peso w™(n).

Consideramos agora a analogia
S(FE)=bE)E —a(F), (4.3.10)

onde S(F) é a entropia microcanonica, vamos estabelecer a seguir as rela¢oes recursivas entre
os parametros multicandnicos.

Por analogia a relagdo termodinamica 1/7 = (0S/0F), definimos a equagao

b(E) = % : (4.3.11)
a qual pode ser reescrita para energias discretas? da seguinte maneira:
w(E) = 2= 62 —S(E) (4.3.12)
Utilizando a identidade (4.3.10), calculamos a diferenca S(E) — S(E — €):
S(E)—S(E—¢)=bE)E—b(FE —¢)(FE—¢)—a(E)+a(FE —¢). (4.3.13)
Agora, inserindo eb(E — €) = S(F) — S(E — €) via equagao acima, obtemos
a(E —¢)=a(FE)+[b(E—¢€)—b(E)E. (4.3.14)

Assim, definindo um valor arbitrario para a(Ey) (por exemplo a(E);) = 0), conseguimos atri-
buir valores para a(F) para qualquer E através da expressao acima. Desta forma vemos que,
se b(E) for dado para todos os valores de E, obtemos todos os valores de a(FE). Notamos que
os valores de a"(E) dependem apenas dos valores de b"(FE) na n-ésima simulagao. Lembrando

que a condicao (4.3.9) define os valores iniciais.

8E aconselhavel comecar a recorréncia (n = 0) para os pesos multicanonicos na regido desordenada, b°(E) =
0 e a’(E) = 0, pois assim o sistema move-se livremente nesta fase, embora a escolha v°(E) = 3 também seja
possivel.

9 Aqui utilizamos também a discretizacio descrita pela expressao (4.1.6).
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Precisamos ainda de uma relagao que atribua os valores para b""!(E) a partir dos valores
de 0" (F) na n-ésima simulagao. Obtemos essas relagio utilizando o histograma H" (E) obtido
na n-ésima simulacao.

Para evitar algum valor nulo de H" (FE), substituimos H" (F) por

H" (E) = max|hy, H" ,(E)] , (4.3.15)
onde 0 < hg < 1.
Definimos entao
" "k
w (k) = ¢ 5" = CM : (4.3.16)
H (Ey)

onde a constante (irrelevante) ¢ ¢ introduzida para que S"™!(E) possa ser um estimador da

entropia microcandnica:
S"™Y(E) = —Inc+ S™(E) +In H" (E). (4.3.17)
Substituindo essa expressao na equacao (4.3.12) obtemos a seguinte rela¢ao para os b(E):
VHYE) = b"(E) 4+ In H” (E +¢) —In H” (E)] /e . (4.3.18)

Na realidade utilizamos a relagdo descrita nas Refs. [42, 45], onde define-se o peso norma-

lizado
on 90 (E)
g0 (E) = ——. 4.3.19
)= ) + 5B (4:3:19)
Os pesos g"(F) sao determinados pela relagao recursiva
9" E) = ¢"(E) + g5(E), (4.3.20)

com ¢°(E) = 0. Os pesos g (F) sdo determinados a partir dos histogramas através da relagao

. o (E+e)H (E)
9o (E) =

= " . (4.3.21)
Hp (B +€) + Hipy(E)

Com isso, a relagao recursiva para b(E) é reescrita utilizando gf(E) como

V'HYE) = b(E) + §i(E) x In H" (E +€) — In H" (E)] /e . (4.3.22)



Capitulo 5

Simulacao do modelo de Ising dipolar
bidimensional

Neste capitulo apresentamos o estudo realizado sobre o modelo de Ising dipolar bidimensi-
onal utilizando simula¢oes numeéricas de Monte Carlo. Além de discutir a implementacao das
condicoes de contorno periddicas, apresentamos os aspectos importantes da analise de dados
tais como a técnica de repesagem em histogramas miiltiplos e a estimativa de barras de erro
pelo método de Jackknife.

Apresentamos também os resultados obtidos por meio dos algoritmos de Metropolis e
multicanonico para diversos tamanhos de rede. A partir dos nossos resultados foi possivel
identificar as fases termodinamicas do modelo para § = 2. Para tamanhos de rede menores
(L = 16 e 32), mostramos que essas fases correspondem as fases de liquido tetragonal e de faixas
de spins com largura h = 2. Para tamanhos de redes maiores (L = 48, 56 e 72), encontramos
evidéncias numéricas da existéncia de uma fase intermediéria, a fase nematica de Ising, a qual
foi identificada recentemente por Cannas e coautores [33] por meio de simula¢oes de Monte
Carlo. Neste trabalho calculamos o calor especifico e a susceptibilidade do parametro de ordem
no intervalo de temperaturas onde as transicoes de fase sao observadas. Para esta finalidade,
implementamos a técnica de repesagem em histogramas miultiplos. Com esta metodologia
identificamos os méximos dessas grandezas e estimamos as temperaturas criticas de tamanho
finito com grande precisao.

Com os valores dos maximos do calor especifico, obtidos através da repesagem das séries
temporais produzidas por meio do algoritmo de Metropolis, realizamos uma anélise de tamanho
finito e obtivemos os expoentes criticos «;, v e v, e discutimos a natureza das transicoes de fase.
Por fim, calculamos o tempo de autocorrelacao integrado para as séries da energia obtidas
por meio do algoritmo de Metropolis em diversas temperaturas. A partir dos resultados

obtidos para temperaturas proximas as temperaturas de transi¢ao de fase (para as transigoes

49
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que ocorrem nos tamanhos de rede maiores), estimamos o expoente critico dinamico' z;,;.
Inferimos dai o quao severo é o decaimento lento critico para esse sistema proximo as transi¢oes
de fase termodinamicas.

Vale notar que o estudo realizado aqui sobre o modelo de Ising dipolar, o qual inclui:

i. o uso da técnica de repesagem para determinacao das grandezas fisicas,

ii. o calculo do tempo de autocorrelacao nas séries da energia para diferentes temperaturas,
iii. o calculo do expoente critico dinamico,

vi. estimativas para os expoentes criticos «, v e v para as transicoes de fase faixas-nematica

e nematica-tetragonal,

v. a utilizacdo de um algoritmo de minimizagao global (multicano6nico), ainda nao foi abor-

dado na literatura?.

Ressaltamos ainda que, para realizar as simulagoes e a analise dos dados obtidos, foi neces-
sario desenvolver diversos codigos computacionais. Inclui-se aqui os codigos da implementacao

para:

i. condi¢oes de contorno periodicas considerando o termo dipolar, onde empregamos a
técnica do somatorio de Ewald. Os aspectos analiticos, a implementacao e um estudo

numérico da convergéncia dessa técnica estao contidos no Apéndice A,

ii. producao das séries temporais para a energia e parametro de ordem Oy, por meio do

algoritmo de Metropolis,
iii. geragao de histogramas a partir das séries obtidas,
vi. armazenamento de configuracoes dos spins,

v. andlise das séries obtidas pelo algoritmo multicanonico, a qual incorpora, além das esti-
mativas de erro utilizando o método de Jackknife, a técnica de repesagem empregando

o método de soma logaritmica [45].

vi. atualizacao dos parametros multicanonicos a(E) e b(E),

'Vide Ref. [41] para um melhor detalhamento.

2Exceto pelos resultados obtidos por meio do algoritmo multicanonico, todos os resultados obtidos por nés,
juntamente com as discussoes realizadas, ja foram redigidos na forma de artigo cientifico e submetidos para
publicacdo. O texto pode ser encontrado no site http://arxiv.org/abs/0903.4084.
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vii. produgao das séries por meio do algoritmo multicandnico,

viii. analise das séries obtidas pelo algoritmo de Metropolis, a qual incorpora a técnica de
repesagem em histogramas multiplos e as estimativas de erro utilizando o método de

Jackknife,

5.1 Condicoes de contorno periodicas

Condicoes de contorno periddicas sao amplamente utilizadas em simulacoes numéricas.
Tanto métodos de Monte Carlo quanto métodos de dinamica molecular as utilizam. Sua im-
plementacao é fundamental para amenizar efeitos do tamanho finito e eventualmente eliminar
efeitos de borda [48, 49]. Além disso, transi¢oes que sao conhecidas como de primeira ordem
frequentemente exibem caracteristicas de transicoes de ordem superior quando modeladas em
caixas pequenas por causa da supressao das flutuagoes.

Outro detalhe importante sobre a implementacao das condicoes de contorno, em especifico
no modelo de Ising dipolar, esta relacionado com a formacao das estrutura de dominios do
tipo faixas para o estado fundamental. O comprimento L deve ser miltiplo de 2h para que
o sistema possa minimizar a energia sem que os efeitos de borda causados pelas condicoes de
contorno sejam significativos.

A Figura 5.1 mostra uma representacgao grafica de como as condigdes de contorno periodicas
sao definidas. O sistema, representado pela caixa central O com lados iguais a L, tem sua
imagem (caixas com linhas pontilhadas) replicada infinitamente nas dire¢oes dos versores é;
e € no plano zy, formando uma rede de Bravais regular bidimensional®. Utilizamos o vetor
1 = L(nié;+mnsés) para indicar a posi¢ao de cada uma das imagens replicadas do sistema, com
ny e ny sendo nimeros inteiros (positivos e negativos). Desse modo, quando 77 = 0, estamos
nos referindo ao proprio sistema e, quando 7 # 0, estamos nos referindo as suas imagens.
Como o modelo apresenta dois termos de interagao, é conveniente implementar as condigoes
de contorno periédicas em duas partes: uma para as interacoes entre os primeiros vizinhos e
outra para as interacoes dipolares.

As condicgoes de contorno periddicas considerando apenas as interacoes entre os primeiros
vizinhos esta representada pelas linhas vermelhas pontilhadas. Note que os primeiros vizinhos
da particula 7 nao estao situados apenas na caixa central O, mas distam apenas de uma unidade

de espacamento de rede em relacao a essa particula. Portanto, para a interacao de troca, nota-

3A titulo de clareza apenas oito imagens (A-H) do sistema estdo presentes na Figura 5.1, contudo, temos
infinitas imagens replicadas.
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Figura 5.1: Representagao das condigoes de contorno periodicas para interagoes entre primeiros
vizinhos (linhas vermelhas pontilhadas) e para interagoes dipolares (vetores coloridos).

se que é suficiente replicar a tltima coluna (a direita) da caixa O ao lado da primeira coluna
(& esquerda) e vice-versa; e, de modo anéalogo, replicar a tltima linha da caixa O acima da
primeira linha e vice-versa.

A exigéncia de imagens replicadas infinitamente no plano vem do caracter de longo alcance
da interagao dipolar. O momento de dipolo magnético do spin da particula ¢ deve interagir com
todos os momentos de dipolo dos spins das outras particulas e também das suas respectivas
imagens, incluindo as interagoes com os momentos de dipolo dos spins das suas proprias
imagens. Por exemplo, na Figura 5.1, o vetor azul representa o vetor ﬁij, cujo o modulo é
utilizado para o calculo da interacao entre os momentos de dipolo correspondentes aos spins
das particulas 7 e 7. A interacao entre o momento de dipolo do spin da particula ¢ com o
momento de dipolo da imagem da particula 5 é obtida utilizando o mo6dulo do vetor verde
ﬁij/, que é dado pela soma 7 + ﬁ,] Neste caso temos ny = 1 e ny = 0, isto é, 1 = Léy, o que
indica que a imagem correspondente do sistema é representada pela caixa D.

Portanto, incluir a interacao dos momentos de dipolo dos spins das particulas do sistema
com suas imagens equivale a somar ao vetor* 7;; o vetor 7, efetuando somas infinitas sobre as

componentes do vetor 7. Assim, podemos reescrever o termo de interacao dipolar da energia

4Lembramos que R;; = atyj, onde a é o espacamento de rede, e como é usual, fazemos a = 1. Isso implica
que o volume do sistema é L? = N, onde N é o niimero total de spins.
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m (3.1.8) como

Edipolar = ZZ Z L (5.1.1)

i=1 j=1 |ii|=0 |r”+n|
onde o simbolo " indica que o vetor 77 = 0 é excluido do somatério quando 7 = j, impedindo
a auto-interagdo. O fator 1/2 aparece pois a energia de interacdo entre as particulas i e j s6
deve ser computada uma vez.

Uma forma eficiente para calcular Egipolar € por meio do método do somatoério de Ewald,
apresentado em detalhes no Apéndice A. Utilizando este método, convertemos o somatorio
na rede’, o qual converge lentamente, em dois outros somatorios, sendo um no espaco real e o
outro no espaco reciproco. Estes novos somatorios possuem uma melhor convergéncia, ou seja,
utilizam um menor nimero de termos na soma para convergirem. A aplicacao do método de
Ewald leva ainda & existéncia de um terceiro termo, chamado auto-interacao. Assim podemos

reescrever a expressao (5.1.1) da seguinte maneira:

Edipolar = Ereal + Ereciproco + Eauto—interagﬁm (512)
onde
N N o 2= =12
1 erfc (a|Fy; + 7)) 2 e I+l
FEreal = = 'o:0; * + 5.1.3a
eal = 5 ; ; ﬁz=0 : [ |73 + i’ VT |7+ i) ( )
- N N 0 o2 G .
Ereciproco = T2 Z Z Z 0i0; [— e 12 — G erfc (2 )] cos(G.7;), (5.1.3b)
(6%
=1 j:1| G|=0
2c0
Eauto—interagéo = —o = 0-1'27 (513C)
3/ —

com G = 27(k1é1 + koés)/L, e sendo ki e ky niimeros inteiros (positivos e negativos). Nos
definimos o parametro o de Ewald igual a 3,5 em todas as simulagoes. A justificativa desse
valor vem do nosso estudo numérico da convergéncia dos somatorios, o qual ¢ apresentado
na secao A.4 do Apéndice. Também apresentamos, na secao A.3, uma maneira de otimizar
o calculo dos somatorios. Para isso, utilizamos matrizes para o armazenamento de parte dos

somatorios das expressoes (5.1.3a) e (5.1.3b).

SEspecificamente sobre as componentes do vetor 7.
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5.2 Metodologias para analise de dados

5.2.1 Técnica de repesagem

Como vimos, as simulagoes de Monte Carlo geram cadeias com valores para o observavel X
segundo uma distribuicao de probabilidades definida. Em Mecanica Estatistica, estamos inte-
ressados em utilizar essas cadeias para obter estimadores X (3) e X2(3) para médias térmicas
(X)(B) e (X?)(3) desse observavel, respectivamente.

No algoritmo de Metropolis as cadeias sio geradas segundo o peso wy, = e Pk, onde 3y =
1/kpTy. Assim, em principio, poderiamos apenas estimar as médias térmicas na “temperatura”
0By e para temperaturas diferentes dessa, teriamos que realizar outras simulacoes. Para o
algoritmo multicanonico o caso parece ser pior, ja que as cadeias sao geradas de acordo com
um peso wr = Wmu(FEy) e (ainda) ndo temos nenhuma relagdo que possamos associar com
a temperatura candnica. Nesses casos, a técnica de repesagem é extremamente tutil, ji que
permite utilizar os dados obtidos nessas cadeias para fornecer médias térmicas para valores
continuos da “temperatura” [ [50, 51, 52|.

De uma maneira geral, realizamos a repesagem de uma cadeia com n valores Xi,..., X,
para o observavel X de acordo com a distribuicao canonica de Gibbs. Assim, um estimador

adequado para a média térmica da grandeza (X) para uma dada “temperatura” 3 é dado por

X(p) = % Zkagle*ﬁEk, (5.2.1)
k=1
onde .
Z(B) =) wple (5.2.2)
k=1

equivale a um estimador da funcao de particao canonica, sendo w; o peso utilizado para
amostrar a série original. Note que para cada valor X do observavel X fornecido pela cadeia
temos associado uma energia Fj.

No algoritmo multicanénico temos que wy, = e *Fe)ErtalEr) a55im a repesagem ¢é feita da

seguinte maneira:

X(8) = 1 > Xype Pt Brall), (5.2.3)
(8) =
onde
Z(ﬁ) _ Z ¢ BEk+b(Er) Ep—a(E)) (5.2.4)

k=1
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E importante comentar que os nimeros que vao dentro da exponencial sio, em geral, muito
grandes, o que leva a sérios problemas numéricos. Esses problemas podem ser amenizados
pelo método de soma proposto na Ref. [45], o qual utiliza fun¢des logaritmicas.

Como ja mencionado, para o algoritmo de Metropolis temos que w;, = e P°F%. Podemos
repesar as séries obtidas por meio do algoritmo de Metropolis, utilizando o peso wy, em uma

“temperatura” 3 da seguinte maneira:

X(8) = % ; Xy (Po-PEe. (5.2.5)
onde .
Z(B) =) e oD (5.2.6)
k=1

Para aumentar a estatistica para a repesagem final, é util combinar os dados obtidos em
simulagoes independentes realizadas em “temperaturas” 3% (i = 1,..., P), com a condigao de
que as P simulacoes foram realizadas para temperaturas muito proximas umas das outras.
Isso leva & seguinte abordagem direta, a qual foi proposta na Ref. [50]. A primeira observacao

é que qualquer combinacao linear ponderada,

-
o =1 @i Xi
X(9) = iz Xi0) (5.2.7)
i1 @iZi(B)
com os fatores de peso a; = a;(5) > 0, é um estimador valido para (X) (/).
Aqui temos:
Xi(B) =Y Xype  -P)E (5.2.8)
k=1
e n
Zi(B) =Y e PPk, (5.2.9)
k=1

Para a estimativa final na equagao (5.2.7) é conveniente impor a normalizagao

P

d e=1, (5.2.10)

i=1
com ¢; = a;Z;. Isso converte a equacio (5.2.7) em

P

X(B) =), (5.2.11)

i=1
com T; = XZ-/Z- e ¢; = ¢;(3) sendo pesos normalizados. Estes pesos sdo escolhidos como sendo
o inverso da variancia estatistica c;(3) ~ 1/0%[X;(3)] de cada série temporal repesada. A

constante geral total é determinada pela condigdo de normalizac¢ao (5.2.10).
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5.2.2 0O método de Jackknife

Como discutido na secao 4.2.2, os dados obtidos para as séries temporais através do al-
goritmo de Metropolis podem estar correlacionados. Isso implica em uma variancia o%(X)
equivocada. Apresentamos aqui a estimativa correta da variancia, a qual também é utilizada
para o agrupamento de vérias estatisticas na repesagem de cadeias obtidas através do algo-
ritmo de Metropolis, como mencionado na seciao 5.2.1. Mostramos aqui o método® detalhado
para obter as estimativas corretas das barras de erro das médias térmicas das grandezas fisicas
j& incluindo a técnica de repesagem.

Em primeiro lugar, dividimos o niimero total n de pontos da série temporal em N4 amos-
tras com n4 pontos cada uma (do inglés: “binning”). Calculamos entdao N4 médias parciais

utilizando n — ny pontos da série, excluindo sempre n4 pontos de uma amostra, ou seja,

calculamos
X;(8) = > Xpwple P, (5.2.12)
k(i)
X2(8) = > Xjwgle P, (5.2.13)
k(i)
ZiB) = Y wple (5.2.14)
ke {5}

A notacao k ¢ {j} significa que todos os pontos ny da j-ésima amostra serdo excluidos do
J-ésimo estimador, com j =1,..., Ny.

Utilizando os Z;(3;), normalizamos as medidas de X;(3) e X2;(/3) da seguinte maneira:

z;(6) %((g)) (5.2.15)
22,(8) = XZ?(%) (5.2.16)

Estes resultados permitem calcular a susceptibilidade como
X;(8) = D [2%(B) — [;(B)] (5.2.17)

onde D é igual a kg(3?/N para o calor especifico C, (segundo a expressao (4.1.16)) e igual a
N para o parametro de ordem Oy, (segundo a expressao (4.1.17)).
Por fim calculamos as médias finais do observével fisico e da susceptibilidade respectiva-

mente como:

Z(B) = NLA Z Z;(B) (5.2.18)

6Para um melhor detalhamento sobre o método de Jackknife vide Ref. [53].
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Na
) = - > x(0). (5.2.10)
j=1
Os respectivos desvios padrao sao dados por:
Na
o40) =S4 S as0) - 30 (5:220)
¢ N
72(9) = TA= S 9 -« (5:221)
j=1

Por exemplo, os estimadores para (F)(/3) e (On,)(B) sdo calculados através da expressao
(5.2.18) e suas respectivas barras de erro sao dadas pela raiz quadrada de o2(3), conforme a
equagao (5.2.20). Ja os estimadores para o calor especifico C,(3) e a susceptibilidade yp, ()
do parametro de ordem, podem ser calculados utilizando a equagao (5.2.19), com os seus

respectivos erros dados pela rafz quadrada do desvio padrao o2(f3), conforme a expressio

(5.2.21). )

5.3 Resultados

Todo o estudo apresentado aqui foi focado na regiao do diagrama de fase onde a razao entre
as intensidades dos acoplamento ¢ é igual a 2. A escolha desse valor foi baseada principalmente
em dois fatores: i) a possivel presenca da fase nematica de Ising, que, como veremos, foi
confirmada pelos nossos resultados, ii) ter a largura da faixas h = 2, visto que as simulagoes
sao bastante demoradas e, por isso, tivemos que restringir os tamanhos das redes utilizadas.
Dividimos os resultados em duas segoes, uma para os resultados obtidos através do algoritmo
de Metropolis e outra para os obtidos através do algoritmo multicanonico. Para os dois
algoritmos foram geradas séries temporais para a energia interna total por spin £//N e para o

parametro de ordem Oy,,.

5.3.1 Algoritmo de Metropolis

Utilizando o algoritmo de Metropolis foram geradas séries temporais para redes de tamanho
L =16, 32, 48, 56 e 72. Na Tabela 5.1, apresentamos a lista das temperaturas 7Ty utilizadas
em cada producao para os tamanho de rede L. Todas as séries produzidas foram inicializadas
com configuracoes aleatorias. A termalizaciao consistiu de 10° varreduras para tamanhos de

rede L < 48 e 5 x 10° varreduras para L = 56 e 72. Para cada temperatura, as séries obtidas
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correspondem a 3,4 x 107 varreduras para L < 56 e 2,7 x 107 varreduras para o maior tamanho

de rede L = 72.
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Figura 5.2: Seéries temporais para a energia por spin (E/N) geradas pelo algoritmo de Metropolis
para L = 56 em diferentes temperaturas.
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Figura 5.3: Seéries temporais para o parametro de ordem Oy, (sem moédulo) geradas pelo algoritmo
de Metropolis para L = 56 em diferentes temperaturas.

As Figuras 5.2 e 5.3 mostram, respectivamente, as séries temporais produzidas para a

energia por spin (E/N) e o parametro de ordem Oy, para as diversas temperaturas para
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L = 56. Para as temperaturas mais baixas (7" < 0, 780), as séries transitam entre duas regioes

durante sua evolucao, o que é um indicio de que o sistema tunela de uma fase para outra. Esse

comportamento também pode ser visto nos histogramas das Figuras 5.4(c) e 5.4(d). Para as

L

1o

16
32
48
56
72

0,791; 0,830; 0,850; 0,870

0,780; 0,791; 0,812; 0,825; 0,850
0,770; 0,780; 0,791; 0,812; 0,870
0,760; 0,770; 0,780; 0,790; 0,308; 0,860
0,760; 0,770; 0,780; 0,790; 0,807; 0,830

Tabela 5.1: Temperaturas Ty para producgoes das séries temporais a partir do algoritmo de Metropolis

e utilizadas para repesagem.
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Figura 5.4: Histogramas das séries produzidas para a energia por spin E/N e parametro de ordem
O, para L = 56 em diferentes temperaturas. (a) e (b) correspondem a transi¢ao de fase nemética-
tetragonal e (c) e (d) a transigao de fase faixas-nematica.
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temperaturas mais baixas, observamos claramente a presenca de dois picos nos histogramas.
Conforme diminuimos a temperatura, observamos que esta estrutura se mantem, ocorrendo
apenas alteracao nas alturas relativas. O mesmo ocorre para o parametro de ordem, o que
indica a presenca de uma transicao de fase. Para temperaturas mais altas, outra transicao
de fase é sugerida. Em particular, para T" = 0,808 observamos a forma de pico duplo no
histograma da Figura 5.4(a). Nesse caso, a altura sendo aproximadamente igual para ambos
os picos indica que a temperatura critica da transicao esta proxima de 0, 808.

Para identificar as temperaturas criticas de tamanho finito, analisamos o calor especifico
C, definido em um intervalo (continuo) de temperaturas por repesagem das séries obtidas a
partir das simulagoes nas temperaturas 7. Os resultados para os maximos do calor especifico
Cy|max € as correspondentes temperaturas criticas T de tamanho finito sio apresentados na
Tabela 5.2. As temperaturas criticas de tamanho finito T sdo definidas pelo maximo do calor
especifico C,(L). Todas as estimativas das barras de erro foram feitas utilizando a técnica de
Jackknife, sendo utilizadas N4 = 40 amostras para L < 56 e N4 = 20 amostras para L = 72.

A Figura 5.5 mostra as nossas estimativas finais para as médias da energia por spin (E/N)
e do calor especifico C, em fungao da temperatura 7. A Figura 5.5(a) mostra C, para L = 16,
32 e 48. As estimativas para as barras de erro foram incluidas apenas para L = 48, no
grafico de dentro da Fig.5.5(a) para ter uma clara apresentacao do comportamento de C,, para
diferentes tamanhos de rede.

Segundo os resultados mostrados na Figura 5.5 para L = 16, observamos uma transicao de
fase caracterizada por um pico no calor especifico em TV = 0,8323. Essa transicao também
¢ notada pelo comportamento do parametro de ordem Oy,. A partir da analise das configura-
coes obtidas das séries em temperaturas proximas a temperatura de transicao, identificamos

essa transicao como correspondendo a transicao entre as fases do tipo faixas de spins e a

L CVlmax TV CP e T
16 3,095(2) 0,8323(2

)
32 3,92(2)  0,7905(3)
48 376(3) 0,7785(7) 4,21(1) 0,8132(2)
56 3,72(4)  0,7727(6) 544(2)  0,8084(2)
72 4,1(4)  0,767(2) 5,6(1)  0,800(1)

Tabela 5.2: Tc(i): temperaturas criticas de tamanho finito para as transicoes de fase observadas para

tamanhos de rede L definidas pelo maximo do calor especifico oV |max como mostrado nas Fig. 5.5(a)
e 5.5(b).
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Figura 5.5: Calor especifico C, e energia média por spin (F/N) em fun¢ao da temperatura T' para
L =16, 32, 48 nas figuras (a) e (b), e L = 56, 72 em (c) e (d). Dentro da Fig. (a): C, com estimativas
de barras de erro para L = 48.

fase de liquido tetragonal. Conforme aumentamos o tamanho da rede o comportamento das
curvas muda drasticamente e uma outra transicao aparece. Essa nova transicao, a transicao
entre as fases nematica e tetragonal, apresenta aumento mais pronunciado no méaximo do calor

) (1)

. 2 ~ . .
especifico em 7% em comparac¢ao com o antigo maximo agoraem 1.’ ~ 0, 77. Esta nova tem-

) corresponde a transicao faixas-nemaética. A Figura 5.6 ilustra as configuragoes

peratura Tc(1
tipicas em cada uma das fases para L = 56. Esta figura mostra como as simetrias direcional
e translacional sao perdidas com o aumento da temperatura em direcao a fase tetragonal. As
configuragoes tipicas nas temperaturas de transicao sao exibidas na Figura 5.7.

Notamos que a posicao dos picos do calor especifico muda conforme L aumenta. Esta
mudanca ocorre igualmente para ambos os picos na direcao de temperaturas mais baixas.

Esse é um efeito causado pelo tamanho finito da rede. Considerando que esperamos observar

as duas transicoes de fase no limite termodinamico e levando em conta os resultados numéricos



CAPITULO 5. SIMULACAO DO MODELO DE ISING DIPOLAR BIDIMENSIONAL 63

obtidos na Tabela 5.2 para as temperaturas criticas de tamanho finito, supomos que a diferenca
entre as temperaturas criticas atingird um valor fixo.

Apresentamos o méaximo das susceptibilidades e respectivas temperaturas criticas de ta-
(i)

manho finito 7.’ na Tabela 5.3. Estas temperaturas sao definidas pela ocorréncia de maximos

Il §

T =0,710 (b) T =0,790

Figura 5.6: Configuracoes tipicas de spins para L = 56 em temperaturas nas fases: (a) faixas,
(b) nematica e (c) tetragonal. A configuracio na fase do tipo faixas representa F/N = —1,2028,
Oy = 0,9873; na fase nemética, E/N = —1,1172, Oy, = 0,7903; e na fase liquido tetragonal
E/N = —-1,0201 e Op,, = 0,1777.

il

T =0,773 (b) T =0,808

Figura 5.7: Configuragoes de spins nas temperaturas de transi¢do para L = 56. A configuragio
apresentada em (a) tem E/N = —1,1670, Oy, = 0,9205; enquanto que em (b), E/N = —1,0769 e
Opy = 0,5633.

L (Ohv)max Tc(l) (Ohv)max Tc(Q)

16 28,42(2)  0,8336(2)

32 494(1)  0,8258(2)

48 17,0(5)  0,781(2) 129,7(6)  0,8140(2)
56 13,8(2)  0,773(1) 170(2) 0,8097(2)
72 13,1(9)  0,768(2) 209(3) 0,809(2)

Tabela 5.3: Maximos da susceptibilidade e as correspondentes temperaturas criticas T, c(i) identificadas
na Fig. 5.8.
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na susceptibilidade x(7") como mostrado na Fig. 5.8(a) e (¢). As Figuras 5.8(b) e (d) ilustram
o comportamento do parametro de ordem Oy, como funcao da temperatura para diferentes
tamanhos de rede. Elas mostram que a quebra da simetria direcional acontece principalmente
na segunda temperatura de transicao termodinamica em TC(Q) = 0,809. Os picos nas suscep-
tibilidades relacionados a esta segunda transi¢ao tornam-se maiores a medida que o tamanho
da rede aumenta. Por outro lado, observamos valores menores para os maximos associados

) 4 medida que o tamanho da rede aumenta. Estes

a primeira transicao termodinamica S
méaximos ocorrem em T.") a 0,77. Segundo as estimativas da Tabela 5.3, podemos observar
uma tendéncia decrescente nao usual dos picos. Essa tendéncia pode continuar até alcancar
um valor limite ou ainda, pode continuar até resultar em que essa transicao seja apenas um
artefato da rede. Em qualquer caso, essa nova propriedade coloca um grau extra de dificuldade
na identificacao da natureza da transicao. Essa situagao apresenta um comportamento para-

lelo quando analisamos os maximos do calor especifico na Tabela 5.2. A primeira transicao

180 o =
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Figura 5.8: Susceptibilidade e parametro de ordem para diversos tamanhos de rede em funcao da
temperatura.
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(T P 0,77) parece apresentar picos no calor especifico tendo a mesma altura, enquanto que
a segunda transicao (TC(Q) ~ 0,809) mostra picos cada vez maiores conforme o tamanho da
rede aumenta.

Desde que a fenomenologia desse modelo revela-se somente para grandes tamanhos de rede,
nossos dados ainda apresentam limitacoes para uma andlise adequada de escala de tamanho
finito. Qualquer simulagao intensiva de Monte Carlo com algoritmos de atualizacao local so-
frera severas limitacoes. No entanto, nossos dados permitem apresentar algumas estimativas.
Para este fim, consideramos apenas os trés ultimos valores para o maximo de C, na Tabela
5.2 e para o maximo de x(Op,) na Tabela 5.3, correspondendo a L = 48, 56 e 72. Uma vez
que os picos no calor especifico e na susceptibilidade relacionados com a primeira transicao
parecem convergir para um valor constante, assumimos a =~ 0 e 7 = 0. Neste caso, corregoes
logaritmicas devem ser levadas em conta para descrever os maximos. A anélise de escala de
tamanho finito para a segunda transigao fornece o = 0,87(1), v = 0,69(6) e v = 0,57(7).
Esses resultados suportam o carater de segunda ordem para a transicao de fase nemética-
tetragonal. A natureza continua da transicao nemética-tetragonal estaria de acordo com o
sugerido teoricamente por Abanov e coautores [30], através de um modelo continuo, e por
Pighin e Cannas [21], a partir de uma abordagem de campo médio. Porém, Cannas e coau-
tores [33] apresentaram fortes indicios de que essa transi¢ao é de primeira ordem para § = 2.
Nesse mesmo trabalho, Cannas e coautores especulam sobre a hipotese de uma transicao do
tipo Kosterlitz-Thouless (KT) como uma alternativa a possibilidade do carater de primeira
ordem encontrado. Notamos que o nosso resultado para o calor especifico C, nao apresenta um
comportamento divergente, ou mesmo efeitos de tamanho finito apreciaveis, entao a hipotese
de uma transicao do tipo KT também precisa ser considerada. No entanto, nossos resultados
apresentam grandes barras de erro para o calor especifico no caso L = 72, dificultando con-
clusoes mais precisas. Essa falta de precisao no calor especifico, quando comparamos com o0s

), esta relacionada a forte autocorrelagao na transicao

resultados para o segundo pico em T
faixas-nematica, como apresentam nossos resultados a seguir sobre o tempo de autocorrelacao
integrado 7;,; nas simulacoes de Metropolis.

Nossos célculos de 27;,,; sao mostrados na Figura 5.9 para redes de tamanhos L = 16, 32, 48
e 56, onde introduzimos a notacao k para descrever amostras de tamanho n,, sendo n, = 2*.
Obtemos 27;,; ~ 800 medi¢oes (L = 16) para as temperaturas proximas a temperatura critica
de tamanho finito e valores menores para temperaturas correspondendo a fase tetragonal. Para

o caso onde L = 32, a Figura 5.9(b) mostra um valor maior: 27;,; = 6 x 10* (grafico de dentro

da Figura 5.9(b)) para T' = 0, 780 na fase de faixas e 4 x 10* para T = 0, 791, que corresponde
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Figura 5.9: Tempo de autocorrelagao integrado 27;,; para tamanhos de rede L = 16 (a), L = 32 (b),
L =48 (c) e L =56 (d) em funcdo do tamanho das séries temporais 2.

ao maximo do calor especifico.

Na Figura 5.9(c) apresentamos nossos resultados para L = 48, cujos dados para o calor
especifico apresentam duas temperaturas criticas. Para a temperatura quando o sistema se
encontra na fase de faixas (T = 0,770), obtemos um tempo de autocorrela¢cao maior, quando
comparado & transigao faixas-nemética: 27;,:(T = 0,780)= 5 x 10°, enquanto que na fase
nematica, obtemos 27;,;(T = 0,791)= 4 x 10*. Aumentando a temperatura para a proxima
transigao, obtemos 27;,/(T = 0,812)= 2,4 x 10?. Para uma temperatura ainda mais alta,
observamos uma forte diminuicao da 27;,;, atingindo valores tao pequenos quanto 45 para
27int- A Figura 5.9(d) mostra um valor grande para este tempo de autocorrelagao, superior
a 2 x 10° para série de dados coletados na fase de faixas e na transicao faixas-nemética. Na
transi¢ao de fase nematica-tetragonal obtemos 27;,:(T = 0,808)= 5 x 10> ¢ um menor valor
60 na temperatura 7" = 0,860, a qual o sistema encontra-se na fase tetragonal.

Podemos descrever o tempo de autocorrelagdo nas séries do observavel energia obtidas
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nas temperaturas de transi¢cao como uma simples lei de poténcia 27, p = AL*"*, onde 2,
é o expoente critico dinamico associado [41]. Uma estimativa grosseira fornece z;,; ~ 6,2 e
Zint = 4,0, respectivamente, para as transicoes faixas-nemética e nemética-tetragonal. Es-
ses sao valores elevados, uma vez que algoritmos locais de Monte Carlo geralmente tém o
expoente critico dinamico z ~ 2 [54]. Para os algoritmos de atualizagdo nao-locais como o
algoritmo de Swendsen-Wang, este expoente é ainda menor, apresentando para o modelo de
Ising bidimensional puro z = 0,222(7) [54].

A partir da andlise do tempo de autocorrelacao podemos confirmar a existéncia de estados
com longos periodos de estabilidade proximos e na transicao faixas-nemética. Recentemente,
a existéncia desses estados foi destacada em um estudo realizado por Cannas e coautores
[55]. Eles encontraram fortes meta-instabilidades associadas a transi¢ao faixas-neméatica. A
permanéncia do sistema nesses estados leva a barras de erro grandes para as funcoes resposta
nessa transicao quando comparada com a transicao neméatica-tetragonal, para a qual os valores

de 7;,; sao ordens de magnitude menores.

5.3.2 Algoritmo multicandnico

Para todos os resultados apresentados nessa secao nos utilizamos a energia minima por
particula emin, = —1,22 e o nimero de energias considerado M = L2. Esta valor de ey, foi
escolhido com base no valor da energia das configuragoes para o estado fundamental do tipo
faixas encontradas na séries obtidas através do algoritmo de Metropolis (vide Figura 5.2(b)).

Nos definimos as energias F, de acordo com a relagao (4.1.6) descrita na segdo 4.1, ou seja,

E, = emin X L? + ne. (5.3.1)
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Figura 5.10: Série de Monte Carlo obtida por meio do algoritmo multicanénico para L = 16.
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Para a determinagao dos parametros multicanonicos a(FE) e b(FE), para L = 16, efetuamos
300 atualizacoes a partir dos histogramas resultantes de simulacoes com 5 x 10* varreduras
cada uma, segundo a metodologia descrita na se¢ao 4.3. Primeiro obtivemos os valores para os
parametros multicanonicos utilizando € = 2, porém, os valores de a(E) e b(E) apresentaram
muitas oscilagoes. A causa das oscilacgoes é a existéncia de uma vacancia entre as energias —305
e —309, como mostra a Figura 5.10. Uma vacancia como essa, maior que o valor de ¢, implica
que nenhuma configuracao nesse intervalo de energia serd amostrada, assim o histograma
da energia correspondente serd igual ao valor minimo hy (vide expressdo (4.3.15) da secao

4.3). Como os parametros multicanonicos para uma dada energia sdo determinados utilizando
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Figura 5.11: Parametros multicanonicos a(FE) em fun¢ao da energia por spin F/N para diferentes
tamanhos de rede L.
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Figura 5.12: Parametros multicano6nicos b(E) em func¢do da energia por spin E/N para diferentes
tamanhos de rede L.
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histogramas das energias vizinhas, as oscilacoes aparecem. Afim de evitar essas oscilagoes nos
valores de a(F) e b(E) para as energias mais proximas do estado fundamental, escolhemos
¢ = 4. Como podemos notar pelas Figuras 5.11 e 5.12 (L = 16), respectivamente, os valores
dos parametros a(F) e b(E) nao oscilam para este valor de e. Utilizando esses parametros
produzimos uma série com 6 x 10° varreduras. Apresentamos na Figura 5.13(a) o histograma
da série produzida para a energia. Notamos que, exceto para energias proximas a energia
do estado fundamental, o histograma apresenta um valor aproximadamente constante, o que
mostra que configuragoes com energias distintas foram visitadas um mesmo nimero de vezes.
Isso indica que a producdo da série utilizando os pesos a(E) e b(F) é satisfatoria de acordo
com o esperado para o algoritmo multicanonico.

A determinacao dos parametros multicanonicos para L = 32 foi feita realizando 400 atuali-

zacoes a partir dos histogramas resultantes de simulacoes tendo 5 x 10* varreduras cada uma.
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Figura 5.13: Histogramas para as séries produzidas utilizando o algoritmo multican6nico para dife-
rentes tamanhos de rede.
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Nesse caso, utilizamos € = 2. Este valor de e mostrou-se adequado pois diferenca entre as ener-
gias do estado fundamental e do primeiro estado excitado é menor que 2. Contudo, também
observamos um comportamento “ruidoso” para os valores dos parametros a(E) e b(E), como
mostram as Figuras 5.11 e 5.12, respectivamente. Utilizando esses valores para os parametros
multicandnico, produzimos séries temporais para a energia e parametro de ordem com 6 x 107
varreduras. Na Figura 5.13(b) mostramos o histograma para a série temporal produzida. O
histograma apresenta um comportamento aproximadamente plano para a maioria das ener-
gias, porém, observamos uma diminui¢cao na amostragem das configuracoes com energias mais
baixas, proximas & energia do estado fundamental.

Para L = 48, a determinacao dos parametros multicanonicos foi feita realizando 460 atua-
lizagoes a partir dos histogramas resultantes de simula¢oes tendo 5 x 10* varreduras cada uma.
Nesse caso, também utilizamos € = 2. Um teste foi realizado utilizando ¢ = 4 e percebemos
que para € = 2 a atualizacao “caminha” mais rapidamente em direcao as energias mais baixas.
Além disso, fazendo um grafico dos valores de a(F) e b(E) em fun¢ao da energia por spin
E/N para os dois casos, nenhuma diferenca significativa foi notada. A Figura 5.14 mostra os
histogramas para as séries em diferentes estagios da atualizacao dos parametros multicano-
nicos utilizando € = 2. Os valores dos parametros a(E) e b(E) apos as 460 atualizagoes sao
mostrados nas Figuras 5.11 e 5.12, respectivamente. Vale dizer que os valores dos parametros

para 400 atualizacoes nao diferem em nada em relacao aos valores dos parametros utilizados
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Figura 5.14: Histogramas para as séries produzidas em diferentes estagios da atualizagao (20 — 140
atualizagoes) dos parametros a(F) e b(E) para a rede de tamanho L = 48.
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para a producao da série temporal final (460 atualizagoes). Utilizando esses parametros pro-
duzimos uma, série temporal com 4 x 107 varreduras. O histograma para essa série & mostrado
na Figura 5.13(c). Novamente, notamos um comportamento uniforme no histograma, como
esperado para o histograma obtido a partir de uma série temporal produzida pelo algoritmo
multicanonico.

Utilizando a técnica de repesagem nas séries produzidas para os tamanhos de rede L = 16,
32 e 48, obtivemos as grandezas fisicas em funcao da temperatura. Os gréaficos dessas grandezas
sao apresentados na Figura 5.15

Para L = 16, percebemos uma diferenca entre as energias da fase do tipo faixas calculadas

a partir das repesagem (em T = 0, 75) das séries obtidas por meio do algoritmo multicanonico
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Figura 5.15: Grandezas termodinamicas em fun¢ao da temperatura T resultantes da repesagem das
séries obtidas pelo algoritmo multicanénico para redes de tamanho L = 16, 32 e 48.
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((E/N) ~ 1,174) e por meio do algoritmo de Metropolis ((E/N) ~ 1,190). E possivel que
isso tenha ocorrido por causa da escolha do valor de ¢ = 4. Para esse caso, a discretizacao
grosseira das energias altera os valores de a(E) e b(F), os quais sao utilizados para a repesagem.
Consequentemente, os valores dos parametros a(E) e b(E) para as energias das configuracoes
da fase do tipo faixas sao levadas em consideracao como sendo iguais aos valores dos parametros
a(E) e b(E) correspondentes a energias mais altas, o que altera as estimativas para as energias
repesadas para as temperaturas mais baixas. Isso também influencia as estimativas das outras
grandezas observaveis, como mostra a Figura 5.15.

Apresentamos na Tabela 5.4 os resultados para a posicao e altura dos picos do calor es-
pecifico para L = 16, 32 e 48. Na Tabela 5.5 apresentamos os resultados para a posicao e
altura dos picos da susceptibilidade do parametro de ordem. Comparando os dois algorit-
mos, percebemos que os melhores resultados quantitativos sao em relagao aos méaximos da
susceptibilidade e as temperaturas de transicao obtidas por meio dessa grandeza.

Comparando os resultados dos dois algoritmos para os diferentes tamanhos de rede obser-
vamos que os resultados mais proximos sao para L = 32. Apesar dos maximos para o calor
especifico nao estarem exatamente na mesma temperatura critica nem possuirem exatamente a

mesma altura, as curvas obtidas para as grandezas fisicas sao bastante parecidas. Para L = 48,

L CVlpax TV CP e T
16 2,77(1)  0,8291(5)

32 4,23(3)  0,7923(5)

48 4,17(5)  0,8130(5)

Tabela 5.4: Temperaturas criticas de tamanho finito para as transi¢oes de fase observadas para
tamanhos de rede L definidas pelo maximo de calor especifico Cy|max Obtidos através do algoritmo
multicanonico, como mostrado nas Figura 5.15(a).

L xOp)%e TV  yOE 1P
16 26,9(1) 0,832(1)

32 49,6(2) 0,826(1)

48 129(2) 0,814(1)

Tabela 5.5: Temperaturas criticas de tamanho finito para as transi¢oes de fase observadas para

tamanhos de rede L definidas pelo maximo da susceptibilidade do parametro de ordem X(Ohv)g)ax

obtidos através do algoritmo multicanonico, como mostrado nas Figura 5.15(c).
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Figura 5.16: Probabilidade canénica de Gibbs na temperatura critica de tamanho finito 7 =
0,8131, para L = 48, calculada através da equacao (4.3.8) a partir dos parametros multicanoénicos

a(E) e b(E).

porém, uma grande diferenca é notada. Os gréaficos obtidos nao apresentam a transicao em
Tc(l) correspondendo a transicao de fase faixas-nematica. Percebemos, contudo, que os valores
de a(FE) e b(E) para energias bem proximas ao estado fundamental ndo foram atualizados em
relagao aos valores iniciais a’(E) e 0°(E). Isso ocorreu pois na determinacio dos parametros
as simulacoes nao visitaram esses estados. Talvez uma determinacao mais acurada dos para-
metros resolvesse esse problema. Contudo, em especifico para L = 48, nenhuma diferenca foi
observada para os parametros a(E) e b(E) quando comparamos os resultados com 460 atuali-
zacoes de 5 x 10* varreduras e os obtidos apos 505 atualizacoes de 1 x 10° varreduras. Talvez
aumentando ainda mais o nimero de varreduras para cada atualizagao resolva o problema,
contudo, o tempo computacional gasto nessas simulagoes é bastante alto (vide Apéndice B),
portanto, essa é uma opc¢ao para um trabalho futuro.

Por outro lado, poderiamos associar o parametro b(F) a uma espécie de “temperatura”.
Essa relacao pode ser verificada empiricamente, pois uma espécie de transicao é identificada na
curva b(F) da Figura 5.12 (L = 48) em b(F) ~ 1,23. O inverso desse valor é aproximadamente
0,8130, que é justamente o valor da temperatura onde observamos um maéaximo no calor
especifico. Porém, para o valor de b(E) = 1,2845, onde a transi¢do faixas-nematica era

esperada’, ndo observamos nenhum comportamento desse tipo. Fato que ainda carece de

"Esse valor de b(E) corresponde ao inverso da temperatura critica T = 0, 7785 para o maximo do calor
especifico com L = 48 obtido por meio do algoritmo de Metropolis.
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explicacao e somente a partir de trabalhos futuros podera ser esclarecido.

Como exemplo do uso do algoritmo multicano6nico, calculamos a probabilidade canoénica
de Gibbs na temperatura critica de tamanho finito Tc(2) = (,8131 para L = 48. Fizemos isso
utilizando a equagao (4.3.8) partindo dos parametros multicanonicos a(F) e b(E). Observamos

a presenca do duplo pico indicando a transicao nemética-tetragonal.



Capitulo 6

Conclusoes

Neste capitulo apresentamos as principais conclusoes do estudo realizado sobre o modelo
de Ising dipolar bidimensional.

Para baixas temperaturas, identificamos a fase do tipo faixas de spins em configuracgoes
correspondentes a energia do estado fundamental para o caso 6 = 2. Analisando essas con-
figuracoes observamos faixas com largura h = 2 para todos os tamanhos de rede. Como
mencionamos na secao 3.2, esse resultado concorda com os resultados de calculos analiticos
[32] e também com os resultados de simulagoes numéricas de Monte Carlo [33, 35].

Através do uso das técnicas de repesagem em histogramas miltiplos obtivemos o compor-
tamento de gradezas fisicas tais como o calor especifico, energia por spin, parametro de ordem
e a susceptibilidade do parametro de ordem em funcao da temperatura. Cannas e coautores
[33, 35] realizaram um estudo semelhante sobre esse modelo considerando 6 = 2 e os mesmos
tamanhos de rede utilizados aqui. Dessa maneira, podemos comparar diretamente os nossos
resultados com os obtidos por eles. Nossos resultados sao bastante semelhantes aos encontra-
dos por eles, porém, quantitativamente, nés obtivemos uma precisao melhor. Isso porque as
técnicas de repesagem permitem calculos das grandezas em um intervalo continuo de tempera-
turas. Outro detalhe é o tempo computacional total gasto nas simulagoes. Quando utilizamos
o algoritmo de Metropolis e nao utilizamos as técnicas de repesagem, um niimero muito maior
de séries temporais precisa ser considerado para um intervalo igual de temperaturas, o que
implica em um gasto maior de tempo computacional.

Identificamos as transicoes de fase observando o comportamento das grandezas fisicas em
funcao da temperatura. Para a rede de tamanho L = 16, o sistema apresenta uma tnica
transicao de fase, saindo da fase de faixas a baixas temperatura e indo para a fase de liquido
tetragonal. Também identificamos a presenca da fase de liquido tetragonal em todos os outros
tamanhos de rede estudados. Comentamos ainda que nenhuma transicao bem definida entre

a fase tetragonal e a fase paramagnética para temperaturas mais altas foi encontrada nas
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simulagoes de Metropolis.

Observamos que o comportamento das grandezas fisicas apresenta forte dependéncia com
o tamanho da rede L. Um dos efeitos observados é o aparecimento de outra transicao de
fase para as redes maiores (L > 48). Trata-se da transi¢ao entre a fase do tipo faixas e a
fase nemaética de Ising. Nossas evidéncias numéricas sobre essa transicdo tém um carater
especial, pois confirmam a previsdo teorica feita por Abanov e coautores [30] e concordam
com os resultados obtidos recentemente por Cannas e coautores [33]. Embora a localizagao
das transicoes de fase seja fortemente dependente do tamanho da rede, a diferenca entre as
temperaturas criticas Tc(z) —Tc(l) parece permanecer constante. Esses fortes efeitos de tamanho
finito sao relacionados com o caréater de longo alcance da interacao dipolar e frustram qualquer
analise simples de escala de tamanho finito. Dessa maneira, é infrutifero realizar estudos
numeéricos em redes pequenas, nao somente por causa dos efeitos de tamanho finito, mas
também porque a verdadeira fenomenologia nao pode ser observada em tais tamanhos de rede.
Assim, o menor tamanho de rede deve ser escolhido com cuidado e isso deve ser considerado
como uma restricao importante antes de qualquer analise de tamanho finito.

Encontram-se na literatura resultados inconclusivos sobre a ordem das transicoes de fase,
quer referente a transicao faixas-tetragonal e, dependendo de 9, referente as transi¢oes faixas-
nematica e neméatica-tetragonal. Com relagao a natureza da transicao de fase faixas-nematica,
o trabalho de Cannas e coautores [33| apresenta indicios de uma transi¢ao de fase de primeira
ordem. Entretanto, ressalvas devem ser feitas devido a fatos incomuns para uma transicao
de primeira ordem no limite termodinadmico, como exemplo, a saturagao no maximo do calor
especifico. Isso sugere um mecanismo do tipo Kosterlitz-Thoulosse, o que concordaria com a
predigao feita por Abanov e coautores [30]. Nossos resultados para a transi¢ao faixas-nemética
ainda nao fornecem uma indicagao segura sobre a sua natureza, principalmente por causa das
severas limitagoes nas estatisticas produzidas pelo algoritmo de Metropolis, mesmo contando
com séries com 107 varreduras. Isto nos levou ao estudo do tempo de autocorrelacao para
as séries produzidas por meio desse algoritmo. Com respeito & natureza da transicao de
fase nematica-tetragonal a situagdo parece pior. Cannas e coautores [33] argumentam que
a transicao também possui caracteristicas de uma transicao de primeira ordem. Mas os seus
resultados sao inconclusivos e atribuem este fato a presenca de fortes efeitos de tamanho finito.
Nossas estimativas dos expoentes criticos a partir da analise de tamanho finito indicam uma
transi¢cao continua para a transi¢ao termodinamica nematica-tetragonal, embora nossa analise
de tamanho finito ainda necessite de aprimoramento. Estudos futuros sao necessarios para

entender a complexidade da transicao faixas-nematica e para isso estamos implementando o



CAPITULO 6. CONCLUSOES 7

algoritmo multicanonico.

Nossos célculos para os tempos de autocorrelagao integrado mostram um decaimento lento
critico mais forte em ambas as transicoes de fase, quando comparado com o modelo de Ising
bidimensional puro. A partir desta analise, observamos estados com longos tempos de vida
para temperaturas proximas ou na transicao de fase faixas-nemaética. Por outro lado, a tran-
sicao nematica-tetragonal apresenta valores ordens de grandeza menores para 7;,;. Isso pode
explicar o porque nés temos resultados melhores, no sentido de apresentar menores incertezas
para as grandezas termodinamicas, para a segunda transicao.

Com respeito as simulagoes utilizando o algoritmo multicanonico, ressaltamos que o estudo
teve um carater exploratorio e os resultados obtidos nao podem ser considerados para con-
clusoes objetivas sobre a fisica das transicoes de fase do modelo. Percebemos que um estudo
mais aprofundado sobre a utilizagao do algoritmo multicandnico precisa ser realizado.

De qualquer maneira, notamos que a natureza da transicoes de fase no modelo de Ising
dipolar bidimensional ainda é objeto de pesquisa na literatura. Como perspectivas futuras
pretendemos estabelecer o uso do algoritmo multicanénico para exploracao do sistema utili-
zando redes maiores. Esperamos, assim, conseguir um melhor entendimento das transicoes de

fase presentes neste modelo.



Apéndice A

O somatoéorio de Ewald em redes
bidimensionais

Dividimos este apéndice em cinco secoes. Na primeira secao apresentamos os aspectos ana-
liticos do método de Ewald! e fornecemos um resultado geral para o caso em duas dimensdes;
na segunda mostramos dois casos particulares com importantes aplicagoes fisicas: interagoes
coulombianas e interacoes dipolares; na terceira descrevemos um método computacional para
armazenar parte dos somatorios de Ewald em matrizes; na quarta apresentamos um estudo
sobre a convergéncia numérica do método para o caso dipolar. Por tultimo, dedicamos a quinta

secao as demonstracoes das relacoes utilizadas na primeira secao.

A.1 Aspectos analiticos do método de Ewald

Consideremos um sistema com N particulas que interagem entre si através de um potencial
proporcional ao inverso de uma poténcia da distancia entre elas. Podemos definir, de maneira

generalizada, a Hamiltoniana desse sistema como:

N 00
HP = %ZZ 3 mq%ﬁ‘p (A.11)

onde g define a intensidade da interacao entre duas particulas i e j que possuem as propriedades
fisicas intrinsecas ¢; e ¢; (i.e., massa, carga elétrica, spin), r;; = |r; — 7| é a distancia entre as
duas particulas e p um ntimero real positivo.

O somatorio infinito é incluido no potencial quando consideramos condi¢oes de contorno
periddicas, onde imagens do sistema sao replicadas indefinidamente em todas as diregoes

formando uma rede (como mostra a Figura 5.1). Efetuamos o somatorio sobre as componentes

'0 trabalho original em alemao do fisico P. P. Ewald pode ser encontrado na Ref. [56]. Duas 6timas
referéncias sobre o método sdo [57, 58].

78



APENDICE A. O SOMATORIO DE EWALD EM REDES BIDIMENSIONAIS 79

do vetor 77, o qual indica a posi¢ao de cada imagem. A notacdo ' indica que 7 = 0 é excluido
do somatorio quando ¢ = 7, impedindo a auto-interacao.

A nossa apresentacao do método foi principalmente inspirada na Ref. [59]. Entretanto,
consideramos igualmente importante a Ref. [60], no qual o método é apresentado de forma
mais geral. E necessario enfatizar que os célculos apresentados nesta secio sao validos para
qualquer dimensao espacial até a equagao (A.1.13). A imposigao do caréater bidimensional s6
aparece apos esta equacao, com a utilizacao da relacao §2 deduzida na secao A.5.

Por uma questao de notagao, vamos reescrever a equacao (A.1.1) da maneira a seguir:

N N
w_9 0.5®)
Y = QZZQZ%SU v
i=1 j=1

com

= 1
gy b (A.1.2)
2 Ty

Podemos fazer a seguinte decomposi¢ao utilizando uma fungao f,(ar):

1 _ 1 — fular) 4 folar)

rp rp rp

para tanto, devemos impor os seguintes comportamentos para fp(ar):
i. fylar) —1ser — oo,
ii. fo(ar) —0ser —0.

O parametro a no argumento de f, é chamado de parametro de convergéncia de Ewald. Seu
valor reflete a rapidez da convergéncia relativa entre as somas nos espacos real e reciproco.
A introdugao da func¢ao f,(ar) faz com que possamos reescrever a equacao (A.1.2) como a

soma de dois termos,

® _ ol &(p)

ij,direta
onde
— L= fpla|ry +1i])
S(P) — ! 7: Zj A1.3
ij,direta I;O |Tij + n|p ( )
e 0. ]
: 7y + 1)
g — 5 Soladty i) (A.1.4)
P

A seguir, podemos somar e subtrair o termo quando 7 = 0 e ¢ = j na equacao (A.1.4),
obtendo
a®) _ olp) (p)
Sy =5; — S

ij,reciproco ij,auto-interagao
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Figura A.1: Gréficos de f,(ar) para diferentes valores de « e p, com o = 5/L.

onde .
ST eetproco Z |Tm‘ri :;,,n') (A.1.5)
¢ —
Si(j]'),)auto—interagﬁo = lim M . (A.1.6)

I7i5l—0 | 7i5]P
Segundo as Refs. [59, 60], uma escolha adequada para a fungao f,(ar) é:
v (5 o
folar) = ( - ) : (A.1.7)

I (%)

a?r?) é a fungao gama incompleta inferior.

onde I'() é a fungao gama e v(5,

A Fig. A.1 mostra o comportamento de f,(ar) para diferentes valores de o e p, com
a = 5/L. Mostramos, em particular, dois casos com importantes aplicagoes fisicas: interagoes
coulombianas (p = 1) e interacoes dipolares (p = 3).

Considerando a relacao entre a funcao gama incompleta inferior com a funcao gama in-

completa superior I'(§, a*r?), conforme a Ref. [61],
D(a) = y(a,2) + D(a,) . (A18)

podemos obter uma representagao simples para 1 — f,(ar),

r (30

1 — fplar) = 0

(A.1.9)
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Soma no espaco real

Inserindo o resultado apresentado em (A.1.9) na equacao (A.1.3), obtemos a parte do

somatorio que consiste numa soma no espaco real,

o _ 1 s~ DGt i)

7y + 7"

(A.1.10)

Soma no espago reciproco

De maneira analoga, podemos substituir a defini¢ao introduzida em (A.1.7) na equagao

(A.1.5) para obter

ij,reciproco |7—,;J + ﬁ‘p

> 2 2|7 72
5 :Féﬂ) ZW(” L) (A.1.11)
2/ |it]=0

Fazendo uso da distribuicdo delta de Dirac podemos reescrever a equagiao (A.1.11) da

seguinte forma:

1 SN 1 (G
Si(;),ieciproco = F (2) / Z 5("“ — (Tij + n))% d’F . (A112)
2 |7|=0

Agora, considerando a relacao abaixo, demonstrada em A.5.1,

e}

> 87~ (7 +7) = 1

|7i]=0 |G|=0

K

)

onde V; = L% L ¢ o comprimento do sistema, d é a dimensdo espacial e o vetor G é um vetor

no espaco reciproco, podemos reescrever a equagao (A.1.12) como segue,

L[ 18 ) 6] s
(S = / LAz T G R e A.1.13
ij,reciproco V;jr (g) Z |7;»|p € e ( )
1G|=0
Podemos utilizar a relacao a seguir
o2 |7 2 o p—2 2
//7( |_1 ) ezG.rd27—,*:ﬂ.G I _]_9_|_17i
|7|P 2r—2 2 4o

para calcular a integral dentro do parénteses em (A.1.13). Desta forma obtemos a expressao

para a parte reciproca do somatoério de Ewald:

) _ 7 Gr? p G*\ _iar,
Sz‘j,reciproco ~ e (g) Z op—2 r —5 +1, @ e 7 (A.1.14)
|G|=0
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Termo de auto-interagao

Por ultimo, substituindo a defini¢do (A.1.7) na expressao (A.1.6) obtemos

p 2,.2

g b )
ij,auto-interacao D .
! Wor(E) e g

(A.1.15)

Fazendo a mudanca de variavel z = o®r}; e observando que:

. . D 292\ 1 p _
i Qo) - (4) o
5
ii. lim 72, =lim — =0,
TUHO J !L‘HOO{p

podemos calcular o limite na equacgao (A.1.15) através da regra de L'Hopital. Assim,

1 4 (2 )
S cie = lim [ap dr A2 70 (A.1.16)
7,auto-interagao T (g) 250 % 5
Sendo (Ref. [61]):
d
el <g,x> — 25 le® (A.1.17)
x
e
d » P 24
ar’ T2
obtemos: . -
4~ (2 g 2P E-lg—=  9np 2P
i e (Br0) 207 afTe 207, 207 (A.1.18)
0 d .z 0 +—1
T— 2 p z— T2 p =—0 p

Note que fazer r;; — 0 (ou x — 0) equivale a fazer ¢ = j. Substituindo o resultado acima
na expressao (A.1.16) e incluindo a delta de Kronecker, obtemos a expressao da parte de

auto-interacao do somatorio:

S(p)

ij,auto-interagdo —

(A.1.19)

Resultado geral

Utilizando as expressoes (A.1.10), (A.1.14) e (A.1.19), obtemos uma expressao geral para

as soOmas Como segue:

1 | & DB |i+i?) o S 62 [ p G\ _iar 207
S — (el VL ] — D=5 +1,— e @M —§5,—
YT Zo |7ij + il Rz |G~Z 202 2 )¢ Tp

n|= =0

(A.1.20)
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Finalmente, considerando a rela¢do (A.5.3)

3" F(G) e = 3" F(G) cos(G)
|G|=0 |G|=0

obtemos uma expressao geral para o somatorio de Ewald para um sistema bidimensional:

1 00 1'\(2 o2 |77“~|»ﬁ|2) - 00 Gp72 p G2 N 20P

gw — 2@ - r{-L4+1,— G.7y) — 60—

I PP R e PR S A
7i|= =0

(A.1.21)

A.2 Casos particulares

Célculos de energias da cristais idnicos e consideracoes sobre a estabilidade de diversos
tipos de rede sao os exemplos mais velhos e mais conhecidos que utilizam a técnica de soma
de Ewald. Outros casos onde os calculos dessas somas tém importancia sao as investigacoes
de propriedades elétricas, 6pticas, ou elasticas, de cristais. A seguir apresentamos dois casos
particulares que sao bastante comuns na Fisica: o caso das interacoes de Coulomb e o caso

das interagoes do tipo dipolo (elétrico ou magnético).

A.2.1 Interacao de Coulomb

A interacao entre duas cargas elétricas pontuais é determinada através do potencial de
Coulomb. Como exemplo classico onde interacoes de Coulomb sao consideradas temos o
calculo da constante de Madelung, a qual corresponde a energia eletrostitica de uma rede
ionica cristalina. Para obter o célculo das interacoes de Coulomb em um dado sistema, temos

que utilizar a expressao (A.1.21) considerando p = 1. Nesse caso, teremos
D (3,0%17, + )
1
I'(3)
1 G?
r(3%)

St - et (%) (A.2.2)

2

erfc(a |7}, + 1) (A.2.1)

e g = 1/4me , assim ¢; e g; representardo as cargas elétricas das particulas. Assim, a energia

eletrostatica de interagao, escrita utilizando a técnica de soma de Ewald, de uma rede cristalina
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composta de N cargas elétricas, sera dada por:
N 00

(1) B 1 erfc (Oz|7:; +ﬁ|)
Eeouiomh = B 64 =3 +]ﬁ|
. i

erfc (£) cos(G.7;)

Nesse caso, vale notar que, interacoes que diminuem lentamente com a distancia, como é o
caso da interacao de Coulomb, podem dar origem a somas sobre a rede as quais exibem somente
uma convergéncia condicional. Desde que nesse caso a soma das séries nao é determinada
unicamente, argumentos fisicos (como a neutralidade da rede, ) . ¢; = 0) tém que ser invocados

no sentido de obter-se respostas que apresentem algum sentido fisico.

A.2.2 Interacao dipolar

O caso particular p = 3 corresponde ao potencial devido as interacoes do tipo dipolo.
Nessa dissertacao consideramos a interacao entre momentos de dipolo dos spins num sistema
magnético com spins de Ising, porém, as interacoes do tipo dipolo também sao encontradas em
sistemas com cargas elétricas. Para determinar a energia de interacao total entre os momentos
de dipolo em um sistema com N particulas precisamos substituir p = 3 na expressao (A.1.21).

Dessa maneira, obtemos a seguinte expressao:

N N - -2

PRI o) o) i L LIRS
ipolar N 5 3
’ 235 j=1 |ii|=0 |7 + 1 F(E)

T oo e & G P(_%’
+gﬁZZZUZO]§ T

i=1 j=1 |G_"\:O

a® i )
—g o; .
U (3) S

onde ¢; representara o momento de dipolo elétrico, no caso de um sistema composto de cargas,

ou o momento de dipolo magnético, no caso de um sistema magnético.

Utilizando a relacao de recorréncia (vide Ref. [61]) para fun¢ao gama incompleta superior,
Tla+1,2) =al(a,x) + 2%, (A.2.4)

obtemos
T (2,a?|F; + 7| 1 [1_/1 o
€ '! 2 {ir <§’a2|ﬁj+ﬁ|2)+0‘|ﬁj+ﬁ|6‘“2r”+n2 . (A25)
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Invertendo a relagao (A.2.4) temos,

I'(a,z) = 2 [D(a+1,2) —a% "] . (A.2.6)

Utilizando a relagao acima obtemos

. (;5(5%) - é) [F (% %) _ (%) - effz] _ (A.2.7)

Considerando os resultados particulares,

2 2
e
1
r (5, a2r2> = /7 erfc(ar) ,
reescrevemos as expressoes (A.2.5) e (A.2.7), respectivamente, como
F(%,Oé2|7_’;j+ﬁ2) 2c0 2|7 1 =22
= erfe(a|fy +7|) + —= |7, + i1 e Tt (A.2.8)
L@ ] vt
I (_%v 4G_22) G 2a «374%22
— " = 4 |erfe ( ) . (A.2.9)
r(3) 2a VT G

Finalmente, substituindo (A.2.8) e (A.2.9) em (A.2.3) obtemos:

N 00
3 g O-Z'O-. > — 20{ — — —042771" ﬁ2
Etgip))olar = 5 ZZ Z /|—i' Jﬁ|3 |:eI'fC (a |Tij + n|) + ﬁ |Tij + 7’L| e | 75471 :|
T oo & 200 _ 6 G o,
+gﬁzz Z 0;0; ﬁe 12 — (Gerfc % cos(Gr Zo— . A 2. 10

A.3 Método de armazenamento

O uso de matrizes para armazenar parte dos somatorios oriundos do método de Ewald
evita que muitas operacoes repetitivas sejam efetuadas no calculo da energia de interacao,
aumentando, assim, a eficiéncia dos algoritmos que envolvem esse calculo.

Enfatizamos nesta secao alguns conceitos praticos afim de facilitar tanto a compreensao
quanto a implementacao do método.

E importante ressaltar que a discussio feita aqui limita-se ao caso onde todas as particulas
do sistema estdo posicionadas sobre uma rede regular bidimensional (quadrada de lado L) e o

potencial de interacao entre elas é do tipo dipolo, no entanto, é possivel utilizar este método
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em outros casos. Poderiamos, por exemplo, considerar moléculas que constituem um liquido
interagindo através de um potencial coulombiano. Neste caso, onde as posigoes espaciais
correspondem a varidveis continuas, poderiamos utilizar os valores armazenados de potenciais
sobre a rede para obter, por meio de interpolacao, o valor de potenciais sobre moléculas que
nao estao localizadas nos sitios de uma rede (vide Ref. [62]).

3 . i
Comecemos reescrevendo a parte real de EY  da seguinte maneira:

dipolar
N N oo
/
Ereal = E E E 00 Aij - (A.3.1)
i=1 j=1 |f|=0
Para o caso de interacoes dipolares temos explicitamente

1 |erfc (Oz ‘ﬁ] + ﬁ‘) 2a e*QQ\FijJrﬁ\Q
2 |7:;‘j+ﬁ|3 VT |ﬁj+ﬁ|2 .

Aij i =

Notamos que A;; 7 representa o potencial de interagao entre uma particula 7 e a imagem,
determinada por 77, da particula j, e que o seu valor depende apenas do moédulo do vetor
7_’;]' + 1.

Representando os vetores posicao 7; e 7; pelos pares de coordenadas cartesianas (i1, i)
e (j1,J2), respectivamente, e o vetor @ pelo par cartesiano (niL,nyL), podemos reescrever

|7 + 7i| como

|75 + 7| = \/(ir — ji + L) + (iz — jo + naL)?

onde {iy,is,7j1,Jo € N | 1 < iy,i9,71,72 < L} para particulas localizadas sobre a rede e
{n1,ny € Z |—00 < ny,ny < co}. As coordenadas das particulas assumem valores inteiros pois
definimos o parametro de rede a, o qual determina a distancia minima entre duas particulas
na rede, igual a um?.

Fazendo a seguinte mudanca de variaveis
l:il—jl—l—nlL e m:iQ—jg—i‘ngL,
podemos reescrever |7; + 7| em termos de [ e m como:
T'im = \/m y

onde I,m € (—00,00) e 1y, € [0, 00).

Dessa maneira, podemos “mapear” A;; i = Agi, is),(j1,j2),(n1,m2) €M Ap, que é dado por:

1 |erfc (ary,) 200 e Tim
A== | —————+ — . A3.2
] RV S (432
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00|00
00 |00
@0|@000
00 |00 |00
Q00000
00|00 |00
00|e0j@0/@0
0|00(00/00[00 000000
00l@e0jeoleoleojeoleo
00 (0@ |00 |0® |0 |00 [0®
o0l@e0leoleoleojeoleo
00|00 |00 |00 0000 00
00l@eojeclecleo

00 00 |00 |00 |00

Figura A.2: Representacao do modo convencional de efetuar os somatorios infinitos sobre as compo-
nentes do vetor 7 na expressao (A.3.1). Figura extraida de [48].

A Figura A.2 mostra o modo convencional de efetuarmos os somatoérios infinitos sobre
as componentes do vetor 77 na expressao (A.3.1). Primeiro somamos os termos para 1 = 0,
depois para 0 < || < 1, depois para 1 < |fi] < 2, e assim por diante. Na nossa notacao,
T1m representa a distancia entre uma particula i e uma particula j (ou uma imagem de j),
com isso, efetuar os somatorios de acordo com o modo convencional significa somar primeiro

os termos para 7, pequena, ou nula®. A principio, a distancia 7, pode ser infinita, porém,

como 2,2
. erfe (ary,) . e %im
lim 3 =0 e lim s =0 y
Tim —00 Tlm Tim —00 Tlm

percebemos que A, — 0 para ry,, — 00, entdo os somatorios em (A.3.1) convergem.

E evidente que, numericamente, nio é conveniente trabalhar com um nimero muito grande
de termos nos somatorios, dessa forma, determinamos um limite superior para r;,,. Por conve-
niéncia, fazemos isso definindo o parametro r,.y, 0 qual determina arbitrariamente o médulo
méaximo das variaveis [ e m, e, com isso, 7, € [0, rmax\/i].

Podemos entao criar uma matriz A, de tamanho 27, + 1 X 2rn.« + 1, cujos elementos
sdo dados por A, com [;m € [—Tpax, max)- Contudo, devido a simetria, o valor de Ay, fica

inalterado para qualquer combinacdo de [ e m, seja ela (I,m), (I,—m), (=I,m), (=I,—m),

2Fixamos o parametro de rede igual a um pois altera-lo equivale a alterar o acoplamento g.
3Lembramos que o elemento de auto-interacio (i = j e @ = 0) ndo deve ser considerado, assim, de forma
arbitraria, fazemos Agg = 0.
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(m, 1), (m,—1), (—m,l) ou (—m, —I). Dessa maneira redefinimos o tamanho da matriz A para
Tmax T 1 X Tmax + 1, com os elementos dados por Aj |-

Na prética, ao invés de efetuar os somatorios

o0 [e.9]

L L L L
Ereal = Z Z Z Z Z / Z /U(i17i2)0(j17j2)A(i17i2)7(j1,j2),(n17n2) ’
i1=1iz=1j1=1 jo=1

=lni=—0c0 n2=-—00

efetuamos
Tmax Tmax
D 55 SID SHID ST T I T (4.3.3)
t11=1i2=1l=—"rmax M=—Tmax
onde

j1:l+i1—n1L e j2:m+i2_n2L )

respeitando a condicao 1 < ji,j2 < L. Respeitar essa condicao equivale a, por exemplo,
considerar ny > 1 se [ +4; > L, ou considerar ny < 1 se m + i, < L. Ou seja, equivale a
respeitar as condicoes de contorno periddicas.
Vamos considerar agora a parte reciproca do Hamiltoniano. Podemos escrevé-la da seguinte
maneira:
N N
Erecfproco - Z Z UinBij
i=1 j=1
Comparando com a parte reciproca do Hamiltoniano dada pela expressao (A.2.10), perce-
bemos que os somatorios infinitos sobre as componentes do vetor G foram inseridos em B;;.
A vantagem é que, com isso, podemos definir uma matriz B cujos elementos sao dados por
Bij) com 1 S’L,j SN

Para o caso de interacoes dipolares temos os elementos B;; dados explicitamente por:

™

°° 2 G 5
Bij — ﬁ ) |:ﬁ6 12 — (Gerfe (%>:| COS(G.TU)

|G|=0

Substituindo o vetor G = %(klél + koé2) na expressdo acima obtemos:

/12 12 /12 | 1.2
By = L2 Z Z [ 1+k2 VR erfc <7k1 +k2>

L To

k1=—00 ka=—00

cos [2L (kyé1 + ko) (7 — Tg)]

De maneira analoga & parte real, podemos representar os vetores posicao 7; e 7; através de

pares cartesianos, assim teremos:

2T L 2w ) ) ) .
cos f(k161 + kobo)(7; — rj)} = COS {f[lﬁ(zl — j1) + ka(ie — 92)]}
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Fazendo a mudanca de variaveis:
l:il—jl (& m:i2_j2 )
obtemos
2
coS [—ﬂ(kll + k@m)} ,
L
onde —(L—1)<Il,m<L-—1.

Dessa forma, os elementos B;; = B, i) (i 4 odem ser “mapeados”’ em elementos Bj,,.
) 1] (41,i2),(j1,42) Im

Redefinimos entao o tamanho da matriz B para 2L + 1 x 2L + 1, com elementos dados por:

- > 200 M43 2\ /k2 + k2 VE2 + k2 o
Blm _ ﬁ Z Z [ﬁe 11+Rk2 _ #erfc <172> COS |:f(k1l + kfgm):|

7r2a2
L To

k1=—00 ko=—00

(A.3.4)

Note que, devido a paridade da fungao cosseno e a simetria dos valores assumidos por k; e

ko nos somatorios, o valor de By, fica inalterado para qualquer combinacao de [ e m, ou seja,
By = By, jm|- Com isso, redefinimos novamente o tamanho da matriz B para L +1 x L + 1.

Considerando os limites

lim e a2 = e lim ?erfc (i) =0 ,

k—00 k—o0 T

com k = \/k? + k2; e a propriedade da funcao cosseno: |cos(z)] <1 V x € R; percebemos
que, termos para os quais k; e ko sao muito grandes nao contribuem para o valor de By,
(independente dos valores de [ e m). Assim, ao invés de considerarmos uma infinidade de
termos nos somatorios na expressao (A.3.4), definimos o parametro kp.x, 0 qual determina o

limite superior para o moédulo das variaveis k; e ky. Na pratica, efetuamos:

N N
Ereciproco = Z ZainB|l|,|m| . (A35)

i=1 j=1

Notamos que o termo de auto-interacao do Hamiltoniano nao é alterado seja qual for a
configuracao do sistema, assim, nao precisamos de matrizes para armazenar o seu valor.

Por fim, observamos a presenca do parametro « tanto nos elementos A;,, definidos pela
expressao (A.3.2) quanto nos elementos By, definidos pela expressdo (A.3.4). Por um lado,
quando atribuimos um valor grande ao parametro «, notamos que somente valores pequenos
de 7y, fornecem valores consideraveis aos elementos A;,,. Com isso, percebemos que poucos
termos precisam ser considerados nos somatorios da expressao (A.3.3) para que Ee, convirja,
ou seja, podemos fazer r.. pequeno. Por outro lado, fazendo « grande, percebemos que mais
termos sdo necessarios nos somatorios da expressao (A.3.4) para que Freciproco CONVirja, ou

seja, precisamos de um k., grande.
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A.4 Estudo numérico da convergéncia dos somatorios

Conforme discutido na secao anterior, existe uma relacao entre o valor que atribuimos
ao parametro «, também chamado de parametro de convergéncia de Ewald, e os valores que
atribuimos aos parametros . € kmax. ViMos que oS parametros .. € Kmax, POr sSua vez,
determinam o nimero de termos que devem ser considerados nas somas real e reciproca,
respectivamente. O fato de consideramos um nimero finito termos nas somas implica em
erros numéricos. Tendo isso em vista, realizamos um estudo numérico da convergéncia dos
valores de Eiea € Ereciproco COmM intuito de minimizar o erro numérico cometido no calculo da
energia de interacao dipolar.

Para este estudo numérico consideramos um sistema com N = L? spins e com a condicao,
por exemplo, o; = 1 (i = 1,...,N). Calculamos FE,.,, definido pela expressao (A.3.3), e
FEreciproco, definido pela expressao (A.3.5), para diversos valores de a. Nosso intuito ¢ o de
estimar os valores dos parametros rp.x € knax para um erro absoluto, dado pela expressao
(A.4.1), de 10719 Os resultados sao apresentados nas tabelas abaixo para diversos tamanhos

de rede L.

€(Tmaxs Fmax) = Ereal ("max) + Ereciproco (Fmax) (A.4.1)
onde
Ereal (Tmax) = |Erea — Eheal (Tmax) |,
e
Ereciproco (Kmax) = [Ereciproco — Ereciproco (Kmax)|-
Sendo Ey,, definido com 7y, muito grande e Ey, .0, definido com k. muito grande.

Utilizando os valores das Tabelas A.1, A.2, A.3, A4 e A.5 calculamos os valores de
FEdipolar/N para diversos valores de o e de N, considerando um sistema com configuragao
o, =1 (i = 1,..,N). Os resultados foram todos iguais a 4,51681 0841, com a diferenca
estando sempre na décima casa decimal.

Para as simulagoes escolhemos o valor do parametro de convergéncia de Ewald o = 3.5.
Essa escolha foi pautada no primeiro valor de a o qual fornecia ry. = 1, j4 que o sométorio
no espaco real é feito para toda varreduras, enquanto o espago no espaco reciproco é feito

apenas no inicio de cada simulacio (vide se¢do A.3 para mais detalhes).
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L=16
« Tmax Ereal kmax Ereciproco Eauto—intera(;éo
1.0 5 345,0872178219 26 907, 50471 32071 —96, 28835 55922
1.5 3 114,0276975136 40 1367,2490780471  —324,97320 01235
20 2 23,7633008661 55  1902,8471193083  —770,30684 47372
25 2 2,9993582817 69  2657,80977 32821 —1504, 5055561274
3.0 2 0,2252165777 84  3755,8639598462 —2599, 78560 09881
3.5 1 0,0100562628 98  5284,6567651866 —4128,36324 60135
40 1 0,00026 79535 112 7318,75806 53804 —6162,45475 78976

Tabela A.1: Valores de Tmax, Freal; Kmax, Ereciprocos Fauto-interacio Para um sistema com N = 162

spins em fun¢ao do parametro o para o; =1 (i = 1,..., N).

L=32
o Tmax Ereal kmax Erecfproco Eauto—interagéo
1.0 5 1380,3488712877 55 3630, 01885 28291 —385, 15342 23686
1.5 3 456,11079 00542 82 5468,99631 21876  —1299, 89280 04940
20 2 95,0532034645 109  7611,38847 72332  —3081,22737 89488
25 2 11,99743 31266 136 10631,2390931159  —6018, 02222 45094
3.0 2 0,90086 63107 163  15023,45583 93576 —10399, 14240 39522
3.5 1 0,0402250511 190 21138,62706 07830 —16513,45298 40538
40 1 0,00107 18140 217 29275,03226 16094 —24649, 81903 15905

Tabela A.2: Valores de Tmax, Freal; Kmax, Ereciprocos Fauto-interacio Para um sistema com N = 322

spins em fun¢ao do parametro o para o; =1 (i = 1,..., N).

L=48
« Tmax Ereal kmax Erecfproco Eauto—interagéo
1.0 5  3105,78496 03959 110 8167, 54241 88166 —866, 59520 03294
1.5 3 1026,24927 76226 157 12305,2417023946  —2924,75880 11116
20 2 213,86970 77951 200 17125,62407 37505  —6932,76160 26348
2.5 2 26,99422 45349 244 23920, 2879595186 —13540, 5500051462
3.0 2 2,02694 91990 287 33802, 77563 86665 —23398, 07040 88925
3.5 1 0,0905063649 330 47561,91088 72513 —37155,2692141210
4.0 1 0,00241 15815 373 65868,82258 93010 —55462,09282 10786

Tabela A.3: Valores de Tmax, Freal; Kmax, Ereciprocos Fauto-interacio Para um sistema com N = 482

spins em fun¢ao do parametro « para o; =1 (i = 1,..., N).
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L=56
a Tmax Ereal kmax Ereciproco Eauto—intera(;éo
1.0 5 4227,3184183162 98  11116,9327368750  —1179,53235 60038
1.5 3 1396,8392945425 148 16748,8012061496  —3980,92170 15130
20 2 291,10043 56100 199 23309,8772115135  —9436, 25884 80307
25 2 36,74213 89503 249  32558,1697226822 —18430, 19306 25600
3.0 2 2,7589030764 300 46009, 33350 79989 —31847,37361 21037
3.5 1 0,1231892189 350 64737,04537 33203 —50572,44976 36647
40 1 0,00328 24303 400 89654, 78630 08440 —75490, 07078 42459

Tabela A.4: Valores de Tmax, Freal; Kmax, Ereciprocos Fauto-interacio Para um sistema com N = 562

spins em fun¢ao do parametro o para o; =1 (i = 1,..., N).
L=T72
a "max Ereal kmax Ereciproco Eauto—intera(;ao
1.0 5 6988,01616 08827 71 18376, 8015263931 —1949, 8392007411
1.5 3 2309,0608746530 136 27686, 79376 01842 —6580, 70730 25010
20 2 481,20684 25395 201 38532,6541661106  —15598, 71360 59284
25 2 60, 73700 52036 265 03820,6479094247  —30466, 23751 15788
3.0 2 4,56063 56977 330 76056, 24518 69313  —52645, 65842 00082
3.5 1 0,2036393210 395 107014,29949 36860  —83599, 3557317723
40 1 0,00542 60583 460 148204,8508213100 —124789,70884 74270

Tabela A.5: Valores de Tmax, Freal; Kmax, Ereciprocos Fauto-interacio Para um sistema com N = 722
spins em fun¢ao do parametro o para o; =1 (i = 1,..., N).
A.5 Demonstracoes das relacoes auxiliares

A.5.1 Demonstracao da relagao §1
Nesta subsecao apresentamos a demonstracao da relacao
Z iG(7=7y), (A.5.1)

Mg

r— n +n
J

Apresentamos aqui uma expressao um pouco mais geral que a utilizada na secao sobre os
aspectos analiticos do somatorio de Ewald. Definimos um sistema em uma espaco com di-
mensao d encerrado por uma caixa com lados iguais a Lq, Lo, ..., Ly, ou seja, com volume
Va= an:l L.

Nosso ponto de partida é a formula da soma de Poisson, que é dada por:

Z f T — TL Z 27rzka:/ f —27rzk§d§

n=-—00 k=—o00

(A.5.2)
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Substituindo a distribui¢do delta de Dirac §(x) no lugar de f(z) encontramos que

/ 5<§)6727rik§d£ _ [e—2wik£}£:0 =1, (A53)
e com isso - -
Z Oz —n) = Z e?mike (A.5.4)
n=-—00 k=—o00
Sendo
. 4k
G=2r) e, (A.5.5)
m=1""T"

um vetor no espaco reciproco®, podemos reescrever o somatério do lado direito da equacio

(A.5.1) da seguinte maneira:

00 d
Z PIG-(F=7) H Z e2mikmém. (F=Ti;)/ Lim (A.5.6)

Identificando é,,.(7— 7};)/L,, na expressao acima como x,,, a partir de (A.5.4), obtemos a

igualdade:
00 d 0o
Z iC(ig) H Z 8 [em-(F—75) /L — k) (A.5.7)
‘é|:0 m=1 ky,=—o00
Sendo 77 = anzl Lynmé,, (com n,, inteiros positivos e negativos) temos k,, = €,,.7/Ly,.

Substituindo k,, na expressao acima obtemos:

H Z L =kl = [[ Y. 6l (F— 7y — )/ L. (A.5.8)

ou, na notacao matricial:

> G[AG -y — i), (A.5.9)
|77]=0
onde
LY 0 0
0 Ly* 0
A= . A o (A.5.10)
0o 0 ... L;

1

S[A(F =Ty — )] = TdetA| o(r

— 7y — ), (A.5.11)

4Para uma explica¢io melhor sobre vetores no espaco reciproco vide capitulo 2 da Ref. [63].
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obtemos: ~ oo
Z G =Ti) — Z §(F — (7 + 7). (A5.12)
1Gl=0 fl=0

Portanto, como queriamos demonstrar

1 00 o 00
_ 1G.(F—Ti5) _ = (. =
7 2 e i) = Z (7 — (T35 + 1)). (A.5.13)
|G|=0 |7|=0
Como mencionado, essa expressao ¢ geral para d dimensoes com Vy; = Lq,..., Ly. Para um

sistema bidimensional com lados iguais a L, teremos V5 = L? e esta expressao sera idéntica a

expressdo utilizada na secio A.1 para obter Si . oco-

A.5.2 Demonstracao da relacao §2

Nesta subsecao apresentamos a demonstracao da relacao
2 _

/W(T;Wil’ﬂ) T 2 = w(;pL; T (—g +1, %22) , (A.5.14)
que é utilizada na secao para obter a parte reciproca do somatoério de Ewald. Vale notar que
esta é uma expressao especifica para duas dimensées (isto é, d = 2). Expressoes para uma e
trés dimensdes podem ser encontradas na Ref. [60].

Podemos explicitar os limites de integracao do lado esquerdo da equacao utilizando coor-
denadas polares:

< Ty (B a?r?) G”?
/ / v (2 ) ezGr cos(G)Tdee -
0 - rP

-2
2r—2

G2
r (—g +1, @) . (A.5.15)

Utilizando a funcao de Bessel de ordem zero do primeiro tipo,

1 [,
Jo(Gr) = — / eicrees® g, (A.5.16)
2 J_,
obtemos entao a expressao (transformada de Hankel) que precisamos demostrar:
o (§, a2r2) B G2 P G2
277'/(] TJQ(GT’)dT’ =T 2p—2 F —5 + 1, @ . (A517)

Fazendo a mudanca de variavel u = Gr e, em seguida, definido I como o lado esquerdo e

Ip como o lado direito de (A.5.17):

Ip(G) = 2rnGP~2 / b MJo(u)du =GP 5(Q), (A.5.18)

In(G) = wG —T (—g +1, 7) =GP 2Ip(Q), (A.5.19)
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reduz nosso proposito a mostrar que I5(G) = Ip(G). Podemos fazer isso mostrando que:

dlp  dlp

Ainda assim, Ip(G) sera igual a I(G) a menos de uma constante. S6 demonstramos de fato
a igualdade se, ao impor valores no contorno, a igualdade ainda for observada.

Para o lado esquerdo teremos:

dlp * 1 d p ou
— =2 —— || Jo(u)du. Ab5.21
G 7T/0 dG{ ( a2 )} ofu)du (A.5.21)

Fazendo a;gﬁ = z obtemos:
p olu 2a2u? d [ <p >]
= — — = A5.22
[7(2 G2 )] G odr L\2" ( )
Fazendo uso da relagdo (A.1.17) e retornando a variavel original G, obtemos:

p oz u? 202u? [aP~2uP—2 _aZy?
T e | e ©

20PuP a2u?

Substituindo (A.5.23) em (A.5.21) obtemos:
dI P
d—g = —47rG(f)+1/0 udo(u)e™ 62 du (A.5.24)
Na Ref. ([61]) temos a formula (6.631) para a integral:
> 1% - .T2 /BV ,82
/0 2" le ™ ], (Bx)dr = (QTI)VHG an (A.5.25)

com{neR|n>0}te{reR|v>-1}. FazendOV:O,n:g—i,x:ueﬁzlteremos:

00 02u2 1G? 2
/ udo(u)e 62 du = ——26_2%_2. (A.5.26)
0

Assim, finalmente obtemos:

diE af ].G2 _G% Oép72 _G?
w = —477Gp+1§¥e 202 = —277Gp_16 202 (A527)

Fazendo entao % = x, obtemos a derivada de Ip em relacao a GG da seguinte maneira:
dIp 1 d G?
— = — |I'[ — 1,—
e, W2p2dG{ ( - ’4@)]

= -7 ! g5l 2
2r—1
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que escrito em funcao somente de GG fornece a expressao:

dIp 1 (G\? _aa
ac — T\ 2a2 e
p—2 2
- —Qngqe”% (A.5.28)

Assim, como querfamos demonstrar, (A.5.27) é igual a (A.5.28). Portanto I e I sdo iguais

a menos de uma constante.

A.5.3 Demonstracao da relagcao §3

Nesta subsecao apresentamos a demonstracao da relacao

S°F(G) e =3 F(G) cos(Go), (A.5.29)
|G|=0 |G|=0
Seja
B(R) =Y F(G) e T, (A.5.30)
|G|=0

onde G = g1€] + go€5 com g1 e g nimeros inteiros e ¥ = r1€1 + ry€y com rq e r9 NUmeros reais.
F(G) é uma func¢ao que depende somente do modulo do vetor G, ou seja, de G = /g? + g3.

Por simplicidade, vamos manter a nota¢ao F(G).
Explicitando os somatorios sobre g; e go no somatoério sobre o vetor GG podemos reescrever

p
B(7) como
o0 o0

B(ri,r) = Y Y F(G) e ilomter), (A.5.31)

g1=—x0 g2=—x
Podemos entao separar o somatoério sobre g, em dois intervalos: um para os valores negativos
de go e outro para os seus valores positivos, nao esquecendo de incluir o termo para quando

go é zero. Assim obtemos

[e%s} o] —1
B(T17T2) — Z f(G) e*iglrl + Z f‘(G) e*i(917’1+927’2) 4 Z f(G) e*i(917’1+92r2)

g1=—00 go=1 g2=—00
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De maneira semelhante, fazemos isso para o somatorio sobre g; na expressao acima:

B(T’l, 7’2) = f(O) (A532&)
00 —1
+Y F(G) e Y F(G) e (A.5.32b)
g1=1 g1=—00
00 A -1
+ Z F(G) e7ir2 4 Z F(G) eo2r (A.5.32¢)
g2=1 g2=—00
[e’e) o] —1 —1
+ 3N F(G) et NN (G et (A.5.32d)
g1=1go=1 g1=—00 g2=—00
o -1 -1 &
£33 F(@) et NN F(@) et (A.5.32)
g1=1ga=—o00 g1=—00 g2=1

Podemos reescrever o primeiro termo de (A.5.32b) da seguinte maneira

Z F(G) e = Z F(G) [cos(g1r1) — isen(g17m1)] -

g1=1 g1=1

Enquanto que para o segundo termo temos

-1 0o
Z F(G) e = Z F(Q) e = Z F(G) [cos(gir1) + isen(gi71)] -

g1=—00 g1=1 g1=1

Somando o primeiro e o segundo termo de (A.5.32b) teremos

00 -1
Y FG) e Y F(G) e =

g1=1 g1=—00
= Z F(G) [cos(gir1) — isen(gir1)] + Z F(G) [cos(grr1) + isen(g1m1)]
g1=1 g1=1
=2 Z F(G) cos(gir1) Z F(G) cos(gir1) Z F(G) cos(gi7m1). (A.5.33)
g1=1 g1=1 g1=—00

Note que os termos do somatoério que possuem a funcao seno se anulam e, devido a paridade
da fungao cosseno, os limites dos somatorios em (A.5.33) podem ser escritos como os mesmos
limites dos somatorios em (A.5.32b).

Para a soma dos somatorios em (A.5.32c) o resultado é anélogo,

o0 -1 00
Z F(G) e 9™+ Z F(G) e = Z F(G) cos(gar2)+ Z F(G) cos(gara). (A.5.34)

g2=1 g2=—00 ge=1 ga2=—00
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Olhando agora para a expressao (A.5.32d), podemos reescrever o primeiro termo como

i i F(G) e~ ilgir1tgera)

g1=1g2=1
= Z Z F(G) [cos(g1r1 + gara) — isen(giry + gar2)]
g91=1g2=1

e o segundo termo como

1 —1 0o 0
Z Z F(G) e—ilgiritgars) Z Z F(Q) eilgrrit+gara)

g1=—00 g2=—00 g1=1g2=1
= Z Z F(G) [cos(gim1 + gara) + dsen(gir1 + gara)] -
g1=1 ga2=1

Somando esses dois termos obtemos

N e—i(g1m1+g2r2) —i(g1r1+gar2) _
> 2 F(@) LYY F6

g91=1g2=1 g1=—00 ga=—00
=2 Z Z F(G) cos(gir1 + gars)
g1= 192 1
= Z Z F(G) cos(gir1 + gars) Z Z F(G) cos(gir1 + gara). (A.5.35)
g1=1g2=1 g1=—00 g2=—00

Por tltimo, temos que analisar (A.5.32e). Para o primeiro termo temos

Z Z F(G —i(g1r1+g2r2) _ Z Z]: i(g1m1—g2r2)

g1=1 ga=—00 g91=1g2=1
= Z Z F(G) [cos(gir1 — gara) — isen(gir1 — gara)] .
g1=1g2=1

E para o segundo temos

Z i f‘ (g1r1+9g272) Z Z Jq:' giri—gara)

g1=—00 g2=1 g1=1g2=1
= E E F(G) [cos(gir1 — gar2) + isen(gir1 — gar2)] -
g1=1g2=1

Somando esses dois termos obtemos

i _Zl _7.“((;) e—ilgiriteara) 4 i i}—«;) e—ilg1m1+g2m2)

g1=1 ga=—o00 g1=—00 g2=1
o

=2 Z Z F(G) cos(gir1 — gora) =

g1= 192 1

[e.9] [e.9]

= Z Z F(G) cos(grr1 + gara) + Z Z F(G) cos(gir1 + gara). (A.5.36)

g1=1 ga=—o00 g1=—00 g2=1
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Como (A.5.32b)—(A.5.33), (A.5.32¢)—(A.5.34), (A.5.32d)—(A.5.35) e (A.5.32¢)—(A.5.36),

podemos reescrever B(ry,19) de acordo com as novas expressoes obtidas, ou seja,
B(T’l,TQ) = f(O)

+ Z F(G) cos(gyr1) Z F(G) cos(gyr1)

g1=1 g1=—00
+ Z F(G) cos(gara) Z F(G) cos(gars)
g2=1 ga=—00
+ Z Z F(G) cos(giry + gara) Z Z F(G) cos(gir1 + gara)
g1=1g2=1 g1=—00 g2=—00
0 —1 [e'e)
+ Z Z F(G) cos(giry + gara) Z Z F(G)cos(gir1 + gar2).
g1=1 g2=—o00 g1=—00 g2=1

Desde que cada somatorio possui os mesmos limites apresentados em (A.5.32a) e que a cada
exponencial esteja associada, como demonstrado, uma respectiva funcao cosseno, ou seja, as
duas fungdes possuem a mesma dependéncia em g; e go, podemos “reconstruir” B(ry, ) em

termos de um duplo somatério em g; e g9 utilizando a fungao cosseno:

B(ry,79) Z Z F(G) cos(gir1 + gara).

g1=—00 g2=—0

Finalmente, retomando a notacao vetorial obtemos

B(f) = Y F(G)cos(G.),

|Gl=0

ou seja,
o0

Z F(G) e~iGT = Z F(G) cos(G 7). (A.5.37)
|G|=0

|G|=0



Apéndice B

Informacoes técnicas

Para a realizacao desse trabalho utilizamos quatro maquinas AMD Opteron 64bit com o
sistema operacional Linux, distribui¢do Gentoo (release 2006.0). Duas maquinas eram cons-
tituidas de dois processadores 2,613 GHz Dual Core cada uma e as outras duas maguinas de
dois processadores 2,412 GHz Dual Core cada uma, totalizando dezesseis processadores. To-
dos os codigos computacionais foram desenvolvidos na linguagem de programacao fortran90
e o compilador utilizado foi o Intel® Fortran.

A Tabela B mostra valores de tempo de CPU (em segundos) para cada um dos tamanhos
de rede L. Esse tempo reflete o tempo de duracao para realizar um tnico passo de Monte
Carlo, ou seja, para realizar L? tentativas de atualizacdo dos spins. As médias foram feitas
sobre dezenas de séries com 10° passos de Monte Carlo para L = 16, 32, 48 e de 5 x 10 passos
de Monte Carlo para L = 56 e 72.

Escrevendo o tempo de CPU por meio de uma lei do tipo In(t) = a+ bIn(L) obtemos uma

estimativa grosseira de a = —16,6(5) e b = 3,6(1), ou seja, temos
t~ L*O

Vale ressaltar que os valores de tempo de CPU da Tabela B servem tanto para o algoritmo

L t(s)
16 1,6321(3) x 1073
32 1,4895(2) x 1072

48 7,621(1) x 102
56 1,3262(2) x 10~
72 3,873(5) x 107!

Tabela B.1: Tempo necessario, em segundos, para cada um dos tamanhos de rede L, para
realizar um tnico passo de Monte Carlo, ou seja, para realizar L? tentativas de atualizacao
dos spins.
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de Metropolis quanto para o algoritmo multicanonico.
Outro detalhe importante é que, para a gerar nimeros pseudo aleatérios nas simulagoes

numéricas, nos utilizamos a subrotina ranmar proposta em [64].
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