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RESUMO

FONSECA, J. S. M. Zeros de Fisher e aspectos criticos do modelo de Ising
dipolar. 127 p. Dissertagao (Mestrado) - Faculdade de Filosofia, Ciéncias e Letras
de Ribeirao Preto, Universidade de Sao Paulo, Ribeirao Preto, 2011.

Estudamos o comportamento critico do modelo de Ising com interagao
dipolar, em redes bidimensionais regulares. Este modelo apresenta um cenario
fenomenologicamente rico devido ao efeito de frustracao causado pela competicao
entre as interacoes de troca do Ising puro e a interagao dipolar. A criticalidade do
modelo foi estudada a partir das relagoes de escala de tamanho finito para os zeros
da funcao de particao no plano complexo da temperatura. Esta abordagem nunca foi
utilizada no estudo do modelo em questao. Nosso estudo se baseia em simulacoes de
Monte Carlo usando o algoritmo multicanonico. O objetivo deste trabalho é obter
a temperatura critica em fungao do acoplamento ¢ (razao entre as intensidades
dos acoplamentos ferromagnético e dipolar) e construir uma parte do diagrama
de fase do modelo. Diferentes partes do diagrama de fase ainda nao apresentam
indicacoes conclusivas a respeito da ordem das linhas de transicao. Em particular,
hé& evidéncias na literatura de um ponto tricritico para § no intervalo [0.90,1.00],
mas sua localizacao precisa nao ¢ conhecida. Nossas simulagoes indicam que o ponto
tricritico nao se localiza no intervalo acima. Nossos resultados mostraram que, para
5 € [0.89,1.10], a fase do tipo faixas com h = 1 passa para a fase tetragonal através
de uma transicdo de segunda ordem. A anélise de F'SS para os zeros da fungao de
particao na variavel temperatura, apresenta, para 6 = 1.20, uma transicao de fase
de segunda ordem e para 6 = 1.30, uma transicao de fase de primeira ordem. Dessa

forma, o ponto tricritico ocorre somente entre 6 = 1.20 e 1.30. Realizamos um estudo

viil
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complementar baseado na abordagem microcanonica e observamos duas transicoes
de fase de segunda ordem para 6 = 1.20 e duas transicoes de fase de primeira ordem

para 0 = 1.30, que indica a presenca da fase nematica intermediaria.



ABSTRACT

FONSECA, J. S. M. Fisher’s zeros and critical aspects of the dipolar Ising
model. 127 p. Dissertation (M.Sc.) - Faculdade de Filosofia, Ciéncias e Letras de
Ribeirao Preto, Universidade de Sao Paulo, Ribeirao Preto, 2011.

We study the critical behavior of the dipolar Ising model on two-dimensional
regular lattices. This model presents a phenomenologically rich scenario due to the
effect of frustration caused by the competition between the pure Ising interaction
and the dipolar one. To study the criticality of this model we apply finite size
scaling relations for the partition function zeros in the complex temperature plane.
The partition function zeros analysis has never been used before to study such
model with long-range interactions. Our study relies on Monte Carlo simulations
using the multicanonical algorithm. Our goal is to obtain the critical temperature
as a function of the coupling ¢ (the ratio between the ferromagnetic and dipolar
couplings) to construct a part of the phase diagram. Different parts of the phase
diagram do not present a conclusive results about the order of the phase transition
lines. In particular, there is evidence of a tricritical point for 6 € [0.90,1.00], but
its precise location is unknown. Our simulations indicate that the tricritical point
is not located in the above range. Our FSS analysis show that for § = 1.20 the
striped-tetragonal transition is a second-order phase transition and for 6 = 1.30 it is
a first-order one. Thus, the tricritical point must occur between 6 = 1.2 and 6 = 1.3.
We have used a microcanonical approach to study the criticality of this model too.
This approach indicates two second-order phase transitions for 6 = 1.20 and two
first-order phase transitions for § = 1.30. Therefore, it presents evidences for the

presence of an intermediate nematic phase.
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CAPITULO

INTRODUCAO

Entende-se por filme fino uma camada de material que pode ter desde fragoes de
nandmetro até varios micrometros de espessura. As aplicagoes deste tipo de filme sao
vastas, e dentre elas estao a fabricacao de componentes eletronicos semicondutores,
revestimentos 6pticos e memorias de computadores. Filmes de metal sobre metal sao
utilizados na eletronica, armazenamento de dados e catalises. Filmes moleculares
tém sido aplicados na biotecnologia e farmacologia. Filmes magnéticos ultrafinos,
que tém espessuras proximas a uma camada atdmica, tém sido largamente estudados.
Como exemplo podemos citar dois tipos: filmes de metal sobre metal, como
ferro em cobre (Fe/Co) (1) e cobre em ouro (Co/Au) (2), e filmes de ceramicas
supercondutoras como o R-Ba-Cu, onde R é terra-rara da série dos lantanideos. As
mudancas, tanto no contetido de oxigénio como na composicao dessas ceramicas, tém
um papel importante na definicao de seu comportamento supercondutor, isolante ou
magnético (3). A producao e utilizagdo de filmes ultrafinos tém sido possivel gracas
ao avango na manipulacao de materiais em escala atémica (nanotecnologia), com
técnicas de crescimento e de caracterizacao cada vez melhores. Embora haja um
grande interesse na aplicacao tecnoldgica, o estudo tedrico desses filmes permite uma
melhor compreensao das interacoes atoémicas. Essa compreensao é sem duvida de
extrema importancia. O desenvolvimento de materiais para uso especifico requer um
entendimento detalhado das interacoes microscopicas e de como essas sao afetadas
pela composicao e preparacao, resultando nas propriedades do material. O uso
de filmes magnéticos para armazenamento de dados, por exemplo, exige que a

magnetizacao do filme seja definida e lida com alto grau de acurécia e resolucao
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Figura 1.1: Fase do tipo faixas com largura h = 4. Figura retirada de (4).

espacial (1).

Filmes magnéticos ultrafinos apresentam propriedades fisicas nao usuais, por
exemplo, a existéncia de uma temperatura acima da qual a magnetizacao ocorre na
direcao do plano do filme, e abaixo desta, perpendicular ao plano. Para o intervalo
de temperatura em que ocorre a magnetizacao perpendicular, sao observadas fases
com dominios tipo faixas, onde o sistema é constituido por faixas alternadas
ferromagnéticas (veja a figura 1.1), na forma de labirintos, dentre outras. Essas
fases, apesar de apresentarem magnetizacao total praticamente nula, apresentam

um alto grau de ordenamento.

A figura 1.2 ilustra as diferentes fases observadas em filmes de Fe em Cu pela
técnica SEMPA (microscopia eletronica de varredura com analise de polarizagio).
As figuras 1.2a - 1.2d apresentam o padrao de evolugdo dos dominios magnéticos
a temperatura ambiente conforme se diminui a espessura do filme. Nas figuras
1.2e - 1.2h, temos o comportamento do filme conforme a temperatura é aumentada.
Observe que a diminuicao da espessura corresponde ao aumento da temperatura
do filme. Veja que para baixas temperaturas temos aproximadamente uma fase
do tipo faixas. Se a temperatura for aumentada, o sistema passa para uma fase
do tipo labirinto até chegar a uma fase caracterizada por faixas e bolhas. A
altas temperaturas encontramos a fase paramagnética (figura 1.2h). Esse tipo de

sistema tem sido estudado teoricamente utilizando-se a aproximacao em que os filmes
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Figura 1.2: Diferentes fases observadas em filmes finos de Fe em Cu pela técnica
SEMPA (microscopia eletronica de varredura com andlise de polarizagao). Figura
retirada de (5)

sao constituidos de uma tdnica camada, representado por um modelo de Ising que
considera, além da interagao de troca entre primeiros vizinhos, a interagao dipolar
entre todos os spins. O efeito conjunto da interacao dipolar de longo alcance com
a interagao de troca de curto alcance conduz ao fenéomeno de frustracao e explica
a origem de uma variedade de interessantes e incomuns fen6menos magnéticos. A
hamiltoniana utilizada para representar as interacoes entre spins nesse sistema é

dada por

E(o) =—6 Z 0i0j + Z U;gj, (1.1)
<i,j> i#tj Y
onde 6 = J/g é a razdo entre os acoplamentos das interagdoes de troca (J > 0) e
dipolar (¢ > 0). O primeiro termo representa o termo de Ising simples, que leva
em conta somente a interacao entre primeiros vizinhos. O segundo termo representa
a interacao dipolar e leva em conta a interacao entre todos os pares de spins. O
método da soma de Ewald (6, 7), desenvolvido para lidar com interacoes de longo
alcance, ja tem sido utilizado por nosso grupo de pesquisa (8) na implementagao das
condigoes periddicas de contorno para as interagoes dipolares. A figura 1.3 ilustra
as trés fases observadas para diferentes temperaturas em simulacoes de Monte Carlo
usando 0 = 2. Nesta figura temos as fases do tipo faixas, nematica e tetragonal.

Vérios autores tém trabalhado na tentativa de caracterizar o diagrama de fase do

modelo como func¢ao do acoplamento ¢ (9, 10, 11, 12, 13). Entretanto, muitas
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(a) T =10.710 (b) T =0.790 (¢) T =10.840

Figura 1.3: Configuracoes dos spins para uma rede de largura L = 56 obtidas por
simulagoes de Monte Carlo em temperaturas que apresentam: (a) fase tipo faixas,
(b) nematica e (c) tetragonal. Figura retirada da ref. (13).

partes do diagrama de fase ainda nao apresentam indicagoes conclusivas da ordem
das transicoes, ou seja, o diagrama de fase do modelo ainda nao é completamente
conhecido. Em particular, a existéncia de um ponto tricritico entre 6 = 0.89 e § =1
é prevista por métodos de Monte Carlo (11), mas sua localizagio precisa ainda nao é
conhecida. Neste trabalho, pretendemos investigar a existéncia desse ponto tricritico

e assim, definir essa parte do diagrama de fase.

Divergéncias entre as predicoes por métodos de Monte Carlo e calculos de Campo
Médio colocam em duvida a existéncia da fase intermediaria nemética, existente
entre a fase do tipo faixas e a fase tetragonal, para o intervalo do acoplamento
no qual estamos trabalhando (6 € [0.89 — 1.20]). Os zeros complexos da fungao de
particao permitem caracterizar a criticalidade de um sistema e, porisso, lancamos
mao do seu uso na busca da localizagao do ponto tricritico e assim poder caracterizar
o diagrama de fase na regiao de interesse. Vale salientar que o modelo em questao

ainda nao foi estudado via zeros da funcao de particao.

O comportamento de escala de tamanho finito dos zeros da fungao de particao
tem sido largamente utilizado no estudo da criticalidade dos modelos de Ising
(14, 15, 16, 17, 18, 19) e Potts (20). O estudo dos zeros da fungao de partigao
teve sua origem em 1952 com o trabalho de Yang e Lee (21). Estes autores
aplicaram o conceito dos zeros da funcao de particao grande canonica no estudo
do modelo de gas monoatdémico e mostraram que, apesar de somente valores reais

da fugacidade apresentarem interesse fisico, o comportamento analitico das funcoes



1 - Introducao 8

termodinamicas pode ser revelado se olharmos para o plano complexo. Com esse
enfoque, puderam obter uma descricao das fases condensadas do gés e das regioes de
transicao no limite termodinamico. No mesmo trabalho foi desenvolvido o Teorema
do Circulo. Este teorema diz que os zeros, no plano complexo do campo magnético,
externo ocorrem em um circulo unitario para o modelo de Ising ferromagnético.
Enquanto Yang e Lee consideraram os zeros no plano complexo do campo magnético
para sistemas de spins, Fisher (18) em 1965 chamou atencao para a relevancia dos
zeros da funcao de particao no plano complexo da temperatura. Usando o modelo de
Ising para redes bidimensionais com geometria quadrada como exemplo, ele mostrou
que os zeros da funcao de particao eram distribuidos em duas curvas fechadas
no plano complexo no limite termodinamico e que a singularidade logaritmica do
modelo bidimensional derivava da distribuicao desses zeros. Entretanto, nao temos
um teorema do circulo para os zeros de Fisher, dado que o comportamento desses
zeros depende fortemente dos detalhes do sistema. A auséncia de um resultado
geral para os zeros de Fisher se deve ao fato de que a temperatura critica é uma
quantidade que varia de um sistema para outro (22). Independente do modelo a ser
estudado, sabemos que a distribuicao da densidade de zeros proximo ao eixo real
positivo da temperatura determina o comportamento critico. Essa abordagem tem
sido bastante explorada em intmeros sistemas termodinamicos, em particular, para

determinar a temperatura e os expoentes criticos.

Para obter a funcao de particao é necessario que se conheca a densidade de
estados do sistema. A densidade de estados do modelo de Ising bidimensional
dipolar serd obtida por simulacdes de Monte Carlo em vista da impossibilidade
de uma abordagem analitica. Com a abstracao via um modelo hamiltoniano, todas
as propriedades do sistema fisico podem ser determinadas por meio das simulacoes
numéricas com a vantagem de se poder isolar diferentes efeitos fisicos existentes no
modelo. Dessa forma, simulacoes numéricas permitem também um maior controle
de aspectos dificilmente conseguidos em laboratoério e assim, esclarecer os principais
fatores que levam aos fendmenos observados. Utilizaremos o algoritmo multicanonico
nas simulagoes de Monte Carlo. O algoritmo multicanénico, proposto por Berg
e Neuhaus (23, 24, 25), foi desenvolvido com o intuito de contornar o problema

das barreiras de energia livre encontradas em transicoes de primeira ordem. O



1 - Introducao 9

7000 ¢
6000 -
5000 ¢
4000 ¢
3000
2000 ¢
1000

tograma

15

h

Figura 1.4: Histogramas de energia obtidos de uma simulacao multicanonica
juntamente com os histogramas repesados para diferentes temperaturas no ensemble
canodnico para o modelo de Ising 2d em uma rede 20 x 20. Figura adaptada de (26).

algoritmo multicanonico caracteriza-se por procurar amostrar todas as energias com
a mesma probabilidade fazendo com que o histograma obtido seja aproximadamente
uniforme. Desta maneira, configuracoes importantes mas raras no ensemble canonico
sao amostradas, permitindo assim que barreiras de energia livre sejam ultrapassadas.
Outra vantagem do algoritmo multicanénico é que, enquanto as simulacoes de Monte
Carlo no ensemble canonico sao efetuadas a uma temperatura fixa e s6 podem
ser extrapoladas pela técnica de repesagem para temperaturas bem préximas a
temperatura simulada, as simulacoes no ensemble multicanénico permitem o célculo
de valores esperados candnicos em qualquer temperatura. A figura 1.4 apresenta
os histogramas de densidade de energia e; (F/N - energia total dividida pelo
namero de particulas do sistema) obtidos para o modelo de Ising bidimensional
em uma rede quadrada 20 x 20 para uma simulagao multicanonica. O histograma
aproximadamente uniforme, que abrange um maior intervalo de energia, é o obtido
diretamente das simulagoes multicanonicas e os outros trés histogramas sao os
histogramas repesados para diferentes valores de § = 1/kgT, dado em unidades

de kg onde T' é a temperatura do sistema.

Quando falamos em simulacoes de Monte Carlo, trabalhamos com um niimero

de spins finito e bem distante do limite termodinamico e esse efeito deve ser
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considerado. Esses efeitos sao particularmente importantes nas regides criticas. Se
variarmos o tamanho do sistema nas simulagoes, podemos utilizar a teoria de escala
de tamanho finito (Finite Size Scaling - FSS). Esta teoria ¢ utilizada em simulagoes
de Monte Carlo para estimar os expoentes criticos nas grandezas termodinamicas
como calor especifico, por exemplo. No ponto critico, a taxa de variagao das funcoes
termodinamicas diverge e assume a forma tipo lei de poténcia com expoentes,
chamados de expoentes criticos, que dependem apenas de algumas caracteristicas
do sistema. No presente trabalho utilizaremos relacoes de escala para os zeros da
funcao de particao no plano complexo da temperatura com o intuito de obtermos a
ordem da transicao de fase e a temperatura critica em funcao de varios valores do

acoplamento §.

O processo de producao dos parametros multicanonicos, conforme veremos no
capitulo 5.2.2, fornece informacoes correspondentes ao ensemble microcanénico. A
partir da anélise do comportamento da entropia microcanonica, podemos obter o
calor especifico do sistema em funcao da energia e, a partir deste, inferir a ordem
da transicao de fase. Esta analise sera utilizada com o intuito de complementar a

abordagem via zeros da funcao de particao, objeto principal dessa dissertacgao.



CAPITULO

TRANSICOES DE FASE

2.1 Introducao

Neste capitulo veremos a definicao de transicoes de fase de primeira e segunda
ordem e a relacao com os expoentes criticos. Todo o desenvolvimento deste capitulo
foi baseado na referéncia (27). Veremos também que, apesar das simulagoes serem
efetuadas em sistemas finitos, podemos obter os expoentes criticos e a ordem da
transicao de fase esperados no limite termodinamico a partir da analise de F'SS. Com
relacao & ordem de uma transicao de fase, consideremos o critério de classificacao
de Ehrenfest e tomemos como exemplo a energia livre de Helmholtz F. Se sua
primeira derivada é descontinua, temos uma transicao de fase de primeira ordem.
Se a primeira derivada for continua, mas a segunda for descontinua, temos uma
transicao de segunda ordem, e assim sucessivamente. Uma transicao de fase de
segunda ordem, também chamada de transicao continua, corresponde a um ponto
critico no diagrama de fase. Para uma transicao de primeira ordem temos geralmente

uma descontinuidade na entropia, ou seja, uma descontinuidade na primeira derivada

S = (g—g) . (2.1)

Uma das formas de se obter a ordem da transicio de fase é observar o

do potencial termodinamico,

comportamento do parametro de ordem do sistema. Um parametro de ordem é
uma variavel extensiva que permite distinguir as diferentes fases do sistema e por

conveniéncia, geralmente é escolhido de forma que seja nulo na fase desordenada.

11
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Considerando F(H,T) para um sistema magnético, o parametro de ordem em

relacao ao campo magnético aplicado H é dado por

oF
oo (Y,

e o parametro de ordem em relagdo a temperatura T é a entropia S (dada
anteriomente pela equagao 2.1). Se o parametro de ordem for descontinuo em
relagao a variavel independente (consideremos como exemplo a variavel T'), temos
uma transicao de primeira ordem. Em uma transicao de segunda ordem, o parametro

de ordem tem singularidades que obedecem relacoes tipo lei de poténcia,

T,—T|
= 2.2
oo ] 22)
assim como o calor especifico e a susceptibilidade magnética,
O*F T.—-T|™

=-T|=— 2.3
n=-(g7), ="z 23

O*F T.-T|"
= _ 2.4
== (Ga). = | (2.4)

onde 3, a e v sao os chamados expoentes criticos.

Para ilustrar com maior clareza transicoes de fase de primeira e segunda ordem,
utilizaremos como exemplo dois tipos de sistema: um sistema fluido e um sistema
magnético simples. Para o sistema fluido, a equacao de estado f(P,p,T) = 0,
relacionando a pressao P, densidade p e a temperatura 7', define uma superficie
em trés dimensoes correspondente a estados de equilibrio. Analogamente para um
sistema magnético, temos uma equacao de estado g(H, M, T) relacionada ao campo
magnético H, & magnetizacdo M e a temperatura 7. Vamos considerar agora as
projecoes das superficies PpT e HMT nos planos PT e HT, respectivamente para
o sistema fluido e para o sistema magnético (figura 2.1). Para o fluido observamos
trés regioes separadas correspondentes as fases solida, liquida e gasosa. As fases
solida e gasosa se equilibram ao longo da curva de sublimacao, as fases liquida
e gasosa se equilibram ao longo da curva de pressao de vapor e as fases solida e
liquida ao longo da curva de fusdao. No ponto triplo os trés estados coexistem em

equilibrio. A curva de pressao de vapor termina em um ponto denominado ponto
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P 1 ponto critico
liquido
’ \\ ponto critico
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ponto triplo S——=
gas
L -
. T

(a) (b)

Figura 2.1: (a) Diagrama PT para um sistema fluido. (b) Diagrama HT para um
sistema magnético simples. Figura adaptada de (27).

critico, dado pelas coordenadas P., T, e p.. A partir desse ponto nao ha diferenca
fundamental entre as fases liquida e gasosa. No caso magnético, observamos que
existem duas fases: a ferromagnética e a antiferromagnética que estao em equilibrio
em uma curva quando H = 0. Da mesma forma que no sistema fluido, a curva
de transicao termina no ponto critico associado as coordenadas H,., 1. e M., de
modo que a partir de tal ponto nao ha distincao entre as duas fases. Olhando
agora para os planos pT' e MT (figura 2.2), temos para o sistema fluido uma
diferenca significativa entre as densidades do liquido (pr) e do gas (pg) para baixas
temperaturas. Conforme a temperatura aumenta e se aproxima de 7., menor é
a diferenca entre p; — pg. Analogamente, para o sistema magnético temos que,
conforme a temperatura aumenta para proximo de 7., a magnetizacao se aproxima
de 0. Note que p;, — pg e M sao os parametros de ordem para os sistemas fluido e
magnético, respectivamente. Veja que a termodinamica descreve as propriedades
do sistema nas linhas de mudanga de fase de primeira ordem (no caso fluido, da
fase solida para a liquida, por exemplo). Entretanto, as propriedades dos sistemas
no ponto critico nao sao descritas pela termodinamica. O comportamento de um
ponto critico é determinado pelas flutuacoes e requer, por isso mesmo, uma descri¢ao
microscopica, possivel com o uso da Fisica Estatistica. A Fisica Estatistica permite
que busquemos a compreensao das transicoes de fase e dos fendmenos criticos com a
utilizacao de dois conceitos: universalidade e invaridncia de escala. A universalidade

é definida pelo conjunto de expoentes criticos idénticos associados as transicoes
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Figura 2.2: (a) Diagrama pT para um sistema fluido puro. (b) Diagrama MT para
um sistema magnético simples. Figura adaptada de (27).

continuas de sistemas diferentes. Dizemos que dois sistemas pertencem a mesma
classe de universalidade se fornecem o mesmo conjunto de expoentes. Veremos na

proxima se¢ao a origem dos expoentes criticos.

2.2 Os expoentes criticos

Os estudos dos expoentes criticos iniciaram-se por volta de 1960 com Heller
e Benedeck, Jacrot e outros. Até 1945, acreditava-se que a curva de coexisténcia
de um sistema fluido era parabélica. Havia também uma predicao de que para

sistemas magnéticos M? oc (T, — T'). Entretanto, as medidas de Heller e Benedeck

T 3
mostraram que M* oc (T,—T) e as medidas de Guggenheim mostraram que T 1
C pC

(figura 2.3) para varios gases. Consideremos o caso magnético, sendo M o parametro
T —
Dessa forma, § = 1/3 é o

de ordem, este varia com (—e¢)?, onde € =
expoente critico associado a magnetizagao do sisterila. Se uma relacao da forma M =
B(—¢)? & valida, entdo algumas medidas préximas ao ponto critico sio suficientes
para determinar o valor de 8. A partir de entdo, os expoentes criticos comecaram
a ser utilizados para descrever o comportamento de varias quantidades de interesse

préximo ao ponto critico.

Consideremos uma funcao geral f(e) positiva para exemplificar a origem de um
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Figura 2.3: Medidas da curva de coexisténcia para fluidos. A curva soélida
corresponde a um ajuste e corresponde de uma equacao ctibica. Figura adaptada de

(27)

expoente critico. Seja \ = limﬁo%. Se \ existir, este limite serd o expoente
critico associado a fungio f(e). Entdo, podemos escrever f(e) o €.

Voltando ao tema universalidade e olhando para os exemplos utilizados (sistemas
fluido e magnético), temos que ambos apresentam comportamento similar perto
de uma transicao de segunda ordem: a magnetizacao espontanea M do sistema
ferromagnético se aproxima de zero conforme 7' — 7. de modo similar que a
diferenca de densidade entre as fases de vapor e liquido também se torna nula quando

T — T,.. Entretanto, o comportamento critico de uma funcao termodindmica nao é

tao simples e pode ser descrito na forma geral como
fle)= A1+ Bev +...), y<O. (2.5)

Dados experimentais mostram que o primeiro termo domina para temperaturas
suficientemente proximas ao ponto critico. Desta forma, um grafico dilogaritmico
permite obter o expoente A\ por um ajuste linear. A importancia dos expoentes
criticos reside no fato de que estes podem ser obtidos, enquanto que a funcao
completa nao. Além disso, existe um grande ntimero de relacoes entre os expoentes

que levam a fundamentais consideracoes na Termodinamica e Mecanica Estatistica,
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Expoente | Definicao € P—P. | p—pc | Descricao da quantidade
o Cy ~ (=)= <0 0 0 | calor especifico a volume
constante
Cy ~ (—e)*”‘/ <0 0 0 | calor especifico com campo

H constante

a Cy ~e @ >0 0 0 | calor especifico a volume
constante
Cyg~e @ >0 0 0 | calor especifico com campo

H constante

B pPL — PG ~ (—5)6 <0 0 # 0 | diferenga entre as
densidades de liquido e gas
M ~ (—€)P <0 0 # 0 | magnetizacao na auséncia

de campo magnético H

/

o Kp ~ (—¢)77 <0 0 # 0 | compressibilidade isotérmica
xr ~ (=€)~ <0 0 #0 | susceptibilidade isotérmica

na auséncia de campo H

¥ Kpr~e 7 >0 0 # 0 | compressibilidade isotérmica
X7 ~ €7 >0 0 #0 | susceptibilidade isotérmica

auséncia de campo

é P —P.~|pr — pc|®sgnipr, — pc) 0 #0 # 0 | isoterma critica

5 H ~ |M|%sgn(M) 0 #0 #0

v &~ (—e)*”/ <0 0 # 0 | comprimento de correlagio
v E~e” >0 0 #0

Tabela 2.1: Definigdes de expoentes criticos para sistemas fluido e magnético (27).

sendo gerais para qualquer sistema. A tabela 2.1 traz um resumo das definicoes
de alguns dos principais expoentes criticos para sistemas fluidos e magnéticos. Os
expoentes que levam consigo ' indicam que 7' < T,, ou seja, que a temperatura
T tende & temperatura critica pela esquerda, enquanto que os expoentes que nao
possuem ' indicam que T > T,. O expoente 3, apesar de nao ser acompanhado de

', & obtido pelo limite € — 0.
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2.2.1 Relagoes entre os expoentes criticos

Nesta secao veremos que igualdades entre os expoentes criticos podem ser obtidas
a partir das relagoes de escala para potenciais termodinamicos. A hipdtese de escala
somente pode ser aplicada as funcoes homogéneas generalizadas. Portanto, em
primeiro lugar é necessirio para um bom entendimento, definir 0 que vem a ser
uma funcao homogénea generalizada e uma transformacao de escala para sistemas
em equilibrio. Chamamos de fung¢ao homogénea de ordem p qualquer funcao que

apresente a seguinte propriedade:

FOr) = N f(x), (2.6)

com p arbitrario e r = (z,y,...). A figura 2.4 ilustra uma tranformagao de escala
de uma funcdo f(r) para uma fungao f(Ar). Entretanto, a hipotese de escala de
equilibrio nao assume que os potenciais termodinamicos apresentem a propriedade

de uma fun¢ao homogénea conforme 2.6, e sim a forma mais geral

FX2, Xy) = Mf(z,y), (2.7)

onde a e b sdo valores arbitrarios. As funcbes que satisfazem a relacao acima sao

denominadas de fungoes homogéneas generalizadas.

Agora que definimos o que vem a ser uma tranformacao de escala em uma
fungdo homogénea generalizada, vamos considerar a energia livre de Gibbs G(T', H)
para um sistema magnético. Queremos escrever essa fungao na forma G(e, H), onde
novamente € = % A hipoétese de escala implica que esta deve ser uma funcao
homogénea generaliczada. Utilizando o equagao 2.7 temos que devem existir dois

parametros a. e ay, de forma que
G(\%*e, \""H) = \G(e, H), (2.8)

para qualquer valor de \. A partir da equacao 2.8 demonstra-se que todos os
expoentes criticos podem ser expressos em termos dos dois parametros de escala a.
e ay. Consequentemente, se se dois expoentes criticos sao especificados, é possivel
obter todos os outros. Diferenciando ambos os lados da equacao 2.8 em relagdo a H

e utilizando o fato de que 0G/OH = M temos

A N (A% e, A\ H) = AM (e, H). (2.9)
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JAr) =g(@) f(r)
gAS (x),2,)
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Figura 2.4: Ilustracao de uma mudanga de escala de uma funcao (a) f(r) para uma
fungao (b) f(Ar). Figura retirada de (27).

Na auséncia de campo magnético, e fazendo A = (—1/¢)/%, a equacio 2.9 se torna
M(e,0) = (—e)Iam)/acpr(—1,0).

Da tabela 2.1, sabemos que quando € — 07, M(e,0) ~ (—¢)?. Desta forma, temos

que
. 1—CLH

B = . (2.10)

Qe

Se, de forma anéloga, fizermos ¢ = 0 e H — 0, utilizando A = (—1/ay), a

equacao 2.9 fornece
M0, H) = H~em)/an \r(0, 1),

Como, da tabela 2.1, M (0, H) ~ H'/?_ obtemos

g
= . 2.11
—an (2.11)

Resolvendo as equacoes 2.10 e 2.11 simultaneamente, temos os resultados:

L1 (2.12)
e = ——— :
€ /B(S—F 1’
1
am = 0——. (2.13)
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a+28+y=2
a+p(d+1)=2
Yo0+1)=2—-a)(0—-1)

v=5(6-1)
5:2—a+7
2—a—vy
a=dao
=7

Tabela 2.2: Algumas igualdades entre expoentes criticos.

Podemos obter também outros expoentes a partir de derivadas de maior ordem
de G. Como exemplo, derivando duas vezes em relacao a H e lembrando que, para
H=0ee— 0", x(60) ~ (—e)™, obtemos a relacio

2ay — 1
| By (2.14)

Qe

A partir das expressoes 2.13 e 2.14, temos

v = B(§ - 1). (2.15)

Da mesma forma, outras igualdades podem ser obtidas. Na tabela 2.2 temos algumas

igualdades preditas pela hipotese de escala.

2.3 Analise de escala de tamanho finito

Dado que em uma simulagao de Monte Carlo estamos distantes do limite
termodinamico, ou seja, o nimero de spins é finito e relativamente pequeno, os efeitos
de tamanho finito devem ser considerados. Utilizamos a anélise de escala de tamanho
finito para encontrar valores para os expoentes criticos e para a temperatura critica
a partir da observacao do comportamento de quantidades mensuraveis em funcao do
tamanho da rede. Desta forma, podemos variar o tamanho do sistema na simulagao

e os efeitos de tamanho finito podem ser estimados usando essa teoria.

Ao considerarmos sistemas de tamanho L devemos levar em conta o
comportamento do comprimento de correlacao . Isto faz com que identifiquemos

trés regides no espago dos acoplamentos (14):
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i) uma regido onde valores destes acoplamentos estdo muito distantes do ponto
critico. Nesta situacao podemos afirmar que a rede finita é indistinguivel de
um sistema associado com o limite termodinamico, ou seja, L > £ ~ 1 (vide

figura 2.5a);

ii) pontos na regido critica (ou regido de escala) onde a rede finita ainda apresenta
o mesmo comportamento de escala que o sistema de volume infinito, ou seja,
L > & > 1 (vide figura 2.5b). Perto do ponto critico, o comprimento de
correlacao é muito grande e somente configuracoes do sistema da ordem de &

sao importantes;

iii) pontos nos quais L = £ > 1, e assim observariamos efeitos significativos (ou
efeitos de arredondamento) nas grandezas termodinamicas de rede finita (vide

figura 2.5¢).

A teoria de escala de tamanho finito diz que, para uma transicao de segunda
ordem, a parte singular da energia livre depende somente do tamanho L da rede
e do comprimento de correlacao &. Isto conduz as seguintes relagoes de escala de

tamanho finito para a altura do pico do calor especifico C' e da susceptibilidade y:

C(T.(L), L) ~ L (2.16)
X(T.(L), L) ~ L7, (2.17)

onde T,(L) sao os pontos onde os maximos no calor especifico e na susceptibilidade

sao observados. Temos também que

(L) ~ LY (2.18)
T.(L) — Tu(c0) ~ L7V, (2.19)

onde I'(L) é a variancia do pico para C' ou x. Veja que, se temos o expoente
v, podemos obter a temperatura critica para o sistema infinito. J4 para uma
transi¢ao de primeira ordem, o comprimento de correlagao £ se mantém finito. Dessa

forma, como L excede &, as quantidades termodinamicas proximas a temperatura
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(a)

(b)

Figura 2.5: Comportamento do comprimento de correlagdo para temperaturas (a)
T>>T.,(b)T2T., (c) T=T,. Figura adaptada de (27).

de transi¢do T.(L) dependem somente do volume do sistema. Entao,

C(T.(L),L) ~ L* (2.20)
x(T.(L),L) ~ L* (2.21)
(L) ~ L7 (2.22)

To(L) = Te(o0) ~ L1 (2.23)

Observe que se v = 1/d e &« = v = 1, obtemos as rela¢des para transi¢oes de
fase de primeira ordem. Isso significa que a anélise de escala de tamanho finito
pode ser tratada da mesma forma independente da ordem de transicao, sendo que
a diferenciacao da ordem da transicao de fase recai sobre os valores dos expoentes

criticos.



CAPITULO

ZEROS DA FUNCAO DE PARTICAO

3.1 Introducao

A funcao de particao canénica Z é uma quantidade importante na obtencao das
propriedades estatisticas de um sistema em equilibrio termodinamico. Variaveis
termodinamicas do sistema, tais como a energia total, energia livre, entropia e
pressao, podem ser expressas em termos da funcao de particao ou de suas derivadas.
A funcao de particao canodnica descreve um sistema que esta sujeito a trocar calor
com o ambiente a temperatura, volume e nimero de particulas fixos. Suponhamos
ter um sistema deste tipo, vamos rotular com j (j = 1,2,3,...) os estados possiveis
do sistema e denominar a energia total do microestado j como E;. A funcao de

particao canoénica ¢ dada por

Z =Y e (3.1)
J

onde [ corresponde ao inverso da temperatura, = com Kp sendo

1
KpT'’
a constante de Boltzmann. A funcdo de particio é dependente das possiveis
energias F; do sistema. Por sua vez, cada energia, além de depender de outras
grandezas termodinamicas, tais como o niimero de particulas e volume, é fortemente
dependente dos detalhes microscépicos, como por exemplo, do tipo de interacao entre
as particulas do sistema. Esta dependéncia em variaveis microscopicas é o ponto
central da Mecanica Estatistica, pois a partir de um modelo que forneca informacoes

sobre os componentes microscopicos de um sistema, podemos obter as energias de

22
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cada microestado e assim obter a funcao de particao.

Relacionamos a funcao de particao as propriedades termodinamicas por meio do

seu significado estatistico. A probabilidade P; de que o sistema ocupe o microestado

Jé
1
Pj = EG_BEj. (32)

Note que Z faz o papel de uma constante de normalizagao da distribuicao de

LR SR
J J

Dessa forma, o valor esperado para a energia é dado por

probabilidade, ou seja

1 10 olnZz
_ pP.= o BE; — - _
(E) —;EJPJ = ZZE ==zt W =75 3
ou, equivalentemente,
olnZz
E) = KgT? : 3.4
(E) = KpT*“ (3.4)
Sendo a entropia
S=-KpY PinP;=Kp(InZ+ B(E)), (3.5)
J
e a energia livre de Helmholtz F' = (E) — T'S, obtemos
F=—-KgThZ. (3.6)
A variancia na energia (ou flutuagao de energia) é
Pz
SE))? = (B* — (E)* = ——.
(0(E))" = (%) —(E) = =573
Assim, o calor especifico pode ser escrito como
O(E) 1 9
C, = G = T O(E) (37)

Vimos até agora que a funcao de particao fornece toda a descricao do sistema e
que grandezas como calor especifico, entropia e energia livre, podem ser expressas em
funcao desta. Entretanto, a obtencao da funcao de particao de um sistema nao é tao

trivial e simples, e para sistemas muito complexos nao é factivel sua obtengao. Para
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um sistema estatistico de tamanho finito, a funcao de particao pode ser expressa
como um polinémio em um nimero finito de termos. Uma maneira de visualizar as

propriedades desse polindémio é estudar a localizacao de seus zeros complexos.

Os zeros da funcao de particao tém sido amplamente utilizados para obter
informacoes sobre transicoes de fase a partir de simulagoes de Monte Carlo
ou a partir de solugoes exatas de sistemas finitos ou mesmo infinitos, mas
unidimensionais. Neste contexto, as relacoes de escala para o primeiro zero permitem
a obter o expoente de correlacao v. Também veremos que é possivel determinar a
ordem da transicao de fase olhando para a distribuicao dos zeros no plano complexo
em sistemas finitos. Para esta finalidade, usaremos neste trabalho a analise de escala
de tamanho finito para a obtencao da ordem de transicao e da temperatura critica,
com o método proposto em (18) e as aproximagoes consideradas, por exemplo,
em (15) e (19). Nesse método, obtemos o expoente v somente a partir da parte
imaginaria do zero mais préoximo do eixo real. Veremos detalhes desse processo mais

adiante.

3.2 Zeros da funcao de particao

Vamos iniciar essa secao com o estudo dos zeros complexos da funcao de particao
apresentado no trabalho de Yang e Lee (21), publicado em 1952. Nesse trabalho,
os autores mostram que ¢é possivel estudar o comportamento analitico de funcoes
termodinamicas indo ao plano complexo, o qual permite descrever inclusive regioes
de transicao de fase. A seguir temos uma descricdo do trabalho citado, o marco

inicial e fundamental que possibilitou esta nova abordagem.

3.2.1 Zeros de Yang-Lee

O trabalho de Yang e Lee ¢é dividido em duas partes. A primeira parte (teoria
da condensagdo), inicia-se com o estudo do fendémeno de condensagdo por meio
dos zeros da fun¢do de partigdo no plano da fugacidade. Na segunda parte (gas
na rede e modelo de Ising), a equivaléncia entre o modelo de gias na rede e o

modelo de Ising leva ao estudo dos zeros também no plano da fugacidade. As raizes
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complexas da funcao de particdo grande canonica no plano complexo da fugacidade,
considerando-se uma classe de condicoes sobre o potencial de interacao entre as
particulas, caem sobre um circulo unitario nos dois modelos. Esse resultado ficou

conhecido como Teorema do Circulo de Yang e Lee.

Para entender o comportamento analitico de func¢oes termodinamicas iremos
considerar um modelo de gas em uma caixa de volume V', mantido a temperatura
constante T'. Se este sistema trocar particulas com um reservatério a um potencial
quimico p por particula, a probabilidade relativa de se ter N particulas dentro da

caixa é dada por

ZN N
my ) (3-8)
onde
ZN:/.../dTl...TNeXp(—U/KBT) (39)
1%
e

y = (2rmKpT/H*)*?exp(u/KpT), (3.10)
onde h é o campo magnético externo.

A funcao de parti¢do grande canonica =, do gés em um volume V' corresponde
a soma sobre todos os possiveis niimeros de particulas,
M

N=0

(1]

onde M é o nimero maximo de particulas que podem ocupar o volume V. A pressao
e a densidade média do sistema com volume V podem ser calculadas em termos da
funcao de particao grande canonica. Estaremos entretanto interessados em obter

equacoes de estado termodinamicas e dessa forma tomaremos o limite V' — oo,

P jim Lms (3.12)
KT vV 5V '
0 1
p=li —InZy. (3.13)

~ i OlnyV

Yang e Lee discutem em seu trabalho a existéncia desses limites. Acreditava-se

que na fase gasosa esses limites existiam e que as equagoes acima forneciam equagoes
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de estado corretas. Entretanto, os autores provam que tanto 3.12 como 3.13 fornecem
uma descricao completa para a equagao de estado tanto para o gas quanto para a
fase condensada. Para tanto, lancaram mao do fato de que a funcao de particao

pode ser escrita como um polinémio de grau M,

Sy = ﬁ (1 - 2) , (3.14)

i=1 Yi

onde y1, ...,y sa0 as raizes da equacao Zy(y) = 0. Como todos os coeficientes do
polindmio sao positivos, nao temos nenhuma raiz real e positiva. A distribuicao
dessas raizes no limite V' — oo fornece o comportamento analitico das func¢oes

termodinamicas no plano complexo y.

Se no plano complexo y uma regiao R contendo um segmento do eixo real positivo

é sempre livre de raizes, entao, nessa regiao, no limite V' — oo todas as quantidades

1 0 1 0?1

—InZy, ———=In=y, ———1InZy, ..., sdo analiticas em relacao a y. Como
VT 9y VY g2V Y cao ey
consequéncia temos a seguinte equacgao de estado
__9 (P/KgT) (3.15)
P= Olny BEJ '
Porém, nem sempre o limite lim existe (isto é claro na condensacao, onde
Vooo \ Olny

a densidade ndo possui um valor tinico). Temos dessa forma, dois casos:

i) As raizes nao se aproximam ou, caso se aproximem, nao cruzam o eixo real
positivo no limite de V' — oo, ou seja, ha uma regiao R que contém todo o
eixo positivo e livre de raizes. Nesse caso a pressao e a densidade sao funcgoes

analiticas de y, ou seja, o sistema é composto de uma tnica fase (veja a figura
3.1a.)

ii) As raizes cruzam o eixo real positivo no limite V' — co. Se considerarmos que
isso ocorre nos pontos y = {1, ty, teremos 3 regioes Ry, Ry e R3 livre de raizes
(veja a figura 3.1b). Nos pontos t; e to, teremos em geral uma descontinuidade

na densidade p.

Conforme variamos a temperatura do sistema, os pontos t; e t5 se movem ao longo

do eixo real. Se, a uma certa temperatura, as raizes cruzam o eixo real em um dos
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y = plano P
y - plano P
R Ry R Rs
1 7Y
] [
log y logt, log tp
(a) (b) (a) (b)
P P
log y v lo:; 1 logty v
(c) (d) (c) (d)
(a) (b)

Figura 3.1: Comportamento analitico a uma dada temperatura das funcoes
termodinamicas para: (a) um sistema em uma unica fase. A regido R nesse caso
é livre de raizes; (b) um sistema que passa por duas transi¢oes de fase em ¢; e ¢,
pontos em que ocorrem as raizes da funcao de particao no limite termodinamico. A
regiao Ry, Ry e R3 sao livres de raizes e correspondem as diferentes fases do sistema.
Figuras adaptadas de (21).

dois pontos, por exemplo, o ponto t;, entao essa é a temperatura critica 7, para a
transicao da fase 1 para a 2. Se, entretanto, as raizes cruzarem o eixo real em um

ponto ty diferente de t; e t9, teremos um ponto triplo para essa temperatura.

Vimos que os zeros da funcao de particdo nem sempre sao indicativos de
singularidades em quantidades termodinamicas. Elas podem ser interpretadas como
linhas que separam diferentes comportamentos assintoticos da funcao de particao no
limite termodinamico. Em geral, ao longo dessas linhas a parte real da continuagao
analitica e da energia livre serd continua enquanto que a descontinuidade da parte
imaginaria é proporcional & densidade dos zeros (14). Como veremos na proxima
se¢do, o algoritmo multicanonico estima a densidade de estados p(E) do sistema, a
partir da qual podemos construir a funcao de particao. Assumindo um espectro de

energia discreto, temos

28) = p(EW", (316)
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onde u = e ”?. Neste caso, estaremos estudando os zeros em outra varidvel: a
temperatura. A obtencao desses zeros nos permite determinar o comportamento
critico do modelo e estimar assim, a partir de expoentes criticos, a ordem da transicao
de fase e a temperatura critica. Veremos a seguir um estudo mais detalhado desses

7eros.

3.2.2 Zeros de Fisher

Os zeros complexos da funcao de particao na auséncia de campo magnético
externo, ou para campo fixo, podem ser obtidos pela extensao complexa da varidvel
temperatura. Nao ha nenhum resultado simples para antever a localizacao destes
zeros, ol seja, nao ha nenhum teorema equivalente ao Teorema do Circulo para os
zeros de Fisher. Entretanto, suas localizagoes e comportamentos no plano complexo
da temperatura determinam as caracteristicas criticas do sistema. Diferentes
transicoes de fase podem ser classificadas de acordo com o comportamento da
densidade limite de zeros complexos na variavel temperatura. Da definicao da funcao

de particao em termos dos zeros complexos,

Z(B) = ﬁ (1 - g) , (3.17)

e aplicando In em ambos os lados

InZ(B) = iln(l — g), (3.18)

obtemos a energia do sistema,

E(3) :Zﬁil—ﬁ' (3.19)

Considerando a definicao do calor especifico 3.7 obtemos

M

Co=p)" G—Fp (3.20)

i=1
Tais grandezas nao exibem singularidades reais, a menos que V' — 00, ou seja,

M — oco. Dessa forma, podemos dizer que sistemas finitos nao exibem transicoes de
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fase. Entretanto, a distribuicao dos zeros complexos da funcao de particao pode ser
usada para classificar transi¢oes de fase em sistemas finitos (28). A energia livre 3.6
é analitica em qualquer regiao do plano complexo da temperatura, exceto nos zeros
de Z(B). Como ja vimos para o caso dos zeros no plano da fugacidade, se os zeros
formam uma linha densa no plano complexo da temperatura, essas linhas separam
diferentes fases do sistema. Entao, a distribuicao de zeros contém toda a informacao
sobre o sistema e as funcoes termodinamicas sao derivadas desta distribuicao. Os
zeros da func@o de particao sao polos de F' e do calor especifico 3.20. A maior
contribuicao para singularidades do calor especifico vem dos zeros proximos ao eixo
real, ou seja, zeros que encostam no eixo real no limite de V' — oo causam uma
divergéncia no calor especifico. Para caracterizar a distribuicao dos zeros préximos
ao eixo real, vamos considerar que, nessa regiao, os zeros complexos na varidvel
temperatura estao sobre uma linha reta e que o angulo dessa reta com o eixo
imaginario (vide figura 3.2) ¢ dado por § = arctan(vy), sendo v dado po (28)

_ Re(f3;) — Re(81)
Tm(B;) — Im(f)

Dessa forma, é possivel obter o ponto onde os zeros cruzam o eixo real no limite

v (3.21)

termodinamico ,

5cut = Re(ﬁl) - fYIm(ﬁl) (322)

Se definirmos a densidade discreta da distribuicao dos zeros ¢ em torno do k-ésimo
zero como sendo a média do inverso da distancia entre este zero e seus dois vizinhos

mais proximos, ou seja

1 1 1
o(lm(Be) = 3 (rﬁk ] e = m) ’ (3.23)

com k = 2,3,4..., podemos obter uma aproximacao para o expoente «. Devido ao
fato de que a importancia dos zeros para o calor especifico diminui com o aumento
de Im(p), entdo, para uma regiao de Im(/3) pequeno podemos propor: ¢ o Im(5)%,
onde a é 0 expoente critico para o calor especifico. Considerando os primeiros zeros

temos:

B In 3 — In ¢
~ In[Im(B3)] — In[Im(B,)]’

(0%

(3.24)
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a VIDD:: Fa)
. T A e
E j\-*(_')O fase B
R
fase A 0 I
; ]3]
fcut Re(p)

Figura 3.2: Ilustracao da distribuicao de zeros da fungao de particao préximos ao
eixo real positivo. Os parametros utilizados na classificagao da ordem de transicao
sao indicados (Beu, f1 , B2 € 0 angulo v). Figura adaptada de (28).

Note que, na verdade, para utilizarmos tal relagao, necessitamos ter em maos os

quatro primeiros zeros, pois

1 1 1
=3 (G o) (329)

1 1 1
¢3_§(|53—52| - |ﬁ4—ﬁs|>' (3.26)

A partir da parte imaginaria Im(3) dos zeros mais proximos ao eixo real e dos

parametros « e v podemos classificar a ordem da transicao considerando o fato de
que, para uma transi¢ao de fase verdadeira, Im(;) — 0. Dessa forma a transicao

de fase pode ser classificada a partir de o e v como segue (28):

e se « =0 e vy =0: primeira ordem,
e se 0 < a <1 e~y arbitrario: segunda ordem,

e se a > 1 e y arbitrario: ordem maior.
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-—O0—0—0O0—0—0—0
12 3 4 5

.} 7

Figura 3.3: Ilustracao de um pequeno pedaco da rede de spins para o Modelo de
Ising 1D. As somas sobre as variaveis pares de spin (circulos brancos) siao efetuadas
primeiro. Este procedimento fornece uma nova soma agora em funcao das variaveis
impares de spin (circulos pretos).

3.3 Escala de tamanho finito para os zeros da
funcao de particao

Vimos que grandezas termodinamicas apresentam relagoes de escala com o
tamanho do sistema e que podem ser descritas em termos dos zeros complexos
da fungdo de particao (18). Consequentemente também existem relagoes de escala
de tamanho finito para os zeros responséveis pelo comportamento singular destas
funcoes termodinamicas. Antes de iniciarmos a demonstracao das relacoes de escala
de tamanho finito para os zeros, é necessario primeiro entender o que vem a ser o

grupo de renormalizacao.

3.3.1 Grupo de renormalizacao

Apresentaremos esse conceito utilizando um modelo bem mais simples que o
nosso: o modelo de Ising unidimensional, como proposto em (29). Se considerarmos

a figura 3.3 temos que a funcao de particao é dada por:
Z = Z exp[K (0102 + 0203 + 0304 + 0405 + ...)], (3.27)

onde a soma é feita sobre todos as possiveis configuracoes do sistema, ou seja sobre
todos os possiveis valores para o1,09,...,04, etc, com o; = +1 e K = J/KgT. Se

escrevermos a funcao de particao como
7 — Z eK(0102+0'20'3)6K(U3O’4+O’40'5)...7 (328)

é facil perceber que o termo oy aparece somente na primeira exponencial. Assim, se

fizermos a soma em oy teremos

Z — Z[eK(01+O'3) _'_ e_K(01+03)]6K<O3U4+U40’5)m. (329)
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Se continuarmos somando sobre todos o;, com ¢ par, obtemos
7 = Z[eK(”1+"3) + e*K("ﬁ“)][eK("ﬁ”&") + e*K("ﬁ"f’)] e (3.30)

A soma agora ficou restrita as varidveis de spin o, com j impar. A ideia do grupo
de renormalizagao é obter a funcao de particaio com um acoplamento K em termos
de uma nova funcao de particao tendo acoplamento K’. Entdo, vamos procurar um

valor de K’ e uma funcao f que satisfaca:
eflortos) | o—K(oitos) _ f(K)eK'Gwzs (3.31)

para todos os valores possiveis de o; e 03. A solucao para o modelo de Ising em uma

dimensao é:

K' = (1/2) In[cosh(2K)] (3.32)
f(K) = 2cosh'?(2K). (3.33)

Agora podemos escrever a fungao de partigdo em funcao de f(K) e K’
7 — Z f(K)eK/alagf(K)eK/gga5m _ f(}()N/QBK/(0103-&-0305—1—...)7 (334)

onde N é o namero de particulas do sistema. A partir desse resultado mostramos
que a funcdo de particdo Z (N, K) para um sistema com N spins interagindo por
um acoplamento K pode ser relacionada com a funcao de particao Z(N/2, K') para

um sistema com N/2 spins e constante de acoplamento K,
Z(N,K) = f(K)N?Z(N/2,K"). (3.35)

Da mesma forma, como a energia livre F' é proporcional ao tamanho do sistema,
temos que

InZ = N¢(K), (3.36)

onde ( é funcao do acoplamento K. Agora que ji temos uma idéia do que vem a ser
uma transformacao por grupo de renormalizacao podemos prosseguir com a obtencao

das relagoes de escala de tamanho finito para os zeros da funcao de particao.
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3.3.2 Escala de tamanho finito

A deducao a seguir utiliza o fato de ji conhecermos o comportamento dos
acoplamentos do modelo sob transformacoes de escala de tamanho L. Os
acoplamentos K; e Ky sao, neste caso, relacionados com a variavel temperatura
e campo magnético, respectivamente. Podemos expressar as propriedades de
transformacao do grupo de renormalizagao da fungao de particao sob uma mudanca

no comprimento de escala como:
Zr(Ky,...)= Z%(Klbyl, )oKy, Ko, L), (3.37)

onde K, K,, ... sao os acoplamentos reduzidos em torno do ponto critico e b
. L
corresponde a uma transformacao de escala: L — T Note que, como o termo

c nunca é nulo, os zeros de Z sao os mesmos que os zeros de Zr. Se definirmos A
b

L 1
como uma fracao fixa de L, ou seja. bt obtemos

Z (KlLylAyl, ) = Q(l’l, T2, ), (338)

>l

onde z; = K;LY sao novas variaveis de escala e a funcao de escala ) é uma funcao
analitica de seus argumentos quando estes sao muito pequenos (o que é verdade na
regido de escala). Como ja mencionado, se conhecermos os dois campos de escala

principais, temperatura e campo magnético H, podemos identificar os expoentes

COMmao:
1
p="2 1) (3.40)
1% 1%

Assim, desprezando o efeito de outros operadores, nessa aproximacao temos um

resultado de escala muito simples para os zeros da fungao de particao,
Qlay, x1) = QKLY HL™) = 0, (3.41)

onde K = u — u., u = exp(—«f), e k ¢ uma constante dependente do modelo e
escolhida de forma a reescalonar a energia para tornar a funcao de particao um

polinémio na variavel u. Para os modelos de Ising bi e tridimensional, é conveniente
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usar £ = 4. Para o modelo de Ising bidimensional com interacao dipolar usamos
k = 1. Dessa forma, se especificarmos nossa hamiltoniana para um modelo de
spins com campo magnético externo, a funcao de particao pode ser escrita como um

polinémio da forma
Z(u,y) = > > n(E, M)uy™, (3.42)
M E

com y = e 2P,

Como a funcio de particio é par em H, Q s6 pode ser funcio de H?. Com a

hipotese de que H? é suave, é possivel resolver a equacio 3.41 e ter como resultado:

H2L™ = fi(KLv), (3.43)

onde i rotula a i-ésima rafz. Se por hipoOtese f;(x) é uma funcdo analiticas em z

podemos inverter a relacao acima e obter

286

K;Lv = f7Y(H?L™), (3.44)

e no caso de h =0,

K; = L7 f71(0). (3.45)

Temos entao que, para L suficientemente grande, o zero mais préximo do eixo real

u no plano complexo obedece a seguinte relagao (15):
u(L) = u, + AL7Y[1 + O(L)™], (3.46)

com w > 0. Uma forma de se obter o valor do expoente v é fazer uma regressao

linear dos resultados de uJ(L) na forma
[u(L) — ue| = a, L7Y/Y@) (3.47)

para sucessivos valores de L e depois usar esses valores para obter v pela seguinte

expressao

v(L) =v+aslL™®. (3.48)

Entretanto, para L suficientemente grande podemos utilizar a seguinte regressao

linear (30):
1
—In|ud(L) — u,| = > In(L) + a. (3.49)
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E o6bvio que para muitos modelos, inclusive o modelo do presente trabalho,
nao conhecemos o valor de u.. Dessa forma, uma aproximacao valida é substituir
|ul —u,| pela parte imaginaria do primeiro zero Im(u!). Essa aproximagio considera

1~ Uc| pelap g p 1) P ¢
que para o primeiro zero, o valor da parte real de u esta bem proximo do valor de

u.. A temperatura critica pode ser obtida a partir da relagao

Re [B2(L)] = .+ bL7 . (3.50)

Como vimos no capitulo 3, se dv = 1, temos uma transicao de primeira ordem.
Dessa forma, a analise de escala de tamanho finito para os zeros, além de permitir

a obtencao da temperatura critica, também fornece a ordem da transicao de fase.



CAPITULO

O MODELO DE ISING DIPOLAR
BIDIMENSIONAL

4.1 Introducao

Apresentaremos neste capitulo o modelo de Ising dipolar bidimensional utilizado
neste trabalho. Conforme discutimos no capitulo 1, este modelo descreve a formacao
de dominios magnéticos em filmes ultrafinos. A hamiltoniana do modelo apresentada
no capitulo 1 contém, além do termo de troca entre os primeiros vizinhos, um termo
de interacao entre os dipolos magnéticos dos spins. Este termo extra na hamiltoniana
fornece um diagrama de fase muito rico, o qual pode ser antecipado por calculos
teoricos. Veremos que existem algumas divergéncias entre resultados obtidos em
diferentes trabalhos envolvendo simulacoes de Monte Carlo. Dessa forma, além de
descrevermos o modelo, também apresentaremos os resultados para o diagrama de
fase ja existente na literatura. Daremos um enfoque especial a regiao do diagrama
de fase que se estende de 6 = 0.85 até § = 1.3, pois esta regiao deve conter um ponto

tricritico cuja determinacao ¢ o objetivo deste trabalho.

4.2 A hamiltoniana do modelo

Os momentos magnéticos locais de filmes finos podem ser tratados
aproximadamente como variaveis de Ising. Uma descricao realistica de um filme

fino magnético deve incluir interacoes dipolares de longo alcance. No modelo

36
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consideramos uma rede formada por uma camada de spins distribuidos regularmente
(uma aproximacao para monolayers). Os spins possuem configuragoes limitadas a
direcao perpendicular ao plano do filme. No modelo de Ising, consideramos somente
a interacao de troca entre primeiros vizinhos. No modelo de Ising com interacao
dipolar, um novo termo é adicionado & hamiltoniana do sistema para incluir as
interacoes entre os momentos de dipolo magnético dos spins. A distancia entre cada
sitio vizinho é considerada igual a 1. A hamiltoniana é dada entao pela soma dos

dois termos,

H = HIsi'rLg + Hdz’polar (41)
onde
H]sing =—J Z SiSj, (42)
<i,j>
g il
Hdipolar = 5 Z T3~J . (43)
i# Y

A variavel s; representa o i-ésimo spin, J é a constante de interacao do Ising puro, p;
¢ o momento de dipolo magnético do i-ésimo spin e g é a constante de interagao entre
os momentos de dipolo magnéticos. Os momentos de dipolo magnéticos dos pares de
spins i e j localizam-se em 7 e 7}, com r;; = |r; —r;|. Note que o termo dipolar tem

o fator 1/2 para que a soma contabilize cada par uma tnica vez. Se considerarmos a

. . ILL l’[/ .
segunda soma efetuada somente entre pares distintos, teremos Hgipoiar = g E 13 .
reo.

i<y Y
Podemos ainda escrever o spin como s; = 0;5.y € 0 momento magnético como p; =
Oifter, sendo o estado do spin especificado pela variavel o; = 1. As quantidades s.s
e [t correspondem ao spin efetivo e a0 momento magnético efetivo, respectivamente.

Assim, a hamiltoniana passa a ser escrita da seguinte forma:

0;0;
H=—Js " ooy +gul Y 2 (4.4)
<i,5> i<j Y

Dividindo todos os termos da hamiltoniana por ,ugﬂ teremos a energia na forma

adimensional,

'J} (4.5)

B(o)=—3 ) o+ Y. 5

<i,j> i<j b
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2

J [ sef , . . .

onde § = — 7 ¢ a razao entre os acoplamentos das interagoes de troca e
g \ Ue

dipolar. Dessa forma, caracterizamos o sistema em termos de um tnico parametro

(0) e podemos construir um diagrama de fase em fun¢do de um tunico parametro.

4.3 Diagrama de fase

Calculos baseados em aproximacoes continuas e sobre redes quadradas levam
a conclusao de que o estado fundamental consiste de faixas alternadas de spins
caracterizadas por ter todos os spins orientados para baixo ou para cima desde que
a interacao de troca exceda um valor positivo e pequeno, para J > 0. Do contrario,
o estado ligado é o estado ferromagnético. Esse pequeno valor, acima do qual ocorre
a formacao da fase do tipo faixas é 6 = 0.425, conforme célculos analiticos na ref.
(4), enquanto que temos 0 = 0.440313 na ref. (31). Podemos explicar esse fenémeno
de formacao de faixas magnéticas conforme segue. As interagoes ferromagnéticas
favorecem o alinhamento dos spins em uma mesma direcdo. Por outro lado, as
interagoes dipolares (antiferromagnéticas) favorecem o alinhamento antiparalelo
entre os spins. A existéncia de competicao entre esses dois tipos de interagao causa
o fendmeno chamado de “frustracao”, fornecendo um cenario fenomenologicamente
rico. A orientacao anisotropica favorece apenas duas orientagoes com direcoes
mutuamente perpendiculares para baixas temperaturas. Os resultados analiticos
apresentados em (12) sobre a dependéncia da largura das faixas h com 0 é mostrado
na tabela 4.2. A largura h aumenta com a intensidade da interagao de troca e é
sempre estavel em relacao a fase ferromagnética, independente de quao grande seja

o parametro de troca (32).

A partir de simulacoes de Monte Carlo para § = 3 e 4.45, Booth e coautores
(32) observaram a existéncia de trés fases distintas em fun¢do da temperatura para
o modelo: a fase do tipo faixas para baixas temperaturas, uma fase intermediria
com dominios magnéticos irregulares, mas bem definidos, que denominaram liquido
tetragonal, e a fase desordenada paramagnética para altas temperaturas. A transicao
entre a fase tetragonal e a fase desordenada foi caracterizada como continua. No

mesmo ano, Abanov e coautores (33), por meio de um estudo analitico de limite
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h 0

1 | 0.440313 - 1.258539
2 | 1.258539 - 2.172456
3 | 2.172456 - 2.814495
4 | 2.814495 - 3.304242
5 | 3.304242 - 3.699024
6 | 3.699024 - 4.029349
7 | 4.029349 - 4.313172
8 | 4.313172 - 4.561907
9 | 4.561907 - 4.783242

10 | 4.783242 - 4.982600

Tabela 4.1: Dependéncia entre a largura das faixas e o acoplamento ¢.

continuo para a hamiltoniana, analisaram a dependéncia na temperatura. Foram
observadas as seguintes fases: um cristal esmético com dominio de estruturas do tipo
faixas, uma fase intermedidria denominada de Ising nematica e o liquido tetragonal
(observado também em (32) em simulagoes de Monte Carlo). As predigoes tedricas
indicaram que a largura das faixas do cristal esmético é altamente dependente
da temperatura, a faixa pode adquirir o tamanho de toda a amostra a baixas
temperaturas, o que foi verificado também experimentalmente. Para temperaturas
maiores que uma temperatura critica, o sistema passa para uma configuracao planar
paramagnética. Podemos sintetizar os resultados apresentados em (33), com relacdo
ao tipo de transicao de fase em funcao do aumento da temperatura em duas

possibilidades:

i) o cristal esmético passa para a fase nemética através de uma transigao do tipo
Kosterlitz-Thouless (KT). A fase nemética, por sua vez, passa para a fase de

liquido tetragonal por uma transi¢ao continua ou

ii) o cristal esmético passa diretamente para a fase de liquido tetragonal por uma

transicao de primeira ordem.

A figura 4.1 ilustra as configuracoes de spin obtidos em diferentes temperaturas
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il 52

e)
Figura 4.1: Configuracoes de spin nas temperaturas de transicao para uma rede L =
56 para § = 2. (a) fase do tipo faixas, (b) sistema na temperatura de transi¢ao da
fase de faixas para a fase nematica, (c) fase nemaética, (d) sistema na temperatura de
transigao da fase nematica para o liquido tetragonal, (e) liquido tetragonal. Figura
retirada de (13).

(a) (b

e dando origem as diferentes fases mencionadas acima. Os resultados foram obtidos
por simulacoes de Monte Carlo para a rede de tamanho L = 56 e § = 2, conforme
a ref. (13). Em (34), as fases nemaética e tetragonal sdo definidas a partir dos
defeitos topologicos denominados desclinagoes e deslocacoes (vide figura 4.2). A
desvinculacao de pares de deslocagoes ligados da origem a fase nemética. Ja a
origem do liquido tetragonal vem da desvinculagdo de desclinagoes. Em (9, 10)
Cannas e coautores, utilizando simulacoes de Monte Carlo, obtiveram resultados
condizentes com os ji previstos em (33): antes de alcancar o estado paramagnético
a altas temperaturas, o sistema passa da fase esmética para a fase tetragonal por
uma transicao de fase de primeira ordem. Nessa transicao da fase esmética para
a tetragonal, o sistema pode ainda passar por uma fase intermediiria: a fase
nematica. A conclusao obtida é que existem os dois cenérios ja previstos por Abanov,
entretanto, com comportamento critico muito mais complexo, dependente de 9.
A transicao da fase do tipo faixas para a fase nemaética apresenta caracteristicas
incomuns, algumas indicando ser de primeira ordem, outras indicando ser do tipo
KT. O diagrama de fase mostrado na fig. 4.3, adaptado de (11), foi construido com
base em simulacoes de Monte Carlo para acoplamentos § variando de 1 a 3, com
um foco especial em § = 2 (h = 2), e em resultados ja existentes na literatura.
A fase nemaética parece ocorrer em regioes proximas as linhas de transicao dentre
diferentes fases do tipo faixas, com excecao da transicao de h = 1 para h = 2.
H4 nesse diagrama a presenca de um ponto tricritico, cuja literatura indica até o

presente momento estar localizado no intervalo § € [0.85,1]. Na ref. (10), através
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Figura 4.2: Representagdo esquemética de (a) uma deslocacao, (b) e (c) tipos de
desclinagoes que podem ocorrer em fases do tipo faixas. Figura retirada de (34).

de calculos da energia livre obtida a partir das simulacoes de Monte Carlo, foram
observadas, para § = 1, as fases do tipo faixas e a fase tetragonal com uma transicao
de primeira ordem entre elas. Os autores ressaltam que apesar de observarem essa
transicao de primeira ordem para § = 1 em 7" = 0.4 a limitacao do tamanho da
rede (L = 48) sugere que esses resultados nao sejam tao confiaveis e que devem ser
confirmados por outros métodos. Na ref. (12), a partir de simulagoes de Monte
Carlo, sao observadas as ordens para a transicao da fase do tipo faixas para a de
liquido tetragonal. A ordem destas transi¢oes em funcao de J esta apresentada na
tab. 4.2. Em (11) também foi realizado um estudo teorico utilizando a Teoria de
Campo Médio. O diagrama de fase teorico difere do obtido por simula¢des de Monte
Carlo (compare as figuras 4.3 e 4.4). O modelo teérico nao prevé as fases nemética

e tetragonal. Tal divergéncia deve ser explicada pelo fato de que o método s6 prevé
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Figura 4.3: Diagrama de fase em funcao do acoplamento ¢ para o modelo de Ising
dipolar. Figura adaptada de (11).

Figura 4.4: Diagrama de fase em funcao do acoplamento § obtido pela Teoria de
Campo Médio. Figura retirada de (11).

a fase paramagnética como fase espacialmente desordenada. Entretanto, o modelo
prevé solugoes hibridas. As regioes de d no diagrama de fase onde ocorrem as solucgoes
hibridas coincidem com as regioes em que as simulagoes numéricas prevéem a fase
nemética, com excecao da regiao entre h = 1 e h = 2. Nessa regiao, as simulagoes
nao indicam a presenca da fase nematica, entretanto os resultados de campo médio

apontam solucoes hibridas. Dessa forma, a presenca de uma fase nematica nessa
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1) ordem de transicao
0.85 segunda

1.7 primeira

2.5 primeira (fraca)
3.0 segunda

Tabela 4.2: Ordem de transi¢cao da fase do tipo faixas para a fase tetragonal obtidas
na ref. (12) para diferentes valores de o.

1 fases observadas ordem de transicao referéncia
< 0.425 | anti-ferromagnética — tetragonal continua (9, 10, 33)
0.85 faixas — tetragonal continua (12)
1.00 faixas — tetragonal primeira (10)
1.7 faixas — tetragonal primeira (12)
2.0 faixas — nemaética — tetragonal | anéalise ndo conclusiva e (12, 11)
primeira, respectivamente

Tabela 4.3: Resumo das transi¢oes de fase observadas para alguns acoplamentos o
conforme obtidas em diferentes trabalhos.

regiao de acoplamento ainda é obscura.

Os resultados que temos na literatura para o modelo, além de estarem
claramente apresentados nas figuras 4.3 e 4.4, também estao resumidos na tabela

4.3 acompanhados das respectivas referéncias para alguns valores de 9.

A despeito de todo intenso trabalho experimental e tebrico, a precisa natureza
da ordem das transicoes entre as fases observadas neste sistema ainda nao
é bem compreendida e os resultados obtidos nao sao perfeitamente confidveis,
principalmente aqueles advindos das simulagoes de Monte Carlo realizadas com redes
pequenas. Com nosso trabalho esperamos contribuir para esclarecer o diagrama de
fase do modelo na regiao 6 € [0.89,1.30]. Em especifico trabalhamos no intervalo de
0 correspondente a h = 1 na procura da localizacao precisa do ponto tricritico e na

obtencao da ordem de transicao da fase do tipo faixas para liquido tetragonal.



CAPITULO

METODOS DE MONTE CARLO

5.1 Introducao

O método de Monte Carlo (MC) tem a finalidade de construir uma distribuicao
de microestados caracteristicos (configuracoes) do sistema descrito por uma
hamiltoniana utilizando niimeros (pseudo)-aleatéorios. Grandezas fisicas sao obtidas
a particr de médias temporais' envolvendo estas configuracdes. Esta média
estocastica equivale a uma média de ensemble, se o sistema for ergoédico. Assim, o
tempo desempenha o papel de um rétulo caracterizando os varios estados amostrados
e ndo necessita estar relacionado com o tempo fisico (35). As propriedades de um
sistema, descritas pela mecanica estatistica, é dada de forma nao trivial pela presenca
de interacoes entre as particulas. Sendo E(z) a energia de uma configuracio = (um
ponto no espaco de fase do modelo), a média termodinamica de qualquer observavel

O(z) é dada por

[ O(a) expl—BE()
O = o hBG)]

A ideia béasica do método MC é calcular numericamente as integrais no espaco

(5.1)

de fase. Este método foi proposto por Metropolis (36) e é baseado no conceito
ideia de amostragem por importancia. Aqui, os pontos do espaco de fase nao sao

completamente aleatorios e sim amostrados de acordo com uma probabilidade w(x).

!Neste caso, o tempo corresponde ao niimero de passos computacionais

44
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Aproximando a integral dada em 5.1 para um somatorio, temos:

_ i, Ofaw ! (x) exp[-BE(x)]
Sy w (i) expl—BE(x;)]

Escolhendo w(x;) = wey(;) o< exp[—BE(z;)], a equagdo 5.2 se reduz a uma simples

(0)

(5.2)

média aritmética,

()= 37 - 0w (5.3)

A equacdo 5.3 representa o fato de ser possivel construir uma caminhada
aleatoria de pontos (z;) através do espago de fase via um processo markoviano de
forma que w(x;) — wey(z;) para M — oco. Esse processo markoviano é definido
especificando uma probabilidade de transicio W (z; — x}) de um ponto no espaco
de fase x; para outro z}. Para garantir a propriedade de que w(z;) convirja para

Weq(x;) € suficiente impor a condigdo de balanco detalhado

Weq (X)W (x; = &) = weg ()W (2 — 24), (5.4)

i

o qual implica que a razao entre as probabilidades de transicao depende somente da
variagao na energia, ou seja
/
Wizi = 20) _—sip@)-E@) (5.5)
Consequentemente, podemos escolher a probabilidade de transigdo entre z; e x; da

seguinte forma:

At , se F(x}) < E(x;)

W(x; — ) = (5.6)

A te AEE)=B@)] oo E(x)) > E(z;),

onde A é uma constante qualquer que nio afeta o balanco detalhado®. A equacéo
5.6 diz que, se a variacao na energia do sistema resultante de uma mudanca na
configuracao de x; — z; for negativa, a nova configuragio serd automaticamente

aceita. Do contrario, a nova configuracdo serd aceita com a probabilidadade
e BlE(@))—E(w:)]

2Usualmente faz-se A = 1
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5.2 Ensembles generalizados

A utilizacdo da amostragem por importancia escolhendo w(z) como o peso de
Boltzmann conduz a um algoritmo largamente utilizado. A proposta original com
w(z) o e PE@) simula o ensemble canonico a uma temperatura fixa 7 e nos permite
calcular grandezas fisicas tais como a energia interna em funcao dessa temperatura.
Entretanto, este algoritmo pode ser ineficiente no acesso as possiveis configuracoes
de equilibrio se existirem grandes barreiras de energia livre entre elas, como por
exemplo, quando da ocorréncia de transi¢coes de fase de primeira ordem. Neste
caso, 0 tamanho da amostragem e/ou o tempo necessario para que se amostre essas
configuragoes se torna muito grande e invidvel. Outras escolhas da fungao peso
sao possiveis. Na tentativa de se ultrapassar barreiras de energia livre, foi criado o
conceito de ensemble generalizado, que fornecem histogramas uniformes na energia.
Esses métodos permitem calcular estimar médias candnicas para uma ampla faixa
de temperaturas a partir de uma tnica simulacdo. A esséncia dessa aproximacao é
conseguir amostrar o espaco de estados de um sistema fisico de forma que estados

particularmente raros, mas importantes, sejam encontrados com frequéncia.

Para os algoritmos generalizados, um movimento do microestado x para z’ é

aceito com a probabilidade
W(z — 2') = min[l,w(z’) /w(x)]. (5.7)

A escolha usual da amostragem por importancia leva a um histograma H(FE) com
distribuicdo canoénica H(E) x p(E)e ™ (onde p(E) é a densidade de estados). A
escolha w(E) o< 1/p(FE) leva a um histograma uniforme e ¢é utilizada por algoritmos
tais como os algoritmos multicanonico (23), entropico (37) e de Wang-Landau
(38). Utilizamos neste trabalho o algoritmo multicanénico. Embora as discussoes
presentes na literatura (39, 40) mostrem a equivaléncia entre os algoritmos entropico
e multicanonico, apresentaremos também a formulagao do algoritmo entropico com

o intuito de facilitar o entendimento da formulagao do algoritmo multicanonico.
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5.2.1 O algoritmo entrépico

Em 1993, posteriormente a apresentacao do algoritmo multicanonico por Berg
e Neuhaus (23) (que veremos na se¢do 5.2.2), Jooyoung Lee (37) apresentou o
algoritmo entrépico como um novo algoritmo de Monte Carlo com a justificativa de
que a amostragem entropica é um método geral e que qualquer tipo de amostragem
é uma particularidade do método proposto. Observando que a funcao de particdao
pode ser escrita como

Z(B) =Y _p(E)e™ = exp[S(E) — BE], (5.8)

E

onde S(FE) é a defingdo da entropia microcanonica de Boltzmann. Podemos obter
uma distribuigdo arbitraria w(E) o exp|[S(E) — J(E)] impondo que
Wiz =) _pwen-sme) (5.9)
W(z' — z)

Note que a amostragem por importancia convencional nada mais é que o caso
particular com J(F) = SE. Como veremos, o algoritmo multicanonico pode ser
considerado dessa forma como um caso particular com J(E) = b(E)E — a(E). O
objetivo do algoritmo entropico é obter a densidade de estados do sistema ou a
entropia microcanonica S(FE) utilizando o peso J(E). Se J(E) = S(FE), a producio
fornecera uma distribuicao aproximadamente uniforme sobre todo o intervalo de
energia explorado. Dessa forma, é necessario, antes de realizar uma producao com
w(E) = e 5®) obter uma boa estimativa para S(F). Essa estimativa é obtida a

partir dos seguintes passos:
i) inicialmente, faca J(EF) = S(E) = 0 para todo E;
ii) obtenha o histograma H(F) de acordo com a equagao 5.9;

ili) uma nova estimativa para S(E) é dada por

S(E) = J(E) , se HE)=0 (5.10)

J(E)=J(E)+InH(E) ., caso contrario

Os passos ii e iii sao repetidos até que o sistema amostre todo o intervalo desejado

para a energia interna F.
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5.2.2 O algoritmo multicandénico

J(E) & escrito em funcdo de dois

No algoritmo multicanonico o peso w(FE) o e~
parametros livres a(E) e b(E), denominados parametros multicanonicos, da seguinte
forma:

1
W1/p(E) = —Tpy — eis(E) = eib(E)EHL(E). (5.11)

p(E)
Como uma extensao da terminologia microcanonica, podemos chamar b(E) de
inverso da temperatura microcanénica e a(FE) de energia livre microcanonica
adimensional. Uma simulacao multicanonica fornece, da mesma forma que o
algoritmo entropico, a entropia microcandnica pois os parametros multicanonicos
procurados fornecem wp,,(E) = wi/pm = L Dessa forma, a entropia

p(E)
microcanonica é obtida a partir de S(F) = —Ilnp(F) = b(E)E — a(E).

Uma simulagao candnica convencional calcula valores esperados na temperatura
T e pode, por técnicas de repesagem, somente extrapolar esses valores esperados para
a vicinidade dessa temperatura. Em contraste, uma tnica simulacao multicanonica
nos permite obter propriedades de equilibrio no ensemble de Gibbs em qualquer
temperatura. De forma andloga ao algoritmo entropico, o algoritmo multicanonico

requer as mesmas duas etapas:

i) obter uma estimativa para wy,(E) a partir dos parametros multicanonicos

a(E) e b(F) para todo E;

ii) produzir uma simulagao de Monte Carlo com o peso final fixo w,,(F).

A partir do momento em que a primeira etapa da simulacado multicandnica é
efetuada, todas as propriedades termodinamicas do sistema sao obtidas na segunda

etapa.

5.2.2.1 Estimativas candnicas

Seguindo o algoritmo multicanonico, a distribuicao de configuragoes corresponde

a probabilidade multicanonica é dada por

pmu<E) = Cmup(E)wWW(E)a (5'12)
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onde ¢, = 1/Zp(E)wmu(E) para garantir que meu = 1. Lembrando que
E E

p(E) = Hpu( B)wpu(E) ™Y, onde H,,,(E) é o histograma de energia obtido a partir
de uma simulagao multicanénica, a equacao 5.12 também pode ser escrita para fins

praticos® da seguinte forma:

P E) = cruHpu(E), (5.13)

Se os parametros multicanoénicos fornecerem valores apropriados para a entropia

microcanodnica, entao a aproximacgao
p(E) = 1/wnu(F) (5.14)

é valida. Substituindo 5.14 em 5.12, podemos verificar que o histograma produzido

deve ser aproximadamente uniforme, pois

Pmu(E) & Cra- (5.15)

A probabilidade canonica é dada por
ps(E) = cgp(E)e™ ", (5.16)

onde a constante ¢g = 1/Z(8) é necessaria para garantir que Zpg(E) = 1.

E
Substituindo a densidade de estados dada em 5.14 na equacao 5.16, temos a

repesagem da probabilidade ps(E) para o ensemble canonico,
Cp pmu(E) —BE ljm”u(E) —BE
E) — — cp T/ ) 5.17
Ps(E) Cone O (B) O o B) € (5:17)

Também podemos utilizar a aproximagao 5.11 e estimar a probabilidade canénica
como

ps(E) = cawme(E) e PE. (5.18)

Consequentemente, construimos a funcao de particio canonica a partir dos

histogramas produzidos e dos parametros multicanonicos da seguinte forma:

Z(8) =Y Huu(E) exp[—BE + b(E)E — a(E)). (5.19)

% As simulagdes fornecem o histograma H,,,(E) a partir do peso multicanénico wy,, (E)
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Assim, grandezas importantes no ensemble candnico, como a energia livre de

Helmholtz,
F(B)=—-p""InZ(p), (5.20)

e a entropia
S(B) = B(E - F), (5.21)
podem ser estimadas.

O valor esperado (O) a uma dada temperatura T, sendo O fun¢ao da energia

interna F, ¢ dado por

_ 2 pO(E)H(E) exp[—FE]
(0)(B) = S H(E)opfE] (5.22)

onde H(F) o histograma de energia produzido. Na presente simulac¢ao utilizamos o

histograma H,,,,(E), e o estimador multicandnico de (O) ¢ dado por

_ 25 OE)Hyu(E) exp[—FE + b(E)E — a(E)]

OB = == (B epFE+HEE —aB)] O

onde as somas sao efetuadas sobre todos os valores de E para os quais H,,,(F) tem

valores nao nulos.

5.2.2.2 Relacoes de recorréncia para obtencao do peso multicanénico

A primeira etapa do algoritimo é sem duvida a mais dispendiosa pois consiste
na realizacao de diversas repeticoes até que todo o intervalo de energia desejado
seja amostrado e de forma uniforme. Para tanto, sao utilizadas relacoes recursivas
para os parametros multicanonicos. O indice n no peso multicanénico wy,. (E) e nos

parametros a"(FE) e b"(FE), sera utilizado a partir de agora para associé-lo com a

0
mu

n-ésima repeti¢ao. A simulacdo é iniciada com w, , (F) = 1 para todo E, que consiste
em uma simulagao a 7T infinito, pois b(E) = a(F) = 0. Os passos subsequentes sao
realizados para obter melhores estimativas possiveis para w), (F), comn = 1,23, ...

para todo E.

Como ja comentado, o parametro multicanonico b(E) esta relacionado com o

inverso da temperatura microcanonica. Da relacao termodindmica F' = E — TS
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fazemos a associacdo b(F) = 1/T(FE) e a(F) = F(E)/T(E). Assim, por defini¢ao, a

temperatura microcanonica é

b(E) = = . (5.24)
Para energias discretizadas podemos escrever
b(E) = [S(E + €) — S(E)]/e. (5.25)
A identidade S(E) = b(E)E — a(E) implica que
S(E) — S(E —¢€) = b(E)E — b(E — €)(E — €) — a(E) + a(E — ¢). (5.26)
Fazendo S(E) — S(E — ¢) = eb(E — €) temos
a(E — €) = a(E) + [b(E — ¢) — b(E)]E. (5.27)

Note que, definindo um valor para a(E,,..), a(E) é obtido de forma recursiva a partir
do momento que se tem b(E). Os valores de a"(F) dependem apenas de b"(E) na

n-ésima repeticao, ou seja,

a"(E —¢€)=a"(E)+ [b"(F —¢€) =" (E)]E. (5.28)

Falta agora definir como obter os valores para b"™'(E) a partir da n-ésima

repeticao.

O histograma de energias da n-ésima repeticdo ¢ dado por H,,  (E). Para evitar

que H (E) =0, o substituimos por
HVTrLLu(E) = maX[H()? HVTrLLu(E)L

onde Hy é um nimero entre 0 e 1. Definimos

n+1 n E
witH(B) = e 5" ) = C;)ITL((E))’ (5.29)

onde o valor da constante ¢ é irrelevante para o processo de amostragem. Assim,

um estimador da entropia microcandnica é definido como

S"HE)=—Inc+ S*(E) + InH (E). (5.30)
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Inserindo esta relagdo em 5.25 obtemos finalmente a seguinte relagao para os b"(FE),

V'Y E) =b"(E) +[InH" (E+¢) —InH" (E)]/e. (5.31)

Entretanto, é conveniente utilizar a relag¢do introduzida em (41, 26, 8) onde se define

o peso normalizado
90 (E)
9*(E) + g5 (E)’

Os pesos ¢g"(E) sdo obtidos pela relacao ¢"*(E) = ¢"(E) + gi'(E), com ¢°(E) = 0.

9o (E) = (5.32)

A partir dos pesos g} (E) sao definidos por

. (E+ ) Hy (F)

0(F) = . 5.33
BE) = H (B4 ) + Hyp (B) (>:3)

A relacgao recursiva dada em 5.31 é reescrita na nova forma como
VU E) = b"(E) + gg(E)In H! . (E + ¢) — In H",(E)]/e. (5.34)

Aqui n6s vimos como as atualizagoes dos parametros multicanonicos sao
realizadas. Entretanto, nao mencionamos quando atualizar esses parametros. ou
seja, ap6s quantos passos de Monte Carlo devemos terminar uma repeticao e comegar
outra, de forma a obter v""(E) e a""(E) a partir de b"(E) e a"(E). Veremos
no préximo capitulo que o ntimero de passos de Monte Carlo de cada repeticao

dependerd do ntimero de round trips, que definiremos a seguir.



CAPITULO

SIMULACAO DO MODELO

Neste capitulo apresentaremos detalhes do processo de simulacao do modelo
de Ising dipolar, abordando os métodos utilizados na producao e andlise dos
dados. Como ja visto, o algoritmo multicanénico requer a obtencao dos
parametros multicandnicos para definir a probabilidade de amostragem das possiveis
configuragoes. Dessa forma, apresentaremos os critérios utilizados para obter esses

parametros: o nimero de passos de Monte Carlo e de round trips.

As simulacoes fornecem a densidade de estado do sistema, a qual é utilizada
para obter a funcao de particao canonica. Os zeros complexos da funcao de particao
canonica foram calculados de duas maneiras: para redes L = 12,20 e 32 calculamos
os zeros de um polinémio lancando mao do aplicativo Mathematica. Para L > 32
foi utilizado outro método, o qual consiste na separacao da funcao de particao em
duas partes: uma parte imaginaria e uma parte real. Apoés isso, é efetuado um
escaneamento nas duas partes em busca dos respectivos zeros. Os zeros complexos
da funcao de particao correspondem as solucoes simultaneas das suas partes real e
imaginaria. Em termos graficos, isso equivale a encontrar os pontos dos graficos onde
os zeros dos termos imaginario e real se cruzam. Cada zero obtido por esse método
é entao refinado fazendo uso da rotina de otimizagdo Amoeba (42), que necessita de
um valor de entrada bem préximo do zero para convergir. Apds a obtengao do zero
mais proximo do eixo real uY(L), a ordem da transicio ¢ definida pelo expoente v a

partir das relacoes de escala para esses zeros.

O processo de obtencao dos resultados consiste das seguintes etapas:

23
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e obtencao dos parametros multicanonicos;

e producao das séries por meio do algoritmo multicandnico;

e obtencao do primeiro zero da fungao de particao para cada série produzida;
e calculo dos zeros e de seus erros a partir das séries produzidas;

e cstimativa do expoente v a partir da relacao de escala para o primeiro zero
da funcao de particao e determinacao da ordem da transicao de fase do tipo

faixas para a fase de liquido tetragonal;

e obtencao da temperatura critica e construcao do diagrama de fase.

6.1 Condicoes periodicas de contorno e o método
da soma de Ewald

Por causa do carater de longo alcance do modelo de Ising dipolar as condigoes
de contorno nao devem ser restritas somente ao contorno L +1 e L — 1 de uma
rede quadrada de volume L X L, onde os spins localizados em (i, L) interagem
com os spins localizados em (i,1) e os spins localizados em (L,%) interagem com
os spins (1,7), sendo i = 1,2,..., L. Esse tipo de condigao de contorno é aplicado
somente no termo de interacao de troca entre primeiros vizinhos. Ja para o termo
dipolar, utilizamos imagens replicadas infinitamente no plano, onde o momento de
dipolo de cada particula deve interagir com os momentos de dipolo de todas as
outras particulas, inclusive com as imagens dessas particulas e com a sua prépria
imagem. A figura 6.1 representa as condig¢oes de contorno periddicas para interacoes
entre primeiros vizinhos (caixas em azul) e as interagoes dipolares (setas). A seta
na cor preta representa uma interacao entre a particula ¢ e a particula j contida
dentro da rede quadrada L x L (em branco). As setas azul e verde indicam,
respectivamente, interagoes entre a particula 7 e as particulas j' (imagem da particula
7) e 7" (outra imagem da particula j). O termo dipolar da energia dado pela equagao

4.5, considerando as interacoes de cada particula com todas as outras e suas imagens,
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Figura 6.1: Representacao das condigoes periddicas de contorno para interagoes de
troca entre uma particula i e seus primeiros vizinhos (caixas na cor azul) e interagoes
dipolares (setas) que ocorrem entre todas as outras particulas e suas respectivas
imagens.

além de sua propria imagem, fica escrito como

Edipolar = ZZ Z |r1JUf]n|3’ (6.1)

=1 j=1 |n|=0
onde " indica que o vetor 17 = 0 é excluido do somatoério quando i = j.

Temos dessa forma dois tipos de condicoes periodicas de contorno: uma para
interacoes de troca entre primeiros vizinhos e outra para interacoes dipolares entre
todas as particulas. A soma em n de Edipolar na equacao 6.1 é dada por meio do
método da soma de Ewald, que converte este somatorio, de convergéncia lenta, em
trés outros somatorios que convergem mais rapidamente. Esses trés termos sao os
seguintes: um termo no espaco real, um termo no espacgo reciproco e um termo de
auto-interacao. Utilizando o método da soma de Ewald temos uma nova expressao

para a energia dipolar:

Edipolar = Lreal + Ereciproco + Eauto-interagéiov (6.2)
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onde o vetor G = 2w (kie1 + kqez)/L com ky e ks inteiros.

Todo o desenvolvimento referente as condigoes de contorno periddicas ja foi
discutido na dissertacao de mestrado de Leandro G. Rizzi, que também estudou
o modelo de Ising dipolar. Maiores detalhes sobre o método vide (8). No estudo
desenvolvido sobre a convergéncia das somas de Ewald, foi observado no trabalho
citado acima, que, para este modelo, o parametro a deve ser igual a 3.5 em todas
as simulacoes. A interacao de longo alcance faz com que as simulagoes sejam
demoradas, sendo que a maior parte do tempo é utilizada na etapa de obtencao
dos parametros multicanénicos. Foi necessario entao limitar o tamanho das redes

utilizadas ao valor maximo de L = 64.

6.2 Simulacoes multicanénicas

Foram geradas séries temporais utilizando o algoritmo multicanénico para redes
de tamanho L = 12, 20, 32, 48 e 64. As séries produzidas foram iniciadas a partir de
configuragoes aleatorias. A energia minima por spin ey = Ey/N foi escolhida com
base na obtencao teodrica da energia do estado fundamental para L = 128. Para
isso, calculamos as energias dos estados do tipo faixa com h = 1,2 e 3 em fungao do
acoplamento ¢ (veja a figura 6.2). Verificamos qual é a configura¢ao de menor energia
em funcao de 6. Note que, para § < 1.2585, o estado com largura de faixas h =1 é
o de menor energia, com eg = —0.4677. Ja para o intervalo § € [1.2585,2.2017], as
menores energias ocorrem na configuracao do tipo faixas h = 2 e para o intervalo
d € [2.2017,2.6], ocorrem com h = 3. A tabela 6.1 mostra a dependéncia entre a

largura das faixas h e o acoplamento ¢ para L = 128 com base nesse calculo. Assim,
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Figura 6.2: Energias calculadas para os estados do tipo faixas h = 1, 2 e 3 em funcao
de 9 para L = 128.

no intervalo em que trabalhamos encontramos o estado fundamental do tipo faixas

h =1, com excecao do § = 1.30, que ja apresenta o estado do tipo faixas h = 2.

Para a construcao dos histogramas de energia tivemos que dividir as energias
do sistema em pequenos intervalos de largura e. Assim, a energia caracteristica de
cada intervalo de largura € = 1 na energia total (ou ¢/L? em energia por spin), é

dada pela relacao

E,, = eoL* 4+ me, (6.3)

sendo que m = 0,1,2,...,L?. Dessa forma, a energia minima total do sistema é
dada por egL?. Consequentemente, os parametros multicanonicos obtidos e usados
na simulacao estao relacionados a um determinado intervalo de energia, ou seja
a(E(m)) e b(E(m)) correspondem na verdade a um intervalo de energia discretizado,
caracterizado por m. Para a determinacao dos parametros multicanénicos para
L = 12 e L = 20 inicialmente utilizamos ¢ = 0.5 com o objetivo de termos mais
pontos no grafico de b(E) e a(F). Entretanto, observamos varios intervalos de
energia de largura € vazios, ou seja, nenhuma configuracao foi amostrada em alguns

desses intervalos. Assim, decidimos utilizar como padrao € = 1.
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h ) €o
1 0.44 —1.2585 —0.4677
2 1.2585 —2.2017 0.7908 — o

w

2.2017 —2.81  1.5476 — 1.43386

Tabela 6.1: Relacao entre 6, h e energia do estado fundamental utilizada nas
simulagoes.

m histograma

e=05 e=1

2 0 282
3 0 0

4 159 23292
> 0 28093
6 0 25084
7 10756 23528
8 13795 23379

Tabela 6.2: Histograma para baixas energias com L = 12 para e =0.5 e e = 1.

O procedimento adotado desde a obtencao dos parametros multicandnicos até a

producao de dados foi o seguinte:

e Obtencao dos parametros multicanonicos a"(E) e b"(E):
parte A - cobrindo todo o intervalo de energia:

Os parametros multicanoénicos a" ™ (E) e b""!(E) sdo atualizados a partir do
histograma H,,, produzido a cada 3 idas e voltas entre as energias maxima
e minima amostradas® ou até atingir um ntmero maximo de passos de MC
(nmazx ). Chamaremos esse processo do sistema ir da maior para a menor
energia M, amostrada de round trip (RT), termo comumente utilizado em

inglés. O ntmero méaximo nmawyc é definido como? nmazryc = 3(nyc).

'E suficiente que sejam contadas as idas e voltas entre a energia mediana e a minima.
20 valor (ny¢) é obtido somando o nys¢ a cada atualizacio dos parametros multicanonicos e
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Como na primeira atualizacdo nao temos uma energia minima amostrada,
esta energia minima é determinada apos 50000 passos de MC (cada passo
de MC consiste de N = L* varreduras). A menor energia amostrada em
cada atualizacao é mantida pelo programa em uma variavel que chamamos de
Mmin € € utilizada na proxima atualizagao para contar o ntumero de RT'. Esse
procedimento é repetido até que o sistema consiga chegar a energia do estado

fundamental.
parte B - definindo o peso multicanonico:

Depois que obtivemos o peso multicanonico para todas as energias, uma
nova atualizacao é feita. KEssa nova atualizagdo exige um maior nimero de
RT (utilizamos 20 RT') com o intuito de obter parametros multicandnicos
melhores, para a definicdo do peso w(FE) = e“BE)HEE O namero de passos
de MC' (npc) necessarios para essa etapa é guardado para ser utilizado na

etapa a seguir.

e Producao de dados: com o peso multicanoénico definido, produzimos 16 séries
com ny;c de forma a termos em torno de 20 RT por série. Os ny,¢c utilizados
podem ser vistos na tabela 6.3. As densidades de estados fornecidas por essas
séries sao utilizadas na construcao da funcao de particao canonica para a

obtencao de seus zeros e as correspondentes estimativas do erro estatistico.

Como estamos interessados em encontrar o ponto tricritico, a ordem da transicao
de fase foi obtida para diferentes valores de ¢ e dessa forma os resultados serao
apresentados para cada um destes. Entretanto, somente para fins ilustrativos,
mostramos o processo de atualizagao dos parametros multicanénicos para o = 0.89.
Na figura 6.3 temos os histogramas para diferentes repeticoes n de atualizagao
desses parametros multicandnicos para todos os valores de L utilizados. Note que os
histogramas tornam-se aproximadamente uniformes e amostram um intervalo maior

de energias & medida que se atualiza os parametros a"(E) e 0" (E).

Os parametros multicanonicos finais utilizados para definir o peso multicanénico

sao mostrados no apéndice A para todos os valores de L e ¢ simulados. Aqui, para

dividindo pelo total de atualizacoes feitas até o momento
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Figura 6.3: Histogramas de energia produzidos em diferentes repeticoes n para
atualizacdo dos parametros multicanénicos a"(E) e 0" (E) para § = 0.89.
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Figura 6.4: Parametros multicanoénicos finais utilizados para a producao de dados
para L = 48: (a) a(E) e (b) b(E).

L\§ 0.89 0.91 0.93 0.95 0.97 1.00 1.10 1.20 1.30
12 11 632 12 032 14 026 10 186 16 893 12 279 24 216 51 171 73 362
20 47 290 52 098 46 969 50 127 78 380 63 333 91 158 223 934 269 598

32 188 620 149 412 105 008 158 214 213 036 179 126 236 436 959 554 1 354 207
48 483 287 380 451 645 854 503 469 484 012 582 030 879 740 2285886 3 256 588

64 824 022 938 475 751156 1104830 1300445 1296208 2281061 5579023 -

Tabela 6.3: njy¢ utilizados na producao de dados.

fins ilustrativos mostramos esses parametros finais para 6 = 0.89 correspondentes as

simula¢oes com redes L = 48 (figura 6.4).

6.3 Zeros da funcao de particao canonica

A partir dos histogramas produzidos H,,,(F) e do peso multicandnico, obtemos
a densidade de estados do sistema,

p(E) o (E)’

(6.4)

Por sua vez, tendo a densidade de estados, podemos construir a funcao de particao
canonica,

Z(E) =Y _ p(E) exp[-B(E)]. (6.5)
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Considerando o processo de discretizacao introduzido introduzido na equacgao 6.3,

E,, = egL? + me, a equacdo anterior pode ser escrita como
Z(m) = e PN " p(m) exp(—pBme). (6.6)
m=0
Como € = 1, os zeros da funcao de particao sao os mesmos do polinémio

Z(m) = 3" plm)u™ (67)

m=0
onde u = e”.  Entretanto, por razdes numeéricas, a obtenciao dos zeros com a
funcao de particao escrita nessa forma polinomial somente é vidvel até L = 32. Para
redes maiores a densidade de estados assume valores além da precisao da maquina,
ou seja, valores muito pequenos passam a ser arredondados para zero e valores muito
grandes estao além da capacidade da representacao numeérica. Para L > 32 os zeros
da funcao de parti¢do foram procurados separadamente nas partes Re(Z) e Im(2)
da funcao de particao. Um zero da funcao de particao é obtido quando a linha de
zeros de Re(Z) e de Im(Z) se cruzam. Na figura 6.5 temos a ilustragao dos zeros
em 3, também para L = 32, 6 = 0.89 e 6 = 1.30. Os zeros nesse caso sao obtidos
nos pontos de cruzamento das linhas vermelhas com as pretas. Nesta dissertacao
estamos interessados na obtencao do zero mais proximo ao eixo real. O estégio
posterior desse processo consiste no refinamento desses zeros com o algoritmo de
minimiza¢ao Amoeba. Na figura 6.6 ilustramos os zeros da funcado de particao em u
de uma série produzida para L = 32, para 6 = 0.89 e 1.30, com ampliacao na regiao
de interesse. A partir da analise de escala de tamanho finito para a parte imaginaria

do primeiro zero complexo,

Im[ul(L)] o< L7, (6.8)

obtemos o valor de v e consequentemente a natureza da transicao. Uma transicao
de primeira ordem ocorre quando dv = 1. Também obtemos a temperatura critica

a partir da relacao de escala
Re[3(L)] = B+ aL ™. (6.9)

Com Re[B(L)] e v, & possivel obter . do grafico Re[5(L)] versus Lv.
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Imi [3)

Re(p)

(b) 6 =1.30

Figura 6.5: Escaneamento dos zeros da funcao de particao candnica em [ para
L =32.
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Figura 6.6: Zeros em u = e ¥ para L = 32 obtidos de uma das 16 séries produzidas
para (a) (6 = 0.89) todos os zeros obtidos, (b) (6 = 0.89) ampliacido da regido de
interesse, (c¢) (6 = 1.30) todos os zeros obtidos, (d) (6 = 1.30) ampliagao da regiao
de interesse.



CAPITULO

RESULTADOS E DISCUSSAO

Discutiremos neste capitulo os resultados obtidos para diversos valores de  na
regiao de interesse do diagrama de fase em funcao dos tamanhos de rede L que
utilizamos. O estudo do modelo estava inicialmente focado na regiao do diagrama
de fase no intervalo 6 € [0.89,1.00]. Tal escolha se deve ao fato, como ja visto no
capitulo 4, de haver evidéncias na literatura da existéncia de um ponto tricritico
nessa regiao. Entretanto, neste trabalho, o ponto tricritico nao foi localizado nessa
regiao do diagrama de fase mencionada cima. Foi necessario entao estender o estudo
para 6 > 1.0 & procura desse ponto. O estudo acabou abrangendo o intervalo
d €[0.89,1.30]. Com os resultados obtidos foi possivel construir o diagrama de fase
T x § para o intervalo de 0 estudado e assim, localizar a regiao em que se encontra
o ponto tricritico. Esse ponto corresponde na literatura, & mudanca da ordem de
transicao da fase do tipo faixas para o liquido tetragonal. Entretanto, encontramos
indicios, a partir de uma andlise microcandnica, de que a esta linha de transicao
de fase pode se dividir em duas outras linhas correspondentes as transicoes da fase
do tipo faixas para a fase nemética e da fase nematica para o liquido tetragonal.
Assim, o ponto tricritico, se ocorrer, pode estar localizado na linha de transicao da
fase nematica para a tetragonal. A partir da analise de F'SS para os zeros da fungao
de particao, obtivemos como resultado uma tnica linha de transicao do diagrama
de fase, sendo que, para todos os valores do acoplamento ¢ abaixo de 1.20, essa
linha representa uma transicao de segunda ordem e para 6 = 1.30, uma transicao

de primeira ordem.
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1 dv ordem da transicao
0.89  1.79(8) segunda
091  1.82(7) segunda
0.93  1.77(7) segunda
0.95  1.73(6) segunda
0.97  1.71(6) segunda
1.00  1.65(5) segunda
1.10  1.42(3) segunda
1.20  1.23(2) segunda
1.30  1.019(5) primeira

Tabela 7.1: Resultados obtidos a partir da FSS para os zeros da fungao de particao.

7.1 Analise de escala de tamanho finito para os
zeros da funcao de particao

Vamos apresentar nesta secao os resultados obtidos pela analise de tamanho
finito para os zeros da funcao de particao canonica. Todo o processo de producao
de dados e de analise ja foi descrito no capitulo 6. O primeiro zero complexo nas
varidveis u e [ foi obtido a partir da média entre as 16 séries produzidas. A lista
completa dos zeros, incluindo os respectivos erros estatisticos, esta exposta em forma
de tabela, para cada valor de L e 6 no apéndice B. As figuras 7.1 e 7.2 foram
construidas a partir da parte imaginaria dos zeros na variavel u. Temos nessas
figuras os graficos de — InIm[u{(L)] versus In L com as respectivas barras de erro
e os valores encontrados para dv a partir da regressao linear. Vale lembrar que
quando d = 1/v, temos uma transi¢gdo de primeira ordem. Isso ocorre, dentre os
valores de ¢ estudados, somente para 6 = 1.30. Para todos os outros valores de 4,
nossos resultados apontaram para uma transicao de segunda ordem. A tabela 7.1

apresenta o resumo desses resultados.

Nas figuras 7.3 e 7.4 temos os graficos de Re[3(L)] versus L~ com os
respectivos valores de (. e T,.. Resumimos estes resultados na tabela 7.2. Com
nossos valores de T,, construimos a diagrama de fase apresentado na figura 7.5 com

o objetivo de compararmos com o intervalo correspondente do diagrama apresentado
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Figura 7.1: Regressdo linear para —InIm[u(L)] versus In L com os respectivos
valores de dv para diferentes valores de 4.

m (11). O diagrama de fase da ref. (11), jA mostrado no capitulo 4, foi novamente
inserido aqui (figura 7.6) para facilitar ao leitor a comparagao entre os resultados.
Observamos somente uma linha de transicao no plano complexo da temperatura,
correspondente & transicao da fase do tipo faixas para o liquido tetragonal, em
concordancia com os resultados de simulacoes de Monte Carlo apresentados em
(11). Diferentemente do que esperavamos observar, o diagrama 7.5 apresenta uma
transi¢ao de primeira ordem somente em 0 = 1.30, quando o estado fundamental é o
estado do tipo faixas com h = 2. Os nossos resultados a partir do estudo dos zeros
complexos da funcao de particao indicam que a transicao da fase do tipo faixas h = 1

para a fase tetragonal é sempre continua no intervalo § € [0.89,1.20]. Aumentando
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Figura 7.2: Regressdo linear para —InIm[u(L)] versus In L com os respectivos
valores de dv para diferentes valores de §.
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o valor de ¢ para 1.30, a transicao da fase do tipo faixas, com h = 2, para a fase
tetragonal passa a ser de primeira ordem. Estamos produzindo novas simulagoes
para o intervalo 0 € [1.2,1.3] para obter com maior precisdo o ponto tricritico.
Podemos pensar na possibilidade deste ponto ocorrer juntamente com a transicao
de h = 1 para h = 2. Vale lembrar que na ref. (10), os autores trabalharam com
L = 48 na obtencao dos resultados para 6 = 1.00. Apesar de apontarem a existéncia
de uma transicao de primeira ordem fraca, deixaram claro a necessidade de novos
estudos para confirmar a ordem da transicao para esse acoplamento. Lembramos que
o diagrama 7.6 contém informacoes coletadas de diversas referéncias. A transicdo

de segunda ordem em 0 = 0.85, por exemplo, é obtida da ref. (12).
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v -1
L L
(c) §=10.93 (d) 6 =0.95

Figura 7.3: Regressao linear para Ref(L) versus L7 com os respectivos valores
de B. e T.,.
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Figura 7.4: Regressao linear para RefS(L) versus L~

de B. e T..

com os respectivos valores
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Figura 7.5: Diagrama de fase de T, versus ¢ construido a partir de nossos resultados.
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Figura 7.6: Diagrama de fase de T, versus § retirado da ref.(11).
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4 ﬂ c T(:

0.89  2.430(4)  0.4115(6)
0.91  2.429(8)  0.412(1)
0.93  2.458(1)  0.4068(2)
0.95 2.4739(8)  0.4042(1)
0.97  2.494(3)  0.4009(5)
1.00  2.532(3)  0.3949(5)
110 2.746(3)  0.3642(4)
120  3.219(2)  0.3112(4)

130 3.03(1)  0.330(1)

Tabela 7.2: Temperaturas criticas obtidas a partir da FSS para Re(f).

Comparando os dois diagramas e olhando para a tabela 7.2, observamos que
os valores e comportamento das temperaturas criticas em funcdo de 6 sao bem
semelhantes: T, esta em torno de 0.4 para 6 = 0.9, e diminui progressivamente até a
temperatura de transicao entre as fases h = 1 e h = 2 e depois comeca a aumentar.

Note que T, em § = 1.30 ¢ ligeiramente maior que em d = 1.20 nos dois diagramas.
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7.2 Possibilidade de outra transicao de fase

Apesar dos nossos resultados, obtidos a partir das relacoes de FSS para os zeros
complexos, indicarem somente uma linha de transi¢ao de fase na regiao de § estudada
e nos levar a relacionar essa linha com a transicao da fase do tipo faixas para a
tetragonal, os resultados obtidos com a andlise microcanonica, descrita no apéndice
C, mostra a existéncia de duas transicoes de fase para §d = 1.20 e § = 1.30. Os calores
especificos observados para 0 = 1.20 sao caracteristicos de transicoes de segunda
ordem, enquanto que, para § = 1.30, sao caracteristicos de primeira ordem (valores
negativos). Essas duas transigdes provavelmente nao foram observadas pela analise
dos zeros complexos na variavel temperatura porque as duas temperaturas criticas
estdao muito muito proximas e assim, nao conseguimos identificar duas possiveis
curvas de zeros complexos. A proximidade entre essas temperaturas foi verificada
da seguinte forma: a partir dos graficos de C, versus E/N (vide figuras C.3b e
C.4b), identificamos os valores de de E/N para os quais ocorrem o pico no calor
especifico (no caso de C,<0, escolhemos o valor intermediario entre o inicio e o final
da ocorréncia de valores negativos). Com os valores de E/N em maos, recorremos
agora ao ajuste feito no grafico de b(E) (vide figura C.3a e C.4a) e localizamos o
valor de b.(F) associado. Na tabela 7.3 colocamos os valores aproximados de b.(E),
obtidos pela a analise microcanonica, juntamente com os valores de 3. obtidos pela
andlise de F'SS para os zeros da funcao de particao canonica. Note que o erro em (3 da
analise canonica é da mesma ordem que o algarismo que diferencia os valores b.(E)
referentes & transicoes de fase diferentes. Fica claro que a diferenca entre as duas
linhas de transicao no plano complexo da temperatura é tao ténue em comparacao
a precisao de nossas amostragens, que nao pode ser observada. Faz-se necessario
agora uma melhor investigacao da regiao do diagrama de fase 6 € [1.20,1.30]. Para
tanto, estamos trabalhando na producao de dados para redes maiores com o intuito
de observar duas transicoes de fase no plano complexo da temperatura e de se

conseguir uma analise microcanonica mais apurada.
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0=1.20

E/N b [B(E)

-0.432 3.224 3.219(2)
-0.416 3.221

0=1.30

E/N b B(E)

0474 3.01  3.03(1)
-0.440  3.05

Tabela 7.3: Comparagdo entre b.(F) e . para § = 1.20 e 1.30.



CAPITULO

CONCLUSOES

A partir dos resultados de FSS para os zeros da funcao de particao no plano
complexo da temperatura, temos, no intervalo 4 € 0.89,1.20, uma transicao de
segunda ordem, e para ¢ = 1.30, uma transicdo de primeira ordem. Para os
tamanhos de redes utilizados observamos somente uma linha de transicao de fase
no plano complexo da temperatura. A analise microcanoénica fornece indicios da
presenca de uma transicdo de fase de segunda ordem para 6 € [0.89,1.10], em
concordancia com a andlise via zeros da funcao de particao. Entretanto, observamos
duas transicoes de fase de segunda ordem para § = 1.20 e duas transi¢oes de fase
de primeira ordem para 0 = 1.30. Assim, para esses dois valores de o mencionados,
nao podemos identificar & qual transicao de fase a linha de zeros observada no
plano complexo da temperatura se relaciona, ja que as temperaturas identificadas
na analise microcanonica estao muito proximas uma da outra. No plano complexo,
essas duas linhas de zeros estao tao préoximas uma da outra que nao conseguimos
distingui-las para os tamanho de redes utilizados nas simulagoes. Temos na literatura
a presenca da fase nematica entre as fases do tipo faixas com h = 2 e h = 3, entre
h =3 e h =4, e assim por diante. Porém, a ocorréncia da fase nemética entre h = 1
e h = 2 ainda nao havia esta relatada na literatura. O ponto tricritico, objeto deste
trabalho, nao foi obtido com precisao, por causa da necessidade de explorarmos a
regiao entre 6 = 1.1 e 6 = 1.3. Novas simulagoes, para redes maiores e também para
novos valores de d nessa regiao estao em andamento neste momento. Por enquanto,
estamos produzindo dados para todos os valores de 9 ja estudados, mas com L > 64

e também para os novos valores = 1.15 e 1.35. Temos que o ponto procurado esta
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localizado entre 0 = 1.20 e 1.30, diferentemente do que esperdvamos no inicio do
trabalho com base nas referéncias ja citadas no decorrer da dissertacao. O estudo de
tal sistema para o intervalo de acoplamento ¢ estudado deve ser tratado com redes
maiores para verificar a presenca ou nao da fase nematica nessa regiao do diagrama
de fase e o descrevermos com mais detalhes. A partir das evidéncias encontradas
neste trabalho, a regiao do diagrama de fase estudada se mostrou mais complexa do

que esperavamos € o seu estudo nao mais se resume a localizagao do ponto tricritico.
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APENDICE A

PARAMETROS MULTICANONICOS

Apresentamos nas proximas paginas os parametros multicanonicos obtidos para
todos os valores de L em funcao de §. Estes pardmetros foram obtidos a partir da

parte B descrita na secao 6.2 e foram utilizados para definir o peso multicanonico

Wmu(E) _ 673 _ e*b(E)E‘FCL(E)

utilizado na producao de dados.

Vale lembrar que, na terminologia microcanoénica, S = —Inp(E). Da relacao
termodinamica, ' = FE — TS, b(F) corresponde ao inverso da temperatura
microcanoénica T(F), ou seja, b(E) = 0S/OE, e a(F) se associa com a energia

livre de Helmholtz por a(E) = F(E)/T(E).
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Figura A.1: Parametros multicanonicos a(F) finais utilizados para a producao de
dados para o = 0.89.
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Figura A.2: Parametros multicanonicos b(F) finais utilizados para a producao de
dados para o = 0.89.
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Figura A.3: Parametros multicanonicos a(F) finais utilizados para a producdo de
dados para 6 = 0.91.
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Figura A.4: Parametros multicanonicos b(F) finais utilizados para a producao de
dados para 6 = 0.91.
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Figura A.5: Parametros multicanonicos a(F) finais utilizados para a producdo de
dados para 6 = 0.93.
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Figura A.6: Parametros multicanonicos b(FE) finais utilizados para a producao de
dados para o = 0.93.
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Figura A.7: Parametros multicanonicos a(F) finais utilizados para a producdo de
dados para 6 = 0.95.
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Figura A.8: Parametros multicanonicos b(FE) finais utilizados para a produgao de
dados para 6 = 0.95.
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Figura A.9: Parametros multicanonicos a(F) finais utilizados para a producdo de
dados para 6 = 0.97.
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Figura A.10: Parametros multicanonicos b(E) finais utilizados para a producao de
dados para 6 = 0.97.
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Figura A.11: Parametros multicanonicos a(FE) finais utilizados para a produgao de
dados para 6 = 1.00.



A - Pardmetros Multicanénicos 94

4 T T T T 5 T
= — =12 = —L=20 |
— — 4
O 3 - e}
3_ of
ot i
ot i
1_ B 1_ =
1 1 1 1 Il Il Il Il
95 04 03 02 __ 01 0 95 04 03 02 __ 01 0
E/N E/N
5 T T T T 6 T T T T
@, —L=32 | & 4 —1=48 |
- 4 N
e e}
4_ -
3_ of
3_ -
2t i
2— -
1+ ] L i
J " 1 1 1 1 1 1 1 1
95 04 03 2 01 0 95 04 03 02 __ 01 0
E/N E/N
6 T T T T
a4 — L=64
N
A o)
4k i
3_ -
2_ -
1_ -

Figura A.12: Parametros multicanonicos b(F) finais utilizados para a producao de
dados para 6 = 1.00.
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Figura A.13: Parametros multicanonicos a(F) finais utilizados para a producao de
dados para 6 = 1.10.
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Figura A.14: Parametros multicanonicos b(F) finais utilizados para a producao de
dados para 6 = 1.10.
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Figura A.15: Parametros multicanonicos a(F) finais utilizados para a producao de
dados para 6 = 1.20.
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Figura A.16: Parametros multicanonicos b(E) finais utilizados para a producao de
dados para 6 = 1.20.
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Figura A.17: Parametros multicanonicos a(FE) finais utilizados para a produgao de
dados para o = 1.30.
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Figura A.18: Parametros multicanonicos b(F) finais utilizados para a produgao de
dados para o = 1.30.



APENDICE B

ZEROS COMPLEXOS DA FUNCAO DE
PARTICAO

Neste apéndice incluimos as tabelas referentes ao primeiro zero complexo da
funcao de particao para todos os valores de ¢ e L utilizados em nossas simulacgoes.

Nestas tabelas, os niimeros entre parénteses correspondem ao erro estatistico obtido

com as 16 séries temporais.
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0 =0.89

L | Re(u?) Im (u?) Re(3} Im(3))

)

2.31(3) | 0.41(3
)
)

12 | 0.091(4 0.040(3

) ) (3)
20 | 0.091(2) | 0.022(1) 0.24(2)
)

32 | 0.091(1 0.0133(5) | 2.39(1 0.145(6)

( (
48 | 0.0903(7) | 0.0084(6) | 2.400(8) | 0.093(6)
64 | 0.089(1) | 0.0061(4) | 2.41(1) | 0.069(4)

Tabela B.1: Zeros para 6 = 0.89.

§ =091
L | Re(uy) | Im(uy) | Re(sy) | Im(B)
12 | 0.092(4) | 0.038(3) | 2.30(4) | 0.39(3)
20 | 0.091(2) | 0.0212(9) | 2.37(3) | 0.23(1)
32 | 0.090(1) | 0.0130(9) | 2.40(1) | 0.14(1)
48 | 0.089(1) | 0.0081(5) | 2.42(1) | 0.091(6)
64 | 0.0886(6) | 0.0060(3) | 2.421(7) | 0.067(4)

Tabela B.2: Zeros para 6 = 0.91.

§=0.93
L | Re(u}) | Im(uy) | Re(s)) | Im(G;)
12 [ 0.091(3) | 0.038(2) |2.32(3) | 0.39(2)
20 | 0.090(1) | 0.020(1) | 2.38(2) | 0.22(1)
32 | 0.089(1) | 0.0124(6) | 2.41(1) | 0.139(7)

( (
48 | 0.0878(5) | 0.0077(5) | 2.430(6) | 0.087(5)
64 | 0.0873(5) | 0.0057(4) | 2.436(6) | 0.065(4)

Tabela B.3: Zeros para 6 = 0.93.
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0 =0.95
L | Re(u?) Im (u?) Re(B)) | Im(5})
12 | 0.089(3) | 0.036(2) | 2.34(3) | 0.38(3)
20 | 0.089(1) | 0.019(1) | 2.40(0) | 0.22(1)
(1)

32 | 0.0871(8) | 0.0116(8) | 2.43(1 0.132(8)

( ( (
48 | 0.0863(5) | 0.0073(3) | 2.446(6) | 0.084(4)
( ( (

3) | 0.060(2)

—~ o~

64 | 0.0858(3) | 0.0051(2) | 2.454

Tabela B.4: Zeros para 6 = 0.95.

§=0.97
L | Re(u;) |TIm(uy) | Re(8) | Im(B)
12 [ 0.087(2) | 0.034(2) |2.37(2) | 0.37(2)
20 | 0.086(1) | 0.0184(7) | 2.43(1) | 0.211(8

32 1 0.0850(6) | 0.0105(5

(
48 | 0.0845(4) | 0.0068(4
64 | 0.0841(3) | 0.0048

Tabela B.5: Zeros para 6 = 0.97.

5 =1.00
L | Re(u) | TIm(uy) | Re(8)
12 | 0.084(2) |0.031(2) | 2.41(2) | 0.35(2)
)

20 | 0.0830(9) | 0.0164(4) | 2.47(1) | 0.195(4)
32 | 0.0816(6) | 0.0092(4) | 2.499(8) | 0.112(5)
48 | 0.0812(4) | 0.0058(2) | 2.508(5) | 0.071(3)
64 | 0.0810(2) | 0.0041(2) | 2.513(2) | 0.050(3)

Tabela B.6: Zeros para 6 = 1.00.
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0 =1.10
L | Re(uy) I (u}) Re(8)) | Im(8))
12 | 0.067(1) 0.0222(9) | 2.66(2) | 0.322(9)
20 | 0.0658(6) | 0.0105(3) | 2.71(1) | 0.158(4)
32| 0.0652(5) | 0.0054(2) | 2.726(7) | 0.083(3)
48 1 0.0650(2) | 0.0031(1) | 2.732(3) | 0.048(2)
64 | 0.06488(9) | 0.00207(8) | 2.735(1) | 0.032(1)
Tabela B.7: Zeros para 6 = 1.10.
0=1.20
L | Re(uy) I (u}) Re(8)) | Im(8))
12 | 0.036(1) 0.0150(5) | 3.23(4) | 0.391(7)
20 | 0.0397(8) | 0.0069(3) | 3.21(2) | 0.17(1)
32 1 0.0400(2) | 0.0033(2) | 3.214(5) | 0.081(4)
48 | 0.04005(9) | 0.00158(9) | 3.217(2) | 0.040(2)
64 | 0.03994(6) | 0.00097(5) | 3.220(1) | 0.024(1)
Tabela B.8: Zeros para 6 = 1.20.
0 =1.30
L Re(?) | Im(ud) | Re(s") | (%)
12 | 0.051(1) 0.0133(3) 2.93(2) | 0.253(2)
20 | 0.0509(5) | 0.00420(3) | 2.974(9) | 0.0824(4)
32 | 0.0488(1) | 0.00175(1) | 3.020(3) | 0.0358(3)
48 | 0.04810(7) | 0.000778(5) | 3.034(1) | 0.0162(1)

Tabela B.9: Zeros para 6 = 1.30.



APENDICE

ANALISE MICROCANONICA

Como complemento a esse trabalho, utilizamos a abordagem microcanonica
com o intuito de verificar as ordens da transicao de fase e a existéncia de outras
fases diferentes da fase tipo faixas e tetragonal. Essa anélise foi feita para redes
de tamanho L = 64, jA que essa andlise pode ser feita para redes finitas sem
necessitar de uma anélise de escala de tamanho finito. Para sistemas finitos, a analise
microcanonica apresenta calor especifico negativo para transicoes de fase de primeira
ordem. Esse efeito se deve a uma concavidade na entropia microcanonica em relagao
a es = E/N. A entropia microcandnica ¢ obtida diretamente da densidade de
estados. Aqui, a densidade de estados sai diretamente dos pesos multicanodnicos, ja

que, neste ensemble, a entropia S é dada por:
S=—-b(E)E+a(FE), (C.1)

onde b(E), ja mencionado anteriomente, estd relacionado a temperatura
microcanonica por b(E) = 1/T. Entao, da eq. C.1, temos que b(F) = (05/0F), ou

T(E) = (0S/0F)!. Assim, o calor especifico a volume constante, fica escrito como:

C, = 0E/0T(E) = —(0S/0E)*/(9*S/0*E?). (C.2)
Escrevendo o calor especifico em fungao de b(FE), temos:
Ob(E)
— _ 227N
Cy = —b(EP /(0. (C3)

Olhando para a equacao C.3, observamos que um ponto de inflexdao no grafico de
b(E) versus E/N leva a derivadas positivas de b(FE) e, consequentemente, a valores

negativos para C,,.
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Encontramos nessa analise indicios de mais de uma fase para 6 = 1.20 e 1.30,
colocando em duvida se o ponto tricritico se localiza na linha de transicao da fase
do tipo faixas para a fase tetragonal ou na linha de transicao entre a fase nematica
e a tetragonal. As figuras C.1 e C.2, contém os graficos de C, versus E/N para
os valores de 0 simulados de 0.89 a 1.10. Em ambas as figuras observamos somente
uma transicao de segunda ordem, ja que temos picos para o calor especifico e valores

positivos.
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Figura C.1: Calores especificos microcanonicos para (a) 6 = 0.89 (b) § = 0.91, (c)
§ = 0.93, (d) & = 0.95.
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Figura C.2: Calores especificos microcanonicos para (a) 6 = 0.97 (b) § = 1.00, (c)
0 = 1.10.
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Figura C.3: § = 1.20 (a) b(E) versus E/N, (b) calor especifico microcanonico.
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Figura C.4: § = 1.30 (a) b(E) versus E/N, (b) calor especifico microcanonico.
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