Equacdes de diferencas lineares de ordem superior
e aplicagoes

Walter Fernandes da Silva Junior







SERVIGO DE POS-GRADUAGAO DO ICMC-USP
Data de Depésito:

Assinatura:

Walter Fernandes da Silva Junior

Equacdes de diferencas lineares de ordem superior €
aplicagoes

Dissertagdo apresentada ao Instituto de Ciéncias
Matematicas e de Computacdo - ICMC-USP,
como parte dos requisitos para obtencido do titulo
de Mestre — Programa de Mestrado Profissional em
Matematica. VERSAO REVISADA

Area de Concentracdo: Matematica
Orientadora: Profa. Dra. Maria Aparecida Bena

USP — Sao Carlos
Outubro de 2016



Ficha catalografica elaborada pela Biblioteca Prof. Achille Bassi

e Secdo Técnica de Informatica, ICMC/USP,
com os dados fornecidos pelo(a) autor(a)

J634e

Junior, Walter Fernandes da Silva

Equagdes de diferencas lineares de ordem superior
e aplicagdes / Walter Fernandes da Silva Junior;
orientadora Maria Aparecida Bend. - S&o Carlos - SP,
2016.

96 p.

Dissertag8do (Mestrado - Programa de Pés-graduag&o
em Mestrado Profissional em Matemdtica em Rede
Nacional) - Instituto de Ciéncias Mateméticas e de
Computagdo, Universidade de S&o Paulo, 2016.

1. Equagdo de diferengas. 2. solugdo. 3. equagdo
caracteristica. 4. estabilidade. I. Bena, Maria
Aparecida, orient. II. Titulo.




Walter Fernandes da Silva Junior

Higher-order linear difference equations and applications

Master dissertation submitted to the Instituto de
Ciéncias Matematicas e de Computacao — ICMC-USP,
in partial fulfillment of the requirements for the degree
of the Master — Program in Mathematics Professional
Master. FINAL VERSION

Concentration Area: Mathematics

Advisor: Profa. Dra. Maria Aparecida Bena

USP - Sao Carlos
October 2016






Dedico este trabalho a Deus, a minha familia, aos meus amigos e professores do PROFMAT,

aos meus colegas professores da EE Djanira Velho e a minha namorada.






AGRADECIMENTOS

Em primeiro lugar agradeco a Deus por estar realizando mais este sonho. S6 Ele sabe
o quanto foi dificil superar todas as dificuldades para ingressar e conseguir terminar mais esta

etapa.

Agradeco a Walter Fernandes da Silva e Silvana Couto Dornel, meus pais, por me

mostrarem desde cedo que ndo ha conquistas sem batalhas.

Agradeco a minha namorada, Priscylla da Silva Tavares Quadros, por me apoiar e ter

paciéncia nos momentos de sofrimento durante esta dificil caminhada.

Agradeco a todos os professores do PROFMAT, sem excecdo, por compartilharem suas
experiéncias abrindo os meus olhos para o conhecimento. Em especial, agradeco a professora

Dra Maria Aparecida Bend, minha orientadora.
Agradeco aos amigos do PROFMAT pela amizade e apoio nestes dois anos juntos.

Agradeco a CAPES pelo suporte financeiro que viabilizou o tempo semanal ideal de

dedicagdo ao Mestrado.






“Mas os que esperam no Senhor renovardo as forcas, subirdo com asas como dguias, correrdo,
e ndo se cansardo, caminhardo, e ndo se fatigardo.”
(Isaias 40,31)






RESUMO

JUNIOR. S. FE. W. Equacoes de diferencas lineares de ordem superior e aplicacoes. 2016.
96 f. Dissertacdo (Mestrado — Programa de Mestrado Profissional em Matemética) — Instituto de
Ciéncias Matematicas e de Computacao (ICMC/USP), Sao Carlos — SP.

As equagdes de diferencas desempenham papel fundamental na modelagem de problemas em
que o tempo é medido em intervalos discretos, por exemplo, horas, dia, més, ano. Elas t€ém

aplicacdes em Matematica, Fisica, Engenharia, Economia, Biologia e Sociologia.

O objetivo desse trabalho é estudar as equacgdes de diferencas lineares de ordem superior,
focando aspectos tedricos, métodos de determinacdo das solugdes destas equacdes e andlise da
estabilidade de solucdes de equagdes de diferengas de 2* ordem com coeficientes constantes.
Exemplos e aplicagdes ilustram a teoria desenvolvida. E apresentada uma proposta didatica

relacionada ao tema para ser trabalhada no ensino médio.

Palavras-chave: Equacdo de diferencas, solucio, equacgdo caracteristica, estabilidade.






ABSTRACT

JUNIOR. S. FE. W. Equacoes de diferencas lineares de ordem superior e aplicacoes. 2016.
96 f. Dissertacdo (Mestrado — Programa de Mestrado Profissional em Matemética) — Instituto de
Ciéncias Matematicas e de Computacao (ICMC/USP), Sao Carlos — SP.

The difference equations play a key role in shaping problems in which time is measured in
discrete intervals, e.g., hour, day, month, year. They may be applied to Mathematics, Physics,

Engineering, Economics, Biology and Sociology.

The aim of this work is to study the higher-order linear difference equations, focusing on the
theoretical aspects, on the methods used to determine the solutions of these equations and also
on the analysis of the stability of 2nd-order difference equations with constants coefficients.
Examples and applications depict the developed theory. In addition, a didactic proposal related

to the topic to be worked on high school is presented.

Key-words: Difference equation, solution, characteristic equation,stability.
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CAPITULO

INTRODUCAO

As equacdes de diferengas tém aplicacOes em diferentes dreas do conhecimento: na Mate-
matica, Fisica, Engenharia, Economia, Biologia, em Sociologia, entre outras. Com o surgimento
do computador digital, elas adquiriram o seu real valor no contexto atual da matematica. Estas
equacoes, na maioria dos casos, descrevem fendmenos no decorrer do tempo. Este ¢ medido
em intervalos regulares de forma a ser caracterizado como uma varidvel discreta. Por exemplo,
ao se estudar o efeito da administracao de certa dose de droga em um individuo, a unidade de
tempo podera ser representada em horas, para o cdlculo do ndmero de células em uma cultura
de bactérias, poderé ser dias, saldrios e prestacdes sdo pagos mensalmente ou semanalmente,
o imposto de renda € anual, o produto nacional bruto pode ser estipulado por um ano, o lucro

liquido de aplicacdes financeiras pode ser bimestral e etc.

Um dos primeiros problemas envolvendo equacdes de diferengas surge por volta de 1202,
proposto pelo matemético e comerciante da idade média, Leonardo de Pisa (1175-1250), mais

conhecido como Fibonacci, o qual constava da seguinte questao:

Quantos casais de coelhos serdo produzidos em um ano, comegando com um so casal, se

em cada més cada casal gera um novo casal, que se torna produtivo a partir do segundo més?

Considera-se que os coelhos estdo em um local fechado de forma permanente e que nao
ha casos de mortalidade dos mesmos. Se n representa o nimero de meses, a Tabela 1 e a Figura

1 retratam esta situacgao.

Assim, 377 € a resposta do problema proposto por Fibonacci. Observe que o novo
valor pode ser determinado adicionando-se os dois ultimos valores, ou seja, se F;, representa os

ndmeros de casais de coelhos no més n, entao
Fp=F—1+ F.

Algum tempo depois foi acrescentado no inicio da sequéncia o nimero 1, o que originou o0s

nimeros de Fibonacci, que sdo {1,1,2,3,5,8,13,21,...}.
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n | pares de coelhos
0 1

1 2

2 3

3 5

4 8

12 377

Tabela 1 — Tabela do nimero de coelhos

Fonte: (LUIS, 2006)

Fnrudnnul‘m l

T
SN
/\ R
R

Figura 1 — Diagrama dos casais de coelhos

s

Mais de 600 anos depois, em 1843, Jacques Binet publicou uma férmula que determina
o n-ésimo numero de Fibonacci, sem a determinagdo de todos os outros os nimeros anteriores da

sequéncia. Essa formula € a solu¢do da equacao de diferencas citada anteriormente, e € dada por

n

o L[(14v5)" _(1-v5
"5 2 2

Tal expressdao denomina-se solucdo particular da equacdo de Fibonacci. Para a determi-

nagdo de uma solugdo particular de uma equacgdo de diferencgas faz-se necessario a existéncia de

condicdes iniciais. No caso da solucdo geral, esta depende de constantes arbitrarias € o nimero

destas é o mesmo da ordem da equacgdo. Para se determinar esta solug¢do, torna-se necessario a

aplicagcdo de métodos especificos.
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O seguinte trabalho estd voltado ao estudo das equagdes de diferencas lineares de ordem
superior e algumas aplicacdes. Visando a apresentacdo do trabalho em questdo, segue uma breve

descri¢ao da abordagem de cada capitulo.
O Capitulo 1 consiste na Introducao.

No Capitulo 2 sao introduzidos conceitos basicos das equacdes de diferencas, contendo
as definicdes de operadores diferenca, antidiferenca e de deslocamento, além de resultados sobre

existéncia e unicidade de solu¢do de uma equacgdo de diferencas linear.

O Capitulo 3 aborda a teoria fundamental para a resolugdo das equagdes de diferengas
lineares de ordem superior. Sdo estudados métodos de resolucao para as equagcdes homogéneas,

ndo homogéneas, com coeficientes constantes e com coeficientes varidveis.

O Capitulo 4 aborda a estabilidade das solugdes das equagdes de diferencas de 2% ordem
com coeficientes constantes. Exemplos e aplicagdes sao apresentados para ilustrar a teoria

desenvolvida.

O Capitulo 5 apresenta uma proposta didatica desenvolvidade em sala de aula, visando a
aplicacdo do modelo de negociacdo de saldrios, o qual é baseado em uma equacio de diferengas

de 2% ordem com coeficientes constantes.

O Apéndice contém os anexos dos trabalhos desenvolvidos pelos alunos.
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CAPITULO

OPERADORES DIFERENCA, DE
DESLOCAMENTO E EQUACOES DE
DIFERENCAS

Neste capitulo, sdo abordadas definicdes que servem de base para o desenvolvimento do
trabalho. Sdo introduzidos os operadores diferencga, antidiferenca e de deslocamento e a relacdo

destes com as equagdes de diferencas.

As propriedades destes operadores sdo fundamentais para o estudo das equacdes de
diferencas. Quando possivel, € feito um paralelo entre estas propriedades e as propriedades
do célculo diferencial e integral. Exemplos sdo apresentados para ilustrar esses conceitos. Sao
classificados alguns tipos de equagdes de diferencas e sdo introduzidos resultados da existéncia e

unicidade de solucdo de equacdes lineares.

Mais detalhes sobre a teoria de equagdes de diferencas podem ser encontrados nas
referéncias (FERNANDES, 2015), (LUIS, 2006) e (ELAYDI, 2004).

2.1 Os operadores diferenca e de deslocamento

Inicialmente, adota-se que a sequéncia de termos xg,x,X2, ... serd representada por

(x4)5 ou, simplesmente, x,,n € Z .

Definicdo 1. Chama-se primeira diferenga da sequéncia (x,)y a sequéncia (Ax,)y, dada pela

seguinte expressdo

Axy = Xpi1—Xn, NEZLS. (2.1)



26 Capitulo 2. Operadores Diferenga, de Deslocamento e Equagdes de Diferengas

A segunda diferenca (A%x,)¥ representa a primeira diferenca da sequéncia (Ax,)§, ou seja,

A’x, = A(Ax,) = Ax,y1 —Ax,
= Xp4+2 —Xp+1 — (xn+1 _xn)
= Xp42 — 2Xpp1 + X

De forma geral, para qualquer k € Z™, a diferenga de ordem k é representada por
Afx, = A(Ay,)
= Al A, n=kk+1,...

Definicao 2. Chama-se equagdo de diferencas a equacdo que envolve o termo x, e as suas
diferencas Axy, A’xp,. ...

Por exemplo,
2A%x, — 3Ax, + 5x, = 0 (2.2)

€ uma equacdo de diferencas.
Pode-se expressar cada x,,;, i€ N, em funcdo de x,, e de suas diferengas.

Assim,

Xpt1 = Xp+Ax,

Xnt2 = Xptl+Axpyi
= Xn+Ax, + Ax, + Ax,
= x,+2Ax,+ Azxn.

Trabalhando estas relagdes e substituindo na equacao de diferencas, esta transforma-se numa
equacdo que engloba alguns dos n-ésimos termos da sucessdo (x,)q . Por exemplo, a equagao

(2.2) pode transformar-se na equagao
2(xp42 — 2Xp41 + %) — 3(xps1 —xn) +5x, =0,

ou seja,
2xp42 — Txp41 + 10x, = 0. 2.3)

Definicao 3. Denomina-se operador diferenca da sequéncia (x,)y a primeira diferenca da

sequéncia (x,) -

Desta forma, também se representa o operador diferenca da sequéncia (x,)y por
Axy = Xpp1 —Xp, NEZLG. (2.4)

Definicao 4. Denomina-se operador deslocamento da sequéncia (x,)yy, e representa-se por Exy,
a expressao
Ex, =Xx,4+1, ne Zg. 2.5)
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Sendo I o operador identidade, ou seja, Ix, = x,, segue que onn =Ix,=x,¢€ on,, =

Ix, = x,. Tem-se que AP =E%=1, por convencao.
Teorema 1. Se E ¢é o operador deslocamento da sequéncia (x,)y, entdo

E*, =x,0, kE€Zg. (2.6)

Demonstragcdo. A demonstracdo € realizada por indu¢do em k. Para kK = 0 € trivial. Suponha

E kxn = x4« (hipétese de inducdo). Desta forma,

k+1 k — —
E"" xy = E(E xn) = Exn—l—k = Xntk+15

Ek+1

e assim, é verdadeiro que Xp = Xp1x+1 (tese de indugao). 0

Definicao S. Dois operadores Oy e O, sdo equivalentes se, para qualquer sequéncia x, a que

sdo aplicadveis, verifica-se a relagdo O1x, = O2x,,Yn € N.

Para representar a equivaléncia de dois operadores O e O;, escreve-se
01 = 02.
Desta forma,
X1 = Xn+ Axpy = (I + A)xy,

e, assim, verifica-se a equivaléncia funcional
A=E—-1 ou E=A+1.
Os operadores A e E comutam entre si uma vez que, pelo Teorema 2

AEx, = A[Ex,| = Alxy41] = Xn12 — Xnt1

EAx, = E[Axn] = E[xn—H _xn] = Xp42 — Xn+1-

Além disso,
Am An An Am Am+n

E"E" = E"E™ = E™™.

Pelo bindmio de Newton, com k € Z™, segue que

MM:@—NM:i(gﬁ4thziFﬂ<g%Mw

i=0

Exn— A-I—I i()

i=0
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Exemplo 1. Cdlculo de A’sin(n),n € Z.

3
(3
Asin(ng) = Y (-1) ( ) sin[(n+3 —1)0]
i=0 !
= sin[(n+3)0] —3sin[(n+2)6] + 3sin[(n+ 1)0] —sin(nH).
Teorema 2. Os operadores A e E sdo lineares.

Demonstragdo. Sejam (x,)g € (vm)o duas sequéncias quaisquer. Para provar que os operadores

sdo lineares, deve-se mostrar que

Alax, + byp) = alAx, + bAyy,

Elax, + byn) = aEx, + bEyy,
para quaisquer constantes a € b.

Para o operador diferenca tem-se

A[axn + b.Vm] = (axn—i-l + b)’m—i-l) - (axn + b)’m)
a(er—l _xn) ‘I’b(ynH—l _)’m)
= alAx, + bAy,,,

e no caso do operador deslocamento,

Elax, +Dbyy) = axpi1+byms1
= aEx,+bEyy,.

Teorema 3. (Soma de Abel) Sejam (x,)y e (yn)g duas sequéncias quaisquer. Entdo

n n n k
PIEATEEHTD IS VEDY (Axk Zyr> .
k=1 k=1

k=1 r=1
Demonstragdo.
n n k n n k
Xort Y= A Y v ) = xan Yo=Y | Gk —x) Y v

k=1 k=1 r=1 k=1 k=1 r=1

n
= Xnp1 ), 0k— (2 —x1)y1—
k=1
(3 —=22) (V1 +y2) = = (o1 =) 1+ 4 3n)

n n n
= Xntl ) Vet Y VK —Xat1 Y, Vk
k=1 k=1 k=1

n
= ) xw
k=1
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n—1
Lemal. Seny<ne Zar, entdo Z Axy = Xp — Xp,.
k:no

Demonstragcdo. Sejang <n € Z:{ . Entdo

n—1 n—1
Y Ave = ) X

k=n0 k:l’l()
xno—I—l _-xn() +xn0+2 _xn()—l-l +xno+3 _xn0+2 + DR +Xn —Xn—1

- Xn _x"o.

Estes operadores podem ser aplicados as fungdes de varidvel discreta.

Seja p(n) = apn* +a1n* '+ .. +ap um polindmio de grau k com coeficientes reais e

k € Z". O operador diferenca de p(n) é dado por

Ap(n) = p(n+1)—p(n)
= (a (n+1) +a1(n+1)k_1-l—...-i—ak_l(n—l-l)—i—ak)

— (agn kyan* 1+...+ak_1n+ak).

Nota-se que

wint = § ()

=

=]

wint = 3 ()

k—1\ ;4 k—1\ k—1Y\ ;_3 k—1
= 1.
( 0 >n + ( | )n + 5 ) +...+ o))" +
Por substituicao obtém-se
Ap(n) = apkn* ! + ¢, (n), (2.7)

onde ¢ (n) é um polindmio em funcéo de n, de grau k — 2, com coeficientes reais.
A segunda diferenca do polindmio escreve-se como
Np(n) = A(Ap(n))

Alagkn* ™" + g1 (n)]
= aok[(n+ 1) ="+ qi(n+1) — g1 (n).
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Como (n4 1)1 —p*~1 = (k—1)n*"2 4+ "um polinémio de grau k—3"e g;(n+1) —qi(n)

€ um polindmio de grau k — 3, segue que
A’p(n) = agk(k—1) +q2(n),

onde ¢;(n) é um polindmio em fung¢io de n de grau k — 3, com coeficientes reais.

Realizando k vezes o processo anterior, tem-se

Afp(n) = agk! (2.8)

Aip(n) =0 para i> 1. (2.9)
Assim, o seguinte teorema fica provado.

Teorema 4. Seja p(n) = aon* +ain* '+ .. 4 ap um polinomio de grau k com coeficientes reais
ek € Z*. Entdo, A p(n) = agk! e A*"p(n) = 0 para i > 1.

Com base neste teorema, hé outro que pode ser considerado como o equivalente discreto
do desenvolvimento de uma fun¢do em série de Mac-Laurin. Antes de enunciar este teorema,

define-se, em primeiro lugar, poténcia fatorial.

Definicao 6. Denomina-se poténcia fatorial descendente de n de grau k, e representa-se por

n(k), a expressdo

k—1

n® =nn—1)(n-2)...(n—k+1) = H(n—i), nkeZ".
i=0

A poténcia fatorial ascendente é a expressao

k—1

©n=nn+1)(n+2)...(n+k—1)=[[(n+i), nkeZ".
i=0

Observe que n = (n+k—1) e, desta forma, n™ =1 = 1 oy seja, a

(n—k)!
poténcia fatorial descendente de grau n € igual a poténcia fatorial ascendente de 1 de grau n. Por

convengao, escreve-se n0 =1 =0,

Teorema 5. (Férmula de Mac-Laurin discreta) Seja p(n) um polinémio de grau k com coefici-

entes reais e k € 7", Entdo

Ap(0)  A%p(0) () +A3P(0) NOm

p(n) =p(0)+ T n o n 1 T
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Demonstragdo. Seja p(n) = by +bin+byn'® +b3n® + ...+ bn® um polindmio de grau .
Tem-se p(0) = by.

Baseado no Teorema 4, tem-se A p(n) = bik!. Assim, para n = 0 segue que

A"p(0) =b,m!, 1<m<k, kecZ,

ou seja,
A"p(0
b= 2P0k kent
m!
Assim,
Ap(0) ~ A°p(0) A’p(0) A*p(0)
pln) = p(0)+—, TR TR v
O]
Considere, a seguir, o operador polinomial
P(E) =agE* + a\EX" '+ 4aud, keZ*. (2.10)
Para b € R, tem-se que
p(EY' = aoE*p"+a XN ag b
= ab"F4aq b ad”
= b"(aph* +a b . )
ou seja,
p(E)D" =D"p(b). (2.11)

Generalizando este resultado, tem-se o seguinte teorema.

Teorema 6. Seja p(E) o operador polinomial definido na expressao (2.10) e g(n) uma funcdo

de argumento discreto. Entdo

p(E)(b"g(n)) = b"p(bE)g(n).

Demonstracdo. Sabe-se que E(x,yn) = Xp+1Yn+1 = ExpEyy. Assim,

p(E)(b'g(n)) = aoE*b"g(n)+aiE*'b"g(n) + ...+ alb"g(n)
= agh" P Efg(n) +a b LER g (n) 4.+ arbg(n)
= b"(aph*E*g(n) + a1V 'EXg(n) + ..+ arg(n))
— Fp(bE)g(n).
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Também € possivel se estabelecer regras para o produto e para o cociente do operador
diferenca. Estas sdo apresentadas no proximo teorema. Percebe-se que existe semelhanca entre

estas regras e as do célculo diferencial e integral.

Teorema 7. Sejam (x,)y e (yn)o duas sequéncias quaisquer. Entdo,
1. Alxuyn] = ExyAyy + ynAxy,

ﬁ} _ YnAxy, _anyn7Yn ?é 0.

2.A [
Yn YnEyn

Demonstragdo. Sejam (x,)y € (yn)o duas sequéncias quaisquer.

1.
Alayn] = Xnt1Ynt1 —Xadn
= Xn+1Yn+1 = Xn+1Yn T Xn+1Yn — XnYn
= xn+1(yn+1 _yn) +yn(xn+1 _xn)
= ExpAyn +ynAxy.

A {@} _ ntl Xn Xnt1Vn T XnYntl
Yn+1  Yn YnYn+1
Xn+1Yn = XnYn +XnYn — XnYn+1
YnYn+1
YnlAxn — XnAyn

= DS IRy, 0,
YnEyn n?

2.2 O operador antidiferenca

Definicao 7. Se AX,, = x,,, entdo a antidiferenca de x,, é X, + c e é representada pela expressdo
Aflxn =X,+c, ceR.

Tem-se que
Ay, = AX,+c) =AX, +Ac = x,
AT'AX, = A, =X,+c.

Observe que AA~! =1 e, A"'A # I. Portanto, os operadores A e A~! ndo tém a propriedade

comutativa.

Sao apresentados alguns exemplos envolvendo estes operadores.

Exemplo 2. Cdlculo dos operadores A e A~! da sequéncia (1)§.

Comoux, =1,Vn e 7.4, entdo Ax,, = Al = 0. Sabendo que An =1, vem que Al =n+c.
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Exemplo 3. Cdlculo dos operadores A e A~ da sequéncia (n)g.
Sabe-se que An = 1. Para se encontrar A~ 'n, note que
An* = (n+1)—n*=2n+1.
Assim, A’1(2n+ 1) = n24(—c1,1o;1 seja, 2A" '+ A1 =n?+c¢,. Portanto, 2A " 'n = —n+n’+c,
n(n—

e, desta forma, A ln= — +c.

Exemplo 4. Cdlculo dos operadores A e A~ da sequéncia (a")§,n € Z§ e a # 1.

Note que Aa" = (a— 1)a". Aplicando o operador A~! nos dois membros, tem-se que

n

(a—DA 'd"=d"+c A " = 1
a_

+c, a#l.

Exemplo 5. Cdlculo dos operadores A e A™' da sequéncia (nd")y,a # 1.

Tem-se que

And" = nd"(a—1) +a" .
Aplicando A~!, vem que
na"+cy = (a—1)A"nd"+ar"1a".

Assim,

n
A lpa = 2 <n— a )—I—c, a# 1.

a—1 a—1
Na Tabela 2 estdo representados, de forma resumida, os operadores A e A~ ! de algumas
sequéncias x;,.
n—1
O somatério Z x;, com m,n € Z" tal que m < n, pode ser determinado por meio do

i=m
operador antidiferenca. O seguinte teorema apresenta esse resultado.

Teorema 8. (Teorema Fundamental) Se AX,, = x, e m < n com m,n € Z;, entdo

n—1
Y xi= AN = X0 — X (2.12)
i=m

Demonstragdo. Por hipotese tem-se que

n—1

n—1
Y = Y X —X)
i=m

i=m

= Xm—H _Xm+)(1n+2_Xm+l +o X=X

— Xn _Xm
= A lx, —A_lxm
= A_lx,'m.
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{Tnty Ar, A1z,

1 0 n—+c

n 1 n:”.;” +c

a™ (a—1)a™ 0‘1_'1 +ec, a#F1

(—1)" 2(—1)" ! 11" +e

na" na" (a — 1) + a™*! = (n— %) +ec a#1
n(—1)" (—1)" " (2n+1) )" (n—1)+c
(n+5)® | k(n+b)r? P k£ 1
() ) (e1) e

(an+b)™ | ka(an + )™ 7'5”;?_;_::“ +c

log (n+a) |log(1+—=) logT (n+a)+c
cos(an+0b) | —2sin (%} sin (a.-n- — 5+ b] mg#_(:rb) +e

sin (an + b) | 2sin (%) cos (a.-n. —5+ b) —mgj::l—_(_f;b} +c

Tabela 2 — Operadores diferenca e antidiferenca de x;,

Fonte: (LUIS, 2006)

Fazendo m = 0 em (2.12), tem-se

n—1
A(le) = A(X, — Xp) = AX, — AXp = x,. (2.13)
i=0
Aplicando A~! nos dois membros, obtém-se a férmula
n—1
Al =Y xi+e, (2.14)
i=0

para alguma constante arbitrdria c. Desta forma, observa-se que o operador A~! representa uma
operacao semelhante a integral indefinida no célculo integral, na versdo discreta, da mesma

forma que a expressdo (2.12) é semelhante a integral definida, também na verséo discreta.

m

Observa-se que na formula (2.12), se n — 1 = m, entdo Z Xi = X1 — Xim = AXyy = X
m—1 -
Se n = m, entao Z xi=Xu—X, =0.
i=m

De (2.14), segue que o operador A~! & linear.

De fato,

n—1
A_l(axn+byn) = Zaxi+byi+c
i=0

n—1 n—1
= asz'erZ)’H—C
i=0 i=0

= aA'x, +bA_1yn, Va,b € R.
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Nos préximos exemplos, calcula-se a soma dos n+ 1 primeiros termos de uma sequéncia

qualquer, utilizando o operador Al

Exemplo 6. Cdlculo da soma geométrica Z ar'.
i=0

] 1 1
Zar—aAl’"+1 r_lgﬂza P a(rt _1)’ rA 1,
r—1 r—1

r—1 r—1

Note que se r = 1, entdo Za:aA Mgt =a(n+1).
i=0

Exemplo 7. Cdlculo da soma dos niimeros impares Z(Zi —1).
i=1

™=

(2i—1)=A"12i— 1)|’11Jrl — (2@ —i) |’11+1 - (iz —21') |r11+1 — 2.

i=1

Exemplo 8. Cdlculo da soma ) (a+ bi).
i=0

i;’)(a-l—bi) =A Na+bi)it! = (ai_i_bw) ml (n+1)+bn(n;_1)'

n
Exemplo 9. Cdlculo da soma dos quadrados Z 2.

i=0
Y2 = Y(i+ii—1)=a10"+i@)pH
i=0 i=0
i@ B ) (1)
B R
B (n+1)n+(n—|—l)n(n—l)
B 2 3
nn+1)(2n+1)

6
Exemplo 10. Cdlculo da soma dos cubos Z P,
i=0
Sabe-se que P =i 43i® 40, Logo,
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n
Exemplo 11. Cdlculo da soma Z i*.

i=0
Z A= Z(i(4) +6i®) +7{% 1) = A7 (W +6i3) +7i?) ) 8+1
i=0 i=0
60 +45(® +70i%) +15i) n(6n*+150° + 10n% — 1)
- 30 o - 30 '

n
Exemplo 12. Cdlculo da soma dos cossenos Z cos(ai).
i=1

n
Y cos(ai) = A 'cos(ai)ljt! =
i=1

sin(na+5) —sin(5)
2sin(5)

Na Tabela 3 é apresentado um resumo destas e de outras somas.

Soma Resultado
| T
a(r"™ —1)

LA — ser#l1
3 =
i=0 an+1) ser=1
n ] ) nin+1)
> (a+ bi) a(n+1)+b——m—
éiU &

.0 n({n+1)(2n+1)

’ 6
i=0
i ;3 n2(n+1)°
, 1
i=0 _
L . H(Gnl—].’ire"—][]nf—lj
gjf’ W ]
L 1 (r—1){n+1)r" 1y 2 p ’

Fol \r— ALy — LN . L
é_Z:]” = cr#E]
i 2 Pt (1r+2n(1—r)+n?(1-r)? | —r(r+1) .
i=1 |_r]—?":-d ! ’
i -
> logi logl'(n+1)
i=1
i (k) (n1)k+1 _q

¢ [
éi] j

. . —oos| an+% 46 | +cos| $+b)
3" sin (ai + b) Sk At (§+h)
= ! 2sin{ 3 )
n . sin{ na+2+b)—sin{ 2+b
3" cos (ai) e (8+2)
i1 ! fsllL(%]

Tabela 3 — Somas finitas

Fonte: (LUIS, 2006)
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2.3 Classificacao das equacoes de diferencas

Sabe-se que uma equagdo de diferengas pode ser escrita com o envolvimento de alguns
n-ésimos termos da sequéncia (x,)y. Em seguida, é apresentada uma defini¢do alternativa a

Defini¢ado 2 para equacio de diferencas.

Definicao 8. Uma equacdo de diferencas para uma varidvel independente n € Zg e para x, € R

desconhecido, é uma relacdo funcional da forma

f(naxn+k7xn+k717"'vxn) =0. (215)

Definicdo 9. A ordem de (2.15) é definida pela diferenca entre o maior e o menor indice dos

termos da sequéncia (xp)g -

Por exemplo, a equagdo x,,47 +x, = 0 € de segunda ordem.
Definicio 10. A equacdo (2.15) é linear, se f ¢ linear nas varidveis X, i, . . ., X, caso contrdrio
a equagdo é ndo linear.

Mais especificamente, uma equacdo de diferencas de ordem k € linear se pode ser escrita

na forma
Jo(m)xnik + fr(m)xp i1 + -+ fio1 (W) Xnt1 + fi(n)xn = g(n), (2.16)
onde f;(n),0 <i<ke g(n) sdo fungdes de Z; — R, fo(n) #0e fi(n) #0.

Definicdo 11. Se g(n) =0 em (2.16), diz-se que a equagdo é homogénea, caso contrdrio, ela é

chamada ndo homogénea.

Definicao 12. Se f ndo depende diretamente de n na equagdo (2.15), entdo diz-se que a equagdo
é autonoma, caso contrdrio, a equagdo é ndo autbnoma.
As equacdes
Xp42+5x, =n e nx,y1+ nzx,, =0
sd0 ndo autdnomas e lineares, sendo a primeira nio homogénea, e a segunda, homogénea.
A equacdo

XnXn+2 + 5x, = sin(x,)

¢ autdbnoma, nao linear e ndo homogénea.

2.4 Existéncia e unicidade de solucao

Definicdo 13. Uma sequéncia (x,)q € solucdo de uma equagdo de diferengas se, para todos os

valores de n, x,, satisfaz a equacdo.
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Por exemplo, a equagdo x,, 17 —4x,11 +4x, = 0 tem como solugdo
X, =2"(c1 +con),
sendo ¢ e ¢p duas constantes arbitrarias.
De fato, substituindo os valores de x,,12,X,11,X, ha equagdo, tem-se

Xpio —4x, 01 +4x, = 2”+2(cl +con+2c;) — o3 (c1+con+cs) +2”+2(cl + con)
2"+2(c1 +con+2cy) —2¢yp —2cn—2cy 4 ¢ + ¢pn)
2"2(0+0n) = 0.

Definicao 14. A solugdo geral de uma equagdo de diferengas de ordem k é a solugdo x, que

depende de k constantes arbitrdrias.

A solucdo apresentada no exemplo anterior € a solugdo geral da equagdo. Caso ¢ € ¢;

assumam valores particulares numéricos, tem-se uma solugao particular tnica.

Definicao 15. A solucdo particular de uma equacdo de diferencas de ordem k é a solugcdo que

obedece a k condigcoes impostas.

Se essas condi¢des sdo os k valores iniciais consecutivos de x;,, elas sdo chamadas de

condig¢des iniciais.

Teorema 9. A equacdo (2.16) de ordem k tem uma, e somente uma, solugdo determinada por k

condigoes iniciais.

Demonstragdo. De fato, como fy(n) # 0 tem-se

1
Xptk = 0] [g(n) = fi(m)Xpnsi—1— - — fi1 ()X g1 — fr(n)xn]. (2.17)
Portanto, se forem arbitrados os valores de x;, X1, - - . ,X;+x—1, Obtém-se de forma dnica o valor
de x,,1 e, de modo semelhante, o de x,,x_1,. .. O]
Se ndo for conhecido o valor de x,, € forem conhecidos X, ¢, Xp4+k—1,---,Xn+1, pode-se

obter o valor de x,, jd que f;(n) # 0. De modo semelhante obtém-se os valores de x,_1,%,_2,. ..

Se forem dadas k condi¢des consecutivas, mas ndo iniciais, procede-se da mesma forma.
Com efeito, ao se substituir n por ny na equagio (2.17), pode-se escrever x, ., em termos de
Xng+k—15Xng+k—25 -+« + 3 Xng, OU seja,
1
Xpg+k = 7m0 [8(n0) — f1(n0)Xng+k—1— -+ - — fr—1(n0)Xng+1 — Ji (1) Xy )
e assim, o valor de x,,,  estd determinado. Para se encontrar x4 1, substitui-se n por ng + 1
na equacdo (2.17) e tem-se

Xng k1 = m[g("mL 1) = fi(no+ Dxpg ik — - — fi(mo + 1)xu5 1]
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Repetindo este processo, determina-se todos os valores de x;, tais que 0 < ng < n.

Se as condicdes impostas ndo forem consecutivas, o procedimento de determinagdo dos
valores ocorre de modo semelhante, porém torna-se necessdrio uma quantidade superior de

iteragdes, com o0 objetivo de se obter todos os valores intermedidrios da sequéncia.

Seguem dois exemplos que ilustram este procedimento.

Exemplo 13. Considere a equagdo de diferencas de 4° ordem dada por

n
X4 = MXn 43+ ———X 11— 3%, =1, (2.18)
n+1
onde xo =0, x1 =—1, xp =2 e x3 =—2. Tem-se que
n
Xn4+4 = NXp43 — Xpg1+ 3%, + n. (2.19)
n+1

Fazendo n = 0 em (2.19), segue que
X4 = 3X0 =0.

Para n = 1, tem-se que

1
X5 ZX4—§)C2—|—3)C1—|—1 = -3,

e, paran =2, vem que

2 16
x6:2)C5—§)C3+3X2+4: ER

Para n = 3, tem-se 3
X7 :3x6—ZX4—|—3X3—|—9: 19.

Por exaustdo, determina-se x;,.

Exemplo 14. Seja a equagcdo x, 1y — 4x,11 + 4x, = 0 com as condigcoes x3 = 8 e x5 = 32.
Logo, x5 = 4x4 — 4x3 = 4x4 — 32 = 32, isto é, x4 = 16. Calculando x4, tem-se x4 = 4x3 — 4x, =
32 —4x, = 16, ou seja, xo = 4. Desta forma, obtém-se x; = 2 e xo = 1. Os outros valores de x,,

sdo obtidos de forma semelhante a do exemplo anterior.
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CAPITULO

EQUACOES DE DIFERENCAS LINEARES DE
ORDEM SUPERIOR

Neste capitulo sdo estudadas algumas técnicas essenciais para a resolucdo de equacdes
de diferencas lineares de ordem superior, maior ou igual a 2. A teoria fundamental para a
resolucdo dessas equacgdes € abordada na secdo 3.1. Na secdo 3.2 € estudada a importante classe
de equacdes lineares com coeficientes constantes. O método dos coeficientes indeterminados, o
uso dos operadores A e E e o método das fungdes geradoras sdo utilizados na busca de solucdes

particulares da equacdo nao homogénea.

Alguns tipos de equacdes lineares com coeficientes varidveis podem ser resolvidas
analiticamente. Na secdo 3.3 é abordada a resolucdo de algumas formas especificas desse tipo de

equacdo de diferencgas.

3.1 Resultados iniciais

Considere a equacdo de diferencgas linear de ordem k dada por

Xtk + [1(0)Xpqk—1 + ..+ fi(n)x, = g(n), (3.1)

onde fi(n),..., f(n),g(n) sdo fungdes reais definidas em Zg . Observe que ndo hd perda de
generalidade em se considerar esta equagio ao invés da equagao (2.16), pois como fy(n) # 0,

pode-se sempre, por divisdo, obter uma equagdo equivalente com o coeficiente de x,,,; igual a 1.

Quando g(n) = 0, tem-se a equa¢do homogénea associada
Xk + J1(0) X k-1 + ...+ fi(n)x, = 0. (3.2)

A equagdo (3.2) pode ter vdrias solugdes particulares. Para se representar cada uma dessas

solugdes, usa-se a notagdo x| ;,X2 4, - -, Xk,n, ONde 0 primeiro indice identifica uma diferente
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solucdo e o segundo indice representa a varidvel discreta independente, que em varios casos
se interpreta como a varidvel tempo. Assim, representa-se o conjunto {xj ,,X2 5, . ..,Xk,} COMO

sendo um conjunto de k solugdes particulares da equag@o (3.2).

O conjunto S de todas as solugdes, inclusive as particulares, da equagdo (3.2) tem uma
estrutura de espago vetorial sobre o corpo K (K = R, se as soluc¢des sao reais e K = C se as

solucdes sao complexas), de dimensao k. Essa afirmagdo serd provada posteriormente.

Na busca de solucdes das equacdes de diferengas lineares de ordem superior, sdo usados
os resultados sobre o Casoratiano de uma matriz (determinante de uma matriz de Casorati de
uma determinada sequéncia), os quais necessitam dos conceitos de dependéncia e independéncia

linear.

Defini¢do 16. Diz-se que as fungoes fi(n), fo(n),..., fi(n) sdo linearmente independentes
k

para n > ny se Z o; fi(n) = 0 para todo n > ny, entdo a; =0, a; € C. Se existir algum a; # 0,
i=1

k
i€{l,...,k} tal que Z 0;fi(n) =0, entdo as fung¢des sdo ditas linearmente dependentes.
i=1

Na prética, duas fungdes sdo linearmente dependentes se uma é multipla da outra, ou

seja, f1(n) e f2(n) sdo linearmente dependentes se f)(n) = o f>(n), para algum o € C — {0}.

Definicdo 17. Diz-se que o conjunto {x1 ,,X2, ..., Xk} € um conjunto fundamental de solugdes

da equagdo (3.2) se X1y, X2, - - ., Xk n SA0 k solugées linearmente independentes desta equagdo.

Exemplo 15. O conjunto {1,n,2"} é linearmente independente.

E necessério provar que para quaisquer constantes o, o e o3 da relacio
o+ opn+ 32" =0, (3.3)

tem-se @ = o = o3 = 0. Para se determinar as trés incégnitas, sdo necessarias mais duas
equacdes. Estas podem ser obtidas por derivagdes sucessivas da equagdo (3.3) em relag@o
a n. Neste caso, obtém-se as relagdes o + 032"In2 =0 e 032" 1n*2 = 0. Da tltima equacao
conclui-se que a3 = 0 e, por substituicdo nas anteriores, conclui-se que (3.3) s6 é verdadeira

para o) = 0 = a3 = 0. Logo, o conjunto € linearmente independente.
Exemplo 16. O conjunto {1,n,(—2")} é linearmente independente.
Sejam o, 00, 03 € R. A equacao
(041 —1—06211—{—063(—2)” =0 (3.4)

ndo permite determinar o valor das trés constantes o, 0 € 3 € também nao viabiliza a obten¢do

de equagdes simples, como no exemplo anterior, por derivagio na varidvel n. Sabendo que (3.4)
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terd que ser valida para qualquer n, pode-se substituir n por n+ 1 e por n+ 2, obtendo-se o

sistema

o +ompn+o3(—2)"=0
o + (Xz(n—i— 1) + OC3(—2)”+1 = 0,

3.5
(04 —|—062(n—|—2)+063(—2)n+2 =0, (3-3)

que resolvido em relacdo a oy, 0 e a3 origina o) = ap = a3z = 0. Consequentemente, o conjunto

dado € linearmente independente.

Observe que no caso de se ter um conjunto com muitas fungdes, a resolucdo de sistemas
com o uso de técnicas de Algebra Linear é mais simples e rdpida que os métodos de eliminacdo

e substituicao.

No exemplo anterior, a matriz que caracteriza o sistema (3.5) é

O sistema tem uma tinica solugio se |K| # 0. Com efeito, |K| =9(—2)" #0,Vn € Z, 0

que permite concluir a independéncia linear.

Definicdo 18. Sejam x1 X2 5, ..., Xk n k solugoes da equagdo (3.2). A matriz de Casorati K (n),

de dimensdo k x k, da sequéncia de solucoes é dada por

xljn XQJ, e xkﬂ
X1,n+1 X2 n+1 e Xkn+1
K(n) = :
Xln+k—1 X2n4+k—1 -+ Xkn+k—1

O determinante de K (n) denomina-se Casoratiano e serd representado por C(n).

Exemplo 17. Cdlculo do casoratiano da sequéncia de solugcoes 1,(—2)",3",(—4)" da equagdo

Xpta + 2xp43 — 13x,40 — 14x,41 +24x, = 0.

1 (=2)" 3" (—4) 11 1 1

1 _2 n+1 3n+1 _4 n+1 1 _2 3 _4
C(l’l) — ( ) 5 5 ( ) , | = (_2)n3n(_4)n

1 (=2)"T2 3% (4t 1 4 9 16

1 (—2)mF3 3n+3 (g3 1 -8 27 —64
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3 =5 7
— _pngnyn 3 -5 _7|=7x 52 > 3n—|—1 > 23n+2
9 -35 91

O Casoratiano de uma sequéncia de solu¢des de uma equagdo linear pode ser determinado
pela férmula de Abel. Para se obter esta férmula, em primeiro lugar calcula-se o Casoratiano
para uma equacdo de ordem 3. Em seguida procede-se a uma generalizagdo para uma equacgdo

de ordem k.

Sejam x,,y, € z, trés solugdes linearmente independentes da equagdo

Xn13 + f1(n)Xns2 + fa(n)xps1 + f3(n)x, =0, (3.6)

n > ng. Para esta sequéncia de solugdes tem-se que

Xn Yn n
C(”) = | Xn+1 Yn+1 Zn+l
Xn+2 Yn+2 Znd2

e substituindo n por n+ 1, segue que

Xn+1 Yn+1 Zn+l
Cn+1)=| xp42 Ynt2 Znt2

Xn+3  Yn+3 Zn43

Escrevendo (3.6) na forma

Xnt3 = —f3(n) X0 — f2(n) X1 — f1(n)Xp12

e substituindo, para cada uma das solugdes particulares, a terceira linha de C(n+ 1), resulta em

Xn+1 Yn+1 Zn+1
C(I’l + 1) = Xn+2 Yn+2 Zn+2

—f3(n)xn —f3(n)yn —f3(n)zn

Xn+1 Yn+1 Zn+1
+ Xn42 Ynt2 Znt2
—fr(m)xpp1 —fo(n)ynr1 —fa(n)znt

Xn+1 Yn+1 n+1
+ Xn42 Ynt2 Zn+2
—fim)xnp2 —fi(M)yns2 —f1(0)2ng2
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Pelas propriedades de determinantes, vé-se que os dois ultimos sdo nulos (basta colocar em

evidéncia — f1 e — f>). O primeiro determinante, depois de se colocar em evidéncia — f3 e trocar

a primeira linha com a terceira, obtém-se C(n), ou seja,

C(n+1)=—f3(n)(=1)°C(n) = (=1)* f3(n)C(n). (3.7)

Pode-se interpretar (3.7) como sendo uma equagéo de diferencas linear de primeira ordem, cuja

solugdo por recorréncia é

C(no+1) (=1)*f3(n0)C(no)
C(no+2) (=1)* f3(no+1)C(no +1)
(=1)*f3(no +1)(=1)* f3(n0)C (o)
(—=1)°f3(n0 + 1) f3(n0)C (o)
Clno+3) = (=1)°f3(no+2)C(np+2)
(=1)*f3(n0 +2)(=1)°f3(n9 + 1) f3(n0)C (o)
(=1)”f3(no +2) f3(no + 1) f3(n0)C(no)
C(no+4) (=1)° f3(no +3)C(no +3)
(=1)*f3(n0 +3)(=1)" f3(n0 +2) f3(no + 1) f3(120)C (o)
(—1)"2 f3(no +3) f3(no +2) f3(no + 1) f3(n0)C (o)
C(n) (—1)30) f3(n— 1) f3(n—2) ... fa(no +3) f3(no +2) f3(no + 1) f3(no)C (o).
Portanto,
n—l n—1
C(n) = [_H(—1)3f3(i) C(ng) = (1)) [H f3(i) | C(no).
Em geral, se x1 4,X2,...,X, s80 k solugdes linearmente independentes da equagado
(3.2), entdo o Casoratiano desta sequéncia de solugdes para n > ng é
n—1
C(n) = (_1)k(nfn0) [l__l Si() | C(ng). (3.8)

Para se estabelecer esta relagdo, note que
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Xlpn+1 X241 -+ Xpnd1
Xln+2 X2n42 - Xkpt2
Con+1)=|""7 7 !
x17n+k x2,n+k N xk,n—O—k
e que para cada 1 <i <k, tem-se
Xinrk = —Je()Xin = fio1(W)Xint1 — - — f1(0)Xi pyi—1-

Ao se substituir esta relagdo na dltima linha do determinante e ao se aplicar as propriedades de

determinantes, tem-se

X1,n+1 X2 n+1 e Xkn+1
X1,n+2 X2 .n+2 Xk,n+2
C(n+ 1) _ I:H- n+ n+
—fi(m)x1n —fi(m)xzn o —fi(n)Xkn

= —fi(m)(=1)*"'C(n),

ou seja,

Cn+1) = (=) fu(m)C(n), (3.9)
que é uma equagio linear de primeira ordem, cuja solugdo é dada por (3.8).

A férmula (3.8) usada para se determinar o Casoratiano de um sistema de solugdes é
conhecida como férmula de Abel. Assim, o processo anterior usado para determinar a férmula

de Abel é a demonstracdo do seguinte teorema.

Teorema 10. (Formula de Abel) Sejam x1 ;X2 n, ..., Xk k solucdes linearmente independentes

da equacdo (3.2) e C(n) o seu respectivo Casoratiano. Entdo, para n > ny,

n—1
C(n) = (=10 | TT fili) | C(no).
i=n()
Quando a equacdo (3.2) tem coeficientes constantes fi, f2, ..., fx, 0 Casoratiano é

C(n) = (1)) [£]1710) C (g .
Para ng = 0, C(n) = (=D [£]" C(0).

Entdo, C(n) # 0 sempre que C(0) # 0. Esta ideia conduz ao seguinte resultado.
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Corolario 1. Suponha que fi.(n) # 0, Vn > ny. Entdo C(n) # 0, Vn > ng se e s6 se C(ngp) # 0.

n—1
Demonstragdo. Pelo Teorema 10 tem-se que C(n) = (—1)k"="0) [H fi(i)| C(ng). Como, por

i=ng

n—1

hipétese, fi(n) # 0, Vn > ng, entdo H fi(i) = fi(n) # 0. Portanto, C(n) = fi(n)C(ng) com

i=ng

fi(n) #0,Vn > ny. Assim, sempre que C(n) # 0, entdo C(ng) # 0 e vice-versa. O

Através da andlise do resultado precedente, uma condi¢do suficiente para garantir que um
conjunto de solugdes € linearmente independente, € garantir que o seu Casoratiano seja sempre

diferente de 0. O seguinte teorema expressa esta ideia.

Teorema 11. O conjunto de solugdes {x1 X2, ..., Xk} da equagdo (3.2) é um conjunto

fundamental de solugées se, e s6 se, para algum ny € 7.5, C(ng) # 0.

Demonstragdo. (=) Seja {x{ ,%2.,...,X,} um conjunto fundamental de solugdes da equacdo
(3.2). Entdo x1 ,X25,...,X, sdo linearmente independentes, pois C(n) # 0, Vn > ng. Logo,
dng € ZS_Z C(l’lo) 75 0.

(«<=) Suponha que para algum ng € Z; se tem C(ng) # 0. Pelo Coroldrio 1, existe n > n
tal que C(n) # 0. Entdo, pelas propriedades de determinante, segue que Xi ,,,X2 5, .., Xk, SA0

solugoes linearmente independentes. 0

Exemplo 18. A sequéncia de solugoes x1, =nexy, = n’ é linearmente independente.

De fato,

n I’l2

C(n) =
() n+1 (n+1)?
conclui-se a independéncia linear.

=n?+n#0,Yn > 1. Logo, Ing € Z§ : C(ng) # 0 e assim

Exemplo 19. Considerando a equagdo de diferengas de 4° ordem dada por
Xptd + 2Xp43 — 3Xp40 —4xp41 +4x, =0,

o conjunto {1,n,(—=2)",n(—2)"} é um conjunto fundamental de solugdes da equagao.

Inicialmente € necessario provar que a sequéncia dada € um conjunto de solugdes da
equacdo. Essa verificacdo € imediata pela substitui¢do de cada sequéncia na equacao dada. Para
provar que a sequéncia de solugdes 1,n,(—2)" e n(—2)" é linearmente independente, é preciso

mostrar que o Casoratiano desta sequéncia € ndo nulo para algum ng € ZBL .
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C(n) =

Para n = ng =0, vem que

10 1 0
11 —2 -2

C(0) = = —162.
12 4 8
1 3 —8 —24

Logo, pelo Teorema 11, o sistema de solucdes € linearmente independente, ou seja, € um conjunto

fundamental de solugdes.

Falta garantir em quais condi¢cdes uma equacao de diferencas linear de ordem k possui

um sistema fundamental de solugdes. Este € o contetido do teorema fundamental dado a seguir.

Teorema 12. (Teorema fundamental) Se fi(n) # 0, Vn > ny, entdo a equacdo (3.2) possui um

sistema fundamental de solucoes para n > ny.

Demonstragdo. O Teorema da Existéncia e Unicidade de solucdo de uma equagdo linear de

ordem k, abordado na se¢do 2.4, garante que existem solug¢oes X1 ,,X2 5, - -, Xk, @ partir das
condig()es iniciais Xing+i—1 = 1, Xing = Xing+1 = - = Xing+i—2 = Xing+i = - -+ = Xing+k—1 = O,
1<i<k

Assim, para cada i tem-se

X1y =1 € Xiptj=0 com j=1,...k—1

¢

X2 o1 = 1 Xng+j =0 com j=0,2,....;k—1

@]

X37n0+2:1 X37n0+j:() com j:(),l,?),...,k—l

Xipgrk—1=1 € Xgp+j=0 com j=0,1,...,k—2,

de onde segue que

1 0 ... 0
O 1 0 ... 0
C(ng) = A =|ll=1.
O ... ... 0 1
Entdo, pelo Teorema 11, o conjunto {xj ,x24,...,X,} ¢ um conjunto fundamental de solucoes

da equagdo (3.2). O
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Para se provar que o conjunto S tem estrutura de espaco vetorial, € necessario introduzir

os seguintes lemas:

Lema 2. Qualquer combinagdo linear de elementos de S pertence a S.

Demonstrag¢do. Sejam x1 ,,X2,,...,Xj, €Se o,...,a; € K. Tem-se que

X1tk + F1(m)x1 g1+ -+ fi(n)x1, =0
X2 ik + fi(M)x2 k-1 + -+ fi(n)x2, =0

Xtk + 10X pyr—1+ -+ fi(n)xj =0
Multiplicando a primeira equac@o por @, a segunda por Qp € assim sucessivamente até a
multiplica¢do da ultima por «;, tem-se que
(0UX1 ke + X2 sk + -+ OXj k) + f1() (X1 ppk—1 + 02X2 k1 + -+ -+ QX ppi—1)+
e +fk(n)((x1x17n + 00X+ ...+ Oijj7n) =0,
ou seja, 0 X1, + 00x2,+ ...+ Qjxj, €S. O
Observacao 1. Uma das consequéncias que se pode tirar do lema anterior, é que se x , e

X2, S@o duas solugées particulares de (3.2) e o« e B €K, entdo oxy ,+ Bx2., também é uma

solugdo particular da equagdo (3.2).

Lema 3. Se x1 ,,X2.5,...,Xk Sd0 k solugdes linearmente independentes da equagdo (3.2), entdo

qualquer outra solugdo xi 1, € linearmente dependente com as solugdes anteriores.

Demonstragdo. Sejam xi ,,X2,,...,X, k solugdes linearmente independentes da equagio (3.2)
e suponha que o conjunto {xy ,,x2.,,...,XknXk+1,} ¢ ainda linearmente independente, com

Xk+1,, sendo outra solugdo de (3.2). Logo, o Casoratiano desta sequéncia de solucdes é

X1,n X2.n s Xk,n Xk+1,n
X1,n+1 X2n+1 --o Xkntl Xk4-1,n+1
C(n) — . . . .
Xln+k—1 X2n4+k—1 -+ Xipnt+k—1 Xk+1,n+k—1
X1, n+k X2n+k oo Xkntk Xk+1,n+k

Paracadal <i<k+1, tem-se

Xinrk = —fe(W)Xin — i1 (W)Xins1 — . — f1(m)Xi pa—1-

Substituindo cada valor de x; , na dltima linha e aplicando as propriedades de determinantes,
segue que C(n) = 0,Vn € Z7 . Entdo, ndo existe nenhum ng € Z{ tal que C(ng) # 0. Logo,
pelo Teorema 11, o conjunto {xy ,,X2 5. .., Xk, Xk+1,} N30 € linearmente independente, o que

contraria a hipétese. O
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Teorema 13. O conjunto S de todas as solucdes da equagdo (3.2) é um espago vetorial sobre K,

de dimensao k.

Demonstragdo. Através do Lema 2, prova-se que as propriedades de espago vetorial sdo sa-
tisfeitas. Pelo Teorema 12, a equacdo (3.2) possui um sistema fundamental de solu¢des para
n > ngp, ou seja, possui k solugdes linearmente independentes. O Lema 3 garante que qualquer
outra solucdo da equagdo pode ser expressa como combinacdo linear das sequéncias do sistema

fundamental de solucdes. Assim, dim(S) = k. [

Observacdo 2. Se {x1,,X2,...,Xkn} € um sistema fundamental de solugdes da equagdo (3.2),

entdo, a partir dos resultados anteriores, tem-se que a solucdo geral de (3.2) é

k
Xn =Y CiXin,
i=1

para constantes arbitrdrias o; € K, 1 <i<k.

Observa-se que qualquer solugdo da equagio (3.2), pode ser obtida a partir da solugdo

geral, escolhendo-se adequadamente as constantes ;.

A estrutura de espaco vetorial de S garante que existem infinitos conjuntos fundamentais
de solugdes da equacdo (3.2). A solucdo geral da equagdo linear homogénea de ordem k depende
de k constantes arbitrarias. A unicidade da solucdo sé € obtida apds a imposicao de k condigdes,

obtendo-se, desta forma, uma solucao particular.

Teorema 14. Se x| ,, e x , sdo solugdes da equagdo (3.1), entdo x; , — x2,, € uma solugdo da

equagdo (3.2).

Demonstracdo. Por hipétese tem-se que

X1tk + 1 (n>x1,n+k71 +... +fk(”)x1,n =g(n)
X2 ik + f1(M)X2 k-1 + .-+ fe(n)x2,, = g(n)

Subtraindo as relagdes acima, obtém-se
(X1 ke — X2 0k) + [1(0) (X1 =1 — X2 pgk—1) + -+ [ie(n) (X1 —X2.0) = O,
ou seja, X1 , — X2 , € uma solugdo da equagdo (3.2). O
A resolugdo da equac¢do nao homogénea (3.1) depende da resolug@o da equagdo homo-

génea (3.2) que lhe estd associada, assim como da determinac¢@o de uma solugéo particular da

equagao nao homogénea, como se vé no seguinte resultado.
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Teorema 15. Se {x1 ,,... Xk, } € um sistema fundamental de solugdes da equagdo (3.2) e x,, €
uma solucdo particular da equagdo (3.1), entdo a solugdo geral da equagdo (3.1) € representada

por
k

Xn =Xpn+ Z OiXin,
i=1

como; €K, 1<i<k.

Demonstragdo. Seja x, uma solugao da equagdo (3.1). Pelo Teorema 14, x,, — x,, , € solugdo da

equagdo (3.2). Logo x, —x, , € S. Pelo Lema 3, x,, — x,, , pode ser expressa como combinagio
k

linear de x1 p, ..., X, OU SEJA, Xy — Xp 5 = Z o;x;, para o; € Kcom 1 <i<k. O
i=1

Observacdo 3. O Teorema 15 diz que a solugdo geral da equagdo ndo homogénea (3.1) é

Xp = Xpp+ Xpn, onde xp, € a solugdo geral da equa¢do homogénea associada e x,, uma

solucdo particular da equagdo ndo homogénea.

3.2 Equacoes com coeficientes constantes

Quando os coeficientes f;(n) da equacdo (3.1) sdo todos constantes, obtém-se uma

importante classe de equagdes de diferencas que sdo as equagdes com coeficientes constantes.

Considere a equacdo de diferencas de ordem k

Xntk + P1Xntk—1 + P2Xntk—2 + - - + prxn = 8(n), (3.10)
onde py,..., pi sdo constantes com p; # 0. A equagdo (3.10) pode ser reescrita na forma
k
Y pixnik—i=g(n), po=1. (3.11)
i=0

A sua correspondente equacdo homogénea é

k
) Pixuik—i =0. (3.12)
i=0

O objetivo é encontrar um conjunto fundamental de solu¢bes da equacdo (3.12) e,
obviamente, determinar a sua solugdo geral. A seguir, € aplicado o método dos coeficientes
indeterminados para se determinar uma solugdo particular da equagdo (3.11), e assim exibir sua

solugdo geral.

3.2.1 Solucao geral da equacao nao homogénea

A andlise consiste na busca de solugdo da equagdo (3.12) na forma x, = A", A €C.
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Substituindo A" na equagio (3.12), o problema se reduz a resolugdo da equagdo algébrica

A p A poA 24 4 p =0, (3.13)
Pelo Teorema Fundamental da Algebra, esta equacdo tem k raizes ndo nulas.

Definicao 19. Diz-se que (3.13) é a equagdo caracteristica da equagdo (3.12). As solugdes

MM, A2,y .. A de (3.13) sd@o conhecidas como raizes caracteristicas.

Como referéncias complementares consultar (ELAYDI, 2004) e (SHONE, 2002).

Teorema 16. Se as raizes caracteristicas Ay, A, ..., A sdo todas distintas, entdo o conjunto
{MAY, .. A} é um conjunto fundamental de solugées.
Demonstragdo. Pelo Teorema 11 sabe-se que {A{',A},...,4;'} € um conjunto fundamental de

solugdes se, e somente se, C(0) # 0, onde C(n) é o determinante da matriz de Casorati K (n).

1 ... 1
Al A .. A

KO)=| A A ... A

k—1 k—1 k—1
P L Y

Esta matriz é conhecida como matriz de Vandermonde e o seu determinante C(0), como determi-

nante de Vandermonde. Neste caso,

c) = TT (-2).
1<i<j<k
Como por hipétese A; # A, Vi # j, entdo C(0) # 0, e assim ,0 conjunto {A',A5,..., '} ¢ um
conjunto fundamental de solugdes. []

Observacao 4. Pelos Teoremas 16 e 13 conclui-se que o conjunto fundamental de solucoes
{ALAS, ... Ay} configura-se numa base de dimensdo k do conjunto S de todas as solugcdes da

equagdo (3.12), e assim, a sua solugdo geral é

k
Xpn =Y ciMl',ci € C. (3.14)
i=1

Utilizando a propriedade E b = Xn+k, kK € N (Teorema 1), pode-se escrever a equagao
de diferencas ndo homogénea de ordem k com coeficientes constantes em fun¢do do operador E.

Para esta propriedade, a equagdo (3.10) tem a forma

(E*+piE + paE 2 L 4 i1 E + pio)xn = g(n). (3.15)
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Escrevendo o operador polinomial na forma f(E) vem que

f(E)x, =g(n). (3.16)

Sabe-se que a solu¢do geral da equacdo homogénea relacionada (f(E)x, = 0), é encontrada
através das raizes caracteristicas, ou seja, das solugdes da equacdo f(A) = 0. Como esta equagio

tem grau k, tem-se

fA)=A=AM)A = A)... (A —A),
e, desta forma,

fIE)=(E—-MN)(E—-L)...(E—X).
Os fatores (E — A;) comutam, ja que, por exemplo,

(E—a)(E—D)x, = (E—a)(xy+1 — bxn) = Xp42 — bxyi1 — axyt1 + abxy,
(E—D)(E —a)x, = (E —b)(Xy+1 — axn) = Xpt2 — aXpt1 — bxy11 + abxy,.

Assim, a equagdo reduzida assume a forma
(E—M)(E—A2)...(E—Ax)x, =0. (3.17)

Como cada fator (E — 4;) comuta, entdo cada um colabora para a solu¢@o x,. Desta forma, a
solucdo de (E — A;)x, = 0 é solugdo particular de (3.17). O mesmo acontece se uma raiz A; tem
multiplicidade m ;. Neste caso, o fator (E — A;)"/ também contribui para a solugdo de x,. Deste

modo, pode-se escrever (3.17) no formato
(E—Aj)"x, =0.

Assim, as solugdes de (E — Aj)™/x,, = 0 sdo solugdes da equagdo (3.17).

No Teorema 16, supds-se que as raizes caracteristicas eram todas diferentes. Logo,
possuiam multiplicidade 1. Suponha agora que as raizes caracteristicas ndo sao todas diferentes.
Sejam A;, A3, ..., A, raizes caracteristicas com multiplicidade my,ms,...,m,, respectivamente.

Neste caso, escreve-se a equagdo (3.12) na forma
(E—4)"(E—X)™...(E=A)"x, =0. (3.18)
Assim, as solucdes de
(E—2A)"x, =0 (3.19)

sdo solugdes da equacgdo (3.18) . Para se determinar a soluc@o de (3.18), faz-se necessario

determinar um conjunto fundamental de solugdes da equacdo (3.19), para 1 <i<r.

n

Teorema 17. O conjunto G; = {A]
solugdes de (3.19).

AN A ™I 6 um conjunto fundamental de
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Demonstrag¢do. Primeiramente, prova-se que n?A", 0 < g < m; — 1 é solugdo de (3.19). Pelo

Teorema 6 sabe-se que

(E—A)"(nIA") = ANAE —A)"ind
= A"M(E—I)"nd
= ATMAMIpd

= 0,

pelo Teorema 4, uma vez que m; > g. Como A; # 0, entdao o conjunto G; € linearmente in-

dependente se o conjunto {1,n,n? ...,n™ '} for linearmente independente. Seja n > ng e

o, 0, ..., 0, constantes nao nulas. Da relagdo a1+ opn+ ... ocmin’"i_1 =0, tem-se o] =
0 =...= 04y, =0, e desta forma, o conjunto {1,n,n?,...,n™ "1} é linearmente independente e,
portanto, G; € um conjunto fundamental de solucdes. ]

Ja se sabe como determinar a solugdo de (3.19). Para calcular a solugio geral de (3.18),
faz-se necessario encontrar um conjunto fundamental de solugdes. Esta necessidade € o contetido

do préximo teorema.

-
Teorema 18. O conjunto G = U G, € um conjunto fundamental de solugcdes da equagdo (3.18).
i=1

Demonstragcdo. Tem-se que o conjunto G € dado por
noAan n_an 9N n 2an _24n 29n m—lan m—1lqn my—19n
AL A A AL nAy oA nt A A et A M T A ™ T A e A}
Deve-se provar que para cada i, 1 <i < raexpressao niA", 0 < g <m; — 1 é solugdo

da equagdo (3.18). Seja i = 1 (para os demais valores de i é andlogo). Substituindo a expressdo

n?A{ na equacdo (3.18) vem que
(E—M)"(E—2X)"™...(E=A)"niA{ =0,
e pela comutatividade dos fatores, resulta que

(E—M)™ .. (E—A)"™(E—A)™uiAl = (E—A)™ .. (E— A" AN(EA —Ay)™nd
= (E—My)™ .. (E—A)m Al Am pe
p— O7

pois my > gq. [
Em relacdo a independéncia linear, observe que da relacao

lin((X,'7() + Q;1n—+ (X,"znz +...+ (X,-7mi71nm"*1) =0,

-

I
—_

1

tem-se ¢; ; =0,1<i<r,0< j<m—1.
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Corolario 2. A solugdo geral da equagdo (3.18) é
Y Ao+ i an+ oo + .+ G, 1), (3.20)
i=1

onde a; j € K

Demonstragdo. Pela observagdo 2 e pelo Teorema 17, tem-se que
ll-n(OCi’o + o 1n+ OCl"znz +...+ OCimiilnm"’l)

¢ a solucdo geral de (3.19) e, consequentemente, uma solugao de (3.18). Novamente, utilizando

a observacgdo 2 e o Teorema 18, segue que

.
Z Al (00404 1n+ Oligl’lz + oot Ol 1)
i=1

¢ a solugdo geral de (3.18). -

Observacao 5. (Raizes caracteristicas complexas) Suponha que na determinacdo das raizes
caracteristicas da equacdo x,+> + p1Xn+1 + paxn, = 0, obtém-se um par de raizes complexas

conjugadas Ay = o +iff e A = oo —iff com o, B € R. Neste caso, a solugcdo geral da equagdo é
xp=ci(a+iB)"+c2(a—iB)", c1,cr €C. (3.21)
Pela formula de Moivre, segue que

xp = c1[p"(cos(nB)+isin(n0))]+ ca[p"(cos(nb) —isin(n6))]
= p"[(c1+c2)cos(nB) +i(cy —cz)sin(nb)],

comp=+/a2+pB2ef= arctan(g). Suponha, sem perda de generalidade, que ¢; = ¢,. Fazendo

a substituicdo, tem-se que

xp = p"l(c1+¢1)cos(nB)+i(cy —¢y)sin(nB)
= p"lkicos(n@)+kysin(n0)],
comk; =c;+¢ €EReky=i(ci—c) €R.

Para mais detalhes, consulte as referéncias (MORGADO, 2014) e (SHONE, 2002).

Exemplo 20. Resolugdo da equagdo x,+¢ — 10x,+4 — 20x,43 + 5x,42 + 132x,41 + 180x,, = 0.

As raizes caracteristicas sdo A; = 3, A, = —2 com multiplicidade 2, A3 = —1+2i e
Ay = —1 —2i. Para as raizes complexas tem-se p = V5 e 8 = —arctan?2. Desta forma, a solugdo

geral da equagdo é

X = (01 + 0n)3" 4 (a3 + aun) (—2)" 4 (V/5)" (05 cos(n8) + ag sin(n) ), a; € R.
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3.2.2 Meétodo dos coeficientes indeterminados

Para a determinagdo da solucdo geral da equagéo ndo homogénea (3.10), faz-se necessa-
rio o conhecimento de uma solugdo particular da equacdo, o qual serd obtida pelo método dos
coeficientes indeterminados. O nome se deve ao fato da escolha de uma funcdo para solugdo par-
ticular, a qual depende de certas constantes a serem determinadas. A aplicag@o torna-se simples
quando g(n) é expressa na forma de fungdes elementares. Basicamente, o0 método consiste no

seguinte:

1. Se g(n) for uma das fungdes da Tabela 4, deve-se escolher para x, , a op¢do corres-

pondente na Tabela 4.

2. Caso a opg¢do escolhida constitua uma solucdo da equacdo homogénea associada,
deve-se multiplicar a op¢do x), , por n?, no qual ¢ é o menor inteiro positivo tal que n%x, ,, nao é

solucdo da equacao homogénea associada.

3. Se g(n) é a soma de um conjunto de fungdes correspondentes a diferentes entradas da

Tabela 4, toma-se para x,, , a soma das correspondentes opgoes.

n OPCAaO0 para T,
P
|],.C.'t'?'ll- Cl aﬂ
. . . k
T cptem+ ...+ een
rnfa™ {c[) +eon+ ...+ Ckﬂ-k) a”
rsinbn, rcosbn cysinbn + cp cos bn
ra™ sin bn, ra™ cosbn (c1sinbn + epcosbn) a™
i n ol
. ) cp+ein+ ...+ cpn®) a™ sin bn+
rnfa™ sin bn, rn*a™ cos bn (co+c; , R) -
(dy + din + ... + din*) a™ cos bn

Tabela 4 — A solugdo particular x,, ,

Fonte: (LUIS, 2006)

Exemplo 21. Obtencdo da solucdo geral da equagdo xp1 + 8x,41 + 7x, = n2".

As raizes caracteristicas sao —1 e —7. A solu¢do da equagcdo homogénea associada é
Xpp =01 (—1)"+0op(=7)", oy e ap € R. Como o 2° membro da equagio é n2" e nenhuma
das solugdes da equagdo homogénea toma esta forma, entdo usa-se a opgao x, , = (co +cyn)2".

Substituindo na equagdo dada segue que
(co+c1(n+2))2" 2 +8(co+c1(n+1)2" T +7(co+c1n)2" = n2"

ou seja,

27co+24c1+27cin=n.

1 8
Obtém-se c; = > eco= 543" Desta forma, a solucdo geral da equacgao é

8 1
Xp = al(—l)”+a2(—7)”—|— (—% + El’l) 2",065 e R.
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T
Exemplo 22. Cdlculo da solugdo geral da equacdo x,+2 — x, = n2" sin <%) .

E facil ver que Xpp =01+ 0(—1)", ar e o€ R. Logo, paraeste caso, x, , = (co+
3 T 1
c1n)2"sin (%) + (do +dn)2" cos (%) . Substituindo na equagio, tem-se ¢y = 25 ] = —3

dy=d; =0

Exemplo 23. Cdlculo da solugdo geral da equagdo x,42 — 5x,41+6x, = 1+n.

Observe que x,, = 013" + 022", & e a € R. Logo, para este caso, x,, = con+cj.

. 1 .
Substituindo na equacdo, tem-se cy = 3 ec) = 7 ou seja, a solugdo geral € x, = 013" + 02" +
n n 5
2 4

3.2.3 Uso dos operadores A e E

Os operadores A e E também podem ser usados para se determinar uma solucao particular
da equacdo (3.11). Para este fim, sdo introduzidas algumas propriedades fundamentais desses

operadores.

Definiciio 20. O inverso do operador (E — AI) é o operador (E — A1)~ tal que
(E-ADE—-AN"'=1 AeC.
Teorema 19. Seja A € C. O inverso de E — Al é dado por

(E—AD~t =2 1A7 I, (3.22)

Demonstragdo. Usando a relagdo (3.22) e o Teorema 5, tem-se

(E—ADE—-AD)"' = (E-ADA" A A =AY AE—ADAIA™
= A"AAATIATr =1

Corolario 3. Para m € N, tem-se

(E—AD)™" = A""A" A", (3.23)
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Demonstragdo. De fato,

(E—AD™E—A)™ = (E—Al)"A""mA—m), "
— )Ln—m)thmA—ml—n
= 1

]

A relagdo (3.23) pode ser usada para se determinar a solucdo de (3.19). Da relagdo
(3.19) e de (3.23), segue que

Xp=(E—AD)7"i(0) = A"™ATMAT(0) = ATAT0),

A™™i(0) = gi(n), onde ¢;(n) € um polinémio de grau inferior a m;. Portanto, x, = A" " g;(n),i =

1,2,...,r. Desta forma, a solugdo geral de (3.18) é dada por

oA "Mg(i)(n). (3.24)

r
Xpn —

i=1

Como A~ ndo depende de n, entdo ;A ™™ é uma constante e assim, (3.22) assume a forma

.
xn =Y 0iAlqi(n),
=1

1=

que é equivalente a (3.20).

Teorema 20. Seja f(A) um polinomio de grau k, A € C com f(A) # 0. Entdo,

fFUEA = —. (3.25)

Demonstracdo. Usando as relagdes (3.25) e (2.11), tem-se

FEW

—1 n__

]

Teorema 21. Seja f(A) um polinémio de grau k e Ay € C uma raiz de f com multiplicidade m.
Entdo, fazendo f(A) = (A —A1)"g(A), tem-se
B lln_mn(m)

—1 n
FUEA = L (3.26)
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Demonstracdo. Usando a relagdo (3.26), o Teorema 6 e as equagdes (2.11) e (2.8), tem-se que
FE " fRaE)
g(Ay)m! ! g(Ay)m!
AP (E —I)"g(ME)n™
g(?Ll)m!

Al
g(Ay)m!

2 &(AME)m!
L g(A))m!

= A8

FEHEA]

_ n—m
= )Ll

A

Teorema 22. Seja f(A) um polindmio de grau k e x, uma sequéncia. Entdo

FYUE)A %, = A" f~Y(AE)x,,Vn € N. (3.27)

Demonstragdo.
FE F Y E)A S, = F(E)A"f Y (AE)x, = A"f(AE)f " (AE)xs = Ay

]

Estes resultados podem ser usados para se calcular a soluc@o particular da equag@o (3.16).

Os préximos casos sao 0s mais comuns:

1. g(n) = ¢, ¢ constante. Se f(1) # 0, por (3.25) tem-se

1" c
Xpn=f Y E)e=cf N E)N" = = ——
f(1) f l
i=0
2.8(n) = ZS: o; A" com f(A;) # 0.
i=1
N K s ){n
n=fE)Y oA =Y oif N E =Y o=
e =S LA = el BN 0

N
3.¢(n)= Z oA, f(Ai) #0e A; é umaraiz de f(A) com multiplicidade m.
i~

De (3.25) e (3.26), segue que
A1 ,ljf_l—mn(m)

= L e m

, onde f(4)=(A—2;)"g(4).

S
i=1it)
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4. g(n) = ¢ Neste caso usa-se 0 2° ou o 3° caso, fazendo A = /.

5. g(n) = cos(nB), g(n) = sin(nB). Procede-se como no 4° caso, tomando a parte real

ou a imagindria, dependendo do caso.

3.2.4 Meétodo das funcées geradoras

O método das funcdes geradoras é um outro método que permite solucionar equacdes de

diferengas lineares com coeficientes constantes.

Definicao 21. Denomina-se série de poténcias a uma série da forma
2 v
astaxtax +.. .. +ax"+...= Z apx,
n=0

onde x é uma varidvel e a, sdo constantes chamadas coeficientes da série.

Uma série de poténcias pode convergir para alguns valores de x e divergir para outros

valores de x. A soma da série € uma func¢do
flx)= ag+aix+ax® +...+ax"+ ...

cujo dominio € o conjunto de todos os x para os quais a série converge.

+oo foo
Se ) apx'e Z b,x" sdo duas séries de poténcias, a soma destas gera a série de poténcias
n=0 n=0
dada por
400
Z (an+Dby)x"
n=0

e o produto € a série cujo coeficiente de x"* paran =0,1,2,3,... é
aob, +a1b,—1+axb,_»+...+a,by = Z a,‘bj,
i,j>0si+j=n
ou seja, a série de poténcias produto é
—+oo

Z Z a,'bj x".

n=0 [i,j>0;i+j=n
Para mais detalhes sobre o assunto, consulte a referéncia (STEWART, 2013).

Definicao 22. A funcdo geradora para a sequéncia (ay,)y de niimeros reais ou complexos é a

série de poténcias

S
flx)= Z anx".
n=0

Observe que qualquer polindmio € uma particular série de poténcias. Por exemplo, o
polindmio 5x% 42 4328 pode ser escrito como 0+ 0x—+ 5x% 420 4+ 0t 400 4+ 328+ 0x7 + ..,

que € uma série de poténcias com vdrios coeficientes nulos.
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Teorema 23. . Se a, é o coeficiente de x" na fungdo geradora
f)=04x+2+°2+.. )8

. (k—l—n— 1)
entdo a, = :

n

2.(1—xX"'=1- <”>xm+ (”>x2m—...+(—1)"x"'";
1 2
3 (l4x+224.. X Hr=(

Il
—~

Demonstragdo. 1. f(x) = (iﬂ)k = (li )k —(1—x) k= i (_k>(_1)"x", onde

i=0

(—k) (=R —k(—k—1)...(—k—n+1)

n n!(—k—n)! n!

akk+1)...(k+n—1 "
= (=1 —— n!( >:(_> nl(k—1)!

_ (_1)n<k+2_1)'

> em f(x), tem-se

Substituindo (
n

k —1
e desta forma, o coficiente de x" é ( T ) .
n

2. Substitua t = (—x™) no binémio (1 +1¢)" para obter o desenvolvimento desejado.

3. Note que
T4x4+2 4 X" =0 =) (1 +x+x2+..)
e elevando-se ambos 0os membros ao expoente n, obtém-se a igualdade desejada. [
Teorema 24. Se f(x) e g(x) forem as funcbes geradoras relacionadas as sucessoes (ap)y €
(bn)g, respectivamente, entdo
1. af(x)+ Bg(x) é a fun¢do geradora associada a sequéncia (oa, + Bby,);

2. (1 —x)f(x) € a fungdo geradora associada a sequéncia (a, —a,—1)y (adota-se que
a_1=0;)

3. (14x+x>+...)f(x) é afuncdo geradora associada & sequéncia (ag+ay +ar+ ...+

[e)

an)ps
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4. f(x)g(x) € a fungdo geradora da sequéncia (apb, + ajb,—1 +axby—»+ ...+ anby)y;

5. xf'(x) é a fungdo geradora da sequéncia (nay)y, onde f'(x) é a derivada em relagdo

a varidvel x.

Demonstracdo. Seja f(x) Z apx" e g(x Z b,x". Entdo
n=0 n=0

(o)

L of(x) +Bg(x) = ¥ (ctay + Bby)x"

n=0
2.

(1-x)f(x) = Zanx —Zanx”“—ao—aox—i—a]x apx* 4.
n=0 n=0

= (ap—a—1)+(a; —ap)x+ (ax —ay)x —|—...—|—(n—an,1)x”+...

(I4+x4+x24+.)f(x) = (I+x+x>+.. ) ag+ax+ax®+...)
ao—}—(a0+a1)x+(a0+a1—}—az)xz—l—...
+ (aotar+ay+...+ap)x"+...

4 fg =Y [ia,-bn_,- <
n=0 [ j=0

Z na,x" ! e assim, xf’(x Z na,x".

O

1

1—x
(esta série converge para |x| < 1) é a fungdo geradora da sequéncia constante (1)g. A fungdo

1" k+n—1\\"
g(x)=(f (x))k = (—> € a funcdo geradora da sequéncia (< o )> , segundo o

1 n

Observacio 6. Note que (1 —x)(1+x+x>+...) =1, pois f(x) =1+x+x>+... =

Teorema 23.

Exemplo 24. Obtencdo da fungdo geradora associada a sequéncia (3n+ 5n2)‘6°.

A fungdo f(x) = ¢ a funcdo geradora associada a sequéncia (1)g. De acordo com
—x

o Teorema 24, item 5, xf(x) =

¢ a funcgdo geradora da sequéncia (n); . Aplicando-se

X
(1—x)?
/
1
novamente este principio, tem-se que x ( al ] ) = <( +) ¢ a funcdo geradora de (nz)("f.

(1—x)? 1—x)3
2x(4
Assim, a fungdo geradora de (3n+5n°)5 € 3xf'(x) +5x(xf'(x)) = %
—X
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Na Tabela 5 pode-se visualizar a func¢io geradora de algumas sequéncias.

Assim, dada uma sequéncia, € possivel determinar a funcdo geradora associada e esta
fungdo contém toda a informacao relativa a sequéncia em questdo, e as vezes € mais simples
manipular a funcio ao invés da sequéncia. O termo geral da sequéncia pode ser recuperado a
partir do coeficiente de x" no desenvolvimento em série de poténcias. Utiliza-se esta ideia para

resolver equagdes de diferencas.

Para se resolver a equacdo de diferencas linear de ordem k com coeficientes constantes

Apik + Pranik—1+ ...+ pran = g(n), px#0,

basta seguir as etapas:

(an)g funcao geradora f () | Dominio de convergencia
1 — x| <1
n T - = x| <1
i—x)
2 r(x+l) .
n’ : | <
" i <1
: z(z2+dr+1
n’ e [ <1
ﬂ'l .:r(.'c:s—ll.r'-1+_1 lz+1) _1‘| <1
g :1—1‘] o =
) 1
(n+m)™ Aot x| <1
n!™) —rl,lf?.l‘;r;_ x| <1
ED 1 g~ 1
k 1—kx “t| < I
. (m} 1n m! N |
(n+m)'" k ey T x| <1
_amn 1 . 1
c l—etx '1| = et
k™ cos fin —]_E}b;zf;ii._.tj x| < ¢
o Exsm@ N
k™ sin fn T Der cos 0527 r| <3
[ =" . .
{i'r'h) [1—1-]’”_] "i'| <1
2 3 2 -
(¥) (1+ 1) x| < 1
kE+n—T7 1 . ]
( f ,' Ijl—;rle J.| <1
Tabela 5 — Fung¢do geradora de f(x)
Fonte: (LUIS, 2006)
1. Multiplica-se os dois membros da equagdo por Kk
~+oo
2. Escreve-se a nova equacgdo em termos da func¢éo geradora f(x) = Z a,x" e aresolve
n=0

em fungdo de f(x);

3. Transforma-se a expressdo encontrada para f(x) em série de poténcias de x, de forma
que se identifique o coeficiente a, de x";

4. A solugdo da equacgdo € a expressao encontrada para a,,.
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Exemplo 25. Resolucdo da equacdo a,1 — 2a, = —g, ao = 1 pelo método das fungoes
geradoras.
~+oo
Seja f(x) Z a,x". Multiplicando os dois membros da equacdo por x" !, tem-se
n=0
A1 X = 2a,x ! = —gx’ﬂ'l.
Expressando esta equagdo em termos da fungdo geradora f(x), segue que
Z an+1x"+1 -2 Z axX" = —= Z nx'tt
n=0 n=0
ou seja,
f(x)—ap—2xf(x) ———an"
Como

o0 1 /
an”:x(1+2x—|—3x2+...)zx(x+x2—|—x3+...)'=x(—1+1 ) :< a
x

_ 1_x)2
segue que
2 1
—X 2 5 1
1—2x) = ——— +1 L _
Portanto,
12 /2 2
0 = 3L (P )iy
Eonp gt ’
g Z—x’
n=0 3

pela Tabela 5. Logo, a solucao da equacdo € a,, = 3

Exemplo 26. Resolucdo da equagdo a, iy —2a,1 +a, =2", ap=1,a1 =2.

~+oo
Seja f(x Z a,x"*. Multiplicando os dois membros da equag@o por x"
n=0
a nova equagdo em termos da fung@o geradora f(x), tem-se

oo +oo oo oo

n+2 n+2 n+2 n n+2
Zan+2x —ZZanﬂx —I-Zanx = ZZx ,
n=0 n=0 n=0 n=0

"2 ¢ expressando

ou seja,
£ — v — a2((5) — ao) + 2 (6) = 2 ¥ (240"

Portanto, "
f(x)(l—2x+x2):1 22 +1e f(x)= 1_12x

+oc0
onde f(x) = Z 2"x"" e, desta forma, a solugdo da equagdo é a, = 2".
n=0
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Visando-se encontrar o termo geral da sequéncia a,,, faz-se necessario expandir a funcio

geradora encontrada em série de poténcias de x. A Tabela 6 contém a expansdo de algumas

fungdes geradoras.

Funcao geradora | Expansao
(142 () + (s (a4 o+ ()= T ()

(1+ 72 )+ Gre+ (e +.+ (e = T ()
R N [ R G PR R [ P o O P
(L+2)7" (0)+ (e + ()" +.. = i{'](—lf‘ LS

(14 rz)* (5 + (Fyro+ (F)r2a? + ; i{]{ 1) (k) pngn
(-2 () + (B o)+ () o = X ()
1—rz)™* (B + (8 (—rz) + (F) (—rz) + .. = ?;Z; (nt) prgn
e (Bt + (1) = 2 ()

Tabela 6 — Expansdo da func¢do geradora

Fonte: (LUIS, 2006)

3.3 Equacoes com coeficientes variaveis

Grande parte das equacdes de diferencas lineares com coeficientes varidveis de ordem

superior ou igual a dois, ndo possuem solucdo analitica. Contudo, existem algumas equacoes

para as quais é possivel se determinar uma solucdo explicita.

Nesta secao, sdo abordados métodos que permitem a obten¢do de solucdo para alguns
tipos de equacdes com coeficientes varidveis. As vezes se consegue identificar uma solucao ndo

nula da equacdo homogénea. Neste caso, pode-se reduzir a ordem da equacdo. Por exemplo, para

uma equagdo de 2% ordem, € possivel encontrar a 2% solucéo conhecendo-se a primeira.

Assim, suponha que x1 , € uma solug¢@o conhecida da equagao

Xni2 + f1(1)Xps1 + f2(n)x, =0,

€ seja x , a outra solucdo a determinar. Pelo Teorema 7, sabe-se que

AXZ,n - xl,nAXZ,n _XZ,nAxl,n

X1,n X1,nX1,n+1

(3.28)

(3.29)
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e como {xj »,X2 ,} € um conjunto solugdo, segue que C(n) = X1 pX2 441 — X1 n4+1¥2,2- LOLO,

AXzn & (3.30)
X1,n X1,nX1,n+1

n—1
Pela formula de Abel (Teorema 10) tem-se que C(n) = [H £2(i) | C(no). Aplicando-se A~

i:no

nos dois membros de (3.30), tem-se

C(no)

N [Hl £0)

J=no
X2n = Xln Z

(3.31)

Assim, a solugdo geral da equagdo (3.28) é

N [fnl fz(j)] C(m)

J=no
Xn =X1p [0+ 00 Z

(3.32)

1
mxn:O, I’ZEZ(J)r

Observe que x1 , = n+ 1 € uma solugdo da equagio e que

Exemplo 27. Resolugdo da equacdo x,12 — Xxp+1 —

n—1 —1

il;(l)n+1

C(n) =

Logo,

n—1
=D L)

Desta forma, a solucdo geral da equacgdo é

n—1 (_l)i
=0 (n+1)+on+1) z(’) Ik

Pode-se usar também, o método das funcdes geradoras para encontrar a primeira solucio

da equacio e, em seguida, utilizar o método anterior para determinar a segunda.

Exemplo 28. Cdlculo da solu¢do de (n+2)ay12 — (n+3)ay+1+2a,=0, ne Zar.

—+o0
Seja f(x) = Z a,x". Multiplicando cada termo da equacdo por X2 e aplicando soma-
n=0

térios em n, que variam de 0 até +oo, tem-se que

+o0 +oo +oo
Z (n+2)ap 26" — Z (n+3)ap 1 X242 Z a,X"t? = 0.
n=0 n=0 n=0
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Pelas propriedades de somatdrio, vem que

Z na,x" —x Z (n+2)a,x" + 2x? Z ax" =0.
n=2 n=1 n=0

Como f'(x Z na,x"" ", segue que

Joo
;nanx”:x( X)—ay) e xZ (n+2)a,x" —xf( )+ 2x(f(x) —ag)

n=1
e, assim,
x(1—x)f (x) = 2x(1 — x) f(x) = ayx — 2xay,
ou seja,
£~ 2f ) = 20

o 2" 2"

Quando a; = 2ay, esta equagdo tem solugdo f(x) = F = Z 7> pois uma solugdgo € ay , = —
n!

n=0

Para se encontrar a segunda solucdo, procede-se de forma semelhante a utilizada no exemplo

n—1
anterior. Como C(n) = [ | T entdo o Casoratiano satifsfaz a equagdo C(n+1) = Py 2C (n).

i=0!

n
Assim, C(n) = I e a 2% solucdo é
2
on n— H—l on n— 1 i!
arn = E Z 5 pitl _ Z yitl”

D=0 TGy
Desta forma, a solu¢ao geral da equacao dada é

2" 2"" ] i!

Em alguns casos, a equag¢do com coeficientes varidveis pode ser reduzida a uma equacao
com coeficientes constantes.

Com efeito, seja a equacao

CiXptk + Ch1f(M)Xppi—1+ ... +eof (n)f(n—1)... f(n—k+1)x, = g(n), (3.33)
onde ¢; parai=0,1,2,... k, sdo coeficientes numéricos. Efetuando a substituicao
$u = f(n—K) f(n—k—1)...f(B)y, n>k+b,
e dividindo os dois membros de (3.33) por f(n)f(n—1)... f(b), tem-se

g(n)
f)f(n—1)...f(b)’

que ¢ uma equacdo de diferencas linear de ordem k, ndo homogénea com coeficientes constantes.

CiVntk T Ck—1Yntk—11 -+ XYpt1 +aoyn =
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Exemplo 29. Resolucdo da equagdo x,4+2 — 3nx,+1 +2n(n—1)x, = 0.

Sejax, =(n—2)(n—13)....2.1.y, = (n—2)!y,, n>2.Dividindo os dois membros da
equagdo por n!, tem-se y,12 — 3,11 + 2y, = 0, cuja solugdo geral € y, = o) + 02" € assim,
Xp = (n—1)1(0q +0p2").
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CAPITULO

EQUACOES DE DIFERENCAS LINEARES DE
2° ORDEM: ESTABILIDADE E APLICACOES

Neste capitulo sdo estabelecidos resultados sobre a estabilidade das solugdes de equagdes
de 2% ordem com coeficientes constantes. Também ¢é feita uma anélise sobre a estabilidade de

uma particular equagio de 2* ordem ndo homogénea em que a perturbagdo é uma constante.

Exemplos sdo apresentados para ilustrar a teoria desenvolvida e complementados com
aplicagdes que envolvem a sequéncia de Fibonacci, crescimento populacional de escargots,

racionamento de dgua e o modelo do produto nacional.

4.1 Estabilidade das solucées de equacées de 2% ordem

com coeficientes constantes

Uma solugdo x,, da equagdo (3.1) é estdvel, se para qualquer outra solugdo x, da
equagdo (3.1), a diferenca D,, = x, —x,,, Vne Z(J{ é limitada. Quando lirJrrl D,=0, xp,é
n——+oo
assintoticamente estavel. A solugdo x,, , € instavel se ndo for estdvel.

Em geral, ndo se pode tirar conclusdes sobre o comportamento assint6tico das solugdes
de uma equacdo linear de ordem k. Entretanto, para as equacdes com coeficientes constantes, €

possivel se estabelecer alguns resultados.

Para mais detalhes sobre o assunto, consultar as referéncias (LUIS, 2006) e (ELAYDI,
2004).

Teorema 25. A solugdo x, da equagdo (3.11) é assintoticamente estdvel se as raizes caracteris-

ticas estdo todas dentro do circulo unitdrio no plano complexo.
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Demonstragdo. Sabe-se que x, = Xj , +x, , € de (3.20), tem-se

r
. . ) .
ngr—‘l}oo ‘xn _xp7n‘ - ngrfw l:ZI Afln(al,() + al,ln + (Xl,zl’l + . + ai,mi_ll’lm 1)
r
S an—ig}:loo |)’l|n(|alvo| + |ai,1n| + |OC,'72n2| —|— ... + |ai7mi71nmi71 |)
i=1

Logo. [4i] < 1 lim [x, ~ .| =0. -

Teorema 26. A solugdo x,,, da equagdo (3.11) € estdvel se o valor absoluto das raizes caracte-
risticas é menor ou igual a 1 e, quando o valor absoluto for 1, a solucdo é estdvel se as raizes

forem simples.

Demonstracdo. Se o valor absoluto das raizes caracteristicas for menor do que 1, por (3.20) D,
¢ limitada. Quando o valor absoluto de alguma raiz for 1, entdo D, s6 € limitada se a raiz for
simples, pois caso contrério, para um polindmio em n de grau maior ou igual a 1, D, nunca sera
limitada. L

Com o objetivo de simplificar a analise sobre a estabilidade das solugdes, o estudo da
mesma serd baseado em equacdes de diferengas lineares de 2* ordem com coeficientes constantes,

ou seja, equacdes da forma
Xn42 + P1Xnt1+ paxn = 0. 4.1

Suponha A; e A; raizes da equag@o caracteristica associada a equacdo (4.1). Entdo, se:

1. A1 e A, sdo reais e distintas, a solucdo geral da equagdo é x, = oy A{' + 0pA;. Desta
forma x; , = A{' e x2, = A}’ sdo duas solugdes linearmente independentes da equagdo (4.1).
Suponha [A;| > |4z (a andlise para |A;| < |A,| € andloga). Para esta situacdo, seja A; a raiz

dominante € x1 , a solu¢do dominante. O comportamento do limite da solucio € determinado

A n
xp = Af {al—i—az (A_z) ]
1

I 2\" . .
< 1,entdo lim (),_) = 0. Logo, ngrf X, = lim ajAf.

pela solucdo dominante, j4 que

i)

A

Como
n—-o0 1 0 n—r—+-o0

Ha4 seis situagdes que podem ser destacadas neste caso (ver Figura 2):



4.1. Estabilidade das solugées de equacdes de 2° ordem com coeficientes constantes 71

1. (c) 1.(a)
1. (dy

X, (n) xln) x ) | '
RN I . it

e

%R(=
. e) . 1.(h)
\',[r}l 1. () x () I

Figura 2 — Raizes caracteristicas reais distintas

v

L ]
.

X [.?.' ) 1O

L J

Fonte: (LUIS, 2006)

4o, se a3 >0

, a sequéncia (") diverge e assim a
—oo, se o <0

(@A >1: lim x, =
n—+oo
solucdo € instéavel;
by A =1: ngr}rlooxn = @y, a sequéncia (o A{')y € constante e assim a solugdo € estdvel;

©0<A<1: lirE x, = 0, a sequéncia (o A{')y é mondtona decrescente e assim a
n——oo

solucdo € assintoticamente estivel;

d)—-1<A<0: lir}rl x, = 0, a sequéncia (ajA{')y oscila convergindo para zero sendo
n—r—+oo

a solugdo assintoticamente estivel;

. o se n €par . - .
eA=-1:lim x, = ’ ] p , a sequéncia (o A{')q oscila entre
n—roo —oq, se n €impar
—0o e a acarretando uma solugo instdvel;

OA<-1: lirJrrl X, = oo, a sequéncia (ajA{')y oscila, porém a amplitude aumenta e
n—r-oo

assim a solucdo ¢ instdvel.

2. A = A = A, é uma raiz de multiplicidade 2. A soluc¢do geral da equacio € x,, =

(o1 + opn)A™ e, nesta situagdo, se |[A| > 1, entdo lirJr: X, = oo e assim a soluc@o ¢ instavel. Para
n—r o0

IA| < I tem-se que lim nA" =0 e assim lim x, = 0. Logo, a solugdo é assintoticamente

n—y+-oo n—4-o0
estavel.

3. A1 e A, sdo duas raizes complexas conjugadas na forma a + ib. A solu¢édo da equa-
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b
¢do € x, = p" (0 cos(nB) + aysin(nh)), onde p = \Va?+b? e 6 = arctan (—) Seja @ =
a

(04] 0%]
2, 2 2, 2
\ &0 \ O+

xp = p"y/ai+adcos(w)cos(nb) +sin(w)sin(nb)]

= ap"cos(nb — ).

1 0 . .
tan — |, 0useja, Cos = esmaa = Logo,

o

Neste caso, a solugdo oscila, pois a fung@o cosseno também oscila. Ha trés situacdes para serem

analisadas (ver Figura 3):

(a) p > 1, as raizes 4| e A} = 7L_2 estdo fora do circulo unitdrio. A solugdo x, oscila

aumentando a amplitude e, desta forma, a solugdo € instavel;

(b) p =1, as raizes A; e A; = A, estdo sobre a circunferéncia unitdria. A solucdo x;

oscila de forma constante mantendo a amplitude, e assim, a solucdo € estavel;
(c) p < 1, asraizes A; e A} = A; estdo dentro do circulo unitério. A solug@o x, oscila,

mas convergindo para zero e assim a solucao € assintoticamente estivel.

Observacio 7. Note que a solugcdo da equagdo (4.1) oscila em torno de zero se, e somente se,
nenhuma das raizes caracteristicas é real positiva ou complexa conjugada, e é assintoticamente

estdvel se, e somente se, max{|Ai|,|A2|} < 1.

w(n) t (c) x(n) 1 (a)

(n) | (b)

e
e
L=

L 4

Figura 3 — Raizes caracteristicas imagindrias

Fonte: (LUIS, 2006)
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Observacao 8. Na andlise da estabilidade da solugcdo da equagdo (4.1), ndo se considerou a
dependéncia de condigées iniciais. As solugdes particulares podem apresentar comportamentos

diferentes, dependendo das condicoes impostas.
Exemplo 30. A equacido de diferengas
Xn+2 = Xn+1 1 2%xp 4.2)

tem equacdo caracteristica A2 — A —2 = 0, cujas raizes sio A; =2 e Ap = —1.

A solugdo geral de (4.2) é dada por
Xp=c1(2)"+c(=1)".

Considerando as condig¢des iniciais xg = 5 e x; = 4, a solugdo particular de (4.2) tem a
forma
X, =32)"+2(—-1)".

Pela Figura 4, observa-se que x,, — o quando n — oo.

110000
X n 105000
100000
95000
20000
85000
80000
75000
70000
B5000
60000
55000
50000
45000
40000
35000
30000
25000
20000
15000
10000
sona gy E F G H

Fo
4

D

[
o

L]
aQ

Figura 4 — A sequéncia x, = 3(2)" 4+ 2(—1)" é divergente

Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 31. Seja
Xt = Axp1 — 4y (4.3)

A equacdo caracteristica associada a (4.3) é dada por A2 —44 +4 = (A —2)* = 0.

Portanto, A = 2 é uma raiz de multiplicidade 2.

A solug@o geral de (4.3) é dada por

xp=c1(2)" +can(2)".
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Supondo xp = 6 e x; = 4, a solugdo particular de (4.3) é

Xp = 6(2)" — 4n(2)".

Pela Figura 5, observa-se que x, — —oo quando n — oo.

A G
1

d
-2 -1 0 ]

ol _
=0

Xn -20000
-40000
-60000
-80000
~100000

-120000

Figura 5 — A sequéncia x, = 6(2)" —4n(2)" é divergente

Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 32. A equacao de diferengas
Xp+2 — 2ax,11 —|—2a2xn =0; x=0; xy=a e a>0 4.4)
tem equacdo caracteristica dada por
A% —2al +2a* =0,
cujas raizes sdo A; = a(14i) e Ay = a(1 —i). Entdo, p =av2e 6 = g
A solug@o de (4.4) é dada por

X, = (aVv/'2)"sin (%n) :

Como —1 <sin <§n> < 1, x, teréd oscilagdes decrescentes quando av2 < 1.
Observe, na Figura 6, que x,, — 0, quando n — co.
Exemplo 33. A equacio de diferengas
X2 = 2%p41+ 206, =0; x=0; x =1 (4.5)
tem equacao caracteristica dada por

A2 =24 +2=0,

b1
cujas raizes sio Aj = 1+iedp =1—1i. Entéo,pz\/ieez 7
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08 'y
Xn
A

06{ ®
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]
0.4

H
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] No@ .P
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Figura 6 — A solucdo x;, (3 ﬁ) sin (Zn) ¢ uma sequéncia convergente

Fonte: Elaborada pelo autor.

Considerando as condi¢des iniciais dadas, a solug@o particular de (4.5) é dada por
T
X, = (V/2)"sin (Zn> :

Neste caso, a amplitude p" = (v/2)" é crescente e o comportamento da solucio é dado
na Figura 7.

600 4

Xn 500 1 .S.T
4004

300 1

2004

R
100 1

-100 4

n
. . w (TN N
Figura 7 — A solucdo x, = (\/E) sin (Zn) ¢ uma sequéncia divergente

Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 34. A equacdo de diferengas

Xpt2+x,=0; com xo=0; x;=1

(4.6)
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tem polindmio caracteristico dado por

M+1=0=A =i e A= —i.

Assim,p=1e 0 =

T
5
A solugdo da equacido (4.6) é

() exin(5)
X, =cjcos | — crsin| — ).

" 2 2

Usando as condi¢des iniciais, obtém-se ¢; = 0 e ¢, = 1. Entao,

= m(nﬂ)

¢ a solucdo particular de (4.6).
O comportamento de x,, estd retratado na Figura 8.
300 4

Xn

200 4

o | \/4 \f 1\/2 1\/6 1\/0
0 n
. a . (T . .
Figura 8 — A sequéncia x,, = sin (7) oscila em torno do eixo n

o

Fonte: Elaborada pelo autor.

Considere a equagdo ndo homogénea com coeficientes constantes
Xn+2 T P1¥nt1 + P2Xn = C, 4.7)

onde ¢ é uma constante nao nula.

Conhecida a solucdo da equacdao homogénea associada, é necessdrio determinar uma

solucdo particular para se exibir a correspondente solucao geral.

No caso da equagdo (4.7), se a constante ndo faz parte da solu¢do homogénea, entdo a

solugdo particular s6 pode ser constante.

Na determinagdo dos pontos de equilibrio da equag@o (4.7), ou seja, os valores para os
C 7z

quais X,42 = X,4+1 = X, = X", verifica-se que x* = ——————— & uma solugdo particular de (4.7).
l+pi+p2
Assim, a solugdo geral é x, = x;, +x*. Tem-se que lim x, = x" se, € somente se,
’ n——+oo

lim x5, =0.
n——+oo hin
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Mas, ET Xp, = 0 quando |A;]| > [A2] e |41 < 1, ou seja, quando max{|A;],|Az|} < 1.
n oo
Também se verifica que todas as solu¢des da equagdo (4.7) oscilam em torno de x* se, e somente

se, nenhuma das raizes caracteristicas € real positiva ou complexa conjugada.

Independente das raizes caracteristicas fornecerem informagdes sobre a estabilidade
assintética de uma equagio de diferengas de 2* ordem, é importante, nas aplicagdes, se ter um

critério de estabilidade baseado nos coeficientes pj e py de (4.1) e (4.7).

O seguinte teorema estabelece esse critério.

Teorema 27. Os pontos de equilibrio das equagdes (4.1) e (4.7) sdo assintoticamente estdveis,

ou seja, lir£ Xp = X" se, e somente se, | +p1+py >0, 1—p+pr>0el—pr>0.
n——+oo

Demonstragdo. (=) Por hipétese tem-se que max{|A;|,|A2|} < 1, onde A; e A; sdo as raizes de
A%+ p1A+p2=0.

Sejam

—P1+\/P%—4p2
M= 3

—pl—\/p%—4p2
A= 3 i

No caso em que A; e A, sdo reais, ou seja p% —4py > 0, tem-se

—24+p < \/p%—4p2<2+p1
—24p < —\/p%—4p2<2+p1.

A somatoria das raizes resulta em —p; e, como as raizes variam entre —1 e 1, tem-se que

—2 < —p1 <2,0useja, —2 < A; + A < 2. Desta forma, 2+ p; > 0e 2 — p; > 0. Baseado em
|A1] < 1, tem-se que |/ p? —4py <2+ py, ou seja, p?—4py < (2+p1)?. Portanto 14 p; +py > 0.

Como |A;] < 1, tem-se que \/ p? —4p, <2 — py e assim, 1 — p; + pr > 0.

—p1+iy/4py — P

Se A1 e A, sdo raizes complexas conjugadas, entio A; = e A =

2
—Pl—i\/4p2—P%

2

ecomo —1 < A, A < 1, entdo LA, < 1, ou seja, py < 1.

(<) Suponhaque 1 +p;+p2>0,1—p;+pr>0el—py>0. E preciso mostrar que

max{|A|,|A2]} < 1, onde A; e A, sdo as raizes da equacdo caracteristica.
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—Plﬂ:i\/4P2—P%

2

Se A1 e A, sdo complexas conjugadas, entdo A; » = com 4py —p? > 0.

Desta tdltima relagdo segue que p, > 0. Entdo,

2 2
Py  4p2—p
1] = |Aa| = Zl+—4 L= /p < 1.

Se A1 e A, sdo reais, da relagdo 1 + p; + po > 0, tem-se que —4py < 4py+4, 1+ p; >

—p2€2+p1 >1—ps > 0. Entlo,
2
—p1+4/pi+4p1+4 :'—p1+(p1+2)':1

—p1+4/P—4p2
A1] = < >

2 2

Darelacdo 1 — p; + po > 0, segue que —4pr, <4 —4p;e2—p; >1—pr > 0. Assim,

. —p1—/Pi—4p2| |1t PT—ApiHA | p - 2—p)) |
22| = 5 < 5 = > = 1.
Portanto, max {|A;|,|42]} < 1. O

Exemplo 35. A obtencdo das condicdes para as quais a solugcdo da equagdo

X2 —a(l+b)xpy1 +abx, =1, a,b>0

a) converge para o ponto de equilibrio x* e

b) oscila em torno do ponto de equilibrio x*.

1
O ponto de equilibrio é x* = T @ # 1
a) Aplicando as condi¢des do teorema a equacao dada, tem-se
a<l, 14+a+2ab>0, ab< 1

A segunda desigualdade 1+ a+ 2ab > 0 € sempre satisfeita, poisa >0e b > 0. Logo,0 <a < 1
e0<b<—.
a

b) A solug@o oscila em torno de x™ se as raizes caracteristicas forem reais negativas ou

complexas conjugadas.

As raizes caracteristicas sao

(b+1) N \/a2(1+b)2—4ab‘

a
Ao =
1,2 ) )
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No primeiro caso, tem-se

4b
(1+b)?

a*(14+b)> >4ab ou a>

a(14b) <0 e a(b+1) > /a>(1+b)?— 4ab,

o que ¢ impossivel. Portanto, se a > ndo hé solugdo oscilatodria.

4b
(1+5)2

Se A = Ay, tem-se que a < 5. Portanto, todas as solu¢des da equag@o oscilam

4b
(1+D)

t de x* < )
cm torno de x S a (l—l—b)2

4.2 Aplicacoes

A sequéncia de Fibonacci

Na Introducdo cita-se o seguinte problema proposto por Leonardo de Pisa (1175 - 1250),
conhecido como Fibonacci: "Quantos casais de coelhos haverd em um ano, comecando com um
sO casal, se em cada més cada casal adulto gera um novo casal, o qual se tornard adulto em dois

meses?"

Este problema pode ser formulado através de uma equacdo de diferencas
Xp+1 =Xp+Xxp—1, com xo=1 e x; =1, (4.8)
onde x, é o nimero de casais no periodo n, com n € N.

Esta equacgdo gera a sequéncia 1,1,2,3,5,8,13,21,34,... conhecida como sequéncia de

Fibonacci.

A solugido da equacdo (4.8) é obtida em termos das raizes da equagfo caracteristica,

AZ—A—-1=0,

62,2:

que sdo A =

. Portanto, a solugdo geral de (4.8) é

o (M5) a(57)
Xp = 0 5 + 0 5 )

onde O e Qp sdo constantes.

1+5 1-v5
2 2

Através das condicdes iniciais xo = 1 e x; = 1, tem-se

I = og+m

1 = o <1+2\/§> +062<1_2\/§>.
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Resolvendo o sistema, obtém-se

g V3L V5
1 NG ) N

Logo, a solugdo particular de (4.8) é

_L 1+\/§ n+1_L 1_\/5 n+1
xn—\/5 5 7 > .

Observa-se que 4| > 1 e —1 < A, < 0; assim, a raiz caracteristica dominante é A; pois

|A1| > |A2|, 0 que garante que a sequéncia de Fibonacci é crescente e ndo limitada, e portanto

nao convergente.

A razdo dos termos sucessivos da sequéncia de Fibonacci fornece uma nova sequéncia

que € convergente, ou seja,

bn:xn+1 — 1+\/§

Xp 2

De fato, seja ¢ = 1i_r>n b,, > 0. Portanto,
n—oo

Como x,, satisfaz a equacéo (4.8), entéo

. Xn+l . XntXp—1 R 1
¢ = lim P lim T — 4 lim T = 14—
n—eo X, n—soo Xn n—eo X, ()

Logo, o valor do limite de b,, deve satisfazer a equacao

¢:1+% ou ¢2:¢+1.

Como ¢ > 0, entdao

1 5
0 = +2\/_ —1,61803...
ou seja,
1 5
fim 2t = 2t V5 (nimero 4ureo).
n—eo X, 2

Para mais detalhes, consultar a referéncia (BASSANEZI, 2010).
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Crescimento populacional de escargots

Escargots sdo moluscos gastropodes terrestres de concha espiralada calcéria, pertencentes
a subordem Stylommatophora, que também inclui as lesmas. Sdo animais com ampla distribui¢do

ambiental e geografica.

Na dindmica do crescimento populacional dos escargots, vamos considerar 3 estagios

distintos: ovos, jovens e adultos, supondo que ndo ha mortalidade em nenhum estédgio.
Consideracoes:
a) Todo escargot adulto desova e o faz a cada 4 meses.

Seja c a quantidade de ovos vidveis em uma desova; ¢ > 0. Entao, C,, = A, c € a quantidade

de ovos vidveis num estigio n, onde A, € a quantidade de escargots adultos em n.
b) Um escargot jovem torna-se adulto em 8 meses.

Seja B, a quantidade de jovens em cada estdgio n. Cada estdgio n corresponde a 4 meses.
Entdo, C,, = (ovos provenientes da desova dos adultos) + (ovos provenientes da desova dos

Jovens que chegaram a fase adulta), ou seja,

Co=cA,_1+cB,_1.

Ay, = (adultos no estdgio n-1) + (jovens que chegaram a fase adulta), ou seja,

Ay :An—l +Bn1.

B,, = (ovos do estdgio n-1), ou seja,

Tem-se assim o sistema

Ay :An—l +B,
B, =GCy1
C,=cA,_1+cB,_1.

O sistema pode ser transformado numa equacgado de diferencas linear de segunda ordem.

De fato, da segunda equacgdo do sistema, tem-se B, = C,,_ e da terceira e primeira
equacgdes, respectivamente, vem que C,, = cA,—1 +cBy—1 = cAy—1 +c(Ap —Au—1) = cA,. Logo,
Ap=A,1+B,-1=A,_1+Cy_2=A,_1+cA,—». Considerando-se as condi¢des iniciais Ay = a,

By = Cyp =0, obtém-se a equagdo de diferencas

{ An+l =A,+cAp (4 9)

AO :A1 =d.
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Observe que se ¢ = 0, isto €, se nao hd novos ovos no sistema, entdo A, —A, = 0=

A, = Ap (constante), para todo n > 1.

Se ¢ # 0, a equagdo caracteristica de (4.9) é A2 — A — ¢ = 0, cujas raizes sdo

1+v14+4
A = ¥:>|)Ll|>1
1—+v14+4 V1i+4e—1
Ay = %:>|/12|:%<1®0<c<2.

Logo, a solugdo geral é dada por
A, = oy Aln + 06222”

e a solugdo particular € determinada com os coeficientes obtidos do sistema

o1 +0hr=a
oM+ oA =a.

Como o >0e A; > 1, asequéncia A,, é crescente ¢ ndo limitada, isto é, lim A,, = +oo.
n—soeo

Racionamento de Agua

Em determinadas regides, o racionamento de dgua tornou-se necessario na vida das
pessoas. Numa certa regido, é permitido regar as hortalicas entre 21 horas e 9 horas. Suponha
que as pessoas podem adicionar uma quantidade g de dgua as suas hortalicas neste periodo,
porém metade desta quantidade € perdida por evaporacdo no intervalo de 9 horas as 21 horas.
Assume-se que as hortalicas contém uma quantidade inicial gy de dgua as 21 horas do 1° dia do
racionamento.

Seja y, a quantidade de 4gua no solo apds n - ésimos periodos de 12 horas. Assim

_ _Y_ 49
yi = Yo+tgq, yz—2+2
_ N0 _»2_ 4
y3 = 2"‘% Y4 2+2
_ _ 4 4
Y5 = 24‘(]; Y6 2+2
. (. 1 ) 1 q
Assim, se n € impar tem-se que yn+2:§yn+qesenepar, tem-se yn+2:§yn—|—§.De forma
geral, tem-se
2=y =26 (1))
n+2 D) n 4 .

A solugdo da equacao homogénea associada é

Yhn = C1 (?) +c3 (—?) .
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6—1(3 —(—=1)"). Assim, a

Usando o método dos coeficientes indeterminados, tem-se que y, , = >

solucdo geral do modelo é
\/5 n \/E n
Yn=Ci (7 +c2 5 "‘%(3_(_1)”)-

Como as condi¢des iniciais sdo yg = gg € y1 = qo + ¢, segue que

_1+V2 1-v2

7 (go—q) e 2= 5

Observe que quando n cresce, y, oscila entre g e 2q.

c1 (90 —q).

Produto nacional

O produto nacional P,, nos paises capitalistas, € dado por
Py :Cn+ln+Gn7
onde C, representa as despesas do consumo publico, I, as despesas dos investimentos privados e
G, as despesas governamentais. Em geral, o periodo n é representado em anos.
Alguns pressupostos, aceitos em Economia, sdo assumidos.

1. As despesas de consumo publico no periodo n sdo proporcionais ao produto nacional
no periodo n — 1, ou seja, C, = aP,_1,o > 0. A constante & ¢ mundialmente conhecida na

economia por "propensdo marginal a consumir".

2. Os gastos de investimento privado no periodo n sdo proporcionais a diferenca do

consumo publico no periodo n com o do periodo n— 1, ou seja, I, = BAC,_1, B > 0.

3. As despesas governamentais sdo constantes no decorrer do tempo. Suponha, sem perda

de generalidade, que G, = 1.

Assim, o produto nacional no periodo n é dado por
P,=aP,_; —|—ﬁA[OCPn_2] +1, n=2,3,...
Esta equacdo € equivalente a equagao

Pir—a(B+1)Pui+afP,=1, n=0,1,23,...

1
O ponto de equilibrio desta equagdo é P* = ——. Pelo exemplo 35, as solugdes desta
4
equagdo oscilam em torno do ponto de equilibrio, ou seja, lim P, — P* se a < _52 (isto
e (1+B)

ocorre quando as raizes da equagdo caracteristica sdo complexas). Pelo Teorema 27, o ponto de

equilibrio P* € assintoticamente estdvel (ou simplesmente estdvel na linguagem econdmica), se

l—a(l+B)+af >0, 1+a(1+B)+af>0 e 1—aff >0.
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A segunda condic¢do é automaticamente verificada, pois o e 8 sdo positivos. As outras duas

condi¢des podem ser reescritas na forma

1
o<l e a<—.

B

Estas duas tltimas condigdes sdo necessdrias e suficientes para que o produto nacional P* seja
estavel. Significam que a "propensdo marginal a consumir"é menor que 1 e, quando multiplicada
por 3, também € inferior a 1. Se estas duas condi¢Ges forem satisfeitas, a sequéncia dos valores
do produto nacional converge para P*, independentemente dos valores iniciais. Na Figura 9,

pode-se visualizar a regido de estabilidade em fung¢do dos pardmetros o e f3.

Raizes reais instaveis

I
// / Raizes reais instaveis

Raizes reais

estaveis [
|
|
' / : . | : | L /3
y lfl / 2 3 l 4 5 6 7 8
| ) o
/ Raizes Raizes imagindrias
imagindrias instaveis
estdveis

Figura 9 — Regido de estabilidade no plano (f3; o)

Fonte: (LUIS, 2006)
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CAPITULO

PROPOSTA DIDATICA

Neste capitulo é apresentada uma proposta didatica envolvendo uma situagdo do cotidiano
(negociagdo de saldrios), na qual fica evidenciada a utilizacdo de uma equacdo de diferencas de

2% ordem com coeficientes constantes.

O modelo de negociagdo de salarios € representado por uma equacao de diferencas de
2% ordem e serd utilizado como base para uma atividade didatica com os alunos do 1° ano do
ensino médio de uma escola estadual de Ribeirdo Preto. A escolha desta sala deve-se ao bom

desempenho apresentado pelos alunos em Matemética.

Os pré-requisitos para a aplicacdo do modelo sdo as teorias de sistemas de equagdes
do 1° grau, construgdo de tabelas e disposi¢do de dados na mesma, os quais sdo ensinados nos
oitavos e nonos anos do ensino fundamental. Desta forma, pode-se aplicar a atividade nos trés

anos do ensino médio.

O objetivo da atividade didética € simular uma prética que ocorre nas empresas envol-

vendo a Matemadtica. O tempo de aplicagdo utilizado foi de duas aulas de 50 minutos cada.

Inicialmente serd apresentada a formulagdo matematica do modelo, e em seguida, sera
descrita a atividade realizada com os alunos. Para finalizar, serdao descritos os resultados da
atividade desenvolvida na escola e feita a comparacao dos mesmos com os resultados gerados

pelo modelo.

5.1 A negociacao de salarios

E considerado um modelo simples para a negociacdo de saldrios entre os trabalhadores e

a administragdo de uma empresa.

Na negociagdo, o trabalhador solicita um saldrio de L reais/més e a diretoria oferece

M reais/més. Em situacdes reais essas negocia¢des podem demorar, fazendo com que ocorram
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vdrias reunides entre as partes interessadas. A cada passo da negociacao, o representante dos
trabalhadores apresenta uma exigéncia salarial e, em contrapartida, a diretoria apresenta uma

contraproposta inferior ao exigido pelos trabalhadores, o que exige mais reunides de negociagao.

Um modelo matemadtico para esta situacdo pode ser construido assumindo que a cada
etapa da negociagdo, o novo saldrio apresentado pela diretoria, acrescenta ao ultimo oferecido
uma fracdo o da diferencga entre o ultimo saldrio oferecido e o exigido pelos trabalhadores.
Da mesma forma, o representante dos trabalhadores atualiza o valor pedido anteriormente,
subtraindo a dltima proposta uma fragido 3 da diferenca entre o exigido e o oferecido na etapa

anterior.

Sejam M, e L,, respectivamente, o saldrio oferecido pela diretoria e o exigido pelos

trabalhadores na n - ésima reunido. As equacdes que representam as negociacdes sdo dadas por
My 1 =M,+a(L,—M,) e L1 =L,—B(L,—M,), G.D

onde o e B sdo constantes positivas tais que 0 < a, 8 < 1.

As equagdes (5.1) podem ser reescritas na forma
My =(1—o)M,+aL, e L,y =BM,+(1—B)L,.

Eliminando-se L, da 1* equagéo, tem-se

M, 1 —(1—0)M,
n+l (a ) n+ﬁMi’l7

My =(1—0)Myy1+a |(1-)

ou seja,
MVH-Z_(Z_a_B)Mn+l+(1_a_ﬁ>Mn:0- (5.2)

A equacio caracteristica de (5.2) é A2 — (2—a—B)A + (1 —a— B) =0, que possui as
solugdes A} = 1 e A = 1 — o — 3. Desta forma, a solucéo de (5.2) é

M,=A+B(1—a—B)"

onde A e B sdo constantes arbitrarias.

M —(1—a)M,
i1~ )fswm-

A solucdo L, pode ser encontrada através da relacdo L, =
tuindo o valor de M,,, tem-se
_A+B(l-a—-B)"—(1-a)[A+B(1—-a—pB)"] B

L —A—B=(1—a—p)".
n a ol B)

As constantes A e B podem ser determinadas impondo as condig¢des iniciais, ou seja, A + B = My
aly +ﬁM0 eB— OC(M() —L())

a+pB - a+p
Ly > My, entdo A > 0 e B < 0. Substituindo os valores das constantes nas respectivas expressoes,

eA— Bg = L. A partir destas relacdes tem-se que A = . Como
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tem-se Lot BM (Lo My)
Lo 0 0 —Mp)X n
My = a+B  a+p (1—a=p)
aLo+BMy (Lo —My)P n
Ly o+ p a+p (1—a=p)

A partir destas relacdes, € possivel tirar as seguintes conclusdes:

1. O saldrio oferecido pela diretoria e o exigido pelos trabalhadores € estdvel se 0 <
a+p<l;
2. No decorrer das negociacdes, se ocorrer convergéncia, ou seja, se M, crescer lenta-

mente e L, decrescer lentamente, entio 0 < a+f <1 (1 —a—f > 0, pois, caso contrdrio,

poderia originar uma oscilacdo indesejada e, desta forma, nao haveria convergéncia);

3. O saldrio final que satisfaz ambas as partes ¢

aLy+ BMy

w=limMn:r}i_r>r°10Ln= «tp

n—oo

Observe que o saldrio final w varia entre My e Lo, ou seja, My < w < Ly.

Na Tabela 7 € apresentado um caso particular em que Ly = 1000 reais, My = 900 reais,
oa=0,12¢e 3 =0,15.

n | M, L, n | M, L,

0 | 900 1000 13 | 9437 | 945,37
1 |912 0985 14 | 9439 | 945,12
2 920,76 | 974,05 | 15 | 944,04 | 944,93
3 | 927,15 | 966,05 | 16 | 944,15 | 944.8
4 | 931,82 | 960,82 | 17 | 944,23 | 9447
5 193523 | 955,96 | 18 | 944,29 | 944.63
6 | 937.71 | 952,85 | 19 | 944,33 | 944,58
7T 193953 | 950,58 | 20 | 944,36 | 944.54
8 | 940.86 | 948,92 | 21 | 944,38 | 944,51
9 | 941,82 | 947,71 | 22 | 9444 | 944,49
10 | 942,53 | 946,83 | 23 | 944,41 | 944,48
11 | 943.05 | 946,18 | : : :

12 | 943.42 | 945,71 | > | 944,44 | 944,44

Tabela 7 — Saldrio oferecido e saldrio exigido

Fonte: (LUIS, 2006)

5.1.1 Atividade em sala de aula

A atividade prética foi realizada com os alunos do 1° ano do ensino médio de uma escola

estadual, localizada na cidade de Ribeirdao Preto/SP. Inicialmente o professor fez a apresentacao
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do modelo, explicou a Tabela 7 e explanou sobre a proposta didatica, dando esclarecimento,
sobre os termos de uma negociacao salarial. Durante as explicag¢des, o professor observou que os

alunos tinham noc¢do de como € realizada uma negociagao salarial.

Assim, foi proposto aos alunos que constituissem grupos de 6 pessoas, os quais formariam
uma empresa ficticia, onde 3 integrantes representariam a classe trabalhadora e os outros 3, a

diretoria da instituicao criada.

Os grupos criaram as empresas e elaboraram as tabelas de negociacdo semelhantes a
Tabela 7 do modelo de negociacdo de saldrios. O objetivo desta atividade foi comparar os valores
criados pelos alunos durante a negociacdo com os valores encontrados utilizando a férmula

apresentada no modelo, para ¢ = 0,12 e 8 =0, 15.
Foram selecionados alguns grupos e suas negociagdes, 0s quais sdo descritos a seguir.

O grupo C criou uma empresa de comércio de produtos tendo o chocolate como matéria
prima (Tabela 8). O grupo E desenvolveu uma empresa de comércio de jéias (Tabela 9) e o grupo

F criou uma empresa que realiza manutencao em aparelhos celulares (Tabela 10).

O erro percentual apresentado nas tabelas € obtido pela diferenca entre o valor estipulado
pelo aluno e o gerado segundo a férmula do modelo de negociacao de salérios, dividindo-se tal

diferenca pelo salario gerado pelo modelo e em seguida multiplicando-se por 100.

Seguem abaixo as tabelas de comparagdo:

Grupo C
Etapa(n) |Salario oferecido (modelo){Mn) [Saldrio oferecido (alunos){Mn) |Erro percentual |Saldrio exigido (modelo)(Ln) [Saldrio exigido (alunos){Ln) |Erro percentual
0 RS 2.750,00 RS 2.750,00 0,00% RS 3.000,00 RS 3.000,00 0,00%
1 RS 2.780,00 RS 2.800,00 -0,72% RS 2.962,50 RS 2.850,00 3,80%
2 RS 2.801,90 RS 2.425,00 13,45% RS 2.935,13 RS 2.600,00 11,42%
3 RS 2.817,89 RS 2.475,00 12,17% R$2.915,14 RS 2.550,00 12,53%
4 RS 2.829,56 RS 2.500,00 11,65% RS 2.900,55 RS 2.525,00 12,95%
5 RS 2.838,08 RS 2.510,00 11,56% RS 2.889,90 RS 2.520,00 12,80%
6 RS 2.844,30 RS 2.515,00 11,58% RS 2.882,13 RS 2.519,00 12,60%
7 RS 2.848,84 RS 2.450,00 14,00% RS 2.876,45 RS 2.455,00 14,65%
) RS 2.852,15 RS 2.400,00 15,85% R$2.872,31 RS 2.420,00 15,75%
9 RS 2.854,57 RS 2.420,00 15,22% RS 2.869,29 RS 2.420,00 15,66%
Tabela 8 — Tabela do Grupo C
Fonte: Elaborada pelo autor.
Grupo E
Etapa(n) |Saldrio oferecido (modelo)(Mn) |Saldrio oferecido (alunos){Mn) |Erro percentual |Saldrio exigido (modelo)(Ln) |Salério exigido (alunos){Ln) |Erro percentual
0 RS 4.800,00 RS 4.800,00 0,00% RS 5.000,00 RS 5.000,00 0,00%
1 RS 4.824,00 RS 4.600,00 4,64% RS 4.970,00 RS 4.900,00 1,41%
2 RS 4.841,52 RS 4.100,00 15,32% RS 4.948,10 RS 4.300,00 13,10%
3 R$4.854,31 RS 3.700,00 23,78% R$4.932,11 RS 3.900,00 20,93%
4 RS 4.863,65 RS 3.200,00 34,21% RS 4.920,44 RS 3.500,00 28,87%
5 RS 4.870,46 RS 2.500,00 48,67% R$4.911,92 RS 2.800,00 43,00%
6 RS 4.875,44 RS 1.900,00 61,03% RS 4.905,70 RS 2.100,00 57,19%
7 RS 4.879,07 RS 1.500,00 69,26% RS 4.901,16 RS 1.700,00 65,31%

Tabela 9 — Tabela do Grupo E

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Grupo F
Etapa(n) [Salério oferecido (modelo){Mn) |Saldrio oferecido (alunos){Mn) |Erro percentual [Salério exigido (modelo)(Ln) |Saldrio exigido (alunos){Ln) |Erro percentual
0 RS 1.750,00 RS 1.750,00 0,00% RS 2.900,00 RS 2.900,00 0,00%
1 RS 1.888,00 RS 1.900,00 -0,64% RS 2.727,50 RS 2.500,00 8,34%
2 RS 1.988,74 RS 2.000,00 -0,57% RS 2.601,58 RS 2.300,00 11,59%
3 RS 2.062,28 RS 2.050,00 0,60% RS 2.509,65 RS 2.280,00 9,15%
4 RS 2.115,96 RS 2.080,00 1,70% RS 2.442,54 RS 2.240,00 8,29%
5 RS 2.155,15 RS 2.095,00 2,79% RS 2.393,56 RS 2.239,00 6,46%
6 RS 2.183,76 RS 2.100,00 3,84% RS 2.357,80 RS 2.150,00 8,81%
7 RS 2.204,65 RS 2.120,00 3,84% RS 2.331,69 RS 2.149,00 7,84%
) RS 2.219,89 RS 2.130,00 4,05% RS 2.312,63 RS 2.130,00 7,90%

Tabela 10 — Tabela do Grupo F

Fonte: Elaborada pelo autor.

5.1.2 Resultados

A atividade desenvolvida em sala de aula proporcionou aos alunos exercitar o conhe-
cimento através do trabalho em grupo. Os mesmos demonstraram interesse e criatividade na
execucao do desafio proposto. Apresentaram solucdes e novas ideias que complementaram a

aula prética.

Ficou evidente para o professor a importancia do uso de modelos do cotidiano para

estimular tanto o aprendizado da Matematica, quanto a participacao dos alunos.

Durante o desenvolvimento deste trabalho pratico houve uma troca de conhecimentos
entre o mestre e os aprendizes, e ambos cresceram no aprendizado e no aperfeicoamento quanto

a forma de relacionamento e convivéncia entre si € com a Matematica.

5.1.3 Concluséao

Diferentemente da Matemadtica essencialmente abstrata que € ensinada aos discentes da
educacdo basica, os alunos que participaram desta atividade didética, tiveram a oportunidade de
vivenciar uma Matemadtica prética, presente no nosso cotidiano, por meio de uma aplicacdo de
equagdo de diferengas de 2% ordem com coeficientes constantes, envolvendo uma negociac¢do de

saldrios entre empregados e empregadores.

A transformacgdo desta mentalidade passa por duas influéncias positivas: o método de
abordagem de conteudos de Matematica utilizado pelo docente aliando teoria e prética, e a
contrapartida dada pelos alunos demonstrando interesse e participa¢ao no aprendizado de novas

técnicas e conteddos, aplicdveis a situagdes do dia-a-dia.

No desenvolvimento dessa atividade prética, os alunos do 1° ano do ensino médio dessa
escola publica de Ribeirdo Preto/SP demonstraram com essa postura, que tal experiéncia foi

gratificante e enriquecedora tanto para o professor quanto para os alunos.
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APENDICE

ATIVIDADE DIDATICA

As negociagdes realizadas pelos grupos foram registradas em folhas de caderno, as quais

encontram-se digitalizadas aqui para facilitar a leitura dos dados.
Os nomes dos alunos participantes de cada grupo foram preservados.

Seguem as negociacdes de alguns grupos:
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Figura 10 — Registro do grupo C

Fonte: Integrantes do Grupo C
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Figura 11 — Registro do grupo E

Fonte: Integrantes do Grupo E
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Figura 12 — Registro do grupo F

Fonte: Integrantes do Grupo F
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