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RESUMO

JUNIOR. S. F. W. Equações de diferenças lineares de ordem superior e aplicações. 2016.
96 f. Dissertação (Mestrado – Programa de Mestrado Profissional em Matemática) – Instituto de
Ciências Matemáticas e de Computação (ICMC/USP), São Carlos – SP.

As equações de diferenças desempenham papel fundamental na modelagem de problemas em
que o tempo é medido em intervalos discretos, por exemplo, horas, dia, mês, ano. Elas têm
aplicações em Matemática, Física, Engenharia, Economia, Biologia e Sociologia.

O objetivo desse trabalho é estudar as equações de diferenças lineares de ordem superior,
focando aspectos teóricos, métodos de determinação das soluções destas equações e análise da
estabilidade de soluções de equações de diferenças de 2a ordem com coeficientes constantes.
Exemplos e aplicações ilustram a teoria desenvolvida. É apresentada uma proposta didática
relacionada ao tema para ser trabalhada no ensino médio.

Palavras-chave: Equação de diferenças, solução, equação característica, estabilidade.





ABSTRACT

JUNIOR. S. F. W. Equações de diferenças lineares de ordem superior e aplicações. 2016.
96 f. Dissertação (Mestrado – Programa de Mestrado Profissional em Matemática) – Instituto de
Ciências Matemáticas e de Computação (ICMC/USP), São Carlos – SP.

The difference equations play a key role in shaping problems in which time is measured in
discrete intervals, e.g., hour, day, month, year. They may be applied to Mathematics, Physics,
Engineering, Economics, Biology and Sociology.

The aim of this work is to study the higher-order linear difference equations, focusing on the
theoretical aspects, on the methods used to determine the solutions of these equations and also
on the analysis of the stability of 2nd-order difference equations with constants coefficients.
Examples and applications depict the developed theory. In addition, a didactic proposal related
to the topic to be worked on high school is presented.

Key-words: Difference equation, solution, characteristic equation,stability.
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CAPÍTULO

1
INTRODUÇÃO

As equações de diferenças têm aplicações em diferentes áreas do conhecimento: na Mate-
mática, Física, Engenharia, Economia, Biologia, em Sociologia, entre outras. Com o surgimento
do computador digital, elas adquiriram o seu real valor no contexto atual da matemática. Estas
equações, na maioria dos casos, descrevem fenômenos no decorrer do tempo. Este é medido
em intervalos regulares de forma a ser caracterizado como uma variável discreta. Por exemplo,
ao se estudar o efeito da administração de certa dose de droga em um indivíduo, a unidade de
tempo poderá ser representada em horas, para o cálculo do número de células em uma cultura
de bactérias, poderá ser dias, salários e prestações são pagos mensalmente ou semanalmente,
o imposto de renda é anual, o produto nacional bruto pode ser estipulado por um ano, o lucro
líquido de aplicações financeiras pode ser bimestral e etc.

Um dos primeiros problemas envolvendo equações de diferenças surge por volta de 1202,
proposto pelo matemático e comerciante da idade média, Leonardo de Pisa (1175-1250), mais
conhecido como Fibonacci, o qual constava da seguinte questão:

Quantos casais de coelhos serão produzidos em um ano, começando com um só casal, se

em cada mês cada casal gera um novo casal, que se torna produtivo a partir do segundo mês?

Considera-se que os coelhos estão em um local fechado de forma permanente e que não
há casos de mortalidade dos mesmos. Se n representa o número de meses, a Tabela 1 e a Figura
1 retratam esta situação.

Assim, 377 é a resposta do problema proposto por Fibonacci. Observe que o novo
valor pode ser determinado adicionando-se os dois últimos valores, ou seja, se Fn representa os
números de casais de coelhos no mês n, então

Fn = Fn−1 +Fn−2.

Algum tempo depois foi acrescentado no início da sequência o número 1, o que originou os
números de Fibonacci, que são {1,1,2,3,5,8,13,21, . . .}.
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Tabela 1 – Tabela do número de coelhos

Fonte: (LUIS, 2006)

Figura 1 – Diagrama dos casais de coelhos

Mais de 600 anos depois, em 1843, Jacques Binet publicou uma fórmula que determina
o n-ésimo número de Fibonacci, sem a determinação de todos os outros os números anteriores da
sequência. Essa fórmula é a solução da equação de diferenças citada anteriormente, e é dada por

Fn =
1√
5

[(
1+
√

5
2

)n

−

(
1−
√

5
2

)n]
.

Tal expressão denomina-se solução particular da equação de Fibonacci. Para a determi-
nação de uma solução particular de uma equação de diferenças faz-se necessário a existência de
condições iniciais. No caso da solução geral, esta depende de constantes arbitrárias e o número
destas é o mesmo da ordem da equação. Para se determinar esta solução, torna-se necessário a
aplicação de métodos específicos.
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O seguinte trabalho está voltado ao estudo das equações de diferenças lineares de ordem
superior e algumas aplicações. Visando à apresentação do trabalho em questão, segue uma breve
descrição da abordagem de cada capítulo.

O Capítulo 1 consiste na Introdução.

No Capítulo 2 são introduzidos conceitos básicos das equações de diferenças, contendo
as definições de operadores diferença, antidiferença e de deslocamento, além de resultados sobre
existência e unicidade de solução de uma equação de diferenças linear.

O Capítulo 3 aborda a teoria fundamental para a resolução das equações de diferenças
lineares de ordem superior. São estudados métodos de resolução para as equações homogêneas,
não homogêneas, com coeficientes constantes e com coeficientes variáveis.

O Capítulo 4 aborda a estabilidade das soluções das equações de diferenças de 2a ordem
com coeficientes constantes. Exemplos e aplicações são apresentados para ilustrar a teoria
desenvolvida.

O Capítulo 5 apresenta uma proposta didática desenvolvidade em sala de aula, visando a
aplicação do modelo de negociação de salários, o qual é baseado em uma equação de diferenças
de 2a ordem com coeficientes constantes.

O Apêndice contém os anexos dos trabalhos desenvolvidos pelos alunos.
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CAPÍTULO

2
OPERADORES DIFERENÇA, DE

DESLOCAMENTO E EQUAÇÕES DE
DIFERENÇAS

Neste capítulo, são abordadas definições que servem de base para o desenvolvimento do
trabalho. São introduzidos os operadores diferença, antidiferença e de deslocamento e a relação
destes com as equações de diferenças.

As propriedades destes operadores são fundamentais para o estudo das equações de
diferenças. Quando possível, é feito um paralelo entre estas propriedades e as propriedades
do cálculo diferencial e integral. Exemplos são apresentados para ilustrar esses conceitos. São
classificados alguns tipos de equações de diferenças e são introduzidos resultados da existência e
unicidade de solução de equações lineares.

Mais detalhes sobre a teoria de equações de diferenças podem ser encontrados nas
referências (FERNANDES, 2015), (LUIS, 2006) e (ELAYDI, 2004).

2.1 Os operadores diferença e de deslocamento

Inicialmente, adota-se que a sequência de termos x0,x1,x2, . . . será representada por
(xn)

∞
0 ou, simplesmente, xn,n ∈ Z+

0 .

Definição 1. Chama-se primeira diferença da sequência (xn)
∞
0 à sequência (∆xn)

∞
0 , dada pela

seguinte expressão

∆xn = xn+1− xn, n ∈ Z+
0 . (2.1)
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A segunda diferença (∆2xn)
∞
0 representa a primeira diferença da sequência (∆xn)

∞
0 , ou seja,

∆
2xn = ∆(∆xn) = ∆xn+1−∆xn

= xn+2− xn+1− (xn+1− xn)

= xn+2−2xn+1 + xn.

De forma geral, para qualquer k ∈ Z+, a diferença de ordem k é representada por

∆
kxn = ∆(∆k−1xn)

= ∆
k−1xn+1−∆

k−1xn, n = k,k+1, . . .

Definição 2. Chama-se equação de diferenças a equação que envolve o termo xn e as suas

diferenças ∆xn,∆
2xn, . . ..

Por exemplo,
2∆

2xn−3∆xn +5xn = 0 (2.2)

é uma equação de diferenças.

Pode-se expressar cada xn+i, i ∈ N, em função de xn e de suas diferenças.

Assim,

xn+1 = xn +∆xn

xn+2 = xn+1 +∆xn+1

= xn +∆xn +∆xn +∆
2xn

= xn +2∆xn +∆
2xn.

...

Trabalhando estas relações e substituindo na equação de diferenças, esta transforma-se numa
equação que engloba alguns dos n-ésimos termos da sucessão (xn)

∞
0 . Por exemplo, a equação

(2.2) pode transformar-se na equação

2(xn+2−2xn+1 + xn)−3(xn+1− xn)+5xn = 0,

ou seja,
2xn+2−7xn+1 +10xn = 0. (2.3)

Definição 3. Denomina-se operador diferença da sequência (xn)
∞
0 a primeira diferença da

sequência (xn)
∞
0 .

Desta forma, também se representa o operador diferença da sequência (xn)
∞
0 por

∆xn = xn+1− xn, n ∈ Z+
0 . (2.4)

Definição 4. Denomina-se operador deslocamento da sequência (xn)
∞
0 , e representa-se por Exn,

a expressão

Exn = xn+1, n ∈ Z+
0 . (2.5)



2.1. Os operadores diferença e de deslocamento 27

Sendo I o operador identidade, ou seja, Ixn = xn, segue que ∆
0xn = Ixn = xn e E0xn =

Ixn = xn. Tem-se que ∆
0 = E0 = I, por convenção.

Teorema 1. Se E é o operador deslocamento da sequência (xn)
∞
0 , então

Ekxn = xn+k, k ∈ Z+
0 . (2.6)

Demonstração. A demonstração é realizada por indução em k. Para k = 0 é trivial. Suponha
Ekxn = xn+k (hipótese de indução). Desta forma,

Ek+1xn = E(Ekxn) = Exn+k = xn+k+1,

e assim, é verdadeiro que Ek+1xn = xn+k+1 (tese de indução).

Definição 5. Dois operadores O1 e O2 são equivalentes se, para qualquer sequência xn a que

são aplicáveis, verifica-se a relação O1xn = O2xn,∀n ∈ N.

Para representar a equivalência de dois operadores O1 e O2, escreve-se

O1 ≡ O2.

Desta forma,

xn+1 = xn +∆xn = (I +∆)xn,

e, assim, verifica-se a equivalência funcional

∆≡ E− I ou E ≡ ∆+ I.

Os operadores ∆ e E comutam entre si uma vez que, pelo Teorema 2

∆Exn = ∆[Exn] = ∆[xn+1] = xn+2− xn+1

e

E∆xn = E[∆xn] = E[xn+1− xn] = xn+2− xn+1.

Além disso,
∆

m
∆

n ≡ ∆
n
∆

m ≡ ∆
m+n

EmEn ≡ EnEm ≡ Em+n.

Pelo binômio de Newton, com k ∈ Z+, segue que

∆
kxn = (E− I)kxn =

k

∑
i=0

(
k
i

)
Ek−i(−I)ixn =

k

∑
i=0

(−1)i
(

k
i

)
xn+k−i,

e

Ekxn = (∆+ I)kxn =
k

∑
i=0

(
k
i

)
∆

ixn.
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Exemplo 1. Cálculo de ∆
3 sin(nθ),n ∈ Z+

0 .

∆
3 sin(nθ) =

3

∑
i=0

(−1)i
(

3
i

)
sin[(n+3− i)θ ]

= sin[(n+3)θ ]−3sin[(n+2)θ ]+3sin[(n+1)θ ]− sin(nθ).

Teorema 2. Os operadores ∆ e E são lineares.

Demonstração. Sejam (xn)
∞
0 e (ym)

∞
0 duas sequências quaisquer. Para provar que os operadores

são lineares, deve-se mostrar que

∆[axn +bym] = a∆xn +b∆ym

e
E[axn +bym] = aExn +bEym,

para quaisquer constantes a e b.

Para o operador diferença tem-se

∆[axn +bym] = (axn+1 +bym+1)− (axn +bym)

= a(xn+1− xn)+b(ym+1− ym)

= a∆xn +b∆ym,

e no caso do operador deslocamento,

E[axn +bym] = axn+1 +bym+1

= aExn +bEym.

Teorema 3. (Soma de Abel) Sejam (xn)
∞
0 e (yn)

∞
0 duas sequências quaisquer. Então

n

∑
k=1

xkyk = xn+1

n

∑
k=1

yk−
n

∑
k=1

(
∆xk

k

∑
r=1

yr

)
.

Demonstração.

xn+1

n

∑
k=1

yk−
n

∑
k=1

(
∆xk

k

∑
r=1

yr

)
= xn+1

n

∑
k=1

yk−
n

∑
k=1

(
(xk+1− xk)

k

∑
r=1

yr

)
= xn+1

n

∑
k=1

yk− (x2− x1)y1−

(x3− x2)(y1 + y2)− . . .− (xn+1− xn)(y1 + . . .+ yn)

= xn+1

n

∑
k=1

yk +
n

∑
k=1

xkyk− xn+1

n

∑
k=1

yk

=
n

∑
k=1

xkyk.
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Lema 1. Se n0 < n ∈ Z+
0 , então

n−1

∑
k=n0

∆xk = xn− xn0 .

Demonstração. Seja n0 < n ∈ Z+
0 . Então

n−1

∑
k=n0

∆xk =
n−1

∑
k=n0

xk+1− xk

= xn0+1− xn0 + xn0+2− xn0+1 + xn0+3− xn0+2 + . . .+ xn− xn−1

= xn− xn0.

Estes operadores podem ser aplicados às funções de variável discreta.

Seja p(n) = a0nk +a1nk−1 + . . .+ak um polinômio de grau k com coeficientes reais e
k ∈ Z+. O operador diferença de p(n) é dado por

∆p(n) = p(n+1)− p(n)

=
(

a0(n+1)k +a1(n+1)k−1 + . . .+ak−1(n+1)+ak

)
− (a0nk +a1nk−1 + . . .+ak−1n+ak).

Nota-se que

(n+1)k =
k

∑
i=0

(
k
i

)
nk−i

=

(
k
0

)
nk +

(
k
1

)
nk−1 +

(
k
2

)
nk−2 + . . .+

(
k

k−1

)
n+ 1

e

(n+1)k−1 =
k

∑
i=0

(
k
i

)
nk−1−i

=

(
k−1

0

)
nk−1 +

(
k−1

1

)
nk−2 +

(
k−1

2

)
nk−3 + . . .+

(
k−1
k−2

)
n+ 1.

Por substituição obtém-se

∆p(n) = a0knk−1 +q1(n), (2.7)

onde q1(n) é um polinômio em função de n, de grau k−2, com coeficientes reais.

A segunda diferença do polinômio escreve-se como

∆
2 p(n) = ∆(∆p(n))

= ∆[a0knk−1 +q1(n)]

= a0k[(n+1)k−1−nk−1]+q1(n+1)−q1(n).
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Como (n+1)k−1−nk−1 = (k−1)nk−2 + "um polinômio de grau k−3” e q1(n+1)−q1(n)

é um polinômio de grau k−3, segue que

∆
2 p(n) = a0k(k−1)+q2(n),

onde q2(n) é um polinômio em função de n de grau k−3, com coeficientes reais.

Realizando k vezes o processo anterior, tem-se

∆
k p(n) = a0k! (2.8)

e

∆
k+i p(n) = 0 para i≥ 1. (2.9)

Assim, o seguinte teorema fica provado.

Teorema 4. Seja p(n) = a0nk +a1nk−1+ . . .+ak um polinômio de grau k com coeficientes reais

e k ∈ Z+. Então, ∆
k p(n) = a0k! e ∆

k+i p(n) = 0 para i≥ 1.

Com base neste teorema, há outro que pode ser considerado como o equivalente discreto
do desenvolvimento de uma função em série de Mac-Laurin. Antes de enunciar este teorema,
define-se, em primeiro lugar, potência fatorial.

Definição 6. Denomina-se potência fatorial descendente de n de grau k, e representa-se por

n(k), à expressão

n(k) = n(n−1)(n−2) . . .(n− k+1) =
k−1

∏
i=0

(n− i), n,k ∈ Z+.

A potência fatorial ascendente é a expressão

(k)n = n(n+1)(n+2) . . .(n+ k−1) =
k−1

∏
i=0

(n+ i), n,k ∈ Z+.

Observe que n(k) =
n!

(n− k)!
=(k) (n+ k−1) e, desta forma, n(n) = n! =(n) 1, ou seja, à

potência fatorial descendente de grau n é igual à potência fatorial ascendente de 1 de grau n. Por
convenção, escreve-se n(0) = 1 =(0) n.

Teorema 5. (Fórmula de Mac-Laurin discreta) Seja p(n) um polinômio de grau k com coefici-

entes reais e k ∈ Z+. Então

p(n) = p(0)+
∆p(0)

1!
n+

∆2 p(0)
2!

n(2)+
∆3 p(0)

1!
n(3)+ . . .

∆k p(0)
k!

n(k).
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Demonstração. Seja p(n) = b0 +b1n+b2n(2)+b3n(3)+ . . .+bkn(k) um polinômio de grau k.
Tem-se p(0) = b0.

Baseado no Teorema 4, tem-se ∆
k p(n) = bkk!. Assim, para n = 0 segue que

∆
m p(0) = bmm!, 1≤ m≤ k, k ∈ Z+,

ou seja,

bm =
∆m p(0)

m!
, 1≤ m≤ k, k ∈ Z+.

Assim,

p(n) = p(0)+
∆p(0)

1!
n+

∆2 p(0)
2!

n(2)+
∆3 p(0)

1!
n(3)+ . . .

∆k p(0)
k!

n(k).

Considere, a seguir, o operador polinomial

p(E) = a0Ek +a1Ek−1 + . . .+akI, k ∈ Z+. (2.10)

Para b ∈ R, tem-se que

p(E)bn = a0Ekbn +a1Ek−1bn + . . .+akIbn

= a0bn+k +a1bn+k−1 + . . .+akbn

= bn(a0bk +a1bk−1 + . . .+ak)

ou seja,

p(E)bn = bn p(b). (2.11)

Generalizando este resultado, tem-se o seguinte teorema.

Teorema 6. Seja p(E) o operador polinomial definido na expressão (2.10) e g(n) uma função

de argumento discreto. Então

p(E)(bng(n)) = bn p(bE)g(n).

Demonstração. Sabe-se que E(xnyn) = xn+1yn+1 = ExnEyn. Assim,

p(E)(bng(n)) = a0Ekbng(n)+a1Ek−1bng(n)+ . . .+akIbng(n)

= a0bn+kEkg(n)+a1bn+k−1Ek−1g(n)+ . . .+akbng(n)

= bn(a0bkEkg(n)+a1bk−1Ek−1g(n)+ . . .+akg(n))

= bn p(bE)g(n).



32 Capítulo 2. Operadores Diferença, de Deslocamento e Equações de Diferenças

Também é possível se estabelecer regras para o produto e para o cociente do operador
diferença. Estas são apresentadas no próximo teorema. Percebe-se que existe semelhança entre
estas regras e as do cálculo diferencial e integral.

Teorema 7. Sejam (xn)
∞
0 e (yn)

∞
0 duas sequências quaisquer. Então,

1. ∆[xnyn] = Exn∆yn + yn∆xn,

2.∆
[

xn

yn

]
=

yn∆xn− xn∆yn

ynEyn
,yn 6= 0.

Demonstração. Sejam (xn)
∞
0 e (yn)

∞
0 duas sequências quaisquer.

1.
∆[xnyn] = xn+1yn+1− xnyn

= xn+1yn+1− xn+1yn + xn+1yn− xnyn

= xn+1(yn+1− yn)+ yn(xn+1− xn)

= Exn∆yn + yn∆xn.

2.

∆

[
xn

yn

]
=

xn+1

yn+1
− xn

yn
=

xn+1yn− xnyn+1

ynyn+1

=
xn+1yn− xnyn + xnyn− xnyn+1

ynyn+1

=
yn∆xn− xn∆yn

ynEyn
, yn 6= 0.

2.2 O operador antidiferença

Definição 7. Se ∆Xn = xn, então a antidiferença de xn é Xn + c e é representada pela expressão

∆
−1xn = Xn + c, c ∈ R.

Tem-se que
∆
−1xn = ∆(Xn + c) = ∆Xn +∆c = xn

∆
−1

∆Xn = ∆
−1xn = Xn + c.

Observe que ∆∆
−1 = I e, ∆

−1
∆ 6= I. Portanto, os operadores ∆ e ∆

−1 não têm a propriedade
comutativa.

São apresentados alguns exemplos envolvendo estes operadores.

Exemplo 2. Cálculo dos operadores ∆ e ∆
−1 da sequência (1)∞

0 .

Como xn = 1,∀n∈Z+
0 , então ∆xn = ∆1 = 0. Sabendo que ∆n = 1, vem que ∆

−11 = n+c.
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Exemplo 3. Cálculo dos operadores ∆ e ∆
−1 da sequência (n)∞

0 .

Sabe-se que ∆n = 1. Para se encontrar ∆
−1n, note que

∆n2 = (n+1)2−n2 = 2n+1.

Assim, ∆
−1(2n+1) = n2+c1, ou seja, 2∆

−1n+∆
−11= n2+c1. Portanto, 2∆

−1n=−n+n2+c2

e, desta forma, ∆
−1n =

n(n−1)
2

+ c.

Exemplo 4. Cálculo dos operadores ∆ e ∆
−1 da sequência (an)∞

0 ,n ∈ Z+
0 e a 6= 1.

Note que ∆an = (a−1)an. Aplicando o operador ∆
−1 nos dois membros, tem-se que

(a−1)∆−1an = an + c1⇔ ∆
−1an =

an

a−1
+ c, a 6= 1.

Exemplo 5. Cálculo dos operadores ∆ e ∆
−1 da sequência (nan)∞

0 ,a 6= 1.

Tem-se que
∆nan = nan(a−1)+an+1.

Aplicando ∆
−1, vem que

nan + c1 = (a−1)∆−1nan +a∆
−1an.

Assim,

∆
−1nan =

an

a−1

(
n− a

a−1

)
+ c, a 6= 1.

Na Tabela 2 estão representados, de forma resumida, os operadores ∆ e ∆
−1 de algumas

sequências xn.

O somatório
n−1

∑
i=m

xi, com m,n ∈ Z+ tal que m < n, pode ser determinado por meio do

operador antidiferença. O seguinte teorema apresenta esse resultado.

Teorema 8. (Teorema Fundamental) Se ∆Xn = xn e m < n com m,n ∈ Z+
0 , então

n−1

∑
i=m

xi = ∆
−1xi|nm = Xn−Xm. (2.12)

Demonstração. Por hipótese tem-se que
n−1

∑
i=m

xi =
n−1

∑
i=m

(Xi+1−Xi)

= Xm+1−Xm +Xm+2−Xm+1 + . . .+Xn−Xn−1

= Xn−Xm

= ∆
−1xn−∆

−1xm

= ∆
−1xi|nm.
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Tabela 2 – Operadores diferença e antidiferença de xn

Fonte: (LUIS, 2006)

Fazendo m = 0 em (2.12), tem-se

∆

(
n−1

∑
i=0

xi

)
= ∆(Xn−X0) = ∆Xn−∆X0 = xn. (2.13)

Aplicando ∆
−1 nos dois membros, obtém-se a fórmula

∆
−1xn =

n−1

∑
i=0

xi + c, (2.14)

para alguma constante arbitrária c. Desta forma, observa-se que o operador ∆
−1 representa uma

operação semelhante à integral indefinida no cálculo integral, na versão discreta, da mesma
forma que a expressão (2.12) é semelhante à integral definida, também na versão discreta.

Observa-se que na fórmula (2.12), se n−1 = m, então
m

∑
i=m

xi = Xm+1−Xm = ∆Xm = xm.

Se n = m, então
m−1

∑
i=m

xi = Xm−Xm = 0.

De (2.14), segue que o operador ∆
−1 é linear.

De fato,

∆
−1(axn +byn) =

n−1

∑
i=0

axi +byi + c

= a
n−1

∑
i=0

xi +b
n−1

∑
i=0

yi + c

= a∆
−1xn +b∆

−1yn, ∀a,b ∈ R.
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Nos próximos exemplos, calcula-se a soma dos n+1 primeiros termos de uma sequência
qualquer, utilizando o operador ∆

−1.

Exemplo 6. Cálculo da soma geométrica
n

∑
i=0

ari.

n

∑
i=0

ari = a∆
−1ri|n+1

0 = a
ri

r−1
|n+1
0 = a

(
rn+1

r−1
− 1

r−1

)
=

a(rn+1−1)
r−1

, r 6= 1.

Note que se r = 1, então
n

∑
i=0

a = a∆
−11|n+1

0 = a(n+1).

Exemplo 7. Cálculo da soma dos números ímpares
n

∑
i=1

(2i−1).

n

∑
i=1

(2i−1) = ∆
−1(2i−1)|n+1

1 =

(
2

i(i−1)
2
− i
)
|n+1
1 =

(
i2−2i

)
|n+1
1 = n2.

Exemplo 8. Cálculo da soma
n

∑
i=0

(a+bi).

n

∑
i=0

(a+bi) = ∆
−1(a+bi)|n+1

0 =

(
ai+b

i(i−1)
2

)
|n+1
0 = a(n+1)+b

n(n+1)
2

.

Exemplo 9. Cálculo da soma dos quadrados
n

∑
i=0

i2.

n

∑
i=0

i2 =
n

∑
i=0

(i+ i(i−1)) = ∆
−1(i(1)+ i(2))|n+1

1

=
i(2)

2
+

i(3)

3
|n+1
0 =

(n+1)(2)

2
+

(n+1)(3)

3

=
(n+1)n

2
+

(n+1)n(n−1)
3

=
n(n+1)(2n+1)

6
.

Exemplo 10. Cálculo da soma dos cubos
n

∑
i=0

i3.

Sabe-se que i3 = i(1)+3i(2)+ i(3). Logo,
n

∑
i=0

i3 = ∆
−1(i(1)+3i(2)+ i(3))|n+1

1

=
i(i−1)

2
+ i(i−1)(i−2)+

i(i−1)(i−2)(i−3)
4

|n+1
0

=
i2(i−1)2

4
|n+1
0 =

n2(n+1)2

4
.
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Exemplo 11. Cálculo da soma
n

∑
i=0

i4.

n

∑
i=0

i4 =
n

∑
i=0

(i(4)+6i(3)+7i(2)+ i) = ∆
−1(i(4)+6i(3)+7i(2)+ i)|n+1

0

=
6i(5)+45i(4)+70i(3)+15i(2)

30
|n+1
0 =

n(6n4 +15n3 +10n2−1)
30

.

Exemplo 12. Cálculo da soma dos cossenos
n

∑
i=1

cos(ai).

n

∑
i=1

cos(ai) = ∆
−1 cos(ai)|n+1

1 =
sin(ai− a

2)

2sin(a
2)
|n+1
1

=
sin(na+ a

2)− sin(a
2)

2sin(a
2)

.

Na Tabela 3 é apresentado um resumo destas e de outras somas.

Tabela 3 – Somas finitas

Fonte: (LUIS, 2006)
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2.3 Classificação das equações de diferenças

Sabe-se que uma equação de diferenças pode ser escrita com o envolvimento de alguns
n-ésimos termos da sequência (xn)

∞
0 . Em seguida, é apresentada uma definição alternativa à

Definição 2 para equação de diferenças.

Definição 8. Uma equação de diferenças para uma variável independente n ∈ Z+
0 e para xn ∈R

desconhecido, é uma relação funcional da forma

f (n,xn+k,xn+k−1, . . . ,xn) = 0. (2.15)

Definição 9. A ordem de (2.15) é definida pela diferença entre o maior e o menor índice dos

termos da sequência (xn)
∞
0 .

Por exemplo, a equação xn+2 + xn = 0 é de segunda ordem.

Definição 10. A equação (2.15) é linear, se f é linear nas variáveis xn+k, . . . ,xn, caso contrário

a equação é não linear.

Mais especificamente, uma equação de diferenças de ordem k é linear se pode ser escrita
na forma

f0(n)xn+k + f1(n)xn+k−1 + . . .+ fk−1(n)xn+1 + fk(n)xn = g(n), (2.16)

onde fi(n),0≤ i≤ k e g(n) são funções de Z+
0 7→ R, f0(n) 6= 0 e fk(n) 6= 0.

Definição 11. Se g(n) = 0 em (2.16), diz-se que a equação é homogênea, caso contrário, ela é

chamada não homogênea.

Definição 12. Se f não depende diretamente de n na equação (2.15), então diz-se que a equação

é autônoma, caso contrário, a equação é não autônoma.

As equações

xn+2 +5xn = n e nxn+1 +n2xn = 0

são não autônomas e lineares, sendo a primeira não homogênea, e a segunda, homogênea.

A equação

xnxn+2 +5xn = sin(xn)

é autônoma, não linear e não homogênea.

2.4 Existência e unicidade de solução

Definição 13. Uma sequência (xn)
∞
0 é solução de uma equação de diferenças se, para todos os

valores de n, xn satisfaz a equação.
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Por exemplo, a equação xn+2−4xn+1 +4xn = 0 tem como solução

xn = 2n(c1 + c2n),

sendo c1 e c2 duas constantes arbitrárias.

De fato, substituindo os valores de xn+2,xn+1,xn na equação, tem-se

xn+2−4xn+1 +4xn = 2n+2(c1 + c2n+2c2)−2n+3(c1 + c2n+ c2)+2n+2(c1 + c2n)

= 2n+2(c1 + c2n+2c2−2c1−2c2n−2c2 + c1 + c2n)

= 2n+2(0+0n) = 0.

Definição 14. A solução geral de uma equação de diferenças de ordem k é a solução xn que

depende de k constantes arbitrárias.

A solução apresentada no exemplo anterior é a solução geral da equação. Caso c1 e c2

assumam valores particulares numéricos, tem-se uma solução particular única.

Definição 15. A solução particular de uma equação de diferenças de ordem k é a solução que

obedece a k condições impostas.

Se essas condições são os k valores iniciais consecutivos de xn, elas são chamadas de
condições iniciais.

Teorema 9. A equação (2.16) de ordem k tem uma, e somente uma, solução determinada por k

condições iniciais.

Demonstração. De fato, como f0(n) 6= 0 tem-se

xn+k =
1

f0(n)
[g(n)− f1(n)xn+k−1− . . .− fk−1(n)xn+1− fk(n)xn]. (2.17)

Portanto, se forem arbitrados os valores de xn,xn+1, . . . ,xn+k−1, obtém-se de forma única o valor
de xn+k e, de modo semelhante, o de xn+k−1, . . .

Se não for conhecido o valor de xn e forem conhecidos xn+k,xn+k−1, . . . ,xn+1, pode-se
obter o valor de xn, já que fk(n) 6= 0. De modo semelhante obtém-se os valores de xn−1,xn−2, . . .

Se forem dadas k condições consecutivas, mas não iniciais, procede-se da mesma forma.
Com efeito, ao se substituir n por n0 na equação (2.17), pode-se escrever xn0+k em termos de
xn0+k−1,xn0+k−2, . . . ,xn0 , ou seja,

xn0+k =
1

f0(n0)
[g(n0)− f1(n0)xn0+k−1− . . .− fk−1(n0)xn0+1− fk(n)xn0],

e assim, o valor de xn0+k está determinado. Para se encontrar xn0+k+1, substitui-se n por n0 +1
na equação (2.17) e tem-se

xn0+k+1 =
1

f0(n0 +1)
[g(n0 +1)− f1(n0 +1)xn0+k− . . .− fk(n0 +1)xn0+1].
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Repetindo este processo, determina-se todos os valores de xn tais que 0≤ n0 ≤ n.

Se as condições impostas não forem consecutivas, o procedimento de determinação dos
valores ocorre de modo semelhante, porém torna-se necessário uma quantidade superior de
iterações, com o objetivo de se obter todos os valores intermediários da sequência.

Seguem dois exemplos que ilustram este procedimento.

Exemplo 13. Considere a equação de diferenças de 4a ordem dada por

xn+4−nxn+3 +
n

n+1
xn+1−3xn = n2, (2.18)

onde x0 = 0, x1 =−1, x2 = 2 e x3 =−2. Tem-se que

xn+4 = nxn+3−
n

n+1
xn+1 +3xn +n2. (2.19)

Fazendo n = 0 em (2.19), segue que

x4 = 3x0 = 0.

Para n = 1, tem-se que

x5 = x4−
1
2

x2 +3x1 +1 =−3,

e, para n = 2, vem que

x6 = 2x5−
2
3

x3 +3x2 +4 =
16
3
.

Para n = 3, tem-se
x7 = 3x6−

3
4

x4 +3x3 +9 = 19.

Por exaustão, determina-se xn.

Exemplo 14. Seja a equação xn+2− 4xn+1 + 4xn = 0 com as condições x3 = 8 e x5 = 32.

Logo, x5 = 4x4−4x3 = 4x4−32 = 32, isto é, x4 = 16. Calculando x4, tem-se x4 = 4x3−4x2 =

32−4x2 = 16, ou seja, x2 = 4. Desta forma, obtém-se x1 = 2 e x0 = 1. Os outros valores de xn

são obtidos de forma semelhante à do exemplo anterior.
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CAPÍTULO

3
EQUAÇÕES DE DIFERENÇAS LINEARES DE

ORDEM SUPERIOR

Neste capítulo são estudadas algumas técnicas essenciais para a resolução de equações
de diferenças lineares de ordem superior, maior ou igual a 2. A teoria fundamental para a
resolução dessas equações é abordada na seção 3.1. Na seção 3.2 é estudada a importante classe
de equações lineares com coeficientes constantes. O método dos coeficientes indeterminados, o
uso dos operadores ∆ e E e o método das funções geradoras são utilizados na busca de soluções
particulares da equação não homogênea.

Alguns tipos de equações lineares com coeficientes variáveis podem ser resolvidas
analiticamente. Na seção 3.3 é abordada a resolução de algumas formas específicas desse tipo de
equação de diferenças.

3.1 Resultados iniciais
Considere a equação de diferenças linear de ordem k dada por

xn+k + f1(n)xn+k−1 + . . .+ fk(n)xn = g(n), (3.1)

onde f1(n), . . . , fk(n),g(n) são funções reais definidas em Z+
0 . Observe que não há perda de

generalidade em se considerar esta equação ao invés da equação (2.16), pois como f0(n) 6= 0,
pode-se sempre, por divisão, obter uma equação equivalente com o coeficiente de xn+k igual a 1.

Quando g(n) = 0, tem-se a equação homogênea associada

xn+k + f1(n)xn+k−1 + . . .+ fk(n)xn = 0. (3.2)

A equação (3.2) pode ter várias soluções particulares. Para se representar cada uma dessas
soluções, usa-se a notação x1,n,x2,n, . . . ,xk,n, onde o primeiro índice identifica uma diferente
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solução e o segundo índice representa a variável discreta independente, que em vários casos
se interpreta como a variável tempo. Assim, representa-se o conjunto {x1,n,x2,n, . . . ,xk,n} como
sendo um conjunto de k soluções particulares da equação (3.2).

O conjunto S de todas as soluções, inclusive as particulares, da equação (3.2) tem uma
estrutura de espaço vetorial sobre o corpo K (K = R, se as soluções são reais e K = C se as
soluções são complexas), de dimensão k. Essa afirmação será provada posteriormente.

Na busca de soluções das equações de diferenças lineares de ordem superior, são usados
os resultados sobre o Casoratiano de uma matriz (determinante de uma matriz de Casorati de
uma determinada sequência), os quais necessitam dos conceitos de dependência e independência
linear.

Definição 16. Diz-se que as funções f1(n), f2(n), . . . , fk(n) são linearmente independentes

para n≥ n0 se
k

∑
i=1

αi fi(n) = 0 para todo n≥ n0, então αi = 0, αi ∈ C. Se existir algum αi 6= 0,

i ∈ {1, . . . ,k} tal que
k

∑
i=1

αi fi(n) = 0, então as funções são ditas linearmente dependentes.

Na prática, duas funções são linearmente dependentes se uma é múltipla da outra, ou
seja, f1(n) e f2(n) são linearmente dependentes se f1(n) = α f2(n), para algum α ∈ C−{0}.

Definição 17. Diz-se que o conjunto {x1,n,x2,n, . . . ,xk,n} é um conjunto fundamental de soluções

da equação (3.2) se x1,n,x2,n, . . . ,xk,n são k soluções linearmente independentes desta equação.

Exemplo 15. O conjunto {1,n,2n} é linearmente independente.

É necessário provar que para quaisquer constantes α1,α2 e α3 da relação

α1 +α2n+α32n = 0, (3.3)

tem-se α1 = α2 = α3 = 0. Para se determinar as três incógnitas, são necessárias mais duas
equações. Estas podem ser obtidas por derivações sucessivas da equação (3.3) em relação
a n. Neste caso, obtém-se as relações α2 +α32nln2 = 0 e α32nln22 = 0. Da última equação
conclui-se que α3 = 0 e, por substituição nas anteriores, conclui-se que (3.3) só é verdadeira
para α1 = α2 = α3 = 0. Logo, o conjunto é linearmente independente.

Exemplo 16. O conjunto {1,n,(−2n)} é linearmente independente.

Sejam α1,α2,α3 ∈ R. A equação

α1 +α2n+α3(−2)n = 0 (3.4)

não permite determinar o valor das três constantes α1,α2 e α3 e também não viabiliza a obtenção
de equações simples, como no exemplo anterior, por derivação na variável n. Sabendo que (3.4)
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terá que ser válida para qualquer n, pode-se substituir n por n+ 1 e por n+ 2, obtendo-se o
sistema


α1 +α2n+α3(−2)n = 0
α1 +α2(n+1)+α3(−2)n+1 = 0,
α1 +α2(n+2)+α3(−2)n+2 = 0,

(3.5)

que resolvido em relação a α1,α2 e α3 origina α1 = α2 = α3 = 0. Consequentemente, o conjunto
dado é linearmente independente.

Observe que no caso de se ter um conjunto com muitas funções, a resolução de sistemas
com o uso de técnicas de Álgebra Linear é mais simples e rápida que os métodos de eliminação
e substituição.

No exemplo anterior, a matriz que caracteriza o sistema (3.5) é

K =

 1 n (−2)n

1 n+1 (−2)n+1

1 n+2 (−2)n+2

 .
O sistema tem uma única solução se |K| 6= 0. Com efeito, |K|= 9(−2)n 6= 0, ∀n ∈ Z+

0 , o
que permite concluir a independência linear.

Definição 18. Sejam x1,n,x2,n, . . . ,xk,n k soluções da equação (3.2). A matriz de Casorati K(n),

de dimensão k× k, da sequência de soluções é dada por

K(n) =


x1,n x2,n . . . xk,n

x1,n+1 x2,n+1 . . . xk,n+1
...

... . . . ...
x1,n+k−1 x2,n+k−1 . . . xk,n+k−1

 .

O determinante de K(n) denomina-se Casoratiano e será representado por C(n).

Exemplo 17. Cálculo do casoratiano da sequência de soluções 1,(−2)n,3n,(−4)n da equação

xn+4 +2xn+3−13xn+2−14xn+1 +24xn = 0.

C(n) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 (−2)n 3n (−4)n

1 (−2)n+1 3n+1 (−4)n+1

1 (−2)n+2 3n+2 (−4)n+2

1 (−2)n+3 3n+3 (−4)n+3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−2)n3n(−4)n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
1 −2 3 −4
1 4 9 16
1 −8 27 −64

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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=−2n3n4n

∣∣∣∣∣∣∣
3 −5 7
−3 −5 −7
9 −35 91

∣∣∣∣∣∣∣= 7×52×3n+1×23n+2

O Casoratiano de uma sequência de soluções de uma equação linear pode ser determinado
pela fórmula de Abel. Para se obter esta fórmula, em primeiro lugar calcula-se o Casoratiano
para uma equação de ordem 3. Em seguida procede-se a uma generalização para uma equação
de ordem k.

Sejam xn,yn e zn três soluções linearmente independentes da equação

xn+3 + f1(n)xn+2 + f2(n)xn+1 + f3(n)xn = 0, (3.6)

n≥ n0. Para esta sequência de soluções tem-se que

C(n) =

∣∣∣∣∣∣∣
xn yn zn

xn+1 yn+1 zn+1

xn+2 yn+2 zn+2

∣∣∣∣∣∣∣
e substituindo n por n+1, segue que

C(n+1) =

∣∣∣∣∣∣∣
xn+1 yn+1 zn+1

xn+2 yn+2 zn+2

xn+3 yn+3 zn+3

∣∣∣∣∣∣∣ .
Escrevendo (3.6) na forma

xn+3 =− f3(n)xn− f2(n)xn+1− f1(n)xn+2

e substituindo, para cada uma das soluções particulares, a terceira linha de C(n+1), resulta em

C(n+1) =

∣∣∣∣∣∣∣
xn+1 yn+1 zn+1

xn+2 yn+2 zn+2

− f3(n)xn − f3(n)yn − f3(n)zn

∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣
xn+1 yn+1 zn+1

xn+2 yn+2 zn+2

− f2(n)xn+1 − f2(n)yn+1 − f2(n)zn+1

∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣
xn+1 yn+1 zn+1

xn+2 yn+2 zn+2

− f1(n)xn+2 − f1(n)yn+2 − f1(n)zn+2

∣∣∣∣∣∣∣ .
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Pelas propriedades de determinantes, vê-se que os dois últimos são nulos (basta colocar em
evidência − f1 e − f2). O primeiro determinante, depois de se colocar em evidência − f3 e trocar
a primeira linha com a terceira, obtém-se C(n), ou seja,

C(n+1) =− f3(n)(−1)2C(n) = (−1)3 f3(n)C(n). (3.7)

Pode-se interpretar (3.7) como sendo uma equação de diferenças linear de primeira ordem, cuja
solução por recorrência é

C(n0 +1) = (−1)3 f3(n0)C(n0)

C(n0 +2) = (−1)3 f3(n0 +1)C(n0 +1)

= (−1)3 f3(n0 +1)(−1)3 f3(n0)C(n0)

= (−1)6 f3(n0 +1) f3(n0)C(n0)

C(n0 +3) = (−1)3 f3(n0 +2)C(n0 +2)

= (−1)3 f3(n0 +2)(−1)6 f3(n0 +1) f3(n0)C(n0)

= (−1)9 f3(n0 +2) f3(n0 +1) f3(n0)C(n0)

C(n0 +4) = (−1)3 f3(n0 +3)C(n0 +3)

= (−1)3 f3(n0 +3)(−1)9 f3(n0 +2) f3(n0 +1) f3(n0)C(n0)

= (−1)12 f3(n0 +3) f3(n0 +2) f3(n0 +1) f3(n0)C(n0)

...

C(n) = (−1)3(n−n0) f3(n−1) f3(n−2) . . . f3(n0 +3) f3(n0 +2) f3(n0 +1) f3(n0)C(n0).

Portanto,

C(n) =

[
n−1

∏
i=n0

(−1)3 f3(i)

]
C(n0) = (−1)3(n−n0)

[
n−1

∏
i=n0

f3(i)

]
C(n0).

Em geral, se x1,n,x2,n, . . . ,xk,n são k soluções linearmente independentes da equação
(3.2), então o Casoratiano desta sequência de soluções para n≥ n0 é

C(n) = (−1)k(n−n0)

[
n−1

∏
i=n0

fk(i)

]
C(n0). (3.8)

Para se estabelecer esta relação, note que
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C(n+1) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x1,n+1 x2,n+1 . . . xk,n+1

x1,n+2 x2,n+2 . . . xk,n+2
...

... . . . ...
x1,n+k x2,n+k . . . xk,n+k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
e que para cada 1≤ i≤ k, tem-se

xi,n+k =− fk(n)xi,n− fk−1(n)xi,n+1− . . .− f1(n)xi,n+k−1.

Ao se substituir esta relação na última linha do determinante e ao se aplicar as propriedades de
determinantes, tem-se

C(n+1) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x1,n+1 x2,n+1 . . . xk,n+1

x1,n+2 x2,n+2 . . . xk,n+2
...

... . . . ...
− fk(n)x1,n − fk(n)x2,n . . . − fk(n)xk,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=− fk(n)(−1)k−1C(n),

ou seja,

C(n+1) = (−1)k fk(n)C(n), (3.9)

que é uma equação linear de primeira ordem, cuja solução é dada por (3.8).

A fórmula (3.8) usada para se determinar o Casoratiano de um sistema de soluções é
conhecida como fórmula de Abel. Assim, o processo anterior usado para determinar a fórmula
de Abel é a demonstração do seguinte teorema.

Teorema 10. (Fórmula de Abel) Sejam x1,n,x2,n, . . . ,xk,n k soluções linearmente independentes

da equação (3.2) e C(n) o seu respectivo Casoratiano. Então, para n≥ n0,

C(n) = (−1)k(n−n0)

[
n−1

∏
i=n0

fk(i)

]
C(n0).

Quando a equação (3.2) tem coeficientes constantes f1, f2, . . . , fk, o Casoratiano é

C(n) = (−1)k(n−n0) [ fk]
(n−n0)C(n0).

Para n0 = 0, C(n) = (−1)kn [ fk]
nC(0).

Então, C(n) 6= 0 sempre que C(0) 6= 0. Esta ideia conduz ao seguinte resultado.
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Corolário 1. Suponha que fk(n) 6= 0, ∀n≥ n0. Então C(n) 6= 0, ∀n≥ n0 se e só se C(n0) 6= 0.

Demonstração. Pelo Teorema 10 tem-se que C(n) = (−1)k(n−n0)

[
n−1

∏
i=n0

fk(i)

]
C(n0). Como, por

hipótese, fk(n) 6= 0, ∀n ≥ n0, então
n−1

∏
i=n0

fk(i) = fk(n) 6= 0. Portanto, C(n) = fk(n)C(n0) com

fk(n) 6= 0, ∀n≥ n0. Assim, sempre que C(n) 6= 0, então C(n0) 6= 0 e vice-versa.

Através da análise do resultado precedente, uma condição suficiente para garantir que um
conjunto de soluções é linearmente independente, é garantir que o seu Casoratiano seja sempre
diferente de 0. O seguinte teorema expressa esta ideia.

Teorema 11. O conjunto de soluções {x1,n,x2,n, . . . ,xk,n} da equação (3.2) é um conjunto

fundamental de soluções se, e só se, para algum n0 ∈ Z+
0 , C(n0) 6= 0.

Demonstração. (⇒) Seja {x1,n,x2,n, . . . ,xk,n} um conjunto fundamental de soluções da equação
(3.2). Então x1,n,x2,n, . . . ,xk,n são linearmente independentes, pois C(n) 6= 0, ∀n ≥ n0. Logo,
∃n0 ∈ Z+

0 : C(n0) 6= 0.

(⇐) Suponha que para algum n0 ∈ Z+
0 se tem C(n0) 6= 0. Pelo Corolário 1, existe n≥ n0

tal que C(n) 6= 0. Então, pelas propriedades de determinante, segue que x1,n,x2,n, . . . ,xk,n são
soluçoes linearmente independentes.

Exemplo 18. A sequência de soluções x1,n = n e x2,n = n2 é linearmente independente.

De fato,

C(n) =

∣∣∣∣∣ n n2

n+1 (n+1)2

∣∣∣∣∣= n2 +n 6= 0, ∀n≥ 1. Logo, ∃n0 ∈ Z+
0 : C(n0) 6= 0 e assim

conclui-se a independência linear.

Exemplo 19. Considerando a equação de diferenças de 4a ordem dada por

xn+4 +2xn+3−3xn+2−4xn+1 +4xn = 0,

o conjunto {1,n,(−2)n,n(−2)n} é um conjunto fundamental de soluções da equação.

Inicialmente é necessário provar que a sequência dada é um conjunto de soluções da
equação. Essa verificação é imediata pela substituição de cada sequência na equação dada. Para
provar que a sequência de soluções 1,n,(−2)n e n(−2)n é linearmente independente, é preciso
mostrar que o Casoratiano desta sequência é não nulo para algum n0 ∈ Z+

0 .
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C(n) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 n (−2)n n(−2)n

1 n+1 (−2)n+1 (n+1)(−2)n+1

1 n+2 (−2)n+2 (n+2)(−2)n+2

1 n+3 (−2)n+3 (n+3)(−2)n+3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Para n = n0 = 0, vem que

C(0) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 1 0
1 1 −2 −2
1 2 4 8
1 3 −8 −24

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=−162.

Logo, pelo Teorema 11, o sistema de soluções é linearmente independente, ou seja, é um conjunto
fundamental de soluções.

Falta garantir em quais condições uma equação de diferenças linear de ordem k possui
um sistema fundamental de soluções. Este é o conteúdo do teorema fundamental dado a seguir.

Teorema 12. (Teorema fundamental) Se fk(n) 6= 0, ∀n≥ n0, então a equação (3.2) possui um

sistema fundamental de soluções para n≥ n0.

Demonstração. O Teorema da Existência e Unicidade de solução de uma equação linear de
ordem k, abordado na seção 2.4, garante que existem soluções x1,n,x2,n, . . . ,xk,n a partir das
condições iniciais xi,n0+i−1 = 1, xi,n0 = xi,n0+1 = . . .= xi,n0+i−2 = xi,n0+i = . . .= xi,n0+k−1 = 0,
1≤ i≤ k.

Assim, para cada i tem-se

x1,n0 = 1 e x1,n0+ j = 0 com j = 1, . . . ,k−1
x2,n0+1 = 1 e x2,n0+ j = 0 com j = 0,2, . . . ,k−1
x3,n0+2 = 1 e x3,n0+ j = 0 com j = 0,1,3, . . . ,k−1
...
xk,n0+k−1 = 1 e xk,n0+ j = 0 com j = 0,1, . . . ,k−2,

de onde segue que

C(n0) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 . . . . . . 0
0 1 0 . . . 0
...

... . . . . . .

0 . . . . . . 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= |I|= 1.

Então, pelo Teorema 11, o conjunto {x1,n,x2,n, . . . ,xk,n} é um conjunto fundamental de soluções
da equação (3.2).
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Para se provar que o conjunto S tem estrutura de espaço vetorial, é necessário introduzir
os seguintes lemas:

Lema 2. Qualquer combinação linear de elementos de S pertence a S.

Demonstração. Sejam x1,n,x2,n, . . . ,x j,n ∈ S e α1, . . . ,α j ∈K. Tem-se que

x1,n+k + f1(n)x1,n+k−1 + . . .+ fk(n)x1,n = 0
x2,n+k + f1(n)x2,n+k−1 + . . .+ fk(n)x2,n = 0
...
xk,n+k + f1(n)x j,n+k−1 + . . .+ fk(n)x j,n = 0

Multiplicando a primeira equação por α1, a segunda por α2 e assim sucessivamente até a
multiplicação da última por α j, tem-se que

(α1x1,n+k +α2x2,n+k + . . .+α jx j,n+k)+ f1(n)(α1x1,n+k−1 +α2x2,n+k−1 + . . .+α jx j,n+k−1)+

. . .+ fk(n)(α1x1,n +α2x2,n + . . .+α jx j,n) = 0,

ou seja, α1x1,n +α2x2,n + . . .+α jx j,n ∈ S.

Observação 1. Uma das consequências que se pode tirar do lema anterior, é que se x1,n e

x2,n são duas soluções particulares de (3.2) e α e β ∈K, então αx1,n +βx2,n também é uma

solução particular da equação (3.2).

Lema 3. Se x1,n,x2,n, . . . ,xk,n são k soluções linearmente independentes da equação (3.2), então

qualquer outra solução xk+1,n é linearmente dependente com as soluções anteriores.

Demonstração. Sejam x1,n,x2,n, . . . ,xk,n k soluções linearmente independentes da equação (3.2)
e suponha que o conjunto {x1,n,x2,n, . . . ,xk,n,xk+1,n} é ainda linearmente independente, com
xk+1,n sendo outra solução de (3.2). Logo, o Casoratiano desta sequência de soluções é

C(n) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1,n x2,n . . . xk,n xk+1,n

x1,n+1 x2,n+1 . . . xk,n+1 xk+1,n+1
...

...
...

...
x1,n+k−1 x2,n+k−1 . . . xk,n+k−1 xk+1,n+k−1

x1,n+k x2,n+k . . . xk,n+k xk+1,n+k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Para cada 1≤ i≤ k+1, tem-se

xi,n+k =− fk(n)xi,n− fk−1(n)xi,n+1− . . .− f1(n)xi,n+k−1.

Substituindo cada valor de xi,n+k na última linha e aplicando as propriedades de determinantes,
segue que C(n) = 0,∀n ∈ Z+

0 . Então, não existe nenhum n0 ∈ Z+
0 tal que C(n0) 6= 0. Logo,

pelo Teorema 11, o conjunto {x1,n,x2,n, . . . ,xk,n,xk+1,n} não é linearmente independente, o que
contraria a hipótese.



50 Capítulo 3. Equações de Diferenças Lineares de Ordem Superior

Teorema 13. O conjunto S de todas as soluções da equação (3.2) é um espaço vetorial sobre K,

de dimensão k.

Demonstração. Através do Lema 2, prova-se que as propriedades de espaço vetorial são sa-
tisfeitas. Pelo Teorema 12, a equação (3.2) possui um sistema fundamental de soluções para
n≥ n0, ou seja, possui k soluções linearmente independentes. O Lema 3 garante que qualquer
outra solução da equação pode ser expressa como combinação linear das sequências do sistema
fundamental de soluções. Assim, dim(S) = k.

Observação 2. Se {x1,n,x2,n, . . . ,xk,n} é um sistema fundamental de soluções da equação (3.2),
então, a partir dos resultados anteriores, tem-se que a solução geral de (3.2) é

xn =
k

∑
i=1

αixi,n,

para constantes arbitrárias αi ∈K,1≤ i≤ k.

Observa-se que qualquer solução da equação (3.2), pode ser obtida a partir da solução
geral, escolhendo-se adequadamente as constantes αi.

A estrutura de espaço vetorial de S garante que existem infinitos conjuntos fundamentais
de soluções da equação (3.2). A solução geral da equação linear homogênea de ordem k depende
de k constantes arbitrárias. A unicidade da solução só é obtida após a imposição de k condições,
obtendo-se, desta forma, uma solução particular.

Teorema 14. Se x1,n e x2,n são soluções da equação (3.1), então x1,n− x2,n é uma solução da

equação (3.2).

Demonstração. Por hipótese tem-se que

x1,n+k + f1(n)x1,n+k−1 + . . .+ fk(n)x1,n = g(n)

x2,n+k + f1(n)x2,n+k−1 + . . .+ fk(n)x2,n = g(n)

Subtraindo as relações acima, obtém-se

(x1,n+k− x2,n+k)+ f1(n)(x1,n+k−1− x2,n+k−1)+ . . .+ fk(n)(x1,n− x2,n) = 0,

ou seja, x1,n− x2,n é uma solução da equação (3.2).

A resolução da equação não homogênea (3.1) depende da resolução da equação homo-
gênea (3.2) que lhe está associada, assim como da determinação de uma solução particular da
equação não homogênea, como se vê no seguinte resultado.
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Teorema 15. Se {x1,n, . . . ,xk,n} é um sistema fundamental de soluções da equação (3.2) e xp,n é

uma solução particular da equação (3.1), então a solução geral da equação (3.1) é representada

por

xn = xp,n +
k

∑
i=1

αixi,n,

com αi ∈K,1≤ i≤ k.

Demonstração. Seja xn uma solução da equação (3.1). Pelo Teorema 14, xn− xp,n é solução da
equação (3.2). Logo xn− xp,n ∈ S. Pelo Lema 3, xn− xp,n pode ser expressa como combinação

linear de x1,n, . . . ,xk,n, ou seja, xn− xp,n =
k

∑
i=1

αixi,n para αi ∈K com 1≤ i≤ k.

Observação 3. O Teorema 15 diz que a solução geral da equação não homogênea (3.1) é

xn = xh,n + xp,n, onde xh,n é a solução geral da equação homogênea associada e xp,n uma

solução particular da equação não homogênea.

3.2 Equações com coeficientes constantes

Quando os coeficientes fi(n) da equação (3.1) são todos constantes, obtém-se uma
importante classe de equações de diferenças que são as equações com coeficientes constantes.

Considere a equação de diferenças de ordem k

xn+k + p1xn+k−1 + p2xn+k−2 + . . .+ pkxn = g(n), (3.10)

onde p1, . . . , pk são constantes com pk 6= 0. A equação (3.10) pode ser reescrita na forma

k

∑
i=0

pixn+k−i = g(n), p0 = 1. (3.11)

A sua correspondente equação homogênea é

k

∑
i=0

pixn+k−i = 0. (3.12)

O objetivo é encontrar um conjunto fundamental de soluções da equação (3.12) e,
obviamente, determinar a sua solução geral. A seguir, é aplicado o método dos coeficientes
indeterminados para se determinar uma solução particular da equação (3.11), e assim exibir sua
solução geral.

3.2.1 Solução geral da equação não homogênea

A análise consiste na busca de solução da equação (3.12) na forma xn = λ
n, λ ∈ C.
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Substituindo λ
n na equação (3.12), o problema se reduz à resolução da equação algébrica

λ
k + p1λ

k−1 + p2λ
k−2 + . . .+ pk = 0. (3.13)

Pelo Teorema Fundamental da Álgebra, esta equação tem k raízes não nulas.

Definição 19. Diz-se que (3.13) é a equação característica da equação (3.12). As soluções

λ1,λ2, . . . ,λk de (3.13) são conhecidas como raízes características.

Como referências complementares consultar (ELAYDI, 2004) e (SHONE, 2002).

Teorema 16. Se as raízes características λ1,λ2, . . . ,λk são todas distintas, então o conjunto

{λ n
1 ,λ

n
2 , . . . ,λ

n
k } é um conjunto fundamental de soluções.

Demonstração. Pelo Teorema 11 sabe-se que {λ n
1 ,λ

n
2 , . . . ,λ

n
k } é um conjunto fundamental de

soluções se, e somente se, C(0) 6= 0, onde C(n) é o determinante da matriz de Casorati K(n).

K(0) =



1 1 . . . 1
λ1 λ2 . . . λk

λ
2
1 λ

2
2 . . . λ

2
k

...
... . . . ...

λ
k−1
1 λ

k−1
2 . . . λ

k−1
k


.

Esta matriz é conhecida como matriz de Vandermonde e o seu determinante C(0), como determi-
nante de Vandermonde. Neste caso,

C(0) = ∏
1≤i< j≤k

(λ j−λi).

Como por hipótese λi 6= λ j, ∀i 6= j, então C(0) 6= 0, e assim ,o conjunto {λ n
1 ,λ

n
2 , . . . ,λ

n
k } é um

conjunto fundamental de soluções.

Observação 4. Pelos Teoremas 16 e 13 conclui-se que o conjunto fundamental de soluções

{λ n
1 ,λ

n
2 , . . . ,λ

n
k } configura-se numa base de dimensão k do conjunto S de todas as soluções da

equação (3.12), e assim, a sua solução geral é

xh,n =
k

∑
i=1

ciλ
n
i ,ci ∈ C. (3.14)

Utilizando a propriedade Ekxn = xn+k, k ∈ N (Teorema 1), pode-se escrever a equação
de diferenças não homogênea de ordem k com coeficientes constantes em função do operador E.
Para esta propriedade, a equação (3.10) tem a forma

(Ek + p1Ek−1 + p2Ek−2 + . . .+ pk−1E + pk)xn = g(n). (3.15)
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Escrevendo o operador polinomial na forma f (E) vem que

f (E)xn = g(n). (3.16)

Sabe-se que a solução geral da equação homogênea relacionada ( f (E)xn = 0), é encontrada
através das raízes características, ou seja, das soluções da equação f (λ ) = 0. Como esta equação
tem grau k, tem-se

f (λ ) = (λ −λ1)(λ −λ2) . . .(λ −λk),

e, desta forma,

f (E) = (E−λ1)(E−λ2) . . .(E−λk).

Os fatores (E−λi) comutam, já que, por exemplo,

(E−a)(E−b)xn = (E−a)(xn+1−bxn) = xn+2−bxn+1−axn+1 +abxn

(E−b)(E−a)xn = (E−b)(xn+1−axn) = xn+2−axn+1−bxn+1 +abxn.

Assim, a equação reduzida assume a forma

(E−λ1)(E−λ2) . . .(E−λk)xn = 0. (3.17)

Como cada fator (E−λi) comuta, então cada um colabora para a solução xn. Desta forma, a
solução de (E−λi)xn = 0 é solução particular de (3.17). O mesmo acontece se uma raiz λ j tem
multiplicidade m j. Neste caso, o fator (E−λ j)

m j também contribui para a solução de xn. Deste
modo, pode-se escrever (3.17) no formato

(E−λ j)
m jxn = 0.

Assim, as soluções de (E−λ j)
m jxn = 0 são soluções da equação (3.17).

No Teorema 16, supôs-se que as raízes características eram todas diferentes. Logo,
possuiam multiplicidade 1. Suponha agora que as raízes características não são todas diferentes.
Sejam λ1,λ2, . . . ,λr raízes características com multiplicidade m1,m2, . . . ,mr, respectivamente.
Neste caso, escreve-se a equação (3.12) na forma

(E−λ1)
m1(E−λ2)

m2 . . .(E−λr)
mrxn = 0. (3.18)

Assim, as soluções de

(E−λi)
mixn = 0 (3.19)

são soluções da equação (3.18) . Para se determinar a solução de (3.18), faz-se necessário
determinar um conjunto fundamental de soluções da equação (3.19), para 1≤ i≤ r.

Teorema 17. O conjunto Gi = {λ n
i ,nλ

n
i ,n

2
λ

n
i , . . . ,n

mi−1
λ

n
i } é um conjunto fundamental de

soluções de (3.19).
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Demonstração. Primeiramente, prova-se que nq
λ

n
i , 0 ≤ q ≤ mi− 1 é solução de (3.19). Pelo

Teorema 6 sabe-se que

(E−λi)
mi(nq

λ
n
i ) = λ

n
i (λiE−λi)

minq

= λ
n+mi
i (E− I)minq

= λ
n+mi
i ∆

minq

= 0,

pelo Teorema 4, uma vez que mi > q. Como λi 6= 0, então o conjunto Gi é linearmente in-
dependente se o conjunto {1,n,n2, . . . ,nmi−1} for linearmente independente. Seja n ≥ n0 e
α1,α2, . . . ,αmi constantes não nulas. Da relação α11+α2n+ . . .αmin

mi−1 = 0 , tem-se α1 =

α2 = . . .= αmi = 0, e desta forma, o conjunto {1,n,n2, ...,nmi−1} é linearmente independente e,
portanto, Gi é um conjunto fundamental de soluções.

Já se sabe como determinar a solução de (3.19). Para calcular a solução geral de (3.18),
faz-se necessário encontrar um conjunto fundamental de soluções. Esta necessidade é o conteúdo
do próximo teorema.

Teorema 18. O conjunto G =
r⋃

i=1

Gi é um conjunto fundamental de soluções da equação (3.18).

Demonstração. Tem-se que o conjunto G é dado por

{λ n
1 ,λ

n
2 , . . . ,λ

n
r ,nλ

n
1 ,nλ

n
2 , . . . ,nλ

n
r ,n

2
λ

n
1 ,n

2
λ

n
2 , . . . ,n

2
λ

n
r , . . . ,n

m1−1
λ

n
1 ,n

m2−1
λ

n
2 , . . . ,n

mr−1
λ

n
r }

Deve-se provar que para cada i, 1 ≤ i ≤ r a expressão nq
λ

n
i , 0 ≤ q ≤ mi−1 é solução

da equação (3.18). Seja i = 1 (para os demais valores de i é análogo). Substituindo a expressão
nq

λ
n
1 na equação (3.18) vem que

(E−λ1)
m1(E−λ2)

m2 . . .(E−λr)
mrnq

λ
n
1 = 0,

e pela comutatividade dos fatores, resulta que

(E−λ2)
m2 . . .(E−λr)

mr(E−λ1)
m1nq

λ
n
1 = (E−λ2)

m2 . . .(E−λr)
mrλ

n
1 (Eλ1−λ1)

m1nq

= (E−λ2)
m2 . . .(E−λr)

mrλ
n+m1
1 ∆

m1nq

= 0,

pois m1 > q.

Em relação à independência linear, observe que da relação

r

∑
i=1

λ
n
i (αi,0 +αi,1n+αi,2n2 + . . .+αi,mi−1nmi−1) = 0,

tem-se αi, j = 0, 1≤ i≤ r, 0≤ j ≤ mi−1.
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Corolário 2. A solução geral da equação (3.18) é

r

∑
i=1

λ
n
i (αi,0 +αi,1n+αi,2n2 + . . .+αi,mi−1nmi−1), (3.20)

onde αi, j ∈K

Demonstração. Pela observação 2 e pelo Teorema 17, tem-se que

λ
n
i (αi,0 +αi,1n+αi,2n2 + . . .+αi,mi−1nmi−1)

é a solução geral de (3.19) e, consequentemente, uma solução de (3.18). Novamente, utilizando
a observação 2 e o Teorema 18, segue que

r

∑
i=1

λ
n
i (αi,0 +αi,1n+αi,2n2 + . . .+αi,mi−1nmi−1)

é a solução geral de (3.18).

Observação 5. (Raízes características complexas) Suponha que na determinação das raízes

características da equação xn+2 + p1xn+1 + p2xn = 0, obtém-se um par de raízes complexas

conjugadas λ1 = α + iβ e λ2 = α− iβ com α , β ∈R. Neste caso, a solução geral da equação é

xn = c1(α + iβ )n + c2(α− iβ )n,c1,c2 ∈ C. (3.21)

Pela fórmula de Moivre, segue que

xn = c1[ρ
n(cos(nθ)+ isin(nθ))]+ c2[ρ

n(cos(nθ)− isin(nθ))]

= ρ
n[(c1 + c2)cos(nθ)+ i(c1− c2)sin(nθ)],

com ρ =
√

α2 +β 2 e θ = arctan(
β

α
). Suponha, sem perda de generalidade, que c̄1 = c2. Fazendo

a substituição, tem-se que

xn = ρ
n[(c1 + c̄1)cos(nθ)+ i(c1− c̄1)sin(nθ)

= ρ
n[k1 cos(nθ)+ k2 sin(nθ)],

com k1 = c1 + c̄1 ∈ R e k2 = i(c1− c̄1) ∈ R.

Para mais detalhes, consulte as referências (MORGADO, 2014) e (SHONE, 2002).

Exemplo 20. Resolução da equação xn+6−10xn+4−20xn+3 +5xn+2 +132xn+1 +180xn = 0.

As raízes características são λ1 = 3, λ2 = −2 com multiplicidade 2, λ3 = −1+ 2i e
λ4 =−1−2i. Para as raízes complexas tem-se ρ =

√
5 e θ =−arctan2. Desta forma, a solução

geral da equação é

xn = (α1 +α2n)3n +(α3 +α4n)(−2)n +(
√

5)n(α5 cos(nθ)+α6 sin(nθ)),αi ∈ R.
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3.2.2 Método dos coeficientes indeterminados

Para a determinação da solução geral da equação não homogênea (3.10), faz-se necessá-
rio o conhecimento de uma solução particular da equação, o qual será obtida pelo método dos
coeficientes indeterminados. O nome se deve ao fato da escolha de uma função para solução par-
ticular, a qual depende de certas constantes a serem determinadas. A aplicação torna-se simples
quando g(n) é expressa na forma de funções elementares. Basicamente, o método consiste no
seguinte:

1. Se g(n) for uma das funções da Tabela 4, deve-se escolher para xp,n a opção corres-
pondente na Tabela 4.

2. Caso a opção escolhida constitua uma solução da equação homogênea associada,
deve-se multiplicar a opção xp,n por nq, no qual q é o menor inteiro positivo tal que nqxp,n, não é
solução da equação homogênea associada.

3. Se g(n) é a soma de um conjunto de funções correspondentes a diferentes entradas da
Tabela 4, toma-se para xp,n a soma das correspondentes opções.

Tabela 4 – A solução particular xp,n

Fonte: (LUIS, 2006)

Exemplo 21. Obtenção da solução geral da equação xn+2 +8xn+1 +7xn = n2n.

As raízes características são −1 e −7. A solução da equação homogênea associada é
xh,n = α1(−1)n +α2(−7)n , α1 e α2 ∈ R. Como o 2o membro da equação é n2n e nenhuma
das soluções da equação homogênea toma esta forma, então usa-se a opção xp,n = (c0 + c1n)2n.
Substituindo na equação dada segue que

(c0 + c1(n+2))2n+2 +8(c0 + c1(n+1))2n+1 +7(c0 + c1n)2n = n2n

ou seja,
27c0 +24c1 +27c1n = n.

Obtém-se c1 =
1

27
e c0 =−

8
243

. Desta forma, a solução geral da equação é

xn = α1(−1)n +α2(−7)n +

(
− 8

243
+

1
27

n
)

2n,αi ∈ R.
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Exemplo 22. Cálculo da solução geral da equação xn+2− xn = n2n sin
(nπ

2

)
.

É fácil ver que xh,n = α1 +α2(−1)n, α1 e α2 ∈ R. Logo, para este caso, xp,n = (c0 +

c1n)2n sin
(nπ

2

)
+(d0 +d1n)2n cos

(nπ

2

)
. Substituindo na equação, tem-se c0 =

8
25

, c1 =−
1
5

,
d0 = d1 = 0.

Exemplo 23. Cálculo da solução geral da equação xn+2−5xn+1 +6xn = 1+n.

Observe que xh,n = α13n +α22n,α1 e α2 ∈ R. Logo, para este caso, xp,n = c0n+ c1.

Substituindo na equação, tem-se c0 =
1
2

e c1 =
5
4

, ou seja, a solução geral é xn = α13n +α22n +

n
2
+

5
4

.

3.2.3 Uso dos operadores ∆ e E

Os operadores ∆ e E também podem ser usados para se determinar uma solução particular
da equação (3.11). Para este fim, são introduzidas algumas propriedades fundamentais desses
operadores.

Definição 20. O inverso do operador (E−λ I) é o operador (E−λ I)−1 tal que

(E−λ I)(E−λ I)−1 = I, λ ∈ C.

Teorema 19. Seja λ ∈ C. O inverso de E−λ I é dado por

(E−λ I)−1 = λ
n−1

∆
−1

λ
−n. (3.22)

Demonstração. Usando a relação (3.22) e o Teorema 5, tem-se

(E−λ I)(E−λ I)−1 = (E−λ I)λ n−1
∆
−1

λ
−n = λ

n−1(λE−λ I)∆−1
λ
−n

= λ
n−1

λ∆∆
−1

λ
−n = I.

Corolário 3. Para m ∈ N, tem-se

(E−λ I)−m = λ
n−m

∆
−m

λ
−n. (3.23)
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Demonstração. De fato,

(E−λ I)m(E−λ I)−m = (E−λ I)m
λ

n−m
∆
−m

λ
−n

= λ
n−m

λ
m

∆
m

∆
−m

λ
−n

= I

.

A relação (3.23) pode ser usada para se determinar a solução de (3.19). Da relação
(3.19) e de (3.23), segue que

xn = (E−λ I)−mi(0) = λ
n−mi
i ∆

−miλ
−n
i (0) = λ

n−mi
i ∆

−mi(0),

∆
−mi(0) = qi(n), onde qi(n) é um polinômio de grau inferior a mi. Portanto, xn = λ

n−mi
i qi(n), i =

1,2, . . . ,r. Desta forma, a solução geral de (3.18) é dada por

xn =
r

∑
i=1

αiλ
n−mi
i q(i)(n). (3.24)

Como λ
−mi não depende de n, então αiλ

−mi é uma constante e assim, (3.22) assume a forma

xn =
r

∑
i=1

αiλ
n
i qi(n),

que é equivalente a (3.20).

Teorema 20. Seja f (λ ) um polinômio de grau k, λ ∈ C com f (λ ) 6= 0. Então,

f−1(E)λ n =
λ n

f (λ )
. (3.25)

Demonstração. Usando as relações (3.25) e (2.11), tem-se

f (E) f−1(E)λ n =
f (E)λ n

f (λ )
= λ

n.

Teorema 21. Seja f (λ ) um polinômio de grau k e λ1 ∈ C uma raiz de f com multiplicidade m.

Então, fazendo f (λ ) = (λ −λ1)
mg(λ ), tem-se

f−1(E)λ n
1 =

λ
n−m
1 n(m)

g(λ1)m!
. (3.26)
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Demonstração. Usando a relação (3.26), o Teorema 6 e as equações (2.11) e (2.8), tem-se que

f (E) f−1(E)λ n
1 =

f (E)λ n−m
1 n(m)

g(λ1)m!
= λ

n−m
1

f (λ1E)n(m)

g(λ1)m!

= λ
n−m
1

λ m
1 (E− I)mg(λ1E)n(m)

g(λ1)m!

= λ
n
1

g(λ1E)∆mn(m)

g(λ1)m!

= λ
n
1

g(λ1E)m!
g(λ1)m!

= λ
n
1 .

Teorema 22. Seja f (λ ) um polinômio de grau k e xn uma sequência. Então

f−1(E)λ nxn = λ
n f−1(λE)xn,∀n ∈ N. (3.27)

Demonstração.

f (E) f−1(E)λ nxn = f (E)λ n f−1(λE)xn = λ
n f (λE) f−1(λE)xn = λ

nxn.

Estes resultados podem ser usados para se calcular a solução particular da equação (3.16).
Os próximos casos são os mais comuns:

1. g(n) = c, c constante. Se f (1) 6= 0, por (3.25) tem-se

xp,n = f−1(E)c = c f−1(E)1n = c
1n

f (1)
=

c
k
∑

i=0
pi

.

2. g(n) =
s

∑
i=1

αiλ
n
i com f (λi) 6= 0.

xp,n = f−1(E)
s

∑
i=1

αiλ
n
i =

s

∑
i=1

αi f−1(E)λ n
i =

s

∑
i=1

αi
λ n

i
f (λi)

.

3. g(n) =
s

∑
i=1

αiλ
n
i , f (λi) 6= 0 e λ j é uma raiz de f (λ ) com multiplicidade m.

De (3.25) e (3.26), segue que

xp,n =
s

∑
i=1,i 6= j

αi
λ n

i
f (λi)

+α j
λ

n−m
j n(m)

g(λ j)m!
, onde f (λ ) = (λ −λ j)

mg(λ ).
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4. g(n) = einθ . Neste caso usa-se o 2o ou o 3o caso, fazendo λ = eiθ .

5. g(n) = cos(nθ), g(n) = sin(nθ). Procede-se como no 4o caso, tomando a parte real
ou a imaginária, dependendo do caso.

3.2.4 Método das funções geradoras

O método das funções geradoras é um outro método que permite solucionar equações de
diferenças lineares com coeficientes constantes.

Definição 21. Denomina-se série de potências a uma série da forma

a0 +a1x+a2x2 + . . .+anxn + . . .=
+∞

∑
n=0

anxn,

onde x é uma variável e an são constantes chamadas coeficientes da série.

Uma série de potências pode convergir para alguns valores de x e divergir para outros
valores de x. A soma da série é uma função

f (x) = a0 +a1x+a2x2 + . . .+anxn + . . .

cujo domínio é o conjunto de todos os x para os quais a série converge.

Se
+∞

∑
n=0

anxn e
+∞

∑
n=0

bnxn são duas séries de potências, a soma destas gera a série de potências

dada por
+∞

∑
n=0

(an +bn)xn

e o produto é a série cujo coeficiente de xn para n = 0,1,2,3, . . . é

a0bn +a1bn−1 +a2bn−2 + . . .+anb0 = ∑
i, j≥0;i+ j=n

aib j,

ou seja, a série de potências produto é

+∞

∑
n=0

[
∑

i, j≥0;i+ j=n
aib j

]
xn.

Para mais detalhes sobre o assunto, consulte a referência (STEWART, 2013).

Definição 22. A função geradora para a sequência (an)
∞
0 de números reais ou complexos é a

série de potências

f (x) =
+∞

∑
n=0

anxn.

Observe que qualquer polinômio é uma particular série de potências. Por exemplo, o
polinômio 5x2+2x3+3x6 pode ser escrito como 0+0x+5x2+2x3+0x4+0x5+3x6+0x7+ . . .,
que é uma série de potências com vários coeficientes nulos.
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Teorema 23. 1. Se an é o coeficiente de xn na função geradora

f (x) = (1+ x+ x2 + x3 + . . .)k,

então an =

(
k+n−1

n

)
;

2. (1− xm)n = 1−
(

n
1

)
xm +

(
n
2

)
x2m− . . .+(−1)nxnm;

3. (1+ x+ x2 + . . .+ xm−1)n = (1− xm)n(1+ x+ x2 + . . .)n.

Demonstração. 1. f (x) =

(
∞

∑
i=0

xi

)k

=

(
1

1− x

)k

= (1− x)−k =
∞

∑
n=0

(
−k
n

)
(−1)nxn, onde

(
−k
n

)
=

(−k)!
n!(−k−n)!

=
−k(−k−1) . . .(−k−n+1)

n!

= (−1)n k(k+1) . . .(k+n−1)
n!

= (−1)n (k+n−1)!
n!(k−1)!

= (−1)n
(

k+n−1
n

)
.

Substituindo
(
−k
n

)
em f (x), tem-se

f (x) =
∞

∑
k=0

(−1)n
(

k+n−1
n

)
(−1)nxn =

∞

∑
k=0

(
k+n−1

n

)
xn

e desta forma, o coficiente de xn é
(

k+n−1
n

)
.

2. Substitua t = (−xm) no binômio (1+ t)n para obter o desenvolvimento desejado.

3. Note que

1+ x+ x2 + . . .+ xm−1 = (1− xm)(1+ x+ x2 + . . .)

e elevando-se ambos os membros ao expoente n, obtém-se a igualdade desejada.

Teorema 24. Se f (x) e g(x) forem as funções geradoras relacionadas às sucessões (an)
∞
0 e

(bn)
∞
0 , respectivamente, então

1. α f (x)+βg(x) é a função geradora associada à sequência (αan +βbn);

2. (1− x) f (x) é a função geradora associada à sequência (an−an−1)
∞
0 (adota-se que

a−1 = 0;)

3. (1+x+x2+ . . .) f (x) é a função geradora associada à sequência (a0+a1+a2+ . . .+

an)
∞
0 ;
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4. f (x)g(x) é a função geradora da sequência (a0bn +a1bn−1 +a2bn−2 + . . .+anb0)
∞
0 ;

5. x f ′(x) é a função geradora da sequência (nan)
∞
0 , onde f ′(x) é a derivada em relação

à variável x.

Demonstração. Seja f (x) =
+∞

∑
n=0

anxn e g(x) =
+∞

∑
n=0

bnxn. Então

1. α f (x)+βg(x) =
∞

∑
n=0

(αan +βbn)xn

2.

(1− x) f (x) =
∞

∑
n=0

anxn−
∞

∑
n=0

anxn+1 = a0−a0x+a1x−a1x2 + . . .

= (a0−a−1)+(a1−a0)x+(a2−a1)x2 + . . .+(an−an−1)xn + . . .

3.

(1+ x+ x2 + . . .) f (x) = (1+ x+ x2 + . . .)(a0 +a1x+a2x2 + . . .)

= a0 +(a0 +a1)x+(a0 +a1 +a2)x2 + . . .

+ (a0 +a1 +a2 + . . .+an)xn + . . .

4. f (x)g(x) =
∞

∑
n=0

[
n

∑
j=0

a jbn− j

]
xn,

5. f ′(x) =
∞

∑
n=1

nanxn−1 e assim, x f ′(x) =
+∞

∑
n=1

nanxn.

Observação 6. Note que (1− x)(1+ x+ x2 + . . .) = 1, pois f (x) = 1+ x+ x2 + . . . =
1

1− x
(esta série converge para |x|< 1) é a função geradora da sequência constante (1)∞

0 . A função

g(x) = ( f (x))k =

(
1

1− x

)k

é a função geradora da sequência
((

k+n−1
n

))∞

0
, segundo o

Teorema 23.

Exemplo 24. Obtenção da função geradora associada à sequência (3n+5n2)∞
0 .

A função f (x) =
1

1− x
é a função geradora associada à sequência (1)∞

0 . De acordo com

o Teorema 24, item 5, x f ′(x) =
x

(1− x)2 é a função geradora da sequência (n)∞
0 . Aplicando-se

novamente este princípio, tem-se que x
(

x
(1− x)2

)′
=

x(1+ x)
(1− x)3 é a função geradora de (n2)∞

0 .

Assim, a função geradora de (3n+5n2)∞
0 é 3x f ′(x)+5x(x f ′(x))′ =

2x(4+ x)
(1− x)3 .
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Na Tabela 5 pode-se visualizar a função geradora de algumas sequências.

Assim, dada uma sequência, é possível determinar a função geradora associada e esta
função contém toda a informação relativa à sequência em questão, e às vezes é mais simples
manipular a função ao invés da sequência. O termo geral da sequência pode ser recuperado a
partir do coeficiente de xn no desenvolvimento em série de potências. Utiliza-se esta ideia para
resolver equações de diferenças.

Para se resolver a equação de diferenças linear de ordem k com coeficientes constantes

an+k + p1an+k−1 + . . .+ pkan = g(n), pk 6= 0,

basta seguir as etapas:

Tabela 5 – Função geradora de f (x)

Fonte: (LUIS, 2006)

1. Multiplica-se os dois membros da equação por xn+k;

2. Escreve-se a nova equação em termos da função geradora f (x) =
+∞

∑
n=0

anxn e a resolve

em função de f (x);

3. Transforma-se a expressão encontrada para f (x) em série de potências de x, de forma
que se identifique o coeficiente an de xn;

4. A solução da equação é a expressão encontrada para an.
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Exemplo 25. Resolução da equação an+1 − 2an = −n
3
, a0 = 1 pelo método das funções

geradoras.

Seja f (x) =
+∞

∑
n=0

anxn. Multiplicando os dois membros da equação por xn+1, tem-se

an+1xn+1−2anxn+1 =−n
3

xn+1.

Expressando esta equação em termos da função geradora f (x), segue que
+∞

∑
n=0

an+1xn+1−2
+∞

∑
n=0

anxn+1 =−1
3

+∞

∑
n=0

nxn+1,

ou seja,

f (x)−a0−2x f (x) =−x
3

+∞

∑
n=0

nxn.

Como
+∞

∑
n=0

nxn = x(1+2x+3x2 + . . .) = x(x+ x2 + x3 + . . .)′ = x
(
−1+

1
1− x

)′
=

x
(1− x)2

segue que

f (x)(1−2x) =
−x2

3(1− x)2 +1⇔ f (x) =
2
3

(
1
2

(1− x)2 +
1

1−2x

)
.

Portanto,

f (x) =
1
3

+∞

∑
n=0

(
2+n−1

n

)
xn +

2
3

+∞

∑
n=0

2nxn

=
+∞

∑
n=0

n+1+2n+1

3
xn,

,

pela Tabela 5. Logo, a solução da equação é an =
n+1+2n+1

3
.

Exemplo 26. Resolução da equação an+2−2an+1 +an = 2n, a0 = 1,a1 = 2.

Seja f (x) =
+∞

∑
n=0

anxn. Multiplicando os dois membros da equação por xn+2 e expressando

a nova equação em termos da função geradora f (x), tem-se
+∞

∑
n=0

an+2xn+2−2
+∞

∑
n=0

an+1xn+2 +
+∞

∑
n=0

anxn+2 =
+∞

∑
n=0

2nxn+2,

ou seja,

f (x)−a1x−a02x( f (x)−a0)+ x2 f (x) = x2
+∞

∑
n=0

(2x)n.

Portanto,

f (x)(1−2x+ x2) =
x2

1−2x
+1⇔ f (x) =

1
1−2x

,

onde f (x) =
+∞

∑
n=0

2nxn e, desta forma, a solução da equação é an = 2n.
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Visando-se encontrar o termo geral da sequência an, faz-se necessário expandir a função
geradora encontrada em série de potências de x. A Tabela 6 contém a expansão de algumas
funções geradoras.

Tabela 6 – Expansão da função geradora

Fonte: (LUIS, 2006)

3.3 Equações com coeficientes variáveis

Grande parte das equações de diferenças lineares com coeficientes variáveis de ordem
superior ou igual a dois, não possuem solução analítica. Contudo, existem algumas equações
para as quais é possível se determinar uma solução explícita.

Nesta seção, são abordados métodos que permitem a obtenção de solução para alguns
tipos de equações com coeficientes variáveis. Às vezes se consegue identificar uma solução não
nula da equação homogênea. Neste caso, pode-se reduzir a ordem da equação. Por exemplo, para
uma equação de 2a ordem, é possível encontrar a 2a solução conhecendo-se a primeira.

Assim, suponha que x1,n é uma solução conhecida da equação

xn+2 + f1(n)xn+1 + f2(n)xn = 0, (3.28)

e seja x2,n a outra solução a determinar. Pelo Teorema 7, sabe-se que

∆
x2,n

x1,n
=

x1,n∆x2,n− x2,n∆x1,n

x1,nx1,n+1
(3.29)
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e como {x1,n,x2,n} é um conjunto solução, segue que C(n) = x1,nx2,n+1− x1,n+1x2,n. Logo,

∆
x2,n

x1,n
=

C(n)
x1,nx1,n+1

. (3.30)

Pela fórmula de Abel (Teorema 10) tem-se que C(n) =

[
n−1

∏
i=n0

f2(i)

]
C(n0). Aplicando-se ∆

−1

nos dois membros de (3.30), tem-se

x2,n = x1,n

n−1

∑
i=n0

[
i−1
∏

j=n0

f2( j)

]
C(n0)

x1,ix1,i+1
. (3.31)

Assim, a solução geral da equação (3.28) é

xn = x1,n

α1 +α2

n−1

∑
i=n0

[
i−1
∏

j=n0

f2( j)

]
C(n0)

x1,ix1,i+1

 . (3.32)

Exemplo 27. Resolução da equação xn+2− xn+1−
1

n+1
xn = 0, n ∈ Z+

0 .

Observe que x1,n = n+1 é uma solução da equação e que

C(n) =

[
n−1

∏
i=0

−1
n+1

]
C(0) =C(0)

(−1)n

n!
.

Logo,

x2,n = (n+1)
n−1

∑
i=0

(−1)i

i!(i+1)(i+2)
.

Desta forma, a solução geral da equação é

xn = α1(n+1)+α2(n+1)
n−1

∑
i=0

(−1)i

(i+2)!
.

Pode-se usar também, o método das funções geradoras para encontrar a primeira solução
da equação e, em seguida, utilizar o método anterior para determinar a segunda.

Exemplo 28. Cálculo da solução de (n+2)an+2− (n+3)an+1 +2an = 0, n ∈ Z+
0 .

Seja f (x) =
+∞

∑
n=0

anxn. Multiplicando cada termo da equação por xn+2 e aplicando soma-

tórios em n, que variam de 0 até +∞, tem-se que

+∞

∑
n=0

(n+2)an+2xn+2−
+∞

∑
n=0

(n+3)an+1xn+2 +2
+∞

∑
n=0

anxn+2 = 0.
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Pelas propriedades de somatório, vem que

+∞

∑
n=2

nanxn− x
+∞

∑
n=1

(n+2)anxn +2x2
+∞

∑
n=0

anxn = 0.

Como f ′(x) =
+∞

∑
n=1

nanxn−1, segue que

+∞

∑
n=2

nanxn = x( f ′(x)−a1) e x
+∞

∑
n=1

(n+2)anxn = x2 f ′(x)+2x( f (x)−a0)

e, assim,
x(1− x) f ′(x)−2x(1− x) f (x) = a1x−2xa0,

ou seja,

f ′(x)−2 f (x) =
a1−2a0

1− x
.

Quando a1 = 2a0, esta equação tem solução f (x)= e2x =
∞

∑
n=0

2nxn

n!
, pois uma solução é a1,n =

2n

n!
.

Para se encontrar a segunda solução, procede-se de forma semelhante à utilizada no exemplo

anterior. Como C(n) =
n−1

∏
i=0

2
i+2

, então o Casoratiano satifsfaz a equação C(n+1) =
2

n+2
C(n).

Assim, C(n) =
2n

(n+1)!
e a 2a solução é

a2,n =
2n

n!

n−1

∑
i=0

2i

(i+1)!
2i

i!
2i+1

(i+1)!

=
2n

n!

n−1

∑
i=0

i!
2i+1 .

Desta forma, a solução geral da equação dada é

an = α1
2n

n!
+α2

2n

n!

n−1

∑
i=0

i!
2i+1 .

Em alguns casos, a equação com coeficientes variáveis pode ser reduzida a uma equação
com coeficientes constantes.

Com efeito, seja a equação

ckxn+k + ck−1 f (n)xn+k−1 + . . .+ c0 f (n) f (n−1) . . . f (n− k+1)xn = g(n), (3.33)

onde ci para i = 0,1,2, . . . ,k, são coeficientes numéricos. Efetuando a substituição

xn = f (n− k) f (n− k−1) . . . f (b)yn, n≥ k+b,

e dividindo os dois membros de (3.33) por f (n) f (n−1) . . . f (b), tem-se

ckyn+k + ck−1yn+k−1 + . . .+α1yn+1 +a0yn =
g(n)

f (n) f (n−1) . . . f (b)
,

que é uma equação de diferenças linear de ordem k, não homogênea com coeficientes constantes.



68 Capítulo 3. Equações de Diferenças Lineares de Ordem Superior

Exemplo 29. Resolução da equação xn+2−3nxn+1 +2n(n−1)xn = 0.

Seja xn = (n−2)(n−3) . . . .2.1.yn = (n−2)!yn, n≥ 2. Dividindo os dois membros da
equação por n!, tem-se yn+2− 3yn+1 + 2yn = 0, cuja solução geral é yn = α1 +α22n e assim,
xn = (n−1)!(α1 +α22n).
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CAPÍTULO

4
EQUAÇÕES DE DIFERENÇAS LINEARES DE
2a ORDEM: ESTABILIDADE E APLICAÇÕES

Neste capítulo são estabelecidos resultados sobre a estabilidade das soluções de equações
de 2a ordem com coeficientes constantes. Também é feita uma análise sobre a estabilidade de
uma particular equação de 2a ordem não homogênea em que a perturbação é uma constante.

Exemplos são apresentados para ilustrar a teoria desenvolvida e complementados com
aplicações que envolvem a sequência de Fibonacci, crescimento populacional de escargots,
racionamento de água e o modelo do produto nacional.

4.1 Estabilidade das soluções de equações de 2a ordem
com coeficientes constantes

Uma solução xp,n da equação (3.1) é estável, se para qualquer outra solução xn da
equação (3.1), a diferença Dn = xn− xp,n, ∀n ∈ Z+

0 é limitada. Quando lim
n→+∞

Dn = 0, xp,n é
assintoticamente estável. A solução xp,n é instável se não for estável.

Em geral, não se pode tirar conclusões sobre o comportamento assintótico das soluções
de uma equação linear de ordem k. Entretanto, para as equações com coeficientes constantes, é
possível se estabelecer alguns resultados.

Para mais detalhes sobre o assunto, consultar as referências (LUIS, 2006) e (ELAYDI,
2004).

Teorema 25. A solução xn da equação (3.11) é assintoticamente estável se as raízes caracterís-

ticas estão todas dentro do círculo unitário no plano complexo.
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Demonstração. Sabe-se que xn = xh,n + xp,n e de (3.20), tem-se

lim
n→+∞

|xn− xp,n| = lim
n→+∞

∣∣∣∣∣ r

∑
i=1

λ
n
i (αi,0 +αi,1n+αi,2n2 + . . .+αi,mi−1nmi−1)

∣∣∣∣∣
≤

r

∑
i=1

lim
n→+∞

|λi|n(|αi,0|+ |αi,1n|+ |αi,2n2|+ . . .+ |αi,mi−1nmi−1|).

Logo, |λi|< 1⇔ lim
n→+∞

|xn− xp,n|= 0.

Teorema 26. A solução xp,n da equação (3.11) é estável se o valor absoluto das raízes caracte-

rísticas é menor ou igual a 1 e, quando o valor absoluto for 1, a solução é estável se as raízes

forem simples.

Demonstração. Se o valor absoluto das raízes características for menor do que 1, por (3.20) Dn

é limitada. Quando o valor absoluto de alguma raiz for 1, então Dn só é limitada se a raiz for
simples, pois caso contrário, para um polinômio em n de grau maior ou igual a 1, Dn nunca será
limitada.

Com o objetivo de simplificar a análise sobre a estabilidade das soluções, o estudo da
mesma será baseado em equações de diferenças lineares de 2a ordem com coeficientes constantes,
ou seja, equações da forma

xn+2 + p1xn+1 + p2xn = 0. (4.1)

Suponha λ1 e λ2 raízes da equação característica associada à equação (4.1). Então, se:

1. λ1 e λ2 são reais e distintas, a solução geral da equação é xn = α1λ
n
1 +α2λ

n
2 . Desta

forma x1,n = λ
n
1 e x2,n = λ

n
2 são duas soluções linearmente independentes da equação (4.1).

Suponha |λ1| > |λ2| (a análise para |λ1| < |λ2| é análoga). Para esta situação, seja λ1 a raiz
dominante e x1,n a solução dominante. O comportamento do limite da solução é determinado
pela solução dominante, já que

xn = λ
n
1

[
α1 +α2

(
λ2

λ1

)n]
.

Como
∣∣∣∣λ2

λ1

∣∣∣∣< 1, então lim
n→+∞

(
λ2

λ1

)n

= 0. Logo, lim
n→+∞

xn = lim
n→+∞

α1λ
n
1 .

Há seis situações que podem ser destacadas neste caso (ver Figura 2):
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Figura 2 – Raízes características reais distintas

Fonte: (LUIS, 2006)

(a) λ1 > 1 : lim
n→+∞

xn =

{
+∞, se α1 > 0
−∞, se α1 < 0

, a sequência (α1λ
n
1 )

∞
0 diverge e assim a

solução é instável;

(b) λ1 = 1 : lim
n→+∞

xn = α1, a sequência (α1λ
n
1 )

∞
0 é constante e assim a solução é estável;

(c) 0 < λ1 < 1 : lim
n→+∞

xn = 0, a sequência (α1λ
n
1 )

∞
0 é monótona decrescente e assim a

solução é assintoticamente estável;

(d) −1 < λ1 < 0 : lim
n→+∞

xn = 0, a sequência (α1λ
n
1 )

∞
0 oscila convergindo para zero sendo

a solução assintoticamente estável;

(e) λ1 =−1 : lim
n→+∞

xn =

{
α1, se n é par
−α1, se n é ímpar

, a sequência (α1λ
n
1 )

∞
0 oscila entre

−α1 e α1 acarretando uma solução instável;

(f) λ1 <−1 : lim
n→+∞

xn = ∞, a sequência (α1λ
n
1 )

∞
0 oscila, porém a amplitude aumenta e

assim a solução é instável.

2. λ = λ1 = λ2 é uma raiz de multiplicidade 2. A solução geral da equação é xn =

(α1 +α2n)λ n e, nesta situação, se |λ | ≥ 1, então lim
n→+∞

xn = ∞ e assim a solução é instável. Para

|λ | < 1 tem-se que lim
n→+∞

nλ
n = 0 e assim lim

n→+∞
xn = 0. Logo, a solução é assintoticamente

estável.

3. λ1 e λ2 são duas raízes complexas conjugadas na forma a± ib. A solução da equa-
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ção é xn = ρ
n(α1 cos(nθ) +α2 sin(nθ)), onde ρ =

√
a2 +b2 e θ = arctan

(
b
a

)
. Seja ω =

tan−1
(

α2

α1

)
, ou seja, cosω =

α1√
α2

1 +α2
2

e sinω =
α2√

α2
1 +α2

2

. Logo,

xn = ρ
n
√

α2
1 +α2

2 [cos(ω)cos(nθ)+ sin(ω)sin(nθ)]

= αρ
n cos(nθ −ω).

.

Neste caso, a solução oscila, pois a função cosseno também oscila. Há três situações para serem
analisadas (ver Figura 3):

(a) ρ > 1, as raízes λ1 e λ1 = λ2 estão fora do círculo unitário. A solução xn oscila
aumentando a amplitude e, desta forma, a solução é instável;

(b) ρ = 1, as raízes λ1 e λ1 = λ2 estão sobre a circunferência unitária. A solução xn

oscila de forma constante mantendo a amplitude, e assim, a solução é estável;

(c) ρ < 1, as raízes λ1 e λ1 = λ2 estão dentro do círculo unitário. A solução xn oscila,
mas convergindo para zero e assim a solução é assintoticamente estável.

Observação 7. Note que a solução da equação (4.1) oscila em torno de zero se, e somente se,

nenhuma das raízes características é real positiva ou complexa conjugada, e é assintoticamente

estável se, e somente se, max{|λ1|, |λ2|}< 1.

Figura 3 – Raízes características imaginárias

Fonte: (LUIS, 2006)
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Observação 8. Na análise da estabilidade da solução da equação (4.1), não se considerou a

dependência de condições iniciais. As soluções particulares podem apresentar comportamentos

diferentes, dependendo das condições impostas.

Exemplo 30. A equação de diferenças

xn+2 = xn+1 +2xn (4.2)

tem equação característica λ
2−λ −2 = 0, cujas raízes são λ1 = 2 e λ2 =−1.

A solução geral de (4.2) é dada por

xn = c1(2)n + c2(−1)n.

Considerando as condições iniciais x0 = 5 e x1 = 4, a solução particular de (4.2) tem a
forma

xn = 3(2)n +2(−1)n.

Pela Figura 4, observa-se que xn→ ∞ quando n→ ∞.

Figura 4 – A sequência xn = 3(2)n +2(−1)n é divergente

Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 31. Seja
xn+2 = 4xn+1−4xn (4.3)

A equação característica associada à (4.3) é dada por λ
2− 4λ + 4 = (λ − 2)2 = 0.

Portanto, λ = 2 é uma raiz de multiplicidade 2.

A solução geral de (4.3) é dada por

xn = c1(2)n + c2n(2)n.
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Supondo x0 = 6 e x1 = 4, a solução particular de (4.3) é

xn = 6(2)n−4n(2)n.

Pela Figura 5, observa-se que xn→−∞ quando n→ ∞.

Figura 5 – A sequência xn = 6(2)n−4n(2)n é divergente

Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 32. A equação de diferenças

xn+2−2axn+1 +2a2xn = 0; x0 = 0; x1 = a e a > 0 (4.4)

tem equação característica dada por

λ
2−2aλ +2a2 = 0,

cujas raízes são λ1 = a(1+ i) e λ2 = a(1− i). Então, ρ = a
√

2 e θ =
π

4
.

A solução de (4.4) é dada por

xn = (a
√

2)n sin
(

π

4
n
)
.

Como −1≤ sin
(

π

4
n
)
≤ 1, xn terá oscilações decrescentes quando a

√
2 < 1.

Observe, na Figura 6, que xn→ 0, quando n→ ∞.

Exemplo 33. A equação de diferenças

xn+2−2xn+1 +2xn = 0; x0 = 0; x1 = 1 (4.5)

tem equação característica dada por

λ
2−2λ +2 = 0,

cujas raízes são λ1 = 1+ i e λ2 = 1− i. Então, ρ =
√

2 e θ =
π

4
.
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Figura 6 – A solução xn =

(
2
3

√
2
)n

sin
(

π

4
n
)

é uma sequência convergente

Fonte: Elaborada pelo autor.

Considerando as condições iniciais dadas, a solução particular de (4.5) é dada por

xn = (
√

2)n sin
(

π

4
n
)
.

Neste caso, a amplitude ρ
n = (

√
2)n é crescente e o comportamento da solução é dado

na Figura 7.

Figura 7 – A solução xn = (
√

2)n sin
(

π

4
n
)

é uma sequência divergente

Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 34. A equação de diferenças

xn+2 + xn = 0; com x0 = 0; x1 = 1 (4.6)
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tem polinômio característico dado por

λ
2 +1 = 0⇒ λ1 = i e λ2 =−i.

Assim, ρ = 1 e θ =
π

2
.

A solução da equação (4.6) é

xn = c1 cos
(nπ

2

)
+ c2 sin

(nπ

2

)
.

Usando as condições iniciais, obtém-se c1 = 0 e c2 = 1. Então,

xn = sin
(nπ

2

)
é a solução particular de (4.6).

O comportamento de xn está retratado na Figura 8.

Figura 8 – A sequência xn = sin
(nπ

2

)
oscila em torno do eixo n

Fonte: Elaborada pelo autor.

Considere a equação não homogênea com coeficientes constantes

xn+2 + p1xn+1 + p2xn = c, (4.7)

onde c é uma constante não nula.

Conhecida a solução da equação homogênea associada, é necessário determinar uma
solução particular para se exibir a correspondente solução geral.

No caso da equação (4.7), se a constante não faz parte da solução homogênea, então a
solução particular só pode ser constante.

Na determinação dos pontos de equilíbrio da equação (4.7), ou seja, os valores para os
quais xn+2 = xn+1 = xn = x∗, verifica-se que x∗ =

c
1+ p1 + p2

é uma solução particular de (4.7).

Assim, a solução geral é xn = xh,n + x∗. Tem-se que lim
n→+∞

xn = x∗ se, e somente se,
lim

n→+∞
xh,n = 0.
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Mas, lim
n→+∞

xh,n = 0 quando |λ1|> |λ2| e |λ1|< 1, ou seja, quando max{|λ1|, |λ2|}< 1.

Também se verifica que todas as soluções da equação (4.7) oscilam em torno de x∗ se, e somente
se, nenhuma das raízes características é real positiva ou complexa conjugada.

Independente das raízes características fornecerem informações sobre a estabilidade
assintótica de uma equação de diferenças de 2a ordem, é importante, nas aplicações, se ter um
critério de estabilidade baseado nos coeficientes p1 e p2 de (4.1) e (4.7).

O seguinte teorema estabelece esse critério.

Teorema 27. Os pontos de equilíbrio das equações (4.1) e (4.7) são assintoticamente estáveis,

ou seja, lim
n→+∞

xn = x∗ se, e somente se, 1+ p1 + p2 > 0, 1− p1 + p2 > 0 e 1− p2 > 0.

Demonstração. (⇒) Por hipótese tem-se que max{|λ1|, |λ2|}< 1, onde λ1 e λ2 são as raízes de
λ

2 + p1λ + p2 = 0.

Sejam

λ1 =
−p1 +

√
p2

1−4p2

2

e

λ2 =
−p1−

√
p2

1−4p2

2
.

No caso em que λ1 e λ2 são reais, ou seja p2
1−4p2 ≥ 0, tem-se

−2+ p1 <
√

p2
1−4p2 < 2+ p1

−2+ p1 < −
√

p2
1−4p2 < 2+ p1.

A somatória das raízes resulta em −p1 e, como as raízes variam entre −1 e 1, tem-se que
−2 <−p1 < 2, ou seja, −2 < λ1 +λ2 < 2. Desta forma, 2+ p1 > 0 e 2− p1 > 0. Baseado em

|λ1|< 1, tem-se que
√

p2
1−4p2 < 2+ p1, ou seja, p2

1−4p2 < (2+ p1)
2. Portanto 1+ p1+ p2 > 0.

Como |λ2|< 1, tem-se que
√

p2
1−4p2 < 2− p1 e assim, 1− p1 + p2 > 0.

Se λ1 e λ2 são raízes complexas conjugadas, então λ1 =
−p1 + i

√
4p2− p2

1

2
e λ2 =

−p1− i
√

4p2− p2
1

2
e como −1 < λ1,λ2 < 1, então λ1λ2 < 1, ou seja, p2 < 1.

(⇐) Suponha que 1+ p1 + p2 > 0, 1− p1 + p2 > 0 e 1− p2 > 0. É preciso mostrar que
max{|λ1|, |λ2|}< 1, onde λ1 e λ2 são as raízes da equação característica.
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Se λ1 e λ2 são complexas conjugadas, então λ1,2 =
−p1± i

√
4p2− p2

1

2
com 4p2− p2

1 > 0.
Desta última relação segue que p2 > 0. Então,

|λ1|= |λ2|=

√
p2

1
4
+

4p2− p2
1

4
=
√

p2 < 1.

Se λ1 e λ2 são reais, da relação 1+ p1 + p2 > 0, tem-se que −4p2 < 4p1 +4, 1+ p1 >

−p2 e 2+ p1 > 1− p2 > 0. Então,

|λ1|=

∣∣∣∣∣∣
−p1 +

√
p2

1−4p2

2

∣∣∣∣∣∣<
∣∣∣∣∣∣
−p1 +

√
p2

1 +4p1 +4

2

∣∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣−p1 +(p1 +2)

2

∣∣∣∣= 1.

Da relação 1− p1 + p2 > 0, segue que −4p2 < 4−4p1 e 2− p1 > 1− p2 > 0. Assim,

|λ2|=

∣∣∣∣∣∣
−p1−

√
p2

1−4p2

2

∣∣∣∣∣∣<
∣∣∣∣∣∣
−p1 +

√
p2

1−4p1 +4

2

∣∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣−p1− (2− p1)

2

∣∣∣∣= 1.

Portanto, max {|λ1|, |λ2|}< 1.

Exemplo 35. A obtenção das condições para as quais a solução da equação

xn+2−a(1+b)xn+1 +abxn = 1, a,b > 0

a) converge para o ponto de equilíbrio x∗ e

b) oscila em torno do ponto de equilíbrio x∗.

O ponto de equilíbrio é x∗ =
1

1−a
, a 6= 1

a) Aplicando as condições do teorema à equação dada, tem-se

a < 1, 1+a+2ab > 0, ab < 1

A segunda desigualdade 1+a+2ab > 0 é sempre satisfeita, pois a > 0 e b > 0. Logo, 0 < a < 1

e 0 < b <
1
a

.

b) A solução oscila em torno de x∗ se as raízes características forem reais negativas ou
complexas conjugadas.

As raízes características são

λ1,2 =
a(b+1)

2
±
√

a2(1+b)2−4ab
2

.
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No primeiro caso, tem-se

a2(1+b)2 > 4ab ou a >
4b

(1+b)2

e
a(1+b)< 0 e a(b+1)>

√
a2(1+b)2−4ab,

o que é impossível. Portanto, se a >
4b

(1+b)2 não há solução oscilatória.

Se λ1 = λ2, tem-se que a <
4b

(1+b)2 . Portanto, todas as soluções da equação oscilam

em torno de x∗ se a <
4b

(1+b)2 .

4.2 Aplicações

A sequência de Fibonacci
Na Introdução cita-se o seguinte problema proposto por Leonardo de Pisa (1175 - 1250),

conhecido como Fibonacci: "Quantos casais de coelhos haverá em um ano, começando com um
só casal, se em cada mês cada casal adulto gera um novo casal, o qual se tornará adulto em dois
meses?"

Este problema pode ser formulado através de uma equação de diferenças

xn+1 = xn + xn−1, com x0 = 1 e x1 = 1, (4.8)

onde xn é o número de casais no período n, com n ∈ N.

Esta equação gera a sequência 1,1,2,3,5,8,13,21,34, . . . conhecida como sequência de
Fibonacci.

A solução da equação (4.8) é obtida em termos das raízes da equação característica,

λ
2−λ −1 = 0,

que são λ1 =
1+
√

5
2

e λ2 =
1−
√

5
2

. Portanto, a solução geral de (4.8) é

xn = α1

(
1+
√

5
2

)n

+α2

(
1−
√

5
2

)n

,

onde α1 e α2 são constantes.

Através das condições iniciais x0 = 1 e x1 = 1, tem-se
1 = α1 +α2

1 = α1

(
1+
√

5
2

)
+α2

(
1−
√

5
2

)
.
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Resolvendo o sistema, obtém-se

α1 =

√
5+1

2
√

5
e α2 =

√
5−1

2
√

5
.

Logo, a solução particular de (4.8) é

xn =
1√
5

(
1+
√

5
2

)n+1

− 1√
5

(
1−
√

5
2

)n+1

.

Observa-se que λ1 > 1 e −1 < λ2 < 0; assim, a raiz característica dominante é λ1 pois
|λ1|> |λ2|, o que garante que a sequência de Fibonacci é crescente e não limitada, e portanto
não convergente.

A razão dos termos sucessivos da sequência de Fibonacci fornece uma nova sequência
que é convergente, ou seja,

bn =
xn+1

xn
→ 1+

√
5

2
.

De fato, seja φ = lim
n→∞

bn > 0. Portanto,

1
φ
= lim

n→∞

1
bn

= lim
n→∞

xn

xn+1
.

Como xn satisfaz a equação (4.8), então

φ = lim
n→∞

xn+1

xn
= lim

n→∞

xn + xn−1

xn
= 1+ lim

n→∞

xn−1

xn
= 1+

1
φ
.

Logo, o valor do limite de bn deve satisfazer a equação

φ = 1+
1
φ

ou φ
2 = φ +1.

Como φ > 0, então

φ =
1+
√

5
2

= 1,61803 . . . ,

ou seja,

lim
n→∞

xn+1

xn
=

1+
√

5
2

(número áureo).

Para mais detalhes, consultar a referência (BASSANEZI, 2010).
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Crescimento populacional de escargots

Escargots são moluscos gastrópodes terrestres de concha espiralada calcária, pertencentes
à subordem Stylommatophora, que também inclui as lesmas. São animais com ampla distribuição
ambiental e geográfica.

Na dinâmica do crescimento populacional dos escargots, vamos considerar 3 estágios
distintos: ovos, jovens e adultos, supondo que não há mortalidade em nenhum estágio.

Considerações:

a) Todo escargot adulto desova e o faz a cada 4 meses.

Seja c a quantidade de ovos viáveis em uma desova; c> 0. Então, Cn =Anc é a quantidade
de ovos viáveis num estágio n, onde An é a quantidade de escargots adultos em n.

b) Um escargot jovem torna-se adulto em 8 meses.

Seja Bn a quantidade de jovens em cada estágio n. Cada estágio n corresponde a 4 meses.
Então, Cn = (ovos provenientes da desova dos adultos) + (ovos provenientes da desova dos

jovens que chegaram à fase adulta), ou seja,

Cn = cAn−1 + cBn−1.

An = (adultos no estágio n-1) + (jovens que chegaram à fase adulta), ou seja,

An = An−1 +Bn−1.

Bn = (ovos do estágio n-1), ou seja,

Bn =Cn−1.

Tem-se assim o sistema 
An = An−1 +Bn−1

Bn =Cn−1

Cn = cAn−1 + cBn−1.

O sistema pode ser transformado numa equação de diferenças linear de segunda ordem.

De fato, da segunda equação do sistema, tem-se Bn−1 =Cn−2 e da terceira e primeira
equações, respectivamente, vem que Cn = cAn−1 +cBn−1 = cAn−1 +c(An−An−1) = cAn. Logo,
An =An−1+Bn−1 =An−1+Cn−2 =An−1+cAn−2. Considerando-se as condições iniciais A0 = a,
B0 =C0 = 0, obtém-se a equação de diferenças{

An+1 = An + cAn−1

A0 = A1 = a.
(4.9)
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Observe que se c = 0, isto é, se não há novos ovos no sistema, então An+1−An = 0⇒
An = A0 (constante), para todo n≥ 1.

Se c 6= 0, a equação característica de (4.9) é λ
2−λ − c = 0, cujas raízes são

λ1 =
1+
√

1+4c
2

⇒ |λ1|> 1

λ2 =
1−
√

1+4c
2

⇒ |λ2|=
√

1+4c−1
2

< 1⇔ 0 < c < 2.

Logo, a solução geral é dada por

An = α1λ
n
1 +α2λ

n
2

e a solução particular é determinada com os coeficientes obtidos do sistema{
α1 +α2 = a

α1λ1 +α2λ2 = a.

Como α1 > 0 e λ1 > 1, a sequência An é crescente e não limitada, isto é, lim
n→∞

An =+∞.

Racionamento de Água

Em determinadas regiões, o racionamento de água tornou-se necessário na vida das
pessoas. Numa certa região, é permitido regar as hortaliças entre 21 horas e 9 horas. Suponha
que as pessoas podem adicionar uma quantidade q de água às suas hortaliças neste período,
porém metade desta quantidade é perdida por evaporação no intervalo de 9 horas às 21 horas.
Assume-se que as hortaliças contém uma quantidade inicial q0 de água às 21 horas do 1o dia do
racionamento.

Seja yn a quantidade de água no solo após n - ésimos períodos de 12 horas. Assim

y1 = y0 +q, y2 =
y0

2
+

q
2

y3 =
y1

2
+q, y4 =

y2

2
+

q
2

y5 =
y3

2
+q, y6 =

y4

2
+

q
2

Assim, se n é ímpar tem-se que yn+2 =
1
2

yn +q e se n é par, tem-se yn+2 =
1
2

yn +
q
2

. De forma
geral, tem-se

yn+2−
1
2

yn =
q
4
(3− (−1)n).

A solução da equação homogênea associada é

yh,n = c1

(√
2

2

)n

+ c2

(
−
√

2
2

)n

.
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Usando o método dos coeficientes indeterminados, tem-se que yp,n =
q
2
(3− (−1)n). Assim, a

solução geral do modelo é

yn = c1

(√
2

2

)n

+ c2

(
−
√

2
2

)n

+
q
2
(3− (−1)n).

Como as condições iniciais são y0 = q0 e y1 = q0 +q, segue que

c1 =
1+
√

2
2

(q0−q) e c2 =
1−
√

2
2

(q0−q).

Observe que quando n cresce, yn oscila entre q e 2q.

Produto nacional
O produto nacional Pn, nos países capitalistas, é dado por

Pn =Cn + In +Gn,

onde Cn representa as despesas do consumo público, In as despesas dos investimentos privados e
Gn as despesas governamentais. Em geral, o período n é representado em anos.

Alguns pressupostos, aceitos em Economia, são assumidos.

1. As despesas de consumo público no período n são proporcionais ao produto nacional
no período n− 1, ou seja, Cn = αPn−1,α > 0. A constante α é mundialmente conhecida na
economia por "propensão marginal a consumir".

2. Os gastos de investimento privado no período n são proporcionais à diferença do
consumo público no período n com o do período n−1, ou seja, In = β∆Cn−1, β > 0.

3. As despesas governamentais são constantes no decorrer do tempo. Suponha, sem perda
de generalidade, que Gn = 1.

Assim, o produto nacional no período n é dado por

Pn = αPn−1 +β∆[αPn−2]+1, n = 2,3, . . .

Esta equação é equivalente à equação

Pn+2−α(β +1)Pn+1 +αβPn = 1, n = 0,1,2,3, . . .

O ponto de equilíbrio desta equação é P∗ =
1

1−α
. Pelo exemplo 35, as soluções desta

equação oscilam em torno do ponto de equilíbrio, ou seja, lim
n→∞

Pn→ P∗ se α <
4β

(1+β )2 (isto

ocorre quando as raízes da equação característica são complexas). Pelo Teorema 27, o ponto de
equilíbrio P∗ é assintoticamente estável (ou simplesmente estável na linguagem econômica), se

1−α(1+β )+αβ > 0, 1+α(1+β )+αβ > 0 e 1−αβ > 0.
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A segunda condição é automaticamente verificada, pois α e β são positivos. As outras duas
condições podem ser reescritas na forma

α < 1 e α <
1
β
.

Estas duas últimas condições são necessárias e suficientes para que o produto nacional P∗ seja
estável. Significam que a "propensão marginal a consumir"é menor que 1 e, quando multiplicada
por β , também é inferior a 1. Se estas duas condições forem satisfeitas, a sequência dos valores
do produto nacional converge para P∗, independentemente dos valores iniciais. Na Figura 9,
pode-se visualizar a região de estabilidade em função dos parâmetros α e β .

Figura 9 – Região de estabilidade no plano (β ;α)

Fonte: (LUIS, 2006)
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CAPÍTULO

5
PROPOSTA DIDÁTICA

Neste capítulo é apresentada uma proposta didática envolvendo uma situação do cotidiano
(negociação de salários), na qual fica evidenciada a utilização de uma equação de diferenças de
2a ordem com coeficientes constantes.

O modelo de negociação de salários é representado por uma equação de diferenças de
2a ordem e será utilizado como base para uma atividade didática com os alunos do 1o ano do
ensino médio de uma escola estadual de Ribeirão Preto. A escolha desta sala deve-se ao bom
desempenho apresentado pelos alunos em Matemática.

Os pré-requisitos para a aplicação do modelo são as teorias de sistemas de equações
do 1o grau, construção de tabelas e disposição de dados na mesma, os quais são ensinados nos
oitavos e nonos anos do ensino fundamental. Desta forma, pode-se aplicar a atividade nos três
anos do ensino médio.

O objetivo da atividade didática é simular uma prática que ocorre nas empresas envol-
vendo a Matemática. O tempo de aplicação utilizado foi de duas aulas de 50 minutos cada.

Inicialmente será apresentada a formulação matemática do modelo, e em seguida, será
descrita a atividade realizada com os alunos. Para finalizar, serão descritos os resultados da
atividade desenvolvida na escola e feita a comparação dos mesmos com os resultados gerados
pelo modelo.

5.1 A negociação de salários

É considerado um modelo simples para a negociação de salários entre os trabalhadores e
a administração de uma empresa.

Na negociação, o trabalhador solicita um salário de L0 reais/mês e a diretoria oferece
M0 reais/mês. Em situações reais essas negociações podem demorar, fazendo com que ocorram
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várias reuniões entre as partes interessadas. A cada passo da negociação, o representante dos
trabalhadores apresenta uma exigência salarial e, em contrapartida, a diretoria apresenta uma
contraproposta inferior ao exigido pelos trabalhadores, o que exige mais reuniões de negociação.

Um modelo matemático para esta situação pode ser construído assumindo que a cada
etapa da negociação, o novo salário apresentado pela diretoria, acrescenta ao último oferecido
uma fração α da diferença entre o último salário oferecido e o exigido pelos trabalhadores.
Da mesma forma, o representante dos trabalhadores atualiza o valor pedido anteriormente,
subtraindo à última proposta uma fração β da diferença entre o exigido e o oferecido na etapa
anterior.

Sejam Mn e Ln, respectivamente, o salário oferecido pela diretoria e o exigido pelos
trabalhadores na n - ésima reunião. As equações que representam as negociações são dadas por

Mn+1 = Mn +α(Ln−Mn) e Ln+1 = Ln−β (Ln−Mn), (5.1)

onde α e β são constantes positivas tais que 0 < α,β < 1.

As equações (5.1) podem ser reescritas na forma

Mn+1 = (1−α)Mn +αLn e Ln+1 = βMn +(1−β )Ln.

Eliminando-se Ln da 1a equação, tem-se

Mn+2 = (1−α)Mn+1 +α

[
(1−β )

Mn+1− (1−α)Mn

α
+βMn

]
,

ou seja,

Mn+2− (2−α−β )Mn+1 +(1−α−β )Mn = 0. (5.2)

A equação característica de (5.2) é λ
2− (2−α−β )λ +(1−α−β ) = 0, que possui as

soluções λ1 = 1 e λ2 = 1−α−β . Desta forma, a solução de (5.2) é

Mn = A+B(1−α−β )n,

onde A e B são constantes arbitrárias.

A solução Ln pode ser encontrada através da relação Ln =
Mn+1− (1−α)Mn

α
. Substi-

tuindo o valor de Mn, tem-se

Ln =
A+B(1−α−β )n− (1−α)[A+B(1−α−β )n]

α
= A−B

β

α
(1−α−β )n.

As constantes A e B podem ser determinadas impondo as condições iniciais, ou seja, A+B = M0

e A−B
β

α
= L0. A partir destas relações tem-se que A =

αL0 +βM0

α +β
e B =

α(M0−L0)

α +β
. Como

L0 > M0, então A > 0 e B < 0. Substituindo os valores das constantes nas respectivas expressões,
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tem-se

Mn =
αL0 +βM0

α +β
− (L0−M0)α

α +β
(1−α−β )n

Ln =
αL0 +βM0

α +β
+

(L0−M0)β

α +β
(1−α−β )n

A partir destas relações, é possível tirar as seguintes conclusões:

1. O salário oferecido pela diretoria e o exigido pelos trabalhadores é estável se 0 <

α +β < 1;

2. No decorrer das negociações, se ocorrer convergência, ou seja, se Mn crescer lenta-
mente e Ln decrescer lentamente, então 0 < α +β < 1 (1−α−β > 0, pois, caso contrário,
poderia originar uma oscilação indesejada e, desta forma, não haveria convergência);

3. O salário final que satisfaz ambas as partes é

w = lim
n→∞

Mn = lim
n→∞

Ln =
αL0 +βM0

α +β
.

Observe que o salário final w varia entre M0 e L0, ou seja, M0 < w < L0.

Na Tabela 7 é apresentado um caso particular em que L0 = 1000 reais, M0 = 900 reais,
α = 0,12 e β = 0,15.

Tabela 7 – Salário oferecido e salário exigido

Fonte: (LUIS, 2006)

5.1.1 Atividade em sala de aula

A atividade prática foi realizada com os alunos do 1o ano do ensino médio de uma escola
estadual, localizada na cidade de Ribeirão Preto/SP. Inicialmente o professor fez a apresentação
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do modelo, explicou a Tabela 7 e explanou sobre a proposta didática, dando esclarecimento,
sobre os termos de uma negociação salarial. Durante as explicações, o professor observou que os
alunos tinham noção de como é realizada uma negociação salarial.

Assim, foi proposto aos alunos que constituissem grupos de 6 pessoas, os quais formariam
uma empresa fictícia, onde 3 integrantes representariam a classe trabalhadora e os outros 3, a
diretoria da instituição criada.

Os grupos criaram as empresas e elaboraram as tabelas de negociação semelhantes à
Tabela 7 do modelo de negociação de salários. O objetivo desta atividade foi comparar os valores
criados pelos alunos durante a negociação com os valores encontrados utilizando a fórmula
apresentada no modelo, para α = 0,12 e β = 0,15.

Foram selecionados alguns grupos e suas negociações, os quais são descritos a seguir.

O grupo C criou uma empresa de comércio de produtos tendo o chocolate como matéria
prima (Tabela 8). O grupo E desenvolveu uma empresa de comércio de jóias (Tabela 9) e o grupo
F criou uma empresa que realiza manutenção em aparelhos celulares (Tabela 10).

O erro percentual apresentado nas tabelas é obtido pela diferença entre o valor estipulado
pelo aluno e o gerado segundo a fórmula do modelo de negociação de salários, dividindo-se tal
diferença pelo salário gerado pelo modelo e em seguida multiplicando-se por 100.

Seguem abaixo as tabelas de comparação:

Tabela 8 – Tabela do Grupo C

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 9 – Tabela do Grupo E

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Tabela 10 – Tabela do Grupo F

Fonte: Elaborada pelo autor.

5.1.2 Resultados

A atividade desenvolvida em sala de aula proporcionou aos alunos exercitar o conhe-
cimento através do trabalho em grupo. Os mesmos demonstraram interesse e criatividade na
execução do desafio proposto. Apresentaram soluções e novas ideias que complementaram a
aula prática.

Ficou evidente para o professor a importância do uso de modelos do cotidiano para
estimular tanto o aprendizado da Matemática, quanto a participação dos alunos.

Durante o desenvolvimento deste trabalho prático houve uma troca de conhecimentos
entre o mestre e os aprendizes, e ambos cresceram no aprendizado e no aperfeiçoamento quanto
à forma de relacionamento e convivência entre si e com a Matemática.

5.1.3 Conclusão

Diferentemente da Matemática essencialmente abstrata que é ensinada aos discentes da
educação básica, os alunos que participaram desta atividade didática, tiveram a oportunidade de
vivenciar uma Matemática prática, presente no nosso cotidiano, por meio de uma aplicação de
equação de diferenças de 2a ordem com coeficientes constantes, envolvendo uma negociação de
salários entre empregados e empregadores.

A transformação desta mentalidade passa por duas influências positivas: o método de
abordagem de conteúdos de Matemática utilizado pelo docente aliando teoria e prática, e a
contrapartida dada pelos alunos demonstrando interesse e participação no aprendizado de novas
técnicas e conteúdos, aplicáveis a situações do dia-a-dia.

No desenvolvimento dessa atividade prática, os alunos do 1o ano do ensino médio dessa
escola pública de Ribeirão Preto/SP demonstraram com essa postura, que tal experiência foi
gratificante e enriquecedora tanto para o professor quanto para os alunos.
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APÊNDICE

A
ATIVIDADE DIDÁTICA

As negociações realizadas pelos grupos foram registradas em folhas de caderno, as quais
encontram-se digitalizadas aqui para facilitar a leitura dos dados.

Os nomes dos alunos participantes de cada grupo foram preservados.

Seguem as negociações de alguns grupos:
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Figura 10 – Registro do grupo C

Fonte: Integrantes do Grupo C
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Figura 11 – Registro do grupo E

Fonte: Integrantes do Grupo E
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Figura 12 – Registro do grupo F

Fonte: Integrantes do Grupo F
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