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Resumo

Em [12] J.T. Stafford demonstrou que todo ideal a esquerda ou a direita da algebra
de Weyl A, (K) = K|z1, ..., x,){(01, ..., On) (] um corpo de caracteristica zero) é gerado
por dois elementos. Consideremos o anel D,, := K{[x, ..., 2,]](01, ..., 0,) de operadores
diferenciais sobre o anel de séries de poténcias formais K[[z1,...,x,]||. Uma pergunta
natural é se todo ideal a esquerda ou a direita de D, (K) pode ser gerado por dois
elementos.

Neste trabalho provaremos que todo ideal a esquerda ou a direita do anel
E,.(K) = K((x1,...,2,))(04, ..., 0,) de operadores diferenciais sobre o corpo das séries
de Laurent K ((z1, ..., z,)) é gerado por dois elementos. N6s provaremos também que
todo ideal a esquerda ou a direita do anel S,,_1(K) := K((x1, ..., Tn—1))[[zn]](O1, ..., On)
é gerado por dois elementos e como corolario obtemos uma demonstragdo que todo
ideal a esquerda ou a direita do anel D, (K) é gerado por dois elementos. Isto estd de
acordo com a conjectura que diz que todo ideal a esquerda ou a direita de um anel (ndo

comutativo) Noetheriano simples é gerado por dois elementos.



Abstract

In [12] J.T. Stafford proved that every left or right ideal of the Weyl algebra
A, (K) = Klz1,...,2,)(01, ..., Op) (K a field of characteristic zero) is generated by two
elements. Consider the ring D, := Kl[z1,...,z,]](01, ..., 0,) of differential operators
over the ring of formal power series K|[z1, ..., z,]|. A natural question is that if every
left or right ideal of D,,(K') can be generated by two elements.

In this work we will prove that every left or right ideal of the ring
E,.(K):= K((z1,...,2,))(01, ..., Op) of differential operators over the field of formal Lau-
rent series K ((zy, ..., ,)) is generated by two elements. We will prove also that every
left or right ideal of the ring S, _;(K) = K((x1,...,2n-1))[[z4]](01, ..., 0s) is generated
by two elements and as a corollary we obtain a proof of that every left or right ideal of
the ring D, (K) is generated by two elements. This is in accordance with the conjecture
that says that in a (noncommutative) Noetherian simple ring, every left or right

ideal is generated by two elements.
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Introducao

Seja K um corpo de caracteristica zero e seja A,,(K) = K|z, ..., 2,)(01, ..., On),
(0; := 0y,), a n-ésima dlgebra de Weyl sobre K. Esta K-dlgebra é associativa e gerada
pelos s e pelas 0's satistazendo as relagdes:

[IL'Z‘,CCJ'] =0= [81-,8]}, [61‘,Ij] = 5ij7 para todo Z,j = 1, ceey N

Ela pode ser pensada como o anel de operadores diferenciais com coeficientes poli-
nomiais ou ainda como o anel de operadores diferencias da variedade algébrica afim
A%

Sabemos que A, (/) é uma élgebra ndo comutativa simples (sem ideais bilaterias
ndo triviais), sem divisores de zero e Noetheriana.

Em 1978, ]J.T. Stafford demonstrou um importante resultado sobre a estrutura dos
ideais de A, (K). Ele provou que todo ideal a esquerda (ou a direita) de A, (K) pode
ser gerado por dois elementos. Este fato aparece no artigo original de Stafford [12].
Uma simplificacdo da prova encontra-se no Capitulo 1 do livro de Bjork [1].

Uma questdo que surge naturalmente € se esse resultado ainda é valido para outros
anéis Noetherianos simples. Dizemos que um anel é n-gerado se todo ideal & esquerda
ou a direita pode ser gerado por n elementos. Assim, a dlgebra de Weyl A, (K) é
2-gerado. Um outro exemplo sdo os anéis de operadores diferenciais D(X) sobre uma
variedade algébrica afim suave. Nesse caso, Coutinho e Holland [4] provaram que
D(X) é 3-gerado, embora acredita-se que ele seja de fato 2-gerado. Na verdade, uma
conjectura importante nessa area €:

Conjectura: Todo anel Noetheriano simples é 2-gerado.

Essa conjectura esta aberta em geral.

Nessa tese vamos discutir o caso do anel D, (K) = K[z, ..., x,]]{01, ..., 0n), 0 anel
de operadores diferenciais do anel de séries de poténcias K|[x1, ..., z,,|]. Mais especifi-

camente nos perguntamos se D, (K) é 2-gerado. Essa pergunta enquadra-se na conjec-



2 Introducao

tura acima, dado que o anel D,,(K) é um dominio Noetheriano simples. O cason = 1
é verdadeiro e estd demonstrado em [6]. Assim D, (K) é 2- gerado.

Embora ndo demonstramos nessa tese que D, (K) é 2-gerado, mostraremos que a
conjectura é verdadeira para o anel E,,(K) = K((z1,...,2,))(01, ..., 0n), 0 anel de ope-
radores diferenciais de K((z1,...,x,)), que é o corpo de fragdes de K|[[z1, .., z,]] (Teo-
remaf4.8) pag 33). Para isto, seguiremos as técnicas do Stafford e Bjork e as adaptaremos
ao nosso caso. Também mostraremos que o anel S,,_1(K) = K((z1, ..., Tn-1))[[xn]] (01, .., On)
é 2-gerado (Teorema pég 38). Como consequéncia obtemos uma nova prova que
D, (K) é 2-gerado.

Este trabalho esta divido em quatro capitulos. No primeiro, desenvolvemos os pre-
liminares necessdrios para a leitura da tese. Introduzimos o anel D,,(K) e mostramos
suas propriedades fundamentais. Faremos também uma introdugdo aos dominios de
Ore e seus anéis de fracgoes.

No capitulo 2 mostraremos que D, (K) é 2-gerado, seguindo [6].

O capitulo 3 destina-se a estudar médulos livres sobre os anéis S = T'((x))(0,) e
Dy(F) = F[[z]]{(0:), onde T' é um anel de divisdo de caracteristica zero e F' é um corpo
também de caracteristica zero. Neste capitulo desenvolveremos resultados técnicos
sobre médulos livres que serdo usados no tltimo capitulo.

O capitulo 4 contém os teoremas principais dessa tese: o Teorema que mostra
que E,(K) é 2-gerado e o Teorema 4.13 que mostra que S,,_1 (K) é 2-gerado.

Uma palavra final sobre a diferenga entre o caso da dlgebra de Weyl A, (K) e o caso
do anel D, (K). A dificuldade em se estender os métodos da demonstracao do caso
da algebra de Weyl (que é o anel de operadores diferenciais do anel de polindmios),
para o caso do anel D,(K) (que é o anel de operadores diferenciais do anel de séries
de poténcias), reside na quebra de simetria entre as varidveis z's e 0’s. Enquanto que
na algebra de Weyl elas sdo simétricas, como mostra as relagdes de definicdo, no caso
de D, (K) essa simetria é quebrada. De fato, no anel D,,(K) = K[z, ..., x,]|(01, ..., On)
admita-se somas infinitas (séries) nas varidveis 2°s enquanto somente somas finitas
aparecem nas varidveis 9's. F essa quebra de simetria que torna o caso D,,(K)
interessante.



Capitulo

1

Preliminares

Neste capitulo estudaremos o anel D, (K) = K|[z1, ..., x,]] (01, ..., 0,), 0 anel de
operadores diferenciais de K [[z1, ..., z,]], assim como os dominios de Ore. Na primeira
secdo definiremos D, (K) e estudaremos suas principais propriedades. Na segunda
parte estudaremos os dominios de Ore, seus anéis de fra¢des e finalmente mostraremos

que D,,(K) é um dominio de Ore.

1.1 O anel D,

Seja K um corpo de caracteristica zero, n um inteiro positivo e K{[x1, ..., z,]] 0 anel
de séries de poténcias formais em n indeterminadas com coeficientes em K. Sobre
K|[z1, ..., ;]| temos as derivag¢des usuais &y = 9/0x1, ..., 0, = 0/0z,.

O operador K-linear 0; que aplica uma série de poténcia p em Jp/Jz; é chamada
derivada parcial com respeito a z;. E facil ver que 0, ..., 9, sdo operadores K-lineares

que comutam dois a dois.

Se p é um elemento de K[z, ..., z,]], entdo p define um K-operador linear sobre K[z, ...

que leva uma serie ¢ no produto pq. Tal operador é chamado operador produto p.
Notemos que os operadores produto comutam dois a dois.

Definicao 1.1. O subanel dos K-operadores lineares de K{[x1,...,x,]] que é gerado pelas
derivadas parciais Oy, ..., 0, e os operadores produto definidos pelas series em K|[[z1, ..., x,]] é
chamado anel de operadores diferenciais K-lineares sobre K|[x1, ..., x,]], ou simplesmente
o anel de operadores diferenciais de K|[z1, ..., x,]].

Denotaremos este anel por D, (K) = K|[z1,...,x,]](O1, ..., On). Por definicdo D,,(K) é uma
K-subdlgebra de Endy (K |[[z1, ..., x4]])-

]|



4 Preliminares

Seja p um elemento de K{[z1,...,z,]]. Em D, (K) temos a seguinte regra de comu-

tacdo entre 0; e o operador produto p:

0;,p] = Op/ 0.

De fato, por definicao, [0;,p] := 0;p — p0;. Portanto, se ¢ é um elemento arbitrario de

Kl[z1, ..., ]|, temos que
[0i,p] - ¢ = Opa/Os, — p0q/ Oz, = Op/0a, - q.
Em particular temos as seguintes regras de comutacdo no anel D, (K):
0, ] = 045, [05,0;] =0, [x;,2]=0, 1<4i,j<n.

Um multi-indice a é um elemento de N, digamos o = (a4, ..., a;,). O comprimento
de « é definido como |a| := a; + - - - + a;,, € N. Usaremos a notagdo 90“ para denotar o

operador 07" - - - 09,

Proposicdo 1.2. Todo elemento em D,,(K) pode ser escrito de maneira iinica como uma soma
finita da forma ) p, 0%, onde p, é um elemento de K|[x, ..., x,]].

Prova: Se p € K[|z, ...,x,]| é considerado como um elemento de D,,(K), entdo para
cadal <i <mn, 0;p = po; + 0;(p), onde J;(p) = Op/Jx; é novamente considerado como
um elemento de K[[z1, ..., z,]]. Tais equagdes permitem mover as 0-varidveis do lado
esquerdo para o lado direito e portanto segue-se que todo elemento em D, (K) pode
ser escrito como uma soma finita da forma ) p,0“.

Agora mostremos que tal escrita é tinica. Para isto devemos mostrar que se algum
Pa # 0, entdo D = > p,0* é um elemento diferente de zero em D, (K); mas D é um
operador linear de K{[xy, ..., x,]], logo D # 0 se e somente se existe uma série f tal que
D(f) 0.
Com efeito, seja o = (07, ..., 0,,) um multi-indice tal que p, = 0 para todo multi-indice
acom |a] < |o|eseja f =] ---al" € K[[z1, ..., z,)]. Um calculo simples mostra que
D(f)=o01!---0,!p, #0 eportanto D # 0.

|

Corolario 1.3. O anel D,,(K) é um dominio.

Prova: Suponhamos que D e E sdo elementos diferentes de zero de D, (K). Entao,
pela proposigao anterior, podemos escrever D e E/ de maneira tinica como uma soma
finita da forma D = ) p,0*, E = Zﬁpﬁaﬁ, onde p,,ps € K|[z1,...,2,]]. Se v e X sdo
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multi-indices tais que |y| = maz {|a|,po # 0} e |\ = max {|3],ps # 0}, entdo |y| >
Oe |\ > 0, pois D # 0e E # 0. Mais ainda, se escrevemos DE € D, (K) como
uma soma finita da forma DE = >, pyd’, onde py € K|[zy, ...,x,]], entdo |y| + |\ =
max {|6], ps # 0}. Isto implica que DE # 0 e portanto, D, (/) é um dominio.

|

Proposicdo 1.4. O anel D,,(K) é simples. Ou seja, se I é um ideal bilateral de D,,(K), entdo
I ={0} ou I=D,(K).

Prova: Seja I um ideal bilateral de D, (K) diferente do ideal zero. Provaremos que
I = D,(K). Com efeito, seja D € I tal que D # 0. Escrevemos

D = Do+ D10, + - - - + Dy0y,

onde k é um inteiro ndo negativo, Dy, D1, ..., Dy, € K[[z1, ..., 2,)](01, ..., On—1) € Dy, # 0.
Aqui K([[z1,...,2,]]{(01, ..., On—1) representa o subanel de D, gerado pelos operadores
produto p de K[y, ..., z,]] e as derivagdes 0, ..., O,_1.

Se k > 1, usamos as equagdes [0?, z,,| = ¥ x, — x,,0¢ = jOI~! e obtemos que

[D,x,] = Dx,, — 2,D = Dy +2Dy0, + - --kD,0F .

Como I é um ideal bilateral, o elemento D, := Dz, — z,D € I. Se k > 2 procedemos
como acima e obtemos D, := [Dy,x,] = Dz, — x,D; € I e depois de k etapas vemos
que I contém o elemento diferente de zero k!Dj, e portanto I contém Dj,.
Seja E = Dj;. Como E é um elemento diferente de zero de K{[x1, ..., 2,]](O1, ..., Opn—1)
podemos escrever:

E=FEy+E0, 1+ -+ Ed

n—1

onde ! é um inteiro ndo negativo, Ey, E1, ..., B, € Kl[x1,...,2,]](01, ..., On_2) € £ # 0.
Entdo se procedemos como acima temos que I contém £, que é um elemento diferente
de zero de K{[[z1, ..., ©,)](01, ..., On—2). Continuando assim é claro que I contém alguma
série diferente de zero p € K[z, ..., z,]]. Se p é uma unidade, entdo 1 = p~'p € I e por
tanto / = D, (K). No caso que p ndo é uma unidade, e depois de uma mudanga linear
nas variaveis z, ..., z,, que por sua vez induz um isomorfismo sobre D, (K), podemos
supor que p(0, ...,0,z,) # 0. Entdo, pelo Teorema de Preparagdo de Weierstrass, pode-
mos escrever

p=u(po+piw, + - +pazl t +at),

onde t é algum inteiro positivo, u é uma unidade de K[[z1, ..., z,]] e p; € K[[x1, ..., xp_1]]
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paracada 0 < j <t — 1. Entdo
g=uu=po+pix,+- +p_iah ' +al €l
Como / é um ideal bilateral temos que o elemento
¢ = [On,q] = 0¢/0, = pr+ -+ (t = Dppoazy * +tay ' € 1.
Novamente, o elemento
G = [On, 1] = 0q1 /0y, = 2py+ -+ (t = 1)(t —2)2zL 3 +t(t — 1)l ? € I
Continuando neste assim, é claro que depois de ¢ etapas, o elemento
¢t = [On, ¢—1] =t € I, o que implica que [ = D, (K).
|

Definigdo 1.5. Seja R uma K-dlgebra. Uma familia {F;},., de K-espagos vetoriais é uma
filtracdo ascendente de R se:

1. hc K CF,C---CR,
2. R=|]y B
3. F;F; C Fiyj, para todoi,j > 0.

Por exemplo, a familia F; = {Q €ED,K):Q= Z|a|§i qaaa} ,@ > 0 dos operadores
diferenciais de ordem < ¢ é uma filtracao ascendente do anel D,,(K).

Suponhamos que F' = {F}},., é uma filtracdo de uma K -dlgebra R. Vamos construir
uma K algebra graduada associada a esta filtracdo da seguinte maneira: Para cada
i > 0, seja 0 K-espago quociente F'(i) = F;/F;_;, onde F_; := 0. Consideremos a soma
direta de eles:

FOeFl)eF2)@---,

este é um K-espago vetorial que denotaremos por grf'(R). Sobre gr’'(R) definimos um
produto como segue. Consideremos primeiro dois elementos homogéneos em gr'(R),
digamos f € F(i) e g € F(j). Escolhemos D € F; tal que sua imagem D em F(i) é f e
escolhemos F € F} tal que £ = g. Agora DE estd em F, ;. Definimos entdo o produto
fg como a imagem de DFE no espago quociente F'(i + j).
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De fato, temos que verificar que este produto esta bem definido, ou seja que o ele-
mento fg em F(i + j) ndo depende das escolhas de D e E. Para isto, notemos que se
D; é outro elemento tal que D; = f em F(i), entdo a equagdo D = D; em F (i) implica
que D — D, € F,_; e portanto DE — D\E € F;; 4, logo DE = D\E em F(i + j).
Analogamente podemos provar que fg ndo depende da escolha de E.

Agora temos definido o produto entre elementos homogéneos em grf'(R). Usando
o fato que todo elemento de gr’(R) pode ser escrito de maneira tinica como uma
soma finita de elementos homogéneos, podemos definir o produto entre elementos
arbitrarios de gr’’(R).

A K-édlgebra gr”(R) construida acima é chamada &lgebra graduada associada a fil-
tracdao ascendente /" do anel R

Agora consideremos a filtracdo ascendente F; = {Q €Du(K): Q=2 qaﬁo‘}

do anel D, (K). Notemos que Iy, = K|[[z1,...,2,]]. O anel associado é um anel de

polindmios como mostra a seguinte:

Proposi¢do 1.6. O anel gr™' (D,,(K)) éisomorfoa K|[[y1, ..., Yn)][21, ---, 2n), 0 anel de polinémios
em n indeterminadas zi, ..., z, com coeficientes no anel de séries de poténcia K[[y, ..., Yn]].

Prova:

Parai > 1, seja o; : F; — F(i) = F;/F;_; a aplicagdo quociente. Notemos que ela é
também K[[z1, ..., z,]]-linear.

Seja agora a um elemento de grad” (D, (K)), entdo a pode ser escrito de maneira

inica como uma soma finita
a=ag+ (a1 + Fy) + -+ (ap + Fr) = ap + o1(ay) + - - - + ox(ag)

paraalguns a; € F;,0 <1 < k.
Logo ag = p(z) € K[[z1,...,zn])] eparal <i <k, a; =}, <; da,i(x)0. Por tanto

0',‘((%) = 01(2 QOz,i(I Z QOM, Z Qz)zz Uz aoz Z QOM, Ul a1

] <i lof =i lof =i lof =i

entao

Isto implica que o anel graduado associado gr (D, (K)) é gerado sobre K|[x1, ..., x,)]
pelos elementos 01(0), ..., 01(0,,) de F(1)
Por outro lado o anel grad®(D,(K)) é comutativo. Com efeito, se a € F; e b € Fj,

e 01(0n)™,
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entdo ab — ba € Fiy;_; e por tanto 0,1 j(a)o;+;(b) = 0,1;(b)o;y;(a) para todos os pares
de elementos homogéneos em gr’ (D, (K)), o que implica que o anel gr”(D,(K)) é
comutativo.

As etapas anteriores nos permitem definir um homomorfismo sobrejetivo de anéis

¢ Kllyr, s ynlllz15 00 20] = g7(Dn(K))

onde

¢(Z a(y) 2° Z% x)o1(01)" - - - 0,(0n) ™.

Mais ainda, ele é injetivo. De fato, se > ¢.(y) 2* é um elemento de K[[y1, ..., yn]][21, .-, 2n]
tal que ¢(>_, ¢a(y) 2%) = 0, entdo temos que

an 01 a1 "'O-n(ﬁ + Z 0-|a\ Q(x =0€ gar (D (K))7

|a|>1

portanto go(x) = 0, além disso ¢,(x)0* € F|y-1 para cada |a| > 1. Por tanto ¢,(z) = 0
para |a| > 1.
Consequentemente o polindmio ) ¢.(y) 2“ é o polindmio zero e portanto a aplicagdo
¢ € injetiva.
Em resumo, ¢ define um isomorfismo de anéis. Isto prova nossa proposigéo.

|

Consideremos novamente a filtragdo ascendente F; = {Q €Dn(K): Q=21 qaﬁo‘}

do anel D, (K).

Definicdo 1.7. Seja M um D, (K)-mdédulo a esquerda. Uma familia {I';},., de K-espagos

vetoriais é uma filtragdo ascendente de M se:
1.TycIhclyC---C M,
2. M =[],
3. FiI'; C Iy, para todos os pares i,j > 0.

Suponhamos que I' = {I';}.., é uma filtragdo ascendente de um D, (K)-médulo a
esquerda M. Agora vamos construir um gr¥(D,(K)) médulo graduado associado a
esta filtracdo da seguinte maneira: Para cada i > 0, seja o K-espaco quociente
(i) :=T;/T;_1,onde I'_; := 0. Consideremos a soma direta de eles:

g (M) :=T(0)aT(1) dT(2) @ -
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Entdo gr' (M) é um K-espago vetorial. Sobre gr' (M) definimos uma estrutura de
gr¥(D,(K))-médulo a esquerda como segue. Consideremos primeiro um elemento ho-
mogéneo o € I'(i) em gr' (M) eseja f € F(j) um elemento homogéneo em gr’' (D, (K)).
Escolhemos m € I'; tal que sua imagem m no espago quociente I'(z) é o e escolhemos
D € F;tal que D = f. Agora Dm estd em I'; ;. Definimos entdo fo como a imagem de
Dm no espago quociente I'(i + j).

De fato, temos que verificar fo estd bem definido, ou seja que o elemento fo em
I'(i + j) ndo depende das escolhas de m e D. Para isto, notemos que se m; € I'; é
outro elemento tal que m; = o em I'(i), entdo a equagdo m = m; em I'(7) implica
que m —m; € I';_; e por tanto Dm — Dm, € Ty ;_1, logo Dm = Dy em ['(i + j).
Analogamente podemos provar que fo ndo depende da escolha de D.

Finalmente, usando o fato que os elementos em gr¥ (D, (K)) e em gr' (M) sdo somas
finitas tnicas de elementos homogéneos, podemos definir a gr*'(D,,(K))-estrutura de
moédulo requerida.

Seja M um D, (K)-médulo a esquerda equipado com uma filtracdo ascendente I'.
Se 0 # m € M, entdo existe um tnico inteiro ndo negativo k tal que m € I';\I',_;. Aqui
lembremos que I'_; := 0. O inteiro ndo negativo k£ é chamado de I'-ordem de m e a

imagem m de m em I'(k) é chamada de I'-simbolo de m e é denotada por v(m).

Proposicao 1.8. Seja I' uma filtragido ascendente sobre um D,,(K)-mdédulo a esquerda M.
Suponhamos que {m,} é um subconjunto de M tal que {~(m,)} gera o gr™ (D, (K))-mddulo
gr' (M). Entdo {my} gera o D,,(K)-médulo M.

Prova: Desde que Ui>0 I'; = M é suficiente provar que para cada i > 0, I['; estd con-

tidono D, (K )-subm(’)d_ulo gerado pelo conjunto {m, }. Usaremos indugao sobre i para

provar isso. Suponhamos entdo que I';_y C Y D,(K)m,. Agora seja m € I';\I';_,

entdo y(m) € I'(7). Pela hip6tese podemos escrever v(m) = > fyy(m,), onde a soma

é finita e os fy € gr’(D,(K)). Se decompomos cada f, em suas componentes ho-

mogeéneas no anel graduado gr*' (D, (K)), obtemos uma soma finita da forma

fx =22 fa(k) onde fi(k) € F().

Como F(k)I'(j) C I'(k + j) para todo j, k, segue-se que y(m) = > fa(kr)y(m,) onde

i =ky+ I —ordem de m,.

Agora escolhemos D) € Fj, tal que Dy = fi(ky). Entdiom — > Dymy estiem I';_, e

como I';_y C ) D,(K)m, pela hipétese indutiva, concluimos que m € ) D, (K)m, .
|

Defini¢ao 1.9. Uma filtracio ascendente I' sobre um D, (K )-médulo a esquerda M é uma boa
filtragdo se gr' (M) é finitamente gerado como um gr* (D, (K ))-médulo.
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Proposicdo 1.10. Se M é um D, (K )-médulo a esquerda que pode ser equipado com uma boa
filtragdo, entdo M é um D,,(K)-mddulo finitamente gerado.

Prova: Seja I' uma boa filtracdo do médulo M e seja o4, ..., 0, um conjunto finito de
geradores de gr' (M) como gr* (D, (K))-médulo. Decompomos cada o; em seus com-
ponentes homogéneos, digamos o; = > o,(k) onde o,(k) € I'(k). Para cada par j, k
escolhemos (m;,) = o;(k). Vemos que {(m;)} gera o gr”(D,(K))-médulo gr' (M).
A proposicdo 1.8 implica que o conjunto finito {m;;} gera M como D, (K)-médulo. B

Proposicao 1.11. D, (K) é um anel Noetheriano i esquerda, ou seja, todo ideal a esquerda é

finitamente gerado.

Prova: Seja I um ideal a esquerda em D, (K). Para cadai > 0seja I'; :== F; N I.
Entdo é claro que I'; define uma filtragao ascendente sobre o D, (K)-médulo I e mais
ainda gr'(I) é um ideal em gr(D,(K)). Mas gr(D,(K)) é um anel Noetheriano, pois
pela proposi¢do gr(D,(K)) é isomorfo ao anel K{[yi, .., y»]|[21, ..., zn]. Portanto o ideal
gr'(I) é finitamente gerado, em outras palavras, a filtragdo ' é uma boa filtragdo. A
proposicdo 1.9 implica que I é finitamente gerado. |

Observacao: Um resultado andlogo é verdadeiro para ideais a direita. Ou seja,
D,,(K) é um anel Noetheriano a direita.

1.2 Dominios de Ore

Definic¢ao 1.12. Um dominio R é um dominio de Ore a esquerda se Rx N Ry # 0 para todo
par de elementos diferentes de zero x,y € R. Analogamente, um dominio R é um dominio de
Ore a direita se tR N yR # 0 para todo par de elementos diferentes de zero x,y € R. Um
dominio R é um dominio de Ore se é um dominio de Ore a esquerda e a direita.

Definicdo 1.13. Seja R um dominio de integridade. Um anel de fracoes a esquerda para R
é um anel de divisdo D com as sequintes propriedades: R é um subanel de D e se 6 € D, entdo
existem a € Reb € R* tais que § = b™'a.

Proposicao 1.14. Suponhamos que R é um dominio de Ore a esquerda, entdo existe um anel
de fragoes a esquerda para R.

Prova: No conjunto R x R* definimos uma relagdo ~ como segue: (a,b) ~ (c,d) se
existem r, s € R* tais que ra = sce rb = sd # 0. Entdo ~ é uma relagdo de equivalén-
cia. De fato, a reflexividade e a simetria sdo claras. Por outro lado, se (a,b) ~ (c,d)

e (c,d) ~ (e, f), entdo existem r,s,t,u € R* tais que ra = sc, rb = sd # 0, tc = ue,
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td = uf # 0; por outro lado, como R é um dominio de Ore a esquerda temos que
rs = yt para alguns =,y € R*, logo (zr)a = (yu)e e (xr)b = (ye)f # 0 e portanto
(a,b) ~ (e, f), o que mostra que ~ é transitiva.

Denotemos por [a, b] a classe de equivaléncia do par (a,b) € R x R* e o conjunto quo-
ciente por D := R x R*/ ~. Agora vamos a definir uma estrutura de anel sobre D:
Dados [a,b] e [c,d] em D, escolhemos r,s € R* tais que b = sd e colocamos |[a, b] +
[c,d] = [ra + sc,rb]. Entdo + é uma operacdo bem definida.

Por outro lado, dados [a, b] e [c,d] em D, escolhemos r € R* e s € R tais que ra = sd, e
colocamos [a, b] - [¢c,d] = [sc, rb]. Entdo - € uma operacdo bem definida.

Ossistema (D, +, -) é um anel, onde [0, 1] é o elemento zero e [1, 1] é 0 elemento unitério
de D. Mais ainda a aplicagdo r — [r, 1] € um homomorfismo injetivo de anéis. Com
efeito, o fato de ser homomorfismo segue-se das defini¢des e por outro lado, se [r, 1] =
[0,1] para algum r € R temos que (r,1) ~ (0, 1) e por tanto existem ¢,u € R* tais que
tr = 5-0 = 0 e como R é um dominio, concluimos que » = 0. O homomorfismo injetivo
anterior permite identificar R com um subanel de D e quando fazemos esta identifi-
cagdo, R torna-se um subanel de D.

Além disso, o anel D é um anel de divisdo. De fato, se [a,b] é um elemento difer-
ente de zero em D, entdo a,b € R*, logo [b,a] € D, mais ainda [a,b] - [b,a] = [1,1] e
[b,a] - [a,b] = [1,1]. Notemos que se r € R*, entdo [r,1]"! = [1,r]. Usaremos a notagao
r~! para o inverso de r € R*.

Finalmente, se § € D, entdo existem a € Re b € R* tais que 0 = [a, b], que pode ser
escrito como [a,b] = [b,1] - [a,1] = [b,1]7 - [a, 1]. Logo, se usamos a identificagdo de R

como um subanel de D e a notagdo acima, temos que 6 = b 'a. |

Proposicao 1.15. Seja R um dominio de Ore a esquerda e D um anel de fragoes a esquerda
para R. Suponhamos que ¢ : R — S é um homomorfismo de anéis tal que ¢(x) é uma unidade
de S para cada x € R*. Entdo ¢ estende-se de maneira iinica a um homomorfismo de anéis
v:D—S.

Prova: Sejaé € D, entdo existem a € Re b € R* tais que § = b~ 'a. Colocamos ¢(J) =
d(b)"'p(a); em primeiro lugar temos que ver que 1) é uma aplicagdo bem definida.
Com efeito, suponhamos que § tem outra representacdo como § = d !¢ para alguns
c € Red € R*. Entdo b'a = d'c e como R é um dominio de Ore a esquerda,
existem r,s € R* tais que ra = scerb = sd # 0. Mas ¢(rb), ¢(r), p(sd), ¢(s) sdo
unidades em S. Logo ¢(b)"'¢(a) = &(rb)'o(ra) = ¢(sd) 'é(sc) = ¢(d)'¢p(c). Por
tanto a regra ¢¥(b~'a) = ¢(b)"*¢(a) define uma aplicagdo ¢ : D — S. Notemos que
o(r) = (17'r) = ¢(1)'¢(r) = ¢(r) para todo r € R, por tanto ¢ estende ¢ a D. Em
particular ¢(1) = 1.
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Agora mostremos que de fato ¢ é um homomorfismo de anéis. Com efeito, sejam
a,c € Reb,d € R*, entdo existem r, s € R* tais que rb = sd. Logo

(b ta+d 1e) = Y((rb) " (ra+s6)) = o(rb)Lp(ra-+sc) = G(rb)~Lp(ra)+ o(rb) L é(sc) =
o(0)7'd(a) + ¢(d) " d(c) = Y (b7 a) + ¢ (d " o).

Por outro lado, existem ¢t € R e u € R* tais que ua = td. Logo

(b tad1e) = p((ub)te) = d(ub)To(te) = B(b) L o(u)B(e) = B(b) ' Blad V)o(c) =
(6(6)16())(9(d)6(c)) = (b a)p(dc).

Por tanto 1) ¢ um homomorfismo de anéis.

Finalmente, si ¢ : D — S é outro homomorfismo de anéis que estende ¢, temos que
paraa € Reb e R*, p(b~ta) = o(b) tp(a) = ¢(b)'¢(a) = (b ta). Por tanto ¢ = ¢, 0
que mostra a unicidade da extensao. u

Corolario 1.16. Seja R um dominio de Ore a esquerda e sejam D, D' anéis de fragdes a esquerda
para R. Entdo a aplicagdo identidade de R estende-se a um iinico isomorfismo de D sobre D'.

No sentido do corolario anterior, um anel de fra¢des a esquerda para um dominio
de Ore a esquerda é tnico.

Definigao 1.17. Seja R um dominio de integridade. Um anel de fracdes a direita para R é
um anel de divisdo E com as seguintes propriedades: R é um subanel de E e se { € E, entdo
existem a € Reb € R* tais que £ = ab™".

E claro que proposi¢des semelhantes sdo verdadeiras para dominios de Ore a di-

reita.

Proposicao 1.18. Suponhamos que R é um dominio de Ore a direita, entio existe um anel de

fragoes a direita para R.

Proposicao 1.19. Seja R um dominio de Ore a direita e E um anel de fragdes a direita para R.
Suponhamos que ¢ : R — S é um homomorfismo de anéis tal que ¢(z) é uma unidade de S para
cada x € R*. Entdo ¢ estende-se de maneira iinica a um homomorfismo de anéis ¢ : E — S.

Coroldrio 1.20. Seja R um dominio de Ore a direita e sejam E, E' anéis de fragoes a direita

para R. Entdo a aplicagio identidade de R estende-se a um iinico isomorfismo de E sobre E'.

No sentido do coroldrio anterior, um anel de fragdes a direita para um dominio de

Ore a direita é tinico.

Proposicao 1.21. Suponhamos que R é um dominio de Ore. Entdo os anéis de fragdes a es-
querda e a direita sdo iquais.



1.2 Dominios de Ore 13

Prova: Seja D o anel de fracdes a esquerda de R e £ o anel de fragdes a direita de R.
Entdo se § € D, existem elementos a € Re b € R* tais que § = b~ 'a. Desde que R é um

dominio de Ore a direita, existem r € R e s € R* tais que as = br, logo § = rs™!

e
por tanto § € E, o que mostra que D C E. Analogamente pode-se provar que &/ C De
por tanto D = S.

Proposicao 1.22. Seja R um dominio. Entdo ou R é um dominio de Ore a esquerda ou R
contém um ideal a esquerda que é livre e de posto infinito como R-médulo. Em particular, todo

dominio Noetheriano a esquerda é um dominio de Ore a esquerda.

Prova: Suponhamos que R ndo é um dominio de Ore a esquerda. Entdo existem
a,b € R* tais que Ra N Rb = 0.

Afirmagio: Os elementos a, ab, ab?, ab®, ..., sdo linearmente independentes a esquerda
sobre R, logo o ideal a esquerda gerado por eles é livre de posto infinito. De fato, caso
contrario, haveria uma relagdo Y ¢;ab’, onde os ¢; ndo sdo todos iguais a zero. Seja ¢, o

primeiro coeficiente diferente de zero, entdo podemos cancelar b" e obter uma relacdo
Cra ~+ Cpyrab + - - 4 cpab” ™" = 0.

Donde
(Cryra + -+ cpab” " b = —c,a.

O que contradiz a hipétese inicial sobre a e b. |
Um resultado andlogo é vélido para "direita"no lugar de "esquerda".

Proposicao 1.23. Seja R um dominio. Entdo ou R é um dominio de Ore a direita ou R contém
um ideal a direita que é livre e de posto infinito como R-médulo. Em particular, todo dominio
Noetheriano a direita é um dominio de Ore a direita.

Corolario 1.24. Todo dominio Noetheriano é um dominio de Ore. Em particular D, (K) é um
dominio de Ore.



Capitulo

2
O Cason =1, D{(K)= K|[z]|(0)

Neste capitulo estudaremos as bases de divisdo do anel D, (K) e provaremos,
usando este conceito, que todo ideal a esquerda de D;(K') é dois gerado. A principal
referéncia é [6]].

2.1 Bases de Divisao

Seja K um corpo de caracteristica zero e seja P € D;(K) = K|[z]|(0,), P # 0. Entdo
existem ao(x), a1 (), ..., aq(z) € K[[z]] com aq(x) # 0 tais que

P= ad(:n)ag + -+ a1 ()0 + ap(x).

O inteiro ndo negativo d é chamado de ordem do operador P e é denotado por ord(P).
Por defini¢do o expoente de P é o par de inteiros

exp(P) = (v(a), d) € N,

onde d = ord(P) é a ordem do operador P e v(aq) é a valuagdo da série aq4(x). Tal
expoente é aditivo com respeito ao produto, ou seja, se ) € D;(K) é outro operador
diferente de zero, entdo

exp(PQ) = exp(P)exp(Q) € N°.
De fato, se Q = b.(2)05 + - - - + bo(x) com b.(z) # 0, entdo podemos escrever

PQ = agh.0"™ + R com ord(R) < d + e.
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Proposicdo 2.1. Sejam A e P elementos diferentes de zero de Dy(K') com exp(P) = (v, d).
Entdo existe um tinico par (Q, R) de elementos de D, (K) tais que

1. A=PQ+R
2. R=5>"upy(z)x"0. + S onde uy, sio unidades de K|[z]] e ord(S) < d.
Prova: A prova da proposicdo é feita por inducdo sobre a ordem do operador A. W

Definigdo 2.2. Seja I um ideal a esquerda de D, (K). O conjunto Exp(I) é definido como:
Exp :={exp(P): P € D\(K), P # 0}
Desde que I é um ideal a esquerda de D;(K) temos que
Exp(I) = Exp(I) + N2,

Seja r a ordem minima dos elementos diferentes de zero do ideal a esquerda I e
seja A, o conjunto dos operadores de D;(K) com ordem igual a . Cada P, € A,
pode ser escrita de maneira tnica como P, = a, p, ()0, + (termos de menor ordem).
Escolhemos
a, = min{v(a,p.(z)): P, € A.}. Entdo o par (a,,r) € Exp(l). Seja agora A, o
conjunto dos operadores de D (/) com ordem igual a  + 1. De maneira semelhante,
escolhemos 11 := min {v(a,11,p,,,(2)) : Pry1 € A;11}. Notemos que ;41 < a,, pois
se P, é tal que exp(P,) = (a,,r), entdo P, = uz®d, + --- € I, onde u é uma unidade
de K[[z]]. Usando o fato que I é um ideal a esquerda temos que d,u™'P, € I, mas
Oyu™' P, = x°r 97 + (termos de menor ordem), logo pela defini¢do de .1, concluimos
que o411 < .. O par (a,41,7 + 1) € Exp(I). Continuando com este processo obtemos
um conjunto {(a,,r), (a,+1,7 +1),..., } tais que em geral «; é a valuacdo minimal dos
elementos de I que tem ordem j. Como o, > a1 > --- em N, é claro que este processo
acaba digamos em (a, ).

Defini¢do 2.3. Os pontos (., 1), (41,7 + 1), ..., (as, s) sdo chamados pontos escada e o
conjunto formado por eles serd denotado por Es(I). Ou seja,

Es(I) =A{(ar, 1), (g1, 7+ 1), ..., (s, 8) }

Usando a divisdo acima podemos ver que o conjunto Es(I) é o conjunto de pontos

fronteira de Exp(!).
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Das defini¢des anteriores temos a igualdade:

Exp(I) = | {(a;,) + Nx {0}} U {(ag. q) + N°}

p<j<q

Definicdo 2.4. Seja I um ideal a esquerda de D,(K'). Uma base de divisdo de I consiste de
todos os elementos P; € I tais que exp(P;) = («, ) para algum («;, j) € Es(I).

A terminologia anterior provem da seguinte :

Proposicdo 2.5. Seja I um ideal a esquerda préprio de D, (K) e sejam P,, ..., Ps uma base de
divisdo para I

1. Paratodo A € D(K) existem tinicos elementos Q.,., Qy+1, ..., Qs—1 € K[[z]],
Qs € Di(K) e R € Dy(K) tais que

A:Qrpr+"'+QsPs+R

com
ord(A) a;—1

R= Z Z umxk(‘?i + S
k=0

l=r

eord(S) <.
2. Com essas notagoes temos que A € I se e somente se R = 0

Prova: A existéncia de tal divisdo provém da divisdo estabelecida na proposigao 2.1.
Primeiro dividimos A por P,, em seguida dividimos o residuo que é de ordem menor
que s por P,_;, e assim por diante.

Mais ainda tem-se que A € I se e somente se R € I. Mas se R # 0 temos que
exp(R) ¢ Exp(I), logo R € I se e somente se R = 0. Isto dd a segunda parte da
proposi¢ao e também a unicidade de R.

A fim de provar a unicidade dos @, , ..., Q) é suficiente provar que se
QTPT+"'+QSPSZO

com Q,,...,Qs—1 € Kl[z]] e Qs € D;(K), entdo todos esses operadores sdo zero. Isto
pode ser mostrado considerando o termo de maior ordem de dita soma. |

Corolario 2.6. Sejam [ e I’ ideais de D,(K) tais que I' C I com Es(I') = Es(I). Entdo
I'=1.
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Prova: Neste caso uma base de divisdo P, ..., P para I’ é também uma base de divisado
para . O critério para que um operador pertencer a I’ é o mesmo que para /, em virtude

da proposicdo anterior. |

2.2 Osideais d esquerda de D;(K ) sao dois gerados.

A continua¢do mostraremos que todo ideal a esquerda I é dois gerado. Antes pre-
cisaremos de dois lemas

Lema 2.7. Seja I um ideal a esquerda de D, (K) e seja P,, ..., P; uma base de divisio para 1.
Entio para todo A € I existe k tal que 2*A € Dy(K). Ou seja o Dy(K)-médulo a esquerda
1/D:(K)P, é um médulo de tor¢do.

Prova: A fim de provar o lema, observemos que na divisdo elementar de A por P,, se
temos que exp(A) € exp(P) + N?, entdo o residuo R tem ordem menor que a ord(A).
Escolhemos n; tal que exp(z™ A) € exp(P,) + N%. Entdo temos que

™A =B P.+ Ry, ordlR)<ordlA)
e por indugdo achamos n tal que
2"A=BP,+R
com ord(R) < ord(P,) =r.Mas R € I e assim R = 0. [

Lema 2.8. Seja M um D- (K )-médulo a esquerda finitamente gerado que é também finitamente

gerado como K |[[x]]-médulo. Entdo M é um K|[x]]-mddulo livre.

Prova: Como M é finitamente gerado como K[[z]]-mddulo, entdo o K-espago vetorial
M /xM tem dimensdo finita. Seja m +xM, ..., m,, + M uma base deste espago vetorial.
Entdo se N é o K|[z]]-submédulo de M gerado pelos elementos my, .., m,, € M, temos
a igualdade M = N + zM. Usando o lema de Nakayama temos que N = M, ou
seja my, ..., m, € um conjunto de geradores de )M sobre K|[[z]]. Portanto obtém-se uma
aplicagdo sobrejetiva K [[z]]-linear ¢ : K[[z]]* — M. Seja L o ntdcleo de ¢. Mostraremos
que L = 0 e por tanto ¢ serd um isomorfismo, o que provard nosso lema. Com efeito,
suponhamos que L # 0. Seja v € L,v # 0, entdo existem séries p;(z), ..., pn(x) € K|[z]]
ndo todas iguais a zero tais que v = Y. p;(v)e;, onde ¢4, ..., &, é a base candnica de
K|[[z]]", mais ainda ¢(v) = > ", pi(x)m; = 0 em M.
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Como M é também um D, (K)-moédulo, temos que 9,.(> ., pi(x)m;) = 0 em M. Entdo

n n n

> @i(a)ym; =Y (9pi(x) /0 + pidy)m; =Y (Opi(x)/dx)m; + ij(l’)(@zmj)) =0,

i=1 i=1 i=1

por outro lado 9,m; = >, bj;(x)m; para algumas b;;(z) € K[[z]]. Entdo temos

> 0pi(@) [0+ 20 pi(2) (3070, bityma) = 32, Opi(@) /O30, (3252, pj(2)bij (@) my
= >0 (Opi(x)/0y + > pj(2)bji(x))m; = 0 e por tanto temos que

> (0pi() /0y + 37, pj(x)bji(x))e; € L. Sem perda de generalidade suponhamos que
pi(x) # 0 é que r = val(p;(x)) é a menor valuagdo. Entdo continuando com o pro-
cesso anterior e depois de r etapas obtemos uma igualdade da forma (9"p; (z)/0z")e1 +
> -2 4j(v)e; € L. Logo se trabalhamos no K-espaco quociente M /x M, obtemos uma

igualdade do tipo
(0"pr(2)/02") + Y pj(x)gi(x) = 0.
j=2

Mas val(9p (x) /0a") = 0,1080 0 = val(dp () /0a") = val (X, py(2)a5(x)) = min {val (p;(2)a;(2))},
o que é uma contradigdo, pois por nossa escolha val(p:(x)) > wval(p,;(z)) para todo
j # 1. Concluimos entdo que L = Ker(¢) = 0.
|
Agora podemos provar que todo ideal a esquerda de D, (K) é 2-gerado.

Teorema 2.9. Seja I um ideal a esquerda de D,(K) e seja P,, ..., Ps uma base de divisdo para
I. Entdo I é gerado por apenas P, e P;.

Prova: Seja J := D{(K)P, + Di(K)P; C I, o ideal a esquerda gerado por P, e P;.
Consideremos o D;(K)-médulo a esquerda //J. Como o D;-médulo I/D;(K)P, é
de tor¢do segundo o lema 2.7 , entdo //J é também de tor¢do. Por outro lado //J é
um moédulo finitamente gerado sobre D;(/), mais ainda é finitamente gerado como
K[[z]]-m6dulo, na verdade é gerado pelas classes de P, 1, ..., Ps_; devido a proposicado
2.5. Entdo pelo lema 2.8, I/J é um K |[[z]]-m6dulo livre. Assim, I/.J é de torc¢ao e livre
como K [[z]]-médulo. Entdo I/J = 0,logo [ = J.

|



Capitulo

3

Moédulos Livres sobre S = T'((x)){(0;) e
sobre D = F[|x||(0;)

Neste capitulo estudamos algumas proposigoes referentes a médulos livres sobre os
anéis S = T'((x))(0,) e D = F[[x]](0:). Na primeira se¢do definimos e exploramos algu-
mas propriedades desses anéis. As proposi¢des sobre médulos livres que precisaremos
no capitulo seguinte sdo estudadas na segunda secdo. A proposigdo 3.10 é a que serd
realmente utilizada adiante, mas o resultado técnico mais importante é a proposi¢do
3.6.

3.1 Propriedades dos anéis S e D

3.1.1 Oanel S =T((x))(0:)

Seja T' um anel de divisdo de caracteristica zero. Por T'[[z]] denotamos o anel de
séries de poténcias em uma indeterminada com coeficientes em 7', onde =t = tx para
todot € T. Como T é um dominio Noetheriano a esquerda e a direita, entdo 7'[[x]] é
também um dominio Noetheriano a esquerda e a direita (veja por exemplo [11], theo-
rem 4.5, chapter 1, pagina 22). Logo, pelo corolario 1. 23, T[[z]] ¢ um dominio de Ore
a esquerda e a direita. Por tanto, 7'[[z]] possui um anel de fracdes que denotamos por
T((x)).

Sobre T'[[z]] temos a derivagdo T-linear usual 0, : T[[z]] — T[[z]]. Vamos estender esta
derivagdo a uma derivagdo 7T-linear sobre o anel de fragdes 7'((z)) da seguinte maneira:

Seja 0 € T((z)), entdo existem a,b € T[[z]] com b # 0 tais que § = b~ 'a. Consideremos
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a aplicacéo:
D, : T((z)) — T((x)), onde D,(8) = b~'0,(a) — b~'0,(b)d.

Nao ¢ dificil ver que tal aplicacdo estd bem definida, ou seja, ndo depende dos repre-
sentantes a, b da fracdo 6. Mais ainda, D é uma derivacdo 7-linear que estende 0,; é
por isso que usaremos a notagao 0, em lugar de D,,.

Por outro lado, se 6 € T'((z)), entdo ¢ define um operador 7-linear sobre T'((x)) que

leva um elemento v € T'((z)) no produto 6.

Defini¢do 3.1. O subanel dos T-operadores lineares de T'((x)) que é gerado pelos elementos de
T((x)) e a derivagio O, é chamado anel de operadores diferenciais T-lineares de T'((x)),
ou simplesmente o anel de operadores diferenciais de T'((x)). Denotamos este anel por
S = T((x))(.).

Seja 0 um elemento de 7'((z)), entdo em S temos a seguinte regra de comutagao

entre 0, e operador produto definido por ¢ :

[0z, 0] = 0 ().

Em virtude desta tltima relacdo podemos mostrar, como no caso de D;(K), que todo

elemento diferente de zero o € S pode ser escrita de maneira tinica como:
a=po+p10s+ -+ pd”,

onde k é um inteiro ndo negativo, pg, p1, ..., pr € T'((x)) e px # 0. O inteiro k£ é chamado
de ordem de o de v e é denotado por ord(«).

Notemos que se (3 é outro elemento de S diferente de zero de ordem [, entdo ord(af) =
k + . Portanto S é um dominio de integridade. Do mesmo modo que D;(K), S é um

anel simples.

Proposicao 3.2. (Algoritmo da Divisdo em S). Sejam o, 3 € S com 3 # 0 entdo existem
7,0 € S tais que
a=v8+0, com 6 =0 ou ord() < ord(5).

Prova: Se o = 0, basta tomar v = 6 = 0. Suponhamos entdo que o # 0 e que
a=py+pi0;+- - +pd" f=q0+ @+ +¢0", com pp #0 e g, #0.

Fazemos indugéo sobre k = ord(a). Se k = 0 e n > 0, escolhemos v = 0 e § = . Se
k =n =0, escolhemos v = pogy ' e 6 =0.
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Suponhamos que a proposicdo é verdadeira para operadores de ordem menor que k.
Sem perda de generalidade podemos supor que n < k, pois caso contrario basta tomar
v =0e 6 = a. Consideremos o operador oy = a — pigq, 05", entdo ord(a;) < k. Logo

xT

pela hip6tese indutiva, existem v; e § em S tais que
a; =710 +6, onde 6 =0 ou ord(f) < ord(f3).

Logoa =73+ 06,ondey = +piq,'0F™ e =0 ou ord(9) < ord(B).

xT

Coroldrio 3.3. Todo ideal a esquerda de S é principal.

Prova: Seja I um ideal a esquerda diferente de zero de S. Escolhemos em [ um
operador 3 # 0 com a menor ordem. Afirmamos que o ideal I é gerado por 3. Com
efeito, seja o um elemento qualquer de /. Entdo pela proposi¢do anterior, existem
v,0 € Staisque o« = y3+0onded =0 ou ord(#) < ord(). Como I é um ideal a
esquerda e o, 3 € I temos que 6. Entdo pela escolha de 3 concluimos que ¢ = 0 e por
tanto a = 4.

|

Proposicdo 3.4. Seja 0 # o € S. Entdo o S-médulo S/Sa tem comprimento finito.

Prova: Seja k a ordem de a. Entdo podemos escrever o = pg + - - - + pr0¥, p; € T((z))
e px # 0. Como T'((x)) é um anel de divisdo segue-se que Sa contém p,'a = gy + - - +
Qr—10"1 + OF. Pelo algoritmo da divisdo em S, dado 3 € S, existem 7,0 € S tais que
B=~ya+6onded =0 ou ord(d) <k, ouseja, 0 =rg+ -+ 10!, para alguns
r; € T((z)). Entdo S/Sa é um espago vetorial sobre 7'((x)) de dimensdo k. Por outro
lado cada S—submoédulo de S/Sa induz um 7'((z))—subespago de S/Sa. Por tanto o

S—modulo S/Sa tem comprimento no méximo k. |

3.1.2 O anel D = F[[x]](0,)

Seja F' um corpo de caracteristica zero e D = D, (F).

Proposicao 3.5. Seja o um elemento diferente de zero de D. Entdo o D-médulo quociente

D/Da tem comprimento finito.

Prova: Como « é um elemento diferente de zero de D, o D-médulo quociente D/Da é
um D-médulo holonémico. Portanto D/Da tem comprimento finito. (Veja [6], pagina
14.) |
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3.2 Moddulos livres

Suponhamos que F' é um corpo de caracteristica zero contido em 7.

Proposigdo 3.6. (i) Sejam 01, ...,,, elementos diferentes de zero de D = F[[x]](0,) C S.
Seja o € S, # 0 um elemento de S e S™ = Sey + -+ + Se,,, um S-médulo livre
de posto m com base €1, ...,e,,. Seja M o S-submédulo de S™ gerado pelo conjunto
{adife1 + -+ admfem/f € Z[[])(0r)}. Entdo M = S™.

(ii) Sejam 0y, ..., oy, elementos diferentes de zero de D = F[[x]|(0.). Seja 0 # « um elemento
de De D™ = Dey+- - -+ De,,, um D-médulo livre de posto m com base ey, ..., €,,. Seja M
0 D-submédulo de D™ gerado pelo conjunto {ad, fe1 + - - - + adp, fen/f € Z[[x]](0:)}
Entdo M = D™.

Prova: Vamos mostrar (7). A prova de (i7) é analoga.

Para simplificar a notagdo colocamos 0 := 0,.

Primeiro observemos que a hip6tese e a tese ndo mudam se a m—upla dy, ..., d,, for
substituida por uma m—upla f, ..., B, onde 3; = Xa;;0; e (a;;) € uma matriz m x m
invertivel com a;; € F. De fato, se substituirmos 9, ..., d,, por /i, ..., B, usando uma
transformacdo F-linear (a;;), podemos também substituir os geradores livres ¢y, ..., &y,
de S™ por (i, ..., onde ¢ = Xbyje;, (bij) = (ai;) "

Seja ord(d;) a ordem de ¢,. Podemos supor que as ordens sdao decrescentes, ou seja,
ord(01) 2 ord(d2) = --- 2 ord(é,,). Entdo, existe um inteiro positivo w e algum inteiro
[,1<l<mtalquew = ord(d;) =--- = ord(d;) e ord(d;) <wsei>l.

Se 1 < i < [ podemos escrever §; = r; + p;(x)0*, onde ord(r;) < we p;(z) € F[[z]].
Podemos supor que val(p;) < wval(pz) < ... < wval(p;), onde val(p;) é a valorizagdo
usual da série de poténcias p;. Se val(p1) = val(p:) = p, entdo existe algum ¢ € F tal
que val(ps — tp1) > p. Substituimos 0, por dy — td; enquanto 6y, s, ..., d,,, ndo mudam.
Entao, depois de algumas transformacdes F'—lineares, podemos assumir que val(p;) <
val(pe) < --- < val(p;). Com essas normalizagdes em mado comegamos a provar que
g1 € M.

Seja k = ord(a). Como S = T((x))(d) podemos supor que o = ag + 9* onde
ord(ap) < k. Se 1 < i < ltemos que ad; = p;(x)0"™ + 1); onde ord(¢;) < k + w. Se
[ <i<mentdo ord(ad;) < k + w.

Dado ¢ € S ponhamos g; = [z, g] = zg — gx o comutador de z e g. Indutivamente,
s€ja g,+1 = |7, g,]. O elemento g, é chamado o v— comutador de x e g. O v— comutador
de z e 0" é (—1)"v! para todos os inteiros positivos v, enquanto o v— comutador de = e

0% é zerose s < v.
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Se aplicarmos isto aos elementos ady, ..., ad,, vemos que o (k + w)— comutador de
zead; é (—1)"(k + w)lp;(z) para todo 1 < i <[, enquanto eles sdo zero se | < i < m.

A definicdo de M implica que M é estavel sob o v—comutador com z, ou seja se
m € M, entdo o v—comutador de x e m permanece em M, para todos os inteiros
positivos v. De fato, note que se f € Z[[z]](0), entdo [z, ad f] = x(adf) — ad(fx).

Para f =1 € Z[[z]](0) temos que a = adie; + -+ + adpem € M. Se vy éo (k+w)—
comutador de a e x, dividido por (—1)*“(k 4+ w)!, entdo v, € M e

vi = pi(z)er + -+ pi(@)er.

Agora, se h € S, seja hy = [0, h] = Oh — hd o comutador 0 com h. Indutivamente
definimos h,4; por h,4+1 = [0, h,]. O elemento h, é chamado o v— comutador de O e
h. Observemos que M é estavel sob o v— comutador com 0 para todos os inteiros
positivos v. De fato, note que se f € Z[[z]](0), entdo [0, ad f] = O(ad f) — ad(f0).

Como v; € M temos que se v§“) é o u— comutador de d e v, onde p = val(p;(z)) <

-+ < wal(p(x)), entdo UYL) eMe

o) = pi (@)er + ) (@)ez + -+ pi (2)es € M,
onde p®(z) denota a p-derivada usual da série de poténcias p(r). Note que u(z) =
p{"(x) € uma unidade de F[[z]] e val(p{" (x)) = val(p;(x)) — > 0,5 =2, -+ 1.

Definimos agora vy 1= vy — py () (u(z)) o\ . Entdo v, € M e

v2 = q2(2)e2 + -+ + qla)er,
onde ¢;(z) = p;(z) —pl(x)(u(x))*lpg“) (z),j =2,...,1.Se para cada 2 < j < [ escrevemos
p;(z) = x%u;(x), onde v; = val(p;(x)) e u;(z) é uma unidade de F[[z]], entdo
() = a;z°®i@®) 4 ... onde a; := (1 — (”j)(”j_l);!(”j_(“_l)))uj(O) é diferente de zero,
pois v; > pe u;(0) # 0. Entdo ¢;(z) é diferente de zero e mais ainda

val(q;(z)) = val(p;(x)), para todo j = 2, ..., 1. Portanto val(gz) < val(gs) < --- < val(q).
Agora, repetimos o argumento anterior usando o comutador de 0 e v, e entdo temos
que vs = r3(z)es + - - - + 1(x)e; € M. Procedendo desta maneira, finalmente temos que
v(z) = u(z)e, € M, onde u(zr) é uma unidade de F[[z]]. Consequentemente ¢; € M.
Se | = 1, mostramos que ¢, € M. Sel > 1, como v;_; € M, temos que ;_; € M.
Seguindo para trds temos que €, € M.
Se agora restringimos nossa atengdo a (m — 1)-upla dy, ..., 6, € a0 S-médulo St =

Sey + -+ + Sep, a proposicdo segue-se por indugdo sobre m.
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u
Antes da proxima proposigao faremos um resultado técnico.

Lema 3.7. Seja S um dominio de Ore que nio é Artiniano. Seja S™ = Seq + - - - + Se,,, um
S-médulo livre de posto m com base ey, ..., €, Seja M C S™ um sobméddulo de co-comprimento
finito. Entdo existe 3 € S, 3 # 0, tal que Be; € M, paratodoi =1,... ,m.

Prova: Seja \ € S™/M, X #0, A € S™. Temos S/ann()\) ~ SA C S™/M.
Se ann(\) = (0), entdo S ~ S\ que é um S-médulo Artiniano pois M tem co-comprimento
finito em S™. Logo S seria Artiniano. Assim ann()\) # (0).

Como S™ /M = Sz| + --- + Sg,, com ann(z;) # 0, existe ¢; € S,q; # 0tal que
g;ej € M. Ja que S é um dominio de Ore, existe 5 = \jq; € Sq;, 8 # 0,5 =1,...,m.

Logo Bg; = (A\jq5)e5 = Aj(ge5) € M. u

Proposicdo 3.8. (i) Sejam 6y, ..., d,, elementos diferentes de zero de D = F|[[x]](0,) C Se
seja M um S-submddulo de S™ de co-comprimento finito. Se o € S, a # 0, entdo existe
algum f € Z[[x]](0.) tal que

S™m=M + S(adyfer + -+ adpfem).

(ii) Sejam ¢y, ..., 0., elementos diferentes de zero de D = F'[[x]|(0,) e seja M um D-submédulo
de D™ de co-comprimento finito. Se o« € D, o # 0, entdo existe algum f € Z[[z]|{(0,) tal
que

D™ =M + D(adyfer + -+ adm fem).

Prova: Vamos mostrar (7). A prova de (i7) é analoga.
Usaremos indugdo sobre o comprimento do S-médulo S /M.

Podemos assumir que M # S(™). Segue-se da proposicdo 2.5 que existe fy € Z[[7]]
tal que

0461f0€1 + -+ Oé(gmf(]éTm ¢ M.

Consideremos agora um S-submoédulo M’ de S™ tal que M C M' C M+S(3_; ad; fog;)
e tal que M /M’ seja irredutivel. Note que M’ existe pois o comprimento de S™ /M é
finito.

Pelo lema anterior, existe 3 € S, 3 # Otalque B¢, € M,i=1,...,m.Logo S™3 C M.
Como S é um dominio de Ore, existe t € S, ¢ # 0 tal que tad; fo € SB,j=1,...,m.

A hipétese de inducdo aplicada a M’ e o = ta garante a existéncia de f; € Z[[z]] tal
que S™ =M+ S(E] t0é5jf1€j).



3.2 Mo6dulos livres 25

Seja N := M + S(}_;ad;fig;). Se N = S™, a prova acabou pois f; cumpre as
condi¢des requeridas. Suponhamos entdo que N # S™. Neste caso provaremos que
S™ =M + (3_; ad;(fo + fi)e;) e por tanto f := fy + f1 € 0 elemento procurado.

Afirmagdo: Se N # S™ entdo N = Ny, onde Ny := M + S(3_; tad; fig;). Com efeito,
desde que S™ = M’ + P,onde P = S(}_; tad, fig;), temos que

S™ /Ny = (M’ + P)/(M + P) ~ M'/(M + M' N P) C M'/M.

Como M'/M é irredutivel, S™/N, é zero ou irredutivel. Mas N, C N pois M C N e
>_tad;fie; =t(>_; ad;fie;) € N. Logo Ny # S™ e portanto S™ /Ny € irredutivel. Como
No CNCS™eN #S™, entdo N = Ny, o que prova a afirmacgao.

Seja agora Ny := M + S(3_;ad;(fo + fi1)e;). Vamos mostrar que N; = S™. Pela
escolha de t, tad; foc; € SB,7 = 1,...,m e como S™3 C M, entdo Zj tad; foe; € M.
Mas M C Ny e} ;ad;(fo+ fi)e; € Ni. Logo >, ad;fie; € Ni. Além disso, pela escolha
de M', M' C M + S(3_; ad; foe;)) C Ni.

Finalmente, t(>_; ad; fig;) € S(3_; ad;fie;) C Ni. Consequentemente,

S™ = M/ + S(Z tCK(ijlc‘?j) - Nl.

J

Coroldrio 3.9. (i) Seja p € S,p # 0 e sejam iy, ...,0,, elementos diferentes de zero em
Fl[z]](0,) C S. Entdo existe algum f € Z[[x]|(0,) tal que

S™=S"p+ S(pdifer+ -+ pdmfem),
onde S™p é 0 S-submédulo de S™ gerado por pey, ..., pep,.

(ii) Seja p € D,p # 0 e sejam 6y, ..., 0,, elementos diferentes de zero de D. Entio existe
algum f € Z[[x]](0.) tal que

D™ =D"p+ D(pbife1+ -+ pomfem),
onde D™ p é 0 D-subméddulo de D™ gerado por peq, ..., pem,.

Prova: (i): Pela proposicdo 3.4, o comprimento do S-médulo S/Sp é finito e portanto
S™p tem co-comprimento finito em S™. O resultado segue-se entdo se aplicarmos a
proposi¢do 3.8(i) coma = pe M = S"p.
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(ii): Pela proposicao 3.5, o comprimento do D-médulo D/Dp é finito e portanto
D™ p tem co-comprimento finito em D™. O resultado segue-se se aplicarmos a proposicao
3.8(i1) coma = pe M = D™p.

|

Proposi¢do 3.10. (i) Sejam 6y, ..., 0., elementos diferentes de zero de F[[x]|(0,) C S e seja
p €S, p# 0. Consideremos o S-médulo livre S™* = Sey + Seqy + - - - + Se,, com base
€0,€15 - - - s Em. Entdo existe algum f € Z[[x]](0,) tal que

Sm—l—l _ Sm+1p+5(€o+51f&71 +"'+51f5m>7

onde S™p é 0 S-submddulo de S™ ! gerado por pe, ..., pem.

(i) Sejam 61, ..., 0, elementos diferentes de zero de D = e seja p € D, p # 0. Consideremos
0 D-médulo livre D™+ = Deg + Dey + - - + De,, com base €y, - - - ,e,,. Entdo existe
algum f € Z[[x]](0.) tal que

Dm+1 _ Dm+1p+D(€0+51f51 ++§1f5m)7

onde D™ p é 0 D-submédulo de D™ gerado por pey, ..., pem.

Prova: Vamos mostrar (7). A prova de (i) é andloga.

O corolario anterior garante a existéncia de f € Z[[z]](0,) tal que
S™ = 8"p+ S(pdifer+ -+ pomfem). (%)

Logo, se v € S™T!, entdo existem ay € S ew € S™ tais que v = apeo+w. Pela igualdade
anterior, w = Bipe1+- - -+ Bmpem+A(pd1 fe1+- - -+ pdp, fem), paraalguns 5y, ..., B, A € S.
Por outro lado, pelo algoritmo da divisdo em S, podemos escrever ay = [yp + 0, para
alguns 3,0 € S. Entao

v = (Bopeo + Brper + -+ + Bmpem) + Apleo + 01fer + -+ dmfem) + (0 — Ap)eo. Logo

Sl — mHl 4 S(eg + pdyfer + - + pOmfem) + Seo. (x%)

Seja J := S™tp+ S(eo + 01 fe1+ -+ + S fem). Entdo

J D S™ 4 Spleg+01fer + -4 Omfem) DS o+ Sp(d1fer + -+ dmfem).

De fato, a primeira inclusdo é clara. Para mostrar a segunda inclusdo notemos que se
veSpdrfer+--+0mfem) entdov = Ap(d1 fe1+- - -+ 0 fem), paraalgum A € S. Logo
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v=(=Ap)eo + A\p(eg + 01 fer + -+ Omfem) € S™ o+ Sp(eo + 01 fer + -+ + O fem)
Por outro lado,

S™ o+ Sp(8ifer 4 -+ Omfem) D Speg + S™.

Com efeito, seja v € Spey + S™, entdo v = A\gpep + w, onde Ay € S e w € S™. Logo, por
(%), existem Ay, ..., Ay, 0 € Stais que w = A\yper+- - -+ Appem + B(por fer+ - -+ pom fem).
Entdo v = (A\opeo +A1per++ Ampem) + Bp(01 fer++ -+ 0mfem) € S™p+Sp(d1 fer +
vt O fem) € S™Mp+ Sp(difer 4+ Omfem).

Mas, (01fe1 + -+ + O fem) € Speg + S™. Entdo das inclusdes anteriores temos que
(01fer+ -+ 0mfem) € J. Isto implica que ¢ € J.

Usando agora (*x), concluimos que J = S™*!, 0 que demonstra a proposigéo.



Capitulo

4

Resultados Principais

Seja K um corpo de caracteristica zero. Neste capitulo provaremos que todo ideal
a esquerda do anel E,(K) = K((z1,....,2,))(01, ..., 0n) é dois gerado. Mostraremos
também que todo ideal a esquerda do anel S,,_1 = K((z1, ..., 2p—1))[[zn]](O1, ..., On) €
dois gerado. Como coroldrio, para n = 1, obtemos outra prova do fato que todo ideal
a esquerda do anel D;(K) = Sy(K) é dois gerado. Os resultados mais importantes sdo
os teoremas 4.8 e 4.13

Para cada 0 < r < n, os anéis D,(K) = K[[zy,...,z,]|(D1,...,0,) serdo denotados

simplesmente por D, .

4.1 Os anéis B, (K)

Definicao 4.1. Seja r um inteiro positivo tal que 1 < r < n — 1 e seja q um elemento diferente
de zero do anel D, [[x,41, ..., x,|]. Um tal q se escreve unicamente na forma q =y, q,z", onde
V= (Uri1,esVn) E N, 0 = (241, ....,2,) € q, € D,. Dado i =1, ..., r, dizemos que q tem
ordem finita em 0;, se existe algum m € N tal que ordy,q, < m, para todo v.

O conjunto dos elementos do anel D, [[z;41, ..., Z,]] que tém ordem finita em 0;, para
todo 1 < ¢ < r, serd denotado por B,(K) ou simplesmente B,. Em outras palavras,
paral <r <n-—1,

B,(K) :={q € D,[[xy41,...,7,]] talque ¢ tém ordem finita 0;, paratodo 1 <i <r}.

Por defini¢do By(K) := K[[x1, ..., x,]].

Proposicdo 4.2. Seja r um inteiro positivo tal que 1 < r < n — 1. Entido B,(K) =
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Kz, ..., x,]]{Oh, ..., Or) e portanto B,.(K') é um subanel do anel D,,(K) = K[[x1, ..., 2,]] (01, ...

Mas ainda, B, (K) é um dominio de Ore.

Prova: Sejaq = ), q2" € B,(K)onde v = (V41,....,0) € N " 2 = (2,41, ..., 2,)
e ¢ € D,, para todo v. Por defini¢do, existe um natural m € N tal que para cada
v nos podemos escrever ¢, = ) g q,,30° como uma soma finita, onde 3 = (3, ..., 3.),
Gp € Kl[z1,...,2,]], 3 = o7 --.9% e |f| = f, + --- + B, < m. Entdo, para cada v,
temos ¢, = (3.5 q,,39°)7" = 3 ;q,5270°, pois 0s z comutam com os 3°. Agora
notemos que para cada J com | § |< m, a soma ps := », ¢,pr” é um elemento de

Klz1, .. xe]|[[Tr41s -y Tn)] = K[z1, ..., 2,]]. Logo,

0= @' =33 @pz'd" =3O .20 =Y psd” € K[[r1, ... wa]}(01, .., 0,).
v v B B v B

Por outro lado, é claro que K{[z1, ..., x,]|(01, ..., 0;) estd contido em B, (K). Portanto
B,(K) = K|[x1, ..., 2,)](01, ..., 0;) que é um subanel de D,,(K).

O anel K{[z1, ..., x,]] (01, ..., Or) possui uma filtracdo canodnica pela ordem dada por

Yo = {Zﬁpﬁ(x)ﬁﬁ, Bl=p+-+06 < m} ,m > 0. O anel graduado associado a
esta filtracdo é isomorfo ao anel de polindmios K{[yi, ..., yn]][21, ..., 2;]. Como o tltimo
anel é Noetheriano , concluimos que K{[z1, ..., 2,]](01, ..., 0,) € um anel Noetheriano.
Logo B, (K) é um dominio Noetheriano e em consequéncia é um dominio de Ore.

|

Proposigdo 4.3. Seja r um inteiro nio negativo tal que 0 < r <n—1,q € B,(K),q # 0.
Sejam aq, ..., a; elementos de D,,. Entdo existe p € B,(K), p # 0, tal que pa; € D,q, para cada
j=1,..,1L

Prova: Cada a; pode ser escrito como uma soma finita ) | p;o0“ onde cada pj, é um
elemento de B, (K) = K[[z1, ..., 2,]](01, ..., 0;) € 0% = 0, 1" ...0%". Escolhemos um inteiro
positivo w suficientemente grande tal que p;, = 0 para todo « tal que |o| > w e para
todoj=1,...1.

Como B,(K) é um dominio de Ore e ¢* # 0 B,(K), existe p’ € B,,p1 # 0, tal que
0'pja € Brq" para todo j e todo .

Logo p'pja = sjaq" para algum s;, € B,. Temos que p'a; = >, _,pjed" =
Zlal <w Sjaq"0%. Por outro lado, para cada |a| < w, podemos escrever ¢0% = toq + qqa,
para alguns t, € D, e ¢, € B,. Para cada ¢, # 0, existem 0 # 7,,s, € B, tais que
ToQa = Saq, POis B, (K) é um dominio de Ore.

Se C,(K) denota o anel de fracoes de B,.(K), entdo em C,.(K) temos a relagdo ¢, =

,On)-



30 Resultados Principais

7. 1saq. Logo em C,,(K), o anel de fra¢oes de B, (K) = D, (K), temos

p,aj = Z (Sjata)Q+ Z qr Sa Z Sja « q_|' Z QTQISa)Q = ﬁjQ+7JQa

o <w | <w,qa 0 o <w o <w,ga7£0

onde 03 := (3 4cu Sjala) € Dn €% = (3 4cwguro o Sa) € Cr.

Desde que C,.(K) é o anel de fragdes de B,, existem \;, u; € B,(K),\; # 0 tais que
v; = A; ;. Entdo p'a; = B+ g, paratodo j = 1, ...,1. Como B,(K) é um dominio
de Ore, 0s \; tém um mdltiplo comum, ou seja, existe § € B,, 6 # 0 tal que 6 € B, (K));.
Por tanto 6 = n;)\;, para alguns n; € B,(K). Logo 0p'a; = 68;q + n;i; € D,q para todo
j =1,...,1. Entdo, se p := 0y, temos que p € B,(K) e mais ainda pa; € D,,q para todo
j=1,..1

|

4.2 Oanel E,(K) = K((x1, ..., ,)){01, ..., On)
Seja K um corpo de caracteristica zero e K ((z1,..,2,)) o corpo de fragdes do anel
de séries de poténcias K{[z1, ..., z,]]. Sobre K((z1,..,x,)) temos as derivagdes usuais

01, ..., Op, que sdo operadores K-lineares.

Se p é um elemento de K ((z1, .., z,,)), entdo p define un operador K-linear sobre K ((z1, ..

que leva um elemento ¢ € K((z1, .., z,)) no produto pq. Tal operador é chamado ope-
rador produto p.

Defini¢ido 4.4. O subanel dos K-operadores lineares de K ((x1,..,x,)) que é gerado pelas
derivagdes usuais Oy, ..., O, e 0s operadores produto definidos por os elementos de K ((x1, .., x,,))
é chamado anel de operadores diferenciais de K ((x1,..,x,)) e serd denotado por
E.(K)=K((z1,....;2,)) {01, ..., On).

,i[}n))

Queremos mostrar que todo ideal a esquerda do anel £, (K) = K ((z1, ..., ,,)) (01, ..., On)

é dois gerado. Isso serd consequéncia da seguinte proposigao:

Proposicao 4.5. Sejam a,b e c elementos diferentes de zero de D,,. Para cada inteiro nio
negativo r tal que 0 < r < n, existem q, € B,, q. # 0 e d,, e, € D, tais que

¢r¢ € Dp(a+d.c)+ D,(b+ec).
Em particular, quando r = 0, existem qy € K[[x1,...,x,]], g0 # 0e do, eo € D, tais que

goc € Dy (a+ doc) + Dy (b + ege).
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Para demonstrar a proposigdo acima necessitamos do seguinte resultado, cuja prova
serd adiada até a préxima secdo (4.3).

Proposicao 4.6. Seja r um inteiro nio negativo tal que 0 < r < n — 1 e seja ¢ um elemento
diferente de zero em B,.,. Se u e v sdo dois elementos de D,, com v # 0, entdo existem f em
D,, e g, em B, tal que

¢ € Dypg+ Dp(u+vf).

Observacao 4.7. Note que na proposicio acima q € B,1, enquanto q, € B,. Assim, passando
de gr4+1 a q, “eliminamos”” a varidvel O,,,. Eliminando cada varidvel 0; por vez, chegamos a
uma série qy € K|[x1, ...,z

Prova da Proposigdo 4.5.
Prova: Como D,, é um dominio de Ore a esquerda, D,a N D,,c # 0. Portanto existe g, €
D, g, # 0 tal que q,,c € D,a. Como D,a C D,a+ D,b, tomando d,, = e, = 0 vemos que a
afirmacio é verdadeira para r = n.

Para 0 < r < (n — 1) a prova serd feita por indugdo "para trds"em r. Suponhamos entdo

que podemos achar ¢,+1 € By, ¢+1 # 0 e dyy1, €41 € D, tais que
gri1¢ € Dy(a+dri1¢) + Dy(b+ ep410).

Podemos supor que a + d,11c # 0 e b+ e,1c # 0, pois se por exemplo, a + d,+1c = 0, entdo
¢r41¢ € Dy(b+ d,y1c). Isto implica que b+ d,;1c # 0. Logo

¢rs1¢ € Dyy(b+dyy1¢) C Dyp(a+ (dpyr + 1)e) + Dy (b+ dyyqc),

ondea+ (dyy1+1)c=c#0eb+d..1¢c#0.
Ponhamos a' = a + d,.1c # 0el = b+ e, 1¢c # 0. Se encontramos q, € B,, q. # 0 e
d, el € D, tais que

T

qrc € Dyp(a' +d.c)+ D, (b + €.c),

entdo, tomando d, = d, 1, + d, e e, = e, 41 + €, temos que
qr¢ € Dyp(a+d.c)+ D,(b+ eqc).

Assim, sem perda de generalidade, podemos supor que o’ = a e que ' = b desde o inicio.
Portanto podemos escrever

Gr41¢ = hya + hab,

para alguns hy, he € D,,. Podemos supor que hihy # 0. De fato, se por exemplo, hy = 0,
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entdo q,11c = hab e como Dya N Dyb # 0, existem s, t € D,,, st # 0 tais que sa = tb. Logo
¢Gr41¢ = (—s)a + (hg + t)b. Se (hy +t) # 0, entdo podemos tomar (—s) em lugar de h; e
(he +t) no lugar de hy. Se hy +t = 0, podemos escrever g, .1¢ = sa + (hy — t)b e neste caso, s
pode substituir hy e (hy — t) pode substituir hs.

Além disso, como D,, é um dominio de Ore a direita, hy D,, N hoD,, # 0 e portanto existem

g1, g2 em D,,, ambos diferentes de zero, tais que

hig1 = —hags.

Por outro lado, usando o fato que D,, é um dominio de Ore a esquerda, existem s,t ambos
diferentes de zero em D,, tais que

Sqry1C = tb.

Pela proposigio 4.6 acima com q = g1 € B,11,u = 0 e v = tgy, implica que existem f € D,
e q. € B,,q, # 0tais que g, € D,q,+1 + D, (tgef). Digamos

Gr = P1dr+1 + patgaf,
para alguns py, ps de D,,. Assim,
@r¢ = (P1qr+1 + P2tgaf)e = p1gra1c + patga fe.
Seja £ = pasqr41¢ = patb. Somando e subtraindo & obtemos:
grc = (p1gry1c — &) + (patgafe + &) = (p1Gri1C — p25gryic) + (patgafc + poth) =

(p1 — p25)qry1¢ + pat(b+ gafc) = (p1 — p2s)(hia + hab) + pat (b + g2 fc),

POiS Qr+1C = hla + hgb
Sejan = (p1 — p2s)h1g1fc = —(p1 — pas)haga fc. Somando e subtraindo 1 temos:

¢r¢ = (p1 — p2s)hia + 1+ (p1 — pas)hab — n + pat(b+ g2 fc) =

(p1 — p2s)hia + (p1 — p2s)higi fe+ (p1 — p2s)hab + (p1 — P2s)haga fe + pat(b+ ga fo).

Finalmente,
¢rc = (p1 — p2s)hi(a+ g1fc) + ((p1 — p2s)he + pat) (b + gafc).

Tomando d, = g, f e e, = gof, temos que q,c € D,(a + d,c) + D, (b + e,c). [ |
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Agora podemos demonstrar nosso primeiro resultado principal:

Teorema 4.8. Todo ideal a esquerda de E,(K) = K((x1,...,2,)){01, ..., 0n) pode ser gerado
por dois elementos.

Prova: Como o anel E,(K) = K((x1,...,2,)){04, ..., 0,) é um anel Noetheriano, é suficiente
provar que dados a, b, c € E,, existem d,e € E, tais que ¢ € E,,(a+ dc) + E,,(b+ ec).
Como a, b, c € E,, podemos escrever como somas finitas

Pa o P p
azzzﬁ ,szf@ﬁ,c:Zj’m, onde po,ps, Py, q € Kl[z1,...,2,]],q # 0.
@ g

.

Sejam o' = qa, b = qb,c = qc € D,,. Logo, para r = 0 na proposicdo anterior, existem
Q@ € Kl[z1,...,x0]],q0 #0ed', e € D, tais que

qoc € Dy(d +d' )+ D, (b + '), istoé, (qq)c € D,(qa+ d'qc) + D,(gb+ €'qc).
Entdo existem u',v" € D, tais que
(q0q)c = v/ (qa+d qc)+v' (gb+€'qc) = u'q(a+dc)+v'q(b+ec), onded = ¢ 'd'q,e = g '€'q € E,,.
Logo

c=u(a+dc) +v(b+ec), onde u= (qoq) "v/,v = (qq) V' € E,.

Em outras palavras c € E,(a + dc) + E,(b+ ec), para alguns d, e € E,.

OBS: O mesmo é vdlido para ideais a direita de E,,(K) = K((x1, ...,2,)){01, ..., On).

4.3 Os anéis R, (K)

Para cada 0 < r <n — 1, denotemos com C, o anel de fracdes do anel
B,(K) = K|[x1, ..., 2,)](01, ..., 0y). Tal anel de fragdes existe pois B, (K) é um dominio de Ore.
Mais ainda C,.(K) estd contido em F,.((x41, ..., ) 0 anel de fragdes de D, [[x,1, ..., x,]] pois
B,(K) C D,[[®r41, .., xy]]. Ambos C,.(K) e F,.((xy41, ..., x,,)) sdo anéis de caracteristica zero.
Cada elemento a do anel F,((x,41,....,25)){Or41, ..., On) pode ser escrito como uma soma

finitaa =3 pa(Tri1,.... ) 0%, onde po(Tri1, ..., Tn) € Fr((Trg1, ..., 25)) €
9 =9, 1" - 9. Agora consideremos o seguinte conjunto

R.(K) :={a € F.((xr41, -, %0)){(Ort1, -y On), DaTrt1, ooy ) € Cr(K) para todo o} .
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Nio ¢é dificil ver que R,(K) é um subanel de F,.((z,41,...,2n))(Or11, ..., On). Notemos que
D, = K|[[z1, ..., ,)](01, ..., Oy) estd contido em R, (K) e que por definigio Ry(K) = E,(K) =
K((z1, .y 1)) (01, .oy On).

Nas seguintes proposiges, para simplificar a notagdo, escreveremos R,., B, e C, no lugar de
R,(K), B,.(K) e C.(K), respectivamente.

Proposicao 4.9. Seja r um inteiro nio negativo tal que 0 < r < n — 1 e seja ¢ um elemento
diferente de zero de B, = K|[[x1,...,2,]](O1, ..., Or41) € sejam u e v elementos de D,, tal que

v # 0. Entdo existe algum f em D,, tal que
R, = R.q+ R.(u+vf).

Prova: Fixemos r tal que 0 < r <n — 1. Desde que v # 0, podemos escrever
v=0G1+ -+ 0,Gn,

onde 01, ..., 0, sdo elementos de K [[x1, ..., x,]](0r11) € G, ..., Gy, Sd0 elementos de

D(r+1):= K[[21, .2 1., 2)|(B4, ..., Dria, ..., B). De fato, v é uma soma finita da forma
V=Y paOft Oy - 0%, 0 que pode ser escrita comov = Y (pa Oy i) (O - 8ﬁ{1 cee 0om)
com pad7t € K[z, o, ]| (Orsn) € 21 - 0775 . 090 € D(r +1).

Agora observemos que K[[x1,...,z,)] = (K[[z1,...x01, .., p)]) [[2r11]] estd contido em
F|[z,41]], onde F é o corpo de fragdes de K|[x1, ..., T, 41, .., T,)]. Logo, a caracteristica de F é
zero e ; é um elemento de F[[x,41]](Or41), para todoi =1,...,m.

Seja T o anel de fragoes do dominio de Ore K{[xy, ..., 2,41, ..., x| (01, ..., Op) =
{q € D,[[xr+2, ..., )], q tém ordem finita em x; para todo 1 < i < r}. Entdo T é um anel de
divisdo e F estd contido em T..

Desde que v é diferente de zero, temos que G, é diferente de zero 0 para algum 1 < i < m.
Como D(r + 1) é um anel simples, entdo o ideal bilateral gerado por G, ...,G,, é o todo o
anel D(r + 1). Por tanto existem elementos a,...,a; e by,...,b, em D(r + 1) tal que 1 =
8 b,Gjay e por tanto D(r + 1) = ¥XD(r + 1)Gja,,. Identificando D(r + 1) com um
subanel de R, concluimos que R, = ¥R, G;a,.

Neste momento precisamos da sequinte

Afirmacdo:  Para cada m—upla B,..,B, em D(r + 1) existe algum
f e Zl[xra]l{0r41) tal que

qu+Rru+RrB1++Rer:qu+Rr(u+61fBl++5mem>

Com efeito, desde que q é um elemento diferente de zero em B, 4, segue-se da proposigio 4.3
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que existe algum p diferente de zero em B, ., tal que pB; € D,,q para todo
j=1,....,metambém pu € D,q.

Seja S = T((x;41))(0r+1), entdo 0 # p € S. Usando a proposigdo 3.10(t), temos que existe

algum f € Z[[x,11]](0ry1) tal que S™HD = Sy 4 S(eq + 81 fey + -+ + 61 fem). Desde

S é um subanel de R,, temos que R$m+1) = R£m+1)p + R.(eo+ 1 fer+ -+ 0 fem)

m+1)

Consideremos a R,— aplicagdo linear 7 : R! — R, definida por m(ey) = uen(e;) = B;

para cada 1 < j < m. Entdo a imagem de © é R,u + R, B, + ... + R.B,,, C R,; mas pu,

pB; € D,q. Entdo temos que m(pey) = pr(co) = pu € Rr.qen(pe;) = pr(e;) = pB; € Rq

para cada 1 < j < m. Por tanto w(RﬁmH)p) C R,q. Entdo

R+ R+ R.By+ -+ R.B,, = R.q + n(R™Y)

CR.q+ W(R£m+1)p + R.(eo+d1fer+ - +eo+ 0mfem))
C Rog+ (R ) + Ro(u+ 01 f By + -+ + 6 f Bn)
g RTQ+RT(U+51fB1++5mem)

e isto prova a afirmagdo pois a inclusdo oposta é clara.

Se agora aplicamos a afirmacido a B; = Gja1,j = 1,...,m. Entdo, existe algum [, €
Zl[xr1][(Or41) tal que

R.q + Rou+ R.Gia; + -+ + R.Gpay = Roq+ R (u+ 61 f1Gra1 + - - - + 0 f1Gmaq).
Desde que f, € Z[[x,11]](0r4+1) e G; € D(r + 1) comutam, temos que
0 f1Grar+- - -+ [iGnar = 5H1G1 frar+- - +0,Gr frar = (6:Grar+ - -+0,,G ) frar = vfiaq,
poisv = 01G1 + - - - + 0, G, Por tanto,

R.q + Rou+ R,Gya; + -+ -+ R.Gppa1 = R.q + R.(u+ vfiay).
Agora aplicamos a afirmagdo, mas substituimos u por uw + vfiay and B; = Gjas,j =

1,...,m. Entdo existe fo € Z[[x,41]](Or41) tal que R,q + R,(u + vfia1) + > R,Gjay =
R,.q + R.(u+ vfia1 + vfaaq). Usando a equagdo previa temos que

qu + Rru + Z RrGjal + Z RTGjCLQ = qu + RT(U + vf1a1 + UfQCLg).

No seguinte passo aplicamos a afirmagido com B; = Gjas,j = 1,...,m e u substituido por
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u + v fiar + v faaq. Depois de | passos temos que
qu + Rr(u + Uflal +-+ Uflal) = qu + Rru + Z ZRTGja‘V = Rr-

Por tanto a proposigio segue-se com f = fiay + - -+ + fia;. [ |

Agora podemos demonstrar a Proposi¢io 4.6.

Prova da Proposigio 4.6
Prova:

A proposigio 4.9 implica a existéncia de algum f € D, tal que
1 = sq + t(u + vf) para alguns elementos s,t € R,. Entdo s,t podem ser escritos como uma
soma finita s = 3 pa(Tri1, oy 0n)0% t = 35 Pa(Trs1, oo, )07, onde cada po(w, 41, ..., )
e cada pg(T,i1, ..., T,) sdo elementos de C,, o anel de fragdes de B,. Entdo p, = b,'a, e
ps = by 'ag, para alguns aq, by, ag,bg € By, bs # 0,bg # 0. Logo
s =Y ablan0%et =3, bglagﬁﬁ. Desde que B, é um dominio de Ore, existe um muiltiplo
comum ¢, € B, dos b, e dos bg, ou seja, para todo «, 3 temos que q, € B.ag e q. € B,bg.
Logo s = 3, ¢ cad® = ¢ (2oqcad®) et = 354, cs0” = q;7' (305 ¢30°), para alguns
CasCg € B,. Portanto s = q7'sy et = ¢ 'ty, onde s1 := Y, c,0* € Dyety == ZB cgdP® €
D,,. Logo 1 = g, *s1q + q, *t1(u + vf). Em consequéncia temos que q, = s1q + t1(u+vf) €
D,q+ D,(u+vf). |

4.4 Os anéis S, (K)

Seja K um corpo de caracteristica zero e seja r um inteiro ndo negativo tal que 0 < r < n.
Introduzimos o anel S,.(K) = K((z1,...,x)[[Trs1, s Tn) (O, ..., On), que é um quociente
parcial de D, (K) = K|[x1,...,x,)](1,...0,). Sev € S,, entdo v = ¢ 'a, para algum a €
D, (K) e algum q € Kl[xy,...,x.]]. Por definicio So(K) = D, (K) e S,(K) = E,(K) =
K((z1,...,2,))(01, .., On). Quando o corpo K estd fixado, usaremos a notagdo S, no lugar de
Sr(K).

Proposicdo 4.10. Seja 0 < r < n —1lesejaq € K[[z1,...,x41]],q # 0. Se ay, ..., a; sdo
elementos de D,,(K). Entdo existe algum p € K[[z1,...,2,]],p # O tal que pa; € D,q para
todol < j <t.

Prova: Cada a; pode ser escrito como uma soma finita y , p;jo0%, onde pjo, € K|[1, ..., 2]
e 0% = 0"...09". Escolhemos um inteiro positivo w suficientemente grande tal que p;, = 0,
para todo |a| > w.

Como K[|z, ...,z,]] é um dominio de Ore e ¢* € K]|[x1,...,2,)],q¥ # 0, entdo existe
algum p € K[[z1, ..., z,]], p # 0 tal que pp;o € K|[z1, ..., x,]]q", para todo j e c.
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Logo ppja = sjaq"” para algum s;, € K|z, ..., z,]]. Entdo temos que

pa; = Y (ppia)0* = Y (5ja4")0" = Y 5ja(q"0%).

o] <w || <w la]<w

Por outro lado, ¢*0* € D,q se | o |< w. De fato, ¢*0{" = M\q¢*~*, para algum \y € D,,.
Logo ¢¥ 07 05% = M\ (q¥~105%) = A\ Aeq®~(41%92) parg algum Ny € D,,. Continuando assim
temos que qUO - - 9% = (Ay -+ \,)gv (@t Fan) e como |a| < w, temos que ¢ 0% € D,q.
Isto completa a prova.
[
Agora provaremos que todo ideal a esquerda do anel S,y = K ((z1, ..., Tn—1))[[xn]] (01, ..., On)
é 2-gerado. Isso serd consequéncia da seguinte proposi¢io:

Proposicao 4.11. Sejam a,b e c elementos diferentes de zero de D,,. Entdo existem ¢, €
Klz1,...,xn1]], 1 #0,d, e € D, tais que

qic € Dy, (a+dc) + D, (b+ ec).

Para demonstrar a proposigio acima precisamos do seguinte resultado, cuja prova serd
adiada até aparte final da segdo.

Proposicdo 4.12. Seja ¢ € K|[z1,...,x,]],q¢ # 0 e sejam u,v € D,, tais que v # 0. Entdo
existem q; € K|[x1,...,x,_1]] e f € D, tais que

q1 € an + Dn<u + Uf)

Prova da Proposigio 4.11
Prova: Pela Proposicio 4.5, para r = 0, existem qy € Bo(K) = K[[z1,...,x,]],q90 # O e
do, ey € D,, tais que
qoc € Dy(a+ doc) + Dy (b + egc).

Se repetirmos o argumento da prova da proposicido 4.5 e fazemos uso da proposicio 4.12 no
lugar da proposigio 4.6, obtemos ¢ € K|[[z1,...,x,-1]] e d, e € D, tais que

qic € Dy, (a+ dc) + D, (b+ ec).

Agora podemos demonstrar nosso segundo resultado principal :
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Teorema 4.13. Todo ideal a esquerda de S,,—1 = K((x1,...,xn-1))[[xn]](01, ..., On) pode ser
gerado por dois elementos.

Prova: Como o anel S,_; = K((z1,...,xn-1))[[n]](01, ..., On) é Noetheriano, é suficiente
provar que dados a,b, c € S,,_; distintos de zero, existem d, e € S,,_1 tais que

c€S,_1(a+dec)+ S,—1(b+ec).

Como a,b,c € S,_1, existe ¢ € K|[[z1,...,x,_1]] tais que o’ = ¢'a,b/ = ¢'b,d = ¢c € D, e
a't’'d # 0. Logo, pela proposicio 4.11, existem ¢, € K|[[z1,...,2n-1]],q1 # 0,d1,e1 € D, tais
que

qc € Dy(d +did) + D,(b + erd).

Logo, como no teorema
c€S,_1(a+dec)+ S,—1(b+ ec),

para alguns d, c € D,,.
|

Corolario 4.14. Todo ideal a esquerda do anel D,(K) = K|[x]|(0,) pode ser gerado por dois

elementos.

Prova: Tome n = 1 no Teorema anterior e observe que Sy(K) = K[[z1]](01) = D1(K).

Antes de demonstrar a Proposicio 4.12, mostraremos o seguinte:

Proposicdo 4.15. Seja ¢ € K|[x1,....,xn-1],q # 0 e sejam u,v € D, tal que v # 0. Entdo
existe algum f € D,, tal que S,,—1 = S,_1q + Sp—1(u+ vf).

Prova: Desde que 0 # v € D,,, podemos escrever
v="0,G1+ -+ 0Gp,

onde 0y, ...,0m € Kl[x1,..,2,)](On) € Gy, .., Gy € K[[x1, ..., Xp1]]{O1, vy On1).

Se ' := K((x1,...,x,—1)) é 0 corpo de fragdes de K|[[x1, ..., x,_1]|, entdo F' é um corpo de
caracteristica zero e 0; € F[[x,]](0,) para todoi = 1,...,m.

Desde que v # 0, temos que G; # 0, para algum ¢ = 1,...,m. Como o anel D,,_,(K) =
Kl[z1, ..., ®n-1]](O1, ..., On—1) € simples, entdo o ideal bilateral gerado por G, ..., G,, é todo
o anel D,_,(K). Portanto existem elementos ay,...,a; € by, ..., by in D,,_1(K) tais que 1 =
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X7 8L b,Gja, e portanto Dy, (K) = SXK([21, ..., 2y—1]] Dn—1 (K)G;ay. dentificando D, (K)
com um subanel de S,,_; = K((x1, ..., xp—1))[[24]](01, ..., On) concluimos que S,,_; = X3S, 1G;a,.

Neste momento precisamos da sequinte
Afirmacgdo: Para cada m—upla By, ..., B, em D,,_,(K) existe algum f € Z[[x,]](0,) tal
que

Sn—lq + Sn—lu + Sn—lBl + -+ Sn—le = On-1q¢ + Sn—l(u + 51fBl + -+ 6mem)

Com efeito, desde que q é um elemento diferente de zero de K|[[x1, ..., x,_1]], seque-se da proposi¢io
4.10 que existe algum p € K|[z1,...,x,]],p # 0, tal que pB; € D,qparatodoj =1,...me
também pu € D,q

Seja D = Fl[z,]](0n) = K((x1,...,Tn-1))[[Tn]](On), entdo 0 # p € D. Usando a
proposigdo 3.10(i7) temos que existe algum f € Z[[x,]|(0,) tal que
Dm+1 = Dm+1p + D(c‘:o + 51f€1 + -+ (Slem).
Desde que D é um subanel de S,,_1, temos que

St = S+ Sp_1(eg + 1 fer + o+ 1fEm).

n—1

Consideremos a S,,_1— aplicagdo linear 7 : — S,_1 definida por m(eg) = u e

7(e;) = Bj paracada 1 < j < m. Entdo a imagem de w é S,,_1u+ S,_1B1 + ... + S—1B,, C

Sn—1, mas pu, pB; € D,q. Entdo temos que w(psy) = pr(eo) = pu € Sp_1q e w(pe;j) =

pr(e;) = pB; € Sh_1gparacada 1 < j < m. Portanto w(RﬁmH)p) C S,-1q. Logo

Sp_1q+ Sp_1tt+ S 1By + -+ + Sp_1Bm = Sn_1q + w(S T

C Sp1qg+7(S™Vp+ Si(20 + 61 fer + - + 0 + O fem))

C Sprq+ (S ) + Sy 1(u+ 61FBy + -+ + O f Bin)
C Spo1q+ Sno1(u+61fBr+ -+ 6 fBm)
e isto prova a afirmagdo pois a inclusio oposta é clara.
Se agora aplicamos a afirmagio a B; = Gjai,j = 1,...,m. Entdo, existe algum f, €

Z][x,]](0y) tal que

Sn—1q+Sn—1u+ Sy 1Gra; +- -+ S1G a1 = Sp_1q¢+Sp—1(u+91 f1Gras +- - -+ 6 fLGman).
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Desde que f, € Z[[x,]](0n) e Gj € D,,_y comutam, temos que
0 fiGiar+- - +6m f1Gmar = 51GLfiar+- - - +0,,Gr frar = (61G1+- - +0,Gn) f1 = v fia4,
poisv = 01G1 + - - - + 0,,G,,. Portanto

Sn—1q + Sp_1u+ S, 1Ghrag + -+ - + S1Ga; = S1g+ Si(u+vfiar).

Agora aplicamos a afirmagio, mas substituimos w por u + v fia; e B; = Gjas,j = 1,...,m.
Entdo existe fy € Z|[[x,]]{(0,) tal que

Sn-1q + Sp—1(u +vfiar) + Z Sn-1Gjas = Sp_1q + Sp—1(u + v frar + v faas).
Usando a equagdo previa temos que
Sn-1q + Sp—1u + Z Sp-1Gja; + Z Sn—1Gjag = Sp_1q + Sp—1(u + v frar + v faas).

No seguinte passo aplicamos a afirmagido com B; = Gjas, j = 1,...,m e u substituido por
u + v fiar + v faas. Depois de | passos temos que

Sn_lq -+ Sn_l(u + Ufl(ll + -+ ’Ufl(ll) = Sn_lq —+ Sn_lu -+ Z Z Sn_lGjCL,/ = On—1-

Portanto a proposi¢io segue-se com f = fiay +--- + fia.

Agora provemos a proposicio 4.12
Prova da Proposicdo 4.12
Prova: A proposicio 4.15 implica que existe algum f € D, tal que
1 = sq + t(u+ vf), para alguns s,t € S,, = K((x1,...,xn—1))[[z4]](0n). Como S,_; é
um quociente parcial de D,, existe ¢ € Kl[x1,...,xn-1]],q¢ # 0 tal que ¢1s = a4 € D, e
it = as € D,,. Portanto ¢; = a1q + az(u +vf) € Dpg+ Dy(u+vf).
|
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