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Resumo

Em [12] J.T. Stafford demonstrou que todo ideal à esquerda ou à direita da álgebra

de Weyl An(K) = K[x1, ..., xn]〈∂1, ..., ∂n〉 (K um corpo de característica zero) é gerado

por dois elementos. Consideremos o anel Dn := K[[x1, ..., xn]]〈∂1, ..., ∂n〉 de operadores

diferenciais sobre o anel de séries de potências formais K[[x1, ..., xn]]. Uma pergunta

natural é se todo ideal à esquerda ou à direita de Dn(K) pode ser gerado por dois

elementos.

Neste trabalho provaremos que todo ideal à esquerda ou à direita do anel

En(K) := K((x1, ..., xn))〈∂1, ..., ∂n〉 de operadores diferenciais sobre o corpo das séries

de Laurent K((x1, ..., xn)) é gerado por dois elementos. Nós provaremos também que

todo ideal à esquerda ou à direita do anel Sn−1(K) := K((x1, ..., xn−1))[[xn]]〈∂1, ..., ∂n〉
é gerado por dois elementos e como corolário obtemos uma demonstração que todo

ideal à esquerda ou à direita do anel D1(K) é gerado por dois elementos. Isto está de

acordo com a conjectura que diz que todo ideal à esquerda ou à direita de um anel (não

comutativo) Noetheriano simples é gerado por dois elementos.



Abstract

In [12] J.T. Stafford proved that every left or right ideal of the Weyl algebra

An(K) = K[x1, ..., xn]〈∂1, ..., ∂n〉 (K a field of characteristic zero) is generated by two

elements. Consider the ring Dn := K[[x1, ..., xn]]〈∂1, ..., ∂n〉 of differential operators

over the ring of formal power series K[[x1, ..., xn]]. A natural question is that if every

left or right ideal of Dn(K) can be generated by two elements.

In this work we will prove that every left or right ideal of the ring

En(K) := K((x1, ..., xn))〈∂1, ..., ∂n〉 of differential operators over the field of formal Lau-

rent series K((x1, ..., xn)) is generated by two elements. We will prove also that every

left or right ideal of the ring Sn−1(K) := K((x1, ..., xn−1))[[xn]]〈∂1, ..., ∂n〉 is generated

by two elements and as a corollary we obtain a proof of that every left or right ideal of

the ring D1(K) is generated by two elements. This is in accordance with the conjecture

that says that in a (noncommutative) Noetherian simple ring, every left or right

ideal is generated by two elements.
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Introdução

Seja K um corpo de característica zero e seja An(K) = K[x1, ..., xn]〈∂1, ..., ∂n〉,
(∂i := ∂xi), a n-ésima álgebra de Weyl sobre K. Esta K-álgebra é associativa e gerada
pelos x,s e pelas ∂,s satisfazendo as relações:

[xi, xj] = 0 = [∂i, ∂j], [∂i, xj] = δij, para todo i, j = 1, ..., n.

Ela pode ser pensada como o anel de operadores diferenciais com coeficientes poli-
nomiais ou ainda como o anel de operadores diferencias da variedade algébrica afim
An
K .

Sabemos que An(K) é uma álgebra não comutativa simples (sem ideais bilaterias
não triviais), sem divisores de zero e Noetheriana.

Em 1978, J.T. Stafford demonstrou um importante resultado sobre a estrutura dos
ideais de An(K). Ele provou que todo ideal à esquerda (ou à direita) de An(K) pode
ser gerado por dois elementos. Este fato aparece no artigo original de Stafford [12].
Uma simplificação da prova encontra-se no Capítulo 1 do livro de Björk [1].

Uma questão que surge naturalmente é se esse resultado ainda é válido para outros
anéis Noetherianos simples. Dizemos que um anel é n-gerado se todo ideal à esquerda
ou à direita pode ser gerado por n elementos. Assim, a álgebra de Weyl An(K) é
2-gerado. Um outro exemplo são os anéis de operadores diferenciais D(X) sobre uma
variedade algébrica afim suave. Nesse caso, Coutinho e Holland [4] provaram que
D(X) é 3-gerado, embora acredita-se que ele seja de fato 2-gerado. Na verdade, uma
conjectura importante nessa área é:

Conjectura: Todo anel Noetheriano simples é 2-gerado.

Essa conjectura está aberta em geral.

Nessa tese vamos discutir o caso do anel Dn(K) = K[[x1, ..., xn]]〈∂1, ..., ∂n〉, o anel
de operadores diferenciais do anel de séries de potências K[[x1, ..., xn]]. Mais especifi-
camente nos perguntamos se Dn(K) é 2-gerado. Essa pergunta enquadra-se na conjec-
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tura acima, dado que o anel Dn(K) é um domínio Noetheriano simples. O caso n = 1

é verdadeiro e está demonstrado em [6]. Assim D1(K) é 2- gerado.
Embora não demonstramos nessa tese que Dn(K) é 2-gerado, mostraremos que a

conjectura é verdadeira para o anel En(K) = K((x1, ..., xn))〈∂1, ..., ∂n〉, o anel de ope-
radores diferenciais de K((x1, ..., xn)), que é o corpo de frações de K[[x1, .., xn]] (Teo-
rema 4.8, pág 33). Para isto, seguiremos as técnicas do Stafford e Björk e as adaptaremos
ao nosso caso. Também mostraremos que o anel Sn−1(K) = K((x1, ..., xn−1))[[xn]]〈∂1, ..., ∂n〉
é 2-gerado (Teorema 4.13, pág 38). Como consequência obtemos uma nova prova que
D1(K) é 2-gerado.

Este trabalho está divido em quatro capítulos. No primeiro, desenvolvemos os pre-
liminares necessários para a leitura da tese. Introduzimos o anel Dn(K) e mostramos
suas propriedades fundamentais. Faremos também uma introdução aos domínios de
Ore e seus anéis de frações.

No capítulo 2 mostraremos que D1(K) é 2-gerado, seguindo [6].
O capítulo 3 destina-se a estudar módulos livres sobre os anéis S = T ((x))〈∂x〉 e

D1(F ) = F [[x]]〈∂x〉, onde T é um anel de divisão de característica zero e F é um corpo
também de característica zero. Neste capítulo desenvolveremos resultados técnicos
sobre módulos livres que serão usados no último capítulo.

O capítulo 4 contém os teoremas principais dessa tese: o Teorema 4.8, que mostra
que En(K) é 2-gerado e o Teorema 4.13 que mostra que Sn−1(K) é 2-gerado.

Uma palavra final sobre a diferença entre o caso da álgebra de Weyl An(K) e o caso
do anel Dn(K). A dificuldade em se estender os métodos da demonstração do caso
da álgebra de Weyl (que é o anel de operadores diferenciais do anel de polinômios),
para o caso do anel Dn(K) (que é o anel de operadores diferenciais do anel de séries
de potências), reside na quebra de simetria entre as variáveis x,s e ∂,s. Enquanto que
na álgebra de Weyl elas são simétricas, como mostra as relações de definição, no caso
de Dn(K) essa simetria é quebrada. De fato, no anel Dn(K) = K[[x1, ..., xn]]〈∂1, ..., ∂n〉
admita-se somas infinitas (séries) nas variáveis x,s enquanto somente somas finitas
aparecem nas variáveis ∂,s. É essa quebra de simetria que torna o caso Dn(K)

interessante.
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Neste capítulo estudaremos o anel Dn(K) = K[[x1, ..., xn]]〈∂1, ..., ∂n〉, o anel de
operadores diferenciais de K[[x1, ..., xn]], assim como os domínios de Ore. Na primeira
seção definiremos Dn(K) e estudaremos suas principais propriedades. Na segunda
parte estudaremos os domínios de Ore, seus anéis de frações e finalmente mostraremos
que Dn(K) é um domínio de Ore.

1.1 O anel Dn

Seja K um corpo de característica zero, n um inteiro positivo e K[[x1, ..., xn]] o anel
de séries de potências formais em n indeterminadas com coeficientes em K. Sobre
K[[x1, ..., xn]] temos as derivações usuais ∂1 = ∂/∂x1, ..., ∂n = ∂/∂xn.
O operador K-linear ∂i que aplica uma série de potência p em ∂p/∂xi é chamada
derivada parcial com respeito a xi. É fácil ver que ∂1, ..., ∂n são operadores K-lineares
que comutam dois a dois.
Se p é um elemento deK[[x1, ..., xn]], então p define umK-operador linear sobreK[[x1, ..., xn]]

que leva uma serie q no produto pq. Tal operador é chamado operador produto p.
Notemos que os operadores produto comutam dois a dois.

Definição 1.1. O subanel dos K-operadores lineares de K[[x1, ..., xn]] que é gerado pelas
derivadas parciais ∂1, ..., ∂n e os operadores produto definidos pelas series em K[[x1, ..., xn]] é
chamado anel de operadores diferenciais K-lineares sobre K[[x1, ..., xn]], ou simplesmente
o anel de operadores diferenciais de K[[x1, ..., xn]].

Denotaremos este anel por Dn(K) = K[[x1, ..., xn]]〈∂1, ..., ∂n〉. Por definição Dn(K) é uma
K-subálgebra de EndK(K[[x1, ..., xn]]).
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Seja p um elemento de K[[x1, ..., xn]]. Em Dn(K) temos a seguinte regra de comu-
tação entre ∂i e o operador produto p:

[∂i, p] = ∂p/∂xi .

De fato, por definição, [∂i, p] := ∂ip − p∂i. Portanto, se q é um elemento arbitrário de
K[[x1, ..., xn]], temos que

[∂i, p] · q = ∂pq/∂xi − p∂q/∂xi = ∂p/∂xi · q.

Em particular temos as seguintes regras de comutação no anel Dn(K):

[∂i, xj] = δij, [∂i, ∂j] = 0, [xi, xj] = 0, 1 ≤ i, j ≤ n.

Um multi-índice α é um elemento de Nn, digamos α = (α1, ..., αn). O comprimento
de α é definido como |α| := α1 + · · · + αn ∈ N. Usaremos a notação ∂α para denotar o
operador ∂α1

1 · · · ∂αnn .

Proposição 1.2. Todo elemento em Dn(K) pode ser escrito de maneira única como uma soma
finita da forma

∑
pα∂

α, onde pα é um elemento de K[[x1, ..., xn]].

Prova: Se p ∈ K[[x1, ..., xn]] é considerado como um elemento de Dn(K), então para
cada 1 ≤ i ≤ n, ∂ip = p∂i + ∂i(p), onde ∂i(p) = ∂p/∂xi é novamente considerado como
um elemento de K[[x1, ..., xn]]. Tais equações permitem mover as ∂-variáveis do lado
esquerdo para o lado direito e portanto segue-se que todo elemento em Dn(K) pode
ser escrito como uma soma finita da forma

∑
pα∂

α.

Agora mostremos que tal escrita é única. Para isto devemos mostrar que se algum
pα 6= 0, então D =

∑
pα∂

α é um elemento diferente de zero em Dn(K); mas D é um
operador linear de K[[x1, ..., xn]], logo D 6= 0 se e somente se existe uma série f tal que
D(f) 6= 0.
Com efeito, seja σ = (σ1, ..., σn) um multi-índice tal que pα = 0 para todo multi-índice
α com |α| < |σ| e seja f := xσ1

1 · · ·xσnn ∈ K[[x1, ..., xn]]. Um cálculo simples mostra que
D(f) = σ1! · · ·σn!pσ 6= 0 e portanto D 6= 0.

�

Corolário 1.3. O anel Dn(K) é um domínio.

Prova: Suponhamos que D e E são elementos diferentes de zero de Dn(K). Então,
pela proposição anterior, podemos escrever D e E de maneira única como uma soma
finita da forma D =

∑
α pα∂

α, E =
∑

β pβ∂
β , onde pα, pβ ∈ K[[x1, ..., xn]]. Se γ e λ são
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multi-índices tais que |γ| = max {|α|, pα 6= 0} e |λ| = max {|β|, pβ 6= 0}, então |γ| >
0 e |λ| > 0, pois D 6= 0 e E 6= 0. Mais ainda, se escrevemos DE ∈ Dn(K) como
uma soma finita da forma DE =

∑
θ pθ∂

θ, onde pθ ∈ K[[x1, ..., xn]], então |γ| + |λ| =

max {|θ|, pθ 6= 0}. Isto implica que DE 6= 0 e portanto, Dn(K) é um domínio.

�

Proposição 1.4. O anel Dn(K) é simples. Ou seja, se I é um ideal bilateral de Dn(K), então
I = {0} ou I = Dn(K).

Prova: Seja I um ideal bilateral de Dn(K) diferente do ideal zero. Provaremos que
I = Dn(K). Com efeito, seja D ∈ I tal que D 6= 0. Escrevemos

D = D0 +D1∂n + · · ·+Dk∂
k
n,

onde k é um inteiro não negativo, D0, D1, ..., Dk ∈ K[[x1, ..., xn]]〈∂1, ..., ∂n−1〉 e Dk 6= 0.
Aqui K[[x1, ..., xn]]〈∂1, ..., ∂n−1〉 representa o subanel de Dn gerado pelos operadores
produto p de K[[x1, ..., xn]] e as derivações ∂1, ..., ∂n−1.

Se k ≥ 1, usamos as equações [∂jn, xn] = ∂jnxn − xn∂jn = j∂j−1
n e obtemos que

[D, xn] = Dxn − xnD = D1 + 2D2∂n + · · · kDk∂
k−1
n .

Como I é um ideal bilateral, o elemento D1 := Dxn − xnD ∈ I . Se k ≥ 2 procedemos
como acima e obtemos D2 := [D1, xn] = D1xn − xnD1 ∈ I e depois de k etapas vemos
que I contém o elemento diferente de zero k!Dk e portanto I contém Dk.

Seja E = Dk. Como E é um elemento diferente de zero de K[[x1, ..., xn]]〈∂1, ..., ∂n−1〉
podemos escrever:

E = E0 + E1∂n−1 + · · ·+ El∂
l
n−1,

onde l é um inteiro não negativo, E0, E1, ..., El ∈ K[[x1, ..., xn]]〈∂1, ..., ∂n−2〉 e El 6= 0.
Então se procedemos como acima temos que I contém El, que é um elemento diferente
de zero de K[[x1, ..., xn]]〈∂1, ..., ∂n−2〉. Continuando assim é claro que I contém alguma
série diferente de zero p ∈ K[[x1, ..., xn]]. Se p é uma unidade, então 1 = p−1p ∈ I e por
tanto I = Dn(K). No caso que p não é uma unidade, e depois de uma mudança linear
nas variáveis x1, ..., xn que por sua vez induz um isomorfismo sobre Dn(K), podemos
supor que p(0, ..., 0, xn) 6= 0. Então, pelo Teorema de Preparação de Weierstrass, pode-
mos escrever

p = u(p0 + p1xn + · · ·+ pt−1x
t−1
n + xtn),

onde t é algum inteiro positivo, u é uma unidade deK[[x1, ..., xn]] e pj ∈ K[[x1, ..., xn−1]]
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para cada 0 ≤ j ≤ t− 1. Então

q = u−1u = p0 + p1xn + · · ·+ pt−1x
t−1
n + xtn ∈ I.

Como I é um ideal bilateral temos que o elemento

q1 := [∂n, q] = ∂q/∂xn = p1 + · · ·+ (t− 1)pt−1x
t−2
n + txt−1

n ∈ I.

Novamente, o elemento

q2 := [∂n, q1] = ∂q1/∂xn = 2p2 + · · ·+ (t− 1)(t− 2)xt−3
n + t(t− 1)xt−2

n ∈ I.

Continuando neste assim, é claro que depois de t etapas, o elemento

qt := [∂n, qt−1] = t! ∈ I, o que implica que I = Dn(K).

�

Definição 1.5. Seja R uma K-álgebra. Uma família {Fi}i≥0 de K-espaços vetoriais é uma
filtração ascendente de R se:

1. F0 ⊂ F1 ⊂ F2 ⊂ · · · ⊂ R,

2. R =
⊔
i≥0 Fi,

3. FiFj ⊂ Fi+j , para todo i, j ≥ 0.

Por exemplo, a família Fi =
{
Q ∈ Dn(K) : Q =

∑
|α|≤i qα∂

α
}
, i ≥ 0 dos operadores

diferenciais de ordem ≤ i é uma filtração ascendente do anel Dn(K).

Suponhamos que F = {Fi}i≥0 é uma filtração de umaK-álgebraR. Vamos construir
uma K álgebra graduada associada a esta filtração da seguinte maneira: Para cada
i ≥ 0, seja o K-espaço quociente F (i) = Fi/Fi−1, onde F−1 := 0. Consideremos a soma
direta de eles:

F (0)⊕ F (1)⊕ F (2)⊕ · · · ,

este é um K-espaço vetorial que denotaremos por grF (R). Sobre grF (R) definimos um
produto como segue. Consideremos primeiro dois elementos homogêneos em grF (R),
digamos f ∈ F (i) e g ∈ F (j). Escolhemos D ∈ Fi tal que sua imagem D̄ em F (i) é f e
escolhemos E ∈ Fj tal que Ē = g. Agora DE está em Fi+j . Definimos então o produto
fg como a imagem de DE no espaço quociente F (i+ j).
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De fato, temos que verificar que este produto está bem definido, ou seja que o ele-
mento fg em F (i + j) não depende das escolhas de D e E. Para isto, notemos que se
D1 é outro elemento tal que D̄1 = f em F (i), então a equação D̄ = D̄1 em F (i) implica
que D − D1 ∈ Fi−1 e portanto DE − D1E ∈ Fi+j−1, logo D̄Ē = D̄1Ē em F (i + j).
Analogamente podemos provar que fg não depende da escolha de E.

Agora temos definido o produto entre elementos homogêneos em grF (R). Usando
o fato que todo elemento de grF (R) pode ser escrito de maneira única como uma
soma finita de elementos homogêneos, podemos definir o produto entre elementos
arbitrários de grF (R).

A K-álgebra grF (R) construída acima é chamada álgebra graduada associada a fil-
tração ascendente F do anel R

Agora consideremos a filtração ascendente Fi =
{
Q ∈ Dn(K) : Q =

∑
|α|≤i qα∂

α
}

do anel Dn(K). Notemos que F0 = K[[x1, ..., xn]]. O anel associado é um anel de
polinômios como mostra a seguinte:

Proposição 1.6. O anel grF (Dn(K)) é isomorfo aK[[y1, ..., yn]][z1, ..., zn], o anel de polinômios
em n indeterminadas z1, ..., zn com coeficientes no anel de séries de potência K[[y1, ..., yn]].

Prova:

Para i ≥ 1, seja σi : Fi → F (i) = Fi/Fi−1 a aplicação quociente. Notemos que ela é
também K[[x1, ..., xn]]-linear.

Seja agora a um elemento de gradF (Dn(K)), então a pode ser escrito de maneira
única como uma soma finita

a = a0 + (a1 + F0) + · · ·+ (ak + Fk) = a0 + σ1(a1) + · · ·+ σk(ak)

para alguns ai ∈ Fi, 0 ≤ i ≤ k.
Logo a0 = p(x) ∈ K[[x1, ..., xn]] e para 1 ≤ i ≤ k, ai =

∑
|α|≤i qα,i(x)∂α. Por tanto

σi(ai) = σi(
∑
|α|≤i

qα,i(x)∂α) = σi(
∑
|α| =i

qα,i(x)∂α) =
∑
|α| =i

qα,i(x)σi(∂
α) =

∑
|α| =i

qα,i(x)σ1(∂1)α1 · · ·σ1(∂n)αn ,

então

a = p(x) +
k∑
i=1

∑
|α| =i

qα,i(x)σ1(∂1)α1 · · ·σ1(∂n)αn .

Isto implica que o anel graduado associado grF (Dn(K)) é gerado sobre K[[x1, ..., xn]]

pelos elementos σ1(∂1), ..., σ1(∂n) de F (1)

Por outro lado o anel gradF (Dn(K)) é comutativo. Com efeito, se a ∈ Fi e b ∈ Fj ,
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então ab − ba ∈ Fi+j−1 e por tanto σi+j(a)σi+j(b) = σi+j(b)σi+j(a) para todos os pares
de elementos homogêneos em grF (Dn(K)), o que implica que o anel grF (Dn(K)) é
comutativo.
As etapas anteriores nos permitem definir um homomorfismo sobrejetivo de anéis

φ : K[[y1, ..., yn]][z1, ..., zn]→ gr(Dn(K))

onde
φ(
∑
α

qα(y) zα) =
∑
α

qα(x)σ1(∂1)αn · · ·σn(∂n)αn .

Mais ainda, ele é injetivo. De fato, se
∑

α qα(y) zα é um elemento deK[[y1, ..., yn]][z1, ..., zn]

tal que φ(
∑

α qα(y) zα) = 0, então temos que∑
α

qα(x)σ1(∂1)αn · · ·σn(∂n)αn = q0(x) +
∑
|α|≥1

σ|α|(qα(x)∂α) = 0 ∈ grF (Dn(K)),

portanto q0(x) = 0, além disso qα(x)∂α ∈ F|α|−1 para cada |α| ≥ 1. Por tanto qα(x) = 0

para |α| ≥ 1.

Consequentemente o polinômio
∑

α qα(y) zα é o polinômio zero e portanto a aplicação
φ é injetiva.
Em resumo, φ define um isomorfismo de anéis. Isto prova nossa proposição.

�

Consideremos novamente a filtração ascendenteFi =
{
Q ∈ Dn(K) : Q =

∑
|α|≤i qα∂

α
}

do anel Dn(K).

Definição 1.7. Seja M um Dn(K)-módulo à esquerda. Uma família {Γi}i≥0 de K-espaços
vetoriais é uma filtração ascendente de M se:

1. Γ0 ⊂ Γ1 ⊂ Γ2 ⊂ · · · ⊂M,

2. M =
⊔
i≥0 Γi,

3. FiΓj ⊂ Γi+j , para todos os pares i, j ≥ 0.

Suponhamos que Γ = {Γi}i≥0 é uma filtração ascendente de um Dn(K)-módulo à
esquerda M . Agora vamos construir um grF (Dn(K)) módulo graduado associado a
esta filtração da seguinte maneira: Para cada i ≥ 0, seja o K-espaço quociente
Γ(i) := Γi/Γi−1, onde Γ−1 := 0. Consideremos a soma direta de eles:

grΓ(M) := Γ(0)⊕ Γ(1)⊕ Γ(2)⊕ · · · .
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Então grΓ(M) é um K-espaço vetorial. Sobre grΓ(M) definimos uma estrutura de
grF (Dn(K))-módulo à esquerda como segue. Consideremos primeiro um elemento ho-
mogêneo σ ∈ Γ(i) em grΓ(M) e seja f ∈ F (j) um elemento homogêneo em grF (Dn(K)).
Escolhemos m ∈ Γi tal que sua imagem m̄ no espaço quociente Γ(i) é σ e escolhemos
D ∈ Fj tal que D̄ = f . Agora Dm está em Γi+j . Definimos então fσ como a imagem de
Dm no espaço quociente Γ(i+ j).

De fato, temos que verificar fσ está bem definido, ou seja que o elemento fσ em
Γ(i + j) não depende das escolhas de m e D. Para isto, notemos que se m1 ∈ Γi é
outro elemento tal que m̄1 = σ em Γ(i), então a equação m̄ = m̄1 em Γ(i) implica
que m − m1 ∈ Γi−1 e por tanto Dm − Dm1 ∈ Γi+j−1, logo D̄m̄ = D̄m̄1 em Γ(i + j).
Analogamente podemos provar que fσ não depende da escolha de D.
Finalmente, usando o fato que os elementos em grF (Dn(K)) e em grΓ(M) são somas
finitas únicas de elementos homogêneos, podemos definir a grF (Dn(K))-estrutura de
módulo requerida.

Seja M um Dn(K)-módulo à esquerda equipado com uma filtração ascendente Γ.
Se 0 6= m ∈M , então existe um único inteiro não negativo k tal que m ∈ Γk\Γk−1. Aqui
lembremos que Γ−1 := 0. O inteiro não negativo k é chamado de Γ-ordem de m e a
imagem m̄ de m em Γ(k) é chamada de Γ-símbolo de m e é denotada por γ(m).

Proposição 1.8. Seja Γ uma filtração ascendente sobre um Dn(K)-módulo à esquerda M .
Suponhamos que {mλ} é um subconjunto de M tal que {γ(mλ)} gera o grF (Dn(K))-módulo
grΓ(M). Então {mλ} gera o Dn(K)-módulo M.

Prova: Desde que
⋃
i≥0 Γi = M é suficiente provar que para cada i ≥ 0, Γi está con-

tido no Dn(K)-submódulo gerado pelo conjunto {mλ}. Usaremos indução sobre i para
provar isso. Suponhamos então que Γi−1 ⊂

∑
Dn(K)mλ. Agora seja m ∈ Γi\Γi−1,

então γ(m) ∈ Γ(i). Pela hipótese podemos escrever γ(m) =
∑
fλγ(mλ), onde a soma

é finita e os fλ ∈ grF (Dn(K)). Se decompomos cada fλ em suas componentes ho-
mogêneas no anel graduado grF (Dn(K)), obtemos uma soma finita da forma
fλ =

∑
fλ(k) onde fλ(k) ∈ F (k).

Como F (k)Γ(j) ⊂ Γ(k + j) para todo j, k, segue-se que γ(m) =
∑
fλ(kλ)γ(mλ) onde

i = kλ + Γ− ordem de mλ.

Agora escolhemos Dλ ∈ Fkλ tal que D̄λ = fλ(kλ). Então m −
∑
Dλmλ está em Γi−1, e

como Γi−1 ⊂
∑
Dn(K)mλ pela hipótese indutiva, concluimos que m ∈

∑
Dn(K)mλ .

�

Definição 1.9. Uma filtração ascendente Γ sobre umDn(K)-módulo à esquerdaM é uma boa
filtração se grΓ(M) é finitamente gerado como um grF (Dn(K))-módulo.
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Proposição 1.10. Se M é um Dn(K)-módulo à esquerda que pode ser equipado com uma boa
filtração, então M é um Dn(K)-módulo finitamente gerado.

Prova: Seja Γ uma boa filtração do módulo M e seja σ1, ..., σt um conjunto finito de
geradores de grΓ(M) como grF (Dn(K))-módulo. Decompomos cada σj em seus com-
ponentes homogêneos, digamos σj =

∑
σj(k) onde σj(k) ∈ Γ(k). Para cada par j, k

escolhemos γ(mjk) = σj(k). Vemos que {γ(mjk)} gera o grF (Dn(K))-módulo grΓ(M).
A proposição 1.8 implica que o conjunto finito {mjk} gera M como Dn(K)-módulo. �

Proposição 1.11. Dn(K) é um anel Noetheriano à esquerda, ou seja, todo ideal a esquerda é
finitamente gerado.

Prova: Seja I um ideal à esquerda em Dn(K). Para cada i ≥ 0 seja Γi := Fi ∩ I .
Então é claro que Γi define uma filtração ascendente sobre o Dn(K)-módulo I e mais
ainda grΓ(I) é um ideal em gr(Dn(K)). Mas gr(Dn(K)) é um anel Noetheriano, pois
pela proposição gr(Dn(K)) é isomorfo ao anel K[[y1, .., yn]][z1, ..., zn]. Portanto o ideal
grΓ(I) é finitamente gerado, em outras palavras, a filtração Γ é uma boa filtração. A
proposição 1.9 implica que I é finitamente gerado. �

Observação: Um resultado análogo é verdadeiro para ideais à direita. Ou seja,
Dn(K) é um anel Noetheriano à direita.

1.2 Domínios de Ore

Definição 1.12. Um domínio R é um domínio de Ore à esquerda se Rx∩Ry 6= 0 para todo
par de elementos diferentes de zero x, y ∈ R. Analogamente, um domínio R é um domínio de
Ore à direita se xR ∩ yR 6= 0 para todo par de elementos diferentes de zero x, y ∈ R. Um
domínio R é um domínio de Ore se é um domínio de Ore à esquerda e à direita.

Definição 1.13. Seja R um domínio de integridade. Um anel de frações à esquerda para R
é um anel de divisão D com as seguintes propriedades: R é um subanel de D e se δ ∈ D, então
existem a ∈ R e b ∈ R∗ tais que δ = b−1a.

Proposição 1.14. Suponhamos que R é um domínio de Ore à esquerda, então existe um anel
de frações à esquerda para R.

Prova: No conjunto R × R∗ definimos uma relação ∼ como segue: (a, b) ∼ (c, d) se
existem r, s ∈ R∗ tais que ra = sc e rb = sd 6= 0. Então ∼ é uma relação de equivalên-
cia. De fato, a reflexividade e a simetria são claras. Por outro lado, se (a, b) ∼ (c, d)

e (c, d) ∼ (e, f), então existem r, s, t, u ∈ R∗ tais que ra = sc, rb = sd 6= 0, tc = ue,
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td = uf 6= 0; por outro lado, como R é um domínio de Ore a esquerda temos que
xs = yt para alguns x, y ∈ R∗, logo (xr)a = (yu)e e (xr)b = (ye)f 6= 0 e portanto
(a, b) ∼ (e, f), o que mostra que ∼ é transitiva.
Denotemos por [a, b] a classe de equivalência do par (a, b) ∈ R × R∗ e o conjunto quo-
ciente por D := R×R∗/ ∼. Agora vamos a definir uma estrutura de anel sobre D:
Dados [a, b] e [c, d] em D, escolhemos r, s ∈ R∗ tais que rb = sd e colocamos [a, b] +

[c, d] = [ra+ sc, rb]. Então + é uma operação bem definida.
Por outro lado, dados [a, b] e [c, d] em D, escolhemos r ∈ R∗ e s ∈ R tais que ra = sd, e
colocamos [a, b] · [c, d] = [sc, rb]. Então · é uma operação bem definida.
O sistema (D,+, ·) é um anel, onde [0, 1] é o elemento zero e [1, 1] é o elemento unitário
de D. Mais ainda a aplicação r 7→ [r, 1] é um homomorfismo injetivo de anéis. Com
efeito, o fato de ser homomorfismo segue-se das definições e por outro lado, se [r, 1] =

[0, 1] para algum r ∈ R temos que (r, 1) ∼ (0, 1) e por tanto existem t, u ∈ R∗ tais que
tr = s ·0 = 0 e como R é um domínio, concluímos que r = 0. O homomorfismo injetivo
anterior permite identificar R com um subanel de D e quando fazemos esta identifi-
cação, R torna-se um subanel de D.
Além disso, o anel D é um anel de divisão. De fato, se [a, b] é um elemento difer-
ente de zero em D, então a, b ∈ R∗, logo [b, a] ∈ D, mais ainda [a, b] · [b, a] = [1, 1] e
[b, a] · [a, b] = [1, 1]. Notemos que se r ∈ R∗, então [r, 1]−1 = [1, r]. Usaremos a notação
r−1 para o inverso de r ∈ R∗.
Finalmente, se δ ∈ D, então existem a ∈ R e b ∈ R∗ tais que δ = [a, b], que pode ser
escrito como [a, b] = [b, 1] · [a, 1] = [b, 1]−1 · [a, 1]. Logo, se usamos a identificação de R
como um subanel de D e a notação acima, temos que δ = b−1a. �

Proposição 1.15. Seja R um domínio de Ore à esquerda e D um anel de frações à esquerda
para R. Suponhamos que φ : R→ S é um homomorfismo de anéis tal que φ(x) é uma unidade
de S para cada x ∈ R∗. Então φ estende-se de maneira única a um homomorfismo de anéis
ψ : D → S.

Prova: Seja δ ∈ D, então existem a ∈ R e b ∈ R∗ tais que δ = b−1a. Colocamos ψ(δ) =

φ(b)−1φ(a); em primeiro lugar temos que ver que ψ é uma aplicação bem definida.
Com efeito, suponhamos que δ tem outra representação como δ = d−1c para alguns
c ∈ R e d ∈ R∗. Então b−1a = d−1c e como R é um domínio de Ore a esquerda,
existem r, s ∈ R∗ tais que ra = sc e rb = sd 6= 0. Mas φ(rb), φ(r), φ(sd), φ(s) são
unidades em S. Logo φ(b)−1φ(a) = φ(rb)−1φ(ra) = φ(sd)−1φ(sc) = φ(d)−1φ(c). Por
tanto a regra ψ(b−1a) = φ(b)−1φ(a) define uma aplicação ψ : D → S. Notemos que
φ(r) = ψ(1−1r) = φ(1)−1φ(r) = φ(r) para todo r ∈ R, por tanto ψ estende φ a D. Em
particular ψ(1) = 1.
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Agora mostremos que de fato φ é um homomorfismo de anéis. Com efeito, sejam
a, c ∈ R e b, d ∈ R∗, então existem r, s ∈ R∗ tais que rb = sd. Logo
ψ(b−1a+d−1c) = ψ((rb)−1(ra+sc)) = φ(rb)−1φ(ra+sc) = φ(rb)−1φ(ra)+φ(rb)−1φ(sc) =

φ(b)−1φ(a) + φ(d)−1φ(c) = ψ(b−1a) + ψ(d−1c).

Por outro lado, existem t ∈ R e u ∈ R∗ tais que ua = td. Logo
ψ(b−1ad−1c) = ψ((ub)−1tc) = φ(ub)−1φ(tc) = φ(b)−1φ(u−1t)φ(c) = φ(b)−1φ(ad−1)φ(c) =

(φ(b)−1φ(a))(φ(d)−1φ(c)) = ψ(b−1a)ψ(d−1c).

Por tanto ψ é um homomorfismo de anéis.
Finalmente, si ϕ : D → S é outro homomorfismo de anéis que estende φ, temos que
para a ∈ R e b ∈ R∗, ϕ(b−1a) = ϕ(b)−1ϕ(a) = φ(b)−1φ(a) = ψ(b−1a). Por tanto ϕ = ψ, o
que mostra a unicidade da extensão. �

Corolário 1.16. SejaR um domínio de Ore à esquerda e sejamD,D′ anéis de frações à esquerda
para R. Então a aplicação identidade de R estende-se a um único isomorfismo de D sobre D′.

No sentido do corolário anterior, um anel de frações à esquerda para um domínio
de Ore à esquerda é único.

Definição 1.17. Seja R um domínio de integridade. Um anel de frações à direita para R é
um anel de divisão E com as seguintes propriedades: R é um subanel de E e se ξ ∈ E, então
existem a ∈ R e b ∈ R∗ tais que ξ = ab−1.

É claro que proposições semelhantes são verdadeiras para domínios de Ore à di-
reita.

Proposição 1.18. Suponhamos que R é um domínio de Ore à direita, então existe um anel de
frações à direita para R.

Proposição 1.19. Seja R um domínio de Ore à direita e E um anel de frações à direita para R.
Suponhamos que φ : R→ S é um homomorfismo de anéis tal que φ(x) é uma unidade de S para
cada x ∈ R∗. Então φ estende-se de maneira única a um homomorfismo de anéis ψ : E → S.

Corolário 1.20. Seja R um domínio de Ore à direita e sejam E,E ′ anéis de frações à direita
para R. Então a aplicação identidade de R estende-se a um único isomorfismo de E sobre E ′.

No sentido do corolário anterior, um anel de frações à direita para um domínio de
Ore à direita é único.

Proposição 1.21. Suponhamos que R é um domínio de Ore. Então os anéis de frações à es-
querda e à direita são iguais.
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Prova: Seja D o anel de frações à esquerda de R e E o anel de frações à direita de R.
Então se δ ∈ D, existem elementos a ∈ R e b ∈ R∗ tais que δ = b−1a. Desde que R é um
domínio de Ore à direita, existem r ∈ R e s ∈ R∗ tais que as = br, logo δ = rs−1 e
por tanto δ ∈ E, o que mostra que D ⊂ E. Analogamente pode-se provar que E ⊂ D e
por tanto D = S.

�

Proposição 1.22. Seja R um domínio. Então ou R é um domínio de Ore à esquerda ou R

contém um ideal à esquerda que é livre e de posto infinito como R-módulo. Em particular, todo
domínio Noetheriano à esquerda é um domínio de Ore à esquerda.

Prova: Suponhamos que R não é um domínio de Ore à esquerda. Então existem
a, b ∈ R∗ tais que Ra ∩Rb = 0.
Afirmação: Os elementos a, ab, ab2, ab3, ..., são linearmente independentes à esquerda
sobre R, logo o ideal à esquerda gerado por eles é livre de posto infinito. De fato, caso
contrário, haveria uma relação

∑
ciab

i, onde os ci não são todos iguais a zero. Seja cr o
primeiro coeficiente diferente de zero, então podemos cancelar br e obter uma relação

cra+ cr+1ab+ · · ·+ cnab
n−r = 0.

Donde
(cr+1a+ · · ·+ cnab

n−r−1)b = −cra.

O que contradiz à hipótese inicial sobre a e b. �

Um resultado análogo é válido para "direita"no lugar de "esquerda".

Proposição 1.23. Seja R um domínio. Então ou R é um domínio de Ore à direita ou R contém
um ideal à direita que é livre e de posto infinito como R-módulo. Em particular, todo domínio
Noetheriano à direita é um domínio de Ore à direita.

Corolário 1.24. Todo domínio Noetheriano é um domínio de Ore. Em particular Dn(K) é um
domínio de Ore.



Capítulo

2
O Caso n = 1, D1(K) = K[[x]]〈∂x〉

Neste capítulo estudaremos as bases de divisão do anel D1(K) e provaremos,
usando este conceito, que todo ideal à esquerda de D1(K) é dois gerado. A principal
referência é [6].

2.1 Bases de Divisão

Seja K um corpo de característica zero e seja P ∈ D1(K) = K[[x]]〈∂x〉, P 6= 0. Então
existem a0(x), a1(x), ..., ad(x) ∈ K[[x]] com ad(x) 6= 0 tais que

P = ad(x)∂dx + · · ·+ a1(x)∂x + a0(x).

O inteiro não negativo d é chamado de ordem do operador P e é denotado por ord(P ).

Por definição o expoente de P é o par de inteiros

exp(P ) = (v(ad), d) ∈ N2,

onde d = ord(P ) é a ordem do operador P e v(ad) é a valuação da série ad(x). Tal
expoente é aditivo com respeito ao produto, ou seja, se Q ∈ D1(K) é outro operador
diferente de zero, então

exp(PQ) = exp(P )exp(Q) ∈ N2.

De fato, se Q = be(x)∂ex + · · ·+ b0(x) com be(x) 6= 0, então podemos escrever

PQ = adbe∂
d+e
x +R com ord(R) < d+ e.
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Proposição 2.1. Sejam A e P elementos diferentes de zero de D1(K) com exp(P ) = (v, d).
Então existe um único par (Q,R) de elementos de D1(K) tais que

1. A = PQ+R

2. R =
∑∑

uk,l(x)xk∂lx + S onde uk,l são unidades de K[[x]] e ord(S) < d.

Prova: A prova da proposição é feita por indução sobre a ordem do operador A. �

Definição 2.2. Seja I um ideal à esquerda de D1(K). O conjunto Exp(I) é definido como:

Exp := {exp(P ) : P ∈ D1(K), P 6= 0}

Desde que I é um ideal à esquerda de D1(K) temos que

Exp(I) = Exp(I) + N2.

Seja r a ordem mínima dos elementos diferentes de zero do ideal a esquerda I e
seja Ar o conjunto dos operadores de D1(K) com ordem igual a r. Cada Pr ∈ Ar

pode ser escrita de maneira única como Pr = ar,Pr(x)∂rx + (termos de menor ordem).
Escolhemos
αr := min {v(ar,Pr(x)) : Pr ∈ Ar}. Então o par (αr, r) ∈ Exp(I). Seja agora Ar+1 o
conjunto dos operadores de D1(K) com ordem igual a r + 1. De maneira semelhante,
escolhemos αr+1 := min

{
v(ar+1,Pr+1(x)) : Pr+1 ∈ Ar+1

}
. Notemos que αr+1 ≤ αr, pois

se Pr é tal que exp(Pr) = (αr, r), então Pr = uxαr∂rx + · · · ∈ I , onde u é uma unidade
de K[[x]]. Usando o fato que I é um ideal a esquerda temos que ∂xu−1Pr ∈ I , mas
∂xu

−1Pr = xαr∂r+1
x +(termos de menor ordem), logo pela definição de αr+1, concluimos

que αr+1 ≤ αr. O par (αr+1, r + 1) ∈ Exp(I). Continuando com este processo obtemos
um conjunto {(αr, r), (αr+1, r + 1), ..., } tais que em geral αj é a valuação minimal dos
elementos de I que tem ordem j. Como αr ≥ αr+1 ≥ · · · em N, é claro que este processo
acaba digamos em (αs, s).

Definição 2.3. Os pontos (αr, r), (αr+1, r + 1), ..., (αs, s) são chamados pontos escada e o
conjunto formado por eles será denotado por Es(I). Ou seja,

Es(I) = {(αr, r), (αr+1, r + 1), ..., (αs, s)}

Usando a divisão acima podemos ver que o conjunto Es(I) é o conjunto de pontos
fronteira de Exp(I).
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Das definições anteriores temos a igualdade:

Exp(I) =
⋃

p≤j≤q

{(αj, j) + N× {0}} ∪
{

(αq, q) + N2
}

Definição 2.4. Seja I um ideal a esquerda de D1(K). Uma base de divisão de I consiste de
todos os elementos Pj ∈ I tais que exp(Pj) = (αj, j) para algum (αj, j) ∈ Es(I).

A terminologia anterior provem da seguinte :

Proposição 2.5. Seja I um ideal a esquerda próprio de D1(K) e sejam Pr, ..., Ps uma base de
divisão para I

1. Para todo A ∈ D1(K) existem únicos elementos Qr, Qr+1, ..., Qs−1 ∈ K[[x]],
Qs ∈ D1(K) e R ∈ D1(K) tais que

A = QrPr + · · ·+QsPs +R

com

R =

ord(A)∑
l=r

αl−1∑
k=0

uk,lx
k∂lx + S

e ord(S) < r.

2. Com essas notações temos que A ∈ I se e somente se R = 0

Prova: A existência de tal divisão provém da divisão estabelecida na proposição 2.1.
Primeiro dividimos A por Ps, em seguida dividimos o resíduo que é de ordem menor
que s por Ps−1, e assim por diante.

Mais ainda tem-se que A ∈ I se e somente se R ∈ I . Mas se R 6= 0 temos que
exp(R) 6∈ Exp(I), logo R ∈ I se e somente se R = 0. Isto dá a segunda parte da
proposição e também a unicidade de R.

A fim de provar a unicidade dos Qr, ..., Qs é suficiente provar que se

QrPr + · · ·+QsPs = 0

com Qr, ..., Qs−1 ∈ K[[x]] e Qs ∈ D1(K), então todos esses operadores são zero. Isto
pode ser mostrado considerando o termo de maior ordem de dita soma. �

Corolário 2.6. Sejam I e I ′ ideais de D1(K) tais que I ′ ⊂ I com Es(I ′) = Es(I). Então
I ′ = I.
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Prova: Neste caso uma base de divisão P ′r, ..., P ′s para I ′ é também uma base de divisão
para . O critério para que um operador pertencer a I ′ é o mesmo que para I , em virtude
da proposição anterior. �

2.2 Os ideais á esquerda de D1(K) são dois gerados.

A continuação mostraremos que todo ideal à esquerda I é dois gerado. Antes pre-
cisaremos de dois lemas

Lema 2.7. Seja I um ideal à esquerda de D1(K) e seja Pr, ..., Ps uma base de divisão para I .
Então para todo A ∈ I existe k tal que xkA ∈ D1(K). Ou seja o D1(K)-módulo à esquerda
I/D1(K)Pr é um módulo de torção.

Prova: A fim de provar o lema, observemos que na divisão elementar de A por Pr, se
temos que exp(A) ∈ exp(P ) + N2, então o resíduo R tem ordem menor que a ord(A).
Escolhemos n1 tal que exp(xn1A) ∈ exp(Pr) + N2. Então temos que

xn1A = B1Pr +R1, ord(R1) < ord(A)

e por indução achamos n tal que

xnA = BPr +R

com ord(R) < ord(Pr) = r. Mas R ∈ I e assim R = 0. �

Lema 2.8. SejaM umD1(K)-módulo à esquerda finitamente gerado que é também finitamente
gerado como K[[x]]-módulo. Então M é um K[[x]]-módulo livre.

Prova: Como M é finitamente gerado como K[[x]]-módulo, então o K-espaço vetorial
M/xM tem dimensão finita. Sejam1 +xM, ...,mn+xM uma base deste espaço vetorial.
Então se N é o K[[x]]-submódulo de M gerado pelos elementos m1, ..,mn ∈ M , temos
a igualdade M = N + xM . Usando o lema de Nakayama temos que N = M , ou
seja m1, ...,mn é um conjunto de geradores de M sobre K[[x]]. Portanto obtém-se uma
aplicação sobrejetiva K[[x]]-linear φ : K[[x]]n →M . Seja L o núcleo de φ. Mostraremos
que L = 0 e por tanto φ será um isomorfismo, o que provará nosso lema. Com efeito,
suponhamos que L 6= 0. Seja v ∈ L, v 6= 0, então existem séries p1(x), ..., pn(x) ∈ K[[x]]

não todas iguais a zero tais que v =
∑n

i=1 pi(x)εi, onde ε1, ..., εn é a base canônica de
K[[x]]n, mais ainda φ(v) =

∑n
i=1 pi(x)mi = 0 em M .
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Como M é também um D1(K)-módulo, temos que ∂x(
∑n

i=1 pi(x)mi) = 0 em M . Então

n∑
i=1

(∂ipi(x))mi =
n∑
i=1

(∂pi(x)/∂x+ pi∂i)mi =
n∑
i=1

(∂pi(x)/∂x)mi +
n∑
j=1

pj(x)(∂xmj)) = 0,

por outro lado ∂xmj =
∑n

i=1 bji(x)mi para algumas bji(x) ∈ K[[x]]. Então temos∑
i ∂pi(x)/∂xmi+

∑n
j=1 pj(x)(

∑n
i=1 bji)mi) =

∑
i ∂pi(x)/∂xmi+

∑n
i=1(
∑n

j=1 pj(x)bij(x))mi

=
∑n

i=1(∂pi(x)/∂x +
∑
pj(x)bji(x))mi = 0 e por tanto temos que∑n

i (∂pi(x)/∂x +
∑

j pj(x)bji(x))εi ∈ L. Sem perda de generalidade suponhamos que
p1(x) 6= 0 é que r = val(p1(x)) é a menor valuação. Então continuando com o pro-
cesso anterior e depois de r etapas obtemos uma igualdade da forma (∂rp1(x)/∂xr)ε1 +∑n

j=2 qj(x)εj ∈ L. Logo se trabalhamos no K-espaço quociente M/xM , obtemos uma
igualdade do tipo

(∂rp1(x)/∂xr) +
n∑
j=2

pj(x)qj(x) = 0.

Mas val(∂rp1(x)/∂xr) = 0, logo 0 = val(∂rp1(x)/∂xr) = val(
∑n

j=2 pj(x)qj(x)) ≥ min {val(pj(x)qj(x))},
o que é uma contradição, pois por nossa escolha val(p1(x)) ≥ val(pj(x)) para todo
j 6= 1. Concluímos então que L = Ker(φ) = 0.

�

Agora podemos provar que todo ideal à esquerda de D1(K) é 2-gerado.

Teorema 2.9. Seja I um ideal a esquerda de D1(K) e seja Pr, ..., Ps uma base de divisão para
I . Então I é gerado por apenas Pr e Ps.

Prova: Seja J := D1(K)Pr + D1(K)Ps ⊂ I , o ideal à esquerda gerado por Pr e Ps.
Consideremos o D1(K)-módulo à esquerda I/J . Como o D1-módulo I/D1(K)Pr é
de torção segundo o lema 2.7 , então I/J é também de torção. Por outro lado I/J é
um módulo finitamente gerado sobre D1(K), mais ainda é finitamente gerado como
K[[x]]-módulo, na verdade é gerado pelas classes de Pr+1, ..., Ps−1 devido à proposição
2.5. Então pelo lema 2.8 , I/J é um K[[x]]-módulo livre. Assim, I/J é de torção e livre
como K[[x]]-módulo. Então I/J = 0, logo I = J.

�



Capítulo

3
Módulos Livres sobre S = T ((x))〈∂x〉 e

sobre D = F [[x]]〈∂x〉

Neste capítulo estudamos algumas proposições referentes a módulos livres sobre os
anéis S = T ((x))〈∂x〉 eD = F [[x]]〈∂x〉. Na primeira seção definimos e exploramos algu-
mas propriedades desses anéis. As proposições sobre módulos livres que precisaremos
no capítulo seguinte são estudadas na segunda seção. A proposição 3.10 é a que será
realmente utilizada adiante, mas o resultado técnico mais importante é a proposição
3.6.

3.1 Propriedades dos anéis S e D

3.1.1 O anel S = T ((x))〈∂x〉

Seja T um anel de divisão de característica zero. Por T [[x]] denotamos o anel de
séries de potências em uma indeterminada com coeficientes em T , onde xt = tx para
todo t ∈ T . Como T é um domínio Noetheriano à esquerda e à direita, então T [[x]] é
também um domínio Noetheriano à esquerda e à direita (veja por exemplo [11], theo-
rem 4.5, chapter 1, página 22). Logo, pelo corolário 1. 23, T [[x]] é um domínio de Ore
à esquerda e à direita. Por tanto, T [[x]] possui um anel de frações que denotamos por
T ((x)).
Sobre T [[x]] temos a derivação T -linear usual ∂x : T [[x]] → T [[x]]. Vamos estender esta
derivação a uma derivação T -linear sobre o anel de frações T ((x)) da seguinte maneira:
Seja δ ∈ T ((x)), então existem a, b ∈ T [[x]] com b 6= 0 tais que δ = b−1a. Consideremos



20 Módulos Livres sobre S = T ((x))〈∂x〉 e sobre D = F [[x]]〈∂x〉

a aplicação:

Dx : T ((x))→ T ((x)), onde Dx(δ) = b−1∂x(a)− b−1∂x(b)δ.

Não é difícil ver que tal aplicação está bem definida, ou seja, não depende dos repre-
sentantes a, b da fração δ. Mais ainda, D é uma derivação T -linear que estende ∂x; é
por isso que usaremos a notação ∂x em lugar de Dx.

Por outro lado, se δ ∈ T ((x)), então δ define um operador T -linear sobre T ((x)) que
leva um elemento γ ∈ T ((x)) no produto δγ.

Definição 3.1. O subanel dos T -operadores lineares de T ((x)) que é gerado pelos elementos de
T ((x)) e a derivação ∂x é chamado anel de operadores diferenciais T -lineares de T ((x)),
ou simplesmente o anel de operadores diferenciais de T ((x)). Denotamos este anel por
S = T ((x))〈∂x〉.

Seja δ um elemento de T ((x)), então em S temos a seguinte regra de comutação
entre ∂x e operador produto definido por δ :

[∂x, δ] = ∂x(δ).

Em virtude desta última relação podemos mostrar, como no caso de D1(K), que todo
elemento diferente de zero α ∈ S pode ser escrita de maneira única como:

α = p0 + p1∂x + · · ·+ pk∂
k,

onde k é um inteiro não negativo, p0, p1, ..., pk ∈ T ((x)) e pk 6= 0. O inteiro k é chamado
de ordem de α de α e é denotado por ord(α).
Notemos que se β é outro elemento de S diferente de zero de ordem l, então ord(αβ) =

k + l. Portanto S é um domínio de integridade. Do mesmo modo que D1(K), S é um
anel simples.

Proposição 3.2. (Algoritmo da Divisão em S). Sejam α, β ∈ S com β 6= 0 então existem
γ, θ ∈ S tais que

α = γβ + θ, com θ = 0 ou ord(θ) < ord(β).

Prova: Se α = 0, basta tomar γ = θ = 0. Suponhamos então que α 6= 0 e que

α = p0 + p1∂x + · · ·+ pk∂
k, β = q0 + q1∂x + · · ·+ qn∂

n, com pk 6= 0 e qn 6= 0.

Fazemos indução sobre k = ord(α). Se k = 0 e n > 0, escolhemos γ = 0 e θ = α. Se
k = n = 0, escolhemos γ = p0q

−1
0 e θ = 0.
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Suponhamos que a proposição é verdadeira para operadores de ordem menor que k.
Sem perda de generalidade podemos supor que n ≤ k, pois caso contrário basta tomar
γ = 0 e θ = α. Consideremos o operador α1 = α − pkq−1

n ∂k−nx , então ord(α1) < k. Logo
pela hipótese indutiva, existem γ1 e θ em S tais que

α1 = γ1β + θ, onde θ = 0 ou ord(θ) < ord(β).

Logo α = γβ + θ, onde γ = γ1 + pkq
−1
n ∂k−nx e θ = 0 ou ord(θ) < ord(β).

�

Corolário 3.3. Todo ideal à esquerda de S é principal.

Prova: Seja I um ideal a esquerda diferente de zero de S. Escolhemos em I um
operador β 6= 0 com a menor ordem. Afirmamos que o ideal I é gerado por β. Com
efeito, seja α um elemento qualquer de I . Então pela proposição anterior, existem
γ, θ ∈ S tais que α = γβ + θ onde θ = 0 ou ord(θ) < ord(β). Como I é um ideal a
esquerda e α, β ∈ I temos que θ. Então pela escolha de β concluímos que θ = 0 e por
tanto α = γβ.

�

Proposição 3.4. Seja 0 6= α ∈ S. Então o S-módulo S/Sα tem comprimento finito.

Prova: Seja k a ordem de α. Então podemos escrever α = p0 + · · · + pk∂
k, pi ∈ T ((x))

e pk 6= 0. Como T ((x)) é um anel de divisão segue-se que Sα contém p−1
k α = q0 + · · ·+

qk−1∂
k−1 + ∂k. Pelo algoritmo da divisão em S, dado β ∈ S, existem γ, θ ∈ S tais que

β = γα + θ onde θ = 0 ou ord(θ) < k, ou seja, θ = r0 + · · · + rk−1∂
k−1, para alguns

ri ∈ T ((x)). Então S/Sα é um espaço vetorial sobre T ((x)) de dimensão k. Por outro
lado cada S−submódulo de S/Sα induz um T ((x))−subespaço de S/Sα. Por tanto o
S−módulo S/Sα tem comprimento no máximo k. �

3.1.2 O anel D = F [[x]]〈∂x〉

Seja F um corpo de característica zero e D = D1(F ).

Proposição 3.5. Seja α um elemento diferente de zero de D. Então o D-módulo quociente
D/Dα tem comprimento finito.

Prova: Como α é um elemento diferente de zero de D, o D-módulo quociente D/Dα é
um D-módulo holonômico. Portanto D/Dα tem comprimento finito. (Veja [6], página
14.) �
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3.2 Módulos livres

Suponhamos que F é um corpo de característica zero contido em T .

Proposição 3.6. (i) Sejam δ1, ..., δm elementos diferentes de zero de D = F [[x]]〈∂x〉 ⊂ S.
Seja α ∈ S, α 6= 0 um elemento de S e Sm = Sε1 + · · · + Sεm um S-módulo livre
de posto m com base ε1, ..., εm. Seja M o S-submódulo de Sm gerado pelo conjunto
{αδ1fε1 + · · ·+ αδmfεm/f ∈ Z[[x]]〈∂x〉}. Então M = Sm.

(ii) Sejam δ1, ..., δm elementos diferentes de zero de D = F [[x]]〈∂x〉. Seja 0 6= α um elemento
deD eDm = Dε1+· · ·+Dεm umD-módulo livre de postom com base ε1, ..., εm. SejaM
o D-submódulo de Dm gerado pelo conjunto {αδ1fε1 + · · ·+ αδmfεm/f ∈ Z[[x]]〈∂x〉}.
Então M = Dm.

Prova: Vamos mostrar (i). A prova de (ii) é análoga.
Para simplificar a notação colocamos ∂ := ∂x.

Primeiro observemos que a hipótese e a tese não mudam se a m−upla δ1, ..., δm for
substituída por uma m−upla β1, ..., βm, onde βi = Σaijδj e (aij) é uma matriz m × m
invertível com aij ∈ F . De fato, se substituirmos δ1, ..., δm por β1, ..., βm usando uma
transformação F -linear (aij), podemos também substituir os geradores livres ε1, ..., εm

de Sm por ζ1, ..., ζm onde ζi = Σbijεj, (bij) = (aij)
−1.

Seja ord(δi) a ordem de δi. Podemos supor que as ordens são decrescentes, ou seja,
ord(δ1) = ord(δ2) = · · · = ord(δm). Então, existe um inteiro positivo ω e algum inteiro
l, 1 ≤ l ≤ m tal que ω = ord(δ1) = · · · = ord(δl) e ord(δi) < ω se i > l.

Se 1 ≤ i ≤ l podemos escrever δi = ri + pi(x)∂ω, onde ord(ri) < ω e pi(x) ∈ F [[x]].
Podemos supor que val(p1) ≤ val(p2) ≤ ... ≤ val(pl), onde val(pi) é a valorização
usual da série de potências pi. Se val(p1) = val(p2) = µ, então existe algum t ∈ F tal
que val(p2 − tp1) > µ. Substituímos δ2 por δ2 − tδ1 enquanto δ1, δ3, ..., δm não mudam.
Então, depois de algumas transformações F−lineares, podemos assumir que val(p1) <

val(p2) < · · · < val(pl). Com essas normalizações em mão começamos a provar que
ε1 ∈M .

Seja k = ord(α). Como S = T ((x))〈∂〉 podemos supor que α = α0 + ∂k onde
ord(α0) < k. Se 1 ≤ i ≤ l temos que αδi = pi(x)∂k+ω + ψi onde ord(ψi) < k + ω. Se
l < i ≤ m então ord(αδi) < k + ω.

Dado g ∈ S ponhamos g1 = [x, g] = xg − gx o comutador de x e g. Indutivamente,
seja gν+1 = [x, gν ]. O elemento gν é chamado o ν− comutador de x e g. O ν− comutador
de x e ∂ν é (−1)νν! para todos os inteiros positivos ν, enquanto o ν− comutador de x e
∂s é zero se s < ν.
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Se aplicarmos isto aos elementos αδ1, ..., αδm vemos que o (k + ω)− comutador de
x e αδi é (−1)k+ω(k + ω)!pi(x) para todo 1 ≤ i ≤ l, enquanto eles são zero se l < i ≤ m.

A definição de M implica que M é estável sob o ν−comutador com x, ou seja se
m ∈ M , então o ν−comutador de x e m permanece em M , para todos os inteiros
positivos ν. De fato, note que se f ∈ Z[[x]]〈∂〉, então [x, αδf ] = x(αδf)− αδ(fx).

Para f = 1 ∈ Z[[x]]〈∂〉 temos que a = αδ1ε1 + · · · + αδmεm ∈ M . Se v1 é o (k + ω)−
comutador de a e x, dividido por (−1)k+ω(k + ω)!, então v1 ∈M e

v1 = p1(x)ε1 + · · ·+ pl(x)εl.

Agora, se h ∈ S, seja h1 = [∂, h] = ∂h − h∂ o comutador ∂ com h. Indutivamente
definimos hν+1 por hν+1 = [∂, hν ]. O elemento hν é chamado o ν− comutador de ∂ e
h. Observemos que M é estável sob o ν− comutador com ∂ para todos os inteiros
positivos ν. De fato, note que se f ∈ Z[[x]]〈∂〉, então [∂, αδf ] = ∂(αδf)− αδ(f∂).

Como v1 ∈M temos que se v(µ)
1 é o µ− comutador de ∂ e v1 , onde µ = val(p1(x)) <

· · · < val(pl(x)), então v(µ)
1 ∈M e

v
(µ)
1 = p

(µ)
1 (x)ε1 + p

(µ)
2 (x)ε2 + · · ·+ p

(µ)
l (x)εl ∈M,

onde p(µ)(x) denota a µ-derivada usual da série de potências p(x). Note que u(x) :=

p
(µ)
1 (x) é uma unidade de F [[x]] e val(p(µ)

j (x)) = val(pj(x))− µ > 0, j = 2, · · · , l.
Definimos agora v2 := v1 − p1(x)(u(x))−1v

(µ)
1 . Então v2 ∈M e

v2 = q2(x)ε2 + · · ·+ ql(x)εl,

onde qj(x) = pj(x)−p1(x)(u(x))−1p
(µ)
j (x), j = 2, ..., l. Se para cada 2 ≤ j ≤ l escrevemos

pj(x) = xvjuj(x), onde vj = val(pj(x)) e uj(x) é uma unidade de F [[x]], então
qj(x) = ajx

val(pj(x)) + · · · , onde aj := (1 − (vj)(vj−1)···(vj−(µ−1))

µ!
)uj(0) é diferente de zero,

pois vj > µ e uj(0) 6= 0. Então qj(x) é diferente de zero e mais ainda
val(qj(x)) = val(pj(x)), para todo j = 2, ..., l. Portanto val(q2) < val(q3) < · · · < val(ql).

Agora, repetimos o argumento anterior usando o comutador de ∂ e v2 e então temos
que v3 = r3(x)ε3 + · · ·+ rl(x)εl ∈M. Procedendo desta maneira, finalmente temos que
vl(x) = ũ(x)εl ∈M, onde ũ(x) é uma unidade de F [[x]]. Consequentemente εl ∈M.

Se l = 1, mostramos que ε1 ∈ M . Se l > 1, como vl−1 ∈ M , temos que εl−1 ∈ M.

Seguindo para trás temos que ε1 ∈M .

Se agora restringimos nossa atenção à (m− 1)-upla δ2, ..., δm e ao S-módulo Sm−1 =

Sε2 + · · ·+ Sεm, a proposição segue-se por indução sobre m.
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�

Antes da próxima proposição faremos um resultado técnico.

Lema 3.7. Seja S um domínio de Ore que não é Artiniano. Seja Sm = Sε1 + · · ·+ Sεm um
S-módulo livre de postom com base ε1, ..., εm. SejaM ⊂ Sm um sobmódulo de co-comprimento
finito. Então existe β ∈ S, β 6= 0, tal que βεi ∈M , para todo i = 1, . . . ,m.

Prova: Seja λ ∈ Sm/M, λ 6= 0, λ ∈ Sm. Temos S/ann(λ) ' Sλ ⊂ Sm/M .
Se ann(λ) = (0), então S ' Sλ que é um S-módulo Artiniano poisM tem co-comprimento
finito em Sm. Logo S seria Artiniano. Assim ann(λ) 6= (0).

Como S(m)/M = Sε1 + · · · + Sεm com ann(εi) 6= 0, existe qj ∈ S, qj 6= 0 tal que
qjεj ∈ M . Já que S é um domínio de Ore, existe β = λjqj ∈ Sqj , β 6= 0, j = 1, . . . ,m.
Logo βεj = (λjqj)εj = λj(qjεj) ∈M. �

Proposição 3.8. (i) Sejam δ1, ..., δm elementos diferentes de zero de D = F [[x]]〈∂x〉 ⊂ S e
seja M um S-submódulo de Sm de co-comprimento finito. Se α ∈ S, α 6= 0, então existe
algum f ∈ Z[[x]]〈∂x〉 tal que

Sm = M + S(αδ1fε1 + · · ·+ αδmfεm).

(ii) Sejam δ1, ..., δm elementos diferentes de zero deD = F [[x]]〈∂x〉 e sejaM umD-submódulo
de Dm de co-comprimento finito. Se α ∈ D,α 6= 0, então existe algum f ∈ Z[[x]]〈∂x〉 tal
que

Dm = M +D(αδ1fε1 + · · ·+ αδmfεm).

Prova: Vamos mostrar (i). A prova de (ii) é análoga.

Usaremos indução sobre o comprimento do S-módulo S(m)/M .

Podemos assumir que M 6= S(m). Segue-se da proposição 2.5 que existe f0 ∈ Z[[x]]

tal que
αδ1f0ε1 + · · ·+ αδmf0εm 6∈M.

Consideremos agora um S-submóduloM ′ de Sm tal queM ⊂M ′ ⊂M+S(
∑

j αδjf0εj)

e tal que M/M ′ seja irredutível. Note que M ′ existe pois o comprimento de Sm/M é
finito.

Pelo lema anterior, existe β ∈ S, β 6= 0 tal que βεi ∈M, i = 1, . . . ,m. Logo Smβ ⊂M .
Como S é um domínio de Ore, existe t ∈ S, t 6= 0 tal que tαδjf0 ∈ Sβ, j = 1, . . . ,m.

A hipótese de indução aplicada a M ′ e α′ = tα garante a existência de f1 ∈ Z[[x]] tal
que Sm = M ′ + S(

∑
j tαδjf1εj).
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Seja N := M + S(
∑

j αδjf1εj). Se N = Sm, a prova acabou pois f1 cumpre as
condições requeridas. Suponhamos então que N 6= Sm. Neste caso provaremos que
Sm = M + (

∑
j αδj(f0 + f1)εj) e por tanto f := f0 + f1 é o elemento procurado.

Afirmação: Se N 6= Sm então N = N0, onde N0 := M + S(
∑

j tαδjf1εj). Com efeito,
desde que Sm = M ′ + P , onde P = S(

∑
j tαδjf1εj), temos que

Sm/N0 = (M ′ + P )/(M + P ) 'M ′/(M +M ′ ∩ P ) ⊂M ′/M.

Como M ′/M é irredutível, Sm/N0 é zero ou irredutível. Mas N0 ⊂ N pois M ⊂ N e∑
j tαδjf1εj = t(

∑
j αδjf1εj) ∈ N . LogoN0 6= Sm e portanto Sm/N0 é irredutível. Como

N0 ⊂ N ⊂ Sm e N 6= Sm, então N = N0, o que prova a afirmação.

Seja agora N1 := M + S(
∑

j αδj(f0 + f1)εj). Vamos mostrar que N1 = Sm. Pela
escolha de t, tαδjf0εj ∈ Sβ, j = 1, . . . ,m e como Smβ ⊂ M , então

∑
j tαδjf0εj ∈ M .

Mas M ⊂ N1 e
∑

j αδj(f0 + f1)εj ∈ N1. Logo
∑

j αδjf1εj ∈ N1. Além disso, pela escolha
de M ′, M ′ ⊂M + S(

∑
j αδjf0εj)) ⊂ N1.

Finalmente, t(
∑

j αδjf1εj) ∈ S(
∑

j αδjf1εj) ⊂ N1. Consequentemente,

Sm = M ′ + S(
∑
j

tαδjf1εj) ⊂ N1.

�

Corolário 3.9. (i) Seja ρ ∈ S, ρ 6= 0 e sejam δ1, ..., δm elementos diferentes de zero em
F [[x]]〈∂x〉 ⊂ S. Então existe algum f ∈ Z[[x]]〈∂x〉 tal que

Sm = Smρ+ S(ρδ1fε1 + · · ·+ ρδmfεm),

onde Smρ é o S-submódulo de Sm gerado por ρε1, ..., ρεm.

(ii) Seja ρ ∈ D, ρ 6= 0 e sejam δ1, ..., δm elementos diferentes de zero de D. Então existe
algum f ∈ Z[[x]]〈∂x〉 tal que

Dm = Dmρ+D(ρδ1fε1 + · · ·+ ρδmfεm),

onde Dmρ é o D-submódulo de Dm gerado por ρε1, ..., ρεm.

Prova: (i): Pela proposição 3.4, o comprimento do S-módulo S/Sρ é finito e portanto
Smρ tem co-comprimento finito em Sm. O resultado segue-se então se aplicarmos a
proposição 3.8(i) com α = ρ e M = Smρ.
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(ii): Pela proposição 3.5, o comprimento do D-módulo D/Dρ é finito e portanto
Dmρ tem co-comprimento finito emDm. O resultado segue-se se aplicarmos a proposição
3.8(ii) com α = ρ e M = Dmρ.

�

Proposição 3.10. (i) Sejam δ1, ..., δm elementos diferentes de zero de F [[x]]〈∂x〉 ⊂ S e seja
ρ ∈ S, ρ 6= 0. Consideremos o S-módulo livre Sm+1 = Sε0 + Sε1 + · · ·+ Sεm com base
ε0, ε1, . . . , εm. Então existe algum f ∈ Z[[x]]〈∂x〉 tal que

Sm+1 = Sm+1ρ+ S(ε0 + δ1fε1 + · · ·+ δ1fεm),

onde Sm+1ρ é o S-submódulo de Sm+1 gerado por ρε0, ..., ρεm.

(ii) Sejam δ1, ..., δm elementos diferentes de zero de D = e seja ρ ∈ D, ρ 6= 0. Consideremos
o D-módulo livre Dm+1 = Dε0 + Dε1 + · · · + Dεm com base ε0, · · · , εm. Então existe
algum f ∈ Z[[x]]〈∂x〉 tal que

Dm+1 = Dm+1ρ+D(ε0 + δ1fε1 + · · ·+ δ1fεm),

onde Dm+1ρ é o D-submódulo de Dm+1 gerado por ρε0, ..., ρεm.

Prova: Vamos mostrar (i). A prova de (ii) é análoga.
O corolário anterior garante a existência de f ∈ Z[[x]]〈∂x〉 tal que

Sm = Smρ+ S(ρδ1fε1 + · · ·+ ρδmfεm). (∗)

Logo, se v ∈ Sm+1, então existem α0 ∈ S e w ∈ Sm tais que v = α0ε0 +w. Pela igualdade
anterior, w = β1ρε1+· · ·+βmρεm+λ(ρδ1fε1+· · ·+ρδmfεm), para alguns β1, ..., βm, λ ∈ S.
Por outro lado, pelo algoritmo da divisão em S, podemos escrever α0 = β0ρ + θ, para
alguns β0, θ ∈ S. Então
v = (β0ρε0 + β1ρε1 + · · ·+ βmρεm) + λρ(ε0 + δ1fε1 + · · ·+ δmfεm) + (θ − λρ)ε0. Logo

Sm+1 = Sm+1ρ+ S(ε0 + ρδ1fε1 + · · ·+ ρδmfεm) + Sε0. (∗∗)

Seja J := Sm+1ρ+ S(ε0 + δ1fε1 + · · ·+ δmfεm). Então

J ⊃ Sm+1ρ+ Sρ(ε0 + δ1fε1 + · · ·+ δmfεm) ⊃ Sm+1ρ+ Sρ(δ1fε1 + · · ·+ δmfεm).

De fato, a primeira inclusão é clara. Para mostrar a segunda inclusão notemos que se
v ∈ Sρ(δ1fε1 + · · ·+δmfεm), então v = λρ(δ1fε1 + · · ·+δmfεm), para algum λ ∈ S. Logo
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v = (−λρ)ε0 + λρ(ε0 + δ1fε1 + · · ·+ δmfεm) ∈ Sm+1ρ+ Sρ(ε0 + δ1fε1 + · · ·+ δmfεm).
Por outro lado,

Sm+1ρ+ Sρ(δ1fε1 + · · ·+ δmfεm) ⊃ Sρε0 + Sm.

Com efeito, seja v ∈ Sρε0 + Sm, então v = λ0ρε0 + w, onde λ0 ∈ S e w ∈ Sm. Logo, por
(∗), existem λ1, ..., λm, β ∈ S tais que w = λ1ρε1 + · · ·+λmρεm+β(ρδ1fε1 + · · ·+ρδmfεm).
Então v = (λ0ρε0 +λ1ρε1 + · · ·+λmρεm)+βρ(δ1fε1 + · · ·+δmfεm) ∈ Sm+1ρ+Sρ(δ1fε1 +

· · ·+ δmfεm) ∈ Sm+1ρ+ Sρ(δ1fε1 + · · ·+ δmfεm).

Mas, (δ1fε1 + · · · + δmfεm) ∈ Sρε0 + Sm. Então das inclusões anteriores temos que
(δ1fε1 + · · ·+ δmfεm) ∈ J . Isto implica que ε0 ∈ J.
Usando agora (∗∗), concluímos que J = Sm+1, o que demonstra a proposição.

�



Capítulo

4
Resultados Principais

Seja K um corpo de característica zero. Neste capítulo provaremos que todo ideal
à esquerda do anel En(K) := K((x1, ..., xn))〈∂1, ..., ∂n〉 é dois gerado. Mostraremos
também que todo ideal à esquerda do anel Sn−1 = K((x1, ..., xn−1))[[xn]]〈∂1, ..., ∂n〉 é
dois gerado. Como corolário, para n = 1, obtemos outra prova do fato que todo ideal
à esquerda do anel D1(K) = S0(K) é dois gerado. Os resultados mais importantes são
os teoremas 4.8 e 4.13.

Para cada 0 ≤ r ≤ n, os anéis Dr(K) = K[[x1, ..., xr]]〈∂1, ..., ∂r〉 serão denotados
simplesmente por Dr.

4.1 Os anéis Br(K)

Definição 4.1. Seja r um inteiro positivo tal que 1 ≤ r ≤ n− 1 e seja q um elemento diferente
de zero do anel Dr[[xr+1, ..., xn]]. Um tal q se escreve unicamente na forma q =

∑
ν qνx

ν , onde
ν = (νr+1, ..., νn) ∈ Nn−r, x = (xr+1, ..., xn) e qν ∈ Dr. Dado i = 1, ..., r, dizemos que q tem
ordem finita em ∂i, se existe algum m ∈ N tal que ord∂iqν ≤ m, para todo ν.

O conjunto dos elementos do anel Dr[[xr+1, ..., xn]] que têm ordem finita em ∂i, para
todo 1 ≤ i ≤ r, será denotado por Br(K) ou simplesmente Br. Em outras palavras,
para 1 ≤ r ≤ n− 1,

Br(K) := {q ∈ Dr[[xr+1, ..., xn]] tal que q têm ordem finita ∂i, para todo 1 ≤ i ≤ r} .

Por definição B0(K) := K[[x1, ..., xn]].

Proposição 4.2. Seja r um inteiro positivo tal que 1 ≤ r ≤ n − 1. Então Br(K) =
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K[[x1, ..., xn]]〈∂1, ..., ∂r〉 e portantoBr(K) é um subanel do anelDn(K) = K[[x1, ..., xn]]〈∂1, ..., ∂n〉.
Mas ainda, Br(K) é um domínio de Ore.

Prova: Seja q =
∑

ν qνx
ν ∈ Br(K) onde ν = (νr+1, ..., νn) ∈ Nn−r, x = (xr+1, ..., xn)

e qν ∈ Dr, para todo ν. Por definição, existe um natural m ∈ N tal que para cada
ν nos podemos escrever qν =

∑
β qν,β∂

β como uma soma finita, onde β = (β1, ..., βr),
qν,β ∈ K[[x1, ..., xr]], ∂β = ∂β1

1 · · · ∂βrr e |β| = β1 + · · · + βr ≤ m. Então, para cada ν,
temos qνxν = (

∑
β qν,β∂

β)xν =
∑

β qν,βx
ν∂β , pois os xν comutam com os ∂β . Agora

notemos que para cada β com | β |≤ m, a soma pβ :=
∑

ν qν,βx
ν é um elemento de

K[[x1, ..., xr]][[xr+1, ..., xn]] = K[[x1, ..., xn]]. Logo,

q =
∑
ν

qνx
ν =

∑
ν

∑
β

qν,βx
ν∂β =

∑
β

(
∑
ν

qν,βx
ν)∂β =

∑
β

pβ∂
β ∈ K[[x1, ..., xn]]〈∂1, ..., ∂r〉.

Por outro lado, é claro que K[[x1, ..., xn]]〈∂1, ..., ∂r〉 está contido em Br(K). Portanto
Br(K) = K[[x1, ..., xn]]〈∂1, ..., ∂r〉 que é um subanel de Dn(K).

O anel K[[x1, ..., xn]]〈∂1, ..., ∂r〉 possui uma filtração canônica pela ordem dada por

Σm :=
{∑

β pβ(x)∂β, |β| = β1 + · · ·+ βr ≤ m
}
,m ≥ 0. O anel graduado associado à

esta filtração é isomorfo ao anel de polinômios K[[y1, ..., yn]][z1, ..., zr]. Como o último
anel é Noetheriano , concluimos que K[[x1, ..., xn]]〈∂1, ..., ∂r〉 é um anel Noetheriano.
Logo Br(K) é um domínio Noetheriano e em consequência é um domínio de Ore.

�

Proposição 4.3. Seja r um inteiro não negativo tal que 0 ≤ r ≤ n − 1, q ∈ Br(K), q 6= 0.
Sejam a1, ..., al elementos de Dn. Então existe ρ ∈ Br(K), ρ 6= 0, tal que ρaj ∈ Dnq, para cada
j = 1, ..., l.

Prova: Cada aj pode ser escrito como uma soma finita
∑

α pjα∂
α onde cada pjα é um

elemento deBr(K) = K[[x1, ..., xn]]〈∂1, ..., ∂r〉 e ∂α = ∂
αr+1

r+1 ...∂
αn
n . Escolhemos um inteiro

positivo w suficientemente grande tal que pjα = 0 para todo α tal que |α| ≥ w e para
todo j = 1, ..., l.

Como Br(K) é um domínio de Ore e qw 6= 0 Br(K), existe ρ′ ∈ Br, ρ1 6= 0, tal que
ρ′pjα ∈ Brq

w para todo j e todo α.

Logo ρ′pjα = sjαq
w para algum sjα ∈ Br. Temos que ρ′aj =

∑
|α<w pjα∂

α =∑
|α|<w sjαq

w∂α. Por outro lado, para cada |α| < w, podemos escrever qw∂α = tαq+ qqα,
para alguns tα ∈ Dn e qα ∈ Br. Para cada qα 6= 0, existem 0 6= rα, sα ∈ Br tais que
rαqα = sαq, pois Br(K) é um domínio de Ore.
Se Cr(K) denota o anel de frações de Br(K), então em Cr(K) temos a relação qα =
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r−α 1sαq. Logo em Cn(K), o anel de frações de Bn(K) = Dn(K), temos

ρ′aj =
∑
|α|<w

(sjαtα)q+
∑

|α|<w,qα 6=0

(qr−1
α sα)q = (

∑
|α|<w

sjαtα)q+(
∑

|α|<w,qα 6=0

qr−1
α sα)q = βjq+γjq,

onde βj := (
∑
|α|<w sjαtα) ∈ Dn e γj := (

∑
|α|<w,qα 6=0 qr

−1
α sα) ∈ Cr.

Desde que Cr(K) é o anel de frações de Br, existem λj, µj ∈ Br(K), λj 6= 0 tais que
γj = λ−1

j µj . Então ρ′aj = βjq+λ−1
j µjq, para todo j = 1, ..., l. ComoBr(K) é um domínio

de Ore, os λj têm um múltiplo comum, ou seja, existe θ ∈ Br, θ 6= 0 tal que θ ∈ Br(K)λj .
Por tanto θ = ηjλj , para alguns ηj ∈ Br(K). Logo θρ′aj = θβjq + ηjµj ∈ Dnq para todo
j = 1, ..., l. Então, se ρ := θρ′, temos que ρ ∈ Br(K) e mais ainda ρaj ∈ Dnq para todo
j = 1, ..., l.

�

4.2 O anel En(K) = K((x1, ..., xn))〈∂1, ..., ∂n〉

Seja K um corpo de característica zero e K((x1, .., xn)) o corpo de frações do anel
de séries de potências K[[x1, ..., xn]]. Sobre K((x1, .., xn)) temos as derivações usuais
∂1, ..., ∂n que são operadores K-lineares.
Se p é um elemento deK((x1, .., xn)), então p define un operadorK-linear sobreK((x1, .., xn))

que leva um elemento q ∈ K((x1, .., xn)) no produto pq. Tal operador é chamado ope-
rador produto p.

Definição 4.4. O subanel dos K-operadores lineares de K((x1, .., xn)) que é gerado pelas
derivações usuais ∂1, ..., ∂n e os operadores produto definidos por os elementos deK((x1, .., xn))

é chamado anel de operadores diferenciais de K((x1, .., xn)) e será denotado por
En(K) = K((x1, ..., xn))〈∂1, ..., ∂n〉.

Queremos mostrar que todo ideal à esquerda do anelEn(K) = K((x1, ..., xn))〈∂1, ..., ∂n〉
é dois gerado. Isso será consequência da seguinte proposição:

Proposição 4.5. Sejam a, b e c elementos diferentes de zero de Dn. Para cada inteiro não
negativo r tal que 0 ≤ r ≤ n, existem qr ∈ Br, qr 6= 0 e dr, er ∈ Dn tais que

qrc ∈ Dn(a+ drc) +Dn(b+ erc).

Em particular, quando r = 0, existem q0 ∈ K[[x1, . . . , xn]], q0 6= 0 e d0, e0 ∈ Dn tais que

q0c ∈ Dn(a+ d0c) +Dn(b+ e0c).



4.2 O anel En(K) = K((x1, ..., xn))〈∂1, ..., ∂n〉 31

Para demonstrar a proposição acima necessitamos do seguinte resultado, cuja prova
será adiada até a próxima seção (4.3).

Proposição 4.6. Seja r um inteiro não negativo tal que 0 ≤ r ≤ n − 1 e seja q um elemento
diferente de zero em Br+1. Se u e v são dois elementos de Dn com v 6= 0, então existem f em
Dn e qr em Br tal que

qr ∈ Dnq +Dn(u+ vf).

Observação 4.7. Note que na proposição acima q ∈ Br+1, enquanto qr ∈ Br. Assim, passando
de qr+1 a qr ´´eliminamos´´ a variável ∂r+1. Eliminando cada variável ∂i por vez, chegamos a
uma série q0 ∈ K[[x1, . . . , xn]].

Prova da Proposição 4.5.
Prova: Como Dn é um domínio de Ore à esquerda, Dna ∩ Dnc 6= 0. Portanto existe qn ∈
Dn, qn 6= 0 tal que qnc ∈ Dna. Como Dna ⊂ Dna + Dnb, tomando dn = en = 0 vemos que a
afirmação é verdadeira para r = n.

Para 0 ≤ r ≤ (n − 1) a prova será feita por indução "para trás"em r. Suponhamos então
que podemos achar qr+1 ∈ Br+1, qr+1 6= 0 e dr+1, er+1 ∈ Dn tais que

qr+1c ∈ Dn(a+ dr+1c) +Dn(b+ er+1c).

Podemos supor que a + dr+1c 6= 0 e b + er+1c 6= 0, pois se por exemplo, a + dr+1c = 0, então
qr+1c ∈ Dn(b+ dr+1c). Isto implica que b+ dr+1c 6= 0. Logo

qr+1c ∈ Dn(b+ dr+1c) ⊂ Dn(a+ (dr+1 + 1)c) +Dn(b+ dr+1c),

onde a+ (dr+1 + 1)c = c 6= 0 e b+ dr+1c 6= 0.

Ponhamos a′ = a + dr+1c 6= 0 e b′ = b + er+1c 6= 0. Se encontramos qr ∈ Br, qr 6= 0 e
d′r, e

′
r ∈ Dn tais que

qrc ∈ Dn(a′ + d′rc) +Dn(b′ + e′rc),

então, tomando dr = dr+1 + d′r e er = er+1 + e′r, temos que

qrc ∈ Dn(a+ drc) +Dn(b+ erc).

Assim, sem perda de generalidade, podemos supor que a′ = a e que b′ = b desde o início.
Portanto podemos escrever

qr+1c = h1a+ h2b,

para alguns h1, h2 ∈ Dn. Podemos supor que h1h2 6= 0. De fato, se por exemplo, h1 = 0,
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então qr+1c = h2b e como Dna ∩ Dnb 6= 0, existem s, t ∈ Dn, st 6= 0 tais que sa = tb. Logo
qr+1c = (−s)a + (h2 + t)b. Se (h2 + t) 6= 0, então podemos tomar (−s) em lugar de h1 e
(h2 + t) no lugar de h2. Se h2 + t = 0, podemos escrever qr+1c = sa+ (h2 − t)b e neste caso, s
pode substituir h1 e (h2 − t) pode substituir h2.

Além disso, como Dn é um domínio de Ore à direita, h1Dn ∩ h2Dn 6= 0 e portanto existem
g1, g2 em Dn, ambos diferentes de zero, tais que

h1g1 = −h2g2.

Por outro lado, usando o fato que Dn é um domínio de Ore à esquerda, existem s, t ambos
diferentes de zero em Dn tais que

sqr+1c = tb.

Pela proposição 4.6 acima com q = qr+1 ∈ Br+1, u = 0 e v = tg2, implica que existem f ∈ Dn

e qr ∈ Br, qr 6= 0 tais que qr ∈ Dnqr+1 +Dn(tg2f). Digamos

qr = p1qr+1 + p2tg2f,

para alguns p1, p2 de Dn. Assim,

qrc = (p1qr+1 + p2tg2f)c = p1qr+1c+ p2tg2fc.

Seja ξ = p2sqr+1c = p2tb. Somando e subtraindo ξ obtemos:

qrc = (p1qr+1c− ξ) + (p2tg2fc+ ξ) = (p1qr+1c− p2sqr+1c) + (p2tg2fc+ p2tb) =

(p1 − p2s)qr+1c+ p2t(b+ g2fc) = (p1 − p2s)(h1a+ h2b) + p2t(b+ g2fc),

pois qr+1c = h1a+ h2b.

Seja η = (p1 − p2s)h1g1fc = −(p1 − p2s)h2g2fc. Somando e subtraindo η temos:

qrc = (p1 − p2s)h1a+ η + (p1 − p2s)h2b− η + p2t(b+ g2fc) =

(p1 − p2s)h1a+ (p1 − p2s)h1g1fc+ (p1 − p2s)h2b+ (p1 − p2s)h2g2fc+ p2t(b+ g2fc).

Finalmente,

qrc = (p1 − p2s)h1(a+ g1fc) + ((p1 − p2s)h2 + p2t)(b+ g2fc).

Tomando dr = g1f e er = g2f , temos que qrc ∈ Dn(a+ drc) +Dn(b+ erc). �
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Agora podemos demonstrar nosso primeiro resultado principal:

Teorema 4.8. Todo ideal à esquerda de En(K) = K((x1, ..., xn))〈∂1, ..., ∂n〉 pode ser gerado
por dois elementos.

Prova: Como o anel En(K) = K((x1, ..., xn))〈∂1, ..., ∂n〉 é um anel Noetheriano, é suficiente
provar que dados a, b, c ∈ En existem d, e ∈ En tais que c ∈ En(a+ dc) + En(b+ ec).

Como a, b, c ∈ En, podemos escrever como somas finitas

a =
∑
α

pα
q
∂α, b =

∑
β

pβ
q
∂β, c =

∑
γ

pγ
q
∂γ, onde pα, pβ, pγ, q ∈ K[[x1, . . . , xn]], q 6= 0.

Sejam a′ = qa, b′ = qb, c′ = qc ∈ Dn. Logo, para r = 0 na proposição anterior, existem
q0 ∈ K[[x1, ..., xn]], q0 6= 0 e d′, e′ ∈ Dn tais que

q0c
′ ∈ Dn(a′ + d′c′) +Dn(b′ + e′c′), isto é, (q0q)c ∈ Dn(qa+ d′qc) +Dn(qb+ e′qc).

Então existem u′, v′ ∈ Dn tais que

(q0q)c = u′(qa+d′qc)+v′(qb+e′qc) = u′q(a+dc)+v′q(b+ec), onde d = q−1d′q, e = q−1e′q ∈ En.

Logo
c = u(a+ dc) + v(b+ ec), onde u = (q0q)

−1u′, v = (q0q)
−1v′ ∈ En.

Em outras palavras c ∈ En(a+ dc) + En(b+ ec), para alguns d, e ∈ En.
�

OBS: O mesmo é válido para ideais a direita de En(K) = K((x1, ..., xn))〈∂1, ..., ∂n〉.

4.3 Os anéis Rr(K)

Para cada 0 ≤ r ≤ n− 1, denotemos com Cr o anel de frações do anel
Br(K) = K[[x1, ..., xn]]〈∂1, ..., ∂r〉. Tal anel de frações existe pois Br(K) é um domínio de Ore.
Mais ainda Cr(K) está contido em Fr((xr+1, ..., xn)) o anel de frações de Dr[[xr+1, ..., xn]] pois
Br(K) ⊂ Dr[[xr+1, ..., xn]]. Ambos Cr(K) e Fr((xr+1, ..., xn)) são anéis de característica zero.

Cada elemento a do anel Fr((xr+1, ..., xn))〈∂r+1, ..., ∂n〉 pode ser escrito como uma soma
finita a =

∑
α pα(xr+1, ..., xn)∂α, onde pα(xr+1, ..., xn) ∈ Fr((xr+1, ..., xn)) e

∂α = ∂
αr+1

r+1 · · · ∂αnn . Agora consideremos o seguinte conjunto

Rr(K) := {a ∈ Fr((xr+1, ..., xn))〈∂r+1, ..., ∂n〉, pα(xr+1, ..., xn) ∈ Cr(K) para todo α} .
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Não é difícil ver que Rr(K) é um subanel de Fr((xr+1, ..., xn))〈∂r+1, ..., ∂n〉. Notemos que
Dn = K[[x1, ..., xn]]〈∂1, ..., ∂n〉 está contido em Rr(K) e que por definição R0(K) = En(K) =

K((x1, ..., xn))〈∂1, ..., ∂n〉.
Nas seguintes proposições, para simplificar a notação, escreveremos Rr, Br e Cr no lugar de
Rr(K), Br(K) e Cr(K), respectivamente.

Proposição 4.9. Seja r um inteiro não negativo tal que 0 ≤ r ≤ n − 1 e seja q um elemento
diferente de zero de Br+1 = K[[x1, ..., xn]]〈∂1, ..., ∂r+1〉 e sejam u e v elementos de Dn tal que
v 6= 0. Então existe algum f em Dn tal que

Rr = Rrq +Rr(u+ vf).

Prova: Fixemos r tal que 0 ≤ r ≤ n− 1. Desde que v 6= 0, podemos escrever

v = δ1G1 + · · ·+ δmGm,

onde δ1, ..., δm são elementos de K[[x1, ..., xn]]〈∂r+1〉 e G1, ..., Gm são elementos de
D(r + 1) := K[[x1, ... ˆxr+1..., xn]]〈∂1, ..., ˆ∂r+1, ..., ∂n〉. De fato, v é uma soma finita da forma
v =

∑
pα∂

α1
1 · · · ∂

αr+1

r+1 · · · ∂αnn , o que pode ser escrita como v =
∑

(pα∂
αr+1

r+1 )(∂α1
1 · · · ˆ∂

αr+1

r+1 · · · ∂αnn )

com pα∂
αr+1

r+1 ∈ K[[x1, ..., xn]]〈∂r+1〉 e ∂α1
1 · · · ˆ∂

αr+1

r+1 · · · ∂αnn ∈ D(r + 1).

Agora observemos que K[[x1, ..., xn]] = (K[[x1, ... ˆxr+1, ..., xn]])[[xr+1]] está contido em
F [[xr+1]], onde F é o corpo de frações de K[[x1, ..., ˆxr+1, ..., xn]]. Logo, a característica de F é
zero e δi é um elemento de F [[xr+1]]〈∂r+1〉, para todo i = 1, ...,m.
Seja T o anel de frações do domínio de Ore K[[x1, ..., ˆxr+1, ..., xn]]〈∂1, ..., ∂r〉 =

{q ∈ Dr[[xr+2, ..., xn]], q tém ordem finita em xi para todo 1 ≤ i ≤ r}. Então T é um anel de
divisão e F está contido em T .

Desde que v é diferente de zero, temos que Gi é diferente de zero 0 para algum 1 ≤ i ≤ m.
Como D(r + 1) é um anel simples, então o ideal bilateral gerado por G1, ..., Gm é o todo o
anel D(r + 1). Por tanto existem elementos a1, ..., al e b1, ..., bl em D(r + 1) tal que 1 =

Σm
j=1Σl

ν=1bνGjaν e por tanto D(r + 1) = ΣΣD(r + 1)Gjaν . Identificando D(r + 1) com um
subanel de Rr concluimos que Rr = ΣΣRrGjaν .

Neste momento precisamos da seguinte
Afirmação: Para cada m−upla B1, ..., Bm em D(r + 1) existe algum

f ∈ Z[[xr+1]]〈∂r+1〉 tal que

Rrq +Rru+RrB1 + · · ·+RrBm = Rrq +Rr(u+ δ1fB1 + · · ·+ δmfBm).

Com efeito, desde que q é um elemento diferente de zero em Br+1, segue-se da proposição 4.3
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que existe algum ρ diferente de zero em Br+1 tal que ρBj ∈ Dnq para todo
j = 1, ...,m e também ρu ∈ Dnq.

Seja S = T ((xr+1))〈∂r+1〉, então 0 6= ρ ∈ S. Usando a proposição 3.10(i), temos que existe
algum f ∈ Z[[xr+1]]〈∂r+1〉 tal que S(m+1) = S(m+1)ρ + S(ε0 + δ1fε1 + · · · + δ1fεm). Desde
S é um subanel de Rr, temos que R(m+1)

r = R
(m+1)
r ρ+Rr(ε0 + δ1fε1 + · · ·+ δ1fεm).

Consideremos aRr− aplicação linear π : R
(m+1)
r → Rr definida por π(ε0) = u e π(εj) = Bj

para cada 1 ≤ j ≤ m. Então a imagem de π é Rru + RrB1 + ... + RrBm ⊆ Rr; mas ρu,
ρBj ∈ Dnq. Então temos que π(ρε0) = ρπ(ε0) = ρu ∈ Rrq e π(ρεj) = ρπ(εj) = ρBj ∈ Rrq

para cada 1 ≤ j ≤ m. Por tanto π(R
(m+1)
r ρ) ⊆ Rrq. Então

Rrq +Rru+RrB1 + · · ·+RrBm = Rrq + π(R(m+1)
r )

⊆ Rrq + π(R(m+1)
r ρ+Rr(ε0 + δ1fε1 + · · ·+ ε0 + δmfεm))

⊆ Rrq + π(R(m+1)
r ρ) +Rr(u+ δ1fB1 + · · ·+ δmfBm)

⊆ Rrq +Rr(u+ δ1fB1 + · · ·+ δmfBm)

e isto prova a afirmação pois a inclusão oposta é clara.

Se agora aplicamos a afirmação a Bj = Gja1, j = 1, ...,m. Então, existe algum f1 ∈
Z[[xr+1]]〈∂r+1〉 tal que

Rrq +Rru+RrG1a1 + · · ·+RrGma1 = Rrq +Rr(u+ δ1f1G1a1 + · · ·+ δmf1Gma1).

Desde que f1 ∈ Z[[xr+1]]〈∂r+1〉 e Gj ∈ D(r + 1) comutam, temos que

δ1f1G1a1+· · ·+δmf1Gma1 = δ1G1f1a1+· · ·+δmGmf1a1 = (δ1G1a1+· · ·+δmGm)f1a1 = vf1a1,

pois v = δ1G1 + · · ·+ δmGm. Por tanto,

Rrq +Rru+RrG1a1 + · · ·+RrGma1 = Rrq +Rr(u+ vf1a1).

Agora aplicamos a afirmação, mas substituímos u por u + vf1a1 and Bj = Gja2, j =

1, ...,m. Então existe f2 ∈ Z[[xr+1]]〈∂r+1〉 tal que Rrq + Rr(u + vf1a1) +
∑
RrGja2 =

Rrq +Rr(u+ vf1a1 + vf2a2). Usando a equação previa temos que

Rrq +Rru+
∑

RrGja1 +
∑

RrGja2 = Rrq +Rr(u+ vf1a1 + vf2a2).

No seguinte passo aplicamos a afirmação com Bj = Gja3, j = 1, ...,m e u substituído por
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u+ vf1a1 + vf2a2. Depois de l passos temos que

Rrq +Rr(u+ vf1a1 + · · ·+ vflal) = Rrq +Rru+
∑∑

RrGjaν = Rr.

Por tanto a proposição segue-se com f = f1a1 + · · ·+ flal. �

Agora podemos demonstrar a Proposição 4.6.
Prova da Proposição 4.6

Prova:
A proposição 4.9 implica a existência de algum f ∈ Dn tal que

1 = sq + t(u + vf) para alguns elementos s, t ∈ Rr. Então s, t podem ser escritos como uma
soma finita s =

∑
α pα(xr+1, ..., xn)∂α, t =

∑
β pβ(xr+1, ..., xn)∂β , onde cada pα(xr+1, ..., xn)

e cada pβ(xr+1, ..., xn) são elementos de Cr, o anel de frações de Br. Então pα = b−1
α aα e

pβ = b−1
β aβ , para alguns aα, bα, aβ, bβ ∈ Br, bα 6= 0, bβ 6= 0. Logo

s =
∑

α b
−1
α aα∂

α e t =
∑

β b
−1
β aβ∂

β . Desde que Br é um domínio de Ore, existe um múltiplo
comum qr ∈ Br dos bα e dos bβ , ou seja, para todo α, β temos que qr ∈ Braβ e qr ∈ Brbβ .
Logo s =

∑
α q
−1
r cα∂

α = q−1
r (
∑

α cα∂
α) e t =

∑
β q
−1
r cβ∂

β = q−1
r (
∑

β cβ∂
β), para alguns

cα, cβ ∈ Br. Portanto s = q−1s1 e t = q−1t1, onde s1 :=
∑

α cα∂
α ∈ Dn e t1 :=

∑
β cβ∂

β ∈
Dn. Logo 1 = q−1

r s1q + q−1
r t1(u + vf). Em consequência temos que qr = s1q + t1(u + vf) ∈

Dnq +Dn(u+ vf). �

4.4 Os anéis Sr(K)

Seja K um corpo de característica zero e seja r um inteiro não negativo tal que 0 ≤ r ≤ n.
Introduzimos o anel Sr(K) = K((x1, ..., xr))[[xr+1, ..., xn]]〈∂1, ..., ∂n〉, que é um quociente
parcial de Dn(K) = K[[x1, ..., xn]]〈∂1, ...∂n〉. Se v ∈ Sr, então v = q−1a, para algum a ∈
Dn(K) e algum q ∈ K[[x1, ..., xr]]. Por definição S0(K) = Dn(K) e Sn(K) = En(K) =

K((x1, ..., xn))〈∂1, ..., ∂n〉. Quando o corpo K está fixado, usaremos a notação Sr no lugar de
Sr(K).

Proposição 4.10. Seja 0 ≤ r ≤ n − 1 e seja q ∈ K[[x1, ..., xr+1]], q 6= 0. Se a1, ..., at são
elementos de Dn(K). Então existe algum ρ ∈ K[[x1, ..., xn]], ρ 6= 0 tal que ρaj ∈ Dnq para
todo 1 ≤ j ≤ t.

Prova: Cada aj pode ser escrito como uma soma finita
∑

α pjα∂
α, onde pjα ∈ K[[x1, ..., xn]]

e ∂α = ∂α1
1 ...∂αnn . Escolhemos um inteiro positivo w suficientemente grande tal que pjα = 0,

para todo |α| ≥ w.

Como K[[x1, ..., xn]] é um domínio de Ore e qw ∈ K[[x1, ..., xn]], qw 6= 0, então existe
algum ρ ∈ K[[x1, ..., xn]], ρ 6= 0 tal que ρpjα ∈ K[[x1, ..., xn]]qw, para todo j e α.



4.4 Os anéis Sr(K) 37

Logo ρpjα = sjαq
w para algum sjα ∈ K[[x1, ..., xn]]. Então temos que

ρaj =
∑
|α|<w

(ρpjα)∂α =
∑
|α|<w

(sjαq
w)∂α =

∑
|α|<w

sjα(qw∂α).

Por outro lado, qw∂α ∈ Dnq se | α |< w. De fato, qw∂α1
1 = λ1q

w−α1 , para algum λ1 ∈ Dn.
Logo qw∂α1

1 ∂α2
2 = λ1(qw−α1∂α2

2 ) = λ1λ2q
w−(α1+α2), para algum λ2 ∈ Dn. Continuando assim

temos que qw∂α1
1 · · · ∂αnn = (λ1 · · ·λn)qw−(α1+···+αn) e como |α| < w, temos que qw∂α ∈ Dnq.

Isto completa a prova.
�

Agora provaremos que todo ideal à esquerda do anel Sn−1 = K((x1, ..., xn−1))[[xn]]〈∂1, ..., ∂n〉
é 2-gerado. Isso será consequência da seguinte proposição:

Proposição 4.11. Sejam a, b e c elementos diferentes de zero de Dn. Então existem q1 ∈
K[[x1, ..., xn−1]], q1 6= 0, d, e ∈ Dn tais que

q1c ∈ Dn(a+ dc) +Dn(b+ ec).

Para demonstrar a proposição acima precisamos do seguinte resultado, cuja prova será
adiada até aparte final da seção.

Proposição 4.12. Seja q ∈ K[[x1, ..., xn]], q 6= 0 e sejam u, v ∈ Dn tais que v 6= 0. Então
existem q1 ∈ K[[x1, ..., xn−1]] e f ∈ Dn tais que

q1 ∈ Dnq +Dn(u+ vf).

Prova da Proposição 4.11
Prova: Pela Proposição 4.5, para r = 0, existem q0 ∈ B0(K) = K[[x1, ..., xn]], q0 6= 0 e
d0, e0 ∈ Dn tais que

q0c ∈ Dn(a+ d0c) +Dn(b+ e0c).

Se repetirmos o argumento da prova da proposição 4.5 e fazemos uso da proposição 4.12 no
lugar da proposição 4.6, obtemos q1 ∈ K[[x1, ..., xn−1]] e d, e ∈ Dn tais que

q1c ∈ Dn(a+ dc) +Dn(b+ ec).

�

Agora podemos demonstrar nosso segundo resultado principal :
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Teorema 4.13. Todo ideal à esquerda de Sn−1 = K((x1, ..., xn−1))[[xn]]〈∂1, ..., ∂n〉 pode ser
gerado por dois elementos.

Prova: Como o anel Sn−1 = K((x1, ..., xn−1))[[xn]]〈∂1, ..., ∂n〉 é Noetheriano, é suficiente
provar que dados a, b, c ∈ Sn−1 distintos de zero, existem d, e ∈ Sn−1 tais que

c ∈ Sn−1(a+ dc) + Sn−1(b+ ec).

Como a, b, c ∈ Sn−1, existe q′ ∈ K[[x1, ..., xn−1]] tais que a′ = q′a, b′ = q′b, c′ = q′c ∈ Dn e
a′b′c′ 6= 0. Logo, pela proposição 4.11, existem q1 ∈ K[[x1, ..., xn−1]], q1 6= 0, d1, e1 ∈ Dn tais
que

q1c
′ ∈ Dn(a′ + d1c

′) +Dn(b′ + e1c
′).

Logo, como no teorema 4.8,

c ∈ Sn−1(a+ dc) + Sn−1(b+ ec),

para alguns d, c ∈ Dn.

�

Corolário 4.14. Todo ideal à esquerda do anel D1(K) = K[[x]]〈∂x〉 pode ser gerado por dois
elementos.

Prova: Tome n = 1 no Teorema anterior e observe que S0(K) = K[[x1]]〈∂1〉 = D1(K).

�

Antes de demonstrar a Proposição 4.12, mostraremos o seguinte:

Proposição 4.15. Seja q ∈ K[[x1, ..., xn−1], q 6= 0 e sejam u, v ∈ Dn tal que v 6= 0. Então
existe algum f ∈ Dn tal que Sn−1 = Sn−1q + Sn−1(u+ vf).

Prova: Desde que 0 6= v ∈ Dn, podemos escrever

v = δ1G1 + · · ·+ δmGm,

onde δ1, ..., δm ∈ K[[x1, .., xn]]〈∂n〉 e G1, ..., Gm ∈ K[[x1, ..., xn−1]]〈∂1, ..., ∂n−1〉.
Se F := K((x1, ..., xn−1)) é o corpo de frações de K[[x1, ..., xn−1]], então F é um corpo de

característica zero e δi ∈ F [[xn]]〈∂n〉 para todo i = 1, ...,m.

Desde que v 6= 0, temos que Gi 6= 0, para algum i = 1, ...,m. Como o anel Dn−1(K) =

K[[x1, ..., xn−1]]〈∂1, ..., ∂n−1〉 é simples, então o ideal bilateral gerado por G1, ..., Gm é todo
o anel Dn−1(K). Portanto existem elementos a1, ..., al e b1, ..., bl in Dn−1(K) tais que 1 =
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Σm
j=1Σl

ν=1bνGjaν e portantoDn−1(K) = ΣΣK[[x1, ..., xn−1]]Dn−1(K)Gjaν . IdentificandoDn−1(K)

com um subanel de Sn−1 = K((x1, ..., xn−1))[[xn]]〈∂1, ..., ∂n〉 concluímos que Sn−1 = ΣΣSn−1Gjaν .

Neste momento precisamos da seguinte

Afirmação: Para cada m−upla B1, ..., Bm em Dn−1(K) existe algum f ∈ Z[[xn]]〈∂n〉 tal
que

Sn−1q + Sn−1u+ Sn−1B1 + · · ·+ Sn−1Bm = Sn−1q + Sn−1(u+ δ1fB1 + · · ·+ δmfBm).

Com efeito, desde que q é um elemento diferente de zero deK[[x1, ..., xn−1]], segue-se da proposição
4.10 que existe algum ρ ∈ K[[x1, ..., xn]], ρ 6= 0, tal que ρBj ∈ Dnq para todo j = 1, ...,m e
também ρu ∈ Dnq

Seja D = F [[xn]]〈∂n〉 = K((x1, ..., xn−1))[[xn]]〈∂n〉, então 0 6= ρ ∈ D. Usando a
proposição 3.10(ii) temos que existe algum f ∈ Z[[xn]]〈∂n〉 tal que

Dm+1 = Dm+1ρ+D(ε0 + δ1fε1 + · · ·+ δ1fεm).

Desde que D é um subanel de Sn−1, temos que

Sm+1
n−1 = Sm+1

n−1 ρ+ Sn−1(ε0 + δ1fε1 + · · ·+ δ1fεm).

Consideremos a Sn−1− aplicação linear π : S
(m+1)
n−1 → Sn−1 definida por π(ε0) = u e

π(εj) = Bj para cada 1 ≤ j ≤ m. Então a imagem de π é Sn−1u+ Sn−1B1 + ...+ Sn−1Bm ⊆
Sn−1; mas ρu, ρBj ∈ Dnq. Então temos que π(ρε0) = ρπ(ε0) = ρu ∈ Sn−1q e π(ρεj) =

ρπ(εj) = ρBj ∈ Sn−1q para cada 1 ≤ j ≤ m. Portanto π(R
(m+1)
r ρ) ⊆ Sn−1q. Logo

Sn−1q + Sn−1u+ Sn−1B1 + · · ·+ Sn−1Bm = Sn−1q + π(S
(m+1)
n−1 )

⊆ Sn−1q + π(S
(m+1)
n−1 ρ+ Sn−1(ε0 + δ1fε1 + · · ·+ ε0 + δmfεm))

⊆ Sn−1q + π(S
(m+1)
n−1 ρ) + Sn−1(u+ δ1fB1 + · · ·+ δmfBm)

⊆ Sn−1q + Sn−1(u+ δ1fB1 + · · ·+ δmfBm)

e isto prova a afirmação pois a inclusão oposta é clara.

Se agora aplicamos a afirmação a Bj = Gja1, j = 1, ...,m. Então, existe algum f1 ∈
Z[[xn]]〈∂n〉 tal que

Sn−1q+Sn−1u+Sn−1G1a1 + · · ·+S1Gma1 = Sn−1q+Sn−1(u+δ1f1G1a1 + · · ·+δmf1Gma1).
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Desde que f1 ∈ Z[[xn]]〈∂n〉 e Gj ∈ Dn−1 comutam, temos que

δ1f1G1a1 +· · ·+δmf1Gma1 = δ1G1f1a1 +· · ·+δmGmf1a1 = (δ1G1 +· · ·+δmGm)f1 = vf1a1,

pois v = δ1G1 + · · ·+ δmGm. Portanto

Sn−1q + Sn−1u+ Sn−1G1a1 + · · ·+ S1Gma1 = S1q + S1(u+ vf1a1).

Agora aplicamos a afirmação, mas substituímos u por u+ vf1a1 e Bj = Gja2, j = 1, ...,m.
Então existe f2 ∈ Z[[xn]]〈∂n〉 tal que

Sn−1q + Sn−1(u+ vf1a1) +
∑

Sn−1Gja2 = Sn−1q + Sn−1(u+ vf1a1 + vf2a2).

Usando a equação previa temos que

Sn−1q + Sn−1u+
∑

Sn−1Gja1 +
∑

Sn−1Gja2 = Sn−1q + Sn−1(u+ vf1a1 + vf2a2).

No seguinte passo aplicamos a afirmação com Bj = Gja3, j = 1, ...,m e u substituído por
u+ vf1a1 + vf2a2. Depois de l passos temos que

Sn−1q + Sn−1(u+ vf1a1 + · · ·+ vflal) = Sn−1q + Sn−1u+
∑∑

Sn−1Gjaν = Sn−1.

Portanto a proposição segue-se com f = f1a1 + · · ·+ flal.
�

Agora provemos a proposição 4.12
Prova da Proposição 4.12

Prova: A proposição 4.15 implica que existe algum f ∈ Dn tal que
1 = sq + t(u + vf), para alguns s, t ∈ Sn1 = K((x1, ..., xn−1))[[xn]]〈∂n〉. Como Sn−1 é
um quociente parcial de Dn, existe q ∈ K[[x1, ..., xn−1]], q 6= 0 tal que q1s = a1 ∈ Dn e
q1t = a2 ∈ Dn. Portanto q1 = a1q + a2(u+ vf) ∈ Dnq +Dn(u+ vf).

�
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