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Resumo

Estudamos a Torcdo Analitica para variedades com bordo e ainda com
singularidades do tipo conico, mais especificamente, para um cone mé-
trico limitado, com o propésito de investigar a extensao natural do Te-
orema de Cheeger Miiller para tais espagos. Comecamos determinando
a Torcao Analitica do disco e de variedades com o bordo totalmente
geodésico, por meio de ferramentas geométricas desenvolvidas por J.
Briining e X. Ma. Posteriormente, usando ferramentas analiticas de-
senvolvidas por M. Spreafico, determinamos a Tor¢do Analitica do cone
sobre uma esfera de dimensao impar e provamos um teorema do tipo
Cheeger Miiller para este espaco. Mais ainda, provamos que o resul-
tado de J. Briinning e X. Ma estende para o cone sobre uma esfera de

dimensao fmpar.

X






Abstract

We study the Analytic Torsion of manifolds with boundary and also with
conical singularities, more specifically, for a finite metric cone, with the
purpose of investigating the natural extension of the Cheeger Miiller the-
orem for such spaces. We start by computing the Analytic Torsion of an
any dimensional disc and of a manifold with totally geodesic boundary,
by using geometric tools developed by J. Briinng and X. Ma. Then,
by using analytic tools developed by M. Spreafico, we determine the
Analytic Torsion of a cone over an odd dimensional sphere and we prove
a theorem of Cheeger Miiller type for this space. Moreover, we prove
that the result of J. Briining and X. Ma extends to the cone over an odd

dimensional sphere.
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Introducao

A Torcao de Reidemeister foi definida primeiramente para complexos simpliciais finitos por
K. Reidemeister [38] e W. Franz [19], com o objetivo de classificar os espagos lenticulares.
Estes, por sua vez, foram os primeiros exemplos de variedades que possuem o mesmo tipo de
homotopia sem serem homeomorfos. Tais espagos foram completamente classificados por meio
da Torcao de Reidemeister. Desta forma a Torcao de Reidemeister foi o primeiro invariante
de uma variedade que nao é invariante por tipo de homotopia. Com isto, pode-se entender
que a Torcao de Reidemeister consegue identificar a estrutura de interacoes entre o grupo
fundamental e a estrutura simplicial. Citando Milnor [30]: “Seja X um complexo simplicial
finito com grupo fundamental 1 (X) ciclico de ordem n. Identificamos 71 (X) com o grupo
das transformacdes de recobrimento do recobrimento universal simplicial X. Se 7 (X) age
trivialmente na homologia racional H, (X ;Q), entao a tor¢ao de X é definida como uma certa
colecdo de elementos do corpo algébrico de niimeros Q[e%]. Esta tor¢ao é uma espécie de
determinante que descreve a maneira como os simplexos de X sdo colados entre si pela acao

do grupo fundamental”.

Em [5I] J.H.C. Whitehead criou um invariante ainda mais refinado. Ele definiu a tor¢ao
de uma equivaléncia de homotopia entre complexos celulares finitos, generalizando a Tor¢ao
de Reidemeister. Este invariante, chamado de Torcao de Whitehead, é um invariante mais
delicado, definido ndo como um numero algébrico, mas como um elemento de um certo grupo
abeliano. No mesmo ano, G. de Rham [16] estendeu o conceito da Tor¢ao de Reidemeister
para uma variedade suave. Na década de 70, D. B. Ray e I. M. Singer [36], com o teorema
do indice de Atiyah-Singer em mente, procuraram uma descri¢ao analitica para a Torcao de
Reidemeister seguindo uma sugestao de A. Shapiro. A. Shapiro sugeriu que deveria existir
uma formula para a tor¢ao em termos do Laplaciano que age nas formas diferenciais. Como a
Tor¢ao de Reidemeister depende da base da homologia fixada (ver se¢ao2.1]), Ray e Singer [36]
fixaram a base da homologia escolhendo uma base ortonormal das formas harménicas. Mais
precisamente, sejam W uma m-variedade Riemanniana, compacta e orientada, K o complexo
celular de uma triangulacao suave de W, p uma representacao do grupo fundamental por
matrizes ortogonais. Considere uma base ortonormal para as formas harmonicas de W com
valores no fibrado vetorial E, associado & representacao p. Pela a dualidade de Lefschetz-

Poincaré e os isomorfismos de de Rham e Hodge, a base ortonormal das formas harmonicas
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é levada em uma base da homologia de W e esta é a base da homologia fixada na Torcao
de Reidemeister por Ray e Singer. Trabalhamos com a Tor¢ao de Reidemeister sempre neste

contexto.

Ainda em [36], Ray e Singer definem a Tor¢ao Analitica como um invariante do complexo
de de Rham com coeficientes no fibrado vetorial E, e provam varias propriedades para a
Torgdo Analitica, as quais Tor¢ao de Reidemeister também satisfaz. Eles ainda apresentam
uma motivacdo para esta definigao (ver se¢ao 2.3]). Com isso, Ray e Singer conjecturaram que
a Torcao de Reidemeister e a Tor¢ao Analitica eram iguais, a0 menos quando W é fechada.
No final da década de 70, J. Cheeger [6] e W. Miiller [32] provaram, de maneira independente,
que a Torcao Analitica e a Tor¢ao de Reidemeister sao iguais quando W é uma variedade
Riemanniana fechada. Ambas as provas sdo complexas e trabalhosas. A prova de W. Miiller
envolve a teoria combinatéria de Hodge com a teoria de aproximacao, enquanto a prova de
J. Cheeger envolve teoria de cirurgia. Esta igualdade entre as duas torcoes ficou conhecida
como o célebre Teorema de Cheeger Miiller. Desde entao a Tor¢ao Analitica passou a ter uma
importancia independente tanto em Geometria e Topologia Diferencial quanto na Analise
Global. Foram introduzidas e estudadas véarias extensdes. Lembramos aqui os trabalhos de
J. Lott e M. Rothemberg [26], W. Liick [27] e J. M. Bismut e W. Zhang [3], onde as versoes
equivariantes e L? da Torcao Analitica foram introduzidas e estudadas. Apesar de existir uma
contribui¢ao grande no sentido qualitativo da Tor¢ao Analitica, resultados quantitativos nao
sao muitos. Podemos citar, por exemplo, [15], [37] e [50]. Nessa linha determinamos a Tor¢ao
Analitica das calotas esféricas e do cone sobre S1, §? e §3. Com estes trés altimos temos

também a Tor¢ao Analitica dos discos de dimenséao 2, 3 e 4.

Uma questao natural no estudo do Teorema de Cheeger Miiller ¢é a extensao deste resultado
para variedades com bordo. Em [6], J. Cheeger afirma, mas nao prova, que a Tor¢ao Anali-
tica de uma variedade Riemanniana W, compacta e com bordo, é a Torcao de Reidemeister
acrescida de um termo C(0W') que depende do bordo. Este termo C(9W) foi determinado
por W. Liick em [27], no caso de variedades em que a métrica tem estrutura produto proxima
ao bordo. No capitulo [ apresentamos uma extensao deste resultado para variedades com o
bordo totalmente geodésico. Nesta situagao, C(0W') é proporcional a caracteristica de Euler
do bordo de W. Recentemente, sem assumir que a métrica tem a estrutura produto préxima
ao bordo, X. Dai e H. Fang [13] e J. Briining e X. Ma [4] resolveram o problema apresentando
um teorema do tipo Cheeger Miiller. Ambas as féormulas sdo complicadas, apesar de serem
baseadas em invariantes locais construidos a partir da métrica (2-forma curvatura), sdo defi-
nidas utilizando a integral de Berezin, teoria de Chern-Simon e resultados recentes de J. M.
Bismut e W. Zhang [3]. Nos dois trabalhos, surge um novo termo, A(OW), chamado de termo
anémalo do bordo (ver secao [2.4]). O que chama a atencao é que o termo A(OW) de [13] difere
do termo A(OW) de [4]. Com isto, torna-se interessante a determinacdo do termo correto.

Este problema é resolvido nos capitulos @ e B, onde por calculos diretos determinamos a Tor-
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¢ao Analitica dos discos de dimensao 3 e 4 e comparamos com os resultados obtidos através
das formulas de [13] e [4]. Os resultados obtidos concordam com a féormula de [4], servindo

como um contra-exemplo para a formula de [13].

Outro ponto de investigacdo é a extensao da Torcao Analitica para variedades com sin-
gularidades. O primeiro espago a ser considerado é uma variedade com singularidade do tipo
conico. Tal problema foi investigado profundamente por J. Cheeger em varios trabalhos e
também outros autores, e ja se conhece uma extensao para a teoria de Hodge-de Rham para
estes espacos. Logo, surge uma questdo logica a respeito de um Teorema de Cheeger Miiller
para tais variedades, s6 que nesta situacao estamos fazendo o caminho inverso de Ray e Singer.
Apesar de existir muitos resultados da Torcdo Analitica para tais espacos, a extensao para a
Torcao de Reidemeister nao é bem conhecida. De maneira geral, ndo se conhece como fixar a
base da homologia em uma variedade com singularidade do tipo conico, ou até mesmo para um
cone métrico limitado. No capitulo @ mostramos que podemos definir, ao menos formalmente,
a Torcao de Reidemeister para o cone sobre esferas de dimensao qualquer. Seguindo este raci-
ocinio, no capitulo [0, desenvolvemos a Tor¢ao Analitica para o cone métrico limitado de uma
variedade Riemanniana fechada de dimensao impar, mas ainda nao apresentamos uma versao
apenas com termos geométricos. Para o cone de uma esfera de dimensao fmpar um teorema
do tipo Cheeger Miiller é provado neste mesmo capitulo. Observamos que B. Vertman [47]
determina a Tor¢do Analitica do cone sobre uma variedade Riemanniana fechada qualquer,
mas a férmula obtida é extremamente complicada para uma comparacao topologica, diferente
da formula que obtivemos.

No primeiro capitulo apresentamos as defini¢oes e resultados basicos utilizados, como a
Teoria de Hodge, ferramentas de Geometria Riemanniana, as variedades com singularidades
do tipo conico e as ferramenta analiticas para o cédlculo explicito da Tor¢ao Analitica.

Apresentamos no segundo capitulo as defini¢des da Torcao de Reidemeister e da Torcao
Analitica, a motivacdo de Ray e Singer para a definicdo da Tor¢ao Analitica e os teoremas do
tipo Cheeger Miiller conhecidos.

No terceiro capitulo é feita a generalizagao do resultado de W. Luck [27| para variedades
com o bordo totalmente geodésico. Determinamos a Tor¢do Analitica da meia-esfera de
dimensao arbitréaria, utilizando este resultado. No sentido de apresentar uma contribuicao
quantitativa, fazemos o célculo da Torcao Analitica das calotas esféricas.

No quarto capitulo calculamos a Torcao Analitica dos discos de dimensao qualquer usando
a formula de [4]. Determinamos a Torcao de Reidemeister do cone sobre uma esfera de
dimensdo arbitraria e calculamos diretamente a Tor¢ao Analitica do cone sobre a St e a S2.

No capitulo cinco determinamos a Torcao Analitica do cone sobre S e apresentamos a
motivagao para a generalizacao do Teorema de Cheeger Miiller para as esferas de dimensao
impar. Este capitulo faz parte do artigo [24].

Por fim, apresentamos a Torcao Analitica do cone sobre variedades de dimensao impar
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e provamos um teorema do tipo Cheeger Miiller para o cone sobre uma esfera de dimensao

impar.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentamos as ferramentas bésicas para o desenvolvimento de
todo o texto. Observamos que definicoes e resultados utilizados no decorrer do
texto, que nao foram definidos ou apresentados, podem ser encontrados nas refe-
réncias citadas a seguir. Na primeira secdo fazemos uma revisao sobre tensores
e formas diferenciais, recomendamos para mais informacoes os livros [33] e [31].
Estas referéncias servem ainda para as se¢oes e[[3l Recomendamos também
uma boa leitura em [I7]. Na se¢ao [[.4] para uma leitura mais especifica, recomen-
damos [7], [8], [9], [10] e [34]. Por fim a secao ¢ um resumo dos artigos [42],

[43], [44] e [46].

1.1 Tensores e formas diferenciais

Em alguns momentos no texto usaremos a “soma de Einstein”, ou seja, se o mesmo indice
aparece duas vezes, sobrescrito e subscrito, isto indica que a soma se d& percorrendo-se todos

os valores de tal indice. Por exemplo, se ¢ € um indice variando de 1 a m, denotamos

m m

AMB, =Y A'B,, A,B'=>A,B"
pn=1 pn=1

Um vetor dual ¢ um operador linear que aplica um vetor a um escalar. Isto pode ser

generalizado para objetos multilineares, chamados tensores, que aplicam varios vetores e ve-

tores duais a um escalar. Um tensor T' do tipo (p,q) é uma aplicagdo multilinear que aplica

p vetores duais e ¢ vetores a um numero real, ou seja,

T: V'@ - V'V -V —R.
D vezes q vezes

Por exemplo, um tensor do tipo (0, 1) aplica um vetor a um nimero real e pode ser identificado

a um vetor dual.
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O conjunto de todos os tensores do tipo (p,q) é chamado o espago tensor do tipo (p,q) e
denotado por 7%. O produto tensorial 7 = p@v € TH® ’Z'Z; ¢ um elemento de ’Z'Zis " definido

por

T(Wis ey Wps &l e o §pr i UL, - vy Ugy VT, -2, Uy ) =

:M(wlv"'awp;ulv"'auq) V(glv"'agp’;vlv"'avq')‘

Definigao 1. Uma forma diferencial de ordem r, ouw uma r-forma, é um tensor totalmente

anti-simétrico do tipo (0,r).

Seja W uma variedade diferenciavel de classe C*°. Dado p € W, o espaco tangente T,V ¢
um espago vetorial cujo o dual € o espago cotangente T;W. Dessa forma faz sentido considerar
formas diferenciaveis em W. O exemplo mais simples de uma 1-forma em W ¢é a diferencial
df, para f uma fungdo C'*° de W em R, df ainda pode ser expresso em termo de coordenadas

da seguinte forma: Dada uma vizinhan¢a coordenada (U, ¢) de W tal que ¢(p) = x, temos

E natural considerar uma base para T;W sendo formada por {dz,}, onde dz,, (%) =",
onde 6", & o delta de Kronecker.
Definimos o produto wedge A de r 1-formas pelo produto tensorial totalmente anti-

simétrico

dxy, Ndxy, N--- Ndx,, = Z sgn(0)dzy,, ) ® dy, ., @ @dry,, . (1.1)
UGST
Se denotarmos o espaco vetorial das r-formas em p € W por Q;(W), o conjunto das

r-formas (LI)) forma uma base para (W) e um elemento w € (W) é escrito como

1
w= ] Z Wi pioepir ATy Ny N+ Ndy,,,

’ M17M27-~7ﬂr
onde Wy, ..., S30 totalmente anti-simétricos, refletindo a anti-simetria da base.

Como existem (T) escolhas do conjunto (g1, pu2,..., ), a dimensao do espaco vetorial

Qr (W) ¢
m m!
<7‘> Tl m =)

Por conveniéncia definimos QO(W) = R. Claramente QL(W) = T*(W). Se em (LI) o valor
r excede m, entdo o espaco se anula, ji que algum indice aparece no minimo duas vezes no

" ) implica dim Q7 (W) = dim Q=" (W). Como Q (W) é

somatorio. A igualdade (') = (™

um espago vetorial, (W) ¢ isomorfo a Q'~"(W).
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Definimos o produto exterior de uma g-forma e uma r-forma, A : QF(W) x Q7 (W) —
QF""(W), por uma extensao trivial. Sejam w € QF(W) e & € QL(W). A agdo da (q+r)-forma
w A& em g+ 7 vetores é definida por

1
o Z Sgn(a)w(vo(1)7 R )Uo(q)) g(vcr(q—l-l)’ s avcr(q—l-r))a

(w A 5)(”17 cee )UII-H“) = q!,r,‘

o€Sqtr
onde v; € T,(W). Se g+r > m, entdao wA§ é identicamente nula. Com este produto definimos

uma algebra (graduada)
W 0 1774 1 1774 m

QZ(W) é o espaco de todas as formas diferenciais em p e é fechado pelo produto exterior.
Podemos associar suavemente uma r-forma a cada ponto de uma variedade W. Denotamos
o espago das r-formas suaves em W por Q"(W). Também definimos Q°(W) sendo a dlgebra

das func¢oes suaves, C°°(W). Em resumo, temos a seguinte tabela:

r-formas Base Dimensao
QW) = C>(W) {1} 1
QW) = T*(W) {dr,} m
Q*(w) {dxy, Ndry,} m(m —1)/2
Qm™W) {dxy Ndxog N -+ Ndxp,} 1

Definicao 2. A derivada exterior d, é uma aplicagio d, : Q" (W) — Q"tY(W) cuja agio em

wma r-forma
1
w= ! Z Wiy prgropir ATy N dZpy A -+ Ndy,

25y
¢ definida por

1 0
dyw = m, Z ( Z <6—%wmmur> dx, Ndxy, Ndzy, NN d:z:“r> .

v\ 2,

Quando nao houver risco de confusdo, omitiremos a dimensao em d,. e denotaremos apenas
por d. Um exemplo da aplicagao de d é dado a seguir, se w = wy(x,y, 2)dz + wy(x,y, z)dy +
w,(z,y,2)dz é uma 1-forma em R? entdo

dw = (Ogwy(x,y, 2) — Oywz(x,y, 2))dx A dy + (Oyw.(x,y, 2) — O,wy(x,y, 2))dy A dz
+ (Oywa(m,y, 2) — Ogw,(x,y, 2))dz A dx.
Proposicao 1. d*> =0 (ou d,11d, = 0).

Demonstragao. Seja

1
w = F Z WM1M2...MT.d33M1 A daj‘uz A--- A dw/ir- c QT’(W)

L2
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A acao de d? em w é

1 2
deZﬁZ( Z <%> daj)\/\dxl//\dxulAd‘rHZA...AdmNT)'
. A v

)‘71’ /1/17“27'”7/"/7‘

Assim, d?w é identicamente nulo, como =—2—w ¢ simétrico com relacdo a A\ e v
) ) Dy Ozy P p2 . pir G

enquanto que dzxy A dx, é anti-simétrico. O

Seja N uma variedade de classe C°°. Uma aplicacao f : W — N induz o pullback
fre TN — T, (W) que é naturalmente estendido aos tensores do tipo (0,7). Sejam
weQ(N)e f: W — N uma aplicacgdo C*>°. Em cada ponto f(p) € N, f induz o pullback
f: Q;(p)(N) — Q7 (W) dado por

(ffw) (X1, .., X)) =w(fuX1, . [u X7) (1.2)

onde X; € T,(W) e f. é a aplicagao linear T,(W) — T, (N).

A derivada exterior d produz a seqiiéncia

d() d1 dm—2 dm— 1 dm

0—>QO(W) —>Q1(W) - s ... —>Qm_1(W) —>Qm(W) e

Esta seqiiéncia é chamada de complexo de de Rham. Como d? = 0, temos imd, C kerd, 4.
Um elemento de kerd, é chamado r-forma fechada, enquanto um elemento de imd,_1 é cha-

mado r-forma exata.

Definicao 3. O espaco quociente
ker d,

imd,_q

H'(W,R) =
¢ chamado de r-ésimo grupo de cohomologia de de Rham.

Para terminar esta secao apresentamos a definicdo de uma r-forma a valores em um espaco
vetorial. Seja V um espacgo vetorial real k dimensional com base vi,v2,...,v. Lembramos

que dado w € Q"(W), a cada ponto p € W associa-se um tensor w,, da forma
wp : Ty,W X T,W -+ x T,IW — R

que varia diferencialmente com respeito a p. Podemos definir uma r-forma com valores em V'
- . . k -
trocando R por V na equacao anterior de maneira que, se w = » ;" ; w;, onde w; sdo r-formas,

entao w passa a ser escrita da seguinte forma

k
w = E w; @ ;.
i=1

Denotaremos o espaco destas formas por Q"(W; V). Toda a teoria apresentada nesta se¢ao e

na secgao [[.3] generaliza-se para este caso sem maiores problemas.
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1.2 Geometria Riemanniana

Seja W uma variedade de classe C*° e dimensao m.

Definicao 4. Uma métrica Riemanniana g em W é um tensor do tipo (0,2) em W que
associa, de maneira continua, para cada ponto p € W um produto interno g, em T,W, ou
seja, dados u,v € T,(W),

1. gp(u,v) = gp(v,u),

2. gp(u,u) >0, valendo a igualdade se, e somente se, u = 0.

O par (W, g) é chamado de variedade Riemanniana.

Sejam (U, ¢) uma vizinhang¢a coordenada em p € W tal que ¢(p) = x e {z,} as coordena-

das. Ja que g € T% (W), g é expandida em termos de dz, ® dr, da forma

9p = Z G (p)dzy @ dzy, (1.3)
W,V
onde 5 5
9 (P) = Gp <5—33u’ 8—33,,> = guu(D)- (1.4)

Do mesmo modo que procedemos com o operador d omitiremos p em g,,,, a menos que isto
possa causar confusdo. E comum tratar (gu) como uma matriz cuja entrada (u,v) (linha
p coluna v) é g,,,. Desta forma (g,,) tem posto maximo e inversa denotada por (¢g"”),
satisfazendo g,,,9"” A= gV guu = 0", onde a entrada da forma A% significa o elemento da
matriz A da linha a e coluna b e A% ¢ a coluna a e a linha b da matriz inversa de A, quando
A possuir inversa. O determinante det(g,, ) ¢ denotado por g e det(g"”) = g~ !, Temos ainda
que a matriz (g, ) € real e simétrica com autovalores reais e todos positivos.

Seja N uma subvariedade de dimensao n de uma variedade Riemanniana W de dimensao
m, com uma métrica gy . Se f : N — W éum mergulho que induz a estrutura de subvariedade
em N, o pullback f* induz a métrica natural gy = f*gw em N. As componentes de gy sao

dadas por

3f o 0f
gN;w Z gWaﬁ &Tu 8:5 )

onde f, denota as coordenadas de f(x). Por exemplo, considere a métrica da esfera unitaria
mergulhada em (R?, gg), onde gp é a métrica euclidiana. Seja (6, ¢) a coordenada polar de

S? e defina f pela inclusdo usual
f:(0,0) — (senf cos ¢,sen f sen ¢, cos ),

da qual obtemos a métrica induzida

Ofa O
952:Zg#l,dxu®d:ny— Z Eaﬁ f fﬁd x, @ dz,

IR 7N Net

=df @ df + (sen 0)%de @ do.
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Faremos uma construcao local para definir a 1-forma conexao e a 2-forma curvatura de
um variedade Riemanniana W. Dado p € W considere uma base coordenada para 1,
formada por {9/0z,} e para T;W formada por {dz,}. Como W ¢é Riemanniana, podemos

ortonormalizar a base {0/0x,} de maneira que

0
o =€ —) 1.5
(6% « axu ( )
com det e, > 0 e g(eq, e5) = ea”eﬁ”gwj = aﬁ, ou seja, {e,} ¢ uma base ortonormal.
Lembrando o produto interno natural entre um vetor v € T,(W) e um vetor dual w €
T, (W),

() TW) X T,(W) = R, (w,0) = w(v)

definimos a base dual {e*} de maneira que (e%,eg) = 8.”. Desta forma e® é dado por

et = Zea#dazu. (1.6)

o

v

Observamos que a matriz (e*,) ¢ a matriz inversa de (e, ou seja, ® e,

6%. Em termos de {e“}, a métrica g tem a forma
9= Gz, © dz, = Gape® @ e,
v

As bases {e, } e {€“} sao chamadas de bases nao coordenadas. A base nao coordenada possui

o colchete de Lie nao nulo, ou seja,

lea, esllp = caﬁﬂ/(p)ey lp

onde
Cos (P) = €7, (e Oues” — e5'Oue”) (p),

os simbolos caﬁfy sao chamados de constantes de Cartan. Como fizemos anteriormente, omi-
tiremos p das férmulas sempre que ndo houver risco de confusio.

Defina os coeficientes da conexao com respeito a base {e,} por
B el
Ve =T, g€y,

onde V é a conexao Riemanniana associada a métrica. Observamos que o coeficiente de
Christoffel que aparece na equacao acima é associado a base nao coordenada; nao o devemos
confundir com o coeficiente de Christoffel dado pela conexdo na base coordenada. Para

determinar I' OCPYB temos a formula

B
0o caﬁy+cya +cw°‘
a B 2
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Definicao 5. A matriz com valores em 1-formas w = w®; € chamada de 1-forma conezao e
dada por
waﬁ = F,yaﬁefy.
A matriz com valores em 2-formas R = R%5 € chamada de 2-forma curvatura e dada por
R% = dw®3 + w0, A uﬂﬁ.

Seja A = (aij) uma matriz anti-simétrica (A = —A) de dimensao 2k, entdo o Pfaffiano
de A é dado por
1 o(1) o(3) o(2k—1)
Pf(A) = T ES: SENT A @ gy o(2k)
oES2k

onde So; € 0 grupo de permutagoes de dimensao 2k.

Definigao 6. A classe de Euler e(W, g) é definida como
eW,9) = 5=m

onde R = R%g € a 2-forma curvatura de W, se a dimensao de W ¢ par e igual a 2m. Se a

dimensao de W ¢é impar, definimos e(W,g) = 0.

Teorema 1 (Teorema de Gauss-Bonet). Seja W uma variedade Riemanniana orientada fe-

chada de dimensao par, e classe C°°, entao

/ e(W. g) = X(W).
W

Para terminar a se¢do definimos o que significa uma curva parametrizada f: I — W ser
uma geodésica de W e apresentamos as equagoes locais satisfeitas por uma geodésica. Seja

I C R um intervalo aberto.

Definicao 7. Uma curva parametrizada f : I — W € dita uma geodésica de W se para todo
tel, % (Orf) =0, onde % (01f) denota a derivada covariante de O,f ao longo de f.

Se [a,b] C I, entdo a restri¢ao de f a [a,b] é chamada de (segmento de) geodésica ligando
f(a) a f(b).

Vamos determinar as equacoes locais satisfeitas por uma geodésica f em um sistemas de
coordenadas (U, ¢) em torno de f(to), to € I tal que ¢(f(ty)) = x. Suponha que f(I) C U,

entdo f serd uma geodésica se e sO se

m

D )
0=—(d,f) = O2f*k 4T ko0, fP0, %) —.
— (@) k§:1j( PET T 00 ) 5
Logo f é uma geodésica se, e somente se, satisfaz
L™ +T 500 f7 0,7 =0, (1.7)

para k =1,...,m. Esta equagao é chamada de equagdo geodésica em W.
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1.3 Teoria de Hodge

Se W é uma variedade Riemanniana orientavel de dimensao m e classe C*°, existe uma m-
forma w que nao se anula em ponto algum. Esta m-forma é chamada de elemento volume (ou
forma de volume) e faz o papel de uma medida quando integramos uma fungao f € C*(W)
sobre W. Se W possui uma métrica g, existe um elemento volume natural que é invariante

por transformacoes coordenadas. Definimos o elemento volume invariante por

w =/ |detg|ldzy Adzo A< A dxyy,

onde {z,} sao as coordenadas de (U, ¢).
Como observado anteriormente, Q"(W) é isomorfo a Q™" (W). Utilizaremos a métrica g
de W para definir um isomorfismo entre Q" (W) e Q™ "(W), chamado * de Hodge. Definimos

o tensor totalmente anti-simétrico € por

+1 se (pipg ... i) € uma permutagao par de (12...m),
Eppzpm = § —1 se (uipo ... ) € uma permutacao impar de (12...m),

0 caso contrario.

Note que ghthz-Hm — gliVighavz. .. ghm¥mg ., = 9_15u1u2...um- Observamos que para
“subir” ou “baixar” os indices dos tensores usaremos a métrica, por exemplo, €,,, = gijej Kl

A x de Hodge, chamado também de operador estrela de Hodge, é uma aplicagdo linear
x: QNW) — Q™7 "(W) cuja agdo em um vetor da base de Q" (W) é definida por

V9l
*(dxul ARERRA dw“’") = m Z Eulmurl/r+1...1/mdx'/r+l ARERRA d‘TVm’
Vr41;--5Vm

Notemos que #(1) é o elemento volume invariante

x(1) = Y— \g Z Eptopim Ty N Ndxy,, = +/|gldey A+ N day,.

H1s--obm
Para
1
w = ﬁ Z WMIMZ---Mrdxul N dwuz A--- A dxur c QT’(W)
H1seeesfor
temos

V19l
*(W) - m Z wlu‘l‘“urgul"'MTVT+1~~-de$Vr+1 ARRRNA d‘/L'Vm'
Vr+1,---Vm

Logo * * (w) = (=1)"™~")w. Desta forma, definimos a inversa de * por + 1 = (—1)7"")x,

Sejam w,n € Q" (W) dadas por

w= E Wi pioepir ATy Ny N\ -+ Ndy,,,
M17 M
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Z nulug...yrdxyl A d$y2 VANERIIVAN dﬂjyr.

ViyeensVr

Observamos que w A *n é uma m-forma,

Vigl i
W/\*U— Z Wyt opur Ty .. v m — ),5 et Gy A Ndmy N Nday,,
Ml? M '
1
— I/ .U
= 7,, Z Woy oo Tr'(m ) vt V1o i SR o 1 - Mm\/’g dzy N -+ Ndzpy,

K1y e

1
= me___mn“l“‘“ﬂ/ lgldzy A -+ A dap,.

E assim w A *n = n A *xw. Como w A *n é uma m-forma, sua integral sobre W esta bem

definida. Definimos o produto interno (w,n) de duas r-formas por

1
(w,n) = /w Ax =2 /W Wy oopie M H N |gldy A LA Ay

Desta forma este produto interno é simétrico, (w,n) = (n,w) e ainda, como (W, g) é Rieman-

niana, o produto interno é positivo definido.

Definicao 8. O operador adjunto formal da derivada exterior é df : Q"(W) — Q' ~1(W)
definido por
dT — (_1)mr+m+1 s d* .

Um elemento de ker df sera chamado de r-forma cofechada e um elemento de imd! sera

chamado de r-forma coexata. Observamos que (d")? = 0 como d? = 0.
Definicao 9. O operador

AO = @+ dl) = dlydy + dyoadl : (W) - Q7 (D),
¢ chamado Laplaciano.

Observamos que dA = Ad e Adl = d'A. Ainda mais, o Laplaciano A é um operador

positivo em W, ou seja,
(w, Aw) = (w, (dd" + d'd)w) = (dw, dw) + (d'w,d'w) > 0. (1.8)

Uma forma w é chamada harmoénica se Aw = 0. Denotamos o conjunto das r-formas

harmoénicas em W por H"(W). Como conseqiiéncia imediata de (L8]), temos:

Proposicao 2. Uma forma w sobre wma variedade Riemanniana compacta é harmoénica se,

e somente se, w € fechada e cofechada.

Teorema 2 (Decomposicao de Hodge). Seja (W, g) uma variedade Riemanniana orientdvel

compacta sem bordo. Entao Q" (W) € unicamente decomposto como
QW) =H' (W) @ dp Y W) @ dl, QL (W),

Para a prova do teorema anterior ver [31].
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1.4 Variedades com singularidades do tipo cOnico

Apresentaremos a definicdo de variedades com singularidades do tipo conico e resultados
relacionados a teoria de Hodge, mais precisamente, faremos a extensao do operador Laplaciano
para este tipo de espacgo. A maioria das provas serdo apenas indicadas, de maneira que os
interessados possam se aprofundar ainda mais no assunto. Os artigos béasicos utilizados nesta
segao sao [5], [8], 91, [10] e [34] .

Seja N uma variedade Riemanniana m-dimensional fechada (podendo ser conexa ou nao)

com métrica g.
Definicao 10. Um cone métrico CN ¢é o espago (0,00) x N, com a métrica
g =dr ®@dr+r?g. (1.9)

Definimos também um cone métrico limitado C;N em N sendo o espago (0,1] x N com a

métrica dada em (L9).

Definicao 11. X™*!' ¢ uma variedade Riemanniana com singularidade do tipo conico se
eristem p; € X+l = 1,...k, tal que X1 — Ué?:lpj € uma variedade Riemanniana
suave aberta (possivelmente com bordo) e cada p; possui um vizinhanga U; tal que Uj — {p;}

€ 1sométrico a Cle]m para algum l; € R e alguma NJ".

Observamos que fazer a anélise em X™*! significa fazer a anélise na variedade Rieman-
niana incompleta X™+1 — U;?:lpj. Para um exemplo simples podemos assumir k=1el =1
e escrevemos X = C1N U M, onde M = N e a unido é feita pelo bordo. Um esbogo de tal

fato é a figura abaixo.

N™ Mm+1
Figura 1.1: Exemplo de uma variedade com singularidade do tipo conico.

Existe a0 menos um caso em que C;N nao possui singularidade; isto ocorre quando N é a
esfera de raio 1 e assim C} ST = Df“. Por outro lado, se N é uma esfera de raio r # 1 entao
o vértice do cone CjN é uma singularidade. Este é o exemplo mais simples em que se tem
uma singularidade.

Um espaco que é uma variedade Riemanniana com singularidade do tipo conico foi bem
estudado por J. Cheeger que estendeu a teoria de Hodge para este tipo de espaco considerando
toda a teoria com a cohomologia L?. Tal teoria é construida de maneira anéloga a que foi

apresentada anteriormente s6 que considera-se apenas formas quadrado integraveis. Com isto é
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possivel definir a Torcao Analitica para estes espacos da mesma maneira que estd no capitulo
2 considerando as formas em L? e a extensdo do Laplaciano da maneira que é discutida
abaixo. J& no caso da Torcao de Reidemeister nao temos uma defini¢ao para estes espacos.
Observamos que a cohomologia L? de uma variedade com singularidade do tipo conico X
coincide com a cohomologia usual de X quando X é uma variedade homolégica racional, ou
seja, se para cada x € X o grupo de homologia local Hy(X, X —x) ézerose g #m+1e Q
se q=m—+ 1.

Com respeito ao operador Laplaciano sobre C;N alguns cuidados sao necessarios. De-
compondo com respeito as projegoes sobre os autoespacos da restricao do Laplaciano sobre a
secao do cone, a definicdo de uma extensao auto-adjunta apropriada do operador Laplaciano
(sobre as fungoes) em C;N reduz-se a andlise dos valores de contorno de uma equacao dife-
rencial ordinal de segunda ordem de Sturm Liouville no intervalo (0,1]. Tal problema ja foi
resolvido por Rellich em [39], que parametrizou as extensoes auto-adjuntas. Em particular,
significa que ndo existem condigdes de contorno para os casos em que r € (0,1), enquanto
condigoes de contorno em r = 0, sd0 necessarias. A Unica extensdo auto-adjunta definida
por estas condi¢oes de contorno é a extensao méaxima, correspondente a extensao de Friedrich
(ver [9] ou [9], para as condicoes de contorno). O mesmo argumento vale para o Laplaciano
nas formas.

Seja C;N como anteriormente, assumimos coordenadas para C;N como sendo (r,y), onde
r € (0,1] ey € N. Operagoes na secao serdo indicadas com til, por exemplo A ¢ o Laplaciano
em N. A demonstracdo do proximo lema é pura e simples aplicacao das defini¢des e persis-

téncia nos calculos, nao faremos a prova aqui. Aos interessados ver [7](com alguns erros de
digitacao) e [34].

Lema 1. Seja 0(r,y) = g(r)d(y) + f(r)dr Aw(y) uma q-forma em C;N, onde f,g sao fungoes

suaves em r € (0,1) e ¢p,w sao q e (¢ — 1) formas suaves em N. Entao temos:

«0(r,y) = F(r)rm 2250 (y) + (1) %™ 2 g(r)dr A %o (y)
di(r,y) = (r)&z)( )+ 0pg(r)dr A ¢(y) — f(r)dr A dw(y)
d'0(r,y) = r~ ( )d%( ) = ((m —2q+2)r7 f(r) + 0, f(r)) w(y) — r2f(r)dr A diw(y)
AB(r.y) = (~2g(r) — (m - 2q> 1arg<r>> < > +r72g(r)A(6(y)) — 207 F(r)d(y)
+ dr ( f( JAw(y) + wly) (~02f(r) — (m — 2q + 2)r 0, f
-3

+(m — 2q +2)r f<r>) 2r <>d*¢>< >)

Um dos nossos objetivos no capitulo [6] é determinar o espectro do operador Laplaciano
sobre as formas do cone. Como CyN nao é compacto, é necessario definir o dominio do
operador concreto A@, no sentido de obter a extensdo auto-adjunta correta. Para isto,
usaremos o lema [2l Depois, encontramos todas as solugdes da equacdo dos autovalores.

Observamos que a prova do lema [ usa ferramentas que fogem da nossa abordagem e nao
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sera feita. Para a prova ver [5]. Observamos que a definicao das condi¢oes de contorno

absoluta (relativa) no bordo est4 no proximo capitulo.

Lema 2. O operador formal A9 do lemad com condigoes de contorno absoluta (relativa)

no bordo OC|N define um tnico operador auto-adjunto semi-limitado em L?*(Q@(CyN)), que
() ( A

abs rcl) com um espectro pontual.

denotaremos por A

Com o lema anterior passamos ao estudo especifico de A@. Defina os nameros

1
Qq = 5(1 +2¢—m), pgn = /Agn + ag, (1.10)

onde )\, sao autovalores de autoformas coexatas ¢,(1q) de A@ de dimensao ¢ na se¢ao, com
multiplicidade my . Note que qualquer forma em C;N pode ser escrita da forma 6(r,y) como
no lema [l Em [9], Jeff Cheeger fez o estudo do caso que A(A(r,y)) = A20(r,y) com A # 0 e
quando A = 0. Faremos um pequeno resumo sobre o caso em que A # 0.
Seja O(r,y) uma ¢ forma em C; N, escrita da maneira do lemalll, e A # 0 tal que A(0(r,y)) =
A20(r,7) entdo
Alg(r)(y) + f(r)dr nw(y)) = Ng(r)d(y) + N f(r)dr Aw(y) =

(=029 — (m —2q)r™"0,g — Ng) & +172gA(¢) — 2r~" fdw = 0,

dr A (r_zwa +w(=02f —(m—2q+2)r 1o, f

+(m—2q+2)r 2f — )\2f) — 27‘_3gaﬁ¢) =0,
onde, por questao de espaco, omitimos r e y das funcoes e formas. Usando o teorema da
decomposicio de Hodge (teorema [2)), segue-se que as formas ¢ € Q@W(N) e w € QU-D(N)
se decompdem em uma combinacao entre formas harmonicas, exatas e coexatas. Com esta

decomposicao, substituindo no sistema acima, vemos que as solu¢oes sao combinacoes das

formas do teorema abaixo,

. . . -2 -1
Teorema 3. Considere jiq, € ag como acima. Sejam (ﬁ%q ), 7({1 ) e (ﬁ%q) autoformas coexatas

de A e 9=V 9D formas harménicas de A. Entio as autoformas de AD com autovalores
nao nulos sao:

g?')?L = raq‘],ufq,n (AT)QS'I(’L[])

= 1 Dy )G 4 0, (19 O A 687

(1.11)
(1.12)
gzg = p2a-1 g, (pmeamr g, (O))deldTY opeaTly, o Ow)dr AdTdelTY (1.13)
(1.14)
(1.15)
(1.16)

1.12

() _ aq72+1‘]liq—2,n ()\’f’)d’f’ A J¢£Lq_2) 1.14
¢(é1) = T‘an|aq|()\’f')h(q)
D& = 0,(r 1 Jj,  (AF))dr ARG,

1.15
1.16
Chamaremos tais formas respectivamente por tipo 1, 2, 3, 4, £ ¢ O. Quando pg, € metade

de um inteiro as solugoes (—) devem ser modificadas incluindo termos logaritmicos (ver [21]

ou [48], para um congunto linearmente independente de solugdes para equagoes de Bessel).
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Demonstracdo. A prova é uma verificacao direta da afirmacao. Primeiro, decompomos qual-
quer forma w € QI(N) em uma combinacdo entre formas harmonicas, exatas e coexatas.
Segundo, Substituindo a forma no sistema do Laplaciano obtemos equacoes diferenciais das
funcgdes que aparecem como coeficientes das formas. Todas estas equagoes sao reduzidas a

equacoes de Bessel. Depois, escrevemos todas as solucoes usando funcoes de Bessel, e obtemos

B r =T g )P,

O =0 T ()Y 8, (r0 T, () A ¢l

7;[):(3’)3771’)\ :7”2%’”137«(7"_0‘"’1Jiyq,l,n (Ar))dela=) + raqfl—l,]i#qim (Ar)dr A dfdg'®
GO, =T, () A dgle?)

T,Z)gg)E’)\ =r% J‘aq‘()\r)h(q)

W00 3 =0, (1 T (Ar))dr A REY,

onde ¢7(2q—2) 5;;—1)7 ¢,(1q), R4~ e K@ s3o como no enunciado do teorema. Agora fazendo
uma verificagdo simples nas solugdes vemos que as solugoes (+) sdo quadrado integraveis e
satisfazem as condicoes de contorno em r = 0 (para tais condigbes ver [5]), definidas no
dominio de A9, No caso (—), todas elas ou nio sio quadrado integraveis ou nao satisfazem a
condi¢ao de contorno em r = 0. O resultado segue. Um prova completa pode ser encontrada

em [34] secao 5 para o caso das harmonicas. O

1.5 Ferramentas analiticas

Nesta secao apresentaremos todas as ferramentas necesséirias para avaliar as funcoes zetas
que aparecem no calculo da Tor¢do Analitica. Para isso teremos como referéncia os artigos
[42], [43], [44] e [46]. Apresentamos aqui um versao simplificada do resultado principal des-
tes trabalhos (ver em particular a formulagdo geral no teorema 3.9 de [46] ou o Lema da
Decomposicao Espectral de [44]), que é o suficiente para os nossos propositos.
Primeiro algumas defini¢oes béasicas. A funcdo zeta de Riemann, denota da por (gr(s), € a

funcao

1

Cr(s) = s
n=1

que é definida para todo s com parte real maior que 1. Sabemos que (r(s) possui uma unica
continuacao analitica em todo o plano complexo, excluindo o ponto s = 1 que corresponde ao
tnico polo simples. Usaremos a notacao Resg,—, f(2) e Res;,—, f(2) para denotar os residuos
de grau zero e um, respectivamente, no ponto z = p da funcdo f(z). Por exemplo, no caso da

funcao zeta de Riemann temos que
Reso Cr(s) =1, Resi Cr(s) = 1,
s=1 s=1

onde v ~ 0,577216 é a constante de Euler.
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Seja S = {a,}°2, uma seqiiéncia de numeros reais (os resultados valem em geral para
ntmeros complexos) ordenados |ag| < |a1] < ..., com um tunico ponto de acumula¢do no
infinito. O limite superior
. logn

s = limsup ————,

n—oo  10g |apn|

¢ chamado o expoente de convergéncia de S e é também denotado por e(S). Este é um namero
real positivo ou infinito. Estamos interessados apenas em casos em que e(S) = sy < 0o. Neste
. P . . L. —p—1

caso, existe um menor nimero inteiro p tal que a série Y > ap” " converge absolutamente.
Assumimos que sp — 1 < p < sy e chamaremos o inteiro p de genus da seqiiéncia S, e
escreveremos p = g(S). Definimos a funcao zeta associada a S pela série uniformemente

convergente
oo
((s,8) =) a,*
n=1

quando Re(s) > e(5), e quando isto nao ocorre, por sua continua¢ao analitica. Chamaremos
o subconjunto aberto do plano complexo p(S) = € — S de conjunto resolvente de S. Para

todo A € p(S), definimos a fun¢do Gamma associada a S por meio do produto,

LB g erew
- = 1+ — J J al . 1.17
s - 1L (o) (117)

Quando necessario, no sentido de definir o ramo meromorfo de uma funcao analitica, o
dominio para A seré o subconjunto aberto do plano complexo, C—|[0,00) . Usaremos a notagao
Yo = {z eC | |arg(z — )| < g}, comc¢>d>0,0<6<m, eainda, Dy, = C — Xy, para
o dominio complementar (aberto) e Ag. = 9%, = {z € C | |arg(z — ¢)| = g} para o bordo,
que é orientado no sentido anti-horario. Com esta notacdo, definimos uma subclasse particular

de seqiiéncias.

Definicao 12. Seja S como anteriormente, assuma que e(S) < oo e que exista ¢ > 0 e
0 <0 < m, tal que S estd contida no interior do setor Xg.. Mais ainda, assuma que o
logaritmo da fung¢ao Gamma associada possua wma erpansdo assintdtica uniforme para A

suficientemente grande, X € Dy .(S) = C — Xy, da sequinte forma

00 g(s)
lOgF(_)‘7 S) ~ Z aaj,O(_)‘)aj + Z ak71(_)‘)k lOg(_)‘)v
j=0 k=0

onde {a;} € uma seqiéncia decrescente de nidmeros reais. Entao, diremos que S é uma
seqiiéncia totalmente reqular do tipo espectral com ordem infinita e chamaremos o conjunto

aberto Dy .(S) de o dominio assintético de S.

. _ o o , L
Seja S = {An k=1 uma seqiiéncia dupla (ver [12]) de ntmeros reais nao nulos (os
resultados valem em geral para numeros complexos) com um unico ponto de acumula¢ao no

infinito, expoente finito so = e(5) e genus p = g(.S). Assuma, se necessario, que os elementos
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de S estejam ordenados como segue 0 < |A1 1] < [A12] < |A21] < .... Usaremos a notagao Sy,
(Sk) para denotar a seqiiéncia simples com indice fixado n (k). Chamaremos os expoentes de
Sp e Sk de expoentes relativos de S e usaremos a notacao (so = e(5), s1 = e(Sk), s2 = e(Sp)).

Definiremos o genus relativo da mesma maneira.

Definicao 13. Seja S = {)‘n,k}%?kﬂ uma seqiéncia dupla com expoentes finitos (sg, s1, S2),
genus (po, p1,D2), € setor espectral positivo Lo, .. Seja U = {u,}5°, uma seqiéncia total-
mente reqular do tipo espectral com ordem infinita com expoente ro, genus q, dominio Dy 4.
Diremos que S € espectralmente decomposta sobre U com poténcia k, comprimento ¢ e do-
minio assintético Dy ., com ¢ = min(co,d, '), § = max(y, $,0), se ewistermn nimeros reais

positivos k, £ (inteiro), ¢, e @', com 0 < 0" <, tal que:

L A > . ’ L
1. A seqiéncia u,"S, = { u",f} possui setor espectral Mg o € € uma seqiiéncia total-
no ) k=1

mente reqular do tipo espectral com ordem infinita para cada n;
2. O logaritmo da fungao T associada a Sp/uf possui uma expansdao assintdtica, para n

grande, uniformemente em X\, para A em Dy ., da sequinte forma

¢

log (=, u, " S,) = Z¢ah "h—i-ZPpl u, P logup, + o(u, ), (1.18)
h=0

onde o}, e p; sao numeros reaits com oy < --- < 0p, po < --- < pL, 0S Ppl()\) sQ0
polinémios em A satisfazendo a condigiao P, (0) =0, £ e L sdo os maiores inteiros tais

que oy < To € pL < T.

Quando uma seqiiéncia dupla S é espectralmente decomposta sobre uma seqiiéncia simples
U, o teorema 3.9 de [46] fornece uma féormula para a derivada da fungao zeta associada a S
no zero. No sentido de entender tal férmula, precisamos introduzir algumas quantidades.

Primeiro, definimos as funcgoes

0o —)\
By, (5) :/0 ts—li,/A C o (NN (1.19)

211

Segundo, pelo lema 3.3 de [46], para todo n, temos as expansoes:

00 p2
logT (=, Sp/upy) ~ Z oy 00 (—A)Y + Z ag.1.n(—N)Flog(—N),

- o (1.20)
Doy (N) ~ Zboh’aw (=N +> e, k1(—A)Flog(—N),
k=0
para A grande em Dy .. Definimos (ver lema 3.5 de [46]
Aoo(s) = Z (aoo n Z boy,0,0Uy, ) %
=l (1.21)

8

Aja(s) = Z (%Ln Zbaw,lu ) n oy 0<j < po.

n=1
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Agora podemos apresentar a derivada no zero da funcao zeta dupla. Apresentamos uma
versao modificada do teorema 3.9 de [46], mais simples para os nossos propositos aqui, que
¢ fundamentada nos seguintes fatos. O ponto chave na prova do teorema 3.9 de [46] ¢ a

decomposigao dada no lema 3.5 deste artigo sobre a soma

T(s,\,8,U0) = Z u, " log (=, u, " Sy),

n=1

em duas partes: a parte regular P(s, \, S,U) e a parte singular remanescente. A parte regular
é obtida subtraindo de 7 alguns termos construidos a partir da expansao do logaritmo da

fun¢do Gamma dada na equagao (LI8), a saber
P(s, A, S,u) =T (s,\, S, U) Z‘% u; o prl ~PL10g U,

Assuma que subtraimos apenas os termos tais que a fungdo zeta (s, U) possui um polo em
s = o0p ouem s =p. Seja 75(3, A, S,U) a fungdo resultante. Entdao o mesmo argumento que
foi usando na segao 3 de [46] para provar o teorema 3.9 se aplica. Assim, obtemos formulas
similares para os valores dos residuos e para partes finitas da funcao zeta ((s,S) e de sua
derivada no zero, com apenas duas diferencas, a saber, em toda a soma, todos os termos com
indices oy, tais que s = oy, ndo é um polo de ((s,U) devem ser omitidos. Além disso devemos
substituir os termos Ago(0) e Af;(0) pelas partes finitas da extensdo analitica de Ago(s)
e A{)’l(s), respectivamente. A primeira modificagdo é uma conseqiiéncia da substituicdo da
funcao P pela funcao P. A segunda modificacao segue pela mesma razao notando que as
funcoes Aaj,k(s), definidas no lema 3.5 de [46], ndao sdo mais regulares em s = 0. No entanto,
ambas admitem um extensao meromorfa regular em s = 0, usando a extensdo da funcao zeta
¢(s,U) e a expansao dos coeficientes qa; kn Para n suficientemente grande. Entao temos o

resultado a seguir:

Teorema 4. As formulas do teorema 3.9 de [}6] valem se todas as quantidade com indices oy,
tal que a fungao zeta ((s,U) nao possua polo em s = o, sao omitidas. Neste caso, o resultado

deve ser entendido por meio da extensao analitica da funcao zeta ((s,U).

Assumindo uma estrutura simplificada dos polos para a fungao ((s,U), suficiente para a

presente andlise, afirmamos o resultado principal desta segao.

Teorema 5. Seja S uma seqiiencia espectralmente decomposta sobre U como na defini¢do

I3 Assuma que a fungio @y, (s) possui no mdzimo polos simples em s = 0. Entao, ((s,S) é



1.5. Ferramentas analiticas 21

reqular em s =0, e

l
¢(0,8) =— Ap1(0) + %;::szi%l P,, (s)Resi ((s,U),

s=op

V4
¢(0,5) = — Ago(0) — Ap,(0) + % 3 Res g, (s) Ress (s, 1)
h=0 °~

s=op

¢ ¢
1 /
+- E Reso @4, (s) Res1 ¢(s,U) + E Res; @4, (s) Reso ¢(s,U),
s=0 s=oyp, s=0 s=op,
h=0 h=0

onde a notacio Y. significa que apenas os termos tais que ((s,U) possui um polo em s = oy,

aparecem na soma.

Este resultado deve ser comparado com o Lema da Decomposi¢ao Espectral de [44] e a
Proposigao 1 de [45].
Corolério 1. Sejam S(j) = {)‘(j),nvk}zc,)kzl; J = 1,2, duas seqiéncias duplas que satisfazem
tudo o que ¢é pedido na defini¢ao 13 da decomposi¢ao sobre uma seqiiéncia em comum U, com
0s mesmos pardmetros K, £, etc., exceto que o polindmio P(j)ug()\) que aparece na condi¢ao (2)
¢ nao nulo em A\ = 0. Assuma que a diferenca destes polindmios satisfagam esta condicao,
ou seja, Py ,(0) — Py ,(0) = 0. Entdo, a diferenca das fungées zeta ((s,Sny) — (s, 52)) €
reqular em s = 0 e satisfaz as formulas dadas no teorema [3.

Concluimos esta secao lembrando alguns resultados de funcoes zetas de algumas seqiiéncias
simples que serao necessarias a seguir e uma formula para a integral de contorno que aparece
no texto. Usaremos a formulacao de [41]. Para nameros reais positivos [ e ¢, defina a fun¢ao

zeta quadrética de Bessel nao homogénea por

00 .9 —s
Ju
o =3 ()

k=1

para Re(s) > 3. Entdo z(s, v, q,l) estende analiticamente a uma func¢do meromorfa no plano

complexo com polos simples em s = %, —%, —%, e —% para todo k € IN. O ponto s =0 ¢é
um ponto regular e
1 1
z2(0,v,q,1) = —5 <V+ 5) )
1, (lq) (1.22)
2(0,v,q,1) = —log V2rl-~ 9

v
Em particular, considerando o limite para ¢ — 0 temoqs,
\/ﬂw%
23T (v +1)
Para terminar, seja Ag. = {A € C | |arg(A —¢)| =0},0< 8 <7, 0 < c <1, areal, entdo

o] -\t
/ ts—li/ e—%d)\dt — M. (1.23)
0 A0,c

2'(0,v,0,1) = —log

27i A (1-=X) ['(a)s
A prova da equagao (L23) pode ser encontrada em [42] secao 4.2.
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Capitulo 2

A Torcao de Reidemeister e a Torcao

Analitica

Este capitulo é fundamentado em [4], [27] e [36]. Apresentamos as defini¢oes da
Torgdo Analitica e a Tor¢ao de Reidemeister, resultados para a comparagao entre
as duas tor¢oes e ainda a motivagdo encontrada por D.B. Ray e L.M. Singer para

a definicdo da Torcao Analitica.

2.1 Torgao de Reidemeister

Se V & um espago vetorial real de dimensao finita, v = {vi,..., vt} e w = {wy,...,w}

sao duas bases para V, seja (w/v) a matriz de mudanca de base de v para w, ou seja,

wi = Y5y (w/v)iv;.
Seja

8m amf 1 62

C: C —>Om1 o

Ch Co, (2.1)

um complexo de cadeia (de dimensao finita) de espacos vetoriais reais. Denote por Z, = ker dy,
B, = Im0y+1, e Hy)(C) = Z;/B, como usual. Fixe uma base preferida c, para Cy, e uma
base h, para H,(C). Escolha uma base b, para B, e seja f)q_l um conjunto independente
de elementos em C, tal que A(b,_1) = b,_1. Entdo o conjunto de elementos {b,_1,h,, b,} ¢

uma base para C,. Nessa situacao, definimos

Definicao 14 (Tor¢ao de Reidemeister). A Tor¢ao de Reidemeister do complexo C' com

respeito a base h = {h;} € o nimero real definido por

log 7(C;h) =) "(~1)?log|det(by_1,hy, by/cy)], (2.2)
q=0

Note que 7(C;h) nao depende da escolha das bases by de By, de fato, se b’y é uma outra

23
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escolha entao

(~¢,1—17 h,, b:;/cq) = (B;—l/Bq—l)(Bq—h hy, bq/cq)(b/q/bq)-

Agora usando essa igualdade na definigao, os fatores (Bg_l/f)q_l) e (b’y/b,) desaparecem na
formula de 7(C;h). Seja (K, L) um par de complexos celulares de dimensao finita m, e (K, L)
seu recobrimento universal celular, identificamos o grupo fundamental de K, m = 71 (K),
com o grupo de transformacoes de recobrimento de K. Seja C((K,L);R) o complexo de
cadeia de (K’ , l~}) com coeficientes em R. A acdo do grupo de transformagdes de recobrimento
transforma cada Cy((K,L);R) em um modulo sobre o anel de grupo R (K), com a base
preferida sendo as células de K — L. Temos entao um complexo de moédulos finitamente
gerados sobre Ry (K) que, seguindo a notagio padrio, denotaremos por C((K, L); Ry (K)).
Considere p uma representacao de 71 (K) em O(k,R), o grupo das matrizes ortogonais k X k.
A representacao p faz R¥ um Rrj-modulo a direita. Defina o complexo de cadeia C(K, L; p)
por
Cy(K, L p) = R* @rm, Cg((K, L); Ry (K)).

Cq(K,L,p) € um espago vetorial real. Dessa forma podemos escolher uma base preferida
e; ® cq para Cy(K, L; p) com sendo ¢, base preferida de C’q((f(, L);Rm(K)) e e; elementos

de uma base ortogonal de R¥. Definimos,

Definicao 15 (Torcao de Reidemeister de um complexo celular). A Tor¢ao de Reidemeister
de (K, L) para a base h = {h,} ¢

7(K,L;h) = 7(C(K, L; p); h).

Observamos que a base preferida de C'(K, L;p) depende de uma imersao arbitraria de
(K,L) em (K, L), mas uma escolha diferente da imersdo produz uma nova base relacionada
com a primeira por uma matriz ortogonal e assim a Torcao de Reidemeister é independente
da imersdo. Da mesma forma, ndo depende da escolha da base ortonormal para RF. No-
tamos ainda que se (K, L) é uma decomposic¢ao celular de um espago (X, A) e C(K, L;p) é
definido como acima, a Tor¢do de Reidemeister de (X, A) esta definida e denotaremos por
7(X,A,h). No caso em que C(K,L;p) é aciclico, foi provado em [30] que 7(X,A) é um
invariante combinatorial, logo ndao depende da decomposicao celular.

Iremos trabalhar com a Torc¢ao de Reidemeister no seguinte sentido. Considere W uma
variedade Riemanniana, compacta, C°°, orientavel, de dimensao m e com bordo OW (pos-
sivelmente vazio), e uma métrica Riemanniana g. Entdo, todas as afirmagoes anteriores sao
satisfeitas e podemos definir a Tor¢ao de Reidemeister absoluta 7((W,0); h, p) e a Torcao de
Reidemeister relativa 7((W,0W); h, p), para cada representacao p do grupo fundamental, e
para cada base graduada fixada h para a homologia de (W, (), e para a homologia relativa de
(W, 0W), respectivamente. Neste contexto, Ray e Singer [36] sugeriram um objeto invariante

geomeétrico, fixando uma base apropriada h usando a estrutura geométrica de W, como segue.
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Antes de comecarmos a definir a base h, apresentamos a definicdo de um fibrado vetorial
associado a uma representagao. Sabemos que o recobrimento universal de K de K é um

fibrado principal, seja p : 7(K) — O(k,R) uma representagao, entao
Definicao 16. O fibrado vetorial associado a representacio p € o espago quociente
% k
E,=Kx,R
de K x RF pela relagio (u,v) ~ (ug, p(g)~'v), onde u e K, ve R e ge m (W).

Sejam E, — W o fibrado vetorial associado a representacao p : m (W) — O(k,R) e
Q(W, E,) o espaco graduado das formas lineares suaves em W com com valores em E,. Uma
base para QI(W, E,) é da forma {C®(W) ® doy ®, e;}. A diferencial exterior em W define
a diferencial exterior de QI(W, E,), d : QI(W,E,) — QITL (W, E,). A métrica g define um
operador de Hodge em W, ou seja, em Q¢(W,E,), x : QUW,E,) — Q" 4(W,E,). Com
isso podemos definir o adjunto formal de d, d = (—1)"9*™+1 « dx onde d' : QI(W, E,) —
QI~1(W, E,), e o Laplaciano A = (d+d')2, AW : QU(W, E,) — Q4(W, E,). Usando o produto

interno em F,, definimos um produto interno em Q4(W, E,), como segue,

w=Y wrj(z)der @ ej, = nrg(@)dey @ ey,
Lj .4

entao

()= Y. /WI,j(x)WI’,j’(x)dxl/\*dxl’(ejyej’)a (2.3)
Lr W

Tw ¢ o produto interno em R¥ e A ¢ o produto exterior em Q(W).

onde (v,w) =v

Iremos trabalhar com variedades com bordo, logo é necessario introduzir ferramentas es-
pecificas. Para ser mais preciso, se W possui um bordo OW, entdo existe uma cisdo natural
de Q(W) como a soma direta dos fibrados vetoriais N*W & Q(0W), onde N*W & o dual do
fibrado normal no bordo. Localmente, seja 0, denotando o vetor unitério normal apontando
para fora da variedade e dr a 1-forma correspondente. Proximo do bordo temos um colar
C(OW) = (—¢€,0] x OW e, se y é um sistema de coordenadas local no bordo, entao (r,y) é um
sistema de coordenadas local em C(OW). Nesse sistema de coordenadas, o tensor métrico é
da forma

g=dr®dr+g(r) (2.4)

onde §(r) é uma familia de métricas em OW tal que g(0) =i*g e i : OW — W & a inclusao.

Dada uma forma w € Q(W), proxima ao bordo esta se decompoe em
W = Wian T Wnorm;
onde wyorm € @ projecao ortogonal do subespago gerado por dr, e wiay € Q(OW), entao

w=wi +dr Aws, (2.5)
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onde wy,wgy € C®(W) @ Q(OW) tal que
*wo = —dr A *w.
Definimos a condicao de contorno By € Baps por

Brel(w) = Wianlow = wilow =0 € Baps(w) = Whorm|ow = walow = 0,
respectivamente.

Lema 3. Seja w € QU(W) entao Baps(w) = 0 < Bre(xw) =0, Bel(w) = 0 = Bye(dw) =0
e Baps(w) = 0 = Baps(dfw) = 0. (J20], Lema 2.7.1).

Demonstrag¢io. Dada uma forma w € Q9(W), proxima ao bordo w se escreve como em ([Z.5]).
Logo
*(w) = *(w1 + dr Awa) = dr A *w; + *wa,

onde * é o operado estrela de hodge do bordo. Agora Baps(w) = wa|aw = 0 se, e somente se,

Bml(*w) = iwg’aw =0. Se Bml(w) = wl‘aW = 0 entao
dw = dwy + dr A (—0rw1 + d~w2),

onde d é a derivada exterior do 9W. Assim Bie(dw) = d~w1|3W = 0. A ultima afirmacéo

segue pela dualidade de Hodge e da primeira equivaléncia.
O

Sejam B € {Baps, Brel} € B(w) = B(w) ® B((d + d")(w)). Entao o operador A = (d + d")?

com condigbes de contorno no bordo B(w) = 0 é auto-adjunto ([20], Lema 2.7.2).

Definicao 17. As condigoes de contorno absoluta sdao

= 0’
Baps(w) =0  se e somente se norm|ow (2.6)
(dw)norm‘aW = 07
e as condigoes de contorno relativa sao
wtan|8W =0,
Biei(w) =0  se e somente se (2.7)
(dTw)tan‘aW = 0.

Definicao 18.

Y, (W, Ey) = {w € QUW, E,) | AW = 0, Bys(w) = 0},

abs

HI(W, E,) = {w € (W, E,) | ADw = 0, Biu(w) = 0},

rel

5G0 o0s espagos das formas harmoénicas com condi¢oes de contorno absoluta e relativa (respec-

tivamente) no bordo.
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Observamos que a condi¢io A@w = 0, Bups(w) = 0 é equivalente a A@Dw = 0, Baps(w) = 0
(respectivamente para o caso relativo, ver [20]). Ainda, valem as decomposi¢oes de Hodge em

cada caso:

Teorema 6 (Decomposicao de Hodge). Se W é uma variedade Riemanniana com bordo como

acima, temos

Qq

abs

Qq

rel

(W7 EP) = Hq (W7 EP) ©® qu_l(W7 EP) ©® dTQ‘H'l(W’ EP)

abs abs abs

(W, E,) = HL (W, E,) ® dQ% (W, E,) @ dtQL (W, E,).

rel rel

Para a prova e comentarios ver [20] e [36].
As aplicagoes de de Rham que induzem um isomorfismo na cohomologia sdo definidas
como

Aq

abs

cHL (W, E,) — CY(W; E,), Al

abs rel

L HEW(W, E,) — CU(W,0W); E,),

rel

com

AT, (@) ®, ) = AL (w)(c @, v) = / (,0),

c
onde c®,v pertence a C4(W; E,), no primeiro caso, e pertence a C1((W,0W); E,), no segundo
caso, e ¢ ¢ identificado com a g-cell (simplicial ou celular) que ¢ representa.

Faremos a construgao do isomorfismo de Lefschetz-Poincaré. Considere K uma decompo-
sicdo celular ou simplicial (C*, k > 2) de W e L de OW (no caso de condicoes de contorno
relativa no bordo, quando consideramos condi¢oes de contorno absoluta no bordo L = ) e
sdK a primeira subdivisao baricéntrica de K. Consideremos Ko complexo dos blocos duais
de K, construido da seguinte forma: Dado uma g-célula(simplexo) ¢ de K, o bloco dual (m—gq)
¢ ¢ a unido das células(simplexos) de sdK que tem como vértice final ¢. Se considerarmos
g-células c em K — L, entao a colegao de células ¢ é uma base para Cy (K, L;R). Portanto a
bijecdo ¢ — ¢, induz uma bijecao entre as bases de Cy(K,L;R) e Cm_q(f( - L R). Temos

entao o isomorfismo
0q: Cy(K,L;R) — Cm_q(f( —L; R), ¢q:cr ¢
A figura [2.0] exemplifica o isomorfismo no caso em que K é o 2-disco no caso absoluto.

V2

72 4!
00

V0 70 vy

Figura 2.1: Os complexos simpliciais de K e K.
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Seja ¢* denotando a cocadeia dual de ¢. Entdo, o isomorfismo de Lefschetz-Poincaré (que

induz isomorfismo da homologia sobre a cohomologia) é

P, : Cy(K,L;R) — C™ YK — L;R),
Pyic— (&)
Com estas construcoes estamos prontos para definir a aplicagao A, dada por

‘Arel Hrol(VV? EP) HCQ((W78W);EP)7 Azel W ( 1)(m 1q7p 1Aabs (w)7
A 1 (W, E,) — Cy(Ws Ep), AP s (1) DIP AT s (w),

ambas definidas por

AP (w) = A (w) = (1)~ ”Z ( / *w, € ) Ca.j ®p €y (2:8)
Cq,j

onde a soma se da sobre todas as q—células(simplexos) ¢q,j de W no primeiro caso e sobre todos
as g-células ¢, ; de W — OW no segundo caso. E assim pela teoria de de Rham temos que
Ayg leva H? sobre um conjunto de representantes das classes de homologia de Coq(W,0W; E,)
(no caso relativo) e sobre Cy(W;E,) (no caso absoluto). Entao, a definicao da Torcao de
Reidemeister considerada por Ray e Singer, e que serd considerada durante todo o texto

daqui para frente, é definida a seguir.

Definicao 19 (Torcao de Reidemeister com a base de Ray e Singer). A Tor¢ao de Reide-

meister com a base de Ray e Singer € definida por
T(W,0W) = 7(C(K, L; p); arel) (2.9)
para o par (W,0W) (caso relativo)
T(W) = 7(C(K; p); Aabs) (2.10)

e para W (caso absoluto), onde ae (resp. azps) € a imagem de uma base ortonormal para as
formas harmonicas de W com condigoes de contorno relativas (resp. absolutas) no bordo por
Affl (resp. Agbs), para cada q.

Observamos que a mudanca de uma base ortonormal para outra é feita por uma matrix
ortogonal, assim a torcao definida acima é independente da escolha da base ortonormal. Do
mesmo modo que o anterior, a Torcao de Reidemeister neste caso é independente da escolha

dos representantes das células de K em K, ainda:

Proposicao 3 (Invariancia da decomposigao celular). A Tor¢ao de Reidemeister 7(W,0W)

(resp. T(W)) é independente da escolha da decomposi¢io celular de W.

A prova desse fato pode ser encontrada em [36]. Observamos que, com a proposicao Bl a
Tor¢ao de Reidemeister com a base de Ray e Singer é uma funcao apenas da representagao e

da métrica associada a W.
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2.2 Torgao Analitica

Seja W como na secao anterior. Consideremos primeiro o caso em que W nao possui bordo.
Com o produto interno definido na equagao (23)), Q(W, E,) é um espaco de Hilbert. Seja

d = (—1)ma+m+1  dx o adjunto formal de d. Entdao o Laplaciano
A= (d+d):QW,E,) — QW,E,),

é um operador simétrico, ndo negativo definido e possui um espectro pontual SpA. Enten-
demos por espectro pontual SpA, se para todo A € SpA, A é autovalor de A. Seja A@ a
restricao de A ao espago QI(W, E,).

Definicdo 20. A fungio zeta de A9 ¢ a serie

((s,AW) = 37 A7,

AESp, A®)

para Re(s) > e onde Sp, denota a parte positiva do espectro de AW,

m
2

A série anterior converge uniformemente para Re(s) > % e estende a uma fungao mero-

morfa analitica em s = 0. Seguindo [36] definimos

Definicao 21 (Torcao Analitica). A Tor¢ao Analitica de W com uma métrica g € definida

por
m

Z )7q¢’ (0, A). (2.11)

logT(W, g) =

NI)—t

Omitiremos a métrica g quando nao houver risco de confusdo. Se W tem bordo, denotaremos
por log Tyaps (W) o namero definido na equacao (2.11)) com as formas satisfazendo a condicao de
contorno absoluta (Baps) no bordo e por log Ty (W) o nimero definido pela mesmas equagao
com as formas satisfazendo a condigao de contorno relativa(B,e) no bordo.

No caso de uma variedade W sem bordo podemos ainda escrever a Torcao Analitica
somente em funcao dos autovalores das formas fechadas ou dos autovalores das formas cofe-

(@)

chadas usando a decomposicao de Hodge. De fato, seja £," o autoespago do autovalor A # 0

(@)

na dimensao ¢, a decomposigao de Hodge induz uma decomposi¢ao em £,” de modo que,

5}(\(1) 5((1) @ 5}(:12“
)

onde E§?3 é o autoespago do autovalor A formado apenas por formas fechadas e Ef\?cf éo
autoespaco do autovalor A formado apenas por formas cofechadas. Quando A # 0 temos que
5)(\?2 (Eg?gf) é igual o autoespaco do autovalor A formado apenas por formas exatas (coexatas)
gl (g(q) ). Entao,

A,ex A,cex

C(S, A(q)) = Z AT = Cf(sv A(q)) + Ccf(sv A(q))a

)\ESp+A(q)

e este espaco serd denotado por
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onde

Ci(s, AWy = Z dllﬁné’)(\qf e Cee(s, A = Z dimé’i?gf)\_s.
AESp+A(Q) )\ESp+A(Q)

Agora, considerando a isometria A"3d €§\qgf — 5>(\q;r1), que tem inversa A"3dl 5)(\qf+1)
5(‘1)

\ofs VEIMOS que
b

m m m—1
1 1 1 .
IOgT 5 E QC O A(q 5 E qu O A(q 5 EO q Ccf 0 A ))
: : q:

Note que se a dimensao de W é impar, m é igual a 2p — 1, considerando as isometrias

Adae €0 glro

A 2dbx 5)(\?) — Ef\sz 2-q) (212)
obtemos que
p—1
log () = S_(~1)96/(0, A®) + £ (~1)°¢}(0, A)
f:; (2.13)
= ST 1)TC(0,A9) + S (170, AT,
q=0

Algumas propriedades que a Torcdo de Reidemeister satisfaz, a Tor¢cdo Analitica também
satisfaz. Apresentaremos apenas duas destas propriedades, para mais informagoes a respeito
ver [36]. O primeiro resultado (que ¢ bem interessante) para a Torgdo Analitica, e que pode
ser encontrado em [27], é a Dualidade de Poincaré para a Tor¢ao Analitica. Como decorréncia

temos uma das propriedades, que a Tor¢ao de Reidemeister também satisfaz e foi provada por
J.W. Milnor [29].

Proposicao 4 (Dualidade de Poincaré para a Tor¢ao Analitica). Seja W wma wvariedade
Riemanniana de dimensao m, compacta, orientdvel e com bordo. Se E, € o fibrado vetorial

associado a representagao p : m (W) — O(n) entao
lOg Tabs(W) - ( )m+1 lOg Trel(W)
Demonstra¢ao. Consideremos uma métrica Riemanniana g para W. Seja

B (W, 9); p)7 = {w € QI(M, E,)| ADw = A\w, Baps(w) = 0}

ESN(M, 9);p)" = {w € QU(M, E,)|AWw = M, Brai(w) = 0}

Defina
E\((M,g); p)? := {w € QUM E,)|dd'w = Iw, Baps(w) = 0}
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BY(M, g); p)? = {w € QI(M, E,)|ddw = A, Bups(w) = 0}.

Para A\ # 0 obtemos uma decomposi¢ao ortogonal
Atdd" @ AtV ESP (M, g); p) — EA((M, g); p)* @ EX((M, g); p)?,
e um isomorfismo isométrico

A~zdl: B((M,g); p)"! — EY((M, g); p)"
A"2d: BY((M, g); p)t — Ey((M,g); ).

O operador * de Hodge induz um isomorfismo isométrico
* 2 ESP((M, g); p)" — EX((M, g); )™ 71

Agora usando estas informacgoes obtemos

tabs (s Z D (=1)%gA~* dim E™ (M, g); p)*

q=0 \>0
= 3 (- 1)%gA* dim B (M, g); )™
q=0 A>0
—1) 30 (1) 1A dim B3 (M, g); p)"
q—O)\>0
_ m“ZZ )™ (m — q)A~%. dim B (M, g); p)™ ¢
q=0 >0
—1mm YN (~ 1) dim By (M, g); p)™
q=0 \>0

= (_1)m+1trel(3)

mzz )" TINTE(dim B} (M, g); ) + dim E5 (M, 9); p))
q=0 \>0

= (_1)m+1trel(s)'

E entao
log Taps(W) = (— )m+1 log Tye (W).

O

Corolario 2. Suponha que W seja uma variedade Riemanniana, compacta, orientdvel e sem

bordo de dimensao par. Entao logT (W) = 0.

A prova do ultimo resultado da se¢@o pode ser encontrado em [36].
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Proposicao 5. Suponha que W1 e Wy sejam duas variedades Riemannianas compactas ori-
entdveis sem bordo, e que Wy seja simplesmente conexa. Entdo a Tor¢do Analitica do produto
Wi x Way € dada por

log T (W7 x Wa) = x(Wa) log T'(Wh).

2.3 Motivacao para a definicao da Torgao Analitica

Apresentaremos aqui a justificativa original para a defini¢ao da Tor¢ao Analitica, que pode
ser encontrada em [36].

Seja W uma variedade Riemanniana compacta, orientavel e sem bordo de dimensao m.
Consideremos uma triangulagao K de W e uma representacao p de 71 (K) em O(n) de maneira
que C(K; E,) seja aciclico. Notemos que a Tor¢ao de Reidemeister de W pode ser representada
em termos de determinantes formados a partir do operador bordo 0 de C(K; E,), como segue.
A escolha de uma base preferida para cada C, nos permite representar 0 : Cy — Cy—1 como
uma matriz real. Seja 0* : C; — Cyy1 a matriz transposta de 0, e defina o Laplaciano
combinatorial A, : C; — C; por

A, =00+ 90"
)

Seja Ag‘” a matriz representando A, em cada C,. Como C(K;E,) é aciclico, qu é nao

singular para cada q.

Proposicao 6. Se a Tor¢ao de Reidemeister 7(W) estd definida para uma representagdao p,

entao

log7(W) =

N =

Z(— 1)7 g log det(AD).
q=0

Demonstragiao. Em cada Cy(K; E,), a base preferida determina um produto interno de ma-

neira que cada Laplaciano combinatorial é simétrico e uma matriz estritamente positiva.

Mais ainda, como 8% = 0, o subespago B; = 9(Cy41) ¢ invariante sobre NG Seja by =

)

(bgq), cee bg)) uma base ortonormal para B, consistindo dos autovetores de qu , entao

(@ _ g9¢p@ _ (@)@
ADp Y = 00 b" = NVbY.

c 7

Escolhida esta base para cada B, defina

pla=b) La*bg.q‘”, =1, re1

J IENCED
Aj
e assim 8l~)§q_1) = b§q_1). Observe que os vetores l~)§q_1) sa0 ortogonais, com
~(g— 1 _ — 1
b(fl D2 — 8*b(q 1),8*b(q 1) — .
H J H ()\(q—l) 2< J J > A§q—1)
J
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Logo

log 7(W) (=1)?log[by, by_1/¢,]

Tq—1

1)?1og H

m\»—t

10

<
Il
—

Mas a base ortonormal de C; formada por b(Q) ,J=1,...,rq€ (A§Q))%l~)(q_1)j, ji=1,...

(9)

diagonaliza A, tal que,

Tq Tq—1

(9) | | | | (¢-1)
det <AC‘1 ) 1 <)\ 1 ) : ()\ - )
Isto implica que

log [] <)\§-q_1)) =

m
1 k=q

(—1)*"91og det (Agk)) ,

que nos leva a expressao no enunciado da proposicao.

(@)

Agora observamos que o determinante da matriz nao singular A

termos de sua funcao zeta

C(S, qu)) — %/0 tS—lTr(etAﬁq))dt _ Tr(qu))—S

)

Ainda, como para cada autovalor A de qu tem-se

L) =~ log) (),

33

7rq—17

O

pode ser expresso em

temos log det <qu)) = —%C(S,qu)ﬂs:o. Assim, a féormula para a Tor¢ao Analitica é um

anélogo formal para a Torcao de Reidemeister, ja que

log 7(W lz )9q¢’ (0, AD).
q=0

[\D

2.4 Teoremas de comparacgao

Em vista da relagao entre os complexos Q(W; E,) e C(K; E,) dada pelo Teorema de de Rham

e as propriedades que tanto a Tor¢cdo Analitica quanto a Torcao de Reidemeister satisfazem,

D.B. Ray e I.M. Singer conjecturaram que a Torcdo Analitica e a Torcdo de Reidemeister

eram iguais, mas nao conseguiram uma prova. Anos mais tarde, J. Cheeger [6] e W. Miiller

[32] provaram de maneira independente o teorema a seguir:

Teorema 7 (Teorema de Cheeger Miiller). Se W ¢é uma variedade Riemanniana fechada e p

uma representacao de w1 (W) em O(n) entiao 7(W) = T(W).
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Quando W é uma variedade com bordo, J. Cheeger em [6] observa (mas sem prova) que o

Teorema de Cheeger Miiller ainda vale, mas termos dependendo do bordo aparecem, ou seja,
logT(W) =log (W) + f(OW).

Um primeiro resultado para o termo do bordo f(OW) foi apresentado por W. Liick [27] no

caso em que a a métrica da variedade tém estrutura produto préoximo ao bordo, ou seja,

Definicao 22. Seja W uma variedade Riemanniana compacta com bordo OW . Diremos que
a métrica g de W € produto prozima ao bordo se existir um colar f: OW x [0,1) - U C W,
onde U € uma vizinhanga de W de maneira que OW C U, tal que f é uma isometria se, [0,1)

tem a métrica padrao, em OW x [0,1) a métrica é a produto e a métrica em U é a induzida

por W,

Neste caso, o termo do bordo f(OW) é puramente topologico e é proporcional a caracte-

ristica de Euler do bordo, mais precisamente:

Teorema 8. Se W ¢ uma variedade Riemanniana compacta com bordo OW de dimensdo m,

cuja métrica tem estrutura produto prorima ao bordo, entdo, no caso absoluto,
1
log Tops(W) = log 7(W) + ZX(@W) log 2.

Mais recentemente, o termo do bordo foi estudado no caso geral por X. Dai e H. Fang
[13] e por J. Briining e X. Ma [4]. Eles provaram a existéncia de mais uma contribuigdo nao

topolégica quando a métrica nao é produto proximo ao bordo, a saber,
1
log Tops(W) = log 7(W) + Zx((‘)W) log2 + A(OW).

O termo A(OW) serd chamado de termo andmalo do bordo. Em relagdao ao trabalho de X.
Dai e H. Fang [13] apresentaremos um contra exemplo no capitulo Bl mostrando a existéncia
de algum problema no teorema principal deste artigo. Apresentaremos aqui o resultado de [4]
que seréd usado no decorrer do trabalho.

Sabemos que dado um espaco vetorial V', existe uma involucdo em V de modo que V =
Vi@ V_. Logo V é um espaco vetorial Zs graduado. Seja A uma algebra exterior em V' com
produto tal que, A;Ar C Ajy. Chamaremos A de uma algebra Zs graduada. Um exemplo

deste fato é uma algebra graduada

AV)2= > AW
(—1)k==%1

Sejam A e B duas Zo algebras graduadas. O produto tensorial AR B possui uma Zsy graduagao

natural que denotaremos por AXB = (A® B); ® (A® B)_, onde (A® B); = Ay ® By @

A ®B_e(A®B). = A, ® B_® A_® By Identificaremos A com A®1 e denotaremos por
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B = 1®B, e escreveremos A := ©. Entdo, AQB = A1 A 1QB = A A B. Observamos que o
produto em A A B é da forma

(a1 Ab) A (az A be) = (—=1)192111l (a1 A ag) A by A ba,

onde |ag| = dimag e |b1| = dimb; (para mais informagoes ver [I]).
Para dois espaco vetoriais reais V e E, de dimensao k e n, assuma que E é euclidiano e

orientado com base ortonormal {e;}7_; e base dual {é7}7_,, com respeito a métrica euclidiana

=D
e denote por AE* a algebra exterior de E*. Entao a integral de Berezin ¢é a aplicacdo linear

B
/  AVFQAE* — AV,
n(n+1)

/B ;O@ﬁ,_,(li

)
[
T2

Bler,...,en)a,

onde {e;}7_; ¢ uma base ortonormal de E.
Seja A um endomorfismo anti-simétrico de E, identificaremos A com um elemento de AE*

por
n

A A= ;1(ej,Ael)éj Aé
]7:

Como um exemplo da integral de Berezin temos

B
A
/ e 2 =Pf (—) ) (2.14)
que é nula se dimF é impar.

2m
Lembrando a cisao do fibrado tangente TW sobre o colar C(OW) = (—e,0] x W apre-

sentado na secao 1 deste capitulo, definimos a 1-forma s; com valores nos endomorfismos

NS

anti-adjuntos de TW por

_ VTW VTC'(@W) (VTWPtg)norm + (VTWPnorm)tga

VTC(BW)

¢ a conexao de Levi-Civita

onde V]TW

¢ a conexao de Levi-Civita em (W,g;),
em C(0W) com a meétrica produto e P denota a projecio associada a cisao TC(OW) =

NOW @ TOoW. Com a notacdo anterior definimos

1 m—1
Ak
o Z i 5] ek norme )
EX= (2.15)
R=R,
onde (ey,,...,ey, ;) € uma base ortonormal em TOW, (e¥',... ,e¥""1) a base ortonormal
dual de (ey,,...,e,, ,) e R éa 2-forma curvatura do OW.
Definicao 23.
B(VIW) 1 /1 /B —3R-u*S} i ! =18k (2.16)
Wy = — e i —u Ydu. :
! 2 Jo —Tr(5+1) J
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Agora para obter o termo anémalo do bordo A(OW) usaremos o seguinte teorema, que

esta em [4].

Teorema 9 (Comparagao entre Tor¢oes Analiticas). Seja W uma variedade Riemanniana
compacta, com bordo OW , orientdvel com duas métricas gy e g1. Entao o logaritmo da razdo
entre Tops(W, g1) € Taps(W, go) € da forma

Tabs(VVy gl) 1

Labs\W,91) _ 1 W ™W
log Tars(W,90) 2 /aw (BT = B(Vo ™))

onde V]TW

€ a conexao de Levi-Civita da métrica g; e as formas B(V]TW) foram definidas

anteriormente.

Assim para obtermos a comparacdo entre a Torcao Analitica e a Torcao de Reidemeister
procedemos da seguinte maneira: Considere g; = ¢ (definida em (2.4)) e go uma oportuna

deformacao de g que é produto préximo ao bordo, a saber,
go = dr @ dr + gaw,

tal que ggw = i*g e i : OW — W & a inclusao. Pelo teorema [0 temos
1
log Tops (W) = log Tans (W, 90) + 5 /8 (BVI™) = B(Vg")).-
w
Usando o teorema [B em log To,s(W, go), temos

1 1
log Tun(W) = log (W) + Jx(0W)log 2+ 5 [ (BVI™) = BV™)).
ow
Notamos que na linguagem dos fibrados e das conexoes, se w; denota a 1-forma conexao
associada a métrica g;, e © é a 2-forma curvatura do bordo, usando a notacao M9 para a

entrada com linha a e coluna b da matriz M, as equagoes (ZI5]) possuem a forma

=
S = 3 (i*wj —i*wo)",, €%,
A kzll . (2.17)
R=0=75) 0% ékne
k=1
Logo Sy € nula e vale a igualdade
R = Rlow — 257, (2.18)

que é a equagao (1.16) de [4], onde R é a 2-forma curvatura de W. Entao temos o teorema:

Teorema 10 (Teorema de Cheeger Miiller para variedades com bordo). Nas condi¢des acima,

a comparagao entre a Tor¢ao Analitica e a Tor¢io de Reidemeister € dada pela formula

1 1
log Tops(W) = log 7(W) + Zx((‘)W) log 2 + 5/ B(VIW).
ow



Capitulo 3

Torcao Analitica de variedades com

bordo totalmente geodésico

Neste capitulo determinaremos a Torcao Analitica de variedades com bordo to-
talmente geodésico, um resultado que estende o teorema [l E ainda, faremos a
Torcao Analitica para o caso particular da meia-esfera, como uma aplicacao deste
resultado. No intuito de demonstrar o quanto este ultimo processo é mais com-
plicado que o método geométrico, apresentaremos também o calculo explicito da

Torcao Analitica no caso da calota esférica.

3.1 Variedades com o bordo totalmente geodésico
Seja (M, g) uma variedade Riemanniana conexa de dimensao m e métrica g.

Definicao 24. Uma subvariedade M de W € totalmente geodésica se as geodésicas de M sdo
geodésicas em W, ou seja, se i : M — W denota a inclusao, M ¢é totalmente geodésica se, e

somente se, a imersao isométrica i : (M,i*g) — (W, g) € totalmente geodésica.

De uma maneira mais simples, a subvariedade M ser totalmente geodésica significa que
qualquer geodésica de (M,i*g) é levada por i em uma geodésica de (W, g). Se M = 0W é o
bordo de W, e 9W é totalmente geodésico, diremos que W possue bordo totalmente geodésico.

Apresentaremos uma condicdo local para uma variedade ter um bordo totalmente geodé-
sico. Como anteriormente, seja 9, denotando o vetor unitério normal ao bordo apontando
para fora, isto ¢, um base ortonormal local para NOW, o fibrado normal. Préximo ao bordo
temos a decomposigdo C(OW) = (—¢,0] x OW, obtido usando o fluxo geodésico interno. Se
y = (Y1,-.-,Ym—1) € um sistema local de coordenadas no bordo, entao (r,y) ¢ um sistema
de coordenadas local em C(OW). Aqui as curvas r — (r,y) sao geodésicas com velocidade

unitaria perpendicular ao bordo. Nesse sistema de coordenadas locais, o tensor métrico tem

37
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a forma de (24]), mais precisamente
g=dr®dr+ g(r).

Seja I’ 075 denotando os simbolos de Christoffel relativos a base coordenada associada ao
sistema de coordenada local (r,y) em (W,g), e T jlk denota o simbolo de Christoffel relativo
a base coordenada associada ao sistema de coordenada local (y) em (OW,g(0)). Entao a

equagao geodeésica (LT) em (W, g)
OFfY + T, s0uf*0f? =0,

com vy = Y1,Y2,---,Ym—1 € f : I — W uma curva parametrizada, corresponde ao sistema de
equacoes
{ O™ = 50Ty ()0 W0, ¥ =0,
O f + T L O[5 0, fY% + GUYE (1) O, Gy, (1) OO = 0.
Isto mostra que uma geodésica de (OW,i*g) é uma geodésica em (W, g) se, e somente se,

0rg(r) = 0. Assim, temos o seguinte resultado.

Lema 4. Seja (W, g) uma variedade Riemanniana conexa com bordo OW. Seja (r,y) um
sistema de coordenadas local préoximo ao bordo, onde v € a distancia geodésica do bordo e a
métrica g € da forma g = dr @ dr + g(r). Entao, OW ¢ totalmente geodésica se, e somente
se, Org(r) = 0.

Interpretaremos este resultado usando a segunda forma fundamental de 9W, que definire-
mos aqui. Seja M uma subvariedade de (W, g) ei: M — W ainclusdao. A restri¢ao TW |y, do
fibrado tangente de W sobre M decompoe-se como a soma de Whitney T'M @& N M, onde N M
é o fibrado normal de M. Para um vetor v de TW |y denote por vgan € Unorm as componentes

tangencial e normal, respectivamente. Seja V a conexao de Levi-Civita de (W, g).

Definicao 25. Dado duas se¢oes u,v € I'(M,TM) de TM, a sequnda forma fundamental
Sy de M é definida por
SM(“) U) = (Vuv)norm-

Dessa forma, W tem bordo totalmente geodésica se, e somente se, a segunda forma funda-
mental de OW é identicamente nula. Para isto basta usar a descricao local da segunda forma
fundamental como o (0, 2)-tensor simétrico Saw (y;, yx) = Ly e =Ty = —%argyjyk eo
lema @] segue.

Com o que foi apresentado até agora estamos pronto para provar,

Teorema 11. Seja W uma variedade Riemanniana compacta, conezxa, orientdvel de dimensdo

m com o bordo OW totalmente geodésico. Entao
1
(=)™ log Tt (W) = log Tips (W) = log 7(W) + Zx((‘)W) log 2,

onde x(OW) € a caracteristica de Euler do bordo.
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Demonstrag¢iao. Em vista do teorema [I0] basta mostrar que

1/ B(VI™) =o.
2 Jow

Lembrando a equagao (216]) temos

1
VTW / / —1IR-u2S? uF 1Sk 7
ZF(’§+1) L

k=1
e mostrando que S; = 0 teremos o resultado. Seguindo esta idéia, na equacao ([2.I5]), vemos
que 81 € a restricao da forma s ao bordo, que é precisamente a segunda forma fundamental
Saw no bordo, logo &1 é nula. Uma outra maneira para ver que &1 = 0, segue usando a

formula na equacao (2.I7) e lembrando que (i*wy)", =T,.7, €Y que é nulo pelo lemma @l

Yk Yi Yk
Desta forma temos que

1
log Tops(W) = log 7(W) + ZX@W) log 2.

Para obtermos a primeira igualdade basta usar a Dualidade de Poincaré para a Tor¢do Ana-

litica, proposicao @l O

3.2 Torcao Analitica das meia-esferas

Calcularemos nesta secao a Torcao analitica para as meia-esferas usando o teorema[I1l que esta
na secao anterior. Como estes espacos sao variedades simplesmente conexas, a representacao
do grupo fundamental entra apenas como a dimensao do espago de representagao. Seja $;"

denotando a meia-esfera de dimensao m e raio [,
={z € R™™ | |z| = L, 241 > O}

O bordo de $]"* é a esfera Slm_l = {z € R™" | |z| =, 241 = 0}. Parametrizamos $" por

r1 = lIsenb,,senf,,_q---senbssenbycosb
r9 = lIlsenb,,senf,,_1---senbssenbssen b
r3 = lIlsenb,,senf,,_q---senfscosby
St =
T, = lsenf,,cosb,,_1
Tme1 = lcosbp,
\
com 01 € [0,27], b2,...,0p,—1 € [0,7] e O, € [0, 5]. A métrica induzida é

g= sen’ ngslmq + 12d0,, @ db,,

= [? [T sen®6; | dox @ by + dby, & dbr, |
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e /|detg = 1™ (sen 6,,)™ ! (sen O,,,—1)™ "2 - - - (sen 03)(sen 6s).

Seja K a decomposigao celular de $;* com uma m-célula, uma (m — 1)-célula e uma 0-
célula, K = ¢} U c,ln_1 U c(l). Seja o subcomplexo I de K a decomposi¢ao celular de 95",
L=cl_,uUc}.

Consideraremos primeiro o caso com condigdes de contorno relativa no bordo. Entao o

complexo de espagos vetoriais (ZI]) tem a forma

Crel : 0—=R][c} ] 0 0 0 0,

com base preferida c,, = {c. }. Para fixar a base para a homologia, precisamos de uma

base ortonormal graduada para as formas harmoénicas. Como uma base para Q™(S]") é

{\/|detg|dby A --- A db,,}, seja a,, = { v ‘de\t/g\l/d?l(/;;/)\dam } Aplicando a formula da equa-
Olg 1
¢do ([28) obtemos h,, = {h},}, e

1
Rl = Al ) = 7/ xy/|detg|dfy A -+ A dbpcl,
\/Volg(Slm) pt
1 1

= ———0,,.
/ Voly(S]")

E ainda, b, = () para todo ¢, logo
1
VL)

Com isso, utilizando as defini¢oes nas equagoes (2.9) e (2.2]), provamos o resultado a seguir.

|det(hy, /cm)| = |det(bg/cq)| =1, 0<g<m—1.

» Ykép) (_1)m71
Proposicdo 7. 7(S7, 5" ') = ( VOlg(S;n))(_l) o~ (lmﬂ>
2

Agora consideraremos o caso com condi¢oes de contorno absoluta no bordo. Pela equacao

(Z1), o complexo relevante é

Caps : 0 —— R[C}n] - R[Cin 1] 0 e 0 R[c(l)] —0,

com base preferida ¢,, = {cL,}, cm—1 = {c},_1} e co = {¢}}. Como, H,(K) = 0, para

p > 1e Hy(K) = Rlc}], e ainda uma base para Q°($I") ¢ a forma constante {1}, logo

_ 1 : 4 3 _ 1
ag = V/Voly (877 } Aplicando a formula da equacao (2.8]) obtemos hg = {hy}, com

hy = A5 (ag) <le

1
B wolTssm/ "
= \/Volg(Slm)cé.

1

Como b, =0 parag=0,...,m —1, B}n_l =cl, bl =cl | temos que
|det(hg/co)| = 1/ Volg(S]™),
|det(by,/cm_1)| = 1, |det(bp_1/cm)| = 1.

Aplicando a definigao nas equagoes ([2.10) e (22), provamos o seguinte resultado
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rk(p)
m m—+1 2
Proposicao 8. 7(8]") = ( Volg(S}”))rk(p) = (%&)
2
No caso absoluto, basta usar o teorema [I1] para obtermos:

Corolario 3.

k
o8 Tun(57". ) = " log Vol (8{") + (5™ ~") log 2
rk(p) mr 1
= 1 - -1 2) log 2.
5 Ogr(m2 ) + 7 ((m —1)mod2)log

3.3 Torcao Analitica da calota esférica

Nesta secao investigaremos o problema de obter a Torcao Analitica por meio da aplicacao
direta da definicao. Este é um exemplo da aplicabilidade das ferramentas analiticas na geo-
metria (0 que era o objetivo principal de Ray e Singer), e um bom exemplo do célculo explicito
da Torcao Analitica, o que quase nao se encontra na literatura (ver por exemplo [24], [50]).

Seja SIQ o hemisfério de raio [ em R3

1 = lIsenfycosf
Sl2 _J) zo = lIsenfysent;
r3 = lcosfy

com 01 € [0,27], 62 € [0, 5]. A métrica induzida é
g = 12dfy ® dby + 1% sen® 62d6, @ db;.

Por meio da decomposicao de Hodge, precisamos apenas do Laplaciano sobre as fungoes,
que tem a forma a seguir:
1 cos 09
A = —(— 92 + =9, a2,
Zsen2 @y 01 + 12 sen 6, l2 02
As condicoes de contorno seguem aplicando as equagoes ([2.6) e ([2.7). Para condicoes de

contorno absoluta temos
0 — forms : Oy, f(01,7/2) =

0 7£ = 07
absoluta 1 — forms : Joa (01, 5) (3.1)
8&92f91(017 %) = 07
2 —forms: fg,0,(01,7/2) = 0.
Para as condigoes de contorno relativa temos
0 —forms: f(01,7/2) =
01,2)=0
relativa 1 — forms: Jon(01,5) ’ (3.2)
aezfez(elv g) = 07

2 — forms : 892f9192 (01, 7'('/2) = 0.
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Para obter uma resolucao espectral para o Laplaciano sobre as fungoes em 7", procede-
remos como segue: E bem conhecido que uma resolucdo espectral para o Laplaciano sobre
as funcoes em $;" pode ser obtida por meio dos polinémios harmonicos. Mais precisamente,
denote por HY" o espaco vetorial dos polinomios P(z) € Clxo,...,Zm] que sao homogéneos

de grau j e harmonicos com respeito ao Laplaciano
_ 2 2
A=-0, — =0z,

em R™T!. Entdo, o subespago H = Y o0 H™ ¢ denso em C°°(ST*), pelo teorema de Stone

Weierstrass, e portanto H = L?(S7*). Mais ainda, considerando coordenadas polares (r, ),
_ 5 m 1
A - —8r - 7& + T—zAS{n,

temos

Agm P(0) = n(n +m —1)P(0).
Isto mostra que L2 (ST7") =302 HI™ e que os autovalores relativos ao autoespago H' sdo
A = n(n+m —1). E conhecido ainda que

dimH™ = (m N ”) - (m e 2). (3.3)

m m

Agora, denote por S a reflexdo em R™*! obtida por trocar o sinal na altima coordenada.
Entao S define uma graduacao Zs em H. Fazendo Py = P+ SP, para P € H, é claro que
P= %(PJ,_ + P_), para cada P, e que SPy = £Py.

Com esta notacao e lembrando as equagoes (B.1) e (B.2) para as condigdes de contorno,
vemos que uma resolucao espectral para AS{" é dada pela familia de autoespacos e autovalores

com as condicoes de contorno abaixo

absoluta {)\n = Wa (HZI)Jr} )
relativa {)\n = w, (Hnm)_} .

Precisamos da dimensao destes autoespacos. Consideramos primeiro o caso em que m = 2.
Entdo dimH2 = 2n + 1. Como obviamente (H%)+ possue as aplicagoes constantes, a nica
particao possivel é

dim(H2)y =n+1 e dim(H2)_ = n.

Isto ainda pode ser provado por inducio, como segue. Assuma que temos dim(H2), =
n+1edim(H2)- = n. Seja P um dos n + 1 geradores de (H2)4. Seja [, denotando o
operador inverso de 0, ou seja, fz 0,P = P, onde z € a ultima coordenada na qual fizemos a
reflexdo. Entao Q = [, P € (H2,,)—, pois Q ¢ obviamente homogéneo de grau n+ 1 e fmpar,
por definicdo. Mais ainda, AQ = AfZP = fz AP =0, desde que P seja harmonico. Logo
dim(H2,,)- = n+1leentdo dim(H2, ) = dimH2 ; —dim(H2,|)- =2n+3—n—1=n+2.

Usando propriedades dos polindmios homogéneos harmonicos, podemos provar o resultado

a seguir para qualquer m, que é algo de interesse independente e nao encontramos na literatura.
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Proposicao 9. O espectro do Laplaciano sobre o hemisfério m-dimensional de raio | com

(-1 }°°

condigoes de contorno de Dirichlet no bordo € {)\n = , e o autovalor A\, tem

multiplicidade (mn”:ﬁzz) O espectro com condigoes de contorno de Newmann € o mesmo, mas

a multiplicidade é (m;;ffl)

Demonstragao. Seja P denotando o conjunto dos polindmios homogéneos de grau n em

R™*!, Sabemos que para cada P € P™, temos
P(l‘o,..., ZQn]$0,.. s Tm— 1)

com @Q; € P 1 Mais ainda, se P € H", entao P é completamente determinado por @), e

Qn—1. Segue que, se P € (H™)4, entdo P é completamente determinado por @, e, portanto,

. . _ m+n—1
dim(H™) . = dimP" ! = ( 1 >
Lembrando a dimensao de H]"* dada na equacao (B.3]), concluimos a prova. O

Observamos ainda que este resultado, no caso em que m = 2, pode ser provado por
uma analise explicita dos autovalores da equacao diferencial Af = Af. Decompondo sobre
a resolucdo espectral da restricio do Laplaciano no bordo {m?,e™%}, cz, a equacio dos

autovalores decompde-se na soma da equacao diferencial a seguir

cos 05 m?
<8€2 sen 0 892 +l )\ - 6117292) 9(92) =

Com a substituicao x = cos o, esta equagao se reduz a equacao de Legendre

cg(x) ., dg(@) m?
2 _
com \ = V(';;rl). Diferentes pares de solugoes lineares independentes da equagao (8.4) podem

ser dados em termos de pares das fungoes de Legendre, dependendo dos valores de v. Pro-
curando por solugdes em L2([0,1]), a tnica solugdo é P™(x), com v = n € N, e |m| < n.

Impondo condigoes de contorno absoluta dada pela equagao (2.6]), obtemos

2m+1 T n+m_|_1
Sen<n+m > ( 2 ):0,

\/7_.[. 2 r (n—gm-i—l)

com solugoes n + m = 2k > 0. Isto significa que, neste caso, A = A\, = ir;;—l) com multipli-

cidade n + 1. De maneira similar, impondo condi¢ées de contorno relativa na equagao (2.7,
obtemos

om /7
D (252 +1) T (=5

=0,
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com solucoes n+m =2k +1>1. Logo A =\, = %, com multiplicidade n.

O proximo passo é obter o espectro do Laplaciano sobre as formas. Para isso usaremos
a decomposicao de Hodge dada no teorema [Bl Os casos absoluto e relativo possuem as

decomposigoes a seguir, respectivamente,

Qabs(le) Habs(Hl ) d (Qabs( )) Qrel(le) = d (Qrel( ))
Qabs(le) - d(Qabs(H?)) @ dT(Qabs( ))7 Qrel(le) - d(Qrel( )) D dT(Qrel( ))7
Qabs(le) - d(Qabs(H?))v Qrel(le) Hrel( ) @ d(Qrel( ))

Usando os isomorfismos
* Qo (HE) — Qua(H7), +: Qq(HE) — Qo (H7),
e o fato que, para qualquer autofuncao f, com Af = \f,
AWdf = xdf, AV (<f) = AdT(xf), AP («f) = A=),

facilmente obtemos que os autovalores de A@, com ¢ = 1,2, sdo os mesmos de A, E a

multiplicidade é dada como segue na tabela abaixo,

Condigao de contorno ‘ forma ‘ Multiplicidade ‘
Absoluta 0-forma n+1
I-forma | n+1 (d) e n (dT)
2-forma, n
Relativa 0-forma n
1-forma | n (d) e n+1 (d)
2-forma, n+1

Podemos entdo calcular a Torcdo Analitica. Defina a funcao

tal que log T'((S7,g), p) = t'(0), seguindo a defini¢ao (ZII]). Entéo,

[25 & 1

tabs(s) = —trel(s) = Y [CICESE
n=1

125

Calculamos t/; (0) como segue. Seja taps(s) = —5v(s), com v(s) = > o7 (n(n+1))~*
Entao,

u(s) = 45532 n?—1)" f: <n - _>_8 = 4°C(s,1) — 2(5,1/2),

n=1
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onde

2(s,a) = Z:(n2 +a?)7%, ((s,a) = Z:(n2 +a?)7% = z(s,a) — (1 +a®)7%,

ei=+v—1.

A funcdo z(s,a?) = Y2, (n? + a?)~* foi estudada em [43], se¢do 3.1. Temos

n=1
1 2senh
2(0,a) = —3 2(0,a) = —log “enara.

Logo, 5
C(Oua) = _57 C/(Oal) = _logﬂ-u

O que nos fornece
v’ (0) = ¢(0,i)log 4 + ¢'(0,i) — 2(0,i/2) = — log 2,
e assim
10g Tuns (7, 9), p) = tips (0) = —% (20(0)log 1+ v'(0)) = %log 2ml?,

de acordo com o corolario da proposicao Bl

45
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Capitulo 4

O disco m-dimensional

Estudaremos a Torcao de Reidemeister e a Tor¢ao Analitica do disco m-dimensio-
nal no espaco euclidiano de dimensao m. Provamos que a Torcao de Reidemeister
coincide com uma poténcia do volume do disco. Estudamos ainda os termos adici-
onais que surgem na Torcao Analitica devido ao bordo, usando as generalizacoes
do teorema de Cheeger Miiller, mais precisamente usaremos o teorema [[0 Al-
guns destes resultados estendem para o caso do cone sobre esferas, em particular
calculamos diretamente a Torcao Analitica do cone sobre o circulo e sobre a es-
fera de dimensao 2. Comparamos os resultados obtidos através do calculo direto
da Tor¢ao Analitica em casos de dimensao baixa, com a féormula obtida com o
teorema [0l Por fim, consideramos a formula, que é diferente da que esta no teo-
rema [I] para o termo anémalo do bordo, dada por Dai e Fang [13], e mostramos
que o resultado obtido usando [I3] é inconsistente com o calculo direto da Torgao

Analitica do disco de dimensao trés e quatro (sec¢ao [B.1).

4.1 Torcao de Reidemeister do cone sobre uma esfera

Seja D" = {x € R™ | |z| < [} o disco de raio [ > 0 no espaco euclidiano R™ com a métrica
padrao gp induzida pela imersao. Nesta secdo calcularemos a Torcao de Reidemeister do
disco m-dimensional Dj". No entanto, consideraremos o caso um pouco mais geral do cone.
Considere o cone de angulo o, CnS},, . construido em R™*2 sobre a esfera Slten o onde
m = n+ 1. Note que C, S}, , ¢ exatamente o disco D" se, e somente se, a = 5. Nos outros
casos, CaS[',, , 5¢ quer é uma variedade Riemanniana, mas um espaco com singularidade
do tipo conico (como na defini¢do [II). Mais precisamente, C,S},, , coincide com o cone
métrico limitado sobre a espera de raio sena. O espaco obtido removendo o vértice do cone
¢ uma variedade Riemanniana aberta com a métrica induzida pela imersao. Para podermos
trabalhar com a Tor¢ao de Reidemeister precisamos de algum cuidado ja que nao é conhecida

uma extensao para a teoria de de Rham para este caso. Mais precisamente, nao sabemos se

47
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temos a aplicagdo de de Rham AY para espagos com singularidades do tipo conico em geral.
No entanto, procederemos considerando o complexo de cadeias para o espago total do cone
e na hora da escolha da base para as harmonicas consideraremos o cone sem o vértice e as
formas estando em L?. Este processo é uma maneira formal para a derterminacao da Torcao

™

de Reidemeister de C,S}! mas quando o = § este é o método do calculo da Torgao de

sen a?
Reidemeister para D" = C% Sr.
Seja SP a esfera de raio b > 0 em R"!, S? = { € R"! | |2| = b} (escreveremos sim-
) b ) b
: A +2
plesmente S™ para S7'). Seja CoS}.,, 0 cone de angulo a sobre S}’ ., em R"7*. Note que o
caso do disco corresponde a Dl"Jrl = C’% 7', como mencionado anteriormente. Parametrizamos

n
CO‘ Sl sena POT

( r1 = rsenasenf,senf,_i---senfssenbscosbdy
r9 = rsenasenf,senf,_1---senfssenfssen by
o.gn B r3 = rsenasend,senb,_q---senbscosby
aMlsena
Tp+l = TSenacosb,
| Tny2 = rcosa
com r € [0,1], 0; € [0,27], 0,...,0, € [0,7], a & um numero real positivo fixado e 0 < a =

% =sena < 1. A métrica induzida é (r > 0)

g =dr @dr + 7“293;2

n—1 n
=dredr+r’a® | > | [] sen®0; | db; ® do; + db, @ db,, | ,
i=1 \j=i+l

e \/|detgr| = (rsena)™(sen,)" 1(senf,_1)""2--- (senf3)?(sen ).

Figura 4.1: Exemplo de C, S}, quando n = 1.
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Seja K uma decomposicao celular de C, S, ,, com uma célula de dimensao méxima, uma
n-célula e uma 0-célula, K = c} 11 UclUc. Seja L o subcomplexo de K que é a decomposigao

celular de L=c U CO Observamos que, como 71 (Cy S} é trivial a representacao

I )
Isen v’ sen a

considerada é trivial, o que altera apenas a dimensao do espaco da representacao da mesma
forma que nas meia-esferas.

Counsideraremos primeiro o caso com condigoes de contorno relativa no bordo.

Proposicao 10. 7(C, S}

sen o’

Sltena) = (v/Volp (CaTiena))

Isen « Isen

Demonstrag¢ao. O complexo de espagos vetoriais reais da equagao (2.1)) fica

Crel : 0—>R[ n—i-l] 0 0 0 0,

com base preferida ¢, 11 = {c} 41} Para fixar uma base para a homologia, precisamos de uma

base graduada ortonormal a, para as formas harmonicas. Para Q"‘H(C’ temos que

lsena)

{V/|detgg|dr A dfy A --- A dB,} é uma base para as formas harmonicas de dimensao n + 1,
v/ |detgg|drAdOy A---Adbr

consideremos h,, 11 = { } Aplicando a férmula da equagao (2.8]) obtemos

\/VOlgE (Ca Sinscn a)
que ae = {a111+1}7 onde
1
al ., = A (b} / xy/|detgg|dr A dby A--- A dbpct
+1 +1( +1) \/VolgE Ca Slsena) |detgr| 1 +1
1 !

Cn+1-
\/VOIQE C l sen a) i

Como b, = 0, para todo g, temos

1
det c , det(b,/cy)| =1, 0 < g <n.
et 1/ et = o ldet(ou/cy) ’
Aplicando a defini¢ao na equagao (2.2)), prova-se o resultado. O

nsideran = T, anteriormen m rema.
Considerando a = 7, anteriormente, temos o teorema

Teorema 12. A Torgdo de Reidemeister do disco D" de raio | > 0 em R™ com a métrica

gE nduzida pela tmersao no espaco euclidiano é:

(=)™ "rk(p)
(D", S = (y/Volg (D)) .

Consideraremos agora condigdes de contorno absoluta no bordo.

Proposigao 11. 7(Co.S7.. ) = (1/Volg, (Ca lsena))rk(p).

Demonstra¢ao. O complexo relevante é

Cabs : 00— R[C%H-l] Rley] 0 T 0 R(cg] 0,

n
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com bases preferidas ¢,11 = {ci.1}, ¢ = {ch} e co = {c}}. Assim, Hy(K) = 0, para
p > 1, e Hy(K) = Rl¢}]. Uma base para H°(C, S ) é a forma constante {1}, temos

_ 1 : 4 5 _ I,1
hy = NeCTRTWE Aplicando a formula da equagao (28] obtemos auns = {ay}, com
ab = A (hd) = . | g
\/VOIQE (CO‘SlnSGIl Oé) C'O‘Slnscn o
1
=/ Volg, (CaSTn o)
Como by = 0 para ¢ =0,...,n, bs 1 =ch 4 e d(bL,,) = ¢, temos

[det(@as 0/€0)| = 1/ Volgy (CaSfhna);
|det(bpt1/cn)| =1, |det(5n+1/cn+1)| =1

Aplicando a definigdo na equacao (2.2)), o resultado segue. O

Como antes temos,

Teorema 13. Com as mesmas hipdteses do teorema 12, T(D]") = ( VolgE(Dlm))rk(p).

4.2 A Torcao Analitica do disco m-dimensional

O objetivo desta secao é apresentar a comparacao entre a Torcao de Reidemeister e a Torcao
Analitica do disco m-dimensional no R™. Para isso usaremos o teorema [I0l Observamos
que esta comparacao depende apenas de termos geométricos devido a geometria proxima
ao bordo. Como a singularidade no vértice do cone nao afeta a geometria perto do bordo,
podemos calcular este termo no caso mais geral para C,S],,,, @0 menos formalmente, isto
serd tratado na segao

Procedemos em duas partes. Primeiro apresentamos no lema [5] formulas para o termo
anomalo do bordo em termos de alguns invariantes geométricos. Isto segue diretamente do
teorema [I0], e no caso impar, o termo anémalo do bordo é escrito em termos da caracteristica
de Euler do bordo. O caso par é um pouco mais complicado, e precisaremos da notagao e
das ferramentas introduzidas na se¢ao 2.4l O segundo passo é o lema [0, onde apresentamos
todos os invariantes geométricos necessarios para calcular a integral que aparece na férmula
do lema [3] e terminamos o célculo para o caso par.

Antes de comegarmos fixamos a notagdo que serd usada no decorrer da secao. A parame-

trizacao do cone e a métrica induzida gg sao dadas na se¢ao LIl Defina as métricas

g1 =gg =dr ®dr +r2gsn,
go = dr @ dr + 2ggn.
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Lema 5. A comparagao entre a Tor¢ao Analitica e a Tor¢ao de Reidemeister do disco D],
para m = 2p — 1 de dimensao impar e para m = 2p de dimensao par (p > 0), com condigées

de contorno absoluta sao respectivamente:

D1 1 2p—2 151
lOgTabs(D ) log 7(D;" ™) + Zrk(p)x(Slp 9E) <log2+§zﬁ),

1
log Tun (D) = lox (D) + 51k(p) = ,Z T /S [

Demonstragao. Sejam wj, j = 0,1, a 1-forma conexao de D;" associada a métrica g;, {2; =
dw; +w; Aw; a 2-forma curvatura (como na secao [[2) e ainda, © = ©%, a 2-forma curvatura
do bordo Slm_l com a métrica Euclidiana padrao. Considere (W, g) denotando a classe de

Euler de (W, g). Usaremos o teorema [0l Temos

—1
(i*Wj — i*wo)rgk éek,
1

3

S; =

DO | =
Bl
Il

(4.1)

(O3
Il

R =

N =

m—1
3
k=1

Lembramos que
TDm Lp 0282 > 1
Ry L kgt (42
k 1 ) .
/ / —T(5+1)
TDM : TDM :
e que B(V, " ) =0 como Sy = 0. Vamos determinar B(V; ' ). Para isto, note que

R = —25%,

usando a equagao (2.I8]) ou fazendo o célculo direto, ja que a curvatura do disco m dimensional
em R™ é nula.

Portanto, a equacao ([{2)) fica

j=0k=1"
_ 1 i 1 / k+2j
— k . 1
2 47 kD (E+ji+1)
Como a integral de Berezin é nula sempre que k + 2j # m — 1, obtemos
[%_1] B
D™ 1 1
B Py - - - Ssm1 4.3
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Agora consideraremos o caso em que m é par ou impar, independentemente. Primeiro,

assuma m = 2p+ 1 (p > 0). Entao, usando a equagao (ZI4)), a equacao (A3 fica

onde e(Slzp,gE) é classe de Euler de (S?p,gE), e usamos o fato que

S B e
e(Sfp,gl) Pf <27T> _/ e 2.
Logo,
Tabs(Dfp o 9 1 D"
log 2220 ) C () (S, g ) log 2 + ~1k / B(V
ST (P)X(S", 9£) log 2 + Srk(p) g (Vi)
1
erk(P)X(Sl 79E)10g2+—1‘k Z / . 98)

1 2p It
= 4rk(p)x(51 L IE) (log2 +5 ;::1 n) .

Por fim, assuma m = 2p (p > 1). Entao, a equagao (L3 fica
1=

TD}? 2p—1
\V4 = /Sp
BV ) = rp T )Zzp 23—1

82]71
A S A

T j=0

p

82]71
2p—1”;2]—1/ ’

o que conclui a prova do lema.
O
Vamos calcular a integral que aparece na segunda equagao do lema Bl Antes definimos:

Definigao 26. O duplo fatorial de um impar (par) € definido como sendo o produto de todos
0s nimeros fmpares (pares) que o antecedem. Assim
Cn—1!!'=2n-1)2n-3)...3 1,
2n)'=(2n)(2n —2)...4- 2.
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Lema 6. Temos
2p—1

Vr(2p — N

53

B
/ / SPt=1
sppt

Demonstracdo. Primeiro, determinaremos a 1-forma conexado associada a g7 e a 1-forma co-

nexao associada a gg. Seguiremos a construcao da segao L2

A base nao coordenada e o dual respectivo para g; sao:

_9
= o
ep, = (7"12[se100j)_1i
i 06,

e’ =dr,

n
6
et =r Hsenﬁjdﬁl,
Jj=2

4, O
ep, , = (rsend,) ! 66”*1, =rsen®,df,_1,
aen—l
10
6

€y, = — e’ =rdb,.

r o0, n
Entdo temos ¢ .’ = —c, 7, caa! = 0, para qualquer a7, e os ndo nulos sao: ¢, % = =1
af Ba » P T Y p q q y Vs Gy = )

. 0; cos 0,
esek>1i, ¢y = Ty sen;

Sa0:

l‘ 7 IV 0;
01' 92 ’ 02 17
T

Os r 1} sen6;’

_1 r,%, = ——
Y . s n ‘7
r r[[j_ssend;

T 01'08:7 com 7 > S.

Com estas informacgoes, os simbolos de Christoffel ndo nulos

cos 0 .
com § > 14

Desta maneira, as entradas nao nulas da 1-forma conexao de g; sao

cos 0y,

0 _
(1), TH;‘:kseneje

1
r - 0;
(w1) 9, = —Te .

A base nao coordenada e o seu dual para a métrica go tem a seguinte forma

e, = g
"or
eg, = (I Hsenej) 20,
j=2

ep, , = (Isen 6’,1)_1

n

e", =dr,
et = (1 Hsen 6;)d6,
j=2
=1 = (Isen6,,)d0,_,

e = 1d#,,.
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As constantes de Cartan nao nulas sdo: ¢, O — ,5057%_ com k > 4. Os simbolos de
(" lHj:k sen;’

Christoffel nao nulos sao:

0 cos 6, ) 0 cos 0; )
Fei b, = T sond. "_send,’ quando s > 1, e 1“98 e, = _m, quando i > s.
j:s J ]ZZ J

As entradas nao nulas da 1-forma conexao em relacdo a métrica gy sao

0; cos B 0,
wo =-——7——e", i <s.
(wo)s, U] sent;

Segue que as entradas nao nulas de w1 — wp 880

1, ‘
(w1 —wo)'y, = —;eel =— H sen 60;db;.
j=it1

Segundo, determinaremos a 2-forma curvatura © associada a métrica induzida. Como gg é

uma meétrica produto, © é a restricao de €29 ao bordo. Temos Qg = dwy+wy Awgy. Escrevemos

wp nas bases coordenadas

(WO)T& = 07
s—1
(wo)eigs = cos 0, H sen 0;d0;, 1< 8,
j=it1
e assim dwg €
(dwo)"y, =0, i <n,
k
(dwo)’y, = [ sen6;d; A db;
J=i+1
k—1 k—1
— Z cos 0, cos 0, H sen 0;d0; A dfs, 1< k,
s=it+1 =i+l s
e wp Nwg é

(LUQ A wo)aa =0,
(wo A wo)rgi =0,

k—1 k—1
(wo A wo)eiek = Z cos O cos 0y, H sen 0;d6; N dbs

s=it1 =it j#s

k n
+ I sent; | ] sen®6.—1 | dbi A dby, i < k.
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Logo, a 2-forma curvatura €2g é
(QO)Tg. :0

1
Qo) 0, 20d0; A dfy, = —e% A e, | < k
( 0 H sen H sen = 2 e e 1< k,
Jj=i+1 s=k+1
e conseqiientemente © = i*)y (onde ¢ denota a inclusdo do bordo) é
k n )
@eiek = H sen 0; H sen® 0,d0; A dby, = 2¢ Oin, efx i< k.
j=it+1 s=k-+1

Terceiro, lembramos que S? = —%R, usando (2Z.I8) ou fazendo o calculo direto. Logo

[ P

e usando as defini¢oes da equagao (A.II)

(—1pt B 2p—1 2p—1 Pl
/ S = 22p 1 / (Z (w1 = WO)T"kéek) > (Qo)aiejégi N
k=1 ij=1
(—prt (3 o(2p-1
= 2p—19p cB Zs: Sgn(a)(wl - wO)lo'(Q) (QO) ( )0—(4) s (QO) @ )O'(Qp) )
S
o(l)ipl
(— 1);0(2;0 1) 1 . L. B
onde cg = *———. Observe que (w1 —wp) o(2) ¢ uma 1-forma multipla de df,(5)1 e (Qo) »

T 2
é uma 2—forma multipla de dg, |, A dgjil. Podemos trocar todas as 2-formas dp, , Ady; om

j—17
1 > j em cada termo aparecendo no iltimo termo da equagao acima, como a matriz é anti
simétrica. Entao, podemos ordenar o elemento base de maneira que a forma de dimensao
méxima apareca em cada termo. Isto produz um sinal coincidindo com sgn(o). Mais ainda,
como a matriz da 2-forma curvatura é anti-simétrica, o termo genérico da soma na ultima

linha da equacao anterior pode ser escrita na forma

[QO]O'(Q])— 1)

a(3
[wl — WO]lg(g) [Qo] ( )0(4) R 0(2p)d01 VANIRVAN d@gp_l,

onde [ﬁ]ij denota o coeficiente da forma (£)'; e o € So, é tal que o(1) =1 e 0(2s — 1) < o(2s)

J
para todo s. Provemos que

2p

w1 = ol (201 - 90177 ) = = [[ 500 077,
1=2

onde senfly, = 1. A prova é por inducao. Se p = 1 a igualdade vale trivialmente. Suponha
que ¢é verdade para p — 1. Por hipotese, se 7 € Spp_o com 7(1) = 1, entao

2p—2
7(2p—3 7(2)—
[€20] 7 )T(zp—z) - II (sen B (;))™

1=2

w1 — wol ') [20]™, 4y -
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Considere o € Sy, com o(1) = 1. Existe ko, k1, k2 tais que (ko) =2p—2, 0(k1) =2p—1
and o(kg) = 2p. Fatorando sen f,;,), i = 0, 1,2, obtemos
[wy — w0]10(2) [90]0(3)0(4) . [QO]U(Qp_l)U(zp) = (sen fgp_9)*P "3 (sen fap_1)?P 2 x factor,

onde ‘factor’ é um produto de sené;, j # o(ko),o(k1),o(k2). Desta maneira podemos rees-
crever ‘factor’ indexado por uma permutacao de 7 € Sg,_o tal que a hipétese de indugao se

aplica. Entao,

[w1 — w0]10(2> [90]0(3)0(4) o [90]0(21)—1)0(2])) _ H(Sen eg(j))o(j)—l‘
j=2
Assim, provamos que
/ Sl = %2ﬁl(senﬁj)j_ld01 N
=2
Entao,
o o | S = or e g S

_ (2p — D7
20=1(p — 1)ly/7(2p — IV

E claramente

=2
(p—1D)!(2p— 1N ’
2p—1 B op1
VT(2p — ! /Slzpl / St =1

Com os lemas [{] e [f] esta provado o teorema.

(2]7_ 1)' p—1

Logo,

Teorema 14. A Tor¢ao Analitica do disco D" de raio | > 0 em R™ com a métrica padrao

gE induzida pela imersao é (p > 0):

p—1 1

_ 1 1
log Tyl (D" ") = log Tus(D;7 ") = —rk( Jlog 7(D}"™") + rk(p)log 2 + Jrk(p) D .
n=1

1 p
~log Toa(D}") = log Tus (D)) = 51k(p) log 7(D;”) + —rk Y

n=1

2n

Concluimos esta segdo calculando o termo anémalo do bordo usando a féormula dada
no teorema 1 de [I3]. No caso par apresentamos uma versao formal para o caso do cone

sobre esferas. Precisamos introduzir alguma notacao. Seja W uma variedade Riemanniana
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sen «

compacta com bordo W de classe C*°. Considere a homotopia wy = wp + t(w1; — wp) entre
a 1-forma conexdo w; e a 1 forma conexao wyp, onde wy (wp) € a 1-forma conexdo associada a
91 (go) como na sec¢ao 2.4l Considere Q; = dw; + wy A wy a 2-forma curvatura correspondente.
A classe de Chern-Simons associada a classe de Euler de ; sera denotada por é(go,g1), e
satisfaz dé(go, g1) = e(g1) —e(go), onde e(g;) é a classe de Euler de §2; (para mais informagao
sobre a classe de Chern-Simons associada a classe de Euler ver [33]). Considere a métrica

91 = gE € go como anteriormente. Usando o teorema 1 de [13] temos as formulas:

TabS(Dzzp_l) 1 2p—2
og 2L~ — _rank(p)x (S 2, gr) log 2, 44
g ~(DP Ty (P)x (S, gr) log (4.4)

abs(C 5250;110) 1 o~
Whﬁl) = gl“fml<(p)/s2p1 i*é(90, 9E), (4.5)

Isen lsen o

onde i denota a inclusdo do bordo. Procedendo da mesma maneira que na prova do lema [6]

calculamos a integral que aparece na equacao (A.3]). Obtemos

.- (- 1)p+1(2p)'V01 lzfenla p_l sena)% p—1
521 (g0, 91) = (47 )P12P—1pl(sen or)2P—2 2k +1 k)

O

Em particular, para o caso do disco (sena = 1),
/ i*é(g0, g5) = (1P
sppt

Comparando a abordagem de [4] com a abordagem de [I3], vemos que em [4] o termo do
bordo é obtido considerando uma homotopia entre as duas meétricas g; e gg, uma deformacao
da métrica g1 na métrica gg, fazendo a comparacao entre a Torcdo Analitica com estas duas
meétricas. Em [13], o termo do bordo é obtido considerando uma homotopia entre as 1-forma
conexoes wi e wp, o que produz um termo “menor” que nao capta toda a contribuicao do
bordo (a0 menos no caso de dimensao par). Faremos nas se¢oes A3l e 5.1l o calculo explicito

da Torcao Analitica de D? e D* confirmando esta tltima afirmacdo.

4.3 Torgao Analitica de C,S] . e C,S?

sen « sen «

Nesta secao calcularemos a Torcao Analitica dos cones CaSllsena e C’aSlzsen o, usando a de-
finicao dada na equagao (2.11]). Para isto precisaremos conhecer explicitamente o espectro
do Laplaciano das formas desses espacos singulares, e depois uma sutil representacao para a
extensdo analitica da fungdo zeta associada, que permita calcular sua derivada no zero. O
primeiro ponto do problema foi originalmente estudado por J. Cheeger em [9] (veja ainda [18],
[42] e [45]). No trabalho de Cheeger, a teoria de Hodge-de Rham foi desenvolvida para espaco
com singularidades do tipo conico (ver se¢ao[[L4]). Em particular, ele provou que o Laplaciano

nas formas é um operador auto-adjunto no espago da formas quadrado integraveis sobre o
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cone, se algum conjunto apropriado de condicoes de contorno é assumido no vértice do cone
(ver secao[L4)). No entanto, no nosso caso particular do cone sobre as esferas nao é necessério
condicoes de contorno no vértice como os grupos de homologia de dimensao média da secao
do cone ¢é trivial (ver [§]). Apresentamos o espectro de A9 sobre C,, S} e sobre CoSZ_ . .,
no lemal[7l e lema [8] abaixo, respectivamente. Depois calcularemos a derivada das funcoes zeta,

)

usaremos as idéias da secao Em resumo, os autovalores de Ag gn  podem ser identifi-
«

lsen a

cados com os zeros de z, ; de alguma combinacao de fungoes de Bessel e suas derivadas, sendo

enumerados com dois indices positivos como AD 2
n,k Un,k?

onde u,, depende dos autovalores
do Laplaciano em algum espaco de g-formas da secao do cone. Usando estimativas classicas
para os zeros de funcoes de Bessel é possivel provar que as seqiiéncias relevantes U e S estao
contidas na classe de seqiiéncias abstratas introduzidas em [43], [46] e definidas na segao [L.5l
Isto significa que podemos usar o método descrito nesta secdo para calcular a derivada da

funcdo zeta associada a A@.

4.3.1 Espectro do Laplaciano sobre as formas

Nesta secao calcularemos o espectro do Laplaciano sobre as formas. A forma geral para
solucoes da equacao dos autovalores é apresentada na secao [L4] (ver também [9] e [10]).
Entretanto, apresentaremos a forma explicita para determinar as solucoes neste caso estudado
com alguns detalhes do calculo que nao se encontra na literatura. Mais ainda, apresentamos no
decorrer das provas, o sistema completo de autoformas do operador Laplaciano. Denotaremos

por {k: A} o conjunto de autovalores A com multiplicidade k.

(@)

oo gl sobre as q-formas com condigoes de
@

Lema 7. O espectro do operador Laplaciano A

contorno absoluta é (onde v = coseca):

SpA(C(V]iSllscna = {]%,k/lz}zozl U {2 : (jllzn,k;)2/lz}:k:1 )
SPAG g = (a0 /Yo U/ U2 B/ Py
U {2 : (jl//n7k)2/l2}:k:1 )

SpA(C%‘D)‘SLlsena = {]g,k/l2}2021 U {2 : jgn,k/ZQ}:kzl .

O espectro do operado Laplaciano AW sobre as q-formas com condigoes de contorno

oS}

lsen

relativa é:

SpA(COiSllsena = {]g,k/l2}2021 U {2 : jgn,k/lz}:kzl ’
AL = RPE, U P U2 /P
U {2 : (jzl/n,k)Q/lQ}:kzl)

SpA(C%:Szlsena = {]%,k/lz}zozl U {2 : (jllzn,k;)2/l2}:k:1 .
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sen a Isena

~ . 1
Demonstragao. Parametrizamos CoS},, , POT

z1 = rsenocosf
1
CoSlsena = § T2 =rsenasenfd ,

T3 = rCos

onde (r,6) € [0,1] x [0,27], | e o sdo numeros reais fixados e 0 < a = senaa < 1. A métrica

induzida é
g =dr®dr+a*r*df @ db,
e o operador * de Hodge age nos elementos da base da seguinte forma

x: 1 ardr A db,
* o dr — ardd, * 1 df — —idr;
ar

*:dr/\d@Hi.
ar
O Laplaciano nas formas é
AO(f)=—a2f Lo L oer
(f)=- rf_; rf—m o [
AW(f.d dg) = ( —0? L ogzg 4 Lo 2 00fo ) d
(fr 7‘+f6 0)— _rfr_w 6fr+r_2fr_; rfr‘i'm 6f6 r
9 1 1 2
+ _aer_ﬂ80f€+_arf0__8€fr d@,
a’r r r
1 2 1
2 2 2
A()(fdr/\dé’):—arf+;8rf—r—2f—magf.

Usando a decomposi¢ao descrita na equacao (2.5]), obtemos a partir das equagoes (2.6]), e

[27), os conjuntos a seguir de condigoes de contorno. Para as O-formas:
rel. 1 w(l,0) =0, abs.:  (Orw)(l,0) =0, (4.6)

e as condicoes de contorno relativa coincide com as condi¢des de contorno de Dirichlet. Para

as 2-formas
w
abs.:  w(l,0) =0, rel. : (87,—) (1,6) =0, (4.7)
r

e as condicoes de contorno absoluta coincide com as condigoes de contorno de Dirichlet. Para

1-formas:

abs. : { wr(l,0) =0, rel. : { wo(l,0) =0, (4.8)
(8rw0)(lv 0) =0, (ar(arwr) + éaawe) (l’ 9) =0,

onde w(r,0) = wy(r,0)dr 4+ wy(r,)do.
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Agora iremos solucionar as equacoes dos autovalores. Note que o Laplaciano nas 2-formas
coincide com o das 0-formas pela transformada de Liouville f = rh. Considere a equacao dos

autovalores para o Laplaciano sobre as O-formas

1 1
AO) S — (-@3 - Wag) F= a2 (4.9)

Podemos decompor o problema sobre o autoespaco de —83. De fato, ¢,(0) = €™ & um
sistema completo de autofuncoes para —83 sobre o circulo S, e o autovalor de ¢, é \, = n?,

n € Z. Entao,
A© =S 7,1,

nez
onde II,, é a projegao sobre o subespago gerado pela autofuncao ¢, do autoespago relativo ao

autovalor A\, e

1 v2n?
2
Ln==0; = —0r+ —5,
onde v = é Como A\, = A_,,, I, =1I_,,. Como —862, possui um sistema completo

o= 1% 00,40) = &, 6, (6) = "}

nelN ’

onde todos os autovalores sao duplos, a nao ser Ag = 0 que é simples, e ainda L, = L_,,

oo
A = LTy © > Ly q © 10, ),
n=1
onde I ,, é a projegao sobre o autoespago gerado por ¢, no autoespaco de A, (na verdade o
autoespacgo de A\, é gerado pelas duas autofungoes ¢4, para todo n # 0). Agora, resolvemos
a equagao dos autovalores para L, sobre L?(0,1),
Lou = (—af — ldr + Lf) u = M\u. (4.10)
r r
Esta equacao pode ser resolvida em termos de fungdes de Bessel. A equagao ([4.I0]) possui
duas solugdes linearmente independente (assuma que p = vn ndo € inteiro) y4,,(r) = Ji |, (Ar)
(onde assumimos que A > 0). Mas J_,(r) diverge como r~I# em = 0 e portanto nao satisfaz
a condi¢do de contorno em r = 0, ou ndo estd em L?(0,1) (dependendo do valor de ). Logo
consideramos apenas a solucao y. Isto significa que a equacgao dos autovalores (4I0]) para
Ly, possui a solugao (1) = Jyun|(Ar), para cada n € Z; em particular possui a solugio
Y (r) = Jun(Ar), se n > 0, como v > 0. Portanto um sistema linearmente independente de

solucoes da equacdo de autovalores (@) para A©) &

{60(0)o(r) = Jo(Ar)}

. . 4.11
U {¢n7+(9)¢n(r) = emajun()‘r)a ¢n,—(9)¢n(r) = e_maJl/n()‘T)} ( )

n€lNg '
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sen a Isena

As solugdes para A® sio dadas por meio da inversa da transformada de Liouville acima,

{d0(0)o(r) = xJo(Ar)}

ind —inf (412)
{004 000 (r) = 16" T (Ar), - (O)n(r) = re L (Ar)}
0
Note que a transformada de Lioville, neste caso, vem da relacdo Ax = xA.
A equacao dos autovalores para o Laplaciano sobre as 1-formas é:
AWy = N2, (4.13)
onde w = frdr + fpdf. Isto corresponde ao sistema de equacoes diferenciais parciais
1 V203 +1
— O fr =~ O fr + —————ﬂ+——%ﬁ N fr,
" r2 (4.14)

—V282

1
_62f9+r8 fo+ fG__aﬁfr—)\ fo-

no

Como uma base para L?(S!) ¢ dada por meio das funcdes €? com n € Z , consideramos

solugdes do tipo w = f.(r)e™?dr + fo(r)e"?df, com m,n € Z. Substituindo em (ZI4) temos

2i2n

vm)? + 1f eimd | Foelnf = A2 f,im?
T 3 - T )
T

: 1 .
_ 83frelm9 _ ;arfrelme + ( 3
2im

— 82f em9 + :‘a foe mG ( ) ) foe ind TfT im@ )\2f em@

que é satisfeito se, e somente se, m = n. Portanto, segue que as solugoes da equagao ([ELI3)

sao da forma
w = " (f,(r)dr + fo(r)do),

com n € Z. Em outras palavras, o operador A1) decompde-se como

AW =3 1,10,
ne”Z
onde , L
L[ la el ma
n — . )
—2in —02 4 Lo, 4 L)

sobre (L?(0,1))2, e TI,, & a projecao sobre o subespaco gerado por € do autoespaco relativo

ao autovalor n? de —83. Logo, precisamos resolver a equagao dos autovalores
_ )2
Lyu = X\ u,

onde u = (f, fo) sdo duas funcdes em L?(0,1). Isto corresponde ao sistema,

1 vn)? +1 2i2n
- agfr - ;8rfr + ( 2‘2 fr 3 fG Aifry

@ff—§%—&n

1
— 0o+~ 0o+
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Com a mudanca de base (f,, fo) = (vg,, —irgy), obtemos

1 vn+1 2
(‘33 — O+ (,472)> (g9r + 90) = A2 (gr + 90),

(4.15)

r

1 — 1)
(<02~ 2o+ P20 - g0) = 20— )

Usando resultados sobre solucoes de equacoes de Bessel e considerando apenas solucoes L2
(da mesma maneira que no caso das O-formas), temos que um conjunto completo de solugoes

linearmente independentes é dado pelas duas autofuncoes

(gT’7 g@)n = (J\un—l-l\()‘nr)v J|Vn+1|()‘nT))7
(gT’a g@)n = (J\un—l\()‘nr)a _J\un—l\()‘nr))'

Portanto, a equacdo dos autovalores [@I3) relativa ao operador A possui o sistema

completo de solucdes linearmente independente L? com n € Z

{wn,i = J|,mi1|()\nr)ei”9 (vdr — ird@)} . (4.16)

Por fim, aplicamos as condigoes de contorno. Para 0-formas, decompomos como na equa-

cao (Z5) wyy = w € wporm = 0. As condic¢oes de contorno relativa dadas na equacao (0

aplicadas nas solugdes da equagdo ([ELII) mostram que A = 22 onde ji,j sdo os zeros po-

sitivos da funcado de Bessel J,, ordenados de maneira crescente, com k = 1,2,.... Ja que o
conjunto {J,(jyx7)}r=12, . define uma base ortogonal para o espago L?(0,1), provamos que

o conjunto
{¢0(9)¢07k(7") =Jo (']OT’kr> s Ont (0) 0 1 (1) = €, <‘7VTnkr>} ,
n€lNg

define um sistema completo de solucoes linearmente independentes da equacao dos autovalores
@E3) para A com condicoes de contorno de Dirichlet em r = [ sobre L%(0,1), e onde A = J”%k
para ambos ¢, +J,, quando n # 0.

Por outro lado, as condigoes de contorno absoluta sao dadas na equacao (.06]). Aplicando

nas solugéo da equagao (AII]), obtemos

Ow in
5, (1b0) = e T nl) = 0,
0 que nos leva a A\, = j“’#, onde j,'jmk sao zeros de J},, (2).

O resultado para 2-formas é o dual das O-formas. Note que, aplicando a transformada
de Liouville inversa, obtemos um sistema completo para A® com condi¢oes de contorno

absoluta:

.2 -
2 Juin k 2 in Jv|nl,k
{A,&,L = R W2 (,0) = Bu(O)py (1) = 0Ty (F r)} .
neZ,kelN
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sen a Isena

Para uma 1-forma w(r,0) = w,(r,0)dr + wy(r,0)dd, wian = wy € Wnorm = wr. Note que
nenhuma das solucoes em ([A.I6]) satisfaz as condigdes de contorno ([A.8]), para A, # 0. Assim,
consideramos combinagoes lineares wy, +(r,0) = wy (7, 0) £ w2 ,(r,0). Aplicando a condi¢ao

de contorno relativa (48] em w,, +(r,0) obtemos, se n # 0, os autovalores

8= Rl 2= Gl

Se n = 0, temos )\3’+ =ji. /1% e )\(2)7_ = j2,./I%. Aplicando a condigao de contorno absoluta

de ([A.8)) para wy +(r, ) obtemos, se n # 0, os autovalores

2 . 2 /12 2 -2 2
>‘n,+ = (]‘/yn‘,k) /l ) )‘n,— = ]‘yn‘,k/l .
Sen =0, temos \j | = jak/lz, e N _ = jik/l2. As autoformas seguem da equagao ([{.10]).
U

Lema 8. O espectro do Laplaciano AW sobre as q-formas com condi¢des de contorno

CaS?

lsen «

absoluta é:

SpAéjsz —{@n+1): a0 )

lsen a

k= 1
o8 =), ol )

U{@n+1): 32 s /PN U@+ 1) 72 P
SpA(CiS?SCM {j;k/ﬂ} - u{@n+1):j, k/lz}nk 1

U{@n+1) g p /P U@+ 1) s /P

SpA(ciS2 ={@2n+1) :j;%n,k/ﬂ}:k 1 {]1 k/l2}

lsen a

k=1’
)

O espectro do operador Laplaciano AY sobre as q-formas com condigoes de contorno

S?SCHQ
relativa é:

0 2V ?
SPACQS?SCDQ o {(2n+ 1) -Jun,k/l }nk 1 {jl % }k i

(1) 2 2 S 2
SPAcansma {]%,k/l }kzl u{(2n+1): j#nvk/l }nvkzl

U{@2n+1): jin,k,+/12}:k=1 u{@n+1): jimk/lz}:kﬂ ’

R U YT IR (TS YLy bl

U { 2n+1): jun’k +/l2}nk ne { (2n+1) :jinykv_/l2}:k‘:17

SpAD o ={@n+1): 52 /P {ggk/ﬂ}

lsen a

k=1

onde (lembramos que v = cosecq)

1
i, = \/y2n(n+1)—|— 7

e onde 0s j, 1 sio os zeros da fungio G (2) = £3.J,(2) 4+ 2J}(2).
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. . 2
Demonstragao. Como antes, parametrizamos CnSj.q,, o, POT

r1 = rsen asen fy cos 01

T9 = rsen « sen 6y sen 01
C,S? =

Isen

T3 = rsen « cos sy

T4 = T COSQ

onde (r,01,602) € [0,1] x [0,27] x [0,7], 0 < o < 7/2 é um namero real fixado e 0 < a =

seno < 1. A meétrica induzida é
g =dr @dr+ (a®>r?sen? 0y)df; ® dby + (a®r?)dbsy @ dbs.
O operador estrela de Hodge age nas formas da base como segue:

%1 1 a’r?senfydr A dO; A dbs;

-1
1 dr — a’r®sen Badfy A dfs, x : df; — on dr N dfs, * : dfs — sen Oadr A dbq;
2
1 1
x:dr Ndfy — ———dby, % : dr N dfy — —sen Osdfq, * : dOy N\ dfy — ————dr;
sen 0y a?r? sen O

sdr ANdOy A dB _.
*ear ! 2 a?r?sen @y

O Laplaciano nas 0-formas é dado pela equacao

Op,w

a?r? sen 0, a?r?  a?r?sen? 0,

2 2
AO(w) = - (%&»w L 1 % i ) :

e no caso das 1-formas é

A(l)(wrdr + wp, db; + w92d6’2) =

2 2 1 cos 6
2 2 2
<_8r(“‘r + T_Q‘“"T - ;87“(“‘? - 2—7,2802(““ T 2.2 cnn A

w
a2r2senfy 02T
1 2 2 2 cos Oy
- Rt O wy + ——=0p,wp, + ————wp, | dr
a2r2sen2fy 0T g2p3sen2fy 1Ot T q2p3 7202 T 02,3 gen 9y 02

2 1
2 2
+ <—(9rw91 — ;8@1w7~ — m892WQ1

cos Oy 1
—————(Og,wp, — 209, wy.,) — - wy, | db
a?r? sen 92( 2 190,) aZr2sen2 @y 010

2 1 cos 0
2 2 2
+ [ —07wg, — =0, wy — =04 wp, — 55— 0Op,w
( 0y T T2 T 220020 T ey 0 92562
1 2 cos Oy

2
+—5—5— (W, — 0, we 7@9 we d@g.
a?r? sen? 0, (s, = 0g,wo,) a?r?send3 @y 't
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Aplicando a decomposicao descrita na equacao (2.3]), obtemos das equagoes ([2.6)), e ([2.7),
os conjuntos de condi¢des de contorno.

Para as 0-formas:

abs. : O,w(l,61,02) =0, rel. : w(l,61,602) = 0. (4.17)
Para as 1-formas:
wr(1701702):0 w91(1701792) =0
abs. : 87,(,091 (l, 017 92) = O rel. : U.)@2 (l, 017 92) = 0 (418)
8,«(U92 (l, 91, 92) = 0, &«(T‘%U,«)(l, 91, 92) = 0,

onde w(r,01,02) = wy(r,01,02)dr + wy, (1,61, 02)d61 + we, (1,01, 62)dbs.

O proximo passo é resolver as equacoes dos autovalores. Para as O-formas:
2 1 0
AOw) = —0fw - ~drw + WNSQ (w) = A\ (4.19)

Decompomos o problema nos autoespacgos de Ag?}. Seja YF(0y,0,) = eikalPr‘Lkl(cos 02),

onde P,Lk‘(cos f2) sdo os polindmios associados de Legendre e |k| < n. Y,F(0y,0;) ¢ um sistema

completo de autoformas para Ag)g) e os autovalores sao n(n + 1), com multiplicidade 2n+1 e

n € Z, n > 0. Entao,
AO =N"T,11,,
n>0

com
vin(n+1)

2
T, = 9w — 20w+ L2
T T

e a equacao dos autovalores fica

2
Tp(u) = [ —0%w — garw + vinln+1) u = Nu.
! r 72

Isto pode ser resolvido em termos de fungoes de Bessel e a solugao é u,,(r) = rz i (Ant).

Assim a solucao para a equacao do 0-Laplaciano é

Bir(r,01,02) = 773 T, Q)Y (01, 02), € B (r,01,05) = 7721 (Aar). (4.20)
Para as 1-formas temos
AW (W) = N (4.21)

com w = wpdr + wp,df; + wy,dby. Escreva w = fp,0,(r)d(01,02) + fr-(r)h(01,02)dr onde
¢ = fo,dO1 + fo,dB e h(61,02) & uma O-forma em S2. Assim, substituindo em (E2I]), temos

o sistema

Al
(=0} fo.0,)¢ + ;2774(55).}"9192 - Qfo(h) = X\ f9,0,0
2 oADMY, 2edi() 42
dr((—@f fr==0cfr+ 5 f)h + 5%2 - ZQTg =dr(\2f,.h).
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Considere f, =0 ou h = 0 e ¢ uma autoforma coexata em S? com autovalor ndo nulo. Entdo

temos a equagao, para n > 1,

vin(n +1)
2

(—d? fo,0,)0 + forts ¢ = N f,0,0.

Resolvendo esta equagdo em r encontramos que fg,9, = T’%Jun (A\nr) e, entdo,
1 1
W) =12, (Ar)o.

Note que ¢ = dgz (sen 02Y,F(01,02)d0; A dfs). Agora consideramos f,. # 0, fo0, # 0, € h
1)

uma O-autoforma coexata de S? com autovalor nio nulo tal que d(h) = ¢. Assim, AESQ (¢) =
n(n+ 1), dTSz(d(h)) =n(n+ 1)h, e o sistema [£22) fica

(02 f o+ DI Mo g, g,
9 2 2 n(n+1)h 2n(n +1)fo,0,(4) |2
(_arfr - ;arfr + ﬁfr)h + a2r2 fr - a2r3 =\ frh

Mudando a base (fp,0,, fr) = (r_%gr,ﬁT(r_%gT)) resolvemos o sistema e a soluc¢do é g, =

Jyun (Anr). Assim a solugdo para o sistema ([£22), neste caso, é
U = 172, Or)$(01,82) + O (2 T, (\ar) (61, 62)

onde h(91, 92) = Y,f(@l, 92)
Considere agora f. # 0, fa,0, # 0 € ¥ uma O-autoforma coexata de S? com autovalor nao
nulo tal que d(vy) = ¢ e dgzd(v) = h. Entao h = n(n + 1)1 e o sistema ([4.22) fica

(02 foan)o + MO e Ay ap
(4.23)
dr ((—a,?fT - %anr + T—szr)h + ”(”a‘;r;)f’“h = 2(?7{@2 h> = dr(\2f,h).

Mudando a base (fg,a0,, fr) = (ar(r%gT),r_%gT) resolvemos o sistema ([{.23) e a solugao é
9r = Ju, (Anr). Assim a solugao para o sistema (£.22)) fica

) = 0,12 Ty Mar)) M) 081, 02) + 772 T, (Aar)h(61, 0)

onde 9(61,602) = Y7 (61, 62).
No caso em que A(Slz)(qﬁ) = Ag)z)(h) = 0 temos a equacao

2 2
dr ((—8,?1} — 0 fr+ T—er)h> = dr(\*f,h).
Assim, mudando a base f, = 8T(T_%gr) encontramos g, = J% (Aor) e a solugdo é

$8) = 8,(r~2.J1 (Agr))h.

1
2
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Sabemos que a decomposicao de Hodge das formas L? em formas exatas e coexatas valem
como no caso suave (ver se¢ao [L4 e [10]), concluimos que a equacao ([£2I)) possui o seguinte

sistema completo de solucdes L? linearmente independente, com A # 0,

N = 130, (Ar)dL, (sen 02,5 (01, 05)d6, A dba)

o AP)YE (01, 05)dr + r=2.0,, (Ar)d(Y;E (61, 65))

) =720, ) (n(n -+ D)2V (01,02)dr + 0, (1% T, (Ar))d(Y;E(01,05))
vy = o,(r % J1 (\r))dr.

1n
l
= ar< 3

(4.24)

A seguir determinaremos os autovalores.

0-formas

Temos apenas dois tipos de formas em ([{.20), que sao:

1

O _ =27 o (A7)0 g)) =2

1n

(M)l

N

Usando as condigoes de contorno absoluta em (£I7]) obtemos

0 (W) (1,01, 02) = 8,(r~ 2 T, ()6 D) (1, 601, 62) =
(

)

O (W )1, 61,02) = 0, (=2 Ty (W) ¢ (1,61, 62) = 0

e assim precisamos do quadrado das solugbes de —%l_%Jun(l)\) + l_%)\Jl’m(l)\) = 0 e de
—)\_%J%(l)\) = 0 que sao

2 jimk,— 2
)\ :T € )\

Considerando as condi¢oes de contorno relativa em (4I7) e aplicando em 1/1&% e 1/1%))

obtemos que ¢§%(l, 01,02) = 1/)590) (1,01,02) = 0 e entao os autovalores sao

-2

2 J1

D ke 1k

2 Hn, 2 2’
A= 2 e M\N= P

1-formas

Neste caso temos quatro tipos de formas em [@24) (s = 1,2):

Yl =2, (On)oll, Y8 = 0n(r=3 0, (AW dr + 12, (Ar)de
P8 = ar(r—%J% A dr, ) =n(n+ 1)~ 2 0, (Ar)w2eQdr + 8, (r3 Jun()\r))dq(f)
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Usando as condigoes de contorno absoluta em (AI8]) temos, para os quatro tipos,

O (41 )6,) (1,01, 02) = 8,(r3 T, (Ar))(1) = 0
(WS (1,01, 0) = ((ﬁ”) (1.01,02) = 0,(r7 2, (W) (1) = 0
(WS)e (1,01, 02) = Jy,, (IN) =0
A (v\Mg. (1, 91,02):—3,]%( A)+ A, (1) + X2 (IN) =0
0 (01,61, 62) = 0, (2.3 (Ar)) (1) = 0.

Desta forma obtemos os quadrados dos zeros das seguinte equagoes,

1
=Ju, (IN) + l)\JLn(l)\) =0,

2
—%J,m (I\) + AT, (IN) =0,
T (IX) =0,
A2 T4 (1N) =0
—AT2J5 (1) = 0,
que sao
A2:M >\2:3/2M¢ )\2::7‘;217_“1@ o )\2:j§,k

2 2 12 2

Usando as condi¢oes de contorno relativa em ({I8) obtemos, para os quatro tipos,

(r2J w))m =0

Jun (1) =

1
=T, (IX) + INT), (IX) + (lA)2J,f[n(1A) =0

(W40, (1, 61, 62)
(W))0, (1,61, 62)
4

O, (r*(W):) (1, 61, 62)
0-(¥82)0.)(0,01,62) = 1, (X) + N, (10) = 0

0 (P (), 0,61, 62) = 5 T, (V) +IAT,, (10) = 0

Or(r2(65))) (1,01, 02) = ,(r20,(r~ 2.1 (Ar))(1) = 0

e assim ¢ necessdrio determinar o quadrado dos zeros de J,,, (I\) = 0, —1.7, (1)) +INT,, (IN)+
(IN2J)) (IX) =0, $Ju (IN) + N, (IN)=0e J%(l)\) = 0, que sdo

‘2 j
D k k
pn,k,+ e )\2 —

j
2 Mn,
A 2

N (duas vezes), A=

S Nl= N

Isto conclui a prova para as O-formas e 1-formas. O resultado para as 2-formas e as
3-formas segue por dualidade.
O
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4.3.2 Torcgao Analitica do cone sobre o circulo

Teorema 15. A Tor¢iao Analitica do cone C’aSllsena de dngulo o e comprimento | > 0, sobre
o circulo, com a métrica padrao gg induzida pela imersao, com condigoes de contorno absoluta

(relativa) e uma representagao ortogonal de posto 1 é:
1 1
10g Tups (CaStiona) = — 108 Trel(CaStinn) = 3 log(7l? sen o) + 5 sena.
Em particular, para o disco Dl2 temos:

1 1
log Tabs(Df) = —log Tml(DIQ) =3 log 7l? + 3

Demonstra¢ao. Claramente, a Tor¢ao Analitica com condig¢oes de contorno absoluta no bordo
coincide, a menos de sinal, com a Tor¢ao Analitica com condi¢Ges de contorno relativa no

bordo. Usando a analise na se¢ao [A3.1], as funcao zetas relevantes sao

0o j—2s 00 j—2s 00 ]—23 ] —2s
0y 0,k 1,k vn,k Vnk
C(SvA())_ l—2s+Zl—2s+ZZ - 2s+2z = T—2s
k=1 k=1 n,k=1 n,k=1

—92 -2
A N0k o S ok
C(S= ) - [—2s + Z 2s
k=1 n,k=1

e pela equagio (210, a torgio ¢ (a =sena = 1)

1
lOg Tabs((CaSllav gE); p) = _§</(07 A(l)) + C/(Ov A(2))
Defina a funcao

t(s) = ~ 5605, A0) + {(5,A2)

1 ) ) 00
_ 5125 —2s o _l2s Z 1—23 + l2s Z V—n22 l2s Z (jzlzn,k)_%
k=1 n,k=1 n,k=1

2 (%20(8) - éms) 209~ 2.

entao

L0 -0+ 20 - 20,

Usando a equacio (L22) da secdo [L3 calculamos 2q/1(0) e z6/1(0). Obtemos

log Tuon((Ca Sl 01): ) = (3 +2(0) - Z<o>> log 2+ Z/(0) - 2/(0) — Slog2. (4.25)

Falta determinar as diferencas Z(0) — Z(0) e Z'(0) — Z’(0). Usaremos o teorema Bl As

seqiiéncias relevantes sdo as seqiiéncias duplas S = {52, ,} e S = {(j/,, )} e a seqiiéncia
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simples ¢ U = {vn}2,. Ainda Z(s) = ((s,5), Z(s) = ((s,5). Usando estimativas classicas
para os zeros da funcao de Bessel [48], temos que o genus de S é 1, o genus de U é 1, e os genus
relativos de S sao (1,0,0). Mostremos que U,S,, e S, sdo seqiiéncias totalmente regular do
tipo espectral. Para U, é direto (veja ainda [43] se¢ao 3.1), como ((s,U) = v~°Cr(s). Para
S e S note que temos as seguintes representagoes como produtos (a primeira é classica, ver

[48], a segunda segue usando o teorema da fatorizagao de Hadamard, ver [12])

P i~ 52 , L1 0 52
I(z) = mk];[l (1 + ) L@ = Ty 11 (1 + (,—)2> . (4.26)

]l/k

Usando estas representagoes, obtemos as seguintes representacoes para as funcoes Gamma
associadas as seqiiéncias 5, e S,,. Para utilizarmos depois, apresentamos as representacoes

para as fun¢oes Gamma associada as seqiiéncias Sy, /u2, e S/,/u2. Pela definicio da equacao

(LIT), com z = v/—\, temos

log (=X, S, /(vn)?) logH (1 + 72 )2)
vn,k
— log I,m(un\/—_)\) + (vn)log V=X

+ vnlog(vn) —vnlog2 —logI'(vn + 1),

)2
log T'(—A, S,/ (vn)?) logH (1 + (jm k) )
— log Iyn(yn\/—_)\) + (vn — 1) log V=X

+ vnlog(vn) —vnlog2 —log I'(vn + 1).

Uma primeira conseqiiéncia desta representacao é que temos uma expansao assintotica
para as fungoes Gamma logI'(—A\, S,,) e log F(—)\,Sn) e, portanto, S, e S, sdo seqiiéncias
do tipo espectral. Mais ainda, considerando as expansoes, vemos que ambas sdo seqiiéncias
totalmente regulares de ordem infinita.

A seguir, provamos que S e S sdo decompostas espectralmente sobre U com poténcia
k = 2 e comprimento £ = 2, como na definicdo I3l Temos que mostrar que as fun¢oes
log (=), S, /u2) e logT(=\, S, /u2) tem a expansio uniforme apropriada para n grande. Isto

segue usando as expansoes uniformes para as fungoes de Bessel, dadas em [35] no capitulo 10

na secao 7,
I(vz) = T 14+Ui(z)-+0w 7)),
V27rv(1 4 22)1 v
com Uy (2) = ——= — 2 e

8v/1+22 24(14—22)%

i (1+ 22)ie”\/1+22ey B Vi (

V(I/Z) = \/27T—VZ 1+ Vl(Z)% + 0(1/—2)> :
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_ __ 3 7 < A : ~
com Vi(z) = irs + PR E Usando a expansao classica para o logaritmo da funcao

Gamma de Euler, [21] 8.344, obtemos, para n grande, uniformemente em A,

logT'(—=\, Sy /u?) = Z b1 (Nup "

=0
:<1—log2—\/1—)\—Hog(l—i-\/l—)\)) vn

+ilg(l—)\)—<U1(\/—_A)+%>%+O<(mll)2>7
log (-~ 0. 80 /u2) =3 dpa (Aul

h=0

:< —log2—+v1—X+log(l+ A))’/n

— —log(l—)\) - (Vl(\/—_)\)-i- 1—12> % +0 <(Vi)2>,

em particular

11 5 1 1
A = —= o -
o1 8(1_)\)5 24(1_)\)5 12
A 31 71
A) =2 S ——
o1 8(1_ni 24(1-x3F 12

Note que o comprimento ¢ da decomposi¢io é precisamente 2, pois e(U) = 1 e, portanto,
o maijor inteiro tal que h — 1 =0, <1 ¢ 2, como o9 = —1, 01 =0, 09 = 1. Entretanto, pelo
teorema M apenas o termo com o, = 1, assim h = 2, aparece na férmula do teorema 5 como

o tunico polo de ((s,U) é em s = 1. Aplicaremos a formula do teorema [5l Primeiro, como
1
ReSOC(S7U) = _(fy—i_logy)? ReSl C(SaU) - -
s=1 v s=1
onde 7 é a constante de FEuler. Segue que

C(0,9) ~ €(0,8) = ~ Ao, (0) + Ao (0) + o Ress(®1(5) — B1(s),

s=0
¢'(0,8) = ¢'(0,5) = — A00(0) — Ay 1(0) + Ag,0(0) + A, (0) (4.27)
+ % %i%o(fbl(s) - @1(8)) % <;7 + log 1/> l?isol({h(s) — <i>1(s))

Segundo, pela definigdo na equagao (LI9),

o0 1 e M 1 1 5 1 1
dq(s) = ts—l—,/ —= + = — — | d)dt,
1(s) /0 27 Aoe -\ ( 8(1_)\)% 24 (1_)\)% 12>

. o0 1 A | 7 1 1
dq(s) = ts—l—,/ = S Y
1(s) /0 2mi Jp,, —-A (8 (1— )\)% 24 (1— )\)% 12)
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Usando a formula (L23]). Obtemos

F(S—Fl) “ F(S—Fl)
iiJ =— 2/(14+5 iiJ = _2(1-7
1(8) 12ﬁ3 ( =+ 8)7 1(8) 12\/%8 ( S),
e assim
5—v 1
P =—— — ~log2 0] = —
Reso 1(s) = 5~ — g los 2, Ros @1(s) = 73
. T+ 1 < 1
Resp @ =t — = 2 Res; @ = —.
teso 1(s) 5 glos? les 1(s) = 13

Logo a equagao ([d.27), fica
Z(0) = Z(0) = — (A0,1(0) — A91(0)),

2(0) = 2/0) = = (A00(0) + 4,1(0) = Aoo(0) — Ay, (0)) + -

(4.28)

Terceiro, por meio da equagao (L2I]) e o teoremad, os termos Ago(0) e Ap;(0), sdo

(a0,0n — bl,o,ouﬁl) u, s,

WE

AQ@(S) =

Il
—

n

2s

M8

Aoa(s) = (a01n —broau,’) uy

Il
—

n

Assim, precisamos da expansio, para A grande, das fungoes log I'(—\, S, /u2) e ¢1(\). Usando

expansoes classicas para as funcoes de Bessel e sua derivada,

eF eF
I(z) ~ F L0, I(z) ~ trz R 4 O(e™?), 4.29
(Z) \/% ];)ckz (e ) (Z) \/ﬁ kZ:OCkZ (e ) ( )

(=)D (v4+-k+1/2)
2kEIT (v—k+1/2)

na equacao (L20), obtemos

onde cg = ¢ =1, ¢ = e 0s ¢ sao combinacoes finitas dos c¢; e as férmulas

—_

1
a0on = 5 log 27 + (V’I’L + 5) logvn —vnlog2 —log'(vn + 1),

1 1
ao,1n = 5 vn + 5 )

1

b =——, b =0,
1,0,0 1 1,0,1
e
. 1 1
0,00 = 5 log 2w 4+ | vn + 3 logvn —vnlog2 —log'(vn + 1),
. 1 1
ao,1,n = B vn — 3 )
. 1 .
1,00 = —== b1o,1 =
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A

Isto mostra que Ag(0) = Ap,0(0) e que

)

. 1 & 1 1
Ao (s) = Aoa(s) = 5 ;uﬁzs =36(2s,0) = 51/_28((28)7
e assim
A 1 , N 1 1
Ap1(0) — Ap,1(0) = L 01(0) — Ay 1(0) = 3 logv — 3 log 2.

Substituindo na equacao ([£.28) obtemos

. 1
Z’(O)—Z’(O)——llo 1/+110 2 —i—i
T BT RT T,
Com isto, em (£25]), obtemos
1 T 1
log Thps(Ca S} =—log —1? + —.
0g abS(C Slsena) 2 Ogyl +2V

Em particular, para o = 7, temos que

1 1
log Thps(D?) = — log Ty (D?) = 5 log % 4 5

4.3.3 Torcao Analitica do cone sobre uma esfera
Seja

F(s,v) = i@n + 1)y, % <log <1 + i) — log <1 - i)) .

= 2pn

73

(4.30)

(4.31)

Teorema 16. A Tor¢io Analitica do cone Cansena de dngulo o e comprimento | > 0, sobre

a esfera, com a métrica padrao gg induzida pela imersao, com condigoes de contorno absoluta

(relativa), e uma representagao ortogonal p do grupo fundamental de posto 1 é:

1

4 1 1
lOg TabS(CaS?senoc) = IOg Trel(CaSlzsenoc) -5 lOg §l3 - §F(07 cse Oé) + Z sen «,

2

onde a fun¢ao F(s,v) € dada como anteriormente. Em particular, para o disco D? temos:

1. 4r® 1 1

Demonstracao. Claramente a Torcao Analitica com as condi¢oes de contorno absoluta e re-

lativa coincidem neste caso, basta ver os autovalores. Consideramos o caso com condigoes de
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contorno absoluta no bordo. Usando a segao .31l as fungoes zeta relevantes sao

00 ‘73_3: %) j—2sk %) 5—22
1 _ 27 Hn, ik, 1
(s, A0) =) 5+ Y @n+ )P0+ D 2+ )75,
k=1 n,k=1 n,k=1
oo ‘71—3: 00 —28k [e9) N‘—ZZ
2 _ ) Hn, Hn, 7+
C(s,0) =37 2o +2 > (2n+ 1755 + > (2n+1) e
k=1 n,k=1 n,k=1
, PR i
C(SaA( )) - 1325 + Z (2n + 1) l/in2,8 ’
k=1 n,k=1

e pela equagao ([2.11)), a torcao é
1
log Tas(CaSEy, ). p) = —5¢/(0,A00) + €0, %)) — 2¢/(0, A8,

Defina a funcao

1 3
t(S) = _5 (S’A(l)) + <(SvA(2)) - §<(S’A(3))
.—2s .—2s _9s 00 ~_9g
_ 2 f: Tk - lij%’k + 1 i (2n + 1)‘7“"2”“”r 21 Z (2n + 1)'7“”2”“ -
9 [—2s 2 [—2s 2 [—2s 2 [—2s

entao

(0) ~ 523(0) + 37,.(0) - 1Z_<0>)

2 2
L, L, 1, L,
— =2 (0) - = S20(0) — =2 (0).
571 (0) 22'%(0) T3 +(0) 5 ~(0)
Usando as equagoes ([.22]) da se¢ao [l obtemos
3 1 1 1 1 1 4
IOg TabS(CaS?a) = (Z + §Z+(0) — §Z_ (0)> lOg l2 + §Z-/i-(0) — §Z/_(0) + 5 lOg g (432)

Falta estudar as diferencas Z,(0) —Z_(0) e Z! (0) — Z"_(0). Para isto usaremos o teorema
Bl na forma apresentada no seu corolario. As seqiiéncias relevantes sdo as seqiiéncias duplas

Sy = {jin,k,i} e a seqiiéncia simples U = {(2n + 1) : pp }22, onde

1
Hn = \/VQn(n—i-l)—i- 7

e Zy(s) = ((s,S+). Usando estimativas classicas para os zeros das funcoes de Bessel [48], o
genus de Sy € 0, o genus de U é 2, e os genus relativos de Sy sao (1,1,0). Isto difere apenas do
caso do circulo por g(S4 i), com k fixo. Usando estimativas classicas para os zeros das funcoes
de Bessel, o comportamento destas seqiiéncias é dado pelo comportamento da seqiiéncia dos

autovalores do Laplaciano sobre a esfera S2, que é conhecido. Em particular lembramos os



4.3. Torcao Analitica de C’aSll e C,S2 75
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principais fatos mais a frente. Verificamos que U e S ,, sao seqiiéncias totalmente regulares
do tipo espectral.
Por definicdo da seqiiéncia U,
C(s,U) =v7°¢(s, L 1),

onde L, = {(2n + 1) : /n(n + 1) + ¢} ,. Assim, U esta relacionado com a seqiiéncia de
autovalores do Laplaciano sobre a 2-esfera transladado por uma constante positiva g. Mais
precisamente ((2s,Ly) = {(S,Sp+Ag)2)). A funcao zeta {(S,Sp+Ag)2)) foi estudada em [43],
secao 3.3, onde foi provado que e(Sp+Ag)2)) = g(Sp+Ag)2)) =1leque Sp+Ag)2) é uma seqiiéncia
totalmente regular do tipo espectral com ordem infinita, por meio da apresentacao explicita
para a formula da fungdo Gamma associada I'(—\,U) em termos da Funcao G de Barnes.
Segue que e(U) = g(U) = 2 e que U é uma seqiiéncia totalmente regular do tipo espectral

com ordem infinita. Ainda ((s,Sp +Ag)2) ) possui um polo simples em s = 1, com residuos

Rgslo (s, Sp+A§,9)) = 27, Rgsll ((s, Sp+Ag)z~)) =1,

e assim, ((s,Lp) possui um polo simples em s = 2, com a mesma parte finita e residuo

duplicado. Expandindo a poténcia do bindmio, temos que

((s,Lq) = C(s, Lo) + f(s),

onde f(s) é regular em s = 2. Portanto,

Re820 C(s,Lq) =2y + f(2), Re821 C(s,Lyg) =2,

2 1
C(s,U) =v7°((s,Lq) = 259 + f(s),

proximo a s = 2, onde f(s) é alguma fungdo regular. Para Sy, procederemos como segue.
Defina a funcao )
GE(z) = iiJ,,(z) + 2J}(2).

Lembrando a definicdo da funcao de Bessel em série

2V 0 (_1)k22k
Jo(z) = = , 433
(2) =35 kZ:O 2R EID (v + k + 1) (433)

GE(z) = <1 + %) ﬁzy)

Isto significa que a fun¢io G (z) = 277GE(2) ¢ uma fungdo par em z. Sejam z,; + 08 zeros

obtemos proximo a z =0

positivos de Gi (z) ordenados em ordem crescente. Pelo teorema da fatorizagio de Hadamard

[12], temos a expansao em produto
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e portanto

1 P~ 22
GE(z) = (1 + ) (1 — ) .

2v) 2T() A

Agora, lembrando que (quando —7 < arg(z) < %)
J(iz) = e2 VI, (2), J)(iz) = e2 Ve 2T (2), (4.34)
obtemos )
GE(iz) = ez (j:ily(z) + zI,’,(z)) .

Entdo, definimos (para —7 < arg(z) < %)

HE(z) = e 2V GE(iz), (4.35)

e assim

Vk:l:

2V 22
HE(z) = j:%],,(z) +2I)(2) = (1 + 21V> PT0 H (1 + ) .

Usando estas representacOes, obtemos a representagdo a seguir para a func¢do Gamma

associada a seqiiéncia Sy ,,. Pela defini¢do na equacao (LIT7), com z = /—A\, temos

log T'(— A, S4.,) = logH <1+ _ )

]un,k +

1
—log H;—Ln(\/ =) + pp log vV —A — log 2" T'(uy,) + log (1 + ﬁ)

A primeira conseqiiéncia desta representacao é que temos uma expansao assintotica com-
pleta para a funcao Gamma logI'(—\, S+ ), e portanto S, e S, sdo seqiiéncias do tipo
espectral. Considerando as expansoes, segue que ambas sao seqiiéncias totalmente regular do
tipo espectral com ordem infinita.

A seguir, provamos que S1 sdo espectralmente decompostas sobre U com poténcia kK = 2
e comprimento £ = 3. Temos que mostrar que as funcoes log F(—)\,Si,n/u%) possuem a,

expansao uniforme apropriada para n grande. Temos
log D(=\, Sin/p2) = — log HiE (1tnV=X) + pin log V=X + pu, l0g 11

1
— piplog2 —log T'(uy,) + log <1 + ﬂ)

Lembrando as expansoes dadas na segao 131 obtemos

1 z
1 eV\/1+Z2eV o8 V12 (

HE(vz) = V(1 + 2%)a Nor: 1+ lei(z)% - Wg,jt(z)y—l2 - O(u—?’)) ,

onde

Wis(p) = Valp) & 51, Wa(6) = Val) + 5001 (1),
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1 Y
com p (1_)\)% ez 0go
17, 7T, 79, 455
= —p4 — W - A S i
Wit(p) = gp+ 579 24(P) = ~155? +t 102P ~ 12?
T T, 28, 19, 455
Wi—(p) = —gp+ 550", W2 (0) = — 1557 + 1957 ~ 11522 -
Com isto,
log T(=A, Sp+/p2) = dn1e(MNpy "
h=0
= (1 —V1=A+log(1+v1-—2A) —log2) Lin
1 1 1 1
1, 1\ 1 1
+ | Wor(V=N)+ Wi (V-A) =2 | 5+0 (= |,
2 - 8/ n i,
e assim
1 1 7 1 5
A)=—= - — +—,
1.+ 8(1_)\)% 24(1_)\)% 12
7 1 1 7
_(N) == I -,
¢1.-() S(1—N)i 24(1_x3F 12
1 1 3 1 7 1 1
A) = — _2 Lo =
2+(N) = T57x BA—Z 16(1—AF & 136
P PR S A S 1 (4:36)
2161 A 8(1—A2 16(1—N)3 8

O comprimento ¢ da decomposi¢ao é precisamente 3, de fato, como e(U) = 2, o maior

inteiro h tal que h—1 =0, <2 ¢ 3, jAque og = —1, 01 =0, 02 = 1, 03 = 2. No entanto, pelo

teorema M| apenas o termo com indice o}, = 2, a saber h = 3, aparece na formula do teorema

[l ja que o tnico polo de ((s,U) é em s = 2.
Agora aplicaremos a formula do teorema [5l

e Res14—2((s,U) = ;25, obtemos

Primeiro, como x = 2, Resps—s ((s,U) = K,

¢(0,54) = ¢(0,5-) = — Ag,1,+(0) + Ao,1,-(0) + % Resy (D5,4(s) — P2, (5))

¢'(0,51) = ¢'(5,5-) = = (A0,0,+(0) + Ay 1 (0) — Apo,—(0) — Ap, _(0))

1
+ 5 Reso(®21(s) —

Segundo, pela equagao (A30]),

1

b2+ = b2 (A) = —3

B () + 5 Resy (B2, (5) — B2-(5)).

).

1 1
(1—A_(1—AP
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e assim, usando a defini¢do da equagao (LI9)),

_ 1 * s—1 1 e_)\t 1 1
<I>27+<s)—<1>27—<8>——§/0 t 2_71'2/A9 D) <1—A - (1—A>2>’

Com a formula (L23]), obtemos

B (5) — B, (5) = gT(s + 1)

Reso (P2, +(s) — P2,—(s)) = %a Res (P2, 4(s) — P2,-(s)) = 0.
s=0 s=0
Temos
Z+(0) = Z_(0) = —A0,1,+(0) + Ao1,-(0)
Z'(0) = 2L(0) = {'(0,5+) — ¢'(s,5-) (4.37)
= (A00,4(0) + A3 1(0) — Avg,(0) ~ Ay _(0)) + 5.5

Terceiro, pela equagao (L2I)) e o teorema [ os termos Ago(s) e Ag1(s), sao

o0
Aop.s(s) = Y (a0,0mx = broosuy ') uy™,

n=1
o0

Ao1+(s) = (a0an+ — brogsu, ') u, ™.
n=1

Assim, precisamos da expansio para A grande das fungoes log I'(—\, S, +/u2) e ¢o £ (N).
Usando as equagoes (£29), (£30) e a defini¢ao, obtemos

Vze? ., _
Hf(z) ~ (1—1— brz k) +0(e™?),
V2T kzzl k

para z grande. Portanto,

1 1 1
log DA, S /43) = — it/ X <un - 5) log(~) + 5 log 27

1 1 1
(i — = ) Tog pin — log 27T (1) +log (14 — ) +0 ([ ——) .
(“ 2> 8 tin — log 2T {ytn) Og< 2un> (x/—_A>
Ainda, da equagao (£.30]),

G2 =~ +0 (%) .

Entao,

—_

1 1
a0,0n.+ = 5 log 27 + <un - 5) log ptn, — log 2/ T'(1,) + log <1 + 2—) ;

Hn
1 1
@0,1,n,+ = ) Hn — 9/

1

b20,0,+ = —3

b =0.
3’ 2,0,1,4
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Isto mostra imediatamente que Ag; 4+(s) = Ao1,—(s), e portanto Z;(0) — Z_(0) = 0.

1 1
on 4 1), 28 (log <1+—> — log <1——>>

(s,v).

Desta forma,

Mg

Ap,0,4+(5) — Ao, (s) =

3
Il

Note que esta série converge uniformemente para a parte real de s maior que 2, mas usando
a extensao analitica da func@o zeta ((s,U), esta série possui uma extensao analitica que é
regular em s = 0. Substituindo em (£37) temos
Z'(0) = Z"(0) = — F(0,v) + 57
Substituindo em (£32]) obtemos

5 1, 43 1 1, 438
log T(CoSisena) = lo Y —§F(0,cscoz)—|—zsen a. (4.38)

Consideremos o caso do disco, onde v = 1. Observe que, neste caso, t, = n-+ %, e portanto

o
F(s,1) =2% 2(271 + 1)1 (log(n + 1) — logn).
n=1
Para Re(s) > 2, devido a convergéncia absoluta, podemos reorganizar os termos da soma.
Obtemos

[e.e]

F(s,1) = — 2% Z (2n+1)'7% — (2n — 1)'7*) logn

_22<1_28> é i )CR(23+3—1)

2 (25 + 2k
=2(1 — 25)Ch(2s) +2Z <2k+8>%,

e assim, F'(0,1) = 2¢}(0) = —log 27. Substituindo na equacao (£38),

5 4 1. 4xd 1
logT(C%Sl):logT(Dl)zilgT+—lg2+Z
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Capitulo 5

A conjectura para esferas de dimensao

impar

O objetivo deste capitulo é apresentar uma contribuicdo, no aspecto quantitativo,
para o problema de estender o Teorema de Cheeger Miiller no caso de espagos com
singularidades do tipo conico. Neste sentido, determinamos a Tor¢ao Analitica do
cone sobre a esfera S3. O resultado cobre o caso do disco e, portanto, mostra
uma contribuicao para a discussao para a extensao do Teorema de Cheeger Miiller
para variedades suaves com bordo, a saber, o problema de estabelecer o termo
anomalo correto. Depois, usando o teorema [I0 de uma maneira formal, faremos
uma conjectura sobre a Torcao Analitica do cone sobre as esferas de dimensao

impar. Este capitulo faz parte do artigo [24].

5.1 Dimensao Baixa

Nesta se¢io determinaremos a Torgdo Analitica do cone C, S}, . Este é um caso interessante
que nos permite ter uma idéia de como fazer para generalizar o resultado para C’aS?fe;la. 0
processo é basicamente o mesmo dos casos CaSllsena e CaSlzsena, s6 que em CaS?sena novos
termos aparecem. Isto mostra o quanto que subir a dimensao da base dificulta a solucao do
problema.

Precisamos do espectro do Laplaciano sobre as formas para C,S3 Nao utilizaremos

lsena”
o método dos lemas [fl e Bl Neste, faremos uso do teorema [3] e, como estaremos interessados
apenas no caso absoluto (o caso relativo segue da mesma forma e a tnica diferenca ¢é o sinal),
as condigoes de contorno da equagao (2.6). Antes lembramos alguns resultados a respeito dos
autovalores do Laplaciano na esfera S°.

Em [23], Ikeda e Taniguchi exibem todo o espectro e seus respectivos autoespago para S,

para todo n. Precisamos apenas das autoformas coexatas para S3. Temos a tabela

81
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Dimensao ‘ Autovalor ‘ Multiplicidade ‘

0 n(n + 2) (n+1)2
1 (n+1)? 2n(n + 2)
2 n(n + 2) (n+1)2

Tabela 5.1: Autovalores das autoformas coexatas da S°

Usando os autovalores desta tabela, podemos provar o seguinte lema.

Lema 9. O espectro do operador Laplaciano A(qlsg

lsen

sobre as q-formas, com condi¢oes de

contorno absoluta, é:

SPAY s = {1, U {122, )

n,k=1 ’
1 : 0 ] -
SpA| isf’sena = {3/, v {2n(n +2): (‘7’/‘17"7’“)2/12}71 k=1
Y {(TL + 1)2 : 550,117]%_/[2}71 k=1 Y {(n + 1)2 : jio’n’k/l2}n k=1 ’
) ~ o0 . ©
SpA iSf’scna - {(n +1)%: Jio,mk#/f}n bt {2n(n +2): (]Ll,nvk)z/lz}n k=1

U {Zn(n +2) :jﬁl’mk/ﬂ}

SpAG g = {3/}, U {(n +1)2 riio,mk,+/l2}

S 00
U { 1)2: 52 l2} ,
n,k=1 (n + ) jm)’n’k/ n,k=1

k=

n,k=1
2.2 21 L2 21>
U {(n +1) 'Juo,n,k/l }mk:l U {271(71 +2): ]m,mk/l }mk:l ,
4 . ~ o
SpA( C)“Slgsena - {j%k/l2}zozl J {(n + 1)2 : ‘7/,21,(),.,“]6/12}“ k=1 ’

onde
pon = Vvin(n+2) +1, pin =v(n+1),
e onde 0s j, .+ 80 0s zeros da funcio TF(2) = +J,(2) + 2J.(2).

~ . 3
Demonstragao. Parametrizamos Cy S}, , POT

r1 = rsen a sen A3 sen 05 cos 01

r9 = rsen a sen 3 sen Oy sen 6
3

CoSisena = § T3 = rsenasen 3 cos 6

T4 = 7T sen « cos 3

T5 = T COS

onde (1,01,02,03) € [0,1] x [0,27] x [0,7] x [0,7], 0 < a < 7/2 é um namero real fixado e

0 <a=sena <1. A métrica induzida é (para r > 0)

g = dr @ dr + (a®>r?sen® 3 sen? 03)df; ® db; + (a®r?sen? 03)db; ® dby + (a*r?)dbs @ dbs.
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Usando as condigbes de contorno absoluta nas formas, descrita na equagao (2.6)), obtemos
as equagoes a seguir.
Para as O-formas:

abs. : Q,w(r, 61, 602,03)|— = 0. (5.1)

Para as 1-formas:
wT(r7 917 927 93) |r:l =0
a7“0‘)91 (T7 917 927 93) ’r:l =0

abs. : (5.2)
arwaz (7", 917 927 93) |T=l =0
Orwy, (1,01, 02,03)|,— = 0.
Para as 2-formas, com i = 1,2, 3:
wrp, (1,01,02,03)|,— =0
67“ 79 70 79 r=[ — 0
abs, : 4 Orwonoa(r 01,02, 03)l,— (5.3)
Orwp,94(1, 01, 02,03)|,—1 = 0
arwezeg (7", 917 027 93)|T’=l = 0.
Para as 3-formas:
Wro104 (7", 917 027 93)|T’=l =0
T 79 79 79 r=[ — 0
abs.: { 00 (r,01,62,05)lr=i (5.4)
wr@z@g (7", 917 027 93)|T’=l =0
arwelazeg (7", 917 027 93)|T’=l = 0.
Para as 4-formas:
abs. : Wy, 0,05 (1, 01, 02,03)|,— = 0. (5.5)

Agora usando os autovalores das autoformas coexatas da S® que estdo na tabelaB.Ile a
descri¢ao feita no teorema [ temos que pon = pon = V2n(n+2)+1le i, =v(n+1),e
as autoformas do Laplaciano de Cansen ,, 520 as que seguem.

Para O-formas:
O = e, O2) 0 (01,602,05), 0 =2 LR (A2)R0 (61,6, 63).
Para as 1-formas:

O =2, OAa)el) (01,02, 03),
O = 27 O2)dOO) (01,05, 05) + D2 Ty (A A 910 (61, 0, 0),
i(’,lr)t = 27 0y (2, (A1) A (01, 0, 03) + 2720, (Aw)dx A 6dp (1,05, 05),

v = 8u(a~ L (Ax))dz A RO (01,05, 05)
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Para as 2-formas:

) = 20, (A2)$2 (61,62, 603),

V&) = T (Ag;)cw)(l (601,09,03) + 0x (., (Ax))dz A 32 (61,0, 05),

V) = 20, (J,, (M) doM (81,0, 05) + 271,y (Aa)da A 5D (61,62, 603),
W) = Ty Az)dz A dp©) (01,02, 603).

Para as 3-formas:

W) = d, (A)doP) (61,0, 05) + Oy (w2, (A2))da A 2 (61, 62,63),

W) = 230, (x Ty, (A2))dGP (81,62, 83) + Ty, (Ax)dz A 5GP (61,62, 63),
W) = ad,, (Aa)dz A doM (81,65, 65),

b = 22 Ty (Ax)h3 (61, 0, 03).

Para as 4-formas:
) — 22, (Aa)de A dOD (01,0,605), 05 = 0,(a*Ta(Ax))dx A B3(81, 0, 05).

Onde os qbgf) (61, 602,03), para i = 0,1,2, sdo autoformas coexatas para o Laplaciano na S3, e
h)(6,,65,65), e h®) (61,65, 65) sdo formas harmonicas do Laplaciano na S%.

Com estas autoformas e as condi¢oes de contorno dadas nas equagoes (0.1)), (5.2)), (5.3),
(B4) e (B3), o resultado procede. O

Teorema 17. A Tor¢io Analitica do cone C,, Sl de dngulo o e comprimento | > 0, sobre

sen «

a trés esfera S3, com a métrica induzida pela imersiao em RS>, com condigoes de contorno

absoluta é:

1 3 1
108 T(CoS}on o) =5 log Vol(Ci S o) + gsena— o sen® o
1 724 sen® o . 3 1 3
=—log ——— + —sena — — sen” a.
5 log 5 g sena — osen’a

Demonstracao. Usando o lema anterior, as funcoes zeta relevantes para a Torcao Analitica

Sao
0 2—]38 (], k)_28 oo =—2s L
Hi,n, HO,n R,
C(s,AM) = Z n(n + 2) 1l—23 + Z (n+1)° ?—23
o0 ‘—28
J
+ 3 (n+1)? “Ogv’f,
n,k=1 i==
2) = 2~u k,+ (;/A k)_2s
0,n» 1,n,
C(S,A ): ;l(n‘i‘l) l %5 +2 ;1 n+2l_T
n,k= n
,U«1 nok 2 #0 n.k
+2Z n+2 l2s —|—Z’I’L—{—1 l2s’

n,k=1 n,k=1
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00 j_2s o0 j—28 k o0 3—28 k
C(,a®) =S 5 5% oyt 4 37 (o aplanis
k=1 n,k=1 n,k=1
-—2
> zjuo,i,k
+ Z (n+1) =25
n,k=1
e ) j—2s [e'e] —2s .
1,k Ho,n,
(o, A = STy 5™ e
k=1 n,k=1

Pela equagio (2110, a tor¢io ¢ (a = sena = 1)
1
log T(C,S3) = —5((0, AMY +¢'(0,AP%)) — ;g’(o, AB)Y +2¢"(0,AW).

Defina a funcao

1 3
t(s) = = 5¢(s, AW) +¢(s, AP = 2S¢ (5, A9)) +2( (5, AW)
co —2s 0o :—2s oo / —2s oo —2s
1 1k 1 J2.k (]Ml n,k) H1,n,k
:E l—2s B 5 Z l—2s + n(n + 2) l 2s o Z n(n 2) l—2s
k=1 k=1 n,k=1 n,k=1
o) ]_28 L 1 00 ~—2s L 1 00 ~—2s N
27 10,n, 27 H0,n R,y 2 KO, ,+
+ Z(n+1) l 2s _5 Z(?’L—l—l) l—2s _5 Z(?’L—Fl) l—2s
n,k=1 n,k=1 n,k=1
2s 1 > 1
= 5a(s) — 52(8) + Z(s) = Z(s) + Zo(s) = 52+(s) = 52-(s) |,
entao
log T(C,SE) = t'(0)
1 N 1 1
= $24(0) — 5(0) + Z(0) — Z(0) + Z(0) ~ 5 Z,(0) ~ 3 Z(0)
1 1 - 1 1

Usando as equagoes (L22) da segao [L3], calculamos 21 /5(0) e z1/2(0). Obtemos

log T(C,S}) = G + Z(0) — Z(0) + Zo(0) — %Z+(0) - %Z_(O)> log I?

(5.6)
+ (— log 2 + 2/(0) — Z'(0) + Z4(0) — %Z;(O) .y (0)> .

Para determinar a parte remanescente, usaremos o corolario [Il do teorema [l Consi-
deraremos separadamente duas funcdes Z(s) — Z(s) e 2Zo(s) — Z4(s) — Z_(s). No pri-
meiro caso, as seqiiéncias relevantes sdo as seqiiéncias duplas S = {n(n + 2) : j/2u,n,k}
e S = {nn+2) : (j;l’mk)z} e a seqiiencia simples Uy = {n(n + 2) : p1,}n2,, onde
Z(s) = ((s,5) e Z(s) = ((s,5). No segundo caso, as seqiiéncias relevantes sdo as seqiién-
cias duplas Sy = {(n + 1)? : jﬁo,n,k} e Sy ={(n+1)?: (Ju..k)?} € a seqiiéncia simples
Uo={(n+1)?: o}, onde Zy(s) = ((s,50) e Z+(s) = (s, S51).
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Iniciamos analisando as duas seqiiéncias simples Uj, 7 = 0,1. Lembremos do lema [9 que
pon = Vvin(n+2) +1, pin =v(n+1).
Considere primeiro Uy = {n(n+ 2) : p1,}52,. Pela definicao de p; 5, € facil ver que
((s,U1) =v° (Cr(s — 2) = Cr(s)),

e portanto U; é uma seqiiéncia totalmente regular do tipo espectral com ordem infinita,

e(U1) =g(U1) =3 e ((s,U;) possui polos simples em s =1 e s = 3 com residuos:

1 ] ,
Reso C(S7U1) <IOgV_'Y - > Res:[ C(S, Ul) = ——

1 X _
Reso ((s,U1) = =5 (v —logv = ((3)),  Resi ((s,U1) = .

Para a seqiiéncia Up, temos que Uy = {(n + 1) : po,}°% ;. Para um ntmero positivo g,

considere a seqiiéncia

Ly={(n+1)*:y/nn+2)+

Entao é claro que

C(s,Up) =v°C(s,L1).

A seqiiéncia Lg é a seqliéncia da raiz quadrada dos autovalores positivos do operador

-

Laplaciano sobre a 3-esfera S® de raio 1 (ver [40]). Entdo

<(28a LO) = C(S, SP+AS3)‘

A funcao zeta ((s,Sp,Ags) foi estudada por vérios autores Iremos nos basear em [40].
Usando os resultados em [40], segue que e(Sp+Ag)3)) = (Sp+A( )) =1, e que Sp+A(3) é
uma seqiiéncia do tipo espectral totalmente regular com ordem infinita. Como transladar a
seqiiéncia nao altera o expoente de convergéncia e nem o genus (ver [43]), segue que e(Up) =
g(Up) = 3 e que Uy é uma seqiiéncia totalmente regular do tipo espectral com ordem infinita.
Em [40], esta provado ainda que ¢(s,Sp,Ags) possui polos simples em s = %, ;, —23— , para

todo j > 0, e formulas para determinar os residuos sao dadas. Em particular:

1

1
Resl (s, Sp+Afg()?,)) == Resl (s, Sp+A(0)) =7

s=3 2’

2 s=3
Assim, ((s, Lg), possui polos simples em s =1 e s = 3 com os residuos:

Resi ((s, Lo) = 1, Resi (s, Lo) = =
s=3 s=1

Expandindo a poténcia do binomio em ((s, L,) segue-se que

C(ovLa) = o 2o) = 5(s-+ 2. Lala + 3 (1)l + 2. Lo

i=2
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e portanto
1
Resil C(s,Ly) = 5(1 —q), Resi ((s, Lg) = 1.
sS=
Desta forma temos as expansoes

C(s,Up) = v °C(s, Ly) = % <1 - i) s% + Ki(s), em s=1,

1 1

C(s,Un) =v (s, Lg) = D

(5.8)
+ K3(s), em s = 3,

onde os Kj(s) sdo funcoes regulares. O proximo passo é analisar as seqiiéncias duplas. O

faremos em duas partes:

Parte I

Nesta primeira parte consideraremos Z (s) — Z(s). Logo, consideramos as seqiiéncias S e S.
Usando estimativas para os zeros das funcoes de Bessel [48] temos que e(S) = e(5) = 2, e
os genus relativos sdo (2,1,0) para as duas seqiiéncias. O fato de S, e Sn sao seqiiéncias
totalmente regulares do tipo espectral com ordem infinita, é conseqiiéncia da anéalise a seguir.
Note que usando as representacoes em produtos (A.20]) obtemos as representagoes a seguir para
as fungbes Gamma associadas as seqiiéncias S, e S, Apresentaremos as representagoes das
funcdes Gamma, associadas as seqiiéncias Sn/,uin, e Sn/,u%n, que serd a que iremos utilizar.
Por defini¢do na equacao (LI7), com z = v/—A, temos

log T'(—= A, Sn/(p1,0)?) logH <1+ )(1.0)° )

‘7/‘1 n,k
= —log Im,n (Nl,n % _)‘) + (Nl,n) log v —A
+ 1,0 10g (1) — i1, log2 —log I'(p1 n + 1),

log D(=, S,/ (111.0)?) logH <1+ = )(p11,0)? )

‘7/‘1 n, )
=—log I, (11nV=X)+ (p1n—1)logvV—-A
+ p1,n10g(p1,m) — p1,nlog 2 — log I'(pe1 . + 1).

Uma primeira conseqiiéncia destas representacoes é a existéncia de uma expansao assin-
totica completa para as fungoes Gamma logT'(—\,S,) e logF(—)\,Sn), logo S, e S, sdo
seqiiéncias do tipo espectral e mais, ambas sdo seqiiéncias totalmente regulares com ordem
infinita.

O Proximo passo consiste em provar que S e S sd0 espectralmente decompostas sobre U
com poténcia kK = 2 e comprimento £ = 4, como na definicdo [[3l Temos que mostrar que as

funcoes log I'(—A, Sn/uin) e log (=, S*n/,u%n) possuem as expansoes uniformes apropriadas
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para n grande. Como antes, isto segue usando as expansoes para as func¢oes de Bessel,

. VT8 T T SRS B B
) ) (1+ 05+ vz + e +0 (55 ).
onde
1 )
Ui(z) = — ,
) 8VI+22  24(1 + 22)2
Uye) oS T 3%
25 T198(1 1 22)  192(1 + 222 | 1152(1 + 22)3
75 4563 17017 85085
Us(z) = 3 5+ T 9
1024(1 4+ 22)2  5120(1 +22)2  9216(1 4 22)z  82944(1 + 22)>
e
vlog £
14 22)1erVIF2%e 0 VT 1 1 1 1
I = ( 1+Vi(z)—+Va(z) = + Va(2) =+ O | —
L(vz) NG + 1(Z)V+ 2(Z)V2+ 3(z)V3+ 1))
3 7
Vi(z) = — + )
R e Ty
15 33 455
\% = — _
2(2) 12801+ 2%)  64(1+22)2  1152(1 + 22)°
105 5577 6545 95095
Vs(z) = — 3+ 5 7+ 9"
1024(1 +22)2  5120(1 4 22)z  3072(1 4 22)z  82944(1 + 22)2

Usando a expansao para o logaritmo da fungdo Gamma de Euler, obtemos, para n grande,
uniformemente em A, a expansao de logF(—)\,Sn/,uin) e de logF(—)\,Sn/,uin). Fazendo

diferencga entre estas expansoes

[e.e]

log (=X, S /13 ) =108 (=, Su /i) = - (Bn-1(N) = o1 (V) il
h=0
1 N 1
=3 log(1 — \) + (¢1()\) - ¢1(>\)> iin
A 1 X 1 1
+ <¢2(>\) - ¢2(>\)> o + <¢3()\) - ¢3(>\)) s +0 (E)
Ccom
N 1 1 1 1
)\ - )\ - = A ’
P1(A) — ¢1(A) 20-nF Za-a?
N 1 1 1 3 1
¢2(>\)—¢2(>\)—Z(1_)\) G- Taa—n
A 11 1 35 1 67 1 107 1

TV TR VMR I VA RS

Como e(Uy) = 3, o maior inteiro h tal que h—1 =05, < 3 é 4 logo £ = 4. No entanto, pelo

teorema 4 apenas os termos com oy, = 1 e o, = 3 (ou seja, h = 2,4) aparecem na formula do
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teorema [Bl como os polos de ((s,Uy) sao em s = 1 e s = 3. Agora aplicaremos as formulas
do teorema [Bl

Primeiro pela defini¢ao na equagao ((LI9),

. o0 1 e (1 1 1 1
Dq(s) — Dy(s) = ts—l—./ ~ - = d\dt,
. o0 1 e /1 1 1 3 1
Py(s) — By(s) = p— - =
2(5) = @a(s) /0 o /AG,C Y <4 TR >\)3>d)\dt
. o0 1 e (11 1 35 1
d3(s) — @ s:/ ts—l—,/ — - = — | drdt

8
o0 1 e M (67 1 107 1
+ ts—l—_/ — b — Y 12
/0 2mi Ja,, —A (16(1—>\)S 48 (1—>\)2>

Calculando estas integrais, usando a formula (L.23]), obtemos
Resg (Cj)l(s) — q)l(s)) = -1, Resl (Ci)l(s) — q)l(s)) =0,
s=0
2 1
%isoo (CIJQ(S) — CIJQ(S)) =3 Resl ( ) =0,
R 2
fgisoo (@3(8) - ‘I’S(S)) =35 Resl ( 3(s ) =0.
Com estes resultados e os residuos da funcao zeta de ((s,U;), dados na equagao (5.7)),
segue que
Z(0) — Z(0) = — Ao,1(0) + Ao,1(0) + Res1 ((s, Ul)Resol(Cbl( s) — ®1(s))

+ % Res; C(S, Ul) Resl(@g(s) — (1)3(8)), (59)
5=3 s=0

= — Ap1(0) + A9.1(0),

Z'(0) - Z'(0) = — Ao 0(0) — 1216 1(0) + Ao,0(0) + Ap 1 (0)

+ = ReSOC(s Ul)Reso(tﬁl() D4(s))

2 s=1
(5.10)
+ = B RSS() C(S Ul) ReSO((I)g( ) @3(8)),
__ Y / R

Para terminar esta parte, por meio da equagao (L2I]) e o teorema [, os termos Ag(0) e
A671(0), sa0

o
3 —2s
Ap,o(s E (a0,0n — b1,0,0un " — bso0upn?) uy 2,
n=1
o
-1 3y, -2
Aoi(s) =) (a01,n —bio1u, —b3o1u,”) uy ™.



90 5. A conjectura para esferas de dimensao impar

Logo, precisamos da expansao para A grande das fun¢oes log F(—)\,Sn/uin), d1(N), d3(N),
logT'(—A, Sn/,uin), #1(A) e ¢3(A). Usando expansoes classicas para as fungoes de Bessel e
sua derivada, dadas na equagao ([£.29]), e as formulas na equacao (L20), obtemos

1 1
a0 = 5 log 2m + <,U1,n + 5) log p1,n — p1,nlog 2 —log I'(p1 n + 1),

1 1
ap,1,n = 3 Hin + 5 )

1 1
bioo=—— b300 = =—— b1o1=0301=0
1,0,0 ok 300 = 360 1,0,1 = 03,01 =0,
e
1 1
a0,0,n = 5 log 2T + Hin 5 log Hin — Hin ].Og 2 - IOgF(Nl n+ 1)
. 1 1
a pa— —_—
0,1,n 9 H1,n 5 )
5 1 A 1 . .
=— b b101 =bs01=0.
1,0,0 ok 300 = 360 1,0,1 = 0301
O que mostra que Ag(0) e Ago(0) sdo iguais. Ainda,
Agi(s) — A 1iénn—{—? 28_—1C(28U)
0,1(s 0.1( 2 2 M, = 5 ,U1).
Entao
R 1
A0.1(0) = A0,1(0) = — 7,
~ 1 1
0.1(0) = Ap4(0) = 5 logrv —('(—2) — 3 log 2.
Substituindo em (5.9) e (5.10), temos
. 1
20) - 2(0) =1,
Z'(0) — Z'(0) = ! logv +¢'(—2) + = log 2w + ! !
— T2 P VR T,
Parte II

Trataremos agora de 2Zy(s) — Z4(s) — Z_(s). Entao, consideramos as seqiiéncias Sy e S+. A

seqliéncia Sy € andloga a seqiiéncia S analisada na parte anterior. Temos

logr(_)‘v So,n/:u'g,n) = - ].Og Iuo,n (NO,n V _)‘) + Ho,n IOg \% A+ Ho,n lOg Ho,n
— tto,n log 2 —log I'(ko,n) — 10g po,n.
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Usando a expansao uniforme de log I,,, , (10,nV—A), obtemos a expansdo uniforme para n

grande de logI'(—A, So,n/,uan), como segue

10gT' (=X, So.n/ko.0) = D n-10(\) g,
h=0
— (—\/1 "N tlog(1+vVI—A) —log2+1—log \/—_A) .
+7log(1 - X) + <—U1(x/——)\) - i) —+ <—U2(\/—_>\) " %Ul(\/—_A)2> =

+ <—U3(\/—_)\) + U1(\/—_)\)U2(\/—_)\) — %U1(\/—_)\)3 + i) % +0 (L ,

360 luO,n Mil,n
€ assim
11 5 1
=z -
?ro() S(1—NE  24(1_yF 12
1 1 3 1 5 1
A) = —— id _ 2
9200%) 16(1—A)  8(1—N2 16(1— A3
2% 1 531 1 21 1 1105 1 1
#30(N) =

_38?4(1_)\)% +@(1_)\)% _@(1_)\)% * 1152 (1 — ))3 T 360°

Considerando as expansoes de log I, ,(konV—X) e de ¢;o()) para A suficientemente

grande e, ainda, as defini¢oes na equagao (L20)), calculamos

1 1
a0,0,n,0 = 5 lOg 27 + <,U*0,n + 5) log Hon — HO,n IOg 2— lOgF(NO,n + 1)7

1 1
ap,1,n,0 = B Hon + 5 )

1 1
b1,0,00 = 13’ b3,0,0,0 = 360° b1,0,1,0 = b3,0,1,0 = 0.

A andlise para Si requer um pouco mais de trabalho; ela se d4 com argumentos seme-

lhantes a do teorema Defina as funcoes
TH(2) = £J,(2) + 2J.(2).
Lembrando a definigdo da func¢ao de Bessel em série, que esta na equagao (4.33), obtemos

TE(z) = <1 + %) ﬁy(y)

Isto significa que a funcio TF(z) = 2 VTE(2) ¢ uma funcdo par em z. Seja Juk+ OS Z€ros

proximo a z = 0,

positivos de TF(z) ordenados de maneira crescente. Pelo teorema, de fatorizagao de Hadamard,

temos a expansao em produto
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e portanto

1 2V > 22
TH)=(1+= 1— = .
v (@) < v> 2T (v) k_1< jski>

Usando a equacao ([d34) obtemos
TE(iz) = €2 (£1,(2) + 2I,(2)) -
Entao, definimos (para —7 < arg(z) < %)
Qi (z) = e 2T (iz), (5.11)

e assim

QE(2) = +1,(2) + 21, (2) = <1i )M H<1+~ )

jl/k):l:

Com estas representacoes, obtemos as representacoes a seguir para as fung¢oes Gamma

associadas as seqiiéncias Sy ,,. Por defini¢ao na equacgao (LIT), com z = v/—\, temos

log T'(— A, S+,) = 1og1'[<1+~ A )

]MO n,k, £
= —log Qpy, (V=) + ponlog V=X
1
— to,n log 2 —log I'(p10 ) + log <1 + —) .
Ho,n

Assim Sy, e S_, sdo seqiiéncias do tipo espectral e, considerando as expansoes, vé-se que
ambas sdo seqliéncias totalmente regulares com ordem infinita.

Nosso proximo passo serd provar que Sy sdo espectralmente decompostas sobre U com
poténcia k = 2 e comprimento £ = 4, como na definicdo [[31 Mostremos a expansdo uniforme

apropriada para n grande de log I'(— A\, Si,n//ian)- Temos
log T(=A, Si.n/115 ) = = log Qi (10.0V =) + 10,0108 V=X + 110,108 10,

1
— po,n log 2 —log I'(o,p,) + log (1 + —> .
Hon

Lembrando as expansoes que estao nas se¢oes [£.3.2 e £.3.3], obtemos

z

eV\/1+ZzeV log 141422
V2T

1 1

1+ Wl,i(z); + W2,:I:(Z)ﬁ

Qi(v2) = V(1 + )7

+ ng:(z)% + O(V_4)> ,

1 e
V14227

onde w =

Wit(w)=Vi(w)tw, Wei(w)=Vo(w)xwlUi(w), Wsi(w)="Vs(w)=xwls(w).
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Logo
5T, 1, 59, 455
Wi+ (w) = gw + ', Was(w) = = 5w + 155" ~ 755"
33, 10571 5 16555 , 95095
Ws (W) = =7050% + 15360% ~ 0216 ¥+ 3201
o 7 31, 139, 455
Wi (w) = —gw+ g, Wa—(w) = — g™ + 00" = o’
T, 22891 o 22715, 95095
Ws—(w) = —7551% + T5360% ~ 0216 © * 32012

Isto nos fornece que
o0
ogT' (=X, Sn/15.0) = D Sn-1,6 (AN~
h=0

= (1 —V1-=X+log(l+vV1—-2X) —log2) Ho,n — ilog(l -2)
i <—W1,i<¢—_x> L1 i) 1y <—W2,i<¢—_x> ML) - 3) .

12) pon 2 E
+ <W1,j:(\/—_)\)W2,j:(\/—_)\) — Wae(V=X) — %ng(\/_j) n % n ﬁ) Wy 40 (uo‘,i) 7
e assim
5 1 7 1 11
¢1,+(/\)=—§(1_)\)% _ﬂ(l—)\)% +ﬁ’
11 71 13
TV T TR
) = T3~ S T AT 7
¢3+(A)=—1—7%_@%+@ 1 7_1463 1 9+E7
7 384(1-xN)2 640(1— )z 1281 )z 1152(1— )z 360
¢37_(A)_527 L1089 1 427 1 1463 1 119

== - i M - -
381(1_ )3 640 (1_x)3  128(1_n)F 1152(1_ )3 360
Por meio da equacao (L.2I)) e o teorema [ os termos Ago(s) e Ag1(s), sdo

o0
A00.4(5) = (a00m+ — broouy" — bsooxuy,®) uy, >,

n

Il
A

-1 -3 —2s
(a0t — broaau,  —b3oatu,”) uy ™.

Nk

Ap1,+(8) =

Il
—

n

Assim, precisamos das expansoes para A grande das fungoes log I'(— A\, Smi/:“g,n)v d1,4(A) e
¢3.+(A). Usando as equagdes ([{29), (5I0)) e a definigdo de Qi (z), obtemos que

\/Eez = —k —z
Q,jf(z) ~ X <1 + bz ) + O(e™?),
v 2 ;::1 k
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para z grande, onde os by sao niameros reais. Portanto,
9 1 1 1
log (=X, Sn+/H.0) = = HonV=A+ 5 o0 — 5 | log(=A) + 5 log 2m
1
+—<u0n<—-—>logpm71 log 24 I'(po,n )

1 1
+log(l+— ) +0(—.
= (1+5) o (=)

Entao,
1 1 » 1
0,00+ = 5 log 27 + ( po;n — 3 log f10,n — log 20" (o ) +1log (1 £ — | ,

Ho,n
1 1
ap,1,n,+ = 5 Ho,n — 5 s

11 121

b1,0,0,+ = 13’ b3,0,0,+ = 360 b10,1,+ = b301,+ =0,
13 119

b1,0,0,— = 13’ b3,0,0,+ = 360"

Usando estes coeficiente e os coeficientes que obtemos para a seqiiéncia Sy, concluimos que

n+ 1)2
2A0,0,0(s) — Ao0,+(s) — Ao,o,— Zlog <1 - T) ( %5 ) )

Ko Hoon

> (n+1)2
24010(5) — Aoa,+(s) — Aoa,—(s) = Z %

Agora, utilizamos os resultados obtidos com a expansao uniforme da soma do logaritmos

das funcoes Gamma:

210g T(—A, So.n /15 ) — 108 T(=X, Sn i /113,) = 10g T(=A, S~ /18 ) = D dn_1 (Mg

1
=log(l — A +Z¢h1 +O< )
NOn

lu’On
onde
Sn-1(N) = 20n-1,0(A) = drh—1,+(N) — Pn_1,—(N),
e
1 1
)‘ = - 9
STV ARTR
31 1 3 1
2N =573 Ao 2ottt
35 1 43 1 67 1 107 1
A= -2 it _u 107
TV N TR TR AN TN TRV
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Seja ®p_1(s) = 2®p_1,0(5) = Pp—1,4(5) — Pr—1,—(s). Usando a definicdo na equagao (L19)
e a formula (23], temos

2T(s + 1)
0i(s) = 22
I(s+1
Dy(s) = -0 5 154 22),
T(s+3) (428 22 214 ,
d e D VA it
3(8) = —7= <315 355t 3150 )
e assim
Resp @1(s) = 2, Res; ®41(s) =0,
s=0 s=0
5
Resg Pa(s) = —=, Res; ®2(s) =0,
s=0 2 s=0
214
® — ®3(s) = 0.
%e%o 3(s) = 315 13;2%1 3(s) =0

Com estes resultados e os residuos da funcao (s, Up), nas formulas dadas no teorema [5,

obtemos
2Z0(0) — Z4(0) = Z_(0) = — 2A0,1,0(0) + Ap,1,+(0) + Ap,1,—(0),
2Z4(0) — Z'.(0) — 2" (0) = — 240,0,0(0) + Ao 0,4 (0) + Ao,0,— (0) — 247 ; 4(0)

1 1 107
+ A1 +(0) + Ap 1 (0) + 5 <1 — ﬁ> + ETETR

Lembre que

0 n 4+ 1 2
2A07170(S) — AO,l,—I—(S) A0717_(S) - Z ( qus )
n=1 0,n

1
= (25, Up) = v2C <s, Sp, Ags + ﬁ> ,
o que nos da (ver [40])

1
240,1,0(0) — Ap,1,+(0) — Ag1,-(0) = ¢ <0, SpyAgs + ﬁ) = —1,

e assim
270(0) — Z4.(0) — Z_(0) = —2A0,1,0(0) + Ag,1,+(0) + Ag1,-(0) = 1.
Para tratar o outro termo, procederemos como segue. Uma vez que
2

00
Pon —1 _
2140’070(8) - A070’+( ) AO 0,— Z n+ 1 log n2 /Loﬁs,
n=1 NOJL
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temos

A(s) =240,0,0(5) — A0+ (5) — Ao, (5) + 2471 o(s) — Ap 1 +(s) — Ap1,_(s)

—Zn—l—l log(u ),uOn.

Lembrando a defini¢ao de po 5,

Als) ==Y (n+1)*log(v*n(n + 2))py
n=1

o0

- 2logVZ(n + 1)2/6%5 - Z(n +1)*log(n(n + 2))#(7%8
n=1

n=1

2(log v)v QSZ< > C(s+7,Sp Ags)v™ =
7=0

o0

_S . _ .
+ry ( ‘ >C’(s +5,Sp Ags ),
I\ J

]_
e portanto

A(O) = _24(07 Sp—l,-ASS) log v+ C/(()) Sp—i-ASS)
=2logv + 2¢'(—2) + 2¢'(0) + log 2.

Isto nos fornece

275(0) — 7. (0) — Z'(0) = —A(0) + % <1 B i) 107

31503
1 1 107
= —21 —2¢'(-2) +1 —|1-—= —.
og v = 2C( )+°g”+2u< > 31513
Podemos agora determinar o valor da equagao (5.6])
11 1
log T(C,S}) = <4 tt ) log 12
log 2 lo v+ C'( 2)+1102 +1 =
8578 PR VR TEE
1 1 1 107
-1 —(-2)+ =1 —(1-= —
ogv — ¢ )+2°g”+4u< 1/2>+63Ou3
L ot 31 1
=—log — +-— — —=.
2 %98 T4y 128
E o resultado segue.
O
Com os teoremas e [T temos que,
1 413 1 1
log T(D}) = - log —— + = log 2
ogT(D}) = 5 3 tglog2+
1 T2t 2
log T(D}) = 3 logT + 3
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que s@o os mesmos resultados obtidos utilizando a féormula de Briining e Ma, teorema [I0l

Agora, utilizando o teorema principal de [13], descrito na segéo [d.2] temos

1. 4xl® 1
log T(D}) = 3 log g~ + 3 log 2,
1 Tt 1
10gT(D;1) = 5108;7 Ty

o que nao confere com os calculos explicitos feitos nos teoremas e[I7 Logo, a formula

apresentada por Dai e Fang em [I3] nao esta correta.

5.2 Motivagao para a generalizagao no caso impar e a conjec-

tura

Nesta se¢ao apresentamos a motivagdo para a conjectura [Il, cuja o proposito é generalizar o
teorema [I0] para alguns casos de variedades com singularidades do tipo conico. E ainda sendo
a contribui¢ao do bordo na variedade um fato local, um calculo (a0 menos formal) deste termo

pode ser feito.
Lema 10. Considere as duas métrica

g1 =dr @dr + a2r2gsn,
go = dr ® dr + a*1%ggn,

para Co S}, onde a = sen«. Entao, (p > 0)

S(C Sa7gl) . ﬁ # J ] (_1)h "
T (CoSi' 90) y;) e =) z:: <h> o —j + a2 m X i)
abs (Ca
(

2p_lagl)

SOS” 1,90)

bs

ab
og
ab

T/ (=1)" a?P=1(2p — 1)!
a Z —j) -l h; <h> 2(p—j+h) = 1)a2i=h) Ar(p—1) ~

Demonstragdo. A prova é uma generalizacao dos Iemas e 6l Usaremos a notacdo da secao

24l Sejam w; = (w;)” 5a 1 forma conexdo de C, S}, ', associada a métrica g;, seja © = @0‘6 a

sen o«

- m—1
2-forma curvatura de S~ ! com a métrica euclidiana padrio e RTCaSl sena (onde denotaremos

as entradas da matriz por RO‘B) a 2-forma curvatura de C, S}, associada a g;. Lembremos

sen o«
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as formulas ja definidas no capitulo 2, onde ¢ denota a inclusao do bordo (ver equagoes (2Z.15])):

1 m—1
52 i*wj — *wp) eéek,
k=1
m—1
O = RTCaS lscna|Sm = Z 7 Re’c &% n e (5.12)
kl 1
1 m—1
=3 ©%, % e,
k=1

Calculos diretos, a partir das métricas g;, nos permitem obter formulas explicitas para
estas formas. Os calculos aqui sdo muito similares aos feitos para os discos no lema [6] por
isso nao o repetiremos aqui. Encontramos que as entradas nao nulas para as matrizes que

aparecem nas equagoes (5.12)) sdo

m—1 1
(i"w1 —i*wo)"y, = —a H sen 0;df; = —760i,
Jj=i+1
! 11
i*Reiek:(l—a H sen 0 H sen? 0,d0; A dby, = <l2—2 l2>e iNelk i <k,
j=i+1 s=k+1 a
k m—1 1
0%, = [] sent; [] sen®0.d; A doy = lz—e NelE i<k
j=i+1 s=k+1
Note que,
1 m—1
812 =~ Z NN LN
i,k=1
E facil ver que R = O-— 282, como na equagao ([2.I8)), e ainda que R = ——82 Precisamos
TCaS”

apenas determinar B(V; l““a) A equacao (2I6) para g; fica

Tcasl";mla Lz —u?)82 - uF1
B(V; Zr - Sfdu

=1 5 T 1
e i) bl duSE
" u
j= Ok 1 IT(5+1) Jo
,7 .
/ Z<> S
G .
Pyl lj h:O 2h+/<:)a( h)
Como a integral de Berezin é identicamente nula sempre que k + 2j # m — 1, obtemos
m—1
B (VI{CO‘ Sl sen a )
[7-1]

1 I /i (—1)h - (5.13)
:§j:0 F<m 2]+1)hz;)<> m —2(j — h) — 1)a2l-h / 51
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Agora, trataremos independentemente os casos m par e m impar.
Primeiro, assuma que m seja impar, m = 2p+1 (p > 0). Entao, usando a equacgao (2.14]),
a equagao (BI3)) fica

TCoS 1 1 J <j> (_1)h B )
B V lscna - i ‘ S o
W '3 ]Z:;) Jtp = J)! ,LZ:;] h) (p—j+h)a?i= 1
1 [p—%] 1 J j (_1)h B (_a2)p
1 | )| Z < > i—h / Rp
4= M= \B (0= + 5)a?Uh) op
2 [;D—%] ; . L B
_ a7 Z #Z <J> (-1 / 2
4 =g = \B) (p— G+ h)a?U
2 [;D—%] j . L
_ﬁz 1 Z(]) (1) Pf<9>
4 =0 J (P = i \h) (p = j + h)a?i=h) 2
[p—31]
a?p 2 1)h .
T4 par gl IZ< > (p— ]—I—h)a2(ﬂ )e(Sa,gE)

onde e(S?", gg) ¢é a classe de Euler de (S, gg). Portanto,

1 Tco‘slsena
5 [, BVICSe)

2 lsena
[p—1]
Nt 1y <;> (-1)" /
Y e(sa7.gE)
8 ;J'(p—ﬁ'}; h) (p—j+h)a2G=h Jor
lp—3l i
2p 2 1\
:CL_ #Z(]) ( 1) - X(Slzp).
8 = jlp—3)' g \B) (p—j + h)a?T=P 0

Assuma agora que m seja par, m = 2p (p > 1). Entao, a equacao (5.13) fica

B(V,TCa5 )
—1 .
_ 1N Z( ) (1" /S
20 (p—j+3) i\ p —j+h) — Da20-0 |
2p—1

Calcularemos f S;7 . Lembrando que

2 2
R — —gsl,

/ sl / i

p12p2 B L
_— p—
O P

obtemos
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Usando a defini¢ao explicita destas formas, dadas na equagao (5.12)), temos

-1
9y 1 —1)P- 1420-2 (B 2p—1 2p—1 , p
[ st SELEE (S G vy ) | 3 0 net
k=1 ij=1
_(=Dpa?! o(3) o(2p-1)
22p oo D sm(0)(wr = 7w0) o) (20)7 - (Q0)T T ),
oc€S2p
o(1)=1
—1)r(2p—1)
onde cp = % Usando o mesmo argumento da parte final da prova do lemal6l, obtemos
T 2

B _1\Pg2r-1(9y — 1)1 2=} ‘
/ R N Gt i C I (sen 67" a6y A ... A dBay1.

-1
2p=12p e
Entao,
B _1)yp2r-1) (_1\Pa2P—1(9p — 1)1
2p—1_( 1P (=1)Pa (2p —1)! 2p—1
/2p 1/ Sl - 7T2P;1 2p_12p(la)2p_1 VOI(SlCL )
(—1)PCr=1) (—1)Pa?=1(2p — 1)! 27P (la) %P~
= 2r=12p(]g)2p~1 (p—1)!
1 o Y(2p-1)! 1
rm2  2r7i2rel o (p—1)!
€
1 TCaStinn
3 Jgrs B(V; )
lsen a
Srr i E O Lo, /5
ST —i+3) i\ <2<p—f‘+h ) = 1)a=h) Jgzm 1
> Z(‘]> D' ey
S (p—3j+3) i\ 2 =i +h) = D0 a=sgp(p — 1)
S Z<‘7> (-1)" @ (2p — 1)
jzoj!(Q(p—j)—l)!! = \h) (2(p—j+h) - 120~ dr(p—1I

O

Temos entao todos os termos da equagao do teorema [I0, de uma maneira formal. De fato,

a Tor¢ao de Reidemeister sobre o cone é calculada na proposicao [[1l e é igual a

1
log 7(C, ™1 ) = 5 Vol(Ca Sy, LY.

Isena Isen a

Comparando com os resultados explicitos do calculo da Tor¢io Analitica do cone sobre S,
S? e S3, podemos detectar a contribuicdo da singularidade. De fato, claramente a formula do
lema anterior vale para o cone sobre o circulo e sobre a 3-esfera, enquanto uma contribuicao da
singularidade aparece no caso da esfera. Isto motiva a seguinte conjectura, que serd provada

no préximo capitulo,
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Conjectura 1. A Tor¢ao Analitica do cone Cl, Slsena de dngulo o e comprimento I > 0,

sobre a esfera de dimensdo impar S, com a métrica induzida pela imersio em R™H! e

condigoes de contorno absoluta (onde p > 0) ¢

log T(CoS? -1y = 11ogvol(c 521y

Isen Isen

+Z Z Ysen?(=7) o (2p — 1)!sen? !
p—j)— N —j—l—h)—l) 4r(p —1)! i
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Capitulo 6

Torcao Analitica do cone sobre uma

variedade de dimensao impar

Neste capitulo provaremos a conjectura [Il Para isso usaremos o teorema 5l Para
obter uma extensao do teorema de Cheeger Miiller (teorema [7]) para o cone sobre
uma variedade Riemanniana fechada de dimensao impar, faremos inicialmente um
estudo deste caso e depois particularizaremos para o estudo das esferas. Acredi-

tamos que uma prova para caso geral possa ser produzida.

6.1 Cone sobre uma variedade fechada conexa de dimensao im-

par

Seja W = (N, com dimensao m + 1, onde N é uma variedade Riemanniana m-dimensional

fechada e conexa com uma métrica §. A métrica de W é da forma
g =dr®dr+r%g,

onde as coordenadas para W serdao (r,y). Lembramos dos nimeros que estdo na equagao

(10D,
1
Qg = 5(1+2q—m), Hgmn = 4/ )‘q7n+agv

onde )\, sao autovalores de autoformas coexatas gb%ﬁ do Laplaciano A@ de dimensdo ¢ na

Secao.

Lema 11. O espectro positivo do Laplaciano A9 sobre W, com condigées de contorno abso-

103
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luta no bordo, ¢ da forma

(@) _ .32 21> . 52 21>
SpAabs - {mq,n . qu’n,aq,k/l }n k=1 U {mq_lvn . j#qfl,nyaqfhk/l }n k=1

Uml'j2 /l2°° Umg'j2 /l2°°
—Ln - Jpg_1,n,k nk=1 q—2mn * Jpg—2.n,k nk=1

A2 21 42 2%
U {meO : j|aq|,aq,k/l }kzl U {mq—l,O :]\aq,1|,aq,1,k/l }k:l :

No caso de condigoes de contorno relativa no bordo temos

e}

(@) _ L2 21> L2 2
SpArCI B {mq,n ’ ];U«q,n,k/l }n =1 U {mq_l’” ’ ]l‘qfl,n,k/l }
) 21 .2 21
U {mq—l,n . j'u,q,lyn,—aqfl,k/l }n k1 U {mq—ln . j'u,q,gyn,—aqu,k/l }n ke1

9 2 ® L2 2%
- {mqyo  Jlagla/! }k:1 - {mq_l’o gl k! }kzl 7

n,k=1

onde jl/,c,k ¢ o zero da fungdo j,,yc(r) = cJy(r) + rJ,(r), jur € o zero da fungdo de Bessel

Jy(x) e mgy € a multiplicidade do autovalor A .

Demonstracao. Pelo lema 2] e o teorema [3] temos um sistema completo de solugoes quadrado
integraveis da equacdo do Laplaciano A@u = Au, com A # 0. Como o espectro de A
¢ pontual, para obter uma resolucao discreta (mais precisamente a parte positiva) de A@,
temos que determinar quais destas solucoes satisfazem as condicbes de contorno absoluta
(relativa) em r = [. Assim consideramos as formas do tipo 1, 2, 3, 4, E, O e aplicando as
condi¢oes de contorno absoluta (2.6]) e relativa (2.7)) obtemos o resultado. Desta maneira,
determinaremos apenas os autovalores para o caso com condi¢des de contorno absoluta no
bordo, j& que o caso relativo segue de maneira analoga.

Lembramos que,

wnorm|8W =0,

Baps(w) =0 se e somente se
(dw)norm’()W =0.

Aplicando este sistema na forma do tipo 1 obtemos
O (D) [pmt = 0= gy () + AL (A) = 0.

Logo A = jﬂq,nyamk/l'
No caso da forma do tipo 2 temos

0 (S = 0= ag1 () + LT, (A) =0

eassim A = ju, 1.0, 1.1/
Para o tipo 3 temos o sistema

(raqil_l‘]ﬂqfl,n ()\T))T:l = 0’
(87, (7’20“1*”18,,(7’_0“1*1Juqflyn ()\7’))) — )\q_l,nro“I*l_lJuqﬂ’n()\r)) lr=1 =0,
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e ainda

Oy (T2aq71+lar (T_a(rl Jﬂqflv” ()\T))) -

= 0, (g, L () ML () (6.1
= —ag T ) XL () NP L ().

Agora usando relacoes cléassicas entre as funcoes de Bessel e a sua derivada, obtemos que
2TV(2) = =22 T,(2) + V20, (2) — 2J0(2).

Substituindo )\27’2(];[(17 (Ar) na equagao (6.I)) obtemos

1I,n

87“ (T2aq71+18r (r_a(rl Jl‘qflvn ()\7"))) -

= —ag_lro‘qfl_l,]uqflyn()\r) - )\27“"1*1“,]”‘171% (A\r) + raq*1u3_17n¢]#q71m()\7‘).

Com a solucdo da primeira equacdo do sistema e a equacdo acima, concluimos que A =

j,uzqfl,nyk/l'
No tipo 4 temos

(Taqu-i-lj k()\l)) ‘r:l 0= )\ = M'

Hg—2,n, l
Da mesma forma que as anteriores, nos tipos E e O temos A = j‘aq‘,amk/l e X =
§'|aq71|7aq71,k/l, respectivamente. E o resultado segue. O

Com este lema é possivel provar um tipo de “Dualidade de Poincaré” para a Torcao Ana-

litica no caso de C;N.

Teorema 18. Seja N uma variedade Riemanniana fechada orientdvel de dimensdo m e seja
W = C|N. Entao
IOg TabS(W) = (_1)m IOg Trel(W)‘

Demonstra¢ao. Usando a dualidade de Hodge, dada por meio de *, temos que as formas do
tipo 1, 2, 3, 4, E e O sao levadas por * nas formas do tipo 4, 3, 2, 1, O e E, respectivamente.
E ainda, * leva uma forma de dimensao ¢, que satisfaz condig¢oes de contorno absoluta no
bordo, em uma forma de dimensao m + 1 — ¢, que satisfaz as condi¢oes de contorno relativa

no bordo. Logo, pelo lema anterior, SPAS{))S = SPAEZI”H—‘J)_

Comparando a defini¢do das
formas no teorema [3 com o lema [I] temos que as formas do tipo 1, 3 e E sdo coexatas e as
formas do tipo 2, 4 e O sao exatas, o operador d leva formas do tipo 1, 3 e E em formas do

tipo 2, 4 e O, respectivamente, enquanto d' faz o processo inverso. Entao defina

@ . _ 52 2% o2 2>
Fcf,abs T {mq,n : ]Mq,nvaqvk/l }n k=1 U {mq—l,n ’ ]qul,mk/l }

n,k=1
[e.e]
L2 2
U {mq’o ’ j‘aCI‘vaihk/l }k‘:l :
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F c(}l)abs ¢ a uniao dos autovalores de dimensao g das formas cofechadas com condicdes de

contorno absoluta. Defina

(@ . _ 52 21> ) 21>
Frabs # = {10 Jigo1 g1,/ et Mg-2n Jpg-ikl] nk=1

52 2™ 7
U {mq—l,O : ]|aq71|,aq71,k/l }kzl :

F}[Qbs é a unidao dos autovalores das formas fechadas de dimensao ¢ com condic¢des de contorno
absoluta. Claramente SpAi%)s F c(}])abs UF ;?a)bs F c(}])abs =F ;qati) Entao
1N 1gs +1-q)
abs 5 Z qC S Aabs - 5 Z qC S Arcl 1 )
q=0 q=0
m+1
m (m+ 1), ot
= (1) ha(s) + o > (1) (s, A)
q=0
(m + 1) m+1
m 1)
q=0
= (_1)mtrel( )
Agora, log Tans (W) = t,,,(0) = (=1)",4(0) = (1) log Tyer(W). O

A partir de agora consideramos dim N = 2p — 1 e que a condi¢do de contorno sobre o
bordo de W serd sempre a condigdo de contorno absoluta (Baps). Desta forma, nao faremos

mais referéncias a estes fatos. Usando os autovalores do Laplaciano de W (lema [I1]), defina

t(s) como
1 &
i _1)e (9)
) = £ D (- 1)gc(s, A9,
q=1
Entéao, log Taps(W) = ¢/(0).
Lema 12. Se t(s) € como acima, entao
125 p—2 o0
.—92 ~_2 ~—2
t(S) :7 Z(_l)q Z Mq,n (2‘7/‘11;17]‘3 o «]uqi,aq,k a ‘]:U'qyfbv_aqvk>
q=0 n,k=1
, l2s , 9
+ (_1)]) 7 Z Mp—1,n <']Hp 1,n,k (jlu,p,l’n,k) S)
n,k=1
125 p-1

= 5 (= 1)k i(y:ii )

q=0 k=1
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Demonstracdo. Usando o lema [I1] temos

0o oo

2s (q9)y — Z ~—2s § : ~—2s

¢ C(S’ A ) B mq’njﬂq,nvaqyk T mq_l’njﬂqfl,nvaqflvk
n,k=1 n,k=1

0o 0o
:—25 :—25
+ D Mgl et D Me-2mdnl,
nk:l nk:l

+qu70j\aq\aq,k+zmq 10]|aq 1ls0q-1.k
k=1

Para ¢ fixo, 0 < ¢ < 2p — 2, temos termos seqiienciais. Somando tais termos, obtemos

o0 o0
qq Z mq,nj;;iaq,k + (_1)q+1(q + 1) Z mq,n]’;{fiaq’k

n,k=1 n,k=1
o0 o0
) -—2
+ (=D +1) Y mgnd, 2+ (DT +2) D mgnd,
n,k=1 n,k=1
+

+q quw\aq\aqk*(q“ ) quojwaqmq,

k=1

o0 o o0

_ 2 ) +1 52
= (—1)1 Z mq,njuq,i,k - Z mqvnjuq,iaq,k + (=1)1 qu,oﬂ\aq\s,aq,k'

n,k=1 n,k=1 k=1

Segue que t(s) é da forma,
-2

125 2p o0 ) ) 125 2p-1 . o0 )
__E:_QE: -—2s  ~—2s _E:_q+§: ~—2s
t(S) o 2 ( 1) Mq,n (jﬂq,mk jﬂq,mamk) ™ 2 ( 1) mq’0‘7|aq|7aq,k’
q=0 n,k=1 q=0 k=1
Observamos que Agn = A2p—2-gn, pPor meio da isometria na equagao (2ZI2), e ainda

g = %(1 +2¢—2p+1)=q—p+1=—ag,_2-4, 1080 lign = Hop—2—qn- Desta forma, fixando

q, 0 < g <p—2, e olhando na primeira parte da soma anterior, vemos que

00 00
_1\¢ 2 : -—2s _ »=2s _1\(2p—2—¢q) Z -—2s _ »=2s _
( 1) Maq,n <‘7Hq,n7k Jﬂq,n7aqvk)+( 1) Mqn ]Hq,nvk Jﬂq,m—amk B
n,k=1 n,k=1
00
_(_1\4 -—2s _ »=2s _ ~=2s
- ( 1) Z mq’n <2‘7/Jq»n7k Jﬂqynvamk Jﬂqynv_aqvk) ’
n,k=1

observe que, quando ¢ = p — 1, tem-se A\p_1n = Agp_1_(p—1),n € Qg identicamente nulo,
portanto, ndo temos uma soma como acima. Logo,

125 p—2 o0

.—9 ~_9 ~_9
t(S) = 7 Z(_l)q Z Mq,n <2‘7/Jq,fhk - jﬂq,’ivaqvk o qu’i,—aq,k)
q=0 n,k=1
l2s - I 2
+ Z Mp—1,n (]“p 1k (jlu,p,l’n,k) S>
n,k=1

l25 2p—1

o0
41 A2
g 2 DTy Smgfi ke
k=1

q=0
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Falta apenas estudar a soma

2p—1 00

_ q+1§ : ~—2s
Z ( 1) mq’0‘7|0¢q|70¢q7k'
q=0 k=1

Para isso, precisamos de algumas propriedades das funcoes de Bessel que podem ser encon-
tradas em [48]. Como dim N = 2p — 1, temos que «, ¢ um nimero inteiro igual a ¢ —p+1, e
ainda, este valor é negativo para 0 < g < p—1. Fixe q, 0 < g < p — 1, e counsidere a fungao
T agag(2) = agd—a,(2) + zJ.,, (2). Utilizando a identidade

2d(2) = —2 i (2) + uIu(z)

obtemos j_aqvaq(z) = —zJ a,41(2) = —2J_q,_,(2) e assim §'|aq|7k,aq = Joay_1,k- Agora fixe

g, p—1<q<2p—1, assim oy € positivo e como
ZJ;L(Z) = 2Ju—1(2) = pJu(2),

a funcao jamaq(z) = agda, (2) +2J;, (2) éigual a zJ,,-1(2), e entdo j‘aq‘,kﬂq = Jag_1,k- Note

que, quando ¢ = p — 1, tem-se a1 = 0 €, entao, ja,_; ko, = j(’)’k = Jj1,k- Logo,

2p—1 00
q+lz — _
E (-1) Mq,0] |0y, crg b
q=0 k=1
p—2 [ 2p—1
m m,
q+l§: _Mg0 . 2: Mp-1,0 }: q+1§: q0
—28 1) T 225 +
qo =17/ hk k=1 Lk gk

Utilizando a dualidade dada por * tem-se mq o = map—1—¢,0. Assim, reduzimos a soma acima,

2p—1 o0 p—2 o0
_1\9+1 5—2s __ _1\9+1 -—2s
D (DY maodiry = D (DT Y maoiZd
q=0 k=1 q=0 k=1
[ p—1 00
p -—2s 2p—q -—2s
_1) Zmp_LOJLk + Z(_l) Zmzp—l—Q70]a2p,2,q,k
k=1 q=0 k=1
p—2 o] 0o p—1 oo
_ q+1 -—28 p -—2s q 28
=) (=1 Z me0i_g T (=1) Z Mp—1,0J1  + Z(—l) Z Mq,0] =0y k
p—l

-—2s
quZ]—aq 1,k _]—aq,k

<
Il
=)
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Note que mgo = rkH,(N,R), por meio do teorema de de Rham, e a formula para ¢(s) fica

125 p—2 o0

) =5 0|32 man (20~ e~ )
q=0 n,k=1
p—ll2s > :—25 -/ —2s
+ (=) > mpim (Jup,ly,“k ~ Gy snikt) )
n,k=1
125 p—1 o
2s
-5 Z( IrkH 4 ( Z <]_aq Lk _J—aq,k) .
q=0 k=1
O
Defina as funcoes,
Zy(s) = Z mqmj;ji,kv Zq(s) = Z mQ7n(j:Lq7n,k)_2S7
n,k=1 n,k=1
Zg+(s) = Z qmjufi,:l:aq,k’ zq(8) = Z (j:iz,l,k - j:iz,k) )
n,k=1 k=1
para0<g<p-—1,e
tq(s) =2Z4(s) — Zg+(s) = Zg,—(s), O0<g=p-2
tp-1(5) = Zp-1(5) = Zp-1(s)
Entao,
125 p—2 1l2s
tHs) = D (=17 (2Zy(5) = Zgr(5) = Zg—(5)) + (=17 5 (Zoma(s) = Zgma(9))
q=0
125 p—1
- Z(_l)quHq(Na R)zq(s)
q=0
12s p—l 12s p—l
= S gls) — S S (1)K (N R)z ()
q=0 =0
e
log 12 p-l p-l
log (W) = #(0) =—; (—=1)%4(0) + > _(=1)* ek Hy (N, R) 2, (0)
= = (6.2)
1 p—1 p—1 )
+3 (—=1)%(0) + Y (1T rkHy(N, R)z; (0)
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6.2 Estudo de t, 1(s)

Nesta se¢ao, trabalharemos com as seqiiéncias duplas Sp_1 = {mp_1 5 : jipfl,nk}zo:l e Sp_l =
{mp—1n: (ij,lyn,k)Q}%ozla jé que Zp_1(s) = ((s,5p-1) € Zp-1(s) = ((s,5p-1)-
Primeiro, verificaremos a defini¢do [I3] ou seja, que Sp—1 e Sp_l sdo espectralmente de-

compostas sobre U,_;. Considere a seqiiéncia simples Up_1 = {mp—1n : fhp—1,n}oe;-

Lema 13. A segiiéncia U,—1 € uma seqiiéncia totalmente reqular do tipo espectral com ordem
infinita, e(Up—1) = g(Up—1) =2p—1, e

C(S, Up—l) = C (%’ Up—l) 5

onde Up_1 = {mp_15 : Np_1n}. Além disso, a fungio ((s,U,_1) possui polos simples em
s=2(p—k)—1, para k=0,1,2,....

Demonstragao. Primeiro lembraremos alguns fatos a respeito dos autovalores Ay, do Lapla-
ciano de dimensao g de uma variedade Riemanniana compacta sem bordo M. Todas estas
afirmacoes podem ser encontradas em [20], secao 1.12. Para n suficientemente grande, A, se
comporta como nﬁ, ou seja, Agp ~ nEFWH e segundo a fungao ((s, Sp+A§5[)) possui polos
simples em s = dim27M_k, k=0,1,2,.... Eainda Sp+A§3[) é uma seqiiéncia totalmente regular
do tipo espectral com ordem infinita.

Para mostrar que e(Up—1) = g(Up—1) = 2p — 1, temos a seqiiéncia de identidades

1 1
e(Up—1) = limsup LZ = lim sup # =2p—1.
n—00 og P‘%n’ n—oo 5,7 l0gN

Para a representacao de ((s,Up—1) como acima temos,

S

C(S, Up—l) = C (5’ f]p—l) 5

onde
o

S ~ mp—1,
¢(:001) = 2=,
n=1 )‘p—lm

o que segue direto da defini¢ao de ((s,Up—1). Logo, com a observacao a respeito dos polos de
¢(s,U,_1) no inicio da prova temos que ¢(s,U,_1) possui polos simples em s = 2(p — k) — 1,
para k=0,1,2,.... O

Lema 14. O logaritmo da fun¢do Gamma associada & seqiiéncia Sp_Ln/,ug_l e o logaritmo

da fung¢ao Gamma associada & seqiéncia Sp—1n/[p—1 possuem as representa¢oes a sequir,
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com X\ € Dy, .,, respectivamente,

Nip_1.0
og T'(=X, Sp_1n/ 151 ) = logH <1+ p—1 )

;U'p 1,n,k
= —log ’[Mpfl,n (Np—lm V—A) + (Np—lm) log v —A\
+ Hp—1,n log(ﬂp—l N) — Hp—1,n log2 — log P(Np—lm + 1)7
Q :u' 1,n
log'(—A, Sp_lm/,u?,_l n) = —log H (1 + ( P— )2) >
Tpip 1,k
log Pp—1,n (:up—l,n V _)\) =+ (:up—l,n - 1) lOg \% —A
+ fip—1,n10g(Hp—1,n) — tp—1,n10g2 —log T (ptp—1, + 1).

Demonstrag¢ao. Notamos primeiro que S,_1,, € Sp—1,, s30 seqiiéncias de numeros reais po-

sitivos, logo para escolha do dominio de A é suficiente fixar 6; € (0,7) e considerar ¢; =

% min(jﬁp,Ll? (ij,1’1 )2)

Lembremos as equacoes (£.20]), onde temos as seguintes representagoes,

I(2) 2vr H<1+ )>

Usando estas representacoes, obtemos as representacoes para a funcdo Gamma associada as

seqiiéncias Sp_l,n/ug_l e Sp—1.n/lp—1 sem maiores problemas. E o lema segue. O

Com este lema temos uma expansao assintotica completa para A grande em Dy, ., das
fungoes Gamma, log T'(— X, Sp_ 1./ (p—1.n)%) € 10gT (=, Sp_ 1/ (ttp—1.n)%). Desta maneira
Sp—1n/(ttp—11)% € Sp—1.n/(ttp—1,)? sdo seqiiéncias do tipo espectral (ver definicio 2.5 de

[46]), mais ainda sao seqiiéncias totalmente regulares do tipo espectral com ordem infinita.

Lema 15. A diferenca entre o logaritmo da fun¢ao Gamma associada a Sp_l,n/,ulz,_l e o
logaritmo da funcio Gamma associada G Sy—_1n/[>_, possui a expansdo assintética uniforme
g ¢ p—1, Np 1p p

a sequir, para n suficientemente grande e X\ € Dy, .,, respectivamente,

log I'(—A, Sp—17n/(ﬂp—17n)2) —logI'(—A, Sp—17n/(ﬂp—17n)2) =
= —log I(ptp—1,nV—A) + log I'(up-l,n\/—A) +log vV—A
2p—1 1
:—].Ogl— +Z¢p 1,] +O<p—)
Np 1n lup 1,n
Demonstraciao. Considerando as representacoes do lema [I4] e fazendo a diferenca entre os

logaritmos das fungdes Gamma, logT'(— X, Sp—1.1/(kp—1.n)?) € 10gT (=X, Sp—1.n/(ttp—1.1)%),

obtemos

log I'(—A, Sp—l,n/(ﬂp—l,n)2) —log'(—A, Sp—l,n/(ﬂp—l,n)2) =

(6.3)
—log I(pp—1.nV—2A) +log I' (-1, V=) + log vV —A.
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Considere as expansoes

V\/1+22 vlo g1+\/1+—z 2p— 1 1
I,(vz) = 1+ Z <Tp> )
V27ru(l +z2 v
onde
U()(U)) _17
Uj(w) ==w?(1 — w?)—Uj_1(w) + = [ (1 —5w?)U;_1(t)dt,
2 dw 0
_ 1
com w = ©
1 vlog 2p—1
1 vVI+22 14v/1+422 : 1
I(vz) = Chil - + Z VJ(Z) + <T> )
V2mvz st vl VP
com
Vo(w) =1,
w 2 2 2y d
Vi) =Uj(w) ~ 5 (1~ w?)Uj 1 (1) = w1 w?) 5 U1 (w)
Entao
logl,(vz) =vv1+224+vlogz—vlog(l+ 1+ 22)
2p—1
U; (z) 1
——log27w——log(1+z)+log 1+Z +O<%>
J=1
logI(vz) = vV 1+ 22 +vlogz —viog(l+ 1+ 22) —log 2
2p—1
V( ) 1
——10g27w—|— log(l—l—z)—l—log 1+Z +O<ﬁ>
j=1

Substituindo v por pp—1,, € z por vV—X\ em (6.3]) temos
. 1
10g T(=X, Sp—1,0/ (1p-1,2)%) =108 T(=A, Sp1,n/ (Hp-1,0)%) = 5 log(l —A)

2p1 1 2p1 1
— log 1+Z <T> + log 1—1-2 <2p )

ji= 1lup 1,n p—1,n j= 1Iup 1,n Mp 1n

Usando a expansao do logaritmo

il N Y
o (1634 ) =30,
j=1 =1
ondeag=1,a1 =1 e
l] = a; — A aklj—ku
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segue-se que,

log I'(—A, Sp—17n/(ﬂp—l,n)2) —log I'(—=A, Sp—17n/(ﬂp—l,n)2) = %log(l =)
2p—1 Jj—1 .
+ Z ( AN =T+ d (VeW_(N) = Uklj—k()\))> +0 (%) :
=1 ’up 1,n k=1 J Hp—1n

onde I%()\) € o termo da expansdo do logaritmo com soma em V;(A) e [;(\) € o termo da

expansao do logaritmo com soma em U;(A). Definindo

Pp-1.;(A) = ;(N) = 1;(N)
s (6-4)
= V;(A) = U;(0) + > 2= (ViGN = Ulj—i(\))

obtemos

log (= A, Sp—l,n/(ﬂp—l,n)2) —log I'(—=A, Sp—l,n/(l‘p—l,n)2) =

2p—1 1
:—10g1— —|—Z¢p 1’] - +O<T)’
lup—l,n

Np 1n

e o resultado segue.

O
Proposicao 12. As segiiéncias duplas Sp—1 e Sp 1 possuem expoentes relativos (p, 1, %)
genus relativos (p, [2’) 1} ,0), onde o colchete significa a parte inteira de Tl, e sao espec-

tralmente decompostas sobre U,_1 com poténcia k = 2, comprimento £ = 2p e dominio Dy, ., .

Demonstracao. Estudaremos primeiro os expoentes finitos e os genus de S,_1. Antes, lem-
braremos algumas relagoes. Uma das relagoes classicas dos zeros das funcoes de Bessel é a

seguinte: se j,x ¢ um zero da fun¢do J,(z) entao

1 1 1 1
km + §,u7r+ e < Juk < (k+1)7r+§/ur+z7r.

Com esta relagao, para k suficientemente grande tem-se j,, ~ km, e para p suficientemente

2
grande tem-se j, p ~ %wr. Lembrado que, para n suficientemente grande A, ~ n2-1, temos

que s] = @ e sg = % Para determinar sy é um pouco mais complicado, para isso temos
t s
1
Sy eyy
n=1k=1"'#p—1,n,k n=1 k=1 (ﬂ-k + 5()‘17—1,”)2 + Z)
t s
1
<) o
n=t i1 (K + (Ap-1,)2)
> 1

IN
-

2 (k+ (07 3)20
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Usando a desigualdade de Young temos que n%%l +k2> (nk)i Logo,

s t s

t
) St D) B
=1 ke _|_n2p1 1 e p

Dessa forma, a série S,,_1 converge se a > p. Precisamos garantir a limitacao inferior, para

isso usamos a desigualdade

s

i 1 i 1
Z S Z 200

1 .
n=1k :1 k + 1) %()‘p—17n)2 + %)m =1 k1 ptp—1,n,k

Utilizando o Teorema de Plana [49], temos

s t

Fazendo t tender ao infinito, vemos que a série

o) T 1 —2a+1
_|_ 2n2p 1 R

2a1
» 2p—1

_ _1
forma sy = p. Note que o > 2, como S = 3.

converge se, € somente se > 1, e este tnico fato ocorre se, e somente se, a > p. Desta
Observamos que os expoentes e 0s genus para S sao 0s mesmos, ja que os zeros da derivada
de uma funcao de Bessel sao intercalados com os zeros da fungiao de Bessel, ou seja, j, r <
y .
Juge < Jpke+1-
O restante da proposigao segue diretamente dos lemas[I2]e T4l E ainda, o comprimento ¢

da decomposigao é precisamente 2p, pois e(Up—1) = 2p — 1 e, portanto, o maior inteiro h tal

que h — 1 =0y <2p—1¢&2p. Isto completa a prova. ]
Observagao 1. Pelo teoremal[f), apenas os termos com o, =1, o, =3, ..., o5, =2p—1, com
h=2,4,...,2p, respectivamente, aparecem na féormula do teoremald pelo lema 13

Agora faremos um estudo das funcoes ¢,—1 ;(A\) que aparecem no lema

Lema 16. Para todo indice j € IN, as fungoes ¢p—1,;(\) sao polinémios em w = 11_>\ da

forma
J
2k+j
k=0

e ainda ¢p—1;(0) = 0 para todo j > 1.
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Demonstragio. A prova que as funcoes ¢p—1,;(A) sdo polinémios em w = \/% e possuem

a representacao acima é aplicacao direta da defini¢do das ¢p—1;()), que estd na equacao
(6.4). Faremos apenas a prova da segunda afirmacao, ou seja, que ¢,_1 ;(0) = 0 para todo j.

Usaremos indugao. Para j = 1 temos

Fp-11(N) = 11(A) = 1(A) = Vi(A) = Th(N)
11 11

21-nF 21—

3
2

e assim ¢p—1,1(0) = 0. Suponha que ¢p_14(0) = 0 para k = 1,...,j — 1 e provaremos para
k = j. Considerando ¢,_1 j(A) como funcao de w = (1 — )\)_%, temos que, quando A =0, w

é igual a 1. Entao

dp—1,5(w) = j(w) — 1j(w)

il
= Vj(w) - Uj(w) + 3 _ 2 — (Us(w)lis(w) = Va(w)ljo(w))
o
= Vj(w) - Uj(w) + > _ 2 — (Us()(ls(w) = L (w)))
s=1
—1
d
+ _1(w) + w?—U,_1(w) l;_s(w).
30w (GUea(w) 0 Gt

E usando a hipotese de inducao temos que ¢p—1 (1) = 0, como funcao de w. Logo ¢,—1,;(0) =

0, como funcao de A, o que termina prova. O

Por defini¢ao, na equacao (LI9),

27

0 . 1 e—)\t
B,_1i(s) = / g1 L / (A, (6.5)
0 A0,c -
entao:

Corolario 4. Para todo j > 1, a ezpansao de Laurent das fungoes ®p_1254+1(s) em s = 0
possuem o0s coeficientes:

25+1 k+j
ReSo Dp12j+1(8) =2 Z ap—1,2j+1,k Z Resol ®p12j11(5) =0,
s=

em particular, quando j = 0 temos

ReSO() (I)p_l,l(S) = 2ap_1,171 = 1, Re%l (I)p—l,l(s) =0.
S= S=

Demonstrag¢ao. Usando a definicao das ®,_1 2;41(s) e calculando a integral por meio da equa-

o (I23) temos que
25+1 F( + 2(k+j)+1)
Pp_1,2j41(s Z Up—1,2j+1,k T (ZEEE,
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Lembrando que

F(3+L;1) j T(s 4+ 241
Resy ——— = —y —2log2+2 — e Resj ———272=1, 6.6
o) r (23';1) s U & ;::1 2k —1 =0 F(2]—2_1)8 (66)
obtemos
2j+1 k+j 1
fiisoo Dp12j11(s) = Z Ap—1.2j+1,k <—’Y —2log2+2 Z ﬁ)
k=0 t=1
2j+1
Rest ®po1.0j41(5) = Y Gp 12511
s=0 =0
Assim, usando o lema anterior temos o resultado. Em particular,
Reso <I>p_1,1(s) = 2ap_1,171, R681 q>p—1,1(3) =0.
s=0 s=0
Como ap—-1,1,1 = %,
Reso q)p_Ll(s) =1.
s=0
O

Nosso proximo passo é determinar os termos Ag0(0) e Ap;(0) definidos na equagao (L2I).
Os termos relativos a seqiiéncia S,_1 serao representados por um ponto em cima. Temos o

seguinte resultado

Lema 17.

Ap1.00=Ap_100(5) — Ap_100(s) =0,

1
Ap_101, =Ap—1,01(5) — Ap_1,01(s) = §C(287 Up-1).

Demonstrac¢ao. A definicao da equagao (L.2I) no caso de S,_; fica,

[e's) p
_ —2j5+1 —2s
Ap-100(s) = ap-1,00n — Y bp—12j-100t A0 | 1525 s
n=1 j=1
00 p
—2j+1 | —a2s
Ap101(9) =D | @p-r00m — D bp12j-1010 4 | 1575
n=1 j=1
No caso de Sp—1 temos,
[e's) p
. B i . —2j+1 | | —2s
Ap100() =D | @p-1.00m = D bp-1.2j-1.0000 1 | 1575
n=1 7j=1
00 p
. . ; —2j5+1 —2s
Ap101() =D | @p-1.00m — D bpo12j-10180 00 | 11,75 -
n=1 7=1
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Assim precisamos da expansdo para A grande das funcbes lgj_1(N), 1’2]-_1()\), para j =
1,2,...,p, logF(—)\,Sp_lm/ug_lm) e 10gr(—)\75p—1,n//$12,_1,n)- Usando as expansoes que
estdao na equagao (£29)), obtemos

1 1
logF(—)\, Sp—l,n/ﬂ?y—l,n) = 5 lOg 2m + <,Up—1,n + 5) IOg Hp—1n — Hp—1,n lOg 2

1 1
—logP(pp-10 +1) + 5 <up_1,n + 5) log(—\) + O(e Hr-10V=A)

: 1 1
og (=X, Sp—1n/H—1,0) = 5 log2m + <:up—1m + 5) log pp—1,n — fip—1,nlog 2

1 1
—logT(pp-1n+ 1)+ 5 <up_1,n - 5) log(—A) + O(e~Hr-1nV=2),

E entao temos os valores

1 1
ap-100n = 5 log2m + (;up—l,n + §> 10g fip—1,n — ftp—1,n10g 2 = log I'(ptp—1,n + 1),

1 1
ap—1,0,1,n = 5 Hp—1,n + 5 )

. 1 1
ap—1,0,0,n = 5 log 2T + <,Up—1,n + 5) log Hp—1,n — Hp—1,n 10g2 - logr(:up—l,n + 1)7

. 1 1
Ap-1,01,n = 5 | Hp—1n =3 |>

Note que bp_172j_170,0 = bp_l’Qj_l’OJ =0e bp_l’Qj_1’07(] = bp_l’Qj_l’OJ = 0, como nao temos

termos constantes para j = 1,2,...p nas expansoes de lp;_1(\) e léj_l()\). Entao
Ap-1,00 = Ap-1,00(8) — Ap_1,0,0(s) = 0,

: e _ 1
Ap-1,01, = Ap-101(5) = Ap-101(5) = 5 D mpaiy s, = 5628, Up-1),
n=1

e o resultado segue. O

Com todos os lemas anteriores e respectivos corolarios, podemos usar o teorema [Hle o seu

corolario para obtermos o resultado a seguir.

Proposicao 13. As fungdes t,-1(s) e t, 1(s) em s = 0 assumem os valores

tp-1(0) = —%C(O, Up-1),

p—1
tp—1(0) = =¢(0,Up-1) + ZRG%O ©)12;+1(8) RgsilC(S, Up-1)-
=0 = s=2j

Demonstra¢ao. Seguindo a idéia acima e usando o corolario M e os lemas [I3] e 7 o resultado

segue. U
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/

p—1
tp—l(o) = tp—l,reg(o) + tp—l,sing(o)v
t;)—l(o) = t;)—l,reg(o) + t;)—l,sing(o)7

Dividiremos t,_1(0) e t/_;(0) da seguinte maneira

onde,
by 1res(0) = —5C(0,Up 1),
tp—l,sing(o) =0,
t;)—lmeg(o) = _CI(()’ Up—l)v

p—1
tp—1,5ing(0) = 5 > Resg ®p-1.j11(s) Resy ((s,Up-1),
=0 s=0 s=2j+1
e chamaremos de partes regulares os termos t,1,cg(0) € ), 1 ,,,(0), e de partes singulares os
termos tp—1sing(0) € t;_Lsmg(O).

6.3 Estudo de t,(s)

O estudo destas fungoes é uma generalizagao natural do caso anterior, mas como os detalhes
sdo sutis faremos a maioria das provas. Nosso objetivo é usar o teorema [Bl entdo, considera-
remos as seqiiéncias duplas S; = {mg, : jiq’n,k}go:l e Sq+ = {mgn : jiq’niaq’k}%ozl, ja que
Zy(s) = ((s,8q), Zg+(s) =((s,5+), onde ¢ =0,1,...,p—2 e ag =—p+q+ 1. Note que
a andlise de S, ¢ similar & andlise de S,_1, por isso nos concentraremos no estudo das outras
duas seqiiéncias. Verificaremos primeiro que S, e S, + sao espectralmente decompostas sobre

Ug = {mgn : tbgn}to>y, ou seja, satisfazem a definicao [I3]

Lema 18. A seqiiéncia U, é uma seqiiéncia totalmente reqular do tipo espectral com ordem
infinita, e(Uy) =g(Uy) =2p—1, ¢

o s
[—.—y s ~
C(Sa Uq) = Z < t2>< (5 +1, Uq) Oéf],
t=0
onde, Uq = {Mmgn  Agntoly, € Agn € um autovalor de uma autoforma coezata de N de
dimensao q, eq=0,1,...,p—2. Além disso, ((s,U,) possui polos simples em s = 2(p—k)—1

para k=0,1,2,....

Demonstrag¢ao. As provas que e(Uy) = g(U;) = 2p — 1, ((s,U,) possui polos simples em
s=2(p—k)—1parak =0,1,2,... e que U; é uma seqiiéncia totalmente regular do tipo
espectral com ordem infinita seguem com argumentos analogos aos da prova do lema[I3l Para

a representacao de ((s,U,) temos,

((s,Uq) = qu,n()\qn + ag)_g = Z <_§>g (g +1t, Uq) agt
n=1 t=0
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Comegamos agora a andlise das seqiiéncias duplas Sy +. Como os elementos de S, + nao
sao multiplos de zeros de funcoes de Bessel (e nem da derivada de uma funcgao de Bessel),
teremos um pouco mais de trabalho. Mas isto ndao é um problema muito grande, ja que tais
elementos sao zeros de combinacoes lineares de funcoes de Bessel e de suas derivadas, e isto
torna possivel a andlise a seguir.

Para ¢ € R, defina as funcgoes
Jye(2) = ey (2) + 2J,,(2).

Da defini¢ao em série da funcao de Bessel na equagao (£33]), obtemos, proximo a z = 0,

zl/

Juez) = (147) 2T

Isto significa que a funcao 27"J, .(2) € uma funcdo par em z. Considere j, . 0s zeros de

Ju.(2) em ordem crescente. Pelo teorema da fatorizacio de Hadamard [12], tem-se

“+o00
Z_V AI/(z),c = Z_VjMC(Z) H (1 - = i ) s

k=—o00 Jv,c,k

e portanto

Joez) = (1+ )2V1“ H( Juck)

Usando a equacao (£34), quando —m < arg(z) < %, obtemos

A

Jye(i2) = €2 (cL,(2) + 2I),(2)) .

Entao definimos, quando —7 < arg(z) < 3,

A

Io(2) = e 27T, (iz), (6.7)

22
(1 + = ) . (68)
k=1 jz/ ,tag,k

Usando a defini¢ao da fun¢ao Gamma (LLI7)) provaremos o seguinte:

e assim

Frzo(2) = gL (2) + 21 = (1420) 2

Lema 19. O logaritmo da fun¢ao Gamma associada a seqiéncia Sq,i,n/,ug,n ¢ da forma

log T(=A, Sq 0/ e ) = logH (1 + uqn>

]Mq n,Etag.k

- log qu,n,:l:ocq (Nq,n V _)‘) + Nq,n lOg \% —A + ,qu lOg Nq,n

— pgnlog2 —logT'(pgn) + log <1 + i) .

Hq,n
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Demonstrag¢ao. Basta usar a representacao que esté na equagao (6.8) e obtemos a formula do

enunciado. O

Lema 20. A expansdo assintdtica de
21og D(=X, Sqn/ g ) =108 (=, Sy -0/ tig ) =108 T (=, Sqn/big ),
para n suficientemente grande, uniformemente em A € Dy, .,, € da sequinte forma:

2logT'(—A, Sq,n/,ug n) —log (=X, Sq7+,n/u27n) —logI'(—A, Sq7_,n/u27n) =

2p—1 1
—].Ogl_ +Z¢q] ] +O<2p>

2% Hg,n

Demonstragao. As seqiiéncias Sy, € Sqn+ sa0 seqliéncias de nimeros reais, logo podemos

considerar o mesmo ¢ da seqiiéncia Sp_1 ., € co = % min(jﬁq}o , jﬁq,o,ﬂ:aq)a para Dy, ,, 0 dominio
de A.

Agora, considerando as representagoes dadas nos lemas [[4] e [[9] para log I'(— A, Sqm/,ug,n),
log D'(=X, Sy 4n/12.,) € logT(=X, Sq.— /2 ,), temos

21080 (=X, Sgn/ta n) —10g T(=X, Sy n/ 1t o) —log T(=A, Sq— /b ) =
= —2log qu,n (Nq,n V=) + log fuq,n,aq (:uq,n V=) + log jﬂq,n,faq (:uq,n V=)

2
oy
— 2log pig.n — log (1 — T) .

Nq?”
Usando as expansoes dadas no lema [I5] para I,(vz) e I, (vz), obtemos a expansdo para

I, +q,(vz), da seguinte maneira,

A

Iy ta,(v2) = £agl, (vz) + vzl (v2)

LevVitEte vlog T -1 1 1
= V(1 +2)7 = 1+ ; Weeay,(2) 5 + <ﬂ> ,

onde Wi, j(2) = Vj(z) &£ %Uj(z). Entao

. 1
log Iy +a,(vz) =vV1+ 22+ vlogz —vlog(l+ V14 22) +logv + 1 log(1 + 2%)

2p—1

1 1
__10g27r1/—|—log 1+ Z Wia,j(2)— = +O<ﬁ>
j=1

Substituindo v por pg, € 2z por vV—A obtemos

2log (=X, S, n/u?, ) —1og D(=X, Sq /e ) —1og T(=X, Sq—n/pt ) = log(1 = )

2p— 1 1 2p— 1 1
—2log [ 1+ Z (T;;) +log | 1+ Z +aw (Tp)
qu

j=1 q,n j=1 ,uqn

2p1 1

j=1 :“q7 Hamn
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Agora, usando a expansao do logaritmo, que também esta no lema [I5] temos

210g (=, Sqn/ 1y ) =108 T (=X, Sq. 40/ Mg ) =108 T(=A, Sq.—n /b5 ) = log(1 = A)

_ 1
~I—Z< 2051 ( +l;j—1()‘)+l2j—1()‘)) 2—1
q7n
2] 1 1
+Z —2l9; (A +z;j(A)+zgj(A)+— —+O0 | — |+
J Nqn Hgm

onde [;(A) é o termo da expansdo do logaritmo com soma em Uj(\) e ljc()\) é o termo da

expansao do logaritmo com soma em Wiy, j(A). Definimos entao

$q,2j—-1(A) = —2l2;1(A) + l;j—l()‘) + l2_j—1()‘)

Gg2j(N) = =20a;(N) + 15;(N) + 15;(N) + =
Logo
2logT'(—A, qun/,ug n) — log D(=\, Sq7+,n/u2yn) —logI'(— A, Sq7_,n/u2yn) =

2p—1 1
—logl— +Z¢q,] —+O< >

Nq, :“q7

e o resultado esté provado.

O
Proposigao 14. As segiiéncias duplas Sq+ possuem expoentes relativos (p, @ %), genus
relativos (p, [Qp 1} ,0), e sao espectralmente decompostas sobre U, com poténcia k = 2, com-

primento ¢ = 2p e dominio Dy, .,

Demonstracao. A prova dos expoentes finitos é a mesma da proposicao Basta observar
que os zeros de J,(z) e juyc(z) sao intercalados(ver [48], 15.23), ou seja, j, 1 < j’mc,k < Juk1

A existéncia de uma expansao assintotica completa da funcdo Gamma, logI'(—X\, Sy + 1)
segue do lema [[9 E claramente S, + é uma seqiiéncia totalmente regular do tipo espectral
com ordem infinita. A existéncia da expansao uniforme dada no lema anterior garante que
Sg,+ € espectralmente decomposta sobre Uy, com poténcia x = 2. O comprimento ¢ da
decomposicao é precisamente 2p. De fato, e(U;) = 2p — 1 e, portanto, o maior inteiro h tal
que h—1=0, <2p—1¢&2p. O

Note que a observagao [Il também ¢é valida neste caso.

Vamos agora estudar as fungoes ¢q ; () e as funcoes @, ;(s) definidas pela equacao (LI9).
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Lema 21. Para todo j e todo 0 < q < p — 2, as fungoes ¢qj(\) sao polinémios da forma

abaizo, onde w = —A—
1-X
2j—1

Ba2i1(N) = Y agaj 1 pw T
k=0
2j 2j
2k+2; | Yq
Pg,2i(A) = Z Qq,2j,kW +—-
k=0 J
Além disso, para todo j e todo 0 < g < p —2, tem-se ¢q;(0) = 0.
Demonstragio. A prova de que ¢q;(A), para 0 < ¢ < p — 2, tem a representacdo acima
¢ a aplicacao direta da definicao. Consideraremos todas as fungoes como fungdes de w.
Provaremos que ¢4 (1) = 0 para 0 < ¢ < p — 2. Faremos a prova por inducao em j.

Considere as hipoteses de inducao, para 1 < k < j — 1:

$q.26-1(1) = 0, (6.10)
$g,26(1) =0, (6.11)
_2a2k—1
-1 (1) = Iy, 4 (1) = %711, (6.12)
15, (1) — 15, (1) =0, (6.13)

onde as fungdes ¢4 ; estao definidas em (6.9).
Para k =1 temos
g1 (w) = =201 (w) + 1 (w) + 1 (w)
= —2U1(w) + Vi(w) + agUo(w) + Vi(w) — agUp(w)

= —w+w3,

Pg,2(w) = —2lz(w) + 1 (w) + 15 (w) + o

= —2Us(w) + 2Va(w) + Uy (w)? — Vi(w)?

_ 39 1 3 6

= 2w + 2w 2w + 1,
entdao ¢q2(1) = 0. E para as equacdes (6.12) e (6.I3) temos

(1) =1 (1)=-2a4 e (1) 13 (1) =0.
Observamos que Ug(1) = V(1) para todo k. Agora, para k = j temos
lj1(1) = 1351 (1) = Uzj1(1) = agUzj—2(1) = Uzj—1(1) — aqUs;j—2(1)

2j—2

-3 (g0 - 1)
k=1

2j—2 .

! ; 272;# (U1 ()11 () + 1, (1))
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Usando as hipoteses de inducao temos

=145/, 2(j—k)
_ 2(5 — k «
12]_1(1) 12] (1) = —2a,Us;-2(1) + éj — 1)aqU2k 2(1) (212( ) — ]q_k )
k=1
J—1 ., . 2(j—-k)-1  j—1
2 —k)—1 —2ay 2 —k)—1
- ;; TUzk(l)m + 2 TQ%U% 1(Dla(j—ry-1(1)
202771 2
_ 2jq— 1 — 204qU2j_2(1) + % 1U2j_2(1)
o0 2j-3
+-2j_f1 (2(j-—1)bj_2-+ gg;(zj—-2-—k)aqL@(1)@j_2_k(1)>
202771 2a, 204(2j —2QUsj—y 207
_2j—1 —20,gUsj—2(1) + 2j_1U2]—2( )+ 2 — 1 T

Provaremos agora que ¢42;—1(1) =0,
Pg2j—1(1) = —2lg;_1(1) + l2_7 (1) +15;1(1)
2] —1—k
— Z AR <Uk( )(2lgj-1-1(1) = I3, (1 )_lgj—l—k(l))>

2 —1—k B
= Ui (V) ~ (D)

usando a hipétese de inducao e o que provamos anteriormente, temos

-1(1)—F———
Ua—1(1) Tk

I 9; a(i)20—k)-1
22 j2j_1 a(i)Usp— 1()(2((]-)_T>:0-

k=1

I 91— (2k—1
bg,25-1(1) :Z d 2j—(1 )

k=1

Para a diferenca no caso par usaremos o caso impar e as hipéteses de inducao, entao

l2_j(1) lzg( ) = U2J( ) — O4qU2j—1(1) _U2j(1) _aqU2j—1(1)
27—1

_ 2‘7_ (Uk )(lz_j—k(l)_l;j—k(l))>

(U1 ()15 (1) + 15, (1)

Jj—1 2j o2 2k
= —2aqU2j 1 + OéqUQk 1( ) <2l2]—2k(1) _ jq_ k )
k

J 2 + 1 2(] k)+1
- Z Usge—1( gt tqUsge—(1)2la(; _py41(1)
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2]1

( j—l)ZQJ 1 —|—2an

2c0,Uq,;_1(1 2¢¢
q2yl()+ “tq

= 2a,Us;_1(1
agUsj—1(1) + 2 2

Uk 1(1)lg;—x (1)

2j—2
= —2aqU2j_1(1) + % <U2j_1(1) + (25 — 1)lgj_1(1) + Z (2 —1— k‘)Uk(l)lgj_l_k(l)>

k=1
(aq(2) — 1) + ag)Usj—1(1)

- = 0.
J

= —2aqU2j_1(1) +

Finalmente, para ¢q2;(1), temos

Pg,2j(1) = =225 (1) + I;(1) + 15;(1) + —-

25 25-1
SLT 2327 k (U () @54 (1) = 155 ,(1) = 15;, (1))

2j — k B N
3 T el ) (1360 ~ 154,(1)
i1 2(j—k) ; 2(j—k)+
2j — 2k ! 2 —(2k—1) Qg
= Uak(1) aqUag—o( ) 0,
— 2j —k —~ 2] 20 —k)+1
0 que prova o lema. O

Lema 22. Podemos representar as ¢q4j(w), para 0 < ¢ < p —2 e j qualquer, da seguinte

maneira,

bg2j-1(w) = w2l 72 (dg (w +Zk2] Li(w)ag’ + 261,251 (w)

_(w

2 — 1 a
q,2i(w) = (w? = Lag’ + Z kg (w)e” + 26125 (w),

onde os kj¢(w) sao polindmios em w.
k)

Demonstracao. A prova serd feita por inducdo. As hipoteses consideradas para inducao serao,

paral <s<j—1:

¢q,2s—l( ) w2 28 2 (qu, Z kos— 1t a o + 2¢p—1,28—1(w)7 (614)
w2s 28 s—1
¢q,2s(w) = - + Z k25t a 2t + 2¢p—1,28(w)7 (615)
- 2 s—1, 25—
L1 (w) = lyy_y (w) = 95 — 1 2 tu? 1+aqzd28 1t(w (6.16)

I3, (w) — Iy (w) = —a2 o, 1 (w) + g Z dos i (w)a?, (6.17)
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onde dg; sdo polindmios em w e usamos a definicio de I3, ,(w) e I3, (w) para determinar as
hipoteses (6.16]) e (6.17).

Para s = 1 temos

bg1(w) = 2¢p-11(w) = —w + w?

3w
ua0) = (0 = )02 +26,10(w) = —(u — a2 + (2 + 20t = 20
I (w) — 17 (w) = 204w
l;(w) — Iy (w) = —aqwega(w).
Suponhamos que as formulas sejam validas para 1,2,...,5 — 1. Provaremos que as mesmas

valem para s = j. Usaremos uma idéia similar a utilizada na prova do lema anterior. Pri-
meiro provaremos as féormulas com indices impares e depois provaremos para os indices pares.

Usando as hipoteses de inducao, temos

2j-2 .
_ 2] —1—k _
l;g (W) — lzj—1(w):2aqU2j—2(w)_ Zﬂvk( )(l;] g (w) = l2j—1—k(w))
k=1
2j—2
2] —1—k
Z 97 —1 waqu—l( )(12] 1 k( )‘1'12] 1 k( )
[
9j—1-2% B
:2%U2j—2(w)_27_‘/2k( )(123 1-ox (W) — l2j—1—2k(w))
k=1 2j
j—1
2j —1— 2k
—Z 2 — 1 waqU2k—1( )(12] 1 gk( )"‘lzj 1 Qk( )
k=1
j—1
25 — 2k _
_Z 2 — 1 <V2k—1( )(lzg or (W) l2g ok (W) + wagUsg—o( )(123 ok ( )‘Hz] o ( )))
k=1
)
2o, Sy el
25— 14 R a

Para ¢g,2j—1(w), usando as hipoteses de inducao, temos

Gg2j-1(w) = =2lgj 1 (w) + 13 (w) + I;_ (w)

27 —1—k
= —2Uj_1(w) + 2Vo;_1(w) + Z A (2Uklaj-1-k(w))

2 —1—k B . _
- Z 91 (Vk(léz k(W) + 5y (w)) +Pa(1)Uk—1(l§Lj—1—k - l2j—1—k))
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252
2j—1—
= —2Uzj-1(w) + 2Va;51( +Z 2Uk(lU)lzj—1—k(w))

il L
- Z u <V2k(w)(l;—j—1—2k(w) + l2_j—1—2k(w))>

= 25 —1
_ :Z: 2‘72_]17__1% <ZUOéqU2k—1(w)(l;_j—1—2k(w) B l2—j—1—2k(w)))
_ 2§jizf (Va1 (W) (155 g (1) + U5 g1 () + wrgUsp (1) (15 _pp (w) = 155y (w)))
— w2022 (py 1 (w +Zk:2] 1e(w) a2 + 2¢p_195-1(w).

No caso da diferenca de indice par, usando o caso impar e as hipoteses de inducao, temos

195 2k

13;(w) — Iy (w) = 20qUsj 1 (w) =Y gy Ver(w) Iy gy () = Loy (w))
k=1

_22]2_j2kwaqU2k 1( )(lzj o ( )"‘lzj or (W)

1
27 — 2k+1 _
Va1 (W) (U g (W) = Iy (w))

2;—21<:+1

By
k=1
7j—1
Z waqU?k—Q(w)(l;—j—2k+l(w) + 1y _op 1 (W)
k=1

2 1 2 1
= ] I ¢q1 +aq§ d2]t

Seguindo a mesma idéia para ¢q2;(w) temos

( % — 1) aq 2t
q,2i(w) = + Z kaje(w)og’ + 2¢p-1,25(w).

E o resultado segue. O

Corolario 5. Para todo j > 1, a Ezpansao de Laurent das fungoes ®goj11(s) em s = 0
possuem os coeficientes:

J—1
+ZK2j+1ta +2ReSO DPojr1p-1(5),

Resg @94 =
si%o 0.2j+1(8) 2 + 1 Qg

Resl (13%2]'4_1(8) = O,
s=0
onde Koj_1; sao nimeros reais. Em particular, quando j = 0, temos

Reso ®4.1(s) = 2Reso Pp_1,1(s) = 2, Res; @41(s) = 0.
s=0 s=0 s=0



6.3. Estudo de t4(s) 127

Demonstragao. Pelo lema 21] segue-se que,

2j+1

Uet2j+1
Gg2j+1(A) = Z g 241w T
k=0

onde w = ﬁ e ¢g2j-1(0) = 0. Entao Zijz_ol ag2j—1,k = 0. Agora usando a integral na
equagao (L23)), temos

2j+1 T(s + (k+J)+1)
<I>q,2j+1(8) = Z Aq,2j4+1,k 2(k+j)+1
k=0 sU(Z=—)

Logo usando o residuo que esta na equacao (6.6]), temos que

27+1
ReSl Pyoi—1( § ag2j+1,k = 0.

Agora, usando o lema 22 e a integral na equagao (L.23) obtemos, também,

P(S + 2];-1) P(S + 2]5{-3) 0 j—1 o
Pyoi1(s) = ( (2 - T oy’ +ZK2J+1¢(S)% + 20, _12j4+1(s),
2 2 t=1
e assim
j—1

Reso ®4,2j11(s)

= 2j Ky 2t 4 9Reso Pp_12; .
Les 2j+1aq +; 241,60 + Zisoo p 1,2g+1(8)

Note que Ky;1, sdo nimeros reais, como kgji1+(w) sao polinomios em w. O

Vamos determinar agora os termos Ago(0) e Ap ;(0), definidos na equagao (L2I) para as

seqiiéncias S; e Sg +.

Lema 23. Para todo 0 < g < p— 2,

00 o2 —
Aqg00(5) = 24400,4(5) — Ago0.4(5) — Agoo,-(s) ==Y log (1 - Tq> 2‘15’ ;
Aq70,1(8) = 2Aq071’q(8) — Aq’071’+(8) — Aq70,17_(8) = 4(28, Uq).

Demonstrag¢ao. No caso de Sy a equacao (L2I)) é da forma

p
2j+1 | | —2s
Ago0(s E aq,0,0,n — E bg,2j—~1,0,01q 7’ P s

p
E —2j5+1 —2s
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Para S, + temos,

oo p

_ —27+1 —2s

Aq70707:|:(8) = E ap—1,0,0,n,+ — E bq72j—1,0,0,:|::uq7n] Nq,n )
n=1 J=1

o] p
_ —2j+1 —2s
Aq70717:|:(8) = ap—1,0,1,n,+ — E bq72j—1,0,1,:|:,uq7nj Nq,n :

n=1 j=1

Precisamos da expansao para A suficientemente grande das fungoes lgj_1(X), l;tj_l()\), para
j=12,...,p, logF(—)\,Sqm/,ugm) e 10gF(—)\,Sq¢,n/,ug7n). Para S;, com as expansoes que
estdao na equagao (A.29]), obtemos

1 1
log T'(—A, Sq,n/ﬂg,n) =3 log 27 + <,uqm + 5) log pign — tqnlog2

1 1
—logI(ugn +1) + 5 <uq,n + 5) log(—A) + O HanV=2),

No caso de S, +, usando as formulas da equacgao ([£29)), temos que

(1 + i bkz_k) +0(e™?),
k=1

A

Iz/,:l:aq (Z) ~

Vze
V2
logo
9 1 1
logr(_)‘ysq,:l:,n/ﬂq,n) = ftgnV—A+ ) log 2m + ( pgn — ) log pign — tign log 2
1 1 aq _ \/_7)\
—logI'(pgn) + 5 (Han =35 log(—A) +log ( 1+ o + O(e HanV ™2,
q,n

Entao temos os valores

1
aq,0,0n = = log 21 + <,uqm + 5) log ttg.n — ftgnlog2 —log I'(gn + 1),

1
,Uq,n + 5 )

1 1 o
Ag.0,0mt = 5 log 27 + (Mq,n - 5) log fig.n — log 2/ ' (p1g,n) + log <1 + —q> ;

Hqn
1 1
Aq,0,1,n,+ = ) Kgmn — 3/

. - ., + -
e ainda by 2;-1,0,0, bg,2j—1,0,0,+ a0 todos nulos ja que ly;_1(\) e l2j_1()\) nao possuem termos

N~ N~

aq70717n =

constantes. Assim,

2
«
2a —a —a =—log|1—- =L
Q70707n Q70707n7+ Q70707n7_ g 2 ?

q7n

2a‘170717n - anovlvan’_ - aqvovlvnv_ = 17
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m,
Ag00(8) = 24400(5) — Ag0,0,+(s) — Ago,0,— Zlog (1 - —> qu; ;
q,n

Aq,071(8) = 2Aq’071(8) — Aq70’17+(8) — Aq’071,_(8) = C(QS, Uq).

O

Proposicao 15. As fungoes t,(s) e tf](s), para 0 < q < p—2, em s =0 assumem o0s valores

tq(o) = —C(O, Uq)a

p 1
t;(O) = —Ag00(0) — :1701 ZRGSO Dy ,2j+1(s) R;Sil ¢(s,Uyg)-
] -0 s=0 s=2j

Demonstragio. Basta aplicar o teorema [l e seu corolario junto com os lemas I8 e 23] e o

corolario Bl O

Dividiremos t,4(0) e t,(0) em duas partes como feito no estudo de ¢, 1(s), a saber,

~
=}
—
(=)
~
~~

= q,reg(o) + tquing(o)
= ;,reg(o) + t;,sing(0)7

~
~
—
o
S~—
~

onde

tgreg(0) = —C(0,Uy),
tq,sing(o) =0,
t;,reg(o) = _Aq,O,O(O) - A:],O,I(O)v

p—1

1
t;,sing(o) = 5 E Re%() (I)Q,Qj-i-l( ) Resl C(S U)
0 =

s=2j+1

6.4 Torcao Analitica de (' NV

Lembramos a féormula da Tor¢ao Analitica de W = C}N dada na secao

p—1 p—1
o T(W) =55 [ 37 (1)11,(0) + 32 (<) 15k, (V. Rz, 0
q=0 q=0
1 p—1 p—1
5 | 2_(DH(0) + Y (=1 rkH (N, R) 2 (0)
q=0 q=0

Observamos que as funcoes z,(s) foram estudas em [4I]. Podemos determinar facilmente z,(0)

/ . 5 :
e 2,(0) com as formulas na equagao (L22). Assim

%(0)=—5,  2(0) =log2(p —q). (6.18)
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Seguindo a idéia para a parte regular e parte singular de t,(0) e t;(0), definimos

1
zg,reg(0) = 24(0) = g Zg,sing (0) = 0,
ztl],rog(o) = zcl](o) = 10g2(p - Q)7 zcl],sing(o) =0.

Com a divisao apresentada nas segoes anteriores para t,(0) e tfl(O), para 0 < g <p-—1,
e agora para as z,(0) e z;(0), é conveniente separar o célculo da Tor¢ao Analitica em parte

regular (log Tyeg(W)) e parte singular (log Tging(W)) da seguinte forma

log T(W) = log Treg (W) + log Tying (W),

com
log 12 Pl 1 =
log Treg (W) =— D (1) gz (0) + ) (—1) g0 (0)
q=0 q=0
1 p—1 p—1
+3 (=1 rgzg(0) + ) (=1)74,15(0) |
q=0 q=0
lOg l2 p-! 1 L /
log Tsing(W) = 9 Z(_l)qtq7sing(0) + D) (_1)qtq7sing(0)’
q=0 q=0

onde ry = rkH, (N, R).

Lema 24. A parte reqular e a parte singular da Tor¢do Analitica de W possuem as formas a

Sequir:
10g Treg (W) _logl” pi(—l)qﬁ +1p§(—1)q+1 log 2(p — q) + = log (N, %)
Og Lreg =7 5 5 Tqlog 2P — ¢ 20g g
q=0 q=0
1 p—1 p—1
log Ting (W) =1 (—1)qZReSO Dy 211(s) Resy ((s,Uy).
=0 =0 s=0 s=2j5+1

Demonstrag¢ao. Usando o resultado para as fungdes z,4(s), do inicio da se¢ao e as proposigoes
13 e 15 temos

tq,reg(O) = _C(07 UQ)7 t;7reg(0) = _'Aq70,0(0) - A;,O,l(o)
1
tp—l,reg(o) = _§C(07 Up—1)7 tjln—l,reg(o) = CI(()? UP - 1)
1
zk,reg(o) -5 Zl,c7reg(0) = 10g2(p - k)’

27
ondel <g<p—-2el<k<p-—1.
Usando as representagao de ((s,Uy), para 0 < ¢ < p— 2, e de ((s,Up—1), que estao nos

lemas [I8 e [[3], respectivamente, obtemos

- 1 ~ 1
tq,reg(o) = _C(07 Uq)7 tp—l,reg(o) = _§C(07 Up—1)7 t;u—l,reg(o) = §C/(Oa Up - 1)
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No caso de t] ...(0), para 0 < ¢ < p — 2 temos

2
q

131

)

(1q.n)?

Mg n
(:uq,n)zs

1
+3 log T(N, 1%3).

areg
= my,
—Ag00(s) = Afgi(s) = ~log(ttgn)? + Z log
— (Nq,n)
> m
= log Agn 2
nZ::l ! (tq,n)?
> > s\ m
= logAgn < ) > N 2]
_ N (5 )2
5 (et
j=0
Portanto t;, ,,(0) = —¢'(0, U,).
Agora,
p—1 p—1
IOg l2 Z(_l)qt%reg(o) + Z(_l)qt;,reg(o) =
q=0 q=0
p—2 ( 1)p p—2
_ 2 +1 7 — 7 +1
=logl® | > _(=1)T1¢(0,Ug) + >—C(0, Upr) | +D_(=1)TC'(0,Ty)
q=0 q=0
=log T(N,1?7).
Entao
logl? (& 15
log Treg (W Og Z( )q+17‘ log2(p —
Q=0 q 0

Para a parte singular basta substituir as féormulas.

Como decorréncia do lema temos

Teorema 19. A Tor¢do Analitica do cone C;N de uma variedade fechada conexa N de di-

mensao 2p — 1 tem a forma

1 IOgZZ p_l yela L 2o 1% 1t ]
g T(CIN) = 5| + 318 T(N.g) + 5 > (~1)" g log2(p — q)
q= 0 q=0
1 p—l p 1
+ Z Reso (I)q 2j+1( ) R681 C(S U)
q:0 =0 s=0 s=2j+1

Nesse ponto um trabalho mais profundo é necesséario. Afinal, precisaremos entender como

estender a definicao da Torcdo de Reidemeister para C;N para, entdo, poder escrever um

teorema, do tipo Cheeger Miiller. Entender a construgao da ferramenta de Briining e Ma

[4] é também uma peca chave para podermos determinar a contribuicdo do bordo na Torcao
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Analitica por meio de ferramentas mais geométricas, o que seria muito mais interessante e, por
fim, trabalhar o residuo da fungao zeta de U, para comparar com a contribui¢ao do bordo da
formula de [4]. No caso da esfera de dimensao impar, todas estas determinagoes sao possiveis,
ou seja, podemos apresentar a contribuicdo do bordo em termos geométricos. Isto serd feito

na proxima secao.

6.5 Prova da conjectura

Consideraremos a partir de agora que N = ngn_o} e lembramos que v = a‘l, onde a = sen a.
Os autovalores da esfera sao apresentados nos artigos [23] e [50], lembramos aqui os autovalores
das autoformas coexatas, com suas multiplicidades. Os autovalores das autoformas coexatas
de 2t sdo

o = v2n(n+2p — 2),

Mn=v(n+q)(n+2p—q—2), 1<qg<p-2,

Mp—2n =1V3((n — 14 p)? — 1),

Ap—10 = V(0 — 1+ p)?,

com as multiplicidades

—-

2 . )
mo,n:m (n—=1+7)2p+n-1-j),

Jj=2

p

1+ )2p+n—1-7), 1< —9

Mg = (2p—q—2 ]:_[ +5)2p+n i), 1<q<p-2,
375+

2 - ‘ .
Mp—2.n -2 jl;[l (n=1+j)2p+n—-1-j),
J#p—1

Mp-1n = [ TR [[r-1+H@p+n-1-3),

logo os indices pg, tem a forma

ton = /r2(n(n+2p—2)) + (p — 1)2,

fgn =/ (n+q)(n+2p—q—-2)+alg)? 1<g<p-2,
fp—2n = /V2(n —14+p)2 = 1) +1,

Pp—1n =v(n—1+Dp).

Usaremos ainda a notagdo U, g2p-1 = {Mgn : Ay p s20-1} Para representar os autovalores das
autoformas coexatas de dimensao ¢ sobre a esfera de dimensao 2p — 1 de raio 1.
Faremos o estudo dos termos que faltam do teorema [I9 ou seja, determinaremos os

residuos e os numeros que faltam para termos uma formula explicita para a Tor¢do Analitica
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do cone sobre uma esfera de dimensao impar, de modo que, o resultado coincida com a
conjectura [l
Antes de comecarmos recordamos alguns fatos. Seja aq, ..., a, uma seqiiéncia de nimeros

reais, entdo podemos escrever o produto [[-;(z + a;) da seguinte maneira

7j=1

m m ]
H(m +aj) = Z em—j(at, ... am)’
j=1 5=0

onde ey, ..., e, sao polindmios elementares simétricos em ay, ..., a,,. Definimos os nimeros
q e . .
di=0G—-q-12p—q—j—1),

paraq=0,...,p—1,j#q+1,ed?!:= (dq,dq,...,dqﬂ,...,dg), onde o  omissao do termo.
Denotaremos por (r(s) a funcao zeta de Riemann, ou seja,

e e}

Cr(s) = %

n=1
Lema 25. A seqiiéncia U,—1 € uma seqiiéncia totalmente reqular do tipo espectral com ordem
infinita, e(Up—1) = g(Up—1) =2p—1 e

C(SvUp—l) S|2 Zep 1- ] CR(S —2j).

Demonstrag¢ao. O expoente finito, o genus e o fato de U,_; ser uma seqiiéncia totalmente
regular do tipo espectral com ordem infinita seguem do lema [I3] (a representagdo a seguir
também nos garante o fato de ser uma seqiiéncia espectral totalmente regular com ordem

infinita). Para a representacao de ((s,U,—1), como acima, procedemos da seguinte maneira

C(s,Up- 1)—V_SC( Up—1,520- 1)7

onde -
S Mp—1,n Mp—1,n
EERTR I g
2 n=1 )\;—1,7%5’21171 n=1 (n tp- 1)
Transladando n para n—p+1, na soma, e observando que 0,1, ..., p—1 sdo raizes do polinémio

Z] oep 1—;(dP~1)n?7 | obtemos

(e}

Mip—1 10—
C(s,Upr) = vy —=nbts

ns
n=p

'QZH] in —(p 5)?

—S
_1|226P 15 (@) Ca(s = 2j)-
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Observamos que, com a representacao do lema anterior, (s, Up—1) possui uma expansao

em série proximo a s =2k + 1 com k£ =0,1,...,p — 1, da seguinte forma

2 _ 1
C(s,Up-1) = mep—l—k(dp 1)m + Lyp—1,2k+1(8),

onde L,_1 ox+1(s) sao funcoes regulares para k =0,1,...,p— 1.

Corolario 6. A funcao ((s,Up—1) possui polos em s =2k +1 para k=0,1,...,p—1e
2
Res s, Up1) = —=——————e, 1 p(dPh).
s:2k—i1-1C( D 1) I/2k+1(p—1)!2 p—1 k( )
Lema 26. A segiiéncia U, € uma seqiiéncia totalmente reqular do tipo espectral com ordem

infinita, e(Uy) =g(Uy) =2p—1 e

2ws /s P2 s+ 2t —2j a2t
_ § : 2 § : (49 i q
(s, Ua) = q'(2p —q—2)! =0 < t > j=0 -1z < 2 7QQI> 2’

onde,
— . e e}
Hq70 - {mq,n : )‘q,n,S%*l}n:h
e Agn,g20-1 € um autovalor de uma autoforma coerata de S?=1 de dimensio q, e ¢ =

0,1,...,p—2. Além disso, ((s,Uy) possui polos simples em s = 2(p—k)—1 para k = 0,1,2,....

Demonstragao. O expoente finito, os polos e o fato de U, ser uma seqiiéncia totalmente regular
do tipo espectral com ordem infinita, seguem pelo mesmo argumento do lema[I3l Junto com a
prova da representacao de (s, Uy), como no enunciado, mostraremos ainda a afirmacao sobre

os polos. Considere a seqiiéncia

00
Hq,h = {mqm . 1/)\q7n’S2p71 + h} 1 5
n—=

onde A, g2p—1 € um autovalor de uma autoforma coexata de S%=1 de dimensdo ¢. Clara-

mente,

Agora,

Mgn > -5 Mgn -5
(s, Hyp) Z L = Z ( 2)#;& - Z( t2>g(s+2t,Hq,0)ht,

= anzp 1+ h)z n=1 t=0

= q, n7S2p71 t=0
e entao ((s, ) tem a representacao do enunciado.
A funcao zeta da seqiiéncia H, o tem a forma
o0
Mgn

(28, Hgo) = C(s5, Uy 520-1) = Z

S
n=1 AQ7n752p71

_ E : Mgn—p+1

n=p q n—p+1,52p—1
_ 2 o itenl
¢'(2p—q-2) = (n? = af)
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Lembramos que ozg = d} e observamos que

p—1 p
Zep_j_l(dq (n? —a Zep _j—1(d?)(n? —dq H (n —dq+dq)
5=0

)

]_
J#q+1
P
= I @*-@-5%,
J;Hl

e aindan =1,2,...,—aq, sao raizes do polindémio acima. Logo, podemos escrever ((2s, Hy )

da seguinte forma,

9 p—1 p—q—2 ‘
((2s,Hqp) = m Z(:)ep_l_j(dq) (z(s — J,0q1) — Z (n2 _ ag)—S—H)

n=1

onde i =+1/—1 e a funcdo z(s — j, a4i) é da forma

[e.9]

o 1
2(s = J, aql) —ZW'

n=1
Considere a fungao z(s,a) = EOO (n? 4 a®)~% e note que z(s,0) = (r(2s). Portanto

z(s,0) possui um tnico polo em s = 3. Fazendo a expansdo em s da fungio z(s,a) temos

z(s,a) = Z <—ks> a®*Cp(2s + 2k). (6.19)

k=0

Logo z(s, a) possui polos simples quando 2s+ 2k = 1, ou seja, s = % —k,parak=0,1,2,....

Como
(25, Hyo) = 3 ey (d9)2(s — g,
q'(2p — g —2)! =
¢(2s,Hy ) possui polos simples em s = % +p—1—Fkpara k =0,1,2,.... Dessa maneira

((s, Hq0) possui polos simples em s =2(p — k) — 1 para k =0,1,2,....
Portanto ((s,U,) tem a forma

U8 X [—z s+2t—2j %
_ 2 ) Za
C(S’UQ)_q](zp_q_2|Z< >Zep 1-5( < 2 ,aq1> 2t

t=
logo ((s,U,) tem polos simples em s = 2(p — k) — 1, para k =0,1,2,....
]

Corolario 7. A funcao ((s,Uy) possui polos simples em s =2k +1, para k =0,1,...,p—1,

€

2V_2k 1 p—1-k 1 2k+1 p—1 _1 2(j—k)
R U 2 J—
Des ¢l5.Ug) = a'(2p—q—2)! P> V2t< ) 2 el <J—k—t>%

t=0 j=k+t
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Demonstra¢do. Usaremos toda a notacao do lema anterior. Precisamos apenas mostrar o

valor do residuo. Como o residuo de grau 1 da fun¢ao zeta de Riemann em s =1 é 1 temos

L 1 2%
1 1
Res; z(s,a) = 2 + a®* Resy Cp(2s) = | 2 + a_’
s=i_k k g=41 k 2
2 2
portanto,
1 ; 2j+2k
_1 k j
Resi 2(s — j,a) = Resi 2(s,a) = ( 37+ >a |
s=1-k s=1—j—k i+ k 2
para k=0,1,2,....
Considerando ((2s, Hg ) temos
2 p
Resy ((2s, Hg0) = 5———5v ) ep—1—5(d?) Resy 2(s — j, agl)
1tk q q!(2p—q_2)!]z::0 P J ik q
pl 1 . 2j—2k
o — ep—l—j(dq)(—l)j_k< 2 k) o
q!(2p—q—2)!j:k ji—k 5
para k =0,1,...,p— 1. Logo
2 - Lk
Res $,Hypg) = ——— ) e, 1_;(d) (-1 j_k< 2 >a27—2k,
s=2k-il-1<( 20) q!(2p—q—2)!j§ p-1-3(d")(—1) ji—k q

para k =0,1,...,p — 1. Finalmente, para ((s,U;) temos

9p—2k—1 P k

1— 1 _ 2k+1 p—1 _1 2(j—k)
_ P (A9 2 J=
Resl C(S, Uq) q!(2p —q- 2)| ; 2t < t ) Z €p—1—j (d )<j —k— t) O4q .

O

Proposicao 16. O logaritmo da Tor¢do Analitica de 524 com a métrica 129521)71 ¢ da forma

212P=Lyp
v2r=l(p— 1)

sen o )

log T(S2h 4 Pgg2p—1) = log
Demonstragio. Basta usar [15], log T(Sgg’n_o},lzgsgpﬂ) = log (S ) = Vol(S72-1 ), logo
212P=Lyp

log T'(Sa s 1*gg2p1) = log v2=1(p — 1)’

O

Teorema 20. A parte reqular da Tor¢ao Analitica do cone sobre uma esfera de dimensdo

impar € igual ao logaritmo da raiz quadrada do seu do volume,

Ilsena’

1 _
log Treg(W) = 3 log VolC,, 5?71
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Demonstracdo. Sabemos que

logl? /1 1 1
log Treg (W) =% <5> — 5 log2p+ S log T(SIT, Pggayn).

Usando a proposicao [I6 temos que,

1 [2P P
log Treg (W) = logT7T1p' logVol(C sl

Isena

O

Faremos agora o estudo do termo singular da Tor¢ao Analitica do cone sobre as esferas de
dimensao fmpar. Precisaremos introduzir uma notacao nova.

Sejam

2 ki1 L Lkt _
D(q,k,t) W( > Z ep 1— ldq ) < 2l_k_t )ag(l k‘)7

I=ktt
F(q,k) = Reso g or+1(s), 1<k<p-—1,
s=0

para 0 < ¢ <p—1 e, em particular, F(¢,0) =2 para0<¢<p—2e F(p—1,0) = 1. Entao,

usando o corolario [7 os residuos de ((s,U,), para 0 < ¢ < p — 2, tem a forma,

—1-k
1
Res s,Uq) —:D(q,k,t) 6.20
R G~ k3 bl 6
para k=0,...,p—1 e, quando ¢ = p — 1 usamos o corolario [6] e obtemos,
Res s,Uy—1) = —=—D({p—1,k,0 6.21
Rest ((5.0p1) = 7 Dp — 1.5.0) (6:21)
comk=0,...,p—1.
Agora, para 0 < ¢ < p — 1, vemos que
—1-k
F(q.k)" 1
Resy @ s) Res s,U,) = —D(q, k,t
teso a,2k+1( )S:%ilC( q) AT Lo (4. k,1)
entao
p 1 p—1 p—1—k
1 Flg, k) 1
tg.sing(0) ZRGSO Py ok+1(s )stlfllC(S Ug) = 3 T ﬁD(q, k,t).
k=0 t=0

Chamaremos de termo singular da conjectura [l e denotaremos por SingC, a parte que

nao envolve o volume do cone, ou seja,

L5\ ()M (9p - 1))
SngC = Z =7 1)!!,§<h><2<p—j+h>—1>u2p—14p<p—1>!’
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lembrando que v = Trabalharemos SingC no intuito de escrevé-lo como um polinémio

sen o’

em v, assim

1)hy=2=i+h)+1 (95 1)1

SingC = Zy' 2(p — .7—1"2() 2(p—j+h)—1) 4°(p - 1).!

5 2+t pijj (p —1- j) (=120 (2p 1)1
— 1=+ =~

— (p h 2j+14+h)—1 4r(p—1)!
7=0
. (6.22)
S S (e
! 02/<;+11/2k+1 p—1—-I2j+1)\ k—j
C@p-1 = 1 Z (—1)k—igi+!
~ 4p(p —1)! = (p—1-k) (2k+1)u2k+1 — )25 + DI
Agora escrevemos
1 k
SlngC Z 2k+1 Qp ZNJ pv
k=0 7=0
onde o
(2p —1)! 1 (—1)k—igit+l

N, k) = pp—1)!(p—1—k)N2k+1) (k—5)25 + DI

Dessa maneira, nosso objetivo é mostrar que SingC ¢ igual a log Tying(Ca S, Se]w) cOmo no

lema 241

-1

Lema 27. log Tsing(C’aszp_l ) € um polinémio impar em v

Isena

Demonstragao. A prova deste fato consiste apenas em escrever a formula da soma alternada

e isolar v como segue,

1 p—1 1 p—1 p—1 p—1—k 1
92 Z q,smg = ! (—1) Z F(q, k) Z ml)(q, k,t)
9=0 q=0 = t=0
1 p—1 p—1 k
= 1> )¢ Fg,5)D(¢. 4.k — )
k=0 q=0 j=0
1 p—1 k p—1
_Z Vk-l'lz qFQJ (Q7J7k_])
k=0 7=0 gq= 0

Com isto, escrevemos

3
L

k
(_ q,smg Z 2k+1 Qp Qp(k) = ZMj(p’ k)v

J=0

DN =
(=}
Il
o
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onde

3
L

Mj(p, k) = ) (=1)*F(q,5)D(q, 4,k — j)

Il
- o

e (7, ) G e e ()

e entdo basta provar que M;(p, k) = N;(p, k).

Il
"R

L)

Antes, precisaremos de algumas equagoes. Primeiro, lembremos que, se
fu(z) =ep (x2 —(p-1)%22—(p—2)3...,2° - 12,x2) ,
entdao fr(ay) = en(d?) e fr(z), para h > 1, € um polinémio da forma
Bo= Y @)= (D) Zch o (6:23)
0<j1<je<...<jn<p—1

Segundo, precisaremos de quatro igualdades importantes. As trés primeiras encontram-se no
livro [21], sao as equagoes 0.151 — 4, 0.154 — 5 e 0.154 — 6 e as provas podem ser encontradas

em [25]. Reescreveremos elas aqui, respectivamente,

S G-

é(—l)” ()t = -1 (6.24)
ké(—l)" (} )@+ nrt =0

onde 1 <n < N eac€R. E a ultima equagdo necessaria encontra-se no livro [22] equagao

(5.23), ) 1 1
; <7:11> (l_—§k> - <Zt Z) - 2n—k(n(2—nk+)!g/i o (6.25)

Provaremos primeiro que My(p,k) = No(p, k) e depois que M;(p,k) = N;(p, k), para

j > 1. Faremos isso em dois lemas.
Lema 28. Para 0 < k <p—1, temos My(p, k) = No(p, k).

Demonstra¢ao. Com j = 0 temos

:’2;: 22‘)«1, 2)) <2pq— 2> <—%> Z% i <l_—%k:>’
(2p —1)! 1 (—1)k

NO(p7 k) =

2201 p -1 (p—1—-Fk)!(2k+1) k!
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Primeiro, consideramos k # 0, temos:

Usando a terceira equagao de ([6.24]) vemos que a segunda parte da soma é nula ja que 2s+2[ <
2p — 2. Entao

Mo(p. k) = (j) p:](—l)qﬁGp 2> - 22( —1-1 ><l_—%k>

- p O\ (E+ D! (2p— 12kt

S 2\k <k‘+ 1> Pl (2k+ 1) 2

(=D 1 (2p-1) 1 -

= H koD s o1 k)

Agora, considerando k& = 0, temos

Mo(p,0) = p;z<—1>q T (2”q‘ 2) l:o fp1-i(ag)a <‘ﬁ) .
= :é)(— ) - B <2pq_ 2) Igfp_l_l(aq)aq <_l%> 145
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- g(_l)q ol ) g (b1 0o <_l%>

2(@; - 21) (25__12) (-1 -1 -3
B :;:(_1)q(2p 1— 2)! <2pq_ 2) Ig <p —]i - l>a§¥’—2 <_l%> ! % - %
S ) S () ()
56T - B () -

Lema 29. Para 1 < j <p—1, temos que M;(p,k) = N;(p, k).
Demonstracao. Note que j < keassim1<j<k<p-—1.
Lembramos que

j—1
+ZK2]+1ta +2ReSQ (I)p 12]+1( )
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denote Kyjy10 = 2Resg,—g Pp—1,2j+1(s). Dividiremos em trés casos. Primeiro, para j =k <

p— 1, temos

—_

p—

q)j 2p —2 pz_:l e (dq)a2l—2j _%
220 -2\ ¢ N

0
-1

"G»-Q

[}

“»cz
*—‘o

Usando a formula da equagao (€.23]) temos

-1

bS]

+
“B-a

7 1)1211 —2)! <2pq_ 2) pipf crag”™ <l_—%j>

=0

<

(—1)4 2p 2 pi:lf (o )a2l—2j —%

(2;+1 2p 2)! — p=1=1%a)/%q l—j
-1

2 — 2\ & !

; Kt,]z o 2,( ) itegaz ()
t=0 I=j

1

1 2p—2 pz: D o 20—2-21 2
0 2]+1)(2p—2)! q — p—1-1)1 T\l—j
1
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D /-1
o222 T2
p—1-1/)"1 l—3j

p—2—1 1
Csa2s+21+2t 2] < 2 >
0

S0

<2p—2> 9 2
2p 2 -2\ ¢

1 = 1N 1 (2p— 12t
C2(25+ 1) ZZ:; <p—1—l> <Z—2j> 225+ 1) (p—1—) 25+ 2°
- 1 (2p—1)! 27

@D -1-) 25+ 22 (p - 1)!

2 — 2\ %

—I—ZK23+1tZ 2p—2)< ‘ >
p—

—|—ZK2;+MZ 2p—2 <2p 2>

p—

N
||M|
<. —_

l\D

—_
N

M

2]+1

“M

= N;(p, 7).

Observamos os trés ultimos termos na primeira igualdade sao nulos, ja que s+l <p—1e
t—j<—1.

O segundo caso é j = k =p — 1. Temos

-1
My (pp S F(gp—1)(2p—2
e 0 22p -2t \ ¢
—1

. azb—? 2p — 2
=1 <2p—1><2p—2>!< g )

’U»Q

q=0
p—2 a2t 2 — 2
+ ) Kojii, - ( >
; 7 Z 220 -2)!'\ ¢
—2
+p K2j+1,t(_1)p_1 al 217— 2
e 2(2p —i\p-1

1 2p—2
K
2(2 + 2g+1oz 2p 2) ( q )

1 2p —2 Ko 1 2p — 2
— Kojr0(~1)P " s <; > + 2R <; >

22p —2) \ p—1 2 2(2p —2) \ p—1
_ 1 Kojrio  (=DP'1 Ky (Z1)P7)
2(2p—1) 2 (p-Dp—-1) 2 (p—Dp—-1)
1
=21 - Np-1(p,p = 1).

Finalmente, para 1 < j < k, temos

M;(p, k) Z:(—l)Q%Gz&q 2>< > _2JZep i (;_i)

1=
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1 ~ p—1 p—1 1
_ —5—J (_1)(1 1 Z 2p 2—21 2l 2
k—j = (27 +1)(2p —2)! q — p—l— l—k
1~ p-1 —2p—2-1 1
—5 =] _1\e 1 2p—2 2s+20( ~3
+<k_j)Z< )(23+1)(2p—2)< g 2 e
q=0 =k s=0
—1_ ! 2p — 2 p_l p 1
2 K 2p—2+2t—2j 2
+<k—y>t§% ”*“Z 2p 2)! ( g >§<p—1—l> ’ <l—k>
1y iy p_l 1 2p — 2 par 2t 25+420+2—2; 3
() St (7 )5 ()
<k—] tZ:; 2]+ltqz_(:)( ) (2p_2)| q ;SZ:;) q I—k
. —1 -1
-(E) a7 ) S ()
kE—j = (27 +1)(2p —2)! q 7 —\p—1-1/\I—k
. —1
(3 1 1,22 p -3
k=3 )22/ +1) & \p-1-1)\l -k
_ —1—j 1 (2p — 1)
k—37 )22 +1)(p—1—Fk)!(2k + 1)l12p—k-1
(DRI 26— 1 (2p — 1)!!
T (k=12 (25 —D)12(25 +1) (p— 1 — k)I(2k + 1)l12p—F—1
(= 1)k 27 1 (2p —1)! .
k=22 p—1) 25+ D) (p—1—k)(2k+ 1) = Nilp, k).

Agora estamos prontos para provar a conjectura [II

Teorema 21. A Tor¢ao Analitica do cone CpS 2p—

lsena de dngulo o e comprimento I > 0, sobre a

esfera de dimensao impar S*P~1, com a métrica induzida pela imersio em R™TY, e condigdes

de contorno absoluta (onde p > 0) é

log T(CoS2P— 1y = llogVol(C SRS

lsen« 9 lsen «
2p— 1) 22 (—1)k—igi+l
— D= p-1-k 21<:+1 2+ Z — )i+

Demonstragao. A prova segue usando resultados dos lemas e e da proposicao no
teorema [T9 O
Observagao 2. Temos duas notagoes para o cone sobre S™. Quando denotamos C1SZ,
estamos nos referindo ao cone métrico limitado e entdo passamos a detalhar a se¢do. Quando
denotamos Cy 5], € 0 mesmo que C1Sg, ,, mas como neste caso podemos parametrizd-lo
sem matores problemas, estamos destacando a base do cone e, por isso, esta notagao fica mais

coerente.
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Corolario 8. A Tor¢io Analitica de um cone sobre uma esfera de dimensdo impar é

log T(CoS?P~1 Y = log 7(Cu S~ ) + A(SP1)),

Isen Isen Isen

0 que significa que nao existe contribuicao da singularidade e, além disso, pode ser escrita

apenas com termos geométricos, ou seja,

L1 5201
2p—1 + = B(VZ—‘C Slscna).

Isen lsena)

log T(CoS2P 1y = %log Vol(C,, S,
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