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ResumoEstudamos a Torção Analítia para variedades om bordo e ainda omsingularidades do tipo �nio, mais espei�amente, para um one mé-trio limitado, om o propósito de investigar a extensão natural do Te-orema de Cheeger Müller para tais espaços. Começamos determinandoa Torção Analítia do diso e de variedades om o bordo totalmentegeodésio, por meio de ferramentas geométrias desenvolvidas por J.Brüning e X. Ma. Posteriormente, usando ferramentas analítias de-senvolvidas por M. Sprea�o, determinamos a Torção Analítia do onesobre uma esfera de dimensão ímpar e provamos um teorema do tipoCheeger Müller para este espaço. Mais ainda, provamos que o resul-tado de J. Brünning e X. Ma estende para o one sobre uma esfera dedimensão ímpar.
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AbstratWe study the Analyti Torsion of manifolds with boundary and also withonial singularities, more spei�ally, for a �nite metri one, with thepurpose of investigating the natural extension of the Cheeger Müller the-orem for suh spaes. We start by omputing the Analyti Torsion of anany dimensional dis and of a manifold with totally geodesi boundary,by using geometri tools developed by J. Brünng and X. Ma. Then,by using analyti tools developed by M. Sprea�o, we determine theAnalyti Torsion of a one over an odd dimensional sphere and we provea theorem of Cheeger Müller type for this spae. Moreover, we provethat the result of J. Brüning and X. Ma extends to the one over an odddimensional sphere.
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IntroduçãoA Torção de Reidemeister foi de�nida primeiramente para omplexos simpliiais �nitos porK. Reidemeister [38℄ e W. Franz [19℄, om o objetivo de lassi�ar os espaços lentiulares.Estes, por sua vez, foram os primeiros exemplos de variedades que possuem o mesmo tipo dehomotopia sem serem homeomorfos. Tais espaços foram ompletamente lassi�ados por meioda Torção de Reidemeister. Desta forma a Torção de Reidemeister foi o primeiro invariantede uma variedade que não é invariante por tipo de homotopia. Com isto, pode-se entenderque a Torção de Reidemeister onsegue identi�ar a estrutura de interações entre o grupofundamental e a estrutura simpliial. Citando Milnor [30℄: �Seja X um omplexo simpliial�nito om grupo fundamental π1(X) ílio de ordem n. Identi�amos π1(X) om o grupodas transformações de reobrimento do reobrimento universal simpliial X̃. Se π1(X) agetrivialmente na homologia raional H∗(X̃;Q), então a torção de X é de�nida omo uma ertaoleção de elementos do orpo algébrio de números Q[e
2πi
n ]. Esta torção é uma espéie dedeterminante que desreve a maneira omo os simplexos de X̃ são olados entre si pela açãodo grupo fundamental�.Em [51℄ J.H.C. Whitehead riou um invariante ainda mais re�nado. Ele de�niu a torçãode uma equivalênia de homotopia entre omplexos elulares �nitos, generalizando a Torçãode Reidemeister. Este invariante, hamado de Torção de Whitehead, é um invariante maisdeliado, de�nido não omo um número algébrio, mas omo um elemento de um erto grupoabeliano. No mesmo ano, G. de Rham [16℄ estendeu o oneito da Torção de Reidemeisterpara uma variedade suave. Na déada de 70, D. B. Ray e I. M. Singer [36℄, om o teoremado índie de Atiyah-Singer em mente, prouraram uma desrição analítia para a Torção deReidemeister seguindo uma sugestão de A. Shapiro. A. Shapiro sugeriu que deveria existiruma fórmula para a torção em termos do Laplaiano que age nas formas difereniais. Como aTorção de Reidemeister depende da base da homologia �xada (ver seção 2.1), Ray e Singer [36℄�xaram a base da homologia esolhendo uma base ortonormal das formas harm�nias. Maispreisamente, sejam W uma m-variedade Riemanniana, ompata e orientada, K o omplexoelular de uma triangulação suave de W , ρ uma representação do grupo fundamental pormatrizes ortogonais. Considere uma base ortonormal para as formas harm�nias de W omvalores no �brado vetorial Eρ assoiado à representação ρ. Pela a dualidade de Lefshetz-Poinaré e os isomor�smos de de Rham e Hodge, a base ortonormal das formas harm�nias1



2 Introduçãoé levada em uma base da homologia de W e esta é a base da homologia �xada na Torçãode Reidemeister por Ray e Singer. Trabalhamos om a Torção de Reidemeister sempre nesteontexto.Ainda em [36℄, Ray e Singer de�nem a Torção Analítia omo um invariante do omplexode de Rham om oe�ientes no �brado vetorial Eρ e provam várias propriedades para aTorção Analítia, as quais Torção de Reidemeister também satisfaz. Eles ainda apresentamuma motivação para esta de�nição (ver seção 2.3). Com isso, Ray e Singer onjeturaram quea Torção de Reidemeister e a Torção Analítia eram iguais, ao menos quando W é fehada.No �nal da déada de 70, J. Cheeger [6℄ e W. Müller [32℄ provaram, de maneira independente,que a Torção Analítia e a Torção de Reidemeister são iguais quando W é uma variedadeRiemanniana fehada. Ambas as provas são omplexas e trabalhosas. A prova de W. Müllerenvolve a teoria ombinatória de Hodge om a teoria de aproximação, enquanto a prova deJ. Cheeger envolve teoria de irurgia. Esta igualdade entre as duas torções �ou onheidaomo o élebre Teorema de Cheeger Müller. Desde então a Torção Analítia passou a ter umaimportânia independente tanto em Geometria e Topologia Diferenial quanto na AnáliseGlobal. Foram introduzidas e estudadas várias extensões. Lembramos aqui os trabalhos deJ. Lott e M. Rothemberg [26℄, W. Lük [27℄ e J. M. Bismut e W. Zhang [3℄, onde as versõesequivariantes e L2 da Torção Analítia foram introduzidas e estudadas. Apesar de existir umaontribuição grande no sentido qualitativo da Torção Analítia, resultados quantitativos nãosão muitos. Podemos itar, por exemplo, [15℄, [37℄ e [50℄. Nessa linha determinamos a TorçãoAnalítia das alotas esférias e do one sobre S1, S2 e S3. Com estes três últimos temostambém a Torção Analítia dos disos de dimensão 2, 3 e 4.Uma questão natural no estudo do Teorema de Cheeger Müller é a extensão deste resultadopara variedades om bordo. Em [6℄, J. Cheeger a�rma, mas não prova, que a Torção Analí-tia de uma variedade Riemanniana W , ompata e om bordo, é a Torção de Reidemeisteraresida de um termo C(∂W ) que depende do bordo. Este termo C(∂W ) foi determinadopor W. Lük em [27℄, no aso de variedades em que a métria tem estrutura produto próximaao bordo. No apítulo 3 apresentamos uma extensão deste resultado para variedades om obordo totalmente geodésio. Nesta situação, C(∂W ) é proporional a araterístia de Eulerdo bordo de W . Reentemente, sem assumir que a métria tem a estrutura produto próximaao bordo, X. Dai e H. Fang [13℄ e J. Brüning e X. Ma [4℄ resolveram o problema apresentandoum teorema do tipo Cheeger Müller. Ambas as fórmulas são ompliadas, apesar de serembaseadas em invariantes loais onstruídos a partir da métria (2-forma urvatura), são de�-nidas utilizando a integral de Berezin, teoria de Chern-Simon e resultados reentes de J. M.Bismut e W. Zhang [3℄. Nos dois trabalhos, surge um novo termo, A(∂W ), hamado de termoan�malo do bordo (ver seção 2.4). O que hama a atenção é que o termo A(∂W ) de [13℄ diferedo termo A(∂W ) de [4℄. Com isto, torna-se interessante a determinação do termo orreto.Este problema é resolvido nos apítulos 4 e 5, onde por álulos diretos determinamos a Tor-



Introdução 3ção Analítia dos disos de dimensão 3 e 4 e omparamos om os resultados obtidos atravésdas fórmulas de [13℄ e [4℄. Os resultados obtidos onordam om a fórmula de [4℄, servindoomo um ontra-exemplo para a fórmula de [13℄.Outro ponto de investigação é a extensão da Torção Analítia para variedades om sin-gularidades. O primeiro espaço a ser onsiderado é uma variedade om singularidade do tipo�nio. Tal problema foi investigado profundamente por J. Cheeger em vários trabalhos etambém outros autores, e já se onhee uma extensão para a teoria de Hodge-de Rham paraestes espaços. Logo, surge uma questão lógia a respeito de um Teorema de Cheeger Müllerpara tais variedades, só que nesta situação estamos fazendo o aminho inverso de Ray e Singer.Apesar de existir muitos resultados da Torção Analítia para tais espaços, a extensão para aTorção de Reidemeister não é bem onheida. De maneira geral, não se onhee omo �xar abase da homologia em uma variedade om singularidade do tipo �nio, ou até mesmo para umone métrio limitado. No apítulo 4 mostramos que podemos de�nir, ao menos formalmente,a Torção de Reidemeister para o one sobre esferas de dimensão qualquer. Seguindo este rai-oínio, no apítulo 6, desenvolvemos a Torção Analítia para o one métrio limitado de umavariedade Riemanniana fehada de dimensão ímpar, mas ainda não apresentamos uma versãoapenas om termos geométrios. Para o one de uma esfera de dimensão ímpar um teoremado tipo Cheeger Müller é provado neste mesmo apítulo. Observamos que B. Vertman [47℄determina a Torção Analítia do one sobre uma variedade Riemanniana fehada qualquer,mas a fórmula obtida é extremamente ompliada para uma omparação topológia, diferenteda fórmula que obtivemos.No primeiro apítulo apresentamos as de�nições e resultados básios utilizados, omo aTeoria de Hodge, ferramentas de Geometria Riemanniana, as variedades om singularidadesdo tipo �nio e as ferramenta analítias para o álulo explíito da Torção Analítia.Apresentamos no segundo apítulo as de�nições da Torção de Reidemeister e da TorçãoAnalítia, a motivação de Ray e Singer para a de�nição da Torção Analítia e os teoremas dotipo Cheeger Müller onheidos.No tereiro apítulo é feita a generalização do resultado de W. Luk [27℄ para variedadesom o bordo totalmente geodésio. Determinamos a Torção Analítia da meia-esfera dedimensão arbitrária, utilizando este resultado. No sentido de apresentar uma ontribuiçãoquantitativa, fazemos o álulo da Torção Analítia das alotas esférias.No quarto apítulo alulamos a Torção Analítia dos disos de dimensão qualquer usandoa fórmula de [4℄. Determinamos a Torção de Reidemeister do one sobre uma esfera dedimensão arbitrária e alulamos diretamente a Torção Analítia do one sobre a S1 e a S2.No apítulo ino determinamos a Torção Analítia do one sobre S3 e apresentamos amotivação para a generalização do Teorema de Cheeger Müller para as esferas de dimensãoímpar. Este apítulo faz parte do artigo [24℄.Por �m, apresentamos a Torção Analítia do one sobre variedades de dimensão ímpar



4 Introduçãoe provamos um teorema do tipo Cheeger Müller para o one sobre uma esfera de dimensãoímpar.



Capítulo 1PreliminaresNeste apítulo apresentamos as ferramentas básias para o desenvolvimento detodo o texto. Observamos que de�nições e resultados utilizados no deorrer dotexto, que não foram de�nidos ou apresentados, podem ser enontrados nas refe-rênias itadas a seguir. Na primeira seção fazemos uma revisão sobre tensorese formas difereniais, reomendamos para mais informações os livros [33℄ e [31℄.Estas referênias servem ainda para as seções 1.2 e 1.3. Reomendamos tambémuma boa leitura em [17℄. Na seção 1.4, para uma leitura mais espeí�a, reomen-damos [7℄, [8℄, [9℄, [10℄ e [34℄. Por �m a seção 1.5 é um resumo dos artigos [42℄,[43℄, [44℄ e [46℄.1.1 Tensores e formas difereniaisEm alguns momentos no texto usaremos a �soma de Einstein�, ou seja, se o mesmo índieaparee duas vezes, sobresrito e subsrito, isto india que a soma se dá perorrendo-se todosos valores de tal índie. Por exemplo, se µ é um índie variando de 1 a m, denotamos
AµBµ =

m∑

µ=1

AµBµ, AµB
µ =

m∑

µ=1

AµB
µ.Um vetor dual é um operador linear que aplia um vetor a um esalar. Isto pode sergeneralizado para objetos multilineares, hamados tensores, que apliam vários vetores e ve-tores duais a um esalar. Um tensor T do tipo (p, q) é uma apliação multilinear que aplia

p vetores duais e q vetores a um número real, ou seja,
T : V ∗ ⊗ · · · ⊗ V ∗
︸ ︷︷ ︸

p vezes ⊗V ⊗ · · · ⊗ V
︸ ︷︷ ︸

q vezes → R.Por exemplo, um tensor do tipo (0, 1) aplia um vetor a um número real e pode ser identi�adoa um vetor dual. 5



6 1. PreliminaresO onjunto de todos os tensores do tipo (p, q) é hamado o espaço tensor do tipo (p, q) edenotado por T p
q . O produto tensorial τ = µ⊗ ν ∈ T p

q ⊗T p′

q′ é um elemento de T p+p′

q+q′ de�nidopor
τ(ω1, . . . , ωp, ξ1, . . . , ξp′ ;u1, . . . , uq, v1, . . . , vq′) =

= µ(ω1, . . . , ωp;u1, . . . , uq) ν(ξ1, . . . , ξp′ ; v1, . . . , vq′).De�nição 1. Uma forma diferenial de ordem r, ou uma r-forma, é um tensor totalmenteanti-simétrio do tipo (0, r).Seja W uma variedade difereniável de lasse C∞. Dado p ∈W , o espaço tangente TpW éum espaço vetorial ujo o dual é o espaço otangente T ∗
pW . Dessa forma faz sentido onsiderarformas difereniáveis em W . O exemplo mais simples de uma 1-forma em W é a diferenial

df , para f uma função C∞ de W em R, df ainda pode ser expresso em termo de oordenadasda seguinte forma: Dada uma vizinhança oordenada (U,ϕ) de W tal que ϕ(p) = x, temos
df =

∑

µ

∂f

∂xµ
dxµ.É natural onsiderar uma base para T ∗

pW sendo formada por {dxµ}, onde dxµ

(
∂

∂xν

)

= δµ
ν ,onde δµ

ν é o delta de Kroneker.De�nimos o produto wedge ∧ de r 1-formas pelo produto tensorial totalmente anti-simétrio
dxµ1 ∧ dxµ2 ∧ · · · ∧ dxµr =

∑

σ∈Sr

sgn(σ)dxµσ(1)
⊗ dxµσ(2)

⊗ · · · ⊗ dxµσ(r)
. (1.1)Se denotarmos o espaço vetorial das r-formas em p ∈ W por Ωr

p(W ), o onjunto das
r-formas (1.1) forma uma base para Ωr

p(W ) e um elemento ω ∈ Ωr
p(W ) é esrito omo

ω =
1

r!

∑

µ1,µ2,...,µr

ωµ1µ2...µrdxµ1 ∧ dxµ2 ∧ · · · ∧ dxµr ,onde ωµ1µ2...µr são totalmente anti-simétrios, re�etindo a anti-simetria da base.Como existem (m
r

) esolhas do onjunto (µ1, µ2, . . . , µr), a dimensão do espaço vetorial
Ωr

p(W ) é
(
m

r

)

=
m!

r!(m− r)!
.Por onveniênia de�nimos Ω0

p(W ) = R. Claramente Ω1
p(W ) = T ∗

p (W ). Se em (1.1) o valor
r exede m, então o espaço se anula, já que algum índie aparee no mínimo duas vezes nosomatório. A igualdade (mr ) =

( m
m−r

) implia dim Ωr
p(W ) = dim Ωm−r

p (W ). Como Ωr
p(W ) éum espaço vetorial, Ωr

p(W ) é isomorfo a Ωm−r
p (W ).



1.1. Tensores e formas difereniais 7De�nimos o produto exterior de uma q-forma e uma r-forma, ∧ : Ωq
p(W ) × Ωr

p(W ) →
Ωq+r

p (W ), por uma extensão trivial. Sejam ω ∈ Ωq
p(W ) e ξ ∈ Ωr

p(W ). A ação da (q+r)-forma
ω ∧ ξ em q + r vetores é de�nida por

(ω ∧ ξ)(v1, . . . , vq+r) =
1

q!r!

∑

σ∈Sq+r

sgn(σ)ω(vσ(1), . . . , vσ(q)) ξ(vσ(q+1), . . . , vσ(q+r)),onde vi ∈ Tp(W ). Se q+r > m, então ω∧ξ é identiamente nula. Com este produto de�nimosuma álgebra (graduada)
Ω∗

p(W ) = Ω0
p(W ) ⊗ Ω1

p(W ) ⊗ · · · ⊗ Ωm
p (W ).

Ω∗
p(W ) é o espaço de todas as formas difereniais em p e é fehado pelo produto exterior.Podemos assoiar suavemente uma r-forma a ada ponto de uma variedadeW . Denotamoso espaço das r-formas suaves em W por Ωr(W ). Também de�nimos Ω0(W ) sendo a álgebradas funções suaves, C∞(W ). Em resumo, temos a seguinte tabela:

r-formas Base Dimensão
Ω0(W ) = C∞(W ) {1} 1
Ω1(W ) = T ∗(W ) {dxµ} m

Ω2(W ) {dxµ1 ∧ dxµ2} m(m− 1)/2... ... ...
Ωm(W ) {dx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxm} 1De�nição 2. A derivada exterior dr é uma apliação dr : Ωr(W ) → Ωr+1(W ) uja ação emuma r-forma

ω =
1

r!

∑

µ1,µ2,...,µr

ωµ1µ2...µrdxµ1 ∧ dxµ2 ∧ · · · ∧ dxµré de�nida por
drω =

1

r!

∑

ν

(
∑

µ1,µ2,...,µr

(
∂

∂xν
ωµ1...µr

)

dxν ∧ dxµ1 ∧ dxµ2 ∧ · · · ∧ dxµr

)

.Quando não houver riso de onfusão, omitiremos a dimensão em dr e denotaremos apenaspor d. Um exemplo da apliação de d é dado a seguir, se ω = ωx(x, y, z)dx + ωy(x, y, z)dy +

ωz(x, y, z)dz é uma 1-forma em R3 então
dω = (∂xωy(x, y, z) − ∂yωx(x, y, z))dx ∧ dy + (∂yωz(x, y, z) − ∂zωy(x, y, z))dy ∧ dz

+ (∂zωx(x, y, z) − ∂xωz(x, y, z))dz ∧ dx.Proposição 1. d2 = 0 (ou dr+1dr = 0).Demonstração. Seja
ω =

1

r!

∑

µ1,µ2,...,µr

ωµ1µ2...µrdxµ1 ∧ dxµ2 ∧ · · · ∧ dxµr ∈ Ωr(W ).



8 1. PreliminaresA ação de d2 em ω é
d2ω =

1

r!

∑

λ,ν

(
∑

µ1,µ2,...,µr

(
∂2ωµ1µ2...µr

∂xλ∂xν

)

dxλ ∧ dxν ∧ dxµ1 ∧ dxµ2 ∧ · · · ∧ dxµr

)

.Assim, d2ω é identiamente nulo, omo ∂2

∂xλ∂xν
ωµ1µ2...µr é simétrio om relação a λ e νenquanto que dxλ ∧ dxν é anti-simétrio.Seja N uma variedade de lasse C∞. Uma apliação f : W → N induz o pullbak

f∗ : T ∗
f(p)N → T ∗

p (W ) que é naturalmente estendido aos tensores do tipo (0, r). Sejam
ω ∈ Ωr(N) e f : W → N uma apliação C∞. Em ada ponto f(p) ∈ N , f induz o pullbak
f∗ : Ωr

f(p)(N) → Ωr
p(W ) dado por

(f∗ω)(X1, . . . ,Xr) ≡ ω(f∗X1, . . . , f∗Xr) (1.2)onde Xi ∈ Tp(W ) e f∗ é a apliação linear Tp(W ) → Tf(p)(N).A derivada exterior d produz a seqüênia
0 // Ω0(W )

d0 // Ω1(W )
d1 // · · ·dm−2 // Ωm−1(W )

dm−1 // Ωm(W )
dm // 0 .Esta seqüênia é hamada de omplexo de de Rham. Como d2 = 0, temos imdr ⊆ ker dr+1.Um elemento de ker dr é hamado r-forma fehada, enquanto um elemento de imdr−1 é ha-mado r-forma exata.De�nição 3. O espaço quoiente

Hr(W,R) =
ker dr

imdr−1é hamado de r-ésimo grupo de ohomologia de de Rham.Para terminar esta seção apresentamos a de�nição de uma r-forma a valores em um espaçovetorial. Seja V um espaço vetorial real k dimensional om base v1, v2, . . . , vk. Lembramosque dado ω ∈ Ωr(W ), a ada ponto p ∈W assoia-se um tensor ωp da forma
ωp : TpW × TpW · · · × TpW → Rque varia diferenialmente om respeito a p. Podemos de�nir uma r-forma om valores em Vtroando R por V na equação anterior de maneira que, se ω =

∑k
i=1 ωi, onde ωi são r-formas,então ω passa a ser esrita da seguinte forma

ω =

k∑

i=1

ωi ⊗ vi.Denotaremos o espaço destas formas por Ωr(W ;V ). Toda a teoria apresentada nesta seção ena seção 1.3 generaliza-se para este aso sem maiores problemas.



1.2. Geometria Riemanniana 91.2 Geometria RiemannianaSeja W uma variedade de lasse C∞ e dimensão m.De�nição 4. Uma métria Riemanniana g em W é um tensor do tipo (0, 2) em W queassoia, de maneira ontínua, para ada ponto p ∈ W um produto interno gp em TpW , ouseja, dados u, v ∈ Tp(W ),1. gp(u, v) = gp(v, u),2. gp(u, u) ≥ 0, valendo a igualdade se, e somente se, u = 0.O par (W,g) é hamado de variedade Riemanniana.Sejam (U, φ) uma vizinhança oordenada em p ∈W tal que φ(p) = x e {xµ} as oordena-das. Já que g ∈ T 0
2 (W ), g é expandida em termos de dxµ ⊗ dxν da forma

gp =
∑

µ,ν

gµν(p)dxµ ⊗ dxν , (1.3)onde
gµν(p) = gp

(
∂

∂xµ
,
∂

∂xν

)

= gνµ(p). (1.4)Do mesmo modo que proedemos om o operador d omitiremos p em gµν , a menos que istopossa ausar onfusão. É omum tratar (gµν) omo uma matriz uja entrada (µ, ν) (linha
µ oluna ν) é gµν . Desta forma (gµν) tem posto máximo e inversa denotada por (gµν),satisfazendo gµνg

νλ = gλνgνµ = δµ
λ, onde a entrada da forma Aa

b signi�a o elemento damatriz A da linha a e oluna b e A b
a é a oluna a e a linha b da matriz inversa de A, quando

A possuir inversa. O determinante det(gµν) é denotado por g e det(gµν) = g−1. Temos aindaque a matriz (gµν) é real e simétria om autovalores reais e todos positivos.Seja N uma subvariedade de dimensão n de uma variedade Riemanniana W de dimensão
m, om uma métria gW . Se f : N →W é um mergulho que induz a estrutura de subvariedadeem N , o pullbak f∗ induz a métria natural gN = f∗gW em N . As omponentes de gN sãodadas por

gNµν(x) =
∑

α,β

gWαβ(f(x))
∂fα

∂xµ

∂fβ

∂xν
,onde fα denota as oordenadas de f(x). Por exemplo, onsidere a métria da esfera unitáriamergulhada em (R3, gE), onde gE é a métria eulidiana. Seja (θ, φ) a oordenada polar de

S2 e de�na f pela inlusão usual
f : (θ, φ) 7→ (sen θ cosφ, sen θ senφ, cos θ),da qual obtemos a métria induzida

gS2 =
∑

µ,ν

gµνdxµ ⊗ dxν =
∑

µ,ν,α,β

gEαβ
∂fα

∂xµ

∂fβ

∂xν
dxµ ⊗ dxν

= dθ ⊗ dθ + (sen θ)2dφ⊗ dφ.



10 1. PreliminaresFaremos uma onstrução loal para de�nir a 1-forma onexão e a 2-forma urvatura deum variedade Riemanniana W . Dado p ∈ W onsidere uma base oordenada para TpWformada por {∂/∂xµ} e para T ∗
pW formada por {dxµ}. Como W é Riemanniana, podemosortonormalizar a base {∂/∂xµ} de maneira que

eα = e µ
α

∂

∂xµ
, (1.5)om det e µ

α > 0 e g(eα, eβ) = e µ
α e ν

β gµν = δ β
α , ou seja, {eα} é uma base ortonormal.Lembrando o produto interno natural entre um vetor v ∈ Tp(W ) e um vetor dual ω ∈

T ∗
p (W ),

〈 , 〉 : T ∗
p (W ) × Tp(W ) → R, 〈ω, v〉 = ω(v)de�nimos a base dual {eα} de maneira que 〈eα, eβ〉 = δ β

α . Desta forma eα é dado por
eα =

∑

µ

eαµdxµ. (1.6)Observamos que a matriz (eαµ) é a matriz inversa de (e µ
α ), ou seja, eαµe

ν
α = δ ν

µ e eαµe
µ

β =

δα
β . Em termos de {eα}, a métria g tem a forma

g =
∑

µ,ν

gµνdxµ ⊗ dxν = δαβe
α ⊗ eβ.As bases {eα} e {eα} são hamadas de bases não oordenadas. A base não oordenada possuio olhete de Lie não nulo, ou seja,

[eα, eβ ]|p = c γ
αβ (p)eγ |ponde

c γ
αβ (p) = eγν(e µ

α ∂µe
ν

β − e µ
β ∂µe

ν
α )(p),os símbolos c γ

αβ são hamados de onstantes de Cartan. Como �zemos anteriormente, omi-tiremos p das fórmulas sempre que não houver riso de onfusão.De�na os oe�ientes da onexão om respeito a base {eα} por
∇eαeβ = Γ γ

α βeγ ,onde ∇ é a onexão Riemanniana assoiada a métria. Observamos que o oe�iente deChristo�el que aparee na equação aima é assoiado a base não oordenada; não o devemosonfundir om o oe�iente de Christo�el dado pela onexão na base oordenada. Paradeterminar Γ γ
α β temos a fórmula

Γ γ
α β =

c γ
αβ + c β

γα + c α
γβ

2
.



1.2. Geometria Riemanniana 11De�nição 5. A matriz om valores em 1-formas ω = ωα
β é hamada de 1-forma onexão edada por

ωα
β = Γ α

γ βe
γ .A matriz om valores em 2-formas R = Rα

β é hamada de 2-forma urvatura e dada por
Rα

β = dωα
β + ωα

γ ∧ ωγ
β .Seja A = (ai

j) uma matriz anti-simétria (At = −A) de dimensão 2k, então o Pfa�anode A é dado por
Pf(A) =

1

2kk!

∑

σ∈S2k

sgnσ a
σ(1)

σ(2)a
σ(3)

σ(4) . . . a
σ(2k−1)

σ(2k),onde S2k é o grupo de permutações de dimensão 2k.De�nição 6. A lasse de Euler e(W,g) é de�nida omo
e(W,g) =

1

(2π)m
Pf(R),onde R = Rα

β é a 2-forma urvatura de W , se a dimensão de W é par e igual a 2m. Se adimensão de W é ímpar, de�nimos e(W,g) = 0.Teorema 1 (Teorema de Gauss-Bonet). Seja W uma variedade Riemanniana orientada fe-hada de dimensão par, e lasse C∞, então
∫

W
e(W,g) = χ(W ).Para terminar a seção de�nimos o que signi�a uma urva parametrizada f : I → W seruma geodésia de W e apresentamos as equações loais satisfeitas por uma geodésia. Seja

I ⊂ R um intervalo aberto.De�nição 7. Uma urva parametrizada f : I → W é dita uma geodésia de W se para todo
t ∈ I, D

dt (∂tf) = 0, onde D
dt (∂tf) denota a derivada ovariante de ∂tf ao longo de f .Se [a, b] ⊂ I, então a restrição de f a [a, b] é hamada de (segmento de) geodésia ligando

f(a) a f(b).Vamos determinar as equações loais satisfeitas por uma geodésia f em um sistemas deoordenadas (U, φ) em torno de f(t0), t0 ∈ I tal que φ(f(t0)) = x. Suponha que f(I) ⊂ U ,então f será uma geodésia se e só se
0 =

D

dt
(∂tf) =

m∑

k=1

(

∂2
t f

xk + Γ k
α β∂tf

xα∂tf
xβ

) ∂

∂xk
.Logo f é uma geodésia se, e somente se, satisfaz

∂2
t f

xk + Γ k
α β∂tf

xα∂tf
xβ = 0, (1.7)para k = 1, . . . ,m. Esta equação é hamada de equação geodésia em W .



12 1. Preliminares1.3 Teoria de HodgeSe W é uma variedade Riemanniana orientável de dimensão m e lasse C∞, existe uma m-forma ω que não se anula em ponto algum. Esta m-forma é hamada de elemento volume (ouforma de volume) e faz o papel de uma medida quando integramos uma função f ∈ C∞(W )sobre W . Se W possui uma métria g, existe um elemento volume natural que é invariantepor transformações oordenadas. De�nimos o elemento volume invariante por
ΩW =

√

|detg|dx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxm,onde {xµ} são as oordenadas de (U, φ).Como observado anteriormente, Ωr(W ) é isomorfo a Ωm−r(W ). Utilizaremos a métria gde W para de�nir um isomor�smo entre Ωr(W ) e Ωm−r(W ), hamado ∗ de Hodge. De�nimoso tensor totalmente anti-simétrio ε por
εµ1µ2...µm =







+1 se (µ1µ2 . . . µm) é uma permutação par de (12 . . . m),

−1 se (µ1µ2 . . . µm) é uma permutação ímpar de (12 . . . m),

0 aso ontrário.Note que εµ1µ2...µm = gµ1ν1gµ2ν2 · · · gµmνmεν1ν2...νm = g−1εµ1µ2...µm . Observamos que para�subir� ou �baixar� os índies dos tensores usaremos a métria, por exemplo, εikl = gijε
j
kl.A ∗ de Hodge, hamado também de operador estrela de Hodge, é uma apliação linear

∗ : Ωr(W ) → Ωm−r(W ) uja ação em um vetor da base de Ωr(W ) é de�nida por
∗(dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµr ) =

√

|g|
(m− r)!

∑

νr+1,...,νm

εµ1...µr
νr+1...νm

dxνr+1 ∧ · · · ∧ dxνm.Notemos que ∗(1) é o elemento volume invariante
∗(1) =

√

|g|
m!

∑

µ1,...,µm

εµ1...µmdxµ1 ∧ · · · ∧ dxµm =
√

|g|dx1 ∧ · · · ∧ dxm.Para
ω =

1

r!

∑

µ1,...,µr

ωµ1µ2...µrdxµ1 ∧ dxµ2 ∧ · · · ∧ dxµr ∈ Ωr(W )temos
∗(ω) =

√

|g|
r!(m− r)!

∑

νr+1,...,νm

ωµ1...µrε
µ1...µr

νr+1...νmdxνr+1 ∧ · · · ∧ dxνm .Logo ∗ ∗ (ω) = (−1)r(m−r)ω. Desta forma, de�nimos a inversa de ∗ por ∗−1 = (−1)r(m−r)∗.Sejam ω, η ∈ Ωr(W ) dadas por
ω =

1

r!

∑

µ1,...,µr

ωµ1µ2...µrdxµ1 ∧ dxµ2 ∧ · · · ∧ dxµr ,
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η =

1

r!

∑

ν1,...,νr

ην1ν2...νrdxν1 ∧ dxν2 ∧ · · · ∧ dxνr .Observamos que ω ∧ ∗η é uma m-forma,
ω ∧ ∗η =

1

(r!)2

∑

µ1,...,µr

ωµ1...µrην1...νr

√

|g|
(m− r)!

εν1...νr
µr+1...µm dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµr ∧ · · · ∧ dxµm

=
1

r!

∑

µ1,...,µr

ωµ1...µrη
ν1...νr

1

r!(m− r)!
εν1...νrµr+1...µm εµ1...µrµr+1...µm

√

|g|dx1 ∧ · · · ∧ dxm

=
1

r!
ωµ1...µrη

µ1...µr
√

|g|dx1 ∧ · · · ∧ dxm.E assim ω ∧ ∗η = η ∧ ∗ω. Como ω ∧ ∗η é uma m-forma, sua integral sobre W está bemde�nida. De�nimos o produto interno (ω, η) de duas r-formas por
(ω, η) =

∫

ω ∧ ∗η =
1

r!

∫

W
ωµ1...µrη

µ1...µr
√

|g|dx1 ∧ . . . ∧ dxm.Desta forma este produto interno é simétrio, (ω, η) = (η, ω) e ainda, omo (W,g) é Rieman-niana, o produto interno é positivo de�nido.De�nição 8. O operador adjunto formal da derivada exterior é d† : Ωr(W ) → Ωr−1(W )de�nido por
d† = (−1)mr+m+1 ∗ d ∗ .Um elemento de ker d† será hamado de r-forma ofehada e um elemento de imd† seráhamado de r-forma oexata. Observamos que (d†)2 = 0 omo d2 = 0.De�nição 9. O operador

∆(r) = (d+ d†)2 = d†r+1dr + dr−1d
†
r : Ωr(W ) → Ωr(W ),é hamado Laplaiano.Observamos que d∆ = ∆d e ∆d† = d†∆. Ainda mais, o Laplaiano ∆ é um operadorpositivo em W , ou seja,

(ω,∆ω) = (ω, (dd† + d†d)ω) = (dω, dω) + (d†ω, d†ω) ≥ 0. (1.8)Uma forma ω é hamada harm�nia se ∆ω = 0. Denotamos o onjunto das r-formasharm�nias em W por Hr(W ). Como onseqüênia imediata de (1.8), temos:Proposição 2. Uma forma ω sobre uma variedade Riemanniana ompata é harm�nia se,e somente se, ω é fehada e ofehada.Teorema 2 (Deomposição de Hodge). Seja (W,g) uma variedade Riemanniana orientávelompata sem bordo. Então Ωr(W ) é uniamente deomposto omo
Ωr(W ) = Hr(W ) ⊕ dr−1Ω

r−1(W ) ⊕ d†r+1Ω
r+1(W ).Para a prova do teorema anterior ver [31℄.



14 1. Preliminares1.4 Variedades om singularidades do tipo �nioApresentaremos a de�nição de variedades om singularidades do tipo �nio e resultadosrelaionados a teoria de Hodge, mais preisamente, faremos a extensão do operador Laplaianopara este tipo de espaço. A maioria das provas serão apenas indiadas, de maneira que osinteressados possam se aprofundar ainda mais no assunto. Os artigos básios utilizados nestaseção são [5℄, [8℄, [9℄, [10℄ e [34℄ .Seja N uma variedade Riemanniana m-dimensional fehada (podendo ser onexa ou não)om métria g̃.De�nição 10. Um one métrio CN é o espaço (0,∞) ×N , om a métria
g = dr ⊗ dr + r2g̃. (1.9)De�nimos também um one métrio limitado ClN em N sendo o espaço (0, l] × N om amétria dada em (1.9).De�nição 11. Xm+1 é uma variedade Riemanniana om singularidade do tipo �nio seexistem pj ∈ Xm+1, j = 1, . . . , k, tal que Xm+1 − ∪k

j=1pj é uma variedade Riemannianasuave aberta (possivelmente om bordo) e ada pj possui um vizinhança Uj tal que Uj − {pj}é isométrio a CljN
m
j para algum lj ∈ R e alguma Nm

j .Observamos que fazer a análise em Xm+1 signi�a fazer a análise na variedade Rieman-niana inompleta Xm+1 − ∪k
j=1pj. Para um exemplo simples podemos assumir k = 1 e l = 1e esrevemos X = C1N ∪M , onde ∂M = N e a união é feita pelo bordo. Um esboço de talfato é a �gura abaixo.

Figura 1.1: Exemplo de uma variedade om singularidade do tipo �nio.Existe ao menos um aso em que ClN não possui singularidade; isto oorre quando N é aesfera de raio 1 e assim ClS
n
1 = Dn+1

l . Por outro lado, se N é uma esfera de raio r 6= 1 entãoo vértie do one ClN é uma singularidade. Este é o exemplo mais simples em que se temuma singularidade.Um espaço que é uma variedade Riemanniana om singularidade do tipo �nio foi bemestudado por J. Cheeger que estendeu a teoria de Hodge para este tipo de espaço onsiderandotoda a teoria om a ohomologia L2. Tal teoria é onstruída de maneira análoga a que foiapresentada anteriormente só que onsidera-se apenas formas quadrado integráveis. Com isto é



1.4. Variedades om singularidades do tipo �nio 15possível de�nir a Torção Analítia para estes espaços da mesma maneira que está no apítulo2, onsiderando as formas em L2 e a extensão do Laplaiano da maneira que é disutidaabaixo. Já no aso da Torção de Reidemeister não temos uma de�nição para estes espaços.Observamos que a ohomologia L2 de uma variedade om singularidade do tipo �nio Xoinide om a ohomologia usual de X quando X é uma variedade homológia raional, ouseja, se para ada x ∈ X o grupo de homologia loal Hq(X,X − x) é zero se q 6= m+ 1 e Qse q = m+ 1.Com respeito ao operador Laplaiano sobre ClN alguns uidados são neessários. De-ompondo om respeito as projeções sobre os autoespaços da restrição do Laplaiano sobre aseção do one, a de�nição de uma extensão auto-adjunta apropriada do operador Laplaiano(sobre as funções) em ClN reduz-se a análise dos valores de ontorno de uma equação dife-renial ordinal de segunda ordem de Sturm Liouville no intervalo (0, l]. Tal problema já foiresolvido por Rellih em [39℄, que parametrizou as extensões auto-adjuntas. Em partiular,signi�a que não existem ondições de ontorno para os asos em que r ∈ (0, l), enquantoondições de ontorno em r = 0, l são neessárias. A únia extensão auto-adjunta de�nidapor estas ondições de ontorno é a extensão máxima, orrespondente a extensão de Friedrih(ver [5℄ ou [9℄, para as ondições de ontorno). O mesmo argumento vale para o Laplaianonas formas.Seja ClN omo anteriormente, assumimos oordenadas para ClN omo sendo (r, y), onde
r ∈ (0, l] e y ∈ N . Operações na seção serão indiadas om til, por exemplo ∆̃ é o Laplaianoem N . A demonstração do próximo lema é pura e simples apliação das de�nições e persis-tênia nos álulos, não faremos a prova aqui. Aos interessados ver [7℄(om alguns erros dedigitação) e [34℄.Lema 1. Seja θ(r, y) = g(r)φ(y)+f(r)dr∧ω(y) uma q-forma em ClN , onde f, g são funçõessuaves em r ∈ (0, l) e φ, ω são q e (q − 1) formas suaves em N . Então temos:

∗θ(r, y) = f(r)rm−2q+2∗̃ω(y) + (−1)qrm−2qg(r)dr ∧ ∗̃φ(y)

dθ(r, y) = g(r)d̃φ(y) + ∂rg(r)dr ∧ φ(y) − f(r)dr ∧ dω(y)

d†θ(r, y) = r−2g(r)d̃†φ(y) −
(
(m− 2q + 2)r−1f(r) + ∂rf(r)

)
ω(y) − r−2f(r)dr ∧ d̃†ω(y)

∆(θ(r, y)) =
(
−∂2

rg(r) − (m− 2q)r−1∂rg(r)
)
φ(y) + r−2g(r)∆̃(φ(y)) − 2r−1f(r)d̃ω(y)

+ dr ∧
(

r−2f(r)∆̃ω(y) + ω(y)
(
−∂2

rf(r)− (m− 2q + 2)r−1∂rf

+(m− 2q + 2)r−2f(r)
)
− 2r−3g(r)d̃†φ(y)

)

.Um dos nossos objetivos no apítulo 6 é determinar o espetro do operador Laplaianosobre as formas do one. Como ClN não é ompato, é neessário de�nir o domínio dooperador onreto ∆(q), no sentido de obter a extensão auto-adjunta orreta. Para isto,usaremos o lema 2. Depois, enontramos todas as soluções da equação dos autovalores.Observamos que a prova do lema 2 usa ferramentas que fogem da nossa abordagem e não



16 1. Preliminaresserá feita. Para a prova ver [5℄. Observamos que a de�nição das ondições de ontornoabsoluta (relativa) no bordo está no próximo apítulo.Lema 2. O operador formal ∆(q) do lema 1 om ondições de ontorno absoluta (relativa)no bordo ∂ClN de�ne um únio operador auto-adjunto semi-limitado em L2(Ω(q)(ClN)), quedenotaremos por ∆
(q)
abs (∆

(q)
rel ) om um espetro pontual.Com o lema anterior passamos ao estudo espeí�o de ∆(q). De�na os números
αq =

1

2
(1 + 2q −m), µq,n =

√

λq,n + α2
q , (1.10)onde λq,n são autovalores de autoformas oexatas φ(q)

n de ∆̃(q) de dimensão q na seção, ommultipliidade mq,n. Note que qualquer forma em ClN pode ser esrita da forma θ(r, y) omono lema 1. Em [9℄, Je� Cheeger fez o estudo do aso que ∆(θ(r, y)) = λ2θ(r, y) om λ 6= 0 equando λ = 0. Faremos um pequeno resumo sobre o aso em que λ 6= 0.Seja θ(r, y) uma q forma em ClN , esrita da maneira do lema 1, e λ 6= 0 tal que ∆(θ(r, y)) =

λ2θ(r, y) então
∆(g(r)φ(y) + f(r)dr ∧ ω(y)) = λ2g(r)φ(y) + λ2f(r)dr ∧ ω(y) ⇒






(
−∂2

rg − (m− 2q)r−1∂rg − λ2g
)
φ+ r−2g∆̃(φ) − 2r−1f d̃ω = 0,

dr ∧
(

r−2f∆̃ω + ω
(
−∂2

rf − (m− 2q + 2)r−1∂rf

+(m− 2q + 2)r−2f − λ2f
)
− 2r−3gd̃†φ

)

= 0,onde, por questão de espaço, omitimos r e y das funções e formas. Usando o teorema dadeomposição de Hodge (teorema 2), segue-se que as formas φ ∈ Ω(q)(N) e ω ∈ Ω(q−1)(N)se deompõem em uma ombinação entre formas harm�nias, exatas e oexatas. Com estadeomposição, substituindo no sistema aima, vemos que as soluções são ombinações dasformas do teorema abaixo,Teorema 3. Considere µq,n e αq omo aima. Sejam φ
(q−2)
n , φ(q−1)

n e φ(q)
n autoformas oexatasde ∆̃ e h(q−1), h(q) formas harm�nias de ∆̃. Então as autoformas de ∆(q) om autovaloresnão nulos são:

ψ
(q)
1,n = rαqJµq,n(λr)φ(q)

n (1.11)
ψ

(q)
2,n = rαq−1Jµq−1,n (λr)d̃φ(q−1)

n + ∂r(r
αq−1Jµq−1,n(λr))dr ∧ φ(q−1)

n (1.12)
ψ

(q)
3,n = r2αq−1+1∂r(r

−αq−1Jµq−1,n(λr))d̃φ(q−1)
n + rαq−1−1Jµq−1,n(λr)dr ∧ d̃†d̃φ(q−1)

n (1.13)
ψ

(q)
4,n = rαq−2+1Jµq−2,n(λr)dr ∧ d̃φ(q−2)

n (1.14)
ψ

(q)
E = rαqJ|αq |(λr)h

(q) (1.15)
ψ

(q)
O = ∂r(r

αq−1J|αq−1|(λr))dr ∧ h(q−1). (1.16)Chamaremos tais formas respetivamente por tipo 1, 2, 3, 4, E e O. Quando µq,n é metadede um inteiro as soluções (−) devem ser modi�adas inluindo termos logarítmios (ver [21℄ou [48℄, para um onjunto linearmente independente de soluções para equações de Bessel).



1.5. Ferramentas analítias 17Demonstração. A prova é uma veri�ação direta da a�rmação. Primeiro, deompomos qual-quer forma ω ∈ Ωq(N) em uma ombinação entre formas harm�nias, exatas e oexatas.Segundo, Substituindo a forma no sistema do Laplaiano obtemos equações difereniais dasfunções que apareem omo oe�ientes das formas. Todas estas equações são reduzidas aequações de Bessel. Depois, esrevemos todas as soluções usando funções de Bessel, e obtemos
ψ

(q)
±1,n,λ =rαqJ±µq,n(λr)φ(q)

n ,

ψ
(q)
±2,n,λ =rαq−1J±µq−1,n(λr)d̃φ(q−1) + ∂r(r

αq−1J±µq−1,n(λr))dr ∧ φ(q−1)

ψ
(q)
±,3,n,λ =r2αq−1+1∂r(r

−αq−1J±µq−1,n(λr))d̃φ(q−1) + rαq−1−1J±µq−1,n(λr)dr ∧ d̃†d̃φ(q)

ψ
(q)
±,4,n,λ =rαq−2+1J±µq−2,n(λr)dr ∧ d̃φ(q−2)

ψ
(q)
±,E,λ =rαqJ|αq |(λr)h

(q)

ψ
(q)
±,O,λ =∂r(r

αq−1J|αq−1|(λr))dr ∧ h(q−1),onde φ(q−2)
n , φ(q−1)

n , φ(q)
n , h(q−1) e h(q) são omo no enuniado do teorema. Agora fazendouma veri�ação simples nas soluções vemos que as soluções (+) são quadrado integráveis esatisfazem as ondições de ontorno em r = 0 (para tais ondições ver [5℄), de�nidas nodomínio de ∆(q). No aso (−), todas elas ou não são quadrado integráveis ou não satisfazem aondição de ontorno em r = 0. O resultado segue. Um prova ompleta pode ser enontradaem [34℄ seção 5 para o aso das harm�nias.1.5 Ferramentas analítiasNesta seção apresentaremos todas as ferramentas neessárias para avaliar as funções zetasque apareem no álulo da Torção Analítia. Para isso teremos omo referênia os artigos[42℄, [43℄, [44℄ e [46℄. Apresentamos aqui um versão simpli�ada do resultado prinipal des-tes trabalhos (ver em partiular a formulação geral no teorema 3.9 de [46℄ ou o Lema daDeomposição Espetral de [44℄), que é o su�iente para os nossos propósitos.Primeiro algumas de�nições básias. A função zeta de Riemann, denota da por ζR(s), é afunção

ζR(s) =
∞∑

n=1

1

ns
,que é de�nida para todo s om parte real maior que 1. Sabemos que ζR(s) possui uma úniaontinuação analítia em todo o plano omplexo, exluindo o ponto s = 1 que orresponde aoúnio polo simples. Usaremos a notação Res0z=p f(z) e Res1z=p f(z) para denotar os resíduosde grau zero e um, respetivamente, no ponto z = p da função f(z). Por exemplo, no aso dafunção zeta de Riemann temos que

Res0
s=1

ζR(s) = γ, Res1
s=1

ζR(s) = 1,onde γ ≃ 0, 577216 é a onstante de Euler.



18 1. PreliminaresSeja S = {an}∞n=1 uma seqüênia de números reais (os resultados valem em geral paranúmeros omplexos) ordenados |a0| ≤ |a1| ≤ . . . , om um únio ponto de aumulação noin�nito. O limite superior
s0 = lim sup

n→∞

log n

log |an|
,é hamado o expoente de onvergênia de S e é também denotado por e(S). Este é um númeroreal positivo ou in�nito. Estamos interessados apenas em asos em que e(S) = s0 <∞. Nesteaso, existe um menor número inteiro p tal que a série ∑∞

n=1 a
−p−1
n onverge absolutamente.Assumimos que s0 − 1 < p ≤ s0 e hamaremos o inteiro p de genus da seqüênia S, eesreveremos p = g(S). De�nimos a função zeta assoiada a S pela série uniformementeonvergente

ζ(s, S) =
∞∑

n=1

a−s
n ,quando Re(s) > e(S), e quando isto não oorre, por sua ontinuação analítia. Chamaremoso subonjunto aberto do plano omplexo ρ(S) = C − S de onjunto resolvente de S. Paratodo λ ∈ ρ(S), de�nimos a função Gamma assoiada a S por meio do produto,

1

Γ(−λ, S)
=

∞∏

n=1

(

1 +
−λ
an

)

e

∑g(S)
j=1

(−1)j

j

(−λ)j

a
j
n . (1.17)Quando neessário, no sentido de de�nir o ramo meromorfo de uma função analítia, odomínio para λ será o subonjunto aberto do plano omplexo, C−[0,∞) . Usaremos a notação

Σθ,c =
{
z ∈ C | | arg(z − c)| ≤ θ

2

}, om c ≥ δ > 0, 0 < θ < π, e ainda, Dθ,c = C− Σθ,c, parao domínio omplementar (aberto) e Λθ,c = ∂Σθ,c =
{
z ∈ C | | arg(z − c)| = θ

2

} para o bordo,que é orientado no sentido anti-horário. Com esta notação, de�nimos uma sublasse partiularde seqüênias.De�nição 12. Seja S omo anteriormente, assuma que e(S) < ∞ e que exista c > 0 e
0 < θ < π, tal que S está ontida no interior do setor Σθ,c. Mais ainda, assuma que ologaritmo da função Gamma assoiada possua uma expansão assintótia uniforme para λsu�ientemente grande, λ ∈ Dθ,c(S) = C− Σθ,c, da seguinte forma

log Γ(−λ, S) ∼
∞∑

j=0

aαj ,0(−λ)αj +

g(S)
∑

k=0

ak,1(−λ)k log(−λ),onde {αj} é uma seqüênia deresente de números reais. Então, diremos que S é umaseqüênia totalmente regular do tipo espetral om ordem in�nita e hamaremos o onjuntoaberto Dθ,c(S) de o domínio assintótio de S.Seja S = {λn,k}∞n,k=1 uma seqüênia dupla (ver [12℄) de números reais não nulos (osresultados valem em geral para números omplexos) om um únio ponto de aumulação noin�nito, expoente �nito s0 = e(S) e genus p = g(S). Assuma, se neessário, que os elementos



1.5. Ferramentas analítias 19de S estejam ordenados omo segue 0 < |λ1,1| ≤ |λ1,2| ≤ |λ2,1| ≤ . . . . Usaremos a notação Sn(Sk) para denotar a seqüênia simples om índie �xado n (k). Chamaremos os expoentes de
Sn e Sk de expoentes relativos de S e usaremos a notação (s0 = e(S), s1 = e(Sk), s2 = e(Sn)).De�niremos o genus relativo da mesma maneira.De�nição 13. Seja S = {λn,k}∞n,k=1 uma seqüênia dupla om expoentes �nitos (s0, s1, s2),genus (p0, p1, p2), e setor espetral positivo Σθ0,c0. Seja U = {un}∞n=1 uma seqüênia total-mente regular do tipo espetral om ordem in�nita om expoente r0, genus q, domínio Dφ,d.Diremos que S é espetralmente deomposta sobre U om potênia κ, omprimento ℓ e do-mínio assintótio Dθ,c, om c = min(c0, d, c

′), θ = max(θ0, φ, θ
′), se existem números reaispositivos κ, ℓ (inteiro), c′, e θ′, om 0 < θ′ < π, tal que:1. A seqüênia u−κ

n Sn =
{

λn,k

uκ
n

}∞

k=1
possui setor espetral Σθ′,c′ e é uma seqüênia total-mente regular do tipo espetral om ordem in�nita para ada n;2. O logaritmo da função Γ assoiada a Sn/u

κ
n possui uma expansão assintótia, para ngrande, uniformemente em λ, para λ em Dθ,c, da seguinte forma

log Γ(−λ, u−κ
n Sn) =

ℓ∑

h=0

φσh
(λ)u−σh

n +
L∑

l=0

Pρl
(λ)u−ρl

n log un + o(u−r0
n ), (1.18)onde σh e ρl são números reais om σ0 < · · · < σℓ, ρ0 < · · · < ρL, os Pρl

(λ) sãopolin�mios em λ satisfazendo a ondição Pρl
(0) = 0, ℓ e L são os maiores inteiros taisque σℓ ≤ r0 e ρL ≤ r0.Quando uma seqüênia dupla S é espetralmente deomposta sobre uma seqüênia simples

U , o teorema 3.9 de [46℄ fornee uma fórmula para a derivada da função zeta assoiada a Sno zero. No sentido de entender tal fórmula, preisamos introduzir algumas quantidades.Primeiro, de�nimos as funções
Φσh

(s) =

∫ ∞

0
ts−1 1

2πi

∫

Λθ,c

e−λt

−λ φσh
(λ)dλdt. (1.19)Segundo, pelo lema 3.3 de [46℄, para todo n, temos as expansões:

log Γ(−λ, Sn/u
κ
n) ∼

∞∑

j=0

aαj ,0,n(−λ)αj +

p2∑

k=0

ak,1,n(−λ)k log(−λ),

φσh
(λ) ∼

∞∑

j=0

bσh,αj ,0(−λ)αj +

p2∑

k=0

bσh,k,1(−λ)k log(−λ),

(1.20)para λ grande em Dθ,c. De�nimos (ver lema 3.5 de [46℄)
A0,0(s) =

∞∑

n=1

(

a0,0,n −
ℓ∑

h=0

bσh,0,0u
−σh
n

)

u−κs
n ,

Aj,1(s) =

∞∑

n=1

(

aj,1,n −
ℓ∑

h=0

bσh,j,1u
−σh
n

)

u−κs
n , 0 ≤ j ≤ p2.

(1.21)



20 1. PreliminaresAgora podemos apresentar a derivada no zero da função zeta dupla. Apresentamos umaversão modi�ada do teorema 3.9 de [46℄, mais simples para os nossos propósitos aqui, queé fundamentada nos seguintes fatos. O ponto have na prova do teorema 3.9 de [46℄ é adeomposição dada no lema 3.5 deste artigo sobre a soma
T (s, λ, S, U) =

∞∑

n=1

u−κs
n log Γ(−λ, u−κ

n Sn),em duas partes: a parte regular P(s, λ, S, U) e a parte singular remanesente. A parte regularé obtida subtraindo de T alguns termos onstruídos a partir da expansão do logaritmo dafunção Gamma dada na equação (1.18), a saber
P(s, λ, S, u) = T (s, λ, S, U) −

ℓ∑

h=0

φσh
(λ)u−σh

n −
L∑

l=0

Pρl
(λ)u−ρl

n log un.Assuma que subtraímos apenas os termos tais que a função zeta ζ(s, U) possui um polo em
s = σh ou em s = ρl. Seja P̂(s, λ, S, U) a função resultante. Então o mesmo argumento quefoi usando na seção 3 de [46℄ para provar o teorema 3.9 se aplia. Assim, obtemos fórmulassimilares para os valores dos resíduos e para partes �nitas da função zeta ζ(s, S) e de suaderivada no zero, om apenas duas diferenças, a saber, em toda a soma, todos os termos omíndies σh tais que s = σh não é um polo de ζ(s, U) devem ser omitidos. Além disso devemossubstituir os termos A0,0(0) e A′

0,1(0) pelas partes �nitas da extensão analítia de A0,0(s)e A′
0,1(s), respetivamente. A primeira modi�ação é uma onseqüênia da substituição dafunção P pela função P̂ . A segunda modi�ação segue pela mesma razão notando que asfunções Aαj ,k(s), de�nidas no lema 3.5 de [46℄, não são mais regulares em s = 0. No entanto,ambas admitem um extensão meromorfa regular em s = 0, usando a extensão da função zeta

ζ(s, U) e a expansão dos oe�ientes aαj ,k,n para n su�ientemente grande. Então temos oresultado a seguir:Teorema 4. As fórmulas do teorema 3.9 de [46℄ valem se todas as quantidade om índies σhtal que a função zeta ζ(s, U) não possua polo em s = σh são omitidas. Neste aso, o resultadodeve ser entendido por meio da extensão analítia da função zeta ζ(s, U).Assumindo uma estrutura simpli�ada dos polos para a função ζ(s, U), su�iente para apresente análise, a�rmamos o resultado prinipal desta seção.Teorema 5. Seja S uma seqüenia espetralmente deomposta sobre U omo na de�nição13. Assuma que a função Φσh
(s) possui no máximo polos simples em s = 0. Então, ζ(s, S) é



1.5. Ferramentas analítias 21regular em s = 0, e
ζ(0, S) = −A0,1(0) +

1

κ

ℓ∑

h=0

Res1
s=0

Φσh
(s)Res1

s=σh

ζ(s, U),

ζ ′(0, S) = −A0,0(0) −A′
0,1(0) +

γ

κ

ℓ∑

h=0

Res1
s=0

Φσh
(s)Res1

s=σh

ζ(s, U)

+
1

κ

ℓ∑

h=0

Res0
s=0

Φσh
(s)Res1

s=σh

ζ(s, U) +
ℓ∑

h=0

′
Res1
s=0

Φσh
(s)Res0

s=σh

ζ(s, U),onde a notação ∑′ signi�a que apenas os termos tais que ζ(s, U) possui um polo em s = σh,apareem na soma.Este resultado deve ser omparado om o Lema da Deomposição Espetral de [44℄ e aProposição 1 de [45℄.Corolário 1. Sejam S(j) = {λ(j),n,k}∞n,k=1, j = 1, 2, duas seqüênias duplas que satisfazemtudo o que é pedido na de�nição 13 da deomposição sobre uma seqüênia em omum U , omos mesmos parâmetros κ, ℓ, et., exeto que o polin�mio P(j),ρ(λ) que aparee na ondição (2)é não nulo em λ = 0. Assuma que a diferença destes polin�mios satisfaçam esta ondição,ou seja, P(1),ρ(0) − P(2),ρ(0) = 0. Então, a diferença das funções zeta ζ(s, S(1)) − ζ(s, S(2)) éregular em s = 0 e satisfaz as fórmulas dadas no teorema 5.Conluímos esta seção lembrando alguns resultados de funções zetas de algumas seqüêniassimples que serão neessárias a seguir e uma fórmula para a integral de ontorno que apareeno texto. Usaremos a formulação de [41]. Para números reais positivos l e q, de�na a funçãozeta quadrátia de Bessel não homogênea por
z(s, ν, q, l) =

∞∑

k=1

(

j2ν,k

l2
+ q2

)−s

,para Re(s) > 1
2 . Então z(s, ν, q, l) estende analitiamente a uma função meromorfa no planoomplexo om polos simples em s = 1

2 ,−1
2 ,−3

2 , . . . ,−2k−1
2 para todo k ∈ N. O ponto s = 0 éum ponto regular e

z(0, ν, q, l) = −1

2

(

ν +
1

2

)

,

z′(0, ν, q, l) = − log
√

2πl
Iν(lq)

qν
.

(1.22)Em partiular, onsiderando o limite para q → 0 temos,
z′(0, ν, 0, l) = − log

√
πlν+ 1

2

2ν− 1
2 Γ(ν + 1)

.Para terminar, seja Λθ,c = {λ ∈ C | | arg(λ− c)| = θ}, 0 < θ < π, 0 < c < 1, a real, então
∫ ∞

0
ts−1 1

2πi

∫

Λθ,c

e−λt

−λ
1

(1 − λ)a
dλdt =

Γ(s+ a)

Γ(a)s
. (1.23)A prova da equação (1.23) pode ser enontrada em [42℄ seção 4.2.
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Capítulo 2A Torção de Reidemeister e a TorçãoAnalítiaEste apítulo é fundamentado em [4℄, [27℄ e [36℄. Apresentamos as de�nições daTorção Analítia e a Torção de Reidemeister, resultados para a omparação entreas duas torções e ainda a motivação enontrada por D.B. Ray e I.M. Singer paraa de�nição da Torção Analítia.2.1 Torção de ReidemeisterSe V é um espaço vetorial real de dimensão �nita, v = {v1, . . . , vk} e w = {w1, . . . , wk}são duas bases para V , seja (w/v) a matriz de mudança de base de v para w, ou seja,
wi =

∑k
j=1(w/v)ijvj .Seja

C : Cm
∂m // Cm−1

∂m−1 // . . . ∂2 // C1
∂1 // C0, (2.1)um omplexo de adeia (de dimensão �nita) de espaços vetoriais reais. Denote por Zq = ker ∂q,

Bq = Im∂q+1, e Hq(C) = Zq/Bq omo usual. Fixe uma base preferida cq para Cq, e umabase hq para Hq(C). Esolha uma base bq para Bq e seja b̃q−1 um onjunto independentede elementos em Cq tal que ∂(b̃q−1) = bq−1. Então o onjunto de elementos {b̃q−1,hq,bq} éuma base para Cq. Nessa situação, de�nimosDe�nição 14 (Torção de Reidemeister). A Torção de Reidemeister do omplexo C omrespeito a base h = {hq} é o número real de�nido por
log τ(C;h) =

m∑

q=0

(−1)q log |det(b̃q−1,hq,bq/cq)|, (2.2)Note que τ(C;h) não depende da esolha das bases bq de Bq, de fato, se b′
q é uma outra23



24 2. A Torção de Reidemeister e a Torção Analítiaesolha então
(b̃′

q−1,hq,b
′
q/cq) = (b̃′

q−1/b̃q−1)(b̃q−1,hq,bq/cq)(b
′
q/bq).Agora usando essa igualdade na de�nição, os fatores (b̃′

q−1/b̃q−1) e (b′
q/bq) desapareem nafórmula de τ(C;h). Seja (K,L) um par de omplexos elulares de dimensão �nita m, e (K̃, L̃)seu reobrimento universal elular, identi�amos o grupo fundamental de K, π1 = π1(K),om o grupo de transformações de reobrimento de K̃. Seja C((K̃, L̃);R) o omplexo deadeia de (K̃, L̃) om oe�ientes em R. A ação do grupo de transformações de reobrimentotransforma ada Cq((K̃, L̃);R) em um módulo sobre o anel de grupo Rπ1(K), om a basepreferida sendo as élulas de K − L. Temos então um omplexo de módulos �nitamentegerados sobre Rπ1(K) que, seguindo a notação padrão, denotaremos por C((K̃, L̃);Rπ1(K)).Considere ρ uma representação de π1(K) em O(k,R), o grupo das matrizes ortogonais k× k.A representação ρ faz Rk um Rπ1-módulo a direita. De�na o omplexo de adeia C(K,L; ρ)por

Cq(K,L; ρ) = Rk ⊗Rπ1 Cq((K̃, L̃);Rπ1(K)).

Cq(K,L, ρ) é um espaço vetorial real. Dessa forma podemos esolher uma base preferida
ej ⊗ cq para Cq(K,L; ρ) om sendo cq base preferida de Cq((K̃, L̃);Rπ1(K)) e ej elementosde uma base ortogonal de Rk. De�nimos,De�nição 15 (Torção de Reidemeister de um omplexo elular). A Torção de Reidemeisterde (K,L) para a base h = {hq} é

τ(K,L;h) = τ(C(K,L; ρ);h).Observamos que a base preferida de C(K,L; ρ) depende de uma imersão arbitrária de
(K,L) em (K̃, L̃), mas uma esolha diferente da imersão produz uma nova base relaionadaom a primeira por uma matriz ortogonal e assim a Torção de Reidemeister é independenteda imersão. Da mesma forma, não depende da esolha da base ortonormal para Rk. No-tamos ainda que se (K,L) é uma deomposição elular de um espaço (X,A) e C(K,L; ρ) éde�nido omo aima, a Torção de Reidemeister de (X,A) está de�nida e denotaremos por
τ(X,A,h). No aso em que C(K,L; ρ) é aílio, foi provado em [30℄ que τ(X,A) é uminvariante ombinatorial, logo não depende da deomposição elular.Iremos trabalhar om a Torção de Reidemeister no seguinte sentido. Considere W umavariedade Riemanniana, ompata, C∞, orientável, de dimensão m e om bordo ∂W (pos-sivelmente vazio), e uma métria Riemanniana g. Então, todas as a�rmações anteriores sãosatisfeitas e podemos de�nir a Torção de Reidemeister absoluta τ((W, ∅);h, ρ) e a Torção deReidemeister relativa τ((W,∂W );h, ρ), para ada representação ρ do grupo fundamental, epara ada base graduada �xada h para a homologia de (W, ∅), e para a homologia relativa de
(W,∂W ), respetivamente. Neste ontexto, Ray e Singer [36℄ sugeriram um objeto invariantegeométrio, �xando uma base apropriada h usando a estrutura geométria deW , omo segue.



2.1. Torção de Reidemeister 25Antes de omeçarmos a de�nir a base h, apresentamos a de�nição de um �brado vetorialassoiado a uma representação. Sabemos que o reobrimento universal de K̃ de K é um�brado prinipal, seja ρ : π(K) → O(k,R) uma representação, entãoDe�nição 16. O �brado vetorial assoiado a representação ρ é o espaço quoiente
Eρ = K̃ ×ρ R

kde K̃ ×Rk pela relação (u, v) ∼ (ug, ρ(g)−1v), onde u ∈ K̃, v ∈ R e g ∈ π1(W ).Sejam Eρ → W o �brado vetorial assoiado a representação ρ : π1(W ) → O(k,R) e
Ω(W,Eρ) o espaço graduado das formas lineares suaves em W om om valores em Eρ. Umabase para Ωq(W,Eρ) é da forma {C∞(W ) ⊗ dxI ⊗ρ ei}. A diferenial exterior em W de�nea diferenial exterior de Ωq(W,Eρ), d : Ωq(W,Eρ) → Ωq+1(W,Eρ). A métria g de�ne umoperador de Hodge em W , ou seja, em Ωq(W,Eρ), ∗ : Ωq(W,Eρ) → Ωm−q(W,Eρ). Comisso podemos de�nir o adjunto formal de d, d† = (−1)mq+m+1 ∗ d∗, onde d† : Ωq(W,Eρ) →
Ωq−1(W,Eρ), e o Laplaiano ∆ = (d+d†)2, ∆(q) : Ωq(W,Eρ) → Ωq(W,Eρ). Usando o produtointerno em Eρ, de�nimos um produto interno em Ωq(W,Eρ), omo segue,

ω =
∑

I,j

ωI,j(x)dxI ⊗ ej , η =
∑

I′,j′

ηI′,j′(x)dxI′ ⊗ ej′ ,então
(ω, η) =

∑

I,I′,j,j′

∫

W
ωI,j(x)ωI′,j′(x)dxI ∧ ∗dxI′(ej , ej′), (2.3)onde (v,w) = vTw é o produto interno em Rk e ∧ é o produto exterior em Ω(W ).Iremos trabalhar om variedades om bordo, logo é neessário introduzir ferramentas es-peí�as. Para ser mais preiso, se W possui um bordo ∂W , então existe uma isão naturalde Ω(W ) omo a soma direta dos �brados vetoriais N∗W ⊕ Ω(∂W ), onde N∗W é o dual do�brado normal no bordo. Loalmente, seja ∂r denotando o vetor unitário normal apontandopara fora da variedade e dr a 1-forma orrespondente. Próximo do bordo temos um olar

C(∂W ) = (−ǫ, 0]× ∂W e, se y é um sistema de oordenadas loal no bordo, então (r, y) é umsistema de oordenadas loal em C(∂W ). Nesse sistema de oordenadas, o tensor métrio éda forma
g = dr ⊗ dr + g̃(r) (2.4)onde g̃(r) é uma família de métrias em ∂W tal que g̃(0) = i∗g e i : ∂W →֒W é a inlusão.Dada uma forma ω ∈ Ω(W ), próxima ao bordo esta se deompõe em
ω = ωtan + ωnorm,onde ωnorm é a projeção ortogonal do subespaço gerado por dr, e ωtan ∈ Ω(∂W ), então
ω = ω1 + dr ∧ ω2, (2.5)



26 2. A Torção de Reidemeister e a Torção Analítiaonde ω1, ω2 ∈ C∞(W ) ⊗ Ω(∂W ) tal que
∗ω2 = −dr ∧ ∗ω.De�nimos a ondição de ontorno Brel e Babs por

Brel(ω) = ωtan|∂W = ω1|∂W = 0 e Babs(ω) = ωnorm|∂W = ω2|∂W = 0,respetivamente.Lema 3. Seja ω ∈ Ωq(W ) então Babs(ω) = 0 ⇔ Brel(∗ω) = 0, Brel(ω) = 0 ⇒ Brel(dω) = 0e Babs(ω) = 0 ⇒ Babs(d
†ω) = 0. ([20℄, Lema 2.7.1).Demonstração. Dada uma forma ω ∈ Ωq(W ), proxima ao bordo ω se esreve omo em (2.5).Logo
∗(ω) = ∗(ω1 + dr ∧ ω2) = dr ∧ ∗̃ω1 + ∗̃ω2,onde ∗̃ é o operado estrela de hodge do bordo. Agora Babs(ω) = ω2|∂W = 0 se, e somente se,

Brel(∗ω) = ∗̃ω2|∂W = 0. Se Brel(ω) = ω1|∂W = 0 então
dω = d̃ω1 + dr ∧ (−∂rω1 + d̃ω2),onde d̃ é a derivada exterior do ∂W . Assim Brel(dω) = d̃ω1|∂W = 0. A última a�rmaçãosegue pela dualidade de Hodge e da primeira equivalênia.Sejam B ∈ {Babs, Brel} e B(ω) = B(ω)⊕B((d+ d†)(ω)). Então o operador ∆ = (d+ d†)2om ondições de ontorno no bordo B(ω) = 0 é auto-adjunto ([20℄, Lema 2.7.2).De�nição 17. As ondições de ontorno absoluta são

Babs(ω) = 0 se e somente se

{

ωnorm|∂W = 0,

(dω)norm|∂W = 0,
(2.6)e as ondições de ontorno relativa são

Brel(ω) = 0 se e somente se

{

ωtan|∂W = 0,

(d†ω)tan|∂W = 0.
(2.7)De�nição 18.

Hq
abs(W,Eρ) = {ω ∈ Ωq(W,Eρ) | ∆(q)ω = 0, Babs(ω) = 0},

Hq
rel(W,Eρ) = {ω ∈ Ωq(W,Eρ) | ∆(q)ω = 0, Brel(ω) = 0},são os espaços das formas harm�nias om ondições de ontorno absoluta e relativa (respe-tivamente) no bordo.



2.1. Torção de Reidemeister 27Observamos que a ondição ∆(q)ω = 0, Babs(ω) = 0 é equivalente a ∆(q)ω = 0, Babs(ω) = 0(respetivamente para o aso relativo, ver [20℄). Ainda, valem as deomposições de Hodge emada aso:Teorema 6 (Deomposição de Hodge). Se W é uma variedade Riemanniana om bordo omoaima, temos
Ωq

abs(W,Eρ) = Hq
abs(W,Eρ) ⊕ dΩq−1

abs (W,Eρ) ⊕ d†Ωq+1
abs (W,Eρ)

Ωq
rel(W,Eρ) = Hq

rel(W,Eρ) ⊕ dΩq−1
rel (W,Eρ) ⊕ d†Ωq+1

rel (W,Eρ).Para a prova e omentários ver [20℄ e [36℄.As apliações de de Rham que induzem um isomor�smo na ohomologia são de�nidasomo
Aq

abs : Hq
abs(W,Eρ) → Cq(W ;Eρ), Aq

rel : Hq
rel(W,Eρ) → Cq((W,∂W );Eρ),om

Aq
abs(ω)(c ⊗ρ v) = Aq

rel(ω)(c ⊗ρ v) =

∫

c
(ω, v),onde c⊗ρv pertene a Cq(W ;Eρ), no primeiro aso, e pertene a Cq((W,∂W );Eρ), no segundoaso, e c é identi�ado om a q-ell (simpliial ou elular) que c representa.Faremos a onstrução do isomor�smo de Lefshetz-Poinaré. Considere K uma deompo-sição elular ou simpliial (Ck, k > 2) de W e L de ∂W (no aso de ondições de ontornorelativa no bordo, quando onsideramos ondições de ontorno absoluta no bordo L = ∅) e

sdK a primeira subdivisão bariêntria de K. Consideremos K̂ o omplexo dos bloos duaisdeK, onstruído da seguinte forma: Dado uma q-élula(simplexo) c deK, o bloo dual (m−q)
ĉ é a união das élulas(simplexos) de sdK que tem omo vértie �nal c. Se onsiderarmos
q-élulas c em K − L, então a oleção de élulas c é uma base para Cq(K,L;R). Portanto abijeção c → ĉ, induz uma bijeção entre as bases de Cq(K,L;R) e Cm−q(K̂ − L̂;R). Temosentão o isomor�smo

ϕq : Cq(K,L;R) → Cm−q(K̂ − L̂;R), ϕq : c 7→ ĉ.A �gura 2.1 exempli�a o isomor�smo no aso em que K é o 2-diso no aso absoluto.
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28 2. A Torção de Reidemeister e a Torção AnalítiaSeja c∗ denotando a oadeia dual de c. Então, o isomor�smo de Lefshetz-Poinaré (queinduz isomor�smo da homologia sobre a ohomologia) é
Pq : Cq(K,L;R) → Cm−q(K̂ − L̂;R),

Pq : c 7→ (ĉ)∗.Com estas onstruções estamos prontos para de�nir a apliação Aq dada por
Arel

q :Hq
rel(W,Eρ) → Cq((W,∂W );Eρ), Arel

q :ω 7→ (−1)(m−1)qP−1
q Am−q

abs ∗ (ω),

Aabs
q :Hq

abs(W,Eρ) → Cq(W ;Eρ), Aabs
q :ω 7→ (−1)(m−1)qP−1

q Am−q
rel ∗ (ω),ambas de�nidas por

Aabs
q (ω) = Arel

q (ω) = (−1)(n−1)q
∑

j,i

(
∫

ĉq,j

(∗ω, ei)
)

cq,j ⊗ρ ei, (2.8)onde a soma se dá sobre todas as q-élulas(simplexos) cq,j deW no primeiro aso e sobre todosas q-élulas cq,j de W − ∂W no segundo aso. E assim pela teoria de de Rham temos que
Aq leva Hq sobre um onjunto de representantes das lasses de homologia de Cq(W,∂W ;Eρ)(no aso relativo) e sobre Cq(W ;Eρ) (no aso absoluto). Então, a de�nição da Torção deReidemeister onsiderada por Ray e Singer, e que será onsiderada durante todo o textodaqui para frente, é de�nida a seguir.De�nição 19 (Torção de Reidemeister om a base de Ray e Singer). A Torção de Reide-meister om a base de Ray e Singer é de�nida por

τ(W,∂W ) = τ(C(K,L; ρ);arel) (2.9)para o par (W,∂W ) (aso relativo)
τ(W ) = τ(C(K; ρ);aabs) (2.10)e para W (aso absoluto), onde arel (resp. aabs) é a imagem de uma base ortonormal para asformas harm�nias de W om ondições de ontorno relativas (resp. absolutas) no bordo por

Arel
q (resp. Aabs

q ), para ada q.Observamos que a mudança de uma base ortonormal para outra é feita por uma matrixortogonal, assim a torção de�nida aima é independente da esolha da base ortonormal. Domesmo modo que o anterior, a Torção de Reidemeister neste aso é independente da esolhados representantes das élulas de K em K̃, ainda:Proposição 3 (Invariânia da deomposição elular). A Torção de Reidemeister τ(W,∂W )

(resp. τ(W )) é independente da esolha da deomposição elular de W .A prova desse fato pode ser enontrada em [36℄. Observamos que, om a proposição 3, aTorção de Reidemeister om a base de Ray e Singer é uma função apenas da representação eda métria assoiada a W .



2.2. Torção Analítia 292.2 Torção AnalítiaSeja W omo na seção anterior. Consideremos primeiro o aso em que W não possui bordo.Com o produto interno de�nido na equação (2.3), Ω(W,Eρ) é um espaço de Hilbert. Seja
d† = (−1)mq+m+1 ∗ d∗ o adjunto formal de d. Então o Laplaiano

∆ = (d+ d†)2 : Ω(W,Eρ) → Ω(W,Eρ),é um operador simétrio, não negativo de�nido e possui um espetro pontual Sp∆. Enten-demos por espetro pontual Sp∆, se para todo λ ∈ Sp∆, λ é autovalor de ∆. Seja ∆(q) arestrição de ∆ ao espaço Ωq(W,Eρ).De�nição 20. A função zeta de ∆(q) é a serie
ζ(s,∆(q)) =

∑

λ∈Sp+∆(q)

λ−s,para Re(s) > m
2 , e onde Sp+ denota a parte positiva do espetro de ∆(q).A série anterior onverge uniformemente para Re(s) > m

2 e estende a uma função mero-morfa analítia em s = 0. Seguindo [36℄ de�nimosDe�nição 21 (Torção Analítia). A Torção Analítia de W om uma métria g é de�nidapor
log T (W,g) =

1

2

m∑

q=1

(−1)qqζ ′(0,∆(q)). (2.11)Omitiremos a métria g quando não houver riso de onfusão. Se W tem bordo, denotaremospor log Tabs(W ) o número de�nido na equação (2.11) om as formas satisfazendo a ondição deontorno absoluta (Babs) no bordo e por log Trel(W ) o número de�nido pela mesmas equaçãoom as formas satisfazendo a ondição de ontorno relativa(Brel) no bordo.No aso de uma variedade W sem bordo podemos ainda esrever a Torção Analítiasomente em função dos autovalores das formas fehadas ou dos autovalores das formas ofe-hadas usando a deomposição de Hodge. De fato, seja E(q)
λ o autoespaço do autovalor λ 6= 0na dimensão q, a deomposição de Hodge induz uma deomposição em E(q)

λ de modo que,
E(q)

λ = E(q)
λ,f ⊕ E(q)

λ,cf ,onde E(q)
λ,f é o autoespaço do autovalor λ formado apenas por formas fehadas e E(q)

λ,cf é oautoespaço do autovalor λ formado apenas por formas ofehadas. Quando λ 6= 0 temos que
E(q)

λ,f (E(q)
λ,cf) é igual o autoespaço do autovalor λ formado apenas por formas exatas (oexatas)e este espaço será denotado por E(q)

λ,ex (E(q)
λ,cex). Então,

ζ(s,∆(q)) =
∑

λ∈Sp+∆(q)

λ−s = ζf(s,∆
(q)) + ζcf(s,∆

(q)),



30 2. A Torção de Reidemeister e a Torção Analítiaonde
ζf(s,∆

(q)) =
∑

λ∈Sp+∆(q)

dim E(q)
λ,f λ

−s e ζcf(s,∆
(q)) =

∑

λ∈Sp+∆(q)

dimE(q)
λ,cfλ

−s.Agora, onsiderando a isometria λ− 1
2 d : E(q)

λ,cf → E(q+1)
λ,f , que tem inversa λ− 1

2d† : E(q+1)
λ,f →

E(q)
λ,cf , vemos que

log T (W ) =
1

2

m∑

q=1

(−1)qqζ ′(0,∆(q)) =
1

2

m∑

q=1

(−1)qζ ′f(0,∆
(q)) =

1

2

m−1∑

q=0

(−1)q+1ζ ′cf(0,∆
(q)).Note que se a dimensão de W é ímpar, m é igual a 2p − 1, onsiderando as isometrias

λ−
1
2d∗ : E(q)

λ,f → E(2p−q)
λ,f

λ−
1
2d†∗ : E(q)

λ,cf → E(2p−2−q)
λ,cf

(2.12)obtemos que
log T (W ) =

p−1
∑

q=1

(−1)qζ ′f(0,∆
(q)) +

1

2
(−1)pζ ′f(0,∆

(p))

=

p−2
∑

q=0

(−1)q+1ζ ′cf(0,∆
(q)) +

1

2
(−1)pζ ′cf(0,∆

(p−1)).

(2.13)Algumas propriedades que a Torção de Reidemeister satisfaz, a Torção Analítia tambémsatisfaz. Apresentaremos apenas duas destas propriedades, para mais informações a respeitover [36℄. O primeiro resultado (que é bem interessante) para a Torção Analítia, e que podeser enontrado em [27℄, é a Dualidade de Poinaré para a Torção Analítia. Como deorrêniatemos uma das propriedades, que a Torção de Reidemeister também satisfaz e foi provada porJ.W. Milnor [29℄.Proposição 4 (Dualidade de Poinaré para a Torção Analítia). Seja W uma variedadeRiemanniana de dimensão m, ompata, orientável e om bordo. Se Eρ é o �brado vetorialassoiado a representação ρ : π1(W ) → O(n) então
log Tabs(W ) = (−1)m+1 log Trel(W ).Demonstração. Consideremos uma métria Riemanniana g para W . Seja

Eabs
λ ((W,g); ρ)q := {ω ∈ Ωq(M,Eρ)|∆(q)ω = λω, Babs(ω) = 0}e

Erel
λ ((M,g); ρ)q := {ω ∈ Ωq(M,Eρ)|∆(q)ω = λω, Brel(ω) = 0}.De�na
E′

λ((M,g); ρ)q := {ω ∈ Ωq(M,Eρ)|dd†ω = λω, Babs(ω) = 0}



2.2. Torção Analítia 31e
E′′

λ((M,g); ρ)q := {ω ∈ Ωq(M,Eρ)|d†dω = λω, Babs(ω) = 0}.Para λ 6= 0 obtemos uma deomposição ortogonal
λ−1dd† ⊕ λ−1d†d : Eabs

λ ((M,g); ρ)q → E′
λ((M,g); ρ)q ⊕ E′′

λ((M,g); ρ)q ,e um isomor�smo isométrio
λ−

1
2 d† : E′

λ((M,g); ρ)q+1 → E′′
λ((M,g); ρ)q

λ−
1
2 d : E′′

λ((M,g); ρ)q → E′
λ((M,g); ρ)q+1.O operador ∗ de Hodge induz um isomor�smo isométrio

∗ : Eabs
λ ((M,g); ρ)q → Erel

λ ((M,g); ρ)m−q .Agora usando estas informações obtemos
tabs(s) =

m∑

q=0

∑

λ>0

(−1)qqλ−s dimEabs
λ ((M,g); ρ)q

=

m∑

q=0

∑

λ>0

(−1)qqλ−s dimErel
λ ((M,g); ρ)m−q

= (−1)m
m∑

q=0

∑

λ>0

(−1)m−qqλ−s dimErel
λ ((M,g); ρ)m−q

= (−1)m+1
m∑

q=0

∑

λ>0

(−1)m−q(m− q)λ−s.dimErel
λ ((M,g); ρ)m−q

+ (−1)mm

m∑

q=0

∑

λ>0

(−1)m−qλ−s.dimErel
λ ((M,g); ρ)m−q

= (−1)m+1trel(s)

+ (−1)mm
m∑

q=0

∑

λ>0

(−1)m−qλ−s.(dimE′
λ((M,g); ρ)q+1 + dimE′

λ((M,g); ρ)q)

= (−1)m+1trel(s).E então
log Tabs(W ) = (−1)m+1 log Trel(W ).Corolário 2. Suponha que W seja uma variedade Riemanniana, ompata, orientável e sembordo de dimensão par. Então log T (W ) = 0.A prova do último resultado da seção pode ser enontrado em [36℄.



32 2. A Torção de Reidemeister e a Torção AnalítiaProposição 5. Suponha que W1 e W2 sejam duas variedades Riemannianas ompatas ori-entáveis sem bordo, e que W2 seja simplesmente onexa. Então a Torção Analítia do produto
W1 ×W2 é dada por

log T (W1 ×W2) = χ(W2) log T (W1).2.3 Motivação para a de�nição da Torção AnalítiaApresentaremos aqui a justi�ativa original para a de�nição da Torção Analítia, que podeser enontrada em [36℄.Seja W uma variedade Riemanniana ompata, orientável e sem bordo de dimensão m.Consideremos uma triangulação K deW e uma representação ρ de π1(K) em O(n) de maneiraque C(K;Eρ) seja aílio. Notemos que a Torção de Reidemeister deW pode ser representadaem termos de determinantes formados a partir do operador bordo ∂ de C(K;Eρ), omo segue.A esolha de uma base preferida para ada Cq nos permite representar ∂ : Cq → Cq−1 omouma matriz real. Seja ∂∗ : Cq → Cq+1 a matriz transposta de ∂, e de�na o Laplaianoombinatorial ∆c : Cq → Cq por
∆c = ∂∗∂ + ∂∂∗.Seja ∆

(q)
c a matriz representando ∆c em ada Cq. Como C(K;Eρ) é aílio, ∆

(q)
c é nãosingular para ada q.Proposição 6. Se a Torção de Reidemeister τ(W ) está de�nida para uma representação ρ,então

log τ(W ) =
1

2

m∑

q=0

(−1)q+1q log det(∆(q)
c ).Demonstração. Em ada Cq(K;Eρ), a base preferida determina um produto interno de ma-neira que ada Laplaiano ombinatorial é simétrio e uma matriz estritamente positiva.Mais ainda, omo ∂2 = 0, o subespaço Bq = ∂(Cq+1) é invariante sobre ∆

(q)
c . Seja bq =

(b
(q)
1 , . . . , b

(q)
rq ) uma base ortonormal para Bq onsistindo dos autovetores de ∆

(q)
c , então

∆(q)
c b

(q)
j = ∂∂∗b(q)j = λ

(q)
j b

(q)
j .Esolhida esta base para ada Bq, de�na

b̃
(q−1)
j =

1

λ
(q−1)
j

∂∗b(q−1)
j , j = 1, . . . , rq−1e assim ∂b̃

(q−1)
j = b

(q−1)
j . Observe que os vetores b̃(q−1)

j são ortogonais, om
||b̃(q−1)

j ||2 =
1

(

λ
(q−1)
j

)2 〈∂
∗b(q−1)

j , ∂∗b(q−1)
j 〉 =

1

λ
(q−1)
j

.



2.4. Teoremas de omparação 33Logo
log τ(W ) =

m∑

q=0

(−1)q log[bq, b̃q−1/cq]

=
m∑

q=1

(−1)q log

rq−1∏

1

(λ
(q−1)
j )

1
2 .Mas a base ortonormal de Cq formada por b(q)j , j = 1, . . . , rq e (λ

(q)
j )

1
2 b̃(q−1)j , j = 1, . . . , rq−1,diagonaliza ∆

(q)
c , tal que,

det
(

∆(q)
c

)

=

rq∏

1

(

λ
(q)
j

) rq−1∏

1

(

λ
(q−1)
j

)

.Isto implia que
log

rq−1∏

1

(

λ
(q−1)
j

)

=

m∑

k=q

(−1)k−q log det
(

∆(k)
c

)

,que nos leva a expressão no enuniado da proposição.Agora observamos que o determinante da matriz não singular ∆
(q)
c pode ser expresso emtermos de sua função zeta

ζ(s,∆(q)
c ) =

1

Γ(s)

∫ ∞

0
ts−1Tr(et∆

(q)
c )dt = Tr(∆(q)

c )−s.Ainda, omo para ada autovalor λ de ∆
(q)
c tem-se

d

ds
(λ)−s = − log(λ)(λ)−s,temos log det

(

∆
(q)
c

)

= − d
dsζ(s,∆

(q)
c )|s=0. Assim, a fórmula para a Torção Analítia é umanálogo formal para a Torção de Reidemeister, já que

log τ(W ) =
1

2

m∑

q=0

(−1)qqζ ′(0,∆(q)
c ).2.4 Teoremas de omparaçãoEm vista da relação entre os omplexos Ω(W ;Eρ) e C(K;Eρ) dada pelo Teorema de de Rhame as propriedades que tanto a Torção Analítia quanto a Torção de Reidemeister satisfazem,D.B. Ray e I.M. Singer onjeturaram que a Torção Analítia e a Torção de Reidemeistereram iguais, mas não onseguiram uma prova. Anos mais tarde, J. Cheeger [6℄ e W. Müller[32℄ provaram de maneira independente o teorema a seguir:Teorema 7 (Teorema de Cheeger Müller). Se W é uma variedade Riemanniana fehada e ρuma representação de π1(W ) em O(n) então τ(W ) = T (W ).



34 2. A Torção de Reidemeister e a Torção AnalítiaQuando W é uma variedade om bordo, J. Cheeger em [6℄ observa (mas sem prova) que oTeorema de Cheeger Müller ainda vale, mas termos dependendo do bordo apareem, ou seja,
log T (W ) = log τ(W ) + f(∂W ).Um primeiro resultado para o termo do bordo f(∂W ) foi apresentado por W. Lük [27℄ noaso em que a a métria da variedade têm estrutura produto próximo ao bordo, ou seja,De�nição 22. Seja W uma variedade Riemanniana ompata om bordo ∂W . Diremos quea métria g de W é produto próxima ao bordo se existir um olar f : ∂W × [0, 1) → U ⊂ W ,onde U é uma vizinhança de W de maneira que ∂W ⊂ U , tal que f é uma isometria se, [0, 1)tem a métria padrão, em ∂W × [0, 1) a métria é a produto e a métria em U é a induzidapor W .Neste aso, o termo do bordo f(∂W ) é puramente topológio e é proporional a arate-rístia de Euler do bordo, mais preisamente:Teorema 8. Se W é uma variedade Riemanniana ompata om bordo ∂W de dimensão m,uja métria tem estrutura produto próxima ao bordo, então, no aso absoluto,

log Tabs(W ) = log τ(W ) +
1

4
χ(∂W ) log 2.Mais reentemente, o termo do bordo foi estudado no aso geral por X. Dai e H. Fang[13℄ e por J. Brüning e X. Ma [4℄. Eles provaram a existênia de mais uma ontribuição nãotopológia quando a métria não é produto proximo ao bordo, a saber,

log Tabs(W ) = log τ(W ) +
1

4
χ(∂W ) log 2 +A(∂W ).O termo A(∂W ) será hamado de termo an�malo do bordo. Em relação ao trabalho de X.Dai e H. Fang [13℄ apresentaremos um ontra exemplo no apítulo 5 mostrando a existêniade algum problema no teorema prinipal deste artigo. Apresentaremos aqui o resultado de [4℄que será usado no deorrer do trabalho.Sabemos que dado um espaço vetorial V , existe uma involução em V de modo que V =

V+ ⊕ V−. Logo V é um espaço vetorial Z2 graduado. Seja A uma algebra exterior em V omproduto tal que, AjAk ⊂ Aj+k. Chamaremos A de uma algebra Z2 graduada. Um exemplodeste fato é uma algebra graduada
(ΛV )± =

∑

(−1)k=±1

ΛkV.Sejam A e B duas Z2 algebras graduadas. O produto tensorial A⊗B possui uma Z2 graduaçãonatural que denotaremos por A⊗̂B = (A ⊗ B)+ ⊕ (A ⊗ B)−, onde (A ⊗ B)+ = A+ ⊗ B+ ⊕
A−⊗B− e (A⊗B)− = A+ ⊗B−⊕A−⊗B+. Identi�aremos A om A⊗̂1 e denotaremos por



2.4. Teoremas de omparação 35
B̂ = 1⊗̂B, e esreveremos ∧ := ⊗̂. Então, A⊗̂B = A⊗̂1 ∧ 1⊗̂B = A ∧ B̂. Observamos que oproduto em A ∧ B̂ é da forma

(a1 ∧ b̂1) ∧ (a2 ∧ b̂2) = (−1)|a2||b1|(a1 ∧ a2) ∧ b̂1 ∧ b2,onde |a2| = dima2 e |b̂1| = dim b̂1 (para mais informações ver [1℄).Para dois espaço vetoriais reais V e E, de dimensão k e n, assuma que E é eulidiano eorientado om base ortonormal {ej}n
j=1 e base dual {êj}n

j=1, om respeito a métria eulidianae denote por ΛE∗ a algebra exterior de E∗. Então a integral de Berezin é a apliação linear
∫ B

: ΛV ∗⊗̂ΛE∗ → ΛV ∗,

∫ B

:α⊗̂β 7→ (−1)
n(n+1)

2

π
n
2

β(e1, . . . , en)α,onde {ej}n
j=1 é uma base ortonormal de E.Seja A um endomor�smo anti-simétrio de E, identi�aremos A om um elemento de ΛE∗por

ˆ: A 7→ Â =
1

2

n∑

j,l=1

(ej , Ael)ê
j ∧ êl.Como um exemplo da integral de Berezin temos

∫ B

e−
Â
2 = Pf

(
A

2π

)

, (2.14)que é nula se dimE é impar.Lembrando a isão do �brado tangente TW sobre o olar C(∂W ) = (−ǫ, 0] × ∂W apre-sentado na seção 1 deste apítulo, de�nimos a 1-forma sj om valores nos endomor�smosanti-adjuntos de TW por
sj = ∇TW

j −∇TC(∂W ) = (∇TW
j Ptg)norm + (∇TW

j Pnorm)tg,onde ∇TW
j é a onexão de Levi-Civita em (W,gj), ∇TC(∂W ) é a onexão de Levi-Civitaem C(∂W ) om a métria produto e P denota a projeção assoiada à isão TC(∂W ) =

N∂W ⊕ T∂W . Com a notação anterior de�nimos
Sj =

1

2

m−1∑

k=1

(i∗sj(ek))normê
k,

R = ˆ̃R,

(2.15)onde (ey1 , . . . , eym−1) é uma base ortonormal em T∂W , (ey1 , . . . , eym−1) a base ortonormaldual de (ey1 , . . . , eym−1) e R̃ é a 2-forma urvatura do ∂W .De�nição 23.
B(∇TW

j ) =
1

2

∫ 1

0

∫ B

e−
1
2
R−u2S2

j

∞∑

k=1

1

Γ
(

k
2 + 1

)uk−1Sk
j du. (2.16)



36 2. A Torção de Reidemeister e a Torção AnalítiaAgora para obter o termo an�malo do bordo A(∂W ) usaremos o seguinte teorema, queestá em [4℄.Teorema 9 (Comparação entre Torções Analítias). Seja W uma variedade Riemannianaompata, om bordo ∂W , orientável om duas métrias g0 e g1. Então o logaritmo da razãoentre Tabs(W,g1) e Tabs(W,g0) é da forma
log

Tabs(W,g1)

Tabs(W,g0)
=

1

2

∫

∂W

(
B(∇TW

1 ) −B(∇TW
0 )

)
,onde ∇TW

j é a onexão de Levi-Civita da métria gj e as formas B(∇TW
j ) foram de�nidasanteriormente.Assim para obtermos a omparação entre a Torção Analítia e a Torção de Reidemeisterproedemos da seguinte maneira: Considere g1 = g (de�nida em (2.4)) e g0 uma oportunadeformação de g que é produto próximo ao bordo, a saber,

g0 = dr ⊗ dr + g∂W ,tal que g∂W = i∗g e i : ∂W →֒W é a inlusão. Pelo teorema 9, temos
log Tabs(W ) = log Tabs(W,g0) +

1

2

∫

∂W

(
B(∇TW

1 ) −B(∇TW
0 )

)
.Usando o teorema 8 em log Tabs(W,g0), temos

log Tabs(W ) = log τ(W ) +
1

4
χ(∂W ) log 2 +

1

2

∫

∂W

(
B(∇TW

1 ) −B(∇TW
0 )

)
.Notamos que na linguagem dos �brados e das onexões, se ωj denota a 1-forma onexãoassoiada a métria gj , e Θ é a 2-forma urvatura do bordo, usando a notação Ma

b para aentrada om linha a e oluna b da matriz M , as equações (2.15) possuem a forma
Sj =

1

2

m−1∑

k=1

(i∗ωj − i∗ω0)
r
yk
êyk ,

R = Θ̂ =
1

2

m−1∑

k,l=1

Θyk
yl
êyk ∧ êyl .

(2.17)Logo S0 é nula e vale a igualdade
R = R̂|∂W − 2S2

1 , (2.18)que é a equação (1.16) de [4℄, onde R é a 2-forma urvatura de W . Então temos o teorema:Teorema 10 (Teorema de Cheeger Müller para variedades om bordo). Nas ondições aima,a omparação entre a Torção Analítia e a Torção de Reidemeister é dada pela fórmula
log Tabs(W ) = log τ(W ) +

1

4
χ(∂W ) log 2 +

1

2

∫

∂W
B(∇TW

1 ).



Capítulo 3Torção Analítia de variedades ombordo totalmente geodésioNeste apítulo determinaremos a Torção Analítia de variedades om bordo to-talmente geodésio, um resultado que estende o teorema 8. E ainda, faremos aTorção Analítia para o aso partiular da meia-esfera, omo uma apliação desteresultado. No intuito de demonstrar o quanto este último proesso é mais om-pliado que o método geométrio, apresentaremos também o álulo expliito daTorção Analítia no aso da alota esféria.3.1 Variedades om o bordo totalmente geodésioSeja (M,g) uma variedade Riemanniana onexa de dimensão m e métria g.De�nição 24. Uma subvariedade M de W é totalmente geodésia se as geodésias de M sãogeodésias em W , ou seja, se i : M → W denota a inlusão, M é totalmente geodésia se, esomente se, a imersão isométria i : (M, i∗g) → (W,g) é totalmente geodésia.De uma maneira mais simples, a subvariedade M ser totalmente geodésia signi�a quequalquer geodésia de (M, i∗g) é levada por i em uma geodésia de (W,g). Se M = ∂W é obordo deW , e ∂W é totalmente geodésio, diremos queW possue bordo totalmente geodésio.Apresentaremos uma ondição loal para uma variedade ter um bordo totalmente geodé-sio. Como anteriormente, seja ∂r denotando o vetor unitário normal ao bordo apontandopara fora, isto é, um base ortonormal loal para N∂W , o �brado normal. Próximo ao bordotemos a deomposição C(∂W ) = (−ǫ, 0] × ∂W , obtido usando o �uxo geodésio interno. Se
y = (y1, . . . , ym−1) é um sistema loal de oordenadas no bordo, então (r, y) é um sistemade oordenadas loal em C(∂W ). Aqui as urvas r → (r, y) são geodésias om veloidadeunitária perpendiular ao bordo. Nesse sistema de oordenadas loais, o tensor métrio tem37



38 3. Torção Analítia de variedades om bordo totalmente geodésioa forma de (2.4), mais preisamente
g = dr ⊗ dr + g̃(r).Seja Γ γ

α β denotando os símbolos de Christo�el relativos a base oordenada assoiada aosistema de oordenada loal (r, y) em (W,g), e Γ̃ l
j k denota o símbolo de Christo�el relativoa base oordenada assoiada ao sistema de oordenada loal (y) em (∂W, g̃(0)). Então aequação geodésia (1.7) em (W,g)

∂2
t f

γ + Γ γ
α β∂tf

α∂tf
β = 0,om γ = y1, y2, . . . , ym−1 e f : I → W uma urva parametrizada, orresponde ao sistema deequações

{

∂2
t f

r − 1
2∂rg̃yjyk

(r)∂tf
yj∂tf

yk = 0,

∂2
t f

yl + Γ̃ l
j k∂tf

yj∂tf
yk + g̃ylyk(r)∂rg̃ykyh

(r)∂tf
r∂tf

yh = 0.Isto mostra que uma geodésia de (∂W, i∗g) é uma geodésia em (W,g) se, e somente se,
∂rg̃(r) = 0. Assim, temos o seguinte resultado.Lema 4. Seja (W,g) uma variedade Riemanniana onexa om bordo ∂W . Seja (r, y) umsistema de oordenadas loal próximo ao bordo, onde r é a distania geodésia do bordo e amétria g é da forma g = dr ⊗ dr + g̃(r). Então, ∂W é totalmente geodésia se, e somentese, ∂rg̃(r) = 0.Interpretaremos este resultado usando a segunda forma fundamental de ∂W , que de�nire-mos aqui. SejaM uma subvariedade de (W,g) e i : M →W a inlusão. A restrição TW |M do�brado tangente deW sobreM deompõe-se omo a soma de Whitney TM⊕NM , onde NMé o �brado normal de M . Para um vetor v de TW |M denote por vtan e vnorm as omponentestangenial e normal, respetivamente. Seja ∇ a onexão de Levi-Civita de (W,g).De�nição 25. Dado duas seções u, v ∈ Γ(M,TM) de TM , a segunda forma fundamental
SM de M é de�nida por

SM(u, v) = (∇uv)norm.Dessa forma, W tem bordo totalmente geodésia se, e somente se, a segunda forma funda-mental de ∂W é identiamente nula. Para isto basta usar a desrição loal da segunda formafundamental omo o (0, 2)-tensor simétrio S∂W (yj, yk) = Γ r
yj yk

grr = Γyjryk
= −1

2∂r g̃yjyk
e olema 4 segue.Com o que foi apresentado até agora estamos pronto para provar,Teorema 11. SejaW uma variedade Riemanniana ompata, onexa, orientável de dimensão

m om o bordo ∂W totalmente geodésio. Então
(−1)m−1 log Trel(W ) = log Tabs(W ) = log τ(W ) +

1

4
χ(∂W ) log 2,onde χ(∂W ) é a araterístia de Euler do bordo.



3.2. Torção Analítia das meia-esferas 39Demonstração. Em vista do teorema 10 basta mostrar que
1

2

∫

∂W
B(∇TW

1 ) = 0.Lembrando a equação (2.16) temos
B(∇TW

1 ) =
1

2

∫ 1

0

∫ B

e−
1
2
R−u2S2

1

∞∑

k=1

1

Γ
(

k
2 + 1

)uk−1Sk
1 du,e mostrando que S1 = 0 teremos o resultado. Seguindo esta idéia, na equação (2.15), vemosque S1 é a restrição da forma s ao bordo, que é preisamente a segunda forma fundamental

S∂W no bordo, logo S1 é nula. Uma outra maneira para ver que S1 = 0, segue usando afórmula na equação (2.17) e lembrando que (i∗ω1)
r
yk

= Γ r
yj yk

eyj que é nulo pelo lemma 4.Desta forma temos que
log Tabs(W ) = log τ(W ) +

1

4
χ(∂W ) log 2.Para obtermos a primeira igualdade basta usar a Dualidade de Poinaré para a Torção Ana-lítia, proposição 4.3.2 Torção Analítia das meia-esferasCalularemos nesta seção a Torção analítia para as meia-esferas usando o teorema 11, que estána seção anterior. Como estes espaços são variedades simplesmente onexas, a representaçãodo grupo fundamental entra apenas omo a dimensão do espaço de representação. Seja Sm

ldenotando a meia-esfera de dimensão m e raio l,
Sm

l = {x ∈ Rm+1 | |x| = l, xm+1 ≥ 0}.O bordo de Sm
l é a esfera Sm−1

l = {x ∈ Rm+1 | |x| = l, xm+1 = 0}. Parametrizamos Sm
l por

Sm
l =







x1 = l sen θm sen θm−1 · · · sen θ3 sen θ2 cos θ1

x2 = l sen θm sen θm−1 · · · sen θ3 sen θ2 sen θ1

x3 = l sen θm sen θm−1 · · · sen θ3 cos θ2...
xm = l sen θm cos θm−1

xm+1 = l cos θmom θ1 ∈ [0, 2π], θ2, . . . , θm−1 ∈ [0, π] e θm ∈ [0, π
2 ]. A métria induzida é

g = sen2 θmgSm−1
l

+ l2dθm ⊗ dθm

= l2





m−1∑

j=1





m∏

j=i+1

sen2 θj



 dθk ⊗ dθk + dθm ⊗ dθm



 ,



40 3. Torção Analítia de variedades om bordo totalmente geodésioe √|detg| = lm(sen θm)m−1(sen θm−1)
m−2 · · · (sen θ3)2(sen θ2).Seja K a deomposição elular de Sm

l om uma m-élula, uma (m − 1)-élula e uma 0-élula, K = c1m ∪ c1m−1 ∪ c10. Seja o subomplexo L de K a deomposição elular de ∂Sm
l ,

L = c1m−1 ∪ c10.Consideraremos primeiro o aso om ondições de ontorno relativa no bordo. Então oomplexo de espaços vetoriais (2.1) tem a forma
Crel : 0 // R[c1m] // 0 // · · · // 0 // 0 // 0 ,om base preferida cm = {c1m}. Para �xar a base para a homologia, preisamos de umabase ortonormal graduada para as formas harm�nias. Como uma base para Ωm(Sm

l ) é
{
√

|detg|dθ1 ∧ · · · ∧ dθm}, seja am =

{√
|detg|dθ1∧···∧dθm√

Volg(Sm
l

)

}. Apliando a fórmula da equa-ção (2.8) obtemos hm = {h1
m}, e

h1
m = Arel

m (a1
m) =

1
√

Volg(Sm
l )

∫

pt
∗
√

|detg|dθ1 ∧ · · · ∧ dθmc
1
m

=
1

√
Volg(Sm

l )
c1m.E ainda, bq = ∅ para todo q, logo

|det(hm/cm)| =
1

√
Volg(Sm

l )
, |det(bq/cq)| = 1, 0 ≤ q ≤ m− 1.Com isso, utilizando as de�nições nas equações (2.9) e (2.2), provamos o resultado a seguir.Proposição 7. τ(Sm

l , S
m−1
l ) =

(√
Volg(Sm

l )
)(−1)m−1rk(ρ)

=

(

lmπ
m+1

2

Γ(m+1
2 )

) rk(ρ)
2

(−1)m−1

.Agora onsideraremos o aso om ondições de ontorno absoluta no bordo. Pela equação(2.1), o omplexo relevante é
Cabs : 0 // R[c1m] // R[c1m−1]

// 0 // · · · // 0 // R[c10]
// 0 ,om base preferida cm = {c1m}, cm−1 = {c1m−1} e c0 = {c10}. Como, Hp(K) = 0, para

p > 1 e H0(K) = R[c10], e ainda uma base para Ω0(Sm
l ) é a forma onstante {1}, logo

a0 =

{

1√
Volg(Sm

l
)

}. Apliando a fórmula da equação (2.8) obtemos h0 = {h1
0}, om

h1
0 = Aabs

0 (a1
0) =

1
√

Volg(S
m
l )

∫

Sm
l

∗1c10

=
√

Volg(S
m
l )c10.Como bq = ∅ para q = 0, . . . ,m− 1, b̃1m−1 = c1m, b1m = c1m−1 temos que

|det(h0/c0)| =
√

Volg(S
m
l ),

|det(bm/cm−1)| = 1, |det(b̃m−1/cm)| = 1.Apliando a de�nição nas equações (2.10) e (2.2), provamos o seguinte resultado
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l ) =

(√
Volg(Sm

l )
)rk(ρ)

=

(

lmπ
m+1

2

Γ(m+1
2 )

) rk(ρ)
2

.No aso absoluto, basta usar o teorema 11 para obtermos:Corolário 3.
log Tabs(S

m
l , g) =

rk(ρ)

2
log Volg(S

m
l ) +

1

4
χ(Sm−1) log 2

=
rk(ρ)

2
log

lmπ
m+1

2

Γ
(

m+1
2

) +
1

4
((m− 1)mod2) log 2.3.3 Torção Analítia da alota esfériaNesta seção investigaremos o problema de obter a Torção Analítia por meio da apliaçãodireta da de�nição. Este é um exemplo da apliabilidade das ferramentas analítias na geo-metria (o que era o objetivo prinipal de Ray e Singer), e um bom exemplo do álulo explíitoda Torção Analítia, o que quase não se enontra na literatura (ver por exemplo [24℄, [50℄).Seja S2

l o hemisfério de raio l em R3

S2
l =







x1 = l sen θ2 cos θ1

x2 = l sen θ2 sen θ1

x3 = l cos θ2om θ1 ∈ [0, 2π], θ2 ∈ [0, π
2 ]. A métria induzida é
g = l2dθ2 ⊗ dθ2 + l2 sen2 θ2dθ1 ⊗ dθ1.Por meio da deomposição de Hodge, preisamos apenas do Laplaiano sobre as funções,que tem a forma a seguir:

∆(0) = −
(

1

l2 sen2 θ2
∂2

θ1
+

cos θ2
l2 sen θ2

∂θ2 +
1

l2
∂2

θ2

)

.As ondições de ontorno seguem apliando as equações (2.6) e (2.7). Para ondições deontorno absoluta temos
0 − forms : ∂θ2f(θ1, π/2) = 0,

absoluta 1 − forms :

{

fθ2(θ1,
π
2 ) = 0,

∂θ2fθ1(θ1,
π
2 ) = 0,

2 − forms : fθ1θ2(θ1, π/2) = 0.

(3.1)Para as ondições de ontorno relativa temos
0 − forms : f(θ1, π/2) = 0,

relativa 1 − forms :

{

fθ1(θ1,
π
2 ) = 0,

∂θ2fθ2(θ1,
π
2 ) = 0,

2 − forms : ∂θ2fθ1θ2(θ1, π/2) = 0.

(3.2)



42 3. Torção Analítia de variedades om bordo totalmente geodésioPara obter uma resolução espetral para o Laplaiano sobre as funções em Sm
1 , proede-remos omo segue: É bem onheido que uma resolução espetral para o Laplaiano sobreas funções em Sm

l pode ser obtida por meio dos polin�mios harm�nios. Mais preisamente,denote por Hm
j o espaço vetorial dos polin�mios P (x) ∈ C[x0, . . . , xm] que são homogêneosde grau j e harm�nios om respeito ao Laplaiano

∆ = −∂2
x0

− · · · − ∂2
xmem Rm+1. Então, o subespaço H =

∑∞
n=0 Hm

n é denso em C∞(Sm
1 ), pelo teorema de StoneWeierstrass, e portanto H = L2(Sm

1 ). Mais ainda, onsiderando oordenadas polares (r, θ),
∆ = −∂2

r − m

r
∂r +

1

r2
∆Sm

1
,temos

∆Sm
1
P (θ) = n(n+m− 1)P (θ).Isto mostra que L2(Sm

1 ) =
∑∞

n=0 Hm
n e que os autovalores relativos ao autoespaço Hm

n são
λn = n(n+m− 1). É onheido ainda que

dimHm
n =

(
m+ n

m

)

−
(
m+ n− 2

m

)

. (3.3)Agora, denote por S a re�exão em Rm+1 obtida por troar o sinal na última oordenada.Então S de�ne uma graduação Z2 em H. Fazendo P± = P ± SP , para P ∈ H, é laro que
P = 1

2(P+ + P−), para ada P , e que SP± = ±P±.Com esta notação e lembrando as equações (3.1) e (3.2) para as ondições de ontorno,vemos que uma resolução espetral para ∆Sm
l
é dada pela família de autoespaços e autovaloresom as ondições de ontorno abaixo

absoluta

{

λn =
n(n+m− 1)

l2
, (Hm

n )+

}

,

relativa

{

λn =
n(n+m− 1)

l2
, (Hm

n )−

}

.Preisamos da dimensão destes autoespaços. Consideramos primeiro o aso em quem = 2.Então dimH2
n = 2n + 1. Como obviamente (H2

0)+ possue as apliações onstantes, a úniapartição possível é
dim(H2

n)+ = n+ 1 e dim(H2
n)− = n.Isto ainda pode ser provado por indução, omo segue. Assuma que temos dim(H2

n)+ =

n + 1 e dim(H2
n)− = n. Seja P um dos n + 1 geradores de (H2

n)+. Seja ∫z denotando ooperador inverso de ∂z, ou seja, ∫z ∂zP = P , onde z é a última oordenada na qual �zemos are�exão. Então Q =
∫

z P ∈ (H2
n+1)−, pois Q é obviamente homogêneo de grau n+1 e ímpar,por de�nição. Mais ainda, ∆Q = ∆

∫

z P =
∫

z ∆P = 0, desde que P seja harm�nio. Logo
dim(H2

n+1)− = n+1 e então dim(H2
n+1)+ = dimH2

n+1−dim(H2
n+1)− = 2n+3−n−1 = n+2.Usando propriedades dos polin�mios homogêneos harm�nios, podemos provar o resultadoa seguir para qualquerm, que é algo de interesse independente e não enontramos na literatura.



3.3. Torção Analítia da alota esféria 43Proposição 9. O espetro do Laplaiano sobre o hemisfério m-dimensional de raio l omondições de ontorno de Dirihlet no bordo é {λn = n(n+m−1)
l2

}∞

n=0
, e o autovalor λn temmultipliidade (m+n−2

m−1

). O espetro om ondições de ontorno de Newmann é o mesmo, masa multipliidade é (m+n−1
m−1

).Demonstração. Seja Pm
n denotando o onjunto dos polin�mios homogêneos de grau n em

Rm+1. Sabemos que para ada P ∈ Pm
n , temos

P (x0, . . . , xm) =

n∑

j=0

Qn−j(x0, . . . , xm−1)x
j
m,om Ql ∈ Pm−1

l . Mais ainda, se P ∈ Hm
n , então P é ompletamente determinado por Qn e

Qn−1. Segue que, se P ∈ (Hm
n )+, então P é ompletamente determinado por Qn e, portanto,

dim(Hm
n )+ = dimPm−1

n =

(
m+ n− 1

m− 1

)

.Lembrando a dimensão de Hm
n dada na equação (3.3), onluímos a prova.Observamos ainda que este resultado, no aso em que m = 2, pode ser provado poruma analise explíita dos autovalores da equação diferenial ∆f = λf . Deompondo sobrea resolução espetral da restrição do Laplaiano no bordo {m2, eimθ1}m∈Z, a equação dosautovalores deompõe-se na soma da equação diferenial a seguir

(

∂2
θ2

+
cos θ2
sen θ2

∂θ2 + l2λ− m2

sen2 θ2

)

g(θ2) = 0.Com a substituição x = cos θ2, esta equação se reduz a equação de Legendre
(1 − x2)

d2g(x)

dx2
− 2x

dg(x)

dx
+

(

ν(ν + 1) − m2

1 − x2

)

g(x) = 0, (3.4)om λ = ν(ν+1)
l2

. Diferentes pares de soluções lineares independentes da equação (3.4) podemser dados em termos de pares das funções de Legendre, dependendo dos valores de ν. Pro-urando por soluções em L2([0, 1]), a únia solução é Pm
n (x), om ν = n ∈ N, e |m| ≤ n.Impondo ondições de ontorno absoluta dada pela equação (2.6), obtemos

2m+1

√
π

sen

(
n+m

2
π

)
Γ
(

n+m
2 + 1

)

Γ
(

n−m+1
2

) = 0,om soluções n +m = 2k ≥ 0. Isto signi�a que, neste aso, λ = λn = n(n+1)
l2 om multipli-idade n + 1. De maneira similar, impondo ondições de ontorno relativa na equação (2.7),obtemos

2m√
π

Γ
(

n−m
2 + 1

)
Γ
(−n−m+1

2

) = 0,



44 3. Torção Analítia de variedades om bordo totalmente geodésioom soluções n+m = 2k + 1 ≥ 1. Logo λ = λn = n(n+1)
l2

, om multipliidade n.O próximo passo é obter o espetro do Laplaiano sobre as formas. Para isso usaremosa deomposição de Hodge dada no teorema 6. Os asos absoluto e relativo possuem asdeomposições a seguir, respetivamente,
Ω0

abs(H
2
l ) = H0

abs(H
2
l ) ⊕ d†(Ω1

abs(H
2
l )), Ω0

rel(H
2
l ) = d†(Ω1

rel(H
2
l )),

Ω1
abs(H

2
l ) = d(Ω0

abs(H
2
l )) ⊕ d†(Ω2

abs(H
2
l )), Ω1

rel(H
2
l ) = d(Ω0

rel(H
2
l )) ⊕ d†(Ω2

rel(H
2
l )),

Ω2
abs(H

2
l ) = d(Ω1

abs(H
2
l )), Ω2

rel(H
2
l ) = H2

rel(H
2
l ) ⊕ d(Ω1

rel(H
2
l )).Usando os isomor�smos

∗ : Ω0
abs(H

2
l ) → Ω2

rel(H
2
l ), ∗ : Ω0

rel(H
2
l ) → Ω2

abs(H
2
l ),e o fato que, para qualquer autofunção f , om ∆f = λf ,

∆(1)df = λdf, ∆(1)d†(∗f) = λd†(∗f), ∆(2)(∗f) = λ(∗f),failmente obtemos que os autovalores de ∆(q), om q = 1, 2, são os mesmos de ∆(0). E amultipliidade é dada omo segue na tabela abaixo,Condição de ontorno forma MultipliidadeAbsoluta 0-forma n+ 1

1-forma n+ 1 (d) e n (d†)
2-forma nRelativa 0-forma n

1-forma n (d) e n+ 1 (d†)
2-forma n+ 1Podemos então alular a Torção Analítia. De�na a função

t(s) =
1

2

2∑

q=0

(−1)qqζ(s,∆(q)),tal que log T ((S2
l , g), ρ) = t′(0), seguindo a de�nição (2.11). Então,

tabs(s) = −trel(s) = − l
2s

2

∞∑

n=1

1

(n(n+ 1))s
.Calulamos t′abs(0) omo segue. Seja tabs(s) = − l2s

2 v(s), om v(s) =
∑∞

n=1(n(n + 1))−s.Então,
v(s) = 4s

∞∑

n=2

(n2 − 1)−s −
∞∑

n=1

(

n2 − 1

4

)−s

= 4sζ(s, i) − z(s, i/2),



3.3. Torção Analítia da alota esféria 45onde
z(s, a) =

∞∑

n=1

(n2 + a2)−s, ζ(s, a) =
∞∑

n=2

(n2 + a2)−s = z(s, a) − (1 + a2)−s,e i =
√
−1.A função z(s, a2) =

∑∞
n=1(n

2 + a2)−s foi estudada em [43℄, seção 3.1. Temos
z(0, a) = −1

2
, z′(0, a) = − log

2senhπa

a
.Logo,

ζ(0, a) = −3

2
, ζ ′(0, i) = − log π,o que nos fornee

v′(0) = ζ(0, i) log 4 + ζ ′(0, i) − z′(0, i/2) = − log 2π,e assim
log Tabs((S

2
l , g), ρ) = t′abs(0) = −1

2

(
2v(0) log l + v′(0)

)
=

1

2
log 2πl2,de aordo om o orolário da proposição 8.
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Capítulo 4O diso m-dimensionalEstudaremos a Torção de Reidemeister e a Torção Analítia do diso m-dimensio-nal no espaço eulidiano de dimensão m. Provamos que a Torção de Reidemeisteroinide om uma potênia do volume do diso. Estudamos ainda os termos adii-onais que surgem na Torção Analítia devido ao bordo, usando as generalizaçõesdo teorema de Cheeger Müller, mais preisamente usaremos o teorema 10. Al-guns destes resultados estendem para o aso do one sobre esferas, em partiularalulamos diretamente a Torção Analítia do one sobre o írulo e sobre a es-fera de dimensão 2. Comparamos os resultados obtidos através do álulo diretoda Torção Analítia em asos de dimensão baixa, om a fórmula obtida om oteorema 10. Por �m, onsideramos a fórmula, que é diferente da que está no teo-rema 10 para o termo an�malo do bordo, dada por Dai e Fang [13℄, e mostramosque o resultado obtido usando [13℄ é inonsistente om o álulo direto da TorçãoAnalítia do diso de dimensão três e quatro (seção 5.1).4.1 Torção de Reidemeister do one sobre uma esferaSeja Dm
l = {x ∈ Rm | |x| ≤ l} o diso de raio l > 0 no espaço eulidiano Rm om a métriapadrão gE induzida pela imersão. Nesta seção alularemos a Torção de Reidemeister dodiso m-dimensional Dm

l . No entanto, onsideraremos o aso um pouo mais geral do one.Considere o one de ângulo α, CαS
n
l sen α, onstruído em Rn+2 sobre a esfera Sn

l sen α, onde
m = n+ 1. Note que CαS

n
l sen α é exatamente o diso Dm

l se, e somente se, α = π
2 . Nos outrosasos, CαS

n
l sen α se quer é uma variedade Riemanniana, mas um espaço om singularidadedo tipo �nio (omo na de�nição 11). Mais preisamente, CαS

n
l sen α oinide om o onemétrio limitado sobre a espera de raio senα. O espaço obtido removendo o vértie do oneé uma variedade Riemanniana aberta om a métria induzida pela imersão. Para podermostrabalhar om a Torção de Reidemeister preisamos de algum uidado já que não é onheidauma extensão para a teoria de de Rham para este aso. Mais preisamente, não sabemos se47



48 4. O diso m-dimensionaltemos a apliação de de Rham Aq para espaços om singularidades do tipo �nio em geral.No entanto, proederemos onsiderando o omplexo de adeias para o espaço total do onee na hora da esolha da base para as harm�nias onsideraremos o one sem o vértie e asformas estando em L2. Este proesso é uma maneira formal para a derterminação da Torçãode Reidemeister de CαS
n
l sen α, mas quando α = π

2 este é o método do álulo da Torção deReidemeister para Dm
l = Cπ

2
Sn

l .Seja Sn
b a esfera de raio b > 0 em Rn+1, Sn

b = {x ∈ Rn+1 | |x| = b} (esreveremos sim-plesmente Sn para Sn
1 ). Seja CαS

n
l sen α o one de ângulo α sobre Sn

l sen α em Rn+2. Note que oaso do diso orresponde aDn+1
l = Cπ

2
Sn

l , omo menionado anteriormente. Parametrizamos
CαS

n
l sen α por

CαS
n
l sen α =







x1 = r senα sen θn sen θn−1 · · · sen θ3 sen θ2 cos θ1

x2 = r senα sen θn sen θn−1 · · · sen θ3 sen θ2 sen θ1

x3 = r senα sen θn sen θn−1 · · · sen θ3 cos θ2...
xn+1 = r senα cos θn

xn+2 = r cosαom r ∈ [0, l], θ1 ∈ [0, 2π], θ2, . . . , θn ∈ [0, π], α é um numero real positivo �xado e 0 < a =
1
ν = senα ≤ 1. A métria induzida é (r > 0)

gE = dr ⊗ dr + r2gSn

a2

= dr ⊗ dr + r2a2





n−1∑

i=1





n∏

j=i+1

sen2 θj



 dθi ⊗ dθi + dθn ⊗ dθn



 ,e √|detgE | = (r senα)n(sen θn)n−1(sen θn−1)
n−2 · · · (sen θ3)2(sen θ2).

Figura 4.1: Exemplo de CαS
n
l sen α, quando n = 1.



4.1. Torção de Reidemeister do one sobre uma esfera 49SejaK uma deomposição elular de CαS
n
l sen α, om uma élula de dimensão máxima, uma

n-élula e uma 0-élula, K = c1n+1∪c1n∪c10. Seja L o subomplexo de K que é a deomposiçãoelular de Sn
l sen α, L = c1n ∪ c10. Observamos que, omo π1(CαS

n
l sen α) é trivial a representaçãoonsiderada é trivial, o que altera apenas a dimensão do espaço da representação da mesmaforma que nas meia-esferas.Consideraremos primeiro o aso om ondições de ontorno relativa no bordo.Proposição 10. τ(CαS

n
l sen α, S

n
l sen α) =

(√
VolgE

(CαSn
l sen α)

)(−1)nrk(ρ)
.Demonstração. O omplexo de espaços vetoriais reais da equação (2.1) �a

Crel : 0 // R[c1n+1]
// 0 // · · · // 0 // 0 // 0 ,om base preferida cn+1 = {c1n+1}. Para �xar uma base para a homologia, preisamos de umabase graduada ortonormal arel para as formas harm�nias. Para Ωn+1(CαS

n
l sen α) temos que

{
√

|detgE|dr ∧ dθ1 ∧ · · · ∧ dθn} é uma base para as formas harm�nias de dimensão n + 1,onsideremos hn+1 =

{√
|detgE |dr∧dθ1∧···∧dθn√

VolgE
(CαSn

l sen α)

}. Apliando a fórmula da equação (2.8) obtemosque arel = {a1
n+1}, onde

a1
n+1 = Arel

n+1(h
1
n+1) =

1
√

VolgE
(CαS

n
l sen α)

∫

pt
∗
√

|detgE |dr ∧ dθ1 ∧ · · · ∧ dθnc
1
n+1

=
1

√
VolgE

(CαS
n
l sen α)

c1n+1.Como bq = ∅, para todo q, temos
|det(arel,n+1/cn+1)| =

1
√

VolgE
(CαSn

l sen α)
, |det(bq/cq)| = 1, 0 ≤ q ≤ n.Apliando a de�nição na equação (2.2), prova-se o resultado.Considerando α = π

2 , anteriormente, temos o teorema.Teorema 12. A Torção de Reidemeister do diso Dm
l de raio l > 0 em Rm om a métria

gE induzida pela imersão no espaço eulidiano é:
τ(Dm

l , S
m−1
l ) =

(√

VolgE
(Dm

l )
)(−1)m−1rk(ρ)

.Consideraremos agora ondições de ontorno absoluta no bordo.Proposição 11. τ(CαS
n
l sen α) =

(√
VolgE

(CαSn
l sen α)

)rk(ρ)
.Demonstração. O omplexo relevante é

Cabs : 0 // R[c1n+1]
// R[c1n] // 0 // · · · // 0 // R[c10]

// 0 ,



50 4. O diso m-dimensionalom bases preferidas cn+1 = {c1n+1}, cn = {c1n} e c0 = {c10}. Assim, Hp(K) = 0, para
p > 1, e H0(K) = R[c10]. Uma base para H0(CαS

n
l sen α) é a forma onstante {1}, temos

h0 =

{

1√
VolgE

(CαSn
l sen α

)

}. Apliando a fórmula da equação (2.8) obtemos aabs = {a1
0}, om

a1
0 = Aabs

0 (h1
0) =

1
√

VolgE
(CαSn

l sen α)

∫

CαSn
l sen α

∗1c10

=
√

VolgE
(CαSn

l sen α)c10.Como bq = ∅ para q = 0, . . . , n, b̃1n+1 = c1n+1 e ∂(b̃1n+1) = cn, temos
|det(aabs,0/c0)| =

√

VolgE
(CαSn

l sen α),

|det(bn+1/cn)| = 1, |det(b̃n+1/cn+1)| = 1.Apliando a de�nição na equação (2.2), o resultado segue.Como antes temos,Teorema 13. Com as mesmas hipóteses do teorema 12, τ(Dm
l ) =

(√
VolgE

(Dm
l )
)rk(ρ)

.4.2 A Torção Analítia do diso m-dimensionalO objetivo desta seção é apresentar a omparação entre a Torção de Reidemeister e a TorçãoAnalítia do diso m-dimensional no Rm. Para isso usaremos o teorema 10. Observamosque esta omparação depende apenas de termos geométrios devido à geometria próximaao bordo. Como a singularidade no vértie do one não afeta a geometria perto do bordo,podemos alular este termo no aso mais geral para CαS
n
l sen α ao menos formalmente, istoserá tratado na seção 5.2.Proedemos em duas partes. Primeiro apresentamos no lema 5 fórmulas para o termoan�malo do bordo em termos de alguns invariantes geométrios. Isto segue diretamente doteorema 10, e no aso ímpar, o termo an�malo do bordo é esrito em termos da araterístiade Euler do bordo. O aso par é um pouo mais ompliado, e preisaremos da notação edas ferramentas introduzidas na seção 2.4. O segundo passo é o lema 6, onde apresentamostodos os invariantes geométrios neessários para alular a integral que aparee na fórmulado lema 5 e terminamos o álulo para o aso par.Antes de omeçarmos �xamos a notação que será usada no deorrer da seção. A parame-trização do one e a métria induzida gE são dadas na seção 4.1. De�na as métrias

g1 = gE = dr ⊗ dr + r2gSn ,

g0 = dr ⊗ dr + l2gSn .



4.2. A Torção Analítia do diso m-dimensional 51Lema 5. A omparação entre a Torção Analítia e a Torção de Reidemeister do diso Dm
l ,para m = 2p − 1 de dimensão ímpar e para m = 2p de dimensão par (p > 0), om ondiçõesde ontorno absoluta são respetivamente:

log Tabs(D
2p−1
l ) = log τ(D2p−1

l ) +
1

4
rk(ρ)χ(S2p−2

l , gE)

(

log 2 +
1

2

p−1
∑

n=1

1

n

)

,

log Tabs(D
2p
l ) = log τ(D2p

l ) +
1

2
rk(ρ)

2p−1

√
π(2p − 1)!!

p
∑

j=1

1

2j − 1

∫

S2p−1
l

∫ B

S2p−1
1 .Demonstração. Sejam ωj, j = 0, 1, a 1-forma onexão de Dm

l assoiada à métria gj , Ωj =

dωj +ωj ∧ ωj a 2-forma urvatura (omo na seção 1.2) e ainda, Θ = Θa
b a 2-forma urvaturado bordo Sm−1

l om a métria Eulidiana padrão. Considere e(W,g) denotando a lasse deEuler de (W,g). Usaremos o teorema 10. Temos
Sj =

1

2

m−1∑

k=1

(i∗ωj − i∗ω0)
r
θk
êθk ,

R = Θ̂ =
1

2

m−1∑

k,l=1

Θθk

θl
êθk ∧ êθl .

(4.1)Lembramos que
B(∇TDm

l

1 ) =
1

2

∫ 1

0

∫ B

e−
1
2
R−u2S2

j

∞∑

k=1

1

Γ
(

k
2 + 1

)uk−1Sk
1 du, (4.2)e que B(∇TDm

l
0 ) = 0 omo S0 = 0. Vamos determinar B(∇TDm

l
1 ). Para isto, note que

R = −2S2
1 ,usando a equação (2.18) ou fazendo o álulo direto, já que a urvatura do disom dimensionalem Rm é nula.Portanto, a equação (4.2) �a

B(∇TDm
l

1 ) =
1

2

∫ 1

0

∫ B

e(1−u2)S2
1

∞∑

k=1

1

Γ
(

k
2 + 1

)uk−1Sk
1du

=
1

2

∫ B ∞∑

j=0,k=1

1

j!Γ
(

k
2 + 1

)

∫ 1

0
(1 − u2)juk−1duSk+2j

1

=
1

2

∞∑

j=0,k=1

1

kΓ
(

k
2 + j + 1

)

∫ B

Sk+2j
1 .Como a integral de Berezin é nula sempre que k + 2j 6= m− 1, obtemos

B(∇TDm
l

1 ) =
1

2Γ
(

m+1
2

)

[m
2
−1]
∑

j=0

1

m− 2j − 1

∫ B

Sm−1
1 . (4.3)



52 4. O diso m-dimensionalAgora onsideraremos o aso em que m é par ou ímpar, independentemente. Primeiro,assuma m = 2p+ 1 (p ≥ 0). Então, usando a equação (2.14), a equação (4.3) �a
B(∇TD2p+1

l

1 ) =
1

2p!

[p− 1
2 ]∑

j=0

1

2p− 2j

∫ B

S2p
1

=
1

4

p
∑

n=1

1

n

∫ B

e−
Θ̂
2

=
1

4

p
∑

n=1

1

n
Pf

(
Θ

2π

)

=
1

4

p
∑

n=1

1

n
e(S2p

l , gE),onde e(S2p
l , gE) é lasse de Euler de (S2p

l , gE), e usamos o fato que
e(S2p

l , gl) = Pf

(
Θ

2π

)

=

∫ B

e−
Θ̂
2 .Logo,

log
Tabs(D

2p+1
l )

τ(D2p+1
l )

=
1

4
rk(ρ)χ(S2p

l , gE) log 2 +
1

2
rk(ρ)

∫

Sm−1
l

B(∇TDm
l

1 )

=
1

4
rk(ρ)χ(S2p

l , gE) log 2 +
1

8
rk(ρ)

p
∑

n=1

1

n

∫

S2p
l

e(S2p, gE)

=
1

4
rk(ρ)χ(S2p

l , gE)

(

log 2 +
1

2

p
∑

n=1

1

n

)

.Por �m, assuma m = 2p (p ≥ 1). Então, a equação (4.3) �a
B(∇TD2p

l
1 ) =

1

2Γ(p+ 1
2)

p−1
∑

j=0

1

2p − 2j − 1

∫ B

S2p−1
1

=
2p

2
√
π(2p − 1)!!

p−1
∑

j=0

1

2(p − j) − 1

∫ B

S2p−1
1

=
2p−1

√
π(2p − 1)!!

p
∑

j=1

1

2j − 1

∫ B

S2p−1
1 ,o que onluí a prova do lema.Vamos alular a integral que aparee na segunda equação do lema 5. Antes de�nimos:De�nição 26. O duplo fatorial de um ímpar (par) é de�nido omo sendo o produto de todosos números ímpares (pares) que o anteedem. Assim

(2n − 1)!! = (2n − 1)(2n − 3) . . . 3 · 1,
(2n)!! = (2n)(2n − 2) . . . 4 · 2.
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2p−1

√
π(2p − 1)!!

∫

S2p−1
l

∫ B

S2p−1
1 = 1.Demonstração. Primeiro, determinaremos a 1-forma onexão assoiada a g1 e a 1-forma o-nexão assoiada a g0. Seguiremos a onstrução da seção 1.2.A base não oordenada e o dual respetivo para g1 são:

er =
∂

∂r
, er = dr,

eθ1 = (r
n∏

j=2

sen θj)
−1 ∂

∂θ1
, eθ1 = r

n∏

j=2

sen θjdθ1,... ...
eθn−1 = (r sen θn)−1 ∂

∂θn−1
eθn−1 , = r sen θndθn−1,

eθn =
1

r

∂

∂θn
, eθn = rdθn.Então temos c γ

αβ = −c γ
βα , c γ

αα = 0, para qualquer α, γ, e os não nulos são: c θi

θir
= r−1,e se k > i, c θi

θiθk
= cos θk

r
∏n

j=k sen θj
. Com estas informações, os símbolos de Christo�el não nulossão:

Γ r
θi θi

= −1

r
, Γ θi

θi r =
1

r
, Γ θi

θi θs
=

cos θs

r
∏n

j=s sen θj
, com s > i

Γ θi

θs θs
=

− cos θi

r
∏n

j=i sen θj
, com i > s.Desta maneira, as entradas não nulas da 1-forma onexão de g1 são

(ω1)
θi

θk
=

cos θk

r
∏n

j=k sen θj
eθi , i < k, (ω1)

r
θi

= −1

r
eθi .A base não oordenada e o seu dual para a métria g0 tem a seguinte forma

er =
∂

∂r
er, = dr,

eθ1 = (l

n∏

j=2

sen θj)
−1 ∂

∂θ1
eθ1 = (l

n∏

j=2

sen θj)dθ1... ...
eθn−1 = (l sen θn)−1 ∂

∂θn−1
eθn−1 = (l sen θn)dθn−1

eθn =
1

l

∂

∂θn
eθn = ldθn.



54 4. O diso m-dimensionalAs onstantes de Cartan não nulas são: c θi

θiθk
= cos θk

l
∏n

j=k sen θj
, om k > i. Os símbolos deChristo�el não nulos são:

Γ θi

θi θs
=

cos θs

l
∏n

j=s sen θj
, quando s > i, e Γ θi

θs θs
= − cos θi

l
∏n

j=i sen θj
, quando i > s.As entradas não nulas da 1-forma onexão em relação a métria g0 são

(ω0)
θi

θs
=

cos θs

l
∏n

j=s sen θj
eθi , i < s.Segue que as entradas não nulas de ω1 − ω0 são

(ω1 − ω0)
r
θi

= −1

r
eθi = −

n∏

j=i+1

sen θjdθi.Segundo, determinaremos a 2-forma urvatura Θ assoiada a métria induzida. Como g0 éuma métria produto, Θ é a restrição de Ω0 ao bordo. Temos Ω0 = dω0 +ω0∧ω0. Esrevemos
ω0 nas bases oordenadas

(ω0)
r
θi

= 0,

(ω0)
θi

θs
= cos θs

s−1∏

j=i+1

sen θjdθi, i < s,e assim dω0 é
(dω0)

r
θi

=0, i ≤ n,

(dω0)
θi

θk
=

k∏

j=i+1

sen θjdθi ∧ dθk

−
k−1∑

s=i+1

cos θk cos θs

k−1∏

j=i+1,j 6=s

sen θjdθi ∧ dθs, i < k,e ω0 ∧ ω0 é
(ω0 ∧ ω0)

α
α =0,

(ω0 ∧ ω0)
r
θi

=0,

(ω0 ∧ ω0)
θi

θk
=

k−1∑

s=i+1

cos θs cos θk

k−1∏

j=i+1,j 6=s

sen θjdθi ∧ dθs

+
k∏

j=i+1

sen θj

(
n∏

s=k+1

sen2 θs − 1

)

dθi ∧ dθk, i < k.



4.2. A Torção Analítia do diso m-dimensional 55Logo, a 2-forma urvatura Ω0 é
(Ω0)

r
θi

=0,

(Ω0)
θi

θk
=

k∏

j=i+1

sen θj

n∏

s=k+1

sen2 θsdθi ∧ dθk =
1

l2
eθi ∧ eθk , i < k,e onseqüentemente Θ = i∗Ω0 (onde i denota a inlusão do bordo) é

Θθi

θk
=

k∏

j=i+1

sen θj

n∏

s=k+1

sen2 θsdθi ∧ dθk =
1

l2
eθi∧, eθk i < k.Tereiro, lembramos que S2

1 = −1
2R, usando (2.18) ou fazendo o álulo direto. Logo

∫ B

S2p−1
1 =

(−1)p−1

2p−1

∫ B

S1Rp−1,e usando as de�nições da equação (4.1)
∫ B

S2p−1
1 =

(−1)p−1

22p−1

∫ B
(

2p−1
∑

k=1

(ω1 − ω0)
r
θk
êθk

)



2p−1
∑

i,j=1

(Ω0)
θi

θj
êθi ∧ êθj





p−1

=
(−1)p−1

2p−12p
cB







∑

σ∈S2p

σ(1)=1

sgn(σ)(ω1 − ω0)
1
σ(2)(Ω0)

σ(3)
σ(4) . . . (Ω0)

σ(2p−1)
σ(2p)






,onde cB = (−1)p(2p−1)

π
2p−1

2

. Observe que (ω1−ω0)
1
σ(2) é uma 1-forma múltipla de dθσ(2)−1 e (Ω0)

i
jé uma 2-forma múltipla de dθi−1

∧ dθj−1
. Podemos troar todas as 2-formas dθi−1

∧ dθj−1
, om

i > j em ada termo apareendo no último termo da equação aima, omo a matriz é antisimétria. Então, podemos ordenar o elemento base de maneira que a forma de dimensãomáxima aparea em ada termo. Isto produz um sinal oinidindo om sgn(σ). Mais ainda,omo a matriz da 2-forma urvatura é anti-simétria, o termo genério da soma na últimalinha da equação anterior pode ser esrita na forma
[ω1 − ω0]

1
σ(2)[Ω0]

σ(3)
σ(4) . . . [Ω0]

σ(2p−1)
σ(2p)dθ1 ∧ . . . ∧ dθ2p−1,onde [ξ]ij denota o oe�iente da forma (ξ)ij e σ ∈ S2p é tal que σ(1) = 1 e σ(2s− 1) < σ(2s)para todo s. Provemos que

[ω1 − ω0]
1
σ(2)[Ω0]

σ(3)
σ(4) . . . [Ω0]

σ(2p−1)
σ(2p) = −

2p
∏

i=2

(sen θσ(i))
σ(i)−1,onde sen θ2p = 1. A prova é por indução. Se p = 1 a igualdade vale trivialmente. Suponhaque é verdade para p− 1. Por hipótese, se τ ∈ S2p−2 om τ(1) = 1, então

[ω1 − ω0]
1
τ(2)[Ω0]

τ(3)
τ(4) . . . [Ω0]

τ(2p−3)
τ(2p−2) = −

2p−2
∏

i=2

(sen θτ(i))
τ(i)−1.



56 4. O diso m-dimensionalConsidere σ ∈ S2p om σ(1) = 1. Existe k0, k1, k2 tais que σ(k0) = 2p− 2, σ(k1) = 2p− 1and σ(k2) = 2p. Fatorando sen θσ(ki), i = 0, 1, 2, obtemos
[ω1 − ω0]

1
σ(2)[Ω0]

σ(3)
σ(4) . . . [Ω0]

σ(2p−1)
σ(2p) = (sen θ2p−2)

2p−3(sen θ2p−1)
2p−2 × fator,onde `fator' é um produto de sen θj, j 6= σ(k0), σ(k1), σ(k2). Desta maneira podemos rees-rever `fator' indexado por uma permutação de τ ∈ S2p−2 tal que a hipótese de indução seaplia. Então,

[ω1 − ω0]
1
σ(2)[Ω0]

σ(3)
σ(4) . . . [Ω0]

σ(2p−1)
σ(2p) = −

2p
∏

j=2

(sen θσ(j))
σ(j)−1.Assim, provamos que

∫ B

S2p−1
1 = cB

(−1)p(2p − 1)!

2p−12p

2p−1
∏

j=2

(sen θj)
j−1dθ1 ∧ . . . ∧ dθ2p−1.Então,

2p−1

√
π(2p − 1)!!

∫

S2p−1
l

∫ B

S2p−1
1 = cB

2p−1

√
π(2p− 1)!!

(−1)p(2p − 1)!

2p−12pl2p−1
Vol(S2p−1

l )

=
(2p − 1)!

√
π

2p−1(p− 1)!
√
π(2p − 1)!!

.E laramente
(2p− 1)!

(p− 1)!(2p − 1)!!
= 2p−1,Logo,

2p−1

√
π(2p − 1)!!

∫

S2p−1
l

∫ B

S2p−1
1 = 1.Com os lemas 5 e 6 está provado o teorema.Teorema 14. A Torção Analítia do diso Dm

l de raio l > 0 em Rm om a métria padrão
gE induzida pela imersão é (p > 0):

log Trel(D
2p−1
l ) = log Tabs(D

2p−1
l ) =

1

2
rk(ρ) log τ(D2p−1

l ) +
1

2
rk(ρ) log 2 +

1

4
rk(ρ)

p−1
∑

n=1

1

n
,

− log Trel(D
2p
l ) = log Tabs(D

2p
l ) =

1

2
rk(ρ) log τ(D2p

l ) +
1

2
rk(ρ)

p
∑

n=1

1

2n − 1
.Conluímos esta seção alulando o termo an�malo do bordo usando a fórmula dadano teorema 1 de [13℄. No aso par apresentamos uma versão formal para o aso do onesobre esferas. Preisamos introduzir alguma notação. Seja W uma variedade Riemanniana



4.3. Torção Analítia de CαS
1
l sen α e CαS

2
l sen α 57ompata om bordo ∂W de lasse C∞. Considere a homotopia ωt = ω0 + t(ω1 − ω0) entrea 1-forma onexão ω1 e a 1 forma onexão ω0, onde ω1 (ω0) é a 1-forma onexão assoiada a

g1 (g0) omo na seção 2.4. Considere Ωt = dωt +ωt ∧ωt a 2-forma urvatura orrespondente.A lasse de Chern-Simons assoiada a lasse de Euler de Ωt será denotada por ẽ(g0, g1), esatisfaz dẽ(g0, g1) = e(g1)− e(g0), onde e(gj) é a lasse de Euler de Ωj (para mais informaçãosobre a lasse de Chern-Simons assoiada a lasse de Euler ver [33℄). Considere a métria
g1 = gE e g0 omo anteriormente. Usando o teorema 1 de [13℄ temos as fórmulas:

log
Tabs(D

2p−1
l )

τ(D2p−1
l )

=
1

4
rank(ρ)χ(S2p−2

l , gE) log 2, (4.4)
log

Tabs(CαS
2p−1
l sen α)

τ(CαS
2p−1
l sen α)

=
1

2
rank(ρ)

∫

S2p−1
l sen α

i∗ẽ(g0, gE), (4.5)onde i denota a inlusão do bordo. Proedendo da mesma maneira que na prova do lema 6,alulamos a integral que aparee na equação (4.5). Obtemos
∫

S2p−1
l sen α

i∗ẽ(g0, gE) =
(−1)p+1(2p)!Vol(S2p−1

l sen α)

(4π)pl2p−1p!(senα)2p−2

p−1
∑

k=0

(−1)k
(senα)2k

2k + 1

(
p− 1

k

)

.Em partiular, para o aso do diso (senα = 1),
∫

S2p−1
l

i∗ẽ(g0, gE) = (−1)p+1.Comparando a abordagem de [4℄ om a abordagem de [13℄, vemos que em [4℄ o termo dobordo é obtido onsiderando uma homotopia entre as duas métrias g1 e g0, uma deformaçãoda métria g1 na métria g0, fazendo a omparação entre a Torção Analítia om estas duasmétrias. Em [13℄, o termo do bordo é obtido onsiderando uma homotopia entre as 1-formaonexões ω1 e ω0, o que produz um termo �menor� que não apta toda a ontribuição dobordo (ao menos no aso de dimensão par). Faremos nas seções 4.3 e 5.1 o álulo explíitoda Torção Analítia de D3 e D4 on�rmando esta última a�rmação.4.3 Torção Analítia de CαS
1
l senα e CαS

2
l senαNesta seção alularemos a Torção Analítia dos ones CαS

1
l sen α e CαS

2
l sen α usando a de-�nição dada na equação (2.11). Para isto preisaremos onheer expliitamente o espetrodo Laplaiano das formas desses espaços singulares, e depois uma sutil representação para aextensão analítia da função zeta assoiada, que permita alular sua derivada no zero. Oprimeiro ponto do problema foi originalmente estudado por J. Cheeger em [9℄ (veja ainda [18℄,[42℄ e [45℄). No trabalho de Cheeger, a teoria de Hodge-de Rham foi desenvolvida para espaçoom singularidades do tipo �nio (ver seção 1.4). Em partiular, ele provou que o Laplaianonas formas é um operador auto-adjunto no espaço da formas quadrado integráveis sobre o



58 4. O diso m-dimensionalone, se algum onjunto apropriado de ondições de ontorno é assumido no vértie do one(ver seção 1.4). No entanto, no nosso aso partiular do one sobre as esferas não é neessárioondições de ontorno no vértie omo os grupos de homologia de dimensão média da seçãodo one é trivial (ver [8℄). Apresentamos o espetro de ∆(q) sobre CαS
1
l sen α e sobre CαS

2
l sen αno lema 7 e lema 8 abaixo, respetivamente. Depois alularemos a derivada das funções zeta,usaremos as idéias da seção 1.5. Em resumo, os autovalores de ∆

(q)
CαSn

l sen α
podem ser identi�-ados om os zeros de zν,k de alguma ombinação de funções de Bessel e suas derivadas, sendoenumerados om dois índies positivos omo λ(q)

n,k = z2
un,k, onde un depende dos autovaloresdo Laplaiano em algum espaço de q-formas da seção do one. Usando estimativas lássiaspara os zeros de funções de Bessel é possível provar que as seqüênias relevantes U e S estãoontidas na lasse de seqüênias abstratas introduzidas em [43℄, [46℄ e de�nidas na seção 1.5.Isto signi�a que podemos usar o método desrito nesta seção para alular a derivada dafunção zeta assoiada a ∆(q).4.3.1 Espetro do Laplaiano sobre as formasNesta seção alularemos o espetro do Laplaiano sobre as formas. A forma geral parasoluções da equação dos autovalores é apresentada na seção 1.4 (ver também [9℄ e [10℄).Entretanto, apresentaremos a forma explíita para determinar as soluções neste aso estudadoom alguns detalhes do álulo que não se enontra na literatura. Mais ainda, apresentamos nodeorrer das provas, o sistema ompleto de autoformas do operador Laplaiano. Denotaremospor {k : λ} o onjunto de autovalores λ om multipliidade k.Lema 7. O espetro do operador Laplaiano ∆

(q)

CαS1
l sen α

sobre as q-formas om ondições deontorno absoluta é (onde ν = cosecα):
Sp∆

(0)

CαS1
l sen α

=
{
j21,k/l

2
}∞

k=1
∪
{
2 : (j′νn,k)

2/l2
}∞

n,k=1
,

Sp∆
(1)

CαS1
l sen α

=
{
j20,k/l

2
}∞

k=1
∪
{
j21,k/l

2
}∞

k=1
∪
{
2 : j2νn,k/l

2
}∞

n,k=1

∪
{
2 : (j′νn,k)

2/l2
}∞

n,k=1
,

Sp∆
(2)

CαS1
l sen α

=
{
j20,k/l

2
}∞

k=1
∪
{
2 : j2νn,k/l

2
}∞

n,k=1
.O espetro do operado Laplaiano ∆

(q)

CαS1
l sen α

sobre as q-formas om ondições de ontornorelativa é:
Sp∆

(0)

CαS1
l sen α

=
{
j20,k/l

2
}∞

k=1
∪
{
2 : j2νn,k/l

2
}∞

n,k=1
,

Sp∆
(1)

CαS1
l sen α

=
{
j20,k/l

2
}∞

k=1
∪
{
j21,k

/
l2}∞k=1 ∪

{
2 : j2νn,k/l

2
}∞

n,k=1

∪
{
2 : (j′νn,k)

2/l2
}∞

n,k=1
,

Sp∆
(2)

CαS1
l sen α

=
{
j21,k/l

2
}∞

k=1
∪
{
2 : (j′νn,k)

2/l2
}∞

n,k=1
.
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1
l sen α e CαS

2
l sen α 59Demonstração. Parametrizamos CαS

1
l sen α por

CαS
1
l sen α =







x1 = r senα cos θ

x2 = r senα sen θ

x3 = r cosα

,onde (r, θ) ∈ [0, l] × [0, 2π], l e α são números reais �xados e 0 < a = senα ≤ 1. A métriainduzida é
g = dr ⊗ dr + a2r2dθ ⊗ dθ,e o operador ∗ de Hodge age nos elementos da base da seguinte forma

∗ : 1 7→ ardr ∧ dθ;

∗ : dr 7→ ardθ, ∗ : dθ 7→ − 1

ar
dr;

∗ : dr ∧ dθ 7→ 1

ar
.O Laplaiano nas formas é

∆(0)(f) = − ∂2
rf − 1

r
∂rf − 1

a2r2
∂2

θf ;

∆(1)(frdr + fθdθ) =

(

−∂2
rfr −

1

a2r2
∂2

θfr +
1

r2
fr −

1

r
∂rfr +

2

a2r3
∂θfθ

)

dr

+

(

−∂2
rfθ −

1

a2r2
∂2

θfθ +
1

r
∂rfθ −

2

r
∂θfr

)

dθ,

∆(2)(fdr ∧ dθ) = − ∂2
rf +

1

r
∂rf − 2

r2
f − 1

a2r2
∂2

θf.Usando a deomposição desrita na equação (2.5), obtemos a partir das equações (2.6), e(2.7), os onjuntos a seguir de ondições de ontorno. Para as 0-formas:
rel. : ω(l, θ) = 0, abs. : (∂rω)(l, θ) = 0, (4.6)e as ondições de ontorno relativa oinide om as ondições de ontorno de Dirihlet. Paraas 2-formas

abs. : ω(l, θ) = 0, rel. :
(

∂r
ω

r

)

(l, θ) = 0, (4.7)e as ondições de ontorno absoluta oinide om as ondições de ontorno de Dirihlet. Para
1-formas:

abs. :

{

ωr(l, θ) = 0,

(∂rωθ)(l, θ) = 0,
rel. :

{

ωθ(l, θ) = 0,
(
∂r(arωr) + 1

ar∂θωθ

)
(l, θ) = 0,

(4.8)onde ω(r, θ) = ωr(r, θ)dr + ωθ(r, θ)dθ.



60 4. O diso m-dimensionalAgora iremos soluionar as equações dos autovalores. Note que o Laplaiano nas 2-formasoinide om o das 0-formas pela transformada de Liouville f = rh. Considere a equação dosautovalores para o Laplaiano sobre as 0-formas
∆(0)f =

(

−∂2
r − 1

r
∂r −

1

a2r2
∂2

θ

)

f = λ2f. (4.9)Podemos deompor o problema sobre o autoespaço de −∂2
θ . De fato, φn(θ) = einθ é umsistema ompleto de autofunções para −∂2

θ sobre o írulo S1, e o autovalor de φn é λn = n2,
n ∈ Z. Então,

∆(0) =
∑

n∈Z
LnΠn,onde Πn é a projeção sobre o subespaço gerado pela autofunção φn do autoespaço relativo aoautovalor λn e

Ln = −∂2
r − 1

r
∂r +

ν2n2

r2
,onde ν = 1

a . Como λn = λ−n, Πn = Π−n. Como −∂2
θ possui um sistema ompleto

{

λn = n2;φn,+(θ) = einθ, φn,−(θ) = e−inθ
}

n∈N
,onde todos os autovalores são duplos, a não ser λ0 = 0 que é simples, e ainda Ln = L−n,

∆(0) = L0Π0 ⊕
∞∑

n=1

Ln(Πn,+ ⊕ Πn,−),onde Π±,n é a projeção sobre o autoespaço gerado por φ±n no autoespaço de λn (na verdade oautoespaço de λn é gerado pelas duas autofunções φ±n para todo n 6= 0). Agora, resolvemosa equação dos autovalores para Ln sobre L2(0, l),
Lnu =

(

−∂2
r − 1

r
dr +

ν2n2

r2

)

u = λ2u. (4.10)Esta equação pode ser resolvida em termos de funções de Bessel. A equação (4.10) possuiduas soluções linearmente independente (assuma que µ = νn não é inteiro) y±µ(r) = J±|µ|(λr)(onde assumimos que λ > 0). Mas J−|µ|(r) diverge omo r−|µ| em r = 0 e portanto não satisfaza ondição de ontorno em r = 0, ou não está em L2(0, l) (dependendo do valor de µ). Logoonsideramos apenas a solução y+. Isto signi�a que a equação dos autovalores (4.10) para
Ln possui a solução ψn(r) = J|νn|(λr), para ada n ∈ Z; em partiular possui a solução
ψn(r) = Jνn(λr), se n ≥ 0, omo ν ≥ 0. Portanto um sistema linearmente independente desoluções da equação de autovalores (4.9) para ∆(0) é

{φ0(θ)ψ0(r) = J0(λr)}

∪
{

φn,+(θ)ψn(r) = einθJνn(λr), φn,−(θ)ψn(r) = e−inθJνn(λr)
}

n∈N0

.
(4.11)
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{φ0(θ)ψ0(r) = xJ0(λr)}

∪
{

φn,+(θ)ψn(r) = reinθJνn(λr), φn,−(θ)ψn(r) = re−inθJνn(λr)
}

n∈N0

.
(4.12)Note que a transformada de Lioville, neste aso, vem da relação ∆∗ = ∗∆.A equação dos autovalores para o Laplaiano sobre as 1-formas é:

∆(1)ω = λ2ω, (4.13)onde ω = frdr + fθdθ. Isto orresponde ao sistema de equações difereniais pariais






− ∂2
rfr −

1

r
∂rfr +

−ν2∂2
θ + 1

r2
fr +

2ν2

r3
∂θfθ = λ2fr,

− ∂2
rfθ +

1

r
∂rfθ +

−ν2∂2
θ

r2
fθ −

2

r
∂θfr = λ2fθ.

(4.14)Como uma base para L2(S1) é dada por meio das funções einθ om n ∈ Z , onsideramossoluções do tipo ω = fr(r)e
imθdr+ fθ(r)e

inθdθ, om m,n ∈ Z. Substituindo em (4.14) temos






− ∂2
rfre

imθ − 1

r
∂rfre

imθ +
(νm)2 + 1

r2
fre

imθ +
2iν2n

r3
fθe

inθ = λ2fre
imθ,

− ∂2
rfθe

inθ +
1

r
∂rfθe

inθ +
(νn)2

r2
fθe

inθ − 2im

r
fre

imθ = λ2fθe
inθ,que é satisfeito se, e somente se, m = n. Portanto, segue que as soluções da equação (4.13)são da forma

ω = einθ(fr(r)dr + fθ(r)dθ),om n ∈ Z. Em outras palavras, o operador ∆(1) deompõe-se omo
∆(1) =

∑

n∈Z
LnΠn,onde

Ln =

(

−∂2
r − 1

r∂r + (νn)2+1
r2

2iν2n
r3

−2in
r −∂2

r + 1
r∂r + (νn)2

r2

)

,sobre (L2(0, 1))2, e Πn é a projeção sobre o subespaço gerado por einθ do autoespaço relativoao autovalor n2 de −∂2
θ . Logo, preisamos resolver a equação dos autovalores

Lnu = λ2
nu,onde u = (fr, fθ) são duas funções em L2(0, l). Isto orresponde ao sistema







− ∂2
rfr −

1

r
∂rfr +

(νn)2 + 1

r2
fr +

2iν2n

r3
fθ = λ2

nfr,

− ∂2
rfθ +

1

r
∂rfθ +

(νn)2

r2
fθ −

2in

r
fr = λ2

nfθ.



62 4. O diso m-dimensionalCom a mudança de base (fr, fθ) = (νgr,−irgθ), obtemos






(

−∂2
r − 1

r
∂r +

(νn+ 1)2

r2

)

(gr + gθ) = λ2
n(gr + gθ),

(

−∂2
r − 1

r
∂r +

(νn− 1)2

r2

)

(gr − gθ) = λ2
n(gr − gθ).

(4.15)Usando resultados sobre soluções de equações de Bessel e onsiderando apenas soluções L2(da mesma maneira que no aso das 0-formas), temos que um onjunto ompleto de soluçõeslinearmente independentes é dado pelas duas autofunções






(gr, gθ)n = (J|νn+1|(λnr), J|νn+1|(λnr)),

(gr, gθ)n = (J|νn−1|(λnr),−J|νn−1|(λnr)).Portanto, a equação dos autovalores (4.13) relativa ao operador ∆(1), possui o sistemaompleto de soluções linearmente independente L2 om n ∈ Z

{

ωn,± = J|νn±1|(λnr)e
inθ (νdr − irdθ)

}

. (4.16)Por �m, apliamos as ondições de ontorno. Para 0-formas, deompomos omo na equa-ção (2.5) ωtg = ω e ωnorm = 0. As ondições de ontorno relativa dadas na equação (4.6)apliadas nas soluções da equação (4.11) mostram que λ =
jνn,k

l , onde jν,k são os zeros po-sitivos da função de Bessel Jν , ordenados de maneira resente, om k = 1, 2, . . . . Já que oonjunto {Jν(jν,kr)}k=1,2,... de�ne uma base ortogonal para o espaço L2(0, 1), provamos queo onjunto
{

φ0(θ)ψ0,k(r) = J0

(
j0,k

l
r

)

, φn,±(θ)ψn,k(r) = e±inθJνn

(
jνn,k

l
r

)}

n∈N0

,de�ne um sistema ompleto de soluções linearmente independentes da equação dos autovalores(4.9) para ∆(0) om ondições de ontorno de Dirihlet em r = l sobre L2(0, l), e onde λ =
jνn,k

lpara ambos φn,±Jνn quando n 6= 0.Por outro lado, as ondições de ontorno absoluta são dadas na equação (4.6). Apliandonas solução da equação (4.11), obtemos
∂ω

∂r
(l, θ) = λne

inθJ ′
|νn|(λnl) = 0,o que nos leva a λn =

j′
|νn|,k

l , onde j′νn,k são zeros de J ′
νn(z).O resultado para 2-formas é o dual das 0-formas. Note que, apliando a transformadade Liouville inversa, obtemos um sistema ompleto para ∆(2) om ondições de ontornoabsoluta:

{

λ
(2)
n,k =

j2ν|n|,k
l2

, ω
(2)
n,k(r, θ) = φn(θ)ρν|n|,k(r) = einθxJν|n|(

jν|n|,k
l

r)

}

n∈Z,k∈N0

.
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l sen α 63Para uma 1-forma ω(r, θ) = ωr(r, θ)dr + ωθ(r, θ)dθ, ωtan = ωθ e ωnorm = ωr. Note quenenhuma das soluções em (4.16) satisfaz as ondições de ontorno (4.8), para λn 6= 0. Assim,onsideramos ombinações lineares ωn,±(r, θ) = ω1,n(r, θ) ± ω2,n(r, θ). Apliando a ondiçãode ontorno relativa (4.8) em ωn,±(r, θ) obtemos, se n 6= 0, os autovalores

λ2
n,+ = j2|νn|,k/l

2, λ2
n,− = (j′|νn|,k)

2/l2.Se n = 0, temos λ2
0,+ = j21,k/l

2, e λ2
0,− = j20,k/l

2. Apliando a ondição de ontorno absolutade (4.8) para ωn,±(r, θ) obtemos, se n 6= 0, os autovalores
λ2

n,+ = (j′|νn|,k)
2/l2, λ2

n,− = j2|νn|,k/l
2.Se n = 0, temos λ2

0,+ = j20,k/l
2, e λ2

0,− = j21,k/l
2. As autoformas seguem da equação (4.16).Lema 8. O espetro do Laplaiano ∆

(q)

CαS2
l sen α

sobre as q-formas om ondições de ontornoabsoluta é:
Sp∆

(0)

CαS2
l sen α

=
{
(2n+ 1) : j̃2µn,k,−/l

2
}∞

n,k=1
∪
{

j23
2
,k
/l2
}∞

k=1
,

Sp∆
(1)

CαS2
l sen α

=
{

j23
2
,k
/l2
}∞

k=1
∪
{
(2n + 1) : j2µn,k/l

2
}∞

n,k=1

∪
{
(2n + 1) : j̃2µn,k,+/l

2
}∞

n,k=1
∪
{
(2n+ 1) : j̃2µn,k,−/l

2
}∞

n,k=1
,

Sp∆
(2)

CαS2
l sen α

=
{

j21
2
,k
/l2
}∞

k=1
∪
{
(2n + 1) : j2µn,k/l

2
}∞

n,k=1

∪
{
(2n + 1) : j̃2µn,k,+/l

2
}∞

n,k=1
∪
{
(2n+ 1) : j2µn,k/l

2
}∞

n,k=1
,

Sp∆
(3)

CαS2
l sen α

=
{
(2n+ 1) : j2µn,k/l

2
}∞

n,k=1
∪
{

j21
2
,k
/l2
}∞

k=1
,O espetro do operador Laplaiano ∆

(q)

CαS2
l sen α

sobre as q-formas om ondições de ontornorelativa é:
Sp∆

(0)

CαS2
l sen α

=
{
(2n+ 1) : j2µn,k/l

2
}∞

n,k=1
∪
{

j21
2
,k
/l2
}∞

k=1
,

Sp∆
(1)

CαS2
l sen α

=
{

j21
2
,k
/l2
}∞

k=1
∪
{
(2n + 1) : j2µn,k/l

2
}∞

n,k=1

∪
{
(2n + 1) : j̃2µn,k,+/l

2
}∞

n,k=1
∪
{
(2n+ 1) : j2µn,k/l

2
}∞

n,k=1
,

Sp∆
(2)

CαS2
l sen α

=
{

j23
2
,k
/l2
}∞

k=1
∪
{
(2n + 1) : j2µn,k/l

2
}∞

n,k=1

∪
{
(2n + 1) : j̃2µn,k,+/l

2
}∞

n,k=1
∪
{
(2n+ 1) : j̃2µn,k,−/l

2
}∞

n,k=1
,

Sp∆
(3)

CαS2
l sen α

=
{
(2n+ 1) : j̃2µn,k,−/l

2
}∞

n,k=1
∪
{

j23
2
,k
/l2
}∞

k=1
,onde (lembramos que ν = cosecα)

µn =

√

ν2n(n+ 1) +
1

4
,e onde os j̃ν,k,± são os zeros da função G±

ν (z) = ±1
2Jν(z) + zJ ′

ν(z).



64 4. O diso m-dimensionalDemonstração. Como antes, parametrizamos CαS
2
l sen α por

CαS
2
l sen α =







x1 = r senα sen θ2 cos θ1

x2 = r senα sen θ2 sen θ1

x3 = r senα cos θ2

x4 = r cosαonde (r, θ1, θ2) ∈ [0, l] × [0, 2π] × [0, π], 0 < α ≤ π/2 é um número real �xado e 0 < a =

senα ≤ 1. A métria induzida é
g = dr ⊗ dr + (a2r2 sen2 θ2)dθ1 ⊗ dθ1 + (a2r2)dθ2 ⊗ dθ2.O operador estrela de Hodge age nas formas da base omo segue:

∗ : 1 7→ a2r2 sen θ2dr ∧ dθ1 ∧ dθ2;

∗ : dr 7→ a2r2 sen θ2dθ1 ∧ dθ2, ∗ : dθ1 7→ −1

sen θ2
dr ∧ dθ2, ∗ : dθ2 7→ sen θ2dr ∧ dθ1;

∗ : dr ∧ dθ1 7→ 1

sen θ2
dθ2, ∗ : dr ∧ dθ2 7→ − sen θ2dθ1, ∗ : dθ1 ∧ dθ2 7→ 1

a2r2 sen θ2
dr;

∗ : dr ∧ dθ1 ∧ dθ2 7→ 1

a2r2 sen θ2
.O Laplaiano nas 0-formas é dado pela equação

∆(0)(ω) = −
(

2

r
∂rω + ∂2

rω +
cos θ2

a2r2 sen θ2
∂θ2ω +

∂2
θ2
ω

a2r2
+

∂2
θ1
ω

a2r2 sen2 θ2

)

,e no aso das 1-formas é
∆(1)(ωrdr + ωθ1dθ1 + ωθ2dθ2) =

(

−∂2
rωr +

2

r2
ωr −

2

r
∂rωr −

1

a2r2
∂2

θ2
ωr −

cos θ2
a2r2 sen θ2

∂θ2ωr

− 1

a2r2 sen2 θ2
∂2

θ1
ωr +

2

a2r3 sen2 θ2
∂θ1ωθ1 +

2

a2r3
∂θ2ωθ2 +

2cos θ2
a2r3 sen θ2

ωθ2

)

dr

+

(

−∂2
rωθ1 −

2

r
∂θ1ωr −

1

a2r2
∂2

θ2
ωθ1

+
cos θ2

a2r2 sen θ2
(∂θ2ωθ1 − 2∂θ1ωθ2) −

1

a2r2 sen2 θ2
∂2

θ1
ωθ1

)

dθ1

+

(

−∂2
rωθ2 −

2

r
∂θ2ωr −

1

a2r2
∂2

θ2
ωθ2 −

cos θ2
a2r2 sen θ2

∂θ2ωθ2

+
1

a2r2 sen2 θ2
(ωθ2 − ∂2

θ1
ωθ2) +

2 cos θ2
a2r2 sen3 θ2

∂θ1ωθ1

)

dθ2.
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l sen α 65Apliando a deomposição desrita na equação (2.5), obtemos das equações (2.6), e (2.7),os onjuntos de ondições de ontorno.Para as 0-formas:

abs. : ∂rω(l, θ1, θ2) = 0, rel. : ω(l, θ1, θ2) = 0. (4.17)Para as 1-formas:
abs. :







ωr(l, θ1, θ2) = 0

∂rωθ1(l, θ1, θ2) = 0

∂rωθ2(l, θ1, θ2) = 0,

rel. :







ωθ1(l, θ1, θ2) = 0

ωθ2(l, θ1, θ2) = 0

∂r(r
2ωr)(l, θ1, θ2) = 0,

(4.18)onde ω(r, θ1, θ2) = ωr(r, θ1, θ2)dr + ωθ1(r, θ1, θ2)dθ1 + ωθ2(r, θ1, θ2)dθ2.O próximo passo é resolver as equações dos autovalores. Para as 0-formas:
∆(0)(ω) = −∂2

rω − 2

r
∂rω +

1

a2r2
∆

(0)
S2 (ω) = λ2ω (4.19)Deompomos o problema nos autoespaços de ∆

(0)
S2 . Seja Y k

n (θ1, θ2) = eikθ1P
|k|
n (cos θ2),onde P |k|

n (cos θ2) são os polin�mios assoiados de Legendre e |k| ≤ n. Y k
n (θ1, θ2) é um sistemaompleto de autoformas para ∆

(0)
S2 e os autovalores são n(n+ 1), om multipliidade 2n+ 1 e

n ∈ Z, n ≥ 0. Então,
∆(0) =

∑

n≥0

TnΠn,om
Tn = −∂2

rω − 2

r
∂rω +

ν2n(n+ 1)

r2
,e a equação dos autovalores �a

Tn(u) =

(

−∂2
rω − 2

r
∂rω +

ν2n(n+ 1)

r2

)

u = λ2u.Isto pode ser resolvido em termos de funções de Bessel e a solução é un(r) = r−
1
2Jµn(λnr).Assim a solução para a equação do 0-Laplaiano é

ψ
(0)
1,n(r, θ1, θ2) = r−

1
2Jµn(λnr)Y

k
n (θ1, θ2), e ψ

(0)
E (r, θ1, θ2) = r−

1
2J 1

2
(λnr). (4.20)Para as 1-formas temos

∆(1)(ω) = λ2ω (4.21)om ω = ωrdr + ωθ1dθ1 + ωθ2dθ2. Esreva ω = fθ1θ2(r)φ(θ1, θ2) + fr(r)h(θ1, θ2)dr onde
φ = fθ1dθ1 + fθ2dθ2 e h(θ1, θ2) é uma 0-forma em S2. Assim, substituindo em (4.21), temoso sistema







(−∂2
rfθ1θ2)φ+

∆
(1)
S2 (φ)

a2r2
fθ1θ2 −

2frd(h)

r
= λ2fθ1θ2φ,

dr

(

(−∂2
rfr −

2

r
∂rfr +

2

r2
fr)h+

∆
(0)
S2 (h)

a2r2
fr −

2fθ1θ2d
†
S2(φ)

a2r3

)

=dr(λ2frh).

(4.22)



66 4. O diso m-dimensionalConsidere fr = 0 ou h = 0 e φ uma autoforma oexata em S2 om autovalor não nulo. Entãotemos a equação, para n ≥ 1,
(−d2

rfθ1θ2)φ+
ν2n(n+ 1)fθ1θ2

r2
φ = λ2fθ1θ2φ.Resolvendo esta equação em r enontramos que fθ1θ2 = r

1
2Jµn(λnr) e, então,

ψ
(1)
1,n = r

1
2Jµn(λnr)φ.Note que φ = d†

S2(sen θ2Y
k
n (θ1, θ2)dθ1 ∧ dθ2). Agora onsideramos fr 6= 0, fθ1θ2 6= 0, e huma 0-autoforma oexata de S2 om autovalor não nulo tal que d(h) = φ. Assim, ∆

(1)
S2 (φ) =

n(n+ 1)φ, d†
S2(d(h)) = n(n+ 1)h, e o sistema (4.22) �a







(−∂2
rfθ1θ2)φ+

n(n+ 1)fθ1θ2

a2r2
φ− 2fθ1θ2φ

r
= λ2fθ1θ2φ,

(−∂2
rfr −

2

r
∂rfr +

2

r2
fr)h+

n(n+ 1)h

a2r2
fr −

2n(n+ 1)fθ1θ2(φ)

a2r3
= λ2frh.Mudando a base (fθ1θ2, fr) = (r−

1
2 gr, ∂r(r

− 1
2 gr)) resolvemos o sistema e a solução é gr =

Jµn(λnr). Assim a solução para o sistema (4.22), neste aso, é
ψ

(1)
2,n = r−

1
2Jµn(λnr)φ(θ1, θ2) + ∂r(r

− 1
2Jµn(λnr))h(θ1, θ2)dronde h(θ1, θ2) = Y k

n (θ1, θ2).Considere agora fr 6= 0, fθ1θ2 6= 0 e γ uma 0-autoforma oexata de S2 om autovalor nãonulo tal que d(γ) = φ e d†
S2d(γ) = h. Então h = n(n+ 1)ψ e o sistema (4.22) �a







(−∂2
rfθ1θ2)φ+

n(n+ 1)fθ1θ2

a2r2
φ− 2frn(n+ 1)

r
φ = λ2fθ1θ2φ,

dr

(

(−∂2
rfr −

2

r
∂rfr +

2

r2
fr)h+

n(n+ 1)fr

a2r2
h− 2fθ1θ2

a2r3
h

)

= dr(λ2frh).
(4.23)Mudando a base (fθ1θ2 , fr) = (∂r(r

1
2 gr), r

− 3
2 gr) resolvemos o sistema (4.23) e a solução é

gr = Jµn(λnr). Assim a solução para o sistema (4.22) �a
ψ

(1)
3,n = ∂r(r

1
2Jµn(λnr))(λnr)φ(θ1, θ2) + r−

3
2Jµn(λnr)h(θ1, θ2)dronde ψ(θ1, θ2) = Y k

n (θ1, θ2).No aso em que ∆
(1)
S2 (φ) = ∆

(0)
S2 (h) = 0 temos a equação

dr

(

(−∂2
rfr −

2

r
∂rfr +

2

r2
fr)h

)

= dr(λ2frh).Assim, mudando a base fr = ∂r(r
− 1

2 gr) enontramos gr = J 1
2
(λ0r) e a solução é

ψ
(1)
O = ∂r(r

− 1
2J 1

2
(λ0r))h.
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l sen α 67Sabemos que a deomposição de Hodge das formas L2 em formas exatas e oexatas valemomo no aso suave (ver seção 1.4 e [10℄), onluímos que a equação (4.21) possui o seguintesistema ompleto de soluções L2 linearmente independente, om λ 6= 0,

ψ
(1)
1,n = r

1
2Jµn(λr)d†

S2(sen θ2Y
k
n (θ1, θ2)dθ1 ∧ dθ2)

ψ
(1)
2,n = ∂r(r

− 1
2Jµn(λr))Y k

n (θ1, θ2)dr + r−
1
2Jµn(λr)d(Y k

n (θ1, θ2))

ψ
(1)
3,n = r−

3
2Jµn(λr)(n(n+ 1))ν2Y k

n (θ1, θ2)dr + ∂r(r
1
2Jµn(λr))d(Y k

n (θ1, θ2))

ψ
(1)
O = ∂r(r

− 1
2J 1

2
(λr))dr.

(4.24)
A seguir determinaremos os autovalores.0-formasTemos apenas dois tipos de formas em (4.20), que são:

ψ
(0)
1,n = r−

1
2Jµn(λr)φ(0)

n , ψ
(0)
E = r−

1
2J 1

2
(λr)φ(0)

n .Usando as ondições de ontorno absoluta em (4.17) obtemos
∂r(ψ

(0)
1,n)(l, θ1, θ2) = ∂r(r

− 1
2Jµn(λr)φ(0)

n )(l, θ1, θ2) = 0

∂r(ψ
(0)
E )(l, θ1, θ2) = ∂r(r

− 1
2J 1

2
(λr)φ(0)

n )(l, θ1, θ2) = 0e assim preisamos do quadrado das soluções de −1
2 l

− 3
2Jµn(lλ) + l−

1
2λJ ′

µn
(lλ) = 0 e de

−λ− 1
2J 3

2
(lλ) = 0 que são

λ2 =
j̃2µn,k,−
l2

e λ2 =
j23

2
,k

l2
.Considerando as ondições de ontorno relativa em (4.17) e apliando em ψ

(0)
1,n e ψ(0)

E ,obtemos que ψ(0)
1,n(l, θ1, θ2) = ψ

(0)
E (l, θ1, θ2) = 0 e então os autovalores são
λ2 =

j2µn,k

l2
e λ2 =

j21
2
,k

l2
.1-formasNeste aso temos quatro tipos de formas em (4.24) (s = 1, 2):

ψ
(1)
1,n = r

1
2Jµn(λr)φ(1)

n , ψ
(1)
2,n = ∂r(r

− 1
2Jµn(λr))φ(0)

n dr + r−
1
2Jµn(λr)dφ(0)

n ,

ψ
(1)
O = ∂r(r

− 1
2J 1

2
(λr))φ(0)

n dr, ψ
(1)
3,n = n(n+ 1)r−

3
2Jµn(λr)ν2φ(0)

n dr + ∂r(r
1
2Jµn(λr))dφ(0)

n .



68 4. O diso m-dimensionalUsando as ondições de ontorno absoluta em (4.18) temos, para os quatro tipos,
∂r((ψ

(1)
1,n)θs)(l, θ1, θ2) = ∂r(r

1
2Jµn(λr))(l) = 0

(ψ
(1)
2,n)r(l, θ1, θ2) = ∂r((β

(1)
n )θs)(l, θ1, θ2) = ∂r(r

− 1
2Jµn(λr))(l) = 0

(ψ
(1)
3,n)r(l, θ1, θ2) = Jµn(lλ) = 0

∂r(γ
(1)
n )θs(l, θ1, θ2) = −1

4
Jµn(lλ) + λJ ′

µn
(lλ) + λ2J ′′

µn
(lλ) = 0

∂r(ψ
(1)
O )(l, θ1, θ2) = ∂r(r

− 1
2J 1

2
(λr))(1) = 0.Desta forma obtemos os quadrados dos zeros das seguinte equações,

1

2
Jµn(lλ) + lλJ ′

µn
(lλ) = 0,

−1

2
Jµn(lλ) + lλJ ′

µn
(lλ) = 0,

Jµn(lλ) = 0,

λ−
1
2J− 1

2
(lλ) = 0

−λ− 1
2J 3

2
(lλ) = 0,que são

λ2 =
j̃2µn,k,+

l2
, λ2 =

j̃2µn,k,−
l2

, λ2 =
j2µn,k

l2
e λ2 =

j23
2
,k

l2
.Usando as ondições de ontorno relativa em (4.18) obtemos, para os quatro tipos,

(ψ
(1)
1,n)θs(l, θ1, θ2) = (r

1
2Jµn(λr))(l) = 0

(ψ
(1)
2,n)θs(l, θ1, θ2) = Jµn(lλ) = 0

∂r(r
2(ψ

(1)
2,n)r)(l, θ1, θ2) = −1

4
Jµn(lλ) + lλJ ′

µn
(lλ) + (lλ)2J ′′

µn
(lλ) = 0

∂r((ψ
(1)
3,n)θs)(l, θ1, θ2) =

1

2
Jµn(lλ) + lλJ ′

µn
(lλ) = 0

∂r(r
2(ψ

(1)
3,n)r)(l, θ1, θ2) =

1

2
Jµn(lλ) + lλJ ′

µn
(lλ) = 0

∂r(r
2(ψ

(1)
O )r)(l, θ1, θ2) = ∂r(r

2∂r(r
− 1

2J 1
2
(λr)))(1) = 0e assim é neessário determinar o quadrado dos zeros de Jµn(lλ) = 0, −1

4Jµn(lλ)+ lλJ ′
µn

(lλ)+

(lλ)2J ′′
µn

(lλ) = 0, 1
2Jµn(lλ) + lλJ ′

µn
(lλ) = 0 e J 1

2
(lλ) = 0, que são

λ2 =
j2µn,k

l2
(duas vezes), λ2 =

j̃2µn,k,+

l2
e λ2 =

j21
2
,k

l2
.Isto onlui a prova para as 0-formas e 1-formas. O resultado para as 2-formas e as

3-formas segue por dualidade.
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l sen α e CαS

2
l sen α 694.3.2 Torção Analítia do one sobre o íruloTeorema 15. A Torção Analítia do one CαS

1
l sen α de ângulo α e omprimento l > 0, sobreo írulo, om a métria padrão gE induzida pela imersão, om ondições de ontorno absoluta

(relativa) e uma representação ortogonal de posto 1 é:
log Tabs(CαS

1
l sen α) = − log Trel(CαS

1
l sen α) =

1

2
log(πl2 senα) +

1

2
senα.Em partiular, para o diso D2

l temos:
log Tabs(D

2
l ) = − log Trel(D

2
l ) =

1

2
log πl2 +

1

2
.Demonstração. Claramente, a Torção Analítia om ondições de ontorno absoluta no bordooinide, a menos de sinal, om a Torção Analítia om ondições de ontorno relativa nobordo. Usando a análise na seção 4.3.1, as função zetas relevantes são

ζ(s,∆(1)) =

∞∑

k=1

j−2s
0,k

l−2s
+

∞∑

k=1

j−2s
1,k

l−2s
+ 2

∞∑

n,k=1

j−2s
νn,k

l−2s
+ 2

∞∑

n,k=1

(j′νn,k)
−2s

l−2s
,

ζ(s,∆(2)) =

∞∑

k=1

j−2s
0,k

l−2s
+ 2

∞∑

n,k=1

j−2s
νn,k

l−2s
,e pela equação (2.11), a torção é (a = senα = 1

ν )
log Tabs((CαS

1
la, gE); ρ) = −1

2
ζ ′(0,∆(1)) + ζ ′(0,∆(2)).De�na a função

t(s) = −1

2
ζ(s,∆(1)) + ζ(s,∆(2))

=
1

2
l2s

∞∑

k=1

j−2s
0,k − 1

2
l2s

∞∑

k=1

j−2s
1,k + l2s

∞∑

n,k=1

j−2s
νn,k − l2s

∞∑

n,k=1

(j′νn,k)
−2s

= l2s

(
1

2
z0(s) −

1

2
z1(s) + Z(s) − Ẑ(s)

)

,então
log Tabs((CαS

1
la, gE); ρ) = t′(0) = log l2

(
1

2
z0(0) −

1

2
z1(0) + Z(0) − Ẑ(0)

)

+
1

2
z′0(0) −

1

2
z′1(0) + Z ′(0) − Ẑ ′(0).Usando a equação (1.22) da seção 1.5, alulamos z0/1(0) e z′0/1(0). Obtemos

log Tabs((CαS
1
la, gE); ρ) =

(
1

4
+ Z(0) − Ẑ(0)

)

log l2 + Z ′(0) − Ẑ ′(0) − 1

2
log 2. (4.25)Falta determinar as diferenças Z(0) − Ẑ(0) e Z ′(0) − Ẑ ′(0). Usaremos o teorema 5. Asseqüênias relevantes são as seqüênias duplas S = {j2νn,k} e Ŝ = {(j′νn,k)

2} e a seqüênia



70 4. O diso m-dimensionalsimples é U = {νn}∞n=1. Ainda Z(s) = ζ(s, S), Ẑ(s) = ζ(s, Ŝ). Usando estimativas lássiaspara os zeros da função de Bessel [48℄, temos que o genus de S é 1, o genus de U é 1, e os genusrelativos de S são (1, 0, 0). Mostremos que U ,Sn, e Ŝn são seqüênias totalmente regular dotipo espetral. Para U , é direto (veja ainda [43℄ seção 3.1), omo ζ(s, U) = ν−sζR(s). Para
S e Ŝ note que temos as seguintes representações omo produtos (a primeira é lássia, ver[48℄, a segunda segue usando o teorema da fatorização de Hadamard, ver [12℄)

Iν(z) =
zν

2νΓ(ν + 1)

∞∏

k=1

(

1 +
z2

j2ν,k

)

, I ′ν(z) =
zν−1

2νΓ(ν)

∞∏

k=1

(

1 +
z2

(j′ν,k)
2

)

. (4.26)Usando estas representações, obtemos as seguintes representações para as funções Gammaassoiadas as seqüênias Sn e Ŝn. Para utilizarmos depois, apresentamos as representaçõespara as funções Gamma assoiada as seqüênias Sn/u
2
n, e S′

n/u
2
n. Pela de�nição da equação(1.17), om z =

√
−λ, temos

log Γ(−λ, Sn/(νn)2) = − log
∞∏

k=1

(

1 +
(−λ)(νn)2

j2νn,k

)

= − log Iνn(νn
√
−λ) + (νn) log

√
−λ

+ νn log(νn) − νn log 2 − log Γ(νn+ 1),

log Γ(−λ, Ŝn/(νn)2) = − log
∞∏

k=1

(

1 +
(−λ)(νn)2

(j′νn,k)
2

)

= − log I ′νn(νn
√
−λ) + (νn− 1) log

√
−λ

+ νn log(νn) − νn log 2 − log Γ(νn+ 1).Uma primeira onseqüênia desta representação é que temos uma expansão assintótiapara as funções Gamma log Γ(−λ, Sn) e log Γ(−λ, Ŝn) e, portanto, Sn e Ŝn são seqüêniasdo tipo espetral. Mais ainda, onsiderando as expansões, vemos que ambas são seqüêniastotalmente regulares de ordem in�nita.A seguir, provamos que S e Ŝ são deompostas espetralmente sobre U om potênia
κ = 2 e omprimento ℓ = 2, omo na de�nição 13. Temos que mostrar que as funções
log Γ(−λ, Sn/u

2
n) e log Γ(−λ, Ŝn/u

2
n) tem a expansão uniforme apropriada para n grande. Istosegue usando as expansões uniformes para as funções de Bessel, dadas em [35℄ no apítulo 10na seção 7,

Iν(νz) =
eν

√
1+z2

e
ν log z

1+
√

1+z2

√
2πν(1 + z2)

1
4

(

1 + U1(z)
1

ν
+O(ν−2)

)

,om U1(z) = 1
8
√

1+z2
− 5

24(1+z2)
3
2
, e

I ′ν(νz) =
(1 + z2)

1
4 eν

√
1+z2

e
ν log z

1+
√

1+z2

√
2πνz

(

1 + V1(z)
1

ν
+O(ν−2)

)

,
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l sen α 71om V1(z) = − 3

8
√

1+z2
+ 7

24(1+z2)
3
2
. Usando a expansão lássia para o logaritmo da funçãoGamma de Euler, [21℄ 8.344, obtemos, para n grande, uniformemente em λ,

log Γ(−λ, Sn/u
2
n) =

∞∑

h=0

φh−1(λ)u1−h
n

=
(

1 − log 2 −
√

1 − λ+ log(1 +
√

1 − λ)
)

νn

+
1

4
log(1 − λ) −

(

U1(
√
−λ) +

1

12

)
1

νn
+O

(
1

(νn)2

)

,

log Γ(−λ, Ŝn/u
2
n) =

∞∑

h=0

φ̂h−1(λ)u1−h
n

=
(

1 − log 2 −
√

1 − λ+ log(1 +
√

1 − λ)
)

νn

− 1

4
log(1 − λ) −

(

V1(
√
−λ) +

1

12

)
1

νn
+O

(
1

(νn)2

)

,em partiular
φ1(λ) = −1

8

1

(1 − λ)
1
2

+
5

24

1

(1 − λ)
3
2

− 1

12
,

φ̂1(λ) =
3

8

1

(1 − λ)
1
2

− 7

24

1

(1 − λ)
3
2

− 1

12
.Note que o omprimento ℓ da deomposição é preisamente 2, pois e(U) = 1 e, portanto,o maior inteiro tal que h − 1 = σh ≤ 1 é 2, omo σ0 = −1, σ1 = 0, σ2 = 1. Entretanto, peloteorema 4, apenas o termo om σh = 1, assim h = 2, aparee na fórmula do teorema 5, omoo únio polo de ζ(s, U) é em s = 1. Apliaremos a fórmula do teorema 5. Primeiro, omo

Res0
s=1

ζ(s, U) =
1

ν
(γ + log ν), Res1

s=1
ζ(s, U) =

1

ν
,onde γ é a onstante de Euler. Segue que

ζ(0, S) − ζ(0, Ŝ) = −A0,1(0) + Â0,1(0) +
1

2ν
Res1
s=0

(Φ1(s) − Φ̂1(s)),

ζ ′(0, S) − ζ ′(0, Ŝ) = −A0,0(0) −A′
0,1(0) + Â0,0(0) + Â′

0,1(0)

+
1

2ν
Res0
s=0

(Φ1(s) − Φ̂1(s)) +
1

ν

(
3

2
γ + log ν

)

Res1
s=0

(Φ1(s) − Φ̂1(s)).

(4.27)Segundo, pela de�nição na equação (1.19),
Φ1(s) =

∫ ∞

0
ts−1 1

2πi

∫

Λθ,c

e−λt

−λ

(

−1

8

1

(1 − λ)
1
2

+
5

24

1

(1 − λ)
3
2

− 1

12

)

dλdt,

Φ̂1(s) =

∫ ∞

0
ts−1 1

2πi

∫

Λθ,c

e−λt

−λ

(

3

8

1

(1 − λ)
1
2

− 7

24

1

(1 − λ)
3
2

− 1

12

)

dλdt.



72 4. O diso m-dimensionalUsando a fórmula (1.23). Obtemos
Φ1(s) =

Γ
(
s+ 1

2

)

12
√
πs

(1 + 5s), Φ̂1(s) =
Γ
(
s+ 1

2

)

12
√
πs

(1 − 7s),e assim
Res0
s=0

Φ1(s) =
5 − γ

12
− 1

6
log 2, Res1

s=0
Φ1(s) =

1

12
,

Res0
s=0

Φ̂1(s) = −7 + γ

12
− 1

6
log 2, Res1

s=0
Φ̂1(s) =

1

12
.Logo a equação (4.27), �a

Z(0) − Ẑ(0) = − (A0,1(0) − Â0,1(0)),

Z ′(0) − Ẑ ′(0) = −
(

A0,0(0) +A′
0,1(0) − Â0,0(0) − Â′

0,1(0)
)

+
1

2ν
.

(4.28)Tereiro, por meio da equação (1.21) e o teorema 4, os termos A0,0(0) e A′
0,1(0), são

A0,0(s) =
∞∑

n=1

(
a0,0,n − b1,0,0u

−1
n

)
u−2s

n ,

A0,1(s) =

∞∑

n=1

(
a0,1,n − b1,0,1u

−1
n

)
u−2s

n .Assim, preisamos da expansão, para λ grande, das funções log Γ(−λ, Sn/u
2
n) e φ1(λ). Usandoexpansões lássias para as funções de Bessel e sua derivada,

Iν(z) ∼
ez

√
2πz

∞∑

k=0

ckz
−k +O(e−z), I ′ν(z) ∼ ez

√
2πz

∞∑

k=0

ĉkz
−k +O(e−z), (4.29)onde c0 = ĉ0 = 1, ck = (−1)kΓ(ν+k+1/2)

2kk!Γ(ν−k+1/2)
, e os ĉk são ombinações �nitas dos ck e as fórmulasna equação (1.20), obtemos

a0,0,n =
1

2
log 2π +

(

νn+
1

2

)

log νn− νn log 2 − log Γ(νn+ 1),

a0,1,n =
1

2

(

νn+
1

2

)

,

b1,0,0 = − 1

12
, b1,0,1 = 0,e

â0,0,n =
1

2
log 2π +

(

νn+
1

2

)

log νn− νn log 2 − log Γ(νn+ 1),

â0,1,n =
1

2

(

νn− 1

2

)

,

b̂1,0,0 = − 1

12
, b̂1,0,1 = 0.
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A0,1(s) − Â0,1(s) =
1

2

∞∑

n=1

u−2s
n =

1

2
ζ(2s, U) =

1

2
ν−2sζ(2s),e assim

A0,1(0) − Â0,1(0) = −1

4
, A′

0,1(0) − Â′
0,1(0) =

1

2
log ν − 1

2
log 2π.Substituindo na equação (4.28) obtemos

Z(0) − Ẑ(0) =
1

4
,

Z ′(0) − Ẑ ′(0) = − 1

2
log ν +

1

2
log 2π +

1

2ν
.Com isto, em (4.25), obtemos

log Tabs(CαS
1
l sen α) =

1

2
log

π

ν
l2 +

1

2ν
. (4.30)Em partiular, para α = π

2 , temos que
log Tabs(D

2
l ) = − log Trel(D

2
l ) =

1

2
log πl2 +

1

2
.

4.3.3 Torção Analítia do one sobre uma esferaSeja
F (s, ν) =

∞∑

n=1

(2n + 1)µ−2s
n

(

log

(

1 +
1

2µn

)

− log

(

1 − 1

2µn

))

. (4.31)Teorema 16. A Torção Analítia do one CαS
2
l sen α de ângulo α e omprimento l > 0, sobrea esfera, om a métria padrão gE induzida pela imersão, om ondições de ontorno absoluta

(relativa), e uma representação ortogonal ρ do grupo fundamental de posto 1 é:
log Tabs(CαS

2
l sen α) = log Trel(CαS

2
l sen α) =

1

2
log

4

3
l3 − 1

2
F (0, cscα) +

1

4
sen2 α,onde a função F (s, ν) é dada omo anteriormente. Em partiular, para o diso D3

l temos:
log Tabs(D

3
l ) = log Trel(D

3
l ) =

1

2
log

4πl3

3
+

1

2
log 2 +

1

4
.Demonstração. Claramente a Torção Analítia om as ondições de ontorno absoluta e re-lativa oinidem neste aso, basta ver os autovalores. Consideramos o aso om ondições de



74 4. O diso m-dimensionalontorno absoluta no bordo. Usando a seção 4.3.1, as funções zeta relevantes são
ζ(s,∆(1)) =

∞∑

k=1

j−2s
3
2
,k

l−2s
+

∞∑

n,k=1

(2n + 1)
j−2s
µn ,k

l−2s
+

∞∑

n,k=1

(2n + 1)
j̃−2s
µn,k,±
l−2s

,

ζ(s,∆(2)) =

∞∑

k=1

j−2s
1
2
,k

l−2s
+ 2

∞∑

n,k=1

(2n+ 1)
j−2s
µn,k

l−2s
+

∞∑

n,k=1

(2n+ 1)
j̃−2s
µn,k,+

l−2s
,

ζ(s,∆(3)) =
∞∑

k=1

j−2s
1
2
,k

l−2s
+

∞∑

n,k=1

(2n + 1)
j−2s
µn ,k

l−2s
,e pela equação (2.11), a torção é

log Tabs((CαS
2
lα, gE), ρ) = −1

2
ζ ′(0,∆(1)) + ζ ′(0,∆(2)) − 3

2
ζ ′(0,∆(3)).De�na a função

t(s) = −1

2
ζ(s,∆(1)) + ζ(s,∆(2)) − 3

2
ζ(s,∆(3))

= −1

2

∞∑

k=1

j−2s
1
2
,k

l−2s
− 1

2

∞∑

k=1

j−2s
3
2
,k

l−2s
+

1

2

∞∑

n,k=1

(2n + 1)
j̃−2s
µn ,k,+

l−2s
− 1

2

∞∑

n,k=1

(2n+ 1)
j̃−2s
µn,k,−
l−2s

= l2s

(

−1

2
z 1

2
(s) − 1

2
z 3

2
(s) +

1

2
Z+(s) − 1

2
Z−(s)

)

,então
log Tabs(CαS

2
lα) = t′(0) = log l2

(

−1

2
z 1

2
(0) − 1

2
z 3

2
(0) +

1

2
Z+(0) − 1

2
Z−(0)

)

− 1

2
z′1

2
(0) − 1

2
z′3

2
(0) +

1

2
Z ′

+(0) − 1

2
Z ′
−(0).Usando as equações (1.22) da seção 1.5, obtemos

log Tabs(CαS
2
lα) =

(
3

4
+

1

2
Z+(0) − 1

2
Z−(0)

)

log l2 +
1

2
Z ′

+(0) − 1

2
Z ′
−(0) +

1

2
log

4

3
. (4.32)Falta estudar as diferenças Z+(0)−Z−(0) e Z ′

+(0)−Z ′
−(0). Para isto usaremos o teorema5, na forma apresentada no seu orolário. As seqüênias relevantes são as seqüênias duplas

S± = {j̃2µn,k,±} e a seqüênia simples U = {(2n + 1) : µn}∞n=1, onde
µn =

√

ν2n(n+ 1) +
1

4
,e Z±(s) = ζ(s, S±). Usando estimativas lássias para os zeros das funções de Bessel [48℄, ogenus de S± é 0, o genus de U é 2, e os genus relativos de S± são (1, 1, 0). Isto difere apenas doaso do írulo por g(S±,k), om k �xo. Usando estimativas lássias para os zeros das funçõesde Bessel, o omportamento destas seqüênias é dado pelo omportamento da seqüênia dosautovalores do Laplaiano sobre a esfera S2, que é onheido. Em partiular lembramos os
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l sen α 75prinipais fatos mais a frente. Veri�amos que U e S±,n são seqüênias totalmente regularesdo tipo espetral.Por de�nição da seqüênia U ,

ζ(s, U) = ν−sζ(s, L 1
4ν2

),onde Lq = {(2n + 1) :
√

n(n+ 1) + q}∞n=1. Assim, U está relaionado om a seqüênia deautovalores do Laplaiano sobre a 2-esfera transladado por uma onstante positiva q. Maispreisamente ζ(2s, L0) = ζ(s,Sp+∆
(0)
S2 ). A função zeta ζ(s,Sp+∆

(0)
S2 ) foi estudada em [43℄,seção 3.3, onde foi provado que e(Sp+∆

(0)
S2 ) = g(Sp+∆

(0)
S2 ) = 1 e que Sp+∆

(0)
S2 é uma seqüêniatotalmente regular do tipo espetral om ordem in�nita, por meio da apresentação expliitapara a fórmula da função Gamma assoiada Γ(−λ,U) em termos da Função G de Barnes.Segue que e(U) = g(U) = 2 e que U é uma seqüênia totalmente regular do tipo espetralom ordem in�nita. Ainda ζ(s,Sp+∆

(0)
S2 ) possui um polo simples em s = 1, om resíduos

Res0
s=1

ζ(s,Sp+∆
(0)
S2 ) = 2γ, Res1

s=1
ζ(s,Sp+∆

(0)
S2 ) = 1,e assim, ζ(s, L0) possui um polo simples em s = 2, om a mesma parte �nita e resíduodupliado. Expandindo a potênia do bin�mio, temos que

ζ(s, Lq) = ζ(s, L0) + f(s),onde f(s) é regular em s = 2. Portanto,
Res0
s=2

ζ(s, Lq) = 2γ + f(2), Res1
s=2

ζ(s, Lq) = 2,e
ζ(s, U) = ν−sζ(s, Lq) =

2

ν2

1

s− 2
+ f(s),próximo a s = 2, onde f(s) é alguma função regular. Para S±, proederemos omo segue.De�na a função

G±
ν (z) = ±1

2
Jν(z) + zJ ′

ν(z).Lembrando a de�nição da função de Bessel em série
Jν(z) =

zν

2ν

∞∑

k=0

(−1)kz2k

22kk!Γ(ν + k + 1)
, (4.33)obtemos próximo a z = 0

G±
ν (z) =

(

1 ± 1

2ν

)
zν

2νΓ(ν)
.Isto signi�a que a função Ĝ±

ν (z) = z−νG±
ν (z) é uma função par em z. Sejam zν,k,± os zerospositivos de G±

ν (z) ordenados em ordem resente. Pelo teorema da fatorização de Hadamard[12℄, temos a expansão em produto
Ĝ±

ν (z) = Ĝ±
ν (z)

+∞∏

k=−∞

′(

1 − z

zν,k,±

)

,



76 4. O diso m-dimensionale portanto
G±

ν (z) =

(

1 ± 1

2ν

)
zν

2νΓ(ν)

∞∏

k=1

(

1 − z2

z2
ν,k,±

)

.Agora, lembrando que (quando −π < arg(z) < π
2 )

Jν(iz) = e
π
2
iνIν(z), J

′
ν(iz) = e

π
2
iνe−

π
2
iI ′ν(z), (4.34)obtemos

G±
ν (iz) = e

π
2
iν

(

±1

2
Iν(z) + zI ′ν(z)

)

.Então, de�nimos (para −π < arg(z) < π
2 )

H±
ν (z) = e−

π
2
iνG±

ν (iz), (4.35)e assim
H±

ν (z) = ±1

2
Iν(z) + zI ′ν(z) =

(

1 ± 1

2ν

)
zν

2νΓ(ν)

∞∏

k=1

(

1 +
z2

z2
ν,k,±

)

.Usando estas representações, obtemos a representação a seguir para a função Gammaassoiada a seqüênia S±,n. Pela de�nição na equação (1.17), om z =
√
−λ, temos

log Γ(−λ, S±,n) = − log
∞∏

k=1

(

1 +
(−λ)

j̃2µn,k,±

)

= − logH±
µn

(
√
−λ) + µn log

√
−λ− log 2µnΓ(µn) + log

(

1 ± 1

2µn

)A primeira onseqüênia desta representação é que temos uma expansão assintótia om-pleta para a função Gamma log Γ(−λ, S±,n), e portanto Sn e Ŝn são seqüênias do tipoespetral. Considerando as expansões, segue que ambas são seqüênias totalmente regular dotipo espetral om ordem in�nita.A seguir, provamos que S± são espetralmente deompostas sobre U om potênia κ = 2e omprimento ℓ = 3. Temos que mostrar que as funções log Γ(−λ, S±,n/u
2
n) possuem aexpansão uniforme apropriada para n grande. Temos

log Γ(−λ, S±,n/µ
2
n) = − logH±

µn
(µn

√
−λ) + µn log

√
−λ+ µn log µn

− µn log 2 − log Γ(µn) + log

(

1 ± 1

2µn

)

.Lembrando as expansões dadas na seção 4.3.1, obtemos
H±

ν (νz) =
√
ν(1 + z2)

1
4
eν

√
1+z2

e
ν log z

1+
√

1+z2

√
2π

(

1 +W1,±(z)
1

ν
+W2,±(z)

1

ν2
+O(ν−3)

)

,onde
W1,±(p) = V1(p) ±

1

2
p, W2,±(p) = V2(p) ±

1

2
pU1(p),
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(1−λ)
1
2
e z =

√
−λ. Logo

W1,+(p) =
1

8
p+

7

24
p3, W2,+(p) = − 7

128
p2 +

79

192
p4 − 455

1152
p6,

W1,−(p) = −7

8
p+

7

24
p3, W2,−(p) = − 28

128
p2 +

119

192
p4 − 455

1152
p6.Com isto,

log Γ(−λ, Sn,±/µ
2
n) =

∞∑

h=0

φh−1,±(λ)µ1−h
n

=
(

1 −
√

1 − λ+ log(1 +
√

1 − λ) − log 2
)

µn

− 1

4
log(1 − λ) +

(

−W1,±(
√
−λ) ± 1

2
− 1

12

)
1

µn

+

(

−W2,±(
√
−λ) +

1

2
W 2

1,±(
√
−λ) − 1

8

)
1

µ2
n

+O

(
1

µ3
n

)

,e assim
φ1,+(λ) = −1

8

1

(1 − λ)
1
2

− 7

24

1

(1 − λ)
3
2

+
5

12
,

φ1,−(λ) =
7

8

1

(1 − λ)
1
2

− 7

24

1

(1 − λ)
3
2

− 7

12
,

φ2,+(λ) =
1

16

1

1 − λ
− 3

8

1

(1 − λ)2
+

7

16

1

(1 − λ)3
− 1

8
,

φ2,−(λ) =
9

16

1

1 − λ
− 7

8

1

(1 − λ)2
+

7

16

1

(1 − λ)3
− 1

8
.

(4.36)O omprimento ℓ da deomposição é preisamente 3, de fato, omo e(U) = 2, o maiorinteiro h tal que h−1 = σh ≤ 2 é 3, já que σ0 = −1, σ1 = 0, σ2 = 1, σ3 = 2. No entanto, peloteorema 4, apenas o termo om índie σh = 2, a saber h = 3, aparee na fórmula do teorema5, já que o únio polo de ζ(s, U) é em s = 2.Agora apliaremos a fórmula do teorema 5. Primeiro, omo κ = 2, Res0s=2 ζ(s, U) = K,e Res1s=2 ζ(s, U) = 2
ν2 , obtemos

ζ(0, S+) − ζ(0, S−) = −A0,1,+(0) +A0,1,−(0) +
1

ν2
Res1
s=0

(Φ2,+(s) − Φ2,−(s))

ζ ′(0, S+) − ζ ′(s, S−) = − (A0,0,+(0) +A′
0,1,+(0) −A0,0,−(0) −A′

0,1,−(0))

+
1

ν2
Res0
s=0

(Φ2,+(s) − Φ2,−(s)) +
K

2
Res1
s=0

(Φ2,+(s) − Φ2,−(s)).Segundo, pela equação (4.36),
φ2,+(λ) − φ2,−(λ) = −1

2

(
1

1 − λ
− 1

(1 − λ)2

)

,



78 4. O diso m-dimensionale assim, usando a de�nição da equação (1.19),
Φ2,+(s) − Φ2,−(s) = −1

2

∫ ∞

0
ts−1 1

2πi

∫

Λθ,c

e−λt

−λ

(
1

1 − λ
− 1

(1 − λ)2

)

.Com a fórmula (1.23), obtemos
Φ2,+(s) − Φ2,−(s) =

1

2
Γ(s+ 1),e assim

Res0
s=0

(Φ2,+(s) − Φ2,−(s)) =
1

2
, Res1

s=0
(Φ2,+(s) − Φ2,−(s)) = 0.Temos

Z+(0) − Z−(0) = −A0,1,+(0) +A0,1,−(0)

Z ′
+(0) − Z ′

−(0) = ζ ′(0, S+) − ζ ′(s, S−)

= − (A0,0,+(0) +A′
0,1,+(0) −A0,0,−(0) −A′

0,1,−(0)) +
1

2ν2
.

(4.37)Tereiro, pela equação (1.21) e o teorema 4, os termos A0,0(s) e A0,1(s), são
A0,0,±(s) =

∞∑

n=1

(
a0,0,n,± − b1,0,0,±u

−1
n

)
u−2s

n ,

A0,1,±(s) =

∞∑

n=1

(
a0,1,n,± − b1,0,1,±u

−1
n

)
u−2s

n .Assim, preisamos da expansão para λ grande das funções log Γ(−λ, Sn,±/u2
n) e φ2,±(λ).Usando as equações (4.29), (4.35) e a de�nição, obtemos

H±
ν (z) ∼

√
zez

√
2π

(

1 +

∞∑

k=1

bkz
−k

)

+O(e−z),para z grande. Portanto,
log Γ(−λ, Sn,±/µ

2
n) = − µn

√
−λ+

1

2

(

µn − 1

2

)

log(−λ) +
1

2
log 2π

+

(

µn − 1

2

)

log µn − log 2µnΓ(µn) + log

(

1 ± 1

2µn

)

+O

(
1√
−λ

)

.Ainda, da equação (4.36),
φ2,±(λ) = −1

8
+O

(
1

−λ

)

.Então,
a0,0,n,± =

1

2
log 2π +

(

µn − 1

2

)

log µn − log 2µnΓ(µn) + log

(

1 ± 1

2µn

)

,

a0,1,n,± =
1

2

(

µn − 1

2

)

,

b2,0,0,± = −1

8
, b2,0,1,± = 0.
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A0,0,+(s) −A0,0,−(s) =
∞∑

n=1

(2n+ 1)µ−2s
n

(

log

(

1 +
1

2µn

)

− log

(

1 − 1

2µn

))

= F (s, ν).Note que esta série onverge uniformemente para a parte real de smaior que 2, mas usandoa extensão analítia da função zeta ζ(s, U), esta série possui uma extensão analítia que éregular em s = 0. Substituindo em (4.37) temos
Z ′

+(0) − Z ′
−(0) = − F (0, ν) +

1

2ν2
.Substituindo em (4.32) obtemos

log T (CαS
2
l sen α) =

1

2
log

4l3

3
− 1

2
F (0, cscα) +

1

4
sen2 α. (4.38)Consideremos o aso do diso, onde ν = 1. Observe que, neste aso, µn = n+ 1

2 , e portanto
F (s, 1) =22s

∞∑

n=1

(2n+ 1)1−2s(log(n+ 1) − log n).Para Re(s) > 2, devido a onvergênia absoluta, podemos reorganizar os termos da soma.Obtemos
F (s, 1) = − 22s

∞∑

n=1

(
(2n + 1)1−2s − (2n − 1)1−2s

)
log n

=2
∞∑

j=0

(
1 − 2s

j

)
(1 − (−1)j)

2j
ζ ′R(2s + j − 1)

=2(1 − 2s)ζ ′R(2s) + 2

∞∑

k=1

(
1 − 2s

2k + 1

)
ζ ′R(2s + 2k)

22k+1
,e assim, F (0, 1) = 2ζ ′R(0) = − log 2π. Substituindo na equação (4.38),

log T (Cπ
2
S2

l ) = log T (D3
l ) =

1

2
log

4πl3

3
+

1

2
log 2 +

1

4
.
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Capítulo 5A onjetura para esferas de dimensãoímparO objetivo deste apítulo é apresentar uma ontribuição, no aspeto quantitativo,para o problema de estender o Teorema de Cheeger Müller no aso de espaços omsingularidades do tipo �nio. Neste sentido, determinamos a Torção Analítia doone sobre a esfera S3. O resultado obre o aso do diso e, portanto, mostrauma ontribuição para a disussão para a extensão do Teorema de Cheeger Müllerpara variedades suaves om bordo, a saber, o problema de estabeleer o termoan�malo orreto. Depois, usando o teorema 10, de uma maneira formal, faremosuma onjetura sobre a Torção Analítia do one sobre as esferas de dimensãoímpar. Este apítulo faz parte do artigo [24℄.5.1 Dimensão BaixaNesta seção determinaremos a Torção Analítia do one CαS
3
l sen α. Este é um aso interessanteque nos permite ter uma idéia de omo fazer para generalizar o resultado para CαS

2p−1
l sen α. Oproesso é basiamente o mesmo dos asos CαS

1
l sen α e CαS

2
l sen α, só que em CαS

3
l sen α novostermos apareem. Isto mostra o quanto que subir a dimensão da base di�ulta a solução doproblema.Preisamos do espetro do Laplaiano sobre as formas para CαS

3
l sen α. Não utilizaremoso método dos lemas 7 e 8. Neste, faremos uso do teorema 3 e, omo estaremos interessadosapenas no aso absoluto (o aso relativo segue da mesma forma e a únia diferença é o sinal),as ondições de ontorno da equação (2.6). Antes lembramos alguns resultados a respeito dosautovalores do Laplaiano na esfera S3.Em [23℄, Ikeda e Taniguhi exibem todo o espetro e seus respetivos autoespaço para Sn,para todo n. Preisamos apenas das autoformas oexatas para S3. Temos a tabela81



82 5. A onjetura para esferas de dimensão ímparDimensão Autovalor Multipliidade
0 n(n+ 2) (n+ 1)2

1 (n+ 1)2 2n(n + 2)

2 n(n+ 2) (n+ 1)2Tabela 5.1: Autovalores das autoformas oexatas da S3Usando os autovalores desta tabela, podemos provar o seguinte lema.Lema 9. O espetro do operador Laplaiano ∆
(q)

CαS3
l sen α

sobre as q-formas, om ondições deontorno absoluta, é:
Sp∆

(0)

CαS3
l sen α

=
{
j22,k/l

2
}∞

k=1
∪
{

(n+ 1)2 : j̃2µ0,n,k,−/l
2
}∞

n,k=1
,

Sp∆
(1)

CαS3
l sen α

=
{
j22/l

2
}∞

k=1
∪
{

2n(n+ 2) : (j′µ1,n,k)
2/l2

}∞

n,k=1

∪
{

(n+ 1)2 : j̃2µ0,n,k,−/l
2
}∞

n,k=1
∪
{

(n+ 1)2 : j2µ0,n,k/l
2
}∞

n,k=1
,

Sp∆
(2)

CαS3
l sen α

=
{

(n + 1)2 : j̃2µ0,n,k,+/l
2
}∞

n,k=1
∪
{

2n(n+ 2) : (j′µ1,n,k)
2/l2

}∞

n,k=1

∪
{

2n(n + 2) : j2µ1,n,k/l
2
}∞

n,k=1
∪
{

(n+ 1)2 : j2µ0,n,k/l
2
}∞

n,k=1
,

Sp∆
(3)

CαS3
l sen α

=
{
j21/l

2
}∞

k=1
∪
{

(n+ 1)2 : j̃2µ0,n,k,+/l
2
}∞

n,k=1

∪
{

(n+ 1)2 : j2µ0,n,k/l
2
}∞

n,k=1
∪
{

2n(n+ 2) : j2µ1,n,k/l
2
}∞

n,k=1
,

Sp∆
(4)

CαS3
l sen α

=
{
j21,k/l

2
}∞

k=1
∪
{

(n+ 1)2 : j̃2µ0,n,k/l
2
}∞

n,k=1
,onde

µ0,n =
√

ν2n(n+ 2) + 1, µ1,n = ν(n+ 1),e onde os j̃ν,k,± são os zeros da função T±
ν (z) = ±Jν(z) + zJ ′

ν(z).Demonstração. Parametrizamos CαS
3
l sen α por

CαS
3
l sen α =







x1 = r senα sen θ3 sen θ2 cos θ1

x2 = r senα sen θ3 sen θ2 sen θ1

x3 = r senα sen θ3 cos θ2

x4 = r senα cos θ3

x5 = r cosαonde (r, θ1, θ2, θ3) ∈ [0, l] × [0, 2π] × [0, π] × [0, π], 0 < α ≤ π/2 é um número real �xado e
0 < a = senα ≤ 1. A métria induzida é (para r > 0)
g = dr ⊗ dr + (a2r2 sen2 θ2 sen2 θ3)dθ1 ⊗ dθ1 + (a2r2 sen2 θ3)dθ2 ⊗ dθ2 + (a2r2)dθ3 ⊗ dθ3.



5.1. Dimensão Baixa 83Usando as ondições de ontorno absoluta nas formas, desrita na equação (2.6), obtemosas equações a seguir.Para as 0-formas:
abs. : ∂rω(r, θ1, θ2, θ3)|r=l = 0. (5.1)Para as 1-formas:

abs. :







ωr(r, θ1, θ2, θ3)|r=l = 0

∂rωθ1(r, θ1, θ2, θ3)|r=l = 0

∂rωθ2(r, θ1, θ2, θ3)|r=l = 0

∂rωθ3(r, θ1, θ2, θ3)|r=l = 0.

(5.2)Para as 2-formas, om i = 1, 2, 3:
abs. :







ωrθi
(r, θ1, θ2, θ3)|r=l = 0

∂rωθ1θ2(r, θ1, θ2, θ3)|r=l = 0

∂rωθ1θ3(r, θ1, θ2, θ3)|r=l = 0

∂rωθ2θ3(r, θ1, θ2, θ3)|r=l = 0.

(5.3)Para as 3-formas:
abs. :







ωrθ1θ2(r, θ1, θ2, θ3)|r=l = 0

ωrθ1θ3(r, θ1, θ2, θ3)|r=l = 0

ωrθ2θ3(r, θ1, θ2, θ3)|r=l = 0

∂rωθ1θ2θ3(r, θ1, θ2, θ3)|r=l = 0.

(5.4)Para as 4-formas:
abs. : ωrθ1θ2θ3(r, θ1, θ2, θ3)|r=l = 0. (5.5)Agora usando os autovalores das autoformas oexatas da S3 que estão na tabela 5.1 e adesrição feita no teorema 3 temos que µ0,n = µ2,n =

√

ν2n(n+ 2) + 1 e µ1,n = ν(n + 1), eas autoformas do Laplaiano de CαS
3
l sen α são as que seguem.Para 0-formas:

ψ
(0)
1,n = x−1Jµ0,n(λx)φ(0)

n (θ1, θ2, θ3), ψ
(0)
E = x−1J1(λx)h

0(θ1, θ2, θ3).Para as 1-formas:
ψ

(1)
1,n = x−1Jµ1,n(λx)φ(1)

n (θ1, θ2, θ3),

ψ
(1)
2,n = x−1Jµ0,n(λx)dφ(0)

n (θ1, θ2, θ3) + ∂x(x−1Jµ0,n(λx))dx ∧ ψ(0)
n (θ1, θ2, θ3),

ψ
(1)
3,n = x−1∂x(xJµ0,n(λx))dφ(0)

n (θ1, θ2, θ3) + x−2Jµ0,n(λx)dx ∧ δ̃d̃φ(0)
n (θ1, θ2, θ3),

ψ
(1)
O = ∂x(x−1J1(λx))dx ∧ h(0)(θ1, θ2, θ3)
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ψ

(2)
1,n = xJµ0,n(λx)φ(2)

n (θ1, θ2, θ3),

ψ
(2)
2,n = Jµ1,n(λx)dφ(1)

n (θ1, θ2, θ3) + ∂x(Jµ1,n(λx))dx ∧ φ(2)
n (θ1, θ2, θ3),

ψ
(2)
3,n = x∂x(Jµ1,n (λx))dφ(1)

n (θ1, θ2, θ3) + x−1Jµ1,n(λx)dx ∧ δ̃d̃φ(1)
n (θ1, θ2, θ3),

ψ
(2)
4,n = Jµ0,n(λx)dx ∧ dφ(0)

n (θ1, θ2, θ3).Para as 3-formas:
ψ

(3)
2,n = xJµ0,n(λx)dφ(2)

n (θ1, θ2, θ3) + ∂x(xJµ0,n(λx))dx ∧ φ(2)
n (θ1, θ2, θ3),

ψ
(3)
3,n = x3∂x(x−1Jµ0,n(λx))dφ(2)

n (θ1, θ2, θ3) + Jµ0,n(λx)dx ∧ δ̃d̃φ(2)
n (θ1, θ2, θ3),

ψ
(3)
4,n = xJµ1,n(λx)dx ∧ dφ(1)

n (θ1, θ2, θ3),

ψ
(3)
E = x2J2(λx)h

3(θ1, θ2, θ3).Para as 4-formas:
ψ

(4)
4,n = x2Jµ0,n(λx)dx ∧ dφ(2)

n (θ1, θ2, θ3), ψ
(4)
O = ∂x(x2J2(λx))dx ∧ h3(θ1, θ2, θ3).Onde os φ(i)

n (θ1, θ2, θ3), para i = 0, 1, 2, são autoformas oexatas para o Laplaiano na S3, e
h(0)(θ1, θ2, θ3), e h(3)(θ1, θ2, θ3) são formas harm�nias do Laplaiano na S3.Com estas autoformas e as ondições de ontorno dadas nas equações (5.1), (5.2), (5.3),(5.4) e (5.5), o resultado proede.Teorema 17. A Torção Analítia do one CαS

3
l sen α de ângulo α e omprimento l > 0, sobrea três esfera S3, om a métria induzida pela imersão em R5, om ondições de ontornoabsoluta é:

log T (CαS
3
l sen α) =

1

2
log Vol(CαS

3
l sen α) +

3

4
senα− 1

12
sen3 α

=
1

2
log

π2l4 sen3 α

2
+

3

4
senα− 1

12
sen3 α.Demonstração. Usando o lema anterior, as funções zeta relevantes para a Torção Analítiasão

ζ(s,∆(1)) =

∞∑

k=1

j−2s
2,k

l−2s
+ 2

∞∑

n,k=1

n(n+ 2)
(j′µ1,n,k)

−2s

l−2s
+

∞∑

n,k=1

(n+ 1)2
j̃−2s
µ0,n,k,−
l−2s

+
∞∑

n,k=1

(n+ 1)2
j−2s
µ0,n,k

l−2s
,

ζ(s,∆(2)) =

∞∑

n,k=1

(n+ 1)2
j̃−2s
µ0,n,k,+

l−2s
+ 2

∞∑

n,k=1

n(n+ 2)
(j′µ1,n ,k)

−2s

l−2s

+ 2
∞∑

n,k=1

n(n+ 2)
j−2s
µ1,n ,k

l−2s
+

∞∑

n,k=1

(n + 1)2
j−2s
µ0,n,k

l−2s
,
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ζ(s,∆(3)) =

∞∑

k=1

j−2s
1,k

l−2s
+ 2

∞∑

n,k=1

n(n+ 2)
j−2s
µ1,n,k

l−2s
+

∞∑

n,k=1

(n+ 1)2
j̃−2s
µ0,n,k,+

l−2s

+

∞∑

n,k=1

(n+ 1)2
j−2s
µ0,n,k

l−2s
,

ζ(s,∆(4)) =

∞∑

k=1

j−2s
1,k

l−2s
+

∞∑

n,k=1

(n+ 1)2
j−2s
µ0,n,k

l−2s
.Pela equação (2.11), a torção é (a = senα = 1

ν )
log T (CαS

3
la) = −1

2
ζ ′(0,∆(1)) + ζ ′(0,∆(2)) − 3

2
ζ ′(0,∆(3)) + 2ζ ′(0,∆(4)).De�na a função

t(s) = − 1

2
ζ(s,∆(1)) + ζ(s,∆(2)) − 3

2
ζ(s,∆(3)) + 2ζ(s,∆(4))

=
1

2

∞∑

k=1

j−2s
1,k

l−2s
− 1

2

∞∑

k=1

j−2s
2,k

l−2s
+

∞∑

n,k=1

n(n+ 2)
(j′µ1,n ,k)

−2s

l−2s
−

∞∑

n,k=1

n(n+ 2)
j−2s
µ1,n ,k

l−2s

+

∞∑

n,k=1

(n+ 1)2
j−2s
µ0,n,k

l−2s
− 1

2

∞∑

n,k=1

(n+ 1)2
j̃−2s
µ0,n,k,−
l−2s

− 1

2

∞∑

n,k=1

(n + 1)2
j̃−2s
µ0,n,k,+

l−2s

=l2s

(
1

2
z1(s) −

1

2
z2(s) + Ẑ(s) − Z(s) + Z0(s) −

1

2
Z+(s) − 1

2
Z−(s)

)

,então
log T (CαS

3
la) = t′(0)

=
1

2
z′1(0) −

1

2
z′2(0) + Ẑ ′(0) − Z ′(0) + Z ′

0(0) −
1

2
Z ′

+(0) − 1

2
Z ′
−(0)

+ log l2
(

1

2
z1(0) −

1

2
z2(0) + Ẑ(0) − Z(0) + Z0(0) −

1

2
Z+(0) − 1

2
Z−(0)

)

.Usando as equações (1.22) da seção 1.5, alulamos z1/2(0) e z′1/2(0). Obtemos
log T (CαS

3
la) =

(
1

4
+ Ẑ(0) − Z(0) + Z0(0) −

1

2
Z+(0) − 1

2
Z−(0)

)

log l2

+

(

− log 2 + Ẑ ′(0) − Z ′(0) + Z ′
0(0) −

1

2
Z ′

+(0) − 1

2
Z ′
−(0)

)

.

(5.6)Para determinar a parte remanesente, usaremos o orolário 1 do teorema 5. Consi-deraremos separadamente duas funções Z(s) − Ẑ(s) e 2Z0(s) − Z+(s) − Z−(s). No pri-meiro aso, as seqüênias relevantes são as seqüênias duplas S = {n(n + 2) : j2µ1,n,k}e Ŝ = {n(n + 2) : (j′µ1,n,k)
2} e a seqüênia simples U1 = {n(n + 2) : µ1,n}∞n=1, onde

Z(s) = ζ(s, S) e Ẑ(s) = ζ(s, Ŝ). No segundo aso, as seqüênias relevantes são as seqüên-ias duplas S0 = {(n + 1)2 : j2µ0,n,k} e S± = {(n + 1)2 : (j̃µ0,n,± ,k)
2} e a seqüênia simples

U0 = {(n + 1)2 : µ0,n}∞n=1, onde Z0(s) = ζ(s, S0) e Z±(s) = ζ(s, S±).



86 5. A onjetura para esferas de dimensão ímparIniiamos analisando as duas seqüênias simples Uj , j = 0, 1. Lembremos do lema 9 que
µ0,n =

√

ν2n(n+ 2) + 1, µ1,n = ν(n+ 1).Considere primeiro U1 = {n(n+ 2) : µ1,n}∞n=1. Pela de�nição de µ1,n, é fáil ver que
ζ(s, U1) = ν−s (ζR(s− 2) − ζR(s)) ,e portanto U1 é uma seqüênia totalmente regular do tipo espetral om ordem in�nita,

e(U1) = g(U1) = 3 e ζ(s, U1) possui polos simples em s = 1 e s = 3 om resíduos:
Res0
s=1

ζ(s, U1) =
1

ν

(

log ν − γ − 1

12

)

, Res1
s=1

ζ(s, U1) = −1

ν
,

Res0
s=3

ζ(s, U1) =
1

ν3
(γ − log ν − ζ(3)) , Res1

s=3
ζ(s, U1) =

1

ν3
.

(5.7)Para a seqüênia U0, temos que U0 = {(n + 1)2 : µ0,n}∞n=1. Para um número positivo q,onsidere a seqüênia
Lq = {(n+ 1)2 :

√

n(n+ 2) + q}∞n=1.Então é laro que
ζ(s, U0) = ν−sζ(s, L 1

ν2
).A seqüênia L0 é a seqüênia da raiz quadrada dos autovalores positivos do operadorLaplaiano sobre a 3-esfera S3 de raio 1 (ver [40℄). Então

ζ(2s, L0) = ζ(s,Sp+∆S3).A função zeta ζ(s,Sp+∆S3) foi estudada por vários autores. Iremos nos basear em [40℄.Usando os resultados em [40℄, segue que e(Sp+∆
(0)
S3 ) = 3

2 , g(Sp+∆
(0)
S3 ) = 1, e que Sp+∆

(0)
S3 éuma seqüênia do tipo espetral totalmente regular om ordem in�nita. Como transladar aseqüênia não altera o expoente de onvergênia e nem o genus (ver [43℄), segue que e(U0) =

g(U0) = 3 e que U0 é uma seqüênia totalmente regular do tipo espetral om ordem in�nita.Em [40℄, está provado ainda que ζ(s,Sp+∆S3) possui pólos simples em s = 3
2 ,

1
2 ,−

2j−1
2 , paratodo j > 0, e fórmulas para determinar os resíduos são dadas. Em partiular:

Res1
s= 3

2

ζ(s,Sp+∆
(0)
S3 ) =

1

2
, Res1

s= 1
2

ζ(s,Sp+∆
(0)
S3 ) =

1

4
.Assim, ζ(s, L0), possui pólos simples em s = 1 e s = 3 om os resíduos:

Res1
s=3

ζ(s, L0) = 1, Res1
s=1

ζ(s, L0) =
1

2
.Expandindo a potênia do bin�mio em ζ(s, Lq) segue-se que

ζ(s, Lq) = ζ(s, L0) −
s

2
ζ(s+ 2, L0)q +

∞∑

j=2

(− s
2

j

)

ζ(s+ 2j, L0)q
j ,
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Res1
s=1

ζ(s, Lq) =
1

2
(1 − q), Res1

s=3
ζ(s, Lq) = 1.Desta forma temos as expansões

ζ(s, U0) = ν−sζ(s, Lq) =
1

2ν

(

1 − 1

ν2

)
1

s− 1
+K1(s), em s = 1,

ζ(s, U0) = ν−sζ(s, Lq) =
1

ν3

1

s− 3
+K3(s), em s = 3,

(5.8)onde os Kj(s) são funções regulares. O próximo passo é analisar as seqüênias duplas. Ofaremos em duas partes:Parte INesta primeira parte onsideraremos Ẑ(s) − Z(s). Logo, onsideramos as seqüênias S e Ŝ.Usando estimativas para os zeros das funções de Bessel [48℄ temos que e(S) = e(Ŝ) = 2, eos genus relativos são (2, 1, 0) para as duas seqüênias. O fato de Sn e Ŝn são seqüêniastotalmente regulares do tipo espetral om ordem in�nita, é onseqüênia da análise a seguir.Note que usando as representações em produtos (4.26) obtemos as representações a seguir paraas funções Gamma assoiadas as seqüênias Sn e Ŝn. Apresentaremos as representações dasfunções Gamma assoiadas as seqüênias Sn/µ
2
1,n, e Ŝn/µ

2
1,n, que será a que iremos utilizar.Por de�nição na equação (1.17), om z =

√
−λ, temos

log Γ(−λ, Sn/(µ1,n)2) = − log

∞∏

k=1

(

1 +
(−λ)(µ1,n)2

j2µ1,n,k

)

= − log Iµ1,n(µ1,n

√
−λ) + (µ1,n) log

√
−λ

+ µ1,n log(µ1,n) − µ1,n log 2 − log Γ(µ1,n + 1),

log Γ(−λ, Ŝn/(µ1,n)2) = − log

∞∏

k=1

(

1 +
(−λ)(µ1,n)2

(j′µ1,n,k)
2

)

= − log I ′µ1,n
(µ1,n

√
−λ) + (µ1,n − 1) log

√
−λ

+ µ1,n log(µ1,n) − µ1,n log 2 − log Γ(µ1,n + 1).Uma primeira onseqüênia destas representações é a existênia de uma expansão assin-tótia ompleta para as funções Gamma log Γ(−λ, Sn) e log Γ(−λ, Ŝn), logo Sn e Ŝn sãoseqüênias do tipo espetral e mais, ambas são seqüênias totalmente regulares om ordemin�nita.O Próximo passo onsiste em provar que S e Ŝ são espetralmente deompostas sobre U1om potênia κ = 2 e omprimento ℓ = 4, omo na de�nição 13. Temos que mostrar que asfunções log Γ(−λ, Sn/µ
2
1,n) e log Γ(−λ, Ŝn/µ

2
1,n) possuem as expansões uniformes apropriadas



88 5. A onjetura para esferas de dimensão ímparpara n grande. Como antes, isto segue usando as expansões para as funções de Bessel,
Iν(νz) =

eν
√

1+z2
e
ν log z

1+
√

1+z2

√
2πν(1 + z2)

1
4

(

1 + U1(z)
1

ν
+ U2(z)

1

ν2
+ U3(z)

1

ν3
+O

(
1

ν4

))

,onde
U1(z) =

1

8
√

1 + z2
− 5

24(1 + z2)
3
2

,

U2(z) =
9

128(1 + z2)
− 77

192(1 + z2)2
+

385

1152(1 + z2)3
,

U3(z) =
75

1024(1 + z2)
3
2

− 4563

5120(1 + z2)
5
2

+
17017

9216(1 + z2)
7
2

− 85085

82944(1 + z2)
9
2

,e
I ′ν(νz) =

(1 + z2)
1
4 eν

√
1+z2

e
ν log z

1+
√

1+z2

√
2πνz

(

1 + V1(z)
1

ν
+ V2(z)

1

ν2
+ V3(z)

1

ν3
+O

(
1

ν4

))

,

V1(z) = − 3

8
√

1 + z2
+

7

24(1 + z2)
3
2

,

V2(z) = − 15

128(1 + z2)
+

33

64(1 + z2)2
− 455

1152(1 + z2)3
,

V3(z) = − 105

1024(1 + z2)
3
2

+
5577

5120(1 + z2)
5
2

− 6545

3072(1 + z2)
7
2

+
95095

82944(1 + z2)
9
2

.Usando a expansão para o logaritmo da função Gamma de Euler, obtemos, para n grande,uniformemente em λ, a expansão de log Γ(−λ, Ŝn/µ
2
1,n) e de log Γ(−λ, Sn/µ

2
1,n). Fazendodiferença entre estas expansões

log Γ(−λ, Ŝn/µ
2
1,n) − log Γ(−λ, Sn/µ

2
1,n) =

∞∑

h=0

(

φ̂h−1(λ) − φh−1(λ)
)

µ1−h
1,n

= −1

2
log(1 − λ) +

(

φ̂1(λ) − φ1(λ)
) 1

µ1,n

+
(

φ̂2(λ) − φ2(λ)
) 1

µ2
1,n

+
(

φ̂3(λ) − φ3(λ)
) 1

µ3
1,n

+O

(

1

µ4
1,n

)om
φ̂1(λ) − φ1(λ) =

1

2

1

(1 − λ)
1
2

− 1

2

1

(1 − λ)
3
2

,

φ̂2(λ) − φ2(λ) =
1

4

1

(1 − λ)
− 1

(1 − λ)2
+

3

4

1

(1 − λ)3
,

φ̂3(λ) − φ3(λ) =
11

48

1

(1 − λ)
3
2

− 35

16

1

(1 − λ)
5
2

+
67

16

1

(1 − λ)
7
2

− 107

48

1

(1 − λ)
9
2

.Como e(U1) = 3, o maior inteiro h tal que h−1 = σh ≤ 3 é 4 logo ℓ = 4. No entanto, peloteorema 4, apenas os termos om σh = 1 e σh = 3 (ou seja, h = 2, 4) apareem na fórmula do



5.1. Dimensão Baixa 89teorema 5, omo os polos de ζ(s, U1) são em s = 1 e s = 3. Agora apliaremos as fórmulasdo teorema 5.Primeiro pela de�nição na equação (1.19),
Φ̂1(s) − Φ1(s) =

∫ ∞

0
ts−1 1

2πi

∫

Λθ,c

e−λt

−λ

(

1

2

1

(1 − λ)
1
2

− 1

2

1

(1 − λ)
3
2

)

dλdt,

Φ̂2(s) − Φ2(s) =

∫ ∞

0
ts−1 1

2πi

∫

Λθ,c

e−λt

−λ

(
1

4

1

(1 − λ)
− 1

(1 − λ)2
+

3

4

1

(1 − λ)3

)

dλdt,

Φ̂3(s) − Φ3(s) =

∫ ∞

0
ts−1 1

2πi

∫

Λθ,c

e−λt

−λ

(

11

48

1

(1 − λ)
3
2

− 35

16

1

(1 − λ)
5
2

)

dλdt

+

∫ ∞

0
ts−1 1

2πi

∫

Λθ,c

e−λt

−λ

(

67

16

1

(1 − λ)
7
2

− 107

48

1

(1 − λ)
9
2

)

dλdt.Calulando estas integrais, usando a fórmula (1.23), obtemos
Res0
s=0

(

Φ̂1(s) − Φ1(s)
)

= −1, Res1
s=0

(

Φ̂1(s) − Φ1(s)
)

= 0,

Res0
s=0

(

Φ̂2(s) − Φ2(s)
)

=
1

8
, Res1

s=0

(

Φ̂2(s) − Φ2(s)
)

= 0,

Res0
s=0

(

Φ̂3(s) − Φ3(s)
)

= − 2

315
, Res1

s=0

(

Φ̂3(s) − Φ3(s)
)

= 0.Com estes resultados e os resíduos da função zeta de ζ(s, U1), dados na equação (5.7),segue que
Ẑ(0) − Z(0) = − Â0,1(0) +A0,1(0) +

1

2
Res1
s=1

ζ(s, U1)Res1
s=0

(Φ̂1(s) − Φ1(s))

+
1

2
Res1
s=3

ζ(s, U1)Res1
s=0

(Φ̂3(s) − Φ3(s)),

= − Â0,1(0) +A0,1(0),

(5.9)e
Ẑ ′(0) − Z ′(0) = − Â0,0(0) − Â′

0,1(0) +A0,0(0) +A′
0,1(0)

+
1

2
Res0
s=1

ζ(s, U1)Res0
s=0

(Φ̂1(s) − Φ1(s))

+
1

2
Res0
s=3

ζ(s, U1)Res0
s=0

(Φ̂3(s) − Φ3(s)),

= − Â0,0(0) +A0,0(0) − Â′
0,1(0) +A′

0,1(0) +
1

2ν
− 1

315ν3
.

(5.10)
Para terminar esta parte, por meio da equação (1.21) e o teorema 4, os termos A0,0(0) e

A′
0,1(0), são

A0,0(s) =

∞∑

n=1

(
a0,0,n − b1,0,0u

−1
n − b3,0,0u

−3
n

)
u−2s

n ,

A0,1(s) =
∞∑

n=1

(
a0,1,n − b1,0,1u

−1
n − b3,0,1u

−3
n

)
u−2s

n .



90 5. A onjetura para esferas de dimensão ímparLogo, preisamos da expansão para λ grande das funções log Γ(−λ, Ŝn/µ
2
1,n), φ̂1(λ), φ̂3(λ),

log Γ(−λ, Sn/µ
2
1,n), φ1(λ) e φ3(λ). Usando expansões lássias para as funções de Bessel esua derivada, dadas na equação (4.29), e as fórmulas na equação (1.20), obtemos

a0,0,n =
1

2
log 2π +

(

µ1,n +
1

2

)

log µ1,n − µ1,n log 2 − log Γ(µ1,n + 1),

a0,1,n =
1

2

(

µ1,n +
1

2

)

,

b1,0,0 = − 1

12
, b3,0,0 =

1

360
, b1,0,1 = b3,0,1 = 0,e

â0,0,n =
1

2
log 2π +

(

µ1,n +
1

2

)

log µ1,n − µ1,n log 2 − log Γ(µ1,n + 1),

â0,1,n =
1

2

(

µ1,n − 1

2

)

,

b̂1,0,0 = − 1

12
, b̂3,0,0 =

1

360
, b̂1,0,1 = b̂3,0,1 = 0.O que mostra que A0,0(0) e Â0,0(0) são iguais. Ainda,

Â0,1(s) −A0,1(s) = −1

2

∞∑

n=1

n(n+ 2)µ−2s
1,n = −1

2
ζ(2s, U1).Então

Â0,1(0) −A0,1(0) = −1

4
,

Â′
0,1(0) −A′

0,1(0) =
1

2
log ν − ζ ′(−2) − 1

2
log 2π.Substituindo em (5.9) e (5.10), temos

Ẑ(0) − Z(0) =
1

4
,

Ẑ ′(0) − Z ′(0) = − 1

2
log ν + ζ ′(−2) +

1

2
log 2π +

1

2ν
− 1

315ν3
.Parte IITrataremos agora de 2Z0(s)−Z+(s)−Z−(s). Então, onsideramos as seqüênias S0 e S±. Aseqüênia S0 é análoga a seqüênia S analisada na parte anterior. Temos

log Γ(−λ, S0,n/µ
2
0,n) = − log Iµ0,n(µ0,n

√
−λ) + µ0,n log

√
−λ+ µ0,n log µ0,n

− µ0,n log 2 − log Γ(µ0,n) − log µ0,n.



5.1. Dimensão Baixa 91Usando a expansão uniforme de log Iµ0,n(µ0,n

√
−λ), obtemos a expansão uniforme para ngrande de log Γ(−λ, S0,n/µ

2
0,n), omo segue

logΓ(−λ, S0,n/µ
2
0,n) =

∞∑

h=0

φh−1,0(λ)µ1−h
0,n

=
(

−
√

1 − λ+ log(1 +
√

1 − λ) − log 2 + 1 − log
√
−λ
)

µ0,n

+
1

4
log(1 − λ) +

(

−U1(
√
−λ) − 1

12

)
1

µ0,n
+

(

−U2(
√
−λ) +

1

2
U1(

√
−λ)2

)
1

µ2
0,n

+

(

−U3(
√
−λ) + U1(

√
−λ)U2(

√
−λ) − 1

3
U1(

√
−λ)3 +

1

360

)
1

µ3
0,n

+O

(

1

µ4
1,n

)

,e assim
φ1,0(λ) = −1

8

1

(1 − λ)
1
2

+
5

24

1

(1 − λ)
3
2

− 1

12
,

φ2,0(λ) = − 1

16

1

(1 − λ)
+

3

8

1

(1 − λ)2
− 5

16

1

(1 − λ)3
,

φ3,0(λ) = − 25

384

1

(1 − λ)
3
2

+
531

640

1

(1 − λ)
5
2

− 221

128

1

(1 − λ)
7
2

+
1105

1152

1

(1 − λ)
9
2

+
1

360
.Considerando as expansões de log Iµ0,n(µ0,n

√
−λ) e de φj,0(λ) para λ su�ientementegrande e, ainda, as de�nições na equação (1.20), alulamos

a0,0,n,0 =
1

2
log 2π +

(

µ0,n +
1

2

)

log µ0,n − µ0,n log 2 − log Γ(µ0,n + 1),

a0,1,n,0 =
1

2

(

µ0,n +
1

2

)

,

b1,0,0,0 = − 1

12
, b3,0,0,0 =

1

360
, b1,0,1,0 = b3,0,1,0 = 0.A análise para S± requer um pouo mais de trabalho; ela se dá om argumentos seme-lhantes a do teorema 16. De�na as funções

T±
ν (z) = ±Jν(z) + zJ ′

ν(z).Lembrando a de�nição da função de Bessel em série, que está na equação (4.33), obtemospróximo a z = 0,
T±

ν (z) =

(

1 ± 1

ν

)
zν

2νΓ(ν)
.Isto signi�a que a função T̂±

ν (z) = z−νT±
ν (z) é uma função par em z. Seja j̃ν,k,± os zerospositivos de T±

ν (z) ordenados de maneira resente. Pelo teorema de fatorização de Hadamard,temos a expansão em produtô
T±

ν (z) = T̂±
ν (z)

+∞∏

k=−∞

(

1 − z

j̃ν,k,±

)

,
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T±

ν (z) =

(

1 ± 1

ν

)
zν

2νΓ(ν)

∞∏

k=1

(

1 − z2

j̃2ν,k,±

)

.Usando a equação (4.34) obtemos
T±

ν (iz) = e
π
2
iν
(
±Iν(z) + zI ′ν(z)

)
.Então, de�nimos (para −π < arg(z) < π

2 )
Q±

ν (z) = e−
π
2
iνT±

ν (iz), (5.11)e assim
Q±

ν (z) = ±Iν(z) + zI ′ν(z) =

(

1 ± 1

ν

)
zν

2νΓ(ν)

∞∏

k=1

(

1 +
z2

j̃2ν,k,±

)

.Com estas representações, obtemos as representações a seguir para as funções Gammaassoiadas as seqüênias S±,n. Por de�nição na equação (1.17), om z =
√
−λ, temos

log Γ(−λ, S±,n) = − log

∞∏

k=1

(

1 +
(−λ)

j̃2µ0,n,k,±

)

= − logQ±
µ0,n

(
√
−λ) + µ0,n log

√
−λ

− µ0,n log 2 − log Γ(µ0,n) + log

(

1 ± 1

µ0,n

)

.Assim S+,n e S−,n são seqüênias do tipo espetral e, onsiderando as expansões, vê-se queambas são seqüênias totalmente regulares om ordem in�nita.Nosso próximo passo será provar que S± são espetralmente deompostas sobre U ompotênia κ = 2 e omprimento ℓ = 4, omo na de�nição 13. Mostremos a expansão uniformeapropriada para n grande de log Γ(−λ, S±,n/µ
2
0,n). Temos

log Γ(−λ, S±,n/µ
2
0,n) = − logQ±

µ0,n
(µ0,n

√
−λ) + µ0,n log

√
−λ+ µ0,n log µ0,n

− µ0,n log 2 − log Γ(µ0,n) + log

(

1 ± 1

µ0,n

)

.Lembrando as expansões que estão nas seções 4.3.2 e 4.3.3, obtemos
Q±

ν (νz) =
√
ν(1 + z2)

1
4
eν

√
1+z2

e
ν log z

1+
√

1+z2

√
2π

(

1 +W1,±(z)
1

ν
+W2,±(z)

1

ν2
+W3,±(z)

1

ν3
+O(ν−4)

)

,onde w = 1√
1+z2

, e
W1,±(w) = V1(w) ± w, W2,±(w) = V2(w) ± wU1(w), W3,±(w) = V3(w) ± wU2(w).
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W1,+(w) =

5

8
w +

7

24
w3, W2,+(w) = − 1

128
w2 +

59

192
w4 − 455

1152
w6,

W3,+(w) = − 33

1024
w3 +

10571

15360
w5 − 16555

9216
w7 +

95095

82944
w9,

W1,−(w) = −11

8
w +

7

24
w3, W2,−(w) = − 31

128
w2 +

139

192
w4 − 455

1152
w6,

W3,−(w) = − 177

1024
w3 +

22891

15360
w5 − 22715

9216
w7 +

95095

82944
w9.Isto nos fornee que

logΓ(−λ, Sn,±/µ
2
0,n) =

∞∑

h=0

φh−1,±(λ)µ1−h
n

=
(

1 −
√

1 − λ+ log(1 +
√

1 − λ) − log 2
)

µ0,n − 1

4
log(1 − λ)

+

(

−W1,±(
√
−λ) ± 1 − 1

12

)
1

µ0,n
+

(

−W2,±(
√
−λ) +

1

2
W 2

1,±(
√
−λ) − 1

2

)
1

µ2
0,n

+

(

W1,±(
√
−λ)W2,±(

√
−λ) −W3,±(

√
−λ) − 1

3
W 3

1,±(
√
−λ) ± 1

3
+

1

360

)

µ−3
0,n +O

(

µ−4
0,n

)

,e assim
φ1,+(λ) = −5

8

1

(1 − λ)
1
2

− 7

24

1

(1 − λ)
3
2

+
11

12
,

φ1,−(λ) =
11

8

1

(1 − λ)
1
2

− 7

24

1

(1 − λ)
3
2

− 13

12
,

φ2,+(λ) =
3

16

1

1 − λ
− 1

8

1

(1 − λ)2
+

7

16

1

(1 − λ)3
− 1

2
,

φ2,−(λ) =
19

16

1

1 − λ
− 9

8

1

(1 − λ)2
+

7

16

1

(1 − λ)3
− 1

2
,

φ3,+(λ) = − 17

384

1

(1 − λ)
3
2

− 389

640

1

(1 − λ)
5
2

+
203

128

1

(1 − λ)
7
2

− 1463

1152

1

(1 − λ)
9
2

+
121

360
,

φ3,−(λ) =
527

384

1

(1 − λ)
3
2

− 1989

640

1

(1 − λ)
5
2

+
427

128

1

(1 − λ)
7
2

− 1463

1152

1

(1 − λ)
9
2

− 119

360
.Por meio da equação (1.21) e o teorema 4, os termos A0,0(s) e A0,1(s), são

A0,0,±(s) =

∞∑

n=1

(
a0,0,n,± − b1,0,0,±u

−1
n − b3,0,0,±u

−3
n

)
u−2s

n ,

A0,1,±(s) =
∞∑

n=1

(
a0,1,n,± − b1,0,1,±u

−1
n − b3,0,1,±u

−3
n

)
u−2s

n .Assim, preisamos das expansões para λ grande das funções log Γ(−λ, Sn,±/µ2
0,n), φ1,±(λ) e

φ3,±(λ). Usando as equações (4.29), (5.11) e a de�nição de Q±
ν (z), obtemos que

Q±
ν (z) ∼

√
zez

√
2π

(

1 +

∞∑

k=1

bkz
−k

)

+O(e−z),



94 5. A onjetura para esferas de dimensão ímparpara z grande, onde os bk são números reais. Portanto,
log Γ(−λ, Sn,±/µ

2
0,n) = − µ0,n

√
−λ+

1

2

(

µ0,n − 1

2

)

log(−λ) +
1

2
log 2π

+

(

µ0,n − 1

2

)

log µ0,n − log 2µ0,nΓ(µ0,n)

+ log

(

1 ± 1

µ0,n

)

+O

(
1√
−λ

)

.Então,
a0,0,n,± =

1

2
log 2π +

(

µ0,n − 1

2

)

log µ0,n − log 2µ0,nΓ(µ0,n) + log

(

1 ± 1

µ0,n

)

,

a0,1,n,± =
1

2

(

µ0,n − 1

2

)

,

b1,0,0,+ = −11

12
, b3,0,0,+ =

121

360
, b1,0,1,± = b3,0,1,± = 0,

b1,0,0,− = −13

12
, b3,0,0,+ =

119

360
.Usando estes oe�iente e os oe�ientes que obtemos para a seqüênia S0, onluímos que

2A0,0,0(s) −A0,0,+(s) −A0,0,−(s) = −
∞∑

n=1

log

(

1 − 1

µ2
0,n

)

(n+ 1)2

µ2s
0,n

,e
2A0,1,0(s) −A0,1,+(s) −A0,1,−(s) =

∞∑

n=1

(n+ 1)2

µ2s
0,n

.Agora, utilizamos os resultados obtidos om a expansão uniforme da soma do logaritmosdas funções Gamma:
2 log Γ(−λ, S0,n/µ

2
0,n) − log Γ(−λ, Sn,+/µ

2
0,n) − log Γ(−λ, Sn,−/µ

2
0,n) =

∞∑

h=1

φh−1(λ)µ1−h
0,n

= log(1 − λ) +

4∑

h=2

φh−1(λ)
1

µh−1
0,n

+O

(

1

µ4
0,n

)

.onde
φh−1(λ) = 2φh−1,0(λ) − φh−1,+(λ) − φh−1,−(λ),e

φ1(λ) = − 1

(1 − λ)
1
2

+
1

(1 − λ)
3
2

,

φ2(λ) = −3

2

1

1 − λ
+ 2

1

(1 − λ)2
− 3

2

1

(1 − λ)3
+ 1,

φ3(λ) = −35

24

1

(1 − λ)
3
2

+
43

8

1

(1 − λ)
5
2

− 67

8

1

(1 − λ)
7
2

+
107

24

1

(1 − λ)
9
2

.



5.1. Dimensão Baixa 95Seja Φh−1(s) = 2Φh−1,0(s)−Φh−1,+(s)−Φh−1,−(s). Usando a de�nição na equação (1.19)e a fórmula (1.23), temos
Φ1(s) =

2Γ(s + 1
2 )√

π
,

Φ2(s) = −Γ(s+ 1)

2
(5 + 5s +

3

2
s2),

Φ3(s) =
Γ(s+ 3

2)√
π

(
428

315
+

22

35
s+

214

315
s2
)

,e assim
Res0
s=0

Φ1(s) = 2, Res1
s=0

Φ1(s) = 0,

Res0
s=0

Φ2(s) = −5

2
, Res1

s=0
Φ2(s) = 0,

Res0
s=0

Φ3(s) =
214

315
, Res1

s=0
Φ3(s) = 0.Com estes resultados e os resíduos da função ζ(s, U0), nas fórmulas dadas no teorema 5,obtemos

2Z0(0) − Z+(0) − Z−(0) = − 2A0,1,0(0) +A0,1,+(0) +A0,1,−(0),

2Z ′
0(0) − Z ′

+(0) − Z ′
−(0) = − 2A0,0,0(0) +A0,0,+(0) +A0,0,−(0) − 2A′

0,1,0(0)

+A′
0,1,+(0) +A′

0,1,−(0) +
1

2ν

(

1 − 1

ν2

)

+
107

315ν3
.Lembre que

2A0,1,0(s) −A0,1,+(s) −A0,1,−(s) =

∞∑

n=1

(n+ 1)2

µ2s
0,n

= ν−2sζ(2s, U0) = ν−2sζ

(

s,Sp+∆S3 +
1

ν2

)

,o que nos dá (ver [40℄)
2A0,1,0(0) −A0,1,+(0) −A0,1,−(0) = ζ

(

0,Sp+∆S3 +
1

ν2

)

= −1,e assim
2Z0(0) − Z+(0) − Z−(0) = −2A0,1,0(0) +A0,1,+(0) +A0,1,−(0) = 1.Para tratar o outro termo, proederemos omo segue. Uma vez que
2A0,0,0(s) −A0,0,+(s) −A0,0,−(s) = −

∞∑

n=1

(n+ 1)2 log
µ2

0,n − 1

µ2
0,n

µ−2s
0,n ,
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A(s) =2A0,0,0(s) −A0,0,+(s) −A0,0,−(s) + 2A′

0,1,0(s) −A′
0,1,+(s) −A′

0,1,−(s)

= −
∞∑

n=1

(n+ 1)2 log(µ2
0,n − 1)µ−2s

0,n .Lembrando a de�nição de µ0,n,
A(s) = −

∞∑

n=1

(n+ 1)2 log(ν2n(n+ 2))µ−2s
0,n

= − 2 log ν

∞∑

n=1

(n+ 1)2µ−2s
0,n −

∞∑

n=1

(n+ 1)2 log(n(n+ 2))µ−2s
0,n

= − 2(log ν)ν−2s
∞∑

j=0

(−s
j

)

ζ(s+ j,Sp+∆S3)ν−2j

+ ν−2s
∞∑

j=0

(−s
j

)

ζ ′(s+ j,Sp+∆S3)ν−2j ,e portanto
A(0) = −2ζ(0,Sp+∆S3) log ν + ζ ′(0,Sp+∆S3)

= 2 log ν + 2ζ ′(−2) + 2ζ ′(0) + log 2.Isto nos fornee
2Z ′

0(0) − Z ′
+(0) − Z ′

−(0) = −A(0) +
1

2ν

(

1 − 1

ν2

)

+
107

315ν3

= −2 log ν − 2ζ ′(−2) + log π +
1

2ν

(

1 − 1

ν2

)

+
107

315ν3
.Podemos agora determinar o valor da equação (5.6)

log T (CαS
3
la) =

(
1

4
+

1

4
+

1

2

)

log l2

− log 2 − 1

2
log ν + ζ ′(−2) +

1

2
log 2π +

1

2ν
− 1

315ν3

− log ν − ζ ′(−2) +
1

2
log π +

1

4ν

(

1 − 1

ν2

)

+
107

630ν3

=
1

2
log

π2l4

2ν3
+

3

4

1

ν
− 1

12ν3
.E o resultado segue.Com os teoremas 16 e 17 temos que,

log T (D3
l ) =

1

2
log

4πl3

3
+

1

2
log 2 +

1

4
,

log T (D4
l ) =

1

2
log

π2l4

2
+

2

3
,



5.2. Motivação para a generalização no aso ímpar e a onjetura 97que são os mesmos resultados obtidos utilizando a fórmula de Brüning e Ma, teorema 10.Agora, utilizando o teorema prinipal de [13℄, desrito na seção 4.2, temos
log T (D3

l ) =
1

2
log

4πl3

3
+

1

2
log 2,

log T (D4
l ) =

1

2
log

π2l4

2
− 1

2
,o que não onfere om os álulos explíitos feitos nos teoremas 16 e 17. Logo, a fórmulaapresentada por Dai e Fang em [13℄ não está orreta.5.2 Motivação para a generalização no aso ímpar e a onje-turaNesta seção apresentamos a motivação para a onjetura 1, uja o propósito é generalizar oteorema 10 para alguns asos de variedades om singularidades do tipo �nio. E ainda sendoa ontribuição do bordo na variedade um fato loal, um álulo (ao menos formal) deste termopode ser feito.Lema 10. Considere as duas métria

g1 = dr ⊗ dr + a2r2gSn ,

g0 = dr ⊗ dr + a2l2gSn ,para CαS
n
la, onde a = senα. Então, (p > 0)

log
Tabs(CαS

2p
la , g1)

Tabs(CαS
2p
la , g0)

=
a2p

8

[p− 1
2
]

∑

j=0

1

j!(p − j)!

j
∑

h=0

(
j

h

)
(−1)h

(p− j + h)a2(j−h)
χ(S2p

la )

log
Tabs(CαS

2p−1
la , g1)

Tabs(CαS
2p−1
la , g0)

=

p−1
∑

j=0

2p−j

j!(2(p − j) − 1)!!

j
∑

h=0

(
j

h

)
(−1)h

(2(p − j + h) − 1)a2(j−h)

a2p−1(2p − 1)!

4p(p− 1)!
.

Demonstração. A prova é uma generalização dos lemas 5 e 6. Usaremos a notação da seção2.4. Sejam ωj = (ωj)
α

β a 1-forma onexão de CαS
m−1
l sen α assoiada a métria gj , seja Θ = Θα

β a
2-forma urvatura de Sm−1

la om a métria eulidiana padrão e RTCαSm−1
l sen α (onde denotaremosas entradas da matriz por Rα

β) a 2-forma urvatura de CαS
m−1
l sen α assoiada a g1. Lembremos



98 5. A onjetura para esferas de dimensão ímparas fórmulas já de�nidas no apítulo 2, onde i denota a inlusão do bordo (ver equações (2.15)):
Sj =

1

2

m−1∑

k=1

(i∗ωj − i∗ω0)
r
θk
êθk ,

Ω̂ = RTCαSm−1
l sen α |Sm−1

la =
1

2

m−1∑

k,l=1

i∗Rθk

θl
êθk ∧ êθl

R = Θ̂ =
1

2

m−1∑

k,l=1

Θθk

θl
êθk ∧ êθl .

(5.12)
Cálulos diretos, a partir das métrias gj , nos permitem obter fórmulas explíitas paraestas formas. Os álulos aqui são muito similares aos feitos para os disos no lema 6, porisso não o repetiremos aqui. Enontramos que as entradas não nulas para as matrizes queapareem nas equações (5.12) são
(i∗ω1 − i∗ω0)

r
θi

= −a
m−1∏

j=i+1

sen θjdθi = −1

l
eθi ,

i∗Rθi

θk
= (1 − a2)

k∏

j=i+1

sen θj

m−1∏

s=k+1

sen2 θsdθi ∧ dθk =

(
1

l2a2
− 1

l2

)

eθi ∧ eθk , i < k,

Θθi

θk
=

k∏

j=i+1

sen θj

m−1∏

s=k+1

sen2 θsdθi ∧ dθk =
1

l2a2
eθi ∧ eθk , i < k.Note que,

S2
1 = − 1

4l2

m−1∑

i,k=1

eθi ∧ eθk ∧ êθi ∧ êθkÉ fáil ver que R = Ω̂−2S2
1 , omo na equação (2.18), e ainda queR = − 2

a2S2
1 . Preisamosapenas determinar B(∇TCαSm−1

l sen α
1 ). A equação (2.16) para g1 �a

B(∇TCαSm−1
l sen α

1 ) =
1

2

∫ 1

0

∫ B

e( 1
a2 −u2)S2

1

∞∑

k=1

1

Γ
(

k
2 + 1

)uk−1Sk
1 du

=
1

2

∫ B ∞∑

j=0,k=1

1

j!Γ
(

k
2 + 1

)

∫ 1

0

(
1

a2
− u2

)j

uk−1duSk+2j
1

=
1

2

∫ B ∞∑

j=0,k=1

1

j!Γ
(

k
2 + 1

)

j
∑

h=0

(
j

h

)
(−1)h

(2h+ k)a2(j−h)
Sk+2j

1 .Como a integral de Berezin é identiamente nula sempre que k + 2j 6= m− 1, obtemos
B(∇TCαSm−1

l sen α
1 )

=
1

2

[ m
2
−1]
∑

j=0

1

j!Γ
(

m−2j+1
2

)

j
∑

h=0

(
j

h

)
(−1)h

(m− 2(j − h) − 1)a2(j−h)

∫ B

Sm−1
1 .

(5.13)



5.2. Motivação para a generalização no aso ímpar e a onjetura 99Agora, trataremos independentemente os asos m par e m ímpar.Primeiro, assuma que m seja ímpar, m = 2p+ 1 (p ≥ 0). Então, usando a equação (2.14),a equação (5.13) �a
B(∇TCαS2p

l sen α
1 ) =

1

4

[p− 1
2
]

∑

j=0

1

j!(p − j)!

j
∑

h=0

(
j

h

)
(−1)h

(p − j + h)a2(j−h)

∫ B

S2p
1

=
1

4

[p− 1
2
]

∑

j=0

1

j!(p − j)!

j
∑

h=0

(
j

h

)
(−1)h

(p − j + s)a2(j−h)

∫ B (−a2)p

2p
Rp

=
a2p

4

[p− 1
2
]

∑

j=0

1

j!(p − j)!

j
∑

h=0

(
j

h

)
(−1)h

(p− j + h)a2(j−h)

∫ B

e−
R
2

=
a2p

4

[p− 1
2
]

∑

j=0

1

j!(p − j)!

j
∑

h=0

(
j

h

)
(−1)h

(p− j + h)a2(j−h)
Pf

(
Θ

2π

)

=
a2p

4

[p− 1
2
]

∑

j=0

1

j!(p − j)!

j
∑

h=0

(
j

h

)
(−1)h

(p− j + h)a2(j−h)
e(S2p

la , gE)onde e(S2p, gE) é a lasse de Euler de (S2p, gE). Portanto,
1

2

∫

S2p
l sen α

B(∇TCαS2p
l sen α

1 )

=
a2p

8

[p− 1
2
]

∑

j=0

1

j!(p − j)!

j
∑

h=0

(
j

h

)
(−1)h

(p − j + h)a2(j−h)

∫

S2p
la

e(S2p
la , gE)

=
a2p

8

[p− 1
2
]

∑

j=0

1

j!(p − j)!

j
∑

h=0

(
j

h

)
(−1)h

(p − j + h)a2(j−h)
χ(S2p

la ).Assuma agora que m seja par, m = 2p (p ≥ 1). Então, a equação (5.13) �a
B(∇1

TCαS2p−1
l sen α)

=
1

2

p−1
∑

j=0

1

j!Γ
(
p− j + 1

2

)

j
∑

h=0

(
j

h

)
(−1)h

(2(p − j + h) − 1)a2(j−h)

∫ B

S2p−1
1 .Calularemos ∫ B S2p−1

1 . Lembrando que
R = − 2

a2
S2

1 ,obtemos
∫ B

S2p−1
1 =

∫ B

S1S2p−2
1 ,

=
(−1)p−1a2p−2

2p−1

∫ B

S1Rp−1.



100 5. A onjetura para esferas de dimensão ímparUsando a de�nição expliita destas formas, dadas na equação (5.12), temos
∫ B

S2p−1
1 =

(−1)p−1a2p−2

22p−1

∫ B
(

2p−1
∑

k=1

(i∗ω1 − i∗ω0)
r
θk

êθk

)



2p−1
∑

i,j=1

Θθi

θj
êθi ∧ êθj





p−1

=
(−1)pa2p−1

22p−1
cB

∑

σ∈S2p

σ(1)=1

sgn(σ)(i∗ω1 − i∗ω0)
1
σ(2)(Ω0)

σ(3)
σ(4) . . . (Ω0)

σ(2p−1)
σ(2p),onde cB = (−1)p(2p−1)

π
2p−1

2

. Usando o mesmo argumento da parte �nal da prova do lema 6, obtemos
∫ B

S2p−1
1 = cB

(−1)pa2p−1(2p − 1)!

2p−12p

2p−1
∏

j=2

(sen θj)
j−1dθ1 ∧ . . . ∧ dθ2p−1.Então,

∫

S2p−1
la

∫ B

S2p−1
1 =

(−1)p(2p−1)

π
2p−1

2

(−1)pa2p−1(2p − 1)!

2p−12p(la)2p−1
Vol(S2p−1

la )

=
(−1)p(2p−1)

π
2p−1

2

(−1)pa2p−1(2p − 1)!

2p−12p(la)2p−1

2πp(la)2p−1

(p− 1)!

=
1

π−
1
2

a2p−1(2p− 1)!

2p−12p−1

1

(p − 1)!e
1

2

∫

S2p−1
l sen α

B(∇TCαS2p−1
l sen α

1 )

=

p−1
∑

j=0

1

j!Γ
(
p− j + 1

2

)

j
∑

h=0

(
j

h

)
(−1)h

(2(p − j + h) − 1)a2(j−h)

∫

S2p−1
l sen α

∫ B S2p−1
1

4

=

p−1
∑

j=0

1

j!Γ
(
p− j + 1

2

)

j
∑

h=0

(
j

h

)
(−1)h

(2(p − j + h) − 1)a2(j−h)

a2p−1(2p − 1)!

π−
1
2 4p(p− 1)!

=

p−1
∑

j=0

2p−j

j!(2(p − j) − 1)!!

j
∑

h=0

(
j

h

)
(−1)h

(2(p − j + h) − 1)a2(j−h)

a2p−1(2p− 1)!

4p(p − 1)!
.Temos então todos os termos da equação do teorema 10, de uma maneira formal. De fato,a Torção de Reidemeister sobre o one é alulada na proposição 11 e é igual a

log τ(CαS
m−1
l sen α) =

1

2
Vol(CαS

m−1
l sen α).Comparando om os resultados explíitos do álulo da Torção Analítia do one sobre S1,

S2 e S3, podemos detetar a ontribuição da singularidade. De fato, laramente a fórmula dolema anterior vale para o one sobre o írulo e sobre a 3-esfera, enquanto uma ontribuição dasingularidade aparee no aso da esfera. Isto motiva a seguinte onjetura, que será provadano próximo apítulo,



5.2. Motivação para a generalização no aso ímpar e a onjetura 101Conjetura 1. A Torção Analítia do one CαS
2p−1
l sen α de ângulo α e omprimento l > 0,sobre a esfera de dimensão ímpar S2p−1, om a métria induzida pela imersão em Rm+1 eondições de ontorno absoluta (onde p > 0) é:

log T (CαS
2p−1
l sen α) =

1

2
log Vol(CαS

2p−1
l sen α)

+

p−1
∑

j=0

2p−j

j!(2(p − j) − 1)!!

j
∑

h=0

(
j

h

)
(−1)h sen2(h−j) α

(2(p − j + h) − 1)

(2p − 1)! sen2p−1 α

4p(p− 1)!
.



102 5. A onjetura para esferas de dimensão ímpar



Capítulo 6
Torção Analítia do one sobre umavariedade de dimensão ímparNeste apítulo provaremos a onjetura 1. Para isso usaremos o teorema 5. Paraobter uma extensão do teorema de Cheeger Müller (teorema 7) para o one sobreuma variedade Riemanniana fehada de dimensão ímpar, faremos iniialmente umestudo deste aso e depois partiularizaremos para o estudo das esferas. Aredi-tamos que uma prova para aso geral possa ser produzida.6.1 Cone sobre uma variedade fehada onexa de dimensão ím-parSeja W = ClN , om dimensão m+ 1, onde N é uma variedade Riemanniana m-dimensionalfehada e onexa om uma métria g̃. A métria de W é da forma

g = dr ⊗ dr + r2g̃,onde as oordenadas para W serão (r, y). Lembramos dos números que estão na equação(1.10),
αq =

1

2
(1 + 2q −m), µq,n =

√

λq,n + α2
q ,onde λq,n são autovalores de autoformas oexatas φ(q)

n do Laplaiano ∆̃(q) de dimensão q naseção.Lema 11. O espetro positivo do Laplaiano ∆(q) sobre W , om ondições de ontorno abso-103



104 6. Torção Analítia do one sobre uma variedade de dimensão ímparluta no bordo, é da forma
Sp∆

(q)
abs =

{

mq,n : ĵ2µq,n,αq ,k/l
2
}∞

n,k=1
∪
{

mq−1,n : ĵ2µq−1,n,αq−1,k/l
2
}∞

n,k=1

∪
{

mq−1,n : j2µq−1,n,k/l
2
}∞

n,k=1
∪
{

mq−2,n : j2µq−2,n,k/l
2
}∞

n,k=1

∪
{

mq,0 : ĵ2|αq |,αq,k/l
2
}∞

k=1
∪
{

mq−1,0 : ĵ2|αq−1|,αq−1,k/l
2
}∞

k=1
.No aso de ondições de ontorno relativa no bordo temos

Sp∆
(q)
rel =

{

mq,n : j2µq,n,k/l
2
}∞

n,k=1
∪
{

mq−1,n : j2µq−1,n,k/l
2
}∞

n,k=1

∪
{

mq−1,n : ĵ2µq−1,n,−αq−1,k/l
2
}∞

n,k=1
∪
{

mq−2,n : ĵ2µq−2,n,−αq−2,k/l
2
}∞

n,k=1

∪
{

mq,0 : j2|αq |,k/l
2
}∞

k=1
∪
{

mq−1,0 : j2|αq−1|,k/l
2
}∞

k=1
,onde ĵν,c,k é o zero da função Ĵν,c(r) = cJν(r) + rJ ′

ν(r), jν,k é o zero da função de Bessel
Jν(x) e mq,n é a multipliidade do autovalor λq,n.Demonstração. Pelo lema 2 e o teorema 3 temos um sistema ompleto de soluções quadradointegráveis da equação do Laplaiano ∆(q)u = λu, om λ 6= 0. Como o espetro de ∆(q)é pontual, para obter uma resolução disreta (mais preisamente a parte positiva) de ∆(q),temos que determinar quais destas soluções satisfazem as ondições de ontorno absoluta(relativa) em r = l. Assim onsideramos as formas do tipo 1, 2, 3, 4, E, O e apliando asondições de ontorno absoluta (2.6) e relativa (2.7) obtemos o resultado. Desta maneira,determinaremos apenas os autovalores para o aso om ondições de ontorno absoluta nobordo, já que o aso relativo segue de maneira análoga.Lembramos que,

Babs(ω) = 0 se e somente se

{

ωnorm|∂W = 0,

(dω)norm|∂W = 0.Apliando este sistema na forma do tipo 1 obtemos
∂r(ψ

(q)
1,n)|r=l = 0 ⇒ αqJµq,n(λl) + λlJ ′

µq,n
(λl) = 0.Logo λ = ĵµq,n,αq,k/l.No aso da forma do tipo 2 temos

∂r(ψ
(q)
2,n)|r=l = 0 ⇒ αq−1Jµq−1,n(λl) + λlJ ′

µq−1,n
(λl) = 0e assim λ = ĵµn,q−1,αq−1,k/l.Para o tipo 3 temos o sistema

{ (
rαq−1−1Jµq−1,n(λr)

)

r=l
= 0,

(
∂r

(
r2αq−1+1∂r(r

−αq−1Jµq−1,n(λr))
)
− λq−1,nr

αq−1−1Jµq−1,n(λr)
)
|r=l = 0,
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∂r

(
r2αq−1+1∂r(r

−αq−1Jµq−1,n(λr))
)

=

= ∂r

(

−αq−1r
αq−1Jµq−1,n(λr) + λrαq−1+1J ′

µq−1,n
(λr)

)

= −α2
q−1r

αq−1−1Jµq−1,n(λr) + λrαq−1J ′
µq−1,n

(λr) + λ2rαq−1+1J ′′
µq−1,n

(λr).

(6.1)Agora usando relações lássias entre as funções de Bessel e a sua derivada, obtemos que
z2J ′′

ν (z) = −z2Jν(z) + ν2Jν(z) − zJ ′
ν(z).Substituindo λ2r2J ′′

µq−1,n
(λr) na equação (6.1) obtemos

∂r

(
r2αq−1+1∂r(r

−αq−1Jµq−1,n(λr))
)

=

= −α2
q−1r

αq−1−1Jµq−1,n (λr) − λ2rαq−1+1Jµq−1,n(λr) + rαq−1µ2
q−1,nJµq−1,n(λr).Com a solução da primeira equação do sistema e a equação aima, onluímos que λ =

jµq−1,n,k/l.No tipo 4 temos
(
rαq−2+1Jµq−2,n,k(λl)

)
|r=l = 0 ⇒ λ =

jµq−2,n,k

l
.Da mesma forma que as anteriores, nos tipos E e O temos λ = ĵ|αq |,αq,k/l e λ =

ĵ|αq−1|,αq−1,k/l, respetivamente. E o resultado segue.Com este lema é possível provar um tipo de �Dualidade de Poinaré� para a Torção Ana-lítia no aso de ClN .Teorema 18. Seja N uma variedade Riemanniana fehada orientável de dimensão m e seja
W = ClN . Então

log Tabs(W ) = (−1)m log Trel(W ).Demonstração. Usando a dualidade de Hodge, dada por meio de ∗, temos que as formas dotipo 1, 2, 3, 4, E e O são levadas por ∗ nas formas do tipo 4, 3, 2, 1, O e E, respetivamente.E ainda, ∗ leva uma forma de dimensão q, que satisfaz ondições de ontorno absoluta nobordo, em uma forma de dimensão m+ 1 − q, que satisfaz as ondições de ontorno relativano bordo. Logo, pelo lema anterior, Sp∆
(q)
abs = Sp∆

(m+1−q)
rel . Comparando a de�nição dasformas no teorema 3 om o lema 1 temos que as formas do tipo 1, 3 e E são oexatas e asformas do tipo 2, 4 e O são exatas, o operador d leva formas do tipo 1, 3 e E em formas dotipo 2, 4 e O, respetivamente, enquanto d† faz o proesso inverso. Então de�na

F
(q)
cf,abs : =

{

mq,n : ĵ2µq,n,αq,k/l
2
}∞

n,k=1
∪
{

mq−1,n : j2µq−1,n,k/l
2
}∞

n,k=1

∪
{

mq,0 : ĵ2|αq |,αq,k/l
2
}∞

k=1
.
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F

(q)
cf,abs é a união dos autovalores de dimensão q das formas ofehadas om ondições deontorno absoluta. De�na

F
(q)
f,abs : =

{

mq−1,n : ĵ2µq−1,n,αq−1,k/l
2
}∞

n,k=1
∪
{

mq−2,n : j2µq−2,n,k/l
2
}∞

n,k=1

∪
{

mq−1,0 : ĵ2|αq−1|,αq−1,k/l
2
}∞

k=1
.

F
(q)
f,abs é a união dos autovalores das formas fehadas de dimensão q om ondições de ontornoabsoluta. Claramente Sp∆

(q)
abs = F

(q)
cf,abs ∪ F

(q)
f,abs e F (q)

cf,abs = F
(q+1)
f,abs . Então

tabs(s) =
1

2

m+1∑

q=0

(−1)qqζ(s,∆
(q)
abs) =

1

2

m+1∑

q=0

(−1)qqζ(s,∆
(m+1−q)
rel )

= (−1)mtrel(s) +
(m+ 1)

2

m+1∑

q=0

(−1)m+1−qζ(s,∆
(q)
rel )

= (−1)mtrel(s) +
(m+ 1)

2

m+1∑

q=0

(−1)q
(

ζ(s, F
(q+1)
f,abs ) + ζ(s, F

(q)
f,abs)

)

= (−1)mtrel(s).Agora, log Tabs(W ) = t′abs(0) = (−1)mt′rel(0) = (−1)m log Trel(W ).A partir de agora onsideramos dimN = 2p − 1 e que a ondição de ontorno sobre obordo de W será sempre a ondição de ontorno absoluta (Babs). Desta forma, não faremosmais referênias a estes fatos. Usando os autovalores do Laplaiano de W (lema 11), de�na
t(s) omo

t(s) =
1

2

2p
∑

q=1

(−1)qqζ(s,∆(q)).Então, log Tabs(W ) = t′(0).Lema 12. Se t(s) é omo aima, então
t(s) =

l2s

2

p−2
∑

q=0

(−1)q





∞∑

n,k=1

mq,n

(

2j−2s
µq,n,k − ĵ−2s

µq,n,αq ,k − ĵ−2s
µq,n,−αq,k

)





+ (−1)p−1 l
2s

2





∞∑

n,k=1

mp−1,n

(

j−2s
µp−1,n,k − (j′µp−1,n,k)

−2s
)





− l2s

2

p−1
∑

q=0

(−1)qrkHq(N ;R)

∞∑

k=1

(

j−2s
−αq−1,k − j−2s

−αq ,k

)

.
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l2sζ(s,∆(q)) =

∞∑

n,k=1

mq,nĵ
−2s
µq,n,αq ,k +

∞∑

n,k=1

mq−1,nĵ
−2s
µq−1,n,αq−1,k

+

∞∑

n,k=1

mq−1,nj
−2s
µq−1,n,k +

∞∑

n,k=1

mq−2,nj
−2s
µq−2,n,k

+

∞∑

k=1

mq,0ĵ
−2s
|αq |,αq,k +

∞∑

k=1

mq−1,0ĵ
−2s
|αq−1|,αq−1,k.Para q �xo, 0 ≤ q ≤ 2p− 2, temos termos seqüeniais. Somando tais termos, obtemos

(−1)qq

∞∑

n,k=1

mq,nĵ
−2s
µq,n,αq,k + (−1)q+1(q + 1)

∞∑

n,k=1

m̂q,nĵ
−2s
µq,n,αq,k

+ (−1)q+1(q + 1)

∞∑

n,k=1

mq,nj
−2s
µq,n,k + (−1)q+2(q + 2)

∞∑

n,k=1

mq,nj
−2s
µq,n,k

+ q(−1)q
∞∑

k=1

mq,0ĵ
−2s
|αq |,αq,k

+ (q + 1)(−1)q+1
∞∑

k=1

mq,0ĵ
−2s
|αq|,αq,k

= (−1)q





∞∑

n,k=1

mq,nj
−2s
µq,n,k −

∞∑

n,k=1

mq,nĵ
−2s
µq,n,αq,k



+ (−1)q+1
∞∑

k=1

mq,0ĵ
−2s
|αq |,αq,k.Segue que t(s) é da forma,

t(s) =
l2s

2

2p−2
∑

q=0

(−1)q
∞∑

n,k=1

mq,n

(

j−2s
µq,n,k − ĵ−2s

µq,n,αq ,k

)

+
l2s

2

2p−1
∑

q=0

(−1)q+1
∞∑

k=1

mq,0ĵ
−2s
|αq |,αq,k.Observamos que λq,n = λ2p−2−q,n, por meio da isometria na equação (2.12), e ainda

αq = 1
2(1 + 2q− 2p+ 1) = q− p+ 1 = −α2p−2−q, logo µq,n = µ2p−2−q,n. Desta forma, �xando

q, 0 ≤ q ≤ p− 2, e olhando na primeira parte da soma anterior, vemos que
(−1)q

∞∑

n,k=1

mq,n

(

j−2s
µq,n,k − ĵ−2s

µq,n,αq,k

)

+ (−1)(2p−2−q)
∞∑

n,k=1

mq,n

(

j−2s
µq,n,k − ĵ−2s

µq,n,−αq,k

)

=

= (−1)q
∞∑

n,k=1

mq,n

(

2j−2s
µq,n,k − ĵ−2s

µq,n,αq,k − ĵ−2s
µq,n,−αq,k

)

,observe que, quando q = p − 1, tem-se λp−1,n = λ2p−1−(p−1),n e αq identiamente nulo,portanto, não temos uma soma omo aima. Logo,
t(s) =

l2s

2

p−2
∑

q=0

(−1)q
∞∑

n,k=1

mq,n

(

2j−2s
µq,n,k − ĵ−2s

µq,n,αq ,k − ĵ−2s
µq,n,−αq ,k

)

+ (−1)p−1 l
2s

2

∞∑

n,k=1

mp−1,n

(

j−2s
µp−1,n,k − (j′µp−1,n,k)

−2s
)

+
l2s

2

2p−1
∑

q=0

(−1)q+1
∞∑

k=1

mq,0ĵ
−2s
|αq |,αq,k.
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2p−1
∑

q=0

(−1)q+1
∞∑

k=1

mq,0ĵ
−2s
|αq |,αq,k.Para isso, preisamos de algumas propriedades das funções de Bessel que podem ser enon-tradas em [48℄. Como dimN = 2p− 1, temos que αq é um número inteiro igual a q− p+ 1, eainda, este valor é negativo para 0 ≤ q < p − 1. Fixe q, 0 ≤ q < p − 1, e onsidere a função

Ĵ−αq ,αq(z) = αqJ−αq (z) + zJ ′
−αq

(z). Utilizando a identidade
zJ ′

µ(z) = −zJµ+1(z) + µJµ(z)obtemos Ĵ−αq ,αq(z) = −zJ−αq+1(z) = −zJ−αq−1(z) e assim ĵ|αq |,k,αq
= j−αq−1,k. Agora �xe

q, p− 1 < q ≤ 2p − 1, assim αq é positivo e omo
zJ ′

µ(z) = zJµ−1(z) − µJµ(z),a função Ĵαq ,αq(z) = αqJαq (z)+ zJ ′
αq

(z) é igual a zJαq−1(z), e então ĵ|αq |,k,αq
= jαq−1,k. Noteque, quando q = p− 1, tem-se αp−1 = 0 e, então, jαp−1,k,αp−1 = j′0,k = j1,k. Logo,

2p−1
∑

q=0

(−1)q+1
∞∑

k=1

mq,0ĵ
−2s
|αq |,αq,k =

=

p−2
∑

q=0

(−1)q+1
∞∑

k=1

mq,0

j−2s
−αq−1,k

+ (−1)p
∞∑

k=1

mp−1,0

j−2s
1,k

+

2p−1
∑

q=p

(−1)q+1
∞∑

k=1

mq,0

j−2s
αq−1,k

.Utilizando a dualidade dada por ∗ tem-se mq,0 = m2p−1−q,0. Assim, reduzimos a soma aima,
2p−1
∑

q=0

(−1)q+1
∞∑

k=1

mq,0ĵ
−2s
|αq |,k =

p−2
∑

q=0

(−1)q+1
∞∑

k=1

mq,0j
−2s
−αq−1,k

+ (−1)p
∞∑

k=1

mp−1,0j
−2s
1,k +

p−1
∑

q=0

(−1)2p−q
∞∑

k=1

m2p−1−q,0j
−2s
α2p−2−q ,k

=

p−2
∑

q=0

(−1)q+1
∞∑

k=1

mq,0j
−2s
−αq−1,k + (−1)p

∞∑

k=1

mp−1,0j
−2s
1,k +

p−1
∑

q=0

(−1)q
∞∑

k=1

mq,0j
2s
−αq ,k

=

p−1
∑

q=0

(−1)q+1mq,0

∞∑

k=1

j−2s
−αq−1,k − j−2s

−αq ,k.



6.1. Cone sobre uma variedade fehada onexa de dimensão ímpar 109Note que mq,0 = rkHq(N,R), por meio do teorema de de Rham, e a fórmula para t(s) �a
t(s) =

l2s

2

p−2
∑

q=0

(−1)q





∞∑

n,k=1

mq,n

(

2j−2s
µq,n,k − ĵ−2s

µq,n,αq,k − ĵ−2s
µq,n,−αq,k

)





+ (−1)p−1 l
2s

2





∞∑

n,k=1

mp−1,n

(

j−2s
µp−1,n,k − (j′µp−1,n,k)

−2s
)





− l2s

2

p−1
∑

q=0

(−1)qrkHq(N ;R)

∞∑

k=1

(

j−2s
−αq−1,k − j−2s

−αq ,k

)

.

De�na as funções,
Zq(s) =

∞∑

n,k=1

mq,nj
−2s
µq,n,k, Żq(s) =

∞∑

n,k=1

mq,n(j′µq,n,k)
−2s,

Zq,±(s) =

∞∑

n,k=1

mq,nĵ
−2s
µq,n,±αq,k, zq(s) =

∞∑

k=1

(

j−2s
−αq−1,k − j−2s

−αq ,k

)

,para 0 ≤ q ≤ p− 1, e
tq(s) = 2Zq(s) − Zq,+(s) − Zq,−(s), 0 ≤ q ≤ p− 2

tp−1(s) = Zp−1(s) − Żp−1(s).Então,
t(s) =

l2s

2

p−2
∑

q=0

(−1)q (2Zq(s) − Zq,+(s) − Zq,−(s)) + (−1)p−1 l
2s

2

(

Zq−1(s) − Żq−1(s)
)

− l2s

2

p−1
∑

q=0

(−1)qrkHq(N ;R)zq(s)

=
l2s

2

p−1
∑

q=0

(−1)qtq(s) −
l2s

2

p−1
∑

q=0

(−1)qrkHq(N ;R)zq(s),e
log T (W ) = t′(0) =

log l2

2





p−1
∑

q=0

(−1)qtq(0) +

p−1
∑

q=0

(−1)q+1rkHq(N,R)zq(0)





+
1

2





p−1
∑

q=0

(−1)qt′q(0) +

p−1
∑

q=0

(−1)q+1rkHq(N,R)z′q(0)



 .

(6.2)



110 6. Torção Analítia do one sobre uma variedade de dimensão ímpar6.2 Estudo de tp−1(s)Nesta seção, trabalharemos om as seqüênias duplas Sp−1 = {mp−1,n : j2µp−1,n,k}∞n=1 e Ṡp−1 =

{mp−1,n : (j′µp−1,n,k)
2}∞n=1, já que Zp−1(s) = ζ(s, Sp−1) e Żp−1(s) = ζ(s, Ṡp−1).Primeiro, veri�aremos a de�nição 13, ou seja, que Sp−1 e Ṡp−1 são espetralmente de-ompostas sobre Up−1. Considere a seqüênia simples Up−1 = {mp−1,n : µp−1,n}∞n=1.Lema 13. A seqüênia Up−1 é uma seqüênia totalmente regular do tipo espetral om ordemin�nita, e(Up−1) = g(Up−1) = 2p− 1, e

ζ(s, Up−1) = ζ
(s

2
, Ũp−1

)

,onde Ũp−1 = {mp−1,n : λp−1,n}. Além disso, a função ζ(s, Up−1) possui polos simples em
s = 2(p − k) − 1, para k = 0, 1, 2, . . . .Demonstração. Primeiro lembraremos alguns fatos a respeito dos autovalores λq,n, do Lapla-iano de dimensão q de uma variedade Riemanniana ompata sem bordo M . Todas estasa�rmações podem ser enontradas em [20℄, seção 1.12. Para n su�ientemente grande, λq,n seomporta omo n 2

dim M , ou seja, λq,n ∼ n
2

dim M e segundo a função ζ(s,Sp+∆
(q)
M ) possui polossimples em s = dimM−k

2 , k = 0, 1, 2, . . . . E ainda Sp+∆
(q)
M é uma seqüênia totalmente regulardo tipo espetral om ordem in�nita.Para mostrar que e(Up−1) = g(Up−1) = 2p − 1, temos a seqüênia de identidades

e(Up−1) = lim sup
n→∞

log n

log |λ
1
2
q,n|

= lim sup
n→∞

log n
1

2p−1 log n
= 2p − 1.Para a representação de ζ(s, Up−1) omo aima temos,

ζ(s, Up−1) = ζ
(s

2
, Ũp−1

)

,onde
ζ
(s

2
, Ũp−1

)

=

∞∑

n=1

mp−1,n

λ
s
2
p−1,n

,o que segue direto da de�nição de ζ(s, Up−1). Logo, om a observação a respeito dos polos de
ζ(s, Ũp−1) no iníio da prova temos que ζ(s, Up−1) possui polos simples em s = 2(p − k) − 1,para k = 0, 1, 2, . . . .Lema 14. O logaritmo da função Gamma assoiada à seqüênia Sp−1,n/µ

2
p−1 e o logaritmoda função Gamma assoiada à seqüênia Ṡp−1,n/µp−1 possuem as representações a seguir,



6.2. Estudo de tp−1(s) 111om λ ∈ Dθ1,c1, respetivamente,
log Γ(−λ, Sp−1,n/µ

2
p−1,n) = − log

∞∏

k=1

(

1 +
(−λ)µ2

p−1,n

j2µp−1,n,k

)

= − log Iµp−1,n(µp−1,n

√
−λ) + (µp−1,n) log

√
−λ

+ µp−1,n log(µp−1,n) − µp−1,n log 2 − log Γ(µp−1,n + 1),

log Γ(−λ, Ṡp−1,n/µ
2
p−1,n) = − log

∞∏

k=1

(

1 +
(−λ)(µp−1,n)2

(j′µp−1,n,k)
2

)

= − log I ′µp−1,n
(µp−1,n

√
−λ) + (µp−1,n − 1) log

√
−λ

+ µp−1,n log(µp−1,n) − µp−1,n log 2 − log Γ(µp−1,n + 1).Demonstração. Notamos primeiro que Sp−1,n e Ṡp−1,n são seqüênias de números reais po-sitivos, logo para esolha do domínio de λ é su�iente �xar θ1 ∈ (0, π) e onsiderar c1 =
1
2 min(j2µp−1,1

, (j′µp−1,1
)2).Lembremos as equações (4.26), onde temos as seguintes representações,

Iν(z) =
zν

2νΓ(ν + 1)

∞∏

k=1

(

1 +
z2

j2ν,k

)

, I ′ν(z) =
zν−1

2νΓ(ν)

∞∏

k=1

(

1 +
z2

(j′ν,k)
2

)

.Usando estas representações, obtemos as representações para a função Gamma assoiada asseqüênias Sp−1,n/µ
2
p−1 e Ṡp−1,n/µp−1 sem maiores problemas. E o lema segue.Com este lema temos uma expansão assintótia ompleta para λ grande em Dθ1,c1 dasfunções Gamma, log Γ(−λ, Sp−1,n/(µp−1,n)2) e log Γ(−λ, Ṡp−1,n/(µp−1,n)2). Desta maneira

Sp−1,n/(µp−1,n)2 e Ṡp−1,n/(µp−1,n)2 são seqüênias do tipo espetral (ver de�nição 2.5 de[46℄), mais ainda são seqüênias totalmente regulares do tipo espetral om ordem in�nita.Lema 15. A diferença entre o logaritmo da função Gamma assoiada à Sp−1,n/µ
2
p−1 e ologaritmo da função Gamma assoiada à Ṡp−1,n/µ

2
p−1 possui a expansão assintótia uniformea seguir, para n su�ientemente grande e λ ∈ Dθ1,c1, respetivamente,

log Γ(−λ, Sp−1,n/(µp−1,n)2) − log Γ(−λ, Ṡp−1,n/(µp−1,n)2) =

= − log I(µp−1,n

√
−λ) + log I ′(µp−1,n

√
−λ) + log

√
−λ

=
1

2
log(1 − λ) +

2p−1
∑

j=1

φp−1,j(λ)
1

µj
p−1,n

+O

(

1

µ2p
p−1,n

)

.Demonstração. Considerando as representações do lema 14 e fazendo a diferença entre oslogaritmos das funções Gamma, log Γ(−λ, Sp−1,n/(µp−1,n)2) e log Γ(−λ, Ṡp−1,n/(µp−1,n)2),obtemos
log Γ(−λ, Sp−1,n/(µp−1,n)2) − log Γ(−λ, Ṡp−1,n/(µp−1,n)2) =

= − log I(µp−1,n

√
−λ) + log I ′(µp−1,n

√
−λ) + log

√
−λ.

(6.3)
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Iν(νz) =

eν
√

1+z2
e
ν log z

1+
√

1+z2

√
2πν(1 + z2)

1
4



1 +

2p−1
∑

j=1

Uj(z)

νj
+O

(
1

ν2p

)


 ,onde
U0(w) =1,

Uj(w) =
1

2
w2(1 − w2)

d

dw
Uj−1(w) +

1

8

∫ w

0
(1 − 5w2)Uj−1(t)dt,om w = 1√

1+z2
, e

I ′ν(νz) =
(1 + z2)

1
4 eν

√
1+z2

e
ν log z

1+
√

1+z2

√
2πνz



1 +

2p−1
∑

j=1

Vj(z)

νj
+O

(
1

ν2p

)


 ,om
V0(w) =1,

Vj(w) =Uj(w) − w

2
(1 − w2)Uj−1(w) − w2(1 − w2)

d

dw
Uj−1(w).Então

log Iν(νz) = ν
√

1 + z2 + ν log z − ν log(1 +
√

1 + z2)

− 1

2
log 2πν − 1

4
log(1 + z2) + log



1 +

2p−1
∑

j=1

Uj(z)

νj
+O

(
1

ν2p

)




log I ′ν(νz) = ν
√

1 + z2 + ν log z − ν log(1 +
√

1 + z2) − log z

− 1

2
log 2πν +

1

4
log(1 + z2) + log



1 +

2p−1
∑

j=1

Vj(z)

νj
+O

(
1

ν2p

)


 .Substituindo ν por µp−1,n e z por √−λ em (6.3) temos
log Γ(−λ, Sp−1,n/(µp−1,n)2) − log Γ(−λ, Ṡp−1,n/(µp−1,n)2) =

1

2
log(1 − λ)

− log



1 +

2p−1
∑

j=1

Uj(λ)

µj
p−1,n

+O

(

1

µ2p
p−1,n

)

+ log



1 +

2p−1
∑

j=1

Vj(λ)

µj
p−1,n

+O

(

1

µ2p
p−1,n

)

 .Usando a expansão do logaritmo
log



1 +
∞∑

j=1

aj

zj



 =
∞∑

j=1

lj
zj
,onde a0 = 1, a1 = l1 e

lj = aj −
j−1
∑

k=1

j − k

j
aklj−k,
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log Γ(−λ, Sp−1,n/(µp−1,n)2) − log Γ(−λ, Ṡp−1,n/(µp−1,n)2) =

1

2
log(1 − λ)

+

2p−1
∑

j=1

1

µj
p−1,n

(

Vj(λ) − Uj(λ) +

j−1
∑

k=1

j − k

j

(
Vk(λ)l′j−k(λ) − Uklj−k(λ)

)

)

+O

(

1

µ2p
p−1,n

)

,onde l′j(λ) é o termo da expansão do logaritmo om soma em Vj(λ) e lj(λ) é o termo daexpansão do logaritmo om soma em Uj(λ). De�nindo
φp−1,j(λ) = l′j(λ) − lj(λ)

= Vj(λ) − Uj(λ) +

j−1
∑

k=1

j − k

j

(
Vk(λ)l′j−k(λ) − Uklj−k(λ)

) (6.4)obtemos
log Γ(−λ, Sp−1,n/(µp−1,n)2) − log Γ(−λ, Ṡp−1,n/(µp−1,n)2) =

=
1

2
log(1 − λ) +

2p−1
∑

j=1

φp−1,j(λ)
1

µj
p−1,n

+O

(

1

µ2p
p−1,n

)

,e o resultado segue.Proposição 12. As seqüênias duplas Sp−1 e Ṡp−1 possuem expoentes relativos (p, 2p−1
2 , 1

2),genus relativos (p,
[

2p−1
2

]

, 0), onde o olhete signi�a a parte inteira de 2p−1
2 , e são espe-tralmente deompostas sobre Up−1 om potênia κ = 2, omprimento ℓ = 2p e domínio Dθ1,c1.Demonstração. Estudaremos primeiro os expoentes �nitos e os genus de Sp−1. Antes, lem-braremos algumas relações. Uma das relações lássias dos zeros das funções de Bessel é aseguinte: se jµ,k é um zero da função Jµ(z) então

kπ +
1

2
µπ +

1

4
π ≤ jµ,k ≤ (k + 1)π +

1

2
µπ +

1

4
π.Com esta relação, para k su�ientemente grande tem-se jµ,k ∼ kπ, e para µ su�ientementegrande tem-se jν,k ∼ 1

2µπ. Lembrado que, para n su�ientemente grande λn ∼ n
2

2p−1 , temosque s1 = 2p−1
2 e s2 = 1

2 . Para determinar s0 é um pouo mais ompliado, para isso temos
t∑

n=1

s∑

k=1

1

j2α
µp−1,n,k

≤
t∑

n=1

s∑

k=1

1

(πk + π
2 (λp−1,n)

1
2 + π

4 )2α

≤
t∑

n=1

s∑

k=1

1

(k + (λp−1,n)
1
2 )2α

≤
t∑

n=1

s∑

k=1

1

(k + (n
2

2p−1 )
1
2 )2α

.



114 6. Torção Analítia do one sobre uma variedade de dimensão ímparUsando a desigualdade de Young temos que n 1
2p−1 + k ≥ (nk)

1
2p . Logo,

t∑

n=1

s∑

k=1

1

(k + n
1

2p−1 )2α
≤

t∑

n=1

s∑

k=1

1

(nk)
α
p

.Dessa forma, a série Sp−1 onverge se α > p. Preisamos garantir a limitação inferior, paraisso usamos a desigualdade
t∑

n=1

s∑

k=1

1

(π(k + 1) + π
2 (λp−1,n)

1
2 + π

4 )2α
≤

t∑

n=1

s∑

k=1

1

j2α
µp−1,n,k

.Utilizando o Teorema de Plana [49℄, temos
t∑

n=1

s∑

k=1

1

(π(k + 1) + π
2n

1
2p−1 + π

4 )2α
≥

t∑

n=1

∫ s

1

(

πx+
π

2
(λp−1,n)

1
2 +

π

4

)−2α
dx

≥
t∑

n=1

1

2α− 1

(
5π

4
+
π

2
n

1
2p−1

)−2α+1

.Fazendo t tender ao in�nito, vemos que a série
∞∑

n=1

1

2α − 1

(
5π

4
+
π

2
n

1
2p−1

)−2α+1

,onverge se, e somente se, 2α−1
2p−1 > 1, e este únio fato oorre se, e somente se, α > p. Destaforma s0 = p. Note que α > 1

2 , omo s2 = 1
2 .Observamos que os expoentes e os genus para Ṡ são os mesmos, já que os zeros da derivadade uma função de Bessel são interalados om os zeros da função de Bessel, ou seja, jµ,k <

j′µ,k < jµ,k+1.O restante da proposição segue diretamente dos lemas 12 e 14. E ainda, o omprimento ℓda deomposição é preisamente 2p, pois e(Up−1) = 2p − 1 e, portanto, o maior inteiro h talque h− 1 = σh ≤ 2p− 1 é 2p. Isto ompleta a prova.Observação 1. Pelo teorema 4, apenas os termos om σh = 1, σh = 3, . . ., σh = 2p−1, om
h = 2, 4, . . . , 2p, respetivamente, apareem na fórmula do teorema 5, pelo lema 13.Agora faremos um estudo das funções φp−1,j(λ) que apareem no lema 15.Lema 16. Para todo índie j ∈ N, as funções φp−1,j(λ) são polin�mios em w = 1√

1−λ
daforma

φp−1,j(λ) =

j
∑

k=0

ap−1,j,kw
2k+j ,e ainda φp−1,j(0) = 0 para todo j ≥ 1.



6.2. Estudo de tp−1(s) 115Demonstração. A prova que as funções φp−1,j(λ) são polin�mios em w = 1√
1−λ

e possuema representação aima é apliação direta da de�nição das φp−1,j(λ), que está na equação(6.4). Faremos apenas a prova da segunda a�rmação, ou seja, que φp−1,j(0) = 0 para todo j.Usaremos indução. Para j = 1 temos
φp−1,1(λ) = l′1(λ) − l1(λ) = V1(λ) − U1(λ)

= −1

2

1

(1 − λ)
1
2

+
1

2

1

(1 − λ)
3
2e assim φp−1,1(0) = 0. Suponha que φp−1,k(0) = 0 para k = 1, . . . , j − 1 e provaremos para

k = j. Considerando φp−1,j(λ) omo função de w = (1 − λ)−
1
2 , temos que, quando λ = 0, wé igual a 1. Então

φp−1,j(w) = l′j(w) − lj(w)

= Vj(w) − Uj(w) +

j−1
∑

s=1

j − s

j

(
Us(w)lj−s(w) − Vs(w)l′j−s(w)

)

= Vj(w) − Uj(w) +

j−1
∑

s=1

j − s

j

(
Us(w)(lj−s(w) − l′j−s(w))

)

+

j−1
∑

s=1

(1 − w2)

(
w

2
Us−1(w) + w2 d

dw
Us−1(w)

)

l′j−s(w).E usando a hipótese de indução temos que φp−1,j(1) = 0, omo função de w. Logo φp−1,j(0) =

0, omo função de λ, o que termina prova.Por de�nição, na equação (1.19),
Φp−1,j(s) =

∫ ∞

0
ts−1 1

2πi

∫

Λθ,c

e−λt

−λ φp−1,j(λ)dλdt, (6.5)então:Corolário 4. Para todo j ≥ 1, a expansão de Laurent das funções Φp−1,2j+1(s) em s = 0possuem os oe�ientes:
Res0
s=0

Φp−1,2j+1(s) = 2

2j+1
∑

k=1

ap−1,2j+1,k

k+j
∑

t=2

1

2t− 1
, Res1

s=0
Φp−1,2j+1(s) = 0,em partiular, quando j = 0 temos

Res0
s=0

Φp−1,1(s) = 2ap−1,1,1 = 1, Res1
s=0

Φp−1,1(s) = 0.Demonstração. Usando a de�nição das Φp−1,2j+1(s) e alulando a integral por meio da equa-ção (1.23) temos que
Φp−1,2j+1(s) =

2j+1
∑

k=0

ap−1,2j+1,k
Γ(s+ 2(k+j)+1

2 )

sΓ(2(k+j)+1
2 )

.



116 6. Torção Analítia do one sobre uma variedade de dimensão ímparLembrando que
Res0
s=0

Γ
(

s+ 2j+1
2

)

Γ
(

2j+1
2

)

s
= −γ − 2 log 2 + 2

j
∑

k=1

1

2k − 1
e Res1

s=0

Γ(s+ 2j+1
2 )

Γ(2j−1
2 )s

= 1, (6.6)obtemos
Res0
s=0

Φp−1,2j+1(s) =

2j+1
∑

k=0

ap−1,2j+1,k

(

−γ − 2 log 2 + 2

k+j
∑

t=1

1

2t− 1

)

Res1
s=0

Φp−1,2j+1(s) =

2j+1
∑

k=0

ap−1,2j+1,k.Assim, usando o lema anterior temos o resultado. Em partiular,
Res0
s=0

Φp−1,1(s) = 2ap−1,1,1, Res1
s=0

Φp−1,1(s) = 0.Como ap−1,1,1 = 1
2 ,

Res0
s=0

Φp−1,1(s) = 1.Nosso próximo passo é determinar os termos A0,0(0) e A′
0,1(0) de�nidos na equação (1.21).Os termos relativos à seqüênia Ṡp−1 serão representados por um ponto em ima. Temos oseguinte resultadoLema 17.

Ap−1,0,0 = Ap−1,0,0(s) − Ȧp−1,0,0(s) = 0,

Ap−1,0,1, = Ap−1,0,1(s) − Ȧp−1,0,1(s) =
1

2
ζ(2s, Up−1).Demonstração. A de�nição da equação (1.21) no aso de Sp−1 �a,

Ap−1,0,0(s) =

∞∑

n=1



ap−1,0,0,n −
p
∑

j=1

bp−1,2j−1,0,0µ
−2j+1
p−1,n



µ−2s
p−1,n,

Ap−1,0,1(s) =
∞∑

n=1



ap−1,0,1,n −
p
∑

j=1

bp−1,2j−1,0,1µ
−2j+1
p−1,n



µ−2s
p−1,n.No aso de Ṡp−1 temos,

Ȧp−1,0,0(s) =

∞∑

n=1



ȧp−1,0,0,n −
p
∑

j=1

ḃp−1,2j−1,0,0µ
−2j+1
p−1,n



µ−2s
p−1,n,

Ȧp−1,0,1(s) =

∞∑

n=1



ȧp−1,0,1,n −
p
∑

j=1

ḃp−1,2j−1,0,1µ
−2j+1
p−1,n



µ−2s
p−1,n.



6.2. Estudo de tp−1(s) 117Assim preisamos da expansão para λ grande das funções l2j−1(λ), l′2j−1(λ), para j =

1, 2, . . . , p, log Γ(−λ, Sp−1,n/µ
2
p−1,n) e log Γ(−λ, Ṡp−1,n/µ

2
p−1,n). Usando as expansões queestão na equação (4.29), obtemos

log Γ(−λ, Sp−1,n/µ
2
p−1,n) =

1

2
log 2π +

(

µp−1,n +
1

2

)

log µp−1,n − µp−1,n log 2

− log Γ(µp−1,n + 1) +
1

2

(

µp−1,n +
1

2

)

log(−λ) +O(e−µp−1,n

√
−λ)

log Γ(−λ, Ṡp−1,n/µ
2
p−1,n) =

1

2
log 2π +

(

µp−1,n +
1

2

)

log µp−1,n − µp−1,n log 2

− log Γ(µp−1,n + 1) +
1

2

(

µp−1,n − 1

2

)

log(−λ) +O(e−µp−1,n

√
−λ).E então temos os valores

ap−1,0,0,n =
1

2
log 2π +

(

µp−1,n +
1

2

)

log µp−1,n − µp−1,n log 2 − log Γ(µp−1,n + 1),

ap−1,0,1,n =
1

2

(

µp−1,n +
1

2

)

,

ȧp−1,0,0,n =
1

2
log 2π +

(

µp−1,n +
1

2

)

log µp−1,n − µp−1,n log 2 − log Γ(µp−1,n + 1),

ȧp−1,0,1,n =
1

2

(

µp−1,n − 1

2

)

,Note que bp−1,2j−1,0,0 = bp−1,2j−1,0,1 = 0 e ḃp−1,2j−1,0,0 = ḃp−1,2j−1,0,1 = 0, omo não temostermos onstantes para j = 1, 2, . . . p nas expansões de l2j−1(λ) e l′2j−1(λ). Então
Ap−1,0,0 = Ap−1,0,0(s) − Ȧp−1,0,0(s) = 0,

Ap−1,0,1, = Ap−1,0,1(s) − Ȧp−1,0,1(s) =
1

2

∞∑

n=1

mp−1,nµ
−2s
p−1,n =

1

2
ζ(2s, Up−1),e o resultado segue.Com todos os lemas anteriores e respetivos orolários, podemos usar o teorema 5 e o seuorolário para obtermos o resultado a seguir.Proposição 13. As funções tp−1(s) e t′p−1(s) em s = 0 assumem os valores

tp−1(0) = −1

2
ζ(0, Up−1),

t′p−1(0) = −ζ ′(0, Up−1) +

p−1
∑

j=0

Res0
s=0

Φp−1,2j+1(s) Res1
s=2j+1

ζ(s, Up−1).Demonstração. Seguindo a idéia aima e usando o orolário 4 e os lemas 13 e 17 o resultadosegue.



118 6. Torção Analítia do one sobre uma variedade de dimensão ímparDividiremos tp−1(0) e t′p−1(0) da seguinte maneira
tp−1(0) = tp−1,reg(0) + tp−1,sing(0),

t′p−1(0) = t′p−1,reg(0) + t′p−1,sing(0),onde,
tp−1,reg(0) = −1

2
ζ(0, Up−1),

tp−1,sing(0) = 0,

t′p−1,reg(0) = −ζ ′(0, Up−1),

t′p−1,sing(0) =
1

2

p−1
∑

j=0

Res0
s=0

Φp−1,2j+1(s) Res1
s=2j+1

ζ(s, Up−1),e hamaremos de partes regulares os termos tp−1,reg(0) e t′p−1,reg(0), e de partes singulares ostermos tp−1,sing(0) e t′p−1,sing(0).6.3 Estudo de tq(s)O estudo destas funções é uma generalização natural do aso anterior, mas omo os detalhessão sutis faremos a maioria das provas. Nosso objetivo é usar o teorema 5, então, onsidera-remos as seqüênias duplas Sq = {mq,n : j2µq,n,k}∞n=1 e Sq,± = {mq,n : j2µq,n±αq,k}∞n=1, já que
Zq(s) = ζ(s, Sq), Zq,±(s) = ζ(s, Sq,±), onde q = 0, 1, . . . , p− 2 e αq = −p + q + 1. Note quea análise de Sq é similar à análise de Sp−1, por isso nos onentraremos no estudo das outrasduas seqüênias. Veri�aremos primeiro que Sq e Sq,± são espetralmente deompostas sobre
Uq = {mq,n : µq,n}∞n=1, ou seja, satisfazem a de�nição 13.Lema 18. A seqüênia Uq é uma seqüênia totalmente regular do tipo espetral om ordemin�nita, e(Uq) = g(Uq) = 2p − 1, e

ζ(s, Uq) =

∞∑

t=0

(− s
2

t

)

ζ
(s

2
+ t, Ũq

)

αt
q,onde, Ũq = {mq,n : λq,n}∞n=1, e λq,n é um autovalor de uma autoforma oexata de N dedimensão q, e q = 0, 1, . . . , p−2. Além disso, ζ(s, Uq) possui polos simples em s = 2(p−k)−1para k = 0, 1, 2, . . ..Demonstração. As provas que e(Uq) = g(Uq) = 2p − 1, ζ(s, Uq) possui polos simples em

s = 2(p − k) − 1 para k = 0, 1, 2, . . . e que Uq é uma seqüênia totalmente regular do tipoespetral om ordem in�nita seguem om argumentos análogos aos da prova do lema 13. Paraa representação de ζ(s, Uq) temos,
ζ(s, Uq) =

∞∑

n=1

mq,n(λq,n + α2
q)

− s
2 =

∞∑

t=0

(− s
2

t

)

ζ
(s

2
+ t, Ũq

)

α2t
q .



6.3. Estudo de tq(s) 119Começamos agora a análise das seqüênias duplas Sq,±. Como os elementos de Sq,± nãosão múltiplos de zeros de funções de Bessel (e nem da derivada de uma função de Bessel),teremos um pouo mais de trabalho. Mas isto não é um problema muito grande, já que taiselementos são zeros de ombinações lineares de funções de Bessel e de suas derivadas, e istotorna possível a análise a seguir.Para c ∈ R, de�na as funções
Ĵν,c(z) = cJν(z) + zJ ′

ν(z).Da de�nição em série da função de Bessel na equação (4.33), obtemos, próximo a z = 0,
Ĵν,c(z) =

(

1 +
c

ν

) zν

2νΓ(ν)
.Isto signi�a que a função z−ν Ĵν,c(z) é uma função par em z. Considere ĵν,c,k os zeros de

Ĵν,c(z) em ordem resente. Pelo teorema da fatorização de Hadamard [12℄, tem-se
z−ν Ĵν(z),c = z−ν Ĵν,c(z)

+∞∏

k=−∞

(

1 − z

ĵν,c,k

)

,e portanto
Ĵν,c(z) =

(

1 +
c

ν

) zν

2νΓ(ν)

∞∏

k=1

(

1 − z2

ĵ2ν,c,k

)

.Usando a equação (4.34), quando −π < arg(z) < π
2 , obtemos

Ĵν,c(iz) = e
π
2
iν
(
cIν(z) + zI ′ν(z)

)
.Então de�nimos, quando −π < arg(z) < π

2 ,
Îν,c(z) = e−

π
2
iνTν,c(iz), (6.7)e assim

Îν,±αq(z) = ±αqIν(z) + zI ′ν(z) =
(

1 ± αq

ν

) zν

2νΓ(ν)

∞∏

k=1

(

1 +
z2

ĵ2ν,±αq,k

)

. (6.8)Usando a de�nição da função Gamma (1.17) provaremos o seguinte:Lema 19. O logaritmo da função Gamma assoiada a seqüênia Sq,±,n/µ
2
q,n é da forma

log Γ(−λ, Sq,±,n/µ
2
q,n) = − log

∞∏

k=1

(

1 +
(−λ)µ2

q,n

ĵ2µq,n,±αq,k

)

= − log Îµq,n,±αq(µq,n

√
−λ) + µq,n log

√
−λ+ µq,n log µq,n

− µq,n log 2 − log Γ(µq,n) + log

(

1 ± αq

µq,n

)

.



120 6. Torção Analítia do one sobre uma variedade de dimensão ímparDemonstração. Basta usar a representação que está na equação (6.8) e obtemos a fórmula doenuniado.Lema 20. A expansão assintótia de
2 log Γ(−λ, Sq,n/µ

2
q,n) − log Γ(−λ, Sq,+,n/µ

2
q,n) − log Γ(−λ, Sq,−,n/µ

2
q,n),para n su�ientemente grande, uniformemente em λ ∈ Dθ1,c2, é da seguinte forma:

2 logΓ(−λ, Sq,n/µ
2
q,n) − log Γ(−λ, Sq,+,n/µ

2
q,n) − log Γ(−λ, Sq,−,n/µ

2
q,n) =

= log(1 − λ) +

2p−1
∑

j=1

φq,j(λ)
1

µj
q,n

+O

(

1

µ2p
q,n

)

.Demonstração. As seqüênias Sq,n e Sq,n,± são seqüênias de números reais, logo podemosonsiderar o mesmo θ1 da seqüênia Sp−1,n e c2 = 1
2 min(j2µq,0

, j2µq,0,±αq
), paraDθ1,c2 , o domíniode λ.Agora, onsiderando as representações dadas nos lemas 14 e 19 para log Γ(−λ, Sq,n/µ

2
q,n),

log Γ(−λ, Sq,+,n/µ
2
q,n) e log Γ(−λ, Sq,−,n/µ

2
q,n), temos

2 logΓ(−λ, Sq,n/µ
2
q,n) − log Γ(−λ, Sq,+,n/µ

2
q,n) − log Γ(−λ, Sq,−,n/µ

2
q,n) =

= − 2 log Iµq,n(µq,n

√
−λ) + log Îµq,n,αq(µq,n

√
−λ) + log Îµq,n,−αq

(µq,n

√
−λ)

− 2 log µq,n − log

(

1 − α2
q

µ2
q,n

)

.Usando as expansões dadas no lema 15 para Iν(νz) e I ′ν(νz), obtemos a expansão para
Îν,±αq(νz), da seguinte maneira,

Îν,±αq(νz) = ±αqIν(νz) + νzI ′ν(νz)

=
√
ν(1 + z2)

1
4
eν

√
1+z2

e
ν log z

1+
√

1+z2

√
2π



1 +

2p−1
∑

j=1

W±αq,j(z)
1

νj
+O

(
1

ν2p

)


 ,onde W±αq ,j(z) = Vj(z) ± αq√
1+z2

Uj(z). Então
log Îν,±αq(νz) = ν

√

1 + z2 + ν log z − ν log(1 +
√

1 + z2) + log ν +
1

4
log(1 + z2)

− 1

2
log 2πν + log



1 +

2p−1
∑

j=1

W±αq ,j(z)
1

νj
+O

(
1

ν2p

)


 .Substituindo ν por µq,n e z por √−λ obtemos
2 log Γ(−λ, Sq,n/µ

2
q,n) − log Γ(−λ, Sq,+,n/µ

2
q,n) − log Γ(−λ, Sq,−,n/µ

2
q,n) = log(1 − λ)

− 2 log



1 +

2p−1
∑

j=1

Uj(λ)

µj
q,n

+O

(

1

µ2p
q,n

)

+ log



1 +

2p−1
∑

j=1

W+αq,j

µj
q,n

+O

(

1

µ2p
q,n

)



+ log



1 +

2p−1
∑

j=1

W−αq ,j

µj
q,n

+O

(

1

µ2p
q,n

)

 .



6.3. Estudo de tq(s) 121Agora, usando a expansão do logaritmo, que também está no lema 15, temos
2 log Γ(−λ, Sq,n/µ

2
q,n) − log Γ(−λ, Sq,+,n/µ

2
q,n) − log Γ(−λ, Sq,−,n/µ

2
q,n) = log(1 − λ)

+

p
∑

j=1

(

−2l2j−1(λ) + l+2j−1(λ) + l−2j−1(λ)
) 1

µ2j−1
q,n

+

p−1
∑

j=1

(

−2l2j(λ) + l+2j(λ) + l−2j(λ) +
α2j

q

j

)

1

µ2j
q,n

+O

(

1

µ2p
q,n

)

,onde lj(λ) é o termo da expansão do logaritmo om soma em Uj(λ) e l±j (λ) é o termo daexpansão do logaritmo om soma em W±αq,j(λ). De�nimos então
φq,2j−1(λ) = −2l2j−1(λ) + l+2j−1(λ) + l−2j−1(λ)

φq,2j(λ) = −2l2j(λ) + l+2j(λ) + l−2j(λ) +
α2j

q

j
.

(6.9)Logo
2 logΓ(−λ, Sq,n/µ

2
q,n) − log Γ(−λ, Sq,+,n/µ

2
q,n) − log Γ(−λ, Sq,−,n/µ

2
q,n) =

= log(1 − λ) +

2p−1
∑

j=1

φq,j(λ)
1

µj
q,n

+O

(

1

µ2p
q,n

)e o resultado está provado.Proposição 14. As seqüênias duplas Sq,± possuem expoentes relativos (p, 2p−1
2 , 1

2 ), genusrelativos (p,
[

2p−1
2

]

, 0), e são espetralmente deompostas sobre Uq om potênia κ = 2, om-primento ℓ = 2p e domínio Dθ1,c2Demonstração. A prova dos expoentes �nitos é a mesma da proposição 12. Basta observarque os zeros de Jµ(z) e Ĵµ,c(z) são interalados(ver [48℄, 15.23), ou seja, jµ,k < ĵµ,c,k < jµ,k+1.A existênia de uma expansão assintótia ompleta da função Gamma, log Γ(−λ, Sq,±,n)segue do lema 19. E laramente Sq,± é uma seqüênia totalmente regular do tipo espetralom ordem in�nita. A existênia da expansão uniforme dada no lema anterior garante que
Sq,± é espetralmente deomposta sobre Uq, om potênia κ = 2. O omprimento ℓ dadeomposição é preisamente 2p. De fato, e(Uq) = 2p − 1 e, portanto, o maior inteiro h talque h− 1 = σh ≤ 2p− 1 é 2p.Note que a observação 1 também é válida neste aso.Vamos agora estudar as funções φq,j(λ) e as funções Φq,j(s) de�nidas pela equação (1.19).



122 6. Torção Analítia do one sobre uma variedade de dimensão ímparLema 21. Para todo j e todo 0 ≤ q ≤ p − 2, as funções φq,j(λ) são polin�mios da formaabaixo, onde w = 1√
1−λ

φq,2j−1(λ) =

2j−1
∑

k=0

aq,2j−1,kw
2k+2j−1

φq,2j(λ) =

2j
∑

k=0

aq,2j,kw
2k+2j +

α2j
q

j
.Além disso, para todo j e todo 0 ≤ q ≤ p− 2, tem-se φq,j(0) = 0.Demonstração. A prova de que φq,j(λ), para 0 ≤ q ≤ p − 2, tem a representação aimaé a apliação direta da de�nição. Consideraremos todas as funções omo funções de w.Provaremos que φq,j(1) = 0 para 0 ≤ q ≤ p − 2. Faremos a prova por indução em j.Considere as hipóteses de indução, para 1 ≤ k ≤ j − 1:

φq,2k−1(1) = 0, (6.10)
φq,2k(1) = 0, (6.11)

l−2k−1(1) − l+2k−1(1) =
−2α2k−1

q

2k − 1
, (6.12)

l−2k(1) − l+2k(1) = 0, (6.13)onde as funções φq,j estão de�nidas em (6.9).Para k = 1 temos
φq,1(w) = −2l1(w) + l+1 (w) + l−1 (w)

= −2U1(w) + V1(w) + αqU0(w) + V1(w) − αqU0(w)

= −w + w3,assim φi,j(1) = 0, e
φq,2(w) = −2l2(w) + l+2 (w) + l−2 (w) + α2

q

= −2U2(w) + 2V2(w) + U1(w)2 − V1(w)2

= −3

2
w2 + 2w4 − 3

2
w6 + 1,então φq,2(1) = 0. E para as equações (6.12) e (6.13) temos

l−1 (1) − l+1 (1) = −2αq e l−2 (1) − l+2 (1) = 0.Observamos que Uk(1) = Vk(1) para todo k. Agora, para k = j temos
l−2j−1(1) − l+2j−1(1) = U2j−1(1) − αqU2j−2(1) − U2j−1(1) − αqU2j−2(1)

−
2j−2
∑

k=1

2j − 1 − k

2j − 1

(

Uk(1)(l
−
2j−1−k(1) − l+2j−1−k(1))

)

+

2j−2
∑

k=1

2j − 1 − k

2j − 1

(

αqUk−1(1)(l
−
2j−1−k(1) + l+2j−1−k(1))

)

.



6.3. Estudo de tq(s) 123Usando as hipóteses de indução temos
l−2j−1(1) − l+2j−1(1) = −2αqU2j−2(1) +

j−1
∑

k=1

2(j − k)

2j − 1
αqU2k−2(1)

(

2l2(j−k) −
α

2(j−k)
q

j − k

)

−
j−1
∑

k=1

2(j − k) − 1

2j − 1
U2k(1)

−2α
2(j−k)−1
q

2(j − k) − 1
+

j−1
∑

k=1

2(j − k) − 1

2j − 1
2αqU2k−1(1)l2(j−k)−1(1)

= −2α2j−1
q

2j − 1
− 2αqU2j−2(1) +

2αq

2j − 1
U2j−2(1)

+
2αq

2j − 1

(

2(j − 1)l2j−2 +

2j−3
∑

k=1

(2j − 2 − k)αqUk(1)l2j−2−k(1)

)

= −2α2j−1
q

2j − 1
− 2αqU2j−2(1) +

2αq

2j − 1
U2j−2(1) +

2αq(2j − 2)U2j−2

2j − 1
= −2α2j−1

q

2j − 1
.Provaremos agora que φq,2j−1(1) = 0,

φq,2j−1(1) = −2l2j−1(1) + l+2j−1(1) + l−2j−1(1)

=

2j−2
∑

k=1

2j − 1 − k

2j − 1

(

Uk(1)(2l2j−1−k(1) − l+2j−1−k(1) − l−2j−1−k(1))
)

−
2j−2
∑

k=1

2j − 1 − k

2j − 1
αqUk−1(1)

(

l−2j−1−k(1) − l+2j−1−k(1)
)

,usando a hipótese de indução e o que provamos anteriormente, temos
φq,2j−1(1) =

j
∑

k=1

2j − 1 − (2k − 1)

2j − 1
U2k−1(1)

α(i)2(j−k)

j − k

− 2

j
∑

k=1

2j − 1 − 2k

2j − 1
α(i)U2k−1(1)

(

α(i)2(j−k)−1

2(j − k) − 1

)

= 0.Para a diferença no aso par usaremos o aso ímpar e as hipóteses de indução, então
l−2j(1) − l+2j(1) = U2j(1) − αqU2j−1(1) − U2j(1) − αqU2j−1(1)

−
2j−1
∑

k=1

2j − k

2j

(

Uk(1)(l
−
2j−k(1) − l+2j−k(1))

)

+

2j−1
∑

k=1

2j − k

2j

(

αqUk−1(1)(l
−
2j−k(1) + l+2j−k(1))

)

= −2αqU2j−1(1) +

j−1
∑

k=1

2j − 2k

2j
αqU2k−1(1)

(

2l2j−2k(1) −
α2j−2k

q

j − k

)

+

j
∑

k=1

2(j − k) + 1

2j

(

U2k−1(1)
2α

2(j−k)+1
q

2(j − k) + 1
+ αqU2k−2(1)2l2(j−k)+1(1)

)
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= −2αqU2j−1(1) +

2αqU2j−1(1)

2j
+

2αq

2j
(2j − 1)l2j−1(1) + 2αq

2j−1
∑

k=2

2j − k

2j
Uk−1(1)l2j−k(1)

= −2αqU2j−1(1) +
αq

j

(

U2j−1(1) + (2j − 1)l2j−1(1) +

2j−2
∑

k=1

(2j − 1 − k)Uk(1)l2j−1−k(1)

)

= −2αqU2j−1(1) +
(αq(2j − 1) + αq)U2j−1(1)

j
= 0.Finalmente, para φq,2j(1), temos

φq,2j(1) = −2l2j(1) + l+2j(1) + l−2j(1) +
α2j

q

j

=
α2j

q

j
+

2j−1
∑

k=1

2j − k

2j

(

Uk(1)(2l2j−k(1) − l+2j−k(1) − l−2j−k(1))
)

−
2j−1
∑

k=1

2j − k

2j
αqUk−1(1)

(

l−2j−k(1) − l+2j−k(1))
)

=

j−1
∑

k=1

2j − 2k

2j
U2k(1)

α
2(j−k)
q

j − k
− 2

j
∑

k=2

2j − (2k − 1)

2j
αqU2k−2(1)

α
2(j−k)+1
q

2(j − k) + 1
= 0,o que prova o lema.Lema 22. Podemos representar as φq,j(w), para 0 ≤ q ≤ p − 2 e j qualquer, da seguintemaneira,

φq,2j−1(w) = w2j−2α2j−2
q (φq,1(w)) +

j−2
∑

t=1

k2j−1,t(w)α2t
q + 2φp−1,2j−1(w)

φq,2j(w) = −(w2j − 1)α2j
q

j
+

j−1
∑

t=1

k2j,t(w)α2t
q + 2φp−1,2j(w),onde os kj,t(w) são polin�mios em w.Demonstração. A prova será feita por indução. As hipóteses onsideradas para indução serão,para 1 ≤ s ≤ j − 1:

φq,2s−1(w) = w2s−2α2s−2
q (φq,1(w)) +

s−2∑

t=1

k2s−1,t(w)α2t
q + 2φp−1,2s−1(w), (6.14)

φq,2s(w) = −
w2sα2s

q

s
+

s−1∑

t=1

k2s,t(w)α2t
q + 2φp−1,2s(w), (6.15)

l+2s−1(w) − l−2s−1(w) =
2

2s − 1
α2s−1

q w2s−1 + αq

s−2∑

t=0

d2s−1,t(w)α2t
q , (6.16)

l+2s(w) − l−2s(w) = −α2s−1
q w2s−1φq,1(w) + αq

s−2∑

t=0

d2s,t(w)α2t
q , (6.17)



6.3. Estudo de tq(s) 125onde ds,t são polin�mios em w e usamos a de�nição de l±2s−1(w) e l±2s(w) para determinar ashipóteses (6.16) e (6.17).Para s = 1 temos
φq,1(w) = 2φp−1,1(w) = −w + w3

φq,2(w) = −(w2 − 1)α2
q + 2φp−1,2(w) = −(w2 − 1)α2

q + (−w
2

2
+ 2w4 − 3w6

2
)

l+1 (w) − l−1 (w) = 2αqw

l+2 (w) − l−2 (w) = −αqwφq,1(w).Suponhamos que as fórmulas sejam válidas para 1, 2, . . . , j − 1. Provaremos que as mesmasvalem para s = j. Usaremos uma idéia similar a utilizada na prova do lema anterior. Pri-meiro provaremos as fórmulas om índies ímpares e depois provaremos para os índies pares.Usando as hipóteses de indução, temos
l+2j−1(w) − l−2j−1(w) = 2αqU2j−2(w) −

2j−2
∑

k=1

2j − 1 − k

2j − 1
Vk(w)(l+2j−1−k(w) − l−2j−1−k(w))

+

2j−2
∑

k=1

2j − 1 − k

2j − 1
wαqUk−1(w)(l+2j−1−k(w) + l−2j−1−k(w))

= 2αqU2j−2(w) −
j−1
∑

k=1

2j − 1 − 2k

2j − 1
V2k(w)(l+2j−1−2k(w) − l−2j−1−2k(w))

−
j−1
∑

k=1

2j − 1 − 2k

2j − 1
wαqU2k−1(w)(l+2j−1−2k(w) + l−2j−1−2k(w))

−
j−1
∑

k=1

2j − 2k

2j − 1

(

V2k−1(w)(l+2j−2k(w) − l−2j−2k(w)) + wαqU2k−2(w)(l+2j−2k(w) + l−2j−2k(w))
)

=
2

2j − 1
α2j−1

q w2j−1 + αq

j−2
∑

t=0

d2j−1,t(w)α2t
q .Para φq,2j−1(w), usando as hipóteses de indução, temos

φq,2j−1(w) = −2l2j−1(w) + l+2j−1(w) + l−2j−1(w)

= −2U2j−1(w) + 2V2j−1(w) +

2j−2
∑

k=1

2j − 1 − k

2j − 1
(2Ukl2j−1−k(w))

−
2j−2
∑

k=1

2j − 1 − k

2j − 1

(

Vk(l
+
2j−1−k(w) + l−2j−1−k(w)) + pα(i)Uk−1(l

+
2j−1−k − l−2j−1−k)

)
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= −2U2j−1(w) + 2V2j−1(w) +

2j−2
∑

k=1

2j − 1 − k

2j − 1
(2Uk(w)l2j−1−k(w))

−
j−1
∑

k=1

2j − 1 − 2k

2j − 1

(

V2k(w)(l+2j−1−2k(w) + l−2j−1−2k(w))
)

−
j−1
∑

k=1

2j − 1 − 2k

2j − 1

(

wαqU2k−1(w)(l+2j−1−2k(w) − l−2j−1−2k(w))
)

−
j−1
∑

k=1

2j − 2k

2j − 1

(

V2k−1(w)(l+2j−2k(w) + l−2j−2k(w)) + wαqU2k−2(w)(l+2j−2k(w) − l−2j−2k(w))
)

= w2j−2α2j−2
q (φq,1(w)) +

j−2
∑

t=1

k2j−1,t(w)α2t
q + 2φp−1,2j−1(w).No aso da diferença de índie par, usando o aso ímpar e as hipóteses de indução, temos

l+2j(w) − l−2j(w) = 2αqU2j−1(w) −
j−1
∑

k=1

2j − 2k

2j
V2k(w)(l+2j−2k(w) − l−2j−2k(w))

−
j−1
∑

k=1

2j − 2k

2j
wαqU2k−1(w)(l+2j−2k(w) + l−2j−2k(w))

−
j−1
∑

k=1

2j − 2k + 1

2j
V2k−1(w)(l+2j−2k+1(w) − l−2j−2k+1(w))

−
j−1
∑

k=1

2j − 2k + 1

2j
wαqU2k−2(w)(l+2j−2k+1(w) + l−2j−2k+1(w))

= −α2j−1
q w2j−1φq,1(w) + αq

j−2
∑

t=0

d2j,t(w)α2t
q .Seguindo a mesma idéia para φq,2j(w) temos

φq,2j(w) = −(w2j − 1)α2j
q

j
+

j−1
∑

t=1

k2j,t(w)α2t
q + 2φp−1,2j(w).E o resultado segue.Corolário 5. Para todo j ≥ 1, a Expansão de Laurent das funções Φq,2j+1(s) em s = 0possuem os oe�ientes:

Res0
s=0

Φq,2j+1(s) =
2

2j + 1
α2j

q +

j−1
∑

t=1

K2j+1,tα
2t
q + 2Res0

z=0
Φ2j+1,p−1(s),

Res1
s=0

Φq,2j+1(s) = 0,onde K2j−1,t são números reais. Em partiular, quando j = 0, temos
Res0
s=0

Φq,1(s) = 2Res0
s=0

Φp−1,1(s) = 2, Res1
s=0

Φq,1(s) = 0.



6.3. Estudo de tq(s) 127Demonstração. Pelo lema 21 segue-se que,
φq,2j+1(λ) =

2j+1
∑

k=0

aq,2j+1,kw
2k+2j+1,onde w = 1√

1−λ
e φq,2j−1(0) = 0. Então ∑2j−1

k=0 aq,2j−1,k = 0. Agora usando a integral naequação (1.23), temos
Φq,2j+1(s) =

2j+1
∑

k=0

aq,2j+1,k
Γ(s+ 2(k+j)+1

2 )

sΓ(2(k+j)+1
2 )

.Logo usando o resíduo que está na equação (6.6), temos que
Res1
s=0

Φq,2j−1(s) =

2j+1
∑

k=0

aq,2j+1,k = 0.Agora, usando o lema 22 e a integral na equação (1.23) obtemos, também,
Φq,2j+1(s) =

(

Γ(s+ 2j+1
2 )

Γ(2j+1
2 )s

− Γ(s+ 2j+3
2 )

Γ(2j+3
2 )s

)

α2j
q +

j−1
∑

t=1

K2j+1,t(s)α
2t
q + 2Φp−1,2j+1(s),e assim

Res0
z=0

Φq,2j+1(s) =
2

2j + 1
α2j

q +

j−1
∑

t=1

K2j+1,tα
2t
q + 2Res0

z=0
Φp−1,2j+1(s).Note que K2j+1,t são números reais, omo k2j+1,t(w) são polin�mios em w.Vamos determinar agora os termos A0,0(0) e A′

0,1(0), de�nidos na equação (1.21) para asseqüênias Sq e Sq,±.Lema 23. Para todo 0 ≤ q ≤ p− 2,
Aq,0,0(s) = 2Aq0,0,q(s) −Aq,0,0,+(s) −Aq,0,0,−(s) = −

∞∑

n=1

log

(

1 −
α2

q

µ2
q,n

)

mq,n

µ2s
q,n

,

Aq,0,1(s) = 2Aq0,1,q(s) −Aq,0,1,+(s) −Aq,0,1,−(s) = ζ(2s, Uq).Demonstração. No aso de Sq a equação (1.21) é da forma
Aq,0,0(s) =

∞∑

n=1



aq,0,0,n −
p
∑

j=1

bq,2j−1,0,0µ
−2j+1
q,n



µ−2s
q,n ,

Aq,0,1(s) =

∞∑

n=1



aq,0,1,n −
p
∑

j=1

bq,2j−1,0,1µ
−2j+1
q,n



µ−2s
q,n .
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Aq,0,0,±(s) =

∞∑

n=1



ap−1,0,0,n,± −
p
∑

j=1

bq,2j−1,0,0,±µ
−2j+1
q,n



µ−2s
q,n ,

Aq,0,1,±(s) =
∞∑

n=1



ap−1,0,1,n,± −
p
∑

j=1

bq,2j−1,0,1,±µ
−2j+1
q,n



µ−2s
q,n .Preisamos da expansão para λ su�ientemente grande das funções l2j−1(λ), l±2j−1(λ), para

j = 1, 2, . . . , p, log Γ(−λ, Sq,n/µ
2
q,n) e log Γ(−λ, Sq,±,n/µ

2
q,n). Para Sq, om as expansões queestão na equação (4.29), obtemos

log Γ(−λ, Sq,n/µ
2
q,n) =

1

2
log 2π +

(

µq,n +
1

2

)

log µq,n − µq,n log 2

− log Γ(µq,n + 1) +
1

2

(

µq,n +
1

2

)

log(−λ) +O(e−µq,n

√
−λ).No aso de Sq,±, usando as fórmulas da equação (4.29), temos que

Îν,±αq(z) ∼
√
zez

√
2π

(

1 +
∞∑

k=1

bkz
−k

)

+O(e−z),logo
log Γ(−λ,Sq,±,n/µ

2
q,n) = µq,n

√
−λ+

1

2
log 2π +

(

µq,n − 1

2

)

log µq,n − µq,n log 2

− log Γ(µq,n) +
1

2

(

µq,n − 1

2

)

log(−λ) + log

(

1 ± αq

µq,n

)

+O(e−µq,n

√
−λ).Então temos os valores

aq,0,0,n =
1

2
log 2π +

(

µq,n +
1

2

)

log µq,n − µq,n log 2 − log Γ(µq,n + 1),

aq,0,1,n =
1

2

(

µq,n +
1

2

)

,

aq,0,0,n,± =
1

2
log 2π +

(

µq,n − 1

2

)

log µq,n − log 2µq,nΓ(µq,n) + log

(

1 ± αq

µq,n

)

,

aq,0,1,n,± =
1

2

(

µq,n − 1

2

)

,e ainda bq,2j−1,0,0, bq,2j−1,0,0,± são todos nulos já que l2j−1(λ) e l±2j−1(λ) não possuem termosonstantes. Assim,
2aq,0,0,n − aq,0,0,n,+ − aq,0,0,n,− = − log

(

1 − α2
q

µ2
q,n

)

,

2aq,0,1,n − aq,0,1,n,+ − aq,0,1,n,− = 1,
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Aq,0,0(s) = 2Aq,0,0(s) −Aq,0,0,+(s) −Aq,0,0,−(s) = −

∞∑

n=1

log

(

1 − α2
q

µ2
q,n

)

mq,n

µ2s
q,n

,

Aq,0,1(s) = 2Aq,0,1(s) −Aq,0,1,+(s) −Aq,0,1,−(s) = ζ(2s, Uq).Proposição 15. As funções tq(s) e t′q(s), para 0 ≤ q ≤ p− 2, em s = 0 assumem os valores
tq(0) = −ζ(0, Uq),

t′q(0) = −Aq,0,0(0) −A′
q,0,1(0) +

1

2

p−1
∑

j=0

Res0
s=0

Φq,2j+1(s) Res1
s=2j+1

ζ(s, Uq).Demonstração. Basta apliar o teorema 5 e seu orolário junto om os lemas 18 e 23 e oorolário 5.Dividiremos tq(0) e t′q(0) em duas partes omo feito no estudo de tp−1(s), a saber,
tq(0) = tq,reg(0) + tq,sing(0)

t′q(0) = t′q,reg(0) + t′q,sing(0),onde
tq,reg(0) = −ζ(0, Uq),

tq,sing(0) = 0,

t′q,reg(0) = −Aq,0,0(0) −A′
q,0,1(0),

t′q,sing(0) =
1

2

p−1
∑

j=0

Res0
s=0

Φq,2j+1(s) Res1
s=2j+1

ζ(s, Uq).6.4 Torção Analítia de ClNLembramos a fórmula da Torção Analítia de W = ClN dada na seção 6.1
log T (W ) =

log l2

2





p−1
∑

q=0

(−1)qtq(0) +

p−1
∑

q=0

(−1)q+1rkHq(N,R)zq(0)





+
1

2





p−1
∑

q=0

(−1)qt′q(0) +

p−1
∑

q=0

(−1)q+1rkHq(N,R)z′q(0)



 .Observamos que as funções zq(s) foram estudas em [41℄. Podemos determinar failmente zq(0)e z′q(0) om as fórmulas na equação (1.22). Assim
zq(0) = −1

2
, z′q(0) = log 2(p− q). (6.18)



130 6. Torção Analítia do one sobre uma variedade de dimensão ímparSeguindo a idéia para a parte regular e parte singular de tq(0) e t′q(0), de�nimos
zq,reg(0) = zq(0) = −1

2
, zq,sing(0) = 0,

z′q,reg(0) = z′q(0) = log 2(p − q), z′q,sing(0) = 0.Com a divisão apresentada nas seções anteriores para tq(0) e t′q(0), para 0 ≤ q ≤ p − 1,e agora para as zq(0) e z′q(0), é onveniente separar o álulo da Torção Analítia em parteregular (log Treg(W )) e parte singular (log Tsing(W )) da seguinte forma
log T (W ) = log Treg(W ) + log Tsing(W ),om

log Treg(W ) =
log l2

2





p−1
∑

q=0

(−1)q+1rqzq(0) +

p−1
∑

q=0

(−1)qtq,reg(0)





+
1

2





p−1
∑

q=0

(−1)q+1rqz
′
q(0) +

p−1
∑

q=0

(−1)qt′q,reg(0)



 ,

log Tsing(W ) =
log l2

2

p−1
∑

q=0

(−1)qtq,sing(0) +
1

2

p−1
∑

q=0

(−1)qt′q,sing(0),onde rq = rkHq(N,R).Lema 24. A parte regular e a parte singular da Torção Analítia de W possuem as formas aseguir:
log Treg(W ) =

log l2

2





p−1
∑

q=0

(−1)q
rq
2



+
1

2

p−1
∑

q=0

(−1)q+1rq log 2(p − q) +
1

2
log T (N, l2g̃)

log Tsing(W ) =
1

4

p−1
∑

q=0

(−1)q
p−1
∑

j=0

Res0
s=0

Φq,2j+1(s) Res1
s=2j+1

ζ(s, Uq).Demonstração. Usando o resultado para as funções zq(s), do iníio da seção e as proposições13 e 15 temos
tq,reg(0) = −ζ(0, Uq), t′q,reg(0) = −Aq,0,0(0) −A′

q,0,1(0)

tp−1,reg(0) = −1

2
ζ(0, Up−1), t′p−1,reg(0) = ζ ′(0, Up − 1)

zk,reg(0) = −1

2
, z′k,reg(0) = log 2(p − k),onde 1 ≤ q ≤ p− 2 e 1 ≤ k ≤ p− 1.Usando as representação de ζ(s, Uq), para 0 ≤ q ≤ p − 2, e de ζ(s, Up−1), que estão noslemas 18 e 13, respetivamente, obtemos

tq,reg(0) = −ζ(0, Ũq), tp−1,reg(0) = −1

2
ζ(0, Ũp−1), t′p−1,reg(0) =

1

2
ζ ′(0, Ũp − 1).



6.4. Torção Analítia de ClN 131No aso de t′q,reg(0), para 0 ≤ q ≤ p− 2 temos
−Aq,0,0(s) −A′

q,0,1(s) =
∞∑

n=1

mq,n

(µq,n)2s
log(µq,n)2 +

∞∑

n=1

log

(

1 −
α2

q

(µq,n)2

)

mq,n

(µq,n)2s

=

∞∑

n=1

log λq,n
mq,n

(µq,n)2s

=
∞∑

n=1

log λq,n

∞∑

j=0

(−s
j

)
mq,n

(λq,n)s+j
α2j

q

= −
∞∑

j=0

(−s
j

)

ζ ′(s + j, Ũq)α
2j
q .Portanto t′q,reg(0) = −ζ ′(0, Ũq).Agora,

log l2
p−1
∑

q=0

(−1)qtq,reg(0) +

p−1
∑

q=0

(−1)qt′q,reg(0) =

= log l2





p−2
∑

q=0

(−1)q+1ζ(0, Ũq) +
(−1)p

2
ζ(0, Ũp−1)



+

p−2
∑

q=0

(−1)q+1ζ ′(0, Ũq) +
(−1)p

2
ζ ′(0, Ũp−1)

= log T (N, l2g̃).Então
log Treg(W ) =

log l2

2





p−1
∑

q=0

(−1)q
rq
2



+
1

2

p−1
∑

q=0

(−1)q+1rq log 2(p − q) +
1

2
log T (N, l2g̃).Para a parte singular basta substituir as fórmulas.Como deorrênia do lema temosTeorema 19. A Torção Analítia do one ClN de uma variedade fehada onexa N de di-mensão 2p− 1 tem a forma

log T (ClN) =
log l2

2





p−1
∑

q=0

(−1)q
rq
2



+
1

2
log T (N, l2g̃) +

1

2

p−1
∑

q=0

(−1)q+1rq log 2(p− q)

+
1

4

p−1
∑

q=0

(−1)q
p−1
∑

j=0

Res0
s=0

Φq,2j+1(s) Res1
s=2j+1

ζ(s, Uq).Nesse ponto um trabalho mais profundo é neessário. A�nal, preisaremos entender omoestender a de�nição da Torção de Reidemeister para ClN para, então, poder esrever umteorema do tipo Cheeger Müller. Entender a onstrução da ferramenta de Brüning e Ma[4℄ é também uma peça have para podermos determinar a ontribuição do bordo na Torção



132 6. Torção Analítia do one sobre uma variedade de dimensão ímparAnalítia por meio de ferramentas mais geométrias, o que seria muito mais interessante e, por�m, trabalhar o resíduo da função zeta de Uq para omparar om a ontribuição do bordo dafórmula de [4℄. No aso da esfera de dimensão ímpar, todas estas determinações são possíveis,ou seja, podemos apresentar a ontribuição do bordo em termos geométrios. Isto será feitona próxima seção.6.5 Prova da onjeturaConsideraremos a partir de agora que N = S2p−1
sen α e lembramos que ν = a−1, onde a = senα.Os autovalores da esfera são apresentados nos artigos [23℄ e [50℄, lembramos aqui os autovaloresdas autoformas oexatas, om suas multipliidades. Os autovalores das autoformas oexatasde S2p−1

sen α são 





λ0,n = ν2n(n+ 2p− 2),

λq,n = ν2(n+ q)(n+ 2p− q − 2), 1 ≤ q < p− 2,

λp−2,n = ν2((n − 1 + p)2 − 1),

λp−1,n = ν2(n − 1 + p)2,om as multipliidades
m0,n =

2

(2p− 2)!

p
∏

j=2

(n− 1 + j)(2p + n− 1 − j),

mq,n =
2

q!(2p − q − 2)!

p
∏

j=1,
j 6=q+1

(n − 1 + j)(2p + n− 1 − j), 1 ≤ q < p− 2,

mp−2,n =
2

(p− 2)!p!

p
∏

j=1
j 6=p−1

(n− 1 + j)(2p + n− 1 − j),

mp−1,n =
2

[(p − 1)!]2

p−1
∏

j=1

(n− 1 + j)(2p + n− 1 − j),logo os índies µq,n tem a forma






µ0,n =
√

ν2(n(n+ 2p− 2)) + (p− 1)2,

µq,n =
√

ν2(n+ q)(n + 2p − q − 2) + α(q)2, 1 ≤ q < p− 2,

µp−2,n =
√

ν2((n− 1 + p)2 − 1) + 1,

µp−1,n = ν(n− 1 + p).Usaremos ainda a notação Uq,S2p−1 = {mq,n : λq,n,S2p−1} para representar os autovalores dasautoformas oexatas de dimensão q sobre a esfera de dimensão 2p − 1 de raio 1.Faremos o estudo dos termos que faltam do teorema 19, ou seja, determinaremos osresíduos e os números que faltam para termos uma fórmula explíita para a Torção Analítia



6.5. Prova da onjetura 133do one sobre uma esfera de dimensão ímpar, de modo que, o resultado oinida om aonjetura 1.Antes de omeçarmos reordamos alguns fatos. Seja a1, . . . , am uma seqüênia de númerosreais, então podemos esrever o produto ∏m
j=1(x+ aj) da seguinte maneira

m∏

j=1

(x+ aj) =

m∑

j=0

em−j(a1, . . . , am)xjonde e1, . . . , em são polin�mios elementares simétrios em a1, . . . , am. De�nimos os números
dq

j := (j − q − 1)(2p − q − j − 1),para q = 0, . . . , p− 1, j 6= q + 1, e dq := (dq
1, d

q
2, . . . , d̂

q
q+1, . . . , d

q
n), onde o .̂ omissão do termo.Denotaremos por ζR(s) a função zeta de Riemann, ou seja,

ζR(s) =

∞∑

n=1

1

ns
.Lema 25. A seqüênia Up−1 é uma seqüênia totalmente regular do tipo espetral om ordemin�nita, e(Up−1) = g(Up−1) = 2p− 1 e

ζ(s, Up−1) =
2ν−s

(p− 1)!2

p−1
∑

j=0

ep−1−j(d
p−1)ζR(s− 2j).Demonstração. O expoente �nito, o genus e o fato de Up−1 ser uma seqüênia totalmenteregular do tipo espetral om ordem in�nita seguem do lema 13 (a representação a seguirtambém nos garante o fato de ser uma seqüênia espetral totalmente regular om ordemin�nita). Para a representação de ζ(s, Up−1), omo aima, proedemos da seguinte maneira

ζ(s, Up−1) = ν−sζ
(s

2
, Up−1,S2p−1

)

,onde
ζ
(s

2
, Up−1,S2p−1

)

=

∞∑

n=1

mp−1,n

λ
s
2

p−1,n,S2p−1

=

∞∑

n=1

mp−1,n

(n+ p− 1)s
.Transladando n para n−p+1, na soma, e observando que 0, 1, . . . , p−1 são raízes do polin�mio

∑p−1
j=0 ep−1−j(d

p−1)n2j, obtemos
ζ(s, Up−1) = ν−s

∞∑

n=p

mp−1,n−p+1

ns

=
2ν−s

(p− 1)!2

∞∑

n=p

∏p−1
j=1 n

2 − (p − j)2

ns

=
2ν−s

(p− 1)!2

p−1
∑

j=0

ep−1−j(d
p−1)ζR(s− 2j).



134 6. Torção Analítia do one sobre uma variedade de dimensão ímparObservamos que, om a representação do lema anterior, ζ(s, Up−1) possui uma expansãoem série proximo a s = 2k + 1 om k = 0, 1, . . . , p− 1, da seguinte forma
ζ(s, Up−1) =

2

ν2k+1(p − 1)!2
ep−1−k(d

p−1)
1

s− 2k − 1
+ Lp−1,2k+1(s),onde Lp−1,2k+1(s) são funções regulares para k = 0, 1, . . . , p− 1.Corolário 6. A função ζ(s, Up−1) possui polos em s = 2k + 1 para k = 0, 1, . . . , p− 1 e

Res1
s=2k+1

ζ(s, Up−1) =
2

ν2k+1(p − 1)!2
ep−1−k(d

p−1).Lema 26. A seqüênia Uq é uma seqüênia totalmente regular do tipo espetral om ordemin�nita, e(Uq) = g(Uq) = 2p − 1 e
ζ(s, Uq) =

2ν−s

q!(2p − q − 2)!

∞∑

t=0

(− s
2

t

) p−1
∑

j=0

ep−1−j(d
q)z

(
s+ 2t− 2j

2
, αqi

)
α2

qt

ν2t
,onde,

Hq,0 = {mq,n :
√

λq,n,S2p−1}∞n=1,e λq,n,S2p−1 é um autovalor de uma autoforma oexata de S2p−1 de dimensão q, e q =

0, 1, . . . , p−2. Além disso, ζ(s, Uq) possui polos simples em s = 2(p−k)−1 para k = 0, 1, 2, . . ..Demonstração. O expoente �nito, os polos e o fato de Uq ser uma seqüênia totalmente regulardo tipo espetral om ordem in�nita, seguem pelo mesmo argumento do lema 13. Junto om aprova da representação de ζ(s, Uq), omo no enuniado, mostraremos ainda a a�rmação sobreos polos. Considere a seqüênia
Hq,h =

{

mq,n :
√

λq,n,S2p−1 + h
}∞

n=1
,onde λq,n,S2p−1 é um autovalor de uma autoforma oexata de S2p−1 de dimensão q. Clara-mente,

ζ(s, Uq) = ν−sζ(s,H
q,

α2
q

ν2

).Agora,
ζ(s,Hq,h) =

∞∑

n=1

mq,n

(λq,n,S2p−1 + h)
s
2

=
∞∑

n=1

∞∑

t=0

(− s
2

t

)
mq,n

λ
s
2
+t

q,n,S2p−1

ht =
∞∑

t=0

(− s
2

t

)

ζ(s+ 2t,Hq,0)h
t,e então ζ(s, Uq) tem a representação do enuniado.A função zeta da seqüênia Hq,0 tem a forma

ζ(2s,Hq,0) = ζ(s, Uq,S2p−1) =
∞∑

n=1

mq,n

λs
q,n,S2p−1

=

∞∑

n=p

mq,n−p+1

λs
q,n−p+1,S2p−1

=
2

q!(2p − q − 2)!

∞∑

n=p

∏p
j=1,

j 6=q+1

(n2 − (p − j)2)

(n2 − α2
q)

.



6.5. Prova da onjetura 135Lembramos que α2
q = dq

p e observamos que
p−1
∑

j=0

ep−j−1(d
q)(n2 − α2

q)
j =

p−1
∑

j=0

ep−j−1(d
q)(n2 − dq

p)
j =

p
∏

j=1,
j 6=q+1

(n2 − dq
p + dq

j)

=

p
∏

j=1,
j 6=q+1

(n2 − (p − j)2),e ainda n = 1, 2, . . . ,−αq são raízes do polin�mio aima. Logo, podemos esrever ζ(2s,Hq,0)da seguinte forma,
ζ(2s,Hq,0) =

2

q!(2p − q − 2)!

p−1
∑

j=0

ep−1−j(d
q)

(

z(s− j, αqi) −
p−q−2
∑

n=1

(n2 − α2
q)

−s+j

)

=
2

q!(2p − q − 2)!

p−1
∑

j=0

ep−1−j(d
q)z(s − j, αqi),onde i =

√
−1 e a função z(s− j, αqi) é da forma

z(s − j, αq i) =
∞∑

n=1

1

(n2 − α2
q)

s−j
.Considere a função z(s, a) =

∑∞
n=1(n

2 + a2)−s e note que z(s, 0) = ζR(2s). Portanto
z(s, 0) possui um únio polo em s = 1

2 . Fazendo a expansão em s da função z(s, a) temos
z(s, a) =

∞∑

k=0

(−s
k

)

a2kζR(2s + 2k). (6.19)Logo z(s, a) possui polos simples quando 2s+ 2k = 1, ou seja, s = 1
2 − k, para k = 0, 1, 2, . . . .Como

ζ(2s,Hq,0) =
2

q!(2p − q − 2)!

p−1
∑

j=0

ep−1−j(d
q)z(s − j, αqi),

ζ(2s,Hq,0) possui polos simples em s = 1
2 + p − 1 − k para k = 0, 1, 2, . . . . Dessa maneira

ζ(s,Hq,0) possui polos simples em s = 2(p − k) − 1 para k = 0, 1, 2, . . ..Portanto ζ(s, Uq) tem a forma
ζ(s, Uq) =

2ν−s

q!(2p − q − 2)!

∞∑

t=0

(− s
2

t

) p−1
∑

j=0

ep−1−j(d
q)z

(
s+ 2t− 2j

2
, αqi

)
αt

q

ν2t
,logo ζ(s, Uq) tem polos simples em s = 2(p− k) − 1, para k = 0, 1, 2, . . . .Corolário 7. A função ζ(s, Uq) possui polos simples em s = 2k + 1, para k = 0, 1, . . . , p− 1,e

Res1
s=2k+1

ζ(s, Uq) =
2ν−2k−1

q!(2p − q − 2)!

p−1−k
∑

t=0

1

ν2t

(−2k+1
2

t

) p−1
∑

j=k+t

ep−1−j(d
q)

( −1
2

j − k − t

)

α2(j−k)
q



136 6. Torção Analítia do one sobre uma variedade de dimensão ímparDemonstração. Usaremos toda a notação do lema anterior. Preisamos apenas mostrar ovalor do resíduo. Como o resíduo de grau 1 da função zeta de Riemann em s = 1 é 1 temos
Res1

s= 1
2
−k

z(s, a) =

(−1
2 + k

k

)

a2k Res1
s= 1

2

ζR(2s) =

(−1
2 + k

k

)
a2k

2
,portanto,

Res1
s= 1

2
−k

z(s − j, a) = Res1
s= 1

2
−j−k

z(s, a) =

(−1
2 + j + k

j + k

)
a2j+2k

2
,para k = 0, 1, 2, . . ..Considerando ζ(2s,Hq,0) temos

Res1
s= 1

2
+k

ζ(2s,Hq,0) =
2

q!(2p − q − 2)!

p−1
∑

j=0

ep−1−j(d
q) Res1

s= 1
2
+k

z(s − j, αqi)

=
2

q!(2p − q − 2)!

p−1
∑

j=k

ep−1−j(d
q)(−1)j−k

(−1
2 + j − k

j − k

)
α2j−2k

q

2
,para k = 0, 1, . . . , p− 1. Logo

Res1
s=2k+1

ζ(s,Hq,0) =
2

q!(2p − q − 2)!

p−1
∑

j=k

ep−1−j(d
q)(−1)j−k

(−1
2 + j − k

j − k

)

α2j−2k
q ,para k = 0, 1, . . . , p− 1. Finalmente, para ζ(s, Uq) temos

Res1
s=2k+1

ζ(s, Uq) =
2ν−2k−1

q!(2p − q − 2)!

p−1−k
∑

t=0

1

ν2t

(−2k+1
2

t

) p−1
∑

j=k+t

ep−1−j(d
q)

( −1
2

j − k − t

)

α2(j−k)
q .

Proposição 16. O logaritmo da Torção Analítia de S2p−1
sen α om a métria l2gS2p−1

sen α
é da forma

log T (S2p−1
sen α , l

2g
S2p−1

sen α
) = log

2l2p−1πp

ν2p−1(p− 1)!
.Demonstração. Basta usar [15℄, log T (S2p−1

sen α , l2gS2p−1
sen α

) = log τ(S2p−1
l sen α) = Vol(S2p−1

l sen α), logo
log T (S2p−1

sen α , l
2gS2p−1

sen α
) = log

2l2p−1πp

ν2p−1(p− 1)!
.Teorema 20. A parte regular da Torção Analítia do one sobre uma esfera de dimensãoímpar é igual ao logaritmo da raiz quadrada do seu do volume,

log Treg(W ) =
1

2
log VolCαS

2p−1
l sen α.



6.5. Prova da onjetura 137Demonstração. Sabemos que
log Treg(W ) =

log l2

2

(
1

2

)

− 1

2
log 2p+

1

2
log T (S2p−1

sen α , l
2g

S2p−1
sen α

).Usando a proposição 16 temos que,
log Treg(W ) =

1

2
log

l2pπp

ν2p−1p!
=

1

2
log Vol(CαS

2p−1
l sen α)Faremos agora o estudo do termo singular da Torção Analítia do one sobre as esferas dedimensão ímpar. Preisaremos introduzir uma notação nova.Sejam

D(q, k, t) =
2

q!(2p − q − 2)!

(−2k+1
2

t

) p−1
∑

l=k+t

ep−1−l(d
q)(−1)l−k

(−1
2 − k − t+ l

l − k − t

)

α2(l−k)
q ,

F (q, k) = Res0
s=0

Φq,2k+1(s), 1 ≤ k ≤ p− 1,para 0 ≤ q ≤ p− 1 e, em partiular, F (q, 0) = 2 para 0 ≤ q ≤ p− 2 e F (p− 1, 0) = 1. Então,usando o orolário 7, os resíduos de ζ(s, Uq), para 0 ≤ q ≤ p− 2, tem a forma,
Res1

s=2k+1
ζ(s, Uq) =

1

ν2k+1

p−1−k
∑

t=0

1

ν2t
D(q, k, t) (6.20)para k = 0, . . . , p− 1 e, quando q = p− 1 usamos o orolário 6 e obtemos,

Res1
s=2k+1

ζ(s, Up−1) =
1

ν2k+1
D(p− 1, k, 0) (6.21)om k = 0, . . . , p− 1.Agora, para 0 ≤ q ≤ p− 1, vemos que

Res0
s=0

Φq,2k+1(s) Res1
s=2k+1

ζ(s, Uq) =
F (q, k)

ν2k+1

p−1−k
∑

t=0

1

ν2t
D(q, k, t)então

t′q,sing(0) =
1

2

p−1
∑

k=0

Res0
s=0

Φq,2k+1(s) Res1
s=2k+1

ζ(s, Uq) =
1

2

p−1
∑

k=0

F (q, k)

ν2k+1

p−1−k
∑

t=0

1

ν2t
D(q, k, t).Chamaremos de termo singular da onjetura 1, e denotaremos por SingC, a parte quenão envolve o volume do one, ou seja,

SingC =

p−1
∑

j=0

2p−j

j!(2(p − j) − 1)!!

j
∑

h=0

(
j

h

)
(−1)hν2(j−h)

(2(p − j + h) − 1)

(2p − 1)!

ν2p−14p(p − 1)!
,



138 6. Torção Analítia do one sobre uma variedade de dimensão ímparlembrando que ν = 1
sen α . Trabalharemos SingC no intuito de esrevê-lo omo um polin�mioem ν, assim

SingC =

p−1
∑

j=0

2p−j

j!(2(p − j) − 1)!!

j
∑

h=0

(
j

h

)
(−1)hν−2(p−j+h)+1

(2(p − j + h) − 1)

(2p− 1)!

4p(p− 1)!

=

p−1
∑

j=0

2j+1

(p− 1 − j)!(2j + 1)!!

p−1−j
∑

h=0

(
p− 1 − j

h

)
(−1)hν−2(j+1+h)+1

2(j + 1 + h) − 1

(2p − 1)!

4p(p− 1)!

=
(2p − 1)!

4p(p − 1)!

p−1
∑

k=0

1

(2k + 1)ν2k+1

k∑

j=0

(−1)k−j2j+1

(p− 1 − j)!(2j + 1)!!

(
p− 1 − j

k − j

)

=
(2p − 1)!

4p(p − 1)!

p−1
∑

k=0

1

(p − 1 − k)!(2k + 1)ν2k+1

k∑

j=0

(−1)k−j2j+1

(k − j)!(2j + 1)!!
.

(6.22)
Agora esrevemos

SingC =

p−1
∑

k=0

1

ν2k+1
Q̃p(k), Q̃p(k) =

k∑

j=0

Nj(p, k),onde
Nj(p, k) =

(2p− 1)!

4p(p− 1)!

1

(p− 1 − k)!(2k + 1)

(−1)k−j2j+1

(k − j)!(2j + 1)!!
.Dessa maneira, nosso objetivo é mostrar que SingC é igual a log Tsing(CαS

2p−1
l sen α), omo nolema 24.Lema 27. log Tsing(CαS

2p−1
l sen α) é um polin�mio ímpar em ν−1.Demonstração. A prova deste fato onsiste apenas em esrever a fórmula da soma alternadae isolar ν omo segue,

1

2

p−1
∑

q=0

(−1)qt′q,sing(0) =
1

4

p−1
∑

q=0

(−1)q
p−1
∑

k=0

F (q, k)

p−1−k
∑

t=0

1

ν2(t+k)+1
D(q, k, t)

=
1

4

p−1
∑

k=0

1

ν2k+1

p−1
∑

q=0

(−1)q
k∑

j=0

F (q, j)D(q, j, k − j)

=
1

4

p−1
∑

k=0

1

ν2k+1

k∑

j=0

p−1
∑

q=0

(−1)qF (q, j)D(q, j, k − j).

Com isto, esrevemos
1

2

p−1
∑

q=0

(−1)qt′q,sing(0) =

p−1
∑

k=0

1

ν2k+1
Qp(k), Qp(k) =

k∑

j=0

Mj(p, k),
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Mj(p, k) =

p−1
∑

q=0

(−1)qF (q, j)D(q, j, k − j)

=

p−1
∑

q=0

(−1)q
2F (q, j)

4(2p − 2)!

(
2p − 2

q

)(−1
2 − j

k − j

)

α−2j
q

p−1
∑

l=k

ep−1−l(d
q)α2l

q

( −1
2

l − k

)

,e então basta provar que Mj(p, k) = Nj(p, k).Antes, preisaremos de algumas equações. Primeiro, lembremos que, se
fh(x) = eh

(
x2 − (p− 1)2, x2 − (p− 2)2, . . . , x2 − 12, x2

)
,então fh(αq) = eh(dq) e fh(x), para h ≥ 1, é um polin�mio da forma

fh(x) =
∑

0≤j1≤j2≤...≤jh≤p−1

(x2 − j21)(x2 − j22) . . . (x2 − j2h) =

(
p

h

)

x2h +
h−1∑

s=0

chsx
2s. (6.23)Segundo, preisaremos de quatro igualdades importantes. As três primeiras enontram-se nolivro [21℄, são as equações 0.151− 4, 0.154 − 5 e 0.154 − 6 e as provas podem ser enontradasem [25℄. Reesreveremos elas aqui, respetivamente,

n∑

k=0

(−1)k

(2n)!

(
2n

k

)

=
(−1)n

(2n)!

(
2n− 1

n

)

=
(−1)n

2(2n)!

(
2n

n

)

,

n∑

k=0

(−1)n
(
n

k

)

(α+ k)n = (−1)nn!

N∑

k=0

(−1)n
(
N

k

)

(α+ k)n−1 = 0,

(6.24)
onde 1 ≤ n ≤ N e α ∈ R. E a última equação neessária enontra-se no livro [22℄ equação(5.23),

n∑

l=0

(
n+ 1

l + 1

)( −1
2

l − k

)

=

(
n+ 1

2

n− k

)

=
(2n+ 1)!!

2n−k(n− k)!(2k + 1)!!
. (6.25)Provaremos primeiro que M0(p, k) = N0(p, k) e depois que Mj(p, k) = Nj(p, k), para

j ≥ 1. Faremos isso em dois lemas.Lema 28. Para 0 ≤ k ≤ p− 1, temos M0(p, k) = N0(p, k).Demonstração. Com j = 0 temos
M0(p, k) =

p−1
∑

q=0

(−1)q
2F (q, 0)

4(2p − 2)!

(
2p − 2

q

)(−1
2

k

) p−1
∑

l=k

ep−1−l(d
q)α2l

q

( −1
2

l − k

)

,

N0(p, k) =
(2p− 1)!

22p−1(p− 1)!

1

(p− 1 − k)!(2k + 1)

(−1)k

k!
.
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M0(p, k) =

(−1
2

k

) p−1
∑

q=0

(−1)q
1

(2p − 2)!

(
2p− 2

q

) p−1
∑

l=k

fp−1−l(αq)α
2l
q

( −1
2

l − k

)

=

(−1
2

k

) p−1
∑

q=0

(−1)q
1

(2p − 2)!

(
2p− 2

q

) p−1
∑

l=k

(
p

p− 1 − l

)

α2p−2−2l
q α2l

q

( −1
2

l − k

)

+

(−1
2

k

) p−1
∑

q=0

(−1)q
1

(2p − 2)!

(
2p− 2

q

) p−2
∑

l=k

p−2−l
∑

s=0

cp−1−l
s α2s

q α
2l
q

( −1
2

l − k

)

=

(−1
2

k

) p−1
∑

q=0

(−1)q
1

(2p − 2)!

(
2p− 2

q

)

α2p−2
q

p−1
∑

l=k

(
p

p− 1 − l

)( −1
2

l − k

)

+

p−2
∑

l=k

p−2−l
∑

s=0

cp−1−l
s

(−1
2

k

)( −1
2

l − k

) p−1
∑

q=0

(−1)q
1

(2p − 2)!

(
2p− 2

q

)

α2s+2l
q .Usando a tereira equação de (6.24) vemos que a segunda parte da soma é nula já que 2s+2l <

2p− 2. Então
M0(p, k) =

(−1
2

k

) p−1
∑

q=0

(−1)q
1

(2p − 2)!

(
2p− 2

q

)

α2p−2
q

p−1
∑

l=k

(
p

p− 1 − l

)( −1
2

l − k

)

=
1

2

(−1
2

k

) p−1
∑

l=k

(
p

p− 1 − l

)( −1
2

l − k

)

=
1

2

(−1
2

k

)(
p

k + 1

)
(k + 1)!

p!

(2p − 1)!!

(2k + 1)!!

2k+1

2p

=
(−1)k

k!

1

(p− k − 1)!

(2p − 1)!

(2k + 1)

1

22p−1(p − 1)!
= N0(p, k).Agora, onsiderando k = 0, temos

M0(p, 0) =

p−2
∑

q=0

(−1)q
1

(2p − 2)!

(
2p− 2

q

) p−1
∑

l=0

fp−1−l(αq)α
2l
q

(−1
2

l

)

+
1

2

=

p−1
∑

q=0

(−1)q
1

(2p − 2)!

(
2p− 2

q

) p−1
∑

l=0

fp−1−l(αq)α
2l
q

(−1
2

l

)

− 1 +
1

2

=

p−1
∑

q=0

(−1)q
1

(2p − 2)!

(
2p− 2

q

) p−1
∑

l=0

(
p

p− 1 − l

)

α2p−2
q

(−1
2

l

)

+

p−1
∑

q=0

(−1)q
1

(2p − 2)!

(
2p− 2

q

)

cp−1
0 − 1

2
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=

p−1
∑

q=0

(−1)q
1

(2p − 2)!

(
2p − 2

q

) p−1
∑

l=0

(
p

p− 1 − l

)

α2p−2
q

(−1
2

l

)

+
(−1)p−1

2(2p − 2)!

(
2p− 2

p− 1

)

(−1)p−1(p− 1)!(p − 1)! − 1

2

=

p−1
∑

q=0

(−1)q
1

(2p − 2)!

(
2p − 2

q

) p−1
∑

l=0

(
p

p− 1 − l

)

α2p−2
q

(−1
2

l

)

+
1

2
− 1

2

=

p−1
∑

q=0

(−1)q
1

(2p − 2)!

(
2p − 2

q

)

α2p−2
q

p−1
∑

l=0

(
p

p− 1 − l

)(−1
2

l

)

=
1

2

p−1
∑

l=0

(
p

p− 1 − l

)(−1
2

l

)

=
1

2p

(2p − 1)!!

(p− 1)!
=

2p− 1

22p−1

(
2p− 2

p− 1

)

= N0(p, 0)

Lema 29. Para 1 ≤ j ≤ p− 1, temos que Mj(p, k) = Nj(p, k).Demonstração. Note que j ≤ k e assim 1 ≤ j ≤ k ≤ p− 1.Lembramos que
F (q, j) =

2

2j + 1
α2j

q +

j−1
∑

t=1

K2j+1,tα
2t
q + 2Res0

z=0
Φp−1,2j+1(s),denote K2j+1,0 = 2Res0z=0 Φp−1,2j+1(s). Dividiremos em três asos. Primeiro, para j = k <

p− 1, temos
Mj(p, j) =

p−1
∑

q=0

(−1)q
F (q, j)

2(2p − 2)!

(
2p− 2

q

) p−1
∑

l=j

ep−1−l(d
q)α2l−2j

q
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2

l − j

)

=

p−1
∑

q=0

(−1)q
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q

(2j + 1)(2p − 2)!

(
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q

) p−1
∑

l=j

fp−1−l(αq)α
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q
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2

l − j
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+
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∑
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Kt,j

p−1
∑
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(−1)q
α2t

q

(2p − 2)!

(
2p− 2

q

) p−1
∑

l=j

fp−1−l(αq)α
2l−2j
q

( −1
2

l − j

)Usando a fórmula da equação (6.23) temos
Mj(p, j) =

p−1
∑

q=0

(−1)q
1

(2j + 1)(2p − 2)!

(
2p− 2

q

) p−1
∑

l=j

(
p

p− 1 − l
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α2p−2−2l
q α2l

q

( −1
2

l − j
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+

p−1
∑

q=0

(−1)q
1

(2j + 1)(2p − 2)!

(
2p− 2

q

) p−2
∑
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p−2−l
∑

s=0

csα
2s+2l
q

( −1
2

l − j

)
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+

j−1
∑

t=0

K2j+1,t

p−1
∑

q=0

(−1)q
1

(2p − 2)!

(
2p− 2

q

) p−1
∑

l=j

(
p

p− 1 − l

)

α2p−2+2t−2j
q

( −1
2
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+

j−1
∑

t=0

K2j+1,t

p−1
∑

q=0

(−1)q
1

(2p − 2)!

(
2p− 2

q

) p−2
∑

l=j

p−2−l
∑

s=0
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q

( −1
2

l − j

)

=
1

(2j + 1)
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∑

q=0

(−1)q
1
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(
2p − 2

q

)

α2p−2
q
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∑
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(
p
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2
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)
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1
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∑
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(
p

p− 1 − l
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2

l − j

)

=
1

2(2j + 1)

1

(p− 1 − j)!

(2p − 1)!!

(2j + 1)!!

2j+1

2p

=
1

(2j + 1)(p − 1 − j)!

(2p− 1)!

(2j + 1)!!

2j

22p−1 (p− 1)!
= Nj(p, j).Observamos os três últimos termos na primeira igualdade são nulos, já que s + l < p − 1 e

t− j ≤ −1.O segundo aso é j = k = p− 1. Temos
Mp−1(p, p − 1) =

p−1
∑

q=0

(−1)q
F (q, p− 1)

2(2p − 2)!

(
2p− 2

q

)

=

p−1
∑
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(−1)q
α2p−2

q

(2p− 1)(2p − 2)!
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q
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+
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∑
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∑
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2(2p − 2)!

(
2p− 2

p− 1

)

=
1

2(2p − 1)
+
K2j+1,0

2

(−1)p−1
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2
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(p− 1)!(p − 1)!
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1

2(2p − 1)
= Np−1(p, p − 1).Finalmente, para 1 ≤ j < k, temos
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=
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(p − 1 − k)!(2k + 1)
= Nj(p, k).Agora estamos prontos para provar a onjetura 1.Teorema 21. A Torção Analítia do one CαS

2p−1
l sen α de ângulo α e omprimento l > 0, sobre aesfera de dimensão ímpar S2p−1, om a métria induzida pela imersão em Rm+1, e ondiçõesde ontorno absoluta (onde p > 0) é:

log T (CαS
2p−1
l sen α) =

1

2
log Vol(CαS

2p−1
l sen α)

+
(2p − 1)!

4p(p− 1)!

p−1
∑

k=0

1

(p− 1 − k)!(2k + 1)ν2k+1

k∑

j=0

(−1)k−j2j+1

(k − j)!(2j + 1)!!
.Demonstração. A prova segue usando resultados dos lemas 28 e 29 e da proposição 16 noteorema 19.Observação 2. Temos duas notações para o one sobre Sn. Quando denotamos ClS

n
sen αestamos nos referindo ao one métrio limitado e então passamos a detalhar a seção. Quandodenotamos CαS

n
l sen α é o mesmo que ClS

n
sen α, mas omo neste aso podemos parametrizá-losem maiores problemas, estamos destaando a base do one e, por isso, esta notação �a maisoerente.



144 6. Torção Analítia do one sobre uma variedade de dimensão ímparCorolário 8. A Torção Analítia de um one sobre uma esfera de dimensão ímpar é
log T (CαS

2p−1
l sen α) = log τ(CαS

2p−1
l sen α) +A(S2p−1

l sen α),o que signi�a que não existe ontribuição da singularidade e, além disso, pode ser esritaapenas om termos geométrios, ou seja,
log T (CαS

2p−1
l sen α) =

1

2
log Vol(CαS

2p−1
l sen α) +

1

2

∫

S2p−1
l sen α

B(∇TCαS2p−1
l sen α

1 ).
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∗ de Hodge, 12
µq,n, 16adjunto da derivada exterior d†, 13lasse de Euler, 11omplexo de de Rham, 8ondições de ontornoabsoluta, 26relativa, 26onemétrio, 14métrio limitado, 14onstantede Cartan, 10de Euler, 17deomposição de Hodgevariedade om bordo, 27variedade fehada, 13derivada exterior d, 7dualidade de Poinarépara a Torção Analítia, 30duplo fatorial, 52elemento volume, 12equação geodésia, 11espetro positivo do Laplaiano do one, 103�brado assoiado a uma representação, 25formaoexata, 13ofehada, 13

onexão, 11urvatura, 11de volume, 12diferenial, 6exata, 8fehada, 8harm�nia, 13integral de Berezin, 35métriaom estrutura produto próximo ao bordo,34Riemanniana, 9operador Laplaiano, 13Pfa�ano, 11produtoexterior, 7interno de formas, 13tensorial, 6wedge, 6
r-forma, 6seqüêniaespetralmente deomposta, 19totalmente regular do tipo espetral omordem in�nita, 18soma de Einstein, 5tensor, 5Teoremaomparação entre torções analítias, 36149



150 Índie Remissivode Cheeger Müller para variedades ombordo, 36de Cheeger Müller para variedades om obordo totalmente geodésio, 38de Cheeger Müller para variedades que amétria tem estrutura produto pró-xima ao bordo, 34de Cheeger Müller, 33Gauss-Bonet, 11termo an�malo do bordo, 34TorçãoAnalítia, 29Analítia do one sobre a S1, 69Analítia do one sobre a S2, 73Analítia do one sobre a S3, 84Analítia do one sobre uma esfera de di-mensão ímpar, 143Analítia do one sobre uma variedade fe-hada de dimensão ímpar, 131Analítia do diso, 56de Reidemeister, 23de Reidemeister de um diso de dimensão
m no aso absoluto, 50de Reidemeister de um diso de dimensão
m no aso relativo, 49variedadeom bordo totalmente geodésio, 37om singularidade do tipo �nio, 14Riemanniana, 9
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