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ABSTRACT 

In this work we write in detail an example given for Leslie 
Wilson wich is mentioned in [7]. 

We prove that the caracterization given in [5] for the applica-
tions bi-stables f: M i--- R.2  is incorrect. 

We still prove that the set of applications bi-stables is not 
dense. 
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Introdução 
O objetivo desta dissertação é registrar detalhadamente um 

exemplo dado por Leslie Wilson e mencionado em [7]. O desenvolvimento 
deste exemplo se faz por meio de técnicas, estabelecendo, assim, importantes 
ferramentas que comprovam ser imperfeita a caracterização, apresentada em 
[5], para as aplicações bi-estáveis f: M }—> 12, f E C°' com M variedade 
diferenciável compacta e de dimensão maior ou igual a 2 (dois). Estas ferra-
mentas ainda fornecem condições para provar a não densidade das aplicações 
bi-estáveis. 

Apresentaremos este trabalho em 5 (cinco) capitulos, assim dis- 
postos : 

Capítulo O - Contém requisitos básicos ao desenvolvimento do 
trabalho, a respeito de topologia diferencial. 

Capítulo I - Fornece a noção e um breve estudo sobre bi-estabi-
lidade. Além disso, a caracterização dada em [5] para aplicações bi-estáveis, 
f: M 	'R.2  com M compacta e de dimensão igual ou superior a 2 (dois). 

Capítulo II - Desenvolve um estudo que permite comprovar a 
não veracidade da caracterização citada anteriormente. 

Capítulo III - Neste capítulo apresentamos um estudo que com- 
prova a não densidade das aplicações bi-estáveis f : M 	R.2  com M 
compacta. 

Capítulo IV - Aproveitamos as idéias contidas nos capítulos 
II e III para formular generalizações que fortalecem os principais resultados 
destes dois capítulos. 

Gostaríamos de alertar que as idéias contidas nos capítulos II, 
III e IV não constam em bibliografia. As valiosas sugestões que permitiram o 
desenvolvimento desta dissertação foram enviadas por meio de correspondên-
cia pessoal aos professores Cláudio Martins Mendes e Luiz Antonio Fávaro, 
pelo matemático Leslie Wilson. 



Capítulo O 

Pré-Requisitos 

0.1 A C' - topologia de Whitney 

Sendo M e N variedades diferenciáveis de classe Cr, O < r < oo, 
represenLIremos por Cr (M,N) o conjunto das aplicações de M em N de classe 
Cr. 

Sejam x1I, 	e SI famílias indexadas por um mesmo conjunto 
T. 

finita. 
= { ((pi, 	é uma família de cartas de M, localmente 

kis = {(0i, Vi)}iET  é uma família de cartas de N. 

= 	{K i } JET é uma família de compactos de M, 
onde Ki  C Ui, j E T. 

ft = {ei}iET  é uma família de números reais positivos. 



0.1.1 Definição 

Dada f E Cr(M,N) e dadas famílias W, (1:0,K e S/, uma 
"vizinhança forte" básica de f é dada por : 

Vf(f, kli, (1),K,2) = 

{g E Cr (M, N) : 
a) g(Ki ) C Vi 
b)IlDk(tki  o f o çoi -1 )(x) — .13k(tAi o g o (pi-1)(x)11 < ei 
k = 0, 1, ... ,r , Vj E T ,s E soi (Ki ) 

 

 

 

Todos os possíveis subconjuntos Vr(f,‘P,(1),K, Sl), em que 11, 
(I),K e S2 são explicitadas anteriormente, formam uma base de vizinhança 
para f. Variando f E Cr(M,N) definimos uma topologia sobre Cr(M,N). 
Esta topologia é chamada de Cr - Topologia de Whitney, O < r < oo. 

Consideremos as seguintes inclusões : 	 Cr(M,N). 

0.1.2 Definição 

Definimos a C' - Topologia de Whitney sobre C"(M,N), como 
sendo a reunião das topologias induzidas pelas i,. , O < r < oo. 

Observações 

Cr(M,N). 
a) C"(M,N) é visto como sub-espaço dos diferentes espaços 

b) No transcorrer do texto pensaremos em C"(M,N) munido 
da C" - Topologia de Whitney. 

c) Neste "trabalho" nos interessará N = Te e M variedade 
diferenciável compacta de dimensão igual ou superior a 2 (dois). 
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0.2 Transversalidade 

O conceito de transversalidade desempenha um papel impor-
tante neste texto. Mais precisamente as noções de aplicação transversal a 
uma subvariedade e transversalidade entre aplicações. 

0.2.1 Definição 

Seja f E C1M, N) e W uma subvariedade de N. Diz-se que 
f é transversal a W em x E M, e denota-se por ftJ,  W, se : 

a) f(M) n w = O, ou 

b) Se f(M) n W 	0, (df)x(TxM) Tf(x)W = Tf (x)N , onde 
(df)x  : TM -4 Tf(x)N, para todo x E M tal que f(x) E W. 

0.2.2 Definição 

Sejam M, N e L variedades diferenciáveis. Diz-se que duas 
aplicações diferenciáveis f: M ---+ Leg:N -+ L são transversais nos pontos 
xEMepENse f(x).g(p).y e (df)r (TzM) (dg)p(TpN) = TL. 

Notação: f --hx,p)  g 

Ilustração 
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0.2.3 Proposição 

Sejam f E C1M,L) e g E CcIN,L) tais que f("±) = g(ji) = 
y. Então, f /-1,()  g se, e somente se, fxg:MxN 	L x L definida por 
(f x g)(x,p) = ( f(x),g(p) ) é transversal à A = {(y,y) : y E L} em (±,fi). 

Vide [1] 

0.2.4 Proposição 

Se W é uma subvariedade fechada de N, então 
T(W) = { f E C'(M,N) : f 	W } é aberto em C'(M,N). 

Vide [2] 
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Convém observar que a escolha de um destes valores poderia 
acarretar problemas na continuidade de F. 

Neste caso, a idéia é guardar todas as informações sobre F no 
ponto u, em todos os valores indicados na figura anterior, considerando, para 
tanto, I" como uma aplicação multivalente, ou seja, uma multi-aplicação. 

Ainda em [6], DUFOUR desenvolve, num longo estudo, sobre 
a dinâmica de multi-aplicações em dimensão 1 (um). Como consequência 
deste estudo, DUFOUR obtém um resultado surpreendente: 

"Não existe aplicação bi-estável f: M ---4 7Z2, com M varie- 






