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ABSTRACT

In this work we write in detail an example given for Leslie
Wilson wich is mentioned in [7].

We prove that the caracterization given in [5] for the applica-
tions bi-stables f : M +—— R? is incorrect.

We still prove that the set of applications bi-stables is not
dense.
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Introducao

O objetivo desta dissertagio é registrar detalhadamente um
exemplo dado por Leslie Wilson e mencionado em [7]. O desenvolvimento
deste exemplo se faz por meio de técnicas, estabelecendo, assim, importantes
ferramentas que comprovam ser imperfeita a caracterizagio, apresentada em
[5], para as aplicagdes bi-estaveis f: M —— R?%, f € C* com M variedade
diferenciavel compacta e de dimensao maior ou igual a 2 (dois). Estas ferra-
mentas ainda fornecem condigdes para provar a nio densidade das aplicagoes
bi-estaveis.

Apresentaremos este trabalho em 5 (cinco) capitulos, assim dis-
postos :

Capitulo 0 - Contém requisitos basicos ao desenvolvimento do
trabalho, a respeito de topologia diferencial.

Capitulo I - Fornece a nogio e um breve estudo sobre bi-estabi-
lidade. Além disso, a caracterizagdo dada em [5] para aplicacbes bi-estaveis,
f: M — R? com M compacta e de dimenséo igual ou superior a 2 (dois).

Capitulo II - Desenvolve um estudo que permite comprovar a
nao veracidade da caracterizagao citada anteriormente. '

Capitulo III - Neste capitulo apresentamos um estudo que com-
prova a nio densidade das aplicagbes bi-estaveis f: M +—— R? com M
compacta.

Capitulo IV - Aproveitamos as idéias contidas nos capitulos
IT e III para formular generalizagbes que fortalecem os principais resultados
destes dois capitulos.

Gostariamos de alertar que as idéias contidas nos capitulos II,
IIT e IV nao constam em bibliografia. As valiosas sugestdes que permitiram o
desenvolvimento desta dissertacdo foram enviadas por meio de correspondén-
cia pessoal aos professores Claudio Martins Mendes e Luiz Antonio Favaro,
pelo matematico Leslie Wilson.



Capitulo 0
Pré-Requisitos

0.1 A C< - topologia de Whitney

Sendo M e N variedades diferenciaveis de classe C™,0 < r < 00,
representaremos por C"(M,N) o conjunto das aplicagdes de M em N de classe

Cr.

Sejam ¥, @, K e (2 familias indexadas por um mesmo conjunto

T.

® = {(¢;,U;)}jer é uma familia de cartas de M, localmente
finita.

¥ = {(¥;,V;)}jer é uma familia de cartas de N.

K = {K;}jey é uma familia de compactos de M,
onde K; C U;,j € T.

? = {¢;}jer é uma familia de niimeros reais positivos.



0.1.1 Definigao

Dada f € C"(M,N) e dadas familias ¥,®,KX e €, uma

“vizinhanca forte” basica de f é dada por :
Vi(f,9,9,K,Q) =

geC’(M,N):
a) 9(K;) C'V;
b) ID* (i 0 f 0 0;7)(z) — DX(i 0 g0 ;7 )(@)ll < ¢;
k=0,1,...,mr, V5 €T,z € p;j(K;)

Todos os possiveis subconjuntos V7(f,¥,®,K, ), em que ¥,
®,K e Q sio explicitadas anteriormente, formam uma base de vizinhanga
para f. Variando f € C"(M,N) definimos uma topologia sobre C™(M,N).
Esta topologia é chamada de C™ - Topologia de Whitney, 0 < r < oo.

. Consideremos as seguintes inclusoes : C°°(M,N)—i'—> C"(M,N).

0.1.2 Definigao

Definimos a C* - Topologia de Whitney sobre C°(M,N), como
sendo a reunido das topologias induzidas pelas i, , 0 <r < 0.

Observacoes

a) C=(M,N) é visto como sub-espago dos diferentes espagos
C"(M,N).
b) No transcorrer do texto pensaremos em C*°(M,N) munido

da C* - Topologia de Whitney.

c¢) Neste “trabalho” nos interessard N = R? e M variedade
diferenciavel compacta de dimensao igual ou superior a 2 (dois).



0.2 Transversalidade

O conceito de transversalidade desempenha um papel impor-
tante neste texto. Mais precisamente as nogdes de aplicagdo transversal a
uma subvariedade e transversalidade entre aplicagdes.

0.2.1 Definigao

Seja f € C®°(M,N) e W uma subvariedade de N. Diz-se que
f é transversal a W em x € M, e denota-se por {4, W, se :

a) f{(M)N'W =0, ou

b) Se f(M) N W # 0, (df),(ToM) + Ty)W = TN, onde
(df), : TuM — Ty)N, para todo x € M tal que f(x) € W.

0.2.2 Definigao

Sejam M, N e L variedades diferenciaveis. Diz-se que duas
aplicagdes diferenciaveis {: M — L e g: N — L sdo transversais nos pontos

xEMep€Nse f(x) =g(p) =y e (df),(T.M)+(dg),(T,N) = T, L.

Notagdo: f +(zp) 8

Ilustragao



0.2.3 Proposicao

Sejam fe C*®(M,L) e g€ C®(N,L) tais que f(z) = g(p)

y. Entao, f 43 g se, e somentese, f x g: M x N — L x L definida por

(f x g)(x.p) = (f(x).g(p) ) é transversal 3 A = {(y,y) : y € L} em (z,5).
Vide [1]

0.2.4 Proposicao

Se W é uma subvariedade fechada de N, entio

T(W) = { € C*(M,N): f 4, W } éaberto em C*(M,N).
Vide [2]



0.2.5 Proposicao

Seja f € C*°(M,L). O conjunto T(f) = { g € C*(N,L):
g Fzp) f } é aberto em C*®(N,L).
Demonstracio:

Fato: A aplicacio A : C°°<N,L) — C®(M x N,L x L)
definida por A(g) = f x g onde f € C°(M,L) é fixa, é continua.

Inicialmente observemos que
Tf)={g: N> L:fxg A, A}, por2.3.

Facamos T(A) = {f x g: f x g&(,A}. Por 2.4/ T(A) é
aberto e dai, como T(f) = A7!(T(A)) concluimos que T(f) é aberto.

0.3 Estabilidade de aplicagoes

Neste “topico” estamos interessados em definir o conceito de es-
tabilidade e fornecer uma caracterizacdo para as aplicagbes estaveis

f € C®(M,N), N = R2,

0.3.1 Definigao

a) Sejam feg € C°(M,N). Dizemos que f é equivalente a g se
existem difeomorfismos h: M — M ek : N — N tais que o diagrama abaixo

comuta:

M N
h k
M—& - N



b) Uma aplicaggo f € C*(M,N) é dita estivel se existe um
aberto U contendo f, tal que toda g € U é equivalente a f.

A defini¢io dada em 3.1 induz a uma relagdo de equivaléncia e
as classes de equivaléncia podem ser completamente descritas. Naturalmente
as aplicagbes estaveis formam um conjunto aberto. E também verdade que
estas determinam um conjunto denso, quando M é compactae dim M > 2,
como poderemos ver em 3.7.

Passemos, entdo, a fornecer as formas locais de um ponto regu-
lar, ponto de dobra e ponto de clispide para f € C°(M,R?), que serdo tteis
na caracterizagdo das aplicagdes estaveis.

0.3.2 Definicao

Se p é um ponto regular de f € C*°(M,R?), existem em torno
de p e f(p) sistemas de coordenadas (2, z,...,Z,) € (u,v), respectivamente,
tal que f tem em 0 a forma:

U =12 U==x
U=y Sen>2, ou v=0 sen=1

0.3.3 Definicao

Um ponto critico p de f € C*°(M,R?) é um ponto de dobra se
existem sistemas de coordenadas (zi,2,,...,Z,) em torno de p e (u,v) em
torno de f(p), tal que f tem em 0 a forma:

(Forma Normal das Dobras)



0.3.4 Definigao

Um ponto critico p de f € C*(M,R?) é de cispide se existem
sistemas de coordenadas (z1, z3,...,,) em torno de p e (u,v) em torno de
f(p), tal que f tem em 0 a forma:

T
+ + + 4
v= Zz32 2222 ... 22,2 —23 + 2120

(Forma Normal das Cuspides)

0.3.5 Definicao

Dizemos que f € C°(M,R?) é excelente se para cada p € L;
(conjunto dos pontos criticos de f), existem sistemas de coordenadas em torno
de p e f(p) tal que f tem, em 0, a forma 3.3 ou 3.4. '

. Vamos ilustrar as defini¢des 3.3 e 3.4 fazendo M = R?
I - Considerando £:R?— R? (x,y) —(u,v) = (x,5°) temos

Jf(z,y) = [(1) 2‘”

Dai, se y = 0 temos que (x,0) sdo pontos de X;. Estes, sdo ditos pontos de
dobra.

Tlustracao



[ )

IT - Considerando f : R? — R? definida por f(x,y) = (u,v) =
(x,y® - xy) temos:

Logo, os pbntos de Y; sao da forma (3y%y) e, desta maneira, os valo-
res criticos de f sdo da forma: (3y%,-2y%). Se u = 3y% e v = -2y® temos,

+ 1 1 1 1 R B T 1 1 .
= - “=U2 = - 5=P3 - —Q=U2 =< - 5==PV3
y Hurey Ve e dai, U 7RV Concluindo, chegamos
+ 2 2
= —_—F=Uuz
av ENALR
Tlustragao



O resultado a seguir fornece uma caracterizacao das aplicagoes
estaveis.

0.3.6 Teorema

Seja M uma variedade diferencidvel n dimensional, n > 2,
compactaef € C*(M,R?). Entéo, { é estavel se, e somente se, as seguintes
condigdes sio satisfeitas:

a) f é excelente

b) Se x e y sao dois pontos de dobra tais que f(x) = f(y) entao,
(df) (T:S) e (df),(T,S ) se interceptam transversalmente em R?. E ainda,
as imagens das cispides nio interceptam as imagens das dobras ou de outras
ctspides. O conjunto S denota a 1 - variedade de todos os pontos de dobra.

Finalmente, o resultado que segue nos informa sobre a densi-
dade das aplicagbes estaveis.



0.3.7 Proposicao

O conjunto E*°(M,R?), das aplicagdes estiveis de M em R?,
M compacta e dim M > 2 é denso em C*(M,R?)

Vide [8]
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Capitulo I

Aplicacoes Bi-estaveis

I.1 Bi-difeomorfismos

I.1.1 Definigao

Seja k : R? — R? tal que k(x,y) = (k1(x);k2(y)) onde, k; e
k, séo difeomorfismos C™ de R em R. Ao difeomorfismo k, definido desta
maneira, diz-se bi-difeomorfismo. ‘

Um bi-difeomorfismo k tem a propriedade de “levar” retas ho-
rizontais (verticais) em retas horizontais (verticais).

Vejamos:

Se V = {(zo,y) : y € R} temos: k(V) = {k(zo,y) : y € R} =
{(k1(z0); k2(y)) : ¥ € R}. Portanto, k(V) ¢ difeomorfo (=) a k,(R) que, por
sua vez, ¢ = a R; sendo ainda que k(V) tem a primeira coordenada fixa.
Da mesma maneira, se H = {(x,y0) : x € R}, teremos k(H) & R com seus
pontos apresentando a segunda coordenada fixa.

ilustragao

11



Ay

kz(Yo) k(H)

Yo k(V)

\2el

0 Xo X kl (Xd 0

1.2 Bi-equivaléncia

1.2.1 Definigao

Sejam f, g € C*®(M,R?). Diremos que f é bi-equivalente a g
se existe um diagrama comutativo

f
M R?
h k
M—E8—~ R? ,

onde h é um difeomorfismo e k um bi-difeomorfismo.

12



Nota

O diagrama da definigao anterior pode ser entendido da seguinte
maneira;

f=(frf) g = (91,92)

fa fi

R - M - R

ko h k,

R = 92 M gl_R

Assim, podemos dizer que (f;, f2) é bi-equivalente a (g;,92) se
o diagrama acima comuta.

I1.2.2 Definicao

Uma aplicagio f € C°(M,R?) é dita bi-estdvel se existe um
aberto U de f{, tal que, toda g € U é bi-equivalente a f.

Nota

Uma aplicacao f{ bi-estavel, é também estavel segundo a
definicao 3.1.

I.3 Dobra (ctspide) transversa e dobra tan-
gente

Seja p um ponto de dobra (cispide) de uma aplicagao
f € C*°(M,R?),dimM > 2, dado como em 3.3 ou 3.4 do capitulo 0.

13



1.3.1 Definigao

Diremos que p é um ponto de dobra transversa (respectiva-
mente um ponto de cispide transversa) se a imagem de (df), for transversal
aos dois sub-espagos R x {0} e {0} x R do R

I1.3.2 Definigao

Se p é um ponto de dobra, diremos que p é um ponto de dobra
tangente de { se a imagem de (df), for tangente a um dos eixos.

O resultado que daremos a seguir fornece uma caracterizagao
local das dobras (cuspides) transversas e dobras tangentes por bi-difeomor-
fismo.

1.3.3 Proposicao

Seja f € C*(M,R?), M compacta e dim M > 2.

a) Se f admite p como ponto de dobra tangente, entao f é, em
p, localmente bi-equivalente a:

b n
(y,$2,-..,$n) }'_1' (y2i i=2mi2;y) ou
(4,320, T0) Lo (3392 & ¥, 232) em .

b) Se f admite p como ponto de dobra transversa, entao f é, em
p, localmente bi-equivalente a:

b n
(y,x27"'7xn) }_Z') (y i Zi=2"l"52;y) em 0.

c) Se f admite p como ponto de cispide transversa, entdo f é,
em p, localmente bi-equivalente a:

(2,433, -, Tn) Ho (P +zy+y+12 M) & Shazdiy) em

14 ‘



0, onde ) é uma aplicagao diferenciavel de R em R.

Vide [5]

Ja vimos em 3.6 o teorema que caracteriza as aplicagdes estaveis
de M em R?. De fato, dobras tangentes e transversas sio indistinguiveis via
difeomorfismo. Ja para os bi-difeomorfismos, que sdo mais restritivos, ha
uma distin¢do entre pontos de dobras tangentes e transversas, j4 que um nio
pode ser levado ao outro via bi-difeomorfismos.

A seguir, comprovaremos a veracidade dessas afirmagoes.

Tomemos por forma local de um ponto de dobra transversa

aquela dada por (y,z,...,T,) 2, (y 2 ¥r,z:%y) e para o ponto
de dobra tangente (y,z2,...,Zn) L (y* * ¥r,z%y). Consideremos

h: R? — R? dado por h(u,v) = (v* — v + u;v). Como

=5 7).

concluimos que h ¢é uma mudanca de coordenadas, e ainda:
h(y 2 Thozdiy) = (= 4+ 4° Tlazdiy) = (¥ 2 Thozdiy).

f2

(yv Toyenn 71'1;) (y i ?:2 :11{2;3/)

Id h(u,v) = (v* — v + u,v)

S

(v* 2 T, ziy)
Afirmagao (*):

Um bi-difeomorfismo ndo leva ponto de dobra tangente em
ponto de dobra transversa.

De fato, vamos admitir a existéncia de k(u,v) = (k;1(u),k2(v)),
um bi-difeomorfismo que desempenhe tal fungdo.  Assim, teriamos a

15



existéncia do diagrama comutativo

TS (2t s 0
g

y (y’$2a"',xn)

Entretanto, (0,0,...,0) é ponto critico de m; o f; e ndo é ponto critico de
710 fa. Como h e k; sdo difeomorfismos fica impossibilitado a existéncia de
tal diagrama. Donde se conclui que um ponto de dobra transversa nao pode
ser levado por um bi-difeomorfismo num ponto de dobra tangente.

O que faremos agora € tomarmos as formas locais dos pontos
de dobras tangentes e transversas para fazermos consideragbes geométricas

a respeito de (df1), e (df2),.
-Com efeito:

a) Dobra transversa : (y,za,...,2Zn) 2, (y ¥ ¥r,z2y).

(dfﬁf(i 0 8)

Temos,

e dai,

oo
N——
14
~N
I
TN
e &
N—

(df2)0(u1u2,...,un) — ( i 8

Tlustragao
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‘Tlﬂn-' AR

c)
T
|
|

€l o =

Im(dfz)o

b) Dobra tangente : (y,z3,...,Zs) LN (v* 2 Thezidy).

Temos,

@= (157 5)

e dai,

(dfl)o(u,u2,...,un)=((1) g 8) u:2 =(2)'

Tlustragao
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{
3
o

_‘ﬁ
S

As consideragoes e interpretagdes geométricas feitas em a) e b)
nos levam a:

a1 - Necessariamente a imagem de (df,)o é transversal aos dois
eixos

a; - Necessariamente a imagem de (df;)o € tangente a um dos
€e1xos

Finalmente, de a; e a; concluimos que, para verificar se um
ponto de dobra de uma aplicagio f € C°(M,R?) é tangente ou transversa,
basta verificar se a imagem de (df ) tem inclinagao § = %,00ud # 3,0.

O exemplo que daremos a seguir fornece uma boa nogio das
idéias expostas anteriormente.

1.3.4 Exemplo

Considere M = S? = {(x,y,2) € R 2?4y +22=1})e
7 : R3 —> R? definida por 7(x,y,z) = (x,y). Fagamos f = 7.

18



Temos:

)Ly =8 ={(xy0) € R®:z?+y% =1}
b) f(Z;) =8 = {(x,y) € R*:z?+y* =1}
c) ¥y é uma curva de dobras

d) Na ilustragdo abaixo podemos verificar que: os pontos p, p,,
p3 € py € Xy sdo pontos de dobra tangente e todo p € X4, com p # p;, 1=1,2,3
e 4, € um ponto de dobra transversa.

Ilustracao




ri = (df )pi(TpM) i=123e4; r,= (df)p(T, M)

I.4 Aplicagoes bi-estaveis - “caracterizagao”

Em [5], J. P. Dufour caracteriza aplicagbes bi-estdveis
f: M — R?, quando M é uma variedade diferenciavel compactaedim M > 2.
Entretanto, a caracterizagado nao apresenta condigdes suficientes para tal.

No préximo capitulo apresentaremos resultados que compro-
vam essa afirmacao.

A caracterizagdo apresentada por Dufour é a seguinte:

I.4.1 Teorema

Uma aplicagao f : M — R? com M variedade diferenciavel
compacta e dim M > 2 é bi-estavel se, e somente se, os pontos p € Xy sao
pontos de dobras (cispides) transversas ou pontos de dobras tangentes e f/z,
é injetiva.

Nota

A aplicagdo f do exemplo 1.3.4 € bi-estdavel segundo a caracte-
rizacao dada em [.4.1, entretanto veremos que 1sso nao ocorre.

20



Capitulo II

A Instabilidade

Neste capitulo, demonstramos um importante teorema a res-
peito de conceitos de bi-estabilidade, com o objetivo de fundamentar a nao-
veracidade da caracterizagdo dada em [5).

Para atingirmos esse objetivo, serd necessario o desenvolvi-
mento de importantes ferramentas.

II.1 Retangulos inscritos

I1.1.1 Definigao

Diremos que R C R? é um retangulo, se R for um retangulo
com lados paralelos aos eixos O, e O,.

I11.1.2 Definigao

Uma curva C é a imagem de p: S' — R? mergulho C*.

Tlustragao
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I1.1.3 Definicao

Um retangulo R € dito inscrito em uma curva C, se seus vértices
ap, € C, 1=1,2,3 e 4.

Tlustracao
AV
9y a2
c
R
a, \/4:!3
(o) XB

Observagao

No texto, consideraremos os a;,, 1=1,2,3 e 4, nas posigdes
apresentadas na ilustracao.

22



O que faremos a seguir é fornecer uma nogao intuitiva da agao
de um bi-difeomorfismo k = k; x k; sobre uma curva com retangulo
inscrito. A consideragfo principal a ser feita é a seguinte: um retangulo R
é “preservado” por um bi-difeomorfismo, isto é, k(R) é um retangulo (vide
I.1.1). Sendo assim, este fato é suficiente para que o retangulo k(R) esteja
inscrito na curva k(C).

Considere o fato geometricamente:

= k(a;) R=k(R) C= k().

I1.2 Teoremas de instabililidade

Um resultado importante que surge das definigoes anteriores €
o seguinte:
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I1.2.1 Teorema

Se C é uma curva com retangulo inscrito R, entdo, C é instavel
sob bi-equivaléncia.

A prova deste Teorema sera feita mais adiante. ‘A seguir, dare-
mos uma aplicagao deste resultado.

I11.2.2 Teorema

Seja f: M — R? com M uma variedade diferenciavel com-
pacta e dim M > 2, tal que f(S;(f)) seja uma curva com retangulo inscrito.
Entédo, f nao é bi-estavel. O conjunto S;(f) é uma componente de ¥; que
sabemos ser, genericamente, uma reuniao finita de circulos.

Demonstracao:

Suponhamos que f seja bi-estavel. Entdo, existe uma vizinhan-
ca V; def tal que, para toda g € V; existem difeomorfismos h e k = k; X k;
tais que o diagrama comuta

M R?
h k = k; x ky
M—E&— R2

Este diagrama pode ser restrito ao seguinte:
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S;(6) R
h k= k] X ’Cg
S;(g) R?

Teriamos assim a curva f(5;(f)) com retangulo inscrito e bi-es-
tavel, o que contraria o teorema II1.2.1. Portanto, f nestas condiges nao é
bi-estavel.

J& haviamos alertado que, segundo a caracterizagio fornecida
por Dufour, a aplicagdo f dada no exemplo 1.3.4 é bi-estavel. Concluimos,
entretanto, que este fato nio € verdadeiro.

Com efeito, a aplicagdo f enquadra-se perfeitamente nas hi-
péteses de 1.4.1 e 11.2.2. Para 11.2.2:

¢ 5 é compacta edim 5% =2

Yy = 8! ef(S') = S' possui retangulo inscrito, alids, uma familia
infinita de retangulos inscritos.

Para 1.4.1:

e ¥y =S' éuma curva de dobras.

e Todo p € ¥; ou é um ponto de dobra tangente ou um ponto de dobra
transversa.

frz, € naturalmente injetiva.

Assim, chegamos ao seguinte fato:

“As condig¢Oes necessarias apresentadas no Teorema [.4.1 nao
sao suficientes para caracterizar as aplicages bi-estaveis”.
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II.3 A prova do teorema 11.2.1

Neste tépico, construiremos uma aplicagio diferenciavel, forne-
cendo um estudo e resultados, que desempenharao um papel importantissimo
na demonstragdo do Teorema II.2.1.

I1.3.1 A definicao de uma aplicagao « sobre uma curva

Seja C uma curva e R um retangulo inscrito em C. Indicaremos
por m; a declividade da reta tangente ¢; a C em a;, i=1,2,3 e 4, vértices de
R, com 0 < |m,| < oo.

Sendo 0 < |m;| < oo, existem B; = I, x I, 3 a; onde I, e
I5, sdo intervalos abertos, ¢;,6; € R4y e1=1,2,3 e 4 tais que C; = B;N C séo
graficos de fungoes diferenciaveis.

Nustragao
A
e i e L
1 B, lo T 1|8
2 e 2
~ _______._] l__‘_,‘ .
I |
-
&y Cc
[,’l;g t, Y "
. r———--——-—
—_— | [
o~ ' ___;] l '_..._ - '
I, | 8,1 ! gtH L] I ls
4 4| i 4 i - 1/ 3| 13
T === % e
{ ) 2 }
0 < Il T 13 13 L4 x#
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Faremos:

o [} = 7F1(Cl)

Iy = {my(z,y) : (z,y)€ Cy,z€ I}
Iy = {m(z,y) : (z,y)€ Cs,y€ 14}
I = {my(z,y) : (z,y)€ Co,z€ I3}
Uy =Cin(L x I)

W
[ J

Definimos a : Uy — C} seguindo as setas na figura I1.3.a e
acompanhando o seguinte roteiro:

e a) Cada T € U, élevado em u € C,N (I3 x I,) por fi, horizontalmente.
e b) u, por sua vez, é levado em v € C3N (I3 x Iy) por f3, verticalmente.
¢ ¢) f3 leva v horizontalmente em w € Cy N (I; x I).

e d) Finalmente, w é levado verticalmente por f; em (%) € C;.

Nota

ala) = a;

11.3.2 Proposicao

A aplicagao a definida em I1.3.1 é diferenciavel em a;.

Demonstracao:

De fato, a aplicagdo a € a composigao das fy,, 1=1,2,3 e 4,
mais precisamente a = fs0 fz30 fy0 fi. Cada f; € diferenciavel, visto que sao
dadas de maneira analoga a g, que apresentamos na figura 11.3.b.
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4y
" V Yf s
3 9
P € X > g(..i)"% - I
Ly /] iy,
Vv I I W
I |
l ]
0 X ‘% x4 0
FIG.IL3.b

onde 7, e 7 sao “projecbes”. Sendo 7, 0g = 7}, e, 7, uma submersao, temos

que g tem a mesma classe de diferenciabilidade de 7. Portanto, g € C*.

Assim, como cada f; é diferenciavel, decorre que o é também diferenciavel.
) b)

Considere v : (—¢,e) — R? uma parametrizagio de C, préxi-
mo a ay, tal que Y(—e,e) = C;. Fagamos ¢~ 1(U;) = (—6,6) onde
U, = Cy N (I; x 1), como em I1.3.1; para definir:

11.3.3 Definigao

Sendo « definida como em I1.3.1, indicaremos por o'(a;) a
derivada de o em a; e o seu valor por : o/(a;) = (%! o @ 0 9)/(0), onde
d)—l ocaoy: (_0)0) - (_5)6)'

A definicao I1.3.3 independe da parametrizagdo ¥ tomada.

De fato, sejam % e 1), parametrizagdes de C, préximo a a,, tais
que P1(—€1,€1) = C1 = P(—¢,€). Fagamos A = ¢! 0 ¢; e observermos que
(b oao)0) =0 e A0 =(0). Dai, (% oao)(0)
[ o) o9~  oogpo (7! 0 1h)[(0) = [A71 o (7! 0 a0 ) 0 AJ(0)
vy (¥ 0 @0 ) (0).X(0) = (¥7'oaoy)(0) =o/(ar).

i
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11.3.4 Lema

Seja C uma curva com retangulo inscrito R e 0 < |m;| < oo

as declividades das tangentes a C nos vértices de R. Entdo, o'(a;) = 2u23
ma.my

Consideraremos dois casos para fazer a demonstragio de 11.3.4.

No primeiro caso consideraremos curvas C que sio fun¢oes afins
proximo aos vértices. No segundo caso, curvas quaisquer nas hipiteses de
I1.3.4. Assim:

Caso - 1

Seja C uma curva com retangulo inscrito R, que sejam fungoes
afins, préximo aos vértices de R. A figura I1.3.c ilustra esta situacdo, bem
como a construgdo de a.

Ay -
//O((i')
« (X)
- t )
X
N e 0' ! > 2
(TN
t
! A
w
0 —p>
FIG. I. 3.¢c. x FIG. L.3.d

Destacamos em I1.3.d a regido circundada na figura II.3.c.

Na sequéncia nos interessard a declividade de t (fig. 11.3.d).
Afirmamos que a declividade m de t é: m = 2224,

Com efeito, para cada T no dominio de ¢ temos:
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e dai,

m.A1 = —mg.Ag m.Al + mz.Ag =0 *
{ —m4.A1 = m3.A2 = { m4.A1 + m3.A2 =0 =

a{(mm)(8)=(3) -

ou seja, (A1, Az) é solugio ndo nula do sistema linear homogéneo dado por
(*). Portanto,

det( i m2):0,
mg Mg

donde vem: m = ﬂﬁ’—’i

Consideremos 1(s) = (s,m;.s) proximo a a; como em IL.3.3.
Facamos, o = (a;,a;) e ¢(s) = a;(s,m1.s)



3

P(s) =% > o)
(2 Pt
$ ~ o;(s,m,.8)
o(s) = (¥~ o 0 P)(s)
Temos da figura I1.3.d —f— =m; e ;% = m. Logo, ¢(s) =

s, DeIl3.3 o/(a;) = (%7 o a0 9)'(0), ou seja, o’(ar) = ¢'(0) = 2t

I . mi.m
Portanto, a’(a;) = T2,

Caso - 2

C é uma curva com retdngulo inscrito R e 0 < |m;| < 0o as
declividades das tangentes a C nos vértices de R. Passemos a mostrar que o
Lema I1.3.4 é verdadeiro também neste caso. A figura I1.3.1 ilustraC, R e a
construgdo de a, auxiliando a demonstracao desse caso.

-Ay
7 TN ts
/ -«(-)h
X fLy u
( a i N\ a5
\ /
/
\"/K/ g
f4 f2
04, 03
S
0 >

FiG. I. 3.1
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~

FIG.IL 3.n

A figura 11.3.n destaca a regido circundada na figura I1.3.1.

Seja 1(s) = (s,f(s)) uma parametrizacdo para C e ¢(s) =
(¢! o @0 ¢)(s) como em I1.3.3. Dai, o/(a;) = ¢'(0).

Considere para cada s tal que 3(s) = Z o valor m, = —"—”‘2"%'—?1:,
em que m, € a declividade de t, que aparece na figura I1.3.1 e m;*, j =2,
3 e 4 sdo as declividades das secantes a curva C que passam por u € az, v €

as, W e ay4, respectivamente.

Sendo t; a tangente a C em a; temos lims_,oé =0 (%),
e ainda da figura I[.3.n obtemos:

A

p(s) =m; LA e A+A =my.s, dai ¢(s) = Bt.s— - ecomo

©(0) =0, ¢'(0) = limsg -‘%—sl = Iimsﬂo(;n"%—m—.%). Como lim,_gm, = 2204

1
m3
e por (*) vem: ¢/(0) = e e portanto, 0"(6‘11) =

Observacoes

1) Pode ocorrer na construgéo de @ que tenhamos de tomar i,

. £ s
como na figura ® mas, mesmo assim, obtemos m, = B4,
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(s

— ¢
AT A WERX
’ °| /( ; 02
\ | / -
\ v
#4 f2+
% — 93
v f - v
P
0 * FIG. ®

FIGIL.3.0

2) Para todo x € Dom a se obtém t,, ou como na figura I1.3.n
ou como na figura ®.

I1.3.5 A agao de um bi-difeomorfismo k = k; x ky
sobre a aplicacao a.

Se C é uma curva com retdngulo inscrito R e a uma aplicagao
dada como em II.3.1, entdo um bi-difeomorfismo k = k; x k, age sobre o
“sistema” (C,R,a) da seguinte maneira:

Consideremos 7 = (m,72) com ¥(p;) = a;, 1=1,2,3 e 4,

Y(pi) = % = m;. Fagamos A = ;—"112——:;':—':‘ e 0 = ko~v. Desta maneira,

0 = (k1 om, k2 0). Dai, 0'(ps) = (ky(1(p:i))-71(pi), ka(v2(p:))-73(pi)) e,

. ~ kl .
assim, ;= H4(n(e:)

K (m(pi)) "

O A associado a (C, R,a) ¢é dado por: 222 ge k(a;) tem
ma.my
a posi¢io de a; ou a3 em R ou Z2™%t se k(a;) tem a posicdo de ay

R my.m3
ou a4. Temos ainda, v1(p1) = 7(pa), N(p2) = M(p3), 12(p2) = 72(m),
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(e

v2(p3) = v2(ps) e, portanto A=A ou .Z_.

Conclusao:

Dada uma curva C com retangulo inscrito e o valor associado

A, se C é transformada em C por k; X k; entdo, o valor A associado a C

2. _1_
é: A ou %.

11.3.6 Definicao

Seja R um retangulo e a;, 1 = 1, 2, 3 e 4, seus vértices. Se
A = (ay,a3,a3,a4) definimos R = { A = (a1, a,,a3,a4) : ay, sio vértices
de um retangulo }.
Observagoes

a) Se a;, i =1,2,3e4 sio vértices de um retangulo R temos:

a; = (21, %3), a; = (3, T3), a3z = (T3,Z4) € ay=(71,74) e
R = {(z1, %2, T3, 72,23, %4, 21,24) 12y ER 1i=1,2,3e4}.

b) R é uma subvariedade fechada do R® e codim R = 4 pois
R é um subespaco linear de dimensio 4 do RE.

11.3.7 Definigao

Seja f: S' — R? um mergulho de classe C™.

Definimos uma aplicacio f; : 45! — RSB por :
falu,v,st) = (f(u),f(v),(s),£(t)) onde, 45! = {(z1,z2, z3,24) € (SV)* :
2 #z;,1<i<j<4).

Nota

A = (aj,a3,a3,a4) € Imfy N R se, e somente se,
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f(ug) = ay, f(vo) = aa, f(s0) = azef(to) = a4 sio vértices de um retangulo
inscrito & curva f(S?) = C.

O conjunto merg®(S5!,R?) denota o conjunto dos mergulhos

C>®de S! no R2.

-

I1.3.8 Lema

O conjunto T = {f € merg®(S',R?): fy4& R } é denso em
merg®(S?, R?).
Demonstragao

De fato, o teorema de transversalidade para multijatos “adap-
tado” nos fornece:

Tw = {f€ merg®(S',R?) : 45°f4 W}, em que W é uma
subvariedade de 4J°(S*, R?), € denso em merg®(S?, R?).

Temos ainda,

0
aJ°f
4Sl 4J0(SI,R2) C (Sl X R2)4
T
fa=mo 45°f
RS

7 é a projegao candnica e, naturalmente 7 4 R. Dali, fazendo

W = 7"(R) temos que Ty C T.
(4J°f A+ 771 (R) = n( J°S) 4+ R)

Portanto, como Ty é denso em merg™(S?, R?) temos que T
é denso em merg™®(S!, R?).
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Obsevagao
Se fs4 R temos:

(I) Trivialmente = Imfy N R = 0 = {(S') ndo possui
retangulos inscritos

(II) Nao trivialmente = Imf, N R # 0 = {(S) possui
retangulos inscritos

11.3.9 Lema

Seja f € merg™(S!,R?). Entio, se fs+ R o niimero de
retangulos inscritos a curva f(S*) é finito.

Demonstracao
De fato, se fy+ R temos:

(D) ImfsNR =0 e, assim, f(S?) nio tem retingulo inscrito
conforme observagao anterior. '

(II) Imfs N R # 0. Neste caso, fy *(R) ¢é uma subvariedade
de S' ecodim 51 fi 7N (R) = codimRséR = 4,

Logo, fa™'(R) é constituido somente de pontos isolados.

Afirmamos que f,~'(R) é finito. Com efeito, se considerarmos

o~ ~

f1:(SY)* = R® definida por : fy(u,vs,t) = (f(u),f(v),{(s),f(t)). Temos:

a) fat R, jd que i A R e [T'(R) = f7'(R) C WS

b) COd’im(sl)«f;l(%) = 4,

Assim, fi'(R) consiste de pontos isolados. Como (S1)* ¢é

compacto, sio em nimero finito. Donde concluimos, que f(S') tem somente
um numero finito de retangulos inscritos.
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Os lemas I1.3.8 e I1.3.9 nos conduzem ao seguinte resultado:

11.3.10 Proposicao

As curvas que admitem um numero finito de retangulos inscri-
tos, determinam um conjunto denso.

Com as informagbes obtidas por meio dos resultados apresen-
tados, estamos aptos a demonstrar o teorema I1.2.1, o que faremos em trés
Casos.

Caso - 1

Vamos supor que C tenha infinitos retangulos inscritos. Pela
proposic¢io I1.3.10, toda vizinhanca de C tem uma curva com um namero
finito de retangulos inscritos. Logo, nao existe uma vizinhanga de curvas
bi-equivalentes a C, pois, para estas, o nimero de retangulos inscritos é o
mesmo.

Portanto, nestas condigoes, C € instavel.

Caso - 2

Vamos supor que C tenha somente um nimero finito de retan-
gulos inscritos e, tais que, as declividades das tangentes a C nos vértices dos
retangulos sejam todas ndo nulas e ndo infinitas.

Sejam Ry, Ry, ..., Ry os retangulos inscritos em C.
Sejam {A;, 3, ..., Ak, a7} 0s invariantes de Ry, Ry, ..., Ry.

Tomemos C* suficientemente proxima de C contendo R,, Ry, ..., Ry
e 1 . 1 1 1 =
inscritos com {A%, 7oy A ‘HK::} # {AI’ZT"“’A’”E}' Logo, C* nao
é bi-equivalente a C e, portanto, C € instavel nas condigoes do caso 2.

Caso - 3
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Vamos supor que C tenha pelo menos um retangulo inscrito,
com tangente horizontal (vertical) em pelo menos um dos vértices do retin-
gulo. Mostremos, entao, que C é instavel. Antes, faremos algumas conside-
ragoes.

Se ¥(t) = (71(t),72(t)) é uma parametrizagio para C e 4(0) =
a;, por exemplo, com 4'(0) = (41(0),0) e (0) # 0 temos: k(x(t)) =
(ky(m(1)), k2(12(2))), k(a1) =a; sek = ky X ky é um bi-difeomorfismo. E
ainda, d(k 0v)(0) = (k{(11(0)).7{(0),0) com (k;0v,)'(0) # 0 pois k; éum
difeomorfismo e 0 é valor regular de k; 0 4;. Dai, concluimos que tangente
horizontal é “levada” em tangente “horizontal”. Analogamente, concluimos
que tangente vertical é “levada” em tangente vertical.

Ilustragao
c
NG (I) (I1)
o ' o
c
Y kxk Y
1 X k2 k% Ky

o

5 \
)
: c

Vamos supor que a situagao descrita no caso 3 ocorra quando
C tem um numero finito de retangulos.

Suponhamos que exista uma vizinhanga de curvas bi-equiva-
lentes a C. Nesta vizinhanga, é possivel, encontrar uma curva C* dada por:

C* é a prépria C, a menos de pequenas perturbages proximo
aos vértices onde C tem tangente horizontal (vertical). Os retangulos inscritos
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em C* sdo os mesmos que estdo inscritos em C como na figura.

y
2 2
9 9
C
I |
e
{ 02
R, /
04' i) 3
R
2 c* C
2 2-\‘
(J4 03
0 xﬁ

Impossivel, ja que tangente horizontal (vertical) é “levada” em
tangente horizontal (vertical), o que néo ocorre com C e C*..

Portanto, nestas condi¢des C € instavel.
Dos casos 1, 2 e 3, concluimos que as curvas com retangulo
inscrito sao instaveis sob bi-equivaléncia.

Observagao

Com uma demonstragdo analoga a apresentada no caso 2, é
possivel provar a instabilidade de uma curva, com um ndimero infinito enu-
merével de retangulos inscritos. Para tanto, basta tomar C* com {A*, -51.—1, -

k’ A' } # {Ala A ,Ak, Zl'k‘,}

O teorema II.2.1 pode ser demonstrado usando outro
tipo de técnica, como veremos a seguir.

Consideraremos F uma parte finita de S*.

Notagoes
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a) Er denota o anel dos germes, de aplicagdes diferencidveis
de S' em R numa vizinhanca de F. -

b) Mg o ideal dos germes de EF que se anulam sobre F.

11.3.11 Definicao

Sejam f,g € Ep. Diremos que (f,g) é localmente infinitesi-
malmente bi-estdvel de ordem 1, numa vizinhanga de F, se para todo par

(7, g ) de elementos de Er, podemos resolver as equagdes:

1

(*){ f=(df)s —uof
9= (dg)s—wog

médulo Mg?, onde as incégnitas sio:

s : germe de campo de vetores sobre S?, numa vizinhanga de

u : germe de aplicagdo de R em R numa vizinhanga de f(F).

w : germe de aplicacdo de R em R numa vizinhanca de g(F).

I1.3.12 Teorema

Se (f,g) é bi-estavel entdo, para toda parte finita F de S?,
(f,g) € localmente infinitesimalmente bi-estavel de ordem 1 numa vizinhanga

de F.
Vide [6]

Passemos entao a mostrar o Teorema I1.2.1 com estas nogoes.
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Representemos por (f,g) : S* — R? acurvaC, R & S! ER
Sejam a; = (f(v;), g(v:) ), i=1,2, 3 e4, os vértices do retangulo R, inscrito
em . Portanto, (1) = f(u2), &(v2) = &(vs)y [(ss) = (04) € g(o4) = (o).

Ilustragao
']
/—9‘\ A
a + olvi)=glvz)
v % 2 O3 2 3
T olvj)=glvz)
V3
o a . )
v | 4 } ¢ =3
fy) i)
i i
\/ fiva)  fivg)
f

Vamos considerar F = {v;, vy, v3,v4} C S* e mostrar que (f,g)
ndo é infinitesimalmente bi-estdvel numa vizinhanga de F.

Com efeito,

Interessa-nos trabalhar apenas com os 1 - polinémios de Taylor
das aplicagbes no sistema (*) (médulo Mr?).

Suponhamos que os 1 - polinémios de Taylorde f e g em
torno de v; sejam:

f(v;) + a;.x
glv;) + bz, 1=1,2,3e4.
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E que, numa vizinhanga de v;, tenhamos :
s=(si+yiz+...)E,

u(A) =u; + t;.A + ..., numa vizinhanga de f(v;) = {(vy),
u(A) = ug +t;,.A + ..., numa vizinhanga de f(v;) = f(vy),
w(z) = w; + €1.z + ..., numa vizinhanga de g(v;) = g(vs) e
w(z) = wy + €2.2 + ..., numa vizinhanga de g(v;) = g(v4)
Dai,

( le (a1 + a'1.z)(s1 + y1.2) — (T + t1.a;1.2)

g1= (b1 + V'1.2)(s1 + y1.z) — (W2 + e2.by.2)

f2= (az + a'3.2)(s2 + y2.x) — (T + t1.02.7)
g2= (bz + b’2.$)(32 + yzx) - (_’(61 + 61.b2.$)
fa= (as+ a's.z)(s3 + y3.2) — (U2 + t2.03.7)
g3= (b3 + b,3.$)(33 + y3..’1,') — (ﬁl + 61.b3.2!)
fa= (as + a'4.2)(s4 + ya.z) — (U2 + t2.04.7)
\ 4= (b4 + b’4.$)(84 + y4.$) - (wg + 82.b4.$)

As f; e g, i=1,2,3e4, sio polinomiais de grau 1 e as
incdgnitas sdo os s;, ¥i, U;, W; e €;, comU; = uj +t;.f(v;),j=1,2 e
’Ej = wj + ej.g(vj).

Na ordem zero este sistema origina um sistema (**) da forma:

( ai.81 ——’111 = dl
b1-31 — Wy = ll
az.89 — ﬂl = d2
bz.Sg - ﬂjl = 12
a3.83 — Hg = d3
b3.S3 - ﬂ)-l = 13
4.54 — Uy = dy
b4.S4 - wg = 14

(%) <

?
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onde os Iy, e os dy, sao dados.

Podemos resolver (**) se, e somente se, podemos resolver (***),
que é obtido de (**) eliminando as incdgnitas T e .

ay.81 —az.83 = fi
(4 % *) a3.83 — 04.84 = fo
b2.32 — b3.33 =g
bs.s4 — by.51 = go

com f; eg;,j =1e?2, arbitrarios.
O determinante da matriz do sistema (***) é dado por:
A = by.a;.b5.a4 — ay.by.a3.b4
Dois casos a considerar:

a)A=0

O sistema (***) ndo tem solugdo e assim, (**) nio tem solugéo.
Portanto, o sistema (*) ndo tem solugio. '

b) A#£0

Neste caso (***) determina de modo tnicoos s;, i=1,2,3e
4. Concluimos que (**) determina de modo Winico U, Uz, W, e Ws.

Voltando ao sistema inicial (*), com interesse agora nos coefi-
cientes de z, para obtermos:

a1.y1 —ar.ty + a'y.51 =My
byyy —bres + b8, =k
Q3.Yz — aq9.ty + a@'3.59 = hg
bg.yg - b2.€1 + b12.82 =»k2
as.ys — aa.tg + 0’3.53 = h3
b3.y3 - b3.61 + b’3.83 = ka
a4.Ys — 4.ty + a'4.54 = hy

b4.y4 - b4.62 + b’4.$4 = k4
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como 0s 3;, 1 =1, 2, 3 e 4, sdo determinados, recaimos no seguinte sistema:

[ a1y —arty =_’_11
br.yy — by.e; = ]il
az.yz — az.ty = hy

) ba.y2 - by.e1 = ’f_z
| @ays—astz=h;
b3.y3 — bs.e; = lf_s
as.ya — ag.ty = hy
( ba.ys — by.e; = k4

ondeos h; ek;,1=1,2,3e4 sao arbitrarios, mas conhecidos.
Temos:

Se a; = 0 ou b; = 0 para algum i, este sistema nao admite
solugdo, consequentemente o sistema inicial (*) ndo admite solugao.

Caso contrario, resolver este sistema seria equivalente a resolver
o seguinte sistema:

ay.a3.y; — @1.82.y7 = hi*
a3.044.Yy3 — G3.04.Y4 = hy"
b2.b3.y2 - bg.b3.y3 = k3‘
bl.b4.y1 - bl.b4.y4 = IC4*

Mas,
ay.a; -—ay.ap 0 0
0 0 az.ay —az.aq |
detl 0 bby —bybs 0 |
bl.b4 0 0 _bl-b4

= al.ag.bg.b3.a3.a4.b1.b4 - bl.b4.a1.a2.a3.a4.b2.b3 = 0.

Assim, ndo é possivel resolver este sistema para arbitrarios

* * * A
hl ,h2 ,kg ek;
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Conclusio:

Sendo o sistema (*) nio solivel para F = { vy, vq,v3,v4 }
concluimos que:

Se uma curva (f,g): S' — R? admite retingulo inscrito,
esta ndo é bi-estavel.
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Capitulo III

A Nao Densidade

O que faremos neste capitulo é introduzir um novo conceito: o
de retangulo transversal a uma curva ou retangulo transverso. Apresentare-
mos uma caracterizagdo para estes, mas o intuito principal é mostrar que o
conjunto das aplicagbes bi-estaveis f: M — R? com M variedade diferen-

ciavel compacta, nio é denso.

III.1 Retangulos transversais a uma curva

II1.1.1 A construcao de uma aplicacao diferenciavel

C

Seja C uma curva com retangulo inscrito R e 0 < [m;| < oo,
i=1,2, 3 ed, as declividades das tangentes a C nos vértices de R.

Tomemos B; e C;,i =1, 2, 4 como em I1.3.1 e ainda:

® Il = 7(‘1(04)
[ ] Ig = 7r2(C'2)
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Ilustragao
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FIG.IIL.1.0

Definimos uma, aplicagio C:U; —» R? seguindo o sentido
das setas na figura III.1.a e acompanhando o seguinte roteiro:

¢ a) Cada T € U, é levado verticalmente por ¢, em w € Ci.

e b) O ponto T é levado ainda horizontalmente por g, em

u € 020(13 X Iz)

e c) O valor C(Z) é dado pela intersecgio das retas r e s,onder é a
reta que passa por u e tem a diregdo 7, e s é a reta que passa por w e
tem a diregao :.
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Nota
C(a1) = a3

I11.1.2 Proposigao

A aplicacio C definida em HI.1.1 é diferencidvel.

Demonstracao

Com efeito, sendo T = (z,y1) facamos ¢1(Z) = (21, w2(Z)) e
92(%) = (u1(F),31). Temos que C(T) = (u1(ZT);w2(T)) e as aplicagdes g, e
g2 sdo diferencidveis, pois os mecanismos de suas construgdes sao analogos
aqueles utilizados na construcio de a em II.3.1. Desta maneira, u; e w;
sdo diferencidveis e, portanto, C diferenciavel.

Exemplo 1

_ Sendo C = S! e R um retangulo inscrito a C, a imagem da
aplicacdo C é um arco de S* contendo as.

Ilustragao
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Na figura II1.1.b temos C = S! com retingulo inscrito R. Os
pontos F,u, w e C(Z) determinam um retangulo e 1 =|| 7 ||=|| C(Z) ||. Assim,
devemos ter C(Z) € C, e, como C é continua, nio constante, conclui-se que
C é um arco de S,

Exemplo 2

Seja C uma’ curva que tem um retangulo inscrito cujos vértices

sa0:

@1 = (0,a1), a1 € Ryy

}
a; = (a3, a1), a3 € Ryy

b

EIE = (GS)O)

a@; = (0,0); e ainda, acurva C é: areta 7 :y = m;.z + a,
préximo a @y, 1y : ¥y = ma(T — a3) + a; préximo a @y, r3 : y = my(z — as)
préximo a @3 e T4:y =m4.z proximo a d4, conforme figura IIL.1.c.

!

Afirmamos i;]ue C étal queC(Z) €r:y= BLI4 (g — ag).

[lustragao
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Com efeito, fagamos Z = (z1,11), @1(T) = (21, wa(T)) =
w, ¢o(T) = (ul(_f)ayl) =u ¢ assim, C(Z) = (ul(i)’u&(i))'

Como T € r; indicaremos T = (z;,m;.z; + @) e, entdo,
Y1 = M.z + a1, Mas y; = ma(wy(T) —a3) + a; e dai, myzy +a; =
ma(u1 () — as) + a1, ou seja, uy(Z) = ;=(my.z; + my.a3). Como wy(T) =
my.z; temos: C(Z) = (-":—2(m1.a:1 + mg.a3); mqa.7;1) e de fato, C(T) € r pois,

ma.mgf 1 ___ _ mamy __ momy —
m (m2 (m1.z1 + ma.a3) — as) = my.z1 + my 03 my 03 = My.T1.

Observagao

O exemplo 2 informa que quando a curva C forem fungoes
afins préximo aos vértices do retangulo temos: C(z) € r. E,como C ¢
continua, ndo constante, C deve ser afim, ou seja, um segmento de r que
passa por ag.
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I11.1.3 Definigao

Seja C uma curva com retingulo inscrito R e 0 < |m;| < 0o as
declividades das tangentes a C nos vértices de R. Dizemos que R é transversal
a CseC(C for transversal a C, em as3.

Notacdo
RAC
Simbolicamente ...
RAC&®CA,C
Tlustragao
R
c
C
%
Observagao

Uma questao que surge naturalmente apés a definicao IT1.1.3 é
a seguinte: Existe curva C com retdngulo inscrito transverso? O exemplo
que daremos a seguir responde a esta questao.

Exemplo

Considere C e R como na ilustracao.
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O x

A curva C é S' a menos de uma pequena perturbagao préxima
a a3. As “emendas” C* sio feitas usando particio da unidade. Neste caso,
temos que R 4 C. De fato, como vimos no exemplo 1 a aplicagio C “é a
parte pontilhada”, préxima a as, e naturalmente C4,, C.

Observacao

Toda curva C tendo um retangulo inscrito, tem arbitrariamente
préxima uma curva C com retangulo inscrito transverso. Para formar C
basta perturbar C préximo de as, de maneira que esta seja transversal a C
neste vértice.
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II1.2 Retangulos transversais - caracterizagao

Dada uma curva com retangulo inscrito é possivel saber se este
é transversal & curva. Para tanto, basta conhecermos as declividades das
tangentes a curva nos vértices do retangulo.

I11.2.1 Proposicao

Seja C uma curva com retangulo inscrito R e 0 < |m;| < o0
as declividades das tangentes a C nos vértices de R. Entdo, R K C se, e

somente se, % = 1.

Demonstracao
Consideremos a curva C em dois casos
Caso - 1

A curva C, proxima aos vértices de R, sdo fungbes afins. A
figura I11.2.a ilustra esta situacao.
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b

FIGII.2.a

O exemplo 2 nos informa que C é um segmento de reta que
passa por a3 se a curva C é dada como na figura Ill.2.a. Por hipétese
R X C e, portanto, CA&K,, C. Desta maneira o segmento C coincide com C

proximo a az. Sendo assim, m, = m3 se, e somente se, PLOL = mg. Desta
maneira, R /& C se, e somente se, ZLM2 = |

ma.my
Caso - 2

Seja C uma curva qualquer, nas hipéteses da proposicao I111.2.1,
que tenha em R um retangulo inscrito.

Tlustragao
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FIG. II.2.b

(=)

Estamos admitindo por hipétese R & C. Dai, CA&,, C oque
nos leva a: C é tangente a C em aj. Para cada T € DomC, considere as
secantes, s; 1 =1, 2ed, a curva C assim:

Sy passapora; el
8o passa por az e u

s4 passa por a4 e w, e denotaremos por s3 a reta secante a
curva C que passa por az ¢ C(T). A partir destas é possivel construir um
sistema linear homogéneo, com solugao nao nula por meio de:
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Fazendo m; j =1,2,3 e4 as declividades das s;, tal sistema

mq MMy A] ‘_ 0
My N A, ) T \O
Assim, devemos ter

det(Tx T—Z)ZO.

777,4 msz

é dado por

Como det é uma fungio continua

. m; m
lim det(_l 2 ) =0
T—ay my My

e dai my.m3 —ma.my =0 pois limz_,, M; =m;,j=1,2,3e4.

Portanto, Mm% — ] ge R/K C.

) mo.my
(=)

<2 mi.m3 __ * . =
Por hipétese T=m2 =1 (*). Usaremos s; e T, para denotar as

retas secantes e suas declividades como em (=>). Dali temos:
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e (A;,A;) é solugao nao nula do sistema linear homogéneo
—77_?:1 77’172 A] _ 0
Ty M3 A, ) L0 )

det(T1 ﬁi2)=0.

my 3

Logo,

e, como det é uma funcio continua

lim det ( Tl Tz ) =0.

r—aj my Mgy

. my.limg_,, M3 (__t) m1.m
Assim, Yy =1 = M,

Conclui-se, entdo, que C é tangente a C em a3 e dai, E;I(as C.

ou seja, limg_,,, M3 = ms.

Portanto, R & C se g 8

IT1.3 Acgao de um bi-difeomorfismo sobre uma
curva com retangulo inscrito transverso

Seja C uma curva com retangulo inscrito R e R 4 C. Fagamos
k =k; x k; um bi-difeomorfismo e passemos a verificar como age k nesta
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situagao.

AY
VN g
0' 5 02
o | g u02
| r | e
R|JC
1'% \ 4 4
c
% /"5 a
w~=7)°| | )38
a, S &
W
o o

Considerando k(C ) —-C L(R) =R, e sem perda de generahdade

k(as) =as, temos: C= L(C’) =C, onde C é construida sobre C de maneira
ansloga & construcio de C sobre C.

Vamos supor que R X E’, dai C j(;a C. Fagamos (d 5)(0) =
(d C)(0),C=C (0) = a3 eC(0) = C(0) = as.

_ Temos: (dC)(0) = (dC)(0) <= (dkoT)(0) = (dkoC)(0) +=
(dk)(C(0)).(dC)(0) = (dk)(C(0))(dC)(0) <= (dC)(0) = (dC)(0) <=
CA,, C < RAC. Impossivel, estamos admitindo R4 C.

Conclusao
Retangulos transversais a uma curva sdo preservados por bi-

difeomorfismos, ou seja, R+ C, entdo k(R)4+ k(C).
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Tlustragao

O
=
b
x
N

III.4 A nao densidade das aplicagoes bi-estiveis

Finalmente, usaremos o conceito de retdngulo transversal a
uma curva para alcancarmos um dos objetivos deste capitulo, que é com-
provar que o conjunto das aplicagdes bi-estdveis f : M — R? com M
compacta, nio é denso.

Sendo R e f; dados como em I1.3.6 e I1.3.7, respectivamente,
temos: '

II1.4.1 Proposigao

Seja C uma curva, R um retangulo inscrito em C, a; 1=1,2,3
e 4 vértices de R e 0 < |m;] < oo as declividades das tangentes a C em a;.
Entdao, R4+ C se, e somente se, fy &4 R A = (ay,az, a3, ay).

Demonstragao

Temos que: R = < (1,0,0,0,0,0,1,0),(0,1,0,1,0,0,0,0),
(0,0,1,0,1,0,0,0),(0,0,0,0,0,1,0,1) > e G = (dfs)s(Tu.4S") =
< (1,m,,0,0,0,0,0,0) , (0,0,1,m,,0,0,0,0) , (0,0,0,0,1,m3,0,0) ,
(0,0,0,0,0,0,1, my) >.

Dai, R¥C <= CHA,C <+ D™ o4 ] <=

m2.Mmy
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memy — mpmy # 0 & det(z;t) £0 < < RG >= R =
(dfs) 4(Ta- SH+TR =R &= fiF, R

I11.4.2 Teorema

O conjunto das curvas bi-estaveis ndo é denso.

Demonstragao

Consideremos C uma curva com retangulo inscrito R tal que

R A C.

Como transversalidade é uma condicdo aberta, existe uma vi-
zinhanca de C onde todas as curvas tém retangulo inscrito transverso. Por
I1.2.1, nesta vizinhanga existem somente curvas instiveis. Portanto, nao é
denso o conjunto das curvas bi-estaveis.

Passemos, entio, ao objetivo deste capitulo.

I11.4.3 Teorema

O conjunto das aplicagées bi-estaveis f: M — R?, com M
variedade diferenciavel compacta dimM > 2, nao é denso.

Demonstracgao

Seja {: M — R?, M compacta e dimM > 2 tal que (5;(f))
seja uma curva com retangulo inscrito transverso. S;(f) é uma componente
de ¥;. Toda aplicagido g arbitrariamente préxima de f, é tal que g(S;(g))
tem retangulo inscrito transverso e por 11.2.2 sio instaveis. Portanto, ndo é
denso o conjunto das f: M — R? bi-estdveis com M compacta.
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Capitulo IV

(Generalizacoes

Neste capitulo, pretendemos “estender” as nogées apresentadas
nos capitulos II e III a respeito de retangulos inscritos. Apresentaremos
definigdes e resultados utilizando técnicas muito parecidas as apresentadas
nestes dois ultimos capitulos. Trata-se das nogoes de circuitos, circuitos
inscritos e circuitos transversos. '

Estas generalizagbes sdo importantes, devido ao fato de exis-
tirem curvas com circuitos inscritos, mas que nao admitem retangulos inscri-
tos. Poderemos justificar este fato por meio da ilustragio.

[lustracao



IV.1 Circuitos

IV.1.1 Definigao

Um conjunto 7 C R? é dito um circuito se:
a) 7 € uma reuniao finita de retangulos.
b) 7 ¢é conexo por caminhos.

¢) Dois retangulos quaisquer que se interceptam tém um tnico
ponto em comum. '

d) Para qualquer reta horizontal ou vertical r, que nio passa
pelos vértices dos retanguloser N 7 # §, tem-se: #rN7 =2

Nustracio
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Observagoes

a) Denominaremos por malha cada retangulo que compde o
circuito 7. Na ilustracido, 7 tem 3 malhas e diremos : 3-circuito.

b) Se 7 é um l-circuito, entdo, 7 € um retangulo, como na

definigao II.1.1.

¢) Sao ditos vértices de um circuito 7, os a;; que pertencem
a uma tnica malha. Por exemplo, na ilustragdo somente a; e ag nao sao
vértices.

d) Um circuito de p malhas, ou seja, um p-circuito, possui
2p + 2 vértices. Ao vértice a; denominamos primeiro vértice e a  asp41,
ultimo vértice.

No desenvolvimento deste capitulo, usaremos como conceito de
curva aquele dado em I1.1.2.

IV.1.2 Definigao

Seja C uma curva e 7 um p-circuito. Diremos que 7 ¢é um
circuito inscrito em C se seus vértices ay, € C.
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Ilustragao
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Observagao

-Se a; estiver em duas malhase aj € C o estudo de circuitos
inscritos reduz-se ao estudo de retangulos inscritos.

Existem analogias entre os conceitos e resultados de curva com
retangulo inscrito, e de curva com circuito inscrito. No decorrer deste capitulo
procuraremos evidencia-las.

IV.2 Acao de um bi-difeomorfismo sobre cur-
vas com circuito inscrito

Consideraremos 7 um 2-circuito ¢ k = k; X k; um bi-
. ~ ’ . . .
-difeomorfismo. Afirmamos que k(7) =T ¢é ainda um 2-circuito. De fato,
consideremos como auxilio a ilustragio.
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representam

numa curva com circuito inscrito.

(1)

(ID

y {':s :‘i 2
|
5
|
l
- .
| o
X
A g In i
L L L
l
— | —8,
S —_—
] | ;
| i %

Com o auxilio das retas r; e s;,i = 1, 2 e 3, podemos verificar
que k leva 7 em T nas situagdes (I) ou (II) ilustradas, que de fato

um circuito.

O mesmo ocorre se 7 € um p-circuito, p > 2. Sendo assim, é
légico que uma curva com circuito inscrito é levada por um bi-difeomorfismo

IV.3 A construcao de uma aplicagao dife-
renciavel

Seja C uma curva e 7 um 2-circuito inscrito em C. Fagamos
0 < |mil <oo,i=1,...,7,1%# 3, as declividades das tangentes a C nos
vértices de 7. Os conjuntos U, e C; sdo tomados de maneira similar aquela
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da construgido de a em I1.3.1.
Definimos f: U; — C; assim:

Para cada T € U; associamos B(%) € C; seguindo também
um esquema, inteiramente analogo dquele utilizado em I1.3.1. Para n3o tor-
narmos o processo repetitivo, nos erientaremos pela ilustragdo, seguindo o
sentido das setas.

b
o X —-
| _l 0>
N v
o
a 3 %
N < <IN
L 4 4\
w\I——=>— —/w
%7 6
— b
(o] X

Observagao

a) O processo de construgio de [ ¢é exatamente o mesmo da
construgao de « fazendo as “ampliacOes” necessarias, devido ao nimero
maior de vértices de um circuito em relagio a um retangulo.

b) A aplicagdo f nio sofre nenhuma alteragio, caso o circuito
7 tenha a outra disposicao possivel, como podemos ver na ilustragao.
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c) Se 7 é um p-circuito, procede-se da mesma maneira para
construir f.

d) A diferenciabilidade de f# é extraida do fato de § ser uma
composigao dessas aplicacées “horizontais” e “verticais”, que sao diferencia-
veis, conforme comprovagao feita em 11.3.2.

e) A definicio de f'(a;) obedece as mesmas consideragoes de
11.3.3, feitas para %, parametrizacao de C proxima a a,, para chegarmos a:

B'(ar) = (¥7" 0 B0 )(0).

f) Analogamente ao que fizemos em I1.3.5, para verificar os in-
variantes associados a (C,R,a), é também possivel concluir que os invariantes
associados a (C,, #) sdo em nimero finito.

IV.3.1 Proposicao

Seja C uma curva, 7 um 2-circuito inscrito em C e

0 < |m;| < oo as declividades das tangentes a C nos vértices de 7. Entdo,

’Bl(al) = :2:24:26'
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Demonstragao:

Seia ) uma parametrizacao e  peoirhd A d, MM
P(s) = (s,(s)) e ¥(0) = a1, como em 11.3.3. Sendo B = (B, B;) a aplicagio
definida em IV.3, fagamos ¢(s) = B(s,f(s)). Dai, p(s) = ("' o fo¢)(s) e
¢'(0) = B'(ar).

FiIG. ¥.3.0

Para cada T € U; destaquemos a regiado circundada na figura
IV.3.a, para obtermos:



4

- BIX t
= ﬁr’y,

s ?(s) j

t; é a tangente a C em a; e m, a declividade de t. Dai, ¢(s) = %’f e
Ay + Ay = my.s e assim: @(s) = (my.s — Ky.);l: O valor numérice m,
pode ser obtido dos sistemnas lineares homogéneos, com solugées nao triviais,
dados por:




’ s s s ~
Dai, m, = maBa-, Os t;° que aparecem em (*) sdo retas
secantes a C que passain por u e ap,ze€ aq,l e as, we ag e v e dar, sendo os
m;° suas declividades. O valor m3® denota a declividade de ¢3°, reta secante
a Cs que passa por az e C3(Z). C3 surge em meio & construcio de /3 por
um mecanismo muito parecido aquele da constru¢io de € em IIL.1.1.

Substituindo o valor numérico de m, na expressio de ¢(s),
(s

obtemos: ¢(s) = (m;.s — Ka)% Mas, f'(a;) = ¢'(0) = lim,_o —9

e portanto A'(a;) = lim,_o(m; — &%), DM — Mmimamg

P =

‘mat.me®.me? ma.mq4.mg °

Extraimos esta conclusdo dos seguintes fatos:

- como t; é atangente a C em ay, lim,_o -A;“ =0

~ lims_.om_,-s =m;, _] = 2, 4, 5, 6e7

Observagao

Convém observar que o valor de m; utilizado na demonstragao
da proposigao IV.3.1 é o mesmo, caso o 2-circuito 7 tenha a outra disposigao
possivel. Sendo assim, também f’(a;) nao se altera. Com efeito, m, seria

obtido de:




o0 (et i )(2)= ()

__ motmy®mg®
e, portanto, m, = -—L——‘~—“—m5,.m7, .

Usando o raciocinio indutivo, podemos chegar a um valor para
f'(a1) quando 7 € um p-circuito inscrito, p > 2, em uma curva C. O valor
que se obtém é o seguinte:

[ m HH% TZ2ets L. ge o0 ntimero de malhas p for par
1- k=1 maok 'm3p7 p p

k # Omod3
Bla1) = 4

1
L Hp+p_;r_ T2k=3 s, se o numero de malhas p for impar
my - Lik=2 mak TSP P

k % 0mod3

A demonstragdo deste fato pode ser feita utilizando-se as téc-
nicas e idéias contidas na demonstragio de IV.3.1. Basta tomar m, como:

p=2
p+ 2 m 4
a-) [Tz —Z*—mM“ .M3,, se 0 numero de malhas p for par.

k # 0 mod 3

p+Ef . A
b-)mymy [l ,® =Z2-.- se o nimero de malhas p for impar

mzk-3 M3p
k # 0 mod 3

Tlustragao
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A ilustragio mostra-nos uma curva C com um p-circuito ins-
crito 7, bem como a construgao de S.
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IV.4 Circuitos transversos

Assim como fizemos para retangulos, definiremos circuitos trans-
versais a uma curva.

Seja C uma curva, T um 2-circuito inscrito em C e,
0 < |m;] < o as declividades das tangentes a C nos vértices de 7.

Escolhamos U, como em II1.1.1 na definicio de C para definir
p: Uy — R?, seguindo o mesmo mecanismo da construgio de C. Devemos
considerar as “ampliagdes” necessdrias, devido ao nimero maior de vértices
de 7 quando comparado com os de R.

Orientaremos a construgio de p por meio da figura abaixo,
seguindo o sentido das setas.

A
y u -
o, < 9
I I
A\
{
T
05 3 03 /[
wa—< - 4
(U
N— —=>— -
a a
_.’/\ 6 7
)
—=> >
i X

Observagoes

a) J4 atentamos anteriormente para o fato da construgio de pu
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obedecer s mesmas regras de C em I11.1.1. Sendo assim, a diferenciabilidade
de u é natural.

b) u(a;) =ay

¢) Se T é um p-circuito, p > 2, procede-se da mesma maneira
para se construir g e, neste caso, p(a;) = asps

IV.4.1 Definicao

Seja C uma curva, 7 um p-circuito inscrito em C e,
0 < |m;] < co as declividades das tangentes a C nos vértices de 7.
Dizemos que 7 é transversala C se p4,,,,,; C.

Notagdo: 74 C

Assim, como foi possivel fornecer uma caracterizacio para re-
tangulos transversais, também no caso de circuitos é possivel.

IV.4.2 Proposicao

Seja C uma curva, 7 um 2-circuito inscrito e 0 < |m;] < oo,

as declividades das tangentes a C nos vértices de 7. Entdo, 7. X C se, e

somente se, % = 1.

Demonstragao:

Por hipétese 7C, dai p&;, C, ou seja, p e C sio tangentes
em asy.

Ilustragao
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(=)

Para cada T € U; é possivel construir dois sistemas lineares
homogéneos com solugbes nao nulas, a partir do esquema abaixo:

- 3% é asecante a T3 que passa por az e T5(Z). T3 surge na
construgdo de g por um mecanismo analogo ao empregado em III.1.1, na

construgdo de C. Fagamos T3 a declividade de s5°.

-8%,31=1,2,3,4,5 €6, sio as secantes a C que passam por
ajeT,azeu,asev,asew eagel. Osvalores m; denotam as declividades

x
de s;*.
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- s7° é asecante a g que passa por ar e u(Z), sendo 7 sua
declividade.

Temos:

m5 m:; C _ 0
(II)(me ﬁi7)(d)_(0> e, portanto,

alet(T2 T‘):da(T5 T’):o.
m3 My me M7y

Mas det é uma funcao continua e assim,

T—ay M3 My . T—ay Mg My

_limdet(m2 ml)z limdet(__m_5 m3)=0.

s mo.m4 __ — ms.m MEY : . — R -
Dali, —-f,;-* = mz = "2, ja que imz_, m; =m;,j=1,2,3,

4,5,6,eT.

my.ms.mz __
PortantO, se szc temos ma.Mmy.Mg - 1.

(<)

Consideremos as s;° e mj, ] = 1, 2, 3, 4, 5, 6 € 7, e os sistemas
(I) e (II) extraidos da construgido de g, ja indicados em (=).

Destaquemos: 77 € a declividade da secante s7* a ug que
passa por u(T) e a7, sendo my; declividade da tangente a C em as.

Temos det(?2 Tl)zdet(in_—s ms)z()

mg MMy Mg My
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4 ~ +
e como det é uma funcdo continua

T-—ay m3z My T—a)

limalet<_m_2 Tl)zlimdet(T5 _FE"’):

, my.ms.limz_,, M7
— — mymsmg .
Dai, e — = 1 vy Portanto,

limz_,q, M7 = my, ou seja, u é tangente a C em a7. Logo, 74X C.

E possivel fornecer uma caracterizagdo para 74 C, quando 7 é
um p-circuito. De fato, se 7 é um p-circuito, entdo 7K C se, e somente se

- PHEEE mags 1 :
a)l=m.[l=* 22 “me;) S€ P € par

k # 0 mod 3

ptl
b)1l= ;‘; Z:f T:T‘;ii.mgp, se p é impar
k# 0 mod3.

A demonstracao deste fato € feita segundo os mesmos mecanis-
mos da proposicdo 1V.4.2. Basta considerar p sistemas lineares homogéneos
com solugdes nao nulas, caso 7 tenha a forma da figura IV.4.a, dados por:

w (27 (m)=(5)
(% ) (x)- ()



|
| Observagio

Se C é uma curva com circuito transverso 7, existe um vinhanca
N de C onde todas as curvas tém circuito inscrito transverso, pelo fato da
transversalidade ser uma condigio aberta.

Como podemos facilmente perceber, todas as nogoes estabeleci-
das a respeito de circuitos estdo muito proximas daquelas estabelecidas para
retingulos, nos capitulos II e III. Nao pretendemos demonstrar os resulta-
dos que daremos a seguir, mesmo porque o processo ¢ exatamente o mesmo
utilizado nas demonstragoes de 11.2.1 e [1.2.2. Trata-se apenas de substituir
nas hipdteses de I1.2.1 e 11.2.2 o conceito de retangulo R por p-circuito 7,
p > 2. E ainda, considerar ® = { (a1, az,...,a3541) : @y, sao vértices de um
p-circuito }. Observar que :

COdide(p-}l)R =2(p+1) e

2(p+1)j0f 0/ Ql P2 2\2(p+1)
2(p41)S" — 2p41)d (ST, R?) = (S' x R?)

T
fap+1)

RA(P+1)

IV.4.3 Teorema

- Se C é uma curva com um p-circuito inscrito 7, entdo C ¢é

@ instavel.
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IV.4.4 Teorema

Seja f: M — R? com M uma variedade diferenciavel com-
pacta e dimM > 2, tal que {(S;(f)) seja uma curva com p-circuito inscrito.
Entéo, f é instavel.

Consideracoes finais

1 - O resultado obtido do Teorema IV.4.4 reduz sensivelmente
a possibilidade de existéncia de aplicagdes bi-estdveis, f: M —s R? com M
compacta. '

2 - Quando ja trabalhavamos na redacdo desta dissertagao,
tomamos conhecimento de [6]. Neste artigo, J. P. DUFOUR define uma
aplicagio I': § — S, § = §! esquematizada na figura.

A

Mw)

[

24
(o) X

No caso de termos um conjunto S como na figura seguinte,
como ficaria I'(u) 7
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Convém observar que a escolha de um destes valores poderia
acarretar problemas na continuidade de T'.

e

>
0 X

Neste caso, a idéia é guardar todas as informacoes sobre I' no
ponto u, em todos os valores indicados na figura anterior, considerando, para
tanto, I' como uma aplica¢do multivalente, ou seja, uma multi-aplicacdo.

Ainda em [6], DUFOUR desenvolve, num longo estudo, sobre
a dindmica de multi-aplicagbes em dimensdo 1 (um). Como consequéncia
deste estudo, DUFOUR obtém um resultado surpreendente:

“Nio existe aplicacdo bi-estivel f: M — RZ%, com M varie-



dade diferenciavel compacta”.

~ Neste mesmo tral)an)o, DUFOUR mostra existgncia Ae

f: §2 — R? bi-estavel no sentido topoldgico, isto é, exige-se apenas
que hek =k x k; do diagrama

S? R?
h k =k xk;
S? R?

sejam homeomorfismos.
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