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Resumo

Neste trabalho, alguns espagos de fun¢des que surgem naturalmente no contexto da topolo-
gia geral sdo estudados. Por meio da nogdo de bornologias, problemas de C),-teoria e Cj-teoria
sdo analisados simultaneamente, como a caracterizacao de certas fungdes cardinais no espaco
das fun¢Oes continuas e propriedades relativas a jogos seletivos. A compactificacdo de Stone-
Cech também & estudada, onde a existéncia de P-pontos no residuo dos naturais é considerada
sob a Hipétese do Continuo. Com a adi¢do de certas hip6teses sobre pequenos cardinais, alguns
resultados obtidos ao longo do texto sdo utilizados em problemas relacionados com espagos de

Michael e espacos de Alster.

Palavras-chave: espacos de fungdes, C)-teoria, Cj-teoria, bornologias, fungdes cardinais,

jogos topoldgicos, pequenos cardinais, espagos de Alster, Problema de Michael.






Abstract

In this work, some function spaces that naturally arise in the general topology context are
studied. By the notion of bornologies, C,-theory and Cj-theory problems are simultaneously
analysed, as the characterization of some cardinal functions in the space of continuous real
functions and properties related to selective games. The Stone-Cech compactification is also
studied, and the existence of P-points in the remainder of the set of the natural numbers is con-
sidered under the Continuum Hypothesis. With the addition of some hypotheses about small
cardinals, some results obtained through the text are used in problems related to Michael spaces

and Alster spaces.

Keywords: function spaces, C,-theory, C-theory, bornologies, cardinal functions, topolo-

gical games, small cardinals, Alster spaces, Michael’s Problem.
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Introducao

Dados dois espagos topoldgicos, € natural nos perguntarmos como as no¢des topoldgicas dos
espacos dados influenciam a no¢do de proximidade entre duas funcdes consideradas entre esses
espacos. De modo mais técnico: se X e Y sdo espacos topoldgicos, existe alguma topologia
natural no espaco das funcdes de X em Y que esteja relacionada com as topologias de X e
Y7 A resposta varia de acordo com o contexto no qual nos situamos mas, de modo geral, ela é
afirmativa e ndo é necessariamente dnica.

Neste trabalho, apresentamos algumas das possiveis respostas, e também investigamos cer-
tos casos de espacos de fun¢des munidos de tais topologias. Inicialmente, era objetivo estudar-

mos trés situacdes de forma independente:

1. atopologia da convergéncia uniforme forte numa bornologia (cf. Se¢do [2.4.2);

2. a compactificacdo de Stone-Cech de um espaco topoldgico, definida como um espago de

funcdes (cf. Capitulo3));

3. alguns pequenos cardinais, invariantes topologicos do espaco das fungdes de w em w (cf.

Secdo[d.3)).

A topologia referida no item (I)) acima (e definida em [6]) se da para espagos de fungdes
entre espacos métricos, € nossa proposta era estender os resultados de [6] para contextos mais
gerais. Por outro lado, os objetivos para os itens e acima consistiam em estudar seus
fundamentos e aplicagdes, em particular, no que tange aos espagos produtivamente de Lindeldf
(cf. Capitulo [)), como feito em [1]. Contudo, com o desenrolar do projeto, aplicagdes de (1))

para 0 mesmo problema também surgiram e, desse modo, todo o trabalho “convergiu” para
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16 Introdugao

aplicacdes em espacos produtivamente de Lindelof. Por tal motivo, estruturamos o texto da
forma como descrevemos a seguir.

No primeiro capitulo, apresentamos os resultados basicos que serdo utilizados ao longo do
texto. Fazemos uma breve revisdo sobre Teoria dos Conjuntos e Topologia, bem como sobre
espacos uniformes. Em seguida, apresentamos uma breve sistematizagdo sobre jogos seletivos
e alguns exemplos de suas aplicagdes em topologia, na forma de jogos topoldgicos seletivos.

O segundo capitulo consiste dos desdobramentos do item descrito acima, o que ocupa
a maior parte deste trabalho. Uma possivel generalizacdo da topologia definida em [6] para
espacos de Tychonoff se reduz as ditas topologias de convergéncia uniforme (ja estudadas,
por exemplo, por McCoy e Ntantu [31]]), que sdo definidas em termos de uma estrutura no
espaco base, as bornologias, o que fazemos na primeira sec¢do deste capitulo. Nas duas secoes
seguintes, caracterizamos algumas fungées cardinais do espago das funcdes reais continuas
definidas num espaco de Tychonoff, de maneira semelhante a apresentada em [31], e analisamos
algumas variacoes seletivas da funcao cardinal tightness, onde generalizamos alguns resultados
j4 conhecidos. Na tltima se¢do, comentamos brevemente a topologia definida em [6], além
de apresentarmos uma demonstracdo relativamente extensa de um resultado de Arhangel’skii
utilizado na se¢ao anterior.

No Capitulo 3| voltamo-nos para a compactificacio de Stone-Cech. A primeira segdo se
foca nas questdes de existéncia e unicidade (a menos de homeomorfismo) da compactificagdo
de Stone-Cech de um espaco de Tychonoff, onde também examinamos algumas propriedades
basicas e exemplos. Na secdo seguinte, estreitamos nossa andlise para a compactificacao de
Stone-Cech dos naturais, mais precisamente no que tange a existéncia dos chamados P-pontos,
onde seguimos essencialmente a abordagem de Rudin em [37]].

No quarto capitulo apresentamos algumas aplicagdes concernentes aos espacos produtiva-
mente de Lindelof. Na primeira e segunda secOes, utilizamos respectivamente resultados do
segundo e terceiro capitulos para obtermos informagdes sobre tal classe de espagos. A tdltima
secdo se restringe a alguns pequenos cardinais (b, e cov(M)) e as suas aplicagdes no cha-
mado Problema de Michael, o qual essencialmente consiste em saber se o espaco dos nimeros

irracionais com a topologia usual € um espaco produtivamente de Lindelof.



Capitulo

1

Preliminares

O objetivo deste capitulo € fornecer o ferramental basico para o desenvolvimento dos capi-
tulos subsequentes. Definiremos os principais conceitos de Teoria dos Conjuntos e Topologia
que serdo utilizados, além de fixarmos as notacdes e relembrarmos alguns resultados importan-
tes. Em cada sec¢do, indicaremos as referéncias nas quais as demonstragdes omitidas podem ser

encontradas, bem como tépicos relacionados que possam interessar ao leitor.

1.1 Teoria dos Conjuntos

Nesta secdo, fazemos uma introdugdo breve sobre Teoria dos Conjuntos, principalmente
com o intuito de fixar as notacdes. Os livros de Jech [25] e Kunen [29] cobrem profundamente
todos os topicos que abordaremos sobre Teoria dos Conjuntos, embora um texto introdutd-
rio, como o de Hrbacek e Jech [23], seja suficiente para preencher a maioria (sendo todas)
das lacunas desta secdo. Em todo o decorrer deste trabalho, assumimos o sistema axiomatico
Zermelo-Fraenkel acrescido do Axioma da Escolha (ZFC).

As operacdes usuais entre conjuntos (intersecdo, reunido, diferenga, poténcia e produto)
serdo supostos conhecidos. A diferenca entre dois conjuntos X e Y serd denotada por X \ Y,
e a colecdo de todos os subconjuntos de X serd indicada por p(X). Uma relagdo (bindria)
¢ um conjunto de pares ordenados (e, por conseguinte, relagdes de ordem, de equivaléncia e

fun¢des também). Em particular, se X é um conjunto, entéo qualquer elemento de p(X x X)

17



18 Capitulo 1 — Preliminares

¢ uma relacdo e, desse modo, ficam bem definidas as operacdes de composicao e inversao em
©(X x X'), mais precisamente: se A, B C X x X, entdo A~! = {(y,z) : (z,y) € A}e AoB =
{(z,y) : F2((z,2) € BA (2,y) € A)} também sdo subconjuntos de X x X (¢f. Segdo[1.3).
Assumimos conhecidas as defini¢cdes e notagdes usuais referentes a relacdes de equivaléncia,
ordens parciais e fungdes, bem como resultados basicos envolvendo tais tdpicos. Em particular,
relembramos o leitor de que uma relacdo de ordem < sobre X ¢ uma boa ordenacao (ou boa

ordem) se todo subconjunto ndo vazio de X possui um elemento minimo com respeito a <.

Dados conjuntos X e Y, denotaremos por Y X o conjunto de todas as fungdes f : X — Y,
isto é, das fungdes com dominio X e contradominio Y. Se A C X, f[4] := {f(x) : z € A}
é a imagem direta de A por fe,para BC Y, f7'[B] := {zr € X : f(z) € B} denota a pré-
imagem (ou imagem inversa) de B por f; também indicamos por f | A a funcdo de dominio A
e contradominio Y que associa a cada a € A o elemento f(a) € Y, isto é, f [ A é a restri¢do
de f ao subconjunto A. Quando Y = X, denotamos por idy = A(X) := {(z,z) : z € X}
a funcdo identidade de X — ou simplesmente por id e A, quando o conjunto X estiver claro
pelo contexto. Dada uma familia 7 = { X : ¢ € I} de conjuntos, a cole¢do de todas as fungdes
[ 1 — U, X tais que f(i) € X;, o produto da familia F, serd denotado por [],., X;. A
reunido disjunta de F, indicada por | |,_, X;, é por deﬁnigéoﬂo conjunto (., (X; x {i}).

Dizemos que X é um conjunto transitivo se todo elemento de X é também subconjunto
de X; X é um nimero ordinal (ou simplesmente um ordinal) se X for transitivo e (X, €x)
for uma boa ordem, onde €x= {(z,y) € X x X : = € y}, o que faz com que todos os
elementos de um ordinal sejam ordinais. Geralmente, denotamos ordinais por letras gregas
minusculas (o, 3,7, etc.) e, para dois ordinais o e 3, escrevemos « < [ para indicar que
« € [ — em particular, vale a tricotomia para todo os ordinais, isto é, dados ordinais « € [3,
necessariamente um (e apenas um) dos seguintes casos ocorre: &« < fou 5 < aoua = f3.
Assim, para qualquer ordinal « vale a igualdade & = {5 : f < «}. Todo conjunto A de
ordinais admite um minimo e um supremo, a saber, min A = [ A e sup A = |J A (a posteriori,

o mesmo vale para conjuntos de cardinais). Além disso, se (A, R) é uma boa ordem, entdo

'A menos que os elementos de F sejam dois a dois disjuntos, caso em que nio fazemos distingdo entre os
operadores | | e |J.
ZFormalmente, em ZFC n#o existe o conjunto de todos os ordinais.
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existe um tnico ordinal « tal que (A, R) e (a, €,) sdo isomorfos (no sentido de ordem); tal
ordinal é chamado de tipo de ordem de (A, R) (order type).

Dados um ordinal o e uma funcio f : § — «, diremos que f é uma funcao cofinal em « se
para todo v < a existe § < [ tal que v < f(0); define-se entdo a cofinalidade de ov como sendo
o menor ordinal /3 para o qual existe uma fungdo f : 5 — « cofinal em «, denotado por cof («)
— claramente cof (o) < a. Definimos o sucessor de um ordinal & como sendo a+1 := aU{a};
« € um ordinal sucessor se existir 3 tal que o = [ + 1, caso contrario, a é um ordinal limite
— por exemplo, 0 := () é um ordinal limite por vacuidade, e 1 := 0 + 1 = {0} € um ordinal
sucessor.

Um ordinal o € um nimero natural se para todo 5 < «, [ for sucessor ou 3 = (0. Usu-
almente simbolizamos nimeros naturais por letras mindsculas do nosso alfabeto (m, n, p, etc.).
Denotamos por w (ou Ny) a cole¢do de todos os nimeros naturaisﬂ, que é o menor ordinal li-
mite diferente de 0. Chamamos uma funcido f : w — X de sequéncia em X, e denotamos
f = (Zn)new, onde f(n) = x,, — em geral, qualquer func¢do da forma f : @« — X serd chamada
de sequéncia em X, e escreveremos f = (25)3<q, onde f(3) = 3.

Para conjuntos X e Y quaisquer, dizemos que X e Y sdo equipotentes se existir uma funcao
bijetora f : X — Y, 0 que simbolizamos por | X| = |Y|. Um conjunto X é finito (infinito enu-
meravel) caso X seja equipotente a um nimero natural (ou equipotente a w, respectivamente),
do contrario X é nao-enumeravel. Um ordinal o é um niimero cardinal se ndo existir 5 < «
tal que |3| = |a| — geralmente denotamos cardinais por letras gregas minudsculas (k, A, 4, etc.).
Como todo conjunto bem ordenado € isomorfo a um unico ordinal, para um conjunto bem or-
dendvel X fica bem definido o nimero cardinal | X| := min{«a : || = |X|}, a cardinalidade
de X. Logo, em ZFC, todo conjunto tem um ndmero cardinal, haja vista que todo conjunto é
bem ordendvel pelo Axioma da Escolha.

Assumimos conhecidos os resultados bédsicos de aritmética cardinal e ordinal. Em particular,
frisamos o Teorema de Cantor, que estabelece a desigualdade | X| < [p(X)|, da qual segue
w < |p(w)| e, consequentemente, w; < |p(w)| := ¢, onde w; (ou Ny) é o menor ordinal
(cardinal) ndo-enumeravel e ¢ € a cardinalidade do continuo. A Hipétese do Continuo é a

asser¢ao Ny = c.

3Como tal conjunto satisfaz os Axiomas de Peano, o conjunto w é para todos os efeitos (Ié-se a menos de
isomorfismo) o conjunto dos nimeros naturais usualmente denotado por N.
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Fixados um conjunto X e um cardinal ~, definimos:
(@) [X]™F={Y CX:|Y|<k}
(b) [X]=F = {Y C X :|Y] < s}
(© [X]"={Y CX:|Y]=nrk
(d) X< =, X e X5 = XU X"

Em particular, a igualdade w = |[w]|<“| serd de grande utilidade nos pr6ximos capitulos.

1 1 A <w __ n n| _—
Essencialmente, para verificd-la basta notar que [w]<* = |J,_ [w]", com |[w]"| = w, e usar o
fato de que a reunido enumeravel de conjuntos enumeraveis € enumerdavel. Mais geralmente,

|[A]<“| = | A| para qualquer conjunto infinito A.
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1.2 Topologia

Apresentaremos as defini¢cdes e os resultados basicos de Topologia Geral que serdo adotados
ao longo do texto. De modo geral, utilizamos os termos e notagdes do livro de Engelking
[15], embora ndo facamos as mesmas suposi¢des acerca de axiomas de separacdo para certas
definicdes. Também seguimos os textos de Tkachuk [47] e Willard [S0], de modo que em
tais referéncias as demonstracdes omitidas nesta secdo podem ser encontradas. Além disso,
assumiremos que o leitor j4 tenha feito um curso de Topologia Geral e de Espagos Métricos,
estando assim familiarizado com a terminologia usual da teoria (abertos, fechados, fecho ou
fechamento, interior, funcdes continuas, etc.).

Fixemos um espago topoldgico (X, 7), um ponto x € X e um subconjunto A C X. Quando
a topologia 7 estiver clara pelo contexto, vamos nos referir a (X, 7) simplesmente como o
“espago topoldgico X ou mesmo como o “espago X . Dizemos que A € uma vizinhanca de
x se existir um aberto V' C X talque z € V C A, sem que A seja necessariamente aberto.
Denotamos o fecho (closure) de A por A e o interior de A por int(A).

Um conjunto parcialmente ordenado (L, <) é dirigido se para quaisquer z,y € L existir
w e Ltalquex <wey < w. Se (L, <) é dirigido, uma fungdo f : L — X é chamada de net
em X, e usualmente denotamos f = (x;);cr, onde f(I) = z;. Em particular, w é um conjunto
dirigido (pela ordem usual dos naturais), e uma net (z,),c, ¢ uma sequéncia em X. Uma net
(x1)1cr, em X converge para x se, para toda vizinhanga A de x existir [, € Ltalque z; € A
para todo [ > l4, o que indicamos por x; — x, ou x; —, x quando quisermos evidenciar a
topologia de X.

Seja (7', <) um conjunto totalmente ordenado com pelo menos dois pontos. Para quaisquer

z,y € T, definimos:

@ Jz,y[={a€T:x <a<y}
(b) Jz,y] =z, y[U {y}:

© [z, y[:=={z} U]z, y[;

(d) [z,y] = [z,y[ U {y}.
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Para um elemento ¢ € 7" qualquer, declaramos como aberto bésico de ¢ qualquer conjunto
da forma ]z, y[ tal que ¢ € ]z, y[ caso ¢ ndo seja maximo nem minimo de 7', do contrérid’| seus
abertos bdsicos sdo da forma [¢, y[ (se ¢ for minimo) ou da forma |x,¢] (caso ¢ seja maximo).
E fécil ver que isto de fato define uma topologia em 7', a chamada topologia da ordem, que
¢ de Hausdorff (ver definicdo na péagina seguinte). Em particular, quando 7" € um ordinal «,
a topologia da ordem em « € tal que S € « € isolado se, e somente se, S € sucessor (e, con-
sequentemente, 3 € ordinal limite se, e somente se, $ ndo € isolado). A menos de men¢do em
contrério, ao considerarmos um ordinal como espago topoldgico, assumiremos que sua topolo-
gia € a topologia da ordem.

Dada uma familia {(X;, 7;) : ¢ € I} de espagos topolégicos e um subconjunto V' =[], Vi,
onde cada V; C X, definimos o suporte de V' como sendo o conjunto supp(V') :={i € I : V; #
X;}. Ao longo deste trabalho, exceto quando expresso o contrdrio, consideraremos o produto
[I;c; X; munido da topologia produto, que ¢é a topologia gerada como base pelos conjuntos

da forma V' = [],.; Vi de suporte finito, onde cada V; € 7;. Quando os conjuntos X; sdo dois

iel
a dois disjuntos, denotamos por ) ., X; a soma dos espacos X;, definido como o conjunto
||;c; Xi, munido da topologia gerada como base pela familia | J,, 7;.

Denotamos por R o conjunto dos niimeros reais munido da topologia usual induzida por sua
métrica; a menos de mencdo contraria, consideramos qualquer conjunto de nimeros reais com
a topologia de subespaco de R. Também assumimos conhecidos conceitos basicos referentes a
Medida de Lebesgue em R. Os simbolos Z, QQ e IP denotam, respectivamente, o conjunto dos
nameros inteiros, dos nimeros racionais e dos nimeros irracionais.

Geralmente, hipdteses adicionais referentes a topologia do espago devem ser feitas para ob-
termos resultados interessantes. Ao longo de nosso trabalho, definiremos e estudaremos varias
propriedades topoldgicas. Assim, a fim de tornarmos a leitura dos préximos capitulos menos
carregada com vdrias definicdes, listamos a seguir algumas condi¢des basicas que ocasional-
mente serdo impostas posteriormente, bem como alguns resultados relativos a elas, os quais

serdo utilizados sem maior énfase.

e Dizemos que X é um espaco T, se para quaisquer z,y € X distintos existir um aberto

que contém exatamente um desses pontos.

4Um elemento minimo (ou méximo) caso exista, é tnico.
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e Se {z} é fechado para todo = € X, dizemos que X é um espaco T;. Note que se X é um

espaco 77, entdo X também & Ty,.

e Um espaco X ¢é de Hausdorff (ou T,) se para todo par x,y € X de pontos distintos
existirem abertos disjuntos A, B C X tais que x € A ey € B. Claramente, todo espago

de Hausdorff também € T7.

e Dizemos que X é um espaco T se para quaisquer x € X e F' C X fechado dados, com
x ¢ F, existirem abertos disjuntos A, B C X taisque x € Ae ' C B. Um espaco é

regular se for 73 e 77}; note que espagos regulares sdo de Hausdorff.

e Um espaco X é Tgé se para quaisquer z € X e F' C X fechado com x ¢ F' existir uma
fungdo continua f : X — [0, 1] tal que f(x) = 0 e f[F] C {1}. Um espago é dito de

Tychonoff se for T 1e Ti. Em particular, todo espago de Tychonoff é regular.

e Se para quaisquer F,G C X fechados disjuntos existirem abertos disjuntos A, B C X
satisfazendo F' C A e G C B, diremos que X € um espaco T,. Um espago topoldgico
¢ normal se for 7 e 7;. O Lema de Urysohn ¢ a afirmacdo de que em espacos 7}
fechados disjuntos podem ser separados por funcdes continuas, i.e., se F,G C X sdo
fechados disjuntos, entdo existe uma fungdo continua f : X — [0, 1] tal que f[F] C {0}
e f[G] C {1}, o que acaba por também caracterizar espagos Ty. Desse modo, é evidente
que espacos normais sao de Tychonoff. Outra caracterizagdo para espagos 7 se da pelo
Teorema de Tietze: um espaco X é T} se, e somente se, toda funcdo continua f : A —

[0, 1] definida num fechado A de X admite uma extensdo continua com dominio X.

e Um espaco X é compacto (respectivamente, de Lindelof) se para toda colecdo U C
T que recobre X, i.e., tal que YU = X, existir U’ € [U|<¥ (respectivamente, U’ €
[U]=~) tal que X = [JU'. Um espago é o-compacto se for uma reunido enumerével
de compactos. Diferente de [15], ndo incluimos as hipdteses de que espacos compactos
sejam Hausdorff e que espacos de Lindelof sejam regulares; se adicionadas, em ambos os
casos elas garantem que tais espagos sejam normais. Claramente todo espago compacto €
o-compacto e, por sua vez, espagos o-compactos sao de Lindelof. O produto de espagos

compactos € compacto (Teorema de Tychonoff), e o produto entre um espaco compacto
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e um espaco de Lindelof € de Lindelof (¢f. Capitulo 4), contudo existem espagos de

Lindelof cujo produto ndo € de Lindelof.

Espacos compactos “se comportam” como pontosﬂ A sentenca anterior ndo é um teo-
rema formal, mas sim uma observagao sobre o comportamento usual de espacos compac-
tos. Por exemplo, se X € de Hausdorff, /', F' C X sdo subespacos disjuntos e compactos
de X, entdo existem abertos disjuntos A e B taisque K C Ae F' C B; se X é regular
e somente K é compacto, com F fechado e K N F = (), entdo também podemos separar
ambos os subconjuntos K e F' por abertos disjuntos. A mesma ‘“regra” se repete para
espacos de Tychonoff: se num espaco de Tychonoff X temos um compacto K C X e um
fechado F' C X tais que K N F' = (), entdo existe uma fungéo continua f : X — [0, 1]

satisfazendo f | K =0e f | FF =1 — chamamos tal fato de Lema de Urysohn “Fraco”.

Outro importante fato sobre espacos compactos se dd no Teorema de Wallace: Seja
{X;}ses uma familia de espacos topoldgicos ndo vazios; se A; C X, é compacto para
cada s € S, entdo para todo W aberto em [[ .o X tal que [[,.¢ As © W, existem

abertos U; C X, com Uy # X, apenas para finitos elementos de S, satisfazendo

[[4.cJu.cw (1.2.1)
seS seS
Demonstra¢do. Vamos provar o teorema apenas para o caso em que S = {0,1} — uma
demonstracdo para o caso geral pode ser encontrada, por exemplo no Capitulo 3 de [13].

Primeiramente, fazemos a seguinte afirmacao:

se A é um subconjunto compacto ndo vaziode X,y € Y e W C X x Y é um aberto que
contém A x {y}, entdo existem U C X,V C Y abertos tais que
Ax{yy CUXxV CW.

De fato, como W é aberto, para cada x € A existem U, C X e V, C Y abertos tais que
(z,y) € UpyxV, € W. Acompacidade de A e asinclusdes Ax{y} C (J,cq UaxV, CW
garantem a existéncia de uma familia {z, ..., 2} C Atalque Ax{y} C ;o) Uz, X Va,.

Note que os abertos U = | J,,, Ui e V = ), V; t€m a propriedade desejada.

>Ou mais geralmente, compactos se comportam como conjuntos finitos.
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Agora, para provar o teorema, basta aplicar a afirmacio anterior para cada compacto da
forma Ay x {y}, com y € A, e obter os abertos U, e U; por meio da compacidade de

Ay, de modo andlogo ao que fizemos acima. [

e Dizemos que X satisfaz o primeiro axioma de enumerabilidade (ou que X tem cardter
enumerdvel, ¢f. Secdo [2.2.1)) se todo ponto de X tem base local enumerdvel. O espaco
X satisfaz o segundo axioma de enumerabilidade (ou o peso de X € enumerdvel, cf.
Secado se a topologia de X admite uma base enumerdvel. Um espaco que contém
um subespago enumeravel e denso é dito separavel (ou de densidade enumeravel, cf.
Secdo [2.2.3). Todo espago métrico tem cardter enumerdvel. Além disso, um espaco

topoldgico X € regular e de peso enumerdvel se, e somente se, for metrizdvel e separdvel.

e Os termos cardter, peso e densidade destacados no item anterior sao exemplos de funcgoes
cardinais. Uma func¢ao cardinal ¢ ¢ um invariante topolégico (ou propriedade topolé-
gica), que a cada espago topoldgico (X, 7) associa univocamente um nimero cardinal
infinito ¢ ((X,7)). Assim, apesar do nome, ¢ ndo é uma fungdo no sentido estrito do
termo, pois ¢ ndo define um conjunto em ZFC. Tais fungdes cardinais generalizam pro-

priedades topoldgicas como as do item anterior para cardinais maiores do que N.

Optamos por definir as funcdes cardinais ao longo do texto, conforme a ocasido torna-las
necessdrias. Em particular, como boa parte de nosso trabalho consiste no estudo de funcdes car-
dinais em espagos de func¢des, assumimos ao longo do texto que todos os espacos topolégicos
considerados sao infinitos, a menos de mencao contrdria.

Fixemos espacos topolégicos (X, 7) e (Y,p). Lembremo-nos de que Y~ = [, .Y, e
assim podemos considerar o conjunto das fungdes de X em Y como um espaco topoldgico
(YX,T,), onde T, é a topologia produto. Um ponto f € Y € uma fungdo f : X — Y e,
se (fi)ier ¢ uma net em Y X, decorre diretamente da definicdo dos abertos bdsicos em Y X que
fi =7, f se, e somente se, fi(r) —, f(r) paratodo x € X. Por isso, é comum chamar
a topologia produto como a topologia da convergéncia pontual. Também é facil ver que os

abertos bdsicos de 7, sdo intersecdes finitas de conjuntos da forma

[F,V]:={feY™: fI[F]CV}, (1.2.2)
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com F € [X]<“ e V € p. Denotamos por C,,(X,Y) o conjunto C(X,Y) := {f e Y* : f ¢
continua} visto como subespago de (YX, 7,) — em particular, escrevemos C'(X) para indicar o
conjunto das fungdes de X em R continuas, e C},(X) indica o conjunto C'(X') com a topologia

de subespago oriunda de (RX, 7).

Em R¥, podemos considerar a topologia 7, na qual os conjuntos da forma

()= {9 € B :1(0) = 960l < 7 b 123

paracadan € we f € R¥, constituem um sistema fundamental de vizinhangas para f; chama-
mos 7, de topologia da convergéncia uniforme pelo seguinte fato, cuja verificacdo € trivial:
uma sequéncia ( f,,)ne., em (R, 7T,,) converge para f se, e somente se, f, — f uniformemente
(cf. Segdo[1.3).

Ja podemos ilustrar certas variagdes no “comportamento” de C'(X) de acordo com a to-
pologia adotada. Por exemplo, para uma sequéncia (f,)ncw em C(X), f, —7, f implica
f € C(X), em outras palavras, isso significa que C'(X) € fechado em (R, 7,,). Por outro lado,
o mesmo ndo € verdadeiro quando tomamos C(X) como subespago de (R*,7,). Com efeito,
para X = R e considerando f,, : R — R definida por f,,(z) = cos(wz)?" para quaisquer x € R
en € w, segue que fr(r) — f(x) = lim,,_, cos(mx)?" para todo x € R, com f descontinua e
{fn:new}Cc CR).

Diferentes topologias sobre C'(X) permitem tratar mais facilmente certas propriedades to-
poldgicas em X e, muitas vezes, podemos obter tradugcoes do tipo “X tem a propriedade P
se, e somente se, (C(X),7) tem a propriedade Q”, para alguma topologia 7 sobre C'(X)
— boa parte do Capitulo [2] trata de tradugdes desse tipo. Por exemplo, por meio da topolo-
gia T, sobre C'(X), o Teorema de Stone-Weierstrass (enunciado logo abaixo) permite estender
funcdes continuas em espagos de Tychonoffﬂ Seguindo a notagdo de Tkachuk, [47], dire-
mos que A C C(X) é uma dlgebra se A contiver todas as fungdes constantes de C'(X) e
{f+g9,f-g} C Aparaquaisquer f, g € A; dizemos que A separa pontos em X se para todo
par de pontos z,y € X distintos existir f € A tal que f(x) # f(y).

®No Capitulo [3, usaremos tais resultados juntamente com a Compactificagio de Stone-Cech a fim de obter
uma generalizag@o para o Teorema de Tietze para espagos normais e, por isso, frisamos que as demonstragdes do
Teorema de Stone-Weierstrass e do Coroldrio [I.2.2]ndo dependem do Teorema de Tietze.



1.2 Topologia 27

Teorema 1.2.1 (Teorema de Stone-Weierstrass). Seja K um espaco compacto Hausdorff. Se
A C C(K) é uma dlgebra que separa pontos de K e A é fechado em (C(X),T,), entdo
A=C(K).

Demonstracdo. Uma prova completa para este teorema pode ser encontrada, por exemplo, em

Tkachuk, [47]], Problema 191. O

Corolario 1.2.2. Sejam X um espaco de Tychonoff e K C X compacto. Se f : K — R ¢é

continua, entdo existe uma extensdo continua f : X — R.

Demonstracdo. Seja K C X compacto, e chame A = {f € C(K) : 3g € C(X)(g | K =
f)}; se mostrarmos que A = C'(K), entdo o coroldrio estard demonstrado. Claramente, A é
uma dlgebra e, por X ser um espago de Tychonoff, A separa pontos de /K. Considere entdo
{futnew € Ae f € C(K) com f,, — f uniformemente, provaremos que f € A.

Tomando uma subsequéncia de {f,},c., se necessério, podemos supor que |f,.1(z) —
fu(x)| < 27*Y para todo n € w e para todo x € K. Agora, como A é dlgebra, para
cadan € wtemos f,.1 — f, € A e, por conseguinte, existe h,, € C'(X) que estende f,,11 — f.
Defina

g = max{min{h,,, 2~ "D} 9=+

e note que § = y .-, g, ¢ continua em X (pois g ¢ limite uniforme de fungdes continuas) e,
fazendo g = g + fo, onde fo € C(X) estende fy, temos g + fg | K = f, donde segue que
f € A. Como K é compacto Hausdorff, pelo Teorema de Stone-Weierstrass concluimos que

A= C(K). m

Em particular, do coroldrio acima segue que se {zq, ..., z,} C Xe{ro,...,m} C R, entdo
existe uma fungdo continua f : X — R tal que f(x;) = r; para todo ¢ < n. Tal fato permite
provar que C,(X) € denso em (R*,7,) para todo espago de Tychonoff X, o que deixamos a

cargo do leitor.
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1.3 Uniformidades e espacos uniformes

O material apresentado nesta se¢ao visa fixar algumas notagdes, bem como dar as defini¢oes
e resultados basicos sobre uniformidades. Usaremos isso no capitulo seguinte somente para
simplificar algumas verificagcdes sobre propriedades de metrizabilidade e axiomas de separacao.

Intuitivamente, o conceito de uniformidade se encontra entre as no¢des de métrica e topo-
logia, o que permite a andlise de diversos topicos tipicamente “métricos” sob uma perspectiva
mais geral. Em particular, espacos uniformes possuem informacao suficiente para generalizar a
ideia de convergéncia uniforme.

Antes de definirmos as uniformidades propriamente, relembramos o leitor de que se U e
V sdo subconjuntos de X x X, entdo os conjuntos U e V sdo relagdes bindrias (conjuntos de
pares ordenados) e, por conseguinte, as notagdes U/~ e V o U t&€m o sentido usual, e indicam
respectivamente a relacdo inversa de U/ e a composicdo entre V' e U (como frisamos na Se¢ao
[I.1). Uma estrutura uniforme (ou uniformidade) sobre um conjunto X ¢é uma familia { de

subconjuntos de X x X satisfazendo:

Ul) se Aecile ACBC X x X,entdo B € 4;

(U2) afamilia 4 é fechada por intersecdes finitas;

(U3) se A € 4, entdo A C A;

(U4) se V € 4, entdo existe Y € U tal que Y~ C V;
(US) se V € 4, entdo existe W € U tal que Wo W C V.

Em tal caso, dizemos que (X, 4l) é um espaco uniforme, e os elementos de il sdo chamados
de entourages . Se il e U sdao uniformidades sobre X, 4l é mais fina do que U se Y C Ll
Uma uniformidade sobre um conjunto X pode também ser definida por meio de coberturas de
subconjuntos de X que satisfazem certas condigéesﬂ Se (X, 4) é um espago uniforme, uma

base para a uniformidade ${ ¢ uma familia B C i satisfazendo:

(BU1) se A € B, entdo A C A,

7 Ao leitor interessado em tal abordagem, sugerimos os textos de Engelking (Capitulo 8, [15]) e Willard (Capi-
tulo 9, [S0]).
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(BU2) se V;, V, € B, entdo existe V3 € B tal que V3 C V) N Vy;
(BU3) se V € B, entdo existe V' € B tal que V' C V1;
(BU4) se V € ‘B, entdo existe W € B talque Wo W C V.

Reciprocamente, note que se B é uma familia satisfazendo as condi¢des acima, entdo a
familia ((*B) definida por U(*B) = {A C X x X : JV € B(V C A)} € uma uniformidade
sobre X. Além disso, B é uma base de {(°B).

Dado um espaco uniforme (X, l), podemos induzir uma topologia 7(.X, 4{) sobre X decla-
rando um subconjunto qualquer A de X como aberto se para todo x € A existir i € 4l tal que
Ulz] C A, onde U[z] :== {y € X : (x,y) € U}; como 4l é fechada por intersegdes finitas,
segue que 7(X, 1) é de fato uma topologia sobre X . Evidentemente, se ‘B for uma base para 4,
entdo basta utilizarmos os elementos de ‘B na defini¢do acima. Mais geralmente, vale a seguinte

proposicao:

Proposicao 1.3.1. Sejam L, U uniformidades sobre X e By, B, bases fixadas para \ e ‘U,
respectivamente. A uniformidade A é mais fina do que U se, e somente se, para todo U € ‘B

existe V € By tal que V C U. Além disso, se I\ C U, entdo 1o = 7(X, U) C 7(X,V) = 7.

Demonstragdo. A primeira parte decorre diretamente da condi¢do (UI)) e da defini¢do de base
para uniformidade. Enfim, supondo ${ C ‘U, note que se A C X € um 7y-aberto, entdo para

todo x € Aexiste U € U C Y tal que U[x] C A, e assim A é um 7;-aberto. O

Em particular, se Y C X, entdo iy = {U N (Y xY) : U € 4} é uma uniformidade sobre
Y, cuja topologia induzida coincide com a topologia de Y como subespaco de (X, 7(X, 4l)).

Pelo restante desta secdo, (X, 1) é um espaco uniforme fixado e 7 = 7(X, 4l) é a topologia
sobre X induzida por 4. Em [15]], o autor utiliza a notagdo d(z,y) < U a fim de indicar que
(x,y) € U, onde U é uma entourage de X. Isso sugere que uma uniformidade se comporta
de forma semelhante a uma métrica em X, o que de fato ocorre. Com efeito, dado um espacgo

métrico (M, d), se denotarmos por

Ve=A{(z,y) e M x M : §(z,y) < e}, (1.3.1)
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entdo By = {V. : ¢ > 0} & base para uma uniformidade $((J) sobre M — em particular, as
condi¢des (B e (B se verificam pois V. = V- ! e Ve o Ve C V, para qualquer ¢ > 0.
Como temos V.[z| = Bs(x,&) — a bola aberta de centro x e raio £ —, segue que a topologia em
M induzida pela métrica ¢ coincide com a topologia em M induzida por £4(6).

Contudo, vale frisar que dada uma entourage U de X, nao € necessariamente verdadeiro
que U[x] seja aberto em X na topologia induzida por 4{. Como exemplo, basta considerarmos
o mesmo espago métrico (M, §) e definirmos os conjuntos U. = {(z,y) € M x M : §(z,y) <
e}, os quais induzem uma base para uma uniformidade () sobre X que coincide com a
uniformidade ((J) definida no pardgrafo anterior, porém, neste caso temos U [z] = Bj[z, | —
a bola fechada de centro x e raio € —, que nao € necessariamente um aberto de M. Ainda assim,

¢ sempre verdade que U/ |x] € uma vizinhanca de x, como formalizamos a seguir.

Proposicao 1.3.2. Para A C X qualquer, vale a identidade int(A) = {v € X : U €

UU[z) C A)}. Em particular, U|x] € uma vizinhanga de x, para quaisquer x € X eU € L.

Demonstragdo. Por simplicidade, chamemos {z € X : U € UU[z] C A)} = W. Pela
definicdo de 7, se G C A € aberto, entdo G C W. Assim, para provar a igualdade desejada,
basta mostrarmos que W € aberto. Para tanto, sejam w € W el € i tais que U[w] C A. Como
€ uniformidade, segue que existe V € i satisfazendo V o V C UY. Se mostrarmos que para
qualquer u € V]w] vale V]u] C A (isto é, V[w] C W), entdo a proposicdo estard demonstrada.
Agora, se x € V[u] e u € V[w], entdo (w,u), (u,x) € V, o que acarreta (w,z) € VoV C U
e, consequentemente, x € U[w] C A. Logo, V[u] C A. Em particular, como x € U[z] C U|[z],

concluimos que = € int(U|x]) C U|x]. O

Para uma net (2;);c, em X e x € X, a condi¢@o de convergéncia em 7 se traduz da seguinte
maneira: z; —,  se, € somente se, para toda entourage U € {l existe ly; € L tal que x; € U|z]
para todo [ > I;. Mais geralmente, dado um conjunto W, uma net de fungdes (f;);cr, em X"
e f € X", dizemos que f; — f uniformemente se para quaisquer w € W e U € 4l existe
lo € L tal que fi(w) € U[f(w)] paratodo | > [y. Assim, espacos uniformes possuem estrutura
suficiente para generalizarmos a nocdo de convergéncia uniforme — de modo semelhante, é

possivel adaptar a defini¢do de sequéncia de Cauchy do contexto métrico para uniformidades.
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Além disso, a classe dos espacgos uniformes coincide com a classe dos espagos de Tychonoff,

no seguinte sentido:

Proposicao 1.3.3. (a) A topologia T(X, ) induzida por 3\ é de Hausdorff se, e somente se,
AU =A.

(b) Um espago topoldgico (X, 1) é T, 1 se, e somente se, T = 7(X, ) para alguma uniformi-

dade $\. Em particular, (|4 = A se, e somente se, (X, (X, ) é um espaco de Tychonoff.

Demonstracdo. A verificagdo do item (a) segue diretamente da defini¢do, aliado ao fato de
que as entourages simétricas constituem uma base para i (c¢f. item (b) do Lemal|l.3.7). Uma

demonstra¢do completa para o item (b) pode ser encontrada, por exemplo, em [S0], Teorema

38.2. ]

Dizemos que il é uma uniformidade metrizavel caso exista uma métrica § sobre X sa-
tisfazendo £U(6) = 4, onde LU(J) é gerada pelos conjuntos da forma V. definidos em (1.3.1).
Analogamente, se $(0) = 4l para alguma pseudo-métrica § sobre X, diremos que &l é uma

uniformidade pseudo-metrizavel. Vale entdo o seguinte critério:

Proposicao 1.3.4. Uma uniformidade 3\ sobre X ¢é pseudo-metrizdvel se, e somente se, 3\ tem

uma base enumerdvel.
Demonstragcdo. Willard apresenta uma prova completa em [S0]], Teorema 38.3. 0

Em particular, como a topologia induzida por uma pseudo-métrica ¢ é 7} se, e somente se,
d é uma métrica, o resultado anterior aliado ao item (a) da Proposi¢ao nos da o coroldrio

abaixo.

Corolario 1.3.5. Uma uniformidade 1 sobre X é metrizdvel se, e somente se, (14 = A e il

tem base enumerdvel.

Os dois proximos lemas nos apresentam resultados que serdo tteis adiante. O primeiro
deles, que também ilustra as semelhangas entre espacos métricos e espagos uniformes, € uma

generalizagdo do seguinte fato para espagos métrico se um compacto K estd contido num

8Teorema da Cobertura de Lebesgue [[15], em outras referéncias também chamado de Teorema do Nimero de
Lebesgue.
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aberto V/, entdo existe 7 > 0 tal que K" := (J,.x B(x,r) € V. O segundo Lema é mera-

mente um resultado técnico. Para um subconjunto A de X e uma entourage U de X, definimos

UIA] = Uyea Ulal.

Lema 1.3.6. Seja K C X um compacto na topologia T = 7(X,4). Se V' é um aberto tal que
K C V, entdo existe U €  satisfazendo U[K] C V.

Demonstracdo. Por V ser aberto, para cada x € K C V existe V, € i tal que V,[z] C V,
donde tomamos W, € i com W, o W, C V,. Como {W,[z] : © € K} é uma cobertura de
vizinhancas para K, existem xy, ..., z, € K tais que K C Uign W, [xi].

Afirmamos que U = (), W, satisfaz o enunciado proposto. De fato, se x € U[K],
entdo x € U[y| para algum y € K, e por sua vez y € W, [z;| para algum ¢ < n. Assim,
temos (z;,y) € Wy, e (y,z) € U C W,,, ie., (z;,x) € W,, o W,, C V,, e, finalmente,
x € Vy,[z;] CV. O

Lema 1.3.7. Considere X munido da topologia T = 7(X, ) e X x X com a topologia produto.
(a) ParatodoU € A\, existe V € L tal queV oV oV C U,

(b) O conjunto S() = {V € U : V = V= '} é uma base para U (os elementos S(4L) sdo

chamados de entourages simétricas).
(c) D) ={V e SM) : V éaberto em X x X} é uma base para L.

Demonstracdo. Para o item (a) basta aplicar duas vezes a condigdo ( de uniformidade e
uma vez a condigdo (U2). Para (b), as condi¢des (U]I) e (Ud) garantem que se U € &I, entdo
U~ € i e, assim, por ( temos U NU~' € i, que é um membro de S(4) contido em U.
Para o item (c), note primeiramente que se V € i € aberto em X x X, entdo V™! também é
aberto, e dai ¥V N V~! é um aberto simétrico; desse modo, é suficiente mostrar que se V € i,
entdo int(V) € 4, isto é, as entourages abertas de X constituem uma base para 1. Para provar

isto, tome U € S(4) satisfazendo U ol o C V e observe que U C int(V). O

Vamos apresentar mais duas topologias para espacos de funcdes. Considere fixados espagos

topoldgicos (X, 7) e (Y, p). A topologia compacto-aberta é a topologia 73 sobre C'(X,Y)
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cujos abertos bdsicos sdo intersecdes finitas de conjuntos da forma
(K. V] ={f€C(X,Y): fI[K] SV}, (13.2)

para quaisquer K C X compacto e V' € o (compare com ). Indicamos por C(X,Y) o
conjunto C'(X,Y) munido da topologia compacto-aberta, ou simplesmente por C(X) quando
Y = R. Adiamos a defini¢do dessa topologia para a atual sec@o pois, quando Y € um espaco
uniforme, digamos que com uma uniformidade 1, ¢ X é de Hausdorff, Cy(X,Y") é subespago
de (YX, T;), onde T é uma topologia sobre Y% gerada por uma uniformidade cujas entourages

basicas sdo da forma
(KUY = {(f,9) e Y* xY*:(f(x),g(x)) eU,Vr € K}, (1.3.3)

para cada K C X compato e I/ € Ll. Chamamos a topologia 7, de topologia da convergéncia
uniforme em compactos por um motivo analogo ao da topologia da convergéncia pontual:
uma net (f;);c;, em Y converge para f na topologia 7 se, e somente se, f; | K — f | K
uniformemente para todo X' C X compacto.

Provaremos tais afirmagdes num contexto mais geral no Capitulo[2] Em particular, analisa-
remos de forma simultanea as topologias 7, e 7j, sobre C'(X), enxergando ambas as topologias
como casos particulares de uma classe de topologias geradas por meio de certas uniformidades

em C'(X).
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1.4 Jogos topologicos seletivos

O termo jogo topologico foi inicialmente introduzido por Berge em 1957, embora o conceito
de jogo num contexto matematico geral j4 seja usado desde o inicio do século XVII. Ao leitor
interessado nos aspectos histéricos do desenvolvimento dos jogos topoldgicos, bem como em
outros tipos de jogos topoldgicos diferentes daqueles que mostraremos, sugerimos o texto de
Telgarsky [46]. Nesta se¢do, faremos uma breve apresentagao sobre jogos seletivos e principios
de selecdo; baseamo-nos fortemente nos artigos de Scheepers [39, 40, 41] e num minicurso

sobre jogos topoldgicos [[11]], ministrado por Dias em janeiro de 2013 no ICMC.

A importancia de tal abordagem para a topologia ndo estd no jogo em si, mas sim na existén-
cia (ou nao existéncia) de uma estratégia vencedora para algum dos jogadores, o que varia de
acordo com as propriedades topoldgicas do espaco no qual o jogo € realizado. Neste trabalho,
um jogo topoldgico G num espago topoldgico X consiste, grosso modo, numa partida entre
dois jogadores — os jogadores I e I —, composta por infinitas rodadas, nas quais o jogador I
escolhe algum objeto P de uma classe P de objetos relacionados a um espago topoldgico, e
o jogador II responde escolhendo um objeto () relacionado a P; o critério de vitdria consiste

entdo de alguma condicdo exigida sobre os objetos P e () escolhidos pelos jogadores I e II.

Mais precisamente, fixados um ordinal o > w e familias L[, *U de conjuntos ndo vazios,
denotaremos por G§ (4, U) o jogo de comprimento « entre os jogadores 1 e 11, no qual uma
partida é composta por « rodadas (ou turnos); em cada rodada 8 < «, o jogador I escolhe um
elemento U € 4, em seguida o jogador II responde escolhendo um elemento ug € Ug, 0 que
encerra o turno [3; a partida é vencida pelo jogador II se, e somente se, {ug : § < a} € 0.

Quando o = w, denotamos simplesmente por G, (4, J).

Intuitivamente, chamamos de estratégia a maneira com que cada jogador faz suas escolhas.
Ou seja, uma estratégia para o jogador I (ou para o jogador II) é uma regra que diz a ele como
fazer suas jogadas levando em consideracdo os movimentos j realizados pelos dois jogadores.
Assumiremos que ambos 0s jogadores t€ém memoria infinita (ou ilimitada), no sentido de que
eles se “lembram” de todos os movimentos anteriores no momento de realizarem suas jogadas.
Além disso, € importante frisar que a estratégia de um jogador independe da estratégia de seu

adversdario, em outras palavras, como o jogador I ndo sabe qual serd a resposta do jogador II,
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a estratégia do jogador I deve estar “preparada” para qualquer resposta legal do jogador II, e
vice-versa.

“Simularemos” uma partida entre os jogadores I e II no jogo G§ (4, Y) para tornarmos tais
conceitos mais claros e assim entendermos a euristica por tras da definicdo formal de estratégia
que adotaremos. Denotaremos por o a estratégia do jogador I, e por u a estratégia do jogador

IL

e Turno 0: o jogador I escolhe algum U, € i e o jogador II responde com algum uy € U,.
Neste turno, ndo hd jogadas realizadas anteriomente e o jogador I precisa fazer seu 0-
ésimo lance. Logo, podemos considerar sua escolha Uy como sendo uma “resposta” a
sequéncia vazia, isto é, o(()) = Uy é o 0-ésimo lance do jogador I pela estratégia o. Por
sua vez, o jogador II ja conhece o lance U, do jogador I, de modo que sua resposta deve
ser um elemento de U, (do contrério, a escolha do jogador II ndo seria um movimento
valido). Assim, u((Up)) = uo € Uy é o 0-ésimo lance do jogador II de acordo com a

estratégia fi.

e Turno 1: o jogador I escolhe algum U; € 4l e o jogador II responde com algum u; € Us.
Neste momento, o jogador I sabe que na rodada anterior ele jogou U, € il e o jogador
II respondeu com uy € Uy. Num primeiro momento, isso nos faz considerar o lance U,
como uma resposta a sequéncia (U, ug), i.e., o((Uy, ug)) = U;. Contudo, € suficiente
que o jogador I se lembre apenas da resposta do jogador II, pois o ja “sabe” que sua
resposta ao conjunto () é Uy e, por defini¢do, o lance ug do jogador II é uma resposta a
Uy. Dessa forma, se no momento de decidir seu 1-ésimo lance o jogador I recebe apenas
a sequéncia (ug), é possivel obter a sequéncia (U, uy) por meio de o, de modo que
ndo hd “perda de informagdo”. Por tal motivo, diremos que o((ug)) = Uy é o 1-€simo
lance do jogador I. Analogamente, o 1-ésimo movimento do jogador II é uma resposta
a (U, U), pois com tal informag@o recupera-se por meio de u a sequéncia (Uy, ug, Uy );

assim p((Up, Uy)) = uy.

e Turno $ < a: o jogador I escolhe algum Uz € i e o jogador II responde com algum
ug € Up. O jogador I inicia o turno 3, e para escolher U ele tem acesso a todos os lances

anteriores, tanto os dele quanto os do adversdrio. Novamente, como no caso anterior,
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basta que o jogador I “avalie” a sequéncia (u, : v < [3) das respostas de seu adversdrio,
onde u., foi o lance do jogador II no turno v < /3; desse modo, recursivamente o jogador I
sabe que até agora os lances foram Uy, ug, Uy, uq, ..., U,, u,, ..., e pode enfim escolher
Us € 4. Dizemos entdo que o((u, : v < f8)) = U € o 3-ésimo movimento do jogador L.
De maneira inteiramente andloga, o 5-ésimo movimento do jogador I é da forma y((U, :
v < B)) = up — note que, neste caso, fazemos v < [ pois o jogador II ja conhece o

lance Up realizado neste turno.

A descricdo acima deixa claro que tanto o quanto p sdo funcdes: o recebe como entrada
certas sequéncias da forma (u, : v < ) € (J4)<“ e retorna elementos da forma Uz € 4I; por
sua vez, para uma sequéncia (U, : v < ) € U=*\ {0}, p associa um elemento uz € Uz C [J L.
Note que do “ponto de vista” do jogador II, a cada turno 8 < « ele precisa saber como responder
a qualquer U € U escolhido pelo jogador I como sendo Ug, e disso segue que o dominio de
pé U=*\ {0}. Porém, o reconhece somente as sequéncias (u, : v < () € (JHU)<* com
uy € o((ug : & < 7)) para quaisquer v < < «, pois sequéncias que ndo satisfazem tal
condi¢do ndo representam uma sequéncia de movimentos vélidos para o jogador II. Isso torna a
defini¢do do dominio de o (da forma como a obtivemos) relativamente complexa se quisermos

expressd-la completamente como uma funcao.

Uma das alternativas seria considerar o como sendo uma drvore de raiz o({)), cujas ramifica-
coes sdo determinadas pelas possiveis respostas do jogador II, coisa que nao faremos. Optamos
por fixar um elemento U € 4l qualquer e definir o((u, : v < B)) = U para toda sequéncia
(uy : v < ) que for invélida no sentido expresso acima, o que torna o uma fung¢do de domi-
nio (| J4)<* e ndo altera sua utilidade como estratégia para o jogador I, pois as novas entradas

adicionadas ao dominio de o ndo serdo utilizadas’l

Assim, dizemos que uma estratégia para o jogador I em G (L, 0) é uma fungio

o (Jw= -4, (1.4.1)

° Assumimos implicitamente que ambos os jogadores jogam estritamente de acordo com as regras.
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e uma estratégia para o jogador II em G (4, °0) € uma funcéo

(U {0} — (Ju, (1.4.2)

tal que u((U, : v < f3)) € Ug para toda sequéncia (U, ), <z € 4=*\ {0}.

Agora que definimos formalmente a nogdo de estratégia, podemos discutir o conceito de
estratégia vencedora. Por simplicidade chamaremos G = G (4,0). Fixemos estratégias o e
1 no jogo G para os jogadores I e II, respectivamente. Primeiramente, notemos que pela forma
como definimos (G, ndo ocorrem empates: o jogador I ganha se, e somente se, o jogador II
perde. Uma sequéncia P = ((Ug,ug) : f < a) com ug € Ug € U para todo J < « serd
chamada de partida em G, onde entendemos que na rodada /3, Uz € a escolha do jogador I e ug
¢ a resposta do jogador II; diremos que P ¢ uma partida jogadaem o se Ug = o((u, : v < ))
para todo 5 < a; P é uma partida jogada em p se ug = p((U, : v < [3)) para todo 5 < c.

Dizemos que o € uma estratégia vencedora para o jogador I se toda partida P jogada em
o for vencida pelo jogador I; analogamente, ;2 é uma estratégia vencedora para o jogador I1
se toda partida P jogada em p for vencida pelo jogador II. A notagdo I 1 G (4, 0) indica que
“existe uma estratégia vencedora para o jogador I”, enquanto I/ G$ (4, ) abrevia sua negagio
— adotamos notagdes semelhantes para o jogador II.

Notemos que I ¥ G{ (L, 0) é equivalente a afirmagdo: para qualquer estratégia o para o
jogador I, existe uma partida P jogada em o tal que o jogador II vence a partida Pm Da mesma
maneira, IT Y G§ (4, U) é equivalente a existir uma partida P jogada em p tal que o jogador I
vence a partida P, para qualquer estratégia ; para o jogador II. Chamamos a atencdo do leitor
para o seguinte fato: 1Y G (4,0) e IT ¥ G{(4, V) podem ocorrer simultaneamente; em tal
situacdo, dizemos que o jogo G (4L, V) é indeterminado .

Suponha agora II T G{(,Y) e fixe uma sequéncia (Us)p<n € U*. Paracada f < «
podemos obter ug € Up tais que {ug : § < a} € U, basta tomar uma estratégia /. vencedora
para o jogador II e fazer ug = pu((U, : v < )), donde segue que P = ((Us,ug) : f < «a) €
uma partida em p vencida pelo jogador II. O ponto importante a se destacar é que a reciproca

nao é necessariamente verdadeira, o que explicamos adiante.

10A0 leitor familiarizado com a nocdo de 4rvores: quando consideramos a estratégia do jogador I como uma
arvore, intuitivamente isso significa que existe um ramo na arvore que pertence a familia °J.
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Indicaremos por S (4, ) a seguinte asser¢do: para toda sequéncia (Ug)s<, € LU* existe
uma sequéncia (ug)g<q, com ug € Ug paratodo 8 < o, tal que {ug : f < a} € . Em sintese,
no pardgrafo anterior afirmamos que II T G§(4, U) = S(U, V). Porém, tomar como hipétese
S¢ (4, V) ndo garante necessariamente que o jogador II tenha uma estratégia vencedora: grosso
modo, o jogador II precisaria saber de antemao qual seria a sequéncia de todos os movimentos
do jogador I na partida, contudo, os movimentos do jogador I dependem das respostas que ele
receberd do jogador II.

Jd anegacdo de S (4, V) implica I1 G§ (4L, U): como existe uma sequéncia (Ugz)s<,, tal que
para toda sequéncia (ug)p<o com ug € Ug vale {ug : § < a} ¢ U, uma estratégia vencedora
para o jogador I consiste em jogar Uz no turno 5. Como I 1 G§ (L, U) = II ¥ G (U, V),

obtemos pela contrapositiva a seguinte cadeia de implicacdes:
I 1 G (U, V) = 1Y G (L W) = ST (U, D).

Uma variagdo usual do jogo G$(4, ) consiste em alterar a quantidade de elementos que
o jogador II pode escolher a cada turno, enquanto as regras para o jogador I continuam as
mesmas. Denotamos por G%, (4, 0) o jogo de comprimento « jogado de maneira andloga ao
jogo G{(4,U), mas no qual a cada turno 5 < « o jogador II pode selecionar um subconjunto
finito V3 do elemento Uz escolhido pelo jogador I; declaramos a partida vencida pelo jogador
II se, e somente se, (J;_, Vs € V. Também denotamos por S%;, (44, V) a variacdo (feita de
maneira semelhante) do principio de selegdo S§ (4, U). Do mesmo modo como fizemos no jogo
G{(U, %), definimos os conceitos de estratégia e estratégia vencedora para o jogo G¢,, (L, ),

mutadis mutandis. Em particular, temos
I 1 G, (L) = 1Y G, (U, V) = S%,, (L, D).

Pela definigéo dos jogos Gf (i, U) e G$;, (L, °Y), segue que se o € uma estratégia (vence-
dora) para o jogador I em G%,, (1, 0), entdo ¢ induz uma estratégia (vencedora) para o jogador

I em G§(&L, %), pois o dominio de uma estratégia para o jogador I em G (1, 0) estd contidd]

N7o é€ dificil ver que pela forma como procedemos, o dominio de o é ([|J ] <) <%. Assim, o domfnio de uma
estratégia para o jogador I em G¢ (4L, 0) estd em bijecdo com um subconjunto do dominio de o.
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no dominio de ¢ — intuitivamente, se o jogador I sabe como jogar (e vencer) quando o jogador
IT escolhe finitos elementos por turno, entdo o jogador I naturalmente sabe como jogar (e ven-
cer) quando o jogador II escolhe apenas um elemento. Relacdes semelhantes sdo validas para o
jogador II e para os principios S¢ (U, U) e S¢;, (4, V). Em sintese, temos a seguinte cadeia de

implicagdes:
m1GrLY) = IYGHALY) = SYU )

[} [} [l (1.4.3)
1G4, W0 = 1YG6H,LT) = 5%, (U, D).

Tudo o que fizemos até aqui vale em geral para familias de conjuntos ndo vazios il e ‘U,
sem a imposicao de hipdteses sobre tais familias, de modo que essencialmente ndo vimos jogos
topologicos propriamente ditos. Assim, a fim de ilustrar a utilizacdo de jogos topoldgicos,
apresentamos a seguir alguns exemplos simples.

Para um espacgo topoldgico X, denotamos por O(X) (ou simplesmente por O, caso ndo haja
risco de ambiguidade) o conjunto de todas as coberturas abertas de X. Nos jogos e principios
seletivos que vimos acima, faremos 3 = U = O. O jogo de Menger em X ¢ por definicao
Grin(O,0), e X € dito um espaco de Menger se valer Sy, (O, O). Analogamente, o jogo de
Rothberger em X € o jogo G;(O, O), e X é um espaco de Rothberger se S;(O, O).

Proposicao 1.4.1. Se X ¢ um espaco enumerdvel, entdo X é de Rothberger.

Proposicio 1.4.2. Se X é um espago o-compacto, entdo I1 1 Gy, (O, O). Em particular, todo

espaco o-compacto é de Menger.

Demonstracdo. Seja X =) _ K,, com cada K, compacto. Fixado n € w, para uma cober-

new
tura de abertos U € O qualquer, a compacidade de K, nos dé u,(U) € [U]<“ tal que K,, C
\J pn(U). Assim, basta definirmos a estratégia ;. para o jogador II pondo u((Uy, ..., U,)) =

tn(Uy,), para toda sequéncia ndo vazia (U, . . . ,U,) € O<¥. O
Proposicao 1.4.3. Se X é um espaco de Menger, entdo X é de Lindeldf.

Demonstracdo. Se X nao for de Lindelof, entdo existe uma cobertura aberta ¢/ de X que ndo
admite subcobertura enumerdvel. Logo, a sequéncia (U,),e,, com U,, = U para todo n € w

atesta que ndo vale Sy;, (O, O). O
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Em suma, temos as seguintes implicacdes:

X é enumerdvel = II 1 Rothberger(X) = I ¥ Rothberger(X) L Xéde Rothberger

4 I \ 4

X é o-compacto L I T Menger(X) = I Menger(X) A Xéde Menger
I

X ¢é de Lindelof

Pawlikowski [36] e Hurewicz [24] provam, respectivamente, as reciprocas de (P) e (H).
Em [45], Telgarsky exibe um espaco no qual o jogo de Rothberger é indeterminado, e em
[44], o autor prova a reciproca de (T), para espagos métricos. Em [16], os autores apresentam
subespagos de R que sdo de Menger mas ndo sdo o-compactos, o que mostra que o jogo de
Menger também € indeterminado em certos espagos.

Por sua vez, as reciprocas das implica¢des “|}” sdo falsas, em geral. O espaco w* € um
exemplo de espaco de Lindelof que ndo é de Menger: basta considerar para cadan € w a
cobertura U, = {Cy,., : m € w}, onde Cp, ., = {f € w* : f(m) = n}, e para qualquer escolha
U, € [U,]<* obter por um argumento de diagonaliza¢do uma fun¢do f € w* que ndo pertenga
a U, U U,. Em particular, isto acarreta que w* ndo € o-compacto (cf. Se¢do .

Por fim, como todo espaco compacto € o-compacto, o espago 2¢ atesta a falsidade das reci-
procas das implicagdes “|}” restantes, pois 2¢ € um espago compacto que nao é de Rothberger.
De fato, para cada n € w, defina U,, = {7, '[{0}], 7, }[{1}]}, onde 7, : {0,1}* — {0,1} éa
projecdo candnica. Claramente, cada Uf,, € uma cobertura aberta para 2. Tome entdo V,, € U,

para todo n e defina f : w — {0,1} tal que V;, # 7, '[{f(n)}] para todo n. Enfim, note que
f€2\U,ep Vo
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2

Topicos de C),-Teoria e C)-Teoria

Quando temos um espago topolégico X e por algum motivo precisamos avaliar o conjunto
C'(X) munido de alguma topologia, digamos 75, uma pergunta natural que pode surgir é: qual
propriedade topoldgica P o espagco X precisa ter para garantir que (C'(X),7g) tenha a pro-
priedade topoldgica Q? Se respondida, pode ser interessante saber em quais circunstancias a
reciproca € vélida. Essa abordagem € uma das principais caracteristicas do que podemos cha-
mar de “C’B—teoria’ﬂ a teoria dos espacos de fungdes munidos da topologia 7z. Neste capitulo
nos focaremos nos casos em que “B = p” ou “B = k”, ou mais precisamente, estudaremos o
espago das funcdes continuas munido das topologias produto (da convergéncia pontual, 7,) e

compacto-aberta (7).

2.1 Bornologias

Nesta secdo, definiremos a classe das bornologias sobre um espaco X, o que em certo
sentido generaliza a nocdo de limitacdo. Por meio de tais estruturas, veremos certas variacoes
de propriedades de recobrimento em X e, em termos de uma bornologia B em X, definiremos
uma topologia 7 sobre C'(X ) que generaliza as topologias compacto-aberta e da convergéncia

pontual quando X € de Hausdorff.

!“Estendemos” a defini¢do dada por Tkachuk em [47], onde ele define Cj,-teoria como sendo a teoria dos
espacos de funcdes munidos da topologia da convergéncia pontual.

41
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Uma bornologia B sobre um conjunto X ¢é um ideal de subconjuntos ndo vazios de X que
recobre X, i.e., B é uma familia de subconjuntos de X, hereditdria com respeito a inclusio,
fechada para reunides finitas e que satisfaz X = (JB. Em [22], o autor chama de conjunto
bornolégico um par (X, B), onde B é uma bornologia sobre X, e os elementos de 3 sdo cha-

mados de subconjuntos limitados de X, o que condiz com os exemplos a seguir.

Num conjunto X desprovido de estruturas, podemos distinguir subconjuntos de X por meio
de suas cardinalidades, onde intuitivamente faz sentido definir como /imitados os subconjuntos
finitos de X. E facil ver que [ X]<“ é uma bornologia em X, a bornologia dos conjuntos finitos
de X, que denotaremos também por Fy, ou simplesmente por F quando o conjunto X estiver

claro pelo contexto.

Quando X estd munido de uma topologia 7, também podemos considerar outra no¢do de
limitagdo, na qual dizemos que um subconjunto de X € limitado se estiver contido num subes-
paco compacto de X. Isso define uma bornologia no espaco X, ja que os subconjuntos finitos
de X sdo compactos e a reunido finita de compactos é compacta; tal bornologia serd denotada

por Ky ou K. Em particular, quando X é de Hausdorff temos

Ax = {A C X : Aé compacto}. (2.1.1)

Nos casos em que a bornologia B sobre X coincide com p(X ), chamamos B de borno-
logia trivial. Eo que ocorre com Ky (ou Fyx) se X € compacto (ou finito, respectivamente).
Ha outros exemplos de bornologias sobre diversos tipos de espagos; ao leitor interessado re-
comendamos o livro de Hogbe-Nlend [22], que faz uma introdu¢do a nocao de bornologias
voltada para a Andlise Funcional. Para o nosso trabalho, ja definimos todas as bornologias que

usaremos nos casos particulares.

Uma base para a bornologia 5 ¢ um subconjunto By C B tal que para todo B € B existe
By € By com B C By. Note que se A C p(X) recobrir X e, para quaisquer Ay, A; € A existir

Ay € A satisfazendo Ag U A; C A,, entdo a familia

B(A) = {B € p(X)\ {0} : 3A € A(B C A)} 2.1.2)
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¢ claramente uma bornologia em X, que tem .4 como base por construcido. Mais geralmente,
se A apenas recobrir X, entdo (A)s, = {UF : F € [A]<¥} também é base para uma
bornologia, que denotaremos igualmente por B(.A), embora neste caso optemos por dizer que
A gera a bornologia como sub-base.

Quando X € um espago topolégico e B é uma bornologia sobre X, dizemos que B tem
base compacta (fechada, etc.) se existe uma base B, para B cujos elementos sdo compactos
(fechados, etc.) na topologia de X. Ambas as bornologias Kx e Fx tém bases compactas no
espaco X; note que se BB tem base compacta, entdo Fx C B C RKx. Se B é uma bornologia
sobre X, entdo {B : B € B} é base fechada para uma bornologia sobre X, que denotamos
por B; claramente temos B C B . Além disso, é ficil ver que as seguintes condi¢des sdo

equivalentes:
(i) a bornologia B tem base fechada;
(ii) B € Bparatodo B € B;

(iii) B = B.

Consideremos agora uma familia {(X;, 7;) : i € I} de espagos topoldgicos e uma colec¢do
{A; i€ I}comA; C p(X;)paracadai. Se cada .A; for uma base (compacta) para uma borno-
logia B3; sobre X;, entdo podemos definir bornologias (com bases compactas, respectivamente)
sobre [ [,.; X; e >, X; de uma maneira natural.

Em X = []..; X;, considere a familia .4 dos conjuntos da forma Hie ;A para A; € A;.

iel
Como cada 4; € uma base para a bornologia B; sobre X;, segue que .A é uma base para uma

bornologia sobre X, que chamamos de bornologia produto e denotamos por ), ; B;. Pelo

Teorema de Tychonoff é fécil ver que a base A é compacta se, e somente se, cada .4; é uma

base compacta. Em particular, frisamos que

X Fx, = Fx e (X Ay, = Ax. (2.1.3)

el i€l

Por sua vez, em Y = > .. X vamos definir a cole¢@o .4’ de todos os conjuntos da forma

el

|, Aimonde 0 < [{i € T : A; # 0} <Noe A; € A; se A; # ). A hipétese de que cada A,

¢ uma base para a bornologia B; sobre X; garante que A’ é base para uma bornologia sobre Y/,
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que chamamos de bornologia soma (ou soma das bornologias) e simbolizamos por &, B;.

Como K C ) ._, X, é compacto se, e somente se, X = | |._,; K;, com cada K; C X; compacto

iel i€l
el{i € I:K; # 0} <Ny, segue que @,_, B; tem base compacta se, e somente se, cada B;

tem base compacta. Analogamente a observacao (2.1.3)) feita acima, note que

P Fx, = Fre P &x, = &y (2.1.4)

i€l i€l

Em particular, se B é uma bornologia sobre X e / = m € w, chamamos B" := Q),.,; B e

mB := @, B.

2.1.1 Bornologias e propriedades de recobrimento

Nesta subsecao, utilizamos bornologias para estudar certas propriedades de recobrimento
num espaco topoldgico. Tais resultados terdo importancia nas se¢des seguintes, em que propri-
edades de convergéncia em C'(X) serdo relacionadas com propriedades de recobrimento em X .
Ao longo desta subsecdo, vamos considerar X um espaco topolégico munido de uma bornologia
B.

Adaptando a definicdo de Caserta et al. [9}10], uma familia / de abertos de X serd chamada
de B-cobertura aberta para X (ou simplesmente 3-cobertura para X) se para todo B € BB
existir U € U tal que B C U. Em particular, € usual na literatura chamar uma J-cobertura de
w-cobertura e uma R-cobertura de /{'-cobertura.

Se tivermos X € U, entdo U € trivialmente uma B-cobertura e, por tal motivo, B-coberturas
que contiverem o espago X como elemento serdo chamadas de coberturas triviais. Note que se
B é a bornologia trivial, entdo toda B-cobertura é necessariamente trivial.

Denotamos por Op(X) a familia de todas as B-coberturas de X e por Og(X)* a colegdo
de todas as B-coberturas de X ndo triviais — quando o espago X estiver claro pelo contexto,
escreveremos simplesmente Op e Op. Em particular, a colegio de todas as w-coberturas de X
serd denotada por 2(X) (ou (2), e a colecdo de todas as K -coberturas de X serd denotada por
K(X) (ou K); além disso, segue da observagdo (2.1.3) que Orm = Q(X™) e Ogmn = L(X™).

Os elementos de uma B-cobertura ndo trivial I/ devem ser “gradativamente” grandes, ja que

podemos obter elementos de 13 cada vez “maiores” por meio de reunides finitas, os quais devem
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estar cobertos pelos abertos de ¢/. Assim, para um B € B coberto por algum U € U, existe
pelo menos um ponto z de X que nao € recoberto por U (pois U # X) e, consequentemente,
B’ = B U {z} é um membro de B que ndo é recoberto por U. Logo, deve existir U’ € U que

recobre B’. Procedendo dessa maneira indutivamente, prova-se o seguinte lema.
Lema 2.1.1. Se U € Op é ndo trivial, entdo para qualquer F' € [U]<¥ temosU \ F' € Op.

Por meio das B-coberturas estudaremos algumas varia¢des de propriedades de recobrimento
em X. Primeiramente, apresentamos uma generalizacdo natural da propriedade “ser de Lin-

delot™.

O grau de Lindelo6f ¢ a funcio cardinal que associa a um espaco topoldgico X o cardinal
I(X) :=min{x : YU € O(X)(3U € U= N O(X))} + No. (2.1.5)

Na defini¢@o acima, trocando “coberturas” por “B-coberturas”, obtemos nossa primeira va-
riacdo. O grau de 5-Lindelof, denotado por [3(X ), é o menor cardinal transfinito x tal que

para toda B-cobertura para X existe uma B-cobertura de cardinalidade < x, em simbolos:
I5(X) := min{x : VU € Op(X)(3U' € U= N Op(X))} + No. (2.1.6)

E facil ver que X é um espaco de Lindel6f se, e somente se, (X) = Ny. Por analogia,
diremos também que X é um espaco B-Lindelof se [5(X) = N,. Na proposicéo seguinte,

agrupamos as principais observacdes sobre os graus de Lindelof e de B-Lindelof.
Proposicao 2.1.2.
(a) Se B tem base de Lindeldf, entdo 1(X) < l(X).

(b) (Adaptado de Kocinac, [14], Lema 3) Se B tem base compacta, m € w e U é uma B™-

cobertura em X™, entdo existe uma B-cobertura aberta V de X tal que a familia V™ =

{V™:V €V} é uma B"-cobertura de X™ que refina U.

(c) Se B tem base compacta, entdo lg(X) = sup{lgm(X™) : m € w}. Em particular, temos

também sup{l(X™) : n € w} < Ip(X).
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Demonstragdo.

(a). Sejam B, uma base de Lindel6f para B, i uma cobertura de abertos para X e digamos
que l5(X) = k. Para cada B € B, existe uma cole¢do enumerdvel Vg C U tal que B C | Vg,
pois B € de Lindelof. Assim, V = {|JVp}5en, € uma B-cobertura para X e, pela hipétese,
existe { B, : @ < k} C By tal que {|J Vg, }a<x € uma B-subcobertura de X. Enfim, como cada
Vg, € enumerdvel, segue que | J{V5, : @ < k} C U € uma subcobertura de cardinalidade < k.

(b). A demonstragdo consiste numa aplicacdo conveniente do Teorema de Wallace. Para

m>1leBeB compacto, existem U € U e abertos Vy p, ..., V-1 5 C X satisfazendo

B"c]]VviscU.

j<m

Afirmamos que V = {Vp : B € B} tem as propriedades desejadas, onde Vz = () Vi.B.

j<m
Claramente )V é uma B-cobertura para X, e V'™ refina U por construgdo; resta apenas mostrar-
mos que V™ é uma B""-cobertura para X™. Ora, para A € B™, existem By,...,B,,_1 € B
satisfazendo A C [] B, onde B =

B; e, por conseguinte, A C [] B; € B. Logo,

i<m i<m i<m
existe V € Vtal que B C V e, consequentemente, A C V", mostrando que V" € Opm.

(¢). Fixe m € w, suponha I5(X) < x e considere // uma B™-cobertura de X™. Pelo item
(b) acima, existe uma B-cobertura V de X tal que {V™ : V € V} é uma B™-cobertura de X™
que refina . Pela hipétese, existe V' = {V,, : o < k} C V uma B-subcobertura de X e,
como na demonstracdo do item anterior, mostra-se que {V* : a < s} é uma B™-cobertura
para X™. Tomando U’ = {U, : a < k} C U de modo que U, € U satisfaz V" C U, para
cada o < R, segue que U’ é uma B -subcobertura para X™. Logo, sup{lgm(X™): m € w} <
I5(X), enquanto a outra desigualdade é valida por defini¢do. Por fim, como neste caso temos
Igm (X™) < Ig(X) para todo m, a desigualdade sup{l(X™) : n € w} < Ig(X) segue do item

(a). O

Quando B = F, a desigualdade do item (c) da proposicéo anterior é na verdade uma igual-

dade.

Proposicao 2.1.3 (Gerlits e Nagy, [18]], Teorema 2). Para um espaco topologico X, temos
[7(X) =sup{l(X") : n € w}.
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Demonstragdo. (Prova adaptada de Tkachuk, [47], Problema 123). Como F tem base com-
pacta, o item (c) da proposi¢do anterior nos dd sup{l(X") : n € w} < [x(X). Provemos a
outra desigualdade.

Chame ~ = sup{l(X™) : m € w}, e tome U uma w-cobertura para X. Para qualquer
m € w, U™ :={U™ : U € U} é uma cobertura de X™: de fato, dado (xg,...,Tm-1) € X™,
temos ' = {zg,...,2,_1} C X finito, donde segue que existe U € U com F' C U e, por
conseguinte, (g, ..., Ty 1) € U™ € U™. Logo, existe V™ € [U]=" tal que {V™ : V € V"} ¢é
cobertura aberta para X™. A familial/’ = (J{V™ : m € w} C U tem claramente cardinalidade

< k. Assim, basta notar que U’ € (). O

No capitulo anterior, na Secao definimos propriedades de recobrimento por meio dos
principios de selecdo S; e Sy, e da familia O das coberturas abertas de X. Agora, da mesma
forma como trocamos os termos “cobertura” por “B-cobertura” para definirmos o grau de B-
Lindelof, vamos utilizar a familia Op no lugar da familia O, e estudaremos os principios de
selecdo S1(Og, Op) € Sfin (O, Op).

Primeiramente, observamos que assim como S, (O, O) implica em [(X) = X, a hipotese

Stin(Op, Op) garante que [3(X) = X,. Além disso, se 3 tem base compacta, entdo
Ssin(OB,08) = Ssin (0, 0); (2.1.7)

a prova é andloga a demonstragio do item (a) da Proposi¢do Mais geralmente, temos:

Teorema 2.1.4 (Adaptado de Kocinac, [14]], Teoremas 5 e 6). Suponha que B tenha base com-

pacta e seja o > w um ordinal.
(a) X satisfaz S$,,(Op, Op) se, e somente se, X™ satisfaz S$;,(Opm, Opm) para todo m € w.
(b) X satisfaz S¢(Op, Op) se, e somente se, X™ satisfaz S§(Opm, Opm ) para todo m € w.

Demonstra¢do. Como as demonstracdes de (a) e (b) sdo semelhantes, provaremos apenas (b).

Suponha S¢(Og, Op) e seja (W, ) <, uma sequéncia de B™-coberturas de X™. Pelo item
(b) do Lema obtemos uma sequéncia (I,) <, de B-coberturas para X tais que {U™ :
U € U,} refina W, para cada 7 < «. Pela hipétese, existe (U,),<q, com U, € U,, tal que

U = {U, : v < a} é uma B-cobertura para X. Enfim, para cada v escolha WW., € W, tal que
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Um € W, enote que {U" : v < a} € uma B™-cobertura que refina W = {W, : v < a}.
Logo, W € Ogm. O

Para B = R e a = w, obtemos os resultados que motivaram o teorema anterior.
Corolario 2.1.5 (Kocinac, [14]], Teoremas 5 e 6). Seja X um espaco topoldgico.
(a) S1(K(X),K(X)) se, e somente se, S1(K(X™), K(X™)) para todo m € w.

(b) Spin(K(X),K(X)) se, e somente se, Sy, (IC(X™), IC(X™)) para todo m € w.

O teorema anterior também melhora a conclusdo obtida em (2.1.7): como S¢;,(Op, Op) é

equivalente a S ¢;,,(Opm, Opm ) para todo m € w, aplicando (2.1.7) obtemos
Sfm(OB, OB) = Vm € w(Sfm(O(Xm), O(Xm))), (2.1.8)

cuja reciproca € verdadeira quando B = F.
Proposicao 2.1.6.

(a) (Scheepers et al., [26], Teorema 3.9) X satisfaz Sy;,(S2,€2) se, e somente se, X™ é de

Menger para todo m € w.

(b) (Sakai, [38]], Lema 2) X satisfaz S1(€2, <) se, e somente se, X™ é de Rothberger para todo

m € w.

Demonstragdo. (a). Se X satisfaz Sy;,(£2,€2), entdo pela observagdo anterior segue que X™
satisfaz S;,,(O(X™), O(X™)). Reciprocamente, assuma que X" satisfaz S 7;,, (O, O) para todo
m e tome uma sequéncia (U, )., de w-coberturas de X, que reescrevemos como (U )m.new-
Para cada m,n € w, temos V,,,, = {U™ : U € U,,,,} uma cobertura para X" e, assim,
(Vin.n)new € uma sequéncia de coberturas para X™. A hipétese entdo nos dd Fi,, ,, € [Usn] <
para cada m,n € w, tal que {U™ : U € F,,,,,n € w} é uma cobertura para X™. Entdo
Um’new F, » € claramente uma w-cobertura para X.

(b). (=) Em vista do Teorema anterior, ¢ suficiente mostrarmos que S;(€2,2) implica
S1(0,0), pois S1(Q2(X), QX)) é equivalente a S;(Q2(X™), Q2(X™)). Suponha que X satisfaz

S1(€2, Q) e considere (U, )ne, uma sequéncia de coberturas de X, a qual reenumeramos como
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(Upn.n)m.new- Param € w fixado, chame V,,, o = U, e, paran > 1, V,, , = {UpU---UU,_; :

Vi < n(U; € Upnti)}; claramente a familia V,,, = |J, __ Vi € uma w-cobertura para X. A

new

hipétese entdo nos da V,,, € V,, para cada m, de modo que {V}, : m € w} é uma w-cobertura
de X, donde segue que X satisfaz S;(O, O).

(«<). Andloga a demonstragdo do item anterior. [l

2.1.2 Topologia da convergéncia uniforme numa bornologia

O ultimo tépico desta secao trata de uma topologia sobre um espago de funcdes definida em
termos de uma bornologia. Ao longo desta subsecio, a menos que expresso o contrario, X, Y e
B denotam, respectivamente, um espago topolégico X, um espaco uniforme Y munido de uma
uniformidade ${ e uma bornologia B sobre X.

Vamos considerar conjuntos da forma
(B,U) :={(f,9) e YX xY* :Vx € B((f(2),g(z)) eU)}, (2.1.9)

com B € Beld € U (compare com os conjuntos definidos em (1.3.3))). Note que a familia com-
posta por todos os conjuntos da forma (B,U) satisfaz as condigdes (BUI)-(BUH) da defini¢do

de base para uma uniformidade:
(BU1) como A(Y) C U, segue que A(Y*X) C (B,U) para quaisquer B € BelU € L,

(BU2) se By, By € Bell,V € i, entdo (ByUB,UNV) C (B, U)N{By, V), pois ByUB; € B
eUNV el

(BU3) se U € I, entdo existe V € U com V! C U, e assim (B, V) é tal que ((B, V)™ C
(B,U), para qualquer B € B;

(BU4) como para cadaUf € U existe V € 4l que satisfaz V o V C U, temos (B, V) o (B,V) C
(B,U), paratodo B € B.

Vamos chamar de {(B) a uniformidade sobre Y% gerada pelos conjuntos da forma (B, ).

Se U = A(Y), entdo N U(B) = A(Y¥), donde segue que YX € um espago de Tychonoff
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munido da topologia Tz := 7(Y X, (B)) sempre que (Y, 7(Y,)) é de Tychonoff (cf. Propo-
sicdo [1.3.3] item (b)). Para uma net (f;)icz em Y* e f € YX, fi =7, f se, e somente se,
fi I B — f | B uniformemente para todo B € B. De fato, como uma vizinhanga basica de

feYXédaforma (B,U)[f]={g€Y™:(f,g) € (B,U)}, temos
fi—=m fe (YVBeB) (YU e )3l € L(L = 1o = fi € (B,U)[f])) &

= (VB eB)(WU € (Tl € LU > Iy = (Vo € B((f(2), fi(z)) € U)))) <

< (VB € B)(fi | B— f | B uniformemente).

Por tal motivo, a topologia 73 serd chamada de topologia da convergéncia uniforme em
B. Denotaremos por Cz(X,Y) o conjunto C'(X,Y’) munido da topologia de subespago de
(YX,T5),e Cp(X) := Cp(X,R).

E ficil ver que 7T, (a topologia produto) coincide com 7 (a topologia da convergéncia uni-
forme em F) em Y quando Y é um espago uniforme, o que acarreta C,,(X,Y) = Cx(X,Y)
em tal caso. Da mesma forma, se X é de Hausdorff, entdao 7} (a topologia da convergéncia uni-
forme em compactos) € igual a 7 (a topologia da convergéncia uniforme em RK). Mais ainda,
se B for a bornologia trivial, temos X € B e assim € suficiente considerarmos as entourages da

forma

{U) = (X,U),

pois (X,U) C (B,U) para quaisquer B € B el € 4l (compare com os conjuntos da forma
(1.2.3])). Note ainda que se 5 tem base compacta, entdo 7 C Tz C Tx.

Em [31], McCoy e Ntantu apresentam uma abordagem por meio da noc¢do de networks
andloga a que usamos com as bornologias para definir topologias em espacos de funcdes . Uma
familia N de subconjuntos ndo vazios de X é uma network se paratodox € X e U C X
aberto que contém x existe A € N tal que x € A C U. Uma network N é fechada (compacta,
etc.) se todo elemento de N for fechado (compacto, etc.) — note que uma network aberta é uma

base para a topologia de X.

Como uma bornologia B é uma cobertura para X fechada por inclusdes, é imediato que

toda bornologia é uma network. Analogamente, se N é uma network compacta (fechada) em
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X, entdo N é sub-base compacta (respectivamente, fechada) para a bornologia B(N) em X —
em particular, se N é fechada por inclusdo e por reunides finitas, entdo A/ é uma bornologia.

Sejam Y um espago topolégico e N uma network em X. Em [31]], os autores consideram
conjuntos da forma

[N,V]:={f € C(X,Y): fI[N]CV}, (2.1.10)

para N € N eV C Y aberto (compare com os conjuntos definidos em (1.2.2) e (1.3.2))).
Para uma network fechadeﬂ N, os autores definem 7, a topologia sobre C'(X,Y") gerada pela
sub-base cujos elementos sdo conjuntos da forma [N, V], para quaisquer N € N eV C Y
aberto; denotaremos por C/(X,Y") o espaco C'(X,Y’) munido da topologia 7. Em particular,
TN = T para qualquer network .

Suponhamos agora que X seja um espaco de Hausdorff munido de uma network compacta

N e que Y seja um espaco munido de uma uniformidade (. Nestas condigdes, temos

isto é, a topologia da convergéncia uniforme na bornologia B(N') coincide com a topologia Ty

em C(X,Y).

Demonstracdo. Uma vez que os abertos bésicos de 7 sdo interse¢des finitas de conjuntos da
forma [N, V], para mostrar 7r C Ty em C'(X,Y) serd suficiente provar que [N, V] € Tp(n.
Dada uma fungéo continua f € [N, V], temos f[/N] um compacto em Y contido no aberto V.
Logo, pelo Lema[l.3.6] existe U/ € U tal que U[f[N]] C V. Assim, se g € (N,U)[fINC(X,Y),
temos (f(z), g(x)) € U paratodo z € N, i.e., g(x) € U[f(x)] paratodo x € N, o que acarreta
g[N] CU[fIN]] €V emostra que (N,U)[f]NC(X,Y) C [N, V]. Portanto, 7or C Ta(n).

Para a inclusdo inversa, usaremos a igualdade 7ns = 7(\x)-

Sejam A C C'(X,Y) um aberto em Cn)(X,Y) e f € A. Por defini¢do existem B €
BWN)elU € 4 tais que (B,U)[f] N C(X,Y) C A. Assim, a fim de mostrarmos que A

é um 7p(y)-aberto, basta exibirmos Ao,..., A, € BN)e Vy,...,V, C Y abertos tais que
f € ﬂign[A“‘/;] - <Bvu>[f]‘

2Embora eles exijam que a network seja fechada, tal hip6tese niio é necessdria, veja por exemplo a demonstracio

do Teorema @
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Como N é sub-base compacta para B(N') e X é de Hausdorff, podemos supor que B é com-
pacto. Por f ser continua, temos f[B] compacto em Y, e isso nos permite obter x, ..., z, € B
tais que C = {V|[f(x;)] : i < n} recobre f[B], para alguma entourage V € Sl que deter-
minaremos adiante, a qual podemos supor ser aberta e simétrica, como no Lema De-
fina A, = BN fYV[f(z)]] € BWN) eV = int((V o V)[f(z;)]) C Y, que é aberto.
Claramente temos f € [,.,[A:; Vi]: basta notar que, como V' € aberto em Y x Y, temos
V[f(x:)] € int((V o V)[f(x:)]). Porsuavez, se g € [, [Ai, Vi], dado z € B qualquer, existe
i < ntalquex € A;, pois f[B] C C — em particular, note que f(z) € V[f(x;)]. Dai, como
g(x) € Vo V)[f(x;)] e V ésimétrico, inferimos que (f(x),g(x)) € V oV o V. Portanto, basta
tomar V € 4 aberto e simétrico satisfazendo )V oV oV C U, o que novamente podemos fazer

pelo Lema|l.3.7 0

Em particular, segue de (2.1.11) que se X é um espago de Hausdorff ¢ Y é um espaco
uniforme, entdo C(X,Y) = Cg(X,Y). Isso prova, entre outras coisa’] que as topologias
da forma 7z generalizam as topologias compacto-aberta e da convergéncia pontual, como ja
haviamos adiantado.

A partir daqui, deixamos de considerar todo o espago (Y X, T3) e nos focamos no subespago
Ci(X,Y) — exceto, possivelmente, para alguns fatos importantes concernentes ao espago Y%
munido da topologia produto. Assim, para ndo carregar desnecessariamente o texto, vamos
utilizar a mesma notac@o (B, U) para as entourages basicas, embora estejamos tratando apenas

das funcdes continuas. Mais precisamente, de agora em diante declaramos
(B,U) = {(f.9) € C(X.Y) x C(X.Y) : Vo € B((f(a), g(2)) €U)}.  (2.1.12)

Além disso, quando a uniformidade 4 sobre Y for metrizdvel, denotaremos os conjuntos da
forma (B, V.) simplesmente por (B, e). Note que, em tal caso, ndo ha perda de generalidade
em supor que 3 tem base fechada, pois 75 = Tg, visto que (B, %) C (B,e) C (B,e) pela

continuidade das funcdes consideradas.

3Nas secdes seguintes, muitos dos teoremas que veremos sio adaptacdes de resultados de McCoy e Ntantu
[31], provados originalmente para networks. Contudo, em tais resultados os autores fazem a suposicido de que
as networks sdo compactas e fechadas tanto por inclusdo quanto por reunides finitas, e assim sdo em verdade
bornologias com base compacta.
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Encerramos esta subsegao ressaltando alguns fatos basicos sobre Cz(X).
(1) Cp(X) é homogéneo.

Uma importante propriedade que usaremos de C(X) é sua homogeneidade. Um espago
topolégico X € um espaco homogéneo se para quaisquer x,y € X distintos existir um ho-
meomorfismo ¢,, : X — X tal que ¢, ,(z) = y (equivalentemente, fixado o € X, X ¢
homogéneo se, e somente se, para todo z € X existir um homeomorfismo ¢, : X — X tal que
(o) = ).

Se X € um espaco homogéneo e P é uma propriedade topoldgica local, entdo um ponto de
X tem P se, e somente se, todos os pontos de X t&€m P: essencialmente, podemos “carregar” a
propriedade P por meio dos homeomorfismos existentes devido a homogeneidade.

Para ver que Cz(X') € um espago homogéneo, basta notar que a fungéo

©r: CB(X) — CB(X),

dada por ¢;(g) = f + g, é continua. Dai, como tal funcdo tem como inversa a fungio ¢(_
definida de maneira andloga, segue que ¢ ¢ um homeomorfismo que satisfaz ¢ (0) = f, onde

0: X — R ¢€afuncdo nula.
(2) Distributividade do produto de espagos da forma Cg(X).

Em C)-teoria, um fato conhecido sobre espagos da forma C),(X) trata da “distributividade”
de tais espagos com relacio ao produto. Adaptamos a demonstracio dada em [47] por Tkachuk,

e provamos a seguir uma versao valida para “Cz-teoria” em geral.

Proposicao 2.1.7. Sejam {(X;, ;) : i € I} uma familia de espacos topoldgicos dois a dois
disjuntos e {B; : i € I} tal que B; é uma bornologia sobre X;, para cada i € I. Entdo
[Lic; Cs,(X;i) € homeomorfo a Cp(D,.; X;), onde B =, B;.

Demonstragdo. Vamos chamar X = ) ., X;. Note que f [ X; € Cp,(X;) para quaisquer

i€lef e Cp(X). Agora, paracada f € Cg(X) definimos ¢(f) = (f | X;)ies e, para toda
fungdo g € [],.; Cg,(X;) fazemos 9(g) : X — R pondo ¢(g)(x) = g(i)(x), onde i € I é o
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tinico tal que = € X;; como cada ¢(i) é continua segue que ¢(g) € Cg(X), e assim obtemos as
funcgdes

p: Co(X) = [[ Co.(Xi) e v : [] Cn.(X:) = Cr(X),

iel iel
inversas uma da outra. Vamos provar que tanto ¢ quanto v sdo continuas.

Para f € Cp(X), seja V' = [[,.; Vi um aberto béasico de ¢(f) e chame supp(V) =
{Vigs---, Vi, }. Como f | X;, € V;, paracada j < n, podemos supor V;, = (B; ,&;,)[f [ Xi,],
para certos B;, € B;; e g;; > 0. Chamando B; = 0 sei & {ig,...,in}, é facil ver que se
h € (;c; Bi, min{e;; : j < n})[f], entdo ¢(h) € V. Portanto, ¢ € continua.

Analogamente, tomando g € [],., U (X;) e uma vizinhanga (| |,.; B;, €)[¢)(g)] de ¥(g)
, basta definir V; = Cp,(X;) se B; = e V; = (By,¢)[g(i)] caso contrério, donde segue que

V' = [1,e; Vi é uma vizinhanga de g que atesta a continuidade de ) em g. [

Da proposi¢ao acima segue que a menos de homeomorfismo, [ [,.; Cp(X;) = Cp (3., Xi)

e, se cada X; for de Hausdorff, entdo [ [,., Cr(X;) = Cu(D_,c; Xi).
(3) Os espacos de Tychonoff “capturam” toda a Cz-teoria.

Mostraremos que ndo hd perda de generalidade em supor que X € um espaco de Tychonoff
ao tratarmos dos aspectos topoldgicos de Cz(X). No Problema 100 de [47], Tkachuk mostra
que se X é um espago topoldgico, entdo existe um espaco de Tychonoff Y tal que C,(X) e
C,(Y') sdo topologicamente isomorfos, no seguinte sentido: existe um homeomorfismo ¢ :
Cp(X) — C,(Y) que preserva a soma e a multiplicacdo de fungdes. Em nosso caso, tanto
0 espaco Y quanto a bijecdo ¢ serdo os mesmos apresentados em [47] e, por isso, ndo nos
aprofundaremos em tais detalhes.

Primeiramente, consideramos uma relagdo de equivaléncia em X definida por

r=y e Ve CX)(f(r)=fy) (2.1.13)

Seja X, o conjunto das classes de equivaléncia de = e, para cada f € C(X), defina ¢y :
X. — Rpondo ¢(y) = f(z), onde x é qualquer elemento de y; note que ¢ s estd bem definida.
Chamando de 7 a topologia usual de R, a familia 7; = {¢'[V] : V € 7z} é uma topologia

sobre X, e | J fec(x) T gera como sub-base uma topologia de Tychonoff p sobre X.; fazendo
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Y = (X, p), segue que ¢y € C(Y) para cada f € C(X), bem como ¢é continua a projecdo
7 : X — Y dada por m(x) = [z]. A fungdo ¢ : C'(X) — C(Y) definida por p(f) = s é
uma bijegdo que satisfaz p(f + g) = ¢(f) + ©(g) e o(f - 9) = ¢(f) - ¢(g); em particular,
@ (&) =Eomparacadal € C(Y).

Neste ponto, nossa argumentacao diverge da apresentada por Tkachuk pois precisamos de-
finir uma bornologia sobre Y que esteja relacionada com B de maneira a garantir que ¢ seja um
homeomorfismo. Os conjuntos da forma 7[B], para cada B € 3, geram como sub-base uma
bornologia sobre X, pois X. = |Jzcpz m[B]; vamos denotar tal bornologia por 7(1); note que
se BB tem base compacta, entdo 7(3) tem base compacta, pois 7 é continua. Assim, queremos
provar que ¢ : (C'(X),Tg) = (C(Y), Tz()) € um homeomorfismo.

Para mostrar a continuidade de ¢ € suficiente notar que ¢~ '[U] € aberto para todo U da
forma (7[B],e)[p(f)], com f € Cp(X). Neste caso, se g € (B,e)|[f], entdo paray € 7|B|
existe z € B tal que y = [z] e, assim, |¢(f)(y) — v(9)(y)| = |f(z) — g(x)| < €, donde temos
a continuidade de ¢ em f. Analogamente, para ¢ € C'(Y') e uma vizinhanga (B, ¢)[{ o 7| de
0 1(€), se n € (x[B],e)[¢], entdo |£([z]) — n([x])] < € para todo z € B, donde segue que
01 (n) € (B,&)[¢ o m]. Logo, ¢! é continua em &.

2.2 Propriedades de enumerabilidade em Ci(X)

Nesta se¢do, caracterizamos algumas fungdes cardinais em Cp(X) relacionadas aos axi-
omas de enumerabilidade. Em particular, veremos que certas propriedades de enumerabili-
dade em Cs(X) se “traduzem” como propriedades de metrizabilidade, tanto em X quanto em
Cp(X).

No primeiro capitulo, apresentamos os axiomas de enumerabilidade para um espaco topo-
16gico, e adiantamos que eles seriam generalizados por fungdes cardinais. E isso o que fazemos
a seguir.

Sejam X um espaco topoldgicoe z € X.

(a) O carater do ponto z em X € o menor cardinal transfinito da forma |B(z)|, onde B(z) é
uma base local para X no ponto x, o qual denotamos por x(z, X). O carater do espaco X

é o cardinal x(X) := sup{x(z,X):x € X}.
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(b) O peso do espaco X, denotado por w(X), € o menor cardinal transfinito da forma |B

’

onde *B é uma base para a topologia de X.

(c) A densidade de um espago topoldgico X, denotado por d(X), é o menor cardinanl transfi-

nito da forma |D|, onde D é um subespaco denso em X.

Pelas defini¢des acima, é fécil ver que as fun¢des cardinais cardter, peso e densidade gene-
ralizam, respectivamente, o primeiro axioma de enumerabilidade, o segundo axioma de enume-
rabilidade e a condig@o para ser separavel. Além disso, é claro que y(z, X) < w(X) para todo
r € X, bem como d(X) < w(X). Vamos caracterizar tais fun¢des cardinais em Cg(X), em
termos de outras fungdes cardinais no espaco X. A menos que expresso o contrario, ao longo
desta secdo, (M, d), X e B denotam, respectivamente, um espago métrico M cuja métrica é d,

um espago de Tychonoﬂﬂ X e uma bornologia B sobre X.

2.2.1 O carater de C3(X)

Para caracterizar o cardter de Cz(X ), definimos uma fung¢do cardinal no espaco X direta-
mente relacionada com a bornologia B. Adaptando a defini¢ao dada por McCoy e Ntantu [31],

chamamos de grau de 3-Arens de X o cardinal a;3(.X') dado por
ap(X) := min{|C| : C é uma base para B} + N,. (2.2.1)

Teorema 2.2.1 (McCoy e Ntantu, [31], Teorema 4.4.1). Suponha que B tenha base fechada.
Entdo x(Cp(X, M)) < ag(X) para qualquer espago métrico M. Em particular, x(Cp(X)) =
ap (X)

Demonstragdo. Suponha ag(X) = ke tome B’ = {B, : a < k} uma base para 3. Para
mostrar que x(Cg(X, M)) < k, basta notar que para qualquer fungdo continua f : X — M,
a familia {(B,, 17)[f] : @ < Kk en € w} é um sistema fundamental de vizinhangas para
Cp(X,M)em f.

Por outro lado, assuma x(Cp(X)) = A e tome uma base local {V,, },<» para Cz(X) em 0.

Para cada @ < A, podemos obter um fechado B, € Be ¢, > 0 tais que (B,,c,)[0] C V,.

“Embora muitas das defini¢des que daremos nio exijam tal hipétese de separagio.
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Se mostrarmos que {B,, : @ < A} é uma base para B, entdo teremos az(X) < A. Ora, caso
existisse B € B atestando B ¢ B, para todo o < ), isso valeria em particular para B,,,
onde (B, €a,)[0] € (B, 1)[0]. Dai, por X ser de Tychonoff e B \ B,, # 0, poderiamos obter
feCp(X)talque f | By, =0e f & (B, 1)[0], contrariando a incluséo anterior. O

O teorema acima nos dd um critério para a metrizabilidade de C(X, M):

Corolario 2.2.2 (Adaptado de Beer e Levi, [6], Teorema 7.1). Se B tem base fechada, entdo

sdo equivalentes:

(a) Cg(X, M) é metrizdvel para todo espagco métrico M ;
(b) Cp(X) é metrizdvel;

(c) x(Cp(X)) = No;

(d) ap(X) =Ry,

Demonstracdo. Em vista do teorema anterior, basta mostrarmos que se ag(X) = W, entdo
Cp(X, M) é metrizavel. Se B = {B,, : n € w} ¢ uma base enumerdvel para B, entdo
{(Bm, ﬁ) :m,n € w} é uma base enumerdvel para a uniformidade () que gera 7. Isso
acarreta a pseudo-metrizabilidade de L((B) e, por conseguinte, Cz(X, M) é pseudo-metrizdvel
(cf. Proposicdo [[.3.4). Como M é de Hausdorff, segue que 75 é de Hausdorff e, por conse-
guinte, Cz(X, M) é metrizdvel (cf. Proposi¢do[1.3.5). O

Corolario 2.2.3. Para todo espaco X,

X[ =x(Cp(X)).

Demonstragdo. Como C,(X) = Cz(X), basta mostrarmos que ar(X) = |X|, mas F =

[X]<“ é a tinica base possivel para F, e como |[X]<“| = | X|, o resultado estd demonstrado. [J

1. Como Cy(X) = Cx(X), fazendo B = F no Coroldrio 2.2.2} inferimos que as seguintes

afirmacdes sdo equivalentes:

(a) C,(X, M) é metrizavel para qualquer espago métrico M;

(b) X(Cp(X)) = Ro;

(c) X é enumeravel.
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2. Por sua vez, como Cy(X) = Cg(X), ao fazermos B = £, o Coroldrio implica que
sdo equivalentes:
(a) C(X, M) é metrizdvel para qualquer espaco métrico M;

(b) X(Ck(X)) = No;

(c) Existe uma familia Ky enumerdvel de compactos de X tal que todo compacto de X

estd contido em algum membro de K (i.e., X é um espaco hemicompacto)

Se X é um espago hemicompacto, entdo a métrica de Cy (X, M) pode ser dada por

(EGKn

507, = Y- min { i sup (7).}, 222)

onde {K,, : n € w} é a familia cofinal de compactos de X (cf. Willard [50], Problma 43G).

Se exigirmos que 53 tenha base compacta, podemos melhorar o Coroldrio[2.2.2]e obter novas
equivaléncias com classes mais especificas de espagos. Para um subespaco fechado A de X,
dizemos que uma colegdo de abertos ‘B é uma base local em A se para todo V' C X aberto
com A C Vexiste U € B talque A C U C V. Dizemos que X é um espaco ponto-contavel
(point-countable-type space) se cada ponto de X estd contido num subespaco compacto de X
que possui uma base local enumerdvel (cf. espago de tipo contdvel, no Capitulo[)); dizemos que
X é um q-espaco se para cada ponto = de X existe uma colecdo {U,, : n € w} de vizinhangas

de x tal que toda familia {x,, : n € w} com z,, € U,, tem ponto de acumulagio.
Proposicao 2.2.4. Seja X um espago topologico e considere as afirmagoes:
(a) X é metrizdvel;

(b) X(X) = Ny,

(c) X é um espaco ponto-contdvel;

(d) X éum g-espaco.

Entdo vale (a) = (b) = (¢) = (d).



2.2 Propriedades de enumerabilidade em C(X) 59

Demonstrag¢do. Provamos apenas (¢) = (d), pois as demais implicagdes sdo de verificagdo
imediata.

Fixe r € X e tome K C X um compacto que contém z para o qual existe uma base local
enumerdvel, digamos B = {U,, : n € w}, que vamos supor decrescente com respeito a inclusao.
Afirmamos que B € a familia de vizinhangas procurada. De fato, se A = {x,, : n € w} é tal que
x, € U, paratodo n e A nao possui ponto de acumulagdo em X, entdo todo ponto y € K ndo é
ponto de acumulagdo de A, donde podemos obter uma vizinhanga O, de y tal que |[ANO,| < 1,
consequentemente, a compacidade de /K nos daria uma vizinhanc¢a O de K contendo no mdximo

finitos elementos de A, o que contraria o fato de 5 ser uma base decrescente. U

Mostraremos que se 3 tem uma base compacta e enumeravel, entdo Cz(X) pertence as duas

classes definidas acima.

Teorema 2.2.5 (McCoy e Ntantu, [31], Teorema 4.4.2). Se B tem base compacta, entdo as

seguintes afirmagoes sdo equivalentes:

(a) Cp(X, M) é metrizdvel para todo espagco métrico M,
(b) Cy(X) é metrizdvel;

(c) x(Cp(X)) = No;

(d) Cp(X) é um espago ponto-contdvel;

(e) Cp(X) é um g-espaco;

(f) a(X) = No.

Demonstragdo. Em vista dos resultados jd mostrados, basta provarmos que (e))=-(f).

Suponha que Cz(X) seja um g-espago e considere {W,, } .., uma sequéncia de vizinhangas
de 0 como na definicdo de g-espaco. Para cada n € w, existe B,, € B compacto e ¢, > 0 tal
que (B, e,)[0] € W,. Afirmamos que B’ = {B,, : n € w} é uma base para B.

Se ndo for este o caso, entdo existe B € B compacto satisfazendo B \ B,, # () para todo
n € w, o que nos permite escolher z,, € B\ B,. Como z,, ¢ um ponto ndo pertencente ao

compacto B,,, podemos obter uma fung¢do continua g, : X — Rtal que g, (z,) =n+1leg, |
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B,, = 0 (pois X é de Tychonoff e B,, é fechado). Por construgdo, cada g,, € (B,,,£,)[0] C W,
e a hipdtese garante a existéncia de algum ponto de acumulagio f € Cp(X) para (g, )news O
que é impossivel. De fato, se existisse f ponto de acumulagio de (g, )necw, €ntdo existiria uma

subsequéncia (infinita) (g,, ke, contida em (B, 1)[f], e assim

1> ’gnk(xnk) - f(xnk” >ng+1— |f<xnk)|7

donde | f(xy, )| > ng, mostrando que f | B ndo € limitada, o que é absurdo, pois f é continua

e B¢ compactoE] . Logo, B’ é uma base enumerdavel para 3, como queriamos. 0

2.2.2 O pesode Cp(X)

Comecamos esta subse¢do com algumas observagdes de cardter geral sobre a fungdo cardi-

nal peso. Primeiramente, se Y e X sdo espagos topoldgicos, entao
w(Y™) < |X]-w(Y). (2.2.3)

De fato, se B é uma base para a topologia de Y, entdo a cole¢ao B’ de todos os conjuntos
da forma V' =[], .y Vi, com [supp(V)| < Rge V, € B sempre que V, # Y, é uma base para
a topologia de Y, e |B'| < |[X]<*| - |[B]<| = | X]| - |B].

A segunda observagdo consiste de um “limitante superior” para o peso de um espaco uni-
forme. Para um espago uniforme (Y, 4l), se considerarmos sobre Y a topologia induzida por I,
entdo

w(Y) < d(Y) - w(il), (2.2.4)
onde w (i) € o menor cardinal da forma B[, com B sendo uma base para a uniformidade 1.

Demonstracdo. Seja %4 = {U; : i € I} uma base para il e considere D C Y denso. Se
provarmos que B = {U;[d] : i € I,d € D} é um sistema fundamental de vizinhangas para
a topologia de Y, entdo a desigualdade estard demonstrada. Em vista do Lema (1.3.7] ndo ha
perda de generalidade em supor que os elementos de %/ sejam simétricos. Agora, paray € Y e

V C Y abertocomy € V,existemU € $lei € [taisquey € (UoU)[y] CVeld; CU. Como

3 Apenas aqui usamos a hipétese de que B tem base compacta.
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D é denso, existe d € DNU;[y|, isto é, (y,d) € U; C U, o que nos ddy € U;[d] pela simetria de
U;. Para w € U;[d] qualquer, temos (y, d), (d,w) € U; C U, donde segue que (y, w) € UoU e,
assim, w € (UolU)[y] C V. Logo, y € U;[d] C V, mostrando que B é um sistema fundamental

de vizinhangas para a topologia de Y, como queriamos. 0

Para o contexto da C-teoria, a observagdo acima nos da

w(Cp(X)) < d(Cp(X)) - ap(X) < w(Cp(X))

1
P n+1

uniformidade () que gera Tp, acarretando w((B)) < ap(X) = x(Cp(X)) < w(Cp(X)).

pois, se B/ C B é base para a bornologia B, entéo {(B ) : B € B ,n¢c w}ébase para a

Agora, o net-peso do espaco X, denotado por nw(X), é o menor cardinal transfinito da
forma |\, onde N é uma network em X. Claramente, tem-se d(Y) < nw(Y) < w(Y") para
qualquer espago Y. Logo, em vista de (2.2.4)), temos w(Y) = d(Y) = nw(Y') para qualquer
espaco Y pseudo-metrizavel (cf. Proposi¢ao|(1.3.4). Em particular, temos

w(Cs(X)) = d(Cp(X)) - ap(X) = nw(Cs(X)) - ag(X). (2.2.5)

Assim, para caracterizarmos w(Cp(X)) em termos de propriedades de X, devemos avaliar
mais detalhadamente o net-peso ou a densidade de Cz(X). Como a préxima subsecdo tratard

da densidade de Cz(X'), vamos agora estudar com mais cuidado as networks de C(X).

Teorema 2.2.6 (McCoy e Ntantu, [31]], Teorema 4.1.1). Se B tem base compacta, entdo

nw(Cr(X)) < w(X).

Demonstracdo. Primeiramente, note que se 7 ¢ 7’ sdo topologias sobre um conjunto Y e 7 C 7/,
entdo nw(Y,7) < nw(Y,7’): basta ver que se N é uma nerwork para (Y, 7’), entdo N é uma
network para (Y, 7). Vamos obter uma topologia 7 sobre C'(X) tal que 75 C 7 em C(X) e
nw(C(X),7) < w(X). Assim, a desigualdade nw(Cp(X)) < w(X) seguird de imediato.
Sejam V uma base para a topologia de X com |V| = w(X) e W uma base enumeravel

para a topologia de R. Chamaremos de 7 a topologia sobre C'(X) que tem como sub-base 0s
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conjuntos da forma [V, W] := {f € C(X) : f[V] C W} paraV € Ve W € W. Assim, ji
temos

nw(C(X),7) <w(C(X),7) <w(X) Ny =w(X).

Resta mostrar que 7z C 7 em C'(X).

Sejam A C Cp(X) aberto, f € Aetome B € Bee > 0 tais que (B, ¢)[f] C A. Como
B tem base compacta, ndo hd perda de generalidade em supor B compacto. Para cada b € B,
podemos obter V, € Ve Wj, € W tais que b € V;, f(b) € W, € B(f(b),9) e f[V3] € W, para
algum 0 > 0 que determinaremos adiante. Da compacidade de B, existem by, ..., b, € B tais

que B C Uign Vp,. Fazendo 0 = 27 1¢, temos

f € ([Vh, W] € (B.e)[f] C A.

i<n

Coroléario 2.2.7. Se B tem base compacta, entdo l[(C(X)) < w(X).

Demonstracdo. Basta observar que para qualquer espago topoldgico Y vale [(Y) < nw(Y),
donde o resultado segue pelo teorema anterior. Sejam { uma cobertura de abertos para Y e N
uma network em Y. Fixe U € U e, para cada N € N, faca Uy = U caso ndo exista V € U
tal que N C V e, caso contrdrio, escolha algum Uy € U tal que N C Uy. E fécil ver que
U ={Uy: N € N} CU éuma cobertura aberta para Y. O

As networks em C(X) estdo diretamente relacionadas com uma classe de estruturas em X
definidas em termos de B e semelhantes as networks. Adaptando a defini¢do dada por McCoy
e Ntantu em [31]], dizemos que A C (X)) é uma B-network em X se, para quaisquer B € B
e V C X aberto com B C V existir A € Atalque B C A C V. O B-net-peso do espaco X,
denotado por nwg(X'), é o menor cardinal transfinito da forma |.A|, onde A é uma B-network de
X. Observe que, assim como [(X) < nw(X), temos também I5(X) < nwg(X) para qualquer

bornologia B com base fechada.

Teorema 2.2.8 (McCoy e Ntantu, [31]], Teorema 4.1.2). Se B tem base compacta, entdo

nw(Cp(X)) = nwg(X).
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Demonstragdo. Sejam N uma B-network em X e VV a base para a topologia de R formada
pelos intervalos abertos de centro e raio racionais. Considere a familia Az cujos membros sdo
intersecdes finitas dos conjuntos [N, W] := {f € Cg(X) : f[N] C W}, para N € N e
W € W, se mostrarmos que Nz é uma network em Cy(X), entéo seguird que nw(Cp(X)) <
nwp(X), pois |[Ng| < |N|. Fixemos B € B compacto, ¢ > 0e f € Cy(X). Paracadab € B,

pela continuidade de f podemos obter U, C X aberto e intervalos W, V;, € W tais que:
e be Uy
o f(b) € Wy,
o [l S W, CW, SV, C B(f(b), 5).

Note que para cada b € B temos BNU, C Be BNU, C f‘l[Vb] e, assim, por N ser uma
B-network, existe N, € N tal que BNU, C N, C f~'[V;]. Enfim, da compacidade de B

obtemos by, . .., b, € B tais que os abertos Uy, ..., Uy, recobrem B. Temos entao

f € ([No:, Vo] € (B, e)[f].
i<n
Seja agora F uma network em Cg(X). Afirmamos que o conjunto {F™* : F' € F} é uma
B-network em X, onde F* = {x € X :Vf € F(f(x) > 0)} para cada F' € F. De fato, sejam
B € BeV C X aberto tais que B C V. Pelo Lema de Urysohn “Fraco”, existe f € Cs(X) ndo

negativatalque f | B=1e f [ X\ V = 0. Como f[B] é compacto e f[B] C (0, +00), existe
d > 0tal que f[B]° C

(0, +00) e, pela hipétese, existe F' € F satisfazendo f € F C (B, §)[f].
Pela forma como tomamos ¢, segue que B C F*e, pela construcdo de f, devemos ter F* C V,

pois f € F. Portanto, nwg(X) < nw(Cg(X)). H

Da caracterizag@o do net-peso de C(X) e da observagdo (2.2.5)), o seguinte corolério é

imediato:

Corolario 2.2.9 (McCoy e Ntantu, [31], Teorema 4.5.2). Se B tem base compacta, entdo

"LU(OB(X)) = (IB(X) : an(X).



64 Capitulo 2 — Tépicos de C,-Teoria e Cy-Teoria

Corolario 2.2.10. Para todo espaco X, temos:

(a) (Arhangel’skii, apud Okuyama e Terada, [35]) nw(C,(X)) = nw(X);

(b) w(Cy(X)) = |X| (em particular, C,(X) satisfaz o segundo axioma de enumerabilidade se,

e somente se, X é enumerdvel).

Demonstragdo. Em vista do tltimo teorema, a igualdade do item (a) é equivalente a nw(X) =
nwz(X). Como toda F-network é network, temos nw(X) < nwz(X). Agora, se N é uma
network (infinita), entdo a familia N/ das reunides finitas de membros de N é claramente uma
F-network e, como |N'| < [[N]<¥| = |N], obtemos nwz(X) < nw(X). Para o item (b), ja
vimos que | X | = x(C,(X)) e nw(Cy(X)) = nw(X). Como nw(X) < |X]|, temos

[ X = x(Gp(X) < w(Cp(X)) = x(Cp(X)) - nw(Cy(X)) < |X]-[X]| = [X].

]

No contexto da Cy-teoria, note que nwg(X) < K se, e somente se, existe uma familia
N = {N,}a<x de subconjuntos de X tal que para quaisquer K C X compactoe V C X
aberto com K C V existe N € N satisfazendo K C N C V, o que equivale a nw(Cy(X)) < k
pelo Teorema Segundo a terminologia de McCoy e Ntantu em [31]], um espaco X que
satisfaz nwg(X) = X é chamado de Nj-espacgo . Assim, Cj(.X) satisfaz o segundo axioma de

enumerabilidade se, e somente se X é um Ny-espaco hemicompacto.

2.2.3 Densidade e celularidade de Cz(.X)

Nesta subse¢@o, vamos analisar algumas propriedades topolégicas de X relacionadas com
a densidade e com a celularidade de Cz(X ), que definiremos adiante.
Para um espaco de Tychonoff X, definimos o peso fraco do espagoﬂ X como sendo o

cardinal transfinito sw(X ) dado por

iw(X) := min{w(Y) : existe bije¢do continua de X sobre Y e Y é espago de Tychonoff}.
(2.2.6)

®Em [31]], os autores denotam jw (X ) por ww(X), e o chamam de weak weight. Adotamos a notagdo iw para
o0 peso fraco por esta ser mais recorrente na literatura atual.
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Seja T a topologia de X. Note que a asser¢do iw (X ) =  é equivalente a existéncia de uma

topologia 7’ sobre X com as seguintes propriedades:

e (X, 7')¢éde Tychonof e w((X, 7)) = K,

e se o é uma topologia sobre X tal que (X, o) é de Tychonoff e o C 7, entdo w((X,0)) >

K.

Ocorre que o peso fraco de X determina completamente a densidade de C'z(X), para qual-

quer bornologia B com base compacta.

Teorema 2.2.11 (McCoy e Ntantu, [31], Teorema 4.2.1). Se B tem base compacta, entdo
d(Cp(X)) = iw(X).

Demonstragdo. Como Tr C T C Tg, temos d(Cp(X)) < d(Cp(X)) < d(Cr(X)). Assim, se

mostrarmos que d(C (X)) < iw(X) < d(C,(X)), entdo o teorema estard demonstrado.
Provemos que d(Cy (X)) < iw(X). Fixe um espago de Tychonoff Y com w(Y) = iw(X) e

uma bijecdo continua f : X — Y. Exibiremos uma fun¢do continua ¢ : C(Y) — Ci(X) cuja

imagem seja densa em Cj (X ); se provarmos isso, teremos
d(Ci(X)) < d(Cr(Y)) < nw(Cr(Y)) < w(Y) = iw(X),

pois para D C Cy(Y") denso, terfamos ¢[D] denso em ¢[Cy(Y')] e, por conseguinte [D)] seria
denso em Cy(X), com |¢[D]| < |D].

Definamos ¢ : Ci(Y) — Cy(X) fazendo p(g) = go f paratoda g € Cy(Y'). Claramente ¢
¢ continua pois, se g € C(Y) e (K, ¢)[¢(g)] é uma vizinhanga de ¢(g) em C(X), basta notar
que f[K] é compacto em Y e assim ¢[(f[K],)[g]] C (K, e)[p(g)]- Resta apenas mostrar que
aimagem de ¢ é densa em Cy(X).

Como f : X — Y € uma bijecdo conu’nu{l, segue que para qualquer K C X com-

pacto a restricdo f [ K : K — f[K] é uma aplicagdo fechada e, por conseguinte, ¢ um

7Seria suficiente que f fosse meramente uma inje¢io continua.
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homeomorfismo. Para h € Ci(X) e (K, ¢e)[h| uma vizinhanca de h em Ci(X), a fungdo
ho(f | K)™' : f[K] — R é continua e admite uma extensdo continua h:Y = R(c
Coroldrio . Note por fim que @(h) € (K, e)[h], pois p(h) | K = h | K.

Mostremos agora que iw(X) < d(C,(X)). Seja D C C,(X) um denso com |D| =
d(Cp(X)) e considere a fun¢do p : X — R, que acada z € X associa a fungdo p, : D — R
dada por p,(f) = f(x), para qualquer f € D. A continuidade de i segue do fato de consi-
derarmos R” munido da topologia produto. Além disso, y € injetora: de fato, se © # y sdo
pontos de X', podemos considerar abertos nio vazios e disjuntos A, e A, em R, e fazer A, = R

para todo w € X \ {z,y}, o que nos dd um aberto basico A = [], .y A. e ndo vazio de

ueX

R¥X; como D é denso em C,(X) e este é denso em R¥, temos D denso em R¥ e isso implica

que existe f € D N A, acarretando f(x) # f(y) e, por conseguinte, (i, # /i,. Dessa forma,

p: X — p[X] é uma bijegdo continua, com p[X] C R” um espago de Tychonoff. Portanto,
)

iw(X) < w(p[X]) < w(RP) < D] = d(C,(X)). 0
Corolario 2.2.12. Para um espago de Tychonoff (X, T), sdo equivalentes:

(a) Cy(X) é separdvel;

(b) Cy(X) € separdvel;

(c) Existe uma topologia 7' C 7 em X que é metrizdvel e separdvel.

Demonstragcdo. Segue diretamente do teorema anterior, aliado ao fato de que um espaco tem

peso enumerdvel e € regular se, e somente se, ¢ metrizdavel e separdvel. 0
Mais geralmente, podemos estimar a densidade do espago R¥ por meio do seguinte teorema:

Teorema 2.2.13 (Teorema de Hewitt-Marczewski-Pondiczery). Sejam { X }scs uma familia de
espagos topoldgicos e k um cardinal transfinito. Se |S| < 2" e d(X,) < k para todo s € S,
entdo d(]],.4 Xs) < k.

Demonstragdo. Primeiro mostraremos que d([ [, ¢ X) < d(D(k)®), onde D(x) é um espago
discreto de cardinalidade . Para cada s € S tome um subconjunto A, denso em X tal que

|As| < k e uma fungdo f, : D(k) — A sobrejetora (e continua, pois D(x) é discreto). Defina
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entao
¢ Dk — X = [Lcs X

Y

x = Oz

onde ¢,(s) = fs(x(s)) para quaisquer s € S e x € D(x)°. Note que a sobrejetividade
de cada f, acarreta que ¢[D(k)®] = [[,cs 4s := A, e a densidade de A, em X, para cada
s € Snosdd A = X. Assim, temos d(X) < d(A), pois todo denso de A também é denso
em X, e consequentemente d(A) < d(D(k)?), pois A é imagem continua de D(x)°. Logo,
d(X) < d(D(k)%), como querfamos.

Desse modo, para concluirmos a demonstragio, basta provarmos que d(D(x)%) < k. Para
isso, precisamos exibir D C D(k)°, com |D| < k, tal que D seja denso em D(x)%. Consi-
derando o conjunto 7' = {0, 1}* munido da topologia produto, temos |7'| = 2% e w(T') < k.
Como |S| < |T|, existe i : S — T uma funcdo injetora, o que nos permite “enxergar” S como
um subespago de 7. Seja entdo 9B uma base para S com 8| < k, e denote por 7 a fami-
lia de todos os subconjuntos finitos de B cujos elementos sejam dois-a-dois disjuntos (isto &,
V € T se, e somente se, V' € uma familia finita de abertos de ‘B dois-a-dois disjuntos); como

T C [B]<, temos |T| < k.

Chame entao

D={feD(k):3VeT(f|Uéconstante paratodo U € Ve f | S\ UV é constante) }.

Note que |D| < k: para cada f € D, podemos escolher V' = {Uy, ..., U,} € T, u; € D(k)
paracadai < nea € D(k)taisque f [ U; =w;e f [ S\ UV = a, 0 que estabelece uma
injecadfde D para B<“ x D(k)<*, e |B<“ x D(k)<“| = k.

Finalmente, mostraremos que D é denso em D(k)®. Seja V = [][..¢ Vs um aberto de

seS
D(r)° com |supp(V)| < Vo, digamos supp(V') = {so,...,s,}. Como a topologia de S é de
Hausdorff (por ser induzida de T' = {0, 1}*), existem Uy, . . ., U, abertos dois-a-dois disjuntos
com s; € U;. Paracadai¢ < n escolha u; € V,, C D(k) e fixe a € D(k) qualquer, e entdo

defina x : S — D(k) fazendo x(s) = u; se s € U; e x(s) = a caso contrario. Claramente,

x € V ND, o que mostra a densidade de D em D(x)” € encerra a demonstragdo. O

8Por exemplo, tal injecdo pode ser dada por f — ((Up, ..., Uy), (o, . - -, un,a)).
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Suponha que D seja um subespago denso de um espago topologico X, e considere {/ uma
familia de abertos ndo vazios de X dois-a-dois disjuntos; note que a cardinalidade de ¢/ ndo
pode exceder | D|, pois cada elemento de U/ deve conter a0 menos um membro de D. Definimos

a celularidade do espaco X como sendo o cardinal transfinito ¢(.X') dado por
c(X) := sup{|U| : U é uma familia de abertos ndo vazios de X dois a dois disjuntos} + Ny,

e dizemos que X € um espaco cccﬂ se ¢(X) = N,. Pelo que dissemos acima, é imediato que

para todo espago X vale ¢(X) < d(X) e, por conseguinte:
o(X) <d(X) <nw(X) <w(X). (2.2.7)

Em particular, no caso em que X € metrizdvel, todas as funcdes cardinais acima coincidem.
Para provar isso, usaremos uma formulagdo equivalente do Axioma da Escolha, o chamado
Lema de Teichmiiller-Tukey. Dados um conjunto X e uma propriedade P relativa a subcon-
juntos de X, diremos que P é uma propriedade de carater finito se o conjunto vazio tiver
a propriedade P e for verdadeiro que A C X tem a propriedade P se, e somente se, todo

subconjunto finito de A tem a propriedade P.

Teorema 2.2.14 (Lema de Teichmiiller-Tukey). Se P é uma propriedade de cardter finito refe-
rente a subconjuntos de X, entdo todo subconjunto A C X com a propriedade P estd contido
num subconjunto B C X que tem a propriedade P e é maximal (no sentido da inclusdo) na

famdilia de todos os subconjuntos de X que tém a propriedade P.
Lema 2.2.15. Se X é metrizdvel, entdo ¢(X) = w(X) = nw(X) = d(X).

Demonstra¢do. Como X é metrizavel, ja temos d(X) = nw(X) = w(X) (¢f. observagdo
(2.2.4)). Logo, basta mostrarmos que ¢(X) > d(X).

Seja d uma métrica em X e ¢(X) < k. Para cada n € w, considere P, (A) a seguinte
propriedade em A C X: d(z,y) > HLH para quaisquer z,y € A. E facil ver que a propriedade
P,, € de cardter finito. Como X ¢ infinito, existem z,y € X distintos com d(x,y) > n+r1 para
algum n e, por conseguinte, d(x,y) > m+L1 para todo m > n. Logo, pelo Lema de Teichmiiller-

Tukey, segue que para cada m > n existe A, C X maximal (no sentido da inclusao) na familia

9cce é abreviagio para countable chain condition.
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de todos os conjuntos com a propriedade P,,. Agora, notemos que a familia

1 1

¢ uma familia de abertos dois a dois disjuntos e, por conseguinte, |A,,| < k. O teorema estard

provado se mostrarmos que A = |J A, é denso em X. Mas, se v € X \ A, entdo existe

m>n

J € wtal que d(z,y) > ]ﬁ para todo y € A, e isso contraria a maximalidade de A;. O

Quando B ¢ uma bornologia em X com base compacta, podemos mostrar que a celulari-
dade de Cp(X) esta relacionada ao peso dos membros da bornologia B, no seguinte sentido:
definindo wp(X) := sup{w(B) : B € B}, mostra-se que wg(X) < ¢(Cp(X)); chamamos o
cardinal wi(X) de B-peso do espaco X . Para provar tal desigualdade, precisamos do seguinte

lema:

Lema 2.2.16 (Arhangel’skii, apud Hodel [21]], Teorema 7.4). Se X é compacto Hausdorff,
entdo nw(X) = w(X).

Demonstragdo. (Engelking, [15], Teorema 3.1.19).
Ja temos nw(X) < w(X). Chamemos de 7 a topologia de X. Suponha que exista uma

topologia 7" de Hausdorff em X satisfazendo 7’ C 7 e w((X, 7)) < nw((X,7)). Assim,

f+ X,n = (X,7)

T — X

¢ uma bijecdo continua de um compacto Hausdorff sobre um espago de Hausdorff. Logo, f é
um homeomorfismo e, portanto, w(X, 7) = w(X,7") < nw(X, 7). Vamos obter a topologia 7'.

Seja N uma network em X com [N| = nw(X, 7). Definamos N/ = {(M,N) € N x N :
M N N = ()} e, para cada (M, N) € N, considere

AMN)={{U,V}Cr:UNV=0,MCUeNCV}.
Se A(M, N) # 0, escolha o(M, N) € A(M, N), caso contrério faga (M, N) = (). Vamos
chamar de 7’ a topologia em X gerada por B = | J{p(M, N) : (M, N) € N’} como sub-base,

donde ja obtemos w(X,7’) < [B| < nw(X, 7). Agora, como 7 é de Hausdorff ¢ A/ é uma

network, segue que 7' também é de Hausdorff. [
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Observacao 2.2.17. Em verdade, na demonstracdo acima mostramos que se X é um espaco de
Hausdorff, entdo existem um espaco de Hausdorff Y e uma bijecdo continua f : X — Y tais

que w(Y) < nw(X).
Corolario 2.2.18. Se B tem base compacta, entdo wp(X) < ¢(Cg(X)).

Demonstracdo. Seja B € B compacto (se necessdrio, podemos tomar B, o qual é compacto, e
ainda teremos w(B) < w(B) < wp(X)). Como B é hereditdria, segue que B’ = {ANB: A€
B} é uma bornologia em B, que tem { B} como base compacta e, portanto, as (B) = X,. Disso
decorre a metrizabilidade de C'z/(B) e, por conseguinte, nw(Cp (B)) = ¢(Cp (B)) pelo Lema

2.2.15] Além disso, da compacidade de B, temos nw(B) = w(B). Logo,
w(B) = nw(B) < nwg/(B) = nw(Cg(B)) = ¢(Cg(B)).

Agora, defina ¢ : Cp(X) — Cur/(B) por o(f) = f | B. Como B é compacto e X ¢
de Tychonoff, se f € Cp/(B), entdo existe uma extensao continua f : X — R para f (cf.
Corolério , 0 que atesta a sobrejetividade de . E fécil ver que ¢ é continua.

Dessa forma, ¢(Cp/(B)) < ¢(Cp(X)), pois se f : Y — Z é uma funco continua e sobre,
entdo ¢(Z) < ¢(Y'): basta ver que, se U € uma familia de abertos nao vazios dois a dois disjuntos
de Z,entdo { f'[U] : U € U} é uma familia de abertos de Y néo vazios e dois-a-dois disjuntos.

gl
Portanto, w(B) < ¢(Cp(X)) para todo B € 3, como queriamos. O

Corolario 2.2.19 (McCoy e Ntantu, [31]], Coroldrio 4.2.3). Se Ci(X) é um espago ccc, entdo

todo compacto de X é metrizavel.

Demonstragdo. Como wg(X) = W, segue que todo compacto K de X tem base enumeravel

e, como X ¢ de Tychonoff, concluimos que K € metrizdvel. [

Para um espaco de Tychonoff X munido de uma bornologia B com base compacta, as
desigualdades ¢(C(X)) < d(Cp(X)) < w(X) acarretam que Cs(X) é um espago ccc sempre
que w(X) = N, ou, mais geralmente, sempre que existir uma bije¢do continua f : X — Y com
Y de Tychonoff e w(Y') = ,.

A conclusdo acima pode ser melhorada pelo seguinte resultado (Vidossich, apud Engelking

[15], Exercicio 4.4.C.b): se X € um espaco de Tychonoff e existe uma bijecao continua de X
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sobre um espago metrizavel, entdo C(X) é um espago ccc. Dai, como T C T C T para toda
bornologia B em X com base compacta, temos ¢(C,(X)) < ¢(Cp(X)) < ¢(Ci(X)) e assim,
para tais espacos, Cz(X) é ccc. Chamando de submetrizavel um espaco topolégico X para o

qual existe uma bije¢cdo continua de X sobre um espago métrico, obtemos o seguinte coroldrio.

Corolario 2.2.20. Se X é um espago de Tychonoff submetrizdvel, entdo Cs(X ) é ccc para toda

bornologia B em X com base compacta. Em particular, se X é metrizdvel, entdo Cz(X) é ccc.

Contudo, no contexto da C,-teoria, C),(X') € um espago ccc para qualquer espaco X . Tal fato

segue do préximo resultado, que € coroldrio do Teorema de Hewitt-Marczewiski-Pondiczery:

Corolario 2.2.21 (Sanin, apud Engelking [15], Teorema 2.3.17). Se { X, }.cs é uma familia de
espagos topoldgicos com d(X,) < k para todo s € S, entdo c([[,.q Xs) < k. Em particular,

qualquer produto de espagos separdveis é um espago ccc.

Demonstragdo. Suponha c([] .o X;) > K, e tome U = {U; };cr uma familia de abertos dois-
a-dois disjuntos de [[,.¢ Xy, com k < |T] < 2%. Podemos supor que cada U; € U é um
aberto bdsico de [ ], ¢ X, donde segue que para cada t € T, supp(U;) := S, € S é finito
e, por conseguinte, S’ = UtGT S; tem cardinalidade < 2". Logo, pelo Teorema de Hewitt-
Marczewiski-Pondiczery, existe A C [[, o X, tal que |A| < ke A é denso em ] o X,.
Restringindo os fatores de U, a S’ para cada ¢, obtemos uma familia /4’ = {U, },er de abertos
dois-a-dois disjuntos em [[._ X, 0 que leva a uma contradi¢do: por um lado, devemos ter
|U'| = |T| > k, contudo, cada membro de U’ contém ao menos um elemento de A, logo

7| < |A] < & m

Teorema 2.2.22 (Arhangel’skii, apud Okuyama e Terada [35])). Para todo espago X, C,(X) é

um espago ccc.

Demonstragdo (Tkachuk, [47], Problema 111). O corolério anterior nos dé c(RX) = Ny, ja que
R € separdvel. Assim, levando em conta que C,(X) é denso em R¥ (cf. final da Segdo , a
demonstracdo do teorema se resume a verificar a seguinte afirmagdo, que deixamos a cargo do

leitor: se D é denso em Y, entdo ¢(D) = ¢(Y). O
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2.3 Variacoes em tightness de C(X)

O tightness de um espago topoldgico X no ponto = € X, indicado por ¢(z, X ), é o menor

cardinal kK > N, com a seguinte propriedade:

VAC X(x € A= (3B € [A]*"(x € B))); (2.3.1)

o tightness do espaco X ¢ o supremo de todos os cardinais ¢(x, X') para x € X.

Como a propriedade acima se verifica trivialmente para qualquer x quando = € A, podemos
considerar a familia (2, de todos os subconjuntos de X tais que z € A\ A e, equivalentemente,
definir ¢(z, X') como sendo o menor cardinal x > ¥, tal que para todo A € €, existe B €
Q. N [A]=

Assim, do mesmo modo que fizemos com o grau de Lindeldf [(X'), vamos considerar as

variagoes seletiva do tightness, (s, Q) € S%;, (Q, Q). E facil ver que:
X(x, X) < k= ST (Q, Q) = S5,(, ) = t(x, X) < K. (2.3.2)

Foquemo-nos no caso em que k = Xg. Se x(z, X) = Ny, entdo paratodo A C X,z € A se,

e somente se, existe uma sequéncia (x,, )¢, de pontos de A que converge para x. Novamente,

observe que isto € trivial quando temos = € A, de modo que, se chamarmos por ¥, := {{x,, :

n € w} € [X]=¥ : x, — x}, entdo a validade de x(z, X) = X, implica que X tem a seguinte
propriedade:

VA e p(X)(AeQ, = (3B e [A*nX%,)). (2.3.3)

Dizemos que X é um espaco de Fréche em r € X se X satisfaz a condicdo (2.3.3)
acima e, caso tal condi¢do se verificar para todo x € X, dizemos simplesmente que X é um
espaco de Fréchet. Seguindo a definicdo dada por Caserta et al. [10], diremos que X é um
espaco de Fréchet estrito em = € X (ou estritamente de Fréchet) se valer S;(Q2,,>,) e, se

isso ocorrer para todo = € X, X serd chamado de espaco de Fréchet estrito. E imediata a

10Usualmente na literatura, diz-se que X tem fan tightness enumeravel se valer S f;, (Q, Q.); quando X satisfaz
S1(Q, Q. ), diz-se que X tem strong fan tightness enumeravel.
""Em algumas referéncias também chamado de espago de Fréchet-Urysohn.
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verificacdo das implicacdes
x(x, X) =Ry = 51(Q,, X,) = X € espago de Fréchetem = = t(x, X)) = N,. (2.3.4)

Nesta secao estudaremos as variacdes da funcdo cardinal tightness que apresentamos acima,
para espagos da forma Cz(X), onde X é um espaco de Tychonoff munido de uma bornologia
B com base compacta. Lembramos o leitor da observacdo (I) feita ao final da Secdo [2.1] de
que Cg(X) € um espago homogéneo. Tal propriedade sera fortemente usada nesta se¢do, pois
a verificacdo de uma condi¢do local num ponto base atesta a validade da mesma condi¢@o
em todos os pontos do espaco — neste caso, usaremos como “ponto base” a funcdo nula 0 :
X — R. Veremos que em geral, propriedades de convergéncia em Cy(X) se traduzem como
propriedades de recobrimento em X.

1

Ao longo desta secdo, denotaremos por /,, o intervalo aberto ] ——=, #1 [ para cadan € w,

n+1
e ={ACCOs(X):0e€ A\ A}

2.3.1 O tightness de C3(X) e a propriedade de Fréchet

Na se¢do anterior, vimos que x(Cp(X)) = ap(X), resultado que podemos considerar
como o primeiro neste trabalho a relacionar uma propriedade de fechamento em Ci(X) com
uma propriedade de recobrimento em X. Por um lado, decorre da defini¢do de tightness
que t(Cg(X)) < x(Cg(X)) e, por outro lado, da defini¢do de B-coberturas, é facil ver que
I5(X) <ap(X).

Assim, podemos nos perguntar se existe alguma relacao entre t(Cg(X)) e I5(X). Quando
B tem base compacta, a resposta € afirmativa: ambos sio iguais. O préximo lema, que intuitiva-
mente permite “levar informagdes” de Og(X) para g e vice-versa, é um resultado técnico que
nos permitira provar a igualdade proposta, bem como varias outras tradu¢des de Cz(X) para

X.

Lema 2.3.1 (Adaptado de Caserta et al., [10], Lema 2.2). Suponha que B tem base compacta
em X.

(a) Parald € Op(X), chame AU) == {f € Cg(X) :3U ceU(f | (X\U)=1)}. Seld é ndo

trivial, entdo A(U) é um elemento de €.
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(b) Sejam A C Cp(X), n € w fixado e U,(A) == {f~'[I,]: f € A}. Se 0 € A, entdo U é

B-cobertura para X (possivelmente trivial).

Demonstragdo.

(a) Claramente, temos 0 ¢ A(U). Para B € Be e > 0, vamos obter f € A(U) tal que
f € (B,¢e)[0]. Por U ser B-cobertura, existe U € U que contém o compacto B; note que
como X & U, temos X \ U # (. Pelo Lema de Urysohn “Fraco”, existe uma fungio
f € Cp(X) satisfazendo f | B=0e f | (X \U) = 1, donde temos f € A(U)N(B,e)[0].

Portanto, 0 € A(U) \ AU).

(b) Por termos 0 € A, para B € B qualquer obtemos f € AN (B, ﬁ)[g], i.e., existe f € Atal
que f[B] C I, e, assim, B C f~![I,,], o qual € aberto devido a continuidade de f. Logo,

U, (A) é uma B-cobertura para X.

]

Note que se f € A é limitada, digamos que por n%l, entdo U,,(A) é uma B-cobertura trivial,
mesmo com f(z) # 0 paratodo x € X. Além disso, se B é a bornologia trivial, entdo o item
(a) do lema anterior € valido por vacuidade: neste caso ndo existem B-coberturas ndo triviais.
Mais geralmente, B = (X)) implica em x(Cg(X)) = ag(X) = RNy, de modo que Cy(X)
satisfaz trivialmente a condigdo de Fréchet (logo, Cz(X) tem tightness enumeravel), bem como
X satisfaz S1(Op, Op) (e, por conseguinte, [5(X) = Ng). Por tal motivo, assumiremos que B é

uma bornologia nio trivial e com base compacta pelo restante desta secao.
Teorema 2.3.2 (McCoy e Ntantu, [31], Teorema 4.7.1). t(Cg(X)) = I5(X).

Demonstragdo. Considere t(Cp(X)) = e tome U uma B-cobertura ndo trivial para X. Pelo
item @) do Lema a familia A(U) pertence a {2y, e a hipétese sobre o tightness nos permite
obter ' = {f, : @ < k} C A(U) com F € Qq. Para cada « < &, escolha um aberto U, € U
que “ateste” f, € A(U), i.e, fo | (X \Uy) = 1. Afirmamos que ' = {U, : a« < k} CUé
uma B-cobertura para X. Por 0 € F, para B € B qualquer existe o < & tal que f,, € (B, 1)[0]
e, consequentemente, B C U, € U’, caso contrario terfamos f,(x) = 1 para algum = € B pela

forma como tomamos U,. Temos assim [z(X) < t(Cp(X)).
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Assuma I5(X) = A e tome A C Cy(X) tal que 0 € A. Para cada n € w, vamos considerar
U, (A) como definido no item item (b)) do Lema[2.3.1] donde segue que U,(A) € Op para todo
n. Logo, pela hipétese sobre [5(X), para cada n existe A,, € [A]= tal que U,,(A,,) C U, (A) e

U, (Ay) é uma B-cobertura para X. Chamando A" = J, ., An, temos |A’| < A; mostraremos

1
no+1

que 0 € A’. De fato, para B € Be e > 0 quaisquer, existe ng € w com < € e, por
Uy, (A,,) ser uma B-cobertura para X, existe g € A, tal que B C g !'[I,,], donde temos

g € (B,e)[0] N A’. Portanto, t(Cs(X)) < Ip(X). O

No contexto da Cj-teoria, o teorema acima nos da ¢(Cy (X)) = lg(X) (McCoy, apud Koci-
nac [27]). Em particular, C(X) tem tightness enumerdvel se, e somente se, toda K-cobertura
de X tem K -subcobertura enumerdvel. Para a C)-teoria, o teorema acima se traduz na igualdade

t(Cy(X)) = l#(X) e, por meio do Teorema 2.1.3] obtemos o seguinte coroldrio:

Corolario 2.3.3 (Arhangel’skii, [4], Teorema I1.1.1). Para um espaco de Tychonoff X, tem-se
t(Cp(X)) = sup{l(X") : n € w}.

Em particular, t(C,(X)) = Ry se, e somente se, X" é um espago de Lindelof para todo n € w.

Como R € um espago de peso enumeravel, inferimos que R" tem peso enumeravel para todo
n € w, o que implica em [(R") = R,. Logo, pelo coroldrio acima, temos ¢(C,(R)) = RX,. Por
outro lado, ja que |R| > Ry, temos x(C,(R)) > N, e, por conseguinte, C,,(R) ndo satisfaz o
primeiro axioma de enumerabilidade.

No que concerne as propriedades de Fréchet e Fréchet estrito, veremos que ambas coincidem
para espacos da forma Cz(X) e, para isso, precisaremos de uma nova classe de B-coberturas
em X. Adaptando as defini¢cdes apresentadas em [9, 10, [14]], uma B-cobertura I/ infinita serd
chamada de yg-cobertura para X se para todo B € B existir /' € [U]<“ tal que B C U para
todo U € U\ F'; denotamos por I'5 o conjunto de todas as yg-coberturas abertas de X . Diremos
que X € um ~z-espaco se toda -cobertura ndo trivial de X admitir uma vz-subcobertura

enumeravel e, caso X satisfaca S; (O, I's), diremos que X é um ~yz-espaco estrito.

Lema 2.34. Se (W,) e, € uma sequéncia de B-coberturas de X, entdo existe uma sequéncia
(Up)new de B-coberturas de X tal que para cada n € w, Uy, 11 refina W, 11 e Uy, para todo

m < n.
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Demonstra¢do. Chame Uy = W, e, paracadan € wcomn > 1, definaldy,, 1 = {UNW :
UelU, N\W € W, 41} Supondo que U, seja B-cobertura, provemos que U, 1 € também uma
B-cobertura de X. Para isso, tome B € B; como tanto I/, quanto W,,,; sdo B-coberturas,
segue que existem U € U,, e W € W, taisque B C U e B C W, donde inferimos que
BCUNW € Upyq. Assim, U, .1 € uma B-cobertura para X. Por construgdo, U, refina

W1 € U, e, por inducdo, U, 1 refina W, 1 e U, paratodo m < n. O

Teorema 2.3.5 (McCoy e Ntantu, [31], Teorema 4.7.4; Caserta et al. [10], Corolério 2.10). Sdo

equivalentes:

(a) Cp(X) é um espago de Fréchet estrito;
(b) Cp(X) é um espago de Fréchet;

(c) X éum yg-espago;

(d) X é um ~yp-espaco estrito.

Demonstragdo. Ja vimos que (a) = (b) em geral. Mostraremos que (b) = (¢) = (d) = (a).

(b) = (c). Sejald € Op(X) ndo trivial. Pelo item (a) do Lema [2.3.1] temos A(U) € Qo
e, pela hipétese (), existe {f,, : n € w} C A(U) tal que f,, —7;, 0. Assim, para cada n € w,
basta tomar U,, € U satisfazendo f,, | X \ U, = 1 e observar que ' = {U,, : n € w} € I'.

(¢) = (d). Seja (W,,)ne, uma sequéncia de B-coberturas ndo triviais de X e tome (U, )new
uma sequéncia de B-coberturas (ndo triviais) como no lema anterior. Como a familia £ =
{X\{z} : € X} é uma B-cobertura nio trivial de X, decorre da hipétese (c) que existe uma
sequéncia (x,)ne, de elementos de X tal que £’ = {X \ {z,,} : n € w} € uma yz-cobertura de
X; note que podemos assumir xg, z1, ... dois a dois distintos.

Para cada n € w, chame U, = {U \ {z,} : U € U,,} e considere V = | J,___U),. Como no

new - mn
Lema [2.3.4] prova-se facilmente que V é uma B-cobertura ndo trivial de X. Assim, novamente
pela hipétese (c), existe V' = {V,, : n € w} C V tal que V' é uma yg-cobertura de X. Para
cada k € w, existe n; € w satisfazendo Vj, € U,, e, por conseguinte, Vi, = U, \ {7y, }, com
U,, € Up,,. Contudo, por U, refinar W,,, existe W,,, € W, talque V;, C U,, C W,,. Note

ainda que {n; : k € w} € infinito pois, para n € w, {zg,...,z,} = B € Be, como V' é
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B-cobertura, existe k € w com B C Vj, = U \ {z,, }, acarretando n; > n. Provemos que vale
S1(0%,'n).
Fixe ko = O e, para cada i € w, defina k;,1 = min{k : k > k; e ny, > ny, }; note que tanto

(ng, )icw quanto (k;);e,, sdo infinitas e crescentes. Sejam € w.
e Se m = ny, para algum ¢, faca Oy, = W, .

e Se m < ny, para algum ¢, entdo U, refina W,,, donde segue que existe W't e Wi,
comV, CU, C Wi, Assim, se m # ny, para todo ¢, faca O,, = W € W,., onde

N, € 0 menor ny, tal que m < ny,.

Afirmamos enfim que {O,, : n € w} € I'z. De fato, para B € B3, existe p € w tal que
B C V,, para todo k > p. Seja entdo kj, € w com k;, > p tal que Nk, > pse k; > kj,. Se

m 2 ng, entdo ha dois casos a considerar:
1. sem =ny,,entdo k; > kjy >pe BCV,, CW,, = Op;

. ~ Tk, .
2. se m # ny, para todo i, entdo Oy, = Wi, e g, = min{ny, : m < ny,} > ny, , donde

segue que B C V4, C W,Zkio =0,,.

Mostramos assim que {O,, : n € w} é uma 7z-cobertura de X, com O,, € W, como
queriamos.

(d) = (a). Queremos provar que Cp(X) satisfaz S; (€2, Xp). Para isso, tomamos (A, )new
tal que A,, € € para todo n € w, e fazemos U,,(A,) como no Lema Ha essencialmente
trés casos a considerar.

Caso 1: X & U,(A,) para todo n € w. Pelo item (b) do Lema[2.3.1] cada U,,(A,) ¢ uma
B-cobertura ndo trivial de X. Logo, pela hipétese (d), para cada n € w existe uma fungio
fn € A, tal que {f;'[I,,] : n € w} é uma yg-cobertura de X. E ficil ver que f,, = 0.

Caso 2: X ¢ U, (A,) apenas para finitos n € w. Neste caso, para cada n € w, escolhemos
fn € A, qualquer se X ¢ U,(A,) e, quando X € U,(A,), escolhemos f, € A, tal que
[ HI,) = X, donde segue que f,, —7; 0.

Caso 3: Cada um dos casos X € U,(A4,) e X & U,(A,,) ocorre para infinitos n € w. Basta

usarmos o Caso 1 para a sequéncia dos U,,(A,,) ndo triviais e o Caso 2 para a sequéncia dos

U, (Ay) triviais. O
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Vimos anteriormente que C,(R) ¢ um espaco de tightness enumeravel que nio satisfaz o
primeiro axioma de enumerabilidade. Mostraremos que este mesmo espaco também ndo € de
Fréchet, o que pelo teorema provado acima, atesta a falsidade das reciprocas de (2.3.4)). Para

F C Ren € w fixado chame de

1
Byr=| B2, e
P=U <‘”’(|F|+1)2n+1)’

zeF

e defina U, = {B} : F € [R]<“}, que claramente é uma w-cobertura aberta para R. Seja
B}, € U, paracadanefacald = {B} :n € w}. Afirmamos que U ndo cobre R. De fato, se

1 denota a medida de Lebesgue de R, observe que

00 () 1
< )< . <

n=0

enquanto ;(R) = +00. A posteriori, 0 mesmo argumento apresentado acima mostra que C’p(]R)

¢ contraexemplo para as reciprocas de x(y,Y) = Ng = S5;(£2,, Q) = t(y,Y) = Ro.

2.3.2 Variacoes seletivas de tightness em C(X)

Na subse¢@o anterior, mostramos que o tightness de C(X) coincide com o grau de B-
Lindelof de X. Essa relacao se mantém vélida quando analisamos as variacdes seletivas de tais

propriedades, assunto do qual trata esta subsecdo. Comegamos com o0 seguinte teorema:
Teorema 2.3.6 (Baseado nos Teoremas 2.3 e 2.5 de Caserta et al. [10]).

(a) Cp(X) satisfaz S yin (€0, o) se, e somente se, X satisfaz S 1in(Op, Op).

(b) Cp(X) satisfaz S1(€, Q) se, e somente se, X satisfaz S1(Op, Op).

Demonstragdo.

(a) (=). Suponha que X satisfaga S¢;,(Op, Op) e tome (A,,) e, com A, € Qp em Cp(X).
Fazendo U,,(A,) como no Lema para todo n temos U, (A,) € Og. Caso X € U,(A,)
para infinitos n, tome f, € A, para cada n atestando X € U, (A,) e note que {f, : n €

w} € y, donde segue que C(X) satisfaz S1 (€2, {2) e, por conseguinte, satisfaz S z;,, (€2, o).
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Desse modo, podemos assumir X ¢ U,,(A,,) para todo n e, assim, U,,(A,,) é uma B-cobertura
ndo trivial de X.

Pela hipétese de que X satisfaz Sy;,(Og, Op), existe uma sequéncia (F),)ne., com F,, €
[An]<“, tal que | J,,c, Uy (F),) é uma B-cobertura para X (que € ndo trivial). Afirmamos que
Unew Frn € . De fato, para uma vizinhanga (B, €)[0], fixe n € w com —< < ¢ e note que,
pelo Lema Upsp Um(Fin) € Op. Assim, existe m > n tal que B C f~'[I,,] para

alguma f € F,,, donde temos | J, . F,, € Q.

new

(a)(«<). Assuma que Cp(X) satisfaz S, (€2, ), € seja (Uy,)ne, uma sequéncia de B-
coberturas de X, que sem perda de generalidade podemos supor nido triviais. Novamente o
Lema[2.3.1]nos garante que A(U,) € € para cada n € w. Como vale Sy, (€, ), podemos
obter uma sequéncia (F,),e,, com F,, € [AU,)]<, tal que |, Fn € €. Para cada n,

V, € OB.

new

escolha V,, € [U,]<“ atestando F), € [A(U,)]<“. E ficil ver que |J

new

Os mesmos argumentos utilizados acima provam (b), mutatis mutandis. O]

Em particular, chamando de Qg = {A C C-(X") : 0, € A\ A}, onde 0, : X" - Réa
funcao nula, segue do teorema acima e do Teorema que

Cp(X) satisfaz S1(S20, Q) < Cpn(X") satisfaz 51 (€2 , €2y ) paratodon € w;  (2.3.5)

bem como a equivaléncia andloga para a variagdo S ¢;y,.

O teorema anterior se traduz nos seguintes coroldrios para o contexto da Cj-teoria.

Corolario 2.3.7 (Shou Lin et al., apud Koc¢inac [27]). Cy(X) satisfaz Sin (€0, $2) se, e so-
mente se, X satisfaz S, (IC, IC).

Corolario 2.3.8 (KocCinac, [27], Teorema 2.2). Cy(X) satisfaz S1(€, ) se, e somente se, X
satisfaz Sq(IC, IC).

Ao fazermos B = F no teorema acima, obtemos por meio do Teorema as seguintes

tradugdes para a topologia da convergéncia pontual:

Corolario 2.3.9 (Sakai, [38]). Sdo equivalentes:

12 Aqui utilizamos a suposigdo de ndo trivialidade das B-coberturas.



80 Capitulo 2 — Tépicos de C,-Teoria e Cy-Teoria

(a) X satisfaz S1(2,Q);

(b) X™ é de Rothberger para todo m € w;

(c¢) Cp(X) satisfaz S1(o, Qo).

Corolario 2.3.10 (Arhangel’skii@ [4], Teorema I1.2.2). Sdo equivalentes:
(a) X satisfaz Syin (€2, 2);

(b) X™ é de Menger para todo m € w;

(c) Cp(X) satisfaz S fin (€20, Qo).

No que segue, a proxima notacao serd bastante ttil. Para + e 1 ordinais, denotaremos por
(Ap:a<y) (Be:&<n) = (Co:a<y+n), (2.3.6)

a sequéncia de comprimento v + 7, onde C,, = A, se a < 7, e C,ye = Bese £ < 1. Ana-
lisaremos as variacdes via jogos seletivos das propriedades estudadas acima, no que concerne
a existéncia de estratégias vencedoras para os jogadores I e II nos jogos do tipo G; € Gyi,,. A
principio, vamos nos preocupar com a situa¢do do jogador II.

Observe que se o jogador II tem estratégia vencedora em G§(Op, Op) para algum ordinal
«a > w, entdo para qualquer ordinal 5 > « existe uma estratégia vencedora para o jogador Il em
Gf (Op, Op): intuitivamente, o jogador II sabe como vencer jogando por apenas « turnos, de
modo que nas demais rodadas ele pode jogar “aleatoriamente”. E claro que a mesma observagio
¢ vilida para os jogos da forma Gy;,,.

Note que existe um ordinal o para o qual Il T G§(Og, Op) e 1 T G$,,,(Op, Op): basta tomar,
por exemplo, a = |B| pois, se B = {B, : 7 < a}, entdo no y-ésimo turno do jogo, o jogador II
responde ao lance U, € Op do jogador I escolhendo U € U, tal que B, C U.

Assim, adaptando a definicdo dada por Scheepers em [41], podemos considerar os invarian-

tes topoldgicos

tpy (Op(X)) := min{a = II 1 G (O5(X), O5(X))}, (2.3.7)

BPara (b) < (c).



2.3 Variagdes em tightness de C(X) 81

tpin(O5(X)) := min{a : 1 1 G, (Os(X), Op(X))}. (2.3.8)

Veremos que tais ordinais sdo aditivamente indecomponiveis, 0 que permitird obter estra-
tégias vencedoras para o jogador II com propriedades adicionais. Dizemos que um ordinal
« € aditivamente indecomponivel (indecomposable ordinal) se para quaisquer v, < « valer
v+4d < a. Os ordinais 0 e w sdo os exemplos triviais de ordinais aditivamente indecomponiveis;
no Capitulo 9 de [28], os autores apresentam uma demonstracdo detalhada de que os ordinais
com tal propriedade sdao exatamente aqueles da forma w®, para todo ordinal o (somente aqui, tal
notacdo indica exponenciacdo de ordinais); em particular, se AU B = «, onde « € aditivamente

indecomponivel, entdo A ou B tem tipo de ordem «.

Lema 2.3.11. Se um ordinal o« > w é aditivamente indecomponivel, entdo existe uma familia

Y ={Y; :i < cof(a)} satisfazendo:
(a) Y é uma familia de subconjuntos de o dois-a-dois disjuntos;

(b) para cadai < cof(«), Y; tem tipo de ordem o;

(c) a=UY;
(d) {minY; : i < cof(a)} € cofinal em a.

Em [41], Scheepers enuncia (sem demonstrar) o lema acima, e o utiliza em [40] para rela-
cionar estratégias para o jogador II no jogo G§(€2,€2) em X e no jogo G (£, ) em C,(X).
Tal recurso técnico ¢ utilizado para obter um tipo de generalizagdo do Lema [2.1.T] — para o
caso em que a = w, tanto o lema acima quanto o préximo nao sao necessarios (cf. Observacao
[2.3.14). Como utilizaremos tal resultado somente para ordinais enumerdveis (Teorema [2.3.13),
vamos apresentar o esbo¢o de uma demonstracio para o Lema acima valida para esta classe de

ordinais:

Esbog¢o da Demonstragdo do Lema[2.3.11] Paraum ordinal aditivamente indecomponivel o enu-
merdavel, temos cof (o) = V. Seja f : @« — « uma fungio injetora que preserva ordem tal que

f(0) > 0ea)\ fla] tenha tipo de ordem . Defina Yy = o\ f[a] e, chamando por f**! = fo f»
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para cadan € w, defina V11 = a\ (f""'[e] U, Y;) (acondigdo f(0) > 0 garante que os

minimos de Y; sejam cofinais em «). [

Teorema 2.3.12 (Adaptado do Teorema 4 [41] e das Proposicdes 17 e 19 [40] de Scheepers).
Sejam X um espago topoldgico (ndo necessariamente de Tychonoff) e B uma bornologia em X

(ndo necessariamente com base compacta).
(a) tp,(Op(X)) é aditivamente indecomponivel.
(b) tp;;,(O5(X)) € aditivamente indecomponivel.

(c) Se tp1(Op(X)) = «, entdo existe uma estratégia vencedora p para o jogador Il em
G(Og, Op) com a seguinte propriedade: se ((U,,U,) : v < «) é uma partida jogada

em p, entdo para todo v < a temos {Ug : v < { < a} € Op.

(d) Se tps;,,(Op(X)) = «, entdo existe uma estratégia vencedora p para o jogador Il em
fin
G%,,(Op, Op) com a seguinte propriedade: se (U, V,) : v < ) é uma partida jogada em

p, entdo para todo v < « temos | Ve € Op.

y<é<a

Demonstragdo.

(a) Sejam 7,8 < tp,(Op(X)) e ® uma estratégia para o jogador Il em G]™°(Og, Op).
Claramente, ® induz uma estratégia ;. para o jogador Il em G] (Og, Op), por meio da restricao
do dominio de ®. Como v < tp,(Op(X)), segue que 1 ndo é vencedora para o jogador I em
G](Op,0g). Logo, existe uma partida Py = ((Vg, Ve) : £ < 7) jogada em p e vencida pelo
jogador L, isto &, tal que Vo = {V; : € < v} & Opg. Isso nos permite obter B, € B que ndo é
coberto por qualquer elemento de V.

Definamos entdo uma estratégia o para o jogador Il em GS(Op, Op) da seguinte maneira:
para uma sequéncia (U, : n < B) € (Op)<%, a((Uy, :n < B)) = ®((Ve : £ <) Uy :m < B)),
que estd bem definido pois (V: : £ < v)" (U, : n < B) € (O)<7. Como § < tp;(Op(X)),
decorre que o ndo € vencedora para o jogador II e, por conseguinte, existe uma partida P, =
(W, V]):v<d)comV, ={V]:v <} & Ope, assim, existe By € B que ndo & coberto por

qualquer elemento de V.
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Note entdo que (W3, W3) : f < v+ 9) = Py~ P é uma partida jogada em ® que ¢é vencida
pelo jogador I, pois nenhum aberto de V = {Wp : § < v+ 0} = VUV, recobre By U B; € 5.
Logo, v+ ¢ < tp;(Op(X)). De maneira inteiramente analoga se prova a validade de (b).

(c). Pela parte (a), segue que tp, (Op(X)) = « é aditivamente indecomponivel. Isso nos
permite obter uma familia Y como no Lema Assim, se p € uma estratégia vencedora
para o jogador II em G§(Op(X), Op(X)), defina p da seguinte maneira: para (U, : 7 < ) €
(Op)~,

p(Uy 7y <B))=p(Uy :y<BAYEY)))se €Y

note que p estd bem definida pois os Y;’s sdo dois-a-dois disjuntos. Afirmamos que p satisfaz
a condigdo imposta. De fato, seja uma partida (U, Ue) : £ < «) jogada em p e fixe v < a.
Escolha i < cof(a) com v < minY;. Assim, Y; C (v, «) e, como Y; tem tipo de ordem « e
p essencialmente restringe /v a cada parti¢do Y;, segue que ((Ue, Ug) : € € Y;) é uma partida
jogada em /i, donde inferimos que {U; : £ € Y;} é uma B-cobertura para X e, por conseguinte,
{Ue : v < £ < a} também é uma B-cobertura, como queriamos. A argumentacdo para (d)

pode ser feita de maneira anéloga. [
Teorema 2.3.13. Seja o« > w um ordinal enumerdvel.

(a) 11T G (Qp, Q) se, e somente se, II T G (Op, Op).

(b) 1 G$;,(Q0, ) se, e somente se, 11 G$;,,(Op, Op).

Demonstrag¢do. Dada a similaridade entre (a) e (b), provaremos apenas (a).

Suponha que exista estratégia vencedora para o jogador II no jogo G{(Og,Op). Vamos
mostrar que o jogador II tem estratégia vencedora no jogo G (g, €), onde A = tp, (Op(X)) <
«a. Disto seguird que o jogador II tem estratégia vencedora no jogo G§(€2, {29) — basta que o
jogador II jogue “aleatoriamente” nas rodadas > A, como ja observamos.

Seja ® uma estratégia vencedora para o jogador Il em G} (Op, Op), € suponha que ® tenha
a propriedade (c¢) do teorema anterior. Como « é enumerdvel, temos A enumeravel e, por
conseguinte, cof (\) < w, e entdo existe uma sequéncia (&, ),c. estritamente crescente e cofinal

em \. Para cada § < \ associamos o nimero ng € w, onde ng = min{m : &, < 8 < &1}
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Para quaisquer n € w e A € € consideramos a familia ¢4,(A) como no Lema[2.3.1| que é uma

B-cobertura para X (possivelmente trivial).

Vamos definir uma estratégia 1 para o jogador Il no jogo G7 (€2, g) em C(X) da seguinte
maneira: para uma sequéncia (A, : v < 3) € Q5*, fazemos 1((A, : v < f)) = f € Ap, onde
f satisfaz:

S ) = @((Un, (A) 17 < B)). (2.3.9)

O Lema[2.3.T garante que 7 estd bem definida. Veremos que 7 é vencedora.

Seja uma partida P = ((Ag, f5) : f < A) jogada em 1 e chame Uy = fﬁ_l[lnﬁ] para cada
B < A. Pelo modo como tomamos 7, segue que ((Uy,;(Ag),Up) : B < ) € uma partida do
jogo G} (Og, Op) jogada em ® e, como € estratégia vencedora para o jogador II nesse jogo,
inferimos que {Us : < A} € Og. Além disso, pela suposicdo feita sobre @, para qualquer
v < Atemos {Us : v < B < A} € Op. Afirmamos que {f5 : 5 < A\} € Q. De fato, para
B € Be e > 0 quaisquer, existe v < \ tal que ﬁ < e. Como {Up : v < B < A} é uma
B-cobertura para X, segue que B C Uy = fﬂ’l[Inﬁ], para algum v < § < A. Enfim, como

n, < ng, temos fz € (B,¢)[0] e, assim, {fz: B < A} € Q.

Observacao 2.3.14. Para o = w, as observagdes sobre ordinais aditivamente indecomponiveis
ndo sdo necessdrias, pois podemos usar o Lema [2.1.1] Primeiramente, afirmamos que ndo hd
perda de generalidade em supor que X ¢ U, (A,) para todo n, onde A, é um lance qualquer
do jogador I na n-ésima rodada de uma partida do jogo G; (2o, §2y). De fato, se P € a estratégia
vencedora do jogador I em G;(Opg, Op), podemos definir a estratégia 7 para o jogador II em
G1(Q0, Q) fazendo n((Ao,...,A,)) = f, onde f € A, € tal que f~'[I,] = X caso tal f
exista, ou f € A, satisfaz f[[,] = ®(U;j(A4;) : j < neX & U;j(A;))) caso contrério
— intuitivamente, 7 utiliza ¢ somente quando os lances do jogador I ndo induzem coberturas
triviais. Claramente, tal estratégia reduz nossa andlise aos casos em que P = ((4,, fn) : 1 € w)
¢ uma partida jogada em 1 na qual X € U,(A,) ocorre somente finitas vezes, mas, em tais
situagdes, P’ = ((An, fu) :n € we X & U,(A,)) corresponde a uma partida jogada em 7, o
que prova a afirmagfo. Enfim, tendo X ¢ U,,(A,,) para todo n € w e chamando f,![I,] = U,,

temos ((U,(An),U,) : n € w) uma partida em G;(Og, Op) jogada em ® e, por conseguinte,
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vencida pelo jogador II. Isso implica que {U, : n € w} é uma B-cobertura ndo trivial para X e

dai, usando o Lema como fizemos no Teorema[2.3.6} segue que { f,, : n € w} € Q.

Voltemos para a demonstra¢do do Teorema.
Reciprocamente, seja 1) uma estratégia vencedora para o jogador II no jogo G$(€2, ).
Para U € Og ndo trivial, o Lema nos diz que A(U) € Qy. Com isso, vamos definir uma

estratégia p para o jogador II no jogo G§(Op, Op) da seguinte maneira:

e se (U, : v < /) é uma sequéncia de comprimento 5+ 1 < « de B-coberturas ndo triviais,

tazemos p((U, : v <)) =U € U, onde U étal que Y((AU,) : v < B)) [ X\U =1,

e para toda cobertura &/ € Op que contém X, fazemos o((U, : v < B)"(U)) = X, para

qualquer sequéncia (U, : v < ) € O5%;
e nos demais casos, o((U, : v < [3)) € Uz é um elemento arbitrario de Uj.

O fato de 1 ser uma estratégia para o jogador I no jogo G§(€2, 29) e 0 Lema garantem
que p é uma estratégia para o jogador II no jogo G§(Op, Op). Veremos que p é vencedora.

Seja ((Us, Ug) : B < ) uma partida jogada em p. Pela forma como definimos p, podemos
supor que os lances Uy do jogador I sdo B-coberturas nao triviais, donde segue que A(U3) € g
para todo < «. Ainda pela defini¢do de p, para cada § < « existe f3 € A(Upz) satisfazendo
fs I X\ Uz =1, tal que ((A(Us), fz) : B < «) é uma partida jogada em ¢). Como ) € uma

estratégia vencedora, temos { f5 : § < a} € )y, eisso acarreta {Us : § < a} € Opg. O
As implicagdes do teorema acima para C),-teoria e Cj-teoria seguem nos coroldrios abaixo:

Corolario 2.3.15 (Scheepers, [40], Teorema 23). Seja o« > w um ordinal enumerdvel.

(a) II1T G (€, Qo) em C,(X) se, e somente se, II T Gf(£2, Q).

(b) 11T G$,,(Q0, Qo) em Cp(X) se, e somente se, 111 G, (€2, Q2).

Corolario 2.3.16. Seja o > w um ordinal enumerdvel.

(a) 11T G(Q, Qo) em C(X) se, e somente se, I1 T G (IC, K).

(b) 11T G%,,(Q0, Qo) em Cr(X) se, e somente se, I T G3,,,(IC, K).
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No que concerne ao jogador I, algumas caracterizagdes andlogas sao conhecidas para C),(X).

Em [39], Scheepers apresenta os seguintes resultados:
Teorema 2.3.17 (Scheepers, [39], Teoremas 11 e 13). Seja X um espaco de Tychonoff.

(a) As seguintes afirmagoes sdo equivalentes:

(1) C,(X) satisfaz S1(, o),
(2) 17 G1(Q, o) em Cp(X);
(3) 17 G1(Q,Q) em X;
(4) X satisfaz S1(S2,2).
(b) As seguintes afirmacoes sdo equivalentes:
(1) C,(X) satisfaz S tin (o, ),
(2) I?Gfln(Qg, QQ) em Cp<X),
(3) 1Y Gyin(2,2) em X;
(4) X satisfaz Sy, (€2, ).

Em vista do que j& provamos, os resultados acima suscitam a seguinte questao:

Questio 2.3.1. Vale algo andlogo ao Teorema|2.3.17|para K e Cx(X) ou, mais geralmente, para
O[g € CB (X)(’

Ainda nao conseguimos resultados na direcdo “S; = I} G;”, contudo, como no Teorema
2.3.13]| relacionamos as estratégias do jogador I em G, (Og, Op) e G (£, £2) (bem como para

a variacdo Gy;,,), no seguinte:
Teorema 2.3.18.
(a) 11 G1(Op, Op) se, e somente se, [T Gy (€, o) em C(X).

(b) I1 Gyin(Op, Op) se, e somente se, I T G, (S, Qo) em C(X).
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Demonstra¢do. Novamente, como (a) e (b) sdo andlogos, provaremos somente o item (a).

Sejam 7 a topologia de X e p uma estratégia vencedora para o jogador I em G;(Og, Op).
Para uma B-cobertura U/ nio trivial, o Lemaimplica que A(U) € Q. Como p é vencedora
para o jogador I em G, (Opg, Op), p ndo “escolhe” coberturas triviais como lances para o jogador
I. Vamos obter uma estratégia x para o jogador I em G; (£, €2).

Defina () = A(p(D)) e note que para qualquer f € A(p(()) escolhida pelo jogador
I deve existir Uy € p(0) tal que f | X \ Uy = 1. Paran > 1, sejam uma sequéncia
(fos-- s fao1) € Ca(X)" e (Uy,...,U,—1) € T" tais que

o U, €p((Uy,...,Upn_1)) paratodom <n—1le

e fu | X\ U, = 1paratodom < n—1,1ie., fi, € A(p((Uy,...,Un_1))) para todo

m<n-—1;

nessas condi¢oes, fazemos u((fo, ..., fn_1)) = A(p((Uy,...,U,—_1))). Para as sequéncias s
que ndo satisfazem as condigdes acima, j(s) serd irrelevante para o jogo, pois tais sequéncias
ndo representam respostas legais para o jogador II. Veremos que o jogador I sempre vence em
G1(€p, Q) com a estratégia /..

Seja ((Ay, fn) : n € w) uma partida jogada em p. Temos assim fo € Ag = A(p(D)) e Uy €
p(0) taisque fo [ X\Up =1, f1 € A1 = A(p((Up))) e Uy € p((Uy)) taisque f1 [ X\U; = 1e,
mais geralmente paran > 1, f, € A, = A(p((Uo,...,Un-1))) e U, € p((Uy,...,U,_1)) tais
que f, [ X \ U, = 1, donde segue que ((p((Uy, : m < n)),U,) : n € w) é uma partida do jogo
G1(Og, Op) jogada em p. Logo, {U, : n € w} & Op, 0que nos dd B € Btal que B ¢ U, para
todo n, e disso decorre que (B, 1)[0] N {f, : n € w} = (), mostrando que {f,, : n € w} & .

Reciprocamente, considere 1) uma estratégia vencedora para o jogador I em G (€2, €2y) em
Cp(X). Paracada A € 0y e n € w, vamos considerar a B-cobertura U,,(A), como no Lema
Chamaremos uma sequéncia finita P = ((4,, f.) : n < m) de inicio de partida jogada
em ¢ (de comprimento m) se f, € A, = ¥((f; : j < n)) para todo n < m. Para dois inicios
de partida Fy e P, de comprimentos m € my, respectivamente, diremos que P; estende F; se
mo < my e Py | myg = F,. Para obtermos uma estratégia vencedora ¢ para o jogador I em

G1(Og, Op), provamos primeiramente a seguinte:
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Afirmacio 2.3.19. Seja m € w qualquer. Se P' = ((A,, f.) : n < m) é um inicio de partida
Jjogada em 1), entdo para algum p > m existe um inicio de partida P = ((A,, f,) :n <p+1)
que estende P’ tal que X & U,(A,).

Demonstragdo da Afirmagdo. Ora, se nao for este o caso, entdo para todo £ > m o jogador
IT escolhe g, € Ay tal que gk_l[fk] = X, onde Ay é o k-ésimo lance do jogador I. Assim,

{gn : n € w} € Qy, pois, para (B, ¢)[0] uma vizinhanga de 0, basta tomar n > m satisfazendo

1

— < € enotar que g, € (B,¢)[0], pois g, ' [I,] = X. O

Pela afirmaco, existe Py = ((Aon, fon) : m < po + 1) um inicio de partida jogada em
¥ que estende P; = () com py > 0 tal que X & U,,(Aoyp,). Defina ®(0) = Uy, (Aop,). Se
Vo € ®(0) é a resposta do jogador Il em G;(Op, Op) em X, entdo existe gy € Ag,, tal que
Jo 1[Ip0] =V # X. Novamente, pela afirmagdo existe um inicio de partida P, = ((Ay,, fin)
n < p; + 1) jogado em 1 que estende o inicio de partida P{ = Fp [ po”~ ((Aop,, go)) € satisfaz
X € U, (A1,,) para algum p; > po + 1. Definimos ®((Vy)) = Uy, (A1 p,)-

Procedendo indutivamente, isto define uma estratégia ¢ para o jogador Iem G; (O, Op) em
X. Note que se R = ((V,,, V,,) : n € w) é uma partida jogada em P, entdo existe uma sequéncia
estritamente crescente (p, : n € w) de niimeros naturais e uma sequéncia (P, : m € w) de
inicios de partidas jogadas em ¢, onde P, = ((An, finn) : 7 < ppm + 1), tais que, para todo

n € w:

1. P, estende P, | p,;

2.V, = fn_—l}l,pn [1,,] # X (note que A, ,, = Ant1p, € (Ansip,s fotipn) € Pot1)s
3. Vi, =U,,(Anp,) é ndo trivial.

Observe que para a partida 12 corresponde uma partida P jogada em 1): para cada j,n € w
considere (C}, h;) = (A, ;, fn;) sempre que j < p, e faca P = ((C},h;) : j € w); P é uma
partida jogada em ¢ devido a condigdo (1). Assim, se ocorresse V = {V,, : n € w} € Og,
entdo ) seria uma B-cobertura nio trivial e, desse modo, {V}, : m > n} € Op para qualquer

n € w (¢f. Lema[2.1.1). Isso implicaria em {f,11,, : n € w} € Qp: dada uma vizinhanca

1
pn+1

(B,e)[0] de 0, tome n € w satisfazendo < e enote que {V,,, : m > n} é uma B-

-1

cobertura; logo, existe m > n tal que B C V,,, = fo 4,

[1,,.] e, por conseguinte, para
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1 < 1

todo r € B, |fm+1,pm($)| D RS—— |

< &, mostrando que f,11,, € (B,€)[0]. Como
{fm+1pm :m € w} C {h, : n € w}, apartida P seria vencida pelo jogador II em G; (€2, €2),

absurdo. O]

2.3.3 O tightness de Cz(X) e a operacao produto

De acordo com Arhangel’skii em [3]], dizemos que um espaco topoldgico X € produtiva-
mente de tightness menor do que ou igual a x em z € X (ou simplesmente produtivamente
k-tight em 1) se para todo espaco Y com t(Y) < k valer t((x,y),X x Y) < k para todo
y € Y, que abreviamos por k € Sp(z, X). Quando tal condicao for satisfeita para todo = € X,
diremos que X é um espaco produtivamente r-tight, que indicamos por k € Sp(X).

Em [3], Arhangel’skii deu uma caracterizacao “interna” para um espago topoldgico X ser
produtivamente de tightness menor do que ou igual a x, por meio da no¢do de familias singu-
lares. Uma colec¢do P de familias de subconjuntos de X € r-singular em x caso satisfaca as

seguintes condigdes:

(a) paratodo ¢ € P existe A(€) € ¢ tal que |A(€)] < w]™

(b) se & € P, entdo & tem p.i.f. (se F' € []<, entdo (| F # 0);

(c) se V' € uma vizinhanga de x entdo existem ¢ € Pe A € { taisque A C V.

(d) para toda subcolegdo & C P com |E| < k, podemos escolher A(&) € £ para cada & € £ tais
que z & Ugeg A(f)

Se existir uma familia x-singular em = € X, diremos que X € um espaco ~-singular em
x e, se tal condicao for vdlida para todo z € X, diremos simplesmente que X € um espaco

k~-singular.

Teorema 2.3.20 (Arhangel’skii, [3], Teorema 3.5). Sejam X um espaco topolégico, x € X e k

um cardinal transfinito. k ¢ Sp(x, X) se, e somente se, existe uma familia k-singular em x.

Demonstragdo. Provaremos este teorema na Segao[2.4.3] O

“Note que a condigio (a) é claramente equivalente & exigéncia (a)’: para todo ¢ € P tem-se |A| < x para todo

Ack.
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Nesta subsecao, vamos obter condi¢des necessdrias e suficientes para Cz(.X) ser produtiva-
mente x-tight. Em particular, mostraremos que tal condi¢do se traduz como uma propriedade
de recobrimento em X com relagdo a bornologia 5.

Chamemos de 7 a topologia de X e tomemos um cardinal x > N,. Denotamos por X, o

espago topoldgico (X, 7, ), onde
o= {(\U:U € [7]*}; (2.3.10)

o espaco X,; é a k-modificacdo de X, e os elementos de 7, sdo chamados de conjuntos G,
de X. Em particular, para k = N, denotamos Xy, = X; € chamamos os elementos de 7y, de
conjuntos Gj.

Essencialmente, 7,; € a topologia em X obtida ao declararmos como abertos todas as inter-
secOes de até x abertos da topologia original. Além disso, como B € uma bornologia em X,
entdo B é ainda uma bornologia em X, pois X, = (X, 7,). Assim, faz sentido denotarmos
por 5(X,) o menor cardinal transfinito A tal que para toda B-cobertura I/ de X, (composta por
T.-abertos) existe U’ € [4]=* uma B-subcobertura para X,.

Ainda em [3]], Arhangel’skii também caracterizou Sp(z, X') em termos do tightness de x em
qualquer compactificacdo Hausdorff de X. Por meio de tal resultado, Uspenskii caracterizou

completamente Sp(C, (X)), no seguinte teorema:

Teorema 2.3.21 (Uspenskii, [48]], Teorema 1). Para um espago de Tychonoff X, . € Sp(C,(X))

se, e somente se, [(X,) < K.

Por meio do Teorema [2.3.20} generalizamod™| o teorema acima evitando o argumento via

compactificag¢do utilizado por Uspenskii.

Teorema 2.3.22. Para um espaco de Tychonoff X munido de uma bornologia B com base

compacta, k € Sp(Cp(X)) se, e somente se, Ig(X,) < K.

Demonstracdo. Seja U uma B-cobertura para X composta por conjuntos G, de X que ndo

admite B-subcobertura de cardinalidade menor do que ou igual a x. Vamos mostrar que x &

15 Agradecemos ao professor Angelo Bella pelas sugestdes que permitiram provar a versio geral da “ida” no
Teorema 2.3.22] isto é, k € Sp(Cr(X)) = Ig(X.) < k; originalmente tinhamos apenas x € Sp(Cg(X)) =
18(Xs) < k.
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Sp(Cp(X)). Como Cp(X) é homogéneo, pelo Teoremal[2.3.20|¢é equivalente provar que Ci(X)
¢ k-singular em 0.

Paracada B € B, existe U € U talque B C Ue U = (\C(U), onde C(U) é uma colegio de
abertos de X com |C(U)| < k. Sem perda de generalidade, podemos supor que C(U) é fechado
por interse¢des finitas. Como X é um espago de Tychonoff, para cada C' € C(U) existe uma

funcio fp o € Cp(X) satisfazendo fpc | B=0¢ fpc | (X \ C) = 1. Agora, definimos os

conjuntos:
o Aguc={feyv:VeCU)ANV CC};
o Ay ={Apuc:CeCU)}e
o ?={Apy :BeEBANUEUNBCU}L

Afirmamos que & € uma familia x-singular em 0. Verificamos a seguir as condi¢des da

defini¢do de familia x-singular:

(a) Pela construcdo, cada membro de Ap 1y tem cardinalidade < k.

b)Se BCUecUeCy,...,C, € CU), entio C = ()., C; € C(U) e, pelo modo como

i<n

tomamos as cole¢des, temos fp o € [, Ap,,c;» donde segue que Apg ;; tem p.i.f.

(c) Se (B,¢)[0] é uma vizinhanga de 0, entdo existe U € U com B C U, o que nos permite

inferir que Ap o C (B, ¢)[0] para todo C' € C(U).

(d) Finalmente, seja {Ap, v, : @ < k} C Z. Pela suposicio feita acerca de U, segue
que {U, : a < Kk} ndo é uma B-cobertura para X,, e entdo existe B € B satisfa-
zendo B ¢ U, para todo a < k. Como U, = [(C(U,), existe C,, € C(U,) tal que

B\ C, # () e, pelo modo como as fung¢des fp ¢ foram tomadas, decorre que cada elemento

1

de Ap, v,.c. assume valor 1 em algum ponto de 5. Logo, a vizinhanga (B3, 5)[0] atesta que

0 ¢ U{AB.v..c. : @ < k}. Portanto, & é k-singular em 0.

Reciprocamente, assuma [3(X,;) < k. Provaremos que Cz(X) ndo é x-singular em 0. Para
tanto, seja P = { A, }acs uma colegio de subconjuntos de X satisfazendo as condig¢des (a)’, (b)

e (¢) da defini¢do de familia x-singular. Vamos mostrar que a condi¢do (d) ndo € satisfeita.
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Para cada « € I, A € A, e n € w, considere o conjunto Uy, = {f'[L.]: f € A},
e faca 4, = {(\Uan : a« € [ e A € A,}. Afirmamos que i, é uma B-cobertura para X
composta por conjuntos GG,, de X. De fato, dado B € B3, temos (B, n%l) [0] uma vizinhanca de
0 e, pela condi¢do (c), segue que existem o € [ e A € A, (JA| < & pela condi¢do (a)’) com
A C (B, n+r1) 0], logo U4 ,, tem cardinalidade no maximo x e B C (\Ua .

Pela hipétese, cada 4L, tem uma B-subcobertura !, = {U,,, : A < x}. Note que para cada
A < Kk en € wpodemos escolher ay,, € I e Cyp € Ay, com Uy, = (Uc, , n- Afirmamos
que {A.,, : A < K,n € w} atesta a ndo validade de (d). De fato, paracada A\ < ken € w
escolha Ay, € A,, . Considere (B, ¢)[0] uma vizinhanga de 0 e fixe n € w com 15 < &. Por
i ser uma B-subcobertura, existe Uy, com B C U, ,. Logo, C,,, C (B,¢)[0], o que acarreta

Ay N (B, ¢e)[0] # 0, pois Ay, N Cy,, # 0 pela condi¢do (b) da p.i.f. Isto encerra a prova. [

Do Teorema [2.3.21] de Uspenskii e do teorema acima para B = F, obtemos uma demons-

tracdo alternativa para

I7(X,) <k & l(Xg) <k (2.3.11)
Além disso, para k = N, temos:

Corolario 2.3.23. Sejam X um espaco de Tychonoff e B uma bornologia com base compacta

em X. Vg € Sp(Cp(X)) se, e somente se, I5(Xs5) = Ny.

Em particular, pelo Corolério (cf. Subsecdo|2.4.3), segue que x(Cp(X)) € Sp(Cp(X)).
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2.4 Apéndice do Capitulo

2.4.1 Diagramas
(1) Funcgdes Cardinais
O diagrama abaixo resume as relagdes entre as fungdes cardinais que estudamos nesse ca-

pitulo. Abaixo, consideramos X um espaco de Tychonoff munido de uma bornologia B com

base compacta. As notagdes o« — [ e o — f indicam § < a e a = 3, respectivamente.

ap(X) - iw(X) ———— ag(X) - nwp(X) w(Cp(X))

w(X)
X(X) nwp(X) nw(Cp(X))

wp(X) c(Cp(X))
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(2) Variagdes em tightness

No diagrama seguinte, a notacdo A — B significa que “A implica B conforme provamos na
Proposi¢do (Lema, Teorema, Observagdo etc.) de niimero n’EI, para X espaco de Tychonoff e

B bornologia com base compacta em X.

23.6(b)
Sl(ng QQ) Sl(OBa OB)

\ 2.3.18(a) /

1Y G1(, Q) «———— 1Y G1(05,05)

» #
L1 G (2, ) 11 G1(Os, Op)
* ES * *
53.13(a)
111 Gyin(Q0, Q) & 111 Gyin(O5,05)
* *
1Y Gyin (€, o) 1Y Gfin(O5,Op)

/ E3.6(a) \

Srin($20,0) Stin(Os,Op)
32 a)
HCB(X)) = Ro EE I5(X) =Ny
€39
Cp(X) éum T

espaco de Fréchet

! T

Cp(X) éum

T X é um ~yp-espaco

espago de Fréchet

estrito
m /

MCs(X0) =8 — 22

estrito

=N
|z o |
Ry € Sp(Cs(X)) I5(Xs) =No

1605 simbolos * e 1 correspondem 2 cadeia de implicacdes (1.4.3) na Segéoe ao Teorema[2.3.5| respectiva-
mente.

X € um yp-espago
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2.4.2 Convergéncia uniforme forte — o caso métrico

Em [6], Beer e Levi definem uma topologia em Y~ por meio de uma bornologia em X, para
X e Y métricos, que generaliza (para esta classe de espagos) a topologia 75 estudada ao longo
deste capitulo. Esse foi o primeiro material no qual encontramos a abordagem por bornologias
utilizada neste trabalho.

Os autores consideram como entourages basicas sobre Y X os conjuntos da forma
[B,e]* :=={(f,9) e Y* x V¥ :36 > 0(Va € B(p(f(),g(x)) <))}, (2.4.1)

com B € Beec > 0, onde B é uma bornologia sobre X com base fechada. A topologia gerada
a partir dessa uniformidade € chamada de topologia da convergéncia uniforme forte em 15, e
denotada por 7. O nome dado a tal topologia se deve ao fato de que ela “preserva” um certo
tipo de continuidade forte.

Para (X, d) e (Y, p) espagos métricos, dizemos que uma func¢do f : X — Y é fortemente
uniformemente continua em B C X (strongly uniformly continuous) se para todo £ > 0
existe § > 0 tal que p(f(x), f(y)) < & sempre que d(z,y) < § e {z,y} C B°. Quando f é
fortemente uniformemente continua em B, para todo elemento B de uma familia B, dizemos
que f é fortemente uniformemente continua em 5. Denotamos por C(X,Y") o conjunto de
todas as funcdes de X em Y fortemente uniformemente continuas em B.

Considerando entdo a topologia 75 da convergéncia uniforme em B — exatamente a mesma

que estudamos —, prova-se a seguinte proposicao:

Proposicio 2.4.1 (Beer e Levi, [6], Proposi¢oes 6.3 e 6.5). Sejam (X, d), (Y, p) espagcos métri-

cos e B uma bornologia de base fechada em X. Entdo
(a) C3(X,Y) é fechado em (Y, T5).
(b) T =Tpem CE(X,Y);

Corolario 2.4.2 (Beer e Levi, [6], Teorema 6.7). Sejam (X, d), (Y, p) espacos métricos, BB bor-
nologia com base fechada sobre X e (f;)c;, uma net em C5(X,Y). Se fi =7, f € Y, entdo

sdo equivalentes:
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(a) | e Ca(X,Y);

(b) fi =13 .

Demonstra¢do. Como C%(X,Y') é Tj-fechado, (b) = (a) vale mesmo sem a suposicdo da T
-convergéncia de (f;). Supondo entdo f € Cj(X,Y), inferimos pela hipdtese do enunciado
que f; =7, focom{f;:l € L}U{f} C Ci(X,Y), donde a T-convergéncia da net segue por
termos 75 = Tgem Cj(X,Y). O

O resultado que motivou o estudo do artigo [6] foi o seguinte coroldrio, no qual os autores

obtém condic¢des necessdrias e suficientes para que o limite de fun¢des continuas seja continuo

(cf. Secaol[l.2).

Corolario 2.4.3 (Beer e Levi, [6], Coroldrio 6.8). Sejam (X,d), (Y, p) espacos métricos e

(f)icr umanetem C(X,Y). Se f; — f € Y pontualmente, entdo sdo equivalentes:
(a) feCX,Y),

(b) fx =z [

Demonstracdo. Basta aplicar o corolario anterior, lembrando que para B = F, T € a topologia
da convergéncia pontual e, neste caso, vale que f\ —7, f se, e somente se, f\(x) — f(z), para

todo z € X (além de notar que C(X,Y) = C%(X,Y)). O

No entanto, um resultado andlogo e mais geral ja havia sido apresentado por Bouleau [8], em
1969, vilido para espacos da forma Y, com Y uniforme e X qualquer. Neste caso, a topologia
7T, definida por Bouleau em Y%, chamada de topologia da V' -convergéncia, é induzida por uma

uniformidade que tem como base todos os conjuntos da forma
(FV)o={(f9) €Y¥ xY¥ 3V € 7(F CV AV € V((f(x),9(x)) € V))},

paratodo F' € [X]|~“ eV € i, onde 7 é a topologia de X e 4l é a uniformidade em Y. E facil
ver que quando X e Y sdo métricos, as defini¢des de 7, e 77 coincidem, isto é, a topologia
da convergéncia uniforme forte na bornologia dos conjuntos finitos € a topologia da V- con-

vergéncia de Bouleau. Alids, vale uma versdo andloga da Proposicdo [2.4.1] cuja demonstragdo
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consiste numa adaptagcdo dos argumentos métricos para a linguagem de uniformidades, como o

que fizemos no Lema([I.3.6]

Proposicao 2.4.4 (Bouleau, [8l], Proposi¢do 3). Sejam X espaco topolégico e Y espaco uni-
forme. Entdo C(X,Y) é fechado em (Y, T,) e, além disso, T, coincide com a topologia da

convergéncia pontual em C(X,Y').

De modo geral, quando a bornologia B3 tem base compacta, temos Cz(X,Y) = C(X,Y)
— o0 que segue do fato de que, se f € continua num compacto K de X, entdo f é fortemente
uniformemente continua em K. Assim, para espagos métricos X e Y, a topologia 7; generaliza
em C'(X,Y) a topologia 75. Em particular, valem versdes andlogas de muitos dos teoremas
provados neste capitulo para (C'(X), 73), exigindo-se apenas que B tenha base fechada.

De fato, como todo espago métrico é normal, a exigéncia de compacidade para os elementos
de uma base da bornologia B para a obtencdo de fungdes continuas (por meio do Lema de
Urysohn “Fraco”) torna-se desnecessdria, pois em espacos normais vale o Lema de Urysohn
— frisamos que, neste caso, o conceito de B-coberturas é substituido pelo de B,-coberturas
(Caserta et al. [9,110]): & é uma B,- cobertura se para todo B € Bexistem d > 0e U € U tais
que B° C U.

Note ainda que a necessidade de que a bornologia 5B tenha base compacta quando X € apenas
de Tychonoff (e ndo necessariamente métrico), reduz as tentativas “naturais” de generalizacao
da topologia da convergéncia uniforme forte para a topologia da convergéncia uniforme. Por
exemplo, se (X, 7) é de Tychonoff e (Y, 1) é uniforme, podemos considerar a uniformidade em

Y cujas entourages bésicas sdo da forma
(BU)Y :={(f,9) eY*xYX: IV er(BCVAVz(x €V = (f(z),9(x)) €U))},

para B € Bell € 4. Se B tem base compacta, usando a compacidade mostra-se facilmente que
a uniformidade gerada pelos conjuntos da forma (B,U)* coincide com a uniformidade gerada
pelos conjuntos da forma (B,U) quando nos restringimos a C(X,Y) — para (B,U)*, basta
tomar ) uma entourage simétrica tal que VoV oV C U e notar que (B, V) C (B,U)*. Mesmo

supondo adicionalmente que X também esteja munido de uma uniformidade, digamos ‘U, a
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uniformidade em YX gerada pelas entourages da forma
(B.U)s ={(f,9) €Y x Y™ : IV € B(x € V[B] = (f(2),g(x)) €U},

para B € Bel € 4, também coincide em C'(X,Y’) com a uniformidade gerada pelas enfoura-
ges (B,U), o que se deve essencialmente ao Lema Desse modo, fica justificada a escolha

da topologia 75 como forma de generalizar a topologia definida em [6].
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2.4.3 Demonstracao do Teorema 2.3.20| (de Arhangel’skii)

Apresentamos nesta subse¢do a demonstra¢do do Teorema[2.3.20] tanto por sua importancia
para os resultados obtidos neste trabalho quanto pela dificuldade para encontrar sua demons-
tracdo original (em inglés). A argumentacdo — adaptada de [3] — requer alguns comentdrios

preliminares, o que faremos a seguir.

Proposicio 2.4.5. Seja {(X¢, 7¢) }eep uma familia de espagos topoldgicos dois a dois disjuntos
e considere X =3 . X¢. Entdo t(X) < sup{t(X¢) : § € P}.

Demonstragdo. Suponha t(X,) < r paratodo £ € P,etomer € X e A C X tais que x € A.
Como os X¢’s sdo dois a dois disjuntos, existe um tnico { € P com z € X, e, por conseguinte,
z € AN X: C A. Logo, existe B C AN X C Acom |B| < k tal que x € B, o que nos d4
t(X) < k. O

Para espagos topodgicos (Y, 7) e (Z, o), dizemos que uma aplicacdo sobrejetora p : Y — Z

é uma fungio quociente se o = {V C Z : o ![V] € 7}.
Lema 2.4.6 (Arhangel’skii e Ponomarev, apud Engelking [15]). Seja X um espaco topologico.
(a) t(X) < k se, e somente se, C = UMG[C]SN M, para todo C C X.

(b) t(X) é o menor cardinal r tal que para todo C C X ndo fechado existe Cy € [C]|=*
satisfazendo Cy \ C # (.

(c) Se p:Y — Z éuma funcdo quociente, entdo t(Z) < t(Y).

Demonstragdo.

(a). Decorre diretamente da definicdo de tightness.

(b). Suponha t(X) = k. Se C ndo é fechado, entdo existe # € C'\ C' e, da hipétese sobre
t(X), segue que existe Cy € [C]=" com x € Cj, o que acarreta Cy \ C' # (). Para provar a
reciproca, usaremos o item (a). Considere C' C X qualquer; se C for fechado, entdo C' =
Unrelcr== M trivialmente; se C ndo for fechado, suponha por absurdo que C' # | Me[C]<x M,
o que equivale a afirmar que |- M := G ndo ¢ fechado, pois G € C' C G. Logo, pela

hipétese existe Cy € [G]=" tal que Cy \ G # (. Para cada ¢ € Cj, existe M, € [C]=" tal que
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¢ € M,, donde segue que M = |J M, € [C]¥% e a € M paratodo a € Cy, 0 que acarreta

ceCp
Cy € M. Assim, Cy C G, absurdo. Portanto, ¢(X) < k.

(¢). Suponha t(Y') < k e tome C' C Z ndo fechado. Como ¢ € quociente, segue que o~ *[C]
ndo é fechado em Y, e o item (b) nos diz que existe ' € [~ ![C]]=" tal que F \ ¢~ ![C] # 0.

Assim, o[F] € [C]=F e ¢[F] \ C # (), e novamente pelo item (b) concluimos que ¢(Z) <
t(Y). O

Note que o tightness de X em z é “limitado” pela cardinalidade de qualquer vizinhanga
de x. De fato, se V' é uma vizinhanga de x e t(z, X)) > |V, segue que existe M C X com
|M| > |V|talque z € M e x & L, paratodo L € [M]=IVl. Em particular, ¢ M NV, mas
isto ndo pode ocorrer pois, se A é um aberto que contém x, entdo xz € ANV e, por conseguinte,

MNVNA)=MnV)NA#0,ie,z e MNV.

Lema 2.4.7 (Arhangel’skii, [3]). Sejam X um espaco topologico, v € X e P uma familia

k-singular em x.
(a) Podemos supor que cada & € P é fechado por intersegées finitas.

(b) Se t(x,X) < K, entdo ndo hd perda de generalidade em supor que (1§ = 0, para todo
EeP.

Demonstragdo. (a). Basta tomar P’ = {{' : £ € P}, onde ¢ = {(F : F € [£]~“}, que
satisfaz as condi¢des de familia x-singular em .

(b). Neste caso, é suficiente observar que P* = {{ € P : [ § = 0} também é uma familia «-
singular em . Suponha que néo seja este o caso, e chamede P’ = {{ € P : (& # 0} = P\ P~
Como P* C P e P é familia x-singular em z, a Ginica condi¢@o ndo satisfeita por P* € (c]), logo
deve existir uma vizinhanga Uy de x tal que E ¢ U, para todo E € | JP*. Por outro lado, como
P satisfaz (cf) por hipdtese, para toda vizinhanca V' de z existe (V') € P’ talque C(V') C VNUj

para algum C'(V') € £(V). Pela forma como tomamos P’, temos
V2 ew) 2(ew) £ 0

assim, chmanado F' = [J{( ¢ : £ € P’}, temos em verdade V' N F' # () para toda vizinhanga de

r, 0 que nos dd z € F. Agora, usamos a hipétese de que ¢(z, X) < x para obter [’ € [F]=*
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tal que € F'. Paracaday € F', fixe £(y) € P’ com y € (&(y), chame £ = {£(y) : y €
F'} CP"C Penote que |£] < k. Como P € k-singular em z, para cada y € I’ podemos
escolher A(y) € &(y) tal que x ¢ m; mas se y € F',entdoy € (&(y) C A(y),
donde temos F' C UyE 7~ A(y) e, por conseguinte, F' C m o que implica © ¢ F,

uma contradicdo. O

Demonstragdo (do Teorema [2.3.20). Suponha que x ¢ Sp(z, X). Isto significa que existem
um espaco Y comt(Y) < key € Y tais que t((z,y), X X Y) > k. Pela defini¢do de tightness,
existe M C X x Y com |M| > & tal que (x,y) € M e (z,y) ¢ L paratodo L € [M]=*. Com
tais hipdteses, para cada vizinhanga V. de x vamos obter uma familia £(V,.) de subconjuntos de
V. de modo que a familia P = {£(V},) : V, é vizinhanga de =} serd x-singular em z.

Fixemos V, uma vizinhanga de #. Chame M’ = M N7 [V,] C X xYeL =my[M'] C Y,
onde Tx € Ty sdo as projecdes candnicas de X X Y sobre X e Y, respectivamente. Note que
y € L: de fato, se W é uma vizinhanga de y em Y, entdo V, x W é uma vizinhanga de (z, y)
em X x Y e, como (z,y) € M, inferimos que existe (u,v) € M N (V, x W), o que nos dé
(u,v) € M Nyt [Vy] comv € W,ie,v e LNW.

Como t(Y) < key € L, segue que existe R € [L]=" comy € Re,como R C L = my[M’]
e my € uma sobrejecdo, podemoﬂ obter ) C M’ de modo que 7y | @ : ) — R seja uma

bijecdo. Agora, definimos
E(V,) == {mx[ry (W] N Q] : W € vizinhanga de y} := 9(Q).

Para uma vizinhanga W qualquer de y, como |Q| < ke Q C M' = M N 7y'[V,], temos
respectivamente |7y [ [W] N Q]| < ke mx[my [W] N Q] C V,. Mostremos que £(V,) tem
p.if: se Wy, ..., W, s@o vizinhangas de y, entdo W = ﬂign W, é vizinhanca de y e, como

y € Re R = ny[Q)], existe (¢,7) € Q tal que r € RN'W C W, para todo i < n, o que nos d4

g € [)rxlny Wi N Q.

i<n

Procedendo da maneira acima para cada vizinhanga V' de x, obtemos P = {£(V) : V é

vizinhanga de z }. Pelo que mostramos acima, resta apenas provarmos que P satisfaz a condigao

17Como 7y é sobre, para cada r € R existe ¢, € M’ tal que my (q,-) = r; assim, basta fazermos Q = {q, : r €

R}.
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@) de familia x-singular. Seja & C P com |€| < ke, paracada § € &, tome Q¢ C M tal que
§ = 9(Q¢). Como |[Q¢| < k paratodo &, temos N = J.. Qe € [M]=" e, da hipétese
sobre M, decorre que (z,y) ¢ N. Obtemos assim V' C X e W C Y vizinhangas de z e y,

respectivamente, tais que
(VxW)NN =7l [VIna W]NnN = 0.

Pela defini¢io dos membros de P, wx[my ' [W] N Q¢] € € para todo & € £. Agora, note que

=Vnmx [w;l[W] N (U Q§>] =

VAl rxlmy WNQe = VN [U T W] N Qe
et

gee ce€
=V Nnaxr  W])N N = 0.

Portanto, P é uma familia x-singular em .

Reciprocamente, suponha que exista uma familia P x-singular em x. Vamos obter um
espaco Z com t(Z) < ke z € Z tais que t((x,z),X X Z) > k, i.e., mostraremos que
Kk ¢ Sp(z,X). Primeiramente, note que se t(x,X) > &, basta tomarmos Z um conjunto
unitdrio. Assim, podemos assumir que t(x, X)) < k. Logo, pelo Lema ndo hé perda de
generalidade em supor que todo £ € P é fechado por intersecdes finitas e satisfaz [ £ = ().

Consideremos agora a seguinte lista de “objetos” (essencialmente como na ilustragdo abaixo):

e uma familia {X, : £ € P} de conjuntos dois a dois disjuntos, tais que | X¢| = |X]|, e
chame T = UgeP Xe;

e uma familia {i¢ : £ € P} de fungdes i¢ : X¢ — X bijetoras;
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e uma familia ) = {y, : £ € P} de conjuntos dois a dois distintos tais que para todo y € @
tenha-se y ¢ T', chame Y = X U {y¢} paracada € PeY = U, cp Ve

e um elemento z ¢ Y, e chame Z =T U {z}.

Defina agora ¢ : Y — Z por

que € claramente uma fun¢do sobrejetora.

Vamos definir topologias 7: em Y, 7em Y e 0 em Z tais que t(Z) < k.

T¢. Declaramos os pontos de X; isolados, e fazemos de By := {{y¢} U igl[U] U € &}
uma base local em yﬂ Em particular, note que y¢ € o tnico ponto ndo isolado de Y;
nesta topologia, pois todo aberto que contém ¥, deve conter a imagem inversa por 7¢ de
algum U € £ Como P é k-singular, existe U € ¢ tal que [U| < & e, assim, {y¢} U
igl[U ] € uma vizinhanga de y¢ de cardinalidade < k, donde segue que #(ye,Ye) < K
e, consequentemente, t(Yy) < k. Além disso, pela suposicdo de que (& = 0, temos
() Be = {ye} e, como todos os demais pontos sdo isolados, isto implica que (Ye, 7¢) é T}

e, por conseguinte, normal.

7. Declaramos 7 = {A C Y : V§ € P(ANY, € 7))}, isto &, (Y, 7) = > cp(Ye, 7e).
Da defini¢do de 7¢ e da Proposi¢ao temos ¢(Y) < k. Além disso, por construgdo,
nenhum ponto de ) = {y, : £ € P} éisolado em Y, e T é um subespago discreto de Y';

em particular, como cada Y; € normal, segue que Y também € normal.

0. Faremos de ¢ uma aplicagio quociente, declarando o = {V C Z : ¢~ ![V] € 7}. Pelo
item (c) do Lema[2.4.6| ja temos ¢(Z) < t(Y) < k (em particular, z é o tinico ponto nio
isolado de Z e, como todos 0s seus pontos sdo fechados, temos Z um espago 7} e, por

conseguinte, Z € normal).

18Sem a suposi¢do de que £ € fechado por intersegdes finitas, terfamos B uma sub-base local em y.
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Finalmente, provaremos que ¢((z, z), X X Z) > k. Afirmamos que
M = {(u,gp(zgl(u))) ueXelePCXxZ

atesta a desigualdade procurada. Primeiramente, devemos mostrar que (z, z) € M.

Sejam V' C X e W C Z vizinhangas de z e z, respectivamente. Como P é k-singular,
existem ' € Pe A’ € ¢ com A’ C V. Pela defini¢do de o, W é aberto em Z se, € somente se,
@ W] é aberto em Y e, como @ = ¢ '[{z}] C ¢ '[W], temos em particular y € W]
Pela forma como definimos as topologias de Y e Y, existe A” € ¢ tal que {yg } U z'gl[A” ] C
¢~ 1[W], o que implica w[ig,l [A"]] € W. Agora usamos a hipétese de que cada ¢ é fechado
por intersecdes finitas para garantir A = A’ N A” € £, que é ndo vazio pela p.i.f. Assim, se
ue A, temos u € A’ e u € A”, que acarretam respectivamente u € V' e gp(zg,l(u)) e W,ie,

Mn(VxW)#D0D.

Agora, para L € [M]=*, mostraremos que (7, z) ¢ L. Defina

E={EeP :LN(X xp[Xe]) # 0}

Como os X¢’s sdo dois a dois disjuntos (e ¢ fixa tais X’s), temos necessariamente |£| <
|L| < k. Como P é k-singular em z, para cada ¢ € £ podemos escolher A(§) € & tal que

T & Uges A(§) = F. Note que V' = X \ F' € um aberto que contém z. Definamos entéo

W = (U so[igl[A(@]]) Ul U elxe | uiz),

cee ceP\&

que é um aberto de Z que contém z. Afirmamos que (V x W) N L = 0.

Suponha que ndo e tome (v, w) € (V x W)N L. Como (v,w) € L C M, temos necessaria-
mente (v, w) = (v, w(ig}l (v))), para algum &, € P e, pela forma como tomamos i, isto implica
em w # z, 0 que garante a unicidade de &y. Porém, como (V' x W) N L # (), temos em verdade
& € & e, portanto, w € gp[i; [A(&)]]. Contudo, w = <p(z'g01 (v)) e @ é injetora quando restrita
a T, logo sua restri¢do a X, também € injetora. Portanto, ¢ o z’gol € uma injecao, e disto segue

que v € A(&), o que contradizv € V e A(§) C X \ V. Isto nos mostra que V' x W é uma
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vizinhanga de (, 2) que ndo intercepta L e, como L € [M]=" € arbitrario, concluimos enfim

que t((z,2), X X Z) > K. O
Corolario 2.4.8. Para um espago topoldgico X, x(X) € Sp(X).

Demonstracdo. Chame k = x(X). Pelo Teorema basta provar que para todo x € X ndo
existe uma familia P x-singular em . Ora, fixando P uma colecao de familias de subconjuntos
de X satisfazendo as condicdes (a)), (b) e (c) de familia x-singular em =, mostraremos que P
ndo satisfaz a condi¢do (d). Como r = x(X), existe B, uma base local em z de cardinalidade
k. Pela condigdo (c), para cada B € B, existem £(B) € P e C(B) € £(B) com C(B) C B.
Logo, a familia {{(B) : B € B,} € [P|=" étal que x € m para qualquer escolha
de elementos A(B) € £(B) que fagamos. O

Corolario 2.4.9. Todo espaco metrizdvel é produtivamente de tightness enumerdvel.






Capitulo

3

A Compactificacao de Stone-Cech

A compacidade € uma das propriedades topoldgicas mais importantes que um espaco pode
possuir, ndo sé por sua estabilidade via diversas operacdes, mas também por simplificar diversos
contextos que poderiam ser intratdveis em sua auséncia. Muitas vezes, quando um espaco nao é
compacto, podemos contornar parcialmente tal situacdo por meio de uma compactifica¢do, que

intuitivamente consiste de um espago compacto que contém densamente o espago original.

Neste capitulo, estudaremos algumas propriedades da compactificagdo de Stone-Cech, defi-
nida para espacgos de Tychonoff de modo geral. Tal espaco pode ser visto como um subespago

C(X,[0,1])

compacto de [0, 1] , onde X é o espago de Tychonoff — o que também justifica a pre-

senca de tal tépico neste trabalho.

3.1 Existéncia da compactificacao de Stone-Cech

Para um espaco topolégico X de Hausdorff, diremos que uma compactificacao do espaco
X é um par (K, h), onde K é um compacto Hausdorff e h : X — K é um mergulho de
X como um subespaco denso de K, isto é, h é uma aplicacdo continua, aberta e injetora, tal
que W = K. Muitas vezes, o mergulho h da defini¢do € a inclusdo, i.e., o0 compacto K
“realmente” contém X. Em vista disso, e do fato de que, a menos de homeomorfismo, X ¢é

um subespaco de K, muitas vezes cometeremos o seguinte abuso de notag¢do: diremos que uma

107
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compactificacdo para um espaco de Hausdorff X é um compacto Hausdorff K que contém X
satisfazendo X = K.

Vejamos alguns exemplos naturais:

1. [0,1] é uma compactifica¢do de |0, 1[;

2. S; ={(z,y) € R?*: |[x — y| = 1} é uma compactificacdo de R (via proje¢do estereogra-

fica);

3. w+ 1 é uma compactificacdo de w. Mais geralmente, o + 1 € uma compactificagdo de «,

para todo ordinal limite o (¢f. Exemplo [3.1.19).

Suponha que K seja uma compactificagdo para o espaco X com a seguinte propriedade, que
chamaremos de propriedade da extensao de funcoes continuas: se K € compacto Hausdorff
e f : X — K € continua, entdo existe F' : K — K extensdo continua de f. Claramente, tal
propriedade caracteriza K, a menos de homeomorfismo. Com efeito, se K’ € outra compactifi-
cagdo de X com a mesma propriedade, entdo existem f; : ' — Ke fy : K — K’ continuas,
cujas compostas restritas a X coincidem com a func¢io identidade, donde segue que f; e f> sdo
inversas (continuas) uma da outra, pois X € denso em K e K'.

Para um espaco de Tychonoff X, denotamos por X qualquer compactificacdo de X com a
propriedade da extensdo de fun¢des continuas. Chamamos 5.X de compactificacido de Stone-
Cech de X, e 0 espaco X* := X \ X é oresiduo de X.

Nesta secdo, provaremos que todo espaco de Tychonoff admite uma compactificagdo de
Stone-Cech e deduziremos algumas de suas propriedades basicas. Para tanto, “mergulharemos”
0 espago num compacto Hausdorff da forma [0, 1] para um I adequado e tomaremos o seu
fecho neste espaco.

Sejam X um conjunto ndo vazio, { X, }aca uma familia de conjuntos ndo vazios e F =
{fa}aca uma familia de fungdes, com f, € XX. Chamamos de fun¢do diagonal de X em

[I,c4 Xa a aplicagao definida por

AaGAfoa X = HQEA on

) (3.1.1)
x = (fa(x))aeA
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Note que se cada X,, estiver munido de uma topologia 7,, entdo {f,'[U,] : U, € 74 €
a € A} é sub-base para uma topologia sobre X, que chamamos de topologia fraca induzida
pela familia F.

No caso em que X e X, sdo espacos topoldgicos, para cada o € A, dizemos que F separa
pontos de X se, para quaisquer = # y em X, existe a € A tal que f,(x) # fo(y); F separa
pontos de fechados de X se, para quaisquer /' C X fechadoe z € X \ F, existir « € A tal

que fo(z) € fulF).

Lema 3.1.1. Sejam (X, T) um espago topoldogico, {(Xa,Ta)}aca uma familia de espagos to-
polégicos e F = {fuo}aca uma familia de fungées, com f, € XX. A funcdo Ayeafo € um
mergulho se, e somente se, T ¢ a topologia fraca induzida pela familia F e F separa pontos de

X.

Demonstracdo. Chamemos A,c4 f, = e. Notemos que 7,0e = f,,onde 7, : Hae 4 Xa — Xo
€ a projecao candnica na a-ésima coordenada.

Suponha que e seja um mergulho. Entdo e¢[X] (com a topologia de subespago de [] ., Xa)
¢ homeomorfo a X. Em particular, A é um aberto de X se, e somente se, e[A] é um aberto
de ¢[X], mas por ser aberto, inferimos que existem V,,,...,V,, abertos de X,,,..., Xa,,
respectivamente, tais que e[A] = (., 7. [Va,] N e[X]. Logo, A = N, f3.'[Vai], 0 que
mostra que 7 é a topologia fraca induzida por F. Além disso, como e é um mergulho, para
x # 1y segue que e(z) # e(y), o que pela definicdo de e ocorre se, e somente se, existe f, € F
tal que f. () # faly).

Reciprocamente, suponha que F separe pontos de X e que 7 seja a topologia fraca induzida
por F. Como, paracada o € A, m,0e = f, é continua, segue que e é uma funcio continua. Por
JF separar pontos, dados = # y em X, existe f, € F tal que f,(x) # fs(x), donde e(x) # e(y)
e, por conseguinte, e € injetora. Resta mostrar que e € uma aplicagdo aberta. Como os abertos

de X sfo intersegdes finitas de conjuntos da forma f![V] para V aberto em X, € e € injetora,

serd suficiente mostrarmos que e[ f, '[V]] é aberto em e[ X]. Note entdo que
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Lema 3.1.2. Sejam (X, 7) um espago topoligico, {(Xa,Ta)}aca uma familia de espagos to-
pologicos e F = { fo}aca uma familia de fungées, com f, € C(X, X,). F separa pontos de
fechados em X se, e somente se, os conjuntos da forma f; 1[V], coma € AeV C X, aberto,
constituem uma base para 7. Em particular, se F separa pontos de fechados de X, entdo T é a

topologia fraca induzida por F.

Demonstragdo. Se os conjuntos da forma f, '[V/] constituem uma base para 7, entdo paraz ¢ F
com F' fechado em X existem § € Ae V3 C Xp aberto tais que © € fﬁ_l[Vg] C X'\ F. Logo,
Vs é um aberto de X tal que fz(z) € Vze VN f5[F] = 0.

Reciprocamente, supondo que F separe pontos de fechados, sejam x € X e U C X aberto
ndo trivial tal que € U. Temos = ¢ X \ U, donde segue que existe 5 € A com fz(z) ¢
f3[X \ U], o que implica a existéncia de V3 C X aberto tal que fs(z) € Vze VaN f5[ X \U] =
0. Notemos por fim que z € f5'[Vs] C U. O

Corolario 3.1.3 (Teorema da Diagonal). Sejam (X, 1) um espagco T\, {(Xa, Ta) taca uma fa-
milia de espagos topoldgicos e F = {fo}aca uma familia de fun¢ées que separa pontos de

fechados em X, tal que f,, € C(X, X,). Entdo A,cafo é um mergulho.

Demonstracdo. Como o X é T, F separar pontos de fechados implica em F separar pontos.
Pelo lema anterior, obtemos também que a topologia 7 € a topologia fraca induzida por F.

Assim o resultado segue do Lema[3.1.1] O

Teorema 3.1.4 (Stone, apud Walker [49]). Todo espaco de Tychonoff possui uma compactifica-

cdo de Stone-Cech.

Demonstragdo. De fato, se X é um espago de Tychonoff, entdo a familia 7 = C(X, [0, 1])

separa pontos de fechados em X, donde segue, pelo coroldrio anterior, que

Aserf: X — []l0.1]
feF

¢ um mergulho. Agora, note que | | fe #[0, 1] é um compacto Hausdorff e, por conseguinte,

K= Afe}'f{X]
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€ um compacto Hausdorff (por ser um fechado de [ ] (0, 1]). Por construgdo, (K, Aserf) €
uma compactificacdo de X. Resta mostrar que I = (X, isto é, que K tem a propriedade da

extensao de fungdes continuas, o que segue das duas préximas afirmacoes.

Afirmacéo 3.1.5. Dada f : X — [0, 1] continua, existe (iinica) Bf : K — [0, 1] continua tal

que Bf | X = f.

Prova da afirmagdo. Identificando © = e(z) para todo x, basta definirmos Sf = 7y | X,
onde 7y € a projecdo na “ f-ésima” coordenada do produto. Note que se a € IC C [0, 1jeeo),
entdo a = (Yy)gec(x,0,1)) € uma funcdo escolha, onde cada y, € [0,1]. Assim, 5f [ X = f,

pois como e(x) = (g(x))gec(x,0,1])> teMOs

Bf(x) == mp((9(x))gecxpiy) = f(2).
A unicidade se deve a densidade de X em K. O]

Afirmacao 3.1.6. Sejam X um espaco de Tychonoff e Y uma compactificacdo de X. Sdo

equivalentes:

(a) dado K compacto Hausdorffe f : X — K continua, existe f 'Y — K tal que f ' X = f;
(b) dada g : X — [0, 1] continua, existe g : Y — [0,1] tal que g | X = g.

Em ambos os casos, as extensdes sdo unicas.

Prova da afirmagdo. A unicidade das extensdes decorre da densidade de X em Y. Como (a) =
(b) é trivial, resta apenas provar que (b) = (a). Como K é compacto Hausdorff, a menos de
homeomorfismo podemos supor K C [0, 1]? para algum I ndo vazio. Defina entdo f; = m; o f
para cada ¢ € I (note que, pela identificagdo feita, tem-se f(z) = (fi(x))icr)-

Pela hipétese (b), para cada i € I existe f; : Y — [0, 1] continua satisfazendo f; | X = f;.
Defina f : Y — [0,1)7 por f(y) = (fi(y))scs. Temos f continua pois sua composta com cada

uma das projecdes de [0, 1)7 € continua. Além disso, para z € X temos

f(x) = (fi(x))ier = (fi(2))icr = f(2).
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Resta mostrar que f Y] C K. Suponha f (y) ¢ K paraalgum y € Y. Por K ser fechado,
existe A C [0, 1]" aberto com f(y) € Ae ANK = (. Por fim, como f~'[A] # () e X é denso em
Y,existez € X comz € f~[A]NY # 0, mas entio AN K # 0, pois f(z) = f(z) € K. O

]

O leitor familizariado com (alguns aspectos da) Teoria das Categorias certamente notou que
a compactificacio de Stone-Cech define um funtor da categoria Tyc, dos espagos de Tychonoff,

para a categoria CHaus, dos espagos compactos Hausdorff:

B: Tyc — CHaus
X = BX

onde a seta f : X — K é associada a extensdo Sf : fX — SK = K (c¢f. Coroldrios[3.1.9]
e [3.1.10| a seguir). Em particular, para todo compacto Hausdorff K, existe uma bijecdo entre
hom(BX, K) e hom(X, K). Ao leitor interessado nas relagdes entre Teoria das Categorias e a
compactificagio de Stone-Cech sugerimos o Capitulo 10 do livro de Walker [49].

Recordemos que um espaco de Banach é um par (E, ||.||;), onde £ é um espago vetorial
munido de uma norma ||.||z, no qual a métrica induzida por tal norma é completa. Se X ¢
um espaco topolégico qualquer, entdo C*(X) := {f € C(X) : f é limitada} é um subespaco
vetorial de C'(X), e a norma ||.|| dada por || f|| := sup,cx |f(x)|, para cada f € C*(X), faz
de (C*(X),].]|) um espago de Banach (cf. Proposi¢do 4.13 [17]). Em particular, para qualquer
espaco compacto Hausdorff K, C(K) = C*(K) e, por conseguinte, C'(K) é um espago de

Banach com a mesma norma definida acima.

Proposicdo 3.1.7. Para todo espago de Tychonoff X, (C(5X), ||.||) é isometricamente isomorfo
a (C*(X), ||.]]), i.e., existe uma bijecdo R-linear ¢ : C(SX) — C*(X), tal que ||o(f)|| = || f]l
para toda f € C(6X). Em particular, C(Sw) é isometricamente isomorfo a l® = {f € R¥ :

Supnéw |f(n)‘ < +OO}

Demonstrag¢do. Basta definir ¢ : C(5X) — C*(X) por o(f) = f | X. Claramente ¢ estd bem

definida, e da propriedade de extensdao de func¢des continuas de SX decorre a sobrejetividade
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de . A linearidade de ¢ é imediata. Agora, como X C X, para f € C'(fX) temos

[e(NN = sup [o(f) ()] = sup | f(z)] < sup [f(z)] = | f].
reX zeX zeBX

Por outro lado, como f é continua e SX € compacto, segue que existe o € (X tal que
|f(zo)] = ||f|l e, para e > 0 qualquer, existe um aberto A C [X satisfazendo zop € A e
|f(z) — f(z0)| < e paratodo z € A. Como X € denso em X, decorre que existe x € X N A

€, por conseguinte,

11} = 1f (o)l < [f(xo) = f(2)| + | f(2)] <&+ le(f)(z)] < e+ lleH.
Portanto, ¢ € uma isometria e, a fortiori, é injetora. [

Como todo espaco compacto Hausdorff € normal, segue que todo espaco que admite uma
compactificacdo Hausdorff € de Tychonoff. Por tal motivo, pelo restante deste capitulo assumi-
remos que todos os espagos topoldgicos considerados sdo de Tychonoff — em particular, X é um
espaco de Tychonoff fixado. A seguir, listamos alguns coroldrios que seguem imediatamente

do Teorema[3.1.4

Corolario 3.1.8. Se C é uma compactificagdo de X tal que toda fungdo f : X — [0, 1] admite

extensdo continua F : C — [0, 1], entdo C é homeomorfo a 5 X.
Corolario 3.1.9. Se X ¢ um compacto Hausdorff, entdo X é homeomorfo a X

Corolario 3.1.10. Se K é uma compactificacdo de um espaco Y, entdo para toda fungdo con-
tinua f : X — Y existe uma fun¢do continua Sf : fX — K tal que Bf(x) = f(x) para todo
x € X. Em particular, existe 5f : X — BY.

Demonstracdo. Se f : X — Y é uma funcdo continua, entdo f : X — K dada por f(z) =

f(z) é continua, donde segue que existe 5f : fX — K. O

Corolario 3.1.11. Se K ¢ uma compactificagdo para X, entdo K é imagem continua de X

por alguma fungdo continua que fixa os pontos de X.
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Demonstragdo. Como X C K, o corolario anterior aplicado a fun¢ao inclusdo i : X — K
nos da i : X — K uma extensdo continua de i. Agora, fi[5X] é compacto em K e, por

conseguinte, também ¢ fechado, o que acarreta K = i[X| = [i[X] C gi[fX] = pi[fX]. O

Podemos induzir uma “ordem parcial” na classe das compactificacdes de X da seguinte
maneira: se /{; e K5y sdo compactificacdes de X, dizemos que K; < K, se, e somente se,
existir uma sobrejecdo continua de K, sobre K que fixe os pontos de X. Assim, o coroldrio
acima mostra que SX é a “maior” compactificacido desta classe com esta ordem, o que nos da
uma demonstragdo alternativa para a sua unicidade (a menos de homeomorfismo).

Recordemos que um espaco topoldgico X € localmente compacto se para todo ponto de X
existir um sistema fundamental de vizinhangas compactas. Quando X € um espaco de Haus-
dorff, a condi¢do de compacidade local se resume a existéncia de uma vizinhanca compacta
para cada ponto do espaco. Finalmente, se X for um espaco de Hausdorff ndo compacto, en-
tdo X ¢é localmente compacto se, e somente se, existe uma compactificacdo K para X tal que
|K \ X| = 1, a qual chamamos de compactificacio de Alexandroff de X (c¢f. Willard [50],
Problema 19A).

Corolario 3.1.12. Para um espaco de Tychonoff X, X é localmente compacto se, e somente se,

BX \ X éfechado em 5X.

Demonstracdo. Se X C K é aberto em K, onde K € um compacto Hausdorff, entdo X é local-
mente compacto. Reciprocamente, se X for localmente compacto, entdo existe uma compacti-
ficagdo K = X U {P} de X, onde P ¢ X. Pelo corolério anterior, existe uma fungio continua
e sobrejetora f : fX — K que fixa X, donde segue que X \ X é fechado em 5.X: como X é
densoem X e f [ X : X - X C K é um homeomorfismo, temos f(SX \ X) N f(X) =0
(cf.- Lema 3.5.6, [13]]), donde segue que 8X \ X = f~L[{P}]. O

Corolario 3.1.13 (Cech, apud Walker [49]). Se A, B C X sdo completamente separados em X,
entdo ANB = () em BX. Reciprocamente, se K é uma compactificacio de X tal que ANB = )

sempre que A, B C X forem completamente separados em X, entdo K é homeomorfo a 5X.

Demonstracdo. Recorde que A, B C X sdo completamente separados em X se existir uma

fungdo continua f : X — [0, 1] tal que f(x) = 0 paratodox € Ae f(x) = 1 paratodo x € B.
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Assim, se A, B C X sdo completamente separados por f, entdo existe uma extensdo continua
Bf : BX — [0,1] para f, donde segue que A C 3f1[{0}] e B C Bf'[{1}], o que acarreta
ANB=0.

Reciprocamente, suponha K como no enunciado. Pelo coroldrio anterior, existe h : SX —
K continua que fixa X tal que h[fX] = K. Como X é compacto e K é (em particular)
Hausdorff, segue que h é também uma aplicacdo fechada. Assim, resta apenas mostrarmos que
h é injetora. Para tanto, sejam p e g pontos distintos em X e tome f : SX — [0, 1] continua
tal que f(p) = 0e f(q) = 1 (o que podemos fazer pois SX é um espago de Tychonoff).

Agora, notemos que Ag = {z € X : f(z) < 3} e A ={z € X : f(z) > 2} sdo comple-
tamente separados em X (basta notar que Ay e A; sdo subconjuntos de fechados disjuntos em
BX e aplicar o Lema de Urysohn para tais fechados em 5.X, que é normal). Logo, a hip6tese
sobre K nos diz que Ay e A; t&m fechos disjuntos em K. Como h fixa X, temos h(p) € Ay e
h(q) € Ai, e consequentemente h(p) # h(q). O

Para espacos normais, o Lema de Urysohn nos garante que dois conjuntos fechados sao
disjuntos se, e somente se, forem completamente separados. Assim, o préximo coroldrio é

imediato.

Corolario 3.1.14. Seja X um espagco normal. Se A, B C X sdo fechados disjuntos, entdo A e
B tém fechos disjuntos em $X. Reciprocamente, se K é uma compactificacdo de X tal que A
e B tém fechos disjuntos em K sempre que A e B forem fechados disjuntos de X, entdo K é
homeomorfo a fX.

Corolario 3.1.15. Se X é normal e M C X é fechado, entido M em 3X é homeomorfo a BM.

Demonstragdo. Como M é fechado em X, segue que M € normal. Agora, se A e B sdo
fechados disjuntos em M, entdo A e B sdo fechados disjuntos em X, donde segue que ambos
tém fechos disjuntos em X e, por conseguinte, A e B tém fechos disjuntos em M. Pelo

coroldrio anterior, concluimos que M é homeomorfo a S M. L]

O seguinte coroldrio € uma aplicacdo interessante dos resultados vistos até aqui, devido a

Stone, [43]]:
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Corolario 3.1.16 (Teorema de Tietze). Sejam X um espaco normal e A C X fechado e K um

compacto Hausdorff. Se f : A — K é continua, entdo existe f : X — K continua que estende

f.

Demonstragdo. Como A é fechado num espago normal, o coroldrio anterior nos diz que A em
X é homeomorfo a SA. Logo, existe f : A — K que estende f continuamente. Agora, f é
uma funcdo continua definida num compacto de 5.X, o qual € um espaco de Tychonoff. Logo,
pelo Corolério (que provamos sem o uso do Teorema de Tietze na Se¢do [I.2)), existe uma

extensdo continua F : X — K para f. Basta entdo definir f=F|X. 0

Exemplo 3.1.17. A compactificacdo de um ponto de R ndo é a compactificacio de Stone-Cech

de R. De fato, para ver isto, considere f : R — [0, 1] a fun¢@o dada por

-1 , se r < —1

fl@)=¢ = ,se —-l<z<l1 . (3.1.2)

Note que f ndo pode ter uma extensdo continua F' : R U {oo} — [0, 1], pois {—(n + 1) :
n€wle{n+1:n € w} convergem para co em R U {oco}, 0 que acarretaria F'(o0) = —1e

F(oc0) = 1.

Exemplo 3.1.18. O intervalo fechado [0, 1] nio é a compactificagio de Stone-Cech de (0, 1) e,
por conseguinte, ndo ¢ SR. Com efeito, g : (0,1) — [—1,1] dada por g(z) = sen (2) ndo

admite extensdo continua em [0, 1].
Exemplo 3.1.19. A compactificacio de Stone-Cech de w; é wy + 1.

Demonstragcdo. Claramente, w; € denso em w; + 1. Como w; + 1 é de Hausdorff, precisamos

mostrar que w; + 1 é compacto e tem a propriedade da extensao de fungdes continuas.

Fato 3.1.20. Um ordinal é sucessor se, e somente se, ¢ compacto na topologia da ordem.

Prova. Suponha o = v + 1, e sejald = {U,};c; uma cobertura por abertos para . Chame de
A = {z € a : [0,z] estd contido na reunido de finitos elementos de U/}, o qual é ndo vazio

pois 0 € A. Assuma a \ A # (), e seja xg = mina \ A. Como U é cobertura, existe i € [ tal
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que o € U; e, como xy > 0, U; deve conter |y, zo], onde y < . Consequentemente, [0, y]
estd contido na reunido de finitos elementos de U/, digamos U,, . .., U;, € U, e assim segue que
[0,20] € Uj<,, Ui; U Ui, 0 que contraria 7y € o\ A. Logo, a = [0,7] = A e, portanto, « €
compacto.

Reciprocamente, se « é compacto, entdo {[0, 2|} ,c, € uma cobertura de abertos para o que
possui subcobertura finita, digamos [0, zo),...,[0,z,]. Note entdo que isto implica em o =

[0,w] = w + 1, onde w = max{xo, ..., T,}. O

Por fim, mostremos que toda fungdo continua f : w; — [0, 1] admite uma extensdo continua
F :w; +1 — [0, 1]. Para isto, provaremos que existe o < wj tal que f(v) = f(«) para todo
v > «, e assim serd suficiente fazer F'(y) = f(y) se v < wy e F(w;) = f(a). Vamos mostrar
que para cada n € w existe z,, < wy tal que |f(x) — f(xn)| < 75 paratodo x > x,, e assim

basta tomarmos o = sup{x,, : n € w} + 1: de fato, se v > «, entdo

2

1) = (@] < 1£0) = F@n)l + fan) = fle)] < ——,

para todo n € w, o que implica f(v) = f(«).

Suponha entdo que exista ¢ € w tal que para todo z < w; existe 2’ > x tal que |f(x) —
f(z)] > 1. Tal suposi¢do nos permite obter sequéncias {a, : n € w},{b, : n € w} C w
tais que a, < b, < api1 € |f(a,) — f(ba)| > + para todo n € w. Como ambas as sequéncias
sao enumerdveis, segue que ¢ = sup({a, : n € w} U {b, : n € w}) < wy. Afirmamos que f
nao € continua em c: de fato, note que se V' € uma vizinhanca de ¢, entdo existe y < c tal que
ly,c] C V e, por conseguinte, existe n € w tal que a,,, b,, € V para todo m > n; por outro

1 1

lado, f~'[(f(c) — 5, f(c) + )] = B ndo pode conter simultaneamente a; e b;, qualquer que

seja j € w, acarretando que B ndo € vizinhanca de c em w;. [

Algumas propriedades topoldgicas de X permitem obter mais informagdes sobre 5.X . Quando
X é um discreto infinito, por exemplo, temos |X| = 22 ¢ w(3X) = 21¥1. Para provar isso,

demonstramos inicialmente o seguinte lema:

Lema 3.1.21. Para todo cardinal k > ¥y, w([0, 1]%) = k.
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Demonstragdo. Ja temos w([0, 1]*) < w([0, 1])-x = x. Para obter a outra desigualdade, vamos
obter um subespaco discreto D de [0, 1]", tal que |D| = k; como k = w(D) < w([0,1]*),
a desigualdade estard provada. Considere D como sendo o cardinal x munido da topologia
discreta €, para cada o < k, defina f, := xfo) : D — [0, 1] a fungdo (continua) caracteristica
em {a}. Como D é normal (em particular 77) e F = {f, : @ < k} separa pontos de fechados

em D, segue pelo Teorema da Diagonal que

Aacnto: D — []l0.1] =1[0,1]"

a<k

¢ um mergulho. [

Teorema 3.1.22 (PospiSil, apud Engelking [15], Teorema 3.6.11). Se D ¢é um discreto infinito,
entio |3D| = 22" e w(BD) = 27,
Demonstragdo. Seja |D| = x > Wy. Primeiramente, note que K = [0,1]*" é um espago
compacto de cardinalidade 22" ¢ w(K) = 2" pelo lema anterior. Assim, da defini¢do de 5D,
temos D C [0,1]%1” que é homeormofo a K, donde segue que |3D| < 2%° e w(AD) < 2.
Agora, pelo Teorema de Hewitt-Marczewiski-Pondiczery (cf. Teorema [2.2.13), K contém
um denso A de cardinalidade . Assim, existe f : D — K tal que f[D] = A e, pelo Teorema
existe uma extensdo continua Sf : 5D — K; note que Sf[SD] = K, pois 5f[3D] é um
fechado de K (pois K ¢é Hausdorff, 3D € compacto e Sf é continua) que contém o denso A.
Logo, |3D| > |K| = 2*". Resta apenas verificar que 2 < w(3D). Como 3 f é sobrejetora e
continua, se B for uma base para 5D, entdo {Sf[B] : B € B} é uma network em K, o que

mostra nw(K) < w(BD). Mas como K é compacto, temos nw(K) = w(K) = 2", O
Corolario 3.1.23. |fw| = 2 e w(fw) = c.

Corolario 3.1.24. Se X é um espaco normal que contém um discreto fechado infinito D, entdo

16X = 22" ¢ w(BX) > 2Pl Em particular, |BR| = 2.

Demonstracdo. A primeira afirmagio decorre do fato de que D em X é homeomorfo a 3D.
Para a segunda afirmacio, note que como Q é enumeravel, existe f : w — Q bijetora. Logo,

Bf: pw— PQ estende f continuamente e € tal que 5 f[Sw] = SQ, pois

pQ=Q C Bf[pw] = Bf[Bw] € BQ,
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o que nos dé |fQ| < |Sw|. Finalmente, a inclusdo i : Q — R C SR tem uma extensdo continua

Bi: fQ — LR, e

AR =R =Q C gi[sQ] = Bi[3Q] C AR,
donde segue que |SR| < |5Q). O

Em particular, ndo apenas |Sw| = 2, mas todo subespaco fechado de fw também tem

cardinalidade 2¢, como provamos no seguinte teorema:

Teorema 3.1.25 (Cech, apud em [13]]). Se F C Sw é um fechado infinito, entdo existe Y C F

homeomorfo a Pw.

Demonstragdo. Primeiramente, lembremo-nos do seguinte fato.

Fato 3.1.26. Sejam (K, T) um espago compacto e Y C K. Se Y é infinito, entdo Y possui um

ponto de acumulagdo.

Prova. Procedemos pela contrapositiva. Suponha que para todo x € K exista V, € 7 tal que
r € VyeV,N(Y\ {z}) = 0. Da compacidade de K, existem z,...,z, € K tais que
K =<, Vz,- Em particular, temos V,,, N (Y \ {z;}) = () para todo i < n. Assim, se v € Y,
entdo existe i < n tal que z € V. e, por conseguinte, V., N Y # (), donde segue que = = x; e,

portanto, Y C {zg,...,x,}. O

Pelo fato acima, existe b € F' um ponto de acumulacdo de F. Vamos obter uma familia
infinita A = {a; : i € w} C F'\ {b} discreta e, portanto, homeomorfa a w. Seja ag € F'\ {b}.
Como Sw é de Hausdorff, existem abertos disjuntos Vj, Uy tais que ag € Vy e b € Uy. Suponha

definidos a; € F'\ {b} e V;,U; C Pw abertos, para i < n, tais que
(@) a; € V;,Vi < n;

(b) be U;,Vi < n;

) VinV;=0sei#j;

(d) VinU;, =0VYi<n;

(e) Uz - Uj sej <.
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Vamos obter a,,+1 € F'\ {b} e abertos V,,;1, U, satisfazendo as condi¢des acima. Como b é
ponto de acumulagio, existe a,+1 € U, N (F \ {b}) e, por conseguinte, existem V, U abertos
disjuntos de fw tais que a,,1 € Veb € U. Por fim,chame U,,,1 =UNU, eV, .1 =V NU,
(veja a ilustracdo abaixo). E ficil ver que as condi¢des impostas ainda sio satisfeitas pela terna

(Cln_H, Vn—i—la Un+1) obtida.

Agora, considere g : A — [0, 1] uma funcéo (continua, pois A é discreto), e defina gy : w —
[0, 1] por
g(a;), sen € wNV;

go(n) =
0, sencw\Ue,Vi

Como g € continua, existe fgo : fw — [0, 1] continua que estende go. Finalmente, afirma-

mos que Bgy | A = g. De fato, como w é denso em Sw, temos V; = V; Nw; além disso, como

para qualquer fungio continua f vale f[A] C f[A], para a; € A temos

Bgo(a:) € Bgo[Vi] € BgolVi] = Bgo[Vi N w] € BagolVi N w] = {g(a:)} = {g(as)},
isto €, Bgo(a;) = g(a;). Dessa forma, temos A C F homeomorfo a A e, como A é discreto

enumeravel, temos 3A homeomorfo a Sw. [

Corolario 3.1.27. Seja X = {z, : n € w} U{z} C fw. Se z,, — x, entdo | X| < Wy, isto é, as

linicas sequéncias convergentes de Sw sdo as quase constantes.

Demonstragdo. Se x, — z,entdo F' = {x, }ne,U{x} € um compacto de Sw e, por conseguinte,
é fechado em Sw. Logo, se F fosse infinito, teriamos pelo teorema anterior que |F'| > Ng, o

que nao ocorre. 0
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3.2 P-pontos em Sw \ w na presenca de CH

Para um espaco topoldgico X, dizemos que z € X € um P-ponto se toda intersecao enume-
rdvel de vizinhancas de x contém uma vizinhanca de z. Note que se X € um espaco compacto
Hausdorff no qual todos os seus pontos sao P-pontos, entdo X € necessariamente finito. De
fato, se G € um (5 ndo vazio de X, entdo G € aberto: dado x € G, por x ser um P-ponto segue
que existe uma vizinhanga de = contida em G. Em virtude disso, toda reunido enumeravel de
fechados € fechada em X e, ja que X € de Hausdorff, se X fosse infinito poderiamos obter um
subconjunto de X, infinito enumeravel e discreto, e assim existiria um discreto enumerdvel e
fechado, o que ndo pode ocorrer num compacto (cf. Fato [3.1.26).

Em [37], Rudin mostrou que a validade de CH implica a existéncia de P-pontos em w* (=
fw\w) e, consequentemente, provou que ao assumirmos CH, w* ndo é um espago homogéne(ﬂ
como w* € infinito, deve haver pelo menos um ponto x de w* que ndo é P-ponto, mas como
existe pelo menos um P-ponto y, segue que nao existe homeomorfismo que leva = em y.

Nesta secdo, apresentaremos os métodos utilizados por Rudin para mostrar a existéncia de
P-pontos em w* ao assumirmos a Hipétese do Contl’nu Ao leitor interessado em outras
consequéncias de CH no que tange a Sw, recomendamos o artigo de Jan van Mill [33]], no qual
fw € estudado em ZFC, ZFC + CH ¢ ZFC + — CH.

Primeiramente, vamos introduzir alguns conceitos de Algebras Booleanas — os resultados
nao demonstrados podem ser encontrados nos capitulos 1 e 3 de [30]. Uma algebra Booleana ¢
uma 6-upla (A, ®, ®, 6,0, 1), onde A é um conjunto, 0 e 1 sdo elementosde A, & : AxA — A

e®:AxA— Aeo: A— Asido operagdes satisfazendo as seguintes condigdes:
(a) associatividade: t ® (y ® z) = (xQy)Pzex O (Yo z2)=(rOyY) O z;
(b) comutatividade: t Dy=yPrexrOy=yQOx;

(¢) absor¢do: x ® (rOy)=zex® (DY) =13

"Embora a nio homogeneidade de w* jd esteja estabelecida em ZFC (cf. Walker [49], Capitulo 4), é consistente
que w* ndo admita P-pontos (resultado devido a Shelah, apud van Mill [33]]).

ZPara o leitor familiarizado com pequenos cardinais (cf. Segio , p = ¢ é suficiente para garantir a existéncia
de P-pontos em w*. Tanto a defini¢do do cardinal p quanto a demonstragdo do resultado supracitado podem ser
encontrados, por exemplo, em [42].
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(d) distributividade: x © (y® 2) = (zQy)® (r©2)ex B (YO 2) = (zOyY) ® (r © 2);
(e) complementagdo: x & (Sx) =1lex ® (&) =0.

Quando o contexto tornar claro, diremos simplesmente que A é uma algebra Booleana.
Além disso, geralmente denotaremos @, ® e © respectivamente por +, - ¢ —. Um exemplo
natural de dlgebra Booleana se dd ao considerarmos ((X') munido das operagdes U, N, \, que
correspondem respectivamente a +, -, —; claramente, () € p(X) e X € p(X) correspondem a
0 e 1, respectivamente.

Consideremos uma dlgebra Booleana fixada A. Podemos dotar A de uma ordem parcial <

declarando, para quaisquer x,y € A,

r<y&srty=uy; (3.2.1)

note que x +y = y é equivalente a x - y = z. Além disso, 1 e 0 sdo, respectivamente, 0 maximo
e o minimo de A com respeito a ordem <.
Tal estrutura de ordem em A nos permite analisar os filtros e ultrafiltros em A. Dizemos que

F C A é um filtro (préprio) se F' satisfaz as seguintes condi¢des:

(a) 1e FeO&F,
b) z,ye F=x-ycF;
c)y>rcF=yckF.

Em particular, quando E C A, entdo (E) := {x € A: In € wATey,...,e, € E(ep-...-e,, <
x)} € o menor (no sentido da inclus@o) filtro em A que contém E. Além disso, (E) é proprio se,
e somente se, I tem a propriedade da intersecdo finita (p.i.f), isto é, se para qualquer subcolecao
finita {zo,...,z,} C F valer g - ... - &, # 0. Pelo Lema de Zorn, é ficil ver que se £ tem
a p.i.f., entdo existe um filtro préprio F' que € maximal (com respeito a inclusdo) e contém FE.
Chamamos um filtro préprio F' em A de ultrafiltro se /' ¢ maximal com respeito a inclusao.

Frisamos que sdo equivalentes:

(a) F' € ultrafiltro em A;
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(b) paratodoa € A, a € F se, e somente se, —a & F;

(c) sex,y € Asdotaisquexr +y € F,entdox € Flouy € F.

Denotamos por Ult(A) a colec@o de todos os ultrafiltros em A e, para cada a € A, definimos
s(a) :={u € Ult(A) : a € u}. Note que se a,b € A, entdo s(a) N s(b) = s(a - b): claramente,
u € s(a) N s(b) implica em u € s(a - b), por outro lado, se a - b € ue a,b ¢ u, obtemos
—a,—b € u,0oquenos di (—a) - (—b) € ue, consequentemente, 0 = (a-b) - ((—a) - (—b)) € u,
o que ndo pode acontecer. Como todo ultrafiltro pertence a algum conjunto da forma s(a),
vemos que s[A] := {s(a) : a € A} é base para uma topologia .74 em Ult(A); chamamos
(Ult(A), Z,4) de espaco de Stone de A , o qual denotamos por s(A).

Um espaco topoldgico X é zero-dimensional se admite uma base de abertos-fechados;
quando, além disso, X é também um compacto Hausdorff, dizemos que X € um espaco Boole-

ano.
Proposicao 3.2.1. Se A é uma dlgebra Booleana, entdo s(A) é um espago Booleanﬂ

Demonstragdo. Se u é um ultrafiltro de A, entdo a ¢ u < —a € u, isto é, Ult(A) \ s(a) =
s(—a), donde segue que s(A) é zero-dimensional. Além disso, se u e q sdo ultrafiltros distintos,
entdo existe u € u'\ g, acarretando u € s(u) e q € s(—u), com s(u) N s(—u) = @, donde segue
que s(A) é de Hausdorff. Resta mostrar a compacidade.

Sejam A" C Aeld = {s(a) : a € A’} uma cobertura por abertos para Ult(A). Se U ndo

admite subcobertura finita, entdo para cadan € w e ao, . . ., a, € A’ temos
s(ag) U---Us(a,) # Ult(A) = s(1),

donde segue que —ag - ... - —a, # 0, pois —ag * ... - —a, = —(ag + - -+ + a,). Desse modo,
o conjunto —A’ := {—a : a € A’} tem p.i.f. e, portanto, existe u € Ult(A) que contém — A’
e, assim, —a € u para todo a € A’, 0o que nos dd a ¢ u para todo a € A’, isto é, u & s(a),

contrariando o fato de que U/ é uma cobertura. U

A partir daqui, nos focaremos na dlgebra Booleana A = p(w) dos subconjuntos de w.

Comecamos por identificar o espago dual de p(w), no seguinte teorema.

3A reciproca também é verdadeira, no seguinte sentido: todo espaco Booleano é o espaco de Stone de uma
algebra Booleana (cf. [30], Teorema 7.10).
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Teorema 3.2.2. s5(p(w)) é a compactificagéo de Stone-Cech de w.

Demonstrag¢do. Primeiramente, vamos “encontrar” w em s(p(w)). Afirmamos que w é homeo-
morfoa N = {u, : n € w},ondeun,, = {A Cw:n € A} € Ult(w). Para verificar isto, basta
notar que N € infinito e discreto em s(p(w)): se m # n sdo naturais, entdo u,, # u,, €, para
qualquer n € w, s({n}) = {u,}. Agora, como s(p(w)) é um compacto Hausdorff, para con-
cluir o teorema basta mostrarmos que N é denso em s(p(w)) e que toda fungdo f : ' — [0, 1]

admite extensdo continua g : s(p(w)) — [0, 1].

N é denso em s(p(w)). Se s(a) # () € um aberto bésico de s(p(w)), temos necessariamente

a C w ndo vazio, e assim existe n € a, 0 que acarreta a € u, e, por conseguinte, u,, € s(a).

Extensdo de fungdes. Fixemos f : NV — [0, 1] uma fung@o (continua, pois N é discreto).

Para cada A € p(w), defina A’ = {u, : n € A}. Afirmamos que, para cada ultrafiltro
u € s(p(w)), a intersecdo G(u) = (4o, f[A] € um conjunto unitdrio. E claro que G(u) # 0,

pois u tem p.i.f. (por ser filtro), o que faz de { f[A’]} acy uma familia de fechados de [0, 1] com

p.i.f., e a compacidade de [0, 1] nos permite entdo concluir que G(u) # ().

Se G/(u) ndo fosse unitdrio, existiriam x,y € G(u) com |z — y| > r > 0 para algum r € R
e, assim, B = {n € w: |f(u,) — 2| < 5} & {0,w} (B # 0 pois x € G(u) e B # w pois
y € G(u)). Como u ¢ ultrafiltro, temos necessariamente uma dentre as duas possibilidades:

B € uouw\ B € u. Contudo, x ¢ f[(w\B)]ey ¢ f[B]. Deste modo, para cada

u € s(p(w)), temos G(u) = {g(u)}, para algum g(u) € [0, 1], o que nos permite definir

g: slpWw)) — [0,1]

u =gl

Note que g | N = f, jd que se A € u,, entdo n € A e, por conseguinte, u,, € A’, o que

acarreta f(u,) € f[A'] C f[A'] paratodo A € u,,, mostrando que f(u,) € G(u,). Resta apenas

verificar que g € continua.

Sejam u € s(p(w)), € > 0 e consideremos B = {n € w : [g(u) — f(u,)| < 5}. Necessaria-

mente devemos ter B € u, pois do contrdriow \ B € u, e g(u) € f[(w \ B)']; assim, s(B) é um
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aberto-fechado que contém u. Enfim, se v € s(B), entdo B € v, e assim

g(v) € () JTAT € FIBT C [g(w) - 5. 9(w) + 5

Aev

O]

Os mesmos argumentos se aplicam a um espaco discreto D infinito, 0 que nos permite con-
cluir que s(p(D)) é homeomorfo a 5D. Em particular, para todo discreto infinito D, fD é um
espaco Booleano. Como w € aberto em [Sw, segue que w* é fechado em Sw e, por conseguinte,
¢ um compacto Hausdorff — chamaremos os elementos de w* de ultrafiltros livres (note que

u € w* se, e somente se, U # u, paratodon € w).

Proposicio 3.2.3. Se a C w for finito e a € u € s(p(w)), entdo u = w,, para algum n € a. Em

particular, ultrafiltros livres ndo contém subconjuntos finitos de w.

Demonstra¢do. Chame a = {xo,...,%,,} e suponha que u # u, para todon € a. Como u
¢ ultrafiltro, segue que w \ {x;} € u para cada ¢ < m. Enfim, por termos a € u, segue que

0 =an(Ni<mw\{7i}) € u, o que contraria o fato de u ser proprio. O

Como os conjuntos s(a) = {u € Ult(p(w)) : a € u} formam uma base de abertos-fechados
para Sw, segue que os conjuntos s*(a) := w* N s(a) constituem uma base de abertos para a
topologia de w*. Além disso, note que s*(a) = s*(b) se, e somente se, (a \ b) U (b\ a) for finito.

De fato, se a \ b € finito, entdo s*(a) C s*(b), pois do contrdrio existiria um ultrafiltro livre u
coma € uew \ b € u, mas isto daria a \ b € u, o que viola a conclusio da proposi¢do anterior;
logo, se (a \ b) U (b a) for finito, entdo s*(a) C s*(b) C s*(a). Reciprocamente, se a \ b é
infinito, entdo existqz_f] um ultrafiltro v livre que contém a e a \ b, 0 que acarreta b ¢ v e, portanto,
s*(a) ¢ s*(b).

Tal argumentagdo nos permite concluir que W = {s*(a) : a € p(w) \ [w|<¥} é uma base
ndo enumeravel para w* — mais precisamente, X; < |[W| < ¢. A préxima proposi¢ao nos dard

o restante das informacdes necessarias sobre w™* a fim de provarmos a existéncia de P-pontos.

Proposicao 3.2.4. (a) w* é um espagco Booleano.

“Por meio do Axioma da Escolha, podemos garantir que existe um ultrafiltro que contém o filtro {¢ C w :
a\bCc}.
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(b) Todo aberto-fechado de w* é da forma s*(a), para algum a C w infinito.
(c¢) Todo G ndo vazio de w* tem interior ndo vazio.

(d) Se A, B sdo abertos-fechados ndo vazios e distintos contidos propriamente em w*, entdo
existe um homeomorfismo de fw que leva A sobre B, i.e., abertos-fechados proprios de w*

sdo homeomorfos entre si.

Demonstragdo. Ja sabemos que {s*(a) : a € p(w) \ [w]|=¥} é uma base de abertos para w*, que
¢ compacto Hausdorff. Assim, (a) segue facilmente por valer w* \ s*(a) = s*(w \ a).

Para o item (b), considere U C w* um aberto-fechado ndo vazio e tome f : w* — [0,1] a
fun¢do caracteristica de U, que € continua. Como w* é fechado em Sw, que por sua vez é um
espaco normal, existe uma extensdo continua f:Bw— [0, 1] de f. Definimos entdo o conjunto
A={necw: f(u,) > +} e afirmamos que U C s*(A): de fato, parau € U, temos flw) =1e,
pela continuidade, existe a C w infinito tal que u € s(a) e f[s(a)] C|3, 1] e, consequentemente,
A € u(poisa € uea C A). Analogamente, mostra-se que w* \ U C s*(w \ A). Enfim, como
w* =s"(A)Us*(w\ A), temos U = s*(A).

Provemos o item (¢). Seja G = (), ., G um G4 ndo vazio de w*. Sem perda de gene-

new
ralidade, para cada n podemos fazer GG,, = s*(a,) para algum a,, C w infinito. Note que,
para todo n € w, (-, @, € infinito, pois .., s*(a;) = s*((,<, i) # 0, e isso permite es-

colher z,, € (),-, an tal que x, # x,, se m # n. Fazendo A = {z,, : n € w}, para todo

i<n
i € wtemos |A\ a;| < Ry por construgdo, o que nos dd s*(A) C s*(a;) e, por conseguinte,
s*(A) € Mpew 5*(an).

Finalmente, provaremos o item (d). Sejam s*(a) = A e s*(b) = B os abertos-fechados do
enunciado. Como ambos sdo ndo vazios, decorre que tanto a quanto b sdo subconjuntos infinitos
de w; por serem proprios, temos w \ a € w \ b infinitos. Logo, existe uma bijecdo f : N' — N
tal que fla'] = b —onded’ = {u, :n€a}leb = {u, :n € b}. Entdo 8f : fw — fw é um

homeomorfismo que satisfaz a condi¢éo imposta por (d). [
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Teorema 3.2.5 (Rudin, [37], Teorema 4.2). (CH) Existe pelo menos um P-ponto em w*. Além

disso, o conjunto dos P-pontos de w* é denso.

Demonstragdo. Como a Hipotese do Continuo afirma que ¢ = N, temos
W ={s"(a) : a € p(w) \ [W]*} = {Watacun,

e ndo ha perda de generalidade em supor W, = w*. Vamos obter uma familia A = {A, }o<w,
de abertos-fechados ndo vazios e decrescente com respeito a inclusao, donde seguira que A
serd uma familia de fechados com p.i.f. em w*, e a compacidade de w* nos dard [).A # (); em
verdade, [.A conterd exatamente um dnico ponto, o qual provaremos ser um P-ponto.

Chame Ay = W) e para a@ < wy, suponha definidos abertos-fechados Ag para cada 8 < a,
tais que B, = ﬂﬁm Az # (. Como « é enumerével, temos B, um G ndo vazio de w* e,
pelo item (c¢) da proposi¢do anterior, inferimos a existéncia de um aberto-fechado néo vazio
A’ C B,. Chame A, = A’ se A’ NW, = (), caso contrdrio faca A, = A’ N W,,.

Por construcdo, A = {A,}a<w, ¢ uma familia com p.i.f. e, da compacidade de w*, segue
que existe u € [].A. Como W é uma base para w*, existe & < w; tal que u € W, e, pela forma
como tomamos os A,’s, isto implica em (|.A C W,, o que acarreta [|.A = {u}, pois w* é de
Hausdorff. Em particular, .4 € uma base local para u: se V' € uma vizinhanga de u, entdo existe
o < wptalqueu € W, C V e, neste caso, temos u € A, C W

Finalmente, se {V},},c. € uma familia de vizinhangas de u, entdo para cada n € w existe
o, < w; tal que A,, C V,, basta entdo notar que o = sup,,¢,, v, < w; €, desse modo, segue
que

ueAagmAangﬂVTH

new new
provando que u é um P-ponto.
A densidade do conjunto {u € w* : ué P-ponto} segue diretamente do item (d) da propo-

si¢do anterior. O






Capitulo

4

Aplicacoes: Espacos Produtivamente de

Lindelof

Ao contrario do que ocorre com a compacidade, a propriedade de Lindelof ndo é preservada
pelo produto em geral. A reta de Sorgenfrey, Rg, que consiste do conjunto dos nimeros reais
munido da topologia gerada pelos intervalos [a,b], com a < b, é um exemplo de espaco de
Lindelof cujo quadrado ndo € de Lindelof: a “diagonal” {(—z,z) : * € Rg} é um fechado,

discreto e ndo-enumeravel que atesta isso.

Assim, faz sentido considerar a classe dos espacos produtivamente de Lindelof, isto é, dos
espagos cujo produto com qualquer espaco de Lindelof é de Lindelof. E natural entdo nos per-
guntarmos por caracterizagdes equivalentes para tal propriedade, preferencialmente por aquelas
que dependam unicamente do espaco considerado. Assumindo CH, existe uma caracterizagdo
para espacos produtivamente de Lindelof, mas apenas para espacos cujo peso ndo exceda N;.
No entanto, de modo geral, uma caracteriza¢do vélida para qualquer espaco topoldgico ainda

nao € conhecida.

Neste capitulo, abordaremos algumas aplicacdes de espagos de fungdes relacionados com o
problema acima. Em particular, na dltima secao introduziremos alguns pequenos cardinais, 0s

quais serdao usados em nossa discussdo sobre o Problema de Michael.

129
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4.1 Espacos de Alster I: Aplicacoes de C'z-teoria

Para um espago topoldgico X, uma colecdo U/ de conjuntos G5 de X tal que para todo
K C X compacto existe U € U com K C U serd chamada de K;-cobertura. Diremos que
X é um espaco de Alster se para toda K s-cobertura existir uma subcobertura enumeravel; se
valer que para toda K s-cobertura existe uma K s-subcobertura enumerdvel, diremos que X é um
espaco fortemente de Alster.

Em [2], assumindo CH, K. Alster provou que se X ¢ produtivamente de Lindel6f e w(X) <

Ny, entdo X € de Alster. Em ZFC, temos o seguinte
Teorema 4.1.1 (Alster, [2], Teorema 1). Espacos de Alster sdo produtivamente de Lindeldf.

Demonstra¢do. Sejam X um espaco de Alster, Y um espago de Lindelofe W = {W, : i € I}
uma cobertura para X X Y, que sem perda generalidade supomos ser fechada por reunides
finitas. Assim, para X' C X compacto ndo vazio fixado, para cada y € Y existe i(K,y) € [
tal que K x {y} C Wik ). Agora, pelo Teorema de Wallace, existem abertos Ui,) € X €
Viky) C Y satisfazendo K x {y} C Uiky) X Vitky) © Witk y)-

Logo, {Viky) : ¥y € Y} é uma cobertura por abertos para Y, donde segue que existe
Yi € Y= tal que Y = {Vi(ky) : v € Yi}. Notemos entdo que Gx = ﬂerK Uik y) é
um G5 de X que contém K e, por conseguinte, {Gx : K C X é compacto ndo vazio} é uma
Ks-cobertura para X. Agora, a hipdtese sobre X nos permite obter uma familia enumeravel
{K, : n € w} de compactos de X tal que {Gg, : n € w} recobre X. Claramente, a familia
{Uitkn ) % Vitknw) * ¥ € Yk,,n € w} é uma cobertura enumerdvel para X x Y que refina

W. ]

Diremos que uma colecio U/ de G5’s de X € uma Bjs-cobertura para X se todo elemento
de B estiver contido em algum membro de ¢/. No Capitulo [2} vimos que se 53 ¢ uma borno-
logia com base compacta sobre X, entdo com a terminologia que introduzimos aqui, Cz(X)
¢ produtivamente de tightness enumeravel se, e somente se, toda Bs-cobertura para X admite
Bs-subcobertura enumeravel. Assim, como em tais casos toda Ks-cobertura é Bs-cobertura, o

seguinte coroldrio é imediato:
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Corolario 4.1.2. Sejam X um espaco de Tychonoff e B uma bornologia sobre X com base
compacta. Se Xy € Sp(Cp(X)), entdo X é de Alster e, por conseguinte, é produtivamente de
Lindelof.

Em C),-teoria, uma consequéncia imediata de X ser produtivamente de Lindelof se d4 por
meio do Coroldrio[2.3.3} neste caso, X ¢ de Lindelof, donde segue que sup{/(X") : n € w} =
Ny, donde temos ¢(C, (X)) = Ny. Além disso, quando X é hemicompacto, temos x(Cy(X)) =
Ny, e o coroldrio anterior aliado ao Corolario implicam que X € de Alster. Em particular,
todo espaco compacto € de Alster e, por conseguinte, também sdo de Alster todos os espacos

o-compactos. E entdo natural nos perguntarmos se vale a reciproca, mais precisamente:

Questao 4.1.1. Em geral, se X é produtivamente de Lindeldf, entdo existe alguma bornologia
B sobre X com base compacta tal que Xy € Sp(Cz(X))? Se ndo, para quais classes de espagos

tal implicacdo é verdadeira?

Observe que se X € um espaco topoldgico no qual todo compacto estd contido num com-
pacto G5, entdo a condigdo de Alster € equivalente a o-compacidade, ao passo que a hemi-
compacidade coincide com a condi¢do de fortemente Alster. Assim, por exemplo, um espago
métrico € o-compacto se, e somente se, € de Alster, pois subespacos fechados de espagos mé-
tricos sao Gj.

Assim, os espacos R e Q sdo exemplos de espagos produtivamente de Lindelof que veri-
ficam a reciproca do Coroldrio para bornologias relativamente “diferentes”. Como R €
ndo-enumerdvel, temos [(Rs) = ¢, donde segue que Xy ¢ Sp(C,(R)), entretanto, por R ser
hemicompacto, temos x(Cx(R)) = Ry € Sp(Ck(R)). Por sua vez, temos 8, € Sp(C,(Q)) por
Q ser enumerdvel, mas X, & Sp(Ci(Q)) pois Q ndo é hemicompacto: considere { K, : n € w}
uma familia enumeravel de compactos de Q e note que, para cadan € w, |0, =5 [ NQ € K,,,
caso contrario existiria uma sequéncia em /,, convergindo para um nimero irracional, contra-

riando a compacidade de /K,; logo, para cada n € w existe x,, € ]O [ NQ\ K,, donde

1

’ n+1
segue que K = {x,, : n € w} U {0} é um compacto que satisfaz K’ ¢ K, para todon € w.

Ja vimos na Secéo [I.4] que o espago w® ndo é um espaco o-compacto. Como tal espaco

¢ homeomorfo a P, o espaco dos nimeros irracionais com a topologia de subespaco herdada

de R (cf. Exercicio 24K de [50]]), segue que P ndo é de Alster. Isso nos permite concluir que
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Cp(P) ndo é produtivamente de tightness enumerdvel, para qualquer bornologia B em P com
base compacta — em verdade, por P ser normal, segue que Ny ¢ Sp(Cp(P)) para qualquer
bornologia B em X. Assim, se a resposta para a Questdo {.1.1] for afirmativa, seguird em
particular que P ndo € produtivamente de Lindelof, o que ainda ndo € conhecido em ZFC.

Em [5], Aurichi e Bella provaram a seguinte cadeia de implica¢des, para qualquer espaco

de Tychonoff X:
1 G (2, Q) = Vo € Sp(z, X) = S1(Q, Qs), 4.1.1)

onde Q, = {A C X :2 € A\ A} ez € X. Isso nos permite “conectar” os Teoremas

[2.3.6] [2.3.13] e 2.3.23] com as observagdes feitas nesta se¢do: se B é uma bornologia com base

compacta em X, temos

114 G1(9, ) em C(X) — 20 g e sp(Cp(x) — LD 5110y, 04) em C(X)

2.3.13((a) 2.3.23] 2.3.6(b)
11 G (0p,0p)em X I5(Xs) =N S1(0B,0p) em X
4.1.2]
X é de Alster
.11

X ¢é produtivamente de Lindel6f
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4.2 Espacos de Alster II: Aplicacoes da compactificacao de
Stone- Cech

Nesta secao, apresentaremos uma condi¢do suficiente para que um espaco de Tychonoff nao
seja produtivamente de Lindelof, seguindo essencialmente as referéncias [1, [12]. Para motivar
as definicdes que daremos, considere um espago de Tychonoff (X, 7), e suponha que exista

Y C X com a seguinte propriedade:
existe uma topologia c em Y talque ¢ O 7 [ Y e (Y, o) ndo é de Lindel6f, 4.2.1)

onder [ Y :={UNY :Ue€r}.

Como isso ¢ trivialmente valido se (X, 7) ndo for de Lindel6f, vamos supor também que
X é de Lindelof. Se conseguirmos “mergulhar” (Y, o) como um subespaco (ndo-fechado) num
espaco de Lindelof £ tal que D := {(y,y) : y € Y} seja fechado em (X, 7) x L, entdo seguird
que X ndo é produtivamente de Lindelof: como (Y, o) ndo é de Lindelof, existe uma cobertura
U paraY por o-abertos que ndo admite subcobertura enumeravel, e assim {X x U : U € U} é
uma cobertura para D que ndo admite subcobertura enumerdvel, e o resultado segue por D ser
fechado em (X, 7) x L.

Como obter o espago L? Por (X, 7) ser de Tychonoff, podemos considerar 7 = p [ X,
onde p é uma topologia compacta de Hausdorff sobre um conjunto L, tal que (L,p) = X
e, sem perda de generalidade, podemos supor que X estd (propriamente) contido em L. Seja
L= X*UY,onde X* = X \ X, e considere sobre L a topologia 7 definida da seguinte
forma: A C L é T -aberto se, e somente se, paratodoa € Aexiste U € otalquea € U C Ase
ac€Y,ouexiste V € ptalqueac Ve (VNY)U(V\X)C Acasoa € X*, como ilustrado
na Figura[4.1]

Claramente (£,7) é um espago de Hausdorff que satisfaz parte das condi¢des impostas:
contém (Y, o) como subespago ndo necessariamente fechado e D € fechado em (X, 7) x L.
Além disso, note que (X*, p) é um subespaco fechado de (£,7) —sea ¢ X*, entdioa € Y
e assim existe U € o tal que a € U C Y. Logo, quando o espaco (£,7) é de Lindeldf,

necessariamente temos X* de Lindelof. Note ainda que se &/ é uma cobertura para X* por



134 Capitulo 4 — Aplicagdes: Espacos Produtivamente de Lindel6f

Figura 4.1: Um aberto em (£, 7).

abertos de 5X, entdo X \ JU C X é fechado em X e, por conseguinte, ¢ um subespaco
compacto de (X, 7). Em vista disso, a seguinte condi¢do que impomos sobre Y ¢é bastante

natural:

se K C X é compacto na topologia 7, entdo K NY € de Lindelof na topologia .  (4.2.2)

Assim, se U é uma cobertura aberta para £, podemos considerar uma subcole¢ao U’ C U de
abertos (possivelmente refinando os originais, e obtendo restricdes de abertos de 5.X) tais que
X* C YU, donde segue que K = (X \ JU') NY é um espaco de Lindelof em (Y, o) e, por
conseguinte, nos da /" C U uma subcole¢do enumeravel tal que K C | JU”. Note entdo que, se
pudéssemos obter I/’ enumeravel desde o principio, entdo V = U’ UU" seria uma subcobertura
enumerdvel de U para £; em particular, isso mostra que se X* é de Lindeldf, entdo (£, T ) é de
Lindelof.

Um espaco de Tychonoff X tal que X* é de Lindelof é chamado de espaco de Lindelof no

infinito. Assim, a argumentacao apresentada acima “quase” demonstra o seguinte teorema:
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Teorema 4.2.1 (Alas et al.,[[1], Teorema 2.4; Tall et al., [12], Teorema 2). Seja X um espaco
regular, de Lindelof e de Lindeldf no infinito. Se existir Y C X satisfazendo as condicoes
(4.2.1) e ({.2.2) acima, entdo existe um espago de Lindeldf regular L tal que X x L ndo é de
Lindelof.

De fato, nossa discussdo anterior ndo garante a regularidade de £. Contudo, uma vez conhe-
cido tal espago £, podemos obter um espago regular que satisfaga as condi¢des do teorema. Para
ver 1sso, faremos algumas observacdes preliminares. Considere X e Y espacos topoldgicos e

¢ : X — p(Y') uma fungdo com as seguintes propriedades:
(a) p(r) CY é compacto para todo z € X (dizemos que ¢ é valorada em compactos);

(b) se V C Y éaberto, entdo ¢ (V) := {z € X : p(x) C V} é aberto em X (dizemos que ¢

¢ semicontinua superiormente).

Em tais condi¢des, | ¢[X] é um espago de Lindelof sempre que X € de Lindelof: de fato, se
U é uma cobertura aberta para | J ¢[X] fechada por reunides finitas, entdo {o ' (U) : U € U} é
uma cobertura para X e, por conseguinte, existe {U,, : n € w} C U tal que {¢*(U,) : n € w}
recobre X; é facil ver que {U,, : n € w} recobre | ¢[X].

Agora, para um conjunto ¢/ ndo vazio qualquer, a bijecdo x : p(</) — 2, que a cada
A C of associa a fungdo caracteristica y 4, nos permite ver p(.27) como um espaco topolégico
compacto, zero-dimensional e 75. Em particular, note que pela correspondéncia Yy, os abertos

bésicos de p(.27) sdo conjuntos da forma

A(F,G)={Aecp(): FCAC o \G}, (4.2.3)

para F),G € [«/]<“, embora também seja util observar que para A € (<), as vizinhangas

bésicas de A sdo da forma

V(A,F):={Bep(@): BNF=ANF}, (4.2.4)

para F' € [o/]<¥.
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Considere entdo U = {U; : i € I} uma cobertura por abertos para algum espago topolégico

X. A fungdo ®x 1 X — p(p(I)), definida por
(DXJ/((ZE) = {A - I: {Z el:xe Ul} - A}, (425)

satisfaz as condi¢des (a) e (b) acima.

Para a condi¢@o (a), basta notar que ®y () é fechado em p(/), que é compacto. Para
verificar (b), considere A C p([) aberto, z € @}}M(A) e, para cada B € ®xy(x) tome
Fp e [l|*“talque B € V(B,Fp) C A. Como I, :={i € [ : x € U;} C B, podemos supor
que ig € Fp para algum ig € I, fixado, paratodo B € ®x ;(x). Pela compacidade de @ x 1/(x),
existem By, ..., B, € ®xy(z) tais que ®xy(v) C U, V(Bi, Fp,) C A; pela hipétese sobre
os F’s, temos F' = (J,,, F's;) N I # 0. Afirmamos que U = [, U; € um aberto de X que
atestax € U C (ID;(}M(A). De fato, paray € U, temos ®x(y) C A: ora, por y € U temos
F C I, C Cparatodo C € ®x(y), donde segue que C'U I, € ®y(z) e, consequentemente,
existe i < n tal que C' U I, € V(B;, Fi,) C A;logo, C' € V(B;, Fj,), como querfamos.

Em suma, provamos o seguinte

Lema 4.2.2 (Adaptado de Zdomsky, [S1], Lema 2). Sejam X e Y espacos topologicos e uma

fungdao @ : X — p(Y') valorada em compactos e semicontinua superiormente.
(a) Se X é de Lindeldf, entdo | J o[ X] € de Lindeldf.

(b) SeUd = {U; : i € I} é uma cobertura aberta para X, entdo ®x 1, como definida em

é uma fungdo valorada em compactos e semicontinua superiormente.

Proposicao 4.2.3 (Tall et al., [12]], Lema 1). Seja X um espago de Lindelof. Se existe um espaco
de Lindelof Z tal que X X Z ndo é de Lindelof, entdo existe um espago de Lindelof regular 7'
tal que X x Z' ndo é de Lindelof.

Demonstracdo. Sejald = {U, x V,, : @ < Kk} uma cobertura por abertos basicos para X x Z
que ndo admite subcobertura enumerdvel. Sejam Uy = {U, : a < &}, Uy = {V, : a < K}
e considere as fungdes P xy, € Pz, como em . Pelo Lema anterior, segue que X' =
UPxu,[X] e Z' = J Pz, [Z] sdo subespagos de Lindeldf de (r), em particular, note que 2’

¢ regular.
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Agora, note que se X x 7' é de Lindelof, entdao X’ x Z’ é de Lindel6f: para uma cobertura
V para X' x Z' fechada por reunides finitas, use o fato de que ®y, é valorada em compactos
para obter um refinamento 1’ por abertos basicos (como no Teorema e, em seguida, use
o fato de que ® x4, € semicontinua superiormente para induzir uma cobertura apropriada em
X x Z', donde o resultado segue facilmente.

Assim, é suficiente provar que X’ x Z’ ndo é de Lindel6f para concluir a demonstrac¢ao. Para
ver isso, chame 7, = {D C k : @ € D} para todo a < x e considere W = {W,, : a < k},
onde W, = T, x T,. Note que VW é uma cobertura para X' x 7’ e, para qualquer I C x,
{Uy XV, : @ € I} é uma cobertura para X x Z sempre que {W,, : o € I} cobre X' x 7,

donde segue que VV ndo admite subcobertura enumeravel. O

Observacao 4.2.4. O Teorema foi primeiramente provado em [1], onde condi¢des mais
restritivas do que (4.2.1) e (4.2.2) sdo impostas sobre Y a fim de garantir a regularidade do

espaco L obtido; em [[12]], os autores observam que tais condi¢des podem ser “relaxadas” para

(@.2.1) e (4.2.2), tendo em vista a Proposi¢ao anterior.

Corolario 4.2.5 (Alas et al., [1], Corolario 2.5). Seja X um espaco de Lindeldf regular e de
Lindelof no infinito. Se existe Y C X ndo-enumerdvel tal que K N'Y é enumerdvel para todo

K C X compacto, entdo X ndo é produtivamente de Lindelof.

Demonstragdo. Considere sobre Y a topologia discreta e aplique o Teorema4.2.1 0

Diremos que X € um espaco de tipo contavel se para todo K C X compacto existem
um subespago compacto de K/ O K e uma base local enumeravel em K’ (¢f. defini¢do de
espago ponto-contdvel, na Subsecdo [2.2.1). Quando X ¢é de Tychonoff, tal classe de espagos
coincide exatamente com os espagos de Lindelof no inﬁnit(ﬂ Observe que todo espaco com

peso enumeravel € de tipo contavel.

Corolario 4.2.6. Se X é um espaco de Lindeldf, ndo-enumerdvel, que satisfaz o primeiro axi-
oma de enumerabilidade e no qual todo subespaco compacto é enumerdvel, entdo X ndo é

produtivamente de Lindelof.

IResultado devido a Henriksen e Isbell [20].
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Demonstragdo. Basta notar que, neste caso, todo compacto tem base local enumeravel, e assim

X € de Lindel6f no infinito, de modo que o resultado segue pelo coroldrio anterior. [

Para um espago topoldgico X, definimos o grau de Alster de X, denotado por o7 (X),
como sendo o menor cardinal ~ tal que para toda Ks-cobertura de X existe uma subcobertura
de cardinalidade < k. Por sua vez, #(X) é o menor cardinal da forma |K|, onde K é uma
cobertura para X por compactos. Em geral, o/ (X) < J#(X): se U é uma Kj-cobertura para
X eV é uma cobertura por compactos para X, basta tomar Ux € U para cada K € V tal que
K C Uk e notar que {Uy : K € V} é uma cobertura por Gs’s para X. Veremos que para

espacos de tipo contdvel, vale o7 (X) = # (X).

Proposicao 4.2.7 (Alas et al., [1], Proposi¢ao 4.13). Para um espago de tipo contdvel X vale
que o/ (X) = #(X). Em particular, neste caso X é de Alster se, e somente se, X é o-

compacto.

Demonstragdo. Ja temos o7 (X) < J(X), vamos provar que % (X) < &/(X). Seja K a
colec@o de todos os compactos de X, e para cada K € K tome um G da forma (B, onde
B é uma base local em algum compacto K’ que contém K. Logo, {(Bx : K € K} é uma
Ks-cobertura para X, donde segue que existe {[ Bk, : @ < </(X)} uma subcobertura e,

consequentemente, X = (J,, <o) K - ]

Corolario 4.2.8. Se X ¢ de Lindeldf no infinito e o/ (X) = Ny, entdo X ndo é produtivamente

de Lindelof.

Demonstracdo. Sejad = {U, : o < w;} uma Kj-cobertura que ndo admite subcobertura
enumerdvel. Chame U, = U,, e tome z(, € U,,; agora, para @ < wj, suponha escolhidos
(78)p<a € (Uiy)s<a tais que, para cada 8 < a, ig = min{U, : U, \ U, 5 Ui, # 0}, Ui, € U
e v5 € Ui, \ Ueop Ui Note que A, = {U, : U, \ Uy, Uiy # 0} # 0, pois U ndo admite
subcobertura enumeravel e @ < w; € enumeravel, chame entio i, = min A,. Assim, existem
Ui, + @ <wi} CU e (Ta)a<w, tais que 7, € U, \ U, Uiy €90 > a paratodo a < wy.
Finalmente, se K C X é compacto, entdo K C U, para algum o < wy, € como i, > «, temos
Kn{xe: & <w} CA{xe: £ < a},acarretando que K N {z, : @ < w;} é enumerdvel. Logo,

o resultado segue pelo Corolério .2.5] O
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Em particular, segue que se X € de Lindel6f no infinito e ndo é o-compacto, entdo X nao é

produtivamente de Lindelof.

4.3 Pequenos Cardinais e o Problema de Michael

Um pequeno cardinal é, grosso modo, qualquer cardinal x com ¥; < x < ¢, tal que k é
definido, de alguma forma, em termos de w; os cardinais que apresentaremos sao definidos em
termos do espaco w“, da seguinte maneira: para uma condi¢do P sobre os subconjuntos de w*,
k= min{|A| : A C w¥ satisfaz P}. Como w* é um espaco de fungdes, o estudo de tais
pequenos cardinais se qualifica como tdpico deste trabalho per se.

Definimos uma relagao <* sobre w* declarando
f <" gse,esomentese, [{n cw: f(n)>gn)} < N, 4.3.1)

que € claramente uma relacdo reflexiva (f <* f) e transitiva (f <* ge g <* h = f <* h), mas
nao € uma relacdo assimétrica (pode ocorrer f <* ge g <* f sem que f = g), e tampouco é
uma relacdo total, no sentindo de que quaisquer duas funcdes f, g € w* estejam relacionadas:
chamando P = {2n : n € w}, temos tanto xp £* x.\p quanto x.\p £* xp, onde xXp € xu\p
sdo as fungdes caracteristicas de P e w \ P, respectivamente. Andloga a relagdo <*, declaramos
{new: f(n)=g(n)} <R

Dizemos que D C w* é uma familia dominante (dominating family) se D for cofinal em

f <* g se, e somente se,

(w¥, <*), ou seja, se para toda f € w” existe g € D tal que f <* g. O niimero de dominancia
(dominating number), denotado por 0, é o menor cardinal da forma |D|, onde D é uma familia

dominante em w*, mais formalmente:

0 := min{|D| : D C w” é dominante}. (4.3.2)

Claramente temos 0 < ¢, ja que w® € trivialmente dominante.
Dizemos que B C w* é uma familia ilimitada (unbounded family) se B ¢ ilimitada em
(w¥, <*), i.e., se ndo existe f € w“ que limite todas as fun¢des de B com respeito a <* ou,

ainda mais precisamente, para toda f € w® existe g € B tal que g £* f. Definimos o niimero
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de ilimitancia (unbounding number), denotado por b, como sendo o menor cardinal da forma

|B|, onde B é uma familia ilimitada em w®, isto é:
b := min{|B| : B C w” ¢ ilimitada}. (4.3.3)

Como toda familia dominante € ilimitada, segue que b < 9 < ¢. Além disso, note que se
A C w* é enumerdvel, entdo A ndo é ilimitada: fazendo A = {f,, : n € w}, basta notar que
fiw—wdadapor f(k) =1+, , fi(k) étal que f,, <* f paratodo n € w. Desse modo,

as seguintes desigualdades sao vélidas em ZFC:
Ny <b<o<e. 4.3.4)

Lembremo-nos de que se X é um espago topoldgico, dizemos que A C X é nunca denso
(nowhere dense) se int(A) = (), ao passo que A é um conjunto magro se for reunifo enume-
ravel de conjuntos nunca densos. Finalmente, X é um espaco de Baire se satisfizer uma (logo,

todas) das trés condi¢des equivalentes abaixo:

(a) todo conjunto magro em X tem interior vazio;
(b) toda intersecao enumeravel de abertos densos € densa;

(c) X nao € reuniao enumeravel de fechados nunca densos.

Espagos métricos completos sdo exemplos de espacos de Baire e, mais geralmente, todo G5
de um espaco de Baire é de Baire. Como R € completamente metrizdvel e w = P € um G, de
R, segue que w* € um espacgo de Baire.

Chamemos por M a familia dos subconjuntos magros de w“; como a reunido enumerdvel
de conjuntos magros € um conjunto magro e w“ é de Baire, segue que w* ndo pode ser reunido
enumerdvel de conjuntos magros. Por outro lado, cada f € w* € tal que {f} € um conjunto
magro, € w* = [J;c,.{f} Isso motiva a defini¢do do préximo pequeno cardinal, o nimero
de cobertura (covering number), denotado por cov(M), o menor cardinal da forma |C|, onde

C CMétalquelJC = w”, istoé,

cov(M) :=min{|C|: C C MA UC = w*}, (4.3.5)
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e, pelo que discutimos acima, temos X; < cov(M) < ¢. Equivalentemente,

cov(M) =min{|F|: F Cw’ AVgew(3f € F(|{n€ew: f(n)=g(n)} < Ng))},
(4.3.6)
(Bartoszytisky e Judah, apud Halbeisen [19]), e disso segue que cov(M) < 0, pois, se D é
uma familia dominante, entdo para ¢ € w® qualquer existe f € D tal que ¢ <* f, onde

g'(n) = g(n) + 1 paratodo n,oquenosda [{n € w: f(n) =g(n)} < V.

Claramente, CH acarreta 8; = b = 0 = cov(M) = ¢, mas outras desigualdades também
sdo consistentes com ZFC+—CH, como por exemplo, b < ? = cov(M) = ¢ (¢f. Halbeisen,
[19]). Nesta se¢do estudaremos algumas influéncias dos cardinais b, 0 e cov(M) sobre o espago
dos irracionais w®, no que concerne a “Lindeldfcidade” no produto. Ao leitor interessado em
mais propriedades dos pequenos cardinais supracitados, bem como em propriedades de outros

cardinais que ndo apresentamos, sugerimos as referéncias [[7, 13} (19, 42].

E. Michael provou que se vale CH, entdo existe um espaco de Lindelof regular tal que X x P
ndo € de Lindelof [32]]. Saber se tal espagco pode ser construido sem axiomas adicionais (como
CH) é o que chamamos de Problema de Michael, e um espaco com tais propriedades (de
Lindelof, regular e cujo produto cartesiano com P resulta num espaco ndo Lindelof) é chamado
de espaco de Michael. Hoje ja se sabe que ndo precisamos da “forca total” de CH para a

obten¢do de um espaco de Michael.

De fato, em [34], Moore mostra, entre outras coisas, que existe um espaco de Michael
quando assumimos 9 = cov(M). Por sua vez, na dltima se¢do de [42], da Silva apresenta uma
prova detalhada de que b = w; implica a existéncia de um espaco de Michael: considera-se
o conjunto R munido de uma topologia ¢ mais fina que a usual, na qual os pontos de P sdo
isolados e, por meio da asser¢ao b = w;, obtém-se um subconjunto ndo-enumeravel X C P tal
que Y = X UQ visto como subespaco de (R, o) é de Lindelof e a “diagonal” {(x,x) : x € X'}

¢ um subespaco fechado, discreto e ndo-enumerdvel de Y x P.

Vamos seguir a mesma abordagem apresentada em [1] e, por meio do Teorema [{.2.1] de-
monstrado na sec¢do anterior, provaremos a existéncia de espagcos de Michael para algumas

hipéteses adicionais sobre pequenos cardinais. Tal método tem a vantagem de sintetizar di-
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versas construgdes de espacos de Michael por meio de uma unica terminologia técnica, que
introduzimos a seguir.

Para um subconjunto .% C w*, vamos chamar de .# -topologia a menor (no sentido da
inclusdo) topologia em w®“ que contém sua topologia usual e tal que os conjuntos da forma
Ky = {g € w” : g < f} sejam abertos, para cada f € .%#. Como lidaremos com duas
topologias simultaneamente em w®, explicitamos a seguinte convengﬁoﬂ dada uma propriedade
topologica P e A C X, diremos que A é u-P (respectivamente, . -P) se A tem a propriedade
P quando visto como subespaco de w* munido de sua topologia usual (respectivamente, se A
tem a propriedade P quando visto como subespago de w* munido da .% -topologia).

Dizemos que £ C w* é uma escala em w* se E for dominante e (F, <*) for uma boa ordem;
mais precisamente, £ = {f, : @ < 7} é uma escala se E for dominante e valer f, <* fz se, e

sO se, a < f3.
Lema 4.3.1. Existe uma escala em w” se, e somente se, b = 0.

Demonstra¢do. Se b = 0, basta considerar D = {f, : @ < 0} uma familia dominante (e ndo
necessariamente bem ordenada), bem como S = {f € w* : f é estritamente crescente} (que

também é dominante) e obter {g, : @ < 0} C § satisfazendo

(V€ <0)(f €{ga:a <&GU{f} = f < ge) (4.3.7)

Obtemos tal familia recursivamente. Inicialmente, escolhemos gy € S tal que fy <* go.
Supondo definidos g, para cada a < £ para algum £ < 0 satisfazendo a condi¢io acima, segue
que a familia G¢ = {g, : @ < &} U {fe} € necessariamente limitada com respeito a <* (pois
|| < 0 = b), e assim existe g € w*” tal que f <* g paratoda f € G,. Escolhemos entdo
ge como sendo uma func¢do de S que satisfaz g(n) < g¢(n) para todo n € w. Claramente,
D" = {g¢ : £ < 9} é uma familia dominante (do contrario, D ndo seria dominante) e bem

ordenada por <*, i.e., D é uma escaleﬂ

2Que j4 utilizamos implicitamente em certos pontos do texto.

3Note que usamos b = 0 apenas para garantir a limitagdo de {g, : @ < £} (se usdssemos |£| < 0 para afirmar
que G¢ = {go : @ < £} U {fe} ndo é dominante, obterfamos g € w® tal que g £* f para toda f € Gg, o que
ndo seria suficiente para definir g¢). Em particular, se em vez da familia dominante D utilizdssemos uma familia
ilimitada F', o mesmo processo que apresentamos acima nos daria uma familia {g, : a < b} ilimitada e bem
ordenada por <*, donde ¢ facil ver que b = min{|F| : F ¢ ilimitada em w* e bem ordenada por <*}.
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Para a reciproca, apresentamos apenas um esbogo da demonstragdo: tome A uma escala em
w" e note que existe uma escala A’ = {f, : @ < ?} cujo tipo de ordem é 0, donde segue que
cof (9) = 0 e, por conseguinte, se £ C A’ tem cardinalidade estritamente menor do que 9, entdo
E ndo é uma familia ilimitada em w* (pois, se fosse, seria cofinal em A’), 0 que nos permite

concluir que 0 < b (cf. [42], pagina 32). U

Em particular, note que se .# = {g, : @ < 0} é uma escala em w*, entdo para cada ordinal
limite A\ < ? e n € w, podemos definir f\,, € w* fazendo fy,(z) = x - gr(z) + n. Como
todo ordinal o < 0 € da forma o« = A\ + n para algum ordinal limite A < 0 e n € w, segue que
{fa : @ < 0} é uma escala em w*, bem ordenada por <*, mas dominante com respeito a <, i.e.,
dada f € w” existe f, tal que f(n) < f.(n) para todo n € w. Vamos chamar uma familia .%

com tal propriedade de escala forte.
Teorema 4.3.2. Se 0 = w,, entdo existe um espaco de Michael

Demonstragdo. Como w; < b < 0, a hipétese do teorema nos d4d b = 0 = w;, donde segue
pelo lema anterior que existe uma escala .# = {f, : @ < 0}, que sem perda de generalidade
supomos ser uma escala forte. Seja X = Y = w* e considere p como sendo a .% -topologia; em

virtude do Teorema.2.1] ¢ suficiente mostrarmos que:

(a) p contém a topologia usual de w* (o que vale pela defini¢do de p);
(b) (w*, p) ndo é de Lindelof;

(c) se K C w* é u-compacto, entdo K € .#-Lindelof.

O item (b) segue em virtude de .# ser dominante com respeito a <: dada f € w* existe
fo € Ztalque f < f,,eassim f € Ky, , donde segue que { K : f € .#} € uma cobertura por
p-abertos de w® que ndo admite subcobertura enumerdvel (pois ndo existe familia dominante
enumeravel). Para verificar (c), mostraremos que todo X' C w* u-compacto tem .% -peso enu-
merdvel; note que € suficiente mostrar isso para conjuntos da forma K, para f € .#. Como
0 = w; segue que se o < 0, entdo {fz : B < a} é enumerdvel, e assim basta notar que os

conjuntos da forma

[Tvan () Kp). (4.3.8)

new fel
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onde V,, # w para finitos n € we I € [{fz: f < a}]<¥, constituem uma .% -base enumeravel

para Ky, . [

Observacao 4.3.3. Em particular, se .# C w* € tal que a .% -topologia satisfaz as condi¢des
(4.2.1), (4.2.2) e, além disso, todo u-compacto de w* tem .#-peso enumeravel, entdo 0 = w;
(cf. Proposigao 3.3 [1]).

Note que a hipdtese 0 = w; acarreta tanto b = w; quanto b = 9 = cov(M). Veremos que
cada uma delas € suficiente para garantir a existéncia de um espaco de Michael.

Para b = wj, basta aplicar o mesmo processo da demonstragdo do Lema §.3.1| para uma
familia ilimitada B e obter uma cole¢do Y = {f, : @ < w; } ilimitada (logo, ndo-enumerével)
e bem ordenada por <*; observe que se K C w* é compacto na topologia usual, entdo K NY
€ necessariamente enumeravel (essencialmente por termos b = w; e Y bem ordenada), donde a
existéncia do espaco de Michael segue pelo Corolario4.2.

A fim de obtermos um espago de Michael a partir da hipétese b = 0 = cov(M ), precisamos

do seguinte lema, enunciado em [[1]:

Lema 4.3.4. Se X ¢ um espagco métrico compacto e C é uma cobertura por fechados para X

tal que |C| < cov(M), entdo C admite subcobertura enumerdvel.
Teorema 4.3.5. Se b = 0 = cov(M), entdo existe um espago de Michael.

Demonstra¢do. Como b = 9, podemos tomar .% = { f,, : & < 0} uma escala forte e novamente
fazer X = Y = w“ e p como sendo a .% -topologia nos termos do Teorema Como no
Teorema4.3.2] o espaco (w”, p) ndo é de Lindeldf, e assim basta mostrarmos que se X C w® é

u-compacto, entdo K € de .# -Lindelof. Supondo que ndo seja este o caso, podemos considerar
f =min{a <0 : 3K C Ky, A K é u-compacto e ndo é .%-Lindelof}. (4.3.9)

Seja K C K, o u-compacto que ndo € .7 -Lindelof. E facil ver que K = U< s K NK
e que, pela minimalidade de /3, cada K, N K é u-compacto e .#-Lindelof. Seja entdo U/ uma
cobertura por .7 -abertos para K — cada .%-aberto de U é um .% -aberto em w* interceptado

com K. Vamos mostrar que {/ tem subcobertura enumerdvel.
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Para isso, note primeiramente que para cada f € K' = K\ |J,. 5 Iy, podemos tomar Uy
um u-aberto de w® que contém f satisfazendo Uy N K C U para algum U € U. De fato, dado
UecUtalque f € U, existem V =[],
tais que f € V N (N, Ky,,) VK C U. Agora, como f ¢ | J

V; um w-aberto bdsico de w* e foy, .-, fa, € F

a<p K f..» [€MOS necessariamente

a; £ [ paracada j < n e, por .7 ser uma escala, isso nos permite inferir que fz <* f,, ou

f3 = fa,;. Logo, basta tomar Uy = [, Ui, onde U; = V; se f5(i) < fq,(i) paratodo j < n,e

U=Vin{mew:0<m<min{f, (@) : fs(i) > fa, (i)} }

se fa(i) > fa,(i) para algum j < n (se K’ = (), entdo K = J, 5Ky, N K e, como cada

a<f
Ky, N K ¢é fechado, segue do Lema anterior que K ¢ reunido enumerdvel de conjuntos .7 -
Lindelof). Temos assim uma cobertura {U; : f € K’} por u-abertos para K’. Como w® é

hereditariamente Lindelof, segue que existe {f, : n € w} C K'tal que K’ C |J . Uy,.

new
Note entdo que K" = K \ U, Uy, é u-compacto, { Ky, N K : o < $} é uma cobertura por
fechados para K" e, como 8 < cov(M), em virtude do Lema anterior podemos afirmar que K"
€ reunido enumeravel de conjuntos .% -Lindelof. Logo, K" é .7 -Lindelof, donde o resultado

segue facilmente. [
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