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Resumo

Neste trabalho, alguns espaços de funções que surgem naturalmente no contexto da topolo-

gia geral são estudados. Por meio da noção de bornologias, problemas de Cp-teoria e Ck-teoria

são analisados simultaneamente, como a caracterização de certas funções cardinais no espaço

das funções contínuas e propriedades relativas a jogos seletivos. A compactificação de Stone-

Čech também é estudada, onde a existência de P -pontos no resíduo dos naturais é considerada

sob a Hipótese do Contínuo. Com a adição de certas hipóteses sobre pequenos cardinais, alguns

resultados obtidos ao longo do texto são utilizados em problemas relacionados com espaços de

Michael e espaços de Alster.

Palavras-chave: espaços de funções, Cp-teoria, Ck-teoria, bornologias, funções cardinais,

jogos topológicos, pequenos cardinais, espaços de Alster, Problema de Michael.





Abstract

In this work, some function spaces that naturally arise in the general topology context are

studied. By the notion of bornologies, Cp-theory and Ck-theory problems are simultaneously

analysed, as the characterization of some cardinal functions in the space of continuous real

functions and properties related to selective games. The Stone-Čech compactification is also

studied, and the existence of P -points in the remainder of the set of the natural numbers is con-

sidered under the Continuum Hypothesis. With the addition of some hypotheses about small

cardinals, some results obtained through the text are used in problems related to Michael spaces

and Alster spaces.

Keywords: function spaces, Cp-theory, Ck-theory, bornologies, cardinal functions, topolo-

gical games, small cardinals, Alster spaces, Michael’s Problem.
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Introdução

Dados dois espaços topológicos, é natural nos perguntarmos como as noções topológicas dos

espaços dados influenciam a noção de proximidade entre duas funções consideradas entre esses

espaços. De modo mais técnico: se X e Y são espaços topológicos, existe alguma topologia

natural no espaço das funções de X em Y que esteja relacionada com as topologias de X e

Y ? A resposta varia de acordo com o contexto no qual nos situamos mas, de modo geral, ela é

afirmativa e não é necessariamente única.

Neste trabalho, apresentamos algumas das possíveis respostas, e também investigamos cer-

tos casos de espaços de funções munidos de tais topologias. Inicialmente, era objetivo estudar-

mos três situações de forma independente:

1. a topologia da convergência uniforme forte numa bornologia (cf. Seção 2.4.2);

2. a compactificação de Stone-Čech de um espaço topológico, definida como um espaço de

funções (cf. Capítulo 3);

3. alguns pequenos cardinais, invariantes topológicos do espaço das funções de ω em ω (cf.

Seção 4.3).

A topologia referida no item (1) acima (e definida em [6]) se dá para espaços de funções

entre espaços métricos, e nossa proposta era estender os resultados de [6] para contextos mais

gerais. Por outro lado, os objetivos para os itens (2) e (3) acima consistiam em estudar seus

fundamentos e aplicações, em particular, no que tange aos espaços produtivamente de Lindelöf

(cf. Capítulo 4), como feito em [1]. Contudo, com o desenrolar do projeto, aplicações de (1)

para o mesmo problema também surgiram e, desse modo, todo o trabalho “convergiu” para

15



16 Introdução

aplicações em espaços produtivamente de Lindelöf. Por tal motivo, estruturamos o texto da

forma como descrevemos a seguir.

No primeiro capítulo, apresentamos os resultados básicos que serão utilizados ao longo do

texto. Fazemos uma breve revisão sobre Teoria dos Conjuntos e Topologia, bem como sobre

espaços uniformes. Em seguida, apresentamos uma breve sistematização sobre jogos seletivos

e alguns exemplos de suas aplicações em topologia, na forma de jogos topológicos seletivos.

O segundo capítulo consiste dos desdobramentos do item (1) descrito acima, o que ocupa

a maior parte deste trabalho. Uma possível generalização da topologia definida em [6] para

espaços de Tychonoff se reduz as ditas topologias de convergência uniforme (já estudadas,

por exemplo, por McCoy e Ntantu [31]), que são definidas em termos de uma estrutura no

espaço base, as bornologias, o que fazemos na primeira seção deste capítulo. Nas duas seções

seguintes, caracterizamos algumas funções cardinais do espaço das funções reais contínuas

definidas num espaço de Tychonoff, de maneira semelhante a apresentada em [31], e analisamos

algumas variações seletivas da função cardinal tightness, onde generalizamos alguns resultados

já conhecidos. Na última seção, comentamos brevemente a topologia definida em [6], além

de apresentarmos uma demonstração relativamente extensa de um resultado de Arhangel’skii

utilizado na seção anterior.

No Capítulo 3, voltamo-nos para a compactificação de Stone-Čech. A primeira seção se

foca nas questões de existência e unicidade (a menos de homeomorfismo) da compactificação

de Stone-Čech de um espaço de Tychonoff, onde também examinamos algumas propriedades

básicas e exemplos. Na seção seguinte, estreitamos nossa análise para a compactificação de

Stone-Čech dos naturais, mais precisamente no que tange à existência dos chamados P -pontos,

onde seguimos essencialmente a abordagem de Rudin em [37].

No quarto capítulo apresentamos algumas aplicações concernentes aos espaços produtiva-

mente de Lindelöf. Na primeira e segunda seções, utilizamos respectivamente resultados do

segundo e terceiro capítulos para obtermos informações sobre tal classe de espaços. A última

seção se restringe a alguns pequenos cardinais (b, d e cov(M)) e às suas aplicações no cha-

mado Problema de Michael, o qual essencialmente consiste em saber se o espaço dos números

irracionais com a topologia usual é um espaço produtivamente de Lindelöf.



Capítulo

1

Preliminares

O objetivo deste capítulo é fornecer o ferramental básico para o desenvolvimento dos capí-

tulos subsequentes. Definiremos os principais conceitos de Teoria dos Conjuntos e Topologia

que serão utilizados, além de fixarmos as notações e relembrarmos alguns resultados importan-

tes. Em cada seção, indicaremos as referências nas quais as demonstrações omitidas podem ser

encontradas, bem como tópicos relacionados que possam interessar ao leitor.

1.1 Teoria dos Conjuntos

Nesta seção, fazemos uma introdução breve sobre Teoria dos Conjuntos, principalmente

com o intuito de fixar as notações. Os livros de Jech [25] e Kunen [29] cobrem profundamente

todos os tópicos que abordaremos sobre Teoria dos Conjuntos, embora um texto introdutó-

rio, como o de Hrbacek e Jech [23], seja suficiente para preencher a maioria (senão todas)

das lacunas desta seção. Em todo o decorrer deste trabalho, assumimos o sistema axiomático

Zermelo-Fraenkel acrescido do Axioma da Escolha (ZFC).

As operações usuais entre conjuntos (interseção, reunião, diferença, potência e produto)

serão supostos conhecidos. A diferença entre dois conjuntos X e Y será denotada por X \ Y ,

e a coleção de todos os subconjuntos de X será indicada por ℘(X). Uma relação (binária)

é um conjunto de pares ordenados (e, por conseguinte, relações de ordem, de equivalência e

funções também). Em particular, se X é um conjunto, então qualquer elemento de ℘(X ×X)

17



18 Capítulo 1 — Preliminares

é uma relação e, desse modo, ficam bem definidas as operações de composição e inversão em

℘(X×X), mais precisamente: seA,B ⊆ X×X , entãoA−1 = {(y, x) : (x, y) ∈ A} eA◦B =

{(x, y) : ∃z((x, z) ∈ B ∧ (z, y) ∈ A)} também são subconjuntos de X × X (cf. Seção 1.3).

Assumimos conhecidas as definições e notações usuais referentes a relações de equivalência,

ordens parciais e funções, bem como resultados básicos envolvendo tais tópicos. Em particular,

relembramos o leitor de que uma relação de ordem ≤ sobre X é uma boa ordenação (ou boa

ordem) se todo subconjunto não vazio de X possui um elemento mínimo com respeito a ≤.

Dados conjuntos X e Y , denotaremos por Y X o conjunto de todas as funções f : X → Y ,

isto é, das funções com domínio X e contradomínio Y . Se A ⊆ X , f [A] := {f(x) : x ∈ A}

é a imagem direta de A por f e, para B ⊆ Y , f−1[B] := {x ∈ X : f(x) ∈ B} denota a pré-

imagem (ou imagem inversa) de B por f ; também indicamos por f � A a função de domínio A

e contradomínio Y que associa a cada a ∈ A o elemento f(a) ∈ Y , isto é, f � A é a restrição

de f ao subconjunto A. Quando Y = X , denotamos por idX := ∆(X) := {(x, x) : x ∈ X}

a função identidade de X − ou simplesmente por id e ∆, quando o conjunto X estiver claro

pelo contexto. Dada uma família F = {Xi : i ∈ I} de conjuntos, a coleção de todas as funções

f : I →
⋃
i∈I Xi tais que f(i) ∈ Xi, o produto da família F , será denotado por

∏
i∈I Xi. A

reunião disjunta de F , indicada por
⊔
i∈I Xi, é por definição1 o conjunto

⋃
i∈I(Xi × {i}).

Dizemos que X é um conjunto transitivo se todo elemento de X é também subconjunto

de X; X é um número ordinal (ou simplesmente um ordinal) se X for transitivo e (X,∈X)

for uma boa ordem, onde ∈X= {(x, y) ∈ X × X : x ∈ y}, o que faz com que todos os

elementos de um ordinal sejam ordinais. Geralmente, denotamos ordinais por letras gregas

minúsculas (α, β, γ, etc.) e, para dois ordinais α e β, escrevemos α < β para indicar que

α ∈ β − em particular, vale a tricotomia para todos2 os ordinais, isto é, dados ordinais α e β,

necessariamente um (e apenas um) dos seguintes casos ocorre: α < β ou β < α ou α = β.

Assim, para qualquer ordinal α vale a igualdade α = {β : β < α}. Todo conjunto A de

ordinais admite um mínimo e um supremo, a saber, minA =
⋂
A e supA =

⋃
A (a posteriori,

o mesmo vale para conjuntos de cardinais). Além disso, se (A,R) é uma boa ordem, então

1A menos que os elementos de F sejam dois a dois disjuntos, caso em que não fazemos distinção entre os
operadores

⊔
e
⋃

.
2Formalmente, em ZFC não existe o conjunto de todos os ordinais.
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existe um único ordinal α tal que (A,R) e (α,∈α) são isomorfos (no sentido de ordem); tal

ordinal é chamado de tipo de ordem de (A,R) (order type).

Dados um ordinal α e uma função f : β → α, diremos que f é uma função cofinal em α se

para todo γ < α existe δ < β tal que γ ≤ f(δ); define-se então a cofinalidade de α como sendo

o menor ordinal β para o qual existe uma função f : β → α cofinal em α, denotado por cof(α)

− claramente cof(α) ≤ α. Definimos o sucessor de um ordinal α como sendo α+1 := α∪{α};

α é um ordinal sucessor se existir β tal que α = β + 1, caso contrário, α é um ordinal limite

− por exemplo, 0 := ∅ é um ordinal limite por vacuidade, e 1 := 0 + 1 = {0} é um ordinal

sucessor.

Um ordinal α é um número natural se para todo β < α, β for sucessor ou β = 0. Usu-

almente simbolizamos números naturais por letras minúsculas do nosso alfabeto (m,n, p, etc.).

Denotamos por ω (ou ℵ0) a coleção de todos os números naturais3, que é o menor ordinal li-

mite diferente de 0. Chamamos uma função f : ω → X de sequência em X , e denotamos

f = (xn)n∈ω, onde f(n) = xn − em geral, qualquer função da forma f : α→ X será chamada

de sequência em X , e escreveremos f = (xβ)β<α, onde f(β) = xβ .

Para conjuntosX e Y quaisquer, dizemos queX e Y são equipotentes se existir uma função

bijetora f : X → Y , o que simbolizamos por |X| = |Y |. Um conjuntoX é finito (infinito enu-

merável) caso X seja equipotente a um número natural (ou equipotente a ω, respectivamente),

do contrário X é não-enumerável. Um ordinal α é um número cardinal se não existir β < α

tal que |β| = |α| − geralmente denotamos cardinais por letras gregas minúsculas (κ, λ, µ, etc.).

Como todo conjunto bem ordenado é isomorfo a um único ordinal, para um conjunto bem or-

denável X fica bem definido o número cardinal |X| := min{α : |α| = |X|}, a cardinalidade

de X . Logo, em ZFC, todo conjunto tem um número cardinal, haja vista que todo conjunto é

bem ordenável pelo Axioma da Escolha.

Assumimos conhecidos os resultados básicos de aritmética cardinal e ordinal. Em particular,

frisamos o Teorema de Cantor, que estabelece a desigualdade |X| < |℘(X)|, da qual segue

ω < |℘(ω)| e, consequentemente, ω1 ≤ |℘(ω)| := c, onde ω1 (ou ℵ1) é o menor ordinal

(cardinal) não-enumerável e c é a cardinalidade do contínuo. A Hipótese do Contínuo é a

asserção ℵ1 = c.
3Como tal conjunto satisfaz os Axiomas de Peano, o conjunto ω é para todos os efeitos (lê-se a menos de

isomorfismo) o conjunto dos números naturais usualmente denotado por N.
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Fixados um conjunto X e um cardinal κ, definimos:

(a) [X]<κ := {Y ⊆ X : |Y | < κ};

(b) [X]≤κ := {Y ⊆ X : |Y | ≤ κ};

(c) [X]κ := {Y ⊆ X : |Y | = κ};

(d) X<κ :=
⋃
λ<κX

λ e X≤κ := X<κ ∪Xκ.

Em particular, a igualdade ω = |[ω]<ω| será de grande utilidade nos próximos capítulos.

Essencialmente, para verificá-la basta notar que [ω]<ω =
⋃
n<ω[ω]n, com |[ω]n| = ω, e usar o

fato de que a reunião enumerável de conjuntos enumeráveis é enumerável. Mais geralmente,

|[A]<ω| = |A| para qualquer conjunto infinito A.
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1.2 Topologia

Apresentaremos as definições e os resultados básicos de Topologia Geral que serão adotados

ao longo do texto. De modo geral, utilizamos os termos e notações do livro de Engelking

[15], embora não façamos as mesmas suposições acerca de axiomas de separação para certas

definições. Também seguimos os textos de Tkachuk [47] e Willard [50], de modo que em

tais referências as demonstrações omitidas nesta seção podem ser encontradas. Além disso,

assumiremos que o leitor já tenha feito um curso de Topologia Geral e de Espaços Métricos,

estando assim familiarizado com a terminologia usual da teoria (abertos, fechados, fecho ou

fechamento, interior, funções contínuas, etc.).

Fixemos um espaço topológico (X, τ), um ponto x ∈ X e um subconjuntoA ⊆ X . Quando

a topologia τ estiver clara pelo contexto, vamos nos referir a (X, τ) simplesmente como o

“espaço topológico X” ou mesmo como o “espaço X”. Dizemos que A é uma vizinhança de

x se existir um aberto V ⊆ X tal que x ∈ V ⊆ A, sem que A seja necessariamente aberto.

Denotamos o fecho (closure) de A por A e o interior de A por int(A).

Um conjunto parcialmente ordenado (L,≤) é dirigido se para quaisquer x, y ∈ L existir

w ∈ L tal que x ≤ w e y ≤ w. Se (L,≤) é dirigido, uma função f : L→ X é chamada de net

em X , e usualmente denotamos f = (xl)l∈L, onde f(l) = xl. Em particular, ω é um conjunto

dirigido (pela ordem usual dos naturais), e uma net (xn)n∈ω é uma sequência em X . Uma net

(xl)l∈L em X converge para x se, para toda vizinhança A de x existir lA ∈ L tal que xl ∈ A

para todo l ≥ lA, o que indicamos por xl → x, ou xl →τ x quando quisermos evidenciar a

topologia de X .

Seja (T,≤) um conjunto totalmente ordenado com pelo menos dois pontos. Para quaisquer

x, y ∈ T , definimos:

(a) ]x, y[ := {a ∈ T : x < a < y};

(b) ]x, y] := ]x, y[ ∪ {y};

(c) [x, y[ := {x} ∪ ]x, y[;

(d) [x, y] := [x, y[ ∪ {y}.
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Para um elemento t ∈ T qualquer, declaramos como aberto básico de t qualquer conjunto

da forma ]x, y[ tal que t ∈ ]x, y[ caso t não seja máximo nem mínimo de T , do contrário4 seus

abertos básicos são da forma [t, y[ (se t for mínimo) ou da forma ]x, t] (caso t seja máximo).

É fácil ver que isto de fato define uma topologia em T , a chamada topologia da ordem, que

é de Hausdorff (ver definição na página seguinte). Em particular, quando T é um ordinal α,

a topologia da ordem em α é tal que β ∈ α é isolado se, e somente se, β é sucessor (e, con-

sequentemente, β é ordinal limite se, e somente se, β não é isolado). A menos de menção em

contrário, ao considerarmos um ordinal como espaço topológico, assumiremos que sua topolo-

gia é a topologia da ordem.

Dada uma família {(Xi, τi) : i ∈ I} de espaços topológicos e um subconjunto V =
∏

i∈I Vi,

onde cada Vi ⊆ Xi, definimos o suporte de V como sendo o conjunto supp(V ) := {i ∈ I : Vi 6=

Xi}. Ao longo deste trabalho, exceto quando expresso o contrário, consideraremos o produto∏
i∈I Xi munido da topologia produto, que é a topologia gerada como base pelos conjuntos

da forma V =
∏

i∈I Vi de suporte finito, onde cada Vi ∈ τi. Quando os conjuntos Xi são dois

a dois disjuntos, denotamos por
∑

i∈I Xi a soma dos espaços Xi, definido como o conjunto⊔
i∈I Xi, munido da topologia gerada como base pela família

⋃
i∈I τi.

Denotamos por R o conjunto dos números reais munido da topologia usual induzida por sua

métrica; a menos de menção contrária, consideramos qualquer conjunto de números reais com

a topologia de subespaço de R. Também assumimos conhecidos conceitos basicos referentes à

Medida de Lebesgue em R. Os símbolos Z, Q e P denotam, respectivamente, o conjunto dos

números inteiros, dos números racionais e dos números irracionais.

Geralmente, hipóteses adicionais referentes à topologia do espaço devem ser feitas para ob-

termos resultados interessantes. Ao longo de nosso trabalho, definiremos e estudaremos várias

propriedades topológicas. Assim, a fim de tornarmos a leitura dos próximos capítulos menos

carregada com várias definições, listamos a seguir algumas condições básicas que ocasional-

mente serão impostas posteriormente, bem como alguns resultados relativos a elas, os quais

serão utilizados sem maior ênfase.

• Dizemos que X é um espaço T0 se para quaisquer x, y ∈ X distintos existir um aberto

que contém exatamente um desses pontos.

4Um elemento mínimo (ou máximo) caso exista, é único.
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• Se {x} é fechado para todo x ∈ X , dizemos que X é um espaço T1. Note que se X é um

espaço T1, então X também é T0.

• Um espaço X é de Hausdorff (ou T2) se para todo par x, y ∈ X de pontos distintos

existirem abertos disjuntos A,B ⊆ X tais que x ∈ A e y ∈ B. Claramente, todo espaço

de Hausdorff também é T1.

• Dizemos que X é um espaço T3 se para quaisquer x ∈ X e F ⊆ X fechado dados, com

x 6∈ F , existirem abertos disjuntos A,B ⊆ X tais que x ∈ A e F ⊆ B. Um espaço é

regular se for T3 e T1; note que espaços regulares são de Hausdorff.

• Um espaço X é T3 1
2

se para quaisquer x ∈ X e F ⊆ X fechado com x 6∈ F existir uma

função contínua f : X → [0, 1] tal que f(x) = 0 e f [F ] ⊆ {1}. Um espaço é dito de

Tychonoff se for T3 1
2

e T1. Em particular, todo espaço de Tychonoff é regular.

• Se para quaisquer F,G ⊆ X fechados disjuntos existirem abertos disjuntos A,B ⊆ X

satisfazendo F ⊆ A e G ⊆ B, diremos que X é um espaço T4. Um espaço topológico

é normal se for T4 e T1. O Lema de Urysohn é a afirmação de que em espaços T4

fechados disjuntos podem ser separados por funções contínuas, i.e., se F,G ⊆ X são

fechados disjuntos, então existe uma função contínua f : X → [0, 1] tal que f [F ] ⊆ {0}

e f [G] ⊆ {1}, o que acaba por também caracterizar espaços T4. Desse modo, é evidente

que espaços normais são de Tychonoff. Outra caracterização para espaços T4 se dá pelo

Teorema de Tietze: um espaço X é T4 se, e somente se, toda função contínua f : A →

[0, 1] definida num fechado A de X admite uma extensão contínua com domínio X .

• Um espaço X é compacto (respectivamente, de Lindelöf) se para toda coleção U ⊆

τ que recobre X , i.e., tal que
⋃
U = X , existir U ′ ∈ [U ]<ω (respectivamente, U ′ ∈

[U ]≤ω) tal que X =
⋃
U ′. Um espaço é σ-compacto se for uma reunião enumerável

de compactos. Diferente de [15], não incluímos as hipóteses de que espaços compactos

sejam Hausdorff e que espaços de Lindelöf sejam regulares; se adicionadas, em ambos os

casos elas garantem que tais espaços sejam normais. Claramente todo espaço compacto é

σ-compacto e, por sua vez, espaços σ-compactos são de Lindelöf. O produto de espaços

compactos é compacto (Teorema de Tychonoff), e o produto entre um espaço compacto
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e um espaço de Lindelöf é de Lindelöf (cf. Capítulo 4), contudo existem espaços de

Lindelöf cujo produto não é de Lindelöf.

• Espaços compactos “se comportam” como pontos5. A sentença anterior não é um teo-

rema formal, mas sim uma observação sobre o comportamento usual de espaços compac-

tos. Por exemplo, se X é de Hausdorff, K,F ⊆ X são subespaços disjuntos e compactos

de X , então existem abertos disjuntos A e B tais que K ⊆ A e F ⊆ B; se X é regular

e somente K é compacto, com F fechado e K ∩ F = ∅, então também podemos separar

ambos os subconjuntos K e F por abertos disjuntos. A mesma “regra” se repete para

espaços de Tychonoff: se num espaço de Tychonoff X temos um compacto K ⊆ X e um

fechado F ⊆ X tais que K ∩ F = ∅, então existe uma função contínua f : X → [0, 1]

satisfazendo f � K ≡ 0 e f � F ≡ 1− chamamos tal fato de Lema de Urysohn “Fraco”.

• Outro importante fato sobre espaços compactos se dá no Teorema de Wallace: Seja

{Xs}s∈S uma família de espaços topológicos não vazios; se As ⊆ Xs é compacto para

cada s ∈ S, então para todo W aberto em
∏

s∈S Xs tal que
∏

s∈S As ⊆ W , existem

abertos Us ⊆ Xs, com Us 6= Xs apenas para finitos elementos de S, satisfazendo

∏
s∈S

As ⊆
∏
s∈S

Us ⊆ W. (1.2.1)

Demonstração. Vamos provar o teorema apenas para o caso em que S = {0, 1} − uma

demonstração para o caso geral pode ser encontrada, por exemplo no Capítulo 3 de [15].

Primeiramente, fazemos a seguinte afirmação:

se A é um subconjunto compacto não vazio de X , y ∈ Y e W ⊆ X × Y é um aberto que

contém A× {y}, então existem U ⊆ X, V ⊆ Y abertos tais que

A× {y} ⊆ U × V ⊆ W .

De fato, como W é aberto, para cada x ∈ A existem Ux ⊆ X e Vx ⊆ Y abertos tais que

(x, y) ∈ Ux×Vx ⊆ W . A compacidade deA e as inclusõesA×{y} ⊆
⋃
x∈A Ux×Vx ⊆ W

garantem a existência de uma família {x0, . . . , xk} ⊆ A tal queA×{y} ⊆
⋃
i≤k Uxi×Vxi .

Note que os abertos U =
⋃
i≤k Ui e V =

⋂
i≤k Vi têm a propriedade desejada.

5Ou mais geralmente, compactos se comportam como conjuntos finitos.
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Agora, para provar o teorema, basta aplicar a afirmação anterior para cada compacto da

forma A0 × {y}, com y ∈ A1, e obter os abertos U0 e U1 por meio da compacidade de

A1, de modo análogo ao que fizemos acima.

• Dizemos que X satisfaz o primeiro axioma de enumerabilidade (ou que X tem caráter

enumerável, cf. Seção 2.2.1) se todo ponto de X tem base local enumerável. O espaço

X satisfaz o segundo axioma de enumerabilidade (ou o peso de X é enumerável, cf.

Seção 2.2.2) se a topologia de X admite uma base enumerável. Um espaço que contém

um subespaço enumerável e denso é dito separável (ou de densidade enumerável, cf.

Seção 2.2.3). Todo espaço métrico tem caráter enumerável. Além disso, um espaço

topológico X é regular e de peso enumerável se, e somente se, for metrizável e separável.

• Os termos caráter, peso e densidade destacados no item anterior são exemplos de funções

cardinais. Uma função cardinal ϕ é um invariante topológico (ou propriedade topoló-

gica), que a cada espaço topológico (X, τ) associa univocamente um número cardinal

infinito ϕ((X, τ)). Assim, apesar do nome, ϕ não é uma função no sentido estrito do

termo, pois ϕ não define um conjunto em ZFC. Tais funções cardinais generalizam pro-

priedades topológicas como as do item anterior para cardinais maiores do que ℵ0.

Optamos por definir as funções cardinais ao longo do texto, conforme a ocasião torná-las

necessárias. Em particular, como boa parte de nosso trabalho consiste no estudo de funções car-

dinais em espaços de funções, assumimos ao longo do texto que todos os espaços topológicos

considerados são infinitos, a menos de menção contrária.

Fixemos espaços topológicos (X, τ) e (Y, ρ). Lembremo-nos de que Y X =
∏

x∈X Y , e

assim podemos considerar o conjunto das funções de X em Y como um espaço topológico

(Y X , Tp), onde Tp é a topologia produto. Um ponto f ∈ Y X é uma função f : X → Y e,

se (fl)l∈L é uma net em Y X , decorre diretamente da definição dos abertos básicos em Y X que

fl →Tp f se, e somente se, fl(x) →ρ f(x) para todo x ∈ X . Por isso, é comum chamar

a topologia produto como a topologia da convergência pontual. Também é fácil ver que os

abertos básicos de Tp são interseções finitas de conjuntos da forma

[F, V ] := {f ∈ Y X : f [F ] ⊆ V }, (1.2.2)
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com F ∈ [X]<ω e V ∈ ρ. Denotamos por Cp(X, Y ) o conjunto C(X, Y ) := {f ∈ Y X : f é

contínua} visto como subespaço de (Y X , Tp) − em particular, escrevemos C(X) para indicar o

conjunto das funções de X em R contínuas, e Cp(X) indica o conjunto C(X) com a topologia

de subespaço oriunda de (RX , Tp).

Em RX , podemos considerar a topologia Tu na qual os conjuntos da forma

Un(f) :=

{
g ∈ RX : |f(x)− g(x)| < 1

n+ 1

}
, (1.2.3)

para cada n ∈ ω e f ∈ RX , constituem um sistema fundamental de vizinhanças para f ; chama-

mos Tu de topologia da convergência uniforme pelo seguinte fato, cuja verificação é trivial:

uma sequência (fn)n∈ω em (RX , Tu) converge para f se, e somente se, fn → f uniformemente

(cf. Seção 1.3).

Já podemos ilustrar certas variações no “comportamento” de C(X) de acordo com a to-

pologia adotada. Por exemplo, para uma sequência (fn)n∈ω em C(X), fn →Tu f implica

f ∈ C(X), em outras palavras, isso significa que C(X) é fechado em (RX , Tu). Por outro lado,

o mesmo não é verdadeiro quando tomamos C(X) como subespaço de (RX , Tp). Com efeito,

para X = R e considerando fn : R→ R definida por fn(x) = cos(πx)2n para quaisquer x ∈ R

e n ∈ ω, segue que fn(x)→ f(x) = limn→∞ cos(πx)2n para todo x ∈ R, com f descontínua e

{fn : n ∈ ω} ⊂ C(R).

Diferentes topologias sobre C(X) permitem tratar mais facilmente certas propriedades to-

pológicas em X e, muitas vezes, podemos obter traduções do tipo “X tem a propriedade P

se, e somente se, (C(X), T ) tem a propriedade Q”, para alguma topologia T sobre C(X)

− boa parte do Capítulo 2 trata de traduções desse tipo. Por exemplo, por meio da topolo-

gia Tu sobre C(X), o Teorema de Stone-Weierstrass (enunciado logo abaixo) permite estender

funções contínuas em espaços de Tychonoff6. Seguindo a notação de Tkachuk, [47], dire-

mos que A ⊆ C(X) é uma álgebra se A contiver todas as funções constantes de C(X) e

{f + g, f · g} ⊆ A para quaisquer f, g ∈ A; dizemos que A separa pontos em X se para todo

par de pontos x, y ∈ X distintos existir f ∈ A tal que f(x) 6= f(y).

6No Capítulo 3, usaremos tais resultados juntamente com a Compactificação de Stone-Čech a fim de obter
uma generalização para o Teorema de Tietze para espaços normais e, por isso, frisamos que as demonstrações do
Teorema de Stone-Weierstrass e do Corolário 1.2.2 não dependem do Teorema de Tietze.
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Teorema 1.2.1 (Teorema de Stone-Weierstrass). Seja K um espaço compacto Hausdorff. Se

A ⊆ C(K) é uma álgebra que separa pontos de K e A é fechado em (C(X), Tu), então

A = C(K).

Demonstração. Uma prova completa para este teorema pode ser encontrada, por exemplo, em

Tkachuk, [47], Problema 191.

Corolário 1.2.2. Sejam X um espaço de Tychonoff e K ⊆ X compacto. Se f : K → R é

contínua, então existe uma extensão contínua f̃ : X → R.

Demonstração. Seja K ⊆ X compacto, e chame A = {f ∈ C(K) : ∃g ∈ C(X)(g � K =

f)}; se mostrarmos que A = C(K), então o corolário estará demonstrado. Claramente, A é

uma álgebra e, por X ser um espaço de Tychonoff, A separa pontos de K. Considere então

{fn}n∈ω ⊆ A e f ∈ C(K) com fn → f uniformemente, provaremos que f ∈ A.

Tomando uma subsequência de {fn}n∈ω se necessário, podemos supor que |fn+1(x) −

fn(x)| < 2−(n+1), para todo n ∈ ω e para todo x ∈ K. Agora, como A é álgebra, para

cada n ∈ ω temos fn+1− fn ∈ A e, por conseguinte, existe hn ∈ C(X) que estende fn+1− fn.

Defina

gn = max{min{hn, 2−(n+1)},−2−(n+1)},

e note que g̃ =
∑∞

i=0 gn é contínua em X (pois g̃ é limite uniforme de funções contínuas) e,

fazendo g = g̃ + f̃0, onde f̃0 ∈ C(X) estende f0, temos g̃ + f̃0 � K = f , donde segue que

f ∈ A. Como K é compacto Hausdorff, pelo Teorema de Stone-Weierstrass concluímos que

A = C(K).

Em particular, do corolário acima segue que se {x0, . . . , xn} ⊂ X e {r0, . . . , rn} ⊂ R, então

existe uma função contínua f : X → R tal que f(xi) = ri para todo i ≤ n. Tal fato permite

provar que Cp(X) é denso em (RX , Tp) para todo espaço de Tychonoff X , o que deixamos a

cargo do leitor.
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1.3 Uniformidades e espaços uniformes

O material apresentado nesta seção visa fixar algumas notações, bem como dar as definições

e resultados básicos sobre uniformidades. Usaremos isso no capítulo seguinte somente para

simplificar algumas verificações sobre propriedades de metrizabilidade e axiomas de separação.

Intuitivamente, o conceito de uniformidade se encontra entre as noções de métrica e topo-

logia, o que permite a análise de diversos tópicos tipicamente “métricos” sob uma perspectiva

mais geral. Em particular, espaços uniformes possuem informação suficiente para generalizar a

ideia de convergência uniforme.

Antes de definirmos as uniformidades propriamente, relembramos o leitor de que se U e

V são subconjuntos de X × X , então os conjuntos U e V são relações binárias (conjuntos de

pares ordenados) e, por conseguinte, as notações U−1 e V ◦ U têm o sentido usual, e indicam

respectivamente a relação inversa de U e a composição entre V e U (como frisamos na Seção

1.1). Uma estrutura uniforme (ou uniformidade) sobre um conjunto X é uma família U de

subconjuntos de X ×X satisfazendo:

(U1) se A ∈ U e A ⊆ B ⊆ X ×X , então B ∈ U;

(U2) a família U é fechada por interseções finitas;

(U3) se A ∈ U, então ∆ ⊆ A;

(U4) se V ∈ U, então existe U ∈ U tal que U−1 ⊆ V;

(U5) se V ∈ U, então existeW ∈ U tal queW ◦W ⊆ V .

Em tal caso, dizemos que (X,U) é um espaço uniforme, e os elementos de U são chamados

de entourages . Se U e V são uniformidades sobre X , U é mais fina do que V se V ⊆ U.

Uma uniformidade sobre um conjunto X pode também ser definida por meio de coberturas de

subconjuntos de X que satisfazem certas condições7. Se (X,U) é um espaço uniforme, uma

base para a uniformidade U é uma família B ⊆ U satisfazendo:

(BU1) se A ∈ B, então ∆ ⊆ A;
7Ao leitor interessado em tal abordagem, sugerimos os textos de Engelking (Capítulo 8, [15]) e Willard (Capí-

tulo 9, [50]).
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(BU2) se V1,V2 ∈ B, então existe V3 ∈ B tal que V3 ⊆ V1 ∩ V2;

(BU3) se V ∈ B, então existe V ′ ∈ B tal que V ′ ⊆ V−1;

(BU4) se V ∈ B, então existeW ∈ B tal queW ◦W ⊆ V .

Reciprocamente, note que se B é uma família satisfazendo as condições acima, então a

família U(B) definida por U(B) = {A ⊆ X × X : ∃V ∈ B(V ⊆ A)} é uma uniformidade

sobre X . Além disso, B é uma base de U(B).

Dado um espaço uniforme (X,U), podemos induzir uma topologia τ(X,U) sobre X decla-

rando um subconjunto qualquer A de X como aberto se para todo x ∈ A existir U ∈ U tal que

U [x] ⊆ A, onde U [x] := {y ∈ X : (x, y) ∈ U}; como U é fechada por interseções finitas,

segue que τ(X,U) é de fato uma topologia sobre X . Evidentemente, se B for uma base para U,

então basta utilizarmos os elementos de B na definição acima. Mais geralmente, vale a seguinte

proposição:

Proposição 1.3.1. Sejam U,V uniformidades sobre X e B0,B1 bases fixadas para U e V,

respectivamente. A uniformidade U é mais fina do que V se, e somente se, para todo U ∈ B0

existe V ∈ B1 tal que V ⊆ U . Além disso, se U ⊆ V, então τ0 = τ(X,U) ⊆ τ(X,V) = τ1.

Demonstração. A primeira parte decorre diretamente da condição (U1) e da definição de base

para uniformidade. Enfim, supondo U ⊆ V, note que se A ⊆ X é um τ0-aberto, então para

todo x ∈ A existe U ∈ U ⊆ V tal que U [x] ⊆ A, e assim A é um τ1-aberto.

Em particular, se Y ⊆ X , então UY = {U ∩ (Y × Y ) : U ∈ U} é uma uniformidade sobre

Y , cuja topologia induzida coincide com a topologia de Y como subespaço de (X, τ(X,U)).

Pelo restante desta seção, (X,U) é um espaço uniforme fixado e τ = τ(X,U) é a topologia

sobre X induzida por U. Em [15], o autor utiliza a notação d(x, y) < U a fim de indicar que

(x, y) ∈ U , onde U é uma entourage de X . Isso sugere que uma uniformidade se comporta

de forma semelhante a uma métrica em X , o que de fato ocorre. Com efeito, dado um espaço

métrico (M, δ), se denotarmos por

Vε = {(x, y) ∈M ×M : δ(x, y) < ε}, (1.3.1)
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então BV = {Vε : ε > 0} é base para uma uniformidade U(δ) sobre M − em particular, as

condições (BU3) e (BU4) se verificam pois Vε = V−1ε e V ε
2
◦ V ε

2
⊆ Vε para qualquer ε > 0.

Como temos Vε[x] = Bδ(x, ε)− a bola aberta de centro x e raio ε−, segue que a topologia em

M induzida pela métrica δ coincide com a topologia em M induzida por U(δ).

Contudo, vale frisar que dada uma entourage U de X , não é necessariamente verdadeiro

que U [x] seja aberto em X na topologia induzida por U. Como exemplo, basta considerarmos

o mesmo espaço métrico (M, δ) e definirmos os conjuntos Uε = {(x, y) ∈ M ×M : δ(x, y) ≤

ε}, os quais induzem uma base para uma uniformidade U′(δ) sobre X que coincide com a

uniformidade U(δ) definida no parágrafo anterior, porém, neste caso temos Uε[x] = Bδ[x, ε] −

a bola fechada de centro x e raio ε−, que não é necessariamente um aberto deM . Ainda assim,

é sempre verdade que U [x] é uma vizinhança de x, como formalizamos a seguir.

Proposição 1.3.2. Para A ⊆ X qualquer, vale a identidade int(A) = {x ∈ X : ∃U ∈

U(U [x] ⊆ A)}. Em particular, U [x] é uma vizinhança de x, para quaisquer x ∈ X e U ∈ U.

Demonstração. Por simplicidade, chamemos {x ∈ X : ∃U ∈ U(U [x] ⊆ A)} = W. Pela

definição de τ , se G ⊆ A é aberto, então G ⊆ W . Assim, para provar a igualdade desejada,

basta mostrarmos queW é aberto. Para tanto, sejam w ∈ W e U ∈ U tais que U [w] ⊆ A. Como

U é uniformidade, segue que existe V ∈ U satisfazendo V ◦ V ⊆ U . Se mostrarmos que para

qualquer u ∈ V [w] vale V [u] ⊆ A (isto é, V [w] ⊆ W ), então a proposição estará demonstrada.

Agora, se x ∈ V [u] e u ∈ V [w], então (w, u), (u, x) ∈ V , o que acarreta (w, x) ∈ V ◦ V ⊆ U

e, consequentemente, x ∈ U [w] ⊆ A. Logo, V [u] ⊆ A. Em particular, como x ∈ U [x] ⊆ U [x],

concluímos que x ∈ int(U [x]) ⊆ U [x].

Para uma net (xl)l∈L em X e x ∈ X , a condição de convergência em τ se traduz da seguinte

maneira: xl →τ x se, e somente se, para toda entourage U ∈ U existe lU ∈ L tal que xl ∈ U [x]

para todo l ≥ lU . Mais geralmente, dado um conjunto W , uma net de funções (fl)l∈L em XW

e f ∈ XW , dizemos que fl → f uniformemente se para quaisquer w ∈ W e U ∈ U existe

l0 ∈ L tal que fl(w) ∈ U [f(w)] para todo l ≥ l0. Assim, espaços uniformes possuem estrutura

suficiente para generalizarmos a noção de convergência uniforme − de modo semelhante, é

possível adaptar a definição de sequência de Cauchy do contexto métrico para uniformidades.
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Além disso, a classe dos espaços uniformes coincide com a classe dos espaços de Tychonoff,

no seguinte sentido:

Proposição 1.3.3. (a) A topologia τ(X,U) induzida por U é de Hausdorff se, e somente se,⋂
U = ∆.

(b) Um espaço topológico (X, τ) é T3 1
2

se, e somente se, τ = τ(X,U) para alguma uniformi-

dade U. Em particular,
⋂

U = ∆ se, e somente se, (X, τ(X,U)) é um espaço de Tychonoff.

Demonstração. A verificação do item (a) segue diretamente da definição, aliado ao fato de

que as entourages simétricas constituem uma base para U (cf. item (b) do Lema 1.3.7). Uma

demonstração completa para o item (b) pode ser encontrada, por exemplo, em [50], Teorema

38.2.

Dizemos que U é uma uniformidade metrizável caso exista uma métrica δ sobre X sa-

tisfazendo U(δ) = U, onde U(δ) é gerada pelos conjuntos da forma Vε definidos em (1.3.1).

Analogamente, se U(δ) = U para alguma pseudo-métrica δ sobre X , diremos que U é uma

uniformidade pseudo-metrizável. Vale então o seguinte critério:

Proposição 1.3.4. Uma uniformidade U sobre X é pseudo-metrizável se, e somente se, U tem

uma base enumerável.

Demonstração. Willard apresenta uma prova completa em [50], Teorema 38.3.

Em particular, como a topologia induzida por uma pseudo-métrica δ é T1 se, e somente se,

δ é uma métrica, o resultado anterior aliado ao item (a) da Proposição 1.3.3 nos dá o corolário

abaixo.

Corolário 1.3.5. Uma uniformidade U sobre X é metrizável se, e somente se,
⋂
U = ∆ e U

tem base enumerável.

Os dois próximos lemas nos apresentam resultados que serão úteis adiante. O primeiro

deles, que também ilustra as semelhanças entre espaços métricos e espaços uniformes, é uma

generalização do seguinte fato para espaços métricos8: se um compacto K está contido num

8Teorema da Cobertura de Lebesgue [15], em outras referências também chamado de Teorema do Número de
Lebesgue.



32 Capítulo 1 — Preliminares

aberto V , então existe r > 0 tal que Kr :=
⋃
x∈K B(x, r) ⊆ V . O segundo Lema é mera-

mente um resultado técnico. Para um subconjunto A de X e uma entourage U de X , definimos

U [A] :=
⋃
a∈A U [a].

Lema 1.3.6. Seja K ⊆ X um compacto na topologia τ = τ(X,U). Se V é um aberto tal que

K ⊆ V , então existe U ∈ U satisfazendo U [K] ⊆ V .

Demonstração. Por V ser aberto, para cada x ∈ K ⊆ V existe Vx ∈ U tal que Vx[x] ⊆ V ,

donde tomamos Wx ∈ U com Wx ◦ Wx ⊆ Vx. Como {Wx[x] : x ∈ K} é uma cobertura de

vizinhanças para K, existem x0, . . . , xn ∈ K tais que K ⊆
⋃
i≤nWxi [xi].

Afirmamos que U =
⋂
i≤nWxi satisfaz o enunciado proposto. De fato, se x ∈ U [K],

então x ∈ U [y] para algum y ∈ K, e por sua vez y ∈ Wxi [xi] para algum i ≤ n. Assim,

temos (xi, y) ∈ Wxi e (y, x) ∈ U ⊆ Wxi , i.e., (xi, x) ∈ Wxi ◦ Wxi ⊆ Vxi e, finalmente,

x ∈ Vxi [xi] ⊆ V .

Lema 1.3.7. ConsidereX munido da topologia τ = τ(X,U) eX×X com a topologia produto.

(a) Para todo U ∈ U, existe V ∈ U tal que V ◦ V ◦ V ⊆ U;

(b) O conjunto S(U) = {V ∈ U : V = V−1} é uma base para U (os elementos S(U) são

chamados de entourages simétricas).

(c) Os(U) = {V ∈ S(U) : V é aberto em X ×X} é uma base para U.

Demonstração. Para o item (a) basta aplicar duas vezes a condição (U5) de uniformidade e

uma vez a condição (U2). Para (b), as condições (U1) e (U4) garantem que se U ∈ U, então

U−1 ∈ U e, assim, por (U2) temos U ∩ U−1 ∈ U, que é um membro de S(U) contido em U .

Para o item (c), note primeiramente que se V ∈ U é aberto em X × X , então V−1 também é

aberto, e daí V ∩ V−1 é um aberto simétrico; desse modo, é suficiente mostrar que se V ∈ U,

então int(V) ∈ U, isto é, as entourages abertas de X constituem uma base para U. Para provar

isto, tome U ∈ S(U) satisfazendo U ◦ U ◦ U ⊆ V e observe que U ⊆ int(V).

Vamos apresentar mais duas topologias para espaços de funções. Considere fixados espaços

topológicos (X, τ) e (Y, ρ). A topologia compacto-aberta é a topologia τk sobre C(X, Y )
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cujos abertos básicos são interseções finitas de conjuntos da forma

[K,V ] := {f ∈ C(X, Y ) : f [K] ⊆ V }, (1.3.2)

para quaisquer K ⊆ X compacto e V ∈ σ (compare com (1.2.2)). Indicamos por Ck(X, Y ) o

conjunto C(X, Y ) munido da topologia compacto-aberta, ou simplesmente por Ck(X) quando

Y = R. Adiamos a definição dessa topologia para a atual seção pois, quando Y é um espaço

uniforme, digamos que com uma uniformidade U, e X é de Hausdorff, Ck(X, Y ) é subespaço

de (Y X , Tk), onde Tk é uma topologia sobre Y X gerada por uma uniformidade cujas entourages

básicas são da forma

〈K,U〉 := {(f, g) ∈ Y X × Y X : (f(x), g(x)) ∈ U ,∀x ∈ K}, (1.3.3)

para cada K ⊆ X compato e U ∈ U. Chamamos a topologia Tk de topologia da convergência

uniforme em compactos por um motivo análogo ao da topologia da convergência pontual:

uma net (fl)l∈L em Y X converge para f na topologia Tk se, e somente se, fl � K → f � K

uniformemente para todo K ⊆ X compacto.

Provaremos tais afirmações num contexto mais geral no Capítulo 2. Em particular, analisa-

remos de forma simultânea as topologias Tp e Tk sobre C(X), enxergando ambas as topologias

como casos particulares de uma classe de topologias geradas por meio de certas uniformidades

em C(X).
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1.4 Jogos topológicos seletivos

O termo jogo topológico foi inicialmente introduzido por Berge em 1957, embora o conceito

de jogo num contexto matemático geral já seja usado desde o início do século XVII. Ao leitor

interessado nos aspectos históricos do desenvolvimento dos jogos topológicos, bem como em

outros tipos de jogos topológicos diferentes daqueles que mostraremos, sugerimos o texto de

Telgársky [46]. Nesta seção, faremos uma breve apresentação sobre jogos seletivos e princípios

de seleção; baseamo-nos fortemente nos artigos de Scheepers [39, 40, 41] e num minicurso

sobre jogos topológicos [11], ministrado por Dias em janeiro de 2013 no ICMC.

A importância de tal abordagem para a topologia não está no jogo em si, mas sim na existên-

cia (ou não existência) de uma estratégia vencedora para algum dos jogadores, o que varia de

acordo com as propriedades topológicas do espaço no qual o jogo é realizado. Neste trabalho,

um jogo topológico G num espaço topológico X consiste, grosso modo, numa partida entre

dois jogadores − os jogadores I e II −, composta por infinitas rodadas, nas quais o jogador I

escolhe algum objeto P de uma classe P de objetos relacionados a um espaço topológico, e

o jogador II responde escolhendo um objeto Q relacionado a P ; o critério de vitória consiste

então de alguma condição exigida sobre os objetos P e Q escolhidos pelos jogadores I e II.

Mais precisamente, fixados um ordinal α ≥ ω e famílias U,V de conjuntos não vazios,

denotaremos por Gα1 (U,V) o jogo de comprimento α entre os jogadores I e II, no qual uma

partida é composta por α rodadas (ou turnos); em cada rodada β < α, o jogador I escolhe um

elemento Uβ ∈ U, em seguida o jogador II responde escolhendo um elemento uβ ∈ Uβ , o que

encerra o turno β; a partida é vencida pelo jogador II se, e somente se, {uβ : β < α} ∈ V.

Quando α = ω, denotamos simplesmente por G1(U,V).

Intuitivamente, chamamos de estratégia a maneira com que cada jogador faz suas escolhas.

Ou seja, uma estratégia para o jogador I (ou para o jogador II) é uma regra que diz a ele como

fazer suas jogadas levando em consideração os movimentos já realizados pelos dois jogadores.

Assumiremos que ambos os jogadores têm memória infinita (ou ilimitada), no sentido de que

eles se “lembram” de todos os movimentos anteriores no momento de realizarem suas jogadas.

Além disso, é importante frisar que a estratégia de um jogador independe da estratégia de seu

adversário, em outras palavras, como o jogador I não sabe qual será a resposta do jogador II,
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a estratégia do jogador I deve estar “preparada” para qualquer resposta legal do jogador II, e

vice-versa.

“Simularemos” uma partida entre os jogadores I e II no jogo Gα1 (U,V) para tornarmos tais

conceitos mais claros e assim entendermos a eurística por trás da definição formal de estratégia

que adotaremos. Denotaremos por σ a estratégia do jogador I, e por µ a estratégia do jogador

II.

• Turno 0: o jogador I escolhe algum U0 ∈ U e o jogador II responde com algum u0 ∈ U0.

Neste turno, não há jogadas realizadas anteriomente e o jogador I precisa fazer seu 0-

ésimo lance. Logo, podemos considerar sua escolha U0 como sendo uma “resposta” à

sequência vazia, isto é, σ(∅) = U0 é o 0-ésimo lance do jogador I pela estratégia σ. Por

sua vez, o jogador II já conhece o lance U0 do jogador I, de modo que sua resposta deve

ser um elemento de U0 (do contrário, a escolha do jogador II não seria um movimento

válido). Assim, µ((U0)) = u0 ∈ U0 é o 0-ésimo lance do jogador II de acordo com a

estratégia µ.

• Turno 1: o jogador I escolhe algum U1 ∈ U e o jogador II responde com algum u1 ∈ U1.

Neste momento, o jogador I sabe que na rodada anterior ele jogou U0 ∈ U e o jogador

II respondeu com u0 ∈ U0. Num primeiro momento, isso nos faz considerar o lance U1

como uma resposta à sequência (U0, u0), i.e., σ((U0, u0)) = U1. Contudo, é suficiente

que o jogador I se lembre apenas da resposta do jogador II, pois σ já “sabe” que sua

resposta ao conjunto ∅ é U0 e, por definição, o lance u0 do jogador II é uma resposta a

U0. Dessa forma, se no momento de decidir seu 1-ésimo lance o jogador I recebe apenas

a sequência (u0), é possível obter a sequência (U0, u0) por meio de σ, de modo que

não há “perda de informação”. Por tal motivo, diremos que σ((u0)) = U1 é o 1-ésimo

lance do jogador I. Analogamente, o 1-ésimo movimento do jogador II é uma resposta

a (U0, U1), pois com tal informação recupera-se por meio de µ a sequência (U0, u0, U1);

assim µ((U0, U1)) = u1.

• Turno β < α: o jogador I escolhe algum Uβ ∈ U e o jogador II responde com algum

uβ ∈ Uβ . O jogador I inicia o turno β, e para escolher Uβ ele tem acesso a todos os lances

anteriores, tanto os dele quanto os do adversário. Novamente, como no caso anterior,



36 Capítulo 1 — Preliminares

basta que o jogador I “avalie” a sequência (uγ : γ < β) das respostas de seu adversário,

onde uγ foi o lance do jogador II no turno γ < β; desse modo, recursivamente o jogador I

sabe que até agora os lances foram U0, u0, U1, u1, . . . , Uγ, uγ, . . . , e pode enfim escolher

Uβ ∈ U. Dizemos então que σ((uγ : γ < β)) = Uβ é o β-ésimo movimento do jogador I.

De maneira inteiramente análoga, o β-ésimo movimento do jogador II é da forma µ((Uγ :

γ ≤ β)) = uβ − note que, neste caso, fazemos γ ≤ β pois o jogador II já conhece o

lance Uβ realizado neste turno.

A descrição acima deixa claro que tanto σ quanto µ são funções: σ recebe como entrada

certas sequências da forma (uγ : γ < β) ∈ (
⋃
U)<α e retorna elementos da forma Uβ ∈ U; por

sua vez, para uma sequência (Uγ : γ ≤ β) ∈ U<α\{∅}, µ associa um elemento uβ ∈ Uβ ⊆
⋃
U.

Note que do “ponto de vista” do jogador II, a cada turno β < α ele precisa saber como responder

a qualquer U ∈ U escolhido pelo jogador I como sendo Uβ , e disso segue que o domínio de

µ é U<α \ {∅}. Porém, σ reconhece somente as sequências (uγ : γ < β) ∈ (
⋃

U)<α com

uγ ∈ σ((uξ : ξ < γ)) para quaisquer γ < β < α, pois sequências que não satisfazem tal

condição não representam uma sequência de movimentos válidos para o jogador II. Isso torna a

definição do domínio de σ (da forma como a obtivemos) relativamente complexa se quisermos

expressá-la completamente como uma função.

Uma das alternativas seria considerar σ como sendo uma árvore de raiz σ(∅), cujas ramifica-

ções são determinadas pelas possíveis respostas do jogador II, coisa que não faremos. Optamos

por fixar um elemento Ũ ∈ U qualquer e definir σ((uγ : γ < β)) = Ũ para toda sequência

(uγ : γ < β) que for inválida no sentido expresso acima, o que torna σ uma função de domí-

nio (
⋃

U)<α e não altera sua utilidade como estratégia para o jogador I, pois as novas entradas

adicionadas ao domínio de σ não serão utilizadas9.

Assim, dizemos que uma estratégia para o jogador I em Gα1 (U,V) é uma função

σ : (
⋃

U)<α → U, (1.4.1)

9Assumimos implicitamente que ambos os jogadores jogam estritamente de acordo com as regras.
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e uma estratégia para o jogador II em Gα1 (U,V) é uma função

µ : (U<α \ {∅})→
⋃

U, (1.4.2)

tal que µ((Uγ : γ ≤ β)) ∈ Uβ para toda sequência (Uγ)γ≤β ∈ U<α \ {∅}.

Agora que definimos formalmente a noção de estratégia, podemos discutir o conceito de

estratégia vencedora. Por simplicidade chamaremos G = Gα1 (U,V). Fixemos estratégias σ e

µ no jogo G para os jogadores I e II, respectivamente. Primeiramente, notemos que pela forma

como definimos G, não ocorrem empates: o jogador I ganha se, e somente se, o jogador II

perde. Uma sequência P = ((Uβ, uβ) : β < α) com uβ ∈ Uβ ∈ U para todo β < α será

chamada de partida em G, onde entendemos que na rodada β, Uβ é a escolha do jogador I e uβ

é a resposta do jogador II; diremos que P é uma partida jogada em σ se Uβ = σ((uγ : γ < β))

para todo β < α; P é uma partida jogada em µ se uβ = µ((Uγ : γ ≤ β)) para todo β < α.

Dizemos que σ é uma estratégia vencedora para o jogador I se toda partida P jogada em

σ for vencida pelo jogador I; analogamente, µ é uma estratégia vencedora para o jogador II

se toda partida P jogada em µ for vencida pelo jogador II. A notação I ↑ Gα1 (U,V) indica que

“existe uma estratégia vencedora para o jogador I”, enquanto I 6↑ Gα1 (U,V) abrevia sua negação

− adotamos notações semelhantes para o jogador II.

Notemos que I 6↑ Gα1 (U,V) é equivalente à afirmação: para qualquer estratégia σ para o

jogador I, existe uma partida P jogada em σ tal que o jogador II vence a partida P 10. Da mesma

maneira, II 6↑ Gα1 (U,V) é equivalente a existir uma partida P jogada em µ tal que o jogador I

vence a partida P , para qualquer estratégia µ para o jogador II. Chamamos a atenção do leitor

para o seguinte fato: I 6↑ Gα1 (U,V) e II 6↑ Gα1 (U,V) podem ocorrer simultaneamente; em tal

situação, dizemos que o jogo Gα1 (U,V) é indeterminado .

Suponha agora II ↑ Gα1 (U,V) e fixe uma sequência (Uβ)β<α ∈ Uα. Para cada β < α

podemos obter uβ ∈ Uβ tais que {uβ : β < α} ∈ V, basta tomar uma estratégia µ vencedora

para o jogador II e fazer uβ = µ((Uγ : γ ≤ β)), donde segue que P = ((Uβ, uβ) : β < α) é

uma partida em µ vencida pelo jogador II. O ponto importante a se destacar é que a recíproca

não é necessariamente verdadeira, o que explicamos adiante.

10Ao leitor familiarizado com a noção de árvores: quando consideramos a estratégia do jogador I como uma
árvore, intuitivamente isso significa que existe um ramo na árvore que pertence à família V.
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Indicaremos por Sα1 (U,V) a seguinte asserção: para toda sequência (Uβ)β<α ∈ Uα existe

uma sequência (uβ)β<α, com uβ ∈ Uβ para todo β < α, tal que {uβ : β < α} ∈ V. Em síntese,

no parágrafo anterior afirmamos que II ↑ Gα1 (U,V) ⇒ Sα1 (U,V). Porém, tomar como hipótese

Sα1 (U,V) não garante necessariamente que o jogador II tenha uma estratégia vencedora: grosso

modo, o jogador II precisaria saber de antemão qual seria a sequência de todos os movimentos

do jogador I na partida, contudo, os movimentos do jogador I dependem das respostas que ele

receberá do jogador II.

Já a negação de Sα1 (U,V) implica I ↑ Gα1 (U,V): como existe uma sequência (Uβ)β<α tal que

para toda sequência (uβ)β<α com uβ ∈ Uβ vale {uβ : β < α} 6∈ V, uma estratégia vencedora

para o jogador I consiste em jogar Uβ no turno β. Como I ↑ Gα1 (U,V) ⇒ II 6↑ Gα1 (U,V),

obtemos pela contrapositiva a seguinte cadeia de implicações:

II ↑ Gα1 (U,V)⇒ I 6↑ Gα1 (U,V)⇒ Sα1 (U,V).

Uma variação usual do jogo Gα1 (U,V) consiste em alterar a quantidade de elementos que

o jogador II pode escolher a cada turno, enquanto as regras para o jogador I continuam as

mesmas. Denotamos por Gαfin(U,V) o jogo de comprimento α jogado de maneira análoga ao

jogo Gα1 (U,V), mas no qual a cada turno β < α o jogador II pode selecionar um subconjunto

finito Vβ do elemento Uβ escolhido pelo jogador I; declaramos a partida vencida pelo jogador

II se, e somente se,
⋃
β<α Vβ ∈ V. Também denotamos por Sαfin(U,V) a variação (feita de

maneira semelhante) do princípio de seleção Sα1 (U,V). Do mesmo modo como fizemos no jogo

Gα1 (U,V), definimos os conceitos de estratégia e estratégia vencedora para o jogo Gαfin(U,V),

mutadis mutandis. Em particular, temos

II ↑ Gαfin(U,V)⇒ I 6↑ Gαfin(U,V)⇒ Sαfin(U,V).

Pela definição dos jogos Gα1 (U,V) e Gαfin(U,V), segue que se σ é uma estratégia (vence-

dora) para o jogador I em Gαfin(U,V), então σ induz uma estratégia (vencedora) para o jogador

I em Gα1 (U,V), pois o domínio de uma estratégia para o jogador I em Gα1 (U,V) está contido11

11Não é difícil ver que pela forma como procedemos, o domínio de σ é ([
⋃
U]<ω)<α. Assim, o domínio de uma

estratégia para o jogador I em Gα1 (U,V) está em bijeção com um subconjunto do domínio de σ.
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no domínio de σ − intuitivamente, se o jogador I sabe como jogar (e vencer) quando o jogador

II escolhe finitos elementos por turno, então o jogador I naturalmente sabe como jogar (e ven-

cer) quando o jogador II escolhe apenas um elemento. Relações semelhantes são válidas para o

jogador II e para os princípios Sα1 (U,V) e Sαfin(U,V). Em síntese, temos a seguinte cadeia de

implicações:

II ↑ Gα1 (U,V) ⇒ I 6↑ Gα1 (U,V) ⇒ Sα1 (U,V)

⇓ ⇓ ⇓

II ↑ Gαfin(U,V) ⇒ I 6↑ Gαfin(U,V) ⇒ Sαfin(U,V).

(1.4.3)

Tudo o que fizemos até aqui vale em geral para famílias de conjuntos não vazios U e V,

sem a imposição de hipóteses sobre tais famílias, de modo que essencialmente não vimos jogos

topológicos propriamente ditos. Assim, a fim de ilustrar a utilização de jogos topológicos,

apresentamos a seguir alguns exemplos simples.

Para um espaço topológicoX , denotamos porO(X) (ou simplesmente porO, caso não haja

risco de ambiguidade) o conjunto de todas as coberturas abertas de X . Nos jogos e princípios

seletivos que vimos acima, faremos U = V = O. O jogo de Menger em X é por definição

Gfin(O,O), e X é dito um espaço de Menger se valer Sfin(O,O). Analogamente, o jogo de

Rothberger em X é o jogo G1(O,O), e X é um espaço de Rothberger se S1(O,O).

Proposição 1.4.1. Se X é um espaço enumerável, então X é de Rothberger.

Proposição 1.4.2. Se X é um espaço σ-compacto, então II ↑ Gfin(O,O). Em particular, todo

espaço σ-compacto é de Menger.

Demonstração. Seja X =
⋃
n∈ωKn, com cada Kn compacto. Fixado n ∈ ω, para uma cober-

tura de abertos U ∈ O qualquer, a compacidade de Kn nos dá µn(U) ∈ [U ]<ω tal que Kn ⊆⋃
µn(U). Assim, basta definirmos a estratégia µ para o jogador II pondo µ((U0, . . . ,Un)) =

µn(Un), para toda sequência não vazia (U0, . . . ,Un) ∈ O<ω.

Proposição 1.4.3. Se X é um espaço de Menger, então X é de Lindelöf.

Demonstração. Se X não for de Lindelöf, então existe uma cobertura aberta U de X que não

admite subcobertura enumerável. Logo, a sequência (Un)n∈ω com Un = U para todo n ∈ ω

atesta que não vale Sfin(O,O).
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Em suma, temos as seguintes implicações:

X é enumerável ⇒ II ↑ Rothberger(X) ⇒ I 6↑ Rothberger(X)
P⇒ X é de Rothberger

⇓ ⇓ ⇓ ⇓

X é σ-compacto T⇒ II ↑ Menger(X) ⇒ I 6↑ Menger(X)
H⇒ X é de Menger

⇓

X é de Lindelöf

Pawlikowski [36] e Hurewicz [24] provam, respectivamente, as recíprocas de (P) e (H).

Em [45], Telgársky exibe um espaço no qual o jogo de Rothberger é indeterminado, e em

[44], o autor prova a recíproca de (T), para espaços métricos. Em [16], os autores apresentam

subespaços de R que são de Menger mas não são σ-compactos, o que mostra que o jogo de

Menger também é indeterminado em certos espaços.

Por sua vez, as recíprocas das implicações “⇓” são falsas, em geral. O espaço ωω é um

exemplo de espaço de Lindelöf que não é de Menger: basta considerar para cada n ∈ ω a

cobertura Um = {Cm,n : m ∈ ω}, onde Cm,n = {f ∈ ωω : f(m) = n}, e para qualquer escolha

Un ∈ [Un]<ω obter por um argumento de diagonalização uma função f ∈ ωω que não pertença

a
⋃
n∈ω
⋃
Un. Em particular, isto acarreta que ωω não é σ-compacto (cf. Seção 4.1).

Por fim, como todo espaço compacto é σ-compacto, o espaço 2ω atesta a falsidade das recí-

procas das implicações “⇓” restantes, pois 2ω é um espaço compacto que não é de Rothberger.

De fato, para cada n ∈ ω, defina Un = {π−1n [{0}], π−1n [{1}]}, onde πn : {0, 1}ω → {0, 1} é a

projeção canônica. Claramente, cada Un é uma cobertura aberta para 2ω. Tome então Vn ∈ Un
para todo n e defina f : ω → {0, 1} tal que Vn 6= π−1n [{f(n)}] para todo n. Enfim, note que

f ∈ 2ω \
⋃
n∈ω Vn.



Capítulo

2

Tópicos de Cp-Teoria e Ck-Teoria

Quando temos um espaço topológico X e por algum motivo precisamos avaliar o conjunto

C(X) munido de alguma topologia, digamos TB, uma pergunta natural que pode surgir é: qual

propriedade topológica P o espaço X precisa ter para garantir que (C(X), TB) tenha a pro-

priedade topológica Q? Se respondida, pode ser interessante saber em quais circunstâncias a

recíproca é válida. Essa abordagem é uma das principais características do que podemos cha-

mar de “CB-teoria”1: a teoria dos espaços de funções munidos da topologia TB. Neste capítulo

nos focaremos nos casos em que “B = p” ou “B = k”, ou mais precisamente, estudaremos o

espaço das funções contínuas munido das topologias produto (da convergência pontual, Tp) e

compacto-aberta (τk).

2.1 Bornologias

Nesta seção, definiremos a classe das bornologias sobre um espaço X , o que em certo

sentido generaliza a noção de limitação. Por meio de tais estruturas, veremos certas variações

de propriedades de recobrimento em X e, em termos de uma bornologia B em X , definiremos

uma topologia TB sobre C(X) que generaliza as topologias compacto-aberta e da convergência

pontual quando X é de Hausdorff.

1“Estendemos” a definição dada por Tkachuk em [47], onde ele define Cp-teoria como sendo a teoria dos
espaços de funções munidos da topologia da convergência pontual.

41
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Uma bornologia B sobre um conjunto X é um ideal de subconjuntos não vazios de X que

recobre X , i.e., B é uma família de subconjuntos de X , hereditária com respeito à inclusão,

fechada para reuniões finitas e que satisfaz X =
⋃
B. Em [22], o autor chama de conjunto

bornológico um par (X,B), onde B é uma bornologia sobre X , e os elementos de B são cha-

mados de subconjuntos limitados de X , o que condiz com os exemplos a seguir.

Num conjunto X desprovido de estruturas, podemos distinguir subconjuntos de X por meio

de suas cardinalidades, onde intuitivamente faz sentido definir como limitados os subconjuntos

finitos de X . É fácil ver que [X]<ω é uma bornologia em X , a bornologia dos conjuntos finitos

de X , que denotaremos também por FX , ou simplesmente por F quando o conjunto X estiver

claro pelo contexto.

Quando X está munido de uma topologia τ , também podemos considerar outra noção de

limitação, na qual dizemos que um subconjunto de X é limitado se estiver contido num subes-

paço compacto de X . Isso define uma bornologia no espaço X , já que os subconjuntos finitos

de X são compactos e a reunião finita de compactos é compacta; tal bornologia será denotada

por KX ou K. Em particular, quando X é de Hausdorff temos

KX = {A ⊆ X : A é compacto}. (2.1.1)

Nos casos em que a bornologia B sobre X coincide com ℘(X), chamamos B de borno-

logia trivial. É o que ocorre com KX (ou FX) se X é compacto (ou finito, respectivamente).

Há outros exemplos de bornologias sobre diversos tipos de espaços; ao leitor interessado re-

comendamos o livro de Hogbe-Nlend [22], que faz uma introdução à noção de bornologias

voltada para a Análise Funcional. Para o nosso trabalho, já definimos todas as bornologias que

usaremos nos casos particulares.

Uma base para a bornologia B é um subconjunto B0 ⊆ B tal que para todo B ∈ B existe

B0 ∈ B0 com B ⊆ B0. Note que seA ⊆ ℘(X) recobrir X e, para quaisquer A0, A1 ∈ A existir

A2 ∈ A satisfazendo A0 ∪ A1 ⊆ A2, então a família

B(A) := {B ∈ ℘(X) \ {∅} : ∃A ∈ A(B ⊆ A)} (2.1.2)
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é claramente uma bornologia em X , que tem A como base por construção. Mais geralmente,

se A apenas recobrir X , então (A)fin := {
⋃
F : F ∈ [A]<ω} também é base para uma

bornologia, que denotaremos igualmente por B(A), embora neste caso optemos por dizer que

A gera a bornologia como sub-base.

Quando X é um espaço topológico e B é uma bornologia sobre X , dizemos que B tem

base compacta (fechada, etc.) se existe uma base B0 para B cujos elementos são compactos

(fechados, etc.) na topologia de X . Ambas as bornologias KX e FX têm bases compactas no

espaço X; note que se B tem base compacta, então FX ⊆ B ⊆ KX . Se B é uma bornologia

sobre X , então {B : B ∈ B} é base fechada para uma bornologia sobre X , que denotamos

por B; claramente temos B ⊆ B . Além disso, é fácil ver que as seguintes condições são

equivalentes:

(i) a bornologia B tem base fechada;

(ii) B ∈ B para todo B ∈ B;

(iii) B = B.

Consideremos agora uma família {(Xi, τi) : i ∈ I} de espaços topológicos e uma coleção

{Ai : i ∈ I} comAi ⊆ ℘(Xi) para cada i. Se cadaAi for uma base (compacta) para uma borno-

logia Bi sobre Xi, então podemos definir bornologias (com bases compactas, respectivamente)

sobre
∏

i∈I Xi e
∑

i∈I Xi de uma maneira natural.

Em X =
∏

i∈I Xi, considere a família A dos conjuntos da forma
∏

i∈I Ai para Ai ∈ Ai.

Como cada Ai é uma base para a bornologia Bi sobre Xi, segue que A é uma base para uma

bornologia sobre X , que chamamos de bornologia produto e denotamos por
⊗

i∈I Bi. Pelo

Teorema de Tychonoff é fácil ver que a base A é compacta se, e somente se, cada Ai é uma

base compacta. Em particular, frisamos que

⊗
i∈I

FXi = FX e
⊗
i∈I

KXi = KX . (2.1.3)

Por sua vez, em Y =
∑

i∈I Xi vamos definir a coleção A′ de todos os conjuntos da forma⊔
i∈I Ai, onde 0 < |{i ∈ I : Ai 6= ∅}| < ℵ0 e Ai ∈ Ai se Ai 6= ∅. A hipótese de que cada Ai

é uma base para a bornologia Bi sobre Xi garante que A′ é base para uma bornologia sobre Y ,
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que chamamos de bornologia soma (ou soma das bornologias) e simbolizamos por
⊕

i∈I Bi.

Como K ⊆
∑

i∈I Xi é compacto se, e somente se, K =
⊔
i∈I Ki, com cada Ki ⊆ Xi compacto

e |{i ∈ I : Ki 6= ∅}| < ℵ0, segue que
⊕

i∈I Bi tem base compacta se, e somente se, cada Bi
tem base compacta. Analogamente a observação (2.1.3) feita acima, note que

⊕
i∈I

FXi = FY e
⊕
i∈I

KXi = KY . (2.1.4)

Em particular, se B é uma bornologia sobre X e I = m ∈ ω, chamamos Bm :=
⊗

i∈I B e

mB :=
⊕

i∈I B.

2.1.1 Bornologias e propriedades de recobrimento

Nesta subseção, utilizamos bornologias para estudar certas propriedades de recobrimento

num espaço topológico. Tais resultados terão importância nas seções seguintes, em que propri-

edades de convergência em C(X) serão relacionadas com propriedades de recobrimento em X .

Ao longo desta subseção, vamos considerarX um espaço topológico munido de uma bornologia

B.

Adaptando a definição de Caserta et al. [9, 10], uma família U de abertos deX será chamada

de B-cobertura aberta para X (ou simplesmente B-cobertura para X) se para todo B ∈ B

existir U ∈ U tal que B ⊆ U . Em particular, é usual na literatura chamar uma F-cobertura de

ω-cobertura e uma K-cobertura de K-cobertura.

Se tivermos X ∈ U , então U é trivialmente uma B-cobertura e, por tal motivo, B-coberturas

que contiverem o espaço X como elemento serão chamadas de coberturas triviais. Note que se

B é a bornologia trivial, então toda B-cobertura é necessariamente trivial.

Denotamos por OB(X) a família de todas as B-coberturas de X e por OB(X)∗ a coleção

de todas as B-coberturas de X não triviais − quando o espaço X estiver claro pelo contexto,

escreveremos simplesmente OB e O∗B. Em particular, a coleção de todas as ω-coberturas de X

será denotada por Ω(X) (ou Ω), e a coleção de todas as K-coberturas de X será denotada por

K(X) (ou K); além disso, segue da observação (2.1.3) que OFm = Ω(Xm) e OKm = K(Xm).

Os elementos de uma B-cobertura não trivial U devem ser “gradativamente” grandes, já que

podemos obter elementos de B cada vez “maiores” por meio de reuniões finitas, os quais devem



2.1 Bornologias 45

estar cobertos pelos abertos de U . Assim, para um B ∈ B coberto por algum U ∈ U , existe

pelo menos um ponto x de X que não é recoberto por U (pois U 6= X) e, consequentemente,

B′ = B ∪ {x} é um membro de B que não é recoberto por U . Logo, deve existir U ′ ∈ U que

recobre B′. Procedendo dessa maneira indutivamente, prova-se o seguinte lema.

Lema 2.1.1. Se U ∈ OB é não trivial, então para qualquer F ∈ [U ]<ω temos U \ F ∈ OB.

Por meio das B-coberturas estudaremos algumas variações de propriedades de recobrimento

em X . Primeiramente, apresentamos uma generalização natural da propriedade “ser de Lin-

delöf”.

O grau de Lindelöf é a função cardinal que associa a um espaço topológico X o cardinal

l(X) := min{κ : ∀U ∈ O(X)(∃U ′ ∈ [U ]≤κ ∩ O(X))}+ ℵ0. (2.1.5)

Na definição acima, trocando “coberturas” por “B-coberturas”, obtemos nossa primeira va-

riação. O grau de B-Lindelöf, denotado por lB(X), é o menor cardinal transfinito κ tal que

para toda B-cobertura para X existe uma B-cobertura de cardinalidade ≤ κ, em símbolos:

lB(X) := min{κ : ∀U ∈ OB(X)(∃U ′ ∈ [U ]≤κ ∩ OB(X))}+ ℵ0. (2.1.6)

É fácil ver que X é um espaço de Lindelöf se, e somente se, l(X) = ℵ0. Por analogia,

diremos também que X é um espaço B-Lindelöf se lB(X) = ℵ0. Na proposição seguinte,

agrupamos as principais observações sobre os graus de Lindelöf e de B-Lindelöf.

Proposição 2.1.2.

(a) Se B tem base de Lindelöf, então l(X) ≤ lB(X).

(b) (Adaptado de Kočinac, [14], Lema 3) Se B tem base compacta, m ∈ ω e U é uma Bm-

cobertura em Xm, então existe uma B-cobertura aberta V de X tal que a família Vm :=

{V m : V ∈ V} é uma Bm-cobertura de Xm que refina U .

(c) Se B tem base compacta, então lB(X) = sup{lBm(Xm) : m ∈ ω}. Em particular, temos

também sup{l(Xn) : n ∈ ω} ≤ lB(X).
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Demonstração.

(a). Sejam B0 uma base de Lindelöf para B, U uma cobertura de abertos para X e digamos

que lB(X) = κ. Para cada B ∈ B0, existe uma coleção enumerável VB ⊆ U tal que B ⊆
⋃
VB,

pois B é de Lindelöf. Assim, V = {
⋃
VB}B∈B0 é uma B-cobertura para X e, pela hipótese,

existe {Bα : α < κ} ⊆ B0 tal que {
⋃
VBα}α<κ é uma B-subcobertura de X . Enfim, como cada

VBα é enumerável, segue que
⋃
{VBα : α < κ} ⊆ U é uma subcobertura de cardinalidade ≤ κ.

(b). A demonstração consiste numa aplicação conveniente do Teorema de Wallace. Para

m > 1 e B ∈ B compacto, existem U ∈ U e abertos V0,B, . . . , Vm−1,B ⊆ X satisfazendo

B
m ⊆

∏
j<m

Vj,B ⊆ U.

Afirmamos que V = {VB : B ∈ B} tem as propriedades desejadas, onde VB =
⋂
j<m Vj,B.

Claramente V é uma B-cobertura para X , e Vm refina U por construção; resta apenas mostrar-

mos que Vm é uma Bm-cobertura para Xm. Ora, para A ∈ Bm, existem B0, . . . , Bm−1 ∈ B

satisfazendo A ⊆
∏

i≤mBi e, por conseguinte, A ⊆
∏

i<mB, onde B =
⋃
i<mBi ∈ B. Logo,

existe V ∈ V tal que B ⊆ V e, consequentemente, A ⊆ V m, mostrando que Vm ∈ OBm .

(c). Fixe m ∈ ω, suponha lB(X) ≤ κ e considere U uma Bm-cobertura de Xm. Pelo item

(b) acima, existe uma B-cobertura V de X tal que {V m : V ∈ V} é uma Bm-cobertura de Xm

que refina U . Pela hipótese, existe V ′ = {Vα : α < κ} ⊆ V uma B-subcobertura de X e,

como na demonstração do item anterior, mostra-se que {V m
α : α < κ} é uma Bm-cobertura

para Xm. Tomando U ′ = {Uα : α < κ} ⊆ U de modo que Uα ∈ U satisfaz V m
α ⊆ Uα para

cada α < κ, segue que U ′ é uma Bm-subcobertura para Xm. Logo, sup{lBm(Xm) : m ∈ ω} ≤

lB(X), enquanto a outra desigualdade é válida por definição. Por fim, como neste caso temos

lBm(Xm) ≤ lB(X) para todo m, a desigualdade sup{l(Xn) : n ∈ ω} ≤ lB(X) segue do item

(a).

Quando B = F , a desigualdade do item (c) da proposição anterior é na verdade uma igual-

dade.

Proposição 2.1.3 (Gerlits e Nagy, [18], Teorema 2). Para um espaço topológico X , temos

lF(X) = sup{l(Xn) : n ∈ ω}.
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Demonstração. (Prova adaptada de Tkachuk, [47], Problema 123). Como F tem base com-

pacta, o item (c) da proposição anterior nos dá sup{l(Xn) : n ∈ ω} ≤ lF(X). Provemos a

outra desigualdade.

Chame κ = sup{l(Xm) : m ∈ ω}, e tome U uma ω-cobertura para X . Para qualquer

m ∈ ω, Um := {Um : U ∈ U} é uma cobertura de Xm: de fato, dado (x0, . . . , xm−1) ∈ Xm,

temos F = {x0, . . . , xm−1} ⊂ X finito, donde segue que existe U ∈ U com F ⊆ U e, por

conseguinte, (x0, . . . , xm−1) ∈ Um ∈ Um. Logo, existe Vm ∈ [U ]≤κ tal que {V m : V ∈ Vm} é

cobertura aberta para Xm. A família U ′ =
⋃
{Vm : m ∈ ω} ⊆ U tem claramente cardinalidade

≤ κ. Assim, basta notar que U ′ ∈ Ω.

No capítulo anterior, na Seção 1.4, definimos propriedades de recobrimento por meio dos

princípios de seleção S1 e Sfin e da família O das coberturas abertas de X . Agora, da mesma

forma como trocamos os termos “cobertura” por “B-cobertura” para definirmos o grau de B-

Lindelöf, vamos utilizar a família OB no lugar da família O, e estudaremos os princípios de

seleção S1(OB,OB) e Sfin(OB,OB).

Primeiramente, observamos que assim como Sfin(O,O) implica em l(X) = ℵ0, a hipótese

Sfin(OB,OB) garante que lB(X) = ℵ0. Além disso, se B tem base compacta, então

Sfin(OB,OB)⇒ Sfin(O,O); (2.1.7)

a prova é análoga à demonstração do item (a) da Proposição 2.1.2. Mais geralmente, temos:

Teorema 2.1.4 (Adaptado de Kočinac, [14], Teoremas 5 e 6). Suponha que B tenha base com-

pacta e seja α ≥ ω um ordinal.

(a) X satisfaz Sαfin(OB,OB) se, e somente se, Xm satisfaz Sαfin(OBm ,OBm) para todo m ∈ ω.

(b) X satisfaz Sα1 (OB,OB) se, e somente se, Xm satisfaz Sα1 (OBm ,OBm) para todo m ∈ ω.

Demonstração. Como as demonstrações de (a) e (b) são semelhantes, provaremos apenas (b).

Suponha Sα1 (OB,OB) e seja (Wγ)γ<α uma sequência de Bm-coberturas de Xm. Pelo item

(b) do Lema 2.1.2, obtemos uma sequência (Uγ)γ<α de B-coberturas para X tais que {Um :

U ∈ Uγ} refina Wγ para cada γ < α. Pela hipótese, existe (Uγ)γ<α, com Uγ ∈ Uγ , tal que

U = {Uγ : γ < α} é uma B-cobertura para X . Enfim, para cada γ escolha Wγ ∈ Wγ tal que
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Um
γ ⊆ Wγ e note que {Um

γ : γ < α} é uma Bm-cobertura que refina W = {Wγ : γ < α}.

Logo,W ∈ OBm .

Para B = K e α = ω, obtemos os resultados que motivaram o teorema anterior.

Corolário 2.1.5 (Kočinac, [14], Teoremas 5 e 6). Seja X um espaço topológico.

(a) S1(K(X),K(X)) se, e somente se, S1(K(Xm),K(Xm)) para todo m ∈ ω.

(b) Sfin(K(X),K(X)) se, e somente se, Sfin(K(Xm),K(Xm)) para todo m ∈ ω.

O teorema anterior também melhora a conclusão obtida em (2.1.7): como Sfin(OB,OB) é

equivalente a Sfin(OBm ,OBm) para todo m ∈ ω, aplicando (2.1.7) obtemos

Sfin(OB,OB)⇒ ∀m ∈ ω(Sfin(O(Xm),O(Xm))), (2.1.8)

cuja recíproca é verdadeira quando B = F .

Proposição 2.1.6.

(a) (Scheepers et al., [26], Teorema 3.9) X satisfaz Sfin(Ω,Ω) se, e somente se, Xm é de

Menger para todo m ∈ ω.

(b) (Sakai, [38], Lema 2) X satisfaz S1(Ω,Ω) se, e somente se, Xm é de Rothberger para todo

m ∈ ω.

Demonstração. (a). Se X satisfaz Sfin(Ω,Ω), então pela observação anterior segue que Xm

satisfaz Sfin(O(Xm),O(Xm)). Reciprocamente, assuma queXm satisfaz Sfin(O,O) para todo

m e tome uma sequência (Un)n∈ω de ω-coberturas de X , que reescrevemos como (Um,n)m,n∈ω.

Para cada m,n ∈ ω, temos Vm,n = {Um : U ∈ Um,n} uma cobertura para Xm e, assim,

(Vm,n)n∈ω é uma sequência de coberturas para Xm. A hipótese então nos dá Fm,n ∈ [Um,n]<ω

para cada m,n ∈ ω, tal que {Um : U ∈ Fm,n, n ∈ ω} é uma cobertura para Xm. Então⋃
m,n∈ω Fm,n é claramente uma ω-cobertura para X .

(b). (⇒) Em vista do Teorema anterior, é suficiente mostrarmos que S1(Ω,Ω) implica

S1(O,O), pois S1(Ω(X),Ω(X)) é equivalente a S1(Ω(Xm),Ω(Xm)). Suponha que X satisfaz

S1(Ω,Ω) e considere (Un)n∈ω uma sequência de coberturas de X , a qual reenumeramos como
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(Um,n)m,n∈ω. Para m ∈ ω fixado, chame Vm,0 = Um,0 e, para n ≥ 1, Vm,n = {U0 ∪ · · · ∪Un−1 :

∀i < n(Ui ∈ Um,n+i)}; claramente a família Vm =
⋃
n∈ω Vm,n é uma ω-cobertura para X . A

hipótese então nos dá Vm ∈ Vm para cada m, de modo que {Vm : m ∈ ω} é uma ω-cobertura

de X , donde segue que X satisfaz S1(O,O).

(⇐). Análoga à demonstração do item anterior.

2.1.2 Topologia da convergência uniforme numa bornologia

O último tópico desta seção trata de uma topologia sobre um espaço de funções definida em

termos de uma bornologia. Ao longo desta subseção, a menos que expresso o contrário, X , Y e

B denotam, respectivamente, um espaço topológico X , um espaço uniforme Y munido de uma

uniformidade U e uma bornologia B sobre X .

Vamos considerar conjuntos da forma

〈B,U〉 := {(f, g) ∈ Y X × Y X : ∀x ∈ B((f(x), g(x)) ∈ U)}, (2.1.9)

comB ∈ B e U ∈ U (compare com os conjuntos definidos em (1.3.3)). Note que a família com-

posta por todos os conjuntos da forma 〈B,U〉 satisfaz as condições (BU1)-(BU4) da definição

de base para uma uniformidade:

(BU1) como ∆(Y ) ⊆ U , segue que ∆(Y X) ⊆ 〈B,U〉 para quaisquer B ∈ B e U ∈ U;

(BU2) seB0, B1 ∈ B e U ,V ∈ U, então 〈B0∪B1,U∩V〉 ⊆ 〈B0,U〉∩〈B1,V〉, poisB0∪B1 ∈ B

e U ∩ V ∈ U;

(BU3) se U ∈ U, então existe V ∈ U com V−1 ⊆ U , e assim 〈B,V〉 é tal que (〈B,V〉)−1 ⊆

〈B,U〉, para qualquer B ∈ B;

(BU4) como para cada U ∈ U existe V ∈ U que satisfaz V ◦ V ⊆ U , temos 〈B,V〉 ◦ 〈B,V〉 ⊆

〈B,U〉, para todo B ∈ B.

Vamos chamar de U(B) a uniformidade sobre Y X gerada pelos conjuntos da forma 〈B,U〉.

Se
⋂

U = ∆(Y ), então
⋂

U(B) = ∆(Y X), donde segue que Y X é um espaço de Tychonoff
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munido da topologia TB := τ(Y X ,U(B)) sempre que (Y, τ(Y,U)) é de Tychonoff (cf. Propo-

sição 1.3.3, item (b)). Para uma net (fl)l∈L em Y X e f ∈ Y X , fl →TB f se, e somente se,

fl � B → f � B uniformemente para todo B ∈ B. De fato, como uma vizinhança básica de

f ∈ Y X é da forma 〈B,U〉[f ] = {g ∈ Y X : (f, g) ∈ 〈B,U〉}, temos

fl →TB f ⇔ (∀B ∈ B)(∀U ∈ U)(∃l0 ∈ L(l ≥ l0 ⇒ fl ∈ 〈B,U〉[f ]))⇔

⇔ (∀B ∈ B)(∀U ∈ U)(∃l0 ∈ L(l ≥ l0 ⇒ (∀x ∈ B((f(x), fl(x)) ∈ U))))⇔

⇔ (∀B ∈ B)(fl � B → f � B uniformemente).

Por tal motivo, a topologia TB será chamada de topologia da convergência uniforme em

B. Denotaremos por CB(X, Y ) o conjunto C(X, Y ) munido da topologia de subespaço de

(Y X , TB), e CB(X) := CB(X,R).

É fácil ver que Tp (a topologia produto) coincide com TF (a topologia da convergência uni-

forme em F) em Y X quando Y é um espaço uniforme, o que acarreta Cp(X, Y ) = CF(X, Y )

em tal caso. Da mesma forma, se X é de Hausdorff, então Tk (a topologia da convergência uni-

forme em compactos) é igual a TK (a topologia da convergência uniforme em K). Mais ainda,

se B for a bornologia trivial, temos X ∈ B e assim é suficiente considerarmos as entourages da

forma

〈U〉 := 〈X,U〉,

pois 〈X,U〉 ⊆ 〈B,U〉 para quaisquer B ∈ B e U ∈ U (compare com os conjuntos da forma

(1.2.3)). Note ainda que se B tem base compacta, então TF ⊆ TB ⊆ TK.

Em [31], McCoy e Ntantu apresentam uma abordagem por meio da noção de networks

análoga a que usamos com as bornologias para definir topologias em espaços de funções . Uma

família N de subconjuntos não vazios de X é uma network se para todo x ∈ X e U ⊆ X

aberto que contém x existe A ∈ N tal que x ∈ A ⊆ U . Uma network N é fechada (compacta,

etc.) se todo elemento deN for fechado (compacto, etc.) − note que uma network aberta é uma

base para a topologia de X .

Como uma bornologia B é uma cobertura para X fechada por inclusões, é imediato que

toda bornologia é uma network. Analogamente, se N é uma network compacta (fechada) em
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X , então N é sub-base compacta (respectivamente, fechada) para a bornologia B(N ) em X −

em particular, se N é fechada por inclusão e por reuniões finitas, então N é uma bornologia.

Sejam Y um espaço topológico e N uma network em X . Em [31], os autores consideram

conjuntos da forma

[N, V ] := {f ∈ C(X, Y ) : f [N ] ⊆ V }, (2.1.10)

para N ∈ N e V ⊆ Y aberto (compare com os conjuntos definidos em (1.2.2) e (1.3.2)).

Para uma network fechada2 N , os autores definem τN , a topologia sobre C(X, Y ) gerada pela

sub-base cujos elementos são conjuntos da forma [N, V ], para quaisquer N ∈ N e V ⊆ Y

aberto; denotaremos por CN (X, Y ) o espaço C(X, Y ) munido da topologia τN . Em particular,

τN = τB(N ) para qualquer network N .

Suponhamos agora que X seja um espaço de Hausdorff munido de uma network compacta

N e que Y seja um espaço munido de uma uniformidade U. Nestas condições, temos

CB(N )(X, Y ) = CN (X, Y ), (2.1.11)

isto é, a topologia da convergência uniforme na bornologia B(N ) coincide com a topologia τN

em C(X, Y ).

Demonstração. Uma vez que os abertos básicos de τN são interseções finitas de conjuntos da

forma [N, V ], para mostrar τN ⊆ TB(N ) em C(X, Y ) será suficiente provar que [N, V ] ∈ TB(N ).

Dada uma função contínua f ∈ [N, V ], temos f [N ] um compacto em Y contido no aberto V .

Logo, pelo Lema 1.3.6, existe U ∈ U tal que U [f [N ]] ⊆ V . Assim, se g ∈ 〈N,U〉[f ]∩C(X, Y ),

temos (f(x), g(x)) ∈ U para todo x ∈ N , i.e., g(x) ∈ U [f(x)] para todo x ∈ N , o que acarreta

g[N ] ⊆ U [f [N ]] ⊆ V e mostra que 〈N,U〉[f ] ∩ C(X, Y ) ⊆ [N, V ]. Portanto, τN ⊆ TB(N ).

Para a inclusão inversa, usaremos a igualdade τN = τB(N ).

Sejam A ⊆ C(X, Y ) um aberto em CB(N )(X, Y ) e f ∈ A. Por definição existem B ∈

B(N ) e U ∈ U tais que 〈B,U〉[f ] ∩ C(X, Y ) ⊆ A. Assim, a fim de mostrarmos que A

é um τB(N )-aberto, basta exibirmos A0, . . . , An ∈ B(N ) e V0, . . . , Vn ⊆ Y abertos tais que

f ∈
⋂
i≤n[Ai, Vi] ⊆ 〈B,U〉[f ].

2Embora eles exijam que a network seja fechada, tal hipótese não é necessária, veja por exemplo a demonstração
do Teorema 2.2.6.
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ComoN é sub-base compacta para B(N ) eX é de Hausdorff, podemos supor queB é com-

pacto. Por f ser contínua, temos f [B] compacto em Y , e isso nos permite obter x0, . . . , xn ∈ B

tais que C = {V [f(xi)] : i ≤ n} recobre f [B], para alguma entourage V ∈ U que deter-

minaremos adiante, a qual podemos supor ser aberta e simétrica, como no Lema 1.3.7. De-

fina Ai = B ∩ f−1[V [f(xi)]] ∈ B(N ) e Vi = int((V ◦ V)[f(xi)]) ⊆ Y , que é aberto.

Claramente temos f ∈
⋂
i≤n[Ai, Vi]: basta notar que, como V é aberto em Y × Y , temos

V [f(xi)] ⊆ int((V ◦ V)[f(xi)]). Por sua vez, se g ∈
⋂
i≤n[Ai, Vi], dado x ∈ B qualquer, existe

i ≤ n tal que x ∈ Ai, pois f [B] ⊆ C − em particular, note que f(x) ∈ V [f(xi)]. Daí, como

g(x) ∈ (V ◦ V)[f(xi)] e V é simétrico, inferimos que (f(x), g(x)) ∈ V ◦ V ◦ V . Portanto, basta

tomar V ∈ U aberto e simétrico satisfazendo V ◦ V ◦ V ⊆ U , o que novamente podemos fazer

pelo Lema 1.3.7.

Em particular, segue de (2.1.11) que se X é um espaço de Hausdorff e Y é um espaço

uniforme, então Ck(X, Y ) = CK(X, Y ). Isso prova, entre outras coisas3, que as topologias

da forma TB generalizam as topologias compacto-aberta e da convergência pontual, como já

havíamos adiantado.

A partir daqui, deixamos de considerar todo o espaço (Y X , TB) e nos focamos no subespaço

CB(X, Y ) − exceto, possivelmente, para alguns fatos importantes concernentes ao espaço Y X

munido da topologia produto. Assim, para não carregar desnecessariamente o texto, vamos

utilizar a mesma notação 〈B,U〉 para as entourages básicas, embora estejamos tratando apenas

das funções contínuas. Mais precisamente, de agora em diante declaramos

〈B,U〉 := {(f, g) ∈ C(X, Y )× C(X, Y ) : ∀x ∈ B((f(x), g(x)) ∈ U)}. (2.1.12)

Além disso, quando a uniformidade U sobre Y for metrizável, denotaremos os conjuntos da

forma 〈B,Vε〉 simplesmente por 〈B, ε〉. Note que, em tal caso, não há perda de generalidade

em supor que B tem base fechada, pois TB = TB, visto que 〈B, ε
3
〉 ⊆ 〈B, ε〉 ⊆ 〈B, ε〉 pela

continuidade das funções consideradas.

3Nas seções seguintes, muitos dos teoremas que veremos são adaptações de resultados de McCoy e Ntantu
[31], provados originalmente para networks. Contudo, em tais resultados os autores fazem a suposição de que
as networks são compactas e fechadas tanto por inclusão quanto por reuniões finitas, e assim são em verdade
bornologias com base compacta.
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Encerramos esta subseção ressaltando alguns fatos básicos sobre CB(X).

(1) CB(X) é homogêneo.

Uma importante propriedade que usaremos de CB(X) é sua homogeneidade. Um espaço

topológico X é um espaço homogêneo se para quaisquer x, y ∈ X distintos existir um ho-

meomorfismo ϕx,y : X → X tal que ϕx,y(x) = y (equivalentemente, fixado x0 ∈ X , X é

homogêneo se, e somente se, para todo x ∈ X existir um homeomorfismo ϕx : X → X tal que

ϕx(x0) = x).

Se X é um espaço homogêneo e P é uma propriedade topológica local, então um ponto de

X tem P se, e somente se, todos os pontos de X têm P: essencialmente, podemos “carregar” a

propriedade P por meio dos homeomorfismos existentes devido à homogeneidade.

Para ver que CB(X) é um espaço homogêneo, basta notar que a função

ϕf : CB(X)→ CB(X),

dada por ϕf (g) = f + g, é contínua. Daí, como tal função tem como inversa a função ϕ(−f)

definida de maneira análoga, segue que ϕf é um homeomorfismo que satisfaz ϕf (0) = f , onde

0 : X → R é a função nula.

(2) Distributividade do produto de espaços da forma CB(X).

Em Cp-teoria, um fato conhecido sobre espaços da forma Cp(X) trata da “distributividade”

de tais espaços com relação ao produto. Adaptamos a demonstração dada em [47] por Tkachuk,

e provamos a seguir uma versão válida para “CB-teoria” em geral.

Proposição 2.1.7. Sejam {(Xi, τi) : i ∈ I} uma família de espaços topológicos dois a dois

disjuntos e {Bi : i ∈ I} tal que Bi é uma bornologia sobre Xi, para cada i ∈ I . Então∏
i∈I CBi(Xi) é homeomorfo a CB(

∑
i∈I Xi), onde B =

⊕
i∈I Bi.

Demonstração. Vamos chamar X =
∑

i∈I Xi. Note que f � Xi ∈ CBi(Xi) para quaisquer

i ∈ I e f ∈ CB(X). Agora, para cada f ∈ CB(X) definimos ϕ(f) = (f � Xi)i∈I e, para toda

função g ∈
∏

i∈I CBi(Xi) fazemos ψ(g) : X → R pondo ψ(g)(x) = g(i)(x), onde i ∈ I é o
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único tal que x ∈ Xi; como cada g(i) é contínua segue que ψ(g) ∈ CB(X), e assim obtemos as

funções

ϕ : CB(X)→
∏
i∈I

CBi(Xi) e ψ :
∏
i∈I

CBi(Xi)→ CB(X),

inversas uma da outra. Vamos provar que tanto ϕ quanto ψ são contínuas.

Para f ∈ CB(X), seja V =
∏

i∈I Vi um aberto básico de ϕ(f) e chame supp(V ) =

{Vi0 , . . . , Vin}. Como f � Xij ∈ Vij para cada j ≤ n, podemos supor Vij = 〈Bij , εij〉[f � Xij ],

para certos Bij ∈ Bij e εij > 0. Chamando Bi = ∅ se i 6∈ {i0, . . . , in}, é fácil ver que se

h ∈ 〈
⊔
i∈I Bi,min{εij : j ≤ n}〉[f ], então ϕ(h) ∈ V . Portanto, ϕ é contínua.

Analogamente, tomando g ∈
∏

i∈I CBi(Xi) e uma vizinhança 〈
⊔
i∈I Bi, ε〉[ψ(g)] de ψ(g)

, basta definir Vi = CBi(Xi) se Bi = ∅ e Vi = 〈Bi, ε〉[g(i)] caso contrário, donde segue que

V =
∏

i∈I Vi é uma vizinhança de g que atesta a continuidade de ψ em g.

Da proposição acima segue que a menos de homeomorfismo,
∏

i∈I Cp(Xi) = Cp(
∑

i∈I Xi)

e, se cada Xi for de Hausdorff, então
∏

i∈I Ck(Xi) = Ck(
∑

i∈I Xi).

(3) Os espaços de Tychonoff “capturam” toda a CB-teoria.

Mostraremos que não há perda de generalidade em supor que X é um espaço de Tychonoff

ao tratarmos dos aspectos topológicos de CB(X). No Problema 100 de [47], Tkachuk mostra

que se X é um espaço topológico, então existe um espaço de Tychonoff Y tal que Cp(X) e

Cp(Y ) são topologicamente isomorfos, no seguinte sentido: existe um homeomorfismo ϕ :

Cp(X) → Cp(Y ) que preserva a soma e a multiplicação de funções. Em nosso caso, tanto

o espaço Y quanto a bijeção ϕ serão os mesmos apresentados em [47] e, por isso, não nos

aprofundaremos em tais detalhes.

Primeiramente, consideramos uma relação de equivalência em X definida por

x ≡ y ⇔ ∀f ∈ C(X)(f(x) = f(y)). (2.1.13)

Seja Xc o conjunto das classes de equivalência de ≡ e, para cada f ∈ C(X), defina ϕf :

Xc → R pondo ϕf (y) = f(x), onde x é qualquer elemento de y; note que ϕf está bem definida.

Chamando de τR a topologia usual de R, a família τf = {ϕ−1[V ] : V ∈ τR} é uma topologia

sobre Xc e
⋃
f∈C(X) τf gera como sub-base uma topologia de Tychonoff ρ sobre Xc; fazendo
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Y = (Xc, ρ), segue que ϕf ∈ C(Y ) para cada f ∈ C(X), bem como é contínua a projeção

π : X → Y dada por π(x) = [x]. A função ϕ : C(X) → C(Y ) definida por ϕ(f) = ϕf é

uma bijeção que satisfaz ϕ(f + g) = ϕ(f) + ϕ(g) e ϕ(f · g) = ϕ(f) · ϕ(g); em particular,

ϕ−1(ξ) = ξ ◦ π para cada ξ ∈ C(Y ).

Neste ponto, nossa argumentação diverge da apresentada por Tkachuk pois precisamos de-

finir uma bornologia sobre Y que esteja relacionada com B de maneira a garantir que ϕ seja um

homeomorfismo. Os conjuntos da forma π[B], para cada B ∈ B, geram como sub-base uma

bornologia sobre Xc, pois Xc =
⋃
B∈B π[B]; vamos denotar tal bornologia por π(B); note que

se B tem base compacta, então π(B) tem base compacta, pois π é contínua. Assim, queremos

provar que ϕ : (C(X), TB)→ (C(Y ), Tπ(B)) é um homeomorfismo.

Para mostrar a continuidade de ϕ é suficiente notar que ϕ−1[U ] é aberto para todo U da

forma 〈π[B], ε〉[ϕ(f)], com f ∈ CB(X). Neste caso, se g ∈ 〈B, ε〉[f ], então para y ∈ π[B]

existe x ∈ B tal que y = [x] e, assim, |ϕ(f)(y)− ϕ(g)(y)| = |f(x)− g(x)| < ε, donde temos

a continuidade de ϕ em f . Analogamente, para ξ ∈ C(Y ) e uma vizinhança 〈B, ε〉[ξ ◦ π] de

ϕ−1(ξ), se η ∈ 〈π[B], ε〉[ξ], então |ξ([x]) − η([x])| < ε para todo x ∈ B, donde segue que

ϕ−1(η) ∈ 〈B, ε〉[ξ ◦ π]. Logo, ϕ−1 é contínua em ξ.

2.2 Propriedades de enumerabilidade em CB(X)

Nesta seção, caracterizamos algumas funções cardinais em CB(X) relacionadas aos axi-

omas de enumerabilidade. Em particular, veremos que certas propriedades de enumerabili-

dade em CB(X) se “traduzem” como propriedades de metrizabilidade, tanto em X quanto em

CB(X).

No primeiro capítulo, apresentamos os axiomas de enumerabilidade para um espaço topo-

lógico, e adiantamos que eles seriam generalizados por funções cardinais. É isso o que fazemos

a seguir.

Sejam X um espaço topológico e x ∈ X .

(a) O caráter do ponto x em X é o menor cardinal transfinito da forma |B(x)|, onde B(x) é

uma base local para X no ponto x, o qual denotamos por χ(x,X). O caráter do espaço X

é o cardinal χ(X) := sup{χ(x,X) : x ∈ X}.
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(b) O peso do espaço X , denotado por w(X), é o menor cardinal transfinito da forma |B|,

onde B é uma base para a topologia de X .

(c) A densidade de um espaço topológico X , denotado por d(X), é o menor cardinanl transfi-

nito da forma |D|, onde D é um subespaço denso em X .

Pelas definições acima, é fácil ver que as funções cardinais caráter, peso e densidade gene-

ralizam, respectivamente, o primeiro axioma de enumerabilidade, o segundo axioma de enume-

rabilidade e a condição para ser separável. Além disso, é claro que χ(x,X) ≤ w(X) para todo

x ∈ X , bem como d(X) ≤ w(X). Vamos caracterizar tais funções cardinais em CB(X), em

termos de outras funções cardinais no espaço X . A menos que expresso o contrário, ao longo

desta seção, (M,d), X e B denotam, respectivamente, um espaço métrico M cuja métrica é d,

um espaço de Tychonoff4 X e uma bornologia B sobre X .

2.2.1 O caráter de CB(X)

Para caracterizar o caráter de CB(X), definimos uma função cardinal no espaço X direta-

mente relacionada com a bornologia B. Adaptando a definiçao dada por McCoy e Ntantu [31],

chamamos de grau de B-Arens de X o cardinal aB(X) dado por

aB(X) := min{|C| : C é uma base para B}+ ℵ0. (2.2.1)

Teorema 2.2.1 (McCoy e Ntantu, [31], Teorema 4.4.1). Suponha que B tenha base fechada.

Então χ(CB(X,M)) ≤ aB(X) para qualquer espaço métrico M . Em particular, χ(CB(X)) =

aB(X).

Demonstração. Suponha aB(X) = κ e tome B′ = {Bα : α < κ} uma base para B. Para

mostrar que χ(CB(X,M)) ≤ κ, basta notar que para qualquer função contínua f : X → M ,

a família {〈Bα,
1

n+1
〉[f ] : α < κ e n ∈ ω} é um sistema fundamental de vizinhanças para

CB(X,M) em f .

Por outro lado, assuma χ(CB(X)) = λ e tome uma base local {Vα}α<λ para CB(X) em 0.

Para cada α < λ, podemos obter um fechado Bα ∈ B e εα > 0 tais que 〈Bα, εα〉[0] ⊆ Vα.

4Embora muitas das definições que daremos não exijam tal hipótese de separação.
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Se mostrarmos que {Bα : α < λ} é uma base para B, então teremos aB(X) ≤ λ. Ora, caso

existisse B ∈ B atestando B 6⊂ Bα para todo α < λ, isso valeria em particular para Bα0 ,

onde 〈Bα0 , εα0〉[0] ⊆ 〈B, 1〉[0]. Daí, por X ser de Tychonoff e B \ Bα0 6= ∅, poderíamos obter

f ∈ CB(X) tal que f � Bα0 ≡ 0 e f 6∈ 〈B, 1〉[0], contrariando a inclusão anterior.

O teorema acima nos dá um critério para a metrizabilidade de CB(X,M):

Corolário 2.2.2 (Adaptado de Beer e Levi, [6], Teorema 7.1). Se B tem base fechada, então

são equivalentes:

(a) CB(X,M) é metrizável para todo espaço métrico M ;

(b) CB(X) é metrizável;

(c) χ(CB(X)) = ℵ0;

(d) aB(X) = ℵ0;

Demonstração. Em vista do teorema anterior, basta mostrarmos que se aB(X) = ℵ0, então

CB(X,M) é metrizável. Se B′ = {Bn : n ∈ ω} é uma base enumerável para B, então

{〈Bm,
1

n+1
〉 : m,n ∈ ω} é uma base enumerável para a uniformidade U(B) que gera TB. Isso

acarreta a pseudo-metrizabilidade de U(B) e, por conseguinte, CB(X,M) é pseudo-metrizável

(cf. Proposição 1.3.4). Como M é de Hausdorff, segue que TB é de Hausdorff e, por conse-

guinte, CB(X,M) é metrizável (cf. Proposição 1.3.5).

Corolário 2.2.3. Para todo espaço X , |X| = χ(Cp(X)).

Demonstração. Como Cp(X) = CF(X), basta mostrarmos que aF(X) = |X|, mas F =

[X]<ω é a única base possível paraF , e como |[X]<ω| = |X|, o resultado está demonstrado.

1. Como Cp(X) = CF(X), fazendo B = F no Corolário 2.2.2, inferimos que as seguintes

afirmações são equivalentes:

(a) Cp(X,M) é metrizável para qualquer espaço métrico M ;

(b) χ(Cp(X)) = ℵ0;

(c) X é enumerável.
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2. Por sua vez, como Ck(X) = CK(X), ao fazermos B = K, o Corolário 2.2.2 implica que

são equivalentes:

(a) Ck(X,M) é metrizável para qualquer espaço métrico M ;

(b) χ(Ck(X)) = ℵ0;

(c) Existe uma família K0 enumerável de compactos de X tal que todo compacto de X

está contido em algum membro de K0 (i.e., X é um espaço hemicompacto)

Se X é um espaço hemicompacto, então a métrica de Ck(X,M) pode ser dada por

δ(f, g) =
∞∑
n=0

min

{
1

2n+1
, sup
x∈Kn

d(f(x), g(x))

}
, (2.2.2)

onde {Kn : n ∈ ω} é a família cofinal de compactos de X (cf. Willard [50], Problma 43G).

Se exigirmos que B tenha base compacta, podemos melhorar o Corolário 2.2.2 e obter novas

equivalências com classes mais específicas de espaços. Para um subespaço fechado A de X ,

dizemos que uma coleção de abertos B é uma base local em A se para todo V ⊆ X aberto

com A ⊆ V existe U ∈ B tal que A ⊆ U ⊆ V . Dizemos que X é um espaço ponto-contável

(point-countable-type space) se cada ponto de X está contido num subespaço compacto de X

que possui uma base local enumerável (cf. espaço de tipo contável, no Capítulo 4); dizemos que

X é um q-espaço se para cada ponto x de X existe uma coleção {Un : n ∈ ω} de vizinhanças

de x tal que toda família {xn : n ∈ ω} com xn ∈ Un tem ponto de acumulação.

Proposição 2.2.4. Seja X um espaço topológico e considere as afirmações:

(a) X é metrizável;

(b) χ(X) = ℵ0;

(c) X é um espaço ponto-contável;

(d) X é um q-espaço.

Então vale (a)⇒ (b)⇒ (c)⇒ (d).
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Demonstração. Provamos apenas (c) ⇒ (d), pois as demais implicações são de verificação

imediata.

Fixe x ∈ X e tome K ⊆ X um compacto que contém x para o qual existe uma base local

enumerável, digamos B = {Un : n ∈ ω}, que vamos supor decrescente com respeito à inclusão.

Afirmamos que B é a família de vizinhanças procurada. De fato, se A = {xn : n ∈ ω} é tal que

xn ∈ Un para todo n e A não possui ponto de acumulação em X , então todo ponto y ∈ K não é

ponto de acumulação de A, donde podemos obter uma vizinhança Oy de y tal que |A∩Oy| ≤ 1,

consequentemente, a compacidade deK nos daria uma vizinhançaO deK contendo no máximo

finitos elementos de A, o que contraria o fato de B ser uma base decrescente.

Mostraremos que se B tem uma base compacta e enumerável, então CB(X) pertence às duas

classes definidas acima.

Teorema 2.2.5 (McCoy e Ntantu, [31], Teorema 4.4.2). Se B tem base compacta, então as

seguintes afirmações são equivalentes:

(a) CB(X,M) é metrizável para todo espaço métrico M ;

(b) CB(X) é metrizável;

(c) χ(CB(X)) = ℵ0;

(d) CB(X) é um espaço ponto-contável;

(e) CB(X) é um q-espaço;

(f) aB(X) = ℵ0.

Demonstração. Em vista dos resultados já mostrados, basta provarmos que (e)⇒(f).

Suponha que CB(X) seja um q-espaço e considere {Wn}n∈ω uma sequência de vizinhanças

de 0 como na definição de q-espaço. Para cada n ∈ ω, existe Bn ∈ B compacto e εn > 0 tal

que 〈Bn, εn〉[0] ⊆ Wn. Afirmamos que B′ = {Bn : n ∈ ω} é uma base para B.

Se não for este o caso, então existe B ∈ B compacto satisfazendo B \ Bn 6= ∅ para todo

n ∈ ω, o que nos permite escolher xn ∈ B \ Bn. Como xn é um ponto não pertencente ao

compacto Bn, podemos obter uma função contínua gn : X → R tal que gn(xn) = n + 1 e gn �
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Bn ≡ 0 (pois X é de Tychonoff e Bn é fechado). Por construção, cada gn ∈ 〈Bn, εn〉[0] ⊆ Wn,

e a hipótese garante a existência de algum ponto de acumulação f ∈ CB(X) para (gn)n∈ω, o

que é impossível. De fato, se existisse f ponto de acumulação de (gn)n∈ω, então existiria uma

subsequência (infinita) (gnk)k∈ω contida em 〈B, 1〉[f ], e assim

1 > |gnk(xnk)− f(xnk)| ≥ nk + 1− |f(xnk)|,

donde |f(xnk)| > nk, mostrando que f � B não é limitada, o que é absurdo, pois f é contínua

e B é compacto5 . Logo, B′ é uma base enumerável para B, como queríamos.

2.2.2 O peso de CB(X)

Começamos esta subseção com algumas observações de caráter geral sobre a função cardi-

nal peso. Primeiramente, se Y e X são espaços topológicos, então

w(Y X) ≤ |X| · w(Y ). (2.2.3)

De fato, se B é uma base para a topologia de Y , então a coleção B′ de todos os conjuntos

da forma V =
∏

x∈X Vx, com |supp(V )| < ℵ0 e Vx ∈ B sempre que Vx 6= Y , é uma base para

a topologia de Y X , e |B′| ≤ |[X]<ω| · |[B]<ω| = |X| · |B|.

A segunda observação consiste de um “limitante superior” para o peso de um espaço uni-

forme. Para um espaço uniforme (Y,U), se considerarmos sobre Y a topologia induzida por U,

então

w(Y ) ≤ d(Y ) · w(U), (2.2.4)

onde w(U) é o menor cardinal da forma |B|, com B sendo uma base para a uniformidade U.

Demonstração. Seja U = {Ui : i ∈ I} uma base para U e considere D ⊆ Y denso. Se

provarmos que B = {Ui[d] : i ∈ I, d ∈ D} é um sistema fundamental de vizinhanças para

a topologia de Y , então a desigualdade estará demonstrada. Em vista do Lema 1.3.7, não há

perda de generalidade em supor que os elementos de U sejam simétricos. Agora, para y ∈ Y e

V ⊆ Y aberto com y ∈ V , existem U ∈ U e i ∈ I tais que y ∈ (U ◦U)[y] ⊆ V e Ui ⊆ U . Como

5Apenas aqui usamos a hipótese de que B tem base compacta.
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D é denso, existe d ∈ D∩Ui[y], isto é, (y, d) ∈ Ui ⊆ U , o que nos dá y ∈ Ui[d] pela simetria de

Ui. Para w ∈ Ui[d] qualquer, temos (y, d), (d, w) ∈ Ui ⊆ U , donde segue que (y, w) ∈ U ◦ U e,

assim, w ∈ (U ◦U)[y] ⊆ V . Logo, y ∈ Ui[d] ⊆ V , mostrando que B é um sistema fundamental

de vizinhanças para a topologia de Y , como queríamos.

Para o contexto da CB-teoria, a observação acima nos dá

w(CB(X)) ≤ d(CB(X)) · aB(X) ≤ w(CB(X))

pois, se B′ ⊆ B é base para a bornologia B, então {〈B, 1
n+1
〉 : B ∈ B′, n ∈ ω} é base para a

uniformidade U(B) que gera TB, acarretando w(U(B)) ≤ aB(X) = χ(CB(X)) ≤ w(CB(X)).

Agora, o net-peso do espaço X , denotado por nw(X), é o menor cardinal transfinito da

forma |N |, onde N é uma network em X . Claramente, tem-se d(Y ) ≤ nw(Y ) ≤ w(Y ) para

qualquer espaço Y . Logo, em vista de (2.2.4), temos w(Y ) = d(Y ) = nw(Y ) para qualquer

espaço Y pseudo-metrizável (cf. Proposição 1.3.4). Em particular, temos

w(CB(X)) = d(CB(X)) · aB(X) = nw(CB(X)) · aB(X). (2.2.5)

Assim, para caracterizarmos w(CB(X)) em termos de propriedades de X , devemos avaliar

mais detalhadamente o net-peso ou a densidade de CB(X). Como a próxima subseção tratará

da densidade de CB(X), vamos agora estudar com mais cuidado as networks de CB(X).

Teorema 2.2.6 (McCoy e Ntantu, [31], Teorema 4.1.1). Se B tem base compacta, então

nw(CB(X)) ≤ w(X).

Demonstração. Primeiramente, note que se τ e τ ′ são topologias sobre um conjunto Y e τ ⊆ τ ′,

então nw(Y, τ) ≤ nw(Y, τ ′): basta ver que se N é uma network para (Y, τ ′), então N é uma

network para (Y, τ). Vamos obter uma topologia τ sobre C(X) tal que TB ⊆ τ em C(X) e

nw(C(X), τ) ≤ w(X). Assim, a desigualdade nw(CB(X)) ≤ w(X) seguirá de imediato.

Sejam V uma base para a topologia de X com |V| = w(X) e W uma base enumerável

para a topologia de R. Chamaremos de τ a topologia sobre C(X) que tem como sub-base os
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conjuntos da forma [V,W ] := {f ∈ C(X) : f [V ] ⊆ W} para V ∈ V e W ∈ W . Assim, já

temos

nw(C(X), τ) ≤ w(C(X), τ) ≤ w(X) · ℵ0 = w(X).

Resta mostrar que TB ⊆ τ em C(X).

Sejam A ⊆ CB(X) aberto, f ∈ A e tome B ∈ B e ε > 0 tais que 〈B, ε〉[f ] ⊆ A. Como

B tem base compacta, não há perda de generalidade em supor B compacto. Para cada b ∈ B,

podemos obter Vb ∈ V e Wb ∈ W tais que b ∈ Vb, f(b) ∈ Wb ⊆ B(f(b), δ) e f [Vb] ⊆ Wb, para

algum δ > 0 que determinaremos adiante. Da compacidade de B, existem b0, . . . , bn ∈ B tais

que B ⊆
⋃
i≤n Vbi . Fazendo δ = 2−1ε, temos

f ∈
⋂
i≤n

[Vbi ,Wbi ] ⊆ 〈B, ε〉[f ] ⊆ A.

Corolário 2.2.7. Se B tem base compacta, então l(CB(X)) ≤ w(X).

Demonstração. Basta observar que para qualquer espaço topológico Y vale l(Y ) ≤ nw(Y ),

donde o resultado segue pelo teorema anterior. Sejam U uma cobertura de abertos para Y e N

uma network em Y . Fixe U ∈ U e, para cada N ∈ N , faça UN = U caso não exista V ∈ U

tal que N ⊆ V e, caso contrário, escolha algum UN ∈ U tal que N ⊆ UN . É fácil ver que

U ′ = {UN : N ∈ N} ⊆ U é uma cobertura aberta para Y .

As networks em CB(X) estão diretamente relacionadas com uma classe de estruturas em X

definidas em termos de B e semelhantes às networks. Adaptando a definição dada por McCoy

e Ntantu em [31], dizemos que A ⊆ ℘(X) é uma B-network em X se, para quaisquer B ∈ B

e V ⊆ X aberto com B ⊆ V existir A ∈ A tal que B ⊆ A ⊆ V . O B-net-peso do espaço X ,

denotado por nwB(X), é o menor cardinal transfinito da forma |A|, ondeA é uma B-network de

X . Observe que, assim como l(X) ≤ nw(X), temos também lB(X) ≤ nwB(X) para qualquer

bornologia B com base fechada.

Teorema 2.2.8 (McCoy e Ntantu, [31], Teorema 4.1.2). Se B tem base compacta, então

nw(CB(X)) = nwB(X).
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Demonstração. Sejam N uma B-network em X e W a base para a topologia de R formada

pelos intervalos abertos de centro e raio racionais. Considere a família NB cujos membros são

interseções finitas dos conjuntos [N,W ] := {f ∈ CB(X) : f [N ] ⊆ W}, para N ∈ N e

W ∈ W; se mostrarmos que NB é uma network em CB(X), então seguirá que nw(CB(X)) ≤

nwB(X), pois |NB| ≤ |N |. Fixemos B ∈ B compacto, ε > 0 e f ∈ CB(X). Para cada b ∈ B,

pela continuidade de f podemos obter Ub ⊆ X aberto e intervalos Wb, Vb ∈ W tais que:

• b ∈ Ub;

• f(b) ∈ Wb;

• f [Ub] ⊆ Wb ⊆ Wb ⊆ Vb ⊆ B(f(b), ε
2
).

Note que para cada b ∈ B temos B ∩ Ub ⊆ B e B ∩ Ub ⊆ f−1[Vb] e, assim, por N ser uma

B-network, existe Nb ∈ N tal que B ∩ Ub ⊆ Nb ⊆ f−1[Vb]. Enfim, da compacidade de B

obtemos b0, . . . , bn ∈ B tais que os abertos Ub0 , . . . , Ubn recobrem B. Temos então

f ∈
⋂
i≤n

[Nbi , Vbi ] ⊆ 〈B, ε〉[f ].

Seja agora F uma network em CB(X). Afirmamos que o conjunto {F ∗ : F ∈ F} é uma

B-network em X , onde F ∗ = {x ∈ X : ∀f ∈ F (f(x) > 0)} para cada F ∈ F . De fato, sejam

B ∈ B e V ⊆ X aberto tais queB ⊆ V . Pelo Lema de Urysohn “Fraco”, existe f ∈ CB(X) não

negativa tal que f � B ≡ 1 e f � X \ V ≡ 0. Como f [B] é compacto e f [B] ⊆ (0,+∞), existe

δ > 0 tal que f [B]δ ⊆ (0,+∞) e, pela hipótese, existe F ∈ F satisfazendo f ∈ F ⊆ 〈B, δ〉[f ].

Pela forma como tomamos δ, segue que B ⊆ F ∗ e, pela construção de f , devemos ter F ∗ ⊆ V ,

pois f ∈ F . Portanto, nwB(X) ≤ nw(CB(X)).

Da caracterização do net-peso de CB(X) e da observação (2.2.5), o seguinte corolário é

imediato:

Corolário 2.2.9 (McCoy e Ntantu, [31], Teorema 4.5.2). Se B tem base compacta, então

w(CB(X)) = aB(X) · nwB(X).
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Corolário 2.2.10. Para todo espaço X , temos:

(a) (Arhangel’skii, apud Okuyama e Terada, [35]) nw(Cp(X)) = nw(X);

(b) w(Cp(X)) = |X| (em particular, Cp(X) satisfaz o segundo axioma de enumerabilidade se,

e somente se, X é enumerável).

Demonstração. Em vista do último teorema, a igualdade do item (a) é equivalente a nw(X) =

nwF(X). Como toda F-network é network, temos nw(X) ≤ nwF(X). Agora, se N é uma

network (infinita), então a família N ′ das reuniões finitas de membros de N é claramente uma

F-network e, como |N ′| ≤ |[N ]<ω| = |N |, obtemos nwF(X) ≤ nw(X). Para o item (b), já

vimos que |X| = χ(Cp(X)) e nw(Cp(X)) = nw(X). Como nw(X) ≤ |X|, temos

|X| = χ(Cp(X)) ≤ w(Cp(X)) = χ(Cp(X)) · nw(Cp(X)) ≤ |X| · |X| = |X|.

No contexto da Ck-teoria, note que nwK(X) ≤ κ se, e somente se, existe uma família

N = {Nα}α<κ de subconjuntos de X tal que para quaisquer K ⊆ X compacto e V ⊆ X

aberto comK ⊆ V existeN ∈ N satisfazendoK ⊆ N ⊆ V , o que equivale a nw(Ck(X)) ≤ κ

pelo Teorema 2.2.8. Segundo a terminologia de McCoy e Ntantu em [31], um espaço X que

satisfaz nwK(X) = ℵ0 é chamado de ℵ0-espaço . Assim, Ck(X) satisfaz o segundo axioma de

enumerabilidade se, e somente se X é um ℵ0-espaço hemicompacto.

2.2.3 Densidade e celularidade de CB(X)

Nesta subseção, vamos analisar algumas propriedades topológicas de X relacionadas com

a densidade e com a celularidade de CB(X), que definiremos adiante.

Para um espaço de Tychonoff X , definimos o peso fraco do espaço6 X como sendo o

cardinal transfinito iw(X) dado por

iw(X) := min{w(Y ) : existe bijeção contínua de X sobre Y e Y é espaço de Tychonoff}.

(2.2.6)
6Em [31], os autores denotam iw(X) por ww(X), e o chamam de weak weight. Adotamos a notação iw para

o peso fraco por esta ser mais recorrente na literatura atual.
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Seja τ a topologia de X . Note que a asserção iw(X) = κ é equivalente à existência de uma

topologia τ ′ sobre X com as seguintes propriedades:

• (X, τ ′) é de Tychonof e w((X, τ ′)) = κ,

• τ ′ ⊆ τ e

• se σ é uma topologia sobre X tal que (X, σ) é de Tychonoff e σ ⊆ τ , então w((X, σ)) ≥

κ.

Ocorre que o peso fraco de X determina completamente a densidade de CB(X), para qual-

quer bornologia B com base compacta.

Teorema 2.2.11 (McCoy e Ntantu, [31], Teorema 4.2.1). Se B tem base compacta, então

d(CB(X)) = iw(X).

Demonstração. Como TF ⊆ TB ⊆ TK, temos d(Cp(X)) ≤ d(CB(X)) ≤ d(Ck(X)). Assim, se

mostrarmos que d(Ck(X)) ≤ iw(X) ≤ d(Cp(X)), então o teorema estará demonstrado.

Provemos que d(Ck(X)) ≤ iw(X). Fixe um espaço de Tychonoff Y com w(Y ) = iw(X) e

uma bijeção contínua f : X → Y . Exibiremos uma função contínua ϕ : Ck(Y )→ Ck(X) cuja

imagem seja densa em Ck(X); se provarmos isso, teremos

d(Ck(X)) ≤ d(Ck(Y )) ≤ nw(Ck(Y )) ≤ w(Y ) = iw(X),

pois para D ⊆ Ck(Y ) denso, teríamos ϕ[D] denso em ϕ[Ck(Y )] e, por conseguinte ϕ[D] seria

denso em Ck(X), com |ϕ[D]| ≤ |D|.

Definamos ϕ : Ck(Y )→ Ck(X) fazendo ϕ(g) = g ◦ f para toda g ∈ Ck(Y ). Claramente ϕ

é contínua pois, se g ∈ Ck(Y ) e 〈K, ε〉[ϕ(g)] é uma vizinhança de ϕ(g) em Ck(X), basta notar

que f [K] é compacto em Y e assim ϕ[〈f [K], ε〉[g]] ⊆ 〈K, ε〉[ϕ(g)]. Resta apenas mostrar que

a imagem de ϕ é densa em Ck(X).

Como f : X → Y é uma bijeção contínua7, segue que para qualquer K ⊆ X com-

pacto a restrição f � K : K → f [K] é uma aplicação fechada e, por conseguinte, é um

7Seria suficiente que f fosse meramente uma injeção contínua.
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homeomorfismo. Para h ∈ Ck(X) e 〈K, ε〉[h] uma vizinhança de h em Ck(X), a função

h ◦ (f � K)−1 : f [K] → R é contínua e admite uma extensão contínua h̃ : Y → R (cf.

Corolário 1.2.2). Note por fim que ϕ(h̃) ∈ 〈K, ε〉[h], pois ϕ(h̃) � K = h � K.

Mostremos agora que iw(X) ≤ d(Cp(X)). Seja D ⊆ Cp(X) um denso com |D| =

d(Cp(X)) e considere a função µ : X → RD, que a cada x ∈ X associa a função µx : D → R

dada por µx(f) = f(x), para qualquer f ∈ D. A continuidade de µ segue do fato de consi-

derarmos RD munido da topologia produto. Além disso, µ é injetora: de fato, se x 6= y são

pontos deX , podemos considerar abertos não vazios e disjuntos Ax e Ay em R, e fazer Aw = R

para todo w ∈ X \ {x, y}, o que nos dá um aberto básico A =
∏

u∈X Au e não vazio de

RX ; como D é denso em Cp(X) e este é denso em RX , temos D denso em RX e isso implica

que existe f ∈ D ∩ A, acarretando f(x) 6= f(y) e, por conseguinte, µx 6= µy. Dessa forma,

µ : X → µ[X] é uma bijeção contínua, com µ[X] ⊆ RD um espaço de Tychonoff. Portanto,

iw(X) ≤ w(µ[X]) ≤ w(RD) ≤ |D| = d(Cp(X)).

Corolário 2.2.12. Para um espaço de Tychonoff (X, τ), são equivalentes:

(a) Cp(X) é separável;

(b) Ck(X) é separável;

(c) Existe uma topologia τ ′ ⊆ τ em X que é metrizável e separável.

Demonstração. Segue diretamente do teorema anterior, aliado ao fato de que um espaço tem

peso enumerável e é regular se, e somente se, é metrizável e separável.

Mais geralmente, podemos estimar a densidade do espaço RX por meio do seguinte teorema:

Teorema 2.2.13 (Teorema de Hewitt-Marczewski-Pondiczery). Sejam {Xs}s∈S uma família de

espaços topológicos e κ um cardinal transfinito. Se |S| ≤ 2κ e d(Xs) ≤ κ para todo s ∈ S,

então d(
∏

s∈S Xs) ≤ κ.

Demonstração. Primeiro mostraremos que d(
∏

s∈S Xs) ≤ d(D(κ)S), onde D(κ) é um espaço

discreto de cardinalidade κ. Para cada s ∈ S tome um subconjunto As denso em Xs tal que

|As| ≤ κ e uma função fs : D(κ) → As sobrejetora (e contínua, pois D(κ) é discreto). Defina
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então
ϕ : D(κ)S → X :=

∏
s∈S Xs

x 7→ ϕx
,

onde ϕx(s) = fs(x(s)) para quaisquer s ∈ S e x ∈ D(κ)S . Note que a sobrejetividade

de cada fs acarreta que ϕ[D(κ)S] =
∏

s∈S As := A, e a densidade de As em Xs para cada

s ∈ S nos dá A = X . Assim, temos d(X) ≤ d(A), pois todo denso de A também é denso

em X , e consequentemente d(A) ≤ d(D(κ)S), pois A é imagem contínua de D(κ)S . Logo,

d(X) ≤ d(D(κ)S), como queríamos.

Desse modo, para concluirmos a demonstração, basta provarmos que d(D(κ)S) ≤ κ. Para

isso, precisamos exibir D ⊆ D(κ)S , com |D| ≤ κ, tal que D seja denso em D(κ)S . Consi-

derando o conjunto T = {0, 1}κ munido da topologia produto, temos |T | = 2κ e w(T ) ≤ κ.

Como |S| ≤ |T |, existe i : S → T uma função injetora, o que nos permite “enxergar” S como

um subespaço de T . Seja então B uma base para S com |B| ≤ κ, e denote por T a famí-

lia de todos os subconjuntos finitos de B cujos elementos sejam dois-a-dois disjuntos (isto é,

V ∈ T se, e somente se, V é uma família finita de abertos de B dois-a-dois disjuntos); como

T ⊆ [B]<ω, temos |T | ≤ κ.

Chame então

D = {f ∈ D(κ)S : ∃V ∈ T (f � U é constante para todo U ∈ V e f � S \
⋃

V é constante)}.

Note que |D| ≤ κ: para cada f ∈ D, podemos escolher V = {U0, . . . , Un} ∈ T , ui ∈ D(κ)

para cada i ≤ n e a ∈ D(κ) tais que f � Ui ≡ ui e f � S \
⋃
V ≡ a, o que estabelece uma

injeção8 de D para B<ω ×D(κ)<ω, e |B<ω ×D(κ)<ω| = κ.

Finalmente, mostraremos que D é denso em D(κ)S . Seja V =
∏

s∈S Vs um aberto de

D(κ)S com |supp(V )| < ℵ0, digamos supp(V ) = {s0, . . . , sn}. Como a topologia de S é de

Hausdorff (por ser induzida de T = {0, 1}κ), existem U0, . . . , Un abertos dois-a-dois disjuntos

com si ∈ Ui. Para cada i ≤ n escolha ui ∈ Vsi ⊆ D(κ) e fixe a ∈ D(κ) qualquer, e então

defina x : S → D(κ) fazendo x(s) = ui se s ∈ Ui e x(s) = a caso contrário. Claramente,

x ∈ V ∩ D, o que mostra a densidade de D em D(κ)S e encerra a demonstração.

8Por exemplo, tal injeção pode ser dada por f 7→ ((U0, . . . , Un), (u0, . . . , un, a)).
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Suponha que D seja um subespaço denso de um espaço topológico X , e considere U uma

família de abertos não vazios de X dois-a-dois disjuntos; note que a cardinalidade de U não

pode exceder |D|, pois cada elemento de U deve conter ao menos um membro de D. Definimos

a celularidade do espaço X como sendo o cardinal transfinito c(X) dado por

c(X) := sup{|U| : U é uma família de abertos não vazios de X dois a dois disjuntos}+ ℵ0,

e dizemos que X é um espaço ccc9 se c(X) = ℵ0. Pelo que dissemos acima, é imediato que

para todo espaço X vale c(X) ≤ d(X) e, por conseguinte:

c(X) ≤ d(X) ≤ nw(X) ≤ w(X). (2.2.7)

Em particular, no caso em que X é metrizável, todas as funções cardinais acima coincidem.

Para provar isso, usaremos uma formulação equivalente do Axioma da Escolha, o chamado

Lema de Teichmüller-Tukey. Dados um conjunto X e uma propriedade P relativa a subcon-

juntos de X , diremos que P é uma propriedade de caráter finito se o conjunto vazio tiver

a propriedade P e for verdadeiro que A ⊆ X tem a propriedade P se, e somente se, todo

subconjunto finito de A tem a propriedade P .

Teorema 2.2.14 (Lema de Teichmüller-Tukey). Se P é uma propriedade de caráter finito refe-

rente a subconjuntos de X , então todo subconjunto A ⊆ X com a propriedade P está contido

num subconjunto B ⊆ X que tem a propriedade P e é maximal (no sentido da inclusão) na

família de todos os subconjuntos de X que têm a propriedade P .

Lema 2.2.15. Se X é metrizável, então c(X) = w(X) = nw(X) = d(X).

Demonstração. Como X é metrizável, já temos d(X) = nw(X) = w(X) (cf. observação

(2.2.4)). Logo, basta mostrarmos que c(X) ≥ d(X).

Seja d uma métrica em X e c(X) ≤ κ. Para cada n ∈ ω, considere Pn(A) a seguinte

propriedade em A ⊆ X: d(x, y) ≥ 1
n+1

para quaisquer x, y ∈ A. É fácil ver que a propriedade

Pn é de caráter finito. Como X é infinito, existem x, y ∈ X distintos com d(x, y) ≥ 1
n+1

para

algum n e, por conseguinte, d(x, y) ≥ 1
m+1

para todo m ≥ n. Logo, pelo Lema de Teichmüller-

Tukey, segue que para cada m ≥ n existe Am ⊆ X maximal (no sentido da inclusão) na família
9ccc é abreviação para countable chain condition.
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de todos os conjuntos com a propriedade Pm. Agora, notemos que a família

Um =

{
B

(
x,

1

2
· 1

m+ 1

)
: x ∈ Am

}

é uma família de abertos dois a dois disjuntos e, por conseguinte, |Am| ≤ κ. O teorema estará

provado se mostrarmos que A =
⋃
m≥nAn é denso em X . Mas, se x ∈ X \ A, então existe

j ∈ ω tal que d(x, y) ≥ 1
j+1

para todo y ∈ A, e isso contraria a maximalidade de Aj .

Quando B é uma bornologia em X com base compacta, podemos mostrar que a celulari-

dade de CB(X) está relacionada ao peso dos membros da bornologia B, no seguinte sentido:

definindo wB(X) := sup{w(B) : B ∈ B}, mostra-se que wB(X) ≤ c(CB(X)); chamamos o

cardinal wB(X) de B-peso do espaço X . Para provar tal desigualdade, precisamos do seguinte

lema:

Lema 2.2.16 (Arhangel’skii, apud Hodel [21], Teorema 7.4). Se X é compacto Hausdorff,

então nw(X) = w(X).

Demonstração. (Engelking, [15], Teorema 3.1.19).

Já temos nw(X) ≤ w(X). Chamemos de τ a topologia de X . Suponha que exista uma

topologia τ ′ de Hausdorff em X satisfazendo τ ′ ⊆ τ e w((X, τ ′)) ≤ nw((X, τ)). Assim,

f : (X, τ) → (X, τ ′)

x 7→ x

é uma bijeção contínua de um compacto Hausdorff sobre um espaço de Hausdorff. Logo, f é

um homeomorfismo e, portanto, w(X, τ) = w(X, τ ′) ≤ nw(X, τ). Vamos obter a topologia τ ′.

Seja N uma network em X com |N | = nw(X, τ). Definamos N ′ = {(M,N) ∈ N ×N :

M ∩N = ∅} e, para cada (M,N) ∈ N ′, considere

A(M,N) = {{U, V } ⊆ τ : U ∩ V = ∅, M ⊆ U e N ⊆ V }.

SeA(M,N) 6= ∅, escolha ϕ(M,N) ∈ A(M,N), caso contrário faça ϕ(M,N) = ∅. Vamos

chamar de τ ′ a topologia em X gerada por B =
⋃
{ϕ(M,N) : (M,N) ∈ N ′} como sub-base,

donde já obtemos w(X, τ ′) ≤ |B| ≤ nw(X, τ). Agora, como τ é de Hausdorff e N é uma

network, segue que τ ′ também é de Hausdorff.
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Observação 2.2.17. Em verdade, na demonstração acima mostramos que se X é um espaço de

Hausdorff, então existem um espaço de Hausdorff Y e uma bijeção contínua f : X → Y tais

que w(Y ) ≤ nw(X).

Corolário 2.2.18. Se B tem base compacta, então wB(X) ≤ c(CB(X)).

Demonstração. Seja B ∈ B compacto (se necessário, podemos tomar B, o qual é compacto, e

ainda teremos w(B) ≤ w(B) ≤ wB(X)). Como B é hereditária, segue que B′ = {A ∩B : A ∈

B} é uma bornologia em B, que tem {B} como base compacta e, portanto, aB′(B) = ℵ0. Disso

decorre a metrizabilidade de CB′(B) e, por conseguinte, nw(CB′(B)) = c(CB′(B)) pelo Lema

2.2.15. Além disso, da compacidade de B, temos nw(B) = w(B). Logo,

w(B) = nw(B) ≤ nwB′(B) = nw(CB′(B)) = c(CB′(B)).

Agora, defina ϕ : CB(X) → CB′(B) por ϕ(f) = f � B. Como B é compacto e X é

de Tychonoff, se f ∈ CB′(B), então existe uma extensão contínua f̃ : X → R para f (cf.

Corolário 1.2.2), o que atesta a sobrejetividade de ϕ. É fácil ver que ϕ é contínua.

Dessa forma, c(CB′(B)) ≤ c(CB(X)), pois se f : Y → Z é uma função contínua e sobre,

então c(Z) ≤ c(Y ): basta ver que, se U é uma família de abertos não vazios dois a dois disjuntos

de Z, então {f−1[U ] : U ∈ U} é uma família de abertos de Y não vazios e dois-a-dois disjuntos.

Portanto, w(B) ≤ c(CB(X)) para todo B ∈ B, como queríamos.

Corolário 2.2.19 (McCoy e Ntantu, [31], Corolário 4.2.3). Se Ck(X) é um espaço ccc, então

todo compacto de X é metrizável.

Demonstração. Como wK(X) = ℵ0, segue que todo compacto K de X tem base enumerável

e, como X é de Tychonoff, concluímos que K é metrizável.

Para um espaço de Tychonoff X munido de uma bornologia B com base compacta, as

desigualdades c(CB(X)) ≤ d(CB(X)) ≤ w(X) acarretam que CB(X) é um espaço ccc sempre

que w(X) = ℵ0 ou, mais geralmente, sempre que existir uma bijeção contínua f : X → Y com

Y de Tychonoff e w(Y ) = ℵ0.

A conclusão acima pode ser melhorada pelo seguinte resultado (Vidossich, apud Engelking

[15], Exercício 4.4.C.b): se X é um espaço de Tychonoff e existe uma bijeção contínua de X
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sobre um espaço metrizável, então Ck(X) é um espaço ccc. Daí, como TF ⊆ TB ⊆ TK para toda

bornologia B em X com base compacta, temos c(Cp(X)) ≤ c(CB(X)) ≤ c(Ck(X)) e assim,

para tais espaços, CB(X) é ccc. Chamando de submetrizável um espaço topológico X para o

qual existe uma bijeção contínua de X sobre um espaço métrico, obtemos o seguinte corolário.

Corolário 2.2.20. Se X é um espaço de Tychonoff submetrizável, então CB(X) é ccc para toda

bornologia B em X com base compacta. Em particular, se X é metrizável, então CB(X) é ccc.

Contudo, no contexto daCp-teoria,Cp(X) é um espaço ccc para qualquer espaçoX . Tal fato

segue do próximo resultado, que é corolário do Teorema de Hewitt-Marczewiski-Pondiczery:

Corolário 2.2.21 (Šanin, apud Engelking [15], Teorema 2.3.17). Se {Xs}s∈S é uma família de

espaços topológicos com d(Xs) ≤ κ para todo s ∈ S, então c(
∏

s∈S Xs) ≤ κ. Em particular,

qualquer produto de espaços separáveis é um espaço ccc.

Demonstração. Suponha c(
∏

s∈S Xs) > κ, e tome U = {Ut}t∈T uma família de abertos dois-

a-dois disjuntos de
∏

s∈S Xs, com κ < |T | ≤ 2κ. Podemos supor que cada Ut ∈ U é um

aberto básico de
∏

s∈S Xs, donde segue que para cada t ∈ T , supp(Ut) := St ⊆ S é finito

e, por conseguinte, S ′ =
⋃
t∈T St tem cardinalidade ≤ 2κ. Logo, pelo Teorema de Hewitt-

Marczewiski-Pondiczery, existe A ⊆
∏

s∈S′ Xs, tal que |A| ≤ κ e A é denso em
∏

s∈S′ Xs.

Restringindo os fatores de Ut a S ′ para cada t, obtemos uma família U ′ = {U ′t}t∈T de abertos

dois-a-dois disjuntos em
∏

s∈S′ Xs, o que leva a uma contradição: por um lado, devemos ter

|U ′| = |T | > κ, contudo, cada membro de U ′ contém ao menos um elemento de A, logo

|T | ≤ |A| ≤ κ.

Teorema 2.2.22 (Arhangel’skii, apud Okuyama e Terada [35]). Para todo espaço X , Cp(X) é

um espaço ccc.

Demonstração (Tkachuk, [47], Problema 111). O corolário anterior nos dá c(RX) = ℵ0, já que

R é separável. Assim, levando em conta que Cp(X) é denso em RX (cf. final da Seção 1.2), a

demonstração do teorema se resume a verificar a seguinte afirmação, que deixamos a cargo do

leitor: se D é denso em Y , então c(D) = c(Y ).
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2.3 Variações em tightness de CB(X)

O tightness de um espaço topológico X no ponto x ∈ X , indicado por t(x,X), é o menor

cardinal κ ≥ ℵ0 com a seguinte propriedade:

∀A ⊆ X(x ∈ A⇒ (∃B ∈ [A]≤κ(x ∈ B))); (2.3.1)

o tightness do espaço X é o supremo de todos os cardinais t(x,X) para x ∈ X .

Como a propriedade acima se verifica trivialmente para qualquer κ quando x ∈ A, podemos

considerar a família Ωx de todos os subconjuntos de X tais que x ∈ A \A e, equivalentemente,

definir t(x,X) como sendo o menor cardinal κ ≥ ℵ0 tal que para todo A ∈ Ωx existe B ∈

Ωx ∩ [A]≤κ.

Assim, do mesmo modo que fizemos com o grau de Lindelöf l(X), vamos considerar as

variações seletivas10 do tightness, Sκ1(Ωx,Ωx) e Sκfin(Ωx,Ωx). É fácil ver que:

χ(x,X) ≤ κ⇒ Sκ1(Ωx,Ωx)⇒ Sκfin(Ωx,Ωx)⇒ t(x,X) ≤ κ. (2.3.2)

Foquemo-nos no caso em que κ = ℵ0. Se χ(x,X) = ℵ0, então para todo A ⊆ X , x ∈ A se,

e somente se, existe uma sequência (xn)n∈ω de pontos de A que converge para x. Novamente,

observe que isto é trivial quando temos x ∈ A, de modo que, se chamarmos por Σx := {{xn :

n ∈ ω} ∈ [X]≤ω : xn → x}, então a validade de χ(x,X) = ℵ0 implica que X tem a seguinte

propriedade:

∀A ∈ ℘(X)(A ∈ Ωx ⇒ (∃B ∈ [A]≤ω ∩ Σx)). (2.3.3)

Dizemos que X é um espaço de Fréchet11 em x ∈ X se X satisfaz a condição (2.3.3)

acima e, caso tal condição se verificar para todo x ∈ X , dizemos simplesmente que X é um

espaço de Fréchet. Seguindo a definição dada por Caserta et al. [10], diremos que X é um

espaço de Fréchet estrito em x ∈ X (ou estritamente de Fréchet) se valer S1(Ωx,Σx) e, se

isso ocorrer para todo x ∈ X , X será chamado de espaço de Fréchet estrito. É imediata a

10Usualmente na literatura, diz-se queX tem fan tightness enumerável se valer Sfin(Ωx,Ωx); quandoX satisfaz
S1(Ωx,Ωx), diz-se que X tem strong fan tightness enumerável.

11Em algumas referências também chamado de espaço de Fréchet-Urysohn.
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verificação das implicações

χ(x,X) = ℵ0 ⇒ S1(Ωx,Σx)⇒ X é espaço de Fréchet em x⇒ t(x,X) = ℵ0. (2.3.4)

Nesta seção estudaremos as variações da função cardinal tightness que apresentamos acima,

para espaços da forma CB(X), onde X é um espaço de Tychonoff munido de uma bornologia

B com base compacta. Lembramos o leitor da observação (1) feita ao final da Seção 2.1, de

que CB(X) é um espaço homogêneo. Tal propriedade será fortemente usada nesta seção, pois

a verificação de uma condição local num ponto base atesta a validade da mesma condição

em todos os pontos do espaço − neste caso, usaremos como “ponto base” a função nula 0 :

X → R. Veremos que em geral, propriedades de convergência em CB(X) se traduzem como

propriedades de recobrimento em X .

Ao longo desta seção, denotaremos por In o intervalo aberto
]
− 1
n+1

, 1
n+1

[
para cada n ∈ ω,

e Ω0 := {A ⊂ CB(X) : 0 ∈ A \ A}.

2.3.1 O tightness de CB(X) e a propriedade de Fréchet

Na seção anterior, vimos que χ(CB(X)) = aB(X), resultado que podemos considerar

como o primeiro neste trabalho a relacionar uma propriedade de fechamento em CB(X) com

uma propriedade de recobrimento em X . Por um lado, decorre da definição de tightness

que t(CB(X)) ≤ χ(CB(X)) e, por outro lado, da definição de B-coberturas, é fácil ver que

lB(X) ≤ aB(X).

Assim, podemos nos perguntar se existe alguma relação entre t(CB(X)) e lB(X). Quando

B tem base compacta, a resposta é afirmativa: ambos são iguais. O próximo lema, que intuitiva-

mente permite “levar informações” de OB(X) para Ω0 e vice-versa, é um resultado técnico que

nos permitirá provar a igualdade proposta, bem como várias outras traduções de CB(X) para

X .

Lema 2.3.1 (Adaptado de Caserta et al., [10], Lema 2.2). Suponha que B tem base compacta

em X .

(a) Para U ∈ OB(X), chameA(U) := {f ∈ CB(X) : ∃U ∈ U(f � (X \U) ≡ 1)}. Se U é não

trivial, então A(U) é um elemento de Ω0.
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(b) Sejam A ⊆ CB(X), n ∈ ω fixado e Un(A) := {f−1 [In] : f ∈ A}. Se 0 ∈ A, então U é

B-cobertura para X (possivelmente trivial).

Demonstração.

(a) Claramente, temos 0 6∈ A(U). Para B ∈ B e ε > 0, vamos obter f ∈ A(U) tal que

f ∈ 〈B, ε〉[0]. Por U ser B-cobertura, existe U ∈ U que contém o compacto B; note que

como X 6∈ U , temos X \ U 6= ∅. Pelo Lema de Urysohn “Fraco”, existe uma função

f ∈ CB(X) satisfazendo f � B ≡ 0 e f � (X \U) ≡ 1, donde temos f ∈ A(U)∩〈B, ε〉[0].

Portanto, 0 ∈ A(U) \ A(U).

(b) Por termos 0 ∈ A, para B ∈ B qualquer obtemos f ∈ A∩〈B, 1
n+1
〉[0], i.e., existe f ∈ A tal

que f [B] ⊆ In e, assim, B ⊆ f−1 [In], o qual é aberto devido à continuidade de f . Logo,

Un(A) é uma B-cobertura para X .

Note que se f ∈ A é limitada, digamos que por 1
n+1

, então Un(A) é uma B-cobertura trivial,

mesmo com f(x) 6= 0 para todo x ∈ X . Além disso, se B é a bornologia trivial, então o item

(a) do lema anterior é válido por vacuidade: neste caso não existem B-coberturas não triviais.

Mais geralmente, B = ℘(X) implica em χ(CB(X)) = aB(X) = ℵ0, de modo que CB(X)

satisfaz trivialmente a condição de Fréchet (logo, CB(X) tem tightness enumerável), bem como

X satisfaz S1(OB,OB) (e, por conseguinte, lB(X) = ℵ0). Por tal motivo, assumiremos que B é

uma bornologia não trivial e com base compacta pelo restante desta seção.

Teorema 2.3.2 (McCoy e Ntantu, [31], Teorema 4.7.1). t(CB(X)) = lB(X).

Demonstração. Considere t(CB(X)) = κ e tome U uma B-cobertura não trivial para X . Pelo

item (a) do Lema 2.3.1, a famíliaA(U) pertence a Ω0, e a hipótese sobre o tightness nos permite

obter F = {fα : α < κ} ⊆ A(U) com F ∈ Ω0. Para cada α < κ, escolha um aberto Uα ∈ U

que “ateste” fα ∈ A(U), i.e, fα � (X \ Uα) ≡ 1. Afirmamos que U ′ = {Uα : α < κ} ⊆ U é

uma B-cobertura para X . Por 0 ∈ F , para B ∈ B qualquer existe α < κ tal que fα ∈ 〈B, 1〉[0]

e, consequentemente, B ⊆ Uα ∈ U ′, caso contrário teríamos fα(x) = 1 para algum x ∈ B pela

forma como tomamos Uα. Temos assim lB(X) ≤ t(CB(X)).
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Assuma lB(X) = λ e tome A ⊆ CB(X) tal que 0 ∈ A. Para cada n ∈ ω, vamos considerar

Un(A) como definido no item item (b) do Lema 2.3.1, donde segue que Un(A) ∈ OB para todo

n. Logo, pela hipótese sobre lB(X), para cada n existe An ∈ [A]≤λ tal que Un(An) ⊆ Un(A) e

Un(An) é uma B-cobertura para X . Chamando A′ =
⋃
n∈ω An, temos |A′| ≤ λ; mostraremos

que 0 ∈ A′. De fato, para B ∈ B e ε > 0 quaisquer, existe n0 ∈ ω com 1
n0+1

< ε e, por

Un0(An0) ser uma B-cobertura para X , existe g ∈ An0 tal que B ⊆ g−1[In0 ], donde temos

g ∈ 〈B, ε〉[0] ∩ A′. Portanto, t(CB(X)) ≤ lB(X).

No contexto da Ck-teoria, o teorema acima nos dá t(Ck(X)) = lK(X) (McCoy, apud Koči-

nac [27]). Em particular, Ck(X) tem tightness enumerável se, e somente se, toda K-cobertura

deX temK-subcobertura enumerável. Para aCp-teoria, o teorema acima se traduz na igualdade

t(Cp(X)) = lF(X) e, por meio do Teorema 2.1.3, obtemos o seguinte corolário:

Corolário 2.3.3 (Arhangel’skii, [4], Teorema II.1.1). Para um espaço de Tychonoff X , tem-se

t(Cp(X)) = sup{l(Xn) : n ∈ ω}.

Em particular, t(Cp(X)) = ℵ0 se, e somente se, Xn é um espaço de Lindelöf para todo n ∈ ω.

Como R é um espaço de peso enumerável, inferimos que Rn tem peso enumerável para todo

n ∈ ω, o que implica em l(Rn) = ℵ0. Logo, pelo corolário acima, temos t(Cp(R)) = ℵ0. Por

outro lado, já que |R| > ℵ0, temos χ(Cp(R)) > ℵ0 e, por conseguinte, Cp(R) não satisfaz o

primeiro axioma de enumerabilidade.

No que concerne às propriedades de Fréchet e Fréchet estrito, veremos que ambas coincidem

para espaços da forma CB(X) e, para isso, precisaremos de uma nova classe de B-coberturas

em X . Adaptando as definições apresentadas em [9, 10, 14], uma B-cobertura U infinita será

chamada de γB-cobertura para X se para todo B ∈ B existir F ∈ [U ]<ω tal que B ⊆ U para

todo U ∈ U \F ; denotamos por ΓB o conjunto de todas as γB-coberturas abertas deX . Diremos

que X é um γB-espaço se toda B-cobertura não trivial de X admitir uma γB-subcobertura

enumerável e, caso X satisfaça S1(O∗B,ΓB), diremos que X é um γB-espaço estrito.

Lema 2.3.4. Se (Wn)n∈ω é uma sequência de B-coberturas de X , então existe uma sequência

(Un)n∈ω de B-coberturas de X tal que para cada n ∈ ω, Un+1 refina Wm+1 e Um para todo

m ≤ n.
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Demonstração. Chame U0 = W0 e, para cada n ∈ ω com n ≥ 1, defina Un+1 = {U ∩W :

U ∈ Un ∧W ∈ Wn+1}. Supondo que Um seja B-cobertura, provemos que Um+1 é também uma

B-cobertura de X . Para isso, tome B ∈ B; como tanto Um quanto Wm+1 são B-coberturas,

segue que existem U ∈ Um e W ∈ Wm+1 tais que B ⊆ U e B ⊆ W , donde inferimos que

B ⊆ U ∩W ∈ Um+1. Assim, Um+1 é uma B-cobertura para X . Por construção, Un+1 refina

Wn+1 e Un e, por indução, Un+1 refinaWm+1 e Um para todo m ≤ n.

Teorema 2.3.5 (McCoy e Ntantu, [31], Teorema 4.7.4; Caserta et al. [10], Corolário 2.10). São

equivalentes:

(a) CB(X) é um espaço de Fréchet estrito;

(b) CB(X) é um espaço de Fréchet;

(c) X é um γB-espaço;

(d) X é um γB-espaço estrito.

Demonstração. Já vimos que (a)⇒ (b) em geral. Mostraremos que (b)⇒ (c)⇒ (d)⇒ (a).

(b) ⇒ (c). Seja U ∈ OB(X) não trivial. Pelo item (a) do Lema 2.3.1, temos A(U) ∈ Ω0

e, pela hipótese (b), existe {fn : n ∈ ω} ⊆ A(U) tal que fn →TB 0. Assim, para cada n ∈ ω,

basta tomar Un ∈ U satisfazendo fn � X \ Un ≡ 1 e observar que U ′ = {Un : n ∈ ω} ∈ ΓB.

(c)⇒ (d). Seja (Wn)n∈ω uma sequência de B-coberturas não triviais de X e tome (Un)n∈ω

uma sequência de B-coberturas (não triviais) como no lema anterior. Como a família L =

{X \ {x} : x ∈ X} é uma B-cobertura não trivial de X , decorre da hipótese (c) que existe uma

sequência (xn)n∈ω de elementos de X tal que L′ = {X \ {xn} : n ∈ ω} é uma γB-cobertura de

X; note que podemos assumir x0, x1, . . . dois a dois distintos.

Para cada n ∈ ω, chame U ′n = {U \ {xn} : U ∈ Un} e considere V =
⋃
n∈ω U ′n. Como no

Lema 2.3.4, prova-se facilmente que V é uma B-cobertura não trivial de X . Assim, novamente

pela hipótese (c), existe V ′ = {Vn : n ∈ ω} ⊆ V tal que V ′ é uma γB-cobertura de X . Para

cada k ∈ ω, existe nk ∈ ω satisfazendo Vk ∈ U ′nk e, por conseguinte, Vk = Unk \ {xnk}, com

Unk ∈ Unk . Contudo, por Unk refinarWnk , existe Wnk ∈ Wnk tal que Vk ⊆ Unk ⊆ Wnk . Note

ainda que {nk : k ∈ ω} é infinito pois, para n ∈ ω, {x0, . . . , xn} = B ∈ B e, como V ′ é
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B-cobertura, existe k ∈ ω com B ⊆ Vk = U \ {xnk}, acarretando nk > n. Provemos que vale

S1(O∗B,ΓB).

Fixe k0 = 0 e, para cada i ∈ ω, defina ki+1 = min{k : k > ki e nk > nki}; note que tanto

(nki)i∈ω quanto (ki)i∈ω são infinitas e crescentes. Seja m ∈ ω.

• Se m = nki para algum i, faça Om = Wnki
.

• Se m < nki para algum i, então Unki refina Wm, donde segue que existe W
nki
m ∈ Wm

com Vki ⊆ Unki ⊆ W
nki
m . Assim, se m 6= nki para todo i, faça Om = W

nki0
m ∈ Wm, onde

nki0 é o menor nki tal que m < nki .

Afirmamos enfim que {On : n ∈ ω} ∈ ΓB. De fato, para B ∈ B, existe p ∈ ω tal que

B ⊆ Vk para todo k ≥ p. Seja então kj0 ∈ ω com kj0 ≥ p tal que nkj ≥ p se kj ≥ kj0 . Se

m ≥ nkj0 , então há dois casos a considerar:

1. se m = nki , então ki ≥ kj0 ≥ p e B ⊆ Vki ⊆ Wnki
= Om;

2. se m 6= nki para todo i, então Om = W
nki0
m e nki0 = min{nki : m < nki} ≥ nkj0 , donde

segue que B ⊆ Vki0 ⊆ W
nki0
m = Om.

Mostramos assim que {On : n ∈ ω} é uma γB-cobertura de X , com On ∈ Wn, como

queríamos.

(d) ⇒ (a). Queremos provar que CB(X) satisfaz S1(Ω0,Σ0). Para isso, tomamos (An)n∈ω

tal que An ∈ Ω0 para todo n ∈ ω, e fazemos Un(An) como no Lema 2.3.1. Há essencialmente

três casos a considerar.

Caso 1: X 6∈ Un(An) para todo n ∈ ω. Pelo item (b) do Lema 2.3.1, cada Un(An) é uma

B-cobertura não trivial de X . Logo, pela hipótese (d), para cada n ∈ ω existe uma função

fn ∈ An tal que {f−1n [In] : n ∈ ω} é uma γB-cobertura de X . É fácil ver que fn →TB 0.

Caso 2: X 6∈ Un(An) apenas para finitos n ∈ ω. Neste caso, para cada n ∈ ω, escolhemos

fn ∈ An qualquer se X 6∈ Un(An) e, quando X ∈ Un(An), escolhemos fn ∈ An tal que

f−1n [In] = X , donde segue que fn →TB 0.

Caso 3: Cada um dos casos X ∈ Un(An) e X 6∈ Un(An) ocorre para infinitos n ∈ ω. Basta

usarmos o Caso 1 para a sequência dos Un(An) não triviais e o Caso 2 para a sequência dos

Un(An) triviais.
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Vimos anteriormente que Cp(R) é um espaço de tightness enumerável que não satisfaz o

primeiro axioma de enumerabilidade. Mostraremos que este mesmo espaço também não é de

Fréchet, o que pelo teorema provado acima, atesta a falsidade das recíprocas de (2.3.4). Para

F ⊆ R e n ∈ ω fixado chame de

Bn
F =

⋃
x∈F

B

(
x,

1

(|F |+ 1)2n+1

)
,

e defina Un = {Bn
F : F ∈ [R]<ω}, que claramente é uma ω-cobertura aberta para R. Seja

Bn
Fn
∈ Un para cada n e faça U = {Bn

Fn
: n ∈ ω}. Afirmamos que U não cobre R. De fato, se

µ denota a medida de Lebesgue de R, observe que

µ(
⋃
U) ≤

∞∑
n=0

µ(Bn
Fn) ≤

∞∑
n=0

|Fn| ·
1

(|Fn|+ 1) · 2n+1
≤ 1,

enquanto µ(R) = +∞. A posteriori, o mesmo argumento apresentado acima mostra que Cp(R)

é contraexemplo para as recíprocas de χ(y, Y ) = ℵ0 ⇒ S1(Ωy,Ωy)⇒ t(y, Y ) = ℵ0.

2.3.2 Variações seletivas de tightness em CB(X)

Na subseção anterior, mostramos que o tightness de CB(X) coincide com o grau de B-

Lindelöf de X . Essa relação se mantém válida quando analisamos as variações seletivas de tais

propriedades, assunto do qual trata esta subseção. Começamos com o seguinte teorema:

Teorema 2.3.6 (Baseado nos Teoremas 2.3 e 2.5 de Caserta et al. [10]).

(a) CB(X) satisfaz Sfin(Ω0,Ω0) se, e somente se, X satisfaz Sfin(OB,OB).

(b) CB(X) satisfaz S1(Ω0,Ω0) se, e somente se, X satisfaz S1(OB,OB).

Demonstração.

(a) (⇒). Suponha que X satisfaça Sfin(OB,OB) e tome (An)n∈ω com An ∈ Ω0 em CB(X).

Fazendo Un(An) como no Lema 2.3.1, para todo n temos Un(An) ∈ OB. Caso X ∈ Un(An)

para infinitos n, tome fn ∈ An para cada n atestando X ∈ Un(An) e note que {fn : n ∈

ω} ∈ Ω0, donde segue que CB(X) satisfaz S1(Ω0,Ω0) e, por conseguinte, satisfaz Sfin(Ω0,Ω0).
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Desse modo, podemos assumir X 6∈ Un(An) para todo n e, assim, Un(An) é uma B-cobertura

não trivial de X .

Pela hipótese de que X satisfaz Sfin(OB,OB), existe uma sequência (Fn)n∈ω, com Fn ∈

[An]<ω, tal que
⋃
n∈ω Un(Fn) é uma B-cobertura para X (que é não trivial). Afirmamos que⋃

n∈ω Fn ∈ Ω0. De fato, para uma vizinhança 〈B, ε〉[0], fixe n ∈ ω com 1
n+1

< ε e note que,

pelo Lema 2.1.112,
⋃
m≥n Um(Fm) ∈ OB. Assim, existe m ≥ n tal que B ⊆ f−1 [Im] para

alguma f ∈ Fm, donde temos
⋃
n∈ω Fn ∈ Ω0.

(a)(⇐). Assuma que CB(X) satisfaz Sfin(Ω0,Ω0), e seja (Un)n∈ω uma sequência de B-

coberturas de X , que sem perda de generalidade podemos supor não triviais. Novamente o

Lema 2.3.1 nos garante que A(Un) ∈ Ω0 para cada n ∈ ω. Como vale Sfin(Ω0,Ω0), podemos

obter uma sequência (Fn)n∈ω, com Fn ∈ [A(Un)]<ω, tal que
⋃
n∈ω Fn ∈ Ω0. Para cada n,

escolha Vn ∈ [Un]<ω atestando Fn ∈ [A(Un)]<ω. É fácil ver que
⋃
n∈ω Vn ∈ OB.

Os mesmos argumentos utilizados acima provam (b), mutatis mutandis.

Em particular, chamando de Ω0n
= {A ⊂ CBn(Xn) : 0n ∈ A \ A}, onde 0n : Xn → R é a

função nula, segue do teorema acima e do Teorema 2.1.4 que

CB(X) satisfaz S1(Ω0,Ω0)⇔ CBn(Xn) satisfaz S1(Ω
n
0n
,Ωn

0n
) para todo n ∈ ω; (2.3.5)

bem como a equivalência análoga para a variação Sfin.

O teorema anterior se traduz nos seguintes corolários para o contexto da Ck-teoria.

Corolário 2.3.7 (Shou Lin et al., apud Kočinac [27]). Ck(X) satisfaz Sfin(Ω0,Ω0) se, e so-

mente se, X satisfaz Sfin(K,K).

Corolário 2.3.8 (Kočinac, [27], Teorema 2.2). Ck(X) satisfaz S1(Ω0,Ω0) se, e somente se, X

satisfaz S1(K,K).

Ao fazermos B = F no teorema acima, obtemos por meio do Teorema 2.1.6 as seguintes

traduções para a topologia da convergência pontual:

Corolário 2.3.9 (Sakai, [38]). São equivalentes:

12Aqui utilizamos a suposição de não trivialidade das B-coberturas.
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(a) X satisfaz S1(Ω,Ω);

(b) Xm é de Rothberger para todo m ∈ ω;

(c) Cp(X) satisfaz S1(Ω0,Ω0).

Corolário 2.3.10 (Arhangel’skii13, [4], Teorema II.2.2). São equivalentes:

(a) X satisfaz Sfin(Ω,Ω);

(b) Xm é de Menger para todo m ∈ ω;

(c) Cp(X) satisfaz Sfin(Ω0,Ω0).

No que segue, a próxima notação será bastante útil. Para γ e η ordinais, denotaremos por

(Aα : α < γ)a(Bξ : ξ < η) := (Cα : α < γ + η), (2.3.6)

a sequência de comprimento γ + η, onde Cα = Aα se α < γ, e Cγ+ξ = Bξ se ξ < η. Ana-

lisaremos as variações via jogos seletivos das propriedades estudadas acima, no que concerne

à existência de estratégias vencedoras para os jogadores I e II nos jogos do tipo G1 e Gfin. A

princípio, vamos nos preocupar com a situação do jogador II.

Observe que se o jogador II tem estratégia vencedora em Gα1 (OB,OB) para algum ordinal

α ≥ ω, então para qualquer ordinal β ≥ α existe uma estratégia vencedora para o jogador II em

Gβ1 (OB,OB): intuitivamente, o jogador II sabe como vencer jogando por apenas α turnos, de

modo que nas demais rodadas ele pode jogar “aleatoriamente”. É claro que a mesma observação

é válida para os jogos da forma Gfin.

Note que existe um ordinal α para o qual II ↑ Gα1 (OB,OB) e II ↑ Gαfin(OB,OB): basta tomar,

por exemplo, α = |B| pois, se B = {Bγ : γ < α}, então no γ-ésimo turno do jogo, o jogador II

responde ao lance Uγ ∈ OB do jogador I escolhendo U ∈ Uγ tal que Bγ ⊆ U .

Assim, adaptando a definição dada por Scheepers em [41], podemos considerar os invarian-

tes topológicos

tp1(OB(X)) := min{α : II ↑ Gα1 (OB(X),OB(X))}, (2.3.7)

13Para (b)⇔ (c).
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e

tpfin(OB(X)) := min{α : II ↑ Gαfin(OB(X),OB(X))}. (2.3.8)

Veremos que tais ordinais são aditivamente indecomponíveis, o que permitirá obter estra-

tégias vencedoras para o jogador II com propriedades adicionais. Dizemos que um ordinal

α é aditivamente indecomponível (indecomposable ordinal) se para quaisquer γ, δ < α valer

γ+δ < α. Os ordinais 0 e ω são os exemplos triviais de ordinais aditivamente indecomponíveis;

no Capítulo 9 de [28], os autores apresentam uma demonstração detalhada de que os ordinais

com tal propriedade são exatamente aqueles da forma ωα, para todo ordinal α (somente aqui, tal

notação indica exponenciação de ordinais); em particular, se A∪B = α, onde α é aditivamente

indecomponível, então A ou B tem tipo de ordem α.

Lema 2.3.11. Se um ordinal α ≥ ω é aditivamente indecomponível, então existe uma família

Y = {Yi : i < cof(α)} satisfazendo:

(a) Y é uma família de subconjuntos de α dois-a-dois disjuntos;

(b) para cada i < cof(α), Yi tem tipo de ordem α;

(c) α =
⋃
Y ;

(d) {minYi : i < cof(α)} é cofinal em α.

Em [41], Scheepers enuncia (sem demonstrar) o lema acima, e o utiliza em [40] para rela-

cionar estratégias para o jogador II no jogo Gα1 (Ω,Ω) em X e no jogo Gα1 (Ω0,Ω0) em Cp(X).

Tal recurso técnico é utilizado para obter um tipo de generalização do Lema 2.1.1 − para o

caso em que α = ω, tanto o lema acima quanto o próximo não são necessários (cf. Observação

2.3.14). Como utilizaremos tal resultado somente para ordinais enumeráveis (Teorema 2.3.13),

vamos apresentar o esboço de uma demonstração para o Lema acima válida para esta classe de

ordinais:

Esboço da Demonstração do Lema 2.3.11. Para um ordinal aditivamente indecomponível α enu-

merável, temos cof(α) = ℵ0. Seja f : α → α uma função injetora que preserva ordem tal que

f(0) > 0 e α\f [α] tenha tipo de ordem α. Defina Y0 = α\f [α] e, chamando por fn+1 = f ◦fn
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para cada n ∈ ω, defina Yn+1 = α \ (fn+1[α] ∪
⋃
j≤n Yj) (a condição f(0) > 0 garante que os

mínimos de Yi sejam cofinais em α).

Teorema 2.3.12 (Adaptado do Teorema 4 [41] e das Proposições 17 e 19 [40] de Scheepers).

Sejam X um espaço topológico (não necessariamente de Tychonoff) e B uma bornologia em X

(não necessariamente com base compacta).

(a) tp1(OB(X)) é aditivamente indecomponível.

(b) tpfin(OB(X)) é aditivamente indecomponível.

(c) Se tp1(OB(X)) = α, então existe uma estratégia vencedora ρ para o jogador II em

Gα1 (OB,OB) com a seguinte propriedade: se ((Uγ, Uγ) : γ < α) é uma partida jogada

em ρ, então para todo γ < α temos {Uξ : γ < ξ < α} ∈ OB.

(d) Se tpfin(OB(X)) = α, então existe uma estratégia vencedora ρ para o jogador II em

Gαfin(OB,OB) com a seguinte propriedade: se ((Uγ, Vγ) : γ < α) é uma partida jogada em

ρ, então para todo γ < α temos
⋃
γ<ξ<α Vξ ∈ OB.

Demonstração.

(a) Sejam γ, δ < tp1(OB(X)) e Φ uma estratégia para o jogador II em Gγ+δ1 (OB,OB).

Claramente, Φ induz uma estratégia µ para o jogador II em Gγ1(OB,OB), por meio da restrição

do domínio de Φ. Como γ < tp1(OB(X)), segue que µ não é vencedora para o jogador II em

Gγ1(OB,OB). Logo, existe uma partida P0 = ((Vξ, Vξ) : ξ < γ) jogada em µ e vencida pelo

jogador I, isto é, tal que V0 = {Vξ : ξ < γ} 6∈ OB. Isso nos permite obter B0 ∈ B que não é

coberto por qualquer elemento de V0.

Definamos então uma estratégia σ para o jogador II em Gδ1(OB,OB) da seguinte maneira:

para uma sequência (Uη : η ≤ β) ∈ (OB)<δ, σ((Uη : η ≤ β)) = Φ((Vξ : ξ < γ)a(Uη : η ≤ β)),

que está bem definido pois (Vξ : ξ < γ)a(Uη : η ≤ β) ∈ (OB)<γ+δ. Como δ < tp1(OB(X)),

decorre que σ não é vencedora para o jogador II e, por conseguinte, existe uma partida P1 =

((V ′ν , V ′ν) : ν < δ) com V1 = {V ′ν : ν < δ} 6∈ OB e, assim, existe B1 ∈ B que não é coberto por

qualquer elemento de V1.
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Note então que ((Wβ,Wβ) : β < γ+ δ) = P0
aP1 é uma partida jogada em Φ que é vencida

pelo jogador I, pois nenhum aberto de V = {Wβ : β < γ + δ} = V0 ∪V1 recobre B0 ∪B1 ∈ B.

Logo, γ + δ < tp1(OB(X)). De maneira inteiramente análoga se prova a validade de (b).

(c). Pela parte (a), segue que tp1(OB(X)) = α é aditivamente indecomponível. Isso nos

permite obter uma família Y como no Lema 2.3.11. Assim, se µ é uma estratégia vencedora

para o jogador II em Gα1 (OB(X),OB(X)), defina ρ da seguinte maneira: para (Uγ : γ ≤ β) ∈

(OB)<α,

ρ((Uγ : γ ≤ β)) = µ((Uγ : γ ≤ β ∧ γ ∈ Yi)) se β ∈ Yi;

note que ρ está bem definida pois os Yi’s são dois-a-dois disjuntos. Afirmamos que ρ satisfaz

a condição imposta. De fato, seja uma partida ((Uξ, Uξ) : ξ < α) jogada em ρ e fixe γ < α.

Escolha i < cof(α) com γ < minYi. Assim, Yi ⊂ (γ, α) e, como Yi tem tipo de ordem α e

ρ essencialmente restringe µ a cada partição Yi, segue que ((Uξ, Uξ) : ξ ∈ Yi) é uma partida

jogada em µ, donde inferimos que {Uξ : ξ ∈ Yi} é uma B-cobertura para X e, por conseguinte,

{Uξ : γ < ξ < α} também é uma B-cobertura, como queríamos. A argumentação para (d)

pode ser feita de maneira análoga.

Teorema 2.3.13. Seja α ≥ ω um ordinal enumerável.

(a) II ↑ Gα1 (Ω0,Ω0) se, e somente se, II ↑ Gα1 (OB,OB).

(b) II ↑ Gαfin(Ω0,Ω0) se, e somente se, II ↑ Gαfin(OB,OB).

Demonstração. Dada a similaridade entre (a) e (b), provaremos apenas (a).

Suponha que exista estratégia vencedora para o jogador II no jogo Gα1 (OB,OB). Vamos

mostrar que o jogador II tem estratégia vencedora no jogo Gλ1(Ω0,Ω0), onde λ = tp1(OB(X)) ≤

α. Disto seguirá que o jogador II tem estratégia vencedora no jogo Gα1 (Ω0,Ω0) − basta que o

jogador II jogue “aleatoriamente” nas rodadas > λ, como já observamos.

Seja Φ uma estratégia vencedora para o jogador II em Gλ1(OB,OB), e suponha que Φ tenha

a propriedade (c) do teorema anterior. Como α é enumerável, temos λ enumerável e, por

conseguinte, cof(λ) ≤ ω, e então existe uma sequência (ξn)n∈ω estritamente crescente e cofinal

em λ. Para cada β < λ associamos o número nβ ∈ ω, onde nβ = min{m : ξm ≤ β < ξm+1}.
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Para quaisquer n ∈ ω e A ∈ Ω0 consideramos a família Un(A) como no Lema 2.3.1, que é uma

B-cobertura para X (possivelmente trivial).

Vamos definir uma estratégia η para o jogador II no jogo Gλ1(Ω0,Ω0) em CB(X) da seguinte

maneira: para uma sequência (Aγ : γ ≤ β) ∈ Ω<λ
0 , fazemos η((Aγ : γ ≤ β)) = f ∈ Aβ , onde

f satisfaz:

f−1[Inβ ] = Φ((Unγ (Aγ) : γ ≤ β)). (2.3.9)

O Lema 2.3.1 garante que η está bem definida. Veremos que η é vencedora.

Seja uma partida P = ((Aβ, fβ) : β < λ) jogada em η e chame Uβ = f−1β [Inβ ] para cada

β < λ. Pelo modo como tomamos η, segue que ((Unβ(Aβ), Uβ) : β < λ) é uma partida do

jogo Gλ1(OB,OB) jogada em Φ e, como Φ é estratégia vencedora para o jogador II nesse jogo,

inferimos que {Uβ : β < λ} ∈ OB. Além disso, pela suposição feita sobre Φ, para qualquer

γ < λ temos {Uβ : γ < β < λ} ∈ OB. Afirmamos que {fβ : β < λ} ∈ Ω0. De fato, para

B ∈ B e ε > 0 quaisquer, existe γ < λ tal que 1
nγ+1

< ε. Como {Uβ : γ < β < λ} é uma

B-cobertura para X , segue que B ⊆ Uβ = f−1β [Inβ ], para algum γ < β < λ. Enfim, como

nγ ≤ nβ , temos fβ ∈ 〈B, ε〉[0] e, assim, {fβ : β < λ} ∈ Ω0.

Observação 2.3.14. Para α = ω, as observações sobre ordinais aditivamente indecomponíveis

não são necessárias, pois podemos usar o Lema 2.1.1. Primeiramente, afirmamos que não há

perda de generalidade em supor que X 6∈ Un(An) para todo n, onde An é um lance qualquer

do jogador I na n-ésima rodada de uma partida do jogo G1(Ω0,Ω0). De fato, se Φ é a estratégia

vencedora do jogador II em G1(OB,OB), podemos definir a estratégia η para o jogador II em

G1(Ω0,Ω0) fazendo η((A0, . . . , An)) = f , onde f ∈ An é tal que f−1[In] = X caso tal f

exista, ou f ∈ An satisfaz f−1[In] = Φ((Uj(Aj) : j ≤ n e X 6∈ Uj(Aj))) caso contrário

− intuitivamente, η utiliza Φ somente quando os lances do jogador I não induzem coberturas

triviais. Claramente, tal estratégia reduz nossa análise aos casos em que P = ((An, fn) : n ∈ ω)

é uma partida jogada em η na qual X ∈ Un(An) ocorre somente finitas vezes, mas, em tais

situações, P ′ = ((An, fn) : n ∈ ω e X 6∈ Un(An)) corresponde a uma partida jogada em η, o

que prova a afirmação. Enfim, tendo X 6∈ Un(An) para todo n ∈ ω e chamando f−1n [In] = Un,

temos ((Un(An), Un) : n ∈ ω) uma partida em G1(OB,OB) jogada em Φ e, por conseguinte,
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vencida pelo jogador II. Isso implica que {Un : n ∈ ω} é uma B-cobertura não trivial para X e

daí, usando o Lema 2.1.1 como fizemos no Teorema 2.3.6, segue que {fn : n ∈ ω} ∈ Ω0.

Voltemos para a demonstração do Teorema.

Reciprocamente, seja ψ uma estratégia vencedora para o jogador II no jogo Gα1 (Ω0,Ω0).

Para U ∈ OB não trivial, o Lema 2.3.1 nos diz que A(U) ∈ Ω0. Com isso, vamos definir uma

estratégia ρ para o jogador II no jogo Gα1 (OB,OB) da seguinte maneira:

• se (Uγ : γ ≤ β) é uma sequência de comprimento β+1 < α de B-coberturas não triviais,

fazemos ρ((Uγ : γ ≤ β)) = U ∈ Uβ, onde U é tal que ψ((A(Uγ) : γ ≤ β)) � X \ U ≡ 1;

• para toda cobertura U ∈ OB que contém X , fazemos σ((Uγ : γ ≤ β)a(U)) = X , para

qualquer sequência (Uγ : γ ≤ β) ∈ O<αB ;

• nos demais casos, σ((Uγ : γ ≤ β)) ∈ Uβ é um elemento arbitrário de Uβ .

O fato de ψ ser uma estratégia para o jogador II no jogo Gα1 (Ω0,Ω0) e o Lema 2.3.1 garantem

que ρ é uma estratégia para o jogador II no jogo Gα1 (OB,OB). Veremos que ρ é vencedora.

Seja ((Uβ, Uβ) : β < α) uma partida jogada em ρ. Pela forma como definimos ρ, podemos

supor que os lances Uβ do jogador I são B-coberturas não triviais, donde segue queA(Uβ) ∈ Ω0

para todo β < α. Ainda pela definição de ρ, para cada β < α existe fβ ∈ A(Uβ) satisfazendo

fβ � X \ Uβ ≡ 1, tal que ((A(Uβ), fβ) : β < α) é uma partida jogada em ψ. Como ψ é uma

estratégia vencedora, temos {fβ : β < α} ∈ Ω0, e isso acarreta {Uβ : β < α} ∈ OB.

As implicações do teorema acima para Cp-teoria e Ck-teoria seguem nos corolários abaixo:

Corolário 2.3.15 (Scheepers, [40], Teorema 23). Seja α ≥ ω um ordinal enumerável.

(a) II ↑ Gα1 (Ω0,Ω0) em Cp(X) se, e somente se, II ↑ Gα1 (Ω,Ω).

(b) II ↑ Gαfin(Ω0,Ω0) em Cp(X) se, e somente se, II ↑ Gαfin(Ω,Ω).

Corolário 2.3.16. Seja α ≥ ω um ordinal enumerável.

(a) II ↑ Gα1 (Ω0,Ω0) em Ck(X) se, e somente se, II ↑ Gα1 (K,K).

(b) II ↑ Gαfin(Ω0,Ω0) em Ck(X) se, e somente se, II ↑ Gαfin(K,K).
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No que concerne ao jogador I, algumas caracterizações análogas são conhecidas paraCp(X).

Em [39], Scheepers apresenta os seguintes resultados:

Teorema 2.3.17 (Scheepers, [39], Teoremas 11 e 13). Seja X um espaço de Tychonoff.

(a) As seguintes afirmações são equivalentes:

(1) Cp(X) satisfaz S1(Ω0,Ω0);

(2) I 6↑ G1(Ω0,Ω0) em Cp(X);

(3) I 6↑ G1(Ω,Ω) em X;

(4) X satisfaz S1(Ω,Ω).

(b) As seguintes afirmações são equivalentes:

(1) Cp(X) satisfaz Sfin(Ω0,Ω0);

(2) I 6↑ Gfin(Ω0,Ω0) em Cp(X);

(3) I 6↑ Gfin(Ω,Ω) em X;

(4) X satisfaz Sfin(Ω,Ω).

Em vista do que já provamos, os resultados acima suscitam a seguinte questão:

Questão 2.3.1. Vale algo análogo ao Teorema 2.3.17 paraK eCk(X) ou, mais geralmente, para

OB e CB(X)?

Ainda não conseguimos resultados na direção “S1 ⇒ I6↑ G1”, contudo, como no Teorema

2.3.13, relacionamos as estratégias do jogador I em G1(OB,OB) e G1(Ω0,Ω0) (bem como para

a variação Gfin), no seguinte:

Teorema 2.3.18.

(a) I ↑ G1(OB,OB) se, e somente se, I ↑ G1(Ω0,Ω0) em CB(X).

(b) I ↑ Gfin(OB,OB) se, e somente se, I ↑ Gfin(Ω0,Ω0) em CB(X).
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Demonstração. Novamente, como (a) e (b) são análogos, provaremos somente o item (a).

Sejam τ a topologia de X e ρ uma estratégia vencedora para o jogador I em G1(OB,OB).

Para uma B-cobertura U não trivial, o Lema 2.3.1 implica queA(U) ∈ Ω0. Como ρ é vencedora

para o jogador I em G1(OB,OB), ρ não “escolhe” coberturas triviais como lances para o jogador

I. Vamos obter uma estratégia µ para o jogador I em G1(Ω0,Ω0).

Defina µ(∅) = A(ρ(∅)) e note que para qualquer f ∈ A(ρ(∅)) escolhida pelo jogador

II deve existir Uf ∈ ρ(∅) tal que f � X \ Uf ≡ 1. Para n ≥ 1, sejam uma sequência

(f0, . . . , fn−1) ∈ CB(X)n e (U0, . . . , Un−1) ∈ τn tais que

• Um ∈ ρ((U0, . . . , Um−1)) para todo m ≤ n− 1 e

• fm � X \ Um ≡ 1 para todo m ≤ n − 1, i.e., fm ∈ A(ρ((U0, . . . , Um−1))) para todo

m ≤ n− 1;

nessas condições, fazemos µ((f0, . . . , fn−1)) = A(ρ((U0, . . . , Un−1))). Para as sequências s

que não satisfazem as condições acima, µ(s) será irrelevante para o jogo, pois tais sequências

não representam respostas legais para o jogador II. Veremos que o jogador I sempre vence em

G1(Ω0,Ω0) com a estratégia µ.

Seja ((An, fn) : n ∈ ω) uma partida jogada em µ. Temos assim f0 ∈ A0 = A(ρ(∅)) e U0 ∈

ρ(∅) tais que f0 � X\U0 ≡ 1, f1 ∈ A1 = A(ρ((U0))) e U1 ∈ ρ((U0)) tais que f1 � X\U1 ≡ 1 e,

mais geralmente para n > 1, fn ∈ An = A(ρ((U0, . . . , Un−1))) e Un ∈ ρ((U0, . . . , Un−1)) tais

que fn � X \Un ≡ 1, donde segue que ((ρ((Um : m < n)), Un) : n ∈ ω) é uma partida do jogo

G1(OB,OB) jogada em ρ. Logo, {Un : n ∈ ω} 6∈ OB, o que nos dá B ∈ B tal que B 6⊂ Un para

todo n, e disso decorre que 〈B, 1〉[0] ∩ {fn : n ∈ ω} = ∅, mostrando que {fn : n ∈ ω} 6∈ Ω0.

Reciprocamente, considere ψ uma estratégia vencedora para o jogador I em G1(Ω0,Ω0) em

CB(X). Para cada A ∈ Ω0 e n ∈ ω, vamos considerar a B-cobertura Un(A), como no Lema

2.3.1. Chamaremos uma sequência finita P = ((An, fn) : n < m) de início de partida jogada

em ψ (de comprimento m) se fn ∈ An = ψ((fj : j < n)) para todo n < m. Para dois inícios

de partida P0 e P1 de comprimentos m0 e m1, respectivamente, diremos que P1 estende P0 se

m0 ≤ m1 e P1 � m0 ≡ P0. Para obtermos uma estratégia vencedora Φ para o jogador I em

G1(OB,OB), provamos primeiramente a seguinte:
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Afirmação 2.3.19. Seja m ∈ ω qualquer. Se P ′ = ((An, fn) : n < m) é um início de partida

jogada em ψ, então para algum p ≥ m existe um início de partida P = ((An, fn) : n < p+ 1)

que estende P ′ tal que X 6∈ Up(Ap).

Demonstração da Afirmação. Ora, se não for este o caso, então para todo k ≥ m o jogador

II escolhe gk ∈ Ak tal que g−1k [Ik] = X , onde Ak é o k-ésimo lance do jogador I. Assim,

{gn : n ∈ ω} ∈ Ω0, pois, para 〈B, ε〉[0] uma vizinhança de 0, basta tomar n ≥ m satisfazendo
1

n+1
< ε e notar que gn ∈ 〈B, ε〉[0], pois g−1n [In] = X .

Pela afirmação, existe P0 = ((A0,n, f0,n) : n < p0 + 1) um início de partida jogada em

ψ que estende P ′0 = ∅ com p0 ≥ 0 tal que X 6∈ Up0(A0,p0). Defina Φ(∅) = Up0(A0,p0). Se

V0 ∈ Φ(∅) é a resposta do jogador II em G1(OB,OB) em X , então existe g0 ∈ A0,p0 tal que

g−10 [Ip0 ] = V0 6= X . Novamente, pela afirmação existe um início de partida P1 = ((A1,n, f1,n) :

n < p1 + 1) jogado em ψ que estende o início de partida P ′1 = P0 � p0
a((A0,p0 , g0)) e satisfaz

X 6∈ Up1(A1,p1) para algum p1 ≥ p0 + 1. Definimos Φ((V0)) = Up1(A1,p1).

Procedendo indutivamente, isto define uma estratégia Φ para o jogador I em G1(OB,OB) em

X . Note que se R = ((Vn, Vn) : n ∈ ω) é uma partida jogada em Φ, então existe uma sequência

estritamente crescente (pn : n ∈ ω) de números naturais e uma sequência (Pm : m ∈ ω) de

inícios de partidas jogadas em ψ, onde Pm = ((Am,n, fm,n) : n < pm + 1), tais que, para todo

n ∈ ω:

1. Pn+1 estende Pn � pn;

2. Vn = f−1n+1,pn [Ipn ] 6= X (note que An,pn = An+1,pn e (An+1,pn , fn+1,pn) ∈ Pn+1);

3. Vn = Upn(An,pn) é não trivial.

Observe que para a partida R corresponde uma partida P jogada em ψ: para cada j, n ∈ ω

considere (Cj, hj) = (An,j, fn,j) sempre que j < pn e faça P = ((Cj, hj) : j ∈ ω); P é uma

partida jogada em ψ devido à condição (1). Assim, se ocorresse V = {Vn : n ∈ ω} ∈ OB,

então V seria uma B-cobertura não trivial e, desse modo, {Vm : m ≥ n} ∈ OB para qualquer

n ∈ ω (cf. Lema 2.1.1). Isso implicaria em {fn+1,pn : n ∈ ω} ∈ Ω0: dada uma vizinhança

〈B, ε〉[0] de 0, tome n ∈ ω satisfazendo 1
pn+1

< ε e note que {Vm : m ≥ n} é uma B-

cobertura; logo, existe m ≥ n tal que B ⊆ Vm = f−1m+1,pm [Ipm ] e, por conseguinte, para
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todo x ∈ B, |fm+1,pm(x)| < 1
pm+1

≤ 1
pn+1

< ε, mostrando que fm+1,pm ∈ 〈B, ε〉[0]. Como

{fm+1,pm : m ∈ ω} ⊆ {hn : n ∈ ω}, a partida P seria vencida pelo jogador II em G1(Ω0,Ω0),

absurdo.

2.3.3 O tightness de CB(X) e a operação produto

De acordo com Arhangel’skii em [3], dizemos que um espaço topológico X é produtiva-

mente de tightness menor do que ou igual a κ em x ∈ X (ou simplesmente produtivamente

κ-tight em x) se para todo espaço Y com t(Y ) ≤ κ valer t((x, y), X × Y ) ≤ κ para todo

y ∈ Y , que abreviamos por κ ∈ Sp(x,X). Quando tal condição for satisfeita para todo x ∈ X ,

diremos que X é um espaço produtivamente κ-tight, que indicamos por κ ∈ Sp(X).

Em [3], Arhangel’skii deu uma caracterização “interna” para um espaço topológico X ser

produtivamente de tightness menor do que ou igual a κ, por meio da noção de famílias singu-

lares. Uma coleção P de famílias de subconjuntos de X é κ-singular em x caso satisfaça as

seguintes condições:

(a) para todo ξ ∈ P existe A(ξ) ∈ ξ tal que |A(ξ)| ≤ κ;14

(b) se ξ ∈ P , então ξ tem p.i.f. (se F ∈ [ξ]<ω, então
⋂
F 6= ∅);

(c) se V é uma vizinhança de x então existem ξ ∈ P e A ∈ ξ tais que A ⊆ V .

(d) para toda subcoleção E ⊆ P com |E| ≤ κ, podemos escolher A(ξ) ∈ ξ para cada ξ ∈ E tais

que x 6∈
⋃
ξ∈E A(ξ).

Se existir uma família κ-singular em x ∈ X , diremos que X é um espaço κ-singular em

x e, se tal condição for válida para todo x ∈ X , diremos simplesmente que X é um espaço

κ-singular.

Teorema 2.3.20 (Arhangel’skii, [3], Teorema 3.5). Sejam X um espaço topológico, x ∈ X e κ

um cardinal transfinito. κ 6∈ Sp(x,X) se, e somente se, existe uma família κ-singular em x.

Demonstração. Provaremos este teorema na Seção 2.4.3.

14Note que a condição (a) é claramente equivalente à exigência (a)′: para todo ξ ∈ P tem-se |A| ≤ κ para todo
A ∈ ξ.
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Nesta subseção, vamos obter condições necessárias e suficientes para CB(X) ser produtiva-

mente κ-tight. Em particular, mostraremos que tal condição se traduz como uma propriedade

de recobrimento em X com relação à bornologia B.

Chamemos de τ a topologia de X e tomemos um cardinal κ ≥ ℵ0. Denotamos por Xκ o

espaço topológico (X, τκ), onde

τκ := {
⋂
U : U ∈ [τ ]≤κ}; (2.3.10)

o espaço Xκ é a κ-modificação de X , e os elementos de τκ são chamados de conjuntos Gκ

de X . Em particular, para κ = ℵ0, denotamos Xℵ0 = Xδ e chamamos os elementos de τℵ0 de

conjuntos Gδ.

Essencialmente, τκ é a topologia em X obtida ao declararmos como abertos todas as inter-

seções de até κ abertos da topologia original. Além disso, como B é uma bornologia em X ,

então B é ainda uma bornologia em Xκ, pois Xκ = (X, τκ). Assim, faz sentido denotarmos

por lB(Xκ) o menor cardinal transfinito λ tal que para toda B-cobertura U de Xκ (composta por

τκ-abertos) existe U ′ ∈ [U ]≤λ uma B-subcobertura para Xκ.

Ainda em [3], Arhangel’skii também caracterizou Sp(x,X) em termos do tightness de x em

qualquer compactificação Hausdorff de X . Por meio de tal resultado, Uspenskii caracterizou

completamente Sp(Cp(X)), no seguinte teorema:

Teorema 2.3.21 (Uspenskii, [48], Teorema 1). Para um espaço de TychonoffX , κ ∈ Sp(Cp(X))

se, e somente se, l(Xκ) ≤ κ.

Por meio do Teorema 2.3.20, generalizamos15 o teorema acima evitando o argumento via

compactificação utilizado por Uspenskii.

Teorema 2.3.22. Para um espaço de Tychonoff X munido de uma bornologia B com base

compacta, κ ∈ Sp(CB(X)) se, e somente se, lB(Xκ) ≤ κ.

Demonstração. Seja U uma B-cobertura para X composta por conjuntos Gκ de X que não

admite B-subcobertura de cardinalidade menor do que ou igual a κ. Vamos mostrar que κ 6∈
15Agradecemos ao professor Angelo Bella pelas sugestões que permitiram provar a versão geral da “ida” no

Teorema 2.3.22, isto é, κ ∈ Sp(CB(X)) ⇒ lB(Xκ) ≤ κ; originalmente tínhamos apenas κ ∈ Sp(CB(X)) ⇒
lB(Xδ) ≤ κ.
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Sp(CB(X)). ComoCB(X) é homogêneo, pelo Teorema 2.3.20 é equivalente provar que CB(X)

é κ-singular em 0.

Para cada B ∈ B, existe U ∈ U tal que B ⊆ U e U =
⋂
C(U), onde C(U) é uma coleção de

abertos de X com |C(U)| ≤ κ. Sem perda de generalidade, podemos supor que C(U) é fechado

por interseções finitas. Como X é um espaço de Tychonoff, para cada C ∈ C(U) existe uma

função fB,C ∈ CB(X) satisfazendo fB,C � B ≡ 0 e fB,C � (X \ C) ≡ 1. Agora, definimos os

conjuntos:

• AB,U,C = {fB,V : V ∈ C(U) ∧ V ⊆ C};

• AB,U = {AB,U,C : C ∈ C(U)} e

• P = {AB,U : B ∈ B ∧ U ∈ U ∧B ⊆ U}.

Afirmamos que P é uma família κ-singular em 0. Verificamos a seguir as condições da

definição de família κ-singular:

(a) Pela construção, cada membro de AB,U tem cardinalidade ≤ κ.

(b) Se B ⊆ U ∈ U e C0, . . . , Cn ∈ C(U), então C =
⋂
i≤nCi ∈ C(U) e, pelo modo como

tomamos as coleções, temos fB,C ∈
⋂
i≤nAB,U,Ci , donde segue que AB,U tem p.i.f.

(c) Se 〈B, ε〉[0] é uma vizinhança de 0, então existe U ∈ U com B ⊆ U , o que nos permite

inferir que AB,U,C ⊆ 〈B, ε〉[0] para todo C ∈ C(U).

(d) Finalmente, seja {ABα,Uα : α < κ} ⊆ P . Pela suposição feita acerca de U , segue

que {Uα : α < κ} não é uma B-cobertura para Xκ, e então existe B ∈ B satisfa-

zendo B 6⊂ Uα para todo α < κ. Como Uα =
⋂
C(Uα), existe Cα ∈ C(Uα) tal que

B \Cα 6= ∅ e, pelo modo como as funções fB,C foram tomadas, decorre que cada elemento

de ABα,Uα,Cα assume valor 1 em algum ponto de B. Logo, a vizinhança 〈B, 1
2
〉[0] atesta que

0 6∈
⋃
{ABα,Uα,Cα : α < κ}. Portanto, P é κ-singular em 0.

Reciprocamente, assuma lB(Xκ) ≤ κ. Provaremos que CB(X) não é κ-singular em 0. Para

tanto, seja P = {Aα}α∈I uma coleção de subconjuntos de X satisfazendo as condições (a)′, (b)

e (c) da definição de família κ-singular. Vamos mostrar que a condição (d) não é satisfeita.



92 Capítulo 2 — Tópicos de Cp-Teoria e Ck-Teoria

Para cada α ∈ I , A ∈ Aα e n ∈ ω, considere o conjunto UA,n = {f−1 [In] : f ∈ A} ,

e faça Un = {
⋂
UA,n : α ∈ I e A ∈ Aα}. Afirmamos que Un é uma B-cobertura para X

composta por conjuntos Gκ de X . De fato, dado B ∈ B, temos 〈B, 1
n+1
〉[0] uma vizinhança de

0 e, pela condição (c), segue que existem α ∈ I e A ∈ Aα (|A| ≤ κ pela condição (a)′) com

A ⊆ 〈B, 1
n+1
〉[0], logo UA,n tem cardinalidade no máximo κ e B ⊆

⋂
UA,n.

Pela hipótese, cada Un tem uma B-subcobertura U′n = {Uλ,n : λ < κ}. Note que para cada

λ < κ e n ∈ ω podemos escolher αλ,n ∈ I e Cλ,n ∈ Aαλ,n com Uλ,n =
⋂
UCλ,n,n. Afirmamos

que {Aαλ,n : λ < κ, n ∈ ω} atesta a não validade de (d). De fato, para cada λ < κ e n ∈ ω

escolha Aλ,n ∈ Aαλ,n . Considere 〈B, ε〉[0] uma vizinhança de 0 e fixe n ∈ ω com 1
n+1

< ε. Por

U′n ser uma B-subcobertura, existe Uλ,n com B ⊆ Uλ,n. Logo, Cλ,n ⊆ 〈B, ε〉[0], o que acarreta

Aλ,n ∩ 〈B, ε〉[0] 6= ∅, pois Aλ,n ∩ Cλ,n 6= ∅ pela condição (b) da p.i.f. Isto encerra a prova.

Do Teorema 2.3.21 de Uspenskii e do teorema acima para B = F , obtemos uma demons-

tração alternativa para

lF(Xκ) ≤ κ⇔ l(Xκ) ≤ κ. (2.3.11)

Além disso, para κ = ℵ0, temos:

Corolário 2.3.23. Sejam X um espaço de Tychonoff e B uma bornologia com base compacta

em X . ℵ0 ∈ Sp(CB(X)) se, e somente se, lB(Xδ) = ℵ0.

Em particular, pelo Corolário 2.4.8 (cf. Subseção 2.4.3), segue que χ(CB(X)) ∈ Sp(CB(X)).
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2.4 Apêndice do Capítulo

2.4.1 Diagramas

(1) Funções Cardinais

O diagrama abaixo resume as relações entre as funções cardinais que estudamos nesse ca-

pítulo. Abaixo, consideramos X um espaço de Tychonoff munido de uma bornologia B com

base compacta. As notações α→ β e α — β indicam β ≤ α e α = β, respectivamente.

aB(X) · iw(X) aB(X) · nwB(X) w(CB(X))

aB(X) χ(CB(X))

w(X)

χ(X) nwB(X) nw(CB(X))

t(X) nw(X) iw(X) d(CB(X)) l(CB(X))

d(X) l(X) lB(X) t(CB(X))

c(X) wB(X) c(CB(X))
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(2) Variações em tightness

No diagrama seguinte, a notaçãoA n→ B significa que “A implicaB conforme provamos na

Proposição (Lema, Teorema, Observação etc.) de número n”16, para X espaço de Tychonoff e
B bornologia com base compacta em X .

S1(Ω0,Ω0) S1(OB,OB)

I 6↑ G1(Ω0,Ω0) I 6↑ G1(OB,OB)

II ↑ G1(Ω0,Ω0) II ↑ G1(OB,OB)

II ↑ Gfin(Ω0,Ω0) II ↑ Gfin(OB,OB)

I 6↑ Gfin(Ω0,Ω0) I 6↑ Gfin(OB,OB)

Sfin(Ω0,Ω0) Sfin(OB,OB)

t(CB(X)) = ℵ0 lB(X) = ℵ0

CB(X) é um

espaço de Fréchet
X é um γB-espaço

CB(X) é um

espaço de Fréchet

estrito

X é um γB-espaço

estrito

χ(CB(X)) = ℵ0 aB(X) = ℵ0

ℵ0 ∈ Sp(CB(X)) lB(Xδ) = ℵ0

2.3.6(b)

2.3.18(a)

2.3.13(b)

2.3.13(a)

2.3.18(b)

2.3.6(a)

2.3.2

†

†

2.2.1

2.3.23

* *

(2.3.2) 2.1.2(a)

(2.3.4)

† †

* *

* *

*

*

*

(2.3.4)

2.4.8

*

*

*

16Os símbolos ∗ e † correspondem à cadeia de implicações (1.4.3) na Seção 1.4 e ao Teorema 2.3.5, respectiva-
mente.
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2.4.2 Convergência uniforme forte − o caso métrico

Em [6], Beer e Levi definem uma topologia em Y X por meio de uma bornologia emX , para

X e Y métricos, que generaliza (para esta classe de espaços) a topologia TB estudada ao longo

deste capítulo. Esse foi o primeiro material no qual encontramos a abordagem por bornologias

utilizada neste trabalho.

Os autores consideram como entourages básicas sobre Y X os conjuntos da forma

[B, ε]s := {(f, g) ∈ Y X × Y X : ∃δ > 0(∀x ∈ Bδ(ρ(f(x), g(x)) < ε))}, (2.4.1)

com B ∈ B e ε > 0, onde B é uma bornologia sobre X com base fechada. A topologia gerada

a partir dessa uniformidade é chamada de topologia da convergência uniforme forte em B, e

denotada por T sB . O nome dado a tal topologia se deve ao fato de que ela “preserva” um certo

tipo de continuidade forte.

Para (X, d) e (Y, ρ) espaços métricos, dizemos que uma função f : X → Y é fortemente

uniformemente contínua em B ⊆ X (strongly uniformly continuous) se para todo ε > 0

existe δ > 0 tal que ρ(f(x), f(y)) < ε sempre que d(x, y) < δ e {x, y} ⊆ Bδ. Quando f é

fortemente uniformemente contínua em B, para todo elemento B de uma família B, dizemos

que f é fortemente uniformemente contínua em B. Denotamos por Cs
B(X, Y ) o conjunto de

todas as funções de X em Y fortemente uniformemente contínuas em B.

Considerando então a topologia TB da convergência uniforme em B − exatamente a mesma

que estudamos −, prova-se a seguinte proposição:

Proposição 2.4.1 (Beer e Levi, [6], Proposições 6.3 e 6.5). Sejam (X, d), (Y, ρ) espaços métri-

cos e B uma bornologia de base fechada em X . Então

(a) Cs
B(X, Y ) é fechado em (Y X , T sB ).

(b) T sB = TB em Cs
B(X, Y );

Corolário 2.4.2 (Beer e Levi, [6], Teorema 6.7). Sejam (X, d), (Y, ρ) espaços métricos, B bor-

nologia com base fechada sobre X e (fl)l∈L uma net em Cs
B(X, Y ). Se fl →TB f ∈ Y X , então

são equivalentes:
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(a) f ∈ Cs
B(X, Y );

(b) fl →T sB f .

Demonstração. Como Cs
B(X, Y ) é T sB -fechado, (b)⇒ (a) vale mesmo sem a suposição da TB

-convergência de (fl). Supondo então f ∈ Cs
B(X, Y ), inferimos pela hipótese do enunciado

que fl →TB f , com {fl : l ∈ L}∪ {f} ⊆ Cs
B(X, Y ), donde a T sB -convergência da net segue por

termos T sB = TB em Cs
B(X, Y ).

O resultado que motivou o estudo do artigo [6] foi o seguinte corolário, no qual os autores

obtém condições necessárias e suficientes para que o limite de funções contínuas seja contínuo

(cf. Seção 1.2).

Corolário 2.4.3 (Beer e Levi, [6], Corolário 6.8). Sejam (X, d), (Y, ρ) espaços métricos e

(fl)l∈L uma net em C(X, Y ). Se fl → f ∈ Y X pontualmente, então são equivalentes:

(a) f ∈ C(X, Y );

(b) fλ →T sF f .

Demonstração. Basta aplicar o corolário anterior, lembrando que para B = F , TF é a topologia

da convergência pontual e, neste caso, vale que fλ →TF f se, e somente se, fλ(x)→ f(x), para

todo x ∈ X (além de notar que C(X, Y ) = Cs
F(X, Y )).

No entanto, um resultado análogo e mais geral já havia sido apresentado por Bouleau [8], em

1969, válido para espaços da forma Y X , com Y uniforme eX qualquer. Neste caso, a topologia

Tv definida por Bouleau em Y X , chamada de topologia da V -convergência, é induzida por uma

uniformidade que tem como base todos os conjuntos da forma

〈F,V〉v := {(f, g) ∈ Y X × Y X : ∃V ∈ τ(F ⊆ V ∧ ∀x ∈ V ((f(x), g(x)) ∈ V))},

para todo F ∈ [X]<ω e V ∈ U, onde τ é a topologia de X e U é a uniformidade em Y . É fácil

ver que quando X e Y são métricos, as definições de Tv e T sF coincidem, isto é, a topologia

da convergência uniforme forte na bornologia dos conjuntos finitos é a topologia da V - con-

vergência de Bouleau. Aliás, vale uma versão análoga da Proposição 2.4.1, cuja demonstração
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consiste numa adaptação dos argumentos métricos para a linguagem de uniformidades, como o

que fizemos no Lema 1.3.6.

Proposição 2.4.4 (Bouleau, [8], Proposição 3). Sejam X espaço topológico e Y espaço uni-

forme. Então C(X, Y ) é fechado em (Y X , Tv) e, além disso, Tv coincide com a topologia da

convergência pontual em C(X, Y ).

De modo geral, quando a bornologia B tem base compacta, temos CB(X, Y ) = Cs
B(X, Y )

− o que segue do fato de que, se f é contínua num compacto K de X , então f é fortemente

uniformemente contínua emK. Assim, para espaços métricosX e Y , a topologia T sB generaliza

em C(X, Y ) a topologia TB. Em particular, valem versões análogas de muitos dos teoremas

provados neste capítulo para (C(X), T sB ), exigindo-se apenas que B tenha base fechada.

De fato, como todo espaço métrico é normal, a exigência de compacidade para os elementos

de uma base da bornologia B para a obtenção de funções contínuas (por meio do Lema de

Urysohn “Fraco”) torna-se desnecessária, pois em espaços normais vale o Lema de Urysohn

− frisamos que, neste caso, o conceito de B-coberturas é substituído pelo de Bs-coberturas

(Caserta et al. [9, 10]): U é uma Bs- cobertura se para todo B ∈ B existem δ > 0 e U ∈ U tais

que Bδ ⊆ U .

Note ainda que a necessidade de que a bornologiaB tenha base compacta quandoX é apenas

de Tychonoff (e não necessariamente métrico), reduz as tentativas “naturais” de generalização

da topologia da convergência uniforme forte para a topologia da convergência uniforme. Por

exemplo, se (X, τ) é de Tychonoff e (Y,U) é uniforme, podemos considerar a uniformidade em

Y X cujas entourages básicas são da forma

〈B,U〉s := {(f, g) ∈ Y X × Y X : ∃V ∈ τ(B ⊆ V ∧ ∀x(x ∈ V ⇒ (f(x), g(x)) ∈ U))},

paraB ∈ B e U ∈ U. Se B tem base compacta, usando a compacidade mostra-se facilmente que

a uniformidade gerada pelos conjuntos da forma 〈B,U〉s coincide com a uniformidade gerada

pelos conjuntos da forma 〈B,U〉 quando nos restringimos a C(X, Y ) − para 〈B,U〉s, basta

tomar V uma entourage simétrica tal que V ◦V ◦V ⊆ U e notar que 〈B,V〉 ⊆ 〈B,U〉s. Mesmo

supondo adicionalmente que X também esteja munido de uma uniformidade, digamos V, a
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uniformidade em Y X gerada pelas entourages da forma

〈B,U〉s := {(f, g) ∈ Y X × Y X : ∃V ∈ V(x ∈ V [B]⇒ (f(x), g(x)) ∈ U)},

para B ∈ B e U ∈ U, também coincide em C(X, Y ) com a uniformidade gerada pelas entoura-

ges 〈B,U〉, o que se deve essencialmente ao Lema 1.3.6. Desse modo, fica justificada a escolha

da topologia TB como forma de generalizar a topologia definida em [6].
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2.4.3 Demonstração do Teorema 2.3.20 (de Arhangel’skii)

Apresentamos nesta subseção a demonstração do Teorema 2.3.20, tanto por sua importância

para os resultados obtidos neste trabalho quanto pela dificuldade para encontrar sua demons-

tração original (em inglês). A argumentação − adaptada de [3] − requer alguns comentários

preliminares, o que faremos a seguir.

Proposição 2.4.5. Seja {(Xξ, τξ)}ξ∈P uma família de espaços topológicos dois a dois disjuntos

e considere X =
∑

ξ∈P Xξ. Então t(X) ≤ sup{t(Xξ) : ξ ∈ P}.

Demonstração. Suponha t(Xξ) ≤ κ para todo ξ ∈ P , e tome x ∈ X e A ⊆ X tais que x ∈ A.

Como os Xξ’s são dois a dois disjuntos, existe um único ξ ∈ P com x ∈ Xξ e, por conseguinte,

x ∈ A ∩Xξ ⊆ A. Logo, existe B ⊆ A ∩ Xξ ⊆ A com |B| ≤ κ tal que x ∈ B, o que nos dá

t(X) ≤ κ.

Para espaços topoógicos (Y, τ) e (Z, σ), dizemos que uma aplicação sobrejetora ϕ : Y → Z

é uma função quociente se σ = {V ⊆ Z : ϕ−1[V ] ∈ τ}.

Lema 2.4.6 (Arhangel’skii e Ponomarev, apud Engelking [15]). Seja X um espaço topológico.

(a) t(X) ≤ κ se, e somente se, C =
⋃
M∈[C]≤κM , para todo C ⊆ X .

(b) t(X) é o menor cardinal κ tal que para todo C ⊆ X não fechado existe C0 ∈ [C]≤κ

satisfazendo C0 \ C 6= ∅.

(c) Se ϕ : Y → Z é uma função quociente, então t(Z) ≤ t(Y ).

Demonstração.

(a). Decorre diretamente da definição de tightness.

(b). Suponha t(X) = κ. Se C não é fechado, então existe x ∈ C \ C e, da hipótese sobre

t(X), segue que existe C0 ∈ [C]≤κ com x ∈ C0, o que acarreta C0 \ C 6= ∅. Para provar a

recíproca, usaremos o item (a). Considere C ⊆ X qualquer; se C for fechado, então C =⋃
M∈[C]≤κM trivialmente; se C não for fechado, suponha por absurdo que C 6=

⋃
M∈[C]≤κM ,

o que equivale a afirmar que
⋃
M∈[C]≤κM := G não é fechado, pois G ⊆ C ⊆ G. Logo, pela

hipótese existe C0 ∈ [G]≤κ tal que C0 \ G 6= ∅. Para cada c ∈ C0, existe Mc ∈ [C]≤κ tal que
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c ∈ Mc, donde segue que M =
⋃
c∈C0

Mc ∈ [C]≤κ e a ∈ M para todo a ∈ C0, o que acarreta

C0 ⊆M . Assim, C0 ⊆ G, absurdo. Portanto, t(X) ≤ κ.

(c). Suponha t(Y ) ≤ κ e tome C ⊆ Z não fechado. Como ϕ é quociente, segue que ϕ−1[C]

não é fechado em Y , e o item (b) nos diz que existe F ∈ [ϕ−1[C]]≤κ tal que F \ ϕ−1[C] 6= ∅.

Assim, ϕ[F ] ∈ [C]≤κ e ϕ[F ] \ C 6= ∅, e novamente pelo item (b) concluímos que t(Z) ≤

t(Y ).

Note que o tightness de X em x é “limitado” pela cardinalidade de qualquer vizinhança

de x. De fato, se V é uma vizinhança de x e t(x,X) > |V |, segue que existe M ⊆ X com

|M | > |V | tal que x ∈ M e x 6∈ L, para todo L ∈ [M ]≤|V |. Em particular, x 6∈ M ∩ V , mas

isto não pode ocorrer pois, se A é um aberto que contém x, então x ∈ A∩V e, por conseguinte,

M ∩ (V ∩ A) = (M ∩ V ) ∩ A 6= ∅, i.e., x ∈M ∩ V .

Lema 2.4.7 (Arhangel’skii, [3]). Sejam X um espaço topológico, x ∈ X e P uma família

κ-singular em x.

(a) Podemos supor que cada ξ ∈ P é fechado por interseções finitas.

(b) Se t(x,X) ≤ κ, então não há perda de generalidade em supor que
⋂
ξ = ∅, para todo

ξ ∈ P .

Demonstração. (a). Basta tomar P ′ = {ξ′ : ξ ∈ P}, onde ξ′ := {
⋂
F : F ∈ [ξ]<ω}, que

satisfaz as condições de família κ-singular em x.

(b). Neste caso, é suficiente observar queP∗ = {ξ ∈ P :
⋂
ξ = ∅} também é uma família κ-

singular em x. Suponha que não seja este o caso, e chame deP ′ = {ξ ∈ P :
⋂
ξ 6= ∅} = P\P∗.

Como P∗ ⊆ P e P é família κ-singular em x, a única condição não satisfeita por P∗ é (c), logo

deve existir uma vizinhança U0 de x tal que E 6⊂ U0 para todo E ∈
⋃
P∗. Por outro lado, como

P satisfaz (c) por hipótese, para toda vizinhança V de x existe ξ(V ) ∈ P ′ tal queC(V ) ⊆ V ∩U0

para algum C(V ) ∈ ξ(V ). Pela forma como tomamos P ′, temos

V ⊇ C(V ) ⊇
⋂

ξ(V ) 6= ∅;

assim, chmanado F =
⋃
{
⋂
ξ : ξ ∈ P ′}, temos em verdade V ∩F 6= ∅ para toda vizinhança de

x, o que nos dá x ∈ F . Agora, usamos a hipótese de que t(x,X) ≤ κ para obter F ′ ∈ [F ]≤κ
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tal que x ∈ F ′. Para cada y ∈ F ′, fixe ξ(y) ∈ P ′ com y ∈
⋂
ξ(y), chame E = {ξ(y) : y ∈

F ′} ⊆ P ′ ⊆ P e note que |E| ≤ κ. Como P é κ-singular em x, para cada y ∈ F ′ podemos

escolher A(y) ∈ ξ(y) tal que x 6∈
⋃
y∈F ′ A(y); mas se y ∈ F ′, então y ∈

⋂
ξ(y) ⊆ A(y),

donde temos F ′ ⊆
⋃
y∈F ′ A(y) e, por conseguinte, F ′ ⊆

⋃
y∈F ′ A(y), o que implica x 6∈ F ′,

uma contradição.

Demonstração (do Teorema 2.3.20). Suponha que κ 6∈ Sp(x,X). Isto significa que existem

um espaço Y com t(Y ) ≤ κ e y ∈ Y tais que t((x, y), X×Y ) > κ. Pela definição de tightness,

existe M ⊆ X × Y com |M | > κ tal que (x, y) ∈ M e (x, y) 6∈ L para todo L ∈ [M ]≤κ. Com

tais hipóteses, para cada vizinhança Vx de x vamos obter uma família ξ(Vx) de subconjuntos de

Vx de modo que a família P = {ξ(Vx) : Vx é vizinhança de x} será κ-singular em x.

Fixemos Vx uma vizinhança de x. ChameM ′ = M∩π−1X [Vx] ⊆ X×Y e L = πY [M ′] ⊆ Y ,

onde πX e πY são as projeções canônicas de X × Y sobre X e Y , respectivamente. Note que

y ∈ L: de fato, se W é uma vizinhança de y em Y , então Vx ×W é uma vizinhança de (x, y)

em X × Y e, como (x, y) ∈ M , inferimos que existe (u, v) ∈ M ∩ (Vx ×W ), o que nos dá

(u, v) ∈M ∩ π−1X [Vx] com v ∈ W , i.e., v ∈ L ∩W .

Como t(Y ) ≤ κ e y ∈ L, segue que existe R ∈ [L]≤κ com y ∈ R e, como R ⊆ L = πY [M ′]

e πY é uma sobrejeção, podemos17 obter Q ⊆ M ′ de modo que πY � Q : Q → R seja uma

bijeção. Agora, definimos

ξ(Vx) := {πX [π−1Y [W ] ∩Q] : W é vizinhança de y} := ϑ(Q).

Para uma vizinhança W qualquer de y, como |Q| ≤ κ e Q ⊆ M ′ = M ∩ π−1X [Vx], temos

respectivamente |πX [π−1Y [W ] ∩ Q]| ≤ κ e πX [π−1Y [W ] ∩ Q] ⊆ Vx. Mostremos que ξ(Vx) tem

p.i.f: se W0, . . . ,Wn são vizinhanças de y, então W =
⋂
i≤nWi é vizinhança de y e, como

y ∈ R e R = πY [Q], existe (q, r) ∈ Q tal que r ∈ R ∩W ⊆ Wi para todo i ≤ n, o que nos dá

q ∈
⋂
i≤n

πX [π−1Y [Wi] ∩Q].

Procedendo da maneira acima para cada vizinhança V de x, obtemos P = {ξ(V ) : V é

vizinhança de x}. Pelo que mostramos acima, resta apenas provarmos queP satisfaz a condição

17Como πY é sobre, para cada r ∈ R existe qr ∈M ′ tal que πY (qr) = r; assim, basta fazermos Q = {qr : r ∈
R}.



102 Capítulo 2 — Tópicos de Cp-Teoria e Ck-Teoria

(d) de família κ-singular. Seja E ⊆ P com |E| ≤ κ e, para cada ξ ∈ E , tome Qξ ⊆ M tal que

ξ = ϑ(Qξ). Como |Qξ| ≤ κ para todo ξ, temos N =
⋃
ξ∈E Qξ ∈ [M ]≤κ e, da hipótese

sobre M , decorre que (x, y) 6∈ N . Obtemos assim V ⊆ X e W ⊆ Y vizinhanças de x e y,

respectivamente, tais que

(V ×W ) ∩N = π−1X [V ] ∩ π−1Y [W ] ∩N = ∅.

Pela definição dos membros de P , πX [π−1Y [W ] ∩Qξ] ∈ ξ para todo ξ ∈ E . Agora, note que

V ∩
⋃
ξ∈E

πX [π−1Y [W ]∩Qξ] = V ∩ πX

[⋃
ξ∈E

π−1Y [W ] ∩Qξ

]
= V ∩ πX

[
π−1Y [W ] ∩

(⋃
ξ∈E

Qξ

)]
=

= V ∩ πX [π−1Y [W ] ∩N ] = ∅.

Portanto, P é uma família κ-singular em x.

Reciprocamente, suponha que exista uma família P κ-singular em x. Vamos obter um

espaço Z com t(Z) ≤ κ e z ∈ Z tais que t((x, z), X × Z) > κ, i.e., mostraremos que

κ 6∈ Sp(x,X). Primeiramente, note que se t(x,X) > κ, basta tomarmos Z um conjunto

unitário. Assim, podemos assumir que t(x,X) ≤ κ. Logo, pelo Lema 2.4.7, não há perda de

generalidade em supor que todo ξ ∈ P é fechado por interseções finitas e satisfaz
⋂
ξ = ∅.

Consideremos agora a seguinte lista de “objetos” (essencialmente como na ilustração abaixo):

• uma família {Xξ : ξ ∈ P} de conjuntos dois a dois disjuntos, tais que |Xξ| = |X|, e

chame T =
⋃
ξ∈P Xξ;

• uma família {iξ : ξ ∈ P} de funções iξ : Xξ → X bijetoras;
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• uma famíliaQ = {yξ : ξ ∈ P} de conjuntos dois a dois distintos tais que para todo y ∈ Q

tenha-se y 6∈ T , chame Yξ = Xξ ∪ {yξ} para cada ξ ∈ P e Y =
⋃
ξ∈P Yξ;

• um elemento z 6∈ Y , e chame Z = T ∪ {z}.

Defina agora ϕ : Y → Z por

ϕ(y) :=

 y , se y ∈ T

z , se y ∈ Q
,

que é claramente uma função sobrejetora.

Vamos definir topologias τξ em Yξ, τ em Y e σ em Z tais que t(Z) ≤ κ.

τξ. Declaramos os pontos de Xξ isolados, e fazemos de Bξ := {{yξ} ∪ i−1ξ [U ] : U ∈ ξ}

uma base local em yξ
18. Em particular, note que yξ é o único ponto não isolado de Yξ

nesta topologia, pois todo aberto que contém yξ deve conter a imagem inversa por iξ de

algum U ∈ ξ. Como P é κ-singular, existe U ∈ ξ tal que |U | ≤ κ e, assim, {yξ} ∪

i−1ξ [U ] é uma vizinhança de yξ de cardinalidade ≤ κ, donde segue que t(yξ, Yξ) ≤ κ

e, consequentemente, t(Yξ) ≤ κ. Além disso, pela suposição de que
⋂
ξ = ∅, temos⋂

Bξ = {yξ} e, como todos os demais pontos são isolados, isto implica que (Yξ, τξ) é T1

e, por conseguinte, normal.

τ. Declaramos τ = {A ⊆ Y : ∀ξ ∈ P(A ∩ Yξ ∈ τξ)}, isto é, (Y, τ) :=
∑

ξ∈P(Yξ, τξ).

Da definição de τξ e da Proposição 2.4.5 temos t(Y ) ≤ κ. Além disso, por construção,

nenhum ponto de Q = {yξ : ξ ∈ P} é isolado em Y , e T é um subespaço discreto de Y ;

em particular, como cada Yξ é normal, segue que Y também é normal.

σ. Faremos de ϕ uma aplicação quociente, declarando σ = {V ⊆ Z : ϕ−1[V ] ∈ τ}. Pelo

item (c) do Lema 2.4.6, já temos t(Z) ≤ t(Y ) ≤ κ (em particular, z é o único ponto não

isolado de Z e, como todos os seus pontos são fechados, temos Z um espaço T1 e, por

conseguinte, Z é normal).

18Sem a suposição de que ξ é fechado por interseções finitas, teríamos Bξ uma sub-base local em yξ.
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Finalmente, provaremos que t((x, z), X × Z) > κ. Afirmamos que

M = {(u, ϕ(i−1ξ (u))) : u ∈ X e ξ ∈ P} ⊆ X × Z

atesta a desigualdade procurada. Primeiramente, devemos mostrar que (x, z) ∈M .

Sejam V ⊆ X e W ⊆ Z vizinhanças de x e z, respectivamente. Como P é κ-singular,

existem ξ′ ∈ P e A′ ∈ ξ′ com A′ ⊆ V . Pela definição de σ, W é aberto em Z se, e somente se,

ϕ−1[W ] é aberto em Y e, como Q = ϕ−1[{z}] ⊆ ϕ−1[W ], temos em particular yξ′ ∈ ϕ−1[W ].

Pela forma como definimos as topologias de Y e Yξ′ , existe A′′ ∈ ξ′ tal que {yξ′} ∪ i−1ξ′ [A′′] ⊆

ϕ−1[W ], o que implica ϕ[i−1ξ′ [A′′]] ⊆ W . Agora usamos a hipótese de que cada ξ é fechado

por interseções finitas para garantir A = A′ ∩ A′′ ∈ ξ′, que é não vazio pela p.i.f. Assim, se

u ∈ A, temos u ∈ A′ e u ∈ A′′, que acarretam respectivamente u ∈ V e ϕ(i−1ξ′ (u)) ∈ W , i.e.,

M ∩ (V ×W ) 6= ∅.

Agora, para L ∈ [M ]≤κ, mostraremos que (x, z) 6∈ L. Defina

E = {ξ ∈ P : L ∩ (X × ϕ[Xξ]) 6= ∅}.

Como os Xξ’s são dois a dois disjuntos (e ϕ fixa tais Xξ’s), temos necessariamente |E| ≤

|L| ≤ κ. Como P é κ-singular em x, para cada ξ ∈ E podemos escolher A(ξ) ∈ ξ tal que

x 6∈
⋃
ξ∈E A(ξ) = F . Note que V = X \ F é um aberto que contém x. Definamos então

W =

(⋃
ξ∈E

ϕ[i−1ξ [A(ξ)]]

)
∪

 ⋃
ξ∈P\E

ϕ[Xξ]

 ∪ {z},
que é um aberto de Z que contém z. Afirmamos que (V ×W ) ∩ L = ∅.

Suponha que não e tome (v, w) ∈ (V ×W )∩L. Como (v, w) ∈ L ⊆M , temos necessaria-

mente (v, w) = (v, ϕ(i−1ξ0 (v))), para algum ξ0 ∈ P e, pela forma como tomamos iξ, isto implica

em w 6= z, o que garante a unicidade de ξ0. Porém, como (V ×W )∩L 6= ∅, temos em verdade

ξ0 ∈ E e, portanto, w ∈ ϕ[i−1ξ0 [A(ξ0)]]. Contudo, w = ϕ(i−1ξ0 (v)) e ϕ é injetora quando restrita

a T , logo sua restrição a Xξ0 também é injetora. Portanto, ϕ ◦ i−1ξ0 é uma injeção, e disto segue

que v ∈ A(ξ0), o que contradiz v ∈ V e A(ξ0) ⊆ X \ V . Isto nos mostra que V ×W é uma
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vizinhança de (x, z) que não intercepta L e, como L ∈ [M ]≤κ é arbitrário, concluímos enfim

que t((x, z), X × Z) > κ.

Corolário 2.4.8. Para um espaço topológico X , χ(X) ∈ Sp(X).

Demonstração. Chame κ = χ(X). Pelo Teorema 2.3.20, basta provar que para todo x ∈ X não

existe uma família P κ-singular em x. Ora, fixando P uma coleção de famílias de subconjuntos

de X satisfazendo as condições (a), (b) e (c) de família κ-singular em x, mostraremos que P

não satisfaz a condição (d). Como κ = χ(X), existe Bx uma base local em x de cardinalidade

κ. Pela condição (c), para cada B ∈ Bx existem ξ(B) ∈ P e C(B) ∈ ξ(B) com C(B) ⊆ B.

Logo, a família {ξ(B) : B ∈ Bx} ∈ [P ]≤κ é tal que x ∈
⋃
B∈Bx A(B) para qualquer escolha

de elementos A(B) ∈ ξ(B) que façamos.

Corolário 2.4.9. Todo espaço metrizável é produtivamente de tightness enumerável.





Capítulo

3

A Compactificação de Stone-Čech

A compacidade é uma das propriedades topológicas mais importantes que um espaço pode

possuir, não só por sua estabilidade via diversas operações, mas também por simplificar diversos

contextos que poderiam ser intratáveis em sua ausência. Muitas vezes, quando um espaço não é

compacto, podemos contornar parcialmente tal situação por meio de uma compactificação, que

intuitivamente consiste de um espaço compacto que contém densamente o espaço original.

Neste capítulo, estudaremos algumas propriedades da compactificação de Stone-Čech, defi-

nida para espaços de Tychonoff de modo geral. Tal espaço pode ser visto como um subespaço

compacto de [0, 1]C(X,[0,1]), onde X é o espaço de Tychonoff − o que também justifica a pre-

sença de tal tópico neste trabalho.

3.1 Existência da compactificação de Stone-Čech

Para um espaço topológico X de Hausdorff, diremos que uma compactificação do espaço

X é um par (K,h), onde K é um compacto Hausdorff e h : X → K é um mergulho de

X como um subespaço denso de K, isto é, h é uma aplicação contínua, aberta e injetora, tal

que h[X] = K. Muitas vezes, o mergulho h da definição é a inclusão, i.e., o compacto K

“realmente” contém X . Em vista disso, e do fato de que, a menos de homeomorfismo, X é

um subespaço de K, muitas vezes cometeremos o seguinte abuso de notação: diremos que uma

107
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compactificação para um espaço de Hausdorff X é um compacto Hausdorff K que contém X

satisfazendo X = K.

Vejamos alguns exemplos naturais:

1. [0, 1] é uma compactificação de ]0, 1[;

2. S1 = {(x, y) ∈ R2 : |x− y| = 1} é uma compactificação de R (via projeção estereográ-

fica);

3. ω + 1 é uma compactificação de ω. Mais geralmente, α+ 1 é uma compactificação de α,

para todo ordinal limite α (cf. Exemplo 3.1.19).

Suponha queK seja uma compactificação para o espaço X com a seguinte propriedade, que

chamaremos de propriedade da extensão de funções contínuas: se K é compacto Hausdorff

e f : X → K é contínua, então existe F : K → K extensão contínua de f . Claramente, tal

propriedade caracteriza K, a menos de homeomorfismo. Com efeito, se K′ é outra compactifi-

cação de X com a mesma propriedade, então existem f1 : K′ → K e f2 : K → K′ contínuas,

cujas compostas restritas a X coincidem com a função identidade, donde segue que f1 e f2 são

inversas (contínuas) uma da outra, pois X é denso em K e K′.

Para um espaço de Tychonoff X , denotamos por βX qualquer compactificação de X com a

propriedade da extensão de funções contínuas. Chamamos βX de compactificação de Stone-

Čech de X , e o espaço X∗ := βX \X é o resíduo de X .

Nesta seção, provaremos que todo espaço de Tychonoff admite uma compactificação de

Stone-Čech e deduziremos algumas de suas propriedades básicas. Para tanto, “mergulharemos”

o espaço num compacto Hausdorff da forma [0, 1]I para um I adequado e tomaremos o seu

fecho neste espaço.

Sejam X um conjunto não vazio, {Xα}α∈A uma família de conjuntos não vazios e F =

{fα}α∈A uma família de funções, com fα ∈ XX
α . Chamamos de função diagonal de X em∏

α∈AXα a aplicação definida por

∆α∈Afα : X →
∏

α∈AXα

x 7→ (fα(x))α∈A
. (3.1.1)
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Note que se cada Xα estiver munido de uma topologia τα, então {f−1α [Uα] : Uα ∈ τα e

α ∈ A} é sub-base para uma topologia sobre X , que chamamos de topologia fraca induzida

pela família F .

No caso em que X e Xα são espaços topológicos, para cada α ∈ A, dizemos que F separa

pontos de X se, para quaisquer x 6= y em X , existe α ∈ A tal que fα(x) 6= fα(y); F separa

pontos de fechados de X se, para quaisquer F ⊆ X fechado e x ∈ X \ F , existir α ∈ A tal

que fα(x) 6∈ fα[F ].

Lema 3.1.1. Sejam (X, τ) um espaço topológico, {(Xα, τα)}α∈A uma família de espaços to-

pológicos e F = {fα}α∈A uma família de funções, com fα ∈ XX
α . A função ∆α∈Afα é um

mergulho se, e somente se, τ é a topologia fraca induzida pela família F e F separa pontos de

X .

Demonstração. Chamemos ∆α∈Afα = e. Notemos que πα◦e = fα, onde πα :
∏

α∈AXα → Xα

é a projeção canônica na α-ésima coordenada.

Suponha que e seja um mergulho. Então e[X] (com a topologia de subespaço de
∏

α∈AXα)

é homeomorfo a X . Em particular, A é um aberto de X se, e somente se, e[A] é um aberto

de e[X], mas por ser aberto, inferimos que existem Vα0 , . . . , Vαn abertos de Xα0 , . . . , Xαn ,

respectivamente, tais que e[A] =
⋂
i≤n π

−1
αi

[Vαi ] ∩ e[X]. Logo, A =
⋂
i≤n f

−1
αi

[Vαi ], o que

mostra que τ é a topologia fraca induzida por F . Além disso, como e é um mergulho, para

x 6= y segue que e(x) 6= e(y), o que pela definição de e ocorre se, e somente se, existe fα ∈ F

tal que fα(x) 6= fα(y).

Reciprocamente, suponha que F separe pontos de X e que τ seja a topologia fraca induzida

por F . Como, para cada α ∈ A, πα◦e = fα é contínua, segue que e é uma função contínua. Por

F separar pontos, dados x 6= y em X , existe fα ∈ F tal que fα(x) 6= fβ(x), donde e(x) 6= e(y)

e, por conseguinte, e é injetora. Resta mostrar que e é uma aplicação aberta. Como os abertos

de X são interseções finitas de conjuntos da forma f−1α [V ] para V aberto em Xα e e é injetora,

será suficiente mostrarmos que e[f−1α [V ]] é aberto em e[X]. Note então que

f−1α [V ] = (πα ◦ e)−1[V ] = ((πα � e[X]) ◦ e)−1[V ] = e−1[(πα � e[X])−1[V ]].

Portanto, e[f−1α [V ]] = (πα � e[X])−1[V ] = π−1α [V ] ∩ e[X], como queríamos.
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Lema 3.1.2. Sejam (X, τ) um espaço topológico, {(Xα, τα)}α∈A uma família de espaços to-

pológicos e F = {fα}α∈A uma família de funções, com fα ∈ C(X,Xα). F separa pontos de

fechados em X se, e somente se, os conjuntos da forma f−1α [V ], com α ∈ A e V ⊆ Xα aberto,

constituem uma base para τ . Em particular, se F separa pontos de fechados de X , então τ é a

topologia fraca induzida por F .

Demonstração. Se os conjuntos da forma f−1α [V ] constituem uma base para τ , então para x 6∈ F

com F fechado em X existem β ∈ A e Vβ ⊆ Xβ aberto tais que x ∈ f−1β [Vβ] ⊆ X \ F . Logo,

Vβ é um aberto de Xβ tal que fβ(x) ∈ Vβ e Vβ ∩ fβ[F ] = ∅.

Reciprocamente, supondo que F separe pontos de fechados, sejam x ∈ X e U ⊆ X aberto

não trivial tal que x ∈ U . Temos x 6∈ X \ U , donde segue que existe β ∈ A com fβ(x) 6∈

fβ[X \ U ], o que implica a existência de Vβ ⊆ Xβ aberto tal que fβ(x) ∈ Vβ e Vβ∩fβ[X \U ] =

∅. Notemos por fim que x ∈ f−1β [Vβ] ⊆ U .

Corolário 3.1.3 (Teorema da Diagonal). Sejam (X, τ) um espaço T1, {(Xα, τα)}α∈A uma fa-

mília de espaços topológicos e F = {fα}α∈A uma família de funções que separa pontos de

fechados em X , tal que fα ∈ C(X,Xα). Então ∆α∈Afα é um mergulho.

Demonstração. Como o X é T1, F separar pontos de fechados implica em F separar pontos.

Pelo lema anterior, obtemos também que a topologia τ é a topologia fraca induzida por F .

Assim o resultado segue do Lema 3.1.1.

Teorema 3.1.4 (Stone, apud Walker [49]). Todo espaço de Tychonoff possui uma compactifica-

ção de Stone-Čech.

Demonstração. De fato, se X é um espaço de Tychonoff, então a família F = C(X, [0, 1])

separa pontos de fechados em X , donde segue, pelo corolário anterior, que

∆f∈Ff : X →
∏
f∈F

[0, 1]

é um mergulho. Agora, note que
∏

f∈F [0, 1] é um compacto Hausdorff e, por conseguinte,

K := ∆f∈Ff [X]
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é um compacto Hausdorff (por ser um fechado de
∏

f∈F [0, 1]). Por construção, (K,∆f∈Ff) é

uma compactificação de X . Resta mostrar que K = βX , isto é, que K tem a propriedade da

extensão de funções contínuas, o que segue das duas próximas afirmações.

Afirmação 3.1.5. Dada f : X → [0, 1] contínua, existe (única) βf : K → [0, 1] contínua tal

que βf � X = f .

Prova da afirmação. Identificando x = e(x) para todo x, basta definirmos βf = πf � βX ,

onde πf é a projeção na “f -ésima” coordenada do produto. Note que se a ∈ K ⊆ [0, 1]C(X,[0,1]),

então a = (yg)g∈C(X,[0,1]) é uma função escolha, onde cada yg ∈ [0, 1]. Assim, βf � X = f ,

pois como e(x) = (g(x))g∈C(X,[0,1]), temos

βf(x) := πf ((g(x))g∈C(X,[0,1])) = f(x).

A unicidade se deve à densidade de X em K.

Afirmação 3.1.6. Sejam X um espaço de Tychonoff e Y uma compactificação de X . São

equivalentes:

(a) dadoK compacto Hausdorff e f : X → K contínua, existe f̃ : Y → K tal que f̃ � X = f ;

(b) dada g : X → [0, 1] contínua, existe g̃ : Y → [0, 1] tal que g̃ � X = g.

Em ambos os casos, as extensões são únicas.

Prova da afirmação. A unicidade das extensões decorre da densidade deX em Y . Como (a)⇒

(b) é trivial, resta apenas provar que (b) ⇒ (a). Como K é compacto Hausdorff, a menos de

homeomorfismo podemos supor K ⊆ [0, 1]I para algum I não vazio. Defina então fi = πi ◦ f

para cada i ∈ I (note que, pela identificação feita, tem-se f(x) = (fi(x))i∈I).

Pela hipótese (b), para cada i ∈ I existe f̃i : Y → [0, 1] contínua satisfazendo f̃i � X = fi.

Defina f̃ : Y → [0, 1]I por f̃(y) = (f̃i(y))i∈I . Temos f̃ contínua pois sua composta com cada

uma das projeções de [0, 1]I é contínua. Além disso, para x ∈ X temos

f̃(x) = (f̃i(x))i∈I = (fi(x))i∈I = f(x).
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Resta mostrar que f̃ [Y ] ⊆ K. Suponha f̃(y) 6∈ K para algum y ∈ Y . Por K ser fechado,

existeA ⊆ [0, 1]I aberto com f̃(y) ∈ A eA∩K = ∅. Por fim, como f̃−1[A] 6= ∅ eX é denso em

Y , existe x ∈ X com x ∈ f̃−1[A]∩ Y 6= ∅, mas então A∩K 6= ∅, pois f̃(x) = f(x) ∈ K.

O leitor familizariado com (alguns aspectos da) Teoria das Categorias certamente notou que

a compactificação de Stone-Čech define um funtor da categoria Tyc, dos espaços de Tychonoff,

para a categoria CHaus, dos espaços compactos Hausdorff:

β : Tyc → CHaus

X 7→ βX
,

onde a seta f : X → K é associada à extensão βf : βX → βK = K (cf. Corolários 3.1.9

e 3.1.10 a seguir). Em particular, para todo compacto Hausdorff K, existe uma bijeção entre

hom(βX,K) e hom(X,K). Ao leitor interessado nas relações entre Teoria das Categorias e a

compactificação de Stone-Čech sugerimos o Capítulo 10 do livro de Walker [49].

Recordemos que um espaço de Banach é um par (E, ‖.‖E), onde E é um espaço vetorial

munido de uma norma ‖.‖E , no qual a métrica induzida por tal norma é completa. Se X é

um espaço topológico qualquer, então C∗(X) := {f ∈ C(X) : f é limitada} é um subespaço

vetorial de C(X), e a norma ‖.‖ dada por ‖f‖ := supx∈X |f(x)|, para cada f ∈ C∗(X), faz

de (C∗(X), ‖.‖) um espaço de Banach (cf. Proposição 4.13 [17]). Em particular, para qualquer

espaço compacto Hausdorff K, C(K) = C∗(K) e, por conseguinte, C(K) é um espaço de

Banach com a mesma norma definida acima.

Proposição 3.1.7. Para todo espaço de TychonoffX , (C(βX), ‖.‖) é isometricamente isomorfo

a (C∗(X), ‖.‖), i.e., existe uma bijeção R-linear ϕ : C(βX)→ C∗(X), tal que ‖ϕ(f)‖ = ‖f‖

para toda f ∈ C(βX). Em particular, C(βω) é isometricamente isomorfo a l∞ := {f ∈ Rω :

supn∈ω |f(n)| < +∞}.

Demonstração. Basta definir ϕ : C(βX)→ C∗(X) por ϕ(f) = f � X . Claramente ϕ está bem

definida, e da propriedade de extensão de funções contínuas de βX decorre a sobrejetividade
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de ϕ. A linearidade de ϕ é imediata. Agora, como X ⊆ βX , para f ∈ C(βX) temos

‖ϕ(f)‖ := sup
x∈X
|ϕ(f)(x)| = sup

x∈X
|f(x)| ≤ sup

x∈βX
|f(x)| := ‖f‖.

Por outro lado, como f é contínua e βX é compacto, segue que existe x0 ∈ βX tal que

|f(x0)| = ‖f‖ e, para ε > 0 qualquer, existe um aberto A ⊆ βX satisfazendo x0 ∈ A e

|f(x)− f(x0)| < ε para todo x ∈ A. Como X é denso em βX , decorre que existe x ∈ X ∩ A

e, por conseguinte,

‖f‖ = |f(x0)| ≤ |f(x0)− f(x)|+ |f(x)| < ε+ |ϕ(f)(x)| ≤ ε+ ‖ϕ(f)‖.

Portanto, ϕ é uma isometria e, a fortiori, é injetora.

Como todo espaço compacto Hausdorff é normal, segue que todo espaço que admite uma

compactificação Hausdorff é de Tychonoff. Por tal motivo, pelo restante deste capítulo assumi-

remos que todos os espaços topológicos considerados são de Tychonoff− em particular,X é um

espaço de Tychonoff fixado. A seguir, listamos alguns corolários que seguem imediatamente

do Teorema 3.1.4.

Corolário 3.1.8. Se C é uma compactificação de X tal que toda função f : X → [0, 1] admite

extensão contínua F : C → [0, 1], então C é homeomorfo a βX .

Corolário 3.1.9. Se X é um compacto Hausdorff, então βX é homeomorfo a X

Corolário 3.1.10. Se K é uma compactificação de um espaço Y , então para toda função con-

tínua f : X → Y existe uma função contínua βf : βX → K tal que βf(x) = f(x) para todo

x ∈ X . Em particular, existe βf : βX → βY .

Demonstração. Se f : X → Y é uma função contínua, então f̃ : X → K dada por f̃(x) =

f(x) é contínua, donde segue que existe βf : βX → K.

Corolário 3.1.11. Se K é uma compactificação para X , então K é imagem contínua de βX

por alguma função contínua que fixa os pontos de X .
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Demonstração. Como X ⊆ K, o corolário anterior aplicado à função inclusão i : X ↪→ K

nos dá βi : βX → K uma extensão contínua de i. Agora, βi[βX] é compacto em K e, por

conseguinte, também é fechado, o que acarreta K = i[X] = βi[X] ⊆ βi[βX] = βi[βX].

Podemos induzir uma “ordem parcial” na classe das compactificações de X da seguinte

maneira: se K1 e K2 são compactificações de X , dizemos que K1 ≤ K2 se, e somente se,

existir uma sobrejeção contínua de K2 sobre K1 que fixe os pontos de X . Assim, o corolário

acima mostra que βX é a “maior” compactificação desta classe com esta ordem, o que nos dá

uma demonstração alternativa para a sua unicidade (a menos de homeomorfismo).

Recordemos que um espaço topológico X é localmente compacto se para todo ponto de X

existir um sistema fundamental de vizinhanças compactas. Quando X é um espaço de Haus-

dorff, a condição de compacidade local se resume à existência de uma vizinhança compacta

para cada ponto do espaço. Finalmente, se X for um espaço de Hausdorff não compacto, en-

tão X é localmente compacto se, e somente se, existe uma compactificação K para X tal que

|K \ X| = 1, a qual chamamos de compactificação de Alexandroff de X (cf. Willard [50],

Problema 19A).

Corolário 3.1.12. Para um espaço de Tychonoff X , X é localmente compacto se, e somente se,

βX \X é fechado em βX .

Demonstração. Se X ⊆ K é aberto em K, onde K é um compacto Hausdorff, então X é local-

mente compacto. Reciprocamente, se X for localmente compacto, então existe uma compacti-

ficação K = X ∪ {P} de X , onde P 6∈ X . Pelo corolário anterior, existe uma função contínua

e sobrejetora f : βX → K que fixa X , donde segue que βX \X é fechado em βX: como X é

denso em βX e f � X : X → X ⊂ K é um homeomorfismo, temos f(βX \X) ∩ f(X) = ∅

(cf. Lema 3.5.6, [15]), donde segue que βX \X = f−1[{P}].

Corolário 3.1.13 (Čech, apud Walker [49]). SeA,B ⊆ X são completamente separados emX ,

entãoA∩B = ∅ em βX . Reciprocamente, seK é uma compactificação deX tal queA∩B = ∅

sempre que A,B ⊆ X forem completamente separados em X , então K é homeomorfo a βX .

Demonstração. Recorde que A,B ⊆ X são completamente separados em X se existir uma

função contínua f : X → [0, 1] tal que f(x) = 0 para todo x ∈ A e f(x) = 1 para todo x ∈ B.
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Assim, se A,B ⊆ X são completamente separados por f , então existe uma extensão contínua

βf : βX → [0, 1] para f , donde segue que A ⊆ βf−1[{0}] e B ⊆ βf−1[{1}], o que acarreta

A ∩B = ∅.

Reciprocamente, suponha K como no enunciado. Pelo corolário anterior, existe h : βX →

K contínua que fixa X tal que h[βX] = K. Como βX é compacto e K é (em particular)

Hausdorff, segue que h é também uma aplicação fechada. Assim, resta apenas mostrarmos que

h é injetora. Para tanto, sejam p e q pontos distintos em βX e tome f : βX → [0, 1] contínua

tal que f(p) = 0 e f(q) = 1 (o que podemos fazer pois βX é um espaço de Tychonoff).

Agora, notemos que A0 = {x ∈ X : f(x) ≤ 1
3
} e A1 = {x ∈ X : f(x) ≥ 2

3
} são comple-

tamente separados em X (basta notar que A0 e A1 são subconjuntos de fechados disjuntos em

βX e aplicar o Lema de Urysohn para tais fechados em βX , que é normal). Logo, a hipótese

sobre K nos diz que A0 e A1 têm fechos disjuntos em K. Como h fixa X , temos h(p) ∈ A0 e

h(q) ∈ A1, e consequentemente h(p) 6= h(q).

Para espaços normais, o Lema de Urysohn nos garante que dois conjuntos fechados são

disjuntos se, e somente se, forem completamente separados. Assim, o próximo corolário é

imediato.

Corolário 3.1.14. Seja X um espaço normal. Se A,B ⊆ X são fechados disjuntos, então A e

B têm fechos disjuntos em βX . Reciprocamente, se K é uma compactificação de X tal que A

e B têm fechos disjuntos em K sempre que A e B forem fechados disjuntos de X , então K é

homeomorfo a βX .

Corolário 3.1.15. Se X é normal e M ⊆ X é fechado, então M em βX é homeomorfo a βM .

Demonstração. Como M é fechado em X , segue que M é normal. Agora, se A e B são

fechados disjuntos em M , então A e B são fechados disjuntos em X , donde segue que ambos

têm fechos disjuntos em βX e, por conseguinte, A e B têm fechos disjuntos em M . Pelo

corolário anterior, concluímos que M é homeomorfo a βM .

O seguinte corolário é uma aplicação interessante dos resultados vistos até aqui, devido a

Stone, [43]:
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Corolário 3.1.16 (Teorema de Tietze). Sejam X um espaço normal e A ⊆ X fechado e K um

compacto Hausdorff. Se f : A→ K é contínua, então existe f̃ : X → K contínua que estende

f .

Demonstração. Como A é fechado num espaço normal, o corolário anterior nos diz que A em

βX é homeomorfo a βA. Logo, existe f : A → K que estende f continuamente. Agora, f é

uma função contínua definida num compacto de βX , o qual é um espaço de Tychonoff. Logo,

pelo Corolário 1.2.2 (que provamos sem o uso do Teorema de Tietze na Seção 1.2), existe uma

extensão contínua F : βX → K para f . Basta então definir f̃ = F � X .

Exemplo 3.1.17. A compactificação de um ponto de R não é a compactificação de Stone-Čech

de R. De fato, para ver isto, considere f : R→ [0, 1] a função dada por

f(x) =


−1 , se x ≤ −1

x , se −1 < x < 1

1 , se 1 ≤ x

. (3.1.2)

Note que f não pode ter uma extensão contínua F : R ∪ {∞} → [0, 1], pois {−(n + 1) :

n ∈ ω} e {n + 1 : n ∈ ω} convergem para∞ em R ∪ {∞}, o que acarretaria F (∞) = −1 e

F (∞) = 1.

Exemplo 3.1.18. O intervalo fechado [0, 1] não é a compactificação de Stone-Čech de (0, 1) e,

por conseguinte, não é βR. Com efeito, g : (0, 1) → [−1, 1] dada por g(x) = sen
(
1
x

)
não

admite extensão contínua em [0, 1].

Exemplo 3.1.19. A compactificação de Stone-Čech de ω1 é ω1 + 1.

Demonstração. Claramente, ω1 é denso em ω1 + 1. Como ω1 + 1 é de Hausdorff, precisamos

mostrar que ω1 + 1 é compacto e tem a propriedade da extensão de funções contínuas.

Fato 3.1.20. Um ordinal é sucessor se, e somente se, é compacto na topologia da ordem.

Prova. Suponha α = γ + 1, e seja U = {Ui}i∈I uma cobertura por abertos para α. Chame de

A = {x ∈ α : [0, x] está contido na reunião de finitos elementos de U}, o qual é não vazio

pois 0 ∈ A. Assuma α \ A 6= ∅, e seja x0 = minα \ A. Como U é cobertura, existe i ∈ I tal
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que x0 ∈ Ui e, como x0 > 0, Ui deve conter ]y, x0], onde y < x0. Consequentemente, [0, y]

está contido na reunião de finitos elementos de U , digamos Ui0 , . . . , Uin ∈ U , e assim segue que

[0, x0] ⊆
⋃
j≤n Uij ∪ Ui, o que contraria x0 ∈ α \ A. Logo, α = [0, γ] = A e, portanto, α é

compacto.

Reciprocamente, se α é compacto, então {[0, x]}x∈α é uma cobertura de abertos para α que

possui subcobertura finita, digamos [0, x0],. . . ,[0, xn]. Note então que isto implica em α =

[0, w] = w + 1, onde w = max{x0, . . . , xn}.

Por fim, mostremos que toda função contínua f : ω1 → [0, 1] admite uma extensão contínua

F : ω1 + 1 → [0, 1]. Para isto, provaremos que existe α < ω1 tal que f(γ) = f(α) para todo

γ ≥ α, e assim será suficiente fazer F (γ) = f(γ) se γ < ω1 e F (ω1) = f(α). Vamos mostrar

que para cada n ∈ ω existe xn < ω1 tal que |f(x) − f(xn)| < 1
n+1

para todo x ≥ xn, e assim

basta tomarmos α = sup{xn : n ∈ ω}+ 1: de fato, se γ ≥ α, então

|f(γ)− f(α)| ≤ |f(γ)− f(xn)|+ |f(xn)− f(α)| < 2

n+ 1
,

para todo n ∈ ω, o que implica f(γ) = f(α).

Suponha então que exista i ∈ ω tal que para todo x < ω1 existe x′ > x tal que |f(x) −

f(x′)| ≥ 1
i
. Tal suposição nos permite obter sequências {an : n ∈ ω}, {bn : n ∈ ω} ⊂ ω1

tais que an < bn < an+1 e |f(an) − f(bn)| ≥ 1
i

para todo n ∈ ω. Como ambas as sequências

são enumeráveis, segue que c = sup({an : n ∈ ω} ∪ {bn : n ∈ ω}) < ω1. Afirmamos que f

não é contínua em c: de fato, note que se V é uma vizinhança de c, então existe y < c tal que

]y, c] ⊆ V e, por conseguinte, existe n ∈ ω tal que am, bm ∈ V para todo m ≥ n; por outro

lado, f−1[(f(c) − 1
2i
, f(c) + 1

2i
)] = B não pode conter simultaneamente aj e bj , qualquer que

seja j ∈ ω, acarretando que B não é vizinhança de c em ω1.

Algumas propriedades topológicas deX permitem obter mais informações sobre βX . Quando

X é um discreto infinito, por exemplo, temos |βX| = 22|X| e w(βX) = 2|X|. Para provar isso,

demonstramos inicialmente o seguinte lema:

Lema 3.1.21. Para todo cardinal κ ≥ ℵ0, w([0, 1]κ) = κ.
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Demonstração. Já temos w([0, 1]κ) ≤ w([0, 1]) ·κ = κ. Para obter a outra desigualdade, vamos

obter um subespaço discreto D de [0, 1]κ, tal que |D| = κ; como κ = w(D) ≤ w([0, 1]κ),

a desigualdade estará provada. Considere D como sendo o cardinal κ munido da topologia

discreta e, para cada α < κ, defina fα := χ{α} : D → [0, 1] a função (contínua) característica

em {α}. Como D é normal (em particular T1) e F = {fα : α < κ} separa pontos de fechados

em D, segue pelo Teorema da Diagonal que

∆α<κfα : D →
∏
α<κ

[0, 1] = [0, 1]κ

é um mergulho.

Teorema 3.1.22 (Pospíšil, apud Engelking [15], Teorema 3.6.11). Se D é um discreto infinito,

então |βD| = 22|D| e w(βD) = 2|D|.

Demonstração. Seja |D| = κ ≥ ℵ0. Primeiramente, note que K = [0, 1]2
κ é um espaço

compacto de cardinalidade 22κ e w(K) = 2κ pelo lema anterior. Assim, da definição de βD,

temos βD ⊆ [0, 1][0,1]
D , que é homeormofo a K, donde segue que |βD| ≤ 22κ e w(βD) ≤ 2κ.

Agora, pelo Teorema de Hewitt-Marczewiski-Pondiczery (cf. Teorema 2.2.13), K contém

um denso A de cardinalidade κ. Assim, existe f : D → K tal que f [D] = A e, pelo Teorema

3.1.4, existe uma extensão contínua βf : βD → K; note que βf [βD] = K, pois βf [βD] é um

fechado de K (pois K é Hausdorff, βD é compacto e βf é contínua) que contém o denso A.

Logo, |βD| ≥ |K| = 22κ . Resta apenas verificar que 2κ ≤ w(βD). Como βf é sobrejetora e

contínua, se B for uma base para βD, então {βf [B] : B ∈ B} é uma network em K, o que

mostra nw(K) ≤ w(βD). Mas como K é compacto, temos nw(K) = w(K) = 2κ.

Corolário 3.1.23. |βω| = 2c e w(βω) = c.

Corolário 3.1.24. Se X é um espaço normal que contém um discreto fechado infinito D, então

|βX| ≥ 22|D| e w(βX) ≥ 2|D|. Em particular, |βR| = 2c.

Demonstração. A primeira afirmação decorre do fato de que D em βX é homeomorfo a βD.

Para a segunda afirmação, note que como Q é enumerável, existe f : ω → Q bijetora. Logo,

βf : βω → βQ estende f continuamente e é tal que βf [βω] = βQ, pois

βQ = Q ⊆ βf [βω] = βf [βω] ⊆ βQ,
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o que nos dá |βQ| ≤ |βω|. Finalmente, a inclusão i : Q→ R ⊂ βR tem uma extensão contínua

βi : βQ→ βR, e

βR = R = Q ⊆ βi[βQ] = βi[βQ] ⊆ βR,

donde segue que |βR| ≤ |βQ|.

Em particular, não apenas |βω| = 2c, mas todo subespaço fechado de βω também tem

cardinalidade 2c, como provamos no seguinte teorema:

Teorema 3.1.25 (Čech, apud em [15]). Se F ⊆ βω é um fechado infinito, então existe Y ⊆ F

homeomorfo a βω.

Demonstração. Primeiramente, lembremo-nos do seguinte fato.

Fato 3.1.26. Sejam (K, τ) um espaço compacto e Y ⊆ K. Se Y é infinito, então Y possui um

ponto de acumulação.

Prova. Procedemos pela contrapositiva. Suponha que para todo x ∈ K exista Vx ∈ τ tal que

x ∈ Vx e Vx ∩ (Y \ {x}) = ∅. Da compacidade de K, existem x0, . . . , xn ∈ K tais que

K =
⋃
i≤n Vxi . Em particular, temos Vxi ∩ (Y \ {xi}) = ∅ para todo i ≤ n. Assim, se x ∈ Y ,

então existe i ≤ n tal que x ∈ Vxi e, por conseguinte, Vxi ∩ Y 6= ∅, donde segue que x = xi e,

portanto, Y ⊆ {x0, . . . , xn}.

Pelo fato acima, existe b ∈ F um ponto de acumulação de F . Vamos obter uma família

infinita A = {ai : i ∈ ω} ⊆ F \ {b} discreta e, portanto, homeomorfa a ω. Seja a0 ∈ F \ {b}.

Como βω é de Hausdorff, existem abertos disjuntos V0, U0 tais que a0 ∈ V0 e b ∈ U0. Suponha

definidos ai ∈ F \ {b} e Vi, Ui ⊆ βω abertos, para i ≤ n, tais que

(a) ai ∈ Vi,∀i ≤ n;

(b) b ∈ Ui,∀i ≤ n;

(c) Vi ∩ Vj = ∅ se i 6= j;

(d) Vi ∩ Ui = ∅ ∀i ≤ n;

(e) Ui ⊆ Uj se j ≤ i.
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Vamos obter an+1 ∈ F \ {b} e abertos Vn+1, Un+1 satisfazendo as condições acima. Como b é

ponto de acumulação, existe an+1 ∈ Un ∩ (F \ {b}) e, por conseguinte, existem V, U abertos

disjuntos de βω tais que an+1 ∈ V e b ∈ U . Por fim, chame Un+1 = U ∩ Un e Vn+1 = V ∩ Un
(veja a ilustração abaixo). É fácil ver que as condições impostas ainda são satisfeitas pela terna

(an+1, Vn+1, Un+1) obtida.

V
Vn

an an+1
Un

b U F

Agora, considere g : A→ [0, 1] uma função (contínua, pois A é discreto), e defina g0 : ω →

[0, 1] por

g0(n) =

 g(ai), se n ∈ ω ∩ Vi
0, se n ∈ ω \

⋃
i∈ω Vi

.

Como g0 é contínua, existe βg0 : βω → [0, 1] contínua que estende g0. Finalmente, afirma-

mos que βg0 � A = g. De fato, como ω é denso em βω, temos Vi = Vi ∩ ω; além disso, como

para qualquer função contínua f vale f [A] ⊆ f [A], para ai ∈ A temos

βg0(ai) ∈ βg0[Vi] ⊆ βg0[Vi] = βg0[Vi ∩ ω] ⊆ βg0[Vi ∩ ω] = {g(ai)} = {g(ai)},

isto é, βg0(ai) = g(ai). Dessa forma, temos A ⊆ F homeomorfo a βA e, como A é discreto

enumerável, temos βA homeomorfo a βω.

Corolário 3.1.27. Seja X = {xn : n ∈ ω} ∪ {x} ⊆ βω. Se xn → x, então |X| < ℵ0, isto é, as

únicas sequências convergentes de βω são as quase constantes.

Demonstração. Se xn → x, então F = {xn}n∈ω∪{x} é um compacto de βω e, por conseguinte,

é fechado em βω. Logo, se F fosse infinito, teríamos pelo teorema anterior que |F | > ℵ0, o

que não ocorre.
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3.2 P -pontos em βω \ ω na presença de CH

Para um espaço topológico X , dizemos que x ∈ X é um P-ponto se toda interseção enume-

rável de vizinhanças de x contém uma vizinhança de x. Note que se X é um espaço compacto

Hausdorff no qual todos os seus pontos são P -pontos, então X é necessariamente finito. De

fato, se G é um Gδ não vazio de X , então G é aberto: dado x ∈ G, por x ser um P -ponto segue

que existe uma vizinhança de x contida em G. Em virtude disso, toda reunião enumerável de

fechados é fechada em X e, já que X é de Hausdorff, se X fosse infinito poderíamos obter um

subconjunto de X , infinito enumerável e discreto, e assim existiria um discreto enumerável e

fechado, o que não pode ocorrer num compacto (cf. Fato 3.1.26).

Em [37], Rudin mostrou que a validade de CH implica a existência de P -pontos em ω∗ (=

βω\ω) e, consequentemente, provou que ao assumirmos CH, ω∗ não é um espaço homogêneo1:

como ω∗ é infinito, deve haver pelo menos um ponto x de ω∗ que não é P -ponto, mas como

existe pelo menos um P -ponto y, segue que não existe homeomorfismo que leva x em y.

Nesta seção, apresentaremos os métodos utilizados por Rudin para mostrar a existência de

P -pontos em ω∗ ao assumirmos a Hipótese do Contínuo2. Ao leitor interessado em outras

consequências de CH no que tange a βω, recomendamos o artigo de Jan van Mill [33], no qual

βω é estudado em ZFC, ZFC + CH e ZFC + ¬ CH.

Primeiramente, vamos introduzir alguns conceitos de Álgebras Booleanas − os resultados

não demonstrados podem ser encontrados nos capítulos 1 e 3 de [30]. Uma álgebra Booleana é

uma 6-upla (A,⊕,�,	, 0, 1), ondeA é um conjunto, 0 e 1 são elementos deA,⊕ : A×A→ A

e � : A× A→ A e 	 : A→ A são operações satisfazendo as seguintes condições:

(a) associatividade: x⊕ (y ⊕ z) = (x⊕ y)⊕ z e x� (y � z) = (x� y)� z;

(b) comutatividade: x⊕ y = y ⊕ x e x� y = y � x;

(c) absorção: x⊕ (x� y) = x e x� (x⊕ y) = x;

1Embora a não homogeneidade de ω∗ já esteja estabelecida em ZFC (cf. Walker [49], Capítulo 4), é consistente
que ω∗ não admita P -pontos (resultado devido a Shelah, apud van Mill [33]).

2Para o leitor familiarizado com pequenos cardinais (cf. Seção 4.3), p = c é suficiente para garantir a existência
de P -pontos em ω∗. Tanto a definição do cardinal p quanto a demonstração do resultado supracitado podem ser
encontrados, por exemplo, em [42].
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(d) distributividade: x� (y ⊕ z) = (x� y)⊕ (x� z) e x⊕ (y � z) = (x� y)⊕ (x� z);

(e) complementação: x⊕ (	x) = 1 e x� (	x) = 0.

Quando o contexto tornar claro, diremos simplesmente que A é uma álgebra Booleana.

Além disso, geralmente denotaremos ⊕,� e 	 respectivamente por +, · e −. Um exemplo

natural de álgebra Booleana se dá ao considerarmos ℘(X) munido das operações ∪, ∩, \, que

correspondem respectivamente a +, ·, −; claramente, ∅ ∈ ℘(X) e X ∈ ℘(X) correspondem a

0 e 1, respectivamente.

Consideremos uma álgebra Booleana fixada A. Podemos dotar A de uma ordem parcial ≤

declarando, para quaisquer x, y ∈ A,

x ≤ y ⇔ x+ y = y; (3.2.1)

note que x+ y = y é equivalente a x · y = x. Além disso, 1 e 0 são, respectivamente, o máximo

e o mínimo de A com respeito à ordem ≤.

Tal estrutura de ordem em A nos permite analisar os filtros e ultrafiltros em A. Dizemos que

F ⊆ A é um filtro (próprio) se F satisfaz as seguintes condições:

(a) 1 ∈ F e 0 6∈ F ;

(b) x, y ∈ F ⇒ x · y ∈ F ;

(c) y ≥ x ∈ F ⇒ y ∈ F .

Em particular, quandoE ⊆ A, então 〈E〉 := {x ∈ A : ∃n ∈ ω∧∃e0, . . . , en ∈ E(e0·...·en ≤

x)} é o menor (no sentido da inclusão) filtro em A que contém E. Além disso, 〈E〉 é próprio se,

e somente se,E tem a propriedade da interseção finita (p.i.f), isto é, se para qualquer subcoleção

finita {x0, . . . , xn} ⊆ E valer x0 · ... · xn 6= 0. Pelo Lema de Zorn, é fácil ver que se E tem

a p.i.f., então existe um filtro próprio F que é maximal (com respeito a inclusão) e contém E.

Chamamos um filtro próprio F em A de ultrafiltro se F é maximal com respeito à inclusão.

Frisamos que são equivalentes:

(a) F é ultrafiltro em A;
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(b) para todo a ∈ A, a ∈ F se, e somente se, −a 6∈ F ;

(c) se x, y ∈ A são tais que x+ y ∈ F , então x ∈ F ou y ∈ F .

Denotamos por Ult(A) a coleção de todos os ultrafiltros emA e, para cada a ∈ A, definimos

s(a) := {u ∈ Ult(A) : a ∈ u}. Note que se a, b ∈ A, então s(a) ∩ s(b) = s(a · b): claramente,

u ∈ s(a) ∩ s(b) implica em u ∈ s(a · b), por outro lado, se a · b ∈ u e a, b 6∈ u, obtemos

−a,−b ∈ u, o que nos dá (−a) · (−b) ∈ u e, consequentemente, 0 = (a · b) · ((−a) · (−b)) ∈ u,

o que não pode acontecer. Como todo ultrafiltro pertence a algum conjunto da forma s(a),

vemos que s[A] := {s(a) : a ∈ A} é base para uma topologia TA em Ult(A); chamamos

(Ult(A),TA) de espaço de Stone de A , o qual denotamos por s(A).

Um espaço topológico X é zero-dimensional se admite uma base de abertos-fechados;

quando, além disso, X é também um compacto Hausdorff, dizemos que X é um espaço Boole-

ano.

Proposição 3.2.1. Se A é uma álgebra Booleana, então s(A) é um espaço Booleano3.

Demonstração. Se u é um ultrafiltro de A, então a 6∈ u ⇔ −a ∈ u, isto é, Ult(A) \ s(a) =

s(−a), donde segue que s(A) é zero-dimensional. Além disso, se u e q são ultrafiltros distintos,

então existe u ∈ u \ q, acarretando u ∈ s(u) e q ∈ s(−u), com s(u) ∩ s(−u) = ∅, donde segue

que s(A) é de Hausdorff. Resta mostrar a compacidade.

Sejam A′ ⊆ A e U = {s(a) : a ∈ A′} uma cobertura por abertos para Ult(A). Se U não

admite subcobertura finita, então para cada n ∈ ω e a0, . . . , an ∈ A′ temos

s(a0) ∪ · · · ∪ s(an) 6= Ult(A) = s(1),

donde segue que −a0 · ... · −an 6= 0, pois −a0 · ... · −an = −(a0 + · · · + an). Desse modo,

o conjunto −A′ := {−a : a ∈ A′} tem p.i.f. e, portanto, existe u ∈ Ult(A) que contém −A′

e, assim, −a ∈ u para todo a ∈ A′, o que nos dá a 6∈ u para todo a ∈ A′, isto é, u 6∈ s(a),

contrariando o fato de que U é uma cobertura.

A partir daqui, nos focaremos na álgebra Booleana A = ℘(ω) dos subconjuntos de ω.

Começamos por identificar o espaço dual de ℘(ω), no seguinte teorema.
3A recíproca também é verdadeira, no seguinte sentido: todo espaço Booleano é o espaço de Stone de uma

álgebra Booleana (cf. [30], Teorema 7.10).
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Teorema 3.2.2. s(℘(ω)) é a compactificação de Stone-Čech de ω.

Demonstração. Primeiramente, vamos “encontrar” ω em s(℘(ω)). Afirmamos que ω é homeo-

morfo a N = {un : n ∈ ω}, onde un = {A ⊆ ω : n ∈ A} ∈ Ult(ω). Para verificar isto, basta

notar que N é infinito e discreto em s(℘(ω)): se m 6= n são naturais, então un 6= um e, para

qualquer n ∈ ω, s({n}) = {un}. Agora, como s(℘(ω)) é um compacto Hausdorff, para con-

cluir o teorema basta mostrarmos que N é denso em s(℘(ω)) e que toda função f : N → [0, 1]

admite extensão contínua g : s(℘(ω))→ [0, 1].

N é denso em s(℘(ω)). Se s(a) 6= ∅ é um aberto básico de s(℘(ω)), temos necessariamente

a ⊆ ω não vazio, e assim existe n ∈ a, o que acarreta a ∈ un e, por conseguinte, un ∈ s(a).

Extensão de funções. Fixemos f : N → [0, 1] uma função (contínua, pois N é discreto).

Para cada A ∈ ℘(ω), defina A′ = {un : n ∈ A}. Afirmamos que, para cada ultrafiltro

u ∈ s(℘(ω)), a interseção G(u) =
⋂
A∈u f [A′] é um conjunto unitário. É claro que G(u) 6= ∅,

pois u tem p.i.f. (por ser filtro), o que faz de {f [A′]}A∈U uma família de fechados de [0, 1] com

p.i.f., e a compacidade de [0, 1] nos permite então concluir que G(u) 6= ∅.

Se G(u) não fosse unitário, existiriam x, y ∈ G(u) com |x− y| > r > 0 para algum r ∈ R

e, assim, B = {n ∈ ω : |f(un) − x| < r
2
} 6∈ {∅, ω} (B 6= ∅ pois x ∈ G(u) e B 6= ω pois

y ∈ G(u)). Como u é ultrafiltro, temos necessariamente uma dentre as duas possibilidades:

B ∈ u ou ω \ B ∈ u. Contudo, x 6∈ f [(ω \B)′] e y 6∈ f [B′]. Deste modo, para cada

u ∈ s(℘(ω)), temos G(u) = {g(u)}, para algum g(u) ∈ [0, 1], o que nos permite definir

g : s(℘(ω)) → [0, 1]

u 7→ g(u)
.

Note que g � N = f , já que se A ∈ un, então n ∈ A e, por conseguinte, un ∈ A′, o que

acarreta f(un) ∈ f [A′] ⊆ f [A′] para todoA ∈ un, mostrando que f(un) ∈ G(un). Resta apenas

verificar que g é contínua.

Sejam u ∈ s(℘(ω)), ε > 0 e consideremos B = {n ∈ ω : |g(u)− f(un)| < ε
2
}. Necessaria-

mente devemos ter B ∈ u, pois do contrário ω \B ∈ u, e g(u) 6∈ f [(ω \B)′]; assim, s(B) é um
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aberto-fechado que contém u. Enfim, se v ∈ s(B), então B ∈ v, e assim

g(v) ∈
⋂
A∈v

f [A′] ⊆ f [B′] ⊆
[
g(u)− ε

2
, g(u) +

ε

2

]
.

Os mesmos argumentos se aplicam a um espaço discreto D infinito, o que nos permite con-

cluir que s(℘(D)) é homeomorfo a βD. Em particular, para todo discreto infinito D, βD é um

espaço Booleano. Como ω é aberto em βω, segue que ω∗ é fechado em βω e, por conseguinte,

é um compacto Hausdorff − chamaremos os elementos de ω∗ de ultrafiltros livres (note que

u ∈ ω∗ se, e somente se, u 6= un para todo n ∈ ω).

Proposição 3.2.3. Se a ⊂ ω for finito e a ∈ u ∈ s(℘(ω)), então u = un para algum n ∈ a. Em

particular, ultrafiltros livres não contém subconjuntos finitos de ω.

Demonstração. Chame a = {x0, . . . , xm} e suponha que u 6= un para todo n ∈ a. Como u

é ultrafiltro, segue que ω \ {xi} ∈ u para cada i ≤ m. Enfim, por termos a ∈ u, segue que

∅ = a ∩ (
⋂
i≤m ω \ {xi}) ∈ u, o que contraria o fato de u ser próprio.

Como os conjuntos s(a) = {u ∈ Ult(℘(ω)) : a ∈ u} formam uma base de abertos-fechados

para βω, segue que os conjuntos s∗(a) := ω∗ ∩ s(a) constituem uma base de abertos para a

topologia de ω∗. Além disso, note que s∗(a) = s∗(b) se, e somente se, (a \ b)∪ (b \a) for finito.

De fato, se a\ b é finito, então s∗(a) ⊆ s∗(b), pois do contrário existiria um ultrafiltro livre u

com a ∈ u e ω \ b ∈ u, mas isto daria a \ b ∈ u, o que viola a conclusão da proposição anterior;

logo, se (a \ b) ∪ (b \ a) for finito, então s∗(a) ⊆ s∗(b) ⊆ s∗(a). Reciprocamente, se a \ b é

infinito, então existe4 um ultrafiltro v livre que contém a e a\b, o que acarreta b 6∈ v e, portanto,

s∗(a) 6⊂ s∗(b).

Tal argumentação nos permite concluir queW = {s∗(a) : a ∈ ℘(ω) \ [ω]<ω} é uma base

não enumerável para ω∗ − mais precisamente, ℵ1 ≤ |W| ≤ c. A próxima proposição nos dará

o restante das informações necessárias sobre ω∗ a fim de provarmos a existência de P -pontos.

Proposição 3.2.4. (a) ω∗ é um espaço Booleano.

4Por meio do Axioma da Escolha, podemos garantir que existe um ultrafiltro que contém o filtro {c ⊆ ω :
a \ b ⊆ c}.
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(b) Todo aberto-fechado de ω∗ é da forma s∗(a), para algum a ⊆ ω infinito.

(c) Todo Gδ não vazio de ω∗ tem interior não vazio.

(d) Se A,B são abertos-fechados não vazios e distintos contidos propriamente em ω∗, então

existe um homeomorfismo de βω que leva A sobre B, i.e., abertos-fechados próprios de ω∗

são homeomorfos entre si.

Demonstração. Já sabemos que {s∗(a) : a ∈ ℘(ω) \ [ω]<ω} é uma base de abertos para ω∗, que

é compacto Hausdorff. Assim, (a) segue facilmente por valer ω∗ \ s∗(a) = s∗(ω \ a).

Para o item (b), considere U ⊆ ω∗ um aberto-fechado não vazio e tome f : ω∗ → [0, 1] a

função característica de U , que é contínua. Como ω∗ é fechado em βω, que por sua vez é um

espaço normal, existe uma extensão contínua f̃ : βω → [0, 1] de f . Definimos então o conjunto

A = {n ∈ ω : f̃(un) ≥ 1
2
} e afirmamos que U ⊆ s∗(A): de fato, para u ∈ U , temos f̃(u) = 1 e,

pela continuidade, existe a ⊆ ω infinito tal que u ∈ s(a) e f̃ [s(a)] ⊆]1
2
, 1] e, consequentemente,

A ∈ u (pois a ∈ u e a ⊆ A). Analogamente, mostra-se que ω∗ \ U ⊆ s∗(ω \ A). Enfim, como

ω∗ = s∗(A) t s∗(ω \ A), temos U = s∗(A).

Provemos o item (c). Seja G =
⋂
n∈ω Gn um Gδ não vazio de ω∗. Sem perda de gene-

ralidade, para cada n podemos fazer Gn = s∗(an) para algum an ⊆ ω infinito. Note que,

para todo n ∈ ω,
⋂
i≤n an é infinito, pois

⋂
i≤n s

∗(ai) = s∗(
⋂
i≤n ai) 6= ∅, e isso permite es-

colher xn ∈
⋂
i≤n an tal que xn 6= xm se m 6= n. Fazendo A = {xn : n ∈ ω}, para todo

i ∈ ω temos |A \ ai| < ℵ0 por construção, o que nos dá s∗(A) ⊆ s∗(ai) e, por conseguinte,

s∗(A) ⊆
⋂
n∈ω s

∗(an).

Finalmente, provaremos o item (d). Sejam s∗(a) = A e s∗(b) = B os abertos-fechados do

enunciado. Como ambos são não vazios, decorre que tanto a quanto b são subconjuntos infinitos

de ω; por serem próprios, temos ω \ a e ω \ b infinitos. Logo, existe uma bijeção f : N → N

tal que f [a′] = b′ − onde a′ = {un : n ∈ a} e b′ = {un : n ∈ b}. Então βf : βω → βω é um

homeomorfismo que satisfaz a condição imposta por (d).
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Teorema 3.2.5 (Rudin, [37], Teorema 4.2). (CH) Existe pelo menos um P -ponto em ω∗. Além

disso, o conjunto dos P -pontos de ω∗ é denso.

Demonstração. Como a Hipótese do Contínuo afirma que c = ℵ1, temos

W = {s∗(a) : a ∈ ℘(ω) \ [ω]<ω} = {Wα}α<ω1 ,

e não há perda de generalidade em supor W0 = ω∗. Vamos obter uma família A = {Aα}α<ω1

de abertos-fechados não vazios e decrescente com respeito à inclusão, donde seguirá que A

será uma família de fechados com p.i.f. em ω∗, e a compacidade de ω∗ nos dará
⋂
A 6= ∅; em

verdade,
⋂
A conterá exatamente um único ponto, o qual provaremos ser um P -ponto.

Chame A0 = W0 e para α < ω1, suponha definidos abertos-fechados Aβ para cada β < α,

tais que Bα =
⋂
β<αAβ 6= ∅. Como α é enumerável, temos Bα um Gδ não vazio de ω∗ e,

pelo item (c) da proposição anterior, inferimos a existência de um aberto-fechado não vazio

A′ ⊆ Bα. Chame Aα = A′ se A′ ∩Wα = ∅, caso contrário faça Aα = A′ ∩Wα.

Por construção, A = {Aα}α<ω1 é uma família com p.i.f. e, da compacidade de ω∗, segue

que existe u ∈
⋂
A. ComoW é uma base para ω∗, existe α < ω1 tal que u ∈ Wα e, pela forma

como tomamos os Aα’s, isto implica em
⋂
A ⊆ Wα, o que acarreta

⋂
A = {u}, pois ω∗ é de

Hausdorff. Em particular, A é uma base local para u: se V é uma vizinhança de u, então existe

α′ < ω1 tal que u ∈ Wα′ ⊆ V e, neste caso, temos u ∈ Aα′ ⊆ Wα′ .

Finalmente, se {Vn}n∈ω é uma família de vizinhanças de u, então para cada n ∈ ω existe

αn < ω1 tal que Aαn ⊆ Vn, basta então notar que α = supn∈ω αn < ω1 e, desse modo, segue

que

u ∈ Aα ⊆
⋂
n∈ω

Aαn ⊆
⋂
n∈ω

Vn,

provando que u é um P -ponto.

A densidade do conjunto {u ∈ ω∗ : u é P -ponto} segue diretamente do item (d) da propo-

sição anterior.





Capítulo

4

Aplicações: Espaços Produtivamente de

Lindelöf

Ao contrário do que ocorre com a compacidade, a propriedade de Lindelöf não é preservada

pelo produto em geral. A reta de Sorgenfrey, RS , que consiste do conjunto dos números reais

munido da topologia gerada pelos intervalos [a, b[, com a < b, é um exemplo de espaço de

Lindelöf cujo quadrado não é de Lindelöf: a “diagonal” {(−x, x) : x ∈ RS} é um fechado,

discreto e não-enumerável que atesta isso.

Assim, faz sentido considerar a classe dos espaços produtivamente de Lindelöf, isto é, dos

espaços cujo produto com qualquer espaço de Lindelöf é de Lindelöf. É natural então nos per-

guntarmos por caracterizações equivalentes para tal propriedade, preferencialmente por aquelas

que dependam unicamente do espaço considerado. Assumindo CH, existe uma caracterização

para espaços produtivamente de Lindelöf, mas apenas para espaços cujo peso não exceda ℵ1.

No entanto, de modo geral, uma caracterização válida para qualquer espaço topológico ainda

não é conhecida.

Neste capítulo, abordaremos algumas aplicações de espaços de funções relacionados com o

problema acima. Em particular, na última seção introduziremos alguns pequenos cardinais, os

quais serão usados em nossa discussão sobre o Problema de Michael.

129
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4.1 Espaços de Alster I: Aplicações de CB-teoria

Para um espaço topológico X , uma coleção U de conjuntos Gδ de X tal que para todo

K ⊆ X compacto existe U ∈ U com K ⊆ U será chamada de Kδ-cobertura. Diremos que

X é um espaço de Alster se para toda Kδ-cobertura existir uma subcobertura enumerável; se

valer que para todaKδ-cobertura existe umaKδ-subcobertura enumerável, diremos queX é um

espaço fortemente de Alster.

Em [2], assumindo CH, K. Alster provou que se X é produtivamente de Lindelöf e w(X) ≤

ℵ1, então X é de Alster. Em ZFC, temos o seguinte

Teorema 4.1.1 (Alster, [2], Teorema 1). Espaços de Alster são produtivamente de Lindelöf.

Demonstração. Sejam X um espaço de Alster, Y um espaço de Lindelöf eW = {Wi : i ∈ I}

uma cobertura para X × Y , que sem perda generalidade supomos ser fechada por reuniões

finitas. Assim, para K ⊆ X compacto não vazio fixado, para cada y ∈ Y existe i(K, y) ∈ I

tal que K × {y} ⊆ Wi(K,y). Agora, pelo Teorema de Wallace, existem abertos Ui(K,y) ⊆ X e

Vi(K,y) ⊆ Y satisfazendo K × {y} ⊆ Ui(K,y) × Vi(K,y) ⊆ Wi(K,y).

Logo, {Vi(K,y) : y ∈ Y } é uma cobertura por abertos para Y , donde segue que existe

YK ∈ [Y ]≤ω tal que Y =
⋃
{Vi(K,y) : y ∈ YK}. Notemos então que GK =

⋂
y∈YK Ui(K,y) é

um Gδ de X que contém K e, por conseguinte, {GK : K ⊆ X é compacto não vazio} é uma

Kδ-cobertura para X . Agora, a hipótese sobre X nos permite obter uma família enumerável

{Kn : n ∈ ω} de compactos de X tal que {GKn : n ∈ ω} recobre X . Claramente, a família

{Ui(Kn,y) × Vi(Kn,y) : y ∈ YKn , n ∈ ω} é uma cobertura enumerável para X × Y que refina

W .

Diremos que uma coleção U de Gδ’s de X é uma Bδ-cobertura para X se todo elemento

de B estiver contido em algum membro de U . No Capítulo 2, vimos que se B é uma borno-

logia com base compacta sobre X , então com a terminologia que introduzimos aqui, CB(X)

é produtivamente de tightness enumerável se, e somente se, toda Bδ-cobertura para X admite

Bδ-subcobertura enumerável. Assim, como em tais casos toda Kδ-cobertura é Bδ-cobertura, o

seguinte corolário é imediato:
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Corolário 4.1.2. Sejam X um espaço de Tychonoff e B uma bornologia sobre X com base

compacta. Se ℵ0 ∈ Sp(CB(X)), então X é de Alster e, por conseguinte, é produtivamente de

Lindelöf.

Em Cp-teoria, uma consequência imediata de X ser produtivamente de Lindelöf se dá por

meio do Corolário 2.3.3: neste caso, X é de Lindelöf, donde segue que sup{l(Xn) : n ∈ ω} =

ℵ0, donde temos t(Cp(X)) = ℵ0. Além disso, quando X é hemicompacto, temos χ(Ck(X)) =

ℵ0, e o corolário anterior aliado ao Corolário 2.4.8 implicam que X é de Alster. Em particular,

todo espaço compacto é de Alster e, por conseguinte, também são de Alster todos os espaços

σ-compactos. É então natural nos perguntarmos se vale a recíproca, mais precisamente:

Questão 4.1.1. Em geral, se X é produtivamente de Lindelöf, então existe alguma bornologia

B sobre X com base compacta tal que ℵ0 ∈ Sp(CB(X))? Se não, para quais classes de espaços

tal implicação é verdadeira?

Observe que se X é um espaço topológico no qual todo compacto está contido num com-

pacto Gδ, então a condição de Alster é equivalente a σ-compacidade, ao passo que a hemi-

compacidade coincide com a condição de fortemente Alster. Assim, por exemplo, um espaço

métrico é σ-compacto se, e somente se, é de Alster, pois subespaços fechados de espaços mé-

tricos são Gδ.

Assim, os espaços R e Q são exemplos de espaços produtivamente de Lindelöf que veri-

ficam a recíproca do Corolário 4.1.2 para bornologias relativamente “diferentes”. Como R é

não-enumerável, temos l(Rδ) = c, donde segue que ℵ0 6∈ Sp(Cp(R)), entretanto, por R ser

hemicompacto, temos χ(Ck(R)) = ℵ0 ∈ Sp(Ck(R)). Por sua vez, temos ℵ0 ∈ Sp(Cp(Q)) por

Q ser enumerável, mas ℵ0 6∈ Sp(Ck(Q)) pois Q não é hemicompacto: considere {Kn : n ∈ ω}

uma família enumerável de compactos de Q e note que, para cada n ∈ ω,
]
0, 1

n+1

[
∩Q 6⊆ Kn,

caso contrário existiria uma sequência em Kn convergindo para um número irracional, contra-

riando a compacidade de Kn; logo, para cada n ∈ ω existe xn ∈
]
0, 1

n+1

[
∩ Q \ Kn, donde

segue que K = {xn : n ∈ ω} ∪ {0} é um compacto que satisfaz K 6⊆ Kn para todo n ∈ ω.

Já vimos na Seção 1.4 que o espaço ωω não é um espaço σ-compacto. Como tal espaço

é homeomorfo a P, o espaço dos números irracionais com a topologia de subespaço herdada

de R (cf. Exercício 24K de [50]), segue que P não é de Alster. Isso nos permite concluir que
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CB(P) não é produtivamente de tightness enumerável, para qualquer bornologia B em P com

base compacta − em verdade, por P ser normal, segue que ℵ0 6∈ Sp(CB(P)) para qualquer

bornologia B em X . Assim, se a resposta para a Questão 4.1.1 for afirmativa, seguirá em

particular que P não é produtivamente de Lindelöf, o que ainda não é conhecido em ZFC.

Em [5], Aurichi e Bella provaram a seguinte cadeia de implicações, para qualquer espaço

de Tychonoff X:

II ↑ G1(Ωx,Ωx)⇒ ℵ0 ∈ Sp(x,X)⇒ S1(Ωx,Ωx), (4.1.1)

onde Ωx = {A ⊂ X : x ∈ A \ A} e x ∈ X . Isso nos permite “conectar” os Teoremas

2.3.6, 2.3.13 e 2.3.23 com as observações feitas nesta seção: se B é uma bornologia com base

compacta em X , temos

II ↑ G1(Ω0,Ω0) em CB(X) ℵ0 ∈ Sp(CB(X)) S1(Ω0,Ω0) em CB(X)

II ↑ G1(OB,OB) em X lB(Xδ) = ℵ0 S1(OB,OB) em X

X é de Alster

X é produtivamente de Lindelöf

2.3.232.3.13(a) 2.3.6(b)

4.1.1 4.1.1

4.1.2

4.1.1
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4.2 Espaços de Alster II: Aplicações da compactificação de

Stone- Čech

Nesta seção, apresentaremos uma condição suficiente para que um espaço de Tychonoff não

seja produtivamente de Lindelöf, seguindo essencialmente as referências [1, 12]. Para motivar

as definições que daremos, considere um espaço de Tychonoff (X, τ), e suponha que exista

Y ⊆ X com a seguinte propriedade:

existe uma topologia σ em Y tal que σ ⊇ τ � Y e (Y, σ) não é de Lindelöf, (4.2.1)

onde τ � Y := {U ∩ Y : U ∈ τ}.

Como isso é trivialmente válido se (X, τ) não for de Lindelöf, vamos supor também que

X é de Lindelöf. Se conseguirmos “mergulhar” (Y, σ) como um subespaço (não-fechado) num

espaço de Lindelöf L tal que D := {(y, y) : y ∈ Y } seja fechado em (X, τ)× L, então seguirá

que X não é produtivamente de Lindelöf: como (Y, σ) não é de Lindelöf, existe uma cobertura

U para Y por σ-abertos que não admite subcobertura enumerável, e assim {X × U : U ∈ U} é

uma cobertura para D que não admite subcobertura enumerável, e o resultado segue por D ser

fechado em (X, τ)× L.

Como obter o espaço L? Por (X, τ) ser de Tychonoff, podemos considerar τ = ρ � X ,

onde ρ é uma topologia compacta de Hausdorff sobre um conjunto L, tal que (L, ρ) = βX

e, sem perda de generalidade, podemos supor que X está (propriamente) contido em L. Seja

L = X∗ ∪ Y , onde X∗ = βX \ X , e considere sobre L a topologia T definida da seguinte

forma: A ⊆ L é T -aberto se, e somente se, para todo a ∈ A existe U ∈ σ tal que a ∈ U ⊆ A se

a ∈ Y , ou existe V ∈ ρ tal que a ∈ V e (V ∩ Y ) ∪ (V \X) ⊆ A caso a ∈ X∗, como ilustrado

na Figura 4.1.

Claramente (L, T ) é um espaço de Hausdorff que satisfaz parte das condições impostas:

contém (Y, σ) como subespaço não necessariamente fechado e D é fechado em (X, τ) × L.

Além disso, note que (X∗, ρ) é um subespaço fechado de (L, T ) − se a 6∈ X∗, então a ∈ Y

e assim existe U ∈ σ tal que a ∈ U ⊆ Y . Logo, quando o espaço (L, T ) é de Lindelöf,

necessariamente temos X∗ de Lindelöf. Note ainda que se U é uma cobertura para X∗ por



134 Capítulo 4 — Aplicações: Espaços Produtivamente de Lindelöf

Figura 4.1: Um aberto em (L, T ).

abertos de βX , então βX \
⋃
U ⊆ X é fechado em βX e, por conseguinte, é um subespaço

compacto de (X, τ). Em vista disso, a seguinte condição que impomos sobre Y é bastante

natural:

se K ⊂ X é compacto na topologia τ, então K ∩ Y é de Lindelöf na topologia σ. (4.2.2)

Assim, se U é uma cobertura aberta para L, podemos considerar uma subcoleção U ′ ⊆ U de

abertos (possivelmente refinando os originais, e obtendo restrições de abertos de βX) tais que

X∗ ⊆
⋃
U ′, donde segue que K = (βX \

⋃
U ′) ∩ Y é um espaço de Lindelöf em (Y, σ) e, por

conseguinte, nos dá U ′′ ⊆ U uma subcoleção enumerável tal queK ⊆
⋃
U ′′. Note então que, se

pudéssemos obter U ′ enumerável desde o princípio, então V = U ′ ∪ U ′′ seria uma subcobertura

enumerável de U para L; em particular, isso mostra que se X∗ é de Lindelöf, então (L, T ) é de

Lindelöf.

Um espaço de Tychonoff X tal que X∗ é de Lindelöf é chamado de espaço de Lindelöf no

infinito. Assim, a argumentação apresentada acima “quase” demonstra o seguinte teorema:
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Teorema 4.2.1 (Alas et al.,[1], Teorema 2.4; Tall et al., [12], Teorema 2). Seja X um espaço

regular, de Lindelöf e de Lindelöf no infinito. Se existir Y ⊆ X satisfazendo as condições

(4.2.1) e (4.2.2) acima, então existe um espaço de Lindelöf regular L tal que X × L não é de

Lindelöf.

De fato, nossa discussão anterior não garante a regularidade de L. Contudo, uma vez conhe-

cido tal espaçoL, podemos obter um espaço regular que satisfaça as condições do teorema. Para

ver isso, faremos algumas observações preliminares. Considere X e Y espaços topológicos e

ϕ : X → ℘(Y ) uma função com as seguintes propriedades:

(a) ϕ(x) ⊆ Y é compacto para todo x ∈ X (dizemos que ϕ é valorada em compactos);

(b) se V ⊆ Y é aberto, então ϕ−1(V ) := {x ∈ X : ϕ(x) ⊆ V } é aberto em X (dizemos que ϕ

é semicontínua superiormente).

Em tais condições,
⋃
ϕ[X] é um espaço de Lindelöf sempre queX é de Lindelöf: de fato, se

U é uma cobertura aberta para
⋃
ϕ[X] fechada por reuniões finitas, então {ϕ−1(U) : U ∈ U} é

uma cobertura para X e, por conseguinte, existe {Un : n ∈ ω} ⊆ U tal que {ϕ−1(Un) : n ∈ ω}

recobre X; é fácil ver que {Un : n ∈ ω} recobre
⋃
ϕ[X].

Agora, para um conjunto A não vazio qualquer, a bijeção χ : ℘(A ) → 2A , que a cada

A ⊆ A associa a função característica χA, nos permite ver ℘(A ) como um espaço topológico

compacto, zero-dimensional e T2. Em particular, note que pela correspondência χ, os abertos

básicos de ℘(A ) são conjuntos da forma

A(F,G) := {A ∈ ℘(A ) : F ⊆ A ⊆ A \G}, (4.2.3)

para F,G ∈ [A ]<ω, embora também seja útil observar que para A ∈ ℘(A ), as vizinhanças

básicas de A são da forma

V(A,F ) := {B ∈ ℘(A ) : B ∩ F = A ∩ F}, (4.2.4)

para F ∈ [A ]<ω.
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Considere então U = {Ui : i ∈ I} uma cobertura por abertos para algum espaço topológico

X . A função ΦX,U : X → ℘(℘(I)), definida por

ΦX,U(x) := {A ⊆ I : {i ∈ I : x ∈ Ui} ⊆ A}, (4.2.5)

satisfaz as condições (a) e (b) acima.

Para a condição (a), basta notar que ΦX,U(x) é fechado em ℘(I), que é compacto. Para

verificar (b), considere A ⊆ ℘(I) aberto, x ∈ Φ−1X,U(A) e, para cada B ∈ ΦX,U(x) tome

FB ∈ [I]<ω tal que B ∈ V(B,FB) ⊆ A. Como Ix := {i ∈ I : x ∈ Ui} ⊆ B, podemos supor

que i0 ∈ FB para algum i0 ∈ Ix fixado, para todo B ∈ ΦX,U(x). Pela compacidade de ΦX,U(x),

existem B0, . . . , Bn ∈ ΦX,U(x) tais que ΦX,U(x) ⊆
⋃
i≤n V(Bi, FBi) ⊆ A; pela hipótese sobre

os FB’s, temos F = (
⋃
i≤n FBi) ∩ Ix 6= ∅. Afirmamos que U =

⋂
i∈F Ui é um aberto de X que

atesta x ∈ U ⊆ Φ−1X,U(A). De fato, para y ∈ U , temos ΦX,U(y) ⊆ A: ora, por y ∈ U temos

F ⊆ Iy ⊆ C para todo C ∈ ΦX,U(y), donde segue que C ∪ Ix ∈ ΦX,U(x) e, consequentemente,

existe i ≤ n tal que C ∪ Ix ∈ V(Bi, FBi) ⊆ A; logo, C ∈ V(Bi, FBi), como queríamos.

Em suma, provamos o seguinte

Lema 4.2.2 (Adaptado de Zdomsky, [51], Lema 2). Sejam X e Y espaços topológicos e uma

função Φ : X → ℘(Y ) valorada em compactos e semicontínua superiormente.

(a) Se X é de Lindelöf, então
⋃
ϕ[X] é de Lindelöf.

(b) Se U = {Ui : i ∈ I} é uma cobertura aberta para X , então ΦX,U como definida em (4.2.5)

é uma função valorada em compactos e semicontínua superiormente.

Proposição 4.2.3 (Tall et al., [12], Lema 1). SejaX um espaço de Lindelöf. Se existe um espaço

de Lindelöf Z tal que X × Z não é de Lindelöf, então existe um espaço de Lindelöf regular Z ′

tal que X × Z ′ não é de Lindelöf.

Demonstração. Seja U = {Uα × Vα : α < κ} uma cobertura por abertos básicos para X × Z

que não admite subcobertura enumerável. Sejam U0 = {Uα : α < κ}, U1 = {Vα : α < κ}

e considere as funções ΦX,U0 e ΦZ,U1 como em (4.2.5). Pelo Lema anterior, segue que X ′ =⋃
ΦX,U0 [X] e Z ′ =

⋃
ΦZ,U1 [Z] são subespaços de Lindelöf de ℘(κ), em particular, note que Z ′

é regular.
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Agora, note que se X × Z ′ é de Lindelöf, então X ′ × Z ′ é de Lindelöf: para uma cobertura

V para X ′ × Z ′ fechada por reuniões finitas, use o fato de que ΦX,U0 é valorada em compactos

para obter um refinamento V ′ por abertos básicos (como no Teorema 4.1.1) e, em seguida, use

o fato de que ΦX,U0 é semicontínua superiormente para induzir uma cobertura apropriada em

X × Z ′, donde o resultado segue facilmente.

Assim, é suficiente provar queX ′×Z ′ não é de Lindelöf para concluir a demonstração. Para

ver isso, chame Tα = {D ⊆ κ : α ∈ D} para todo α < κ e considereW = {Wα : α < κ},

onde Wα = Tα × Tα. Note que W é uma cobertura para X ′ × Z ′ e, para qualquer I ⊆ κ,

{Uα × Vα : α ∈ I} é uma cobertura para X × Z sempre que {Wα : α ∈ I} cobre X ′ × Z ′,

donde segue queW não admite subcobertura enumerável.

Observação 4.2.4. O Teorema 4.2.1 foi primeiramente provado em [1], onde condições mais

restritivas do que (4.2.1) e (4.2.2) são impostas sobre Y a fim de garantir a regularidade do

espaço L obtido; em [12], os autores observam que tais condições podem ser “relaxadas” para

(4.2.1) e (4.2.2), tendo em vista a Proposição anterior.

Corolário 4.2.5 (Alas et al., [1], Corolário 2.5). Seja X um espaço de Lindelöf regular e de

Lindelöf no infinito. Se existe Y ⊆ X não-enumerável tal que K ∩ Y é enumerável para todo

K ⊆ X compacto, então X não é produtivamente de Lindelöf.

Demonstração. Considere sobre Y a topologia discreta e aplique o Teorema 4.2.1.

Diremos que X é um espaço de tipo contável se para todo K ⊆ X compacto existem

um subespaço compacto de K ′ ⊇ K e uma base local enumerável em K ′ (cf. definição de

espaço ponto-contável, na Subseção 2.2.1). Quando X é de Tychonoff, tal classe de espaços

coincide exatamente com os espaços de Lindelöf no infinito1. Observe que todo espaço com

peso enumerável é de tipo contável.

Corolário 4.2.6. Se X é um espaço de Lindelöf, não-enumerável, que satisfaz o primeiro axi-

oma de enumerabilidade e no qual todo subespaço compacto é enumerável, então X não é

produtivamente de Lindelöf.

1Resultado devido a Henriksen e Isbell [20].
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Demonstração. Basta notar que, neste caso, todo compacto tem base local enumerável, e assim

X é de Lindelöf no infinito, de modo que o resultado segue pelo corolário anterior.

Para um espaço topológico X , definimos o grau de Alster de X , denotado por A (X),

como sendo o menor cardinal κ tal que para toda Kδ-cobertura de X existe uma subcobertura

de cardinalidade ≤ κ. Por sua vez, K (X) é o menor cardinal da forma |K|, onde K é uma

cobertura para X por compactos. Em geral, A (X) ≤ K (X): se U é uma Kδ-cobertura para

X e V é uma cobertura por compactos para X , basta tomar UK ∈ U para cada K ∈ V tal que

K ⊆ UK e notar que {UK : K ∈ V} é uma cobertura por Gδ’s para X . Veremos que para

espaços de tipo contável, vale A (X) = K (X).

Proposição 4.2.7 (Alas et al., [1], Proposição 4.13). Para um espaço de tipo contável X vale

que A (X) = K (X). Em particular, neste caso X é de Alster se, e somente se, X é σ-

compacto.

Demonstração. Já temos A (X) ≤ K (X), vamos provar que K (X) ≤ A (X). Seja K a

coleção de todos os compactos de X , e para cada K ∈ K tome um Gδ da forma
⋂
BK , onde

BK é uma base local em algum compacto K ′ que contém K. Logo, {
⋂
BK : K ∈ K} é uma

Kδ-cobertura para X , donde segue que existe {
⋂
BKα : α < A (X)} uma subcobertura e,

consequentemente, X =
⋃
α<A (X)K

′
α.

Corolário 4.2.8. Se X é de Lindelöf no infinito e A (X) = ℵ1, então X não é produtivamente

de Lindelöf.

Demonstração. Seja U = {Uα : α < ω1} uma Kδ-cobertura que não admite subcobertura

enumerável. Chame U0 = Ui0 e tome x0 ∈ Ui0; agora, para α < ω1, suponha escolhidos

(xβ)β<α e (Uiβ)β<α tais que, para cada β < α, iβ = min{Uγ : Uγ \
⋃
ξ<β Uiξ 6= ∅}, Uiβ ∈ U

e xβ ∈ Uiβ \
⋃
ξ<β Uiξ . Note que Aα := {Uγ : Uγ \

⋃
β<α Uiβ 6= ∅} 6= ∅, pois U não admite

subcobertura enumerável e α < ω1 é enumerável, chame então iα = minAα. Assim, existem

{Uiα : α < ω1} ⊆ U e (xα)α<ω1 tais que xα ∈ Uiα \
⋃
β<α Uiβ e iα ≥ α para todo α < ω1.

Finalmente, se K ⊆ X é compacto, então K ⊆ Uα para algum α < ω1, e como iα ≥ α, temos

K ∩ {xξ : ξ < ω1} ⊆ {xξ : ξ < α}, acarretando que K ∩ {xα : α < ω1} é enumerável. Logo,

o resultado segue pelo Corolário 4.2.5.
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Em particular, segue que se X é de Lindelöf no infinito e não é σ-compacto, então X não é

produtivamente de Lindelöf.

4.3 Pequenos Cardinais e o Problema de Michael

Um pequeno cardinal é, grosso modo, qualquer cardinal κ com ℵ1 ≤ κ ≤ c, tal que κ é

definido, de alguma forma, em termos de ω; os cardinais que apresentaremos são definidos em

termos do espaço ωω, da seguinte maneira: para uma condição P sobre os subconjuntos de ωω,

κ := min{|A| : A ⊆ ωω satisfaz P}. Como ωω é um espaço de funções, o estudo de tais

pequenos cardinais se qualifica como tópico deste trabalho per se.

Definimos uma relação ≤∗ sobre ωω declarando

f ≤∗ g se, e somente se, |{n ∈ ω : f(n) > g(n)}| < ℵ0, (4.3.1)

que é claramente uma relação reflexiva (f ≤∗ f ) e transitiva (f ≤∗ g e g ≤∗ h⇒ f ≤∗ h), mas

não é uma relação assimétrica (pode ocorrer f ≤∗ g e g ≤∗ f sem que f = g), e tampouco é

uma relação total, no sentindo de que quaisquer duas funções f, g ∈ ωω estejam relacionadas:

chamando P = {2n : n ∈ ω}, temos tanto χP 6≤∗ χω\P quanto χω\P 6≤∗ χP , onde χP e χω\P

são as funções características de P e ω \P , respectivamente. Análoga à relação≤∗, declaramos

f <∗ g se, e somente se, |{n ∈ ω : f(n) ≥ g(n)}| < ℵ0.

Dizemos que D ⊆ ωω é uma família dominante (dominating family) se D for cofinal em

(ωω,≤∗), ou seja, se para toda f ∈ ωω existe g ∈ D tal que f ≤∗ g. O número de dominância

(dominating number), denotado por d, é o menor cardinal da forma |D|, onde D é uma família

dominante em ωω, mais formalmente:

d := min{|D| : D ⊆ ωω é dominante}. (4.3.2)

Claramente temos d ≤ c, já que ωω é trivialmente dominante.

Dizemos que B ⊆ ωω é uma família ilimitada (unbounded family) se B é ilimitada em

(ωω,≤∗), i.e., se não existe f ∈ ωω que limite todas as funções de B com respeito a ≤∗ ou,

ainda mais precisamente, para toda f ∈ ωω existe g ∈ B tal que g 6≤∗ f . Definimos o número
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de ilimitância (unbounding number), denotado por b, como sendo o menor cardinal da forma

|B|, onde B é uma família ilimitada em ωω, isto é:

b := min{|B| : B ⊆ ωω é ilimitada}. (4.3.3)

Como toda família dominante é ilimitada, segue que b ≤ d ≤ c. Além disso, note que se

A ⊂ ωω é enumerável, então A não é ilimitada: fazendo A = {fn : n ∈ ω}, basta notar que

f : ω → ω dada por f(k) = 1 +
∑

i<k fi(k) é tal que fn ≤∗ f para todo n ∈ ω. Desse modo,

as seguintes desigualdades são válidas em ZFC:

ℵ1 ≤ b ≤ d ≤ c. (4.3.4)

Lembremo-nos de que se X é um espaço topológico, dizemos que A ⊆ X é nunca denso

(nowhere dense) se int(A) = ∅, ao passo que A é um conjunto magro se for reunião enume-

rável de conjuntos nunca densos. Finalmente, X é um espaço de Baire se satisfizer uma (logo,

todas) das três condições equivalentes abaixo:

(a) todo conjunto magro em X tem interior vazio;

(b) toda interseção enumerável de abertos densos é densa;

(c) X não é reunião enumerável de fechados nunca densos.

Espaços métricos completos são exemplos de espaços de Baire e, mais geralmente, todo Gδ

de um espaço de Baire é de Baire. Como R é completamente metrizável e ωω = P é um Gδ de

R, segue que ωω é um espaço de Baire.

Chamemos porM a família dos subconjuntos magros de ωω; como a reunião enumerável

de conjuntos magros é um conjunto magro e ωω é de Baire, segue que ωω não pode ser reunião

enumerável de conjuntos magros. Por outro lado, cada f ∈ ωω é tal que {f} é um conjunto

magro, e ωω =
⋃
f∈ωω{f}. Isso motiva a definição do próximo pequeno cardinal, o número

de cobertura (covering number), denotado por cov(M), o menor cardinal da forma |C|, onde

C ⊆M é tal que
⋃
C = ωω, isto é,

cov(M) := min{|C| : C ⊆M∧
⋃

C = ωω}, (4.3.5)



4.3 Pequenos Cardinais e o Problema de Michael 141

e, pelo que discutimos acima, temos ℵ1 ≤ cov(M) ≤ c. Equivalentemente,

cov(M) = min{|F | : F ⊆ ωω ∧ ∀g ∈ ωω(∃f ∈ F (|{n ∈ ω : f(n) = g(n)}| < ℵ0))},

(4.3.6)

(Bartoszyńsky e Judah, apud Halbeisen [19]), e disso segue que cov(M) ≤ d, pois, se D é

uma família dominante, então para g ∈ ωω qualquer existe f ∈ D tal que g′ ≤∗ f , onde

g′(n) = g(n) + 1 para todo n, o que nos dá |{n ∈ ω : f(n) = g(n)}| < ℵ0.

Claramente, CH acarreta ℵ1 = b = d = cov(M) = c, mas outras desigualdades também

são consistentes com ZFC+¬CH, como por exemplo, b < d = cov(M) = c (cf. Halbeisen,

[19]). Nesta seção estudaremos algumas influências dos cardinais b, d e cov(M) sobre o espaço

dos irracionais ωω, no que concerne a “Lindelöfcidade” no produto. Ao leitor interessado em

mais propriedades dos pequenos cardinais supracitados, bem como em propriedades de outros

cardinais que não apresentamos, sugerimos as referências [7, 13, 19, 42].

E. Michael provou que se vale CH, então existe um espaço de Lindelöf regular tal queX×P

não é de Lindelöf [32]. Saber se tal espaço pode ser construído sem axiomas adicionais (como

CH) é o que chamamos de Problema de Michael, e um espaço com tais propriedades (de

Lindelöf, regular e cujo produto cartesiano com P resulta num espaço não Lindelöf) é chamado

de espaço de Michael. Hoje já se sabe que não precisamos da “força total” de CH para a

obtenção de um espaço de Michael.

De fato, em [34], Moore mostra, entre outras coisas, que existe um espaço de Michael

quando assumimos d = cov(M). Por sua vez, na última seção de [42], da Silva apresenta uma

prova detalhada de que b = ω1 implica a existência de um espaço de Michael: considera-se

o conjunto R munido de uma topologia σ mais fina que a usual, na qual os pontos de P são

isolados e, por meio da asserção b = ω1, obtém-se um subconjunto não-enumerável X ⊆ P tal

que Y = X ∪Q visto como subespaço de (R, σ) é de Lindelöf e a “diagonal” {(x, x) : x ∈ X}

é um subespaço fechado, discreto e não-enumerável de Y × P.

Vamos seguir a mesma abordagem apresentada em [1] e, por meio do Teorema 4.2.1 de-

monstrado na seção anterior, provaremos a existência de espaços de Michael para algumas

hipóteses adicionais sobre pequenos cardinais. Tal método tem a vantagem de sintetizar di-
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versas construções de espaços de Michael por meio de uma única terminologia técnica, que

introduzimos a seguir.

Para um subconjunto F ⊆ ωω, vamos chamar de F -topologia a menor (no sentido da

inclusão) topologia em ωω que contém sua topologia usual e tal que os conjuntos da forma

Kf := {g ∈ ωω : g ≤ f} sejam abertos, para cada f ∈ F . Como lidaremos com duas

topologias simultaneamente em ωω, explicitamos a seguinte convenção2: dada uma propriedade

topológica P e A ⊆ X , diremos que A é u-P (respectivamente, F -P) se A tem a propriedade

P quando visto como subespaço de ωω munido de sua topologia usual (respectivamente, se A

tem a propriedade P quando visto como subespaço de ωω munido da F -topologia).

Dizemos queE ⊆ ωω é uma escala em ωω seE for dominante e (E,<∗) for uma boa ordem;

mais precisamente, E = {fα : α < γ} é uma escala se E for dominante e valer fα <∗ fβ se, e

só se, α < β.

Lema 4.3.1. Existe uma escala em ωω se, e somente se, b = d.

Demonstração. Se b = d, basta considerar D = {fα : α < d} uma família dominante (e não

necessariamente bem ordenada), bem como S = {f ∈ ωω : f é estritamente crescente} (que

também é dominante) e obter {gα : α < d} ⊆ S satisfazendo

(∀ξ < d)(f ∈ {gα : α < ξ} ∪ {fξ} ⇒ f <∗ gξ). (4.3.7)

Obtemos tal família recursivamente. Inicialmente, escolhemos g0 ∈ S tal que f0 <∗ g0.

Supondo definidos gα para cada α < ξ para algum ξ < d satisfazendo a condição acima, segue

que a família Gξ = {gα : α < ξ} ∪ {fξ} é necessariamente limitada com respeito a ≤∗ (pois

|ξ| < d = b), e assim existe g ∈ ωω tal que f ≤∗ g para toda f ∈ Gξ. Escolhemos então

gξ como sendo uma função de S que satisfaz g(n) < gξ(n) para todo n ∈ ω. Claramente,

D′ = {gξ : ξ < d} é uma família dominante (do contrário, D não seria dominante) e bem

ordenada por <∗, i.e., D é uma escala3.

2Que já utilizamos implicitamente em certos pontos do texto.
3Note que usamos b = d apenas para garantir a limitação de {gα : α < ξ} (se usássemos |ξ| < d para afirmar

que Gξ = {gα : α < ξ} ∪ {fξ} não é dominante, obteríamos g ∈ ωω tal que g 6≤∗ f para toda f ∈ Gξ, o que
não seria suficiente para definir gξ). Em particular, se em vez da família dominante D utilizássemos uma família
ilimitada F , o mesmo processo que apresentamos acima nos daria uma família {gα : α < b} ilimitada e bem
ordenada por <∗, donde é fácil ver que b = min{|F | : F é ilimitada em ωω e bem ordenada por <∗}.
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Para a recíproca, apresentamos apenas um esboço da demonstração: tome A uma escala em

ωω e note que existe uma escala A′ = {fα : α < d} cujo tipo de ordem é d, donde segue que

cof(d) = d e, por conseguinte, se E ⊂ A′ tem cardinalidade estritamente menor do que d, então

E não é uma família ilimitada em ωω (pois, se fosse, seria cofinal em A′), o que nos permite

concluir que d ≤ b (cf. [42], página 32).

Em particular, note que se F = {gα : α < d} é uma escala em ωω, então para cada ordinal

limite λ < d e n ∈ ω, podemos definir fλ+n ∈ ωω fazendo fλ+n(x) = x · gλ(x) + n. Como

todo ordinal α < d é da forma α = λ + n para algum ordinal limite λ < d e n ∈ ω, segue que

{fα : α < d} é uma escala em ωω, bem ordenada por <∗, mas dominante com respeito a≤, i.e.,

dada f ∈ ωω existe fα tal que f(n) ≤ fα(n) para todo n ∈ ω. Vamos chamar uma família F

com tal propriedade de escala forte.

Teorema 4.3.2. Se d = ω1, então existe um espaço de Michael

Demonstração. Como ω1 ≤ b ≤ d, a hipótese do teorema nos dá b = d = ω1, donde segue

pelo lema anterior que existe uma escala F = {fα : α < d}, que sem perda de generalidade

supomos ser uma escala forte. Seja X = Y = ωω e considere ρ como sendo a F -topologia; em

virtude do Teorema 4.2.1, é suficiente mostrarmos que:

(a) ρ contém a topologia usual de ωω (o que vale pela definição de ρ);

(b) (ωω, ρ) não é de Lindelöf;

(c) se K ⊂ ωω é u-compacto, então K é F -Lindelöf.

O item (b) segue em virtude de F ser dominante com respeito a ≤: dada f ∈ ωω existe

fα ∈ F tal que f ≤ fα, e assim f ∈ Kfα , donde segue que {Kf : f ∈ F} é uma cobertura por

ρ-abertos de ωω que não admite subcobertura enumerável (pois não existe família dominante

enumerável). Para verificar (c), mostraremos que todo K ⊂ ωω u-compacto tem F -peso enu-

merável; note que é suficiente mostrar isso para conjuntos da forma Kf , para f ∈ F . Como

d = ω1 segue que se α < d, então {fβ : β ≤ α} é enumerável, e assim basta notar que os

conjuntos da forma ∏
n∈ω

Vn ∩ (
⋂
f∈I

Kf ), (4.3.8)
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onde Vn 6= ω para finitos n ∈ ω e I ∈ [{fβ : β ≤ α}]<ω, constituem uma F -base enumerável

para Kfα .

Observação 4.3.3. Em particular, se F ⊆ ωω é tal que a F -topologia satisfaz as condições

(4.2.1), (4.2.2) e, além disso, todo u-compacto de ωω tem F -peso enumerável, então d = ω1

(cf. Proposição 3.3 [1]).

Note que a hipótese d = ω1 acarreta tanto b = ω1 quanto b = d = cov(M). Veremos que

cada uma delas é suficiente para garantir a existência de um espaço de Michael.

Para b = ω1, basta aplicar o mesmo processo da demonstração do Lema 4.3.1 para uma

família ilimitada B e obter uma coleção Y = {fα : α < ω1} ilimitada (logo, não-enumerável)

e bem ordenada por <∗; observe que se K ⊂ ωω é compacto na topologia usual, então K ∩ Y

é necessariamente enumerável (essencialmente por termos b = ω1 e Y bem ordenada), donde a

existência do espaço de Michael segue pelo Corolário 4.2.5.

A fim de obtermos um espaço de Michael a partir da hipótese b = d = cov(M), precisamos

do seguinte lema, enunciado em [1]:

Lema 4.3.4. Se X é um espaço métrico compacto e C é uma cobertura por fechados para X

tal que |C| < cov(M), então C admite subcobertura enumerável.

Teorema 4.3.5. Se b = d = cov(M), então existe um espaço de Michael.

Demonstração. Como b = d, podemos tomar F = {fα : α < d} uma escala forte e novamente

fazer X = Y = ωω e ρ como sendo a F -topologia nos termos do Teorema 4.2.1. Como no

Teorema 4.3.2, o espaço (ωω, ρ) não é de Lindelöf, e assim basta mostrarmos que se K ⊂ ωω é

u-compacto, então K é de F -Lindelöf. Supondo que não seja este o caso, podemos considerar

β = min{α < d : ∃K ⊆ Kfα ∧K é u-compacto e não é F -Lindelöf}. (4.3.9)

Seja K ⊆ Kfβ o u-compacto que não é F -Lindelöf. É fácil ver que K =
⋃
α≤βKfα ∩K

e que, pela minimalidade de β, cada Kfα ∩K é u-compacto e F -Lindelöf. Seja então U uma

cobertura por F -abertos para K − cada F -aberto de U é um F -aberto em ωω interceptado

com K. Vamos mostrar que U tem subcobertura enumerável.
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Para isso, note primeiramente que para cada f ∈ K ′ = K \
⋃
α<βKfα podemos tomar Uf

um u-aberto de ωω que contém f satisfazendo Uf ∩K ⊆ U para algum U ∈ U . De fato, dado

U ∈ U tal que f ∈ U , existem V =
∏

i∈ω Vi um u-aberto básico de ωω e fα0 , . . . , fαn ∈ F

tais que f ∈ V ∩ (
⋂
i≤nKfαi

) ∩K ⊆ U . Agora, como f 6∈
⋃
α<βKfα , temos necessariamente

αj 6≤ β para cada j ≤ n e, por F ser uma escala, isso nos permite inferir que fβ <∗ fαj ou

fβ = fαj . Logo, basta tomar Uf =
∏

i∈ω Ui, onde Ui = Vi se fβ(i) ≤ fαj(i) para todo j ≤ n, e

Ui = Vi ∩ {m ∈ ω : 0 ≤ m ≤ min{fαj(i) : fβ(i) > fαj(i)}}

se fβ(i) > fαj(i) para algum j ≤ n (se K ′ = ∅, então K =
⋃
α<βKfα ∩ K e, como cada

Kfα ∩ K é fechado, segue do Lema anterior que K é reunião enumerável de conjuntos F -

Lindelöf). Temos assim uma cobertura {Uf : f ∈ K ′} por u-abertos para K ′. Como ωω é

hereditariamente Lindelöf, segue que existe {fn : n ∈ ω} ⊆ K ′ tal que K ′ ⊆
⋃
n∈ω Ufn .

Note então que K ′′ = K \
⋃
n∈ω Ufn é u-compacto, {Kfα ∩K : α < β} é uma cobertura por

fechados para K ′′ e, como β < cov(M), em virtude do Lema anterior podemos afirmar que K ′′

é reunião enumerável de conjuntos F -Lindelöf. Logo, K ′′ é F -Lindelöf, donde o resultado

segue facilmente.
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