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Resumo

O intuito da presente dissertação é o estudo do chamado problema de Kakeya.
Mais precisamente, depois introduzir todos os pré-requisitos necessários, demos-
traremos a conjectura de Kakeya no caso de R2, destacando que o caso geral dessa
conjectura, que afirma que cada conjunto de Kakeya de Rn possui dimensão de
Hausdorff igual a n, é ainda um problema aberto.

Palavras-chave: Kakeya, Besicovitch.
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Abstract

In this dissertation we study the so called Kakeya problem. More precisely, after
introducing all the necessary prerequisites, our main goal will be to give a proof of
the the Kakeya conjecture in the case of R2, whose general case, stating that every
Kakeya set in Rn has Hausdorff dimension equal to n, is still an open problem.

Keywords: Kakeya, Besicovitch.
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Introdução

Em 1917, o matemático japonês Soichi Kakeya propôs o seguinte problema :

Qual é a menor área de uma região do plano, que contém um segmento de linha

de comprimento igual a 1, que pode ser rotacionado continuamente em 180° sem

sair da região?

Em 1920, entre uma seleção de questões sobre geometria, foi publicada a pergunta
de Kakeya na revista The American Mathematical Monthly [14]. Tal questão seria
nomeada depois como o problema de Kakeya. A restrição do problema de Kakeya
a conjuntos convexos levou os matemáticos M. Fujiwara e S. Kakeya [4] a conjec-
turar que o triângulo equilátero de altura igual a 1 era o candidato para resolver a
questão. Porém eles não apesentaram nenhuma prova. Somente um ano depois o
matemático húngaro Julius Ṕàl [5] demonstrou que a conjectura anterior era ver-
dadeira. Removendo a hipótese de convexidade, o problema de Kakaya continuou
aberto. Não obstante, foi conjecturado que o hipocicloide de três pontas era a tão
procurada resposta [1].
Em paralelo aos trabalhos supracitados, o matemático russo A. S. Besicovitch es-
tudava um problema parecido ao de Kakeya, mas sob a perpesctiva de uma área
de pesquisa diferente. O objetivo era, para qualquer função Riemann intregrável
de R2, encontrar um par de eixos ortogonais tais que a integral iterada sobre esses
eixos existisse [1]. Besicovitch encontrou uma função para a qual essa afimação
não é verdadeira. Este contraexemplo é apresentado no Capítulo 2. Este trabalho
foi publicado em 1919, ao mesmo tempo que a guerra civil na Rússia havia limi-
tado as comunicações com o resto do mundo. Foi por esta razão que Besicovitch
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não tomou conhecimento do problema de Kakeya (1917) até ter deixado a Rús-
sia. No Capítulo 3, expõe-se a solução dada por Besicovitch (com uma grande
contribuição de Julius Pàl) para o problema de Kakeya. Esta solução consistiu
em modificar a construção do conjunto usado como contraexemplo no problema
já mencionado. Esses conjuntos passaram a ser conhecidos como conjuntos de
Kakeya.
No Capítulo 4, introduzimos a ideia de dimensão, que é necessaria para entender
a estrutura dos conjuntos de Kakeya. Previamente, Besicovitch perguntou se era
possível construir um conjunto de Kakeya no plano de dimensão de Hausdorff
menor que 2. Em 1971, R. Davis provou que todo conjunto de Kakeya do plano
deve ter dimensão de Hausdorff exatamente 2 [10]. Saber se os conjuntos de Ka-
keya de Rd tem dimensão de Hausdorff d é ainda um problema aberto e a hipótese
de que isto é verdadeiro é conhecida como a conjectura de Kakeya (veja Capítulo
5).



CAPÍTULO 1

Preliminares

1.1 Espaços de Medida

Definição 1.1.1. Seja X um conjunto não vazio. Uma σ -álgebra de X é uma
coleção de subconjuntos M de X tais que

(a) /0 ∈M ,

(b) A1, A2, ... ∈M=⇒⋃
∞
k=1 Ak ∈M ,

(c) A ∈M=⇒ Ac ∈M (onde Ac denota o complementar de A).

Definição 1.1.2. Seja X um conjunto com uma σ -álgebra M . Uma medida em
M , ou em (X ,M ), é uma função µ : M → [0,∞] satisfazendo:

i) µ( /0) = 0.

ii) Se E1,E2, ... é uma família enumerável de conjuntos disjuntos de M , então:

µ

(
∞⋃

n=1

En

)
=

∞

∑
n=1

µ(En).

6
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Seja X um conjunto e M uma σ -álgebra sobre X . Então,

• O par (X ,M ) é dito um espaço mensurável e os conjuntos de M são cha-
mados conjuntos mensuráveis.

• Se µ é uma medida em (X ,M ), a terna (X ,M ,µ) é chamada espaço de
medida.

Definição 1.1.3. Dado um espaço de medida (X ,M ,µ), N ∈M é chamado nulo
se µ(N) = 0.

Pela subaditividade, a união enumerável de conjuntos nulos é nulo. Se uma afir-
mação vale para todo ponto x ∈ X −N, onde N é conjunto nulo , dizemos que ela
vale quase sempre (abreviado q.s.) ou para quase todo x ∈ X .

1.2 Medida exterior e teorema de Carathéodory

Sejam X um conjunto não vazio e P(X) a família de todos os subconjuntos de X .
Uma medida exterior µ∗ sobre X é uma função

µ∗ : P(X)→ [0,∞]

tal que

(i) µ∗( /0) = 0.

(ii) Se E1 ⊂ E2, então µ∗(E1)≤ µ∗(E2).

(iii) Se E1,E2, ... é uma família enumerável de conjuntos , então

µ∗

(
∞⋃

n=1

En

)
≤

∞

∑
n=1

µ∗(En).

Definição. Um subconjunto E de X é chamado Carathéodory mensurável, ou sim-
plesmente mensurável, se

µ∗(E) = µ∗(E ∩A)+µ∗(Ec∩A), ∀A⊂ X . (1.1)
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Um fato notável derivado da definição dada em (1.1) é resumido no seguinte teo-
rema.

Teorema 1.2.1. Dada uma medida exterior µ∗ em X, a coleção M de conjuntos

Carathéodory mensuráveis é uma σ -álgebra. Além disso, µ∗ restrita a M é uma

medida.

Demonstração. Veja [3].

1.3 Medida Exterior Métrica

Se X é dotado de uma “função distância” ou “métrica”, existe uma classe parti-
cular de medidas exteriores que induzem medidas sobre a σ -álgebra gerada pelos
conjuntos abertos de X .

Definição 1.3.1. Um espaço métrico é um par (X ,d), onde X é um conjunto não
vazio e d uma função d : X×X → [0,∞) que satisfaz:

M1) d(x,y) = 0⇐⇒ x = y .

M2) d(x,y) = d(y,x) ∀ x,y ∈ X .

M3) d(x,y)≤ d(x,z)+d(z,y), ∀ x,y,z ∈ X .

Se (X ,d) é um espaço métrico, em X é definida uma topologia. A saber, a topolo-
gia gerada pelas bolas abertas

Br(x) = {y ∈ X : d(x,y)< r} .

Dizemos que O ⊂ X é aberto se, para qualquer x ∈ O , existe r > 0 tal que a bola
aberta Br(x) está contida em O .

Finalmente, sobre um espaço métrico podemos definir a σ -álgebra de Borel, BX ,
que é a menor σ -álgebra que contém os conjuntos abertos de X . Os elementos de
BX são chamados conjuntos de Borel ou Borelianos.



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES 9

Definição. Dados dois subconjuntos A e B de (X ,d), a distância entre A e B é
definida por

d(A,B) = inf{d(x,y) : x ∈ A e y ∈ B} .

Definição. Uma medida exterior µ∗ em X é chamada métrica se:

µ∗(A∪B) = µ∗(A)+µ∗(B), ∀A,B ∈P(X) : d(A,B)> 0. (1.2)

Teorema 1.3.2. Se µ∗ é uma medida exterior métrica em (X ,d), os Borelianos de

X são mensuráveis, e µ∗ restrita à BX é uma medida.

Demonstração. Pela definição de BX é suficiente provar que todo conjunto fe-
chado em X é Carathéodory mensurável. Portanto, seja F um fechado em X e A

um subconjunto de X com µ∗(A)< ∞. Para cada n > 0, seja

An =

{
x ∈ Fc∩A : d(x,F)≥ 1

n

}
.

é claro que An ⊂ An+1 pois se x ∈ An , d(x,F) ≥ 1
n ≥ 1

n+1 então x ∈ An+1. Dado
que F é fechado notemos Fc ∩A =

⋃
∞
n=1 An(∗). De fato, se x ∈ Fc ∩A e como

F̄ = F temos d(x,F)> 0 assim podemos tomar n0 ∈N tal que d(x,F)≥ 1
n0

. Logo,
x ∈ An0ou seja x ∈ ⋃∞

n=1 An. Além disso, se x ∈ F ∩A e d(x,y) < 1/n então pela
propriedade (M3) de d

d(y,F)≤ d(x,y)+d(x,F)< 1/n+0

logo, y /∈ An. Assim, d(F ∩A,An)≥ 1/n > 0 . Por outro lado, A ⊃ (F ∩A)∪An.
Portanto,

µ∗(A)≥ µ∗((F ∩A)∩An)
(1.2)
= µ∗(F ∩A)+µ∗(An). (1.3)

Afirmamos que
lim
n→∞

µ∗(An) = µ∗(Fc∩A).

De fato, seja Bn = An+1∩Ac
n , notemos que

d(Bn+1,An)≥ 1/n(n+1) > 0. (1.4)
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Pois se d(Bn+1,An) < 1/n(n+1), ou seja d(x,F) ≤ 1/n , d(x,y) < 1/n(n+1) e y ∈ An,
então

d(y,F)≤ d(x,y)+d(x,F)< 1/n(n+1)+ 1/n+1 = 1/n.

Logo, y /∈ An(absurdo). Pela definição de Bn, obtemos A2k+1 ⊃ B2k∪A2k−1 e por
(1.4) se segue

µ∗(A2k+1)≥ µ∗(B2k∪A2k−1)
(1.2)
= µ∗(B2k)+µ∗(A2k−1).

Da mesma forma,

µ∗(A2k−1)≥ µ∗(B2k−2∪A2k−3) = µ∗(B2k−2)+µ∗(A2k−3)

indutivamente,

µ∗(A2k+1)≥
k

∑
j=1

µ∗(B2 j)+µ∗(A1)

em particular,

µ∗(A2k+1)≥
k

∑
j=1

µ∗(B2 j).

Por um argumento similar temos

µ∗(A2k)≥
k

∑
j=1

µ∗(B2 j−1).

Já que µ∗(An)≤ µ∗(A)<∞ para todo n, encontramos que as séries ∑
k
j=1 µ∗(B2 j−1)

e ∑
k
j=1 µ∗(B2 j) são convergentes(∗∗). Por outro lado, de (∗)

An ⊂ Fc∩A⊂ An∪
(

∞⋃
j=n+1

B j

)
∀n

Daí que,

µ∗(An)≤ µ∗(Fc∩A)≤ µ∗(An)+µ∗(
∞⋃

j=n+1

B j)



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES 11

µ∗(An)≤ µ∗(Fc∩A)≤ µ∗(An)+
∞

∑
j=n+1

µ∗(B j).

Sabemos de (∗∗) que quando n→ ∞, ∑
∞
j=n+1 µ∗(B j)→ 0. Assim,

lim
n→∞

µ∗(An) = µ∗(Fc∩A).

Por fim de (1.3) e a linha anterior, concluímos que F é Carathéodory mensurável,
isto é

µ∗(F)≥ µ∗(F ∩A)+µ∗(Fc∩A).

1.4 Espaços LP

Definição 1.4.1. Seja (X ,µ) um espaço de medida. Dado 1≤ p < ∞, denotamos
por Lp(X ,µ) o espaço de todas as funções f : X → R µ-mensuráveis tais que´

X | f |
p dµ < ∞. Para o caso p = ∞ dizemos que f ∈ L∞(X ,µ) se e somente se

sup{λ ∈ R : µ({| f | ≥ λ})> 0}< ∞.

denotaremos Lp(X ,µ) simplesmente como Lp(X). Para uma função em Lp(X ,µ)

com 1≤ p < ∞ definimos

‖ f‖Lp(X ,µ) = ‖ f‖p :=
(ˆ

X
| f |p dµ

) 1
p

,

e para uma função em L∞(X ,µ) definimos

‖ f‖L∞(X ,µ) = ‖ f‖
∞

:= sup{λ ∈ R : µ({| f | ≥ λ})> 0}.



CAPÍTULO 2

Conjunto de Besicovitch

Definição 2.0.2. Um conjunto de Besicovitch é um conjunto compacto E ⊂ Rd

de medida de Lebesgue nula que contém um segmento de linha de comprimento
igual a 1 em qualquer direção, isto é

∀ξ ∈ Sd−1 ∃x ∈ E : x+ tξ ∈ E ∀t ∈ [−1
2
,
1
2
],

onde Sd−1 =
{

x ∈ Rd : ‖x‖= 1
}

. Em torno de 1917 o matemático russo, Abram
Samoilovitch Besicovitch formulou o seguinte problema:

Seja f :R2→R uma função Riemann integrável. É possível encontrar um sistema

de coordenadas ortogonais (u,v) tais que a função g(u) =
´

f (u,v)dv exista para

todo u, seja Riemann integrável e que a integração iterada com respeito a u e v

seja igual à integral de f em R2 ?

Em 1919, Besicovitch provou que existe uma função para a qual isto não é ver-
dadeiro. Seu contraexemplo é baseado na existência de um conjunto compacto
de medida nula que contém segmentos de linha de comprimento igual a 1 em
qualquer direção; tal conjunto foi chamado de conjunto de Besicovitch .

Teorema. (Critério de Lebesgue) Sejam S um subconjunto de R2 limitado e

12
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f : S→ R uma função cujos pontos de descontinuidade formam um conjunto de
medida de Lebesgue nula. Então f é Riemann integrável em S.

O contraexemplo de Besicovitch usa o exemplo clássico da integral de Riemann:

Exemplo. A função característica dos números racionais em [0,1]

XQ∩[0,1](x) =

1 se x é racional,

0 outro caso.

XQ∩[0,1] é não integrável.

Agora, podemos descrever a função descoberta por Besicovitch, que foi apre-
sentada no artigo [1]. Por enquanto, assumamos a existência de conjuntos de
Besicovitch, a construção de tais conjuntos será explicada posteriormente.

Sejam E um conjunto de Besicovitch, (x,y) um sistema de coordenadas ortogo-
nais, F0 = {(x,y) ∈ E ex ∈Qouy ∈Q} e f : R2→ R função definida por

f (x,y) =

1 se (x,y) ∈ F0,

0 se (x,y) /∈ F0.

Sendo o conjunto de pontos de descontinuidade de f contido num conjunto de me-
dida nula, pelo critério de Lebesgue, segue-se que f é Riemann integrável. Além
disso, como F0 é denso e enumerável em qualquer segmento de linha contido em
E, segue-se que f não pode ser avaliada por uma integral iterada em qualquer
sistema de coordenadas ortogonal. De fato, dado um sistema de coordenadas or-
togonais (u,v) existe um segmento contido em E, digamos v = c, tal que f não
é Riemann integrável pelas mesmas razões do exemplo anterior; os pontos (u,c)
tais que f (u,c) = 1 é denso no segmento de linha. Por isso, a soma superior e in-
ferior de Riemann não convergem em nemhuma partição do plano, logo a função
g : R→ R, definida por g(u) = f (u,c) não é Riemann integrável.
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2.1 Construção do conjunto de Besicovitch

Nesta seção descreve-se a construção do conjunto de Besicovitch. Esta construção
([1]) foi modificada várias vezes. Em 1928, Perron simplificou a prova de Besico-
vitch. Seguido de Rademacher (1962), Shoenberg (1962), Besicovitch novamente
(1963) e Fisher (1971). Abaixo apresentaremos a prova simplificada dada por
Besicovitch e Perron.

2.1.1 A árvore de Perron

A árvore de Perron é um conjunto de medida arbitrariamente pequena que contém
segmentos de linha de comprimento igual a 1 em todas direções num setor de 60°.
Tomando 5 cópias de uma árvore de Perron e rotacionando cada uma delas 60°
em relação ao conjunto anterior obteremos um conjunto de medida arbitariamente
pequena, que contém segmentos de linha em qualquer direção.
A construção começa com um triângulo equilátero de altura h ≥ 1 que obvia-
mente contém segmentos de linha de comprimento igual a 1 em todas as direções
num setor de 60°. Dividindo-o em subtriângulos menores e superpondo-os de
uma certa forma, podemos reduzir a área consideravelmente, ainda preservando
os segmentos de linha, como ilustrado na Figura 2.3. O lema e teorema seguinte
tornam a idéia anterior mais precisa.
Nesta seção |A| denota a área do conjunto A, isto é, a medida 2-dimensional de
Lebesgue de A.

Lema 2.1.1. Seja T um triângulo com altura h igual a 1 e comprimento de base

igual a 2b sobre uma linha L. Podemos dividir o triângulo em dois subtriângulos

T1 e T2 e fazendo uma translação de T2 de 2(1−α)b no eixo horizontal com

direção negativa, para α ∈ (1
2 ,1), formamos uma figura S que consiste em um

triângulo T ′ semelhante à T onde |T ′|= α2 |T |e dois triângulos auxiliares A1, A2

( Figura 2.1). Para esta construção a área de S é dada por:

|S|= (α2 +2(1−α)2) |T | .
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Demonstração. Da geometria elementar, temos |T |= bh. O comprimento da base
de T ′ é

2b−2(1−α)b = 2αb,

e dado que T ′ é semelhante com T , sua altura deve ser h, multiplicada pelo mesmo
fator que a base, ou seja αh. Logo, a área de T ′ é

∣∣T ′∣∣= 1
2
[(2αb)(αh)] = α

2(bh) = α
2 |T | .

Para calcular a área dos triângulos A1 e A2 desenhamos uma linha paralela à linha
de base de forma que passe pelo ponto de interseção entre A1 e A2 (Figura 2.2).
Portanto, temos quatro triângulos A1u, A1l, A2u, A2l . Novamente por geometria
elementar temos que A1u é semelhante à T1 com razão 1−α e A2u é semelhante
à T2 também com razão 1−α . Além disso, A2l é congruente com A1u, e A1l é
congruente com A2u. Segue então que os quatro triângulos têm comprimento de
base (1−α)b e altura (1−α)h, assim

|Au1|= |Al1|= |Au2|= |Al2|=
1
2
(1−α)2bh =

1
2
(1−α)2 |T |

e como |S|= |T ′|+ |A1|+ |A2| temos

|S|= α
2 |T |+4

(
1
2
(1−α)2 |T |

)
= (α2 +2(1−α)2) |T | .
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T1 T2

h

b b

A1 A2

T ′

S

2(1− α)b

Figura 2.1: Descrição do Lema 2.1.1

b

A2u A1u

A2l A1l

Figura 2.2: Semelhança de Triângulos

Este processo elementar é um dos principais componentes na construção do con-
junto de Besicovitch. Chamaremos triângulos como T ′ o “tronco” e os triângulos
como A1, A2 os “galhos”. A “árvore” que criaremos terá um tronco fino e muitos
galhos minúsculos.

Teorema 2.1.2. Seja T qualquer triângulo com base sobre uma linha L. Se di-

vidirmos a base de T em 2k segmentos iguais e unirmos por meio de um seg-

mento de linha os pontos de divisão com o ponto oposto obtemos subtriângu-

los T1, T2, ..., T2k e escolhendo k suficientemente grande, podemos transladar os

subtriângulos até superpô-los de forma que a nova figura S tenha área arbitra-

riamente pequena (Figura 2.3). Além disso, se V é aberto tal que T ⊂ V então

S⊂V .
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Demonstração. Dividimos o triângulo T em 2k subtriângulos de igual compri-
mento de base, como descreve a Figura 2.3. Começamos considerando os triân-
gulos consecutivos T 2i e T2i−1 para 1≤ i≤ 2k−1. Dado que cada par de triângulos
compartilham um lado, podemos aplicar o Lema 2.1.1 a cada par, até obter 2k−1

novas figuras S1
1, S1

2, ..., S1
2k−1 . Cada S1

i (arvorezinha) consiste de um tronco T 1
i

(semelhante T2i∪T2i−1) com
∣∣T 1

i

∣∣= α2 |T2i∪T2i−1|(�) e os galhos A1
2i, A1

2i−1. O
coeficiente α é fixado ao longo da construção (será especificado depois). Pelo
Lema 2.1.1, a nova figura S1

i tem área

∣∣S1
i
∣∣= (α2 +2(1−α)2) |T2i−1∪T2i| .

O seguinte passo (passo 2) consiste em trabalhar consecutivamente com os S1
i .

Notemos que para cada i temos que um lado do triângulo T 1
2i−1 é paralelo e de

igual comprimento ao lado oposto de T 1
2i. Assim, podemos transladar os S1

i tal
que os 2k−1 troncos formem um tronco composto, o qual é semelhante ao triângulo
original T . De fato, para 1≤ i≤ 2k−2 translademos S1

2i rumo S1
2i−1 para obter 2k−2

árvores S2
i . O tronco T 2

i de cada S2
i pelo Lema 2.1.1 tem área

∣∣T 2
i
∣∣= α

2 ∣∣T 1
2i∪T 1

2i−1
∣∣ (�)= α

2
α

2 |T4i∪T4i−1∪T4i−2∪T4i−3|=
α4

2k−2 |T | .

Logo,
2k−2

∑
i=1

∣∣T 2
i
∣∣= α

4 |T | .

Observando a semelhança entre os galhos e o tronco obtemos que a área dos ga-
lhos de

⋃2k−2

i=1 S2
i não é maior que 2(1−α)α2 |T |, se segue

2k−2

∑
∣∣S2

i
∣∣≤ (α4 +2(1−α)2

α
2) |T | ≤ (α4 +2(1−α)2 +2(1−α)2

α
2) |T | .

No passo r (2 ≤ r ≤ k) transladamos as árvores Sr−1
i (1 ≤ i ≤ 2k−r) como se

descreve no passo 2 até obter 2k−r novas árvores Sr
1, ..., Sr

2k−r . Em cada passo,
a soma das áreas dos troncos dos Sr

i terá um fator α2 a mais e os galhos terão
área não maior que 2(1−α)2α2r−2 |T |. Finalmente, obtemos a árvore de Perron
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Sk
1 = S, a qual satisfaz

|S| ≤ (α2k +2(1−α)2
k−1

∑
i=0

α
2i) |T | ,

onde

2(1−α)2
k−1

∑
i=0

α
2i ≤ 2(1−α)2

∞

∑
i=0

α
2i =

2(1−α)2

1−α2 = 2
1−α

1+α

α∈( 1
2 ,1)
< 2(1−α).

Portanto,
|S| ≤

(
α

2k +2(1−α)
)
|T | .

Tomando α perto de 1 e escolhendo k suficientemente grande podemos fazer o
fator α2k +2(1−α) arbitrariamente pequeno.
Seja ε > 0 e V aberto tal que T ⊂V . Observe que fixando a posição do triângulo
T1 ao longo da contrução anterior, nenhum dos triângulos T2, ...,T2k se moverá
(em relação à T1) mais do que o comprimento da base do triângulo T . Portanto, se
dividimos T em subtriângulos de comprimento de base menor que ε e aplicando
a construção anterior nesses triângulos obtemos um conjunto S′ de área arbitrari-
amente pequena. De fato, seja x ∈ S′ então x está na translação de algum Ti que
tem comprimento de base não maior que ε . Logo, a distância percorrida (trans-
lação) por Ti até sua posição original (dentro de T ) não é maior que ε . Assim,
d(x,T ) < ε . Tomando ε < d(T,V c)

2 obtemos que x ∈ V e dado que x foi arbitrário
temos que S′ ⊂V .
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Figura 2.3: Descrição do Teorema 2.1.2 (k = 3)

Teorema 2.1.3. Para todo n ≥ 2, existe um conjunto F ⊂ Rd de medida de Le-

besgue nula que contém segmentos de linha de comprimento igual a 1 em todas

direções.

Demonstração. Para n = 2, construimos um conjunto F1 de medida nula que con-
tém um segmento de linha em todas direções num setor de 60°. Fazendo cópias
de F1, rotacionando-as como se descreve no começo da seção e tomando a união
delas, obtemos o conjunto desejado.
Sejam S0 um triângulo equilátero de altura h igual a 1 e V0 aberto que contém
S0 tal que |V̄0| ≤ 2 |S0| (onde V̄ denota o fecho de V ). Aplicando a construção
descrita no Teorema 2.1.2 a S0 obtemos a figura S1 ⊂V0 com |S1| ≤ 2−2(podemos
tomar a área de S1 tão pequena como queiramos). Dado que S1 é a união finita
de triângulos, existe um conjunto aberto V1 tal que S1 ⊂ V1 ⊂ V0 e |V̄1| ≤ 2 |S1|.
Analogamente reaplicamos o teorema a Si−1 obtendo a figura Si a qual satisfaz

|Si| ≤ 2−i−1 (2.1)
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e existe Vi aberto tal que

Si ⊂Vi ⊂Vi−1 e |V̄i| ≤ 2 |Si| . (2.2)

Seja

F1 :=
∞⋂

i=0

V̄i.

É claro que F1 é não vazio pois é a intersecção de uma sequência decrescente
de conjuntos compactos V̄i. Provemos que este conjunto fechado tem medida de
Lebesgue nula. De fato,

|F1|= lim
i→∞
|V̄i|

(2.2)
≤ lim

i→∞
2 |Si|

(2.1)
≤ lim

i→∞
2.2−i−1 = 0.

Assim, só resta provar que F1 contém segmentos de linhas em qualquer direção
num setor de 60°. Sabemos que cada Si e logo cada V̄i contém um segmento de
linha de comprimento igual a 1 em qualquer direção φ (sem perda de generalidade
tomemos o setor 0 ≤ φ ≤ 60°). Seja li(t) = mit + bi segmento de linha de com-
primento igual a 1 com direção φi onde tanφi = mi e li ⊂ V̄i. Como {V̄i}i∈N é uma
sequência decrescente temos que para j fixado li ⊂ V̄j onde i≥ j e dado que V̄j é
compacto, temos que a sequência {li}i∈N contém uma subsequência {lik}k∈N que
converge a um segmento l(t) = mt + b de comprimento igual a 1 e com direção
φ (m= tanφ ), pois b+tm= limik→∞ mikt+bik . Dado que para cada j temos li⊂ V̄j

se i≥ j assim l ⊂ V̄j para cada j pois os V̄j são fechados. Portanto

l ⊂
∞⋂

i=0

V̄i = F1.

Para n > 2 tome F1 o conjunto de Besicovitch de R2. Seja B ⊆ Rd−2 a bola cen-
trada no origem de raio 1

2 . Afirmamos que o conjunto F = F1×B é um conjunto
de Besicovitch de Rd . De fato, é claro que a medida de F é nula pois a medida de
F1 é nula também. Notemos que F contém segmento de linha em cada direção.
Dado ξ ∈ Sd−1, escrevemos

ξ = (ξ1, ..., ξd).
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Se (ξ1,ξ2) = (0,0) o resultado é imediato pois B claramente contém segmentos de
linha em qualquer direção. Agora, se (ξ1,ξ2) 6=(0,0), por hipótese de F1, sabemos
que existe um segmento de comprimento igual a 1 com direção (ξ1,ξ2) ∈ S1.
Podemos escrever o segmento lξ como

lξ =

{
(a1, a2)+ t(ξ1,ξ2) : t ∈ [−1

2
,
1
2
]

}
,

onde (a1,a2) ∈ R2. Já que o conjunto lξ ×B está contido em F , o segmento

l′
ξ
=

{
(a1,a2,0, ...,0)+ t(ξ1,ξ2, ...,ξn) : t ∈ [−1

2
,
1
2
]

}
está contido em F e claramente está na direção ξ .

Observação 2.1.4. Como vimos no Teorema 2.1.3 é possível construir o conjunto
de Besicovitch para n≥ 2. Não obstante, nem todo conjunto de Besicovitch é ne-
cessariamente formado pelo produto cartesiano de dois conjuntos, onde um deles
é um conjunto Besicovitch F ⊂ R2. De fato, aplicando a ideia original de Be-
sicovitcht numa pirâmide de R3 eventualmente obteremos uma árvore de Perron
de três dimensões e após fazer as devidas analogias para R3 por fim teremos o
conjunto desejado. Na seguinte imagem se mostram as três primeras etapas da
contrução.

Figura 2.4: Arvore de Perron em R3

Fonte: Veja [16].



CAPÍTULO 3

Problema de Kakeya

Definição. Uma agulha é um segmento de linha de comprimento igual a 1.

Definição. Seja F ⊂Rn. F é um conjunto de Kakeya se é possivel rotacionar con-
tinuamente 180° uma agulha dentro de F , isto é, se existe uma aplicação contínua
l : t 7→ l(t) onde t ∈ [0,1] e l(t)⊂ F é uma agulha para todo t.

Ao mesmo tempo que Besicovicht, em 1917, o matemático Japonês Soichi Ka-
keya fez uma pergunta parecida à de Besicovicht, a saber:
Qual é a menor área de uma região do plano que contém uma agulha, que pode

ser rotacionada continuamente em 180° sem sair da região?

Nos artigos [2] e [4] se conjectura que o conjunto convexo de menor área que
soluciona a pergunta de Kakeya é o triângulo equilâtero de altura unitária (com
área

√
3

3 ≈ 0.58) (Figura 3.2). Tal conjectura só foi provada em 1920 pelo mate-
mático húngaro Julius Pàl [5]. Retirada a hipótese de convexidade, conjecturou-se
que o deltoide de três pontos ou hipocicloide (Figura 3.3), que tem área π

8 ≈ 0.39
é o conjunto que soluciona a pergunta de Kakeya. Porém, a conjectura não foi
provada e assim o problema continuou aberto.

Devido ao isolamento da Rússia do mundo oriental por causa da guerra civil russa
(1917-1923), Besicovitch foi avisado do problema de Kakeya só quando deixou

22
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a Rússia. Depois que o problema chegou a ele, este percebeu que com só uma
modificação na sua construção do conjunto de Besicovitch (Capítulo 2) junto com
o truque de Pàl, denominado conexões de Pàl, obteria que dado qualquer número
maior que zero, por muito pequeno que seja, era possível construir uma região
planar de área menor a tal número a qual contém uma agulha que pode ser rotaci-
onada continuamente 180° e voltar a sua posição original, provando assim que a
conjectura da Hipocicloide era falsa. Posteriormente descreveremos em detalhe a
construção do conjunto de Kakeya de medida arbitrariamente pequena. A seguir,
apresentaremos algums exemplos de tais conjuntos.

Exemplos

1. Obviamente um círculo de diâmetro um (Fig. 3.1) é um conjunto de Kakeya.
Se tomarmos o ponto médio de um segmento que passa pelo centro do círculo e
rotacionarmos tal segmento em 360° ao redor desse ponto, o segmento sempre
estará dentro do círculo.

Figura 3.1: Círculo de diâmetro igual a 1.

2. O triângulo equilátero ABC de altura um é um conjunto de Kakeya. De fato,
colocando a agulha (em vermelho na figura 3.2) sobre o lado AC de forma que
algum ponto extremo da agulha coincida com A, assim poderemos rotacioná-la
em 60 graus na direção de AB; após deslocamos a agulha ao longo de AB até
atingir o ponto B, em seguida rotacionamos ao redor de B em direção de BC e
assim sucessivamente. Teremos então que a agulha foi rotacionada continuamente
em 360° sem sair do triângulo.
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Figura 3.2: Triângulo equilátero de altura igual a 1.

3. A hipocicloíde de três pontos inscrito num círculo de diâmetro 3/2 é um con-
junto de Kakeya. Notemos que a reta tangente em qualquer ponto M do hipo-
cicloide junta outros dois pontos A e B da figura, tais que a distância entre eles
é igual a 1. Portanto, se deixamos uma extremidade do segmento percorrer o
hipocicloíde enquanto o segmento continue tocando a figura, temos que a outra
extremidade do segmento também se moverá no hipocicloide e assim o segmento
de comprimento unitário rotacionará 360° e sempre estará dentro da figura.

Figura 3.3: Hipocicloide.
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3.1 Construção de um conjunto de Kakeya com me-
dida arbitrariamente pequena

Primeiramente, descrevemos a ferramenta principal para construir o conjunto de
Kakeya, as chamadas conexões de Pàl.

3.1.1 Conexões de Pàl

A ideia de Pàl consistiu em notar que é possivel mover continuamente um seg-
mento de linha do plano a qualquer posição paralela à posição inicial. Tudo isso
num conjunto de medida arbitrariamente pequena. Formalizaremos a ideia ante-
rior no seguinte lema.

Lema 3.1.1. Sejam L1 e L2 duas retas paralelas no plano. Então, dado ε > 0,

existe um conjunto E que contém L1e L2, com |E| < ε , tal que uma agulha pode

ser movida continuamente de L1 a L2 sem sair de E.

Demonstração. Tome x1 e x2 pontos em L1e L2 respectivamente e seja E o con-
junto que consiste de L1, L2, do segmento M que junta x1e x2 e dos setores circu-
lares Si (i = 1,2) que se encontram entre Li e M centrados em xi (i = 1,2) (Figura
3.4). Assim

|E|= |L1∪L2∪M∪S1∪S2|= |S1∪S2|= 2 |S1| .

onde |S1|= πθ

360 (área de um setor circular de raio 1) e θ dado em graus. Vejamos
que a área total de E pode ser tão pequena como se desejar; isto tomando x1

e x2 suficientemente afastados. De fato, sabemos que θ =sin K
d(x1,x2)

onde k =

d(L1,L2). Logo, tomando d(x1,x2) =
K

arcsin ε

2
obtemos que

|E|= 2
πθ

360
=

πε

360
< ε.

Além disso, a agulha com ponto extremo x1 pode ser movida de L1 a L2, isto por
uma rotação no setor S1, seguido de uma translação ao longo de M e finalmente
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por uma rotação no setor S2.

b
b

x1
S1

S2

x2

L1

L2

M

Figura 3.4: Descrição do Lema 3.1.1

Teorema 3.1.2. Dado ε > 0, existe um conjunto E com |E| < ε , no qual uma

agulha pode ser rotacionada continuamente 180° sem sair de E.

Demonstração. Seja T um triângulo equilátero de altura igual a 1, com base sobre
uma reta L. Aplicamos o Teorema 2.1.2 ao triângulo T para obter uma figura
Sk, que é união de m = 2k subtriângulos e |Sk| < ε

6 . Sabemos que Sk contém
agulhas em todas direções num setor de 60°. Agora, tomando 3 cópias de Sk e
rotacionando-as apropriadamente, obtemos um conjunto E0 que contém agulhas
em todas direções num setor de 180° e |E0|< ε

2 . Precisaremos do Lema 3.1.1 para
transladar a agulha entre as três componentes. De fato, como E0 é união de 3m

subtriângulos Ti, 1 ≤ i ≤ 3m e para cada i, um lado do triângulo Ti é paralelo a
um lado do triângulo Ti+1, segue pelo Lema 3.1.1 que existe um conjunto Ni tal
que |Ni|< ε

6m , que se o adicionamos a E0, poderemos transladar continuamente a
agulha de Ti a Ti+1. Seja E :=

⋃3(m−1)
i=1 Ni∪E0. Pela construção anterior podemos

rotacionar continuamente uma agulha 180° em E e

|E|< 3(m−1)
ε

6m
+

ε

2
< ε.

Portanto, obtemos o conjunto desejado.



CAPÍTULO 3. PROBLEMA DE KAKEYA 27

Proposição 3.1.3. Todo conjunto de Kakeya F ⊂R2 tem área estritamente maior

que zero [6].

Demonstração. Seja F ⊂ R2 conjunto de Kakeya. Pela definição, existe uma
função contínua l : t 7→ l(t) tal que para todo t ∈ [0,1], l(t) ⊂ F é uma agulha.
Podemos parametrizar cada agulha como:

l(t) =
{
(x(t)+ scosω(t),y(t)+ ssinω(t)) : s ∈ [−1

2
,
1
2
]

}
,

onde x,y,ω : [0,1] 7→ R são funções contínuas.
Dado que, qualquer função contínua definida num conjunto compacto é unifor-
memente contínua temos que em particular, existe δ > 0 tal que

∣∣x(t)− x(t ′)
∣∣ , ∣∣y(t)− y(t ′)

∣∣ , ∣∣ω(t)−ω(t ′)
∣∣< 0.0001 (3.1)

sempre e quando t, t ′ ∈ [0,1] com |t− t ′| ≤ δ .
Observe que ω(t) não pode ser uma função constante, de outra forma a agulha
não rotacionaria. Logo, existem t0, t1 ∈ [0,1] com |t0− t1| ≤ δ e ω(t0) 6= ω(t1).
Assuma sem perda de generalidade que t0 < t1 e x(t0) = y(t0) = ω(t0). Seja a ∈
[−0.4,0.4] número real. De (3.1) obtemos que para todo t0 ≤ t ≤ t1, a agulha l(t)

intercepta a linha vertical x = a em algum ponto (a,ya(t)). E como l(t) ⊂ F , tal
ponto também deve estar em F . Além disso, ya(t) é contínua em t. Assim, pelo
Teorema do valor intermediário, para todo c dentro do intervalo I formado entre
(a,ya(t0)) e (a,ya(t1)) existe t tal que c = (a,ya(t)) ∈ F . Portanto,

⋃
a∈[−0.4,0.4]

(a,ya(t)) = [−0.4,0.4]× I = F0 ⊂ F

sendo a área de F0 um número positivo.



CAPÍTULO 4

Medida e dimensão de Hausdorff

Começamos este capítulo com a seguinte pergunta:

O que é dimensão?

Conjuntos como um ponto, uma linha ou o interior de um quadrado são objetos
matemáticos, os quais podemos entender intuitivamente usando o senso comum e
não temos problemas em dizer que suas dimensões são zero, um e dois respecti-
vamente. Não obstante, atribuir dimensão a um conjunto arbitrário (aqui conside-
ramos, por simplicidade, só subconjuntos da reta real, do plano ou mais geral do
espaço euclideano n-dimensional) de forma natural (chamamos esta correspon-
dência uma função dimensão), nunca é uma tarefa trivial.
Esclarecemos o significado da correspondência natural mencionada no parágrafo
anterior. Para um conjunto arbitrário X ⊂Rd a dimensão de X , que será denotada
por dimX , satisfaz as seguintes condições:

(1) Para o conjunto {p}, dim{p}= 0, para o intervalo unitário I1, dim I1 = 1, em
geral, para um cubo m-dimensional Im, dim Im = m.

(2) (Monotocidade) Se X ⊂ Y ,

dimX ≤ dimY.

28
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(3) (Estabilidade enumerável) Se {X j} uma sequência de conjuntos fechados de
Rd , então:

dim

(
∞⋃

j=1

X j

)
= sup

j≥1
dimX j.

(4) (Invariância) Se ψ : Rd 7→ Rd é um homeomorfismo então:

dimψ(X) = dimX , ∀X ⊂ Rd.

4.1 Medida de Hausdorff

Apresentaremos nesta seção a medida de Hausdorff, que é um outro exemplo de
medida definida em Rd . A medida de Hausdorff é utilizada quando se pretende
medir o volume de regiões de Rd que possuem fronteiras “complicadas” que não
poderiam ser mensurados com outra medida, como a de Lebesgue, por exemplo.
Isso vem do fato de que a medida de Lebesgue utiliza aproximações com interva-
los ou retángulos ou em geral, com caixas, para medir subconjuntos de R, R2 e
de Rd respectivamente. Pelo contrário, a medida de Hausdorff utilizará conjuntos
arbitrários de diâmetro finito no lugar caixas, por exemplo.
Do ponto de vista teórico, apesar da definição de medida de Hausdorff ser dife-
rente da definição de medida de Lebesgue, podemos encará-la como uma generali-
zação desta última, visto que é provado que elas são “equivalentes” em condições
que serão explicitadas posteriormente. Além disso, usando a medida de Hausdorff
pode-se introduzir uma noção de dimensão, que possui a característica notável de
admitir valores não necessariamente inteiros, em outras palavras, é possível ter-
mos objetos de dimensões intermediárias entre 0 e 1, por exemplo.
Antes de definir a medida de Hausdorff, ressaltamos que tal medida pode ser de-
finida em conjuntos mais gerais que o Rd e que, portanto, sua definição e suas
características (e consequentemente sua teoria em si) são bem mais abstratas que
a da medida de Lebesgue.

Primero consideremos medida exterior, definida em termos de coberturas, a qual
restringida aos conjuntos de Borel será a desejada medida de Hausdorff.
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Definição. Seja E um subconjunto de Rd . A medida exterior α-dimensional de
Hausdorff de E é definida por

m∗α(E) = lim
δ→0

inf

{
∞

∑
k=1

(diamFk)
α : E ⊂

∞⋃
k=1

Fk, diamFk ≤ δ , ∀k
}
.

Onde diamS é o diâmetro do conjunto S, isto é, diamS = sup{|x− y| : x, y ∈ S}.
Em outras palavras, para cada δ > 0 consideramos coberturas de E por famílias
enumeráveis (arbitrárias) de conjuntos com diâmetro menor que δ , logo toma-
mos o ínfimo das somas ∑

∞
k=1(diamFk)

α sobre tais coberturas. Assim, definimos
m∗α(E) como o limite desses ínfimos quando δ tende a 0. Consideremos a quanti-
dade

Hδ
α (E) = inf

{
∞

∑
k=1

(diamFk)
α : E ⊂

∞⋃
k=1

Fk, diamFk ≤ δ , ∀k
}
.

Vejamos as seguintes observações das definições anteriores:

Observação 4.1.1. Na definição de Hδ
α (E), as coberturas finitas também estão

inclusas, o caso extremo será que o conjunto E seja sua própria cobertura. Esta
definição depende só do diâmetro de cada {Fk} e nada tem a ver a forma como E

é coberto.

Observação 4.1.2. (i) Hδ
α (E) ∈ [0,∞] . (ii) Hδ

α (E) é crescente quando δ decresce.
De fato, para (i) note que se a série ∑

∞
k=1(diamFk)

αdiverge tomamos o valor do
ínfimo que será ∞. Para (ii), consideremos as famílias de coberturas Aδ1e Aδ2 de
E :

Aδ1 =

{
{Fk} ⊂ R : E ⊂

∞⋃
k=1

Fk e diamFk ≤ δ1

}

Aδ2 =

{
{Fk} ⊂ R : E ⊂

∞⋃
k=1

Fk e diamFk ≤ δ2

}
.

Se δ1 < δ2 então toda cobertura de Aδ1 é cobertura de Aδ2 . Logo, Aδ1 ⊂ Aδ2 .
Assim,

inf

{
∞

∑
k=1

(diamFk,δ2)
α

}
≤ inf

{
∞

∑
k=1

(diamFk,δ1)
α

}
.
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Ou seja, Hδ2
α (E)≤ Hδ1

α (E).

Observação 4.1.3. A Observação (4.1.2) implica que o limite

m∗α(E) = lim
δ→0

Hδ
α (E) = sup

δ>0
Hδ

α (E) (4.1)

existe sempre. Porém, poderia ser infinito. De (4.1) notemos que, Hδ
α (E) ≤

m∗α(E) para todo δ > 0.

Quando definimos a medida exterior m∗α(E) é importante exigir que os conjuntos
das famílias de coberturas {Fk} tenham diâmetro arbitariamente pequeno; esta é a
razão da definição m∗α(E)= limδ→0 Hδ

α (E). Tal exigência, que não é necessária na
medida de Lebesgue, é essencial pois garante a característica básica estabelecida
na Propriedadeiii (abaixo). De fato, defina a “medida” 1-dimensional m̃1 como:

m̃1 = inf
∞

∑
k=1

diamFk, E ⊂
∞⋃

k=1

Fk.

Esta é parecida com a medida exterior 1-dimensional m∗α , α = 1, exceto que não
se restringe o tamanho dos diâmetros de {Fk}. Suponha I1 e I2 segmentos unitá-
rios disjuntos em Rd, com d ≥ 2 e I1 = I2 + h, onde |h| < ε . Então observe que
m̃1(I1) = m̃1(I2) = 1, pois I1 e I2 são unitários. Por outro lado, m̃1(I1∪ I2)≤ 1+ε .
Portanto

m̃1(I1∪ I2)< m̃1(I1)+ m̃1(I2) quando ε < 1;

Daí que m̃1 não satisfaz iii.

Começamos com a lista de propriedades satisfeitas pela medida exterior de Haus-
dorff.

Propriedade i (Monotocidade) Se E1 ⊂ E2, então m∗α(E1)≤ m∗α(E2).

Demonstração. É direto da Observação (4.1.2) pois se E1 ⊂ E2 então toda cober-
tura de E2 é também cobertura de E1.

Propriedade ii (Sub-aditividade) m∗α(
⋃

∞
j=1 E j)≤∑

∞
j=1 m∗α(E j) e {E j} j∈N⊂Rd.
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Demonstração. Suponha E =
⋃

∞
j=1 E j. Se m∗α(E j) = ∞ para algum j, então se

obtém a desigualdade. logo suponha m∗α(E j) < ∞ para todo j. Daí que, dado
ε > 0 existe cobertura {Fj,k}k de E j tal que diamFj,k < δ e

∞

∑
k
(diamFj,k)

α ≤ Hδ
α (E j)+

ε

2 j . (4.2)

Agora, {Fj,k} j,k é cobertura de E =
⋃

∞
j=1 E j pois

⋃
∞
j=1 E j ⊂

⋃
∞
j,k=1 Fj,k. Segue-se

da definição de Hδ
α (E) que

Hδ
α (E)≤∑

j
∑
k
(diamFj,k)

α
(4.2)
≤ ∑

j

(
Hδ

α (E j)+
ε

2 j

)
,

portanto,
Hδ

α (E)≤∑
j

Hδ
α (E j)+ ε,

sendo ε arbitrário e tomando δ → 0, temos que m∗α(E)≤ ∑
∞
j=1 m∗α(E j).

Propriedade iii Se d(E1, E2)> 0, então m∗α(E1∪E2) = m∗α(E1)+m∗α(E2).

Demonstração. É suficiente provar que

m∗α(E1∪E2)≥ m∗α(E1)+m∗α(E2),

pois a outra desigualdade se obtém da Propriedadeii. De fato, tome ε > 0 tal que
d(E1, E2) > ε . Considere qualquer cobertura F1, F2, ..., de E1 ∪E2 de diâmetro
menor que δ onde δ < ε , seja

F
′
j = E1∩Fj e F

′′
j = E2∩Fj.

Daí que {F ′j} e {F ′′j } são coberturas de E1e E2, respectivamente e F
′
j ∩F

′′
j = /0(pois

δ < ε) para todo j. Portanto,

∑
j
(diamF

′
j)

α +∑
i
(diamF

′′
i )

α ≤∑
k
(diamFk)

α .
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Tomando o ínfimo sobre as coberturas e fazendo δ → 0 obtemos a desigualdade
desejada.

Neste ponto, notamos que m∗α satisfaz todas as propriedades de medida exterior
métrica discutida no Capitulo 1. Portanto, aplicando o Teorema 1.3.2 temos que
m∗α é uma medida sobre os Borelianos. Escrevemos mα para denotar tal medida.
A medida mα será chamada a medida α-dimensional de Hausdorff.

Propriedade iv Se {E j} é uma família enumerável disjunta de Borelianos, e E =⋃
∞
j=1 E j, então

mα(E) =
∞

∑
j=1

mα(E j).

Propriedade v A medida de Hausdorff é invariante por translações

mα(E +h) = mα(E) ∀h ∈ R,

e rotações
mα(rE) = mα(E),

onde r é uma rotação em Rd . Além disso,

mα(λE) = λ
αmα(E) ∀λ > 0.

Demonstração. As conclusões da Propriedade v seguem-se observando que o
diâmetro de um conjunto S é invariante por translações e rotações, e satisfaz
diam(λS) = λ diam(S) para λ > 0.

Propriedade vi m0(E) conta o número de pontos de E, enquanto m1(E) = m(E)

para todo Boreliano E ⊂ R. (Aqui m denota a medida de Lebesgue em R).

Demonstração. A primera parte é trivial pois se E é finito, i.e., #(E) = n temos

∑
n
k=1(diamFk)

0 = n. Por último, notemos que em uma dimensão todo conjunto de
diâmetro δ está contido num intervalo de comprimento δ , e como para os inter-
valos seus comprimentos são iguais a sua medida de Lebesgue temos a igualdade
desejada.
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Observação. Em geral, a medida d-dimensional de Hausdorff em Rd multiplicada
por um fator constante é igual a medida d-dimensional de Lebesgue.

Propriedade vii Se E é Boreliano de Rd e m(E) é sua medida de Lebesgue, então
cdmd(E) = m(E) para alguma constante cd que depende só da dimensão d.

Demonstração. A constante cd é igual a m(B)/(diamB)d, para a bola unitária B; note
que o raio é o mesmo para todas as bolas B em Rd , logo cd = vd/2d(onde vd denota
o volume da bola unitária) . Provemos primeiro a propriedade no caso quando,
‖x‖

∞
= maxi |xi|. Uma propriedade particular desta norma é que todo conjunto

limitado U ⊂ Rd está contido numa ‖.‖
∞
− bola com diâmetro igual ao de U .

De fato, para i = 1, ...,d seja ai = inf{xi : x ∈U} e bi = sup{xi : x ∈U}. Então
diamU = max1≤i≤n(bi−ai) e U está contido na caixa equilateral (ou ‖.‖

∞
−bola)

com esse diâmetro.
Seja agora E ⊂ Rd e {Ui} uma cobertura de E com diamUi < δ . Sem aumen-
tar ∑i(diamUi)

d pela observação anterior podemos assumir que os Ui são caixas.
Então

∑
i
(diamUi)

d = ∑
i

m(Ui)≥ m
(⋃

Ui

)
≥ m(E),

tomando ínfimo e δ → 0 obtemos md(E)≥ m(E).
Para a estimativa contrária notemos que cada caixa equilátera W cujos lados tem
comprimento l pode ser decomposta, para cada k ∈ N, em (2k)n pequenas caixas
Wi de lado de comprimento l2−k. Para δ > 0 escolha k tal que l2−k < δ . É claro
que essas caixas formam uma cobertura de W e

∑
i
(diamWi)

d = (l2−k)n(número de pequenas caixas) = ln = m(W ),

isto implica md(W ) ≤ m(W ) para toda caixa equilateral. A mesma desigualdade
segue para todos os abertos e assim, finalmente, para os Borelianos. Portanto,
md(E) = m(E) se a norma é a do máximo. Para o caso geral precisaremos de
uma análise mais profunda. A primera observação da prova anterior implica que
o volume de qualquer conjunto limitado é no máximo igual ao volume de uma
bola com diâmetro igual. Esta “Desigualdade Isodiamétrica” é também verdadeira
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para qualquer norma, como veremos no Teorema 4.1.5 que será consequência da
desigualdade de Brunn-Minkowski.

Teorema 4.1.4. (Desigualdade de Brunn-Minkowski) Para quaisquer dois sub-

conjuntos compactos A,B de Rd temos:

m(A+B)
1
d ≥ m(A)

1
d +m(B)

1
d .

Demonstração. Dado que m é invariante por translações podemos deslocar os
conjuntos livremente sem mudar a validade da afirmação.
1. Primeiro, tratemos o caso especial quando A e B são caixas com lados paralelos
aos eixos e lados de comprimentos a1,a2, ...,ad e b1,b2, ...,bd , respectivamente.
Então A + B = {x+ y : x ∈ A, y ∈ B} é uma caixa com lados de comprimento
a1 +b1,a2 +b2, ...,ad +bd . Portanto, devemos provar que

d

∏
i=1

(ai +bi)
1
d ≥

d

∏
i=1

a
1
d
i +

d

∏
i=1

b
1
d
i ∀ai, bi ≥ 0.

Dividindo a equação anterior por ∏
d
i=1(ai +bi)

1
d então

1≥ ∏
d
i=1 a

1
d
i

∏
d
i=1(ai +bi)

1
d
+

∏
d
i=1 b

1
d
i

∏
d
i=1(ai +bi)

1
d

tomando αi = ai/ai+bi obtemos que a desigualdade anterior é equivalente a

1≥
d

∏
i=1

α
1
d
i +

d

∏
i=1

(1−αi)
1
d .

De fato, pela desigualdade (c1 · c2 · · ·cd)
1
d ≤ 1

d ∑
d
i=1 ci, para ci ≥ 0, temos a esti-

mativa desejada

d

∏
i=1

α
1
d
i +

d

∏
i=1

(1−αi)
1
d ≤ 1

d

d

∑
i=1

αi +
1
d

d

∑
i=1

(1−αi) =
1
d

d

∑
i=1

1 = 1.

2. Agora suponha que A e B sejam cada um a união de k e m, respectivamente
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caixas que são quase disjuntas. Aqui dois conjuntos C e D são chamados quase
disjuntos se sua interseção está contida num hiperplano.
Vamos dar uma demonstração por indução sobre k e m. O caso k = m = 1 já
foi provado. Assuma assim que k ≥ 2. Pelo fato de A ser união de caixas quase
disjuntas podemos decompor A usando um hiperplano em dois conjuntos A′ e A′′

tais que o número de caixas que possuem é menor que k. Inclusive, podemos
assumir que tal hiperplano é paralelo a {xd = 0}= {x = (x1, ...,xd)∈Rd : xd = 0}
e tomando um deslocamento apropriado temos

A′ ⊂ {xd ≥ 0}, A′′ ⊂ {xd ≤ 0}.

Seja r := m(A′)
m(A) ∈ (0,1) (∗) pois m(A′)< m(A). A seguir, divida o conjunto B em

dois conjuntos quase disjuntos B′ e B′′ tais que

m(B′)
m(B)

= r. (∗∗)

Além disso, por outro deslocamento podemos supor

B′ ⊂ {xd ≥ 0}, B′′ ⊂ {xd ≤ 0}.

Daí que A+B contém (A′+B′)∪ (A′′+B′′) e os dois conjuntos entre parênteses
são quase disjuntos. Assim

m(A+B)≥ m(A′+B′)+m(A′′+B′′).

Notemos também que A′ e B′ possuem um número de caixas menor que k e m

respectivamente (igual para A′′ e B′′). Portanto, pela hipótese de indução

m(A+B)≥ m(A′+B′)+ m(A′′+B′′)

≥
[
m(A′)

1
d +m(B′)

1
d

]d
+
[
m(A′′)

1
d +m(B′′)

1
d

]d

(∗)(∗∗)
= r

[
m(A)

1
d +m(B)

1
d

]
+
[
m(A′′)

1
d +m(B′′)

1
d

]d
.

De (∗) e (∗∗) temos que m(A′′) = (1− r)m(A) pois m(A) = m(A′)+m(A′′) (aná-
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logo para B′′). Logo,

m(A+B)≥ r
[
m(A)

1
d +m(B)

1
d

]d
+ (1− r)

[
m(A)

1
d +m(B)

1
d

]d

=
[
m(A)

1
d +m(B)

1
d

]d
.

Que é a desigualdade desejada.
3. Suponha que A e B são conjuntos abertos. Então, para todo ε > 0 existe união
de cubos quase disjuntos Aε e Bε tal que Aε ⊂ A e Bε⊂ B, com m(A)≤m(Aε)+ε

e m(B)≤ m(Bε)+ ε (Veja [2]). Dado que A+B⊃ Aε +Bε temos

m(A+B)
1
d ≥m(Aε +Bε)

1
d

Caso2
≥ m(Aε)

1
d +m(Bε)

1
d ≥ (m(A)− ε)

1
d +(m(B)− ε)

1
d ,

tomando ε → 0 obtemos a prova. Agora vejamos o caso quando A e B são com-
pactos arbitrários. Notemos que A + B é compacto e que se definimos An ={

x : d(x,A)< 1
n

}
, então An é aberto, e A =

⋂
∞
n=1 An. Da mesma forma defini-

mos Bn e (A+B)n e observe que A+B⊂ An+Bn ⊂ (A+B)2n . De fato, considere
pontos an ∈ An e bn ∈ Bn. Temos que

d(an,A)<
1
n
⇒ inf{|an− x| : x ∈ A}< 1

n
.

Analogamente, inf{|bn− x| : y ∈ B} < 1
n . Como A e B são compactos, existem

x̄ ∈ A e ȳ ∈ B tais que inf{|an− x| : x ∈ A} = |an− x̄| e inf{|bn− y| : y ∈ B} =
|bn− ȳ|. Logo

d(an +bn,X +Y )≤ |(an +bn)− (x̄+ ȳ)| ≤ |an− x̄|+ |bn− ȳ|< 2
n
.

Isto é, an +bn ∈ (A+B)2n e portanto An +Bn ⊂ (A+B)2n. Assim

m(A+B)
1
d = lim

n→∞
m((A+B)n)

1
d ≥ lim

n→∞
m(An +Bn)

1
d

≥ lim
n→∞

(
m(An)

1
d +m(Bn)

1
d

)
= m(A)

1
d +m(B)

1
d .
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A seguir, apresentamos nossa principal aplicação da desigualdade de Brunn-Minkowski
que é a desigualdade isodiamétrica para qualquer norma em Rd .

Teorema 4.1.5. Seja ‖.‖ uma norma em Rd e seja C um conjunto limitado Le-

besgue mensurável. Então o volume de C é no máximo igual ao volume de uma

‖.‖-bola com diâmetro igual ao de C.

Demonstração. Pela definição de diâmetro diamC = sup{‖x− y‖ : x,y ∈C} te-
mos que C−C = {x− y : x,y ∈C} está contido na bola B(0,diamC) assim

m(C−C)≤ m(B(0,diamC)) = 2dm(B(0,
diamC

2
)).

Por outro lado, pela desigualdade de Brunn-Minkowski

m(C−C)≥
[
m(C)

1
d +m(−C)

1
d

]d
= 2dm(C).

Portanto, m(C)≤m(B(0, diamC
2 )) e como B(0, diamC

2 ) tem diâmetro igual ao do C,
obtemos a prova do teorema.

Agora estamos em condições de provar a desigualdade cdmd(E)≥ m(E) da Pro-
priedade vii, considerando qualquer norma de Rd . De fato, seja {Ui} uma cober-
tura enumerável de E tal que diamUi < δ . Pelo Teorema 4.1.5 temos

m(Ui)≤ m(B(0,
diamUi

2
)) =

(diamUi)
d

2d m(B) = cd(diamUi)
d ∀i ∈ N

Logo,

cd

∞

∑
i=1

(diamUi)
d ≥

∞

∑
i=1

m(Ui)≥ m(
∞⋃

i=1

Ui)≥ m(E).

Portanto, cdHδ
d (E) ≥ m(E). Tomando δ → 0 obtemos a desigualdade desejada.

Para provar a desigualdade contrária, dado ε > 0, considere E ⊂ ⋃i∈NRi tal que

∑i∈Nm(Ri)< m(E)+ ε (F).
Notamos que para todo i ∈ N e δ > 0 é possível encontrar uma bola fechada Bi
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contida em Ri tal que diamBi ≤ δ . De fato, seja x ∈ Ri e δ > 0, tome

s = min
{

δ ,
d(x, ∂Ri))

2

}
.

onde ∂Ri denota a fronteira de Ri. Daí que a bola com centro em x e diâmetro
s, Bi está contida em Ri e diamBi < δ . Segue-se que, para cada i ∈ N, as bolas
fechadas contidas em Ri de diâmetro menor que um δ > 0 formam uma classe
de Vitali J (ver Definição A.0.12 no apêndice) para Ri. Pelo teorema de Vitali
(Teorema A.013 do apêndice), existe uma sequência disjunta de bolas (Bi, j) j em
Ri com diamBi, j < ε ′, tal que md(Ri−

⋃
j Bi, j) = 0⇒Hε ′

d (Ri−
⋃

j Bi, j) = 0 (N).
Já que m se define também para os Borelianos, temos

∑
j

m(Bi, j) = m(
⋃

j

Bi, j)≤ m(Ri). (4.3)

Assim

Hε ′
d (E) ≤ ∑

i
Hε ′

d (Ri) = ∑
i

(
Hε ′

d

(
(
⋃

j

Bi, j)∪Ri−
⋃

j

Bi, j

))

≤ ∑
i

Hε ′
d

(⋃
j

Bi, j

)
+Hε ′

d

(
Ri−

⋃
j

Bi, j

)
(N)
≤ ∑

i
Hε ′

d

(⋃
j

Bi, j

)
+0≤∑

i
∑

j
Hε ′

d
(
Bi, j
)

≤ ∑
i

∑
j
(diamBi, j)

d.

Agora, sabemos que m(B) = m(B1)rd onde B é uma bola de Rd de raio r e B1

é a bola unitária. Daí que m(B) = m(B1)2d(diamB)d ≥ m(B1)
(diamB)d

2d . Então
(diamB)d ≤ 2d

m(B1)
m(B) = c−1

d m(B). Logo

Hε ′
d (E) ≤ ∑

i
∑

j
(diamBi, j)

d ≤∑
i

∑
j

c−1
d m(Bi, j)

(4.3)
≤ c−1

d ∑
i

m(Ri)
(F)
≤ c−1

d (m(E)+ ε)
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Portanto, tomando ε→ 0 e ε ′→ 0 obtemos md(E)≤ c−1
d m(E). Conluindo a prova

da Propriedade vii.

Propriedade vii’ Se E é Boreliano de Rd e m(E) é sua medida de Lebesgue,
então md(E)≈ m(E), isto é,

cdmd(E)≤ m(E)≤ 2dcdmd(E).

Demonstração. Pela definição de medida de Lebesgue para qualquer ε , existe
δ > 0 e uma cobertura de E por bolas {B j} tal que diamB j < δ e

∞

∑
j

m(B j)≤ m(E)+ ε. (4.4)

Por outro lado,

Hδ
d (E) ≤ ∑

j
(diamB j)

d

= c−1
d ∑

j
m(B j)

(4.3)
≤ c−1

d (m(E)+ ε) ,

tomando δ e ε tendendo a 0, obtemos cdmd(E)≤m(E). Para a outra desigualdade
seja E ⊂⋃∞

j Fj onde {Fj} é cobertura de E com

∑
j
(diamFj)

d ≤ md(E)+ ε. (4.5)

Podemos encontrar bolas fechadas num ponto de Fj de forma que Fj ⊂ B j para
cada j e diamB j = 2diamFj. De fato, tome x ∈ Fj e seja diamFj = s. Considere
a bola com centro em x e raio s, então se y ∈ Fj, |y− x| ≤ s, logo y ∈ B j. Daí que
diamB j = 2diamFj . Pela definição,

E ⊂
∞⋃
j

Fj ⊂
∞⋃
j

B j⇒ m(E)≤∑
j

m(B j).
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Assim

m(E)≤ ∑ j m(B j) = ∑
j

cd(diamB j)
d

= 2dcd ∑(diamFj)
d

(4.4)
≤ 2dcd(md(E)+ ε)

tomando ε → 0 obtemos por fim m(E)≤ 2dcdmd(E).

Propriedade viii Se m∗α(E)<∞ e β >α , então m∗
β
(E)= 0. Também, se m∗α(E)>

0 e β < α , então m∗
β
(E) = ∞.

Demonstração. Seja {Fk} cobertura de E e δ > 0 com diamFk ≤ δ . Suponha
β −α > 0 e notemos que

(diamFk)
β = (diamFk)

β−α(diamFk)
α ≤ δ

β−α(diamFk)
α .

Consequentemente,

Hδ

β
(E)≤ δ

β−αHδ
α (E)≤ δ

β−αm∗α(E).

Dado que m∗α(E)< ∞ e β −α > 0, encontramos tomando δ → 0 que m∗
β
(E) = 0.

Similarmente, supondo m∗α(E)> 0 e β < α obtemos que m∗
β
(E) = ∞.

Teorema 4.1.6. Para todo E ⊂ Rd existe α ∈ R+ tal que

mβ (E) =

0 se β > α

∞ se β < α.
(4.6)

Demonstração. Provemos primeiro que mα(Rd) = 0 se α > d. De fato, pela in-
variância de mα por translações e rotações, somado ao fato de Rd poder ser es-
crito como união disjunta de cubos, é suficiente mostrar que mα([0,1]d) = 0 se
α − d > 0 (∗). Dado ε > 0, vemos que para cada k ∈ N, [0,1]d pode ser coberto
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por (2k)d cubos Ci de lado de comprimento igual 2−k. Tome k de forma que
2−k < ε (∗∗). Assim

Hε
α([0,1]

d) ≤
2kd

∑
i=1

(diamCi)
α =

2kd

∑
i=1

(
√

d2−k)α

= (
√

d2−k)α2kd (∗∗)
< (
√

d)α
ε

α−d

Por (∗) temos tomando ε → 0 que mα([0,1]d) = 0.
Voltando à demonstração tome γ = d + 1 e notamos, pela prova anterior, que
mγ(E) = 0 pois E ⊂Rd . Da Propriedade viii, ms(E) = 0 para todo s≥ γ . Assim,
seja α = inf

{
β : mβ (E) = 0

}
. Daí que ms(E) = 0 para todo s > α . Seja s < α ,

provemos que ms(E) = ∞. De fato, se r ∈ (s,α), da definição de α , mr(E) > 0.
Novamente pela Propriedade viii, ms(E) = ∞. Portanto, podemos concluir que
existe α que satisfaz (4.6).

Corolário 4.1.7. Sejam

α0 = inf
{

β : mβ (E) = 0
}

α1 = sup
{

β : mβ (E) = ∞
}

então α0 = α1.

Demonstração. De fato, seja α > α0 , então mα(E) = 0. Se α < α0 então
mα(E)=∞. Segue-se que, α0 é uma cota superior do conjunto

{
β : mβ (E) = ∞

}
.

Portanto, α1 ≤ α0. Da mesma forma se obtém que α1 ≥ α0. Logo, α0 = α1.

Pelo Teorema (4.1.6) e pelo Corolário (4.1.7), temos que dado E Boreliano de Rd ,
existe um único α tal que satisfaz (4.6) e que é dado por

α = sup
{

β : mβ (E) = ∞
}
= inf

{
β : mβ (E) = 0

}
.

Neste caso dizemos que E tem dimensão de Hausdorff α , e escrevemos α =

dimE. No valor crítico α , a quantidade mα(E) sempre satisfaz 0 ≤ mα(E) ≤ ∞.



CAPÍTULO 4. MEDIDA E DIMENSÃO DE HAUSDORFF 43

Notamos que se E é limitado, a desigualdade anterior é estrita, isto é, 0<mα(E)<

∞.

Proposição 4.1.8. A dimensão de Hausdorff satisfaz as propriedades de função

dimensão[veja pág. 29-30].

Demonstração. (1) Como m0({p}) = 1 para p∈Rd , então dim{p}= 0. Se I1 um
intervalo unitário, m1(I1) = 1 então dim I1 = 1. Se Ir é um cubo unitario então
0 < mr(Ir) = volume(Ir)< ∞ logo dim Ir = r.

(2) Seja A⊂ B então mα(A)≤ mα(B) para todo α ≥ 0. Daí que

inf{α : mα(A) = 0} ≤ inf{α : mα(B) = 0} .

Ou seja, dimA≤ dimB.

(3) Se A =
⋃

Ai, mα(Ai) ≤ mα(A) ≤ ∑mα(Ai) ∀i(∗). Se α < supdimAi, assim
existe j tal que α < dimA j, portanto de (∗), mα(Ai) = ∞ = mα(A) e da defi-
nição de dimensão α ≤ dimA para todo α com α < supdimAi, o que implica
que dimA ≥ supdimAi. Se supdimAi < α , mα(Ai) = 0 para todo i e por (∗)
mα(A) = 0, portanto dimA ≤ α para todo α com α > supdimAi, o que implica
que dimA≤ supdimAi.

4.1.1 Definições equivalentes da dimensão de Hausdorff

Considere uma cobertura por bolas {Bi} para F e defina

Bδ
s (F) =

{
∑ |Bi|s : F ⊂

⋃
i

Bi e diamBi ≤ δ

}
.

Assim, obtemos uma medida Bs(F) = limδ→0 Bδ
s (F) e uma “dimensão” que pula

de ∞ a 0. Nota-se que dado que as bolas estão contidas nas coberturas arbi-
trárias temos ms(F) ≤ Bs(F). Além disso, se {Ui} é uma cobertura de F tal
que diamUi ≤ δ , então {Bi} é uma cobertura de F tal que diamBi ≤ 2δ , onde
Bi é alguma bola que contém Ui e de raio diamUi. Portanto, ∑(diamBi)

s ≤
∑(2diamUi)

s = 2s
∑(diamUi)

s, o qual implica tomando ínfimo em ambos lados
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que B2δ
s (F) ≤ 2sHδ

s (F). Fazendo δ → 0, obtemos ms(F) ≤ Bs(F) ≤ 2sms(F).
Daí que os valores de s para o qual Bs e ms pulam de ∞ a 0 são os mesmos, isto é,
as dimensões definidas pelas duas medidas são iguais.

4.1.2 Cálculo da dimensão de Hausdorff

Em geral é muito difícil determinar tanto a dimensão de Hausdorff quanto encon-
trar a medida de Haudorff de um conjunto dado. Nós encerramos este capítulo
com um exemplo onde determinamos a medida e dimensão de Haudorff do con-
junto de Cantor.

Exemplo 4.1.9. (Conjunto de Cantor) O conjunto de Cantor K do terço médio
é construído da seguinte forma: considere o intervalo E0 = [0,1] em R, deste
intervalo retire o seu terço médio (aberto). Daí obtemos E1 = [0, 1

3)∪ [2
3 ,1] de

onde retiramos o terço médio de cada um dos intervalos de E1, continuamos assim
este processo e obtemos na i-ésima etapa 2i intervalos fechados de comprimento
1
3i . O conjunto de Cantor é então K =

⋂
∞
i=0 Ei (veja figura abaixo).

0 1

E
1

E
2

E
3

.

.

.

Figura 4.1: Construção do Conjunto de Cantor

O conjunto de Cantor tem dimensão α = log2
log3 e mα(K) = 1. De fato, provemos

que 0 < mα(K)< ∞. Considere En, onde En =
{

En
1 , ...,E

n
2n

}
e os En

k , k = 1, ...,2n,
são os intervalos fechados restantes da n-ésima etapa de construção do conjunto
de Cantor. Dado ε > 0, tome n suficientemente grande tal que diamEn

i = 1
3n < ε .

Assim

Hε
α (K)≤

2n

∑
i=1

(diamEn
i )

α = 2n (3−n)α
.
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entretanto, α satifaz 3α = 2, portanto 2n (3−n)
α
= 1 e por isso mα(K) ≤ 1 < ∞.

Para a outra desigualdade, a qual consiste em provar que 0 < mα(K), precisamos
de uma ideia adicional. Consideraremos a função de Cantor-Lebesgue F a qual
mapeia sobrejetivamente K no intervalo [0,1]. A chave desta função é que ela
satisfaz certa condição que nos mostrará a dimensão do conjunto de Cantor.

Definição 4.1.10. Uma função f definida num conjunto E ⊂ Rd satisfaz a condi-
ção de Lipschitz em E se existe M > 0 tal que

| f (x)− f (y)| ≤M |x− y| ∀x,y ∈ E.

Em geral, uma função f satisfaz a condição de Lipschitz com expoente γ se

| f (x)− f (y)| ≤M |x− y|γ ∀x,y ∈ E.

Lema 4.1.11. Suponha uma função f definida num compacto E que satisfaz a

condição de Lipschitz com expoente γ . Então

(i) mβ ( f (E))≤Mβ mα(E) se β = α/γ.

(ii) dim f (E)≤ 1
γ

dimE.

Demonstração. Como E é compacto, para qualquer cobertura {Fk} de E existe
uma cobertura finita de E, portanto mα(E)< ∞. Suponha {Fk} uma família finita
de conjuntos que cobrem E e diamFk < ε . Daí que se Uk := f (E∩Fk) então {Uk}
cobre f (E). Além disso, notemos pela condição de Lispchitz com expoente γ que

| f (x)− f (y)| ≤M |x− y|γ ≤M(diamFk)
γ ∀k e ∀x,y ∈ E ∩Fk.

Então
diamUk ≤M(diamFk)

γ ∀k.

Segue-se (diamUk)
α/γ ≤Mα/γ(diamFk)

α . Logo

∑
k
(diamUk))

α/γ ≤Mβ
∑
k
(diamFk)

α .
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Assim
Hε

β
( f (E))≤Mβ Hε

α(E),

fazendo ε → 0 temos (i). Para (ii), suponha β0 > 1
γ
α0 onde α0 = dimE e β0 =

dim f (E). Então da definição de dimensão m 1
γ

α0
( f (E)) = ∞. Por outro lado, de

(i)
m 1

γ
α0
( f (E))≤M

1
γ

α0mα0(E)

mas mα0(E) < ∞ logo m 1
γ

α0
( f (E)) < ∞. O que é uma contradição. Portanto,

β0 ≤ 1
γ
α0.

Observação. A seguir tratamos com a função de Cantor-Lebesgue, a qual expli-
caremos brevemente no Apêndice A.

Lema 4.1.12. A função de Cantor-Lebesgue F sobre K satisfaz a condição de

Lipschitz com expoente γ = log2/log3.

Demonstração. A função F foi construída como o limite de uma sequência de
funções {Fn} lineares por partes. A função Fn cresce no máximo 2−n em cada
intervalo de comprimento 3−n, isto é, |Fn(x)−Fn(y)| ≤ 2−n para todo x,y ∈ I3−n .
Assim, a inclinação de Fn, digamos m é igual Fn(x)−Fn(y)/3−n. Portanto,

m≤ 2−n

3−n ⇔ |Fn(x)−Fn(y)| ≤
(

3
2

)n

|x− y| .

Além disso, as sequências satisfazem |F(x)−Fn(x)| ≤ 1/2n. Usando as últimas
estimativas junto com a desigualdade triangular temos

|F(x)−F(y)| ≤ |Fn(x)−Fn(y)|+ |F(x)−Fn(x)|+ |F(y)−Fn(y)|

≤
(

3
2

)n

|x− y|+ 2
2n ≤ 2

((
3
2

)n

|x− y|+ 1
2n

)
.

Tendo fixado x e y, podemos minimizar o lado direito da desigualdade escolhendo
n de forma que ambos termos tenham a mesma magnitude. De fato, tomando n

de forma que 1 ≤ 3n |x− y| e 3n |x− y| ≤ 3 (isto é possivel já que |x− y| ≤ 1/3n )
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vejamos que a primeira desigualdade implica

1γ ≤ (3n)γ |x− y|γ

e como 3γ = 2 temos 1/2n ≤ |x− y|γ . Assim

|F(x)−F(y)| ≤ 2
(
3 |x− y|γ + |x− y|γ

)
≤M |x− y|γ .

Continuando com o Exemplo 4.1.9, lembremos que o objetivo era provar 0 <

mα(K). De fato, tomando E = K , f a função de Cantor-Lebesgue, α = γ =

log2/log3 e aplicando os dois lemas anteriores temos

1 = m1([0,1])≤Mβ mα(K).

Então, 0 < mα(K)< ∞. Ou seja dimK = log2/log3. Provemos agora que a medida
log2/log3-dimensional Hausdorff de K é exatamente 1.

Afirmação. Se J = {Ui}i∈N é uma coleção de intervalos cobrindo K então

1≤ ∑
i∈N

(diamUi)
α . (4.7)

Demonstração. Basta provar (4.7) para qualquer coleção finita de intervalos, os
quais têm seus pontos extremos fora de K. (N) De fato, suponha primeiro que
para qualquer coleção finita que cobre K tenha-se (4.7). Seja J = {Ui}i∈N uma
cobertura por intervalos de K, tal que diamUi < δ1 e ε > 0 é fixado. Defina
J̃ = {Ũi},i ∈ N uma cobertura associada a J , tal que para todo i ∈ N, Ũi é um
intervalo aberto,diamŨi < δ2, Ui ⊆ Ũi e

(diamŨi)
α < (diamUi)

α +
ε

2i . (4.8)



CAPÍTULO 4. MEDIDA E DIMENSÃO DE HAUSDORFF 48

Dado que K é compacto, existe N ∈ N tal que

K ⊆
N⋃

k=1

Ũik .

Pela hipótese (N) temos

1 ≤
N

∑
k=1

(diamŨik)
α

(4.8)
≤

N

∑
k=1

(
(diamUik)

α +
ε

2ik

)
≤ ε +

N

∑
k=1

(diamUik)
α

≤ ε +
∞

∑
i=1

(diamUi)
α .

Já que ε é arbitrário temos

1≤
∞

∑
i=1

(diamUi)
α .

Para a outra parte, (�) suponha que os extremos dos intervalos Ui, com 1≤ i≤ N

estão contidos no complementar de K e que em dita situação a estiamtiva (4.7) é
certa. Seja ε > 0. Se os extremos de cada Ui estão fora de K não temos nada a
fazer. Agora, se não, como todos os pontos de K estão em E j para todo j ∈ N,
temos a possibilidade de encontrar dois intervalos de E j para algum j ∈ N que
contenham cada um dos extremos de Ui e que sejam de comprimento tão pequeno
quanto seja necessário. Portanto, fixada qualquer quantidade η > 0, podemos
deslocar os extremos de Ui menos que η e assim deixá-los fora de K. Com o
anterior podemos conseguir outra coleção finita de intervalos {Vi}N

i=1 tais que Ui⊆
Vi e

(diamVi)
α < (diamUi)

α +
ε

N
. (4.9)
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Agora por (�) temos

1 ≤
N

∑
k=1

(diamVi)
α

(4.9)
≤

N

∑
k=1

(
(diamUi)

α +
ε

N

)
≤ ε +

N

∑
k=1

(diamUi)
α

e dado que ε é arbitrário, temos

1≤
N

∑
k=1

(diamUi)
α .

A seguir, provaremos que para qualquer cobertura finita por intervalos de K, se
obtém (4.7), onde os extremos de cada intervalo estão fora de K. De fato, cada
intervalo Ui pode ser escrito da forma:

Ui = I∪C∪ I′ (4.10)

onde C é um intervalo no complementar de K e os intervalos I e I′ são os maiores
contidos em Ui. Portanto, da decomposição feita em (4.10) temos

diam I ≤ diamC e diam I′ ≤ diamC.

De (4.10) temos também que,

(diamUi)
α =

(
diam I +diamC+diam I′

)α
.

Sabemos que para qualquer intervalo do conjunto E j é verdade que o segmento
médio extraído na construção de K, mede 3− j, igual aos dois restantes (que é o
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caso extremo no qual os dois intervalos I e I′ considerados foram iguais). Assim

(
diam I +diamC+diam I′

)α ≥
(

diam I +
1
2
(
diam I +diam I′

)
+diam I′

)α

=

(
3
2
(diam I +diam I′)

)α

3α=2
= 2

(
1
2
(
diam I +diam I′

)α

)
e sendo ϕ(t) = tα função côncava para α < 1 temos

(diamUi)
α ≥ 2

1
2
(
(diam I)α +(diam I′)α

)
= (diam I)α +(diam I′)α .

Depois de um número finito de passos, podemos substituir cada Ui em (4.7) por
intervalos de comprimento 3− j sem acrescentar o valor da soma. Estes intervalos
continuam sendo uma cobertura de K, portanto eles devem conter os intervalos
que formam E j, assim

1 =
2 j

∑
l=1

3− jα ≤
N

∑
k=1

(diamUk)
α .

Da afirmação anterior obtemos que mα(K)≥ 1 e pelo fato de mα(E)≤ 1(provado
acima) temos mα(K) = 1.
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Conjectura de Kakeya

Nesta seção estudaremos o principal resultado deste trabalho, que concerne em
responder a pergunta: Qual é o tamanho dos conjuntos de Kakeya? para entender
o significado do “Tamanho” existem vários caminhos, entre eles o clássico, que
consiste em estimar a dimensão de Hausdorff dos conjuntos de Kakeya. Como
vimos na seção anterior tal dimensão fornece uma forma para quantificar o tama-
nho de um conjunto, como a medida de Lebesgue faz. Dizemos que um conjunto
F ⊂Rd tem dimensão inteira quando a dimensão de Hausdorff dele é d. Para citar
alguns exemplos de conjuntos de dimensão inteira lembremos que por definição,
todo subconjunto de Rd com medida de Lebesgue positiva tem dimensão inteira,
mas também como vimos no exemplo 4.1.9 existem conjuntos de medida nula e
dimensão inteira.

Para evitar confusões doravante usaremos a seguinte definição para denotar os
conjuntos de Kakeya.

Definição 5.0.13. Um conjunto de Kakeya é um conjunto compacto E ⊂ Rd que
contém um segmento de linha de comprimento igual a 1 em qualquer direção, isto
é

∀ξ ∈ Sd−1 ∃x ∈ Rd : x+ tξ ∈ E ∀t ∈ [−1
2
,
1
2
].

51
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Conjectura 5.0.14. (Conjectura de Kakeya) Todo conjunto de Kakeya de Rd tem

dimensão inteira.

Vimos na seção 2.1 a construção de um conjunto de Kakeya de Rd que, como
sabemos, se expressa como um produto cartesiano. A seguir provaremos que tais
conjuntos satisfazem a Conjectura 5.0.14. De fato, a seguinte desigualdade pro-
vada por Marstrand[8] fornece um argumento para estimar a dimensão de Haus-
dorff dos conjuntos antes mencionados.

Teorema 5.0.15. (Marstrand). Sejam E ⊆ Rn e F ⊆ Rm. Então

dim(E×F)≥ dim(E)+dim(F).

Demonstração. Veja [9] pág 101.

Agora, do Teorema 4.1.6 sabemos que para qualquer subconjunto E de Rd temos
que dimE ≤ d. Assim, para estimar a dimensão de Hausdorff de um conjunto de
Rd é suficiente estimar o limitante inferior. Para nosso caso, Considere G = F×B

onde F é conjunto de Kakeya de R2 e B ⊂ Rd−2 é uma bola centrada no origem
de raio 1

2 . Logo,

dimG ≥ dimF +dimB

≥ 2+d−2

Portanto, dimG = d.

Observação. Na prova anterior, se usou o fato dado por Davies[10], que todo
conjunto de Kakeya de R2 tem dimensão 2. Vamos mostrar tal resultado com
técnicas mais avançadas de análise. Isto, com o propósito de introduzir o leitor no
contexto do estudo atual da conjectura.

5.1 Função Maximal de Kakeya

A seguir, estudaremos uma versão mais forte da conjectura de Kakeya. Esta, for-
mulada em termos de funções maximais. Veremos que limitações na norma de tais
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funções implicaram limitações inferiores na dimensão de Haudorff dos conjuntos
de Kakeya. Agora, é natural se perguntar o que são funções maximais? Bom,
funções maximais são em essência média de operadores, isto é, elas fazem a mé-
dia de uma função sobre certa coleção de domínios e logo tomam o maior dessas
médias. Os domínios que nos interessam são os tubos finos que formalmente se
definem como se segue:

Definição 5.1.1. Sejam a ∈Rd , e ∈ Sd−1 e δ > 0, se define o tubo unitário T δ
e (a)

na direção de e centrado em a como

T δ
e (a) =

{
x ∈ Rd : |x− (a+ te)| ≤ δ onde t ∈ [−1

2
,
1
2
]

}
,

ou equivalentemente

T δ
e (a) =

{
x ∈ Rd : |〈x−a,e〉| ≤ 1

2
,
∣∣∣(x−a)⊥

∣∣∣≤ δ

}

onde x⊥ = x−〈x,e〉e.

Notemos da definição anterior que∣∣∣T δ
e (a)

∣∣∣=Cδ
d−1. (5.1)

Observação. Usaremos a notação |E| para referirnos a medida de Lebesgue de E

no espaço correspondente sem notar explicitamente a dimensão.

Definição 5.1.2. (Função maximal de Kakeya) Seja f ∈ L1
loc(R

d), definimos a
função maximal de Kakeya f ∗

δ
:Sd−1 7→ R da seguinte forma

f ∗
δ
(e) = sup

a∈Rd

1∣∣T δ
e (a)

∣∣ ˆT δ
e (a)
| f (y)|dy,

onde o supremo é tomado sobre todos os tubos de comprimento igual a 1 na dire-
ção e e de largura δ e integrando com respeito a medida de Lebesgue em Rd .

Esta definição dada por Bourgain [11] é o princípio para uma reformulação da
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conjectura de Kakeya como veremos depois. Por enquanto, vejamos algumas
proposições e observações importantes da definição anterior.

1. A exigência f ∈ L1
loc(R

d) é simplesmente para assegurar a boa definição de f ∗
δ

.
De fato, estaremos interessados principalmente em funções contidas num espaço
menor como são os espaços Lp, 1≤ p≤ ∞.

2. A função maximal é o supremo de uma média de operadores sobre tubos de
uma direção dada, logo em particular não é um operador linear.

3. A localização dos tubos no espaço não é importante pois a operação de inte-
gração precisa calcular a média somente na interseção formada pelos tubos e o
suporte da f .

Como adiantamos no começo da seção, a função maximal nos dá uma forma de
medir os conjuntos de Kakeya. Para isso, teremos que considerar a função ma-
ximal como um operador atuando sobre funções do espaço Lp, chamemos de Kδ

onde Kδ ( f )= f ∗
δ

. O estudo está focado em limitar a norma do operador de Kakeya
Kδ por alguma quantidade que dependerá do tamanho do espaço d, o tamanho dos
tubos para os quais fazemos média sobre δ e o valor de p. De fato, quando consi-
deramos o operador Kδ aplicado a funções do espaço Lp(Rd) e queremos estimar
a norma de f ∗

δ
em Lq(Sd−1), entende-se que desejamos algo assim

∥∥ f ∗
δ

∥∥
Lq(Sd−1)

≤ Cδ (d, p)‖ f‖Lp(Rd) (5.2)

onde Cδ (d, p) é uma constante que depende somente de d e p para um δ fixo.
Mas, é natural se perguntar para que valores de p é prudente fazer alguma estima-
tiva.

As proposições seguintes nos colocam no caminho correto para estimar a norma
do operador de Kakeya. Notações empregadas a seguir são: A . B a qual signi-
fica(e se lê A é comparável com B), que existe uma constante C tal que A ≤CB.
A ∼ B significa que X . Y . X . A dependência de parâmetros pode ser expressa
em subíndices, isto é, X .k Y o que é equivalente a dizer X ≤CkY . Esta notação
é muito importante pois às vezes não é necessário enfatizar nas constantes; usual-
mente só precisaremos saber que tais constantes não dependem das variáveis que
são o objeto de comparação.
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Proposição 5.1.3. O operador de Kakeya Kδ é um operador sublinear limitado

que mapeia L∞(Rd) 7→ L∞(Sd−1) e L∞(Rd) 7→ L∞(Sd−1), isto é:

(a) Limitação do tipo (∞,∞)

∥∥ f ∗
δ

∥∥
L∞(Sd−1)

≤ ‖ f‖L∞(Rd) .

(b) Limitação do tipo (1,∞)

∥∥ f ∗
δ

∥∥
L∞(Sd−1)

.
1

δ d−1 ‖ f‖L1(Rd) .

Demonstração. Pela definição é claro que Kδ é sublinear. Para a parte (a), note-
mos que

∣∣ f ∗
δ
(e)
∣∣= sup

a∈Rd

1∣∣T δ
e (a)

∣∣ ˆT δ
e (a)
| f (y)|dy≤ sup

a∈Rd

1∣∣T δ
e (a)

∣∣ ˆT δ
e (a)
‖ f‖

∞
dy = ‖ f‖

∞
,

assim, tomando supremo sobre os e ∈ Sd−1 se obtém a desigualdade. Para (b),
observe que

∣∣ f ∗
δ
(e)
∣∣= sup

a∈Rd

1∣∣T δ
e (a)

∣∣ ˆT δ
e (a)
| f (y)|dy

≤ sup
a∈Rd

1∣∣T δ
e (a)

∣∣ ˆRd
| f (y)|dy =

1∣∣T δ
e (a)

∣∣ ‖ f‖1

(5.1)
= C

1
δ d−1 ‖ f‖1 .

Ou seja, ∥∥ f ∗
δ

∥∥
L∞(Sd−1)

.
1

δ d−1 ‖ f‖L1(Rd) .

Além dos casos onde p = ∞ e p = 1, podemos nos perguntar se a família de ope-
radores (pois existe um operador para cada δ ) está limitada de Lp(Rd) a Lq(Sd−1)

uniformemente em δ . Como uma forma de simplificar o problema, aplicamos o
operador sobre funções particulares com o fim de ver quais limitantes são ótimos
para se conjecturar.
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Proposição 5.1.4. Para qualquer 1≤ q≤∞, n≥ 2 e p < ∞, não existe estimativa

da forma ∥∥ f ∗
δ

∥∥
q ≤C‖ f‖p ∀δ > 0 e ∀ f ∈ Lp(Rd). (5.3)

onde C é uma constante independente de δ .

Demonstração. Do Capítulo 2, sabemos que existe um conjunto de Kakeya K ⊂
Rd tal que |K| = 0. Seja Eδ =

{
x ∈ Rd : d(x,K)< δ

}
e defina f = XEδ (XEδ é

a função caraterística definida sobre Eδ ). É claro que f ∈ Lp(Rd). Então

f ∗
δ
(e) = sup

a∈Rd

1∣∣T δ
e (a)

∣∣ ˆT δ
e (a)
| f (y)|dy = sup

a∈Rd

1∣∣T δ
e (a)

∣∣ ∣∣∣T δ
e (a)∩Eδ

∣∣∣ .
Agora, dado que para todo e∈Sd−1 existe a∈Rd tal que L=

{
a+ te : t ∈ [−1

2 ,
1
2 ]
}
⊂

K e como T δ
e (a) =

{
x ∈ Rd : d(x,L)< δ

}
temos que T δ

e (a)⊂ Eδ . Logo

f ∗
δ
(e) = sup

a∈Rd

1∣∣T δ
e (a)

∣∣ ∣∣∣T δ
e (a)∩Eδ

∣∣∣≥ 1,

para todo e ∈ Sd−1. Por outro lado, da Proposição 5.1.3 temos

∣∣ f ∗
δ
(e)
∣∣≤ ∥∥ f ∗

δ

∥∥
∞
≤ ‖ f‖

∞
=
∥∥XEδ

∥∥
∞
= 1,

assim, obtemos que f ∗
δ
(e) = 1 para todo e ∈ Sd−1. Portanto,

∥∥ f ∗
δ

∥∥
q =

∣∣Sd−1
∣∣∼d 1

para todo δ > 0. Também note que

‖ f‖p =

ˆ
Rd

XEδ (y)pdy

 1
p

=
∣∣∣Eδ

∣∣∣ 1
p
.

Suponha que a desigualdade (5.3) seja verdadeira então teriamos que

1.C
∣∣∣Eδ

∣∣∣ 1
p
,

e como limδ→0 ‖ f‖p = limδ→0

∣∣∣Eδ

∣∣∣ 1
p
= |K|

1
p = 0 com p < ∞. Assim, a equação

(5.3) não sería possível.
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De forma que a desigualdade (5.2) seja possível é necessario que Cδ (d, p)→ ∞

quando δ → 0 como sugere a proposição anterior. Em outras palavras, devemos
considerar o caso p = q e ver se é possível mostrar uma limitação do tipo δ−ε

uniformemente em δ , isto é:

∀ε > 0, ∃Cε :
∥∥ f ∗

δ

∥∥
p ≤Cεδ

−ε ‖ f‖p . (5.4)

Não obstante, a limitação anterior também não é possível para um valor de p em
particular. Considere a função f = XB(0,δ ). Como para e ∈ Sd−1 o tubo T δ

e (0)
contém B(0,δ ) temos que

f ∗
δ
(e) =

|B(0,δ )|∣∣T δ
e (0)

∣∣ ∼n δ ,

e assim, ∥∥ f ∗
δ

∥∥
p ∼n δ .

Por outro lado,
‖ f‖p ∼n δ

n
p .

Portanto, a desigualdade (5.4) precisa que para todo ε > 0

δ .ε δ
n
p−ε ,

e todo δ > 0, o que não é possível se p < n. Mas precisamente, notemos que
δ .ε δ

n
p−ε implica que δ

1−( n
p−ε)≤Cε . Dado ε > 0, tomando p < p(ε) = p

ε+1 y
fazendo δ → 0 obtemos que Cε = ∞ .

Sabemos que a função f ∗
δ

tem como domínio um conjunto compacto. Mas quando
é visto como um operador ele toma funções com domínio Rd e as mapeia em fun-
ções com domínio em Sd−1. A seguir, veremos que o comportamento do operador
de Kakeya está determinado pelo modo de atuar em funções definidas localmente.
De fato, a seguinte proposição mostra que a equação (5.2) é um problema local.

Proposição 5.1.5. Sejam p ≥ n e B(0,1) a bola d-dimensional centrada na ori-

gem e raio 1. Se (5.2) é verdadeira para toda f ∈ Lp com suporte contido em
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B(0,1), então (5.2) é verdadeira para toda f ∈ Lp(Rd) com Cδ (p,d) sustituída

por C0Cδ (p,d) para alguma constante C0.

O seguinte lema será importante no sentido de simplificar a prova da proposição.

Lema 5.1.6. Sejam p ≥ n e C uma constante. Se (5.2) é verdadeira para toda

f ∈ Lp com suporte contido em B(0,1), então (5.2) é verdadeira para toda f ∈
Lp com suporte contido em B(a,C) para todo a ∈ Rd e Cδ (p,d) sustituída por

C1Cδ (p,d) para alguma constante C1.

Demonstração. Seja f ∈ Lp, a ∈ Rd tal que supp( f )⊂ B(a,C). Por definição

f ∗
δ
(e) = sup

a∈Rd

1∣∣T δ
e (a)

∣∣ ˆT δ
e (a)

f (y)dy.

Se fazemos a sustitução Cx+a = y, y ∈ supp( f ) na integral e definimos fU(x) =

f (Cx+a) temos que supp( fU)⊂ B(0,1) (F) e também

f ∗
δ
(e) = sup

a∈Rd

C∣∣T δ
e (a)

∣∣ ˆ 1
C(T δ

e (a)−a)
fU(x)dx.

Agora, é claro que o tubo 1
C

(
T δ

e (a)−a
)

está contido no tubo
(

T δ
e (a)− a

C

)
. As-

sim

f ∗
δ
(e) = sup

a∈Rd

C∣∣T δ
e (a)

∣∣ ˆ 1
C(T δ

e (a)−a)
fU(x)dx≤ sup

a∈Rd

C∣∣T δ
e (a)

∣∣ ˆ(T δ
e (a)− a

C)
fU(x)dx

= sup
a∈Rd

C∣∣T δ
e (a)

∣∣ ˆT δ
e (a)

fU(x)dx

∼ ( fU)
∗
δ
(e).

Logo,
∥∥ f ∗

δ

∥∥
p .

∥∥( fU)
∗
δ

∥∥
p. Portanto, de (F) e a hipótese da proposição temos

∥∥ f ∗
δ

∥∥
p .

∥∥( fU)
∗
δ

∥∥
p

≤ Cδ (d, p)‖ fU‖p

∼ Cδ (d, p)‖ f‖p
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pois ‖ fU‖p ∼ ‖ f‖p.

Demostração da Proposição 5.1.5. Tome Rd =
⋃

m̃ Qm̃, onde Qm̃ =∏
d
j=1[m j,m j+

1] e m̃=(m1, ...,md)∈Zd . Seja f ∈Lp(Rd) arbitrária e defina fm̃(x)= f (x)XQm̃(x)

tal que
f (x) = ∑

m̃
fm̃(x) q.s. (5.5)

A medida usada é a medida de Lebesgue de Rd . É importante também falar o
porquê da igualdade em (5.5) não representar ambiguidades. É claro que ela é
verdadeira em toda parte no interior de algum Qm̃. Mas o lado direito de (5.5), é
um múltiplo constante de f (x), o qual só depende da dimensão d sempre e quando
x estiver na fronteira de algum Qm̃(ou na interseção de número finito de cubos).
Fixe p ≥ n e suponha (5.2) verdadeira para toda f ∈ Lp com suporte supp( f ) ⊂
B(0,1). Fixe e ∈ Sd−1. Notemos pela definição de f ∗

δ
(definição de supremo)

existe T δ
e (a) tal que

f ∗
δ
(e)≤ 2∣∣T δ

e (a)
∣∣ ˆT δ

e (a)
f (x)dx

(5.5)
=

2∣∣T δ
e (a)

∣∣ ˆT δ
e (a)

∑
m̃

fm̃(x)dx (5.6)

Agora, como T δ
e (a)⊂ Rd , deve existir m̃0 ∈ Zd tal que T δ

e (a)∩Qm̃0 6= /0. E pelo
fato de T δ

e (a) ter comprimento igual a 1, observe que T δ
e (a)∩Qm̃ = /0 para todo

cubo que não esteja adjacente a Qm̃0 . Em símbolos

T δ
e (a)∩Qm̃ 6= /0, ∀m̃ ∈ Zd tal que Qm̃0 ∩Qm̃ 6= /0. (5.7)

Como vimos na equação (5.5), só existe um número finito de multíndices m̃ que
satisfazem a relação (5.7) para um m̃0 fixo e este dependendo só da dimensão d.
Assim, estudamos o operador examinando um número finito de fm̃(x). Logo (5.6)
é igual a

1∣∣T δ
e (a)

∣∣ ˆT δ
e (a)

∗
∑
m̃

fm̃(x)dx≤
∗
∑
m̃
( fm̃)

∗
δ
(e).

Onde ∑
∗
m̃ denota uma soma finita de índices m̃ que satisfazem (5.7). Aplicando a
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desigualdade de Hölder obtemos

∗
∑
m̃
( fm̃)

∗
δ
(e) ≤

(
∗
∑
m̃

1p′
) 1

p′
(
∗
∑
m̃

∣∣( fm̃)
∗
δ
(e)
∣∣p) 1

p

.d
∥∥( fm̃)

∗
δ
(e)
∥∥

lp(Zd)
.

Onde 1
p′ +

1
p = 1. Notemos que a condição (5.7) desapareceu. Assim, a desigual-

dade anterior junto com (5.6) nos dá

f ∗
δ
(e).d

∥∥( fm̃)
∗
δ
(e)
∥∥

lp(Zd)
,

tomando em ambos lados da desigualdade a norma em Lp e elevando à p potência
obtemos

∥∥ f ∗
δ

∥∥p
Lp(Sd−1)

.d

ˆ

Sd−1

∑
m̃

∣∣( fm̃)
∗
δ
(e)
∣∣p de

.d ∑
m̃

∥∥( fm̃)
∗
δ

∥∥p
Lp(Sd−1)

. (5.8)

Só resta usar a hipótese da proposição às fm̃ mas isto não é possível pois o suporte
delas não está contido na bola unitária. Para remediar esta dificuldade notemos
que se fixarmos qualquer m̃, fm̃ tem suporte em Qm̃ e Qm̃ ⊂ B(a,K) para algum
a ∈ Rd e alguma constante K. Mais especificamente, devemos tomar K de forma
que a d−bola contenha o d−cubo unitário, isto se consegue fazendo K >

√
d.

Agora, aplicando o Lema 5.1.6 obtemos

∑
m̃

∥∥( fm̃)
∗
δ

∥∥p
Lp(Sd−1)

.∑
m̃

Cδ (d, p)p ‖( fm̃)‖p
Lp(Rd)

= Cδ (d, p)p ‖ f‖p
Lp(Rd)

.

Combinando isto com (5.8) prova-se a proposição.

�

Conjectura 5.1.7. (Conjectura da função maximal de Kakeya) Para todo ε > 0
existe Cε tal que ∥∥ f ∗

δ

∥∥
d ≤Cεδ

−ε ‖ f‖d
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para toda f ∈ Ld(Rd) e todo δ > 0.

Como adiantamos, a Conjectura 5.1.7 implica a Conjectura 5.0.14. O Teorema
5.1.9 establece tal afirmação. Mas antes, mostraremos um lema geométrico que
simplifica a demostração do teorema mencionado e que fala sobre a interseção de
bolas e tubos.

Lema 5.1.8. Sejam e ∈ Sd−1 e Le um segmento de linha de comprimento igual a

1 na direção de e, centrado em a ∈ Rd . Considere um conjunto finito de bolas

B j = B(x j,r j), 1≤ j ≤ m tal que 2−k ≤ r j ≤ 2−(k−1). Então,∣∣∣∣∣Le∩
(⋃

j

B j

)∣∣∣∣∣≥ α ⇒
∣∣∣∣∣T 2−k

e (a)∩
(⋃

j

B(x j,2r j)

)∣∣∣∣∣≥ α

∣∣∣T 2−k

e (a)
∣∣∣ .

Demonstração. Consideremos o caso de uma só bola, B com centro x e raio 2−k ≤
r ≤ 2−(k−1) tal que

|B∩Le| ≥ α. (5.9)

Seja Z conjunto formado por todos os pontos do tubo T 2−k

e tais que projetados
ortogonalmente sobre Le estão em Le∩B (região cinza).

Figura 5.1: Descrição do Lema 5.1.8

Sejam y ∈ Z e ỹ o ponto resultante de projetar ortogonalmente y sobre Le. Daí que

|y− x| ≤ |y− ỹ|+ |ỹ− x|
≤ 2−k + r ≤ r+ r = 2r.
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Então a bola B(x,2r) contém a região Z, logo Z ⊂ T 2−k

e ∩B(x,2r). Portanto

∣∣∣T 2−k

e ∩B(x,2r)
∣∣∣≥ |Z|= 2.2−k |B∩Le|

(5.9)
≥ 2.2−k

α =
∣∣∣T 2−k

e

∣∣∣α.

Agora, suponha que existem B1, ...,Bm bolas tais que

|Bi∩Le| ≥ αi.

Denotemos B̃i = B(xi,2ri). Definimos como no caso passado os conjuntos Zi ⊂
T 2−k

e para cada i. Por hipótese do lema temos∣∣∣∣∣Le∩
(⋃

i

Bi(xi,ri)

)∣∣∣∣∣≥ α.

Podemos deduzir apartir da figura 5.1 que∣∣∣∣∣T 2−k

e ∩
(⋃

i

Zi

)∣∣∣∣∣≥ α

∣∣∣T 2−k

e

∣∣∣ . (5.10)

Por outro lado, do primeiro caso temos que(
T 2−k

e ∩Zi

)
⊆ T 2−k

e ∩ B̃i,

e assim ∣∣∣∣∣T 2−k

e ∩
(⋃

i

B̃i

)∣∣∣∣∣≥
∣∣∣∣∣T 2−k

e ∩
(⋃

i

Zi

)∣∣∣∣∣ ,
finalmente de (5.10), ∣∣∣∣∣T 2−k

e ∩
(⋃

i

B̃i

)∣∣∣∣∣≥ α

∣∣∣T 2−k

e

∣∣∣ .

Teorema 5.1.9. Se é verdadeira a estimativa

∀ε > 0, ∃Cε :
∥∥ f ∗

δ

∥∥
p ≤Cεδ

−ε ‖ f‖p
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Para p < ∞ então os conjuntos de Kakeya de Rd tem dimensão inteira.

Demonstração. Seja K conjunto de Kakeya de Rd . Pela definição de dimensão
de Haudorff, devemos provar que para todo α < d se satisfaz que Hα(K) > 0.
Lembre-se que Hδ

α (K)≤ Hα(K) para todo δ > 0. Assim, é suficiente provar que
Hδ

α (K)> 0 para todo δ > 0.
Fixe α < d. Para cada e ∈ Sd−1 sabemos que existe um segmento de linha de
comprimento igual a 1 em direção de e contido em K; denote-se por Le e seja ae

seu ponto médio. Fixe também uma cobertura de K por bolas B(x j,r j) com r j ≤ 1.
Defina para cada m ∈ Z+,

Jm =
{

j : 2−m ≤ r j ≤ 2−(m−1)
}
.

Podemos assumir que Jm é finito para todo m pois de outra forma teríamos para
algúm z que

∑
j

rα
j ≥

∞

∑
m=1

∑
j∈Jm

(
2−m)α ≥ #(Jz)

(
2−m)α

= ∞,

ou seja, Hα

δ
(K) = ∞ para δ ≥ 2−(m−2) (absurdo). Defina

Sm =

{
e ∈ Sd−1 :

∣∣∣∣∣Le∩
( ⋃

j∈Jm

B j

)∣∣∣∣∣≥ c
m2

}
,

onde c < 6
π2 . Afirmamos que Sd−1 =

⋃
∞
m=1 Sm. Para provar isto, suponha que

existe e ∈ Sd−1 e e /∈⋃∞
m=1 Sm. Logo, é verdade que

∣∣Le∩
(⋃

B j
)∣∣< c

m2 para todo
m e assim

∞

∑
m=1

∣∣∣∣∣Le∩
( ⋃

j∈Jm

B j

)∣∣∣∣∣≤ c
∞

∑
m=1

1
m2 < 1,

mas por outro lado,

∞

∑
m=1

∣∣∣∣∣Le∩
( ⋃

j∈Jm

B j

)∣∣∣∣∣≥
∣∣∣∣∣ ∞⋃
m=1

(Le∩
( ⋃

j∈Jm

B j

)
)

∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣Le∩

(⋃
j

B j

)∣∣∣∣∣= |Le|= 1.

Agora, defina Fm =
⋃

j∈Jm
B(x j,2r j) e seja f = XFm . Se e ∈ Sm temos pelo Lema
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5.1.8 ∣∣∣T 2−m

e (ae)∩Fm

∣∣∣≥ c
m2

∣∣∣T 2−m

e (ae)
∣∣∣ . (5.11)

A seguir estimamos a norma Lp de f ∗2−m . Para isso notemos primeiro que

f ∗2−m(e) = sup
a∈Rd

1∣∣T 2−m
e (a)

∣∣ ˆT 2−m
e (a)

f (y)dy

= sup
a∈Rd

1∣∣T 2−m
e (a)

∣∣ ∣∣∣T 2−m

e (a)∩Fm

∣∣∣
≥ 1∣∣T 2−m

e (ae)
∣∣ ∣∣∣T 2−m

e (ae)∩Fm

∣∣∣
(5.11)
≥ c

m2 .

Assim,

∥∥ f ∗2−m

∥∥
p ≥

ˆ
Sm

∣∣ f ∗2−m(e)
∣∣p dµ


1
p

≥ c
m2 µ(Sm)

1
p , (5.12)

onde µ é a medida de superfícies sobre Sd−1 (veja Apêndice A). Por outro lado,
da hipótese do teorema temos que para todo ε > 0

∥∥ f ∗2−m

∥∥
p ≤Cε(2−m)−ε ‖ f‖p .d Cε2mε

(
#(Jm)

1
2(k−1)d

) 1
p

. (5.13)

Pois, ‖ f‖p = |Fm|
1
p e |Fm| ≤∑ j∈Jm

∣∣B(x j,2r j)
∣∣.d

(
#(Jm)

1
2(k−1)d

)
. Juntando (5.12)

e (5.13) obtemos

µ(Sm)≤ m2pCp
ε #(Jm)2mε p−(k−1)d .ε,d,p 2−m(d−2pε). (5.14)

Na segunda desigualdade da equação anterior usamos o fato que m2p ≤Cε p2mε p.



CAPÍTULO 5. CONJECTURA DE KAKEYA 65

Agora, como α < d, tome ε de tal forma que α < d−2ε p e note

∑
j

rα
j ≥∑

j
rd−2ε p

j =
∞

∑
m=1

∑
j∈Jm

rd−2ε p
j

≥
∞

∑
m=1

∑
j∈Jm

2−m(d−2ε p)

=
∞

∑
m=1

2−m(d−2ε p)#(Jm)

(5.14)
& ε,d,p

∞

∑
m=1

µ(Sm)≥ cε,d,p

∣∣∣Sd−1
∣∣∣ := c > 0

A constante da última desigualdade não depende da cobertura de E, logo Hδ
α (K)>

0 para todo δ > 0.

5.2 Conjectura de Kakeya em R2

Nesta seção provaremos a Conjectura 5.1.7 em R2 e com ajuda do Teorema 5.1.9
concluiremos que os conjuntos de Kakeya em R2 tem dimensão de Hausdorff 2.
O primeiro a tratar e provar a conjectura foi Cordoba[12]. Porém, apresentaremos
a prova dada por Bougain[11], a qual expõe técnicas de análise de Fourier. Ado-
tamos tal demostração pelas conformidades do trabalho. A seguir, introduzimos
algums resultados e propriedades elementares da análise de Fourier que serão de
utilidade na prova dos teoremas e lemas centrais da seção.

5.2.1 Preliminares

Definição 5.2.1. Dada uma função f ∈ L1(Rd) definimos sua transformada de
Fourier f̂ como

f̂ (ξ ) :=
ˆ

Rd

f (x)e−2πξ xdx.

Proposição 5.2.2. Seja f ∈ L1(Rd). Então vale
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1. f̂ ∈ L∞(Rd).

2. Se h(x) = f (x−a) com a ∈ R então ĥ(ξ ) = e−2πiaξ f̂ (ξ ).

3. Se h(x) = f (ax) com a ∈ R então ĥ(ξ ) = a−d f̂ (ξ

a ).

4. f̂ ∗g(ξ ) = f̂ (ξ )ĝ(ξ ) onde f ∗g denota a convolução entre f e g definda como

( f ∗g)(x) :=
ˆ

Rd

f (y)g(x− y)dy.

5. Se T é uma transformação linear inversível então

f̂ ◦T = |det(T )|−1 f̂ ◦T−1

(Se a transformação T é ortogonal então f̂ ◦T = f̂ ◦T ).

A prova da Proposicão 4.2.14 é omitida pois os pontos 1,2,3,4 e 5 são resultados
muito bem conhecidos, para isso veja [3].

Proposição 5.2.3. Se f e g estão em L2(Rd)

1. (Plancherel) ˆ
f g =

ˆ
f̂ ĝ.

2. ‖ f‖2 =
∥∥ f̂
∥∥

2 .

3. ‖ f ∗g‖
∞
≤
∥∥ f̂ ĝ

∥∥
1 .

Demonstração. O ponto 1 é um resultado conhecido nesta teoria e que pode ser
encontrado em qualquer texto. Observe que o ponto 2 é consequência imediata
do ponto 1. Para 3, considere f e g em L2(Rd). Defina a função h(y) = g(x− y).
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Então

|( f ∗g)(x)|=

∣∣∣∣∣∣
ˆ

Rd

f (y)g(x− y)dy

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
ˆ

Rd

f (y)h(y)dy

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
ˆ

Rd

f̂ (ξ )ĥ(ξ )dξ

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
ˆ

Rd

f̂ (ξ )e2πxξ ĝ(ξ )dξ

∣∣∣∣∣∣
≤
ˆ ∣∣ f̂ (ξ )ĝ(ξ )∣∣dy =

∥∥ f̂ ĝ
∥∥

1 ,

usamos Plancherel (terceira linha) e ponto 2 da Proposição 4.2.14 (quarta linha).

Definição 5.2.4. Uma função f está na classe de Schwartz S(Rd) se é infinita-
mente diferenciável e todas suas derivadas decrescem rápido no infinito, isto é,∥∥∥xαDβ f (x)

∥∥∥
∞

< ∞, ∀α,β ∈ Nd.

Teorema 5.2.5. A transformada de Fourier é um isomorfismo linear S(Rd)→
S(Rd).

Teorema 5.2.6. O operador de Kakeya satisfaz

‖Kδ f‖2 ≤C
(

log
(

1
δ

))1/2

‖ f‖2 ,

para todo f ∈ L2(R2).

Demonstração. (Bourgain) Podemos supor que f é uma função não negativa. De
fato, afirmamos que se (5.2) é verdadeira para qualquer função não negativa f ∈
Lp(Rd) então (5.2) é verdadeira para toda f ∈ Lp(Rd). Sabemos que ‖ f‖p =
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‖| f |‖p para toda f ∈ Lp(Rd) e pela definição 5.1.2 temos também que
∥∥ f ∗

δ

∥∥
p =∥∥∣∣ f ∗

δ

∣∣∥∥
p. Portanto,

∥∥ f ∗
δ

∥∥
p =

∥∥∣∣ f ∗
δ

∣∣∥∥
p ≤Cδ (d, p)‖| f |‖p =Cδ (d, p)‖ f‖p .

Na desigualdade da equação anterior usamos a hipótese da afirmação. Voltando à
prova do teorema, defina para cada 0 < δ < 1 e e ∈ S1 a função

ϕ
e
δ
(x) :=

XT δ
e (0)(x)

δ
.

A função anterior é muito importante pois esta permite definir o operador de Ka-
keya em termos de uma convolução de funções suaves, o que por sua vez também
fornece com ajuda da teoria de Fourier uma melhor análise de tal operador. De
fato,

f ∗
δ
(e) = sup

a∈R2

1
δ

ˆ
T δ

e (a)
f (x)dx

= sup
a∈R2

1
δ

ˆ
R2

XT δ
e (0)(y) f (y−a)dy

= sup
a∈R2

(ϕe
δ
∗ f )(a). (5.15)

Agora, tomamos uma função φ na clase de Schwartz S(R) tal que φ̂ tenha suporte
compacto contido em [−M,M] para algum M > 0 e φ(x)≥ 1 para todo x ∈ R tal
que |x| ≤ 1. Um exemplo de tal função é a conhecida função de Gauss dada por

φ(x) = ce−
x2
4 onde c é uma constante. A seguir, defina ψ : R2 7→ R como

ψ(x1,x2) :=
1
δ

φ(x1)φ(
x2

δ
).

Seja e1 = (1,0). Afirmamos que ϕ
e1
δ
≤ ψ . Para isso, note que se x = (x1,x2) /∈

T δ
e1
(0), então ϕδ

e1
(x) = 0≤ ψ(x). Por outro lado, se x ∈ T δ

e1
(0), então |x1| , |x2| ≤ 1

e assim φ(x1)≥ 1 e φ(x2
δ
)≥ 1. Logo,

ψ(x) =
1
δ

φ(x1)φ(
x2

δ
)≥ 1

δ
≥ ϕ

e1
δ
(x).
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Portanto, aplicando a não negatividade de f e (5.15) temos

ˆ
R2

ϕ
e1
δ
(x) f (x−a)dx≤

ˆ
R2

ψ(x) f (x−a)dx

f ∗
δ
(e1)≤ sup

a∈R2
(ψ ∗ f )(a).

Seja re a rotação que envia o vetor e ∈ S1(arbitrário) a e1. Defina ψe = ψ ◦ re

e notemos que ϕe
δ
≤ ψe, isto, pelos mesmos argumentos que foram explicados

anteriormente. Assim,

f ∗
δ
(e)≤ sup

a∈R2
(ψe ∗ f )(a) = ‖ψe ∗ f‖

∞
.

Segue-se da Propriedade 5.2.3 item 3 que

f ∗
δ
(e)≤

∥∥ψ̂ f̂
∥∥

1

=

ˆ

R2

|ψ̂e(ξ )|
∣∣ f̂ (ξ )∣∣dξ

=

ˆ

R2

|ψ̂e(ξ )|
1
2 (1+ |ξ |) 1

2
∣∣ f̂ (ξ )∣∣ |ψ̂e(ξ )|

1
2

(1+ |ξ |) 1
2

dξ .

Dado que ψ ∈ S(R2), podemos aplicar Cauchy-Schwartz na linha anterior, ob-
tendo assim

f ∗
δ
(e)≤

ˆ
R2

|ψ̂e(ξ )|(1+ |ξ |)
∣∣ f̂ (ξ )∣∣2 dξ

 1
2

(I)

ˆ
R2

|ψ̂e(ξ )|
1+ |ξ | dξ

 1
2

(II)

. (5.16)

Estimemos a integral (II). Da definição de ψ se deduz

ψ̂(ξ1,ξ2) =

ˆ

R2

φ(x1)
1
δ

φ(
x2

δ
)e−2π(x1ξ1+x2ξ2)dx1dx2

= φ̂(x1)φ̂(δx2),



CAPÍTULO 5. CONJECTURA DE KAKEYA 70

daí que o suporte de ψ está contido num tubo do tipo [−M,M]× [−M
δ
, M

δ
]. Além

disso, re é uma transformação ortogonal, segue-se da Propriedade 5.5.2 item 5

que ψ̂e = ψ̂ ◦ re. Ou seja, ψ̂e e ψ̂ tem o mesmo suporte, isto é, um tubo MT
1
δ

e (0)
de lados 2M e 2M

δ
. Outra nota importante é o Teorema 5.2.5 que estabelece: se

φ ∈ S(R) então φ̂ ∈ S(R). Em particular,
∥∥φ̂
∥∥

∞
≤ K < ∞. Igualmente para ψ̂e.

Assim,

ˆ

R2

|ψ̂e(ξ )|
1+ |ξ | dξ ≤

ˆ

MT
1
δ

e (0)

K
1+ |ξ |dξ

.

M
δˆ

−M
δ

M̂

−M

dξ

1+ |ξ | .

Tomando coordenadas polares (ξ1,ξ2) = (r cosθ ,r sinθ) obtemos

ˆ

R2

|ψ̂e(ξ )|
1+ |ξ | dξ .

M
δˆ

−M
δ

dr
1+ r

.

M
δˆ

0

dr
1+ r

= log(1+
M
δ
),

como tomamos δ < 1 temos que log
( 1

δ

)
> 0. Desta forma, podemos afirmar que

log(1+ M
δ
). log

( 1
δ

)
. O resultado anterior junto com a equação (5.16) nos da

f ∗
δ
(e).

ˆ
R2

|ψ̂e(ξ )|(1+ |ξ |)
∣∣ f̂ (ξ )∣∣2 dξ

 1
2

(I)

(
log
(

1
δ

)) 1
2

.
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Apliquemos na equação anterior a norma de L2(S1), isto é

∥∥ f ∗
δ
(e)
∥∥2

L2(S1)
. log

(
1
δ

)ˆ
S1

ˆ
R2

|ψ̂e(ξ )|(1+ |ξ |)
∣∣ f̂ (ξ )∣∣2 dξ

de

= log
(

1
δ

)ˆ
R2

(1+ |ξ |)
∣∣ f̂ (ξ )∣∣2 (ˆ

S1

|ψ̂e(ξ )|de)

(I’)

dξ .

Estimemos a integral (I’). Observe que se
´
S1 |ψ̂e(ξ )|de. 1

1+|ξ | , obteríamos pela
Propriedade 5.2.3 item 2 a desigualdade desejada. De fato, sabemos que o suporte

de ψ̂e(ξ ) está contido num tubo MT
1
δ

e (0). Seja ξ ∈ R2 fixo. Notemos que se
|ξ | ≤M então

|supp(ψ̂e(ξ ))|=
∣∣∣∣{e ∈ S1 : ξ ∈MT

1
δ

e (0)
}∣∣∣∣= ∣∣S1∣∣. 1

1+ |ξ | .

Ao contrário, se |ξ | > M
δ

, então ξ /∈MT
1
δ

e (0) para todo e ∈ S1 e assim obtém-se
trivialmente que |supp(ψ̂e(ξ ))|. 1

1+|ξ | . Seja o caso quando M < |ξ | ≤ M
δ

, então

para garantir que ξ ∈ MT
1
δ

e (0) para algum e, os vetores ξ e e devem ser quase
ortogonais. Mais precisamente, pela definição dos tubos, temos

MT
1
δ

e (0) =
{

ζ ∈ R2 : |〈ζ ,e〉| ≤M, |〈ζ ,v〉| ≤ M
δ

para todo v⊥ e
}
.

Podemos rotacionar nosso sistema de forma que ξ esteja no primeiro eixo de
coordenadas, isto é, ξ = (ξ1,0). Agora, aplicando a definição anterior do tubo,
notemos que{

e ∈ S1 : ξ ∈MT
1
δ

e (0)
}
=

{
e : |〈ξ ,e〉| ≤M, |〈ξ ,v〉| ≤ M

δ
∀v⊥ e

}
=

{
e :
∣∣∣∣〈 ξ

|ξ | ,e
〉∣∣∣∣≤ M

|ξ | ,
∣∣∣∣〈 ξ

|ξ | ,v
〉∣∣∣∣≤ M

δ |ξ | ∀v⊥ e
}

Notemos também que a segunda desigualdade na equação anterior é trivial; de
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fato, para todo e ∈ S1 e v⊥ e, tem-se que∣∣∣∣〈 ξ

|ξ | ,v
〉∣∣∣∣≤ ∣∣∣∣ ξ

|ξ |

∣∣∣∣ |v|= 1≤ M
δ |ξ | ,

pois |ξ | ≤ M
δ

. Assim,{
e ∈ S1 : ξ ∈MT

1
δ

e (0)
}
=

{
e : |e1| ≤

C
|ξ |

}
,

onde e = (e1,e2). Isto define um subconjunto de S1 o qual descreve um pequena
parte da circunferência que tem como comprimento igual a algo comparável com
1
|ξ | . Assim, tal subconjunto está limitado por 1

|ξ | .
1
|ξ |+1 pois |ξ |& 1. Portanto,

∣∣∣∣{e ∈ S1 : ξ ∈MT
1
δ

e (0)
}∣∣∣∣. 1

1+ |ξ | ,

para todo ξ ∈ R2 fixado. Consequentemente,

ˆ

S1

|ψ̂e(ξ )|de. |supp(ψ̂e(ξ ))|=
∣∣∣∣{e ∈ S1 : ξ ∈MT

1
δ

e (0)
}∣∣∣∣. 1

1+ |ξ | .

Ou seja,

∥∥ f ∗
δ
(e)
∥∥2

L2(S1)
. log

(
1
δ

)ˆ
R2

∣∣ f̂ (ξ )∣∣dξ = log
(

1
δ

)
‖ f‖2

2 ,

como adiantamos, a última igualdade é devida à Propriedade 5.2.3 item 2.
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Teorema de Vitali

Definição A.0.7. Seja E um subconjunto de um espaço métrico (X ,d). Seja Φ

uma classe de subconjuntos de X tais que para todo ε > 0 e x ∈ E existe algum
U ∈Φ com x∈U e diamU < ε . Então a família Φ é chamada uma classe de Vitali
pra E.

Teorema A.0.8. (Cobertura de Vitali) Sejam E ⊂ X e Φ uma classe de Vitali para

E consistindo de conjuntos fechados de E. Então existe uma sequência (finita ou

infinita) (Ui) de elementos disjuntos de Φ tais que para cada α ≥ 0 temos que:;

∑
i
(diamUi)

α = ∞ ou mα(E−
⋃

i

Ui) = 0.

Definição A.0.9. (Medida de Superfície) Sejam ‖·‖ norma em Rd e σ medida
dimensional de Lebesgue. Defina

µ(E) = dσ((0,1]×E),

para todo E ∈ BSd−1 . Esta medida µd−1 : BSd−1 7→ [0,∞] é chamada a medida de
superfícies sobre Sd−1.

73
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Função de Cantor-Lebesgue

É uma função continua F : [0,1] 7→ [0,1] que é crescente e F(0) = 0, F(1) = 1
mas F ′(x) = 0 quase sempre. Ela obtida da seguinte construção:

Considere o conjunto triádico de Cantor K ⊂ [0,1] descrito no Exemplo 4.1.9 e
lembrese que

K =
∞⋂

k=0

Ek,

onde cada Ek é união disjunta de 2k intervalos fechados. Sejam E1 = [0,1/3]∪
[2/3,1] e F1(x) uma função contínua crescente em [0,1] que satifaz: F1(0) =
0,F1(x) = 1/2 se 1/3 ≤ x ≤ 2/3, F1(1) = 1 e F1 é linear em E1. Similarmente,
seja F2(x) contínua e crescente, tal que

F2(x) =



0 se x = 0,

1/4 se 1/9≤ x≤ 2/9,

1/2 se 1/3≤ x≤ 2/3,

3/4 se 7/9≤ x≤ 8/9,

1 se x = 1,

e F2 é linear em E2 .

Este proceso produz uma sequência de funções contínuas e crescentes {Fn}∞
n=0 tal

que
|Fn+1(x)−Fn(x)| ≤ 2−n−1.

Portanto, {Fn}∞
n=0 converge uniformemente a uma função contínua F chamada a

função de Cantor-Lebesgue. Pela construção, F é crescente, F(0) = 0, F(1) = 1,
e F é constante em cada intervalo del complemento do conjunto de Cantor.
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