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Resumo

O intuito da presente dissertacdo € o estudo do chamado problema de Kakeya.
Mais precisamente, depois introduzir todos os pré-requisitos necessarios, demos-
traremos a conjectura de Kakeya no caso de R?, destacando que o caso geral dessa
conjectura, que afirma que cada conjunto de Kakeya de R" possui dimensao de

Hausdorff igual a n, € ainda um problema aberto.

Palavras-chave: Kakeya, Besicovitch.
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Abstract

In this dissertation we study the so called Kakeya problem. More precisely, after
introducing all the necessary prerequisites, our main goal will be to give a proof of
the the Kakeya conjecture in the case of R?, whose general case, stating that every

Kakeya set in R” has Hausdorff dimension equal to n, is still an open problem.

Keywords: Kakeya, Besicovitch.
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Introducao

Em 1917, o matemadtico japonés Soichi Kakeya prop0s o seguinte problema :

Qual é a menor drea de uma regido do plano, que contém um segmento de linha
de comprimento igual a 1, que pode ser rotacionado continuamente em 180° sem

sair da regido?

Em 1920, entre uma selecao de questdes sobre geometria, foi publicada a pergunta
de Kakeya na revista The American Mathematical Monthly [14]. Tal questdo seria
nomeada depois como o problema de Kakeya. A restri¢do do problema de Kakeya
a conjuntos convexos levou os matematicos M. Fujiwara e S. Kakeya [4] a conjec-
turar que o tridngulo equildtero de altura igual a 1 era o candidato para resolver a
questdo. Porém eles ndo apesentaram nenhuma prova. Somente um ano depois o
matematico hiingaro Julius Pal [5] demonstrou que a conjectura anterior era ver-
dadeira. Removendo a hip6tese de convexidade, o problema de Kakaya continuou
aberto. Nao obstante, foi conjecturado que o hipocicloide de trés pontas era a tao
procurada resposta [1].

Em paralelo aos trabalhos supracitados, o matematico russo A. S. Besicovitch es-
tudava um problema parecido ao de Kakeya, mas sob a perpesctiva de uma area
de pesquisa diferente. O objetivo era, para qualquer fun¢do Riemann intregravel
de R?, encontrar um par de eixos ortogonais tais que a integral iterada sobre esses
eixos existisse [1]. Besicovitch encontrou uma fungdo para a qual essa afimacao
ndo € verdadeira. Este contraexemplo € apresentado no Capitulo 2. Este trabalho
foi publicado em 1919, a0 mesmo tempo que a guerra civil na Rudssia havia limi-

tado as comunicac¢des com o resto do mundo. Foi por esta razdo que Besicovitch
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SUMARIO 5

nio tomou conhecimento do problema de Kakeya (1917) até ter deixado a Rus-
sia. No Capitulo 3, expde-se a solu¢do dada por Besicovitch (com uma grande
contribui¢do de Julius Pal) para o problema de Kakeya. Esta solucdo consistiu
em modificar a constru¢do do conjunto usado como contraexemplo no problema
ja mencionado. Esses conjuntos passaram a ser conhecidos como conjuntos de
Kakeya.

No Capitulo 4, introduzimos a ideia de dimensdo, que € necessaria para entender
a estrutura dos conjuntos de Kakeya. Previamente, Besicovitch perguntou se era
possivel construir um conjunto de Kakeya no plano de dimensao de Hausdorff
menor que 2. Em 1971, R. Davis provou que todo conjunto de Kakeya do plano
deve ter dimensao de Hausdorff exatamente 2 [10]. Saber se os conjuntos de Ka-
keya de R tem dimensio de Hausdorff d é ainda um problema aberto e a hip6tese
de que isto é verdadeiro é conhecida como a conjectura de Kakeya (veja Capitulo
5).



cApriTuLO 1

Preliminares

1.1 Espacos de Medida

Definicao 1.1.1. Seja X um conjunto ndo vazio. Uma o-dlgebra de X é uma

colec@o de subconjuntos .# de X tais que

(a) 0 e .,
(b) A],Az,“.€¢47==$ljz;1Ak€Eﬂq,
(¢) A€ #=—> A° € . (onde A° denota o complementar de A).

Definiciao 1.1.2. Seja X um conjunto com uma o-dlgebra .#. Uma medida em
A, ouem (X,.# ), é uma fungdo u : .# — |0, 0| satisfazendo:

i) 1(0)=0.

ii) Se E|,E,,... ¢ uma familia enumeravel de conjuntos disjuntos de .#, entao:

LL<E]E%) ::iiF“Eﬁ)
n=1 n=1
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Seja X um conjunto e .# uma o-dlgebra sobre X. Entdo,

* O par (X,.#) é dito um espago mensuravel e os conjuntos de .# sdo cha-

mados conjuntos mensuraveis.

* Se u é uma medida em (X,.#), a terna (X,.#, ) é chamada espago de

medida.

Definicdo 1.1.3. Dado um espaco de medida (X,.#,u), N € .# é chamado nulo
se L(N)=0.

Pela subaditividade, a unido enumeravel de conjuntos nulos € nulo. Se uma afir-
macao vale para todo ponto x € X — N, onde N € conjunto nulo , dizemos que ela

vale quase sempre (abreviado q.s.) ou para quase todo x € X.

1.2 Medida exterior e teorema de Carathéodory

Sejam X um conjunto ndo vazio e &?(X) a familia de todos os subconjuntos de X.

Uma medida exterior u, sobre X é uma fungao
ot Z(X) = [0, 0]

tal que

(ii) Se E| C E», entdo U, (Ey) < we(Ey).

(iii) Se E1,E,,... ¢ uma familia enumeravel de conjuntos , entao

. <[] E) < Y (B,
n=1 n=1

Defini¢ao. Um subconjunto E de X € chamado Carathéodory mensurdvel, ou sim-

plesmente mensurdvel, se

pi(E) = i (ENA) + e (E°NA), VACX. (1.1)
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Um fato notdvel derivado da defini¢do dada em (1.1) é resumido no seguinte teo-

rema.

Teorema 1.2.1. Dada uma medida exterior L, em X, a colecdo .# de conjuntos
Carathéodory mensurdveis é uma c-dlgebra. Além disso, [L restrita a M é uma

medida.

Demonstragdo. Veja [3]. U

1.3 Medida Exterior Métrica

Se X € dotado de uma “funcdo distancia” ou “métrica”, existe uma classe parti-
cular de medidas exteriores que induzem medidas sobre a ¢-dlgebra gerada pelos

conjuntos abertos de X.

Defini¢do 1.3.1. Um espago métrico é um par (X,d), onde X é um conjunto ndo

vazio e d uma fungdo d : X x X — [0,00) que satisfaz:

Ml1) d(x,y) =0<=x=y.
M2) d(x,y) =d(y,x) Vx,y €X.

M3) d(x,y) <d(x,z)+d(z,y),Vx,y,z€X.

Se (X,d) é um espago métrico, em X é definida uma topologia. A saber, a topolo-

gia gerada pelas bolas abertas

B/(x)={yeX:d(x,y) <r}.

Dizemos que &' C X € aberto se, para qualquer x € &, existe r > 0 tal que a bola

aberta B,(x) estd contida em &

Finalmente, sobre um espaco métrico podemos definir a o-algebra de Borel, By,
que € a menor o-algebra que contém os conjuntos abertos de X. Os elementos de

Byx sdo chamados conjuntos de Borel ou Borelianos.
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Defini¢do. Dados dois subconjuntos A e B de (X,d), a distincia entre A e B é
definida por
d(A,B) =inf{d(x,y) : x€Aey € B}.

Definicao. Uma medida exterior i, em X é chamada métrica se:
W (AUB) =t (A) + . (B), VA,B€ Z(X):d(A,B)>0. (1.2)

Teorema 1.3.2. Se . é uma medida exterior métrica em (X ,d), os Borelianos de

X sdo mensurdveis, e |L, restrita a By é uma medida.

Demonstragdo. Pela definicdo de By € suficiente provar que todo conjunto fe-
chado em X é Carathéodory mensurdvel. Portanto, seja F um fechadoem X e A

um subconjunto de X com p,(A) < eo. Para cada n > 0, seja

1
An:{xéFcﬂA : d(x,F)Z—}.
n

1 1 ~
7 = o7 entdo x € Ay,+1. Dado

que F é fechado notemos F*NA = J;_; A,(*). De fato, se x € F°NA e como
F = F temos d(x,F) > 0 assim podemos tomar ny €N tal que d(x, F) > % Logo,

¢ claro que A, C A, poisse x € A, , d(x,F) >

x € Apyou seja x € Uy A,. Além disso, se x € FNA e d(x,y) < 1/ entdo pela
propriedade (M3) de d

dy,F) <d(x,y)+d(x,F) <1/n+0

logo, y ¢ A,. Assim, d(FNA,A,)>1/n> 0. Por outro lado, A D (FNA)UA,.
Portanto,
1.2
1(A) > w(FNA) NA) 2w (FNA) + 1.(4)). (1.3)
Afirmamos que

lim p.(A,) = u(FCNA).

n—oo

De fato, seja B, = A,4+1 NA¢, , notemos que

d(Bpi1,An) > n(ni1) > 0. (1.4)
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Pois se d(By+1,A,) < 1/n(n+1), ou sejad(x,F) <1/n,d(x,y) < /n(nt1) ey € A,,
entao
d(y,F) <d(x,y) +d(x,F) <1/n(nt1)+1/nt1=1/n.

Logo, y ¢ A,(absurdo). Pela defini¢do de B,,, obtemos Ay O Boy UAg_ € por
(1.4) se segue

12
M (Aggy1) > Me(Box UA2—1) (2 M (Bog) + i (Agi—1)-

Da mesma forma,

M (Azk—1) > Wi (Bog—2UAzk—3) = Wi(Bog—2) + t«(A2k—3)

indutivamente,

k
P (Agg1) > Z (B2j) + W« (A1)

em particular,

Ui (Apgp1) > Z (B2))

Por um argumento similar temos

Jaque Wi (A,) < 1y (A) < oo para todo n, encontramos que as séries Z];':I My (B2j—1)
e Z’]‘.zl U« (B2;) sdo convergentes (). Por outro lado, de ()

AncF"ﬂACAnU< U Bj> Vn

Jj=n+1

Dai que,

(o)

1 (An) < U (FENA) < p(An) +u( |J B))
Jj=n+1



CAPITULO 1. PRELIMINARES 11

() < L (FPA) < A+ Y (B,
Jj=n+1

(o]

Sabemos de (+*) que quando n — o0, Y7 | 1(B;) — 0. Assim,

lim . (A,) = u(F°NA).

n—yoo

Por fim de (1.3) e a linha anterior, concluimos que F' é Carathéodory mensurdvel,
isto €
Wi (F) > 1 (FNA) + i (FCNA).

1.4 Espacos L’

Definicdo 1.4.1. Seja (X, ut) um espago de medida. Dado 1 < p < e, denotamos
por LP(X, 1) o espago de todas as fungdes f : X — R p-mensurdveis tais que
Jx | 1P dp < oo. Para o caso p = oo dizemos que f € L(X, 1) se e somente se

sup{A € R: p({|f] > A}) > 0} < e

denotaremos L” (X, 1) simplesmente como LP(X). Para uma fung¢do em L” (X, )

com 1 < p < oo definimos

llipec = 1L, = ( / \f!”du) g

e para uma fung¢do em L= (X, i) definimos

1l (x ) = Iflleo = sup{A € R - u({|f] = A}) > 0}.



CAPITULO 2

Conjunto de Besicovitch

Definicfio 2.0.2. Um conjunto de Besicovitch é um conjunto compacto E C R?
de medida de Lebesgue nula que contém um segmento de linha de comprimento

igual a 1 em qualquer direcdo, isto é

11
VEeS! e E x+tE€E Vie [—5,5],

onde 7! = {x e R?: ||x|| = 1}. Em torno de 1917 o matematico russo, Abram

Samoilovitch Besicovitch formulou o seguinte problema:

Seja f : R? — R uma funcdo Riemann integrdvel. E possivel encontrar um sistema
de coordenadas ortogonais (u,v) tais que a fungdo g(u) = [ f(u,v)dv exista para
todo u, seja Riemann integrdvel e que a integragdo iterada com respeito a u e v

seja igual a integral de f em R? ?

Em 1919, Besicovitch provou que existe uma fung@o para a qual isto ndo € ver-
dadeiro. Seu contraexemplo € baseado na existéncia de um conjunto compacto
de medida nula que contém segmentos de linha de comprimento igual a 1 em

qualquer direcdo; tal conjunto foi chamado de conjunto de Besicovitch .

Teorema. (Critério de Lebesgue) Sejam S um subconjunto de R? limitado e

12
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f S — R uma fun¢ao cujos pontos de descontinuidade formam um conjunto de

medida de Lebesgue nula. Entdo f € Riemann integravel em S.

O contraexemplo de Besicovitch usa o exemplo cldssico da integral de Riemann:

Exemplo. A fung¢fo caracteristica dos nimeros racionais em [0, 1]

1 se x éracional,
Zaono,1(x) =
0 outro caso.

Zqno,1] € ndo integravel.

Agora, podemos descrever a funcdo descoberta por Besicovitch, que foi apre-
sentada no artigo [1]. Por enquanto, assumamos a existéncia de conjuntos de

Besicovitch, a construcao de tais conjuntos serd explicada posteriormente.

Sejam E um conjunto de Besicovitch, (x,y) um sistema de coordenadas ortogo-
nais, Fy = {(x,y) € Eex € Qouy € Q} e f : R? — R fungio definida por

1 se(x,y) €F,
0 se(x,y) ¢ Fp.

flx,y) =

Sendo o conjunto de pontos de descontinuidade de f contido num conjunto de me-
dida nula, pelo critério de Lebesgue, segue-se que f € Riemann integravel. Além
disso, como Fp € denso e enumerdvel em qualquer segmento de linha contido em
E, segue-se que f ndo pode ser avaliada por uma integral iterada em qualquer
sistema de coordenadas ortogonal. De fato, dado um sistema de coordenadas or-
togonais (u,v) existe um segmento contido em E, digamos v = ¢, tal que f ndo
¢ Riemann integravel pelas mesmas razdes do exemplo anterior; os pontos (u,c)
tais que f(u,c) = 1 € denso no segmento de linha. Por isso, a soma superior e in-
ferior de Riemann nao convergem em nemhuma parti¢ao do plano, logo a funcao

g:R — R, definida por g(u) = f(u,c) ndo é Riemann integravel.
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2.1 Construcao do conjunto de Besicovitch

Nesta secdo descreve-se a construcio do conjunto de Besicovitch. Esta construgao
([1]) foi modificada vérias vezes. Em 1928, Perron simplificou a prova de Besico-
vitch. Seguido de Rademacher (1962), Shoenberg (1962), Besicovitch novamente
(1963) e Fisher (1971). Abaixo apresentaremos a prova simplificada dada por

Besicovitch e Perron.

2.1.1 A arvore de Perron

A arvore de Perron € um conjunto de medida arbitrariamente pequena que contém
segmentos de linha de comprimento igual a 1 em todas direcdes num setor de 60°.
Tomando 5 cépias de uma arvore de Perron e rotacionando cada uma delas 60°
em relacdo ao conjunto anterior obteremos um conjunto de medida arbitariamente
pequena, que contém segmentos de linha em qualquer dire¢ao.

A constru¢do comeca com um tridngulo equildtero de altura 4 > 1 que obvia-
mente contém segmentos de linha de comprimento igual a 1 em todas as dire¢des
num setor de 60°. Dividindo-o em subtridngulos menores e superpondo-os de
uma certa forma, podemos reduzir a drea consideravelmente, ainda preservando
os segmentos de linha, como ilustrado na Figura 2.3. O lema e teorema seguinte
tornam a idéia anterior mais precisa.

Nesta se¢do |A| denota a drea do conjunto A, isto é, a medida 2-dimensional de

Lebesgue de A.

Lema 2.1.1. Seja T um tridngulo com altura h igual a 1 e comprimento de base
igual a 2b sobre uma linha L. Podemos dividir o tridngulo em dois subtridngulos
Ty e T» e fazendo uma translacdo de Ty de 2(1 — )b no eixo horizontal com
direcdo negativa, para O € (%, 1), formamos uma figura S que consiste em um

T'| = a?|T |e dois triangulos auxiliares Ay, As

tridngulo T' semelhante a T onde

( Figura 2.1). Para esta construgdo a drea de S é dada por:

8] = (a® +2(1— a)?)|T|.
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Demonstracdo. Da geometria elementar, temos |T'| = bh. O comprimento da base
deT'é
2b—-2(1—a)b=2ab,

e dado que 7' é semelhante com T, sua altura deve ser &, multiplicada pelo mesmo

fator que a base, ou seja oth. Logo, a drea de T’ é

7’| = < [2ab)(ah)] = & (bh) = a*|T|.

| =

Para calcular a 4rea dos triangulos A e A, desenhamos uma linha paralela a linha
de base de forma que passe pelo ponto de intersecao entre A; e A, (Figura 2.2).
Portanto, temos quatro tridngulos Ay, Ay;, A2y, Ay;. Novamente por geometria
elementar temos que Ay, € semelhante a 77 com razdo 1 — o e Ay, € semelhante
a T, também com razdo 1 — o. Além disso, Ay; € congruente com Ay, € Ay; é
congruente com Aj,. Segue entdo que os quatro tridngulos tém comprimento de

base (1 — a)b e altura (1 — a)h, assim
1 2 1 2
Al = 1A = || = [Ap| = (1 - a)bh = 5 (1 —a)|T|
e como |S| = |T’| +]A1| + |A2| temos

S| = o2 |T| +4 (%(1 —a)? m) = (@*+2(1—a))|T]|.
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T/

b b YT

Figura 2.1: Descri¢do do Lema 2.1.1

Figura 2.2: Semelhanca de Tridngulos

Este processo elementar € um dos principais componentes na constru¢ao do con-
junto de Besicovitch. Chamaremos tridngulos como T’ o “tronco” e os tridngulos
como A1, Aj os “galhos”. A “drvore” que criaremos terd um tronco fino e muitos

galhos mintsculos.

Teorema 2.1.2. Seja T qualquer triangulo com base sobre uma linha L. Se di-
vidirmos a base de T em 2K segmentos iguais e unirmos por meio de um seg-
mento de linha os pontos de divisdo com o ponto oposto obtemos subtridngu-
los T1, Tz, ..., Thx e escolhendo k suficientemente grande, podemos transladar os
subtridngulos até superpo-los de forma que a nova figura S tenha drea arbitra-
riamente pequena (Figura 2.3). Além disso, se V é aberto tal que T C 'V entdo
ScV.
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Demonstracdo. Dividimos o tridngulo T em 2% subtridngulos de igual compri-
mento de base, como descreve a Figura 2.3. Comecamos considerando os tridn-
gulos consecutivos To; e T»;_ para 1 < i< 2¥~! Dado que cada par de triAngulos

compartilham um lado, podemos aplicar o Lema 2.1.1 a cada par, até obter 2!

1
2k—1*

(semelhante 75; U T»;_1) com |Tll‘ = a? | UT;_1| (#) e os galhos Aéi, Aéifl. 0

coeficiente o € fixado ao longo da construgdo (serd especificado depois). Pelo

novas figuras S% , Sé, Y Cada Sl-1 (arvorezinha) consiste de um tronco Ti1

Lema 2.1.1, a nova figura S} tem area

}Sz] ‘ = ((X2+2<1 — OC)Z) |T2,',1 U T2i| .

O seguinte passo (passo 2) consiste em trabalhar consecutivamente com 0s Sil.
Notemos que para cada i temos que um lado do tridngulo Tzll.f1 € paralelo e de
igual comprimento ao lado oposto de Tzll-. Assim, podemos transladar os Si1 tal
que os 2¥~! troncos formem um tronco composto, o qual é semelhante ao tridngulo
original 7. De fato, para 1 <i < 242 translademos Sii rumo Séifl para obter k=2

arvores S?. O tronco Ti2 de cada Si2 pelo Lema 2.1.1 tem érea

4
K2 o
}Tf‘ = 062 ‘TzliUTzli_]| = 062062 |T4l‘UT4l‘,1 UT4,',2UT4I‘,3| = W |T|
Logo,
2k72
Y |77 = ot IT].

i=1
Observando a semelhanca entre os galhos e o tronco obtemos que a drea dos ga-

lhos de U?:lz S$? ndo é maior que 2(1 — at)a? |T|, se segue

2/{72

Y |S7| < (@ +2(1—)*a?) |T| < (@t +2(1— a)* +2(1 — @)*a?) |T].

No passo r (2 < r < k) transladamos as drvores S~ (1 <i < 2¥7") como se
descreve no passo 2 até obter 2" novas arvores S, ..., S~ Em cada passo,
a soma das dreas dos troncos dos S} terd um fator o a mais e os galhos terdo

drea ndo maior que 2(1 — a)?a? ~2|T|. Finalmente, obtemos a 4rvore de Perron
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S’f =S, a qual satisfaz

k—1
S| < (@ +2(1—a)* Y o) |T|,
i=0
onde
k—1 o 2 1
; - 2(l—a) 1 —a 2<(3,1)
20—’ Y o <2(1—a)? Y o% = = 2(1 -«
(1-aP R o¥ <20 - pod' = S5 <20 <20 -a)
Portanto,

15| < (a2k+2(1_a)) 7|

Tomando o perto de 1 e escolhendo k suficientemente grande podemos fazer o
fator ok 4-2(1 — ) arbitrariamente pequeno.

Seja € > 0 e V aberto tal que T C V. Observe que fixando a posi¢ao do tridngulo
T1 ao longo da contrugdo anterior, nenhum dos tridngulos 7>, ..., T, se moverd
(em relacdo a 77) mais do que o comprimento da base do tridngulo 7". Portanto, se
dividimos 7" em subtriangulos de comprimento de base menor que € e aplicando
a construcdo anterior nesses tridngulos obtemos um conjunto S’ de drea arbitrari-
amente pequena. De fato, seja x € S’ entdo x estd na translacdo de algum 7T; que
tem comprimento de base ndo maior que €. Logo, a distincia percorrida (trans-
lacdo) por 7; até sua posicdo original (dentro de 7)) ndo € maior que €. Assim,
d(x,T) < €. Tomando € < d(T—éVC) obtemos que x € V e dado que x foi arbitrario
temos que 8’ C V. O
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i/
Jh 8

3
5=5¢

Figura 2.3: Descri¢do do Teorema 2.1.2 (k = 3)

Teorema 2.1.3. Para todo n > 2, existe um conjunto F C RY de medida de Le-
besgue nula que contém segmentos de linha de comprimento igual a 1 em todas

direcoes.

Demonstragdo. Para n = 2, construimos um conjunto F; de medida nula que con-
tém um segmento de linha em todas dire¢cdes num setor de 60°. Fazendo cépias
de Fj, rotacionando-as como se descreve no comeg¢o da secdo e tomando a unido
delas, obtemos o conjunto desejado.

Sejam Sp um triangulo equildtero de altura 4 igual a 1 e Vj aberto que contém
So tal que |Vp| < 2|So| (onde V denota o fecho de V). Aplicando a construgio
descrita no Teorema 2.1.2 a Sy obtemos a figura S; C V com |S;| < 2_2(podemos
tomar a drea de S; tdo pequena como queiramos). Dado que S € a unido finita
de tridngulos, existe um conjunto aberto V; tal que S; C Vi C Vy e |Vi] < 2184

Analogamente reaplicamos o teorema a S;_1 obtendo a figura S; a qual satisfaz

|S;| <271 2.1)
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e existe V; aberto tal que
SiCVicViiie |Vi| <2183 (2.2)

Seja

E claro que F; € ndo vazio pois € a interseccao de uma sequéncia decrescente
de conjuntos compactos V;. Provemos que este conjunto fechado tem medida de

Lebesgue nula. De fato,
(22 (2.1) .
|Fi|=1lim|V;| < lim2|S;| < lim2.27"!'=0.
11— 1—oo 11—

Assim, s6 resta provar que F| contém segmentos de linhas em qualquer direcao
num setor de 60°. Sabemos que cada S; e logo cada V; contém um segmento de
linha de comprimento igual a 1 em qualquer dire¢do ¢ (sem perda de generalidade
tomemos o setor 0 < ¢ < 60°). Seja [;(tr) = m;t + b; segmento de linha de com-
primento igual a 1 com dire¢do ¢; onde tan ¢; = m; € I; C V;. Como {V;};cn é uma
sequéncia decrescente temos que para j fixado /; C V; onde i > j e dado que V; é
compacto, temos que a sequéncia {/; };cy contém uma subsequéncia {/; }ren que
converge a um segmento [/(t) = mt + b de comprimento igual a 1 e com diregao
¢(m =tan @), pois b+tm = lim;, . m; t +b;, . Dado que para cada j temos /; C Vj
se i > jassim [ C V; para cada j pois os V; sdo fechados. Portanto

Para n > 2 tome Fj o conjunto de Besicovitch de R?. Seja B C R?~2 a bola cen-
trada no origem de raio % Afirmamos que o conjunto F = F; X B é um conjunto
de Besicovitch de R¥. De fato, é claro que a medida de F é nula pois a medida de
F; € nula também. Notemos que F' contém segmento de linha em cada dire¢do.

Dado & € §%~!, escrevemos

& =815, 8a).
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Se (&1,&2) = (0,0) o resultado é imediato pois B claramente contém segmentos de
linha em qualquer dire¢do. Agora, se (§1,&,) # (0,0), por hipétese de Fy, sabemos
que existe um segmento de comprimento igual a 1 com dire¢io (&1,&) € ST,

Podemos escrever o segmento /g como

lg; = {(al,a2)+t(§1,§2) 1t e [—%,%]},

onde (a1,as) € R?. J4 que o conjunto l¢ x B estd contido em F, 0 segmento

lé - {(a17a2707"'70)+t(§1’€27""§n) he [_%7%]}

estd contido em F e claramente estd na direc¢do &. U

Observacdo 2.1.4. Como vimos no Teorema 2.1.3 é possivel construir o conjunto
de Besicovitch para n > 2. Nao obstante, nem todo conjunto de Besicovitch € ne-
cessariamente formado pelo produto cartesiano de dois conjuntos, onde um deles
é um conjunto Besicovitch F C R2. De fato, aplicando a ideia original de Be-
sicovitcht numa pirdmide de R? eventualmente obteremos uma arvore de Perron
de trés dimensdes e apés fazer as devidas analogias para R? por fim teremos o
conjunto desejado. Na seguinte imagem se mostram as trés primeras etapas da

contrucdo.

Figura 2.4: Arvore de Perron em R?
Fonte: Veja [16].



CAPITULO 3

Problema de Kakeya

Definicao. Uma agulha é um segmento de linha de comprimento igual a 1.

Definicao. Seja F C R". F é um conjunto de Kakeya se € possivel rotacionar con-
tinuamente 180° uma agulha dentro de F, isto €, se existe uma aplica¢do continua
[:t—1(t)ondet € [0,1] e [(t) C F é uma agulha para todo 7.

Ao mesmo tempo que Besicovicht, em 1917, o matemético Japonés Soichi Ka-
keya fez uma pergunta parecida a de Besicovicht, a saber:

Qual é a menor drea de uma regido do plano que contém uma agulha, que pode
ser rotacionada continuamente em 180° sem sair da regido?

Nos artigos [2] e [4] se conjectura que o conjunto convexo de menor area que
soluciona a pergunta de Kakeya € o tridngulo equilatero de altura unitdria (com
area \/Tg ~ 0.58) (Figura 3.2). Tal conjectura sé foi provada em 1920 pelo mate-
madtico hungaro Julius Pal [5]. Retirada a hipdtese de convexidade, conjecturou-se
que o deltoide de trés pontos ou hipocicloide (Figura 3.3), que tem 4rea § ~ 0.39
€ o conjunto que soluciona a pergunta de Kakeya. Porém, a conjectura ndo foi

provada e assim o problema continuou aberto.

Devido ao isolamento da Russia do mundo oriental por causa da guerra civil russa

(1917-1923), Besicovitch foi avisado do problema de Kakeya s6 quando deixou

22
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a Russia. Depois que o problema chegou a ele, este percebeu que com s6 uma
modificacdo na sua construc¢io do conjunto de Besicovitch (Capitulo 2) junto com
o truque de Pal, denominado conexdes de Pal, obteria que dado qualquer nimero
maior que zero, por muito pequeno que seja, era possivel construir uma regiao
planar de drea menor a tal nimero a qual contém uma agulha que pode ser rotaci-
onada continuamente 180° e voltar a sua posi¢do original, provando assim que a
conjectura da Hipocicloide era falsa. Posteriormente descreveremos em detalhe a
constru¢do do conjunto de Kakeya de medida arbitrariamente pequena. A seguir,

apresentaremos algums exemplos de tais conjuntos.

Exemplos

1. Obviamente um circulo de didmetro um (Fig. 3.1) é um conjunto de Kakeya.
Se tomarmos o ponto médio de um segmento que passa pelo centro do circulo e
rotacionarmos tal segmento em 360° ao redor desse ponto, 0 segmento sempre

estara dentro do circulo.

Figura 3.1: Circulo de diametro igual a 1.

2. O triangulo equildtero ABC de altura um é um conjunto de Kakeya. De fato,
colocando a agulha (em vermelho na figura 3.2) sobre o lado AC de forma que
algum ponto extremo da agulha coincida com A, assim poderemos rotaciona-la
em 60 graus na dire¢do de AB; apds deslocamos a agulha ao longo de AB até
atingir o ponto B, em seguida rotacionamos ao redor de B em dire¢do de BC e
assim sucessivamente. Teremos entdo que a agulha foi rotacionada continuamente

em 360° sem sair do triangulo.
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Figura 3.2: Tridngulo equilétero de altura igual a 1.

3. A hipocicloide de trés pontos inscrito num circulo de didmetro 3/2 € um con-
junto de Kakeya. Notemos que a reta tangente em qualquer ponto M do hipo-
cicloide junta outros dois pontos A e B da figura, tais que a distincia entre eles
¢ igual a 1. Portanto, se deixamos uma extremidade do segmento percorrer o
hipocicloide enquanto o segmento continue tocando a figura, temos que a outra
extremidade do segmento também se moverd no hipocicloide e assim o segmento

de comprimento unitdrio rotacionard 360° e sempre estard dentro da figura.

Figura 3.3: Hipocicloide.
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3.1 Construcao de um conjunto de Kakeya com me-

dida arbitrariamente pequena

Primeiramente, descrevemos a ferramenta principal para construir o conjunto de

Kakeya, as chamadas conexdes de Pal.

3.1.1 Conexoes de Pal

A 1deia de Pal consistiu em notar que € possivel mover continuamente um seg-
mento de linha do plano a qualquer posi¢do paralela a posicao inicial. Tudo isso
num conjunto de medida arbitrariamente pequena. Formalizaremos a ideia ante-

rior no seguinte lema.

Lema 3.1.1. Sejam L, e L, duas retas paralelas no plano. Entdo, dado € > 0,
existe um conjunto E que contém Lye Ly, com |E| < €, tal que uma agulha pode

ser movida continuamente de Ly a L, sem sair de E.

Demonstragdo. Tome x1 € x, pontos em Lje L, respectivamente e seja E 0 con-
junto que consiste de Ly, Ly, do segmento M que junta xje x; e dos setores circu-
lares S; (i = 1,2) que se encontram entre L; e M centrados em x; (i = 1,2) (Figura
3.4). Assim

E| = |[LiUL UM US USy| = [S1 US| =218)].

onde |S;| = %% (4rea de um setor circular de raio 1) e 8 dado em graus. Vejamos

que a area total de E pode ser tdo pequena como se desejar; isto tomando xi
K

e xp suficientemente afastados. De fato, sabemos que 6 =sin o) onde k =
d(Ly,Ly). Logo, tomando d(x1,x;) = arcs% obtemos que
2
mo TE
El=2—=—<E¢.
Bl 360 360

Além disso, a agulha com ponto extremo x| pode ser movida de L a L, isto por

uma rotacao no setor Sy, seguido de uma transla¢do ao longo de M e finalmente
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por uma rotacao no setor ;. [

Ly

S
e

Figura 3.4: Descricdo do Lema 3.1.1

Teorema 3.1.2. Dado € > 0, existe um conjunto E com |E| < €, no qual uma

agulha pode ser rotacionada continuamente 180° sem sair de E.

Demonstragdo. Seja T um triangulo equilatero de altura igual a 1, com base sobre
uma reta L. Aplicamos o Teorema 2.1.2 ao tridngulo 7' para obter uma figura
Sk, que é unido de m = 2F subtridngulos e |S| < %. Sabemos que S; contém
agulhas em todas dire¢cOes num setor de 60°. Agora, tomando 3 cOpias de Sy e
rotacionando-as apropriadamente, obtemos um conjunto Ey que contém agulhas
em todas dire¢des num setor de 180° e |Eg| < §. Precisaremos do Lema 3.1.1 para
transladar a agulha entre as trés componentes. De fato, como Ej € unido de 3m
subtriangulos 7;, 1 < i < 3m e para cada i, um lado do tridangulo 7; € paralelo a
um lado do tridngulo 7;4, segue pelo Lema 3.1.1 que existe um conjunto N; tal
que |N;| < 6%, que se o adicionamos a Ey, poderemos transladar continuamente a
agulhade 7; a T4 1. Seja E = Ufi"f_l) N;UEy. Pela construcdo anterior podemos

rotacionar continuamente uma agulha 180° em E e

e €
E 3im—1)—+ =< €.
|E| <3(m )6m+2<

Portanto, obtemos o conjunto desejado. [
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Proposicio 3.1.3. Todo conjunto de Kakeya F C R? tem drea estritamente maior

que zero [6].

Demonstracdo. Seja F C R? conjunto de Kakeya. Pela defini¢dio, existe uma
fungdo continua [ : ¢ +— [(¢) tal que para todo ¢t € [0,1], I(f) C F é uma agulha.

Podemos parametrizar cada agulha como:

I(r) = {(x(t) +scos(t),y(t) +ssinw(t)) : s € [—%,%]},

onde x,y,  : [0, 1] — R sdo fung¢des continuas.
Dado que, qualquer funcdo continua definida num conjunto compacto € unifor-

memente continua temos que em particular, existe 0 > 0 tal que
x(t) —x(t')|, |y(1) = y(t")], |@(r) — @(¢")| < 0.0001 (3.1)

sempre e quando ¢,¢’ € [0,1] com |t —1'| < 6.

Observe que ®(¢) ndo pode ser uma fungdo constante, de outra forma a agulha
ndo rotacionaria. Logo, existem 7, € [0,1] com |[tp—11| < § e w(ty) # 0(t1).
Assuma sem perda de generalidade que #y < t; e x(t9) = y(tp) = ®(1). Sejaa €
[—0.4,0.4] ndmero real. De (3.1) obtemos que para todo #y < ¢ <, a agulha [(¢)
intercepta a linha vertical x = a em algum ponto (a,y,(¢)). E como [(t) C F , tal
ponto também deve estar em F. Além disso, y,(¢) é continua em ¢. Assim, pelo
Teorema do valor intermedidrio, para todo ¢ dentro do intervalo / formado entre

(a,ya(t0)) e (a,yq(t1)) existe ¢ tal que ¢ = (a,y,(t)) € F. Portanto,

U (ay.(t)) =[-04,04] xI=FCF
ac[—0.4,0.4]

sendo a drea de Fp um numero positivo. [



CAPITULO 4

Medida e dimensao de Hausdorff

Comecamos este capitulo com a seguinte pergunta:
O que é dimensao?

Conjuntos como um ponto, uma linha ou o interior de um quadrado sdo objetos
matematicos, os quais podemos entender intuitivamente usando o senso comum €
nio temos problemas em dizer que suas dimensdes sao zero, um e dois respecti-
vamente. N3o obstante, atribuir dimensdo a um conjunto arbitrrio (aqui conside-
ramos, por simplicidade, s6 subconjuntos da reta real, do plano ou mais geral do
espaco euclideano n-dimensional) de forma natural (chamamos esta correspon-
déncia uma fun¢do dimensao), nunca é uma tarefa trivial.

Esclarecemos o significado da correspondéncia natural mencionada no pardgrafo
anterior. Para um conjunto arbitrario X C R¢ a dimensio de X, que serd denotada

por dim X, satisfaz as seguintes condicoes:

(1) Para o conjunto , dim = 0, para o intervalo unitdrio 7', dim/' = 1, em
i 14 p p

geral, para um cubo m-dimensional /", dim I = m.

(2) (Monotocidade) Se X C Y,

dimX <dimY.

28
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(3) (Estabilidade enumerével) Se {X j} uma sequéncia de conjuntos fechados de
R?, entdo:

dim (U Xj> = supdimX;.

j=1 j=1
(4) (Invariancia) Se v : R? — R4 é um homeomorfismo entdo:

dim y(X) = dimX, VX C R?.

4.1 Medida de Hausdorff

Apresentaremos nesta se¢ao a medida de Hausdorff, que € um outro exemplo de
medida definida em R?. A medida de Hausdorff é utilizada quando se pretende
medir o volume de regides de R? que possuem fronteiras “complicadas” que nio
poderiam ser mensurados com outra medida, como a de Lebesgue, por exemplo.
Isso vem do fato de que a medida de Lebesgue utiliza aproximagdes com interva-
los ou retdngulos ou em geral, com caixas, para medir subconjuntos de R, R? e
de R respectivamente. Pelo contrdrio, a medida de Hausdorff utilizard conjuntos
arbitrarios de didmetro finito no lugar caixas, por exemplo.

Do ponto de vista tedrico, apesar da definicio de medida de Hausdorff ser dife-
rente da defini¢cdo de medida de Lebesgue, podemos encard-la como uma generali-
zacdo desta ultima, visto que é provado que elas sdo “equivalentes” em condi¢des
que serdo explicitadas posteriormente. Além disso, usando a medida de Hausdorff
pode-se introduzir uma nocao de dimensdo, que possui a caracteristica notavel de
admitir valores ndo necessariamente inteiros, em outras palavras, € possivel ter-
mos objetos de dimensdes intermedidrias entre O e 1, por exemplo.

Antes de definir a medida de Hausdorff, ressaltamos que tal medida pode ser de-
finida em conjuntos mais gerais que o R? e que, portanto, sua definicdo e suas
caracteristicas (e consequentemente sua teoria em si) sdo bem mais abstratas que

a da medida de Lebesgue.

Primero consideremos medida exterior, definida em termos de coberturas, a qual

restringida aos conjuntos de Borel serd a desejada medida de Hausdorff.
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Definicdo. Seja E um subconjunto de RY. A medida exterior a-dimensional de
Hausdorff de E € definida por

my(E) = (%ig})inf{;(diaka)a :EC kL_Jl F, diam F, < 9, Vk} :

Onde diam S é o didmetro do conjunto S, isto é, diamS = sup{lx—y| : x,y € S}.

Em outras palavras, para cada § > 0 consideramos coberturas de E por familias
enumerdveis (arbitrarias) de conjuntos com didmetro menor que &, logo toma-
mos o infimo das somas Y ;> , (diam F;)* sobre tais coberturas. Assim, definimos
m,(E) como o limite desses infimos quando & tende a 0. Consideremos a quanti-
dade

HS(E) = inf{ Y (diamF)*: E C | ] Fy, diam F, < 6, Vk} :
k=1 k=1

Vejamos as seguintes observagdes das defini¢des anteriores:

Observagdo 4.1.1. Na definicio de HS(E), as coberturas finitas também estio
inclusas, o caso extremo serd que o conjunto E seja sua propria cobertura. Esta
defini¢do depende s6 do didmetro de cada {F;} e nada tem a ver a forma como E

é coberto.
Observacio 4.1.2. (i) HS(E) € [0,09] . (ii) HS(E) é crescente quando § decresce.
De fato, para (i) note que se a série ) ;. ; (diam F;)*diverge tomamos o valor do

infimo que serd o. Para (ii), consideremos as familias de coberturas Ags e As, de
E:
A51 = {{Fk} CR:EC U FediamF;, < 51}
k=1
As, = {{Fk} CR:EC | FediamF < 52}

k=1

Se 6; < &, entdo toda cobertura de A5, € cobertura de As,. Logo, A5 C Ag,.

Assim,

inf{ Z diam F s, ) } < inf{ Z diam F s, ) } .
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Ou seja, ng (E) < Hgl (E).

Observacdo 4.1.3. A Observagao (4.1.2) implica que o limite

m’(E) = lim H(E) = supHS (E) 4.1)

existe sempre. Porém, poderia ser infinito. De (4.1) notemos que, HS(E) <
m,(E) para todo § > 0.

Quando definimos a medida exterior m},(E) é importante exigir que os conjuntos
das familias de coberturas {F; } tenham didmetro arbitariamente pequeno; esta é a
razio da definicdo m?, (E) =limg_,o HS (E). Tal exigéncia, que ndo é necessaria na
medida de Lebesgue, € essencial pois garante a caracteristica basica estabelecida

na Propriedadeiii (abaixo). De fato, defina a “medida” 1-dimensional 772; como:

iy =inf ) diamF, EC | F.
k=1 k=1

Esta € parecida com a medida exterior 1-dimensional m}, & = 1, exceto que niao
se restringe o tamanho dos didmetros de {F}. Suponha /; e I, segmentos unité-
rios disjuntos em R, com d > 2 e I; = I, + h, onde || < €. Entio observe que
my (I1) =y (Ip) = 1, pois I e I sdo unitérios. Por outro lado, i (I Ul) < 1+E€.
Portanto

mi(LUL) <m(l)+m () quando € < 1;

Dai que 721 ndo satisfaz iii.

Comecamos com a lista de propriedades satisfeitas pela medida exterior de Haus-
dorff.

Propriedade i (Monotocidade) Se E; C Ej, entdo m}y(Ey) < mj(E>).

Demonstracdo. E direto da Observacio (4.1.2) pois se E; C E, entdo toda cober-

tura de E> € também cobertura de E. O

Propriedade ii (Sub-aditividade) mg (U=, Ej) < X7 my(Ej) e {Ej}jen C RY.
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Demonstragdo. Suponha E = 7| Ej. Se mg(E;) = oo para algum j, entdo se
obtém a desigualdade. logo suponha mj,(E;) < oo para todo j. Dai que, dado
€ > 0 existe cobertura {Fj ; }x de E; tal que diamF; ; < e

(o]

zk:(diamFL O <HS(E)+ Z (4.2)

Agora, {Fj y}; x € coberturade E = J7_, E; pois U7_| Ej C U7 y—; Fj k- Segue-se
da defini¢do de HS(E) que

S

L (42) s
<ZZ (diamF; ;)% < Z(Ha(Ej)—i‘E);
j

portanto,

QE)<Y HY(E)+e
J
sendo ¢ arbitrdrio e tomando & — 0, temos que mg (E) < Y7 mg,(E)). O
Propriedade iii Se d(E;, E;) > 0, entdo m}(E; UE,) = m},(E1) +my(Ey).
Demonstragdo. E suficiente provar que
mo(E1UE2) 2 mg(E1) +me(Ea),

pois a outra desigualdade se obtém da Propriedadeii. De fato, tome € > 0O tal que
d(Ey, Ey) > €. Considere qualquer cobertura Fi, F3, ..., de E| UE, de didmetro

menor que 4 onde § < €, seja
FjZElﬂFj € Fj =E>NF;.

Dai que {F J,} e{F J”} sdo coberturas de E;e Ey, respectivamente e F J/ NF J{/ = ((pois
0 < ¢€) para todo j. Portanto,

Z(diamF —I—Z dlamF Z diam F}, )%
J k
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Tomando o infimo sobre as coberturas e fazendo & — 0 obtemos a desigualdade
desejada. [

Neste ponto, notamos que my, satisfaz todas as propriedades de medida exterior
métrica discutida no Capitulo 1. Portanto, aplicando o Teorema 1.3.2 temos que
my, € uma medida sobre os Borelianos. Escrevemos m para denotar tal medida.

A medida m sera chamada a medida o-dimensional de Hausdorff.

Propriedade iv Se {E;} é uma familia enumeravel disjunta de Borelianos, e E =
U5=, Ej, ento

j=1
Propriedade v A medida de Hausdorff € invariante por translagdes

e rotacdes
mo(rE) = mg(E),

onde r € uma rotagdo em RY. Além disso,
mg(AE) = )L“ma(E) VA > 0.

Demonstragdo. As conclusdes da Propriedade v seguem-se observando que o
diametro de um conjunto S € invariante por translacdes e rotacdes, e satisfaz
diam(AS) = A diam(S) para A > 0. N

Propriedade vi m,(E) conta o nimero de pontos de E, enquanto m;(E) = m(E)

para todo Boreliano E C R. (Aqui m denota a medida de Lebesgue em R).

Demonstracdo. A primera parte € trivial pois se E € finito, i.e., #(E) = n temos
Y., (diam F;)? = n. Por dltimo, notemos que em uma dimensio todo conjunto de
diametro § esta contido num intervalo de comprimento 0, € como para os inter-
valos seus comprimentos sao iguais a sua medida de Lebesgue temos a igualdade
desejada. [
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Observacdo. Em geral, a medida d-dimensional de Hausdorff em R? multiplicada

por um fator constante € igual a medida d-dimensional de Lebesgue.

Propriedade vii Se E é Boreliano de R? e m(E) é sua medida de Lebesgue, entio

camq(E) = m(E) para alguma constante c; que depende s6 da dimenséo d.

Demonstracdo. A constante ¢y é igual a m(B)/(diamB)?, para a bola unitaria B; note
que o raio é 0 mesmo para todas as bolas B em R?, logo ¢, = va/2¢(onde v4 denota
o volume da bola unitdria) . Provemos primeiro a propriedade no caso quando,
||x||.. = max;|x;|. Uma propriedade particular desta norma é que todo conjunto
limitado U C R? estd contido numa ||.||,, — bola com didmetro igual ao de U.
De fato, parai = 1,...,d seja a; = inf{x; :x € U} e b; = sup{x; : x € U}. Entéo
diamU = max<;<,(b; —a;) e U estd contido na caixa equilateral (ou ||.||,, — bola)
com esse diametro.

Seja agora E C R? e {U;} uma cobertura de E com diamU; < §. Sem aumen-

tar ;(diam U;)¢ pela observacio anterior podemos assumir que os U; sdo caixas.

Z (diam U;)4 Zm >m<UU> >m(E),

tomando infimo e & — 0 obtemos my(E) > m(E).

Entao

Para a estimativa contrdria notemos que cada caixa equildtera W cujos lados tem
comprimento [ pode ser decomposta, para cada k € N, em (2%)" pequenas caixas
W; de lado de comprimento [27¥. Para § > 0 escolha k tal que [2~% < §. E claro

que essas caixas formam uma cobertura de W e

Z(diamW,-)d = (I27%)"(niimero de pequenas caixas) = I" = m(W),

i
isto implica my(W) < m(W) para toda caixa equilateral. A mesma desigualdade
segue para todos os abertos e assim, finalmente, para os Borelianos. Portanto,
mg(E) = m(E) se a norma é a do maximo. Para o caso geral precisaremos de
uma andlise mais profunda. A primera observagao da prova anterior implica que
o volume de qualquer conjunto limitado é no méximo igual ao volume de uma

bola com didmetro igual. Esta “Desigualdade [sodiamétrica” é também verdadeira
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para qualquer norma, como veremos no Teorema 4.1.5 que serd consequéncia da

desigualdade de Brunn-Minkowski. [

Teorema 4.1.4. (Desigualdade de Brunn-Minkowski) Para quaisquer dois sub-

conjuntos compactos A,B de RY temos:

U=

m(A+B)d >m(A)d +m(B)i.

Demonstragdo. Dado que m € invariante por translacdes podemos deslocar os
conjuntos livremente sem mudar a validade da afirmacao.

1. Primeiro, tratemos o caso especial quando A e B sdo caixas com lados paralelos
aos eixos e lados de comprimentos ay,as,...,a; € by,bs, ..., by, respectivamente.
Entdo A+ B = {x+y : x€A,y€ B} é uma caixa com lados de comprimento

ay+by,ar + by, ...,a; + b,. Portanto, devemos provar que

l

&.\"

d d d
[T@+6)7 >]]af +]]bf Vai i >0.
i=1 i=1 i=1

. - : TR
Dividindo a equagio anterior por [T%_, (a; + b;)7 entdo

1 1
d d d d
1> Hi:1ai _ Hi:lbi

T (aib)d T (ai+ by

tomando o; = 4i/a;+b; obtemos que a desigualdade anterior é equivalente a

1
1> ld+ (1—oy)d.

e

I
_

.:]&

~
i

1

) 1 )
De fato, pela desigualdade (cj-cp---cy)d < 5251:1 ci, para ¢; > 0, temos a esti-

mativa desejada

d . ld
o +[J1 -7 <5} i+

i=1 i=1 i=1 l

.:]&

N
I
—_

2. Agora suponha que A e B sejam cada um a unido de k e m, respectivamente
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caixas que sdo quase disjuntas. Aqui dois conjuntos C e D s3o chamados quase
disjuntos se sua intersecdo estd contida num hiperplano.

Vamos dar uma demonstracdo por indugdo sobre k e m. O caso k=m =1 ja
foi provado. Assuma assim que k > 2. Pelo fato de A ser unido de caixas quase
disjuntas podemos decompor A usando um hiperplano em dois conjuntos A’ e A”
tais que o nimero de caixas que possuem € menor que k. Inclusive, podemos
assumir que tal hiperplano é paralelo a {x; =0} = {x = (x1,...,x;) € R? : x; = 0}

e tomando um deslocamento apropriado temos

A" C{xys >0}, A" C {x; <0}.

Sejar:= % € (0,1) (%) pois m(A") < m(A). A seguir, divida o conjunto B em

dois conjuntos quase disjuntos B’ e B” tais que

Além disso, por outro deslocamento podemos supor
B ' C{x; >0}, B C {x, <0}

Dai que A + B contém (A’ + B") U (A” 4+ B") e os dois conjuntos entre parénteses
sdo quase disjuntos. Assim

m(A+B) > m(A'+B)+m(A" +B").

Notemos também que A’ ¢ B’ possuem um ndmero de caixas menor que k € m

respectivamente (igual para A” e B”). Portanto, pela hipétese de indugio

m(A+B) > m(A’+ B")+ m(A"” 4+ B")

d d

> |m(ayt +m(B)7]

L[y e mB)] o+ ey ms)i]"

4 [m(A”)é —i—m(BN)%]

De (x) e (xx) temos que m(A”) = (1 — r)m(A) pois m(A) = m(A") + m(A") (ané-
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logo para B”). Logo,

I
2
=
U=
+
=
=
U=
=

Que € a desigualdade desejada.

3. Suponha que A e B sdo conjuntos abertos. Entdo, para todo € > 0 existe unido
de cubos quase disjuntos A¢ e B tal que Ag C A e BeC B, comm(A) <m(A¢)+¢€
e m(B) < m(Bg) + € (Veja [2]). Dado que A + B D A¢ + Be temos

1 1 Caso2 1
m(A+B)d >m(Ag+Be)d > m(Ag)d +m(Bg)

1

N
N

> (m(A) —€)?+(m(B) —€)4,

tomando € — 0 obtemos a prova. Agora vejamos o caso quando A e B sdo com-
pactos arbitrarios. Notemos que A 4+ B é compacto e que se definimos A, =
{x td(x,A) < %} entdo A, € aberto, e A = (),_;A,. Da mesma forma defini-
mos B, e (A+B), e observe que A+B C A, + B, C (A+ B)3, . De fato, considere

pontos a, € A, e b, € B,,. Temos que
1 ) 1
d(an,A) < — = inf{la, —x| :x €A} < —.
n n
Analogamente, inf{|b, —x|:y € B} < % . Como A e B sdao compactos, existem
X €Aeye€ B tais que inf{|a, —x|:x €A} = |a, —*| e inf{|b,—y|:y€B} =
|bn — 3] Logo

2
d(an+by,X+Y) <|(an+by) — (x+)| < l|an— x|+ |by — | < -

Isto é, a, + b, € (A+ B)y, e portanto A, + B, C (A + B)2,. Assim

mA+B)T = limm((A+B)n)d > lim m(A, + By)?
n—roo n—soo
> lim (m(An)é +m(Bn)$) — m(A)7 +m(B)i.
n—oo
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A seguir, apresentamos nossa principal aplica¢do da desigualdade de Brunn-Minkowski

que é a desigualdade isodiamétrica para qualquer norma em R¢.

Teorema 4.1.5. Seja ||| uma norma em R e seja C um conjunto limitado Le-
besgue mensurdvel. Entdo o volume de C é no mdximo igual ao volume de uma

||.||-bola com didmetro igual ao de C.
Demonstracdo. Pela defini¢do de didmetro diamC = sup{||x—y|| : x,y € C} te-
mos que C —C = {x—y:x,y € C} estd contido na bola B(0,diamC) assim

m(C—C) < m(B(0,diamC)) = 2m(B(0, dia;r‘c)).

Por outro lado, pela desigualdade de Brunn-Minkowski

1

11d
m(C—C) > m<C)a+m(—C)a] — 24m(C).

Portanto, m(C) < m(B(0, %)) e como B(0, %) tem didmetro igual ao do C,

obtemos a prova do teorema. 0

Agora estamos em condi¢des de provar a desigualdade cymy(E) > m(E) da Pro-
priedade vii, considerando qualquer norma de R?. De fato, seja {U;} uma cober-

tura enumerével de E tal que diamU; < §. Pelo Teorema 4.1.5 temos

diamUi» _ (diamU;)?
2 A

m(U;) < m(B(0, m(B) = cy(diamU;)? Vie N

(o)

ca Y (diamU;)? > im(Ui) >m(| JU) > m(E).

i=1 i=1 i=1

Portanto, cdHéS (E) > m(E). Tomando 6 — 0 obtemos a desigualdade desejada.
Para provar a desigualdade contraria, dado € > 0, considere E C |J;cR; tal que
Lienm(Ri) <m(E)+e (k).

Notamos que para todo i € N e § > 0 é possivel encontrar uma bola fechada B;
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contida em R; tal que diamB; < . De fato, sejax € R; e § > 0, tome

1= i, 22

onde JdR; denota a fronteira de R;. Dai que a bola com centro em x e didmetro
s, B; esta contida em R; e diamB; < 8. Segue-se que, para cada i € N, as bolas
fechadas contidas em R; de didmetro menor que um ¢ > 0 formam uma classe
de Vitali _# (ver Definicdo A.0.12 no apéndice) para R;. Pelo teorema de Vitali
(Teorema A.013 do apéndice), existe uma sequéncia disjunta de bolas (B; ;); em
R; com diamB; ; < €', tal que my(R; —J;B; ;) =0 :>H5'(R,- —U;Bij) =0 (a).
Ja que m se define também para os Borelianos, temos

Zm(Bi,j) =m(|JBi ;) <m(R;). (4.3)
- .

J

Assim

Hi(E) < Y Hi(R)=Y |Hi ((UBI-,»URi—UBi,j))

Agora, sabemos que m(B) = m(B;)r¢ onde B é uma bola de R¢ de raio r e By
~ d
é a bola unitdria. Dai que m(B) = m(B;)2%(diamB)? > m(Bl)(dszdB)

(diamB)? < #;l)m(B) = ¢, 'm(B). Logo

HE(E) < LY (diamB;)* < Y. Y ¢ m(Bi)
[ tJ

(4.3) (%)
< ;'Y m(R) < ¢ (m(E)+e)

. Entao
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Portanto, tomando € — 0 e &' — 0 obtemos my(E) < c, 'm(E). Conluindo a prova

da Propriedade vii.

Propriedade vii’ Se E ¢é Boreliano de RY e m(E) é sua medida de Lebesgue,

entdo my(E) ~m(E), isto é,
cama(E) <m(E) < 2%cymy(E).

Demonstragdo. Pela definicio de medida de Lebesgue para qualquer &, existe

0 > 0 e uma cobertura de E por bolas {B;} tal que diamB; < § e

o)

Zm(Bj) <m(E)+e. (4.4)
J

Por outro lado,

HY(E) < Y (diamB D&

J

(4.3)
- CJIZm(Bj) < cgl(m(EH—s),

tomando J e € tendendo a 0, obtemos cym,(E) < m(E). Para a outra desigualdade
seja E C |J7 Fj onde {F;} € cobertura de E com

Y (diamF;)? < my(E) +e. (4.5)

J

Podemos encontrar bolas fechadas num ponto de F; de forma que F; C B; para
cada j e diamB; = 2diam F;. De fato, tome x € F; e seja diamF; = s. Considere
a bola com centro em x e raio s, entdo se y € Fj, [y —x| < s, logo y € B;. Daf que

diamB; = 2diam F; . Pela definicdo,

Ec|JFc|JBj=m(E)< Zm(Bj).
J J J
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Assim
m(E) < Y ;m(Bj) = ch(diamBj)d
J
=2%¢, Y (diamF;)
(4.4)
< 2dcd(md(E) +¢)
tomando £ — 0 obtemos por fim m(E) < 2¢c my(E). O

Propriedade viii Se m},(E) <oe 8 > a, entdo mg (E) =0. Também, se m}, (E) >
Oe f < a, entdo mE(E) = oo.

Demonstragdo. Seja {F;} cobertura de E ¢ 8 > 0 com diamF; < 6. Suponha
B — a > 0 e notemos que

(diam Fy )P = (diam F.)P~%(diam F;)* < 8P ~%(diam F;)“.
Consequentemente,
HY(E) < 8P~“HS(E) < 6P~ %miy (E).

Dado que m};(E) < oo e  —a > 0, encontramos tomando 6 — 0 que mi (E)=0.
Similarmente, supondo m}, (E) > 0 e B < o obtemos que mi (E) = oo. O

Teorema 4.1.6. Para todo E C RY existe oo € RT tal que

0 > o
mg(E)=4{ °° P 4.6)
o sef < a.

Demonstragdo. Provemos primeiro que mq(RY) = 0 se o > d. De fato, pela in-
varidncia de mg, por translacdes e rotacdes, somado ao fato de R? poder ser es-
crito como unifo disjunta de cubos, é suficiente mostrar que n1¢([0,1]%) = 0 se
o —d > 0 (*). Dado £ > 0, vemos que para cada k € N, [0, 1]¢ pode ser coberto
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por (Zk)d cubos C; de lado de comprimento igual 27%. Tome k de forma que
27k < £ (*%). Assim

2kd 2kd

HE([0,1]%) < Z(diamCi)“:Z(\/EZ’k)“

i=1 i=1

_ (\/gz—k)azkd (zt) (\/C_Z)aga_d

Por (%) temos tomando € — 0 que m([0,1]¢) = 0.

Voltando a demonstragdo tome Y = d + 1 e notamos, pela prova anterior, que
my(E) = 0 pois E C R?. Da Propriedade viii, m(E) = 0 para todo s > 7. Assim,
seja @ =inf{B : mg(E) = 0}. Daf que my(E) = 0 para todo s > . Seja s < ¢,
provemos que mg(E) = oo. De fato, se r € (s, ), da defini¢do de a, m,(E) > 0.
Novamente pela Propriedade viii, m(E) = . Portanto, podemos concluir que

existe @ que satisfaz (4.6). O

Corolario 4.1.7. Sejam

oo =inf{B : mg(E) =0}
oy =sup{B : mg(E) =oo}

entdo Oy = 0.

Demonstracdo. De fato, seja o > o , entdo my(E) = 0. Se o < q entdo
mg(E) = oo. Segue-se que, ot ¢ uma cota superior do conjunto {8 : mg(E) = oo},

Portanto, o) < . Da mesma forma se obtém que o; > 0. Logo, g = ;. [

Pelo Teorema (4.1.6) e pelo Corolario (4.1.7), temos que dado E Boreliano de R4,
existe um unico « tal que satisfaz (4.6) e que é dado por

o =sup{B : mg(E)=co} =inf{B : mg(E)=0}.

Neste caso dizemos que E tem dimensao de Hausdorff «, e escrevemos o =

dimE. No valor critico @, a quantidade mq(E) sempre satisfaz 0 < my(E) < oo.
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Notamos que se E é limitado, a desigualdade anterior é estrita, isto é, 0 < mq(E) <

oo,

Proposicao 4.1.8. A dimensdo de Hausdorff satisfaz as propriedades de funcdo
dimensdo[veja pdg. 29-30].

Demonstragdo. (1) Como my({p}) = 1 para p € R?, entio dim{p} = 0. Se I' um
intervalo unitdrio, mi(I') = 1 entdo dim/' = 1. Se I” é um cubo unitario ento

0 <m,(I") = volume(I") < oo logo dimI” = r.

(2) Seja A C Bentdo mg(A) < mg(B) para todo o > 0. Dai que
inf{a: my(A) =0} <inf{o:my(B) =0}.

Ou seja, dimA < dimB.

(3) Se A = UA;, mg(A;) <mg(A) < Ymg(A;) Vi(x). Se oo < supdimA;, assim
existe j tal que o < dimAj, portanto de (x), mg(A;) = c© = mg(A) e da defi-
nicao de dimensdo o < dimA para todo o com a < supdimA;, o que implica
que dimA > supdimA;. Se supdimA; < o, mgy(A;) = 0 para todo i e por (x)
mg(A) = 0, portanto dimA < « para todo & com « > supdimA;, o que implica
que dimA < supdimA;. 0

4.1.1 Definicoes equivalentes da dimensao de Hausdorff

Considere uma cobertura por bolas {B;} para F e defina
BY(F) = {Z\Bd*’ : F C| JBie diamB; < 5}_
i

Assim, obtemos uma medida B(F) = limg_,o B (F) e uma “dimensdo” que pula
de « a 0. Nota-se que dado que as bolas estdo contidas nas coberturas arbi-
trarias temos my(F) < By(F). Além disso, se {U;} é uma cobertura de F tal
que diamU; < §, entdo {B;} é uma cobertura de F tal que diamB; < 28, onde
B; é alguma bola que contém U; e de raio diamU;. Portanto, Y (diamB;)* <

Y (2diamU;)* = 2°Y (diamU;)*, o qual implica tomando infimo em ambos lados
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que B29(F) < 2°HJ(F). Fazendo § — 0, obtemos m(F) < By(F) < 2°my(F).
Dai que os valores de s para o qual By e m; pulam de o a 0 sdo 0s mesmos, isto €,

as dimensodes definidas pelas duas medidas sdo iguais.

4.1.2 Calculo da dimensao de Hausdorff

Em geral € muito dificil determinar tanto a dimensdo de Hausdorff quanto encon-
trar a medida de Haudorff de um conjunto dado. No&s encerramos este capitulo
com um exemplo onde determinamos a medida e dimensao de Haudorff do con-

junto de Cantor.

Exemplo 4.1.9. (Conjunto de Cantor) O conjunto de Cantor K do terco médio
¢ construido da seguinte forma: considere o intervalo Ey = [0,1] em R, deste
intervalo retire o seu ter¢o médio (aberto). Daf obtemos Ej = [0,3) U[3,1] de
onde retiramos o ter¢o médio de cada um dos intervalos de £, continuamos assim
este processo e obtemos na i-ésima etapa 2/ intervalos fechados de comprimento

%. O conjunto de Cantor ¢ entdo K = (_ E; (veja figura abaixo).

0 1

Figura 4.1: Construcao do Conjunto de Cantor
O conjunto de Cantor tem dimensio o = % e mg(K) = 1. De fato, provemos
que 0 < mgy(K) < oo. Considere E", onde E" = {E", ...,Efn} eosE' k=1,..2",
sdo os intervalos fechados restantes da n-€sima etapa de constru¢cdo do conjunto
de Cantor. Dado € > 0, tome 7 suficientemente grande tal que diamE}' = 3%, <E.

Assim

HE(K) <Y (diamE[)* =2"(37")".
1

[\

~.
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entretanto, o satifaz 3% = 2, portanto 2" (37)% = 1 e por isso mq(K) < 1 < oo,
Para a outra desigualdade, a qual consiste em provar que 0 < my(K), precisamos
de uma ideia adicional. Consideraremos a funcdo de Cantor-Lebesgue F' a qual
mapeia sobrejetivamente K no intervalo [0, 1]. A chave desta fungdo é que ela

satisfaz certa condi¢do que nos mostrard a dimensao do conjunto de Cantor.

Definiciio 4.1.10. Uma fungio f definida num conjunto E C R? satisfaz a condi-
cdo de Lipschitz em E se existe M > 0 tal que

If(x)—fO)| <M|x—y| Vx,y€E.

Em geral, uma funcao f satisfaz a condi¢ao de Lipschitz com expoente Y se

f(x)—f()| <M|x—y|" Vx,y€E.

Lema 4.1.11. Suponha uma funcdo f definida num compacto E que satisfaz a

condigdo de Lipschitz com expoente . Entdo

(i) mg(f(E)) < MPmy(E) se B = o/y.

(ii) dim f(E) < %,dimE.

Demonstra¢do. Como E é compacto, para qualquer cobertura {F;} de E existe
uma cobertura finita de E, portanto my(E) < co. Suponha {F}} uma familia finita

de conjuntos que cobrem E e diam Fj, < €. Dai que se Uy := f(E N Fy) entdo {Uy}
cobre f(E). Além disso, notemos pela condi¢io de Lispchitz com expoente ¥ que

F(6) = £O)] < MIx—y|" < M(diam B)? Wk e,y € ENF.

Entao
diamU, < M(diam F)? Vk.

Segue-se (diamUy)*" < M“7(diam F,)*. Logo

Z(diamUk))a/y <MP Y (diam F; ).
k k
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Assim
HE(f(E)) < MPHE(E),

fazendo € — 0 temos (i). Para (ii), suponha fy > 71/050 onde 0y = dimE e By =
dim f(E). Entdo da defini¢do de dimensdo m, , (f(E)) = . Por outro lado, de
(i) .

mi g, (F(E)) < M7 mg,(E)

mas me,(E) < oo logo my, (f(E)) <. O que é uma contradi¢do. Portanto,
Y
Bo < 0. 0

Observagdo. A seguir tratamos com a funcdo de Cantor-Lebesgue, a qual expli-

caremos brevemente no Apéndice A.

Lema 4.1.12. A funcdo de Cantor-Lebesgue F sobre K satisfaz a condi¢do de
Lipschitz com expoente y = 10g2/log3.

Demonstragdo. A funcdo F foi construida como o limite de uma sequéncia de
fungdes {F,} lineares por partes. A fungdo F, cresce no maximo 27" em cada
intervalo de comprimento 377", isto é, |F},(x) — F,,(y)| < 27" para todo x,y € Iz-n.
Assim, a inclinagdo de F;,, digamos m € igual Fu(x)—Fa(y)/3-. Portanto,

—n

e - < () ol

\®)

m <

(oY)

Além disso, as sequéncias satisfazem |F(x) — F,(x)| < 1/2*. Usando as ultimas

estimativas junto com a desigualdade triangular temos

|Fn(x) _Fn(y>|+|F(x) _Fn(x)| +|F(y> _Fn(y)|

3\" 2 3\" 1
) =yl =2{(5) k=yl+5 ).

Tendo fixado x e y, podemos minimizar o lado direito da desigualdade escolhendo

|[F(x) = F(y)l

IN

IN

n de forma que ambos termos tenham a mesma magnitude. De fato, tomando n

de forma que 1 < 3" |x—y| e 3" |x—y| < 3 (isto é possivel jd que |x —y| < 1/37)
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vejamos que a primeira desigualdade implica
17 < (3" x—yl"
e como 37 = 2 temos 1/2" < |x —y|”. Assim

IF(x)—F(y)| <2 x—y/"+x—y[") <Mx—y|".

]

Continuando com o Exemplo 4.1.9, lembremos que o objetivo era provar 0 <
mg(K). De fato, tomando E = K , f a funcdo de Cantor-Lebesgue, o0 = y =

log2/10¢3 e aplicando os dois lemas anteriores temos

1=mi([0,1]) < MPmg(K).

Entdo, 0 < mg(K) < eo. Ou seja dim K = log2/log3. Provemos agora que a medida

log2/10g3-dimensional Hausdorff de K é exatamente 1.

Afirmagdo. Se ¢ = {Ui}icn € uma colecdo de intervalos cobrindo K entdo

1<) (diamU;)*. (4.7)
icN

Demonstragdo. Basta provar (4.7) para qualquer colegdo finita de intervalos, os
quais tém seus pontos extremos fora de K. (A) De fato, suponha primeiro que
para qualquer colecdo finita que cobre K tenha-se (4.7). Seja _¢# = {U;},cy uma
cobertura por intervalos de K, tal que diamU; < &; e € > 0 é fixado. Defina
j = {U;},i € N uma cobertura associada a ¢, tal que para todo i € N, U; € um
intervalo aberto,diamU; < &, U; C U; e

(diam U < (diamU;)® + 23 4.8)
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Dado que K é compacto, existe N € N tal que

N
K< JU.
k=1
Pela hipétese (A) temos
N ~
1 < Y (diamU,)*
k=1
48) N e N
< Y ((diamUik) - ﬁ) <e+ ) (diamU;,)*
k=1 k=1

Ja que € € arbitrario temos

1<) (diamU;)*.

1

1

1

Para a outra parte, () suponha que os extremos dos intervalos U;, com 1 <i <N
estdo contidos no complementar de K e que em dita situagdo a estiamtiva (4.7) é
certa. Seja € > 0. Se os extremos de cada U; estdo fora de K ndo temos nada a
fazer. Agora, se ndo, como todos os pontos de K estdo em E; para todo j € N,
temos a possibilidade de encontrar dois intervalos de E; para algum j € N que
contenham cada um dos extremos de U; e que sejam de comprimento tdo pequeno
quanto seja necessdrio. Portanto, fixada qualquer quantidade 17 > 0, podemos
deslocar os extremos de U; menos que 1) e assim deixa-los fora de K. Com o
anterior podemos conseguir outra cole¢ao finita de intervalos {V,}f’: | tais que U; C
Vie

(diamV))® < (diamU;)* + ]% 4.9)
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Agora por (#) temos

N
1 < ) (diamV;)*
k=1
= y diam U;)® + =
= ,(;(( amU;) N)
N
< &+ ) (diamU;)*
k=1

e dado que € € arbitrario, temos

(diamU;)*.

M=

1<

k=1

A seguir, provaremos que para qualquer cobertura finita por intervalos de K, se
obtém (4.7), onde os extremos de cada intervalo estdo fora de K. De fato, cada

intervalo U; pode ser escrito da forma:
U =I1uCcuUrl (4.10)

onde C é um intervalo no complementar de K e os intervalos I e I’ sdo os maiores

contidos em U;. Portanto, da decomposi¢io feita em (4.10) temos
diam/ < diamC e diam!’ < diamC.
De (4.10) temos também que,
(diamU;)* = (diamI + diamC +diam’)“.

Sabemos que para qualquer intervalo do conjunto E; € verdade que o segmento

médio extraido na constru¢do de K, mede 37/, igual aos dois restantes (que é o
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caso extremo no qual os dois intervalos I e I’ considerados foram iguais). Assim
1 a
(diam/ +diamC + diam7’)* > (diaml +5 (diam7 +diamI") + diamI')
3 (x
— (E(diaml—f— diamI'))
a_ 1
=2 (5 (diam7 + diam ') “)

e sendo @(r) =t* funcgdo cdncava para o < 1 temos

1
(diamU;)* > 25 ((diam7)* + (diam1")%)
= (diamI)%*+ (diamI")?.

Depois de um niimero finito de passos, podemos substituir cada U; em (4.7) por
intervalos de comprimento 37/ sem acrescentar o valor da soma. Estes intervalos
continuam sendo uma cobertura de K, portanto eles devem conter os intervalos

que formam E, assim
2 N
1=)37%< Z diam Uy )“

]

Da afirmag@o anterior obtemos que mq(K) > 1 e pelo fato de my (E) < 1(provado

acima) temos mqy(K) = 1.
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Conjectura de Kakeya

Nesta secdo estudaremos o principal resultado deste trabalho, que concerne em
responder a pergunta: Qual € o tamanho dos conjuntos de Kakeya? para entender
o significado do “Tamanho” existem vérios caminhos, entre eles o cldssico, que
consiste em estimar a dimensdo de Hausdorff dos conjuntos de Kakeya. Como
vimos na se¢do anterior tal dimensao fornece uma forma para quantificar o tama-
nho de um conjunto, como a medida de Lebesgue faz. Dizemos que um conjunto
F C R? tem dimensio inteira quando a dimensdo de Hausdorff dele é d. Para citar
alguns exemplos de conjuntos de dimensdo inteira lembremos que por definicao,
todo subconjunto de R? com medida de Lebesgue positiva tem dimensio inteira,
mas também como vimos no exemplo 4.1.9 existem conjuntos de medida nula e

dimensao inteira.

Para evitar confusdes doravante usaremos a seguinte definicdo para denotar os

conjuntos de Kakeya.

Definiciio 5.0.13. Um conjunto de Kakeya é um conjunto compacto E C R¢ que
contém um segmento de linha de comprimento igual a 1 em qualquer dire¢do, isto
é

VEeSt 1 xeR i x+1ECE Vie [—%,%].

51
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Conjectura 5.0.14. (Conjectura de Kakeya) Todo conjunto de Kakeya de R? tem

dimensdo inteira.

Vimos na secdo 2.1 a construgio de um conjunto de Kakeya de R? que, como
sabemos, se expressa como um produto cartesiano. A seguir provaremos que tais
conjuntos satisfazem a Conjectura 5.0.14. De fato, a seguinte desigualdade pro-
vada por Marstrand[8] fornece um argumento para estimar a dimensao de Haus-

dorff dos conjuntos antes mencionados.

Teorema 5.0.15. (Marstrand). Sejam E C R" e F C R™. Entao
dim(E x F) > dim(E) 4+ dim(F).
Demonstragcdo. Veja [9] pag 101. [

Agora, do Teorema 4.1.6 sabemos que para qualquer subconjunto E de R¢ temos
que dimE < d. Assim, para estimar a dimensao de Hausdorff de um conjunto de
R4 ¢ suficiente estimar o limitante inferior. Para nosso caso, Considere G = F x B
onde F é conjunto de Kakeya de R? e B C R?~2 é uma bola centrada no origem

de raio % Logo,

dimG > dimF +dimB
> 2+4+d-2

Portanto, dimG = d.

Observagdo. Na prova anterior, se usou o fato dado por Davies[10], que todo
conjunto de Kakeya de R? tem dimensdo 2. Vamos mostrar tal resultado com
técnicas mais avancadas de andlise. Isto, com o propésito de introduzir o leitor no

contexto do estudo atual da conjectura.

5.1 Funcao Maximal de Kakeya

A seguir, estudaremos uma versao mais forte da conjectura de Kakeya. Esta, for-

mulada em termos de fun¢des maximais. Veremos que limita¢des na norma de tais
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fungdes implicaram limitac¢des inferiores na dimensao de Haudorff dos conjuntos
de Kakeya. Agora, € natural se perguntar o que sdo funcdes maximais? Bom,
fun¢des maximais sdo em esséncia média de operadores, isto €, elas fazem a mé-
dia de uma funcao sobre certa cole¢do de dominios e logo tomam o maior dessas
médias. Os dominios que nos interessam sao os tubos finos que formalmente se

definem como se segue:

Definicio 5.1.1. Sejam a € R?, e € S~ ! e § > 0, se define o tubo unitirio 7, (a)

na direcao de e centrado em a como

T3 (a) = {xE]Rd: lx—(a+te)| < Oondet € [—%,%]},

ou equivalentemente

1
T3 (a) = {xE]Rd: [(x—a,e)| < >

(r—a)*] 36}

onde x- =x— (x,e)e.

Notemos da definicdo anterior que

Tj(a)’ — i1, 5.1)
Observagdo. Usaremos a notagdo |E| para referirnos a medida de Lebesgue de E

no espago correspondente sem notar explicitamente a dimensao.

Definicfio 5.1.2. (Fun¢io maximal de Kakeya) Seja f € L (RY), definimos a

loc
fungio maximal de Kakeya f§ :S~! — R da seguinte forma

(e) = sup / dy,
" SR TR @] S

onde o supremo € tomado sobre todos os tubos de comprimento igual a 1 na dire-

¢do e e de largura § e integrando com respeito a medida de Lebesgue em RY.

Esta definicdo dada por Bourgain [11] € o principio para uma reformulacdo da



CAPITULO 5. CONJECTURA DE KAKEYA 54

conjectura de Kakeya como veremos depois. Por enquanto, vejamos algumas
proposicdes e observagdes importantes da definicao anterior.

1
loc

1. A exigéncia f € L} (RY) é simplesmente para assegurar a boa definicio de f; 5
De fato, estaremos interessados principalmente em funcdes contidas num espaco

menor como sa0 o0s espagos L, 1 < p < co.

2. A fun¢do maximal € o supremo de uma média de operadores sobre tubos de

uma direcao dada, logo em particular ndo € um operador linear.

3. A localizacdo dos tubos no espago nao € importante pois a operacao de inte-
gragdo precisa calcular a média somente na interse¢do formada pelos tubos e o

suporte da f.

Como adiantamos no comeg¢o da se¢do, a funcdo maximal nos da uma forma de
medir os conjuntos de Kakeya. Para isso, teremos que considerar a fun¢do ma-
ximal como um operador atuando sobre fun¢des do espaco L, chamemos de K
onde K5(f) = f5. O estudo estd focado em limitar a norma do operador de Kakeya
K por alguma quantidade que dependera do tamanho do espaco d, o tamanho dos
tubos para os quais fazemos média sobre 0 e o valor de p. De fato, quando consi-
deramos o operador K5 aplicado a fungdes do espaco L (R?) e queremos estimar

anorma de f5 em L9 (S?—1), entende-se que desejamos algo assim

HngLq(Sdfl) < Cs(d,p) ||f||Lp(Rd) (5.2)

onde Cg(d,p) é uma constante que depende somente de d e p para um J fixo.
Mas, € natural se perguntar para que valores de p € prudente fazer alguma estima-

tiva.

As proposicdes seguintes nos colocam no caminho correto para estimar a norma
do operador de Kakeya. Notacdes empregadas a seguir sdao: A < B a qual signi-
fica(e se I&é A é comparavel com B), que existe uma constante C tal que A < CB.
A ~ B significaque X SY <X . A dependéncia de parimetros pode ser expressa
em subindices, isto é, X <; Y o que é equivalente a dizer X < CY. Esta notacdo
€ muito importante pois as vezes ndo € necessario enfatizar nas constantes; usual-
mente sO precisaremos saber que tais constantes ndo dependem das varidveis que

sd0 o objeto de comparacao.
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Proposicao 5.1.3. O operador de Kakeya Kg é um operador sublinear limitado
que mapeia L (RY) — L= (S~ 1) e L*(R?) s L=(S471), isto é:

(a) Limitagdo do tipo (oo, )
||f§||L°°(Sd*1) < ”f”Lw(Rd)'
(b) Limitagdo do tipo (1,0)

. 1
130 -1 S s 1 ey

Demonstragdo. Pela defini¢do € claro que Kg € sublinear. Para a parte (a), note-

mos que

1

fite] = sup s [ WOy s g [y = 111
‘ ’ acRd |T5 | acR4 |T€5 (a)| T3 (a)

assim, tomando supremo sobre os ¢ € S~ se obtém a desigualdade. Para (b),

observe que

. |
|f5(6)} = Sup ‘T‘S(a ‘/ y)ldy

acRd

1 1
< sup W/Rd\f(yﬂdy:vf—ww”l

acRd

(5.1) 1
= CWHJCHI'
Ou seja,

N 1
Hf§HLoo(gd—l) S W ||f||L1(Rd)'

]

Além dos casos onde p =0 e p = 1, podemos nos perguntar se a familia de ope-
radores (pois existe um operador para cada &) estd limitada de LP(R) a L(S¢~ 1)
uniformemente em 8. Como uma forma de simplificar o problema, aplicamos o
operador sobre fungdes particulares com o fim de ver quais limitantes sao 6timos

para se COIlj ecturar.
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Proposicao 5.1.4. Para qualquer 1 < g < oo, n > 2 e p < oo, ndo existe estimativa

da forma
1731l <CliAll, V8>0eVfell(RY). (5.3)

onde C é uma constante independente de 6.

Demonstragcdo. Do Capitulo 2, sabemos que existe um conjunto de Kakeya K C
RY tal que |[K| = 0. Seja E9 = {x e R? : d(x,K) < §} e defina f = Zs(Zps &
a fungio carateristica definida sobre E?). E claro que f € L? (RY). Entio

1 5
(e) = sup / ) |dy = sup ——— |T.)(a) NE ‘
acRd ‘T | acRd ‘Teé(a” ¢
Agora, dado que paratodo e € S¢~! existe a € R? tal que L = {a +re:te| 2, 2]} C
K e como T2 (a ={xeR?:d(x,L) < 8} temos que T3 (a) C E®. Logo

f3(e) = sup 2 @)NE| = 1,

acRd |Te5 (a) ‘

para todo e € S?~!. Por outro lado, da Proposicio 5.1.3 temos

175 < |72l < 1l = | Zs | =1

assim, obtemos que £ (e) = 1 para todo e € S*~!. Portanto, ||/ Hq =[St~y 1

para todo 8 > 0. Também note que

171, = (@/ Vs )Py \E5

Suponha que a desigualdade (5.3) seja verdadeira entdo teriamos que

1
P

1
156@52

1
? 1 . ~
" = |K|» =0 com p < co. Assim, a equagio

e como limg_,q || f]|, = limg_,0 ‘E‘s

(5.3) ndo seria possivel. ]
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De forma que a desigualdade (5.2) seja possivel é necessario que Cg(d, p) — o
quando 6 — 0 como sugere a proposi¢ao anterior. Em outras palavras, devemos
considerar o caso p = g e ver se € possivel mostrar uma limita¢do do tipo 6 ¢

uniformemente em 9, isto é:

Ve >0,3Ce : ||f5], < Ced €I, (5.4)

Nao obstante, a limitacdo anterior também nao é possivel para um valor de p em
particular. Considere a fungdo f = Zp(s). Como para e € S9! o tubo T2 (0)

contém B(0,0) temos que

fite)= st o8
€ assim,
1511, ~n 8-
Por outro lado,
1711, ~n 87

Portanto, a desigualdade (5.4) precisa que para todo € > 0
8 Se 60 F,

e todo 6 > 0, o que ndo é possivel se p < n. Mas precisamente, notemos que
0 ¢ 5 ¢ implica que §'=("¢)< C,. Dado & > 0, tomando p<ple)=g5y
fazendo 6 — 0 obtemos que Ce = oo .

Sabemos que a fungdo f§ tem como dominio um conjunto compacto. Mas quando
é visto como um operador ele toma fungdes com dominio R? e as mapeia em fun-
¢des com dominio em S?~!. A seguir, veremos que o comportamento do operador
de Kakeya estd determinado pelo modo de atuar em fun¢des definidas localmente.

De fato, a seguinte proposi¢ao mostra que a equagao (5.2) é um problema local.

Proposicao 5.1.5. Sejam p > n e B(0,1) a bola d-dimensional centrada na ori-

gem e raio 1. Se (5.2) é verdadeira para toda f € LP com suporte contido em
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B(0,1), entdo (5.2) é verdadeira para toda f € LP(RY) com Cgs(p,d) sustituida
por CoCgs(p,d) para alguma constante C.

O seguinte lema serd importante no sentido de simplificar a prova da proposicao.

Lema 5.1.6. Sejam p > n e C uma constante. Se (5.2) é verdadeira para toda
f € LP com suporte contido em B(0,1), entdo (5.2) é verdadeira para toda f €
LP com suporte contido em B(a,C) para todo a € R? e Cs(p,d) sustituida por
CCs(p,d) para alguma constante Cj.

Demonstragdo. Seja f € LP, a € R? tal que supp(f) C B(a,C). Por definicio

f5(e) = sup f()dy.

acRd ‘Tes(a)} Te6(a)

Se fazemos a sustitu¢do Cx+a =y, y € supp(f) na integral e definimos fy(x) =
f(Cx+a) temos que supp(fuy) C B(0,1) (%) e também

fs(e) = sup

sup ’T ‘ | fU (x)dx.

C

Agora, é claro que o tubo é <Te5 (a)— a> estd contido no tubo <Te‘s (a)— %) As-

sim
fi(e) = sup - fu(x sup /
5(e) = su dx < su dx
acR4 ‘T | E(Té( )— ) acRd ’T ‘ T‘S a
fo(x)
were [T2(@)] S50
~ (fu)s (e).
Logo, || fx Hp < H (fu)s Hp Portanto, de (%) e a hipitese da proposi¢éo temos

17511, = )5l
<Cs(d.p)lfull,
~Cs(d,p)[I71l,
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pois [lfull, ~ I/1],- H

Demostragdo da Proposicdo 5.1.5. Tome R? =|J. O, onde Oy = H mj,mj+
1erm=(mi,...,myg) €Z%. Seja f € LP(R?) arbitrdria e defina f5(x) = f(x) 20, (%)
tal que

= Z fa(x) q.s. (5.5)

A medida usada é a medida de Lebesgue de RY. E importante também falar o
porqué da igualdade em (5.5) ndo representar ambiguidades. E claro que ela é
verdadeira em toda parte no interior de algum Q. Mas o lado direito de (5.5), é
um multiplo constante de f(x), o qual s6 depende da dimensao d sempre e quando
x estiver na fronteira de algum Q;(ou na intersecao de nimero finito de cubos).
Fixe p > n e suponha (5.2) verdadeira para toda f € L? com suporte supp(f) C
B(0,1). Fixe e € SY~!. Notemos pela defini¢io de f5(defini¢do de supremo)
existe T (a) tal que

2 (5 5)

fﬁ() |T§ ‘ T5 )f(x)dx ‘ me dx (56)

|T5
Agora, como T2 (a) C R?, deve existir nig € Z¢ tal que T2 (@) N Qs # 0. E pelo
fato de T2 (a) ter comprimento igual a 1, observe que 7, (a) N Q;; = 0 para todo

cubo que nio esteja adjacente a Qy3,. Em simbolos

T2 (a) N Qp # 0, Vi € Z9 tal que Qyi, N Qi # 0. (5.7)

Como vimos na equagao (5.5), s6 existe um ndmero finito de multindices 7 que
satisfazem a relac@o (5.7) para um i fixo e este dependendo s6 da dimenséo d.
Assim, estudamos o operador examinando um niimero finito de f;(x). Logo (5.6)

¢ igual a
*

G B0 B

Onde Y7, denota uma soma finita de indices / que satisfazem (5.7). Aplicando a
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desigualdade de Holder obtemos

1

Rumice) < <21> (i\(fmz(e)\”)

~d H (fr?l)g(e) H[p(zd) .

=

Onde 1% + ;—7 = 1. Notemos que a condigdo (5.7) desapareceu. Assim, a desigual-

dade anterior junto com (5.6) nos dé

€) Sd H(f"?)z(ewlp(zd)’

tomando em ambos lados da desigualdade a norma em L? e elevando a p poténcia

obtemos

1731205001y S / ¥ [(3te)|”de
Nd Z” fm ||Lp Sd 1 (58)

S6 resta usar a hipétese da proposicao as f;; mas isto ndo € possivel pois o suporte
delas ndo estd contido na bola unitdria. Para remediar esta dificuldade notemos
que se fixarmos qualquer 7, f;; tem suporte em Qy; e O C B(a,K) para algum
a € R? e alguma constante K. Mais especificamente, devemos tomar K de forma
que a d—bola contenha o d—cubo unitdrio, isto se consegue fazendo K > /d.

Agora, aplicando o Lema 5.1.6 obtemos
ZH f)sll 7o gany <ZC5 (d, )" | (fi)ll7 gy = Cs(ds D) AL ey -

Combinando isto com (5.8) prova-se a proposicao.

OJ

Conjectura 5.1.7. (Conjectura da funcao maximal de Kakeya) Para todo € > 0

existe C¢ tal que
17311, < Ce8 N1l
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para toda f € LY(R?) e todo § > 0.

Como adiantamos, a Conjectura 5.1.7 implica a Conjectura 5.0.14. O Teorema
5.1.9 establece tal afirmacdo. Mas antes, mostraremos um lema geométrico que
simplifica a demostragdo do teorema mencionado e que fala sobre a intersecao de

bolas e tubos.

Lema 5.1.8. Sejam e € S~ e L, um segmento de linha de comprimento igual a
1 na direcdo de e, centrado em a € R%. Considere um conjunto finito de bolas
Bj=B(xj,rj), 1 < j<mtal que 27k < rj < 2-&=1) Entdo,

< (o)

Demonstragdo. Consideremos o caso de uma s6 bola, B com centro x e raio 27k <
r< 2~ (k=1) ta] que

> o= > o

72" (a)|.

72" ()N <U3<xj,zrj)>
J

IBNL.| > a. (5.9)

Seja Z conjunto formado por todos os pontos do tubo Tesz tais que projetados

ortogonalmente sobre L, estdo em L, N B (regido cinza).

[z [\

\e

B

Figura 5.1: Descricdo do Lema 5.1.8

Sejam y € Z e § o ponto resultante de projetar ortogonalmente y sobre L,. Dai que

y—x] < [y—3|+[5— x|
§2*k—|—r§r+r:2r.
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Entdo a bola B(x,2r) contém a regido Z, logo Z C Tesz N B(x,2r). Portanto

_ (5.9)
T2 NB(x,2r)| > 2| =2.27%[BNL| > 22%a =

—k
>
Agora, suponha que existem By, ..., B,, bolas tais que

|BiﬂLe| > .

Denotemos B; = B(x;,2r;). Definimos como no caso passado os conjuntos Z; C

—k . sz
Te2 para cada i. Por hipétese do lema temos

L.N <UB,‘(X[,I”,‘)> > .
i
Podemos deduzir apartir da figura 5.1 que
2N (Uz,) > | ’k’ . (5.10)
i

Por outro lado, do primeiro caso temos que

(Tf mz) cr*'nB,

o)
72N (UB)

Teorema 5.1.9. Se é verdadeira a estimativa

€ assim

finalmente de (5.10),

> o

e >0,3Ce : || £3], < CeS |11,
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Para p < o entdo os conjuntos de Kakeya de R? tem dimensdo inteira.

Demonstracdo. Seja K conjunto de Kakeya de R?. Pela defini¢io de dimensdo
de Haudorff, devemos provar que para todo a < d se satisfaz que Hy(K) > 0.
Lembre-se que HS (K) < Hy(K) para todo 8 > 0. Assim, é suficiente provar que
HS(K) > 0 para todo § > 0.

Fixe @ < d. Para cada e € SY~! sabemos que existe um segmento de linha de
comprimento igual a 1 em dire¢do de e contido em K; denote-se por L, € seja a,
seu ponto médio. Fixe também uma cobertura de K por bolas B(x;,r;) comr; < 1.

Defina para cadam € Z*,
I = {jzz—m <r gz—(m—U}.

Podemos assumir que J,, € finito para todo m pois de outra forma teriamos para

algim z que

Zr > Y Y () > #0) (27 = e,

m=1 j&Jn

ou seja, Hg (K) = o para § > 2~ (m=2) (absurdo). Defina

d—1 . ¢
Sm {eES Lﬂ(UBj) zﬁ},
JEIm

onde ¢ < %. Afirmamos que S~ = Upm—1Sm. Para provar isto, suponha que
existe e € Sl ee ¢ |Uo_, S,. Logo, é verdade que |Le N (UBj)| < # para todo

no(ys)
Gen(ys))|-

Agora, defina F, = e, B(xj,2r;) e seja f = 2F,.

m*

m e assim
(oo}

m=1

mas por outro lado,

L.N ( B j>
1 J€Im

L.N (UBJ)‘:|L6|:1.
j

Se e € §,,, temos pelo Lema
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5.1.8
—m C —m
T2 (ae)ﬂFm’ > 512" @) (5.11)
A seguir estimamos a norma L de f}_,,. Para isso notemos primeiro que
5 we) 1 f0)d
>-m(€) = sup - y)dy
acRd Tez (a)‘ T2 " (a)
1 y—m
= sup ———— |1, (a)NF ’
acRd Tez (a)‘ ¢ "
1 y—m
> — T a.)NF ‘
— |T62*m(ae)| e ( e) m
5.11) ¢
= ﬁ
Assim,
1
1Bl = | [ (@] dp | = —5p(Sm)7, (5.12)
Sm

onde p é a medida de superficies sobre SY~! (veja Apéndice A). Por outro lado,

da hipétese do teorema temos que para todo € > 0

) s . 1
50l < Ce@ ™ sl Sa G (0t ) 613

. 1
Pois, || f]|, = [Ful ? € |Fl < Xjey,, |B(xj,2r))| S <#(Jm)2<k+1>d>' Juntando (5.12)
e (5.13) obtemos

W(Sm) < mPPCL#(Jy)2mer=k=Dd < ) p=mld=2pe), (5.14)

Na segunda desigualdade da equacdo anterior usamos o fato que m*” < Cg p2"EP.
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Agora, como & < d, tome € de tal forma que o¢ < d —2¢€p e note

NTED Ny YO W
J J

m=1 jE€Jm
> i Z n—m(d—2ep)

m=1 jeJ,

— Z 2—771(d—28p)#(Jm)
m=1

(5.14) oo .
Z S:dyp Z JLL(SWl) Z Cg7d7p ‘S - ‘ =Cc > 0
m=1

A constante da ultima desigualdade nao depende da cobertura de E, logo Hg (K) >
0 para todo 6 > 0. O

5.2 Conjectura de Kakeya em R

Nesta se¢io provaremos a Conjectura 5.1.7 em R? e com ajuda do Teorema 5.1.9
concluiremos que os conjuntos de Kakeya em R? tem dimensdo de Hausdorff 2.
O primeiro a tratar e provar a conjectura foi Cordoba[12]. Porém, apresentaremos
a prova dada por Bougain[11], a qual expde técnicas de andlise de Fourier. Ado-
tamos tal demostracdo pelas conformidades do trabalho. A seguir, introduzimos
algums resultados e propriedades elementares da anélise de Fourier que serdo de

utilidade na prova dos teoremas e lemas centrais da secao.

5.2.1 Preliminares

Definicfio 5.2.1. Dada uma fungio f € L'(RY) definimos sua transformada de

Fourier f como

F(E) = / F(x)e 25,
Rd

Proposicio 5.2.2. Seja f € L'(RY). Entdo vale
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1. feL=(RY).
2. Se h(x) = f(x—a) coma € R entdo h(&) = e~ 274 f(£).
3. Se h(x) = f(ax) coma € R entdo h(E) = a4 f(2).

4, f/;g(é) = f(€)g(&) onde f * g denota a convolucdo entre f e g definda como

(f +g)(x) = / F0)gle—y)dy.
Rd

5. Se T é uma transformacao linear inversivel entdo
fol = |det(T)| " for ™!
(Se a transformagado T é ortogonal entdo f/o\T = foT).

A prova da Proposicdo 4.2.14 é omitida pois os pontos 1,2,3,4 e 5 sdo resultados

muito bem conhecidos, para isso veja [3].

Proposicio 5.2.3. Se f e g estdo em L*(R?)

-

1. (Plancherel)

2.l =1,

3. If*glle < || F2]l,-

Demonstragdo. O ponto 1 € um resultado conhecido nesta teoria e que pode ser
encontrado em qualquer texto. Observe que o ponto 2 € consequéncia imediata

do ponto 1. Para 3, considere f e g em L?(R¢). Defina a fungdo h(y) = g(x —y).
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Entao

(F8)(x)] = / £)g(x—y)dy

— / F(&)emEF(E)ae
Rd

s/!f(é)§(5>\dy=1!f§!!1»

usamos Plancherel (terceira linha) e ponto 2 da Proposi¢ao 4.2.14 (quarta linha).
O]

Defini¢do 5.2.4. Uma funcio f estd na classe de Schwartz S(R%) se ¢ infinita-

mente diferencidvel e todas suas derivadas decrescem répido no infinito, isto €,
anpf d
x*DP f(x)|| < oo, Vo, B € N

Teorema 5.2.5. A transformada de Fourier é um isomorfismo linear S(R?) —
S(RY).

Teorema 5.2.6. O operador de Kakeya satisfaz

1\ "
K51 = (1oe(5) ) 171l

para todo f € L*(R?).

Demonstragdo. (Bourgain) Podemos supor que f é uma fun¢do ndo negativa. De
fato, afirmamos que se (5.2) é verdadeira para qualquer fung¢do ndo negativa f €
LP(R?) entdo (5.2) é verdadeira para toda f € LP(R). Sabemos que ||f]|, =
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11 /1]l, para toda f € LP(RY) e pela defini¢io 5.1.2 temos também que ||f§||p -
]3] Hp. Portanto,

1751, = 151, < Cs(@. p)IfIIL, = Cs(d, p) I£1],,-

Na desigualdade da equacdo anterior usamos a hipétese da afirmacgdo. Voltando a

prova do teorema, defina paracada0 < § < 1 e e € S! a fungio

%5 X
P5(x) == %)()-

A funcdo anterior € muito importante pois esta permite definir o operador de Ka-
keya em termos de uma convolucao de fungdes suaves, o0 que por sua vez também
fornece com ajuda da teoria de Fourier uma melhor andlise de tal operador. De

fato,

fi@)=sw g [ fas

acR? (
1
= Sup %TE(O) )f(y—a)dy
acR?
= sup (@5 *f)(a). (5.15)
acR?

Agora, tomamos uma fun¢@o ¢ na clase de Schwartz S(R) tal que ¢ tenha suporte
compacto contido em [—M,M] para algum M > 0 e ¢(x) > 1 para todo x € R tal
que |x| < 1. Um exemplo de tal fungdo € a conhecida funcao de Gauss dada por

X

¢(x) = ce” onde ¢ é uma constante. A seguir, defina y : R? — R como

Y(x1,x) = é¢(x1)¢(%)-

Seja ey = (1,0). Afirmamos que @5' < y. Para isso, note que se x = (x1,x2) ¢
Te‘? (0), entdo (pf1 (x) = 0< y(x). Por outro lado, se x € Te‘?(O), entdo |xi|,|x] <1
e assim ¢(x;) > 1 e ¢(%) > 1. Logo,
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Portanto, aplicando a ndo negatividade de f e (5.15) temos

@5 () f(x—a)dx < | y(x)f(x—a)dx
R2 R2

f5(e1) < sup (yx f)(a).

acR?

Seja r, a rotagdo que envia o vetor e € S!(arbitrario) a e;. Defina Y, =VyYor,
e notemos que @5 < Y, isto, pelos mesmos argumentos que foram explicados

anteriormente. Assim,

f5(€) < sup (yex f)(a) = || e * .o -

acR?

Segue-se da Propriedade 5.2.3 item 3 que
e) < [[ W],
=/|life(§)||f(§)}d§

1 e (&)?
e 2 1+ .
/!w HRUCIF mzé

Dado que v € S(R?), podemos aplicar Cauchy-Schwartz na linha anterior, ob-

tendo assim

B —

: [26]
[we(é) agliera ) | [Fge) - s
@ D

Estimemos a integral (II). Da defini¢do de v se deduz

V(&1,8) /¢ x1) =0 (=2)e 2 Gtn8) gy dx,

~

= ¢(X1)¢3(5xz),
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daf que o suporte de Y estd contido num tubo do tipo [—M,M] x [%, K], Além
disso, r, € uma transformacgdo ortogonal, segue-se da Propriedade 5.5.2 item 5
que Y, = Yor,. Ou seja, ¥, e J tem 0 mesmo suporte, isto &, um tubo M Te% (0)
de lados 2M e 2%’. Outra nota importante é o Teorema 5.2.5 que estabelece: se
¢ € S(R) entio ¢ € S(R).

Assim,

b|| < K < oo. Igualmente para .

Tomando coordenadas polares (&,&) = (rcos 6, rsin 6) obtemos

M
14+r
_M
]
M
[ d M
r
< —log(1+ =
0

como tomamos 0 < 1 temos que log (%) > 0. Desta forma, podemos afirmar que

log(1+ %’)ﬁ log (%) O resultado anterior junto com a equagdo (5.16) nos da

(o) < ([R/v?e(é)(“ré)lf(é)lzdé é(1og (g))

@
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Apliquemos na equacio anterior a norma de L? (Sl ), isto é
« 2 1 N A en 2
15 St0g (5) | ({R 9(©)| (112D |FE) dE | ae
sl 2

~ log (g) R/ (41D |7 S/ [V (E) | de)de
aI)

Estimemos a integral (I'). Observe que se [q; |We(&)|de S obteriamos pela

1+|~’§\’

Propriedade 5.2.3 item 2 a desigualdade desejada. De fato, sabemos que o suporte
1

de (&) estd contido num tubo MT,%(0). Seja & € R? fixo. Notemos que se

|E| < M entio

1
AREaEl

supp (9| = {8t : g emrd 0| = [s'] 5

1
Ao contrdrio, se || > %, entdo & ¢ MTS (0) para todo e € S! e assim obtém-se
trivialmente que |supp (¥.(&))| < 1+|§\ Seja o caso quando M < |&| < ¥ entio

1
para garantir que & € MT,° (0) para algum e, os vetores & € e devem ser quase
ortogonais. Mais precisamente, pela defini¢do dos tubos, temos

1

MTS(0) = {C eR?: (L e)| <M, (L) < % paratodovJ_e}.

Podemos rotacionar nosso sistema de forma que & esteja no primeiro eixo de
coordenadas, isto é, & = (£;,0). Agora, aplicando a defini¢do anterior do tubo,

notemos que

{eESl £ eMT}m)} _ {e: (E,e)| < M, |(E,v)| < %ij_e}

=L (i)l < [Ga) < s

Notemos também que a segunda desigualdade na equacgdo anterior € trivial; de




CAPITULO 5. CONJECTURA DE KAKEYA 72

fato, para todo e € Slev | e, tem-se que

el <[
pois |§] < & Assim,

{eeSl € eMTe‘ls(O)} :{e: leq] S%},

onde e = (eq,e;). Isto define um subconjunto de S! o qual descreve um pequena

parte da circunferéncia que tem como comprimento igual a algo comparavel com

|—1‘. Assim, tal subconjunto esté limitado por ‘é—| < mﬁ pois |€| = 1. Portanto,

{eGS' & eMTf(O)Hg TTED

para todo & € R? fixado. Consequentemente,

/|l/7e(§)|de§|supp(1/7e(§))!= {ees‘ ¥: eMTﬁO)H < 1+1|§|'
Sl
Ou seja,

I3y 108 (5) [ 17@]a =108 (5 ) 1715,
J

como adiantamos, a tltima igualdade € devida a Propriedade 5.2.3 item 2. [



APENDICE A

Teorema de Vitali

Definicdo A.0.7. Seja E um subconjunto de um espaco métrico (X,d). Seja @
uma classe de subconjuntos de X tais que para todo € > 0 e x € E existe algum
UecdcomxeUediamU < €. Entdo a familia @ € chamada uma classe de Vitali

pra E.

Teorema A.0.8. (Cobertura de Vitali) Sejam E C X e ® uma classe de Vitali para
E consistindo de conjuntos fechados de E. Entdo existe uma sequéncia (finita ou

infinita) (U;) de elementos disjuntos de ® tais que para cada o, > 0 temos que:;

Z(diamU,')a = o0 oumgy(E — UUi) —0.

1 1

Defini¢io A.0.9. (Medida de Superficie) Sejam ||-|| norma em R’ e ¢ medida
dimensional de Lebesgue. Defina

W(E) = do((0,1] x E),

para todo E € Bga-1. Esta medida pty_1 : Bga-1 — [0,00] é chamada a medida de
superficies sobre S¢~ 1.

73
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Funcao de Cantor-Lebesgue

E uma fungdo continua F : [0,1] — [0, 1] que é crescente e F(0) =0, F(1) =1
mas F’(x) = 0 quase sempre. Ela obtida da seguinte construgéo:

Considere o conjunto triddico de Cantor K C [0, 1] descrito no Exemplo 4.1.9 e

lembrese que
K=()Ex
k=0

onde cada E; é unido disjunta de 2* intervalos fechados. Sejam E; = [0,1/3] U
2/3,1] e Fi(x) uma funcdo continua crescente em [0, 1] que satifaz: Fj(0) =
0,Fi(x) =1/2se 1/3<x<2/3 Fi(l)=1e F; é linear em E;. Similarmente,
seja F»(x) continua e crescente, tal que

.
0 sex=0,

/4 sel/o <x <2/,
Fx)=1q1/2 sel/s<x<2/3,

3/4 seT/9 <x <89,

1 sex=1,
\

e F> é linearem £, .

Este proceso produz uma sequéncia de fungdes continuas e crescentes {F, } - tal
que

[Fog1 (x) = Fu()| <2771,

Portanto, {F,}*_, converge uniformemente a uma funcdo continua F chamada a
fungio de Cantor-Lebesgue. Pela construcdo, F € crescente, F(0) =0, F(1) =1,

e F é constante em cada intervalo del complemento do conjunto de Cantor.
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