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Resumo

Abordaremos o estudo de condi¢bes para que certas equagoes
diferenciais parciais tenham solucao. Consideraremos equagcoes do
tipo Lu = f, onde tomamos L em algumas classes de campos veto-
riais em toros de dimensao maior que dois. Tais campos vetoriais
sao operadores que agem no espaco das fungoes definidas no toro e

que sao infinitamente diferenciaveis.

A principal questao é determinar quando tais operadores tém
imagem fechada. Temos também interesse em saber quando que a
imagem de tais operadores é um subespago de codimensao finita,

bem como estudar a regularidade de tais operadores.

As respostas de tais questoes envolvem certas propriedades dos
coeficientes desses operadores, onde citamos: a conexidade de sub-
niveis de primitivas da parte imaginaria dos coeficientes; condicgoes
Diofantinas; a ordem de anulamento dos coeficientes e relagoes entre
as ordens de anulamento das partes real e imaginaria dos coefici-
entes; além disso, o numero de vezes que a parte imaginaria de
um coeficiente ¢ muda de sinal entre dois zeros consecutivos de ¢

também desempenha um papel.

Conseguimos caracterizar a resolubilidade e a hipoeliticidade
global de campos vetoriais do tipo tubo em toros de dimensao maior
do que dois, estendendo os resultados em dimensao dois. Depois, em
dimensao trés, fornecemos condigoes que respondem sobre a ima-
gem ser ou nao fechada, para uma outra classe de campos vetoriais
que nao sao do tipo tubo. Uma de tais condicoes estd relacionada
com a famosa condi¢do (P) de Nirenberg-Treves. Em particular,

obtemos o mesmo para uma classe de campos vetoriais em dimen-
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sao dois, para os quais a codimensao da imagem foi exaustivamente

estudada.



Abstract

We are concerned with the study of properties so that we can
solve certain partial differential equations. We will consider equati-
ons of the form Lu = f, where we take L in some classes of vector
fields on tori of dimension greater than two. This vector fields are
viewed as operators acting on the space of smooth functions defined
on the torus.

The main question is to study the closedness of the range of L. It
is also of interest to know whether the range has finite codimension,
as well as to study the regularity of L.

The answers of these questions are connected with certain pro-
perties of the coefficients of L, such as: Diophantine conditions;
the connectedness of some sublevel sets involving primitives of the
imaginary part of the coefficients; the order of vanishing of each co-
efficient and relations between the order of vanishing of the real and
imaginary parts of each coefficient; in addition, the number of times
that the imaginary part of a coefficient ¢ changes sign between two
consecutive zeros of ¢ also plays a role.

We characterize both global solvability and hypoellipticity for
vector fields of tube type on tori of dimension greater than two,
extending the results in dimension two. Moreover, in dimension
three, we find conditions for the closedness of the range for a class
of vector fields which are not of tube type. One of theese conditions
is related to the well known Nirenberg-Treves condition (P). In
particular, we obtain the same for a class of vector fields on the two-

torus, for which the codimension of the range was largely studied.
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Introducao

O assunto central deste trabalho é a resolubilidade global de certas classes de equa-
coes diferenciais parciais lineares formadas por campos vetoriais definidos no toro T" ~
R"/27Z™, ou seja, operadores C - lineares L : C*°(T"™) — C*(T") que satisfazem a regra
de Leibniz L(fg) = fLg + gLf. Deseja-se saber para quais fungdes f € C>(T") pode-
mos obter uma solugao da equacao Lu = f, onde buscamos u em C>(T"). E natural que
aparecam condigoes de compatibilidade; por exemplo, para cada funcio f € C*°(T?),
existe u € C>°(T") tal que u’ = f se, e somente se, [, f = 0. Outra questao é descobrir
quantas condigoes de compatibilidade sao necessarias sobre f para garantir que a equa-
¢do Lu = f tenha solu¢do em C*(T"), sendo que o interesse é saber se sao finitas ou

infinitas condigoes.

Dizemos que L é globalmente resolivel quando sua imagem LC*®(T") é um subes-
pago fechado de C*°(T™), ou seja, quando (ker’L)° = LC*>(T™), onde (ker’L)° = {f €
C=(T™);{u, f) = 0, se pu € ker'L}. Em palavras, L é globalmente resolivel quando
para cada f € (ker’L)° é possivel obter uma solugao de Lu = f em C*(T"). O operador
L ¢ dito fortemente resolivel quando LC*>(T") for um subespago de codimensao finita
de C>*(T"). A finitude da codimensao de LC>(T™) estd associada a regularidade do
operador L. Dizemos que L é globalmente hipoelitico quando as condigoes p € D'(T") e
Ly € C*°(T™) implicarem que p € C*°(T"). Para ver trabalhos que abordam tais assun-
tos ou que abordam assuntos correlatos, citamos [B], [BP], [BCP], [BD1], [BD2], [BD3],
[BDM], [D2], [GW], [M], [Ho] e [H3].

Embora estejamos abordando um problema de anélise, veremos que certas condigoes
geométricas, topoldgicas e condicoes de teoria dos numeros desempenham um papel

crucial nos resultados.

Somos motivados a estudar a resolubilidade global pois os operadores em questao
serao de primeira ordem e nao-singulares, logo a resolubilidade local de tais operadores ja
é conhecida, uma vez que ela é caracterizada pela condigao (P) de Nirenberg-Treves. Um

operador diferencial parcial linear de ordem m e coeficientes infinitamente diferenciaveis



2 Introducao

em um aberto 2 C R™ é um operador da forma

P(z,D) = > ca(x)D", (1)

|| <m

o 07O

onde ¢, € C>®(Q) e D* = (—i) 9z Bgan

. n . . .
a1 +...+a,. Em uma variedade suave Q) de dimensao n, um operador diferencial parcial

,sendo que o = (aq,...,a,) € Z7 € |a| =

linear de ordem m é um operador que em toda carta local possui uma representagao
como em (1). Tal operador é dito localmente resolivel (em ) se cada ponto x € €2 possui
uma vizinhanca U(z) em 2 tal que para toda f € C*(2) existe u € D'(€2) solugao de

Lu = f em U(x). A seguir, descrevemos a condi¢ao (P): suponha que P(z, D) possui a

= Z co(x)D

|a|l<m

expressao local

e seja py, : T — C o simbolo principal de P(x, D), dado por

pl2,6) = 3 cala)é?,

laf=m

onde (z,§) denotam as coordenadas em T*Q2 (ver [H5]). Dizemos que P(z, D) satisfaz a
condigao (P) se nao existe uma func¢ao suave a valores complexos ¢ : T7*Q\ {0} — C tal
que (gp,,) muda de sinal ao longo de uma bicaracteristica de R(gp,,), ao longo da qual

q # 0. Uma bicaracteristica de R(qp,,) é uma curva integral do campo Hamiltoniano

— OR(qpm) OR(gpm) O

Higpm) =
(gp Zl agj (f)x] Z (()x] j
ao longo da qual R(gp,,) = 0 (ver [H3]). Dizemos também que uma curva é uma

semibicaracteristica de p,, se ela for uma bicaracteristica de R(gp,,), para alguma g # 0.

A condicao (P) foi formulada pela primeira vez no artigo [NT] (1963) de Nirenberg
e Treves. Ap6s um bom nimero de anos e de artigos, com trabalhos dos matematicos
R. Beals e C. Fefferman-[BF|, Moyer (ver [H5] e [H6]), Treves [T2] e Hérmander [H3],
ficou provado que a condigao (P) é necesséria e suficiente para a resolubilidade local de
operadores diferenciais parciais lineares de tipo principal (ver [C]), sendo que em [H3]
Hormander mostrou que a condi¢ao (P) implica a existéncia de solugdes infinitamente

diferenciaveis, se f também for infinitamente diferenciavel.
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Em contrapartida, sabe-se que a condi¢ao (P) nao é necesséria para a resolubilidade
global. Como consequéncia dos resultados desenvolvidos no presente texto, obteremos
mais classes de operadores que nao satisfazem a condi¢ao (P) e que sdo globalmente

resoliveis. Por exemplo, o operador

o 0 . 0 3
5 +1 Sen(t)ﬁ_arl + ZCOS(15)8—$2 (em T, 4p0)

¢ globalmente resolivel (ver Exemplo 2.13), mas néo satisfaz a condi¢ao (P) (ver Lema
2.1). A condicao (P) falha pois as fungoes sen(t) e cos(t) mudam de sinal. Embora
a condi¢do (P) ndo seja necessaria e, portanto, tais fungdes possam mudar de sinal,
veremos que uma condi¢ao necessaria para a resolubilidade global de tais operadores
envolve a quantidade de vezes que cada combinacao linear T' > ¢ — jsen(t) + k cos(t)
((j,k) € Z?) muda de sinal, a saber, poderdao ocorrer no maximo duas mudangas de
sinais. Tal condicao esta relacionada com a conexidade dos subniveis das primitivas
de cada combinagao jsen(t) + kcos(t) (ver Teorema 2.6 - item (II)). Por exemplo, o

operador

0

Eris (sen’(t) 4 isen’(2t)) <i + i)

89&1 8$2

nao é globalmente resolivel (ver Exemplo 2.15), uma vez que sen®(f) muda de sinal

quatro vezes em T!.

Um outro exemplo onde vale a resolubilidade global mas nao vale a condi¢ao (P)

(fora do caso tubo) é dado pelo operador (em Tf’l,’yi))

0 5 3 o 0

— + (sen’(z) +isen’(22)) | = + |,

G+ (sen’(o) + isend(20)) (14

ver Exemplo 4.14. A condicdo (P) néo é satisfeita pois sen®(2x) muda de sinal entre
dois zeros consecutivos da parte real sen®(z). Observe que sen®(2z) muda de sinal
quatro vezes em T'. Entretanto, sen®(2z) muda de sinal apenas uma vez entre dois

zeros consecutivos de sen®(x) + isen®(2x); veremos que tal condigdo é necessaria (e

também suficiente) para a resolubilidade global de operadores deste tipo.

A condigao (P) também nao é suficiente para que L seja globalmente resolivel; por
exemplo, o operador

- 0

=
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satisfaz a condigao (P), pois é um operador real, mas sua resolubilidade global depende
de condigoes Diofantinas impostas sobre os coeficientes a; (ver Teorema 2.6 - item (I)).

Resultados de Hormander (ver [H3] ou [H6]) mostram que a condigao (P) implica
que o operador L tem imagem de codimensao finita (em particular, que L é globalmente

resoluvel, ver Lema 1.1) se a seguinte condi¢ao geométrica estiver satisfeita:

(GC) qualquer ponto caracteristico de L pertence a um intervalo compacto de uma curva
bicaracteristica de R(qf), sobre a qual ¢ # 0, sem extremos caracteristicos; onde ¢

denota o simbolo principal de L.

Sendo assim, é fundamental que trabalhemos com operadores que nao satisfacam
simultaneamente as condigoes (P) e (GC).
Nosso objetivo central é investigar a resolubilidade das seguintes classes de operado-

res, as quais contém operadores com a propriedade descrita no paragrafo acima:

0
o —|— Z a;j(t) +ib;( )(% (em (TN x T (), (2)
J
onde a; e b; sdo fungoes em C*°(T!; R), para cada j =1,..., N.
0 . 0 0
o L= 5 + (a(z) + ib(x)) (% + )\a—y> , (em 'IF?WJ)), (3)

onde a e b sdo fungoes em C®(THR) e A € R.

£= Gin) (o4 5 ) e (0.0) X T, @)

onde m >2e € C®((—46,0); R) satisfaz f(x) > 0, para todo = € (—9,9).

No Capitulo 1, apresentamos alguns conceitos e resultados gerais sobre campos ve-
toriais no toro, bem como estabelecemos alguns lemas que nos auxiliarao em demons-
tragoes ao longo do texto, com o objetivo de termos demonstracoes bem organizadas e
com riqueza de detalhes.

O Capitulo 2 caracteriza a resolubilidade global dos operadores da forma (2) (ope-
radores do tipo tubo), através de condi¢oes impostas sobre seus coeficientes. Dentre
as propriedades dos coeficientes que desempenham papel na resolubilidade, destacamos:

condigoes Diofantinas, a conexidade de subniveis envolvendo a parte imaginaria dos co-
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eficientes e a dependéncia linear entre tais fungoes. Tal caracterizacao encontra-se no

Teorema 2.6, que é o principal resultado do Capitulo 2.

A hipoeliticidade global dos operadores do tipo (2) também é tratada no presente
trabalho. Tal estudo é feito no Capitulo 3, onde condigoes similares as que aparecem na
resolubilidade também servem para caracterizar a hipoeliticidade. A caracterizacao da
hipoeliticidade global de (2) é fornecida pelo Teorema 3.1, que é o principal resultado do
Capitulo 3. Veremos que as condigoes que determinam a resolubilidade forte dessa classe
de operadores sao as mesmas que determinam a hipoeliticidade global. Sabemos que tal
propriedade nem sempre ocorre; por exemplo, o artigo [BCP] foi pioneiro ao apresentar

em T? campos vetoriais fortemente resoltiveis que nao sao globalmente hipoeliticos.

Os teoremas 2.6 e 3.1 estendem para varias variaveis resultados conhecidos em di-

mensao dois.

Dedicamos o Capitulo 4 ao estudo da resolubilidade global dos operadores do tipo
(3). Quando ¢ 1(0) = @, tal resolubilidade é dada pelos resultados do Capitulo 2, uma
vez que, através de uma mudanga de varidveis, o operador (3) se reduz a um operador
do tipo tubo. No caso mais interessante em que ¢~!(0) # ), veremos que a codimensao
da imagem ¢ infinita. Sendo assim, vamos nos dedicar a encontrar condi¢oes para que
a imagem seja fechada. Tais condi¢oes envolvem relagoes entre a ordem de anulamento
das fungoes a e b, bem como o nuimero de vezes que a funcao b muda de sinal entre
dois zeros consecutivos de ¢ = a+ b, a qual é intimamente relacionada com a conhecida
condi¢ao (P) de Nirenberg-Treves. O principal resultado nesta diregao é o Teorema 4.7.
Tal teorema fornece uma nova classe (fora do tipo tubo) de campos vetoriais que sao
globalmente resoltiveis e nao satisfazem a condigdo (P). Como coroldrios do Teorema
4.7, obtemos resultados que respondem se o operador 0, + (a(x) +ib(x))0,, em dimensao
dois, tem ou nao imagem fechada. Para tal operador, a codimensao da imagem foi

exaustivamente estudada.

Por fim, no Capitulo 5 ¢é feito um estudo sobre a resolubilidade de (4) em uma
vizinhanga de uma o6rbita compacta bidimensional. Os operadores do tipo (4) néo
sao globalmente hipoeliticos em nenhuma vizinhanca da dérbita compacta bidimensio-
nal {0} x T?. Entretanto, dada f suave em uma vizinhanca de {0} x T?, basta que f
satisfaca um ntimero finito de condicoes de compatibilidade para que exista u suave em
uma vizinhanga de {0} x T? tal que £u = f. Em outras palavras, conseguimos achar

um subespago de codimensao finita de C*°((—4,8) x T?) de modo que, qualquer que



6 Introducao

seja f nesse espago, a equacao Lu = f possui uma solugdo suave em uma vizinhanga
de {0} x T?. Acabamos de descrever o Teorema 5.3, que ¢ o principal resultado do Ca-
pitulo 5 e estabelece a resolubilidade do operador (4) em um sentido correlato ao de

Hormander.



Capitulo

1

Consideracoes iniciais e resultados

preliminares

Denotaremos o toro de dimensao n > 1 por T" = R"/27x7Z", o qual é uma variedade
suave com atlas proveniente de restricoes da aplicacdo canonica p : R” — R"/27Z". O
espaco das funcgoes f : T" — C que sao infinitamente diferenciaveis sera denotado por
C>(T™). Em C*°(T™) consideraremos a topologia metrizével induzida pela sequéncia de

seminormas

onde ¢ € C*(T") e k € Z,. Deste modo, C>(T") é um espago vetorial topoldgico,
localmente convexo, metrizdvel e completo (ver [R]), isto é, um espago de Fréchet. O
espago dos funcionais lineares continuos definidos em C>(T") sera denotado por D'(T");
os elementos de D'(T") sdao chamados de distribui¢oes periddicas. Para um estudo sobre

distribuigoes citamos [H5] e sobre distribuigbes periddicas citamos [Z] (ver também [G]).

Um campo vetorial em T"™ é uma aplicacdo C-linear L : C®(T") — C>(T") que
satisfaz a regra de Leibniz L(fg) = fLg + gLf (ver [BCH]). Denotaremos por ‘L o

operador transposto de L, o qual age em D'(T").

Dizemos que L é globalmente resolivel quando sua imagem, LC>®(T"), é um subes-

pago fechado de C*°(T™). Resultados bésicos de anélise funcional implicam que (ker?L)° =
LC>(Tn) (ver [G]), onde

(ker*L)° = {u € C®(T"); (u,u) =0,V pu € ker'L}.

7
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Deste modo, L é globalmente resoltivel se, e somente se, (ker’L)° C LC*>(T™) (utiliza-
remos essa caracterizagdo varias vezes ao longo deste trabalho).

Existe uma nocao mais forte de resolubilidade; a saber, L é fortemente resolivel
quando sua imagem ¢ um subespago de codimensao finita de C*(T") (ver [BCP]). Tal
definicao é correlata com a definicao de resolubilidade em uma vizinhanca de um con-
junto compacto, introduzida por Hérmander. Novamente, recorrendo a anélise funcional,

veremos que L ser fortemente resoluvel implica que L é globalmente resolivel.

Lema 1.1. Um operador parcial linear L, definido em C*(T"), € fortemente resolivel

se, e somente se, LC™(T™) € fechado e dimker'L < co. Além disso, a codimensao de

LC>=(T™) € igual & dimensao de ker®L.

Demonstragao: Suponha que LC*®(T") é fechado e que dimker *L = m. Como LC>(T")
¢ um subespago fechado de C*(T"), o espago quociente £ = C*(T™)/LC>(T") é um
espago vetorial topolégico (Hausdorff) localmente convexo (ver [R]). Mostremos que
dim E' = m. Seja p : C*°(T") — E a aplicagao candnica e sejam iy, . . ., ft,, distribuicoes
que geram ker’L. Dada 6 € E’, definimos py € D'(T™) por uy = 6 o p. Note que, para
f € LC(T™), temos {ug, f) = 0(p(f)) = 0(0) = 0; logo g € °(LC>(T")) = ker L" =

ker L. Como ker'L é gerado por pi1, ..., ji,, segue que
O(p(u) = > Al u),
j=1

para toda u € C®(T"). Para cada j, definimos 6; € E’ por 0;(p(u)) = (u;, u). Como

[, - -, [y SA0 linearmente independentes, segue que 64, ..., 60, sao linearmente inde-
pendentes e como
m
9 - E >\j9j,
=1

qualquer que seja 6 € E’, obtemos dim E' = m. Em particular, dim £ = m, ou seja,
LC>(T™) tem codimensao m em C>°(T").

Reciprocamente, suponha que LC*(T") tem codimensao finita (m) em C*°(T"). Uti-
lizando o Teorema da Aplicagao Aberta, mostraremos que LC*®(T™) é fechado. Por hipé-
tese, existe S um subespago de dimensao m de C*(T") tal que C>*°(T™) = LC>(T™) & S.
Como S é fechado e C*°(T") é um espaco de Fréchet, segue que S e C*(T") x S sao

espagos de Fréchet. Assim, pelo Teorema da Aplicacao Aberta (ver [R]) segue que a



aplicagao
L@id:C®(T") x S — C>(T"),

definida por L @id(u,v) = Lu+ v, é aberta. Em particular, L @ id(C>(T") \ ker L, S) =
C>(T™) \ LC>(T™) ¢ aberto, logo LC*(T") é fechado em C*>°(T™). Por fim, repetindo os
argumentos acima vemos que dimker’L = dim[C>(T")/LC>(T")], que é a codimensao

de LC*®(T") em C*(T"). 0

Embora a resolubilidade global seja o principal assunto do presente texto, também
estudaremos a hipoeliticidade global para os operadores do tipo tubo (ver (2) na Intro-
dugao). Dizemos que um operador L : D'(T") — D'(T™) é globalmente hipoelitico se as
condigoes p € D'(T") e Lp € C*°(T") implicam que p € C*°(T").

O proximo resultado fornece uma relagao entre a hipoeliticidade global e a reso-

lubilidade global. Sua demonstracao segue a linha dos argumentos que aparecem em
[H6]-Teorema 26.1.7.

Lema 1.2. Seja L : C*°(T™) — C>°(T™) um campo vetorial tal que 'L : D'(T™) — D'(T")

¢ globalmente hipoelitico e satisfaz 'L = —L. Entdo L é globalmente resolivel.

Demonstragao: Denotemos por E o espago C*°(T"™) munido da topologia proveniente

da seguinte sequéncia de seminormas:

u — sup |u(z)| + Z sup [0%(*Lu)(z)| (m € Z,).

zeTn laj<m zeTn

Desta forma F é um espago de Fréchet. Utilizando a regra de Leibniz segue que a
aplicacao identidade id : C*°(T") — E é continua, logo o Teorema da Aplicacao Aberta
implica que id : F — C*(T") é continua. Sendo assim, para todo k € Z, existem

Cr >0emy € Z, tais que

Z sup |0%u(x)| < Cy | sup |u(z)| + Z sup [0 (*Lu)(z)] | , (1.1)

Tn Tn Tn
o<k *€ e laf<my T€

para toda u € C*(T").

Tal fato implicard que existem C' > 0 e m € Z, tais que

sup |u(x)| < C Z sup |0%("Lu)(z)|, (1.2)

zeTn la]<m zeTn
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para toda u € (ker’L)°.

Suponha por um momento que tal condicao seja verdadeira. Para cada funcao f €
(ker'L)° C C>(T"), defina Ty : 'LC>(T") — C por (Ty,"'Lu) = / [ - u, para toda
u € C=(T™). Note que, como f € (ker’L)° e como *LC>(T") = LCE’L(T") C (kerL)e,
segue que T é bem definida; mais ainda, a estimativa (1.2) implica que T é continua.
Pelo Teorema de Hahn-Banach existe p € D'(T™) tal que, para toda u € C>°(T"), temos
(Lpyu) = (u,"Lu) = (Ty,"Lu) = (f,u); logo Ly = f. Como f € C>°(T") e como
L = —'L é globalmente hipoelitico, obtemos p € C®(T"). Portanto, L é globalmente
resoluvel.

Para concluir a demonstragao vamos provar que (1.1) implica (1.2).

Suponha que ndo vale (1.2). Entao, para cada ¢ € N existe u, € (ker’L)° tal que

sup |ug(x)| =1e
zeTn

sup 0°(*Lug) ()] < % (1.3)

n
kﬂgémGT

A desigualdade acima e (1.1) implicam que para todo k € Z, existe C} > 0 tal que

Z sup [0%up(z)] < Cp [ 1+ Z sup |0%("Lug) (z)] | < 2C%,

zeTn zeTn

o] <k o <2

para todo ¢ € N (suficientemente grande), logo {us, ¢ € N} é limitado em C*(T").
Como C*(T") tem a propriedade de Heine-Borel (todo fechado e limitado é compacto),
segue que (uy) possui uma subsequéncia que converge para uma fungao v € C*°(T") (na
topologia usual de C*>°(T™)). Mais ainda, como (u,) C (ker‘L)° e como sup |ug(x)| = 1,

zeTn

segue que v € (ker’L)° e sup |v(z)| = 1. Por outro lado, como (*Luy) converge para zero
el

(por (1.3)) e para “Lv, obtemos "Lv = 0, ou seja v € (ker’L) N (ker’L)° e v Z 0, 0 que
¢ uma contradicao.

Portanto, a desigualdade (1.2) é verdadeira.
O]

O préximo lema é uma adaptagao do Lema 6.1.2 de [H2]. Tal resultado fornece uma
condigao necessaria para a resolubilidade global de operadores diferenciais, a qual é uma
desigualdade que envolve o operador transposto. Veja também as referéncias [T1]-Lema

11.2.1 e [H1].
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Lema 1.3. Seja L um campo vetorial globalmente resolivel em T™. Ezistem constantes

positivas m (m € Z,) e C > 0 tais que

ot

quaisquer que sejam f € (ker'L)° e v € C*(T™).

<C- Zs%lnplaafl : Zsynplﬁ‘”‘(tm)l 7 (1.4)

la|<m laj<m

Demonstracgao: Note que Z sup |0% f|, m € Z,, é uma sequéncia separante de semi-
|a|l<m "
normas definidas em C*°(T"), a qual, conforme [R], torna C>(T") um espago vetorial to-

polégico localmente convexo e metrizavel. Mais ainda, munido de tal topologia, C*>°(T")

¢ um espaco de Fréchet. Por outro lado, a sequéncia de seminormas Z sup |0*("Lv)|,
jal<m
m € Z, definidas em C*(T"), ndo é separante. Para contornar tal problema, conside-

remos o espago quociente C*°(T™)/ ker ‘L. Neste espago, a sequéncia Z sup |0*(*Lv)|,
jej<m "

m € Z,, é uma sequéncia separante de seminormas, logo C*°(T")/ker’L é um espago
vetorial topoldgico localmente convexo e metrizdvel. Como (ker’L)° é um subespago fe-
chado do espaco de Fréchet C>(T"), segue que a topologia induzida torna (ker?L)° um

Fréchet. Consideremos no espago produto (ker*L)° x C*=(T")/ker'L a forma bilinear
(f;v) = [ fo,
Tn

a qual estd bem definida, pois f € (ker’L)°.

Fixada v € C*°(T")/ ker ‘L, é facil ver que a forma linear

f— fu, f € (ker’L)°

Tn

¢ continua em (ker’L)°. Mais ainda, quando fixamos f € (ker‘L)°, a resolubilidade

global de L implica que existe u € C*(T") tal que Lu = f; deste modo, a forma linear

C>®(T")/ker'L > v fu

Tn

satisfaz
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o que implica que essa segunda forma linear também é continua.

Até aqui construimos uma forma bilinear (definida no produto de um espago de
Fréchet com um espago vetorial topolégico localmente convexo e metrizdvel) e mostramos
que tal forma bilinear é separadamente continua. Segue de [T3] (pagina 354) que tal

forma é continua, o que implica na existéncia de constantes C' > 0 e m € Z, tais que

ot

para todo f € (ker’L)° e v € C>°(T™)/ker‘L.

SO | D swlonfl) | D suplo*(Lu)l ) |

la]<m la|<m

Como a desigualdade é trivial para v € ker’L, o lema estd demonstrado.

A desigualdade fornecida pelo Lema 1.3 serd de grande valia no estudo da resolubi-

lidade global dos operadores do Capitulo 2.

Outra ferramenta de grande importancia é a série parcial de Fourier de uma funcao
em C*(T"). A referéncia para tal assunto é [Z].

Sejam p e ¢ dois numeros naturais e seja n = p + ¢. Denotemos por (z,y) as coor-
denadas em T = TP x T?. Uma sequéncia de fungoes (v,)peza C C*(T?) é rapidamente

decrescente se para cada o € Z" e k € Z, existir C' > 0 tal que
0%, ()| < C/nl",

para todo n € Z?\ {0} e x € T?; enquanto que (v)yeza C D'(T?) serd de crescimento

lento se existirem constantes C' > 0 e k € Z, tais que

vy )] < Clyl* Y sup [0%u()],

P
o<k z€eT

para todo n € Z9\ {0} e u € C>(T?).

Para cada funcao u € C*(T"), defina

para todo z € T? e n € Z9.
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A sequéncia (u(- z¢ € rapidamente decrescente e W(x,n)e’™¥) converge para
’ ne )
nezd
u em C*(T"); assim, escrevemos

u(w,y) =Y alw,n)e?. (1.5)

nezd
A série (1.5) é dita série parcial de Fourier da fungdo u com relagao a variavel y e cada
coeficiente 4(-,n) é chamado de coeficiente parcial de Fourier da fungao u. Reciproca-

mente, se (v,)peza C C°(TP) é rapidamente decrescente, entdo a série Z vy ()t mY)
neza
converge em C*(T") para uma fungdo v, a qual satisfaz 0(z,n) = v, (x).

Para u € C®(T") e x € TP, denotemos por u, a funcdo em C*(T?) dada por
u(y) = u(x,y), y € T Seja também e,(y) = ™ paray € T? e n € ZI. Da-
das duas distribui¢oes w € D'(TP) e v € D'(T?), definimos p = w ® v € D'(T") por
(u,u) = (w(v,u,)). Suponha agora que pu € D'(T™). A sequéncia j(-,n) C D'(TP),
definida por fi(¢,n) = (2m)"%u, ¢ - e_,), forma uma sequéncia de crescimento lento e

A~

Z f(-, &) ® e, converge em D'(T™) para p; assim, escrevemos
nezd

p= Al ®ey, (1.6)

nezd

ou seja

<M,U> = Z</:L(’77)7 <6777u$>> = (27)(] Z(ﬂ(u”)?ﬂ(a —77)>>

nezd nEZI
A série (1.6) é chamada de série parcial de Fourier da distribui¢do p com relagdo a
variavel y e cada coeficiente fi(-,n) é chamado de coeficiente parcial de Fourier da
distribuicao p. Por fim, se (v)peze C D'(TP) é uma sequéncia de crescimento lento,

entao a série E vy ® e, converge para uma distribui¢do v em D'(T"), a qual satisfaz
nezd

(v, @) = 2m) " Uv, ¢ - e_yy) = D(¢,§), para cada ¢ € C*(TP) e n € Z°.

Além do Lema 1.3, a série parcial de Fourier também sera utilizada para buscar
condicoes necessarias para a resolubilidade global, sendo que, nesse caso, a técnica serd

construir fungoes em (ker’L)° que nao estejam na imagem de L.
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A seguir, apresentamos dois lemas que também serao utilizados para estabelecermos

condigoes necessarias para a resolubilidade dos operadores do Capitulo 2.

2
Lema 1.4. Seja ¢ uma fungdo em C=(T', R) tal que / o(t)dt = 0 e tal que todos os
0

subniveis

Q, = {t € ’]I‘l;/ot¢(7)d¢ < r} (r e R)

sao conexos. Entao os sequintes conjuntos sao conexos:

{te’ﬂ‘l,/otqs(r)drgr}, {tETl,/Ot<b(T)dT>r},
{tETl,/Ot¢(T)dT:T} e {teTl,/0t¢(T)dT>r},

para todo r € R.

t
Demonstracao: O conjunto {t c T, / o(r)dr < r} é conexo pois se escreve como a
0

intersecao de uma sequéncia nao-crescente de conjuntos CONexos

t 1
Q1 = {t 6']1‘1,/ o(T)dr <r+—}, ou seja,
m 0 m

{t € Tla/t¢(7)d7 < r} = ﬂ Q,, 1,
; o

+1

onde 2., 1+ CQ,_ 1, paratodom € N.

t t
Os conjuntos {t € Tl,/ o(r)dr > r} e {t € Tl,/ o(r)dr > r} SA0 conexos, uma
0 0
vez que sao o complementar (em T') dos conjuntos conexos €2, e {t €T, [ ¢(r)dr < r} :

respectivamente.

t
Por fim, veremos que o conjunto {t € Tl,/ o(T)dr = T} é conexo. De fato, note
0

que

{teT%/otqﬁ(T)dT:r}: N {tequ,r—%</ot¢<¢>d¢<r+%},

meN

1 ¢ 1
onde, para cada m € N, o conjunto {t eT!,r— =< / o(r)dr <r+ —} é conexo
m 0 m

(pois é a intersecao de dois conexos em T*) e vale a inclusao
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{teTl,r—ﬁg/ot¢(r)dr<r+ﬁ} C

1 ! 1
{teTl,r——g/qb(T)dT<r+—}.
m  Jy m

[l

Lema 1.5. Seja ¢ uma fungdo em C®(T)\ {0} que possua uma primitiva ® € C*°(T?).
Suponha que exista r € R tal que o subnivel . = {t € T, ®(t) < r} seja desconexo.
Entao existe ro < r tal que §2,, tem duas componentes conexas cujos fechos sao disjun-

tos; desta forma, podemos definir funcoes fo e vy em C*°(T'), satisfazendo as sequintes
2m 2w

propriedades: fo(t)dt =0, supp fo N Qy,, =0, supp vy C 2y € fo(t)vo(t)dt > 0.
0 0

Demonstragido: Tome C; uma componente conexa de €, ¢ T'. Note que C} é um
intervalo aberto cuja fronteira é formada por dois pontos distintos, 0C, = {t1,t2}.
Fixando t3 € C, temos ®(t3) < r.

Como 2, nao é conexo, existe Cy, outra componente conexa de €2,., tal que C; N
Cy = ). Novamente, Cy é um intervalo aberto cuja fronteira é formada por dois pontos
distintos, 0Cy = {t4,t5}. Fixando tg € Cs, temos ®(tg) < r.

Seja € > 0 tal que 19 = max{®(t3),P(ts)} + € < r. Como O(t;) = r, segue da
continuidade de ¢ que existe um intervalo aberto U; contendo ¢y, tal que ®(t) > ro,
para todo t € U;. Do mesmo modo, existe um intervalo aberto U, contendo ts, tal que
®(t) > ry, para todo t € Us.

Considere [ e J, as componentes conexas de €2, que contém 3 e g, respectivamente.
Note que U; e Uy sdo subconjuntos de T' \ (I U J). Note também que as componentes
conexas [ e J possuem fechos disjuntos.

O proximo passo € definir as funcoes fj e vy. Para tanto, vamos olhar a situagao acima
em um intervalo de comprimento 2w, K = [t;,t; + 27] C R, onde iremos representar os

conjuntos definidos até aqui do seguinte modo: assumiremos que
T <ty <ty <ty <tg <ty <ity+2m,

t3 € I C Cl = (tl,tg),

t6 € J C Cg - <t4,t5),
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U1 = [tl,tl + 6/) U (tl + 27 — €/,t1 + 271'],

onde 0 < € e t; + € < t; por fim,
Us = (ty — 'ty + "),

onde 0 < €’ ety <ty —€" <ty+ € <tg.
2

Considere fungoes de corte f; € C°(Uy) tal que filt)dt =1 e fy € C(Us) tal

0
2

que fo(t)dt = 1. Definindo fy = f2 — f1 obtemos supp fy C Uy U Us, o que implica
0

2
supp fo Ny, = 0; alémdisso,/ foz/ fo — fi=1-1=0.
0 U2 U1
Por fim, seja d > 0tal quets+d €l etsg—0d € J

Agora escolha vy satisfazendo: vy € C((t3,t6)) e vo = 1 em [tz + §,ts — d]; deste
21

modo, obtemos fovg = fo=1>0esuppyy, C ITUJ C Q. O que conclui a
0 U.
demonstracao. ’

O

A série parcial de Fourier também sera empregada na busca de solugoes para equacoes
do tipo Lu = f, a qual nos levara a uma sequéncia de equagoes envolvendo um nimero
menor de variaveis. Precisaremos resolver tais equagoes, obtendo uma sequéncia de
solucoes e depois precisaremos mostrar que tal sequéncia decai rapidamente.

O lema abaixo nos auxiliara na resolucao dessas equacoes. Sua demonstracao é uma

simples aplicacao do método do fator integrante.

Lema 1.6. Sejam f e 0 fungoes em C®(T'). Considere a equagdo
u'(t) +0(t)u(t) = f(t), teT (1.7)

Se O = (2m)~1 fo% O(t)dt & iZ, entao (1.7) possui uma tnica solu¢ao, a qual pode ser
escrita por
2
u(t) = (1 — e 2™0)=L [ f(t — s)e” Ji-s 0 (1.8)
0

ou ainda, podemos escrever

27
u(t) = (¥ — 1)1 f(t+ s)el o g, (1.9)
0
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Por outro lado, se 0y € iZ, entao (1.7) possui infinitas solugoes, desde que

2
/ f(t)elo 0T g — ¢,
0

Neste caso, cada solu¢dao pode ser escrita na forma
t t t
u(t) = Ce™ Jo 00ar +/ f(s)e™ 0D qs  onde C e C.
0

Finalizando essa se¢ao, apresentaremos dois lemas que nos ajudarao no controle do

decaimento de certas sequéncias de funcoes.

Lema 1.7. Seja K um numero real positivo. Entao

s0+0 ) § 9
/ e—mK(s—so) ds > (/ =5 dS) (K)—I/Q(m)—l/Q’
s0—0 —0

para todo m € N tal que vmK > 1.

Demonstracao: Basta notar que

so+0 K( )2 1) ( = )2 1 IvVmK
e Mo dSZ/ e \VmaRs ds:—/
/305 - vVmK J_sy/mK

2
e % ds.

0

Lema 1.8. Seja a um nimero real negativo. A funcdo ¢ dada por ¢(z) = e*/*, se x > 0

e p(x) =0, se x <0, satisfaz ¢p(z) = O(|x|™), para todo m € Z.

a/x

Demonstracao: E suficiente provar que lim = 0, para todo m € Z,. Como

xz—0t ™
eY > 1+ y, para todo y > 0, obtemos

x(n;—i— 0~ x(r;+ 0

m =< —Q m m |Oé| m -1
e > — "= —— x.
x(m+1) m+ 1

et > 1 4

, para todo z > 0, logo

Por fim,







Capitulo

2

Resolubilidade global para campos

vetoriais do tipo tubo

Dedicamos este capitulo ao estudo da resolubilidade global de campos vetoriais do

tipo tubo em TN = (TV x T') .., ou seja, campos da forma

0 0
L=— (t) +1b;(t)) — 2.1
g1+ 20+ )5 21)
onde a; e b; sdo fungdes em C*(T'; R), para cada j = 1,..., N. Note que os coeficientes

sao funcoes a valores complexos, as quais dependem apenas da variavel t; tais coeficientes

serao denotados por ¢; = a; + ib;.

O objetivo é encontrar condigdes que digam quando que o operador (2.1) tem ima-
gem fechada. Nesta direcao, o principal resultado é o Teorema 2.6, o qual fornece uma
caracterizacao completa para a resolubilidade global de L, através de propriedades im-
postas sobre seus coeficientes. Propriedades topologicas, geométricas e propriedades de

teoria dos nimeros aparecem no estudo da resolubilidade global de (2.1).

Note que tais operadores sao nao-singulares, uma vez que existe um coeficiente que
nunca se anula; logo a resolubilidade local é determinada pela condigao (P) de Nirenberg-
Treves (ver Introdugao). Isso nos motiva a estudar a resolubilidade global de (2.1). Vale
destacar que a condigao (P) ndo é necessaria para a resolubilidade global de operadores
do tipo (2.1). De fato, o item (II) do Teorema 2.6 fornece exemplos de operadores

globalmente resoliveis que nao satisfazem a condigao (P) (veja o Exemplo 2.13).

19
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O préximo resultado nos ajuda a entender melhor como é a condigao (P) para os

operadores do tipo (2.1).

Lema 2.1. O operador L dado por (2.1) satisfaz a condi¢ao (P) se, e somente se, L €

do tipo

PR S last) + o) 2

dx;’
onde b € C*(T',R), b nao muda de sinal e \; ER, j=1,...,N.

Para demonstrar o Lema 2.1 faremos uso do seguinte resultado, o qual é uma simples

variagao do Lema 3.9 de [K].

Lema 2.2. Sejam g e h fungoes R - linearmente independentes em C®(T'). Entdo

existem inteiros nao nulos p e q, p # q, tais que a func¢ao T 3 t — pg(t)+qh(t) muda de
1 2 1 2

sinal. Além disso, se gy = 2—/ g(t)dt #0 ouhy = 2—/ h(t)dt # 0, entdo podemos
T Jo ™ Jo

2
escolher os inteiros p e ¢ de modo que também tenhamos / pg(t) + qh(t)dt # 0.
0

Demonstracao: Essa demonstracao estd em [K]. Vamos repetir os argumentos aqui.

Se g muda de sinal, tomamos ¢ = 1 e p suficientemente grande de modo que
2

T!' > ¢ — pg(t) +qh(t) muda de sinal e / pg(t) +qh(t)dt # 0. Analogamente, obtemos
p e q com as propriedades desejadas quaondo h muda de sinal.

Suponha que g e h nao mudam de sinal. Sem perda de generalidade, podemos assumir
que g(t) = 0 e h(t) > 0. Defina K = {t € [0,27];9(t) =0=h(t)} e A=[0,27] \ K.

Para dois nimeros inteiros p e ¢ tais que 0 # p # g # 0, podemos escrever

g(t) q ) |

+

pg(t) +qh(t) = (p—q)g(t) +q(g(t) +h(t)) = (p—q)(g(t) +h(t)) (g(t) +h(t) p—gq

para todo t € A. Assim, se encontrarmos r = m/n € Q tal que a fungao
(2.2)

At = ————~ —
t) +

muda de sinal, entao t — (m —n)g(t) + mh(t) também muda de sinal. Como g e h sdo

R-linearmente independentes em C®(T! R), a fungao

Ast—o(t) =
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nao é constante. Sendo assim, fixemos ty € A e t; € A tais que ¢(ty) < ¢(t1). Se
go + ho # 0, tomamos r = m/n € (P(ty), ¢(t1)) (m € Z\ {0}, n € N), onde r é um

nimero racional tal que
m 90

n ' go+ho

caso go + ho = 0, podemos escolher quaisquer m € Z \ {0} e n € N tais que r = m/n €
(d(to), #(t1)). Com essa escolha, segue de (2.2) que a fungao t — (m — n)g(t) + mh(t)
2w

1
muda de sinal; mais ainda, — / (m —n)g(t) +mh(t)dt # 0.
2m Jo U

Agora estamos prontos para demonstrar o Lema 2.1.

Demonstracao do Lema 2.1: Seja

0, 1,8,7) = 7 4 (ax(t) + i01(1)) 61 + - -+ + (an (1) + ibn (1))

o simbolo principal de L e

0

0
at+a1( )a—

H
R(O) = 8931

At an(t)5— = [di ()& + - + aﬁv(t)ﬁN]a%

dry

o campo Hamiltoniano de R(¥).

Suponha que existam indices m e k tais que b, e by sao R - linearmente independen-
tes. Sem perda de generalidade podemos assumir que m = 1 e k = 2. Segue do Lema
2.2 que podemos encontrar inteiros nao nulos p e g tais que pb; + ¢b, muda de sinal.
Sendo assim, para £(0) = (p, ¢,0,...,0), a parte imaginaria &(¢) muda de sinal sobre a
bicaracteristica s — (x(s), s,£(0),7(s)) de R(¢) (que é uma curva integral de Hy(y) ao
longo da qual R(¢) # 0), logo nao vale a condigao (P).

Supondo que as fungoes b; (j = 1,...,N) sdo duas a duas R - linearmente depen-

dentes, podemos escrever

0
—l—Za] )+ iX;b( )>8x7

onde b € C*(TY,R) e ||(A1,...,An)|| > 0. Se b muda de sinal, repetindo os argumentos
acima vemos que L nao satisfaz a condicao (P). Por fim, suponha que b nao muda
de sinal. Como qualquer bicaracteristica de (/) é da forma s — (x(s),s,£&(s), 7(s)),

onde £(s) é constante, segue que (¢) nao muda de sinal sobre as bicaracteristicas de
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R(¢); disso (e do Teorema 3.7 de [H4], ver também Teorema 1.0.1 de [D1]) segue que a
condigao (P) estd satisfeita (veja também [M]). .
A validade da condi¢do (P) também nao implica que um operador do tipo (2.1)
seja globalmente resolivel. Por exemplo, operadores reais com coeficientes constantes
satisfazem a condigao (P), mas podem nao ser globalmente resoliveis. De fato, condigoes
Diofantinas é que determinam a resolubilidade global de tais operadores (ver exemplos

em [GW] ou em [BP]).
m [GW] (1972), os autores apresentaram uma condigao sobre o simbolo de um

operador a coeficientes constantes (em T%m 1)) da forma
k ¢

9,

P = Cre | —t=— —l=
kézl e < 81‘1) ( 31‘2) ’

a qual caracteriza a hipoeliticidade global de P. A saber, P é globalmente hipoelitico

se, e somente se, existem nimeros reais positivos C, v; e v tais que

>C(n*+m?)™, (2.3)

E cpen®m’

para todo n € N e m € N tais que n? +m? > 7. Argumentos similares aos utilizados
em [GW] também podem ser empregados para caracterizar a resolubilidade global (veja,
por exemplo, Proposicao 2.17).

Chamaremos uma condigao do tipo (2.3) de condigao Diofantina.

Ainda em [GW], quando P = pre ag o’ , a condicao (2.3) fica conectada a nogao
de nimeros de Liouville. Neste caso, P é globalmente hipoelitico se, e somente se, «

¢ um numero irracional nao-Liouville. Enquanto que P ¢ globalmente resoluvel se, e

somente se, a é racional ou o é um numero irracional nao Liouville.

Definicao 2.3. Dizemos que um numero irracional o é um numero de Liouville se

existir uma sequéncia (pn, jn) € Z X N tal que j, — oo e
& = pn/inl < (Ju)™", para todo n € N,

Mais adiante, veremos que condi¢oes Diofantinas também se conectam com a nog¢ao

de vetores de Liouville (ver Exemplo 2.11).
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Definigao 2.4. Um vetor (o, 3) € R?\ Q? € um vetor de Liowville se existir C > 0 e

uma sequéncia (P, Gn, jn) € Z* x N tal que j, =2 ¢

| = pu/gn] + 18 = gn/jnl < C(Gn)™",  para todo n € N.

Observacao 2.5. Note que na definicao de vetores de Liouville, as duas aproximacoes
possuem o mesmo denominador. Vale também notar que quando (a, 8) € (R\ Q)? for
um vetor de Liouville, entao cada um dos nimeros « e 5 é um nimero de Liouville. Por
outro lado, em [B] foi construido um par de nimeros de Liouville a e 3, de modo que o

vetor («, 3) fosse nao Liouville.

Pelo que foi descrito previamente, é natural esperar que aparecam condig¢oes Dio-
fantinas no estudo da resolubilidade global (assim como na hipoeliticidade global) de
operadores do tipo (2.1). Portanto, consideraremos as seguintes condi¢oes Diofantinas

para um par (a, 3) € RN x RV :

(DC1) existem constantes C' > 0 e v > 0 tais que
7+ (& atif)| = CE+ 7))

para todo (&,7) = (&1,...,&w,7) € ZN x Z\ {(0,0)}, onde [£] = [&| + -+ + |En]-

(DC2) existem constantes C' > 0 e v > 0 tais que
[T+ (& a+iB)| = CE[+ [7])77,

para todo (£,7) € ZN x Z tal que 7 + (£, a +i3) # 0.

Na caracterizac@o da resolubilidade global de L utilizaremos a condi¢ao (DC2). A
condi¢ao (DC1) serd utilizada no estudo da hipoeliticidade global de L, o qual serd
desenvolvido no Capitulo 3. Entretanto, preferimos enuncid-la junto com a condigao
(DC2), uma vez que s@o condi¢oes bem parecidas. Note que (DC1) implica (DC2) e
que (DC1) e (DC2) sao a mesma condigao para os vetores (a, ) € RY x R tais que

T+ (¢, + i) = 0 apenas para (&, 7) = (0,0).

Embora a condi¢ao (P) por si sé nao implique a resolubilidade global de (2.1),

devemos tomar um certo cuidado, pois resultados de Hormander (ver [H3]) fornecem uma
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condigao geométrica (GC') (ver Introdugao) que junto com (P) implica resolubilidade
global. Felizmente, para a grande maioria dos operadores L dados por (2.1), as condigoes
(GC) e (P) nao se verificam simultaneamente. De fato, se L satisfaz a condicao (P),

entao segue do Lema 2.1 que

a = 9

o T > (a() +idsb(t ))amj (2.4)
7j=1

onde b € C*°(T*,R) e b nao muda de sinal.

Quando b = 0, veremos que o operador (2.4) se reduz a um operador real e com
coeficientes constantes (ver Lema 2.16), cuja resolubilidade global é caracterizada pela
condigao Diofantina (DC2) (ver Proposicao 2.17).

Suponha agora que b # 0. Para que a condigao (GC) se verifique em TNt devemos
mostrar que todo ponto caracteristico pertence a um intervalo compacto de uma semi-
bicaracteristica de ¢, cujos pontos finais (em TV*!) sdo nio caracteristicos. Afirmamos

que tal condigao nao ocorre. Seja

0, 1,6,7) = 7+ (aa(t) + iAb(8))€ + - - + (an (1) +iANb(E))En

o simbolo principal de L e denote por C(L) o conjunto caracteristico de L,

C(L) ={(z,t,&,7); Lz, 1,6, 7)=0e (&) #(0,0)}.

Defina
Ny = {p € C(L); Hnw) e Hs() sao linearmente independentes em p},
onde
Hae = 2 4 ar(®)-2 b an(B) = — (@O + -+ ahy (DEn] 2
MO o T o My T NS g
) 0 0 0
p— —_— —_— —_ / o .. —
H%(Z) - b(t) ()\1 61’1 + -+ )\N c%cN) b (t) [/\151 + + )\NfN] a7

Mostremos que Ny # (). De fato, como b # 0, qualquer ponto p = (o, to, &0, 7o) do

conjunto caracteristico tal que b(ty) # 0 pertence a No. Mais ainda, segue de [H6] que
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qualquer semibicaracteristica de ¢ por p estd inteiramente contida em C(L). Portanto, a
condigao (GC') nao se verifica. Logo nao podemos aplicar os resultados de Hérmander

em [H6] para concluir a resolubilidade global de L.

Antes de apresentarmos o teorema principal deste capitulo, consideremos as seguintes

notagoes, as quais serao utilizadas ao longo do presente texto:

) 1 27 . 1 2w '

ajo = % ; aj(t)dt, bjO = % . bj<t)dt, ] = 1, e N (25)
Qp = (al())--waN()) € RN, 50 = (bl(),...,b]vo) € RN, (26)
B(t) = (bi(t),...,bn(t), t €T (2.7)

onde as fungoes a; € C*(TH, R) e b; € C*(T", R) formam os coeficientes do operador L,

o qual é dado por (2.1) e recordamos ser da forma
0 - 0
L=— (1) + ib; (1)) —.
g+ a0+ i)
Teorema 2.6. Seja L o operador dado por (2.1).

(I) Suponha que b; =0, para todo j =1,...,N. Entao L € globalmente resolivel se,

e somente se, o par (ap,0) satisfaz (DC2).

IT) Suponha que existe algum j tal que b; £ 0 e que byo = 0, para todo j =1,..., N.
j j
Neste caso, L é globalmente resolivel se, e somente se, (a,...,ano) € ZV e

todos os subniveis QS sdo conexos, onde

Qﬁi{tETl;/t<§,6(7))dT<r}, rcReécZ”.
0

(III) Se bjo # 0 para algum j, entdo L € globalmente resolivel se, e somente se, valem

as sequintes condigoes:

(III.1) dimspan{by,..., by} =1;
(II1.2) cada fungao b; ndo muda de sinal, j =1,...,N;

(IIL.3) o par (ao, o) satisfaz (DC2).
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A demonstracao do Teorema 2.6 sera feita com detalhes no presente capitulo. Antes
disso, faremos algumas observacoes e comentarios a respeito desse teorema.
Dos itens (I) e (III) no Teorema 2.6 segue o seguinte resultado sobre a resolubilidade

global de campos vetoriais com coeficientes constantes.

Corolario 2.7. Considere em TN*! o operador

N

0
Z o +1B;)m— Er
j=1

onde o e B; sao numeros reais, para j = 1,..., N. Tal operador é globalmente resolivel

se, e somente se, o par («, B) satisfaz (DC2), onde a = (ay,...,ay) e = (51,...,0n).

Com a demonstracao do Teorema 2.6, obteremos, em particular, uma nova demons-

tracao para o seguinte resultado (o qual estd em [Ho]-Teorema 3.2):

Teorema 2.8 ([Ho]-Teorema 3.2). Sejam a e b fun¢oes em C*°(TY,R) e considere em

T%m’t) o sequinte operador
0 0
L=— t b(t))—. 2.8
o+ (alt) + ib(1)) - (28)
Tal operador é globalmente resolivel se, e somente se, ocorre uma das sequintes

situacoes:

(i) b=0eay=(2m)! f027r a(t)dt nao é um nimero de Liouwville.

(i) DZ0, by = (21)~" [ZTb(t)dt = 0, ag € Z e todos os subniveis

{t € Tl,/otb(T)dT < r} (r € R)

$G0 CONEros.

(iii) b#£ 0, by # 0 e b nao muda de sinal.

E interessante notar que, em dimensao dois, quando vale a condi¢ao (P) e o campo
L (dado por (2.8)) nao é real (item (iii) do Teorema 2.8), a parte real do coeficiente
(a funcao a) ndo desempenha papel na resolubilidade global de L. Por outro lado, em

dimensao maior que dois, quando o campo L (dado por (2.1)) nao é real e vale a condigao
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(P), condigbes Diofantinas sobre a parte real dos coeficientes (as funces a;) podem

determinar se L é ou nao globalmente resolivel.

Exemplo 2.9. Sejam a e b fungoes em C*(T!, R), sendo que b nao muda de sinal e nio

é identicamente nula. Considere o operador

9 1 tatty + iv)=L + i) 2

—. 2.

Segue do Teorema 2.6 - item (III) que L é globalmente resolivel se, e somente se,

existem constantes C' > 0 e v > 0 tais que
|7+ aoks +ibo(&1 + &)| = C([&| + & + 7)) 77, (2.10)

para todo (£1,&) € Z? tal que T + ap&y + iby (&1 + &) # 0; 0 que ocorre se, e somente
se, ag nao é um numero de Liouville (ver Defini¢ao 2.3). De fato, suponha que ag é um
numero de Liouville. Entao aq é irracional e existe (p,,jn,) € Z X N com j, — o0 e

[P0 + Jnao] < (4,) """t Daqui segue que (2.10) nao pode valer, senio terfamos

(jn)_n+1 > |pn + jna0| = ‘pn + Jnao + Z'bO(jn - ]n)| = 0(2]71 + ‘an_7

e, consequentemente,

nfl_l v
Jn”
1>C — 00,

o que é uma contradigao.

Reciprocamente, suponha que ap ndo é um nimero de Liouville. Se ag = p/q € Q,
entdo |7 + ap&y| = 1/q, para todo (&,7) € Z? tal que 7 + ap€y # 0. Se ag € R\ Q,
entdo existem constantes positivas € e 4/ tais que |7 + apé&1| = C'(|&| + |7])™7 para
todo (&1,7) € Z*\ {0}. Note também que |£; + &| > 1 para todo (&;,&) € Z? tal que
&1+ & #0.

Sendo assim, para (£,&,7) € Z2 tal que 7 + aofy + iby(&1 + &) # 0 e quando
T+ agéy # 0, obtemos

|7+ aols + ibo(&1 + &)| = |7 + aoéy] = min{l/q, C'}(|&] + 7)) =

min{1/q, C"}(|&i| + €] + |7) ™
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ou, quando & + & # 0, obtemos

|7+ ao&s +ibo(&r + &) = [boll& + ol = [bol (|6a] + €] + |7]) 77"

Portanto, vale (2.10).
0

Ainda considerando a situacao (III) no Teorema 2.6, faremos mais exemplos que
mostram a bonita relagao entre a resolubilidade global e a no¢ao de niimeros e vetores

de Liouville (ver defini¢bes 2.3 e 2.4).

Exemplo 2.10. Seja b € C*°(T',R) \ {0} uma fungdao que nao muda de sinal e sejam

A1 e Ag numeros reais. O Teorema 2.6 implica que o operador

g . 0 0

¢ globalmente resolivel se, e somente se, existem constantes C' > 0 e v > 0 tais que
|7 +ibo(&1 A1 + &A2)| 2 C(|&] + [&] + 7)) 77, (2.12)

para todo (&1,&,7) € Z3 tal que 7 + ibg(&:\1 + &) # 0. Argumentando como no
Exemplo 2.9 vemos que vale (2.12) se, e somente se, A\; - Ay = 0 ou A;/Ay nao é um

numero de Liouville.

O

Exemplo 2.11. Sejam a € C*(T!, R) e b € C*(T!,R) \ {0}, onde b ndo muda de sinal

e sejam A e Ay dois niimeros reais. Considere o operador

0 . o . 9
gr T (@l FXD(0) 5+ idab(t) - (2.13)

Afirmamos que o operador (2.13) é globalmente resolivel se, e somente se, ocorre

uma das seguintes condicoes:
e )\ = Ay =0 e gg nao é um numero de Liouville.
° )\1 7é Oe )\2 =0.

e )y #0 e (ag,\1/A2) ndo é um vetor de Liouville.
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Do Teorema 2.6, item (III), segue que (2.13) é globalmente resoluvel se, e somente

se, existem C7 > 0 e v > 0 tais que
|7' + Gofl + ibo()\1£1 + )\252)| 2 Cl(|£1’ + ’fg' + |7.|)*’Y’ (214)

para todo (&1,&,7) € Z3 tal que T + aofy + ibog(Ai1&1 + Xa&s) # 0.

Os casos em que \; = Ay = 0 ou A\; # 0 e Ay = 0 seguem raciocinando como no
Exemplo 2.9.

Suponha agora que Ay # 0 e que (ag, A\1/A2) é um vetor de Liouville. Entao existe

Cy > 0e (pn,Gn, jn) € Z*> x N tal que j,, =2 e

|jna0 - pn’ + ’jn(Al/)Q) - Qn’ < C2(jn)1in7

para todo n € N. Como

[|Jn@0 — Pnl| + |Jn(A1/A2) — @n|] max{1, |boA2|} = | — pn + Jnao + iboA2[Jn(A1/A2) — @4l

e como —py, + jnag +iboAa[jn(A1/A2) — qn] # 0, pois ag ou Ay /Ay é irracional, segue que o
par ((ao,0),bo(A1, A2)) nao satisfaz (2.14). Portanto, (2.13) nao é globalmente resolivel
(Teorema 2.6).

Reciprocamente, suponha que (ag, A\1/A2) nao é um vetor de Liouville. Se tivermos
(ap, \1/A2) € Q?, entao repetindo novamente argumentos do Exemplo 2.9 obtemos a
validade de (2.14), logo (2.13) é globalmente resoliivel. Suponha agora que (ag, A1 /A2) €
R?\ Q?. Entao existem constantes C3 > 0 e v/ > 0 tais que

7+ &aol + & (M /X)) + & = Ca(|G] + & + 7)),

para todo (&1, &, 7) € Z3\ {0}; logo a condicdo (2.14) estd satisfeita e , portanto, (2.13)

¢é globalmente resolivel. 0

E interessante notar que, no Exemplo 2.11, embora os campos vetoriais 0; + (a(t) +
iMb(t))0y, € Oy + iXab(t)D,, (considerados como campos vetoriais em T?) sejam global-

mente resoliveis, pode ocorrer perda de resolubilidade ao formarmos o operador (2.13).

Os préximos exemplos ilustrardo as condigoes que aparecem no item (II) do Teorema

2.6. Para tanto, observemos primeiro o seguinte resultado:
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Lema 2.12. Sejam ¢ e m inteiros tais que 1 < £ < m < N. Denote as coordenadas em
T2 por (z,t), onde x = (x4, ..., x,) € T et € T Considere o operador Ly,

(definido em C*°(T™ **2)) dado por
Ly :(915—|—Z:c-(t)i (c; € C(TY)).
m T

Se o operador Ly, nao € globalmente resolivel, entao

N
d
L =0+ ch@)a— (¢; € C=(TY))
j=1 T

também nao € globalmente resolivel (note que L € definido em C>=(TNT1)).

Demonstracao: Como o operador Ly, nao é globalmente resolivel, existe uma fungao
f=flxe...,xm,t) € (ker®Lyy,)° \ L C®(T™=+2). Utilizando série parcial de Fourier
com relacao as variaveis (z1,...,2p 1, Tmy1,--.,TxN) verifica-se que essa mesma fungao

f pertence a (ker‘L)°\ LC®(TN*1).
OJ

Do Lema 2.12 e do Teorema 2.8 segue que se existir um subnivel

{teTl;/Otbj(T)dT<r} (reR, je{l,... N}

que seja desconexo, entao L nao sera globalmente resolivel. Por outro lado, suponha
que tais subniveis sejam todos conexos. Sera que isso € suficiente para termos todos os

subniveis QS conexos? Lembre-se que 8(7) = (by(7),...,by(7)) e

Q8 = {t € Tl;/0t<f,ﬂ(7‘)>d7' < r} (reR, € €ZM).

Veremos que, dependendo das fungoes b;, a resposta para tal questionamento pode

ser afirmativa ou negativa.

Exemplo 2.13. Sejam b(t) = sent e by(t) = cost, t € T'. Mostremos que todos os

subniveis

{t e T, /Otjsen(T) + kcos(T)dr < r} (r eR, (j,k) € Z?)
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SA0 Conexos.

Inicialmente, note que
¢
{t € Tl,/ gsen(r) + kcos(t)dr < r} = {t € T' —jcos(t) +j+ ksen(t) <r}
0

e defina ¢(t) = —j cos(t) + j + ksen(t), t € T".

Suponha que ndo estamos no caso trivial em que j = k = 0. Como ¢'(t) = jsen(t) +
k cos(t), analisando os zeros das fungoes sen(t) e cos(t) concluimos que ¢'(t) = 0 para
exatamente dois pontos distintos ¢; € T! e t, € T'. Mais ainda, considerando a segunda
derivada ¢"(t) = jcos(t) — ksen(t) e dependendo dos sinais de j e k, vé-se que um dos
pontos é ponto de maximo de ¢, enquanto que o outro é ponto de minimo de ¢. Veremos
que essas propriedades da funcdo ¢(t) implicam que todos os subniveis {t € T*, ¢(t) < 7}
(r € R) sao conexos. De fato, suponha por contradi¢ao que exista um subnivel Q = {t €
T, ¢(t) < 71} que seja desconexo e sejam A e B duas componentes conexas distintas de
Q. Como Q C T! é aberto, A e B sdo arcos abertos de T!. Mais ainda, as fronteiras A
e OB sao subconjuntos de T!\ Q. Assim, ¢(¢) = r; para t € JAUIB; logo o minimo de
¢ em A pertence a A e o minimo de ¢ em B pertence a B. Isso implica que ¢’ tem dois

zeros distintos, os quais sao minimos locais de ¢, o que é uma contradicao.

Portanto, todos os subniveis

t
{t € ’]Tl,/ gsen(s) + kcos(s)ds < 7’}
0
sao conexos. O item (II) do Teorema 2.6 implica que o operador

9 + isen(t)i +i cos(t)i
875 8I1 8202

é globalmente resolivel.

Exemplo 2.14. Mostremos que existem fungoes b; € C*(T*, R) e by € C>°(T', R) tais

que todos os subniveis

{t € Tl,/ot by(T)dr < r} e {t S Tl,/ot bo(T)dT < r}
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sdo conexos (para todo r € R), mas algum subnivel

{t e Tl,/t bi(7) + bo(7)dr < 7’}

0

é desconexo. De fato, tome ¢ € C2°(R, R) uma fungao tal que ¥ (t) = 0, supp ¢ C (—4,0),
5
onde 0 < § < /4, e / Y(t)dt = 1. Considere by(t) = (t — w/4) — (t — 37/4) e
-5
bo(t) = Y(t — 5w /4) — (t — Tr/4), t € R. Para tais fungoes, o subnivel

{t €T /Ot bi(T) + bo(T)dT < 1/2}

é desconexo. Portanto, do Teorema 2.6, item (II), segue que o operador

o . 0 . 0
& + Zbl (t)a_[[;l + ZbQ(t)a_sz

nao é globalmente resolivel.
OJ

Exemplo 2.15. Um operador menos abstrato que ilustre o caso em que a resolubilidade

global nao ocorre, na situagao (II) do Teorema 2.6, é o seguinte:

(sen®(t) + isen®(2t)) (i + i) : (2.15)

a + 833'1 856'2

2m t
Note que / sen®(2t)dt = 0 e considere 0(t) = / sen®(27)dr. Mostremos que existe
0

wm subnivel {t € T%; 0(t) < r} que é desconexo. A primeira derivada ¢'(t) = sen3(2t) ¢
positiva em (0,7/2) U (7, 37/2), negativa em (7/2,7) U (37/2,27) e em [0, 27) se anula
em {0,7/2, 7, 37/2}. Assim, a funcao 6 possui as seguintes propriedades: é estritamente
crescente em (0, 7/2) U (7, 37/2); possui méximos em 7/2 e 37/2; ¢ estritamente decres-
cente em (7/2,7) U (37/2,2m); possui minimos em 0 ¢ m. Como 0(7/2) = 6(37/2) =
2/3 > 0, qualquer subnivel {t € T'; 8(¢t) < r} com 0 < r < 2/3 é desconexo. Do

Teorema 2.6, item (II), segue que (2.15) nao é globalmente resoluvel.
OJ

Concluimos aqui as observacoes e comentarios a respeito do Teorema 2.6. Estamos

prontos para abordar a sua demonstracgao.
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2.1 Inicio da demonstracao do Teorema 2.6

O objetivo agora é organizar a demonstracao do Teorema 2.6, o qual caracteriza a
resolubilidade global de L (dado por (2.1)) através de propriedades a serem satisfeitas
por seus coeficientes. Tal caracterizacao abrange todas as possibilidades, no sentido de
que dado um operador do tipo L, sabemos dizer se L é ou nao globalmente resolivel.
Como varios casos sao tratados pelo Teorema 2.6, é natural organizar sua demonstracao

dividindo-a em proposigoes e lemas. Faremos também uma divisao em segoes.

Nesta secao apresentaremos uma conjugacao que nos permitirda supor que a parte
real dos coeficientes de L sdo constantes (ver Lema 2.16). Tal conjugagao serd utilizada
tanto na resolubilidade quanto na hipoeliticidade de L. Além disso, na presente secao

abordaremos, com a Proposi¢ao 2.17, o caso (I) no Teorema 2.6.

A situagao (IT) serd tratada na Segao 2.II. As proposicoes 2.18 e 2.19 mostram que
as condicoes impostas sobre os coeficientes sao necessarias para a resolubilidade de L,

enquanto que a Proposicao 2.20 cuida de mostrar que tais condi¢oes sao suficientes.

Por fim, lidaremos com a situacao (III) na Secao 2.III. As proposi¢ao 2.21 e 2.22
mostram que as condigoes (III.1) e (II1.2), respectivamente, sdo condigoes necessarias
para a resolubilidade global de L. Supondo que (IIL.1) e (II1.2) estao satisfeitas, a Pro-
posigao 2.24 prova que (II1.3) também é uma condi¢ao necesséria para a resolubilidade
global de L. Por fim, a Proposigao 2.25 mostra que as condigoes (I11.1)-(II1.3) implicam

que L é globalmente resolivel, concluindo a demonstragao do Teorema 2.6.

Uma das principais ferramentas utilizadas na demonstragao do Teorema 2.6 ¢ a série
parcial de Fourier com relagdo as varidveis (xi,...,2zy), a qual nos permite escrever

qualquer funcao ¢ em C*®(TN*1) na seguinte forma:

Blw 1) = D H(&1)e’E.

¢ezN

De fato, suponha que queremos mostrar que o operador L (dado por (2.1)) é global-
mente resoltivel. Para tanto, basta mostrar a inclusao (ker!L)° C LC®(TN*1), ou seja,
dada f € (ker!L)°, queremos exibir u € C®(TN*!) tal que Lu = f. A série parcial de

Fourier aparece na hora de buscarmos tal solucao u, de modo que tal busca se transforme
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na procura de uma sequéncia de solucoes de edo’s do tipo

cU(E,t) = 0, t) +i(, alt) +iBE)a(E t) = f(&t), teT, €€z, (2.16)

onde «a(t) = (ai(t),...,an(t)) e B(t) = (bi(t),...,bn(t)). Serd importante fixar cada
solucao @(&,+) € C®(T') de modo que possamos obter, a partir da sequéncia (&, ),
uma funcio u € C®(TNT1), que seja solugao de Lu = f. Para tanto, basta que (€, )
seja rapidamente decrescente (ver Capitulo 1). Note que a busca de solugoes para cada
equagao (2.16) envolve o Lema 1.6.

Por outro lado, quando desejamos provar que L nao é globalmente resoluvel, tam-
bém podemos utilizar série parcial de Fourier para construir uma funcao f em (ker?L)°\
LC>®(TN*1). Outro argumento padrao na busca por condigdes necessdrias para a reso-
lubilidade global de L ¢é utilizar o Lema 1.3. Essas duas técnicas irao aparecer durante

a demonstracao do Teorema 2.6.

Inicialmente, veremos que é possivel reduzir L a um campo cuja parte real de cada
"a;(t)dt, para cada j = 1,..., N. Mais

ainda, quando a;o for um nimero inteiro, podemos substitui-lo por zero.

coeficiente ¢; é constante igual a ajo = (2m)~* 0

Lema 2.16. Seja L o operador dado por (2.1). Eziste uma conjugagdo T : C°(TNT!) —
Co°(TN*) tal que

2.1

onde podemos substituir ajo por zero sempre que ajo € Z. Em particular, o operador (2.1)
¢ globalmente resolivel (hipoelitico) se, e somente se, o operador (2.17) é globalmente

resoliwvel (hipoelitico).

Demonstracao: Utilizaremos série parcial de Fourier com relacao as variaveis (z1, ..., 2zy)

para construir a conjugacao T : C*(TN*!) — C>(TV*!). Dada

u(a,t) = Y a(g, 1)

cenN

defina

ﬂ(f’,t) = a(&, t) exp {i/ot(f,oz(T) - 040>d7'} , paratodo ¢&e€ZN.
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Calculos diretos mostram que o decaimento rapido de @ (¢, -) implica o decaimento répido

de ﬁt(f ,t), logo podemos definir

t) = Tu(g, ).

cezN

Analogamente, definimos a inversa de T, T—1 : C*°(TN*1) — C=(TN*!), a qual é dada

por
= 3 TTu(g e,

&ezN

onde
T/—l\v(f,t) = 0(&,t) exp {—z’ /t<§,a(7) - a0>d7} , paratodo ¢ e ZV.
0

Calculos diretos mostram que

N
TLT’l—Q—l—E (a +zb
ot 70

J=1

)
0@

onde agora a parte real de cada coeficiente é constante. Mais ainda, analisando as
formulas das definigoes de T e T7', verifica-se que podemos substituir a;o por zero

sempre que a;o ¢ um inteiro.

O

Daqui por diante, assumiremos que o operador L é da forma (2.17).

O primeiro caso que consideramos na demonstracao do Teorema 2.6 é quando b; = 0,
para todo 5 = 1,..., N. Neste caso, o operador L passa a ser um operador real e com

coeficientes constantes,
0 o~ 0
= — 0=—-: 2.18
at " ; D5, (2.18)

Veremos que tal operador é globalmente resolivel se, e somente se, o par (ag,0)
(onde ap = (aqg,...,ano)) satisfaz a condigao Diofantina (DC2), o que cuida do caso
(I) no Teorema 2.6. A técnica utilizada para demonstrar tal resultado é uma pequena

adaptagao dos argumentos que aparecem em [GW].
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Proposicao 2.17. O operador L dado por (2.18) é globalmente resolivel se, e somente

se, (o, 0) satisfaz (DC2), ou seja, existem constantes C' > 0 e v > 0 tais que

|74+ (& ao)| = CE| +|71)7,  para todo (&,7) € ZN x 7 tal que T+ (€, ) # 0.

Demonstragao: Essa demonstracao é inspirada por argumentos de [GW].

Suponha que (ay, 0) satisfaz (DC2), ou seja, existem constantes C' > 0 e 7 > 0 tais
que
7+ (€ o) = C(E[+ |7) 77, (2.19)

para todo (£,7) € ZN x Z tal que 7 + (£, o) # 0.

Dada f € (ker!L)°, vamos exibir uma solucio de Lu = f em C*®(TN*1). Para tanto,

escrevemos f e u utilizando série de Fourier,

f($7 t) = Z f(€7 T)ei(<§7a:>+'rt)

(&,7)EZN XZ

we= Y il e,

(6,7)€ZN X7
Deste modo, a equacao Lu = f implica que
i(r + (€ ao))a(€, 7) = f(&,7). (2.20)
para cada (£,7) € ZN x Z.
Para (£,7) € ZN x Z, a fungao

Per(x,t) = e (OHHT0 (2.21)

estd em C°(TVNT!). Mais ainda, se (£,7) é tal que T + (£, ) = 0, entdo um célculo
direto mostra que —"Lo¢r) = L) = —i(T + (£, a0))¢e,ry = 0. Como f € (ker’L)°,

obtemos

0= (der), f) = f(z, t)e &™) dodt = (27r)N+1f(5, 7) = 0.

TN+1
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Sendo assim, podemos fixar qualquer constante como solugao de (2.20), fixemos
u(&,7) =0.

Por outro lado, se (§,7) € ZY x Z e T + (£, o) # 0, entao

a6, 7) = f(&7) (T + (£ a0) !

¢ a unica solugao de (2.20).

Por fim, a estimativa (2.19) e o decaimento répido de f(€,7) implicam que @(¢, 7)

decai rapidamente. Assim, a férmula

wrty= (e myeis

(6,7)EZNXZ

define uma fungao u € C®(TN*1), a qual é solugao de Lu = f.

Reciprocamente, suponha que o par («g,0) nao satisfaz (DC2). Vamos construir

uma funcao em (ker!L)°\ LC°°(TN*!). Como nao vale (DC2), existe uma sequéncia

(f(n), Tn)nGN tal que |§(n + 1>| + |Tn+1| > |§(n)| + |Tn| Z N, Tp + <§(n>’ a0> #0e
|70 + (€(n), 0)| < ([E(n)] + |7]) 7", (2.22)

para todo n € N.

—n/2

Como a sequéncia (|£(n)]+|7,|) é rapidamente decrescente, podemos definir uma

funcao f em C>°(TN*1) por

(o)

flat) = S_(Em)] + [ral) /2 ED 0,

n=1

Afirmamos que tal f pertence ao conjunto (ker?L)°\ LC>(TN*!). De fato, se u €
D'/(TN) e {Lpy = —Lu = 0, entdo os coeficientes de Fourier (i(€, 7)) de u satisfazem

i+ (& o)) (€, 7) = 0;
em particular,

—i(70 + (£(n), @) i(=€&(n), —7,) = 0, para todo n € N.
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Como 7, + (£(n), ) # 0, obtemos j(—¢(n), —7,) = 0, para todo n € N. Assim,

(s ) =D @oNHEM)] + ) T2 A(—E (), —7) = 0,

n=1

qualquer que seja a distribuigao p € ker ‘L. Portanto, f € (ker‘L)°.
Por fim, suponha por contradi¢ao que existe u € C®(TN*1) tal que Lu = f. Entao

os coeficientes de Fourier de u, u(&(n), 7,), satisfazem

i(7 + (€(n), a0))a(€(n), ) = (IE()] + [m]) "2,

Sendo assim,
W(€(n),m) = =i(re + (€(n), a0)) " (1E(n)] + [ma]) "2,
logo (2.22) implica que
[@(E(n), )| > [€(n) + 7] *? = "2,

o que é uma contradigdo, pois lim |(&(n),7,)| = 0, ja que (¢(n),7,) decai rapida-
n—oo

mente.

O

2.1l Segunda parte da demonstracao do Teorema 2.6:

caso (II)

O préximo passo na demonstracao do Teorema 2.6 é considerar o caso (II), onde b; #
0, para pelo menos um j € {1,..., N} e bjp = 0, para todo j = 1,..., N. Comegaremos
mostrando que as condig¢oes impostas sobre os coeficientes de L sao necessarias para a

resolubilidade global.

Proposigao 2.18. Considere L o operador definido em (2.17). Suponha que bjo = 0,
para todo j, e que pelo menos uma das fungoes b; nao se anula identicamente. Nestas

condigoes, se (ayo, .. .,ano) & Z", entio L nao é globalmente resoliivel.

Demonstracao: A demonstracao é motivada por argumentos que aparecem em [B].
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Por hipdtese, existem m e £ em {1,..., N} tais que: b,, Z 0, b0 =0 e ay & Z.

Suponha primeiro que podemos tomar m = ¢. Sendo assim, temos b,, Z 0, b0 = 0
e Umo € Z. A menos de uma mudaca de variaveis, a qual é apenas uma reordenagao das

variaveis x1, ..., Ty, podemos assumir que m = 1.

Vamos utilizar tais informagoes para construir, por meio da série parcial de Fourier
com relagao as variaveis (xy,...,7y), uma fungao f € (ker‘L)°\ LC®(TN*1), a qual
sera da forma

flan,. oy, t) =Y f& e,

¢enN

onde os coeficientes parciais de Fourier f(&,t) serao definidos posteriormente. Como
ayg ¢ 7, existe uma sequéncia crescente de inteiros positivos k, > n, tal que k,a19 € Z,

para todo n € N. Considere também a funcao
t
H(s,t) = / bi(r)dr, 0<s,t<2m,
t—s

e defina
A = H(sg,tg) = max H(s,t).

0<s,t<2m
Note que A > 0, pois b; deve mudar de sinal; logo 0 < sg < 2m. Dali, fazendo uma
mudanca de varidveis, a qual é uma translacao em ¢, podemos assumir que 0 < g, Sg, to—

so < 2m; defina g9 = tg — sp.

Tome ¢ € CX((0g — 0,00 + J)) uma fungao que satisfaz 0 < ¢(t) < 1 (para todo
t) e ¢(t) = 1 em uma vizinhanca de [o0g — /2,09 + /2], onde § > 0 é suficientemente
pequeno de modo que (o9 — d,0¢ + ) C (0, 7).

Estamos prontos para definir os coeficientes de Fourier da fungao f. Para & = {(n) =

(kn,0,...,0) € ZN, tome f(£(n),t) como sendo a extensao 2m-periédica da funcao
P(t)eAkngiknarolto=t) ¢ 10 97].

Para os demais ¢ € Z", defina f(g,t) = 0. Como Ak, > An > 0, a sequéncia assim

definida decresce rapidamente, logo a expressao

f(z1,...,zN,t) = Zf(é‘(n)7t)eiknx1
n=1
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define uma fungao em C>®(TV™!) (note que f depende apenas das varidveis z; e t).

Afirmamos que f € (ker’L)°. De fato, se u € D'(TN*!) e satisfaz 'Ly = 0, entdo a

série parcial de Fourier de p com relagao as variaveis (x1,...,zy) leva-nos as equagoes
Oi(—€(n), t) — ik, (a1 + iby (t))(—=&(n),t) =0, neN. (2.23)

Como kpa10 € Z, (2.23) e o Lema 1.6 implicam que ji(—&(n),t) = 0, para todo n € N.

Em particular,

e, portanto, f € (ker‘L)°.

Para concluir esse primeiro caso, basta mostrar que f ¢ LC®(TN*!). Suponha,
por contradi¢io, que existe u € C*®(TY*!) tal que Lu = f. Novamente, utilizando
série parcial de Fourier com relagao as varidveis (z1,...,2y), segue que cada coeficiente

u(&(n), ) satisfaz a equagao

B,(€(n), t) + ik (aro + iby (1)) a(E(n),8) = f(€(n),t), neN e teT'. (2.24)

Como k,a1g € Z, o Lema 1.6 implica que cada equacdo (2.24) possui uma unica

solucao, a qual pode ser escrita na forma

2r t
u(§(n),t) =(1 — 62”’“"“10)1/0 f(&(n),t — s)exp {kn /t_ bl(T)dT} e isknato g

27
:<1 . leriknam)l/ f(f‘(n),t . S)ekn(H(s,t)fisam)dS' (2.25)
0

A definicao de f(&(n),-) implica que

. s0—4 5040 o2 . '
ﬁ(f(n), tU) = (1 - 6727”’9”(110)71 {/ +/ +/ } f(ﬁ(n), to — S)ekn(H(Svto)*lsam)dS
0 s9—0 s

0+96

. s0+0 . '
= (et [ ().t = s)eb i
so—90

s0+6
_ (1 . e—Qﬂiknalo)—l/ ’ ¢(t0 . S)e_k"(A_H(S’tO))dS,
sg—0
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logo

. 50+0
[a(&(n), to)| = 1 — 627”%@0‘1/ d(to — s)eFnlA—H(t0) g
so—0

1 S()+5/2
P / e FnlA=H sl g, (2.26)
2 s0—0/2

Agora vamos estimar a integral em (2.26). Para tanto, defina ¢(s) = A — H(s, o),
s € (so—0/2,s0 +d/2). Note que ¥(s) = 0 e que ¥(sg) = 0, logo sy é um ponto de
minimo de . Assim, sy € um zero de ordem infinita ou sy € um zero de ordem par de
. Em particular, sg é um zero de ordem > 2, logo podemos utilizar féormula de Taylor

com resto integral para escrever

1
0l) = (s =50 [ (1= 1) (s + (5 = so)r
0
para todo s € (sg — /2, so + d/2). Desta forma, existe uma contante K > 0 tal que
[W(s)| < K(s—sp)?, paratodo s € (sg—03/2,80+3/2). (2.27)

De (2.26) e (2.27) obtemos

1 80+5/2
a(e(n) to)] > / e ) s >

S()+5/2 )
/ e K(s=50)% g g
2 0—0/2 S

0—0/2

DN | —

Aplicando o Lema 1.7 temos

ate, )l > ( [ "’ s ) () k)

—5
para todo n € N suficientemente grande. Desta forma, temos li_)m |€E(n)||a(E(n), to)| =
nhjEO kn|u(€(n),to)| = 0o; 0 que é uma contradigao, pois ﬂ({(n),nt) Ocolecai rapidamente.

Para finalizar essa demonstracao falta analisar o caso em que m # ¢. Novamente,
a menos de uma reordenacao das variaveis xi,...,xy, podemos assumir que m = 1 e
(=2

Seguindo o mesmo raciocinio do caso anterior, vamos utilizar série parcial de Fou-
rier com relagio as varidveis (zy,...,xy), para construir uma fungao g € (ker’L)° \
LC>=(TN*1). Neste caso, temos by Z 0, byg = 0, a9 € Z, by = 0 e agy ¢ Z. Pelo Lema

2.16 podemos assumir que a;gp = 0. Como antes, a hipdtese asg € Z implica que existe
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uma sequéncia crescente de inteiros positivos k, > n, tal que k,ao0 € 7Z, para todo
n € N. Defina .
H(s,t) = / bi(t)dr, 0<s,t<2m,
t—s

A= H(so,tg) = max H(s,t).

0<s,t<2r
Também, como antes, podemos assumir que 0 < sg, ty, 09 < 27, onde gg = tg— sg. Agora
considere ¢ € CX((og — d,00 + 9)) uma fungao que satisfaz 0 < ¢(t) < 1 (para todo
t) e ¢(t) = 1 em uma vizinhanca de [og — 0/2,00 + /2], onde § > 0 é suficientemente
pequeno de modo que (0o — 8,00 +6) C (0,ty). Para & = £(n) = (ky, kn,0,...,0) € ZV,

tome §(&(n),t) como sendo a extensao 2m-periédica da fungao

(b(t)e,Akneiknmo(tD*t)’ t €0, 2x].

Para os demais ¢ € Z", defina §(¢,t) = 0. Como Ak, > An > 0, a sequéncia (&, -)

decai rapidamente, logo define uma funcao g € C*°(TV™!), a qual é dada por

g(:)ﬁl,l‘g,t) = Z f(g(n>7t)eikn(ml+x2)'
n=1

Procedendo como no caso anterior, verifica-se que g € (ker*L)°. Mais ainda, se existe
v € C(TN*) tal que Lv = g, entdo os coeficientes parciais de Fourier de v, 9(£(n), ),

devem satisfazer

0i0(E(n), 1) + iky(ago + iy (8))0(E(n), 1) = §(&(n), 1),

para todo t € T! e para todo n € N.

Como agok, & Z, do Lema 1.6 segue que

27 t
O R A O ER {k | v mdf} sk
0 t—s

2
:(1 o e—27rkn(—b10+ia20))—1 / g(f(n)7t o S)ekn(H(S’t)_iSGQO)dS. (228)
0

A definigao de g(&(n), ) implica que
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. s0+0
[0(&(n) to) | =|1 = e72hn(hrotioan)] = / bty — s)e— AT
s0—0
1 s0+0/2
2_/ e*kn[A*H(s,to)]dS. (229)
2 80—5/2

Como no caso anterior, a desigualdade (2.29) gera uma contradigao.

O que conclui a demonstracao da Proposigao 2.18.
O

Proposigao 2.19. Seja L o operador definido em (2.17). Suponha que pelo menos uma
das fungoes b; nao se anula identicamente e suponha que bjo = 0, para todoj =1,..., N.
Suponha ainda que (ayg, . .. ,ano) € Z~. Nestas condigoes, L nao é globalmente resolivel

se algum subnivel Q5 € desconezo, onde

Qﬁz{te']l“l;/t<§,ﬁ(7))dr<r}, rcReécZ”.
0

Demonstracao: A demonstracao sera por contradicao. A ideia central é formada pela
seguinte técnica: E um resultado usual (e devido a Hormander) que a resolubilidade de
L implique na validade de uma certa desigualdade envolvendo o operador transposto 'L
(veja Lema 1.3). Utilizando um subnivel desconexo, vamos construir uma sequéncia de
funcoes que satisfazem tal desigualdade, de modo que, passando ao limite, obtemos uma
contradigdo. Essa técnica comparece nas referéncias [Ho|, [CHo| e [T1].

Como (ayg, - ..,ano) € ZY, o Lema 2.16 implica que podemos asssumir que o opera-

dor L é da forma

Suponha, por contradicao, que L seja globalmente resolivel. Segue do Lema 1.3 que

existem constantes m € Z, e C' > 0 tais que

[t

quaisquer que sejam f € (ker’L)° e v € C®(TNT!).

<C- Z sup [0“f] | - Z SERWQCLU)‘ : (2.30)

TN+1

|a|<m |a|<m

Por hipétese, existe um subnivel 5 que é desconexo. Aplicando o Lema 1.5, existe

ro < r tal que o subnivel (lembre-se que 3(7) = (by(7),...,bn(7)))
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{t €T /0t<g*,5(7)>d7 < ro} _ {t €T, f;/ot £1,(r)dr < 7“0}

tem duas componentes conexas cujos fechos sao disjuntos; mais ainda, existem funcoes

fo e vp em C>°(T') com as seguintes propriedades:

2 27
/ fo(t)dt =0, supp fo N Qﬁo =, suppvy C QE;, e / fo(t)vo(t)dt > 0.
0 0

Para cada n € N, defina

falw,t) = exp {—n / t(f*ﬁ(f))é”} fo(t)e™™ 0 (z,4) € TV x T,

vn(x,t) = exp {n/t<£*,ﬂ(7)>d7} Uo(t)em@*’@, (z,t) € TV x T
0

Como bjo = 0, para todo j = 1,..., N, segue que f, € C*(T!) e v, € C>(T"), para
todo n € N.

O préximo passo sera mostrar que f,, € (ker ‘L)°. Para tanto, tome pu € D'(TN+1) tal
que 'Ly = 0. Aplicando série parcial de Fourier com relagao as varidveis (xq,...,zxn),

obtemos

8tﬂ(€7t) - <§7 ﬂ(t»ﬂ(ga t) = 07 (231)

para todo £ € ZV e t € T!. Assim,

(ks fu) = <Z A t) ® o, fn(x,t)> -

cezN
<ﬂ<n§*,t) ® e exp {—n /0 t<g*, @(T»dT} fo(t)e_m<f*’¢”>> =
) {itng. 1), o {n [ (€' r0ar | i) =

n (oo {n [ € 60ar g0, f(0).
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De (2.31) segue que

) (exp {—n /0 e 6(7))617} g, t>) -

Oun(n ) i epatn” oexw { —n [ (€ ponr p =0
logo

exp {—n /Ot<§*,ﬁ(7)>d7} i(ne* 1) = ¢, € C.

Consequentemente,
. fo) = )" (exp { = [t stoar g0, o)) -

2m)N{(c,, fo) = (27)Ve, i 7rfo(zf)alzf =0,

qualquer que seja u € ker!L. Portanto, f,, € (ker‘L)°, para cada n € N.

Podemos entao aplicar as fungoes f, e v, na desigualdade (2.30), obtendo

/ JnUn
']TN+1

para todo n € N.

<C- Z sup [0%fn| | - Z S]LVlR|8°‘(tLvn)| , (2.32)

TN+1

|a|<m |a|<m

O lado esquerdo de (2.32) satisfaz

fovn = (2m)N /o% fo(t)vo(t)dt > 0, n € N. (2.33)

TN+1

Agora vamos fornecer estimativas para o lado direito de (2.32). Utilizando que

supp fo N Q% = 0, obtemos

Z sup |0%fn] < Cin™  sup o Jo €7 B(r)dr < Cyn™Me ™0, (2.34)
|| <m teT\Q,

onde C; > 0 é uma constante que nao depende de n € N. Do mesmo modo, utilizando

que supp v, C Qﬁo, obtemos uma constante Cy > 0, a qual nao depende de n € N, tal



46 Capitulo 2 — Resolubilidade global para campos vetoriais do tipo tubo

que
Z sup [0%("Lv,)| = Z sup |aa[enfé(&*,B(TDdTU(/)(t)em<§*,x)]|
TN+1 la|<m+1 TN+1

< Con™ sup o€ AN
tesupp v},

< Cznm< sup ef5<5*”8(7)>d7>

tEsupp v,

|al<m

— Cynmen ot € B (2.35)

)d

onde t; € supp vy C Qﬁo ¢ um ponto de maximo da restricao de eo € BT 4, conjunto

supp v, C sz
t1

Por fim, defina ¢* = (€, B(r))dr — ro < 0, a qual é uma constante que nao

0
depende de n € N. De (2.34) e (2.35) segue que

Z sup |0“fal | - Z sup |0%("Lvy,) | < C1Con*™e™ . (2.36)

'H‘N+1 'H‘N+1

la|<m |a|<m

Aplicando (2.32), (2.33) e (2.36) obtemos

2w
0< (QW)N/ fo(t)vo(t)dt < C1Cyn*™e™" | para todo n € N.
0

4 o~ . *
O que é uma contradicdo, uma vez que lim C;Cyn?™e™ = 0.
n—oo

Portanto, L nao é globalmente resolivel.
OJ

Agora mostraremos que as condigoes impostas sobre os coeficientes, no caso (II) do

Teorema 2.6, sao suficientes para a resolubilidade global.

Proposicao 2.20. Para um operador L do tipo (2.17), suponha que pelo menos um coe-

ficiente b; nao seja identicamente nulo e que bjo = 0, para todo j =1,..., N. Além disso,
se (ay,...,ang) € ZN e se todos os subniveis Q§ sao conexos, entao L € globalmente
resoluvel.

Demonstragao: A ideia central da demonstragio é mostrar que (ker {L)° = LC>(TN+1).
Basta mostrar que, para cada f € (ker!L)°, existe uma funcao u € C®(TN*1) que

satisfaz a equacao Lu = f.



2.1T Segunda parte da demonstracao do Teorema 2.6: caso (II) A7

Aplicando o Lema (2.16), podemos assumir que o operador L é do tipo

0 Bl

Utilizando série parcial de Fourier nas variaveis (xy,...,xy), escrevemos

fla,t) =" f(& 0)ee

cezN

u(a,t) = Y A, 1),

¢ezN
Desta forma, a equacao diferencial parcial Lu = f nos leva a seguinte sequéncia de

equacoes diferenciais ordinéarias

Ortu(€,t) — (€, )Y, t) = f(&,t), te T, eV, (2.37)

onde lembramos que 5(t) = (b1(t),...,bn(t)).

2m
Como bjp = 0, para todo j = 1,..., N, obtemos / (€, B(r))dr = 0, para cada
0

¢ € ZN. Mais ainda,
_tL — : , d Z<£,$>) —
(GXP{ /0<§ B()) T}e

o (ew{- [tesrpar}) e s éz‘bjm e { = [(esrarh e -

J

— (& B(1)) exp {— /Ot<§, 5(T)>d7'} emilen) 4

(i fjbj(t)> exp {— /Ot(f, 6(7)>d¢} e~ 167 = 0

o que implica que a funcao

ety =e - I Birhr e (238)
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pertence a ker 'L, para cada £ € Z". Como f € (ker'L)°, obtemos

o=(ew{- [ I i par bt 1) = 2m) (e { - [ I e b flen)

—(2m)V /OZﬂeXp{—/Ot(g,ﬁ(T»dT} F(e byt (2.39)

Assim, do Lema 1.6 segue que cada equagao (2.37) possui infinitas solu¢oes em C>(T1),

as quais possuem a forma geral

t
a(€,t) = elo&AMdr ( / e o GPINIT £ 5)ds + O§> , te T, (2.40)
te

onde t¢ € T! e C¢ € C.
O préximo passo serd fixar uma determinada solugao de (2.37), de modo que a
sequéncia formada por tais solugoes seja rapidamente decrescente.

Para cada ¢ € ZV, fixe t; um ponto de T tal que

[Ftesenir= s { [ senar

ou, equivalentemente, tal que

- [ stnar = i {- [esenar}.

Fixe 4(¢,+) a solugao de (2.37) em C®(T!) que é dada por
t t s .
e = [ew{ [€omnir- [(eamparf it e @ay
te 0 0
Para concluir esta demonstragao, falta apenas mostrar que (4(¢,-)) decai rapida-
mente, ou seja, dados m € Z, e n € Z,, precisamos encontrar C(m,n) > 0 tal que

1™ 07 a(E, 1)| < Cm,n), (2.42)

para todo t € T! e £ € ZY. Para tanto, serd necessario reescrever cada solugao a(¢, ).

Para t € T*, considere

= [t
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Note que t e t¢ pertencem ao conjunto

0, = {s e - [ pirar < rt} |

o qual é conexo pelo Lema (1.4). Logo existe um caminho v, C Q, o qual é um arco de

circunferéncia, ligando t¢ a t. Mais ainda, como ~; C €}, temos

s t
0 0

—/ (€, B(r))dr <1 = —/ (¢, B(7))dr, para todo s € 7. (2.43)

Como, para cada ¢ € T', existem apenas dois arcos de circunferéncia ligando ¢ a ¢,

cuja reuniao é T!, e como

/027r exp {/O%(f,ﬁ(T»dT - /08<5,B(7))d3} F(&, 8)ds =

/ K eXp{_ /Os<§,6(7)>d7} He,s)ds = 0. por (2.39).

podemos escolher v, de modo que
1 = [ ex d—s, dr b f(€,s)ds. 2.44
a(e.) / p{ [ s [ T}f(f 9ds. (2.44)

A identidade (2.44) e a estimativa (2.43) implicam que

(¢, )] < 27l £ (€, ) oo

onde t € T! foi fixado de maneira arbitraria, logo

13(€, Moo < 271 F(€ ) loo-

Dai, o decaimento rapido de f (&,-) implica que
™ A€, )l < C(m, 0),

para todo ¢ € ZY; logo vale (2.42) para qualquer m € Z, e para n = 0. Utilizando

um processo recursivo envolvendo (2.37) e procedendo de modo anélogo ao que foi feito
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acima, obtemos a validade de (2.42) para quaisquer m € Z, e n € Z,. O que conclui a

demonstracao da Proposicao 2.20.

OJ

2.111  Final da demonstracao do Teorema 2.6: caso (l1l)

Para concluir a demonstragao do Teorema 2.6, consideramos agora o caso (III), onde
estamos sob a hipdtese de que by # 0, para algum j € {1,..., N}.

Mostremos que (III.1) é uma condi¢ao necesséria para a resolubilidade global de L.

Proposigao 2.21. Seja L o operador dado por (2.17) e suponha que bjy # 0, para algum
indice j = 1,..., N. Suponha também que nao vale a condi¢ao (I11.1) no Teorema 2.6,

ou seja, dimspan{by,...,by} = 2. Neste caso, L nao € globalmente resolivel.

Demonstracao: Tome m € {1,..., N} tal que b, # 0. Como dimspan{b,...,by} >
2, existe £ # m tal que by e b,, sao R - linearmente independentes. Reordenando as
variaveis xi,...,xy, podemos assumir que m = 1 e £ = 2. Do Lema 2.2 segue que

existem inteiros nao nulos p e q, p # ¢, tais que 6(t) = pby(t) + gbo(t) muda de sinal e
1 2
90 = —/ Q(t)dt = pb10 + qbgo < 0.
21 J,
Utilizando série parcial de Fourier, vamos construir uma func¢ao f em (ker’L)° \

LC>(TN*1), a qual serd da forma
flay, @, t) =) f(€(n), )€ (2.45)
n=1

onde &£(n) = (np,nq,0,...,0) € ZN, para todo n € N.

Iniciaremos agora a construcio dos coeficientes f(£(n),-) € C>°(T"). Defina

H(s,t) = /tj O(r)dr, s,tel0,2n]

A= H(so,tg) = max H(s,t).

0<s,t<2m
Note que A > 0 pois # muda de sinal. Como na demonstracao da Proposicao 2.18,
podemos supor que 0 < s, ty, 09 < 27, onde gy = tg— so. Tome ¢ € C°((a9 — 0,00 +9)),

uma fungao tal que 0 < ¢(¢) < 1 (para todo t) e ¢(t) = 1 em uma vizinhanga de
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[00—03/2,00+0d/2], onde § > 0 é suficientemente pequeno de modo que (o9 —d,009+0) C
(0,t0).

Temos todos os ingredientes para definir os coeficientes f (&(n),-). Para cada n € N,

defina f(£(n), ) pela extensio 27 - periédica da funcao

e—nA¢(t)€in(pa1o+qa20)(tO—t)7 te [07 27T].

n

O termo e~ implica que f (&(n), ) decai rapidamente, uma vez que A > 0. Assim,

f(€(n),-) define uma funcio f em C®(TN+1), dada pela férmula (2.45).

Afirmamos que f € (ker?L)°. De fato, seja u € D'(TN*1) tal que ‘L = 0. Escrevendo

p por meio da sua série parcial de Fourier com relagao as variaveis (z1, ..., xy), obtemos

at/l(gv ) + 7’<§7 oo + Zﬂ(t»ﬂ(gv ) = 07

onde lembramos que ag = (a1, - - ., ano) € B(t) = (b1(t),...,by(t)). Em particular, para

os indices £(n) = (np,ng,0,...,0) definidos acima, obtemos

Orfi(=&(n), ) +n[0(-) — i(paio + qag)|i(—=E(n), ) = 0.

O Lema 1.6 implica que ji(—£(n),-) = 0, uma vez que 0y # 0. Assim,

oo

(. ) = 2V Y (i(=E(n),-), FE(n), ) =0,

n

qualquer que seja p € ker ‘L, logo f € (ker‘L)°.

Para concluir a demonstragao, resta apenas mostrar que f ¢ LC®(TVT!). Suponha,
por contradigao, que existe u € C*°(TVT!), solugao da equacio Lu = f. Sendo assim, os
coeficientes parciais de Fourier @(£(n), ) e f(£(n),-) das funcdes u e f, respectivamente,

satisfazem

dru(§(n),t) +i(€(n), a0 +iB(t))a(&(n), t) =
Oyia(&(n),t) +n[=0(t) + i(paro + qaz)]i(é(n),t) = f(E(n),1), t€T', n€N. (246)



52 Capitulo 2 — Resolubilidade global para campos vetoriais do tipo tubo

Como 6y < 0, segue do Lema 1.6 que a equagao (2.46) possui uma tnica solugao, a

qual pode ser escrita na forma

2m
@(f(n), t) = (1 - €2ﬂn(00_i(pa10+qa20)))_1 / f(ﬁ(n), t— S)G_isn(pa10+qa20)en J, 0(r)dr 1o
0

(2.47)
A definicao de f (&(n),-) implica que, para todo t € [to, 27|, temos
t—op+9
ﬂ(f(n)’ t) = (1 _ 627m(60—i(1?a1o+qa20)))—1/ ¢(t _ S)e_in(to_t)(pa10+qa20)e_n(A_H(S’t))dg
t—oog—0

e calculando em t = ¢y obtemos

S0+
(& (n), o) = (1 — emnlo-ilrarotaoan)) -1 / " Gty — s)e A0 g
s0—0

Dai, p >0e ¢ =1em [0g — /2,00 + 0/2] implicam que

so+9/2
~ > o 27Tn(007i(pa10+qa20)) —1 0 / 7TL(A7H(S,tQ))
[u(&(n),to)| = |1 —e | e ds

s0—9/2

1 80+5/2

> _/ G_n(A_H(S’tO))dS.
2 s0—0/2

Por fim, a fungdo A — H(s,tp) tem um zero em sg e A — H(s,ty) = 0, o que implica
que Sp nao é de ordem impar. Procedendo como na parte final da demonstracao da

Proposicao 2.18, obtemos uma constante M > 0 tal que
[i(&(n), to)| = Mn~'%,  para todo n € N;

o que é uma contradigao, pois @(£(n),ty) decai rapidamente.
O que conclui a demonstragao da Proposicao 2.21. -
O préximo passo serd mostrar que a condi¢ao (I11.2) também é necesséria para a

resolubilidade global de L.

Proposicao 2.22. Para o operador L dado por (2.17), suponha que bjo # 0 para algum
indice j = 1,..., N. Suponha também que a condi¢ao (I11.2) no Teorema 2.6 falha, ou
seja, b; muda de sinal, para algum indice j. Sob tais condigoes, o operador L nao é

globalmente resoluvel.
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Demonstracao: Essa demonstracao segue a mesma linha da demonstragao da Propo-
sicao 2.21.

Suponha que b,,0 # 0 e que b, muda de sinal. Afirmamos que existem inteiros nao
nulos p e q tais que pb,, (t) +¢be(t) muda de sinal e pb,,o+qbg < 0. De fato, se by, e b, sao
R - linearmente independentes, entao tal afirmagao segue do Lema 2.2. Por outro lado,
se by, e by sao R - linearmente dependentes, entao by(t) = rb,(t), t € T', r € R\ {0}.
Assim, by, e pb,, + by = (p+ )b, também mudam de sinal; tomando p € Z\ {0} tal que
(p+ 7)bmo < 0, obtemos a veracidade da afirmagao (note que tomamos g = 1).

Portanto, repetindo a demonstracao da Proposicao 2.21 segue que L nao é global-

mente resoluvel.

O

A préxima proposicao concluird a demonstragao de que as condigoes (I11.1)-(I11.3)
sao necessarias para a resolubilidade global de L. Para tanto, precisamos provar que
a condicao (I11.3) é necessaria. Como nas proposigoes 2.18 e 2.21, utilizaremos série
parcial de Fourier para construir uma fungao em (ker!L)°\ LC*(TN*!). Para provar
que nao existe u € C>®(TV*!) solugdo de Lu = f, vamos empregar o Lema 1.6 em cada
equacdo envolvendo os coeficientes parciais de Fourier 4(€, -) e f(£,-), de modo que (1.8)
fornecera uma expressao para a(&, -). Serd importante controlar o coeficiente que aparece

em (1.8); diante de tal objetivo, precisaremos do seguinte resultado:

Lema 2.23. Dado um par de vetores o = (ay,...,ayn) e 8= (B1,...,8x) em RN a

condi¢ao Diofantina (DC2) ¢é equivalente a sequinte condi¢do:

DQC3) existem constantes C' > 0 e v > 0 tais que
( ot q

1 - eries=io) > Cle|
para todo & € ZN tal que (£, B —ia) & iZ.

Demonstragao: Mostremos que (DC3) implica (DC2). Suponha que o par («, 3) nao
satisfaz (DC2). Entao existe uma sequéncia (£(n), T, )nen C Z" X Z tal que 7,,+(£(n), a+
iB) #0, [En)| +|mal Zn e

|70+ (&(n),  +iB)| < (I€()] + [7al) ™, (2.48)
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para todo n € N. Em particular, |7, + ({(n),«)| — 0, quando n — oo. Além disso, a

estimativa
[T+ (€(n), @) = |7a] = [(€(12); )] = |7] = [€(n)] max o]

implica que a sequéncia |£(n)| ndo pode ser limitada.

Substituindo (£(n), 7,,) por —(&(n), 7,) se necessario, podemos supor que (£(n), ) <
0, para todo n € N. A menos de tomarmos uma subsequéncia, podemos supor que

(€(n), B) < 0 (para todo n € N) ou que ({(n), 5) =0 (para todo n € N).

Assuma primeiro que (£(n), 8) < 0, para todo n € N. Deste modo, temos
|1 — PrEO BT 1 — 260 cos(2m(E(n), a))| + €2 sen(2m (¢ (n), @))| <

11— cos(2m(E(n), )| + |1 — 27 ED|| cos(2m(E(n), a))| + €D sen(2m(€(n), a))] <
11— cos(2m{&(n), a))] + |1 — €| 4 | sen(2r{€(n), a))] =
11— cos(2(m, + (E(n), a)])| + [1 = ™MD 1 |sen(2nlr, + {£(n), a)])] <
477+ (E(n), @) + 2(E(n), B < 67lma + (E(n), @) +i{e(n), B)] =
67l7. + (E(n), @ + iB)] < 6x(1E(n)]| + [mal) ™ < 6xlE(m)| ™,

para todo n € N. Como |{(n)| ndao é limitada e ((n),8 — ia) & iZ (uma vez que
(¢(n), B) < 0), segue que o par («a, 5) nao satisfaz a condigao (DC3).

Agora assuma que ({(n), ) = 0, para todo n € N. Como 7, + ({(n),a) = 7, +
(€(n),a+iB) #0e |t + ({(n),a)] < n™", para todo n € N, segue que ({(n),«) nao é

um inteiro. Mais ainda,
11— €2w<§(n),ﬂ—ia>| =1 - 6—2m‘<£(n),a>| =|1— e—?m‘(m+<£(n)7a>)| < 27| + (E(n), )| =

21|70 + (E(n), e +iB)| < 2m(|E(n)| + [7a]) ™" < 27[€(n) [T,
o que implica que o par (a, ) nao satisfaz (DC3), uma vez que |[£(n)| ndo ¢ limitada e
(€(n), B —ia) = =i(€(n), ) & .

Reciprocamente, mostremos que (DC2) implica (DC3). Suponha que o par («, )

nao satisfaz (DC3). Entao existe uma sequéncia (£(n))neny C ZY tal que |£(n)| = n,
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<£(n>76 - ’LO(> g iZ e
1 — P sl < g (n) 7, (2.49)

para todo n € N. Em particular, obtemos |({(n), 8)| — 0, quando n — oo, logo
1 — T > elon|(¢(n), B)], (2.50)

para todo n € N suficientemente grande.

De (2.49) também segue que existe uma sequéncia de nimeros inteiros (7,,) tal que
T, + (£(n),a) — 0, quando n — oo. De fato, basta tomar, para cada n € N, t,, =
—[{&(n),a)] ou 7, = —=]{&(n), )], onde [({(n),a)] denota o maior inteiro menor ou

igual a (£(n), @) e [{(¢(n), @)[ denota o menor inteiro maior ou igual a (£(n), ). Assim,

[sen(2n{r + {&(n), )| > gl + () o) 2, (251)

para todo n € N suficientemente grande.

Consequentemente, de (2.49) e (2.50) segue que, para n suficientemente grande, vale
e~'2m|(¢(n), B)| < |1 — TEWI| |1 — eI g (n)| 7,
enquanto que (2.49) e (2.51) implicam
|+ (E(n), )| < [sen(2x[r, + (€(n), @)])] < 2¢*E P sen(2n[r, + (€(n), @)])] <

2[1 — 2 &M B=io)| ~ ¢ (p)| ™,

para todo n suficientemente grande.

Assim,

o+ (6(), 08| < 1o+ (E(), )]+ 1{€() B
<lemmax{ £, 2} = i

para todo n € N suficientemente grande. O que implicard que (DC2) nao pode valer.

De fato, se (o, 8) satisfaz (DC2), temos

Clmal + lE)) ™ < 7 -+ {€0) + 88)] < Jé(n)| ™
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logo

Or (Il Y
0<5 <k <”|5<n>|)

e como 0 < |1, + (£(n), )| < 1, obtemos |7,,| < 1+ [£(n )| max |a]| consequentemente,

Cr " K
O<7<]§( n)|~ ﬂ(l—i—m—{— max ]aﬂ)

para todo n suficientemente grande. O que é uma contradicao, pois
+ 1 !
lim [£(n)]™"™7 1+ —— + max |a; =0.
n—00 €0l < 1£(n)| j:1...,N| ]l)
Portanto, (DC2) implica (DC3). 0

Mostremos que (II1.3) também é necessaria. As proposigoes 2.21 e 2.22 nos permitem
supor que estao satisfeitas as condigdes (II1.1) e (II1.2), logo podemos assumir que existe
uma fun¢ao que nao muda de sinal b € C>*(T*,R) \ {0} e que existe (A1,..., \y) €
RN\ {0} tal que b;(t) = N\;b(t), t € T, para todo j = 1,...,N. Assim, podemos

escrever o operador L (dado em (2.17)) da seguinte forma

0+ 0
. 2.52
+Zaj0—|—z)\b oz, (2.52)
7j=1
Note que, by = —/ t)dt # 0, pois b # 0 e b ndo muda de sinal.

Proposigao 2.24. Seja L o operador (2.52), onde A = (A1,...,A\y) € RV \ {0} e

b € C®(T,R) é uma fungio que ndo se anula identicamente e ndo muda de sinal.

Suponha que seja falsa a condigdo (I11.3) no Teorema 2.6, ou seja, o par (ag,by\) nao

satisfaz (DC2), onde ag = (ayo, ..., ano) € by = (2m) " /27r b(t)dt. Nestas condigies, o
0

operador L nao € globalmente resoluvel.

Demonstragao: Vamos construir uma fungao f € (ker’L)° de modo que a equagao
Lu = f nao tenha solugio em C*(TN*1). Utilizaremos série parcial de Fourier nas

variaveis (zy,...,xx) para construir f da forma

Z f(e eem.e), (2.53)
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onde £(n) é uma determinada sequéncia em Z", a qual passamos a descrever:

Do Lema 2.23 segue que o par (ag,bpA) nao satisfaz a conigdo (DC3), logo existe

uma sequéncia (£(n))neny C ZY tal que [E(n + 1) > [£(n)| = n, (£(n),bo) — i) & iZ e
11 — exp{27(&(n), boA — iag) } < |€(n)| 7", (2.54)

para todo n € N. Tomando uma subsequéncia e substituindo £(n) por —&(n), se neces-

sario, podemos supor que ocorre uma das seguintes situacoes:

(1) (€(n),boA) >0 e

11 — exp{27m(&(n), boA — iap)}| < |£(n)| ™", para todo n € N, (2.55)

ou

(i) (§(n), boA) =0, (§(n), x0) € Z e

|1 — exp{—27i({(n), ap)}| < |£(n)|™", para todo n € N. (2.56)
Desta forma, a demonstracao naturalmente se divide em duas etapas.

Suponha primeiro que ocorre (i).

Passemos a construir as funcoes f (&(n),-) € C=(T"). Seja § > 0 suficientemente
C (0,7

pequeno de modo que (5 — 0, 5 +9) ) e tome ¢ uma funcao em C((§5 —9, 5 +9)),

2

satisfazendo 0 < ¢(t) < 1 (para todo t) e ¢ = 1 em uma vizinhanga de [752, =H9).

Defina f(£(n),-) pela extensdo 27 - periédica de

|£(n)|—n/2¢(t)ei(7f—t)<5(”),ao>7 t e [0’ 27T].

O termo [£(n)|~™? implica que f (&(n), ) decai rapidamente, logo define uma fungao
f € C>(TV*!), dada pela féormula (2.53). Afirmamos que tal f pertence a (ker?L)°. De
fato, se p € D'(TV*) e 'Ly = — Ly = 0, entdo os coeficientes parciais de Fourier de p
satisfazem
0§, ) + (&, o +ib(-)A) (€, -) = O,
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para todo ¢ € ZY. Em particular,

Oji(—€(n), ) — i(€(n), ap +ib(-)N) i(=&(n), ) = 0,

para todo n € N. Como (£(n), byA) # 0, do Lema 1.6 segue que ji(—&(n), ) = 0. Dali,

o0

(s f) = 20N Y ((=€(n),-), f(E(n), ) = 0.

n=1

Assim, (u, f) = 0 para toda pu € ker*L; logo f € (ker'L)°.

Por fim, mostremos que nao existe u € C®(TN*!) tal que Lu = f. Suponha por
contradicao que exista uma tal u. Novamente a série parcial de Fourier nos leva as

seguintes equagoes
OylE(n), 1) +ilE(n), a0 + ()N a(E(n), £) = f(E(n),t), te T (257)

para todo n € N. Como (£(n),bpA) > 0, a equagdo (2.57) possui uma unica solugao

(Lema 1.6), a qual escrevemos por

21
i(€(n),t) = (1— e )™ [ f(&(n),t — 5)eCtN Jis DdremisEmeor s (258)
0

onde definimos ¢,, = ({(n), bp\ — icy) para simplificar a notagao.

A definicao de f(f(n), -) implica que, para t € [, 27|, temos

t—(m/2-0) 4 .
1£(n)| T2 (t — 5)el Dm0} e N) [ bm)dr g

t—(7/2+3)
Em particular, para t = m obtemos

w/246

) m) = (1= ) )| [ g — )l g
w/2—0
mais ainda, como b nao muda de sinal e como (£(n), \)by > 0, obtemos ({(n), \)b(t) = 0,
o que implica
a(E(n), m)| = |1 — 2™ |7Ye(n)| %6
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De (2.55) segue que
[a(€(n), m)| > |€(n)|V25 = n"/?5, paratodo n € N;

o que é uma contradi¢do, pois lim 4(¢(n),7) =0, ja que u(¢(n), 7) decai rapidamente.
n—oo

Portanto, L nao é globalmente resolivel quando ocorre (i).

Para concluirmos a demonstragao, suponha que ocorre (ii). A ideia é aplicar os mes-
mos argumentos utilizados na situagao (i) para exibir uma f em (ker*L)°\ LC>®(TV ).
As fungoes f(£(n),-) tém a mesma forma que no caso (i), ou seja, elas sdo a extensao

27 - periddica das fungoes
()T 2g(1)eltT ) € [0, 2a].

Note que agora temos (£(n), A\)by = 0 e como by # 0, obtemos (£(n), A\) = 0, para todo
n € N, mas ({(n), ag) € Z, o que implica (como em (i)) que i(—&(n), ) = 0, para toda
p € ker'L. Dai, f dada por (2.53) pertence a (ker’L)°.

A equagao (2.57) agora torna-se

p(€(n), 1) + i(E(n), ao)a(E(n), 1) = f(E(n), 1), t €T, (2.59)

para cada n € N. A qual possui tnica solugao (Lema 1.6) que pode ser escrita por

w(é(n),t) = (1 — o~ 2mi{E(n),a0) / f )t — s)e —is{€(n),a0) Jg

Por fim, a definicao de f(£(n),-) implica que, para t € [r, 27], temos
, t—(r/2-5) '
ﬁ(f(n), t) = (1 _ 627”(5(71)7010))1‘€(n)’n/2/ ¢(t _ S)ez(ﬂft)(ﬁ(n),ao)ds
t—(m/2+9)

e calculando em ¢ = 7 obtemos

/246

A(E(n), ) = (1 — e~2rEm a0y~ g ()| /2 / ot — 5)ds.

T/2—0

Dal, p >0e¢=1em [(m—9)/2, (7 +9)/2] implicam que

[a(€(n), m)| = |1 — 72T g ()| /25
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e a estimativa (2.56) implica que
|a(§(n), m)| > \f(n)|"/2(5 > n™25, paratodo n €N,

o que, como antes, é uma contradigao, pois 4(£(n), m) decai rapidamente.
Portanto, L também nao é globalmente resolivel quando ocorre (ii). O que conclui

a demonstracao da Proposicao 2.24.

O

Para finalizar a demonstragao do Teorema 2.6, mostremos que as condigoes (I11.1)-

(II1.3) implicam a resolubilidade global de L.

Proposigao 2.25. Considere o operador L dado por (2.17). Suponha que bjy # 0, para

algum 53 =1,... N e suponha que valem as sequintes condigoes:
(III.1) dimspan{by,...,bx} = 1.
(II1.2) cada fungdo b; nao muda de sinal, j =1,...,N.
(IIL.3) o par (ao, Bo) satisfaz (DC2).
Nestas condigoes, L € globalmente resoluvel.

Demonstragao: Seja f € (ker’L)°. Vamos utilizar série parcial de Fourier para exibir
uma solucao de Lu = f em C®(TY*!). Antes de iniciarmos a busca por u, observe que
as hipdteses implicam que existe b € C®(T!,R) \ {0}, uma fungao que nao muda de
sinal, e existe A = (A1,..., A\y) € RV \ {0}, tais que B(t) = (by(t),...,bn(t)) = b(t)A,

para todo ¢ € T'. Nestas condicoes, podemos escrever

N

8
Z (ljo—i‘l)\ b axj.

Defina by = — / t)dt. Como b(t) nao é identicamente nula e ndo muda de sinal,
temos by # 0.
Escrevendo u e f por meio das suas séries parciais de Fourier com relagao as variaveis

(x1,...,2N), temos

u(a,t) =Y A 1)

cezN
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fla,t) =" f(& t)ecn.
£ezN

Desta forma, encontrar u € C>°(TV 1) tal que Lu = f é 0 mesmo que encontrar uma

sequéncia de fungoes (€, ) € C>*(T'), que seja rapidamente decrescente e satisfaca
A, 1) +i(E, ap + ib()NU(E, ) = f(£,1), paratodo t € T' e €€ ZN,  (2.60)

onde ag = (ayq, - - .,ano)-
Do Lema 1.6 seguiréd que, dependendo do indice £ € Z¥, a equacio (2.60) possuird
infinitas solugoes ou uma tnica solucao. Logo, a demonstracao naturalmente se divide

em trés etapas.

(i) € € ZV ¢é tal que (£,bpA) = 0 e (£, ap) € Z. Para tais indices, como by # 0, obtemos
(€,\) = 0. Dai a equagao (2.60) se reduz a

ou(&,t) + i€, ag)u(é, t) = f(ﬁ,t), para todo t € T'. (2.61)

Além disso, (£, ap) € Z implica que ¢¢(z,t) = €620 e=482) § uma fungao de C°(TNF).

Um célculo direto mostra que *Lee = 0; logo

27 R )
0= (0e.1) = 2m)Y [ fie.tpereae,

Assim, a equacao (2.61) possui infinitas solugdes. Fixemos a solugao
t ~ .
i6.t) = [ f(Es)ee s, te T (2.62)
0

(ii) € € ZV satisfaz (€, bpA) # 0. Neste caso, a equacio (2.60) possui uma tinica solugao, a

qual pode ser escrita de maneiras distintas. Para tornar a notagao mais curta, definimos

Cg = <£,ﬁo — ioz0> = <€,b0)\ — ?:Oé()>.

Quando (£, byA\) < 0, escrevemos a solugao por

2
a(&,t) = (1 — ™)t F(E,t — 5)eeN Jios MDdrg=isEen) gg ¢ e T (2.63)
0
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Por outro lado, quando (£, byA) > 0, escrevemos a solucao por

21
A, t) = (e — 1)L | f(6,t+ s)e” @NLT T isCaolgg e T (2.64)
0

(iii) £ € ZV é tal que (£,bpA) = 0 e (£, ) & Z. Novamente, a equagao (2.60) se reduz a

(2.61) (como no caso (i)) e tal equagao possui uma unica solucdo, a qual escrevemos por

2
a(&,t) = (1 — e 2mil&aon)—1 / f(&,t—s)e & gs + e T (2.65)
0

Em resumo, até aqui definimos uma sequéncia (&, -)eezv de fungdes em C=(T?), as

quais sao solugoes de (2.60).

Para finalizar a demonstracao, basta mostrar que tal sequéncia é rapidamente de-
crescente. Nessa parte, utilizaremos a validade da condigao Diofantina (DC2) para o
par (ag, bpA), a qual implica na validade de (DC3) (ver Lema 2.23). Logo existem C' > 0
e v > 0 tais que

1= e*e| = |1 — ePrietmimionl| > Cle| ™, (2.66)

para todo £ € Z" tal que (£, oA — icy) & iZ.
Vamos mostrar que, dados m € Z, e n € Z,, existe C(m,n) > 0 tal que
1™ 07 (s, )] < C(m,n), (2.67)
para todo t € T! e £ € ZV.

Considere primeiro o caso em que n = 0. Note que a solu¢ao dada por (2.62) satisfaz

(e, 1)) < / (€. 5)lds, t €T (2.68)

Do mesmo modo, a solugao dada por (2.63) satisfaz

2
. < L= el [ 1= 5) e g,
0
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t
mais ainda, de (2.66) e do fato de que (¢, A)/ b(T)dr < 0 (ja que (£,bpA) < 0 e b nao
t—s

muda de sinal) obtemos

27 R
a(e,t)| < e / (st — 9)lds. (2.69)

Analogamente, (2.66) implica que a solu¢ao dada por (2.65) também satisfaz (2.69).
Com relagao & solugao dada por (2.64), note que de (2.66) obtemos |e™ ™ — 1| =
11— e?™=¢| > C| — £|77. Logo tal solugao satisfaz

t
t

2m
[a&, )l < 01|£|7/ |F(&t+ s)]e” @M LTI g,
0

t+s
mais ainda, como (f,)\)/ b(t)dr = 0 (ja que (£,bpA) > 0 e b ndo muda de sinal)
obtemos :

2T .
(e, 0] < C el / &t +9)ds. (2.70)

As estimativas (2.68), (2.69) e (2.70), mais o decaimento rapido de f(,-) implicam
que vale (2.67) para n = 0 e para todo m € Z,.

Considere agora o caso em que n = 1. Lembre-se que a equagao (2.60) implica que

10,4(£,8)] < (€, ao + ibON A&, 1)] + | (€, 1)]
< L€l laoll + 1Bl AN IE(E, )] + [ £ (&, ).

Dai, do caso n = 0 e do decaimento rapido de f(ﬁ, -) segue que vale (2.67) paran =1e
para todom € Z,..

Por fim, utilizando inducao e aplicando esse processo recursivo obtemos a validade
de (2.67) para todo n € Z, e m € Z,. Portanto, u(&,-) decai rapidamente e, assim,

define a funcao

u(a,t) = Y A& t)een,

&ezN

a qual satisfaz Lu = f. O que finaliza a demonstracao da Proposicao 2.25
O

Concluimos assim o estudo da resolubilidade gobal de L (dado por (2.1)), o que nos

permite determinar quando que a imagem de L é ou nao fechada.
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O préximo passo é investigar quando que a imagem de L tem codimensao finita. J&
sabemos que tal propriedade nao ocorre quando L nao é globalmente resoltuvel; por outro
lado, quando L ¢ globalmente resolivel, basta analisar a dimensao de ker 'L (ver Lema
1.1). Para tanto, vamos analisar as demonstragoes das proposigdes 2.17 (suficiéncia),
2.20 e 2.25.

Na demonstracao da Proposicao 2.17 (suficiéncia), vimos que as funcoes ¢ -y (x,t) =
&m0 (ver (2.21)) estdo em ker’L, desde que 7 + (£, a9) = 0. Seja A = {(§,7) €

ZN x Z; 1 + (€, ap) = 0}. Escrevendo uma distribuigao p € ker!L em série de Fourier,

p= S e metea,

(&,7)EZN X7

da identidade 'Ly = 0 obtemos (7 + (&, ag))iu(&,7) = 0, para todo (€,7) € ZN x Z;
assim, i(&,7) =0se (§,7) € A, ou seja

= 3 e P,

(¢m)eA

Portanto, dimker’L < oo se, e somente se A ¢é finito; o que ocorre se, e somente se
A = {(0,0)}. Em particular, L (dado por (2.18)) é fortemente resolivel se, e somente
se, (v, 0) satisfaz (DC1) (ver pagina 23). Portanto, L dado por (2.1), nas condicoes do

item (I) no Teorema 2.6, ¢ fortemente resolivel se, e somente se, (ay,0) satisfaz (DC1).

Olhemos agora para a demonstracao da Proposicao 2.20. Nas condigoes de tal propo-
sigdo, vimos que, para cada & € Z", as fungoes ¢¢(z,t) = exp {— fg(&, B(T))dr} e~ &)
(ver (2.38)) estao em ker 'L; como {¢¢; & € ZV} é um subconjunto linearmente indepen-
dente de D'(TV*1), segue que dimker 'L = oo, logo L (dado por (2.1)) nao é fortemente

resoluvel nas condigoes do item (II) do Teorema 2.6.

Por fim, analisemos a demonstragao da Proposigao 2.25. No item (i) dessa demons-
tragdo vimos que, para cada £ € ZY tal que (§,boA) = 0 e (£, ap) € Z, a fungao ¢¢(z,t) =
et&a0)e=i6) estd em ker!L. Assim, se B = {& € ZN; (£,bp)) = 0 e (£, ap) € Z} é in-
finito, obtemos dim ker!L = oo. Por outro lado, veremos que B ser finito implica que

dimker!L < co. De fato, se p € kertL, entao escrevendo p em série parcial de Fourier
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nas variaveis (x1,...,Ty),

p=Y Al ) @ e,

cezZN

obtemos
Oiu(€,-) +il€, o +ib(-)A) (€, ) = 0, para todo & € ZN.

Do Lema 1.6 segue que (&, ) = 0 se £ € B, logo

&eB

Deste modo, B finito implica que dimker‘L < oo. Note que B finito significa que
B = {0} e, assim, (DC2) é o mesmo que (DC1). Portanto, nas hip6teses da Proposicao

2.25, L é fortemente resolivel se, e somente se, (ap, fo) = (ap, bp\) satisfaz (DC1).

Resumiremos os comentarios acima com a seguinte observacao, a qual caracteriza a

resolubilidade forte de L.

Observagao 2.26. O operador L dado por (2.1) é fortemente resolivel se, e somente

se:
e b =0paratodoj=1,...,N e (a,0) satisfaz (DC1);

e bjy # 0 para algum j € {1,..., N}, dimspan{by,...,bn} = 1, cada fungdo b; nao
muda de sinal e (ayp, fp) satisfaz (DC1).






Capitulo

3

Hipoeliticidade global para campos

vetoriais do tipo tubo

Um campo vetorial L : D'(T") — D'(T") (no sentido do Capitulo 1) é dito glo-
balmente hipoelitico quando as condigoes p € D'(T") e Ly € C*°(T™) implicam que
€ C(Tm).

O objetivo do presente capitulo é estabelecer a hipoeliticidade global para os opera-
dores do tipo tubo, os quais tiveram a resolubilidade global determinada pelo Teorema

2.6 no Capitulo 2. Lembremos que tais operadores sao do tipo

0
+ Z (a;(t) + ib;( >a:pj (em TN*Y), (3.1)
onde a; e b; sao fungoes em C*°(T!; R), para cada j = 1,..., N. Denotamos por (z,t) as
coordenadas em TV x T! onde x = (1,...,7y) € TV.

Como antes, forneceremos condicoes sobre os coeficientes de L que irao caracterizar
a hipoeliticidade global, as quais sao similares as que aparecem na caracterizacao da
resolubilidade global de L. Vale adiantar que a condicao envolvendo a conexidade dos
subniveis 5, no item (II) do Teorema 2.6, nio desempenha papel na hipoeliticidade,
isto é, L nao sera globalmente hipoelitico na situagao (II) do Teorema 2.6, que é quando

L nao satisfaz a condi¢ao (P).

Antes de enunciarmos tal caracterizagdo, lembremos que a;o = (27)! 0 Taj(t)dt,
bjo = (2m)~! [T7b;(t)dt, ay = (aso,--.,ano) € fo = (big,-..,bno). Lembremos também

a seguinte condlgao Diofantina para um par (o, 3) € RY x RV :

67
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(DC1) existem constantes C' > 0 e v > 0 tais que
[T+ (& at+if) = e[+ (7))

para todo (&,7) = (&1,..., &, 7) € ZNT1\ {0}.

Teorema 3.1. O operador L dado por (3.1) € globalmente hipoelitico se, e somente se,

as sequintes condigoes estao satisfeitas:
(1) as fungoes b; nao mudam de sinal, j =1,..., N;
(2) dimspan{by,..., by} <1
(3) o par (ao, By) satisfaz (DC1).

Ja observamos que a condigao (P) é uma condi¢ao necessaria para a hipoeliticidade
global de L. Mais ainda, a hipoeliticidade global de L implica que L é globalmente
resoluvel (ver teoremas 2.6 e 3.1). Tal fato estd de acordo com um resultado geral
envolvendo operadores no toro que satisfazem ‘L = —L (ver Lema 1.2).

Comparando o Teorema 3.1 com a Observagao 2.26, vemos que as condi¢oes que
determinam a hipoeliticidade global de L sao as mesmas que determinam a resolubilidade

forte.

Do Teorema 3.1 segue o seguinte resultado sobre a hipoeliticidade global de opera-

dores com coeficientes constantes.
Corolario 3.2. Considere em TN*! o operador
N
0 0
E + Z a; + ZBJ ,
j=1 i

onde oj e B sao nimeros reais, para j = 1,..., N. Tal operador é globalmente hipoelitico

se, e somente se, o par («, B) satisfaz (DC1), onde o = (ay,...,ay) e = (51,...,0n).
Como corolario do Teorema 3.1 também obtemos o seguinte resultado.

Teorema 3.3 ([Ho]-Teorema 2.2). Sejam a e b fun¢oes em C*°(TY,R) e considere em

T%m) o sequinte operador

Z 4 (alt) +ib(t))—. (3.2)
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Tal operador é globalmente hipoelitico se, e somente se, ocorre uma das sequintes

situacoes:
2m
(i) b=0eag = (27r)_1/ a(t)dt € um nimero irracional nao-Liouville.
0
(ii) b# 0 e b ndo muda de sinal.

Antes de entrarmos na demonstracao do Teorema 3.1, consideremos o seguinte exem-

plo, que mostra a relagdo entre vetores de Liouville e a condigao (DC1).

Exemplo 3.4. Sejam a € C®(T!,R) e b € C=(T',R) \ {0}, onde b ndo muda de sinal e

sejam A1 e Ay dois numeros reais. Afirmamos que o operador

9 . o 9
g7 (@) +iAb(t)) 5= + iAab(t) 5 - (3:3)

¢é globalmente hipoelitico se, e somente se:
o N\ #£0, (ag, M\i/X2) € R\ Q? e (ag, A1/ A2) nao é um vetor de Liouville.

(compare com o Exemplo 2.11).

De fato, ¢ facil ver que o par ((ap,0),bo(A1,0)) nao satisfaz (DC1), logo L nao é
globalmente hipoelitico quando As = 0. Suponha agora que Ay # 0. Segue do Exem-
plo 2.11 que o operador L nao é globalmente resolivel quando (ag, A;/A2) é um vetor
de Liouville, logo L nao é globalmente hipoelitico (ver Lema 1.2). Por outro lado,
quando (ag, A1/A2) ndo é um vetor de Liouville, mostramos no Exemplo 2.11 que o par
((ap,0),b9(A1, \2)) satisfaz (DC2), na forma (2.14), a qual é equivalente a (DC1) se, e
somente se, (ap, \1/X2) € R? \ Q% Por fim, o resultado segue do Teorema 3.1. 0

Vamos agora demonstrar o Teorema 3.1. Tal demonstracao também sera dividida
em uma sequéncia de lemas e proposicoes. As proposicoes 3.5, 3.6 e 3.7 mostram que
as condigoes (1)-(3) sdo necessarias para a hipoeliticidade global de L, enquanto que a
Proposicao 3.8 mostra que tais condigoes sao também suficientes.

Como no Capitulo 2, utilizamos a conjugacao dada pelo Lema 2.16, de modo que o

estudo da hipoeliticidade global de (3.1) se reduz ao estudo da hipoeliticidade global de

Jj=1

onde a parte real dos coeficientes é constante.
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3.1 Demonstracao do Teorema 3.1: condicoes necessa-
rias

Iniciaremos demonstrando que as condigoes (1)-(3) no Teorema 3.1 sdo suficientes
para a hipoeliticidade global de L.
Consideremos primeiro a condic¢ao (1). Veremos que L nao é globalmente hipoelitico

quando alguma fun¢ao b; muda de sinal.

Proposigao 3.5. Se para algum j € {1,...,N} a fun¢do b; muda de sinal, entdo L
(dado por (3.4)) nao € globalmente hipoelitico.

Demonstracao: Sem perda de generalidade, podemos supor que j = 1, ou seja, que by
muda de sinal.

Iremos construir uma distribuicao g € D/(TN*1) \ C=(TN¥*1) de modo que Lu €
Coo(TN+Y).

Suponha primeiro que by = 0 e ayg € Z. Neste caso, a fungao fot by (7)dT pertence
a C®(T') e podemos supor que ajo = 0 (ver Lema 2.16). Seja M = max /Ot bi(T)dr e
para cada n € N, considere £(n) = (n,0,...,0) € Z". Defina

i(E(n), t) = exp {n /Ot by (7)dr — nM} ,

a qual é uma fungao em C®(T'). Note que |i1(£(n),t)| < 1, para todo t € T' e n € N,
Assim, a sequéncia [i({(n), ) é de crescimento lento (ver Capitulo 1), logo podemos

definir uma distribuicao em D'(TN*!) por

p=> En), 1) @ e,

neN

Mais ainda, para cada t, € T! tal que foto bi(T)dT = M, temos i(£(n),ty) = 1, o que
significa que a sequeéncia fi(£(n), -) nao decai rapidamente, logo u & C*°(TN*1). Célculos

diretos mostram que

L= [0ur(§(n),t) = nbi(D)i(€(n), £)]e ™ = 0

neN

e, portanto, L nao é globalmente hipoelitico.
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Suponha agora que bjg = 0 e ajg &€ Z. Neste caso, o item (II) do Teorema 2.6 e o
Lema 1.2 implicam que L nao é globalmente hipoelitico. Podemos também utilizar as
técnicas da demonstracao da Proposicao 2.18 para concluir que L nao é globalmente
hipoelitico. De fato, sob as hipéteses b; Z 0, byg = 0 e a9 € Z, considere uma sequéncia

crescente de inteiros positivos k, > n tal que k,a19 € Z. Considere também

0<s,t<2m

t
H(s,t)i/ bi(t)dr e A= H(so,tp) = max H(s,t),
t—s

onde A > 0 e podemos supor que 0 < ty, sg, 00 < 27, onde o9 = tg — Sg. Tome ¢ €
C>((og — 0,00 + §)) uma funcao tal que 0 < ¢(¢) < 1 (para todo t) e ¢(t) = 1 em
uma vizinhanca de [og — /2,00 + §/2], onde 6 > 0 é pequeno o bastante para que

(00 — 0,00 +d) C (0,10).

Para £(n) = (kn,0,...,0) € Z¥, defina f(£(n),-) pela extensdo 27 - periédica da
funcao

(1 . 6—27rik:na10)gb(t)e—Akneik‘nalo(to—t)’ t e [0’ 27'{']

Para os demais & € ZV, faca f(¢,-) = 0.

Como Ak, > An, o fator e=4*» garante que tal sequéncia de funcoes é rapidamente

decrescente, logo define uma fungao em C®(TV*1!), a qual é dada por
flant) =Y f(En), ten.
neN

Como feito na primeira parte da demonstracao da Proposicao 2.18, verifica-se que a
equacdo Lu = f nio tem solucio em C®(TV*1). Por outro lado, as equacoes (2.25)

definem uma sequéncia de crescimento lento em C*(T*), a qual recordamos ser

2w
(E(n), 1) = (1 — e ?mifnarn) = f(&(n),t — S)ek“(H(S»t)fisam)ds.
0

Tal sequéncia ¢é de crescimento lento, pois
[(a(E(n), ), 0)] < [1— e ™m0 7 2m)2)|0] o || f(E(n), ) oo™ < (27)2(16]] o,

para toda € C®(T?). Assim, a sequéncia /i(£(n), -) define uma distribuicao em D'(TN*+1),
dada por
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p=">>_ iE(n),t) @ et

neN
a qual satisfaz Ly = f. Portanto, L nao ¢é globalmente hipoelitico quando b1 = 0 e
aio g 7.

Falta ainda analisar o caso em que bjg # 0. A mudanga de sinal de b; nos permite
aplicar o item (III) do Teorema 2.6 e o Lema 1.2 para obter que L nao é globalmente
hipoelitico. Entretanto, faremos também uma outra demonstracao para este caso, se-

guindo a linha da demonstracao da Proposi¢ao 2.21.

Vamos construir uma funcao f € C*°(TV*!), de modo que a equagao Ly = f tenha

solugao em D'(TNF1) \ C°(TVN+1).

Considerando o operador —L e fazendo a mudanga de varidveis (X,7T) = (z, —t),
podemos supor que bjg < 0. Defina H(s,t) ft bi(r)dr e A = Ogr,rsl%ic%H(s t) =
H (s0,19). Sem perda de generalidade podemos supor que 0 < sg, to, tp — o < 27. Tome
¢ € CX((og — 9,00+ 0)), uma fungao que satisfaz 0 < ¢(t) < 1 (para todo t) e ¢(t) =1
em uma vizinhanca de [0 — §/2, 00 + §/2], onde 6 > 0 é suficientemente pequeno de

modo que (o9 — d,00 + d) C (0,%p).

Para cada n € N, seja £(n) = (n,0,...,0) € ZN e defina f(£(n),-) € C=(T?) pela

extensao 2w —periddica da fungao
,nAgb( ) inaig to t) tE [07271']

Agora considere

i\
S
s
Il

“~h»
—
Iy
—
S
SN—
~
S~—
m&
3
B3

note que, como b; muda de sinal, temos A > 0, logo f (&(n),-) é uma sequéncia rapida-

mente decrescente e f definida acima ¢ uma fungao em C* (TN ).

Procedendo como na demonstragao da Proposicao 2.21, verifica-se que para tal f a
equacdo Ly = f nao tem solugao em C®(TN*!), uma vez que a sequéncia

27rA

(). 1) = (1= 2t [T fe(), g — s)ert i
0
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nao decresce rapidamente. Por outro lado, tal sequéncia é de crescimento lento, pois
satisfaz |1(&(n),t)] < 2m|1 — e2m™bro=iaw)|=1 < 97|1 — 2mb10|~L uma vez que by < 0;

logo tal sequéncia define a distribuicao

p= D AEm), 1) @D =3 f(e(n) 1) © e,
neN neN
a qual satisfaz Ly = f. Portanto, L nao é globalmente hipoelitico.

O que conclui a demonstragao da Proposigao 3.5. 0

Consideremos agora a condigao (2). Veremos que L nao é globalmente hipoelitico
quando dim span{by, ..., by} > 2. Neste caso, note que existem duas fungées b,, e by que
sao linearmente independentes. Novamente, podemos aplicar o Teorema 2.6 e o Lema
1.2, mas faremos outra demonstragao, a qual segue a mesma técnica da demonstracao
da Proposicao 2.21. Note que, pela Proposicao 3.5 podemos assumir que as funcoes b,,

e by ndo mudam de sinal.

Proposicao 3.6. Suponha que existam dois indices m e £ em {1,..., N} tais que as
fungoes b, e by sio R - linearmente independentes e nao mudam de sinal. FEntao o

operador L (dado por (3.4)) ndao € globalmente hipoelitico.

Demonstragao: Vamos construir uma funcao f € C®(TV*1) tal que a equagao Lu = f
tenha uma solucio em D'(TN*1) \ C>®(TN*1). Apds uma reordenagao das varidveis
x1,...,2yN, podemos supor que m = 1 e £ = 2. Aplicando o Lema 2.2 obtemos in-
teiros nao nulos tais que 6(t) = pby(t) + ¢gba(t) muda de sinal e 6y = pbig + gby < 0.
Repetindo os argumentos da demonstragao da Proposicao 2.21, construimos uma fungao
f € C=®(TN*1) tal que a equagao Ly = f nao tem solugio pu em C®(TN*1), a saber, f é
dada por
fla,t) = f(&(n), t)e =),

neN
onde, para cada n € N, £(n) = (np,ng,0,...,0) € ZN e f(f(n),) ¢ a extensao 27 -
periddica da funcao
e_nAgb(t)6in(pa10+qa20)(t0_t)7 t e [07 271_]7

sendo que:

o H(s t) = ftt_SQ(T)dT, s, t € [0,27], A = H(sp,tp) = max H(s,t) >0e0 <

0<s,t<2m
S0, to, 09 < 271', onde o9 =ty — So;
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o ¢ € CX((op — d,00+ d)) é uma fungao que satisfaz 0 < ¢(t) < 1 (para todo t) e
#(t) = 1 em uma vizinhanga de [og — §/2, 09 + /2], onde § > 0 é suficientemente

pequeno de modo que (og — 9,09 + ) C (0,%g).

Para concluir a demonstragao, vamos exibir g € D/(TVTH\C®(TN*1) tal que Ly = f.

Para cada n € N, defina

ﬂ(ﬁ(n),t) _ (1 27rn(00 i(paio+qaz0)) / f t . S) —zsn(palo-s—qago)enﬁis Q(T)deS,
(3.5)

a qual é uma fungao em C*®(T*), para cada n € N (ver Lema 1.6). Mais ainda,
|ﬂ(f(n),t)] < 271"1 . 627rn(6’07i(pa10+qa20))|71 < 2ﬂ_|1 . 627rn00|71 < 27r|1 N 627r90|71’

uma vez que 6y < 0. Sendo assim, a sequeéncia ji({(n),) é de crescimento lento, logo

define uma distribuigao em D'(TN*!) dada por

= Z M ® 6 i(€(n), x)

neN

Do Lema 1.6 segue que cada coeficiente parcial de Fourier ji(&(n),-) de p satisfaz a
equacao

Dii(£(n), t) + i((paro + gaso) + i6(t) & (n), 1) = f(&(n), t),

para todo ¢ € T!. Portanto, Lu = f, o que conclui a demonstracao. 0

Para finalizar a demonstracao de que as condigoes (1)-(3) s@o necessarias para a
hipoeliticidade global de L, consideramos agora a condicao (3). Pelas proposicoes 3.5 e
3.6, podemos supor que as fung¢oes b; nao mudam de sinal e que dimspan{by,...,bx} <

1, ou seja, podemos supor que o operador L é da forma

a al a
+ ; ajo + iA;b(t 83:] (3.6)

onde b € C*°(T*, R), b nao muda de sinal e A = (A1,..., A\y) € RV \ {0}. Lembre-se que
Qp = (alo, R ,CLN()) [§ bo = (27’(’)_1 027r b(t)dt

Proposigao 3.7. Seja L o operador dado por (3.6). Se o par (ag, bo)) € RY x RN nao

satisfaz a condi¢ao Diofantina (DC1), entdo L nao € globalmente hipoelitico.
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Demonstragao: Uma vez que o par (ag, bp\) € RY x RY nao satisfaz (DC1), uma das

seguintes situacoes ocorre:

(i) existe uma sequéncia (£(n), Tn)neny C ZY X Z tal que [E(n)|+ |7.] = n, (€(n),boA) = 0
e 7, = —(&(n), ap) € Z, para todo n € N.

(ii) o par (ag, bpA) nao satisfaz (DC2).

Suponha que ocorre (i). Note que a sequéncia |£(n)| ndo pode ser limitada. Assim,

tomando uma subsequéncia podemos assumir que |£(n)| é crescente. Defina

o0

=3 e a0 il

n=1

note que e~&(Ma0) ¢ C°(T1) e |eEMa0)| = 1 logo pu € D'(TVN+) \ C=(TV*!). Mais

ainda, um calculo direto mostra que

Ly = Z (—i( o) 4 i{€(n), ag + ib(H)A))eeMe) =

pois (£(n),b(t)\) = 0, uma vez que b nao muda de sinal e ({(n),byA) = 0. Poranto, L
nao ¢é globalmente hipoelitico.

Suponha agora que ocorre (ii). Com o objetivo de construir uma fungao f €
C>(TVN ™) tal que Ly = f tenha uma solugao em D' (TN 1)\ C(TN*!), vamos proceder
como na demonstragao da Proposigao 2.24. Do Lema 2.23 segue que o par (ag, bp\) nao
satisfaz (DC3), logo existe uma sequéncia (£(n))n,en C ZY tal que |£(n+1)] > |£(n)| > n,
(€(n),boA — iag) €iZ e

|1 — exp{2m({(n), boA — i) }| < [E(n)[™", (3.7)

para todo n € N. Tomando uma subsequéncia e substituindo £(n) por —&(n), se neces-

sario, podemos supor que ocorre uma das seguintes situacoes:

(ii.1) (€(n),boA) >0 e
|1 — exp{27m(&(n), boA — iap)}| < |€(n)|™" < n™", para todo n € N; (3.8)

ou
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(ii.2) (§(n), boA) = 0, (§(n), o) ¢ Z e
|1 — exp{—2mi({(n), a0) }| < |£(n)|™" < n™", para todo n € N. (3.9)

Vamos mostrar que L nao ¢ globalmente hipoelitico quando ocorre (ii.1) ou (ii.2).

Suponha primeiro que ocorre (ii.1).
Tome 0 > 0 suficientemente pequeno de modo que (5 — 6,3 +9) C (0,7) e seja ¢
uma fungao em CX((5 — 0,5 +9)) tal que 0 < ¢(t) < 1 (para todo t) e ¢ = 1 em uma

7r_57T5]

vizinhanga de [75°, &5

Seja f(f(n), ) a extensao 27 - periddica de
- s VON — ) B w0 = ’ ) ) .
(1 — exp{27m(£(n), boA — iayg) })e EMboN gy (1) im=tEma0) 4 [0, 27]

O decaimento rapido de tal sequéncia é garantido pela estimativa (3.8), uma vez que

(€(n),boA) > 0; logo a funcao f dada por

flat) =) f(En), )emn
neN
pertence a C>(TN*1).
Afirmamos que existe g € D'(TN*1) \ C>°(TV ) tal que Lu = f. De fato, tal distri-
buicao p é dada por
p= 3 i(En). 1) ), (3.10)

neN
onde
27

)0 = (1= )7 [ f(Em) = e S it g,
0

sendo que definimos ¢,, = (£(n), bpA — iap) para simplificar a notagao. Para cadan € N,

f(&(n),-) é a fungao em C>(T?) que satisfaz a equagao

Aufi(E(n), 1) +ilE(n), ag + b)) u(E(n), ) = f(E(n),t) (ver Lema 1.6).

Mais ainda, como (£(n), ) <ftt_s b(r)dr — bo> < 0, da definicio de f(&(n),-) obtemos
|i(&(n),t)| < 27, para todo t € T e n € N. Assim, p definida em (3.10) de fato esta
em D'(TN*1) e satisfaz Ly = f. Resta ver que u ¢ C®(TN*!). Para tanto, note que
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[a(E(n), m)| = de= &N > §/2 pois de (3.8) temos lim (£(n),byA) = 0. Portanto, L
n—oo
nao ¢é globalmente hipoelitico quando ocorre (ii.1).

Suponha agora que ocorre (ii.2). Lembre-se que (£(n),bpA) = 0 e b ndo muda de

sinal, logo (£(n), b(t)A\) = 0, para todo n € N. Neste caso, considere f dada por

fla,t) = f(&(n), t)e' ),

neN

onde f(£(n),-) é a extensdo 27 - periédica de
(1 — e~ 2milemany (1) im=tEMmsa0) ¢ [0 27],

sendo que ¢ é a mesma do caso (ii.1). O decaimento répido de f(£(n),-) vem de (3.9),
logo f € C=(TN*1).

Para tal f, considere a distribuicao

p= Y Em), ) @ e,

neN

onde

27
f(é(n),t) = (1 - 672W<£(n)’a°>)71 f&(n),t — S)Q*iS(é(n),awdS;
0

note que i(£(n),-) é a fungdo em C=(T') que satisfaz a equagao

pii(€(n),t) +i{E(n), aoN)ia((n),t) = f(£(n).t)  (ver Lema 1.6).

Como no caso anterior, temos |1(£(n), )| < 27, para todo t € T! e n € N, bem como
|il(é(n), )| > 6, para todo n € N. Portanto, u € D'(TVN) \ C®(TN*!) e Ly = f, ou
seja, L também nao é globalmente hipoelitico quando ocorre (ii.2).

O que conclui a demonstragao da Proposigao 3.7. ]

3.1 Demonstracao do Teorema 3.1: condicoes suficien-

tes

Nesta segao, mostraremos que as condigoes (1)-(3) no Teorema 3.1 sdo suficientes

para a hipoeliticidade global de L. Para tanto, podemos supor que L é dado por (3.4);
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mais ainda, sob as condigoes (1)-(2), um operador da forma (3.4) pode ser reescrito na

forma

N
a
Z ajo +iAb(t) 5~ (3.11)
j=1 J

onde b € C®(T! R), b nao muda de sinal e A\ = (Aq,...,A\y) € RY \ {0}. Supondo
que o par (ap,bpA) satisfaz a condi¢do Diofantina (DC1), mostraremos que (3.11) é

globalmente hipoelitico, concluindo, assim, a demonstracao do Teorema 3.1.

Proposicao 3.8. Seja L o operador dado por (3.11). Se (ap, boA) satisfaz (DC1), entdo

L € globalmente hipoelitico.

Demonstragao: Considere p € D/(TN*!) uma distribuicao tal que Ly = f, com
f € C>®°(TVN*1). Mostraremos que p € C®(TN*1). Para tanto, utilizamos série parcial de

Fourier nas varidveis (z1,...,2y), a qual nos permite escrever

p=>>_ &) @,

EezN

onde i(¢,) € D'(T) e
= > [,
cezN
com f(£,-) € C(T).

A série parcial de Fourier nos leva as seguintes equagoes

D€, ) + (€, ap + ib(INAE, ) = F(E,), (3.12)

onde tal igualdade ¢ no espago D'(T?).

Como as solugoes de (3.12) dependem de propriedades do coeficiente (£, g +1ib(t)\),
a demonstracao naturalmente se divide em trés casos.

Suponha que & € ZN é tal que (£, bp\) = 0 e (£, ap) € Z. Note que, como vale (DC1),
isso s6 pode ocorrer para ¢ = 0 € Z". Deste modo, obtemos a equagiao 9:/i(0,) =
f(() *), a qual implica que fo F(0,t)dt = 0 e que f1(0,-) € C(T") é dada por i(0,t) =
fo £(0, s)ds + C, onde C € C.

Suponha agora que £ € Z" ¢é tal que (£,byA\) # 0. Neste caso, cada equagao (3.12)
possui uma tnica solu¢ao em C*°(T?'), a qual pode ser escrita de duas maneiras distintas

(ver Lema 1.6). Para simplificar a notagao, defina ce = (&, boA — iov).
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Se (€,bp\) < 0, escrevemos a solucao de (3.12) por

27
/Alj(é, t) — (1 . 627705)71 f(E;t o S)€<§’)\> ftt,s b(fr)dTefis(g,a())dS’ te Tl.
0

Por outro lado, quando (£, byA\) > 0, escrevemos a solucao de (3.12) por

2m
(€, t) = (e 2™ — 1) ! f&,t+ s)e &N ftt“b(T)dTe““’““ds, te T
0
Considere agora os indices £ € Z" tais que (£,b0\) = 0 e (£, ap) € Z. Como b nao

muda de sinal, temos (£, b(t)\) = 0, logo a equagao (3.12) se reduz a

atﬂ(ga ) + Z<€7 aO)ﬂ(gv ) = fA(gv ')7

a qual (como no caso anterior) possui uma tnica solugao em C*®(T'). Escrevemos tal

solugao por

21
A1) = (1 — e2miieaon) = / f(&.t—s)e™Clds, t € T,
0

Por fim, procedendo como na Proposicao 2.25 obtemos o decaimento rapido da
sequéncia (Qu(€,-))eezy C C®°(T'), uma vez que (DCI) implica (DC2). Portanto, p €

C>® V]I‘N+1 ]
(T+1) -






Capitulo

4

Outro operador com imagem fechada e

de codimensao infinita

Este capitulo trata da resolubilidade global da seguinte classe de campos vetoriais
em T3 :

0 . 0 0

onde denotamos por (z,y,t) as coordenadas em T?; as fungoes a e b estao em C®(T!, R)
e A é um numero real. Utilizaremos a notagao c(x) = a(x) + ib(x).

Quando A = 0, obtemos o campo vetorial

0

_ 0
e + (a(z) + zb(:c))a—x (4.2)

A resolubilidade forte de tal campo, visto como um campo em T?x’t), foi abordada
nos trabalhos [BD1] e [D2]. Com o objetivo de apresentar os resultados sobre tal reso-
lubilidade, denote por n, > 1 e por my > 1 a ordem de anulamento das funcoes a e b,
respectivamente, em cada zero x, € ¢~ 1(0).

O operador (em T?) dado por (4.2) nio é fortemente resoliivel quando ocorrer alguma

das seguintes situagoes: (ver [BD1], [D2] e [H6]-Corolario 26.4.8)

e ¢(z) = a(z) + ib(z) se anula de ordem infinita em algum ponto;

e (4.2) nao satisfaz a condi¢ao (P), o que significa que b muda de sinal ao longo de
uma curva integral do campo 0, + a(z)0,; equivalentemente, b muda de sinal entre

dois zeros consecutivos de c.

e b =0 em algum intervalo (xy, z,41), onde x4 e x4, S0 zeros consecutivos de c;

81
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o x,€c1(0), ng < oo, mp=2n,—1emy > 2
o x,€c(0)emy=1.

Por outro lado, a seguinte condicao ¢é suficiente para a resolubilidade forte do opera-

dor (em T?) dado por (4.2): (ver [BD1] e [D2])

e (4.2) satisfaz a condigao (P), ¢ nao possui zeros de ordem infinita e em cada

zy € ¢ 1(0), temos: my < 0o e 2 < my < 2ny — 1.

A estratégia empregada no estudo da resolubilidade forte de (4.2) (em T?) foi utilizar
a redugao feita em [BCP]-Teorema 3.1, que transforma o estudo da resolubilidade forte
no estudo da resolubilidade em uma vizinhanga de {z,} x T!, para cada z, € {z; <
- < zy} = ¢ 1(0). Entretanto, quando ¢~!(0) # @, veremos que os operadores do
tipo (4.1) nao sao fortemente resoluveis, logo nao podemos aplicar a estratégia anterior
para obter resultados sobre a resolubilidade global de (4.1). O que faremos é utilizar a
técnica de [BP], a qual consiste em utilizar série parcial de Fourier em ¢ e resolver uma
sequéncia de edo’s, as quais sao resolvidas inicialmente em cada aberto (xy, x,41) e depois
esses pedagos de solugoes sao colados de modo a obter uma solugao em T'. Em [BP]
os campos possuem coeficientes reais, o que foi fundamental no controle do decaimento
desta sequeéencia de solucoes obtida pelo método descrito acima. Para os operadores L do
tipo (4.1), a parte imagindaria do coeficiente, ou seja, a funcao b, influenciard no controle
do decaimento. Certas relagdes entre as ordens de anulamento das fungoes a e b (como
em [BD1]) nos permitirdo obter decaimento rapido. Outro ponto importante é que agora
nao vamos mais supor que o operador satisfaz a condigao (P), uma vez que tal condigao
nao é necessaria para a resolubilidade global; assim, a funcao b podera mudar de sinal
entre dois zeros consecutivos de c. Serd interessante detectar a quantidade de vezes que
a fungao b pode mudar de sinal entre dois zeros consecutivos de ¢, de modo que valha a
resolubilidade global de L.

Apbs os comentarios introdutérios acima, iniciamos agora a andlise da resolubilidade
global de L (dado por (4.1)), considerando primeiro o caso em que ¢ 1(0) = (). Para os
operadores (4.2) em T?, este caso era uma consequéncia dos teoremas sobre resolubili-
dade de Hérmander em [H3]. Para L, neste caso em que ¢ !(0) = (), a resolubilidade

global serd como no caso tubo.
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Defina

- -1 o a(z) . -1 . b(z)
o= (2m) /0 a@p + b P /0 a@) 1 bR

e considere a seguinte condigao Diofantina para uma tripla (A, Ap, \3) € R? :
(DC4) existem constantes C' > 0 e v > 0 tais que
7+ 7 (A + X)) + EAs| = C([j] + k| + [7]) 77,
para todo (j,k,7) € Z3 tal que 7 + j(\; + iA2) + kA3 # 0; tal condigao é a condigao
(DC2) para o par ((A1,A3), (X2,0)) € R? x R2.

Teorema 4.1. Seja L o operador dado por (4.1) e suponha que ¢=1(0) = ). Neste caso,

L € globalmente resolivel se, e somente se, ocorre uma das sequintes situacoes:
(i) b=0 e (a,0,\) satisfaz (DC4).

(ii)) b£0,8=0, a« € Z, A\ € Z e todos os subniveis

{xe'ﬂ‘l;/oxw)f(—%dr<r} (r e R)

540 conexos.
(iii) b £ 0, B # 0, b ndao muda de sinal e (o, 5, \) satisfaz (DC4).

Demonstragao: Como ¢ 1(0) = (), afirmamos que o operador L é globalmente resoltivel

se, e somente se, o operador

1 1 o0 0 0
Lije=——L=———+—+2A—
Ve T Aot T ar oy
é globalmente resolivel. De fato, temos g € (ker’Ly.)° \ L1/.C®(T?) se, e somente se,
cg € (ker‘L)°\ LC*(T?). Por fim, efetuando a mudanga de varidveis (X,Y,T) = (¢, y, z)
segue que a resolubilidade de L é equivalente a resolubilidade de
0 1 0 0 0 a(T)—(T) 0 0

o7 T omox Ty ~or T (M) 1 R(m)ox oy

a qual segue do Teorema 2.6.
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Exemplo 4.2. O item (ii) do Teorema 4.1 implica que o operador

9] . g 0
e + (1 +isen(x)) (8_90 + 3_y)

nao é globalmente resoluvel, uma vez que

27
/ sen(T) dr—0
0

1 + sen?(7)

1 [ 1 1 V2
— ———dr = —7V2=—¢&Z.
2m Jo 1+ sen?(7) ’ 27T7T\/— 2 7

Por outro lado, o item (II) do Teorema 2.6 implica que o operador

0 0 0

a1 = =

T + (1 +isen(t)) (&C + Gy)
¢ globalmente resoluvel.

Considerando agora o operador

0 V2, . o , 0
En + 7(1 + isen(z)) (% + 8_y) :

temos

I S
o VHL+ s () 2myE

logo o item (ii) do Teorema 4.1 implica que tal operador é globalmente resolivel, se os

{xeTl;/OxL(T)dr<r} (r e R)

1+ sen?(7)

=1e€Z;
subniveis

~ ~ €T , . .
sao conexos. Como a funcgao f L(g)dT ¢ estritamente crescente em (0, ), estri-
0 1+ sen?(T) » )

tamente decrescente em (7, 27), possui um maximo em r = 7 e minimos em =z = 0
e x = 2w, segue que os subniveis acima sao conexos. Portanto, o operador acima é

globalmente resoluvel.

Em contraste, o item (II) do Teorema 2.6 implica que o operador

o V2. o 0
En + 7(1 + isen(t)) (% + 8_y)
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nao é globalmente resolivel.

O

Observacao 4.3. Note que, no Teorema 4.1, uma condigao necessaria para a resolubi-
lidade global de L é que A nao seja um nimero de Liouville. Veremos que tal condi¢ao
também se verifica quando ¢ possui apenas um numero finito de zeros.

Note também que, quando ¢71(0) = ), do Capitulo 2 segue que o operador L é

fortemente resolivel se, e somente se:
e b=0, (a,0,\) satisfaz (DC4) e 7 + ja + kA = 0 apenas para j = k =7 = 0; ou

e V£ 0, #0,bnao muda de sinal, (o, 8, \) satisfaz (DC4) e 7+ j(a+i8)+ kXA =0

apenas para j = k=7 = 0.
Como consequéncia do Teorema 4.1 obtemos o seguinte resultado:

Corolario 4.4. Se b=1(0) = (), entio o operador

0 0 0
~Z4b 2=
ot +ib(a) <8x i 8y)
€ globalmente resoliuvel se, e somente se, A nao € um numero de Liouville.

Passemos agora ao caso em que ¢ 1(0) # . Afirmamos que L nao é fortemente
resolivel. De fato, seja zo € ¢ 1(0), § € T! e n um ndmero inteiro nao negativo menor
do que a ordem de anulamento de ¢ em xy. Calculos diretos mostram que a distribuicao
6 (2 —20)@(y—7)®1; pertence ao niicleo de ‘L. Sendo assim, obtemos dim ker 'L = oo,

ou seja, L ndo é fortemente resolivel (Lema 1.1).

Procedendo como em [BP], veremos que L nao é globalmente resoliivel quando a

funcao ¢ possui pelo menos um zero de ordem infinita.

Lema 4.5. Suponha que ¢ (0) # T* e que ¢ possui um zero de ordem infinita em T!.

Entao o operador L (dado por (4.1)) nao € globalmente resolivel.

Demonstracao: Mostraremos primeiro que a nao resolubilidade global de Ly = c(a:)%

em T! implica que L nao é globalmente resoliivel em T3. De fato, suponha que existe
[ € (ker'Ly)® \ LoC>(TL) C C>=(T!). Para cada u € ker’L C D'(T?), utilizando a série
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parcial de Fourier de p nas varidveis (y,t), obtemos

(u, f) = < Z a7, k) ® ei(jy+lct)7f> _ Z (-, 4, k)7f><€i(jy+kt)7 1)
(

J,k)eZ? (4:k)€2?

= (27‘-)2<ﬂ('7 0, O)? f>

Como p € ker'L, temos fi(-,0,0) € ker‘Ly; logo (i, f) = (27)2{ji(+,0,0), f) = 0. Assim
f € (ker’L)°. Por outro lado, se existir u € C>(T?) satisfazendo Lu = f, entao teremos
Lot(+,0,0) = f, onde a(+,0,0) € C®(T.); mas tal fato nao pode ocorrer uma vez que
f € C>®(T') \ LoC>(T?). Portanto, se Ly nao é globalmente resolivel, entdao L nao ¢
globalmente resoluvel.

Repetindo argumentos de [BP] com ¢ = a+ib no lugar de a, veremos que Ly = c¢(z)-L
nao ¢ globalmente resolivel quando ¢ possui um zero de ordem infinita. De fato, note
que kerflLy = {v € D'(T!);cv = 0}, pois a tnica distribuicao constante que pode ser
dividida por uma funcao que é flat em algum ponto é a distribuicao nula. Por hipdtese
0 #F = {xeT! céflat em 2} # T'; logo OF # 0. Fixe x; € OF # (). Considere
g(z) =1 —cos(x —x1) e f =c/g € C(T), a qual é flat em z;. Para cada v € ker ‘L
temos g(fr) = cv = 0, logo fv = cpd(x — x1) + ¢10'(x — x1). A tnica distribuigao do
tipo cod(x — x1) + 16’ (z — x1) que podemos dividir por uma funcdo que é flat em z; é
quando ¢g = ¢; = 0, logo fr = 0 e, consequentemente, (v, f) = 0. Assim, f € (ker’Ly)°.
Por fim, se existir u € C*°(T') tal que Lou = f, entdao f = cu’ = fgu'. Tomando uma
sequéncia (y,) tal que y, = x1 e ¢(yn) # 0, para todo n € N, obtemos g(y,)u'(y,) = 1,
para todo n € N, logo u/(y,) — 00, 0 que é uma contradi¢ao. .

Consideremos agora o caso em que ¢ sé possui zeros de ordem finita e ¢~ *(0) # (. O
proximo resultado diz que uma condicao necesséaria para a resolubilidade global de L é

que A nao seja um numero de Liouville.

Lema 4.6. Suponha que ¢ *(0) = 0 ou que ¢ possui apenas zeros de ordem finita. Se

¢ um numero de Liouville, entdo L (dado por (4.1)) néao € globalmente resolivel.

Demonstracao: Note que se A ¢ um nimero de Liouville, entao Ly = 0, + A9, nao
¢ globalmente resolivel em T? (ver [BP]), ou seja, existe f € (ker’Ly)° C C*(T¢, )
tal que a equacao Lyv = f nao tem solucao v em COO(T%W)). Mostremos que cf €

(ker fL)° \ LC>(T?), o que significa que L nao ¢ globalmente resolivel, como querfamos.
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Para tanto, note que se u € D'(T?) e 'Ly = 0, entdo ‘Ly(cfig) = 0, onde i, denota
os coeficientes da série parcial de Fourier de 1 com relagao a variavel t. Desta forma,
temos (u, cf) = 2m{fip, cf) = 2m{ciiy, f) = 0, qualquer que seja u € ker‘L; logo cf €
(ker L)°. Finalmente, se existir u € C>®(T?) tal que Lu = cf, entdo 4y satisfaz c¢(x)(d, +

AOy)uo(z,y) = c(z) f(x,y) e como ¢ possui apenas um nimero finito de zeros (podendo

2
(zy)

contradigao. Portanto, cf € (kerL)°\ LC*(T?) e L nao é globalmente resoliivel.

ser nenhum zero), segue que a fungado wg satisfaz Lyig = f em T o0 que é uma

O

Para apresentarmos os resultados sobre a resolubilidade global de L, no caso em que

¢ s6 possui zeros de ordem finita e ¢~ *(0) # (), escrevemos
cH0)={r) < <an < TNy =T+ 27

Em cada 2, € ¢ !(0), denote por ny e my a ordem de anulamento (em z;) das fungoes

a e b, respectivamente. Considere também os seguintes subconjuntos de ¢1(0) :

Vi={r,cc(0); 2<my<2n,—1, my < oo, 1 <ny < oo}

Vo = {2, €c(0); 2ny — 1 <my <00, 1 < ny < oo}
O teorema a seguir é o principal resultado deste capitulo.

Teorema 4.7. Suponha que () # ¢71(0) = V,UVy e que X nao é um nimero de Liouville.
O operador L (dado por (4.1)) € globalmente resolivel se, para cada ¢ = 1,..., N,

ocorre uma das sequintes situagoes:

(I) {zp, w31} C Vi e existe n € (x4, x041) de modo que b nio muda de sinal nos

intervalos (xg,m) € (N, Toy1);

(IT) {z¢,zo11} C Va, b ndo muda de sinal em (x4, x411) € existe 6 > 0 tal que b = 0

nos intervalos (xg, x¢ + 0) € (T — 0, Toy1);
(IIT) z, € V1, 2411 € Vo, b nao muda de sinal em (xg, 2011) e b=0 em (o1 — 0, p41);

(IV) z; € Vo, xp11 € V1, b ndo muda de sinal em (x4, 2011) e b=0 em (x4, x + ).

Por outro lado, L ndo € globalmente resolivel quando existe £ € {1,... N} tal que

uma das sequintes situacoes se verifica:
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(V) {zg, 2001} C V1 e b muda de sinal mais de uma vez em (x4, o11);
VI) xz, € Vy e b muda de sinal em (xy_1,x,) ou em (xp, xp11) (onde xo = xn — 2).
+

Os resultados abaixo sao casos particulares do Teorema 4.7, onde separamos o caso
em que ocorre apenas zeros do tipo Vi e o caso em que ocorre apenas zeros do tipo V,. As
demonstracoes de tais resultados e a demonstracao do Teorema 4.7 serao apresentadas

nas proximas segoes.

Teorema 4.8. Suponha que ) # ¢71(0) = Vi e que X\ ndo é um nimero de Liouville.
Neste caso, o operador L (dado por (4.1)) € globalmente resolivel se, e somente se, b nao
muda de sinal ou b muda de sinal no mdzimo uma vez em cada intervalo (x, x4 1) (ou

seja, existe n € (x4, T41) tal que b nao muda de sinal nos intervalos (xe,m) € (N, T441)).

Corolario 4.9. Suponha que XA nao ¢ um numero de Liouville. Suponha ainda que

b=1(0) # 0 e que cada zero de b é de ordem finita > 2. Nestas condigoes, o operador

g . 0 0

¢ globalmente resoluvel.

Teorema 4.10. Suponha que X\ ndo é um nimero de Liouville e que () # ¢ *(0) = Vs.
Se existe 0 € {1,..., N} tal que b muda de sinal em (x4, z¢11), entdo L nao € globalmente
resolivel. Se b ndo muda de sinal em cada intervalo (x4, z11) € se existe & > 0 tal que

b=0 em (xg,x¢+ 0) U (xp11 — 6,2011), entao L € globalmente resolivel.
Dos teoremas 4.1 e 4.10 segue o seguinte resultado sobre operadores reais:

Corolario 4.11. O operador

0 0 0

¢ globalmente resoluvel se, e somente se, ocorre uma das sequintes situagoes:
(i) a='(0) =T
2
(i) a*(0) =0 e (a,0,\) satisfaz (DC4), onde o = (27r)1/ a (x)dw.
0

(iii) a=(0) # 0, a se anula apenas de ordem finita e X € nao-Liouville.
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Observagao 4.12. Quando a é uma fungao constante, o item (ii) do Coroldrio 4.11 e
o item (I) do Teorema 2.6 fornecem duas condi¢oes equivalentes para a resolubilidade

global do operador em questao.

Como consequéncia da demonstragao do Teorema 4.8, também seguird o seguinte
resultado sobre campos vetoriais no toro T?, os quais podem nao satisfazer a condicao
7 >

(P).

Corolério 4.13. Considere o operador 9;+(a(x)+ib(x))d, em T?. Suponha que ¢ = a+ib
se anule apenas de ordem finita e que O # ¢~ 1(0) = V1 UV,. Tal operador é globalmente
resolivel se para todo ¢ = 1,...,N ocorrer uma das condi¢oes de (I) a (IV) dadas no
Teorema 4.7. Por outro lado, o operador nao é globalmente resolivel se para algum ¢
ocorrer (V) ou (VI). Em particular, quando ¢c~'(0) = Vi, tal operador é globalmente

resoluvel se, e somente se, b muda de sinal no madrimo uma vez em cada intervalo

(xe, $e+1)‘

Quando b ndo muda de sinal em cada intervalo (x4, . 1), o Coroldrio 4.13 estd de

acordo com os resultados de [BD1].

Antes de iniciarmos as demonstracoes, vamos apresentar dois exemplos.

Exemplo 4.14. O operador

% + (sen®(x) + isen®(2z)) <% + (%)
é globalmente resoltivel. Com efeito, a fungio c(z) = sen?(z) + isen®(2z) satisfaz
¢ 1(0) = {0, 7} e as fungoes a(z) = sen®(x) e b(x) = sen®(2z) se anulam de ordem 3 em
0 e 7. Assim, estamos nas condi¢oes do Teorema 4.8. Além disso, nos intervalos (0, 7) e
(m,27), a fungao b(z) = sen®(2x) muda de sinal apenas uma vez; logo o operador acima
¢é globalmente resolivel.

Por outro lado, é interessante lembrar que o operador

0 5 .3 Jg 0
B + (sen°(t) + isen®(2t)) (% + 8_y)

nao ¢é globalmente resolivel, conforme Exemplo 2.15.
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Exemplo 4.15. Considere o operador
% + (sen(z) + isen®(2z)) (% + a_y) :

Para c(z) = sen(z) + isen®(2z), temos ¢ *(0) = {0,7}. Como a(z) = sen(z) se
anula de ordem 1 em z =0 e x = m e como b(x) = sen®(2z) se anula de ordem 3 nesses
pontos, estamos nas condi¢oes do Teorema 4.10. Além disso, como sen®(2z) muda de
sinal em (0, ), segue que o operador acima nao é globalmente resolivel.

Olhando o que ocorre quando o coeficiente depende da variavel ¢, obtemos o campo

0 0 0
g + (sen(t) + isen®(2t)) (% + a—y) ;
o qual também nao é globalmente resolivel pelo Teorema 2.6; para encontrar um subnivel

desconexo, basta proceder como no Exemplo 2.15.

Por outro lado, o operador

0 s a 0
! + (1 — cos(z) + isen’(x)) (% + 8_y)

estd nas condicoes do Teorema 4.10 e nao é globalmente resoltivel. Enquanto que

9, . a 0
pris (1 — cos(t) +isen(t)) (% - 8_3/)

é globalmente resolivel, pelo Teorema 2.6.
O

Organizaremos a demonstracao do Teorema 4.7 separando-a em partes. Demons-
traremos primeiro os teoremas 4.8 e 4.10, os quais sao casos particulares do Teorema
4.7.

O préximo resultado nos auxiliard na demonstracao de que L é globalmente resoltvel,
quando estiverem satisfeitas as condi¢oes apresentadas no Teorema 4.7. Tal resultado é
conhecido como “redugao médulo flat”(ver [BP], [BD1] e [BCP)).

Lema 4.16. Suponha que ¢~ (0) # 0 e que ¢ possui apenas anulamentos de ordem finita.
Além disso, se my > 2 oumy=ny =1, para todo { =1,..., N, entdo dada f € (ker'L)®,
existe u € C®(T?) tal que Lu — f € flat em ¢~1(0) x T=.
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Demonstragao: Como em [BP], Lema 2.1, basta resolvermos em uma vizinhanga de
{zo} x T?, para cada o € ¢ !(0). Sejam n e m as ordens de anulamento de a e b,
respectivamente, em x.

Utilizando a expansao formal em série de Taylor em uma vizinhanga de z(, podemos

escrever
a2 an(x — x0)" + apyr(x — 20)" T 4+
b~ by — 20)™ + by (v — 20)™ 4
w =~ ug(y, t) +ui(y, t)(x — x0) + ua(y, t)(x — 20)* + - -
e

f = foly, t) + fily, t)(z — z0) + foly, t)(x — x0)* + - - - .

Note que a,, # 0 e b,, # 0.
O préximo passo serd determinar uma sequéncia (ug)g=o C C*(T?) de modo que
Lu — f ~ 0. Para tanto, vamos considerar os seguintes casos: m =n =1, 1 =n < m,

l<n=m,1<n<mel<m<n.

Casol: m=n=1.

Neste caso, temos Lu — f ~ 0 se, e somente se,

Oyuo = fo, (4.3)

epara k > 1

k
O+ _(a; +iby)[(k = j + Dtg—jir + Ayur—j] = fi (4.4)

i=1

Para y' € T', a distribui¢ao §(x — x¢) ® (y — ') ® 1; pertence a ker ‘L (pois c(z) se

anula de ordem 1 em (). Assim,

2w 2w

0= f(a:Oa y/7 t)dt = fO(yla t)dt>
0 0

para todo ¢’ € T'. Portanto, a equagao (4.3) possui infinitas solucoes, as quais possuem

a forma geral

/O foly. $)ds + Coly).
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onde Cy € C>(T").

Vamos agora olhar para as equagoes (4.4), as quais se reescrevem na forma
atul + (al + ibl)Ul = fl — (Gl + 7;b1>)\ayU0

e para k > 2,

k

Our + (ar +iby) kg = fr— (a1 +ib1)ADyup—1 — Y _(a;+ib)[(k — j + 1)ts_j1 + ADyup_j]-
j=2

Como a; # 0, utilizando série de Fourier nas variaveis (y,t) e procedendo como na

demonstracao da Proposicao 2.17, podemos determinar sucessivamente a tnica solucao

de (4.4), para todo k > 1, obtendo uma sequéncia (uy)g=o que satisfaz (4.3) e (4.4).

Caso 2: 1 =n<m.

Quando 1 =n < m, temos Lu — f ~ 0 se, e somente se,

8,5U0 == fo, (45)
k
Orur + Y aj[(k = j + Dup_jor + ANyu—j] = fu, 1<k <m, (4.6)
j=1
e para k > m,
m—1 k
O+ Y aj[(k—j+Duk i1+ A1+ (a;+iby) [(k—j+ 1)k +Ayurj] = fi.
7j=1 j=m
(4.7)

Como no caso 1, a equacao (4.5) possui infinitas solugoes, as quais possuem a forma

geral

t
/ fo(y,s)ds + Cy(y), onde Cy € C>(T").
0

Para 1 < k < m, como a; # 0, podemos determinar sucessivamente a tnica solugao
de cada equacao (4.6), basta proceder conforme o que foi feito no caso 1 para as equagoes
do tipo (4.4). Analogamente, para k > m(> 2), a; # 0 implica que podemos determinar
sucessivamente a unica solucao de cada equagao (4.7).

Portanto, obtemos uma sequéncia (uy)g>o que satisfaz (4.5), (4.6) e (4.7).

Caso 3: 1 <n=m.
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Quando tal relagao ocorrer, teremos Lu — f ~ 0 se, e somente se,
(9tuj:fj, j:(),...,n—l, (48)

epara k >n

k
Opur + Y (a5 + ib))[(k = j + Dup—jir + Ayur—y] = fi. (4.9)

j=n

O anulamento de ordem n de c(x) em g implica que, para y' € T', a distribuigao

§(x—20)@0(y—y)®1, ((=1,...,n—1) pertence a ker’L. Assim,

2 27

0= [ O f(xoy t)dt=(0) [ fuly, t)dt,
0 0

para todo 3’ € T! e, portanto, cada equagao (4.8) possui infinitas solugoes, as quais

possuem a forma geral

AUw%wm+@@x

onde C; é uma fungao arbitraria em C>(T'), a qual serd fixada de maneira apropriada

posteriormente.

Para k = n, a equagao (4.9) se torna
O, + (an, + ib,)[ur + NOyuo] = fr (4.10)
e como n > 1, tal equagao tem solucao se, e somente se,
21
| G+ )l -+ 20,0 3 )t =0,
0
para todo y € T!. Sendo assim, reescolhendo a solucao u;, ou seja, fixando C; tal que
2 t
Ci(y) = 2 (a, + ibn))—lf (fn(y,t) — (a, + iby) [/ fily, s)ds + X0yu(y, t)}) dt,
0 0

segue que podemos resolver (4.10).
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A solucao geral de (4.10) é dada por

l[m—wmmmm+xmmm@@+@@,

onde, a priori, C,, é uma funcgao arbitraria em C>(T'). Repetindo esse processo recursivo
e fixando de maneira apropriada as fungoes Cy, Cs, . .., obtemos uma sequéncia (ug)g>o

que satisfaz (4.8) e (4.9).

Caso4d: 1 <n<m.

Neste caso, temos Lu — f ~ 0 se, e somente se,

8tuj:fj, jZO,...,TL—l, (411)
k
Opur + Y aj[(k = j + Dur_jpr + Ayup—j] = fr, n <k <m, (4.12)
j=n
e para k > m,
m—1 k
Oyuy + Z (Ij[(k‘—j—i- 1)uk_j+1 ~|—)\8yuk_j] + Z(CL]' +ibj)[(]€—j—|- 1)Uk_j+1 +)\6yuk_j] = fp.
j=n j=m
(4.13)

Como antes, o anulamento de ordem n de ¢(z) em zo implica que cada equagao (4.11)

possui infinitas solugoes, as quais possuem a forma geral

Abm@@+@m,

onde C; é uma fungdo arbitraria em C*(T'), a qual serd fixada de maneira apropriada

posteriormente.

Para k = n, a equagao (4.12) se torna
8tun + an, [u1 + AayUO] = fn (414)

e como n > 1, tal equagao tem solucao se, e somente se,

21
/ (fr — anlur + XOyuo))(y, t)dt = 0,
0
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para todo y € T!. Tal condicao est4 satisfeita se reescolhermos a solucio u;, ou seja, se

fixarmos C] tal que

Ci(y) = (2ma,) ™ /027T (fn(y,t) —ay {/Ot f1(y, s)ds + XOyuo(y, t)]) dt.

A solugao geral de (4.14) é dada por

/0 (fo = tnltr + A0yu0]) (31, 5)dls + Co(y),

onde C,, ¢ uma fungao arbitraria em C®(T?), a qual seré fixada de maneira apropriada
posteriormente.

Repetindo os argumentos acima, obtemos sucessivamente solugoes de (4.12), para
k=n,...,m— 1, de modo que, para qualquer C € C*(T'), u(y,t) + Ci(y) é ainda
solugdo da respectiva equagao (4.12).

Até aqui, obtemos sucessivamente ug, ..., Uy, ..., Uy,_1, solugdes de (4.11) e (4.12),
onde foi necessério fixar C1, ..., C,,_, apropriadamente.

Para k = m, a equacao (4.13) se torna
m—1
Oy, + Z a;j[(m —j 4 Dtm—jr1 + Aytm—j] + (@m + b)) [t + AOyuo] = frn.  (4.15)
j=n

Como m >n > 1 e a, # 0, podemos proceder como anteriormente, quando fixamos
as solugdes das equagoes (4.12), para obter solugdes u,,(y, t) + Cp,(y) de (4.15), onde foi
necessario fixar a funcao C,,_,+1. Do mesmo modo, obtemos sucessivamente solucoes
uk(y,t) +Cr(y) (K = m) de cada equagao (4.13), fixando as fungoes Cy,— i1, Crnns2, - - -
de maneira apropriada.

Dali, obtemos uma sequéncia (ug)r>o que satisfaz (4.11), (4.12) e (4.13).

Caso b: 2 < m < n.

Neste tltimo caso, temos Lu — f ~ 0 se, e somente se,

(9tuj:fj, j:O,...,m—l, (416)

k
Oyuy, + Z ibj[(k — 7+ Dug—jr1 + Noyup—j] = fro, m < k <mn, (4.17)
j=m
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e para k > n,

n—1 k
Opur+ Y ibj[(k—j+1)ur—j1+A0yun—j+ > _(a;+iby)[(k—j+1)ur_ji1+Ayun—j] = fi.
j=m j=n

(4.18)
Repetindo os argumentos do caso 4, obtemos uma sequéncia (ug)r=0 C C®(T?) que

satisfaz (4.16), (4.17) e (4.18).

Por fim, como em [BP], uma aplicacdo do Teorema de Borel (ver também [G]) nos
fornece uma funcao suave e com suporte compacto em uma vizinhanca de {x¢} x T?, u,
tal que (k!)~10%u(zo,y,t) = u, para todo k > 0. Consequentemente, Lu = f.

O que conclui a demonstragao do Lema 4.16.

4.1 Demonstracao do Teorema 4.8

Organizaremos a demonstragao do Teorema 4.8 dividindo-a em proposigoes.

Lembre-se que estamos considerando o campo (dado por (4.1))

0 . 0 0

e que estamos sob as seguintes condicoes: A nao é um numero de Liouville, ¢ possui

apenas zeros de ordem finita e

@7&0_1(0):{$1<...<1‘N<1‘N+1il‘1+271‘} (419)

=Vi={r,cc(0); 2<my <2ny,—1, my < o0, 1 <ny < oo}

Verificaremos primeiro que a condi¢ao de que b muda de sinal no maximo uma vez em
cada intervalo (z,, z,y1) é suficiente para que o operador L seja globalmente resolivel.
Isso sera feito com as proposicoes 4.17 e 4.18.

Dada f € (ker'L)°, precisaremos mostrar que f € LC*(T?). Do Lema 4.16 segue que
existe v € C®(T?) tal que Lv — f é flat em ¢~ 1(0) x T?. Como Lv — f € (ker’L)°, se
pudermos encontrar u € C*°(T?) tal que Lu = Lv — f, entdo teremos f = L(v —u) €
LC>(T?). Portanto, do Lema 4.16 segue que podemos supor que o segundo membro (f)

é flat em ¢71(0) x T2
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Proposicao 4.17. Suponha que c¢ possui apenas anulamentos de ordem finita e que
0 # c1(0) = Vi, como em (4.19). Suponha ainda que X\ ndo é um nimero de Liouville
e que b nao muda de sinal em cada intervalo (xy,xer1), £ = 1,..., N. Nestas condigoes,

para cada f € (ker'L)° que € flat em ¢=*(0) x T?, existe u € C°°(T?) tal que Lu = f.

Demonstragao: Dada f € (ker’L)°, f flat em ¢~'(0) x T?, vamos procurar u € C>(T?)
tal que Lu = f. Utilizando série parcial de Fourier nas variaveis (y,t), segue que Lu = f

se, e somente se,

~

c(x)opu(x, j, k) + i(k + c(x)Nj)au(z, 5, k) = f(x, 7, k), (4.20)

para todo z € Tt e (j, k) € Z%
O problema agora se resume a encontrar sequéncias (-, j,0),ez e u(-,7,k) (j € Z e
k #0), que sao solugoes de (4.20) e que decaem rapidamente. Vamos olhar separada-

mente os casos k=0, €Z ek #0, j € Z.

Caso 1: k=0,5€Z

Quando k = 0, a equagao (4.20) se reduz a

~

o u(x, 7,0) +iNju(z, 7,0) = f(x,,0)/c(x), (4.21)

para todo x € T! e j € Z. Neste caso, a busca de uma sequéncia de solugoes (-, 7,0) (em
C>®(T")) que decaia rapidamente fica semelhante ao que foi feito no caso tubo (Capitulo
2).

Para j = 0, precisamos resolver d,i(z,0,0) = f(x,0,0)/c(z). Como ¢ se anula
apenas de ordem finita, existe (1/c) € D'(T?) tal que ¢(1/c) = 1 (tal distribuigao pode
nao ser unica). Célculos diretos mostram que (1/¢)(x) ® 1, ® 1, pertence a ker’L, logo

2

2T f(,0,0) /e(x)dr = (21) 72 [ fle = 2m)72((1/c)(z) @ 1, ® 1;, f) = 0. Sendo assim,

podemos fixar a solucao
(x,0,0) = / f(a',0,0)/c(a")d’.
0

Com o objetivo de resolver (4.21) para j # 0, suponha primeiro que A € R\ Q e que

A ndo é um numero de Liouville. Segue do Lema 1.6 que cada equacao (4.21) possui
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uma unica solucao, a qual podemos escrever na forma

i(x,7,0) = (1 — e 2mA) =1 /27r exp{—iXja'} f(x — 2/, 7,0) /e(x — o) dx’. (4.22)
0

Como A é um irracional nao-Liouville, existem constantes C' > 0 e v > 0 tais que
|7+ jA| > C(|j] +|7]) 7, para todo (j,k) € Z*\ {0}; logo vale (DC2) e pelo Lema 2.23
vale (DC3), ou seja, existem constantes C’ > 0 e 7' > 0 tais que |1 —e~2™N| > C'|5|~,
para todo j € Z \ {0}. Além disso, (f(-,, k)/c(-))(jkyezz decai rapidamente, logo a
sequéncia (4(-, 7,0)) ez também decai rapidamente.

Suponha agora que A =p/q € Q,ondepeZeqge N ((p,gq) =1seX#0oup=0e
g =1se X =0). Para os indices j € qZ (o qual é vazio se ¢ = 1), a equagao (4.21) possui
uma tnica solugao, a qual também é dada pela férmula (4.22). Além disso, tal sequéncia
de solugdes também decai rapidamente, pois (f(-,7,k)/ c(+))(jk)ez> decai rapidamente e
|1 — e 2|71 (j € Z\ ¢Z) é limitada (ja& que |7 + \j| = |7 + pj/q| > 1/q, quaisquer
que sejam 7 € Z e j € Z \ qZ). Quando j € ¢Z \ {0}, a equagao (4.21) possui infinitas
solugdes, pois fozﬂ f(x,7,0)/c(x)e=dz = 0, uma vez que [¢M7 /c(z)|@e ¥ ®1, € ker L.

Assim, para cada j € ¢Z \ {0}, podemos fixar a solucao
i0,3,0) = [ exp{ii(a’ = 0)} (', 5,0)/cla') .
0

Novamente, o decaimento rapido de (f(-,j, k)/c(:))(jkyezz implica que (a(-, j,0));jeqz de-
cai rapidamente.
Portanto, obtemos uma sequéncia de solugoes de (4.21), (-, 7,0) € C>(T) (j € Z),

a qual decai rapidamente.
Caso 2: k#0,j € Z

Neste caso, mostraremos inicialmente que (4.20) tem uma solugao suave em cada
intervalo [xy, x¢11], a qual é flat em {zy, 2,11}, onde £ = 1,..., N. Note que, em (24, 41 1)

a equagao (4.20) se torna

A

oyu(x, j, k) +i(k/c(x) + Nj)u(z, 5, k) = f(x,7,k)/c(z), (4.23)

para todo (j, k) € Z x (Z\ {0}).

Por hipétese, b ndo muda de sinal em (x4, 2p41).
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Suponha primeiro que b > 0 em (x4, xp41). Se k > 0 e se x € (x4, x411) esté fixado, a

funcao
T b4 "
(xg,x)ax’lﬁexp{—k/l r&(s)ds—l—My(w'—x}} [, k)/c(a)

estd bem definida e pertence a C®((zy, x)), além de ser limitada em (x,, z). Assim, fica

bem definida a funcao

&(x,j,k:)i/xexp{—k/:;—i_—_i_i;(s)ds—i—i)\j(x’—x)} F@ g, k)o@ )dr (4.24)

Ty

para x € (xg,xp41), J € Z e k € N.

O préximo passo serd verificar que (-, j, k) € C>®((xy, xe41)). Para tanto, seja n €

(¢, xg41) e considere a funcao

Bin(z) = @/n (k/e(s) + Aj) ds — /n (k%(s) +i)\j> ds, @ € (20, 70,1).

Podemos reescrever 4(-, 7, k) da seguinte maneira

(x, j, k) = exp{—0x(x)} /fﬁ exp{0; ()Y f (2, 4, k) c(z')dx', © € (2o, 2041).

Como b > 0 em (x4, 2p41), kK > 0 e como

/ v b
| exp{0;x(x")}| = exp {k:/n m(s)ds} :
segue que a fungao
exp{0;(x")}f(2', 5, k) Je(a’)

é suave e limitada em (x, 4,1 — €), para todo € > 0 suficientemente pequeno. Assim, o

Teorema Fundamental do Célculo implica que

| o0 e

Te



100 Capitulo 4 — Outro operador com imagem fechada e de codimensao infinita

é uma fungao suave em (xy, xp41 — €), qualquer que seja € > 0 suficientemente pequeno;

IOgO ﬂ('aj7 k) < COO((*TZMIZ-H)) €

Opti(x,j, k) = — 0 (2)i(x, j, k) + f(x,§.k)/c(x)
= ——i(k/c<x>«+-xj>a<x,j,k><+.f<x,j,k>/c<x>,

ou seja, u(-, j, k) é solucdo da equagao (4.23).
Mostremos agora que (-, j, k) ((j, k) € Z?, k > 0) é flat em {zy, 2441}

Para x € (x4, x441), temos

il < [ e { <k [ s b el
< [l my e

e como f(-,j,k) é flat em ¢ 1(0), utilizando a férmula de Taylor com resto integral e

considerando g = f /¢, escrevemos

P g, k) ela’) = <xLmzﬁiﬂﬁ/a—WH@meW—mmwm.

(n—=1! Jo
Assim,
2" — @ 2" — @ | o
(@5, k) fe(a)] < m\laxg(nj,k)ﬂoo < m\la 9lloo; (4.25)
onde obtemos a constante positiva C, |<| g”f;o que nao depende de (j, k) e satisfaz
n—1)!

Cn|$ _ Z’g'n—H

_ o n+1
= = O(|x — z|"), (4.26)

a(z, j, k)| <

para todon € Z, .
Em particular, a(zy, 7, k) = 0.

Olhemos agora perto de z441. Para h < 0 e |h| suficientemente pequeno, temos

a($g+1 + haja k) -

et et 4 g -y T
exp | —k m(s)derMJ(iU — gp1 — h) o f@, 5, k) /c(a)dx’ =
Ty T

/



4.1 Demonstracao do Teorema 4.8 101

Ter1t2h et p +da \ N
expq —k m(s)ds +iNj (2" — ey — B) (2,5, k) e(2)da'+
Ty T

/

Top1+h Tgp1+h b+ia o
[ e o [ S s+ i s = 1)} S0 el

e+11+2h !

Vamos estimar esses dois ultimos termos. O primeiro deles satisfaz

zet1+2h eath 4 .
exp —k CLz——I—bQ(S)dS + Z)\](ZE — Tp41 — h) (l’ jv )/C( )
Xy z

!

xg+1+2h :L‘g+1+2h b xg+1+h b .
| f/¢lloo /W exp {—k:/m/ m(s)ds} exp _k/xg+1+2h a2—+b2(s)d5 dx’.

Para h < 0 e |h| suficientemente pequeno, as hipdteses b > 0 e k > 0 implicam que

z‘g+1+2h b
exp {—k‘/ —(s)ds} <1, o € (xg,xp01 + 2h).

, a? + b?

Assim,

Toy1+2h $[+1+h b—l—@& o
[ e {on [T SRR s 4 i@ s = 1)} 70 et
Ty z’

Il [ s b
|lso exp —k/ ——=(s)ds p dx
xyp ZTor1+2h a?+b?

e como myy1 < o0 e 2 < mypy < 2ng1 — 1, podemos escrever

b

;:ﬁ@%%wﬂ—ﬁwﬁ@,@>%,

para todo s em um intervalo (xy11 — 0,2¢41), onde S(zp1) #0e 0 <7 < [(s) < M.

Desta forma, para |h| suficientemente pequeno, obtemos

el [ s b
¢l oo exp —k/ ———(s)ds pdx’ <
Ty Toy1+2h a2 + b2

_k‘r 1 x[+1+h
1f Jelloless — wel exp ( ] ) _
h (P =1) \(@p31 = )7 Tpt1+2h

—kr |
1f/clloolwers — we| exp { (p—1) <2p—1|h|p—1> } <
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I$/ellelores = adesp { = (ot ) | =000, @)

para todo n € N, uma vez que p > 1 e r > 0 (veja Lema 1.8).

Para o segundo termo, temos a estimativa

xor1+h Teprth o 1 ia A
/ exp {—k/ — 5 (8)ds +iNj(z) — e — h)} f(@, 5, k)/c(z')dr’| <
To+1+2h x! a®+b
zep1+h
[ i et <
.22@+1+2h
Zey1th on+l _q
Co [ i — e = Bt < oy, )
ZTor1+2h n+1

para todo n € Z,, onde utilizamos novamente a férmula de Taylor (agora em uma

vizinhanga de z,,1) para obter a constante positiva

_ 1929l
Cn = (n—1)V

a qual nao depende de (j, k), como em (4.26).

Das estimativas (4.27) e (4.28) segue que

[u(zep1 + h,j, k)| <

—r (271 @2 = 1)Ch iy .
I elleloren = alexp { = (ot ) b B 2 b = ogal

(4.29)

para todo n € Z,.

Em particular, de (4.29) segue que @(z¢11,Jj, k) = 0.

Em resumo, mostramos que (-, 5,k) (j € Z e k € N) é uma fun¢ao suave em
(¢, e41), solucdo de (4.23), a qual se estende a uma fun¢do continua em [z, xo41] €
tal que u(xy, j, k) = 0 = u(xp41, j, k). Mais ainda, utilizando a identidade (4.23) e um
processo recursivo, verifica-se que estimativas andlogas a (4.26) e (4.29) valem para as
derivadas 97'u(-, 7, k), m € N. Consequentemente, u(-, j, k) (dada por (4.24)) se estende

a uma fungao suave em [xy, xo41], a qual é flat em {xy, 2,41}
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O préximo passo serd resolver (4.23) para k < 0, supondo ainda que b > 0 em

(¢, xp41). Fixado x € (2, x441), note que a fungao

Y b+ia

) 30 v exp{ b [ SRR (s 4 N - )} F ) el

estd bem definida, além de ser suave e limitada em (z, xpy1). Assim, podemos definir

. . e T b+ia N
itegi) = = [ e ok [TEER s 1 i = 0} fo b ety
(4.30)
para x € (g, pp1) € k < 0.

Como antes, vamos reescrever 4(-,j, k) para mostrar que tal fungdo é suave em

(¢, £¢41). Utilizando novamente a fungao

b+ ia

0.n(z) = 2/77 (k/c(s) + A\j) ds = /n (km(s) +w) ds, @ € (20, 3001),

reescrevemos (-, 7, k) na forma

Te41 .
w(z, g, k) = — exp{—ﬁjk(x)}/ exp{0;r(z)} f(2', 4, k) /c(x')dz', x € (x4, xe11)-
Como b > 0 em (zy,x¢41) € k < 0, para todo € > 0 suficientemente pequeno, a fungao

eXp{ejk(I/>}f(x,7 jv k)/C(ZL‘/)

é suave e limitada em (zy + €, 241 1). Assim, do Teorema Fundamental do Célculo segue

que

/ - exp{6y(2')}(fiu/¢) (2')da’

é suave em (x,+€, ro4 1), qualquer que seja € > 0 suficientemente pequeno; logo (-, j, k) €

C>((xp, xp41)) €, além disso, temos

Ot j.k) = — O (2)a(e, j k) + f(z, 4. k) /e(2)
= —z(k/c(w)+)\3) (3: ]7 )—{—f(l',j,/{,‘)/c(l'),

ou seja, u(-, j, k) é uma solucao de (4.23).

Afirmamos que a solugao (-, j, k) (k < 0) é flat em {x/, xo11}.
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Note que, como em (4.26), obtemos

o e © _—
et < [ ew ok [T s i el

Te+1 Colx — xpq [P "
< [ e « A o -, @an

para todo n € Z,.
Agora vamos estimar |i(z, 7, k)|, para x préximo de xy.

Para h > 0 suficientemente pequeno, temos

Top1 zo+h b .
w(xe + h,J, < exp 4 — ——(s)ds x5, k) /c(x)|dx” =
1 h,j,k k ds ¢ |f(2, 7,k Nlda'

o+h ’ a2+62

zg+2h wth g )

| ook [ s et ) e+
Tet1 xot-h b

/p{"“/ m<8>d8}l (', k) ela)|da’ =
zo+2h neth g

/ eXp{""/m, m<3>d8}l (2, . k) fela)|da'+

Te41 xz+2h b Z‘g-i-h b . o / /
/mz+2h P {_k/x/ a? + b? (s)ds = k/xﬁ% a? + bQ(S)dS} |f (@', k) fe(a)ldar”

Como antes (ver (4.28)), a primeira das duas integrais acima é estimada por

(2n+1 _ 1)Cn

SR = O(Jhl ), (432)

para todo n € N, ao passo que, para h > 0 suficientemente pequeno, a segunda integral

possui a estimativa

To41 zo+2h b zo+h b o , )
/wﬁ% exp {—k’/ﬂ m(s)dé’ - k/zHQh (12——|-b2(s)d$} |f (@', 4, k) /e(a")|da” <

Tyl zo+h b .
[ e {—k / ﬁ<s>ds} @ g k) el d,
Iz+2h x4+2h a + b

uma vez que k < 0 e b > 0 nos fornece o controle

zp+2h b
exp {—k:// a2—+b2(3)ds} <1, 2 € (xg+2h,x11).
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Assim, como em (4.27), a segunda integral é estimada por

kr' (207 -1
I#/ellaloess = adexo { s (5 ) | <

/

I$/elleleess = dexp { = (s ) =00, men, a3y

b

onde escrevemos

(s) = (s — zy)Pa(s) em um intervalo (xy,zy + 0), com p > 2,
a

2_|_b2
alxg) #0e 0 <1 <a(s) < M'; uma vez que my < 0o e 2 < my < 2ny — 1.

Das estimativas (4.32) e (4.33) obtemos

[@(xe + h, j, k)| <

o+l _1)C, (2l .
C It 1 elcboess = exo { s (Sey ) = OURI, (430

(p—1) \ 207 he—!
para todon € Z,.

Portanto, das estimativas (4.31) e (4.34) segue que a funcao u(-,j, k) (k < 0) se
estende a uma fungao continua em [z, z411], a qual satisfaz u(zy, j, k) = 0 = W(ze41, 7, k).
Mais ainda, utilizando a identidade (4.23) e um processo recursivo obtemos estimativas
andlogas para todas as derivadas 97'u(-, 7, k), m € N; logo u(-, j, k) (dada por (4.30))

pode ser estendida a uma fungao suave em [z, xp41], a qual é flat em {xy, z,41}.

Agora vamos dizer como construir solugdes para (4.23) no caso em que b < 0 em
(2, 2p41). Neste caso, para k < 0 definimos 4(-, j, k) como em (4.24), enquanto que
para k > 0 definimos (-, 7, k) como em (4.30). Como antes, obtemos uma sequéncia de

solugdes u(-, j, k) que sdo infinitamente diferencidveis em [z, z4.1] e flat em {xy, 2441}

Como o intervalo (xy, xp41), com £ € {1,..., N}, foi tomado de maneira arbitraria e
como as solugoes construidas nesses intervalos sao flat em {zy, x411}, podemos definir,

para cada (j,k) € Z* com k # 0, uma solucio (-, j, k) de (4.20) em C>(T?).

Para concluir a demonstragao precisamos provar que (4(-, j, k))(jrezxz\{0}) € rapi-
damente decrescente. Precisamos mostrar que, para todo v € Z, e n € Z,, existe
C =C(y,n) > 0 tal que

(3] + K1) (2, 3, k)] < C,
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para todo z € T! e todo (j,k) € Z x (Z\ {0}). Note que é suficiente encontrar, para
cada ¢ € {1,..., N}, uma constante C' = C({,~,n) > 0 tal que

(171 + 1K) @™ (z, 4, k)| < C,

para todo x € [z, z411] € todo (7,k) € Z x (Z\ {0}).

Suponha que b > 0 em [z, z411] (0 caso em que b < 0 é andlogo). Da defini¢ao das
fungoes u(-, j, k) (ver (4.24) e (4.30)) segue que ¢ suficiente provar o seguinte: quaisquer

que sejam v, € Zy, v2 € Zy e 3 € Zy, existe C = C(y1,72,73,¢) > 0 tal que
1 P2 e() |2 (e, 5, k)] < C,

para todo x € [xy, xei1] € (J, k) € Z x (Z\ {0}).

Denotando g = f/e € C(T%), temos §(z,j, k) = (.4, k)/e(z) e 71 k74(x, . k) =
(=1)n+2(90m2) g) (x, §, k). Assim, para k > 0 a defini¢io (4.24) implica que

71 k2 (@) fal, g, k)| =

je(z)[™™

[ [ G s it - f @0 gt |

Mais ainda, procedendo como em (4.26), (4.27) e (4.28), com (9172 g)(z', 5, k) no
lugar de f(a,j, k)/c(2), obtemos uma constante C; > 0 (que nao depende de (j, k)) tal

que

je(@)[ <O,

x xX b - .
/ exp {—k/ ﬂ(s)ds +iNj (o’ — :1:)} (002 gy (! §, k)da'
i) T

’ a/2+b2

quaisquer que sejam = € (xy,xe11) € (7, k) € Z x N. Note que, olhando em um intervalo
[z¢+6, 2011 — 6], a existéncia de tal constante C; segue do fato de que |¢(z)|~7® é limitada

e [[(0©072)g) (- 5 K)o < [|0©172)g|| o, além do fato de que k > 0 e b > 0 em [z, 7441].

Analogamente, para k < 0, usamos a defini¢ao (4.30) e procedemos como em (4.31),

(4.32) e (4.33), obtendo uma constante Cy > 0 (que nao depende de (7, k)) tal que
R (@) [ (g, k)| < Co,

para todo x € (xy, xpy1) € para todo (j,k) € Z x (Z_\ {0}).
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Portanto, a sequéncia (i;)(; k)ezx (z\{0}) decai rapidamente.

O que conclui a demonstracao da Proposigao 4.17.
O

O proximo resultado generaliza a proposi¢ao anterior, permitindo que b mude de

sinal (no maximo uma vez) em cada intervalo (z¢, zy1).

Proposicao 4.18. Suponha que c¢ possui apenas anulamentos de ordem finita e que
0 # c1(0) = Vi, como em (4.19). Suponha ainda que X\ ndo é um nimero de Liouville
e que, para cada ¢ € {1,..., N}, existe n € (x4, 251) tal que b nao muda de sinal em
cada um dos intervalos (x4,m) € (1, xey1). Nestas condigies, para cada f € (ker’L)° que
¢ flat em c¢71(0) x T?, existe u € C*°(T?) tal que Lu = f.

Demonstragao: Seja [ € (ker’L)°, f flat em ¢~!(0). Vamos procurar uma solugio de
Lu = f em C*(T?). Utilizando série parcial de Fourier nas varidveis (y,1), segue que
basta encontrar uma sequéncia rapidamente decrescente (-, j, k)jrezz C C®(T"), tal

que cada u(-, j, k) seja solugao de
o(x)dyii(w, j, k) + i(k + c(x)Aj)i(x, j, k) = f(x, 4, k), = €T (4.35)

Quando k = 0, procedendo como na demonstragdo da Proposigao (4.17), obtemos

uma sequéncia u(+, j,0) que satisfaz as propriedades requeridas acima.

Para k # 0 e j € Z, mostraremos que (4.35) tem uma solugao suave em cada intervalo
[xg, T¢11], @ qual é flat em {z;, 2.1}, paral=1,... N.

Os casos em que b > 0 ou b < 0 em (xy, x441), ja foram feitos na demonstragao da
Proposicao 4.17.

Suponha, agora, que existe n € (g, xp41) tal que b > 0 em (x4, 1) e b < 0 em (1, Tpyq).

A equagao (4.35) restrita a (xy, £,41) torna-se

Opu(x, 3, k) + i(k/c(x) + Nj)u(z, 4, k) = f(x, 7, k)/c(x), (4.36)

para todo (j, k) € Z x (Z\ {0}).

Considere
(T k . T b+ia N
Op(x) = 2/77 (@ + A]) ds = /77 (km(s) + Z/\j) ds.
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Para k > 0, defina
w(z, j k) = eXp{—ij(:E)}/ exp{ij(x')}f(:B’,j, k)/c(x")dx', (4.37)
Ty
para x € (xy, xs41). Como b > 0 em [z, 7] e como f(-,j, k) é flat em z;, procedendo como

na demonstracao da Proposi¢ao 4.17 verifica-se que 4(+, j, k) pertence a C*([xy, 211)) €

que u(-, 7, k) é flat em z,. Além disso, (-, j, k) é solucao de (4.36).

O préximo passo serd mostrar que u(-, j, k) também é flat em z,,,. Para tanto,

precisaremos reescrever a solucao u(-, j, k).

Como b >0 em (x4,7n) e b <0 em (n,x,41), a identidade

ol [[3(o)a)| com s [ ) s

implica que, para todo k > 0, a fungao exp{6;;(z)} é limitada em (x, z411). Mais ainda,

| exp{f;n(2)}| =

como my < 0o e 2 < my < 2ny — 1, podemos escrever

b

) = (-2 als), (p>2),

para todo s em um intervalo (x, z, + J), onde a(zy) #0e 0 <1’ < afs) < M'. Sendo

assim, de (4.38) segue que a funcao

Vil(z) = { exp{b;r(z)}, se € (xp,xp41)

0, se x €T\ (zg,0011)

é flat em x,. Do mesmo modo, como myy; < 00 e 2 < My, < 2ngy1 — 1, verifica-se
que 1, ¢ flat em x4 1. Assim, 1, € C*(T') e como ¢ $6 possui zeros de ordem finita,
Yjr/c € C®(TY). Célculos diretos mostram que (v;1./c)(x)e 0¥+ pertence a ker*L;
logo

Te+1 .
/ exp{b;x(z)} f(z, j, k)/c(x)dx = 0, para todo k > 0. (4.39)

T

Em particular, podemos reescrever cada solugao (-, 7, k) da seguinte maneira

Wz, j, k) = — exp{—0;(x)} / T exp {0 (@) (@, k) fela)d, para @ € (w, zien).
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Utilizando a expressao acima e os mesmos argumentos da demosntracao da Propo-
sicao 4.17, podemos verificar que (-, j, k) é flat em x,, ;. Portanto, a(-,j,k) (k > 0) é
suave em [z, xo41] e flat em {zy, z411}.

Para k < 0, consideraremos a solugao de (4.36) dada por
(x4, k) = exp{—ﬁjk(a:)}/ exp{fx(z)} (2, §, k) /c(z)da', © € (x4, 20y1).  (4.40)
n

E claro que @(-, j, k) é suave em (x4, 2441) e seguindo novamente os argumentos da
demonstragao da Proposigao 4.17, verifica-se que 4(+, j, k) (k < 0) é suave em [z, T411],

flat em {xy, xo41} e satisfaz (4.36).

Suponha, agora, que existe n € (y, xpy1) tal que b < 0 em (xp,m) e b > 0 em (1, 2p4q).

Neste caso, para k > 0 definimos (-, j, k) como em (4.40), ou seja,
3. 1) = exp{~0(0)} [ exp{(a)} .3, 0)/e(w)de', para @ € (an, i)
n
enquanto que para k < 0 definimos u(-, 7, k) por

fb(l’,j, k) = —exp{—é’jk(x)} /U+l eXp{ij(I‘,)}f(fL‘7j, k)/c(:t’)dm', para r € (ZL‘[,ZL‘[.;,_l).

Procedendo como antes (demonstragao da Proposi¢ao 4.17) segue que, para k > 0,
u(-, j, k) define uma solucao de (4.36), a qual é suave em (x4, zs41) € flat em {4, 2441}
Do mesmo modo, quando k < 0, a solucdo u(-, 7, k) é suave em (x4, xy11) e flat em x4y 4.

Mais ainda, procedendo como acima, temos

Te+1 “
/ exp{0;,(z)} f(2', . k)/c(a")dx' =0, para todo k < 0;

T

0 que nos permite reescrever
w(z, j k) = eXp{—ij(x)}/ exp{0,x(z")} f (2, 4, k) /c(2)da!, para todo = € (14, xpiy).
xy

Utilizando essa ultima expressao e procedendo como na demonstracao da Proposicao
4.17, verifica-se que (-, j, k) também é flat em x,.
Como ¢ € {1,..., N} foi fixado arbitrariamente e como cada solucao de (4.36) cons-

truida acima é flat em {z,, 411}, podemos colar essas solugdes de modo a obtermos
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uma sequéncia (-, j, k) mezxz qor C C°(T) tal que cada termo a(-, j, k) ¢ solucao de
(4.35).

Por fim, aplicando os mesmos argumentos que foram utilizados na demonstragao da
Proposigao 4.17, verifica-se que tal sequéncia é rapidamente decrescente.

Portanto, a demonstracao da Proposicao 4.18 esta completa.

O

A préxima proposigdo mostra que, nas condi¢oes do Teorema 4.8, o fato de que
b muda de sinal no maximo uma vez em cada intervalo (zy,xzy + 1) é uma condigao

necessaria para a resolubilidade global de L.

Proposigao 4.19. Suponha que ¢=1(0) # 0 e que ¢ possui apenas zeros de ordem finita.
Além disso, suponha que existe £ € {1,..., N} de modo que m; < o0 e2 < my < 2n,—1.
Se b mudar de sinal pelo menos duas vezes em (xy,2pi1), onde x; € Topq SO 2€T0S

consecutivos de ¢, entao L nao € globalmente resolivel.

Demonstragao: Iremos construir uma fungao f € (ker L)°\ LC>(T?), a qual, por meio

de sua série parcial de Fourier nas variaveis (y, t), serd escrita na forma

Fleant) =3 F.0, ke (4.41)

k=1

onde f (+,0,k) € C>=(T?') sera escolhida a seguir. Note que a funcao f depende apenas
das variaveis (z,1).

Como my < 00, temos b > 0 ou b < 0 em algum intervalo (z,, x; 4+ 0). Multiplicando
L por —1 e efetuando a mudanca de variaveis (X,Y,T) = (x,y, —t), podemos supor que
b>0em (xp x4+ 9).

Por hipétese, b muda de sinal ao menos duas vezes em (x4, 2¢11); assim, podemos
encontar pontos xry e xy tais que xyp + 0 < x1 < 9 < Tyy1, b(x1) <0 e b(zg) > 0.

Definindo

o =inf{x € (x1,22);b(s) =0, s € (z,x9)},

obtemos b > 0 em (o, z3) e obtemos uma sequéncia o, — o, tal que o, < o e b(o,,) < 0,
para todo n € N.

Fixemos ¢y € C°((0,x2)), uma fungdo com as seguintes propriedades: b > 0 em
supp Y1, Y1 = 0 e fg“ P = 1.
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Tomando n suficientemente grande, obtemos um ponto 7 = g, < o tal que b(n) < 0
e nz ﬁ(s)ds > 0, para todo x € supp ;. Como b(n) < 0, existe € > 0 tal que b < 0
em (n,n+ €). Agora fixe ¢y € C((n,n + ¢€)) tal que 13 > 0 e f:f“ 1y = 1.

Estamos quase prontos para definir as fungoes f (+,0, k). Para tanto, considere ainda
Yo = supsupp i, e M = — y?fe ﬁ(s)ds > 0.

Para k& > 0, defina

~

(.0, k) =
o(z)etM {%(@ exp {—m /n ’ %W(s)ds} 41 (2) exp {—ik /n ' %ds} dk] ,

onde
To41

dp = — Po(x) exp {k/m (ﬁ;:_lﬂ(s)ds} dx.
0

Ze

Note que f(, 0,k) = 0 em uma vizinhanga de x; e em uma vizinhanga de 1, pois

supp f(-,0, k) C supp by Usupp by C (7, Toy1)-

Afirmamos que a sequéncia f (+,0, k) decai rapidamente. De fato, note que

inf supp 12 b
|di| < exp{k/ ds} < 1, para todo k > 0,
n

m(s)
exp { =ik / e

b
:exp{—k/ —(s)ds} <1,
y @* 02

para todo x € supp?; e k > 0. Assim, o fator e *™ garante o decaimento rapido de

f(-,0,k); consequentemente, (4.41) define uma funcdo f em C(T?).

O préximo passo serd mostrar que f pertence a (ker’L)°. Seja p uma distribuicao

em ker ‘L. Utilizando série parcial de Fourier nas varidveis (y, ), obtemos
8£(Cﬂ<'7j7 k)) + Z(k + /\jc)la(vju k) = 07 (.]7 k) S ZQ‘

Como f(’?j? k) =0sey 7é 0, temos <[j’<7 —J; _k)m]g('?j? k)> = 0, para todo j 7£ 0.
Quando j = 0, obtemos

B, (cii(-, 0, k)) + ikfu(-,0,k) = 0, k € Z. (4.42)
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De (4.42) segue que, no intervalo (zy, x¢y1), temos

i, 0, k) = %exp {—@'k /n Tls)ds} (C € C);

logo

.0.0.6) = Ci [ (0/e)a)exp { i [ Lisha

para toda ¢ € C2°((z¢,xe41)) € k € Z.
Como f(-,0,k) € C°((x¢, 2¢41)), temos

1

(u(-,0,=k), f(-,0,k)) = C_y /027r xp {Zk /: c(s)

ds} f(x,0,k)/c(z)dx =

C_ye M /0 2”[%(33) exp {k: /n ) GQ—:)_bQ(s)ds} + i (2)]dx = 0.

Assim,
oo

<:u7 f> - 2(271-)2<:u('7 0, _k)a f(? 0, k» =0,

k=1
qualquer que seja pu € ker’L; logo f € (kerL)°.
Para concluir a demonstracao veremos que Lu = f nao tem solucao u em C*(T?).

De fato, se existe u € C*(T?) tal que Lu = f, entao
o(2)0pi(x, 0, k) + ika(x,0,k) = f(x,0,k),
para todo k > 0 e x € T'. Em particular, para x € (x4, z441), podemos escrever
w(z,0,k) = vg(z) + wy(x),

onde
vp(z) = exp {—ik /: %ds} /zj exp {zk /:l c;—s)ds} fla',0,k)/c(a’)da!

wy(z) = Cp exp {—z’k /T7 %ds} (Cy € C)

w
é uma solugao geral da equagao homogénea wy (x) + zk:?k(x) =0, x € (v, Te1)-
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Note que, vg(z) = 0 para todo x < infsuppiy, uma vez que para tais z, temos

~

f(z,0,k) = 0. Em particular, lim+ vg(x) = 0.
Por outro lado,

:Eﬁxz
| b
exp q —ik i @ds =expl —k i m(s)ds

e 2 < my < 2ny—1; donde segue que lirn+ |wi(x)| = 00, se Ck, # 0. Como u(xy, 0, k) =0,
(lf—>113£

devemos ter Cy = 0. Assim, 4(+,0, k) = vy e, consequentemente,

|i(n +€,0,k)| =

/

‘ n+€ 1 n+€ . x 1 a . ,
exp {—zk‘/q7 @ds} /me exp {Zl{:/77 ) R (s)ds} o (") dx

{k/ b <>d}—kM/”+€ {k/ b <>d}w<'>d'>
exp ] — ———(s)ds p e exp s)ds p o2 )dz' >
. a2+62 2 . a2+b2

{k( /n+e n+e Yo b ( )d
exp — +/ +/ ) S s} =1,
n Yo n a® + b?

o que é uma contradigao, pois u(-, 0, k) decai rapidamente.

e—kM

O

Em resumo, a demonstragao do Teorema 4.8 segue das proposicoes 4.17, 4.18, 4.19
e do Lema 4.16.

4.11 Demonstracao do Teorema 4.10

Estamos considerando o campo (dado por (4.1))

0 . 0 0
L= 5 + (a(z) +ib(x)) (£ + )\a—y)

e ainda estamos sob as condigcoes de que A nao é um niumero de Liouville e ¢ possui

apenas zeros de ordem finita, mas agora consideraremos o caso em que

D#£c0)={z1<... <y < Tnp1 =21 + 27} (4.43)

=Vy={z,€c(0); 1<ny< oo, 2ny—1<my < oo}
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A demonstracao do Teorema 4.10 sera dividida nas proposicoes 4.20, 4.22 e no Lema
4.16. Iniciaremos mostrando que L nao é globalmente resolivel quando b muda de sinal

entre dois zeros consecutivos de c.

Proposigao 4.20. Suponha que ¢ (0) # () e que ¢ possui apenas zeros de ordem finita.
Se eziste € {1,..., N} tal que b muda de sinal em (xy, xp41) € Se xp € Vo 0u 2411 € Vo,

entao L nao € globalmente resolivel.

Demonstracao: Seguiremos a mesma linha da demonstragao da Proposicao 4.19.

Vamos construir uma fungao f € (ker‘L)° \ LC®(T?), a qual sera do tipo

flayt)=> f(z,0,k)e*, f(-,0,k) € C=(T"), (4.44)

k=1

onde f (+,j, k) denota os coeficientes da série parcial de Fourier com relagao as varidveis
(7).
Como b muda de sinal em (x4, z,41), sem perda de generalidade podemos supor que
existem 1 e x5 em (xy, T4y 1) tais que b(z1) < 0 < b(z,).
Definindo
o =inf{z € (x1,22);b(s) 20, s € (z,22)},

segue que b > 0 em (0,79) e que existe uma sequéncia o, — o, tal que o, < o e
b(o,) < 0, para todo n € N.

Fixemos ¢; € C°((0,x2)) de forma que b > 0 em supp ¢y, 1 = 0 e f;z“ P = 1.
Tomando n € N suficientemente grande, encontramos n = o,, < o tal que b(n) < 0 e

b
/ m(s)ds > 0, qualquer que seja x € supp ¥;. Como b(n) < 0, existe € > 0 tal que
a
n
b < 0em (n,n+e€). Agora considere ¢y € C°((n,n+¢€)) tal que 1 >0 e f:;”l Py = 1.

O préximo passo antes de definir as funcoes f (+,0,k) é considerar yy = sup supp 1o,

. 7]+6 b Ty41 x b
M= —/ a?—+b?(5>d8 >0edy=— ¥2() exp {k/ m(s)ds} dz.
Yo n

Ze

Dai, para k > 0 definimos

f(x,0,k) =

c(x)e M {%(;@) exp {—@'k: /77 ' %W(s)ds} + 4 (2) exp {—m /77 ’ %ds} dk] .
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Argumentando como na demonstracao da Proposition 4.19, verifica-se que f (+,0,k)

decai rapidamente e que a funcao f definida por (4.44) pertence a (ker'L)°.

Finalizando a demonstragao, mostraremos que nao existe u € C*(T?) solugao de
Lu = f. De fato, se existir, entao para todo k > 0 a série parcial de Fourier implica que
u(-,0, k) satisfaz

c(2)0yi(x, 0, k) 4 ika(x,0,k) = f(z,0,k)

e, consequentemente,

X ik
Ou(x,0,k) + %u

para todo x € (xy, xpy1). Sendo assim, podemos escrever

(,0,k) = ————

u(z,0,k) = vg(z) + w(x),

onde
o (x) :exp{—ik /n ' %ds} / exp{ik‘ /n ’ Tls)ds} F(@',0, k) Je(a)da’

wmw:C%mp{%klzisﬁ} (Ck € C)

¢ uma solugao geral da equacgao homogénea wy(x) + zk‘%(z) =0, x € (z4,2441). Note

que

w%@=—%§%&m{—%[ﬁ£§%},xE@%uH)

Se xy € V5 (ou seja, ny < 0o e my > 2ny — 1), entdo podemos escrever (2') =
a® 4 b?

(2" — zo)Pa(a’), para 2’ € [y, x4+ §), onde p > 0. Desta forma, b/(a® + b*) pertence

a LY([z¢,m]); logo, lim, lwy ()] = oo, se Cj, # 0. Analogamente, xyy; € Vo implica
[E‘)m[

que lim |wy(z)| = oo, se Cx # 0. Por outro lado, v, = 0 em uma vizinhanca de
x*)l'é+1

uma vez que f(x,O, k) = 0 para todo = < infsupps. Da mesma forma, para todo

x > supsupp ¢, temos
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/3: exp {lk; /j %ds} F(a',0,k)/e(z')dz! =

!

- xp+1 ' x 1 , . T a .
e kM/ exp {Zl{/q; @dS} @Z)Q(.T ) exp {—Zk'\/n (12——|—b2(8)d8} dl’ +
7

zo+1 T z’
e_kM/ dj, exp @k/ Lds Yy (x') exp —z'k/ Lds dr' =
Ty n C(S) n C<S)
e M /WH Po(x')exp k /I’ L(s)ds dz' +dy | = 0;
xy n 02+ 0 7

logo, vg(z) = 0 para todo z > supsupp ¢;. Assim, devemos ter Cj = 0. Consequente-

W(T] + 6707 k>| - |Uk(77 + 6)’ -

mente,
. e e . @ 1 a / /
exp {—zk/n @ds} /xe exp 2]{:/77 FE a2—+b2(8)d8 o2 )dx

exp 4 — ———(8)ds p e~ exp s)ds p (2 )dzr' >
. CL2 + b2 2y . a2 + b2

{k( /77—1-6 n+e Yo b ( )d
exp — +/ —l—/)—s s}zl,
n Yo n a? + b

o que é uma contradigao, pois 4(+,0, k) decai rapidamente.

e—kM

O

A proxima proposicao mostra que as condicoes dadas no Teorema 4.10 implicam a
resolubilidade global de L. Para cada f € (ker‘L)°, mostraremos que existe u € C*°(T?)
tal que Lu = f, sendo que, pelo Lema 4.16 podemos supor que f ¢ flat em ¢~1(0) x T?,
como na se¢ao anterior. Para completar tal objetivo, utilizaremos o seguinte resultado

auxiliar.

Lema 4.21. Suponha que ¢ possui apenas zeros de ordem finita e sejam xy e xpr1 dois

zeros consecutivos de c. Fizado n € (x4, T11), defina

O(x) = / <cz_s) —i—i/\j) ds, para todo x € (x4, 2411), onde j €Z e ke Z\ {0}.
1

Suponha que a fungao exp{0;,} seja limitada em (x4, x041). Além disso, suponha que

m; = 2 oum; =n; =1, para j = {,{+ 1. Nestas condi¢oes, para cada f € (ker'L)°,
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flat em ¢=(0) x T?, temos

/ Y exp{0m(2)} (2, 4, k) fe(@)dz = 0, (4.45)

T

onde f(-,j, k) denota o coeficiente parcial de Fourier com relagao as varidveis (y,t).

Demonstracao: Como em [BP], a identidade (4.45) sera uma consequéncia do fato
de que f pertence a (ker’L)°. Iremos encontrar certas distribuigoes em ker’L, as quais

produzirao (4.45).

Note que 0, € C®((xy, 4+1)) € por hipdtese exp{,i} ¢ limitada em (xy, z,41). Defina

binl() = { exp{fr(x)}, se x € (z¢,Te11) (4.46)

0, se x €T\ (z¢, 041),

A fungao ¢ estd em L*(T') € D/(T'). Como ¢ possui apenas anulamentos de
ordem finita, existe ¢;;/c € D'(T') tal que c(v;x/c) = ik e supp(;r/c) C supp jg.
Definindo wjy = v}, — ki1, /c — iAjibjx, obtemos supp wjx C supp ¥y C [x¢, Te41]. Mais
ainda, para toda ¢ € C>(T"') tal que supp ¢ C (x¢, Ts41), temos

(Wiks @) = —(Vijr, &) — ik(Wjn, ¢/ c) —iNj(Wjn, D)

€ como

R e { / ik /els) + i) ds} i =

Ty

/M+1 (ik/c(x) 4+ iMj) ¢(z) exp {/: (ik/c(s) + iNj) ds} dr —

Ty
ik<wjk7 ¢/C> + Z>‘] <1/)jka ¢>7
obtemos (wji, ¢) = 0. Assim, supp w;i C {x¢, Tp41}-
Afirmamos que, para cada (j, k), existe uma distribuicao j;;, também com suporte

contido em {xy, xo+1}, tal que (cpji) — ikpjr — iXjcp, = wjk. De fato, temos

Te4+1

T
Wik = Z Q0™ (x — xyp) + Z B 6™ (x — T41)
m=0 m=0

e vamos procurar por /i, do mesmo tipo
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Te4+1

ZTm (& — +Z’Vm (& = 2ep1).

E suficiente resolver as seguintes equacoes:

D ) B ()

m=0 m=1n=1
Te+1
Zk’ZTm 6™ (2 — x, —M]ZZTm( ) —1)"e ™ ()6 (2 — 24) (4.47)
m=1 n=1
e
. NhS m (n) (m—n+1)( )
ﬁmcs(m)(x—a:g 1) = 7m< )(—1) " (g0 N — mpyq)—
Te41 Ter1 m
sz’ym x—x”l —M]ZZ’ym( ) — c( )(x[+1)5(m_n)($_xﬁ+1). (4.48)
m=1 n=1

Vamos resolver (4.47). Defina Cy,,, = ("')(—1)" e note que

n

m=1 n=1 n
T
(Z TnUnn m+lc(n_m+1)( )) 5(m 1)(33 - If)
m=1

A identidade acima implica que basta resolver as seguintes equacoes:
Qr, = <_Zk + Creylc/(xﬁ))’rre?
Qrp—1 = (_ik + Ore—l,lc,(xf))Tre—l - i)‘jTTzC?%lcl(xf) + 7—7“407"4,26(2) (x€)7

Te
O = (=ik + Con 1 (@) T+ Y [iACrnem"™ ™ (w0) + Croper ") ()] 7,
n=m-+1

(para 0 <m <1y e

Ty
oy = —1tkTo — iA] Z TnCmnC(n)(l'g).

n=1
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Como k € Z\ {0}, Cy, € R\ {0} € como my > 2 ou my = n, = 1 (por hipdtese),
segue que podemos determinar sucessivamente 7,,, 7r,—1, ..., 71, To de modo que (4.47)
se verifique.

Analogamente, determinamos 7y, ,, ¥, 1, ---,71,% de modo que valha (4.48).

Portanto, obtemos

Te4+1

,U]k—ZT 80 (2 — +Z%n (@ — z441)

tal que (cpjn) — ik — iNjeps, = wix = Py, — ik /c — iAjy,. Em particular, v, =
Wi /e — i satisfaz (cv)' —ikv, —idjcv, = 0; assim, v, ® e *U¥H*) pertence a ker L.
j Hj j j JCVj j

Consequentemente,

0= (vp@e "W, f) = @2m) (v, (5. K)) = @[/, f (o4 k) = (gns (5. R)))-

Como f é flat em ¢~'(0), segue que (u;y, f(-,j, k)) =0, logo

0= (yufc, f(-, 5, k) = / U exp {0, (0)} (2,4 B () da

xy
O que conclui a demonstragao do Lema 4.21. 0

Proposigao 4.22. Suponha que A ndo é um nmimero de Liouville e que O # ¢71(0) =
{1 < -+ <y < zny1 = 21+ 21} = Vy, como em (4.43). Suponha também que b
nao muda de sinal em (Ty,xp41) € que existe § > 0 tal que b = 0 em (xg, 20 + 0) U
(xes1 — 0,041), para cada £ = 1,..., N. Neste caso, para cada f € (ker'L)° que € flat
em ¢ 1(0) x T? existe u € C*(T?) tal que Lu = f.

Demonstragao: Seja f € (kerL)°, f flat em ¢~ *(0). Utilizando série parcial de Fourier
com relagao as varidveis (y,t), segue que uma funcao u € C*°(T?) satisfaz Lu = f se, e
somente se,

c(x)opu(x, j, k) + i(k + c(z)\j)u(z, j, k) = f(:v J k), (4.49)

quaisquer que sejam z € T! e (5, k) € Z2.
Para k = 0, procedemos como na demonstragao da Proposicao 4.17 de modo que ob-
temos uma sequéncia rapidamente decrescente (-, j,0), cujos termos satisfazem (4.49).
Quando k € Z\ {0} e j € Z, mostraremos que (4.49) tem uma solu¢do em [z, xs41],

a qual é flat em {xy, xpy1}, para cada ¢ = 1,..., N. Mais ainda, colando tais solugdes
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obteremos uma sequéncia rapidamente decrescente u(-, 7, k) (k # 0), cujos termos sao

fungoes em C*(T') que satisfazem (4.49).

Note que, no intervalo (zy, z,41) a equagao (4.49) torna-se

Ovit(x, j, k) + i(k/e(@) + Nj)alz, j, k) = f(,j,k)/e(x), (4.50)

para todo (j,k) € Z x (Z\ {0}).
Fixado n € (x4, xp41), considere
b+ a

O;x(x) = z/; (k/c(s)+ Nj)ds = /nx (km(s) + i)\j) ds, x € (Tg,Te11)-

€ L'(zy,2041); assim, exp{£0;;} ¢

A hipétese {xy, x € V, implica que
p {w0, w041} 2 1np q a2 + b2
limitada em (x4, z¢11) € podemos definir a fungao

u(x, j, k) = exp{—0;,(z)} /x exp{ij(x')}f(x',j, k)/c(x')dx' (4.51)
_/mexp{_k/lx ;21i22(8)d5+2’)\j(x/—x)} &4,k fela)de!, (4.52)

para todo x € (x4, x441), & qual é uma solugao suave de (4.50) no intervalo (z¢,zs11).

Mais ainda, como f(-,5,k)/c é flat em z; e como exp{=6,;} ¢ limitada em (x4, z¢41),

segue que ambas as fungdes exp{@;.} (-, 7, k)/c e i(-, j, k) sdo flat em .
Analogamente, a funcao exp{ij}f(~, J,k)/c é flat em xpyq. Assim, para que a solugao

u(-, 7, k) seja flat em x4 1 basta que

[ epltn i b ) =0, (W €Zx Z\ 0. (@53

Te

Tal identidade segue ao aplicarmos o Lema 4.21.
Portanto, u(-, j, k) (k # 0) é uma solugao suave de (4.50), a qual é flat em {xy, xp41}.

Como /¢ foi fixado arbitrariamente em {1,..., N}, obtemos uma funcao (-, j, k) €
C>®(T'), a qual é solugao de (4.49) e flat em ¢~ 1(0).

Para finalizar a demonstracao, precisamos mostrar que a sequéncia (-, j, k) C C*(T?)
¢ rapidamente decrescente, onde (j, k) € Z x (Z \ {0}). Para tanto, como na demons-

tragdo da Proposigao 4.17, é suficiente provar que para cada ¢ € {1,...,N} e para
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quaisquer v, € Z,, vo € Z, e v3 € Z,, existe C' = C(v1,72,73,¢) > 0 tal que
R |e(2) |2 a(e, 5, k)| < C,

para todo x € (x4, xey1) € para todo (j,k) € Z x (Z \ {0}).

Definindo g = f/c € C(T?), obtemos §(-, j, k) = f(-, 4, k)/c e como j7k™2g(-, j, k) =
(=1)n+2(9022) g) (. 5 k), da defini¢io de a(-, 7, k) segue que

17 k[ le(e) |7 iz, 5, k)| =

|e(a)[ 7

/xe exp {—k /x/ CL2+—+ZZQ(s)ds +iNj (2’ — x)} (02 g) (2!, 4, k)da'| . (4.54)

Vale lembrar que, por hipdtese, b = 0 em (xp, z; + §) U (2411 — §, 2¢41) € que b nao
muda de sinal em (x, z,1). Sendo assim, de (4.54) segue que, para x € (x4, 2 + 0),

temos
L[ 2 e(z)| 0 a(, g, k)| < le(z)| 7 / (0072 g) (2, j, k)| da' <
Ty

(@) wer — el sup {[(9OPg)(a", 5 k)[} <

x' €z,

le(@)| 72 wer — 2ol sup{|(@O 2 g) (2", y, )] (2,9, 1) € (2, 2) x T} (4.55)

Mais ainda, como g = f/c é flat em ¢™*(0) x T?, obtemos uma constante C; > 0 tal que
1 P2 e() [ (e, 5, k)] < Ch,

para todo x € [z, 2+ 0] e (j,k) € Z x (Z\ {0}).

Para « € [z, + 0,241 — 0] e para k € Z \ {0} tal que kb > 0 em [zy + 0, 2011 — ],
utilizando (4.54) obtemos

17 R le(e)| 7 (e, 5, k)| < ( e \C(x)!_73> [wesr — el - (D g) (-, g, k) oo

xG[xe+5,Ie+1—5]

z€[xp+0,x041—9]

< ( Sip \c(w)!”‘”’) |1 — o] - |00 g|| o = O,

onde Cy > 0 nao depende de (7, k).
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Quando k € Z \ {0} é tal que kb < 0 em [z, + 0, xs41 — J], utilizamos a identidade

(4.53) para escrever

w(x,j, k) = —exp{—0;i(z)} /ﬂful exp{é’jk(:ﬁ/)}f(x/,j, k)/c(x")dz'.

Desta forma, obtemos

PRl P, . k)] = (4.50)
Tot1 b ) —~
el | [ e { b [T IR s ki = )} @0 i kyar|.
z o

Da identidade acima segue que, para todo x € [xy + §,z,1 — 0] e para k tal que

kb < 0, temos

1 R |e(e) [ |alz, 5, k)| < ( sup IC(%’)\”S) [werr — @l - 107D g) (-, g, k) oo

x€[xp+06,2041—0]

< sup ()] 7 | [wepn — @] - |07 g|l o = Co,
z€[zo+06,2041—0)
onde Cy > 0 nao depende de (4, k).
Por fim, para x € [xs41 — 0, x7+1) também uilizamos a identidade (4.56) e procedendo

como em (4.55) obtemos uma constante C5 > 0 tal que
1 k2 () |72 |ae, g, k)| < Cs,

para todo (7, k) € Z x (Z\ {0}) e x € [xp+1 — &, Tp11]-
Portanto, a sequéncia u(-, j, k) decai rapidamente. O que completa a demonstragao

da Proposigao 4.22. 0

Resumindo, as proposigoes 4.20, 4.22 e o Lema 4.16 demonstram o Teorema 4.10.

4.111 Demonstracao do Teorema 4.7

Apresentaremos nesta segao a demonstragao do Teorema 4.7, onde consideramos o

campo (dado por (4.1))

) . 0 9
L= pn + (a(z) +ib(z)) (% + /\a_y) ’
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sendo que A nao é um numero de Liouville, ¢ possui apenas zeros de ordem finita e
0 7’é 0_1(0) = {l’l <. . <IN <IN+l =z + 27T} = V1 UVQ, (457)

onde

Vi={r,€c(0); 2<my <2n,— 1, my < oo, 1 <ny < oo}

V2={$466_1(0); 1< ny<oo, 2ng—1 < my < 0o}

As demonstragoes dos teoremas 4.8 e 4.10 (exibidas nas segdes 4.1 e 4.I1, respec-
tivamente) ja contemplam alguns casos do Teorema 4.7. Mais especificamente, das
proposigoes 4.19 e 4.20 segue que L nao é globalmente resolivel quando ocorre (V) ou
(VI) no Teorema 4.7.

Verificaremos agora que o operador L é globalmente resoluvel quando, para cada par

de zeros consecutivos {zy, x¢11}, ocorre uma das seguintes condigdes:

(I) {z¢,zo11} C Vi e existe n € (x4, 2441) de modo que b ndo muda de sinal nos

intervalos (x¢,n) e (1, Te11);

(IT) {x¢, o411} C Vo, b ndo muda de sinal em (x4, z411) e existe § > 0 tal que b = 0 nos

intervalos (xp, x4+ 6) e (o171 — 6, Tp11);
(III) zy € V1, 2441 € Vo, b ndo muda de sinal em (x4, 211) e b =0 em (2441 — 9, T411);
(IV) z; € Vg, 2441 € V1, b ndo muda de sinal em (x4, 2.1) e b =0 em (x4, z; + 9).

Seja f € (ker’L)°. Precisamos mostrar que f € LC*®(T?). Como nas segoes 4. e
4.11, do Lema 4.16 segue que podemos supor que f é flat em ¢7'(0). Para encontrar
u € C°(T?) tal que Lu = f, vamos escrever u e f por meio da série parcial de Fourier

com relagao as variaveis (y,t). Assim, obtemos

u(w,y,t) = Y ilw, g, k)0,

(4:k)€Z?

flay )= > fla,j k)0

(4,k)€Z?
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e Lu = f se, e somente se,
c(x)dyi(x, j, k) +i(k + Nje(x))alz, j, k) = f(x, j.k), (4.58)

quaisquer que sejam x € T! e (4, k) € Z2,

Nosso objetivo é encontrar uma sequéncia rapidamente decrescente 4 (-, 7, k) C C*(T?!),

cujos termos sejam solugoes de (4.58).

Para j € Z e k = 0, obtemos as equacgoes

(2)dyi(x, j,0) + iNje(w)i(x, j,0) = f(z, .0, (4.59)

para todo € T'. Procedendo como na demonstracao da Proposicao 4.17, vemos que
o fato de A nao ser um nimro de Liouville implica que podemos obter uma sequéncia
rapidamente decrescente (-, 7,0) C C®(T!) tal que cada termo (-, 7,0) é solugao de
(4.59).

Quando j € Z e k € Z \ {0}, a ideia ¢ resolver em cada intervalo [z, Zpi1].

Pelo que foi feito nas proposigoes 4.17, 4.18 e 4.22, vemos que basta fixar arbitra-
riamente um indice ¢ € {1,..., N} e mostrar que existe uma sequéncia rapidamente
decrescente u(-, j, k) C C*([xg, zo11]) ((J, k) € Z x (Z\{0})) tal que cada termo (-, j, k)
é solugao de (4.60) e flat em {xy, xp11}.

Fixado £ € {1,..., N}, em (x,z¢41) a equagao (4.58) torna-se

uti(x, j, k) +i(k/c(x) + Nj)i(z, j, k) = f(z, j,k)/c(x), (4.60)

para todo (j, k) € Z x (Z\ {0}).

No caso em que ocorre (I), as proposi¢oes 4.17 e 4.18 constroem uma sequéncia
a(-, j, k) C C®([xe, o11]) com as propriedades requeridas acima.

Quando vale (II), uma sequeéncia u(-, j, k) C C>([z¢, z¢11]) satisfazendo as proprie-

dades requeridas acima ¢é fornecida pela Proposicao 4.22.

Para concluir a demonstracao, falta analisar o que acontece quando ocorrem as situ-
acoes (III) e (IV).
Suponha que ocorre (III), ou seja, que z; € Vq, 2411 € Vo, b ndo muda de sinal em

(g, xp41) e b =0 em (2441 — 0, xp41), para algum § > 0 suficientemente pequeno. Neste
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caso, fixe n € (x4, x441) e considere novamente a fungao
[ : (. b+ia N
O.(x) = 2/ (k/c(s)+ Aj)ds = / (kﬁ(s) + Mj) ds, © € (xp, Tps1).
, , a’+b

Assuma primeiro que b > 0 em (xy, xpy1). Para j € Z e k € N, defina

w(x, j, k) = exp{—0x(x)} /2 exp{ﬁjk(x')}f(x/,j, k)/c(x")dx' (4.61)
_ /xexp{—k/f%(s)ds+i)\j(x’—x)} Fa' 4, k) el ) da

para todo = € (x4, 441). Desta forma, obtemos uma fungao suave em (x4, z441), a qual

satisfaz (4.60).

Como kb > 0 e x, € Vq, seguindo argumentos da demonstragao da Proposicao
4.17, verifica-se que (-, 7, k) é flat em x,. Como também z,,; € V5 e como b = 0 em
(Xp+1 — 9, T411), segue que a funcdo exp{f,;} é limitada em (x/, xp41). Assim, a funcao
exp{ij}f(-,j, k)/c é flat em {zy,xp41} €, portanto, para que u(-, j, k) seja flat em zp
basta que

/m£+1 exp{0,i(z)} f(z, §, k) /c(x)dx =

Ty
o que é verdade, pois podemos aplicar o Lema 4.21, uma vez que exp{6;,} é limitada

em (g, Tor1) € 2 < My, Myyq.

Para j € Z e k um inteiro negativo (k < 0), defina

itr.3.8) = = exp{-u(a)} [ explBule)} s el (462)
[ e Lok [ B s ixie o} et

para todo x € (xy, x¢y1). Assim, 4(-, 7, k) é suave em (xy, z411), flat em z,1 e satisfaz
(4.60). Mais ainda, utilizando as técnicas da demonstragao da Proposigao 4.17, verifica-

se que u(-, j, k) também é flat em x,.

Portanto, no caso em que vale (III) e b > 0 em (2, x741), obtemos uma sequéncia
a(-, 7, k) (k # 0) de solugoes de (4.60). Precisamos, ainda, provar que tal sequéncia decai

rapidamente. Para tanto, basta repetir as técnicas das demonstragoes das proposicoes
4.17 e 4.22.



126 Capitulo 4 — Outro operador com imagem fechada e de codimensao infinita

Agora, assuma que ocorre (IIT) e que b < 0 em (zy, x441). Neste caso, quando k é
um inteiro negativo definimos 4(-, 7, k) como em (4.61) e quando k é um inteiro positivo
definimos (-, j, k) como em (4.62). Note que agora 6, é limitada em (x4, x¢+1) quando
k é um inteiro negativo. Procedendo como acima verifica-se que a sequéncia (-, j, k)

possui as propriedades requeridas.

Passemos a andlise do caso em que ocorre (IV), isto é, x; € Vs, zp41 € V1, b nao muda
de sinal em (24, 2¢11) € b =0 em (24, 24+ 0), para algum § > 0 suficientemente pequeno.
Sob tais condigoes, podemos construir a sequéncia (-, 7, k) utilizando as mesmas técnicas
empregadas no caso (III). Para k € Z \ {0} tal que kb > 0, defina (-, j, k) como em
(4.61) e para k € Z\ {0} tal que kb < 0, defina (-, j, k) como em (4.62). Note que
agora a fungdo exp{f;;} é limitada em (x,zy11) para os indices k tais que kb < 0.
Argumentando como no caso em que ocorre (III), verifica-se que tal sequéncia satisfaz
as propriedades requeridas, ou seja, cada termo é suave em [z, 24, 1], flat em {zy, 2441},
satisfaz (4.60) e a sequéncia decai rapidamente em [z, Zp41].

O que conclui a demonstracao do Teorema 4.7.



Capitulo

5

Consideracoes finais

Em 2004, o artigo [BCP] foi pioneiro ao apresentar uma classe de campos vetori-
ais (complexos) em T2, os quais sdo fortemente resoliveis, mas nao sao globalmente

hipoeliticos. A saber, tais campos sao do tipo

a - a e’} 2
L= +ibat)5- (b€ C*(T%R)).

Depois em [BD1] e [BD2], foram exibidas mais classes de campos em T? com tal

propriedade.

Uma parte da técnica de [BCP] envolve uma reducdo que transforma o estudo da
resolubilidade forte no estudo da resolubilidade em uma vizinhanca de cada érbita de
Sussmann unidimensional. Tais érbitas sao da forma {z*} x T', sendo que b se anula de
ordem finita m > 2 em {x*} x T'. A resolubilidade em {z*} x T' é no seguinte sentido
(correlato ao de Hormander em [H3]): existe uma vizinhanga (z* — 6, 2% + ) x T! de
{z*} x T! e existe um subespago de codimensao finita de C*®((z* — 6, z* + ) x T),
J(z*), com a seguinte propriedade: para toda f suave em uma vizinhanca de {x*} x T*,
com f € F(x*), existe u, também suave em uma vizinhanga de {z*} x T, satisfazendo

Lu = f em uma vizinhanga de {z*} x T*.

Observe que o campo L nao é globalmente hipoelitico em nenhum aberto contendo o

* 1. . . o~ . , . . ~ .
compacto {z*} x T!; mesmo assim, sob certas condigoes foi possivel garantir a existéncia
de solucao da equacao Lu = f, impondo que f satisfaga apenas um niumero finito de

condicoes de compatibilidade.

127
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Mais recentemente, em [M], estudou-se a resolubilidade de campos vetoriais em uma
vizinhanga do compacto {0} x T™ C R" x T™. Foram considerados campos vetoriais dos

tipos X +Y e X + 1Y, onde

n

X = ; wy, + gr(@,t )a(ik e V= ;()\j%‘ +fj(l‘,t))a%j7
sendo que os coeficientes satisfazem: wy e \; sao nimeros reais e as funcoes f; e g sao
funcoes reais definidas em uma vizinhanga de {0} x T™ C R™ x T™, tais que f;(x,t) =
O(|z?) e g;(x,t) = O(lz|).

Note que tais campos nao sao globalmente hipoeliticos em nenhum aberto contendo
o compacto {0} x T™.

Para o campo X + Y (caso real), mostrou-se que vale a seguinte resolubilidade (ver
Teorema 2 de [M]): Se X +Y é de classe C* (a = oo (suave) ou a = w (analitico
real)), entdo para toda fungao F' de classe C* em uma vizinhanga de {0} x T™ tal que

F(0,t)dt = 0, existe u de classe C* em uma vizinhanga de {0} x T™ que é solugao
dgmequagéo (X +Y)u = F em uma vizinhanca de {0} x T™.

Com relagao aos campos X + ¢Y, a resolubilidade no caso suave fica mais delicada.

O Teorema 8.4 de [M] exibe uma fungao f, suave em uma vizinhanga de {0} x T™ e

satisfazendo / f(0,t)dt = 0, tal que a equagao

(Zwka—tk +/szl)\jxja_xj> u(z,t) = f(x,t) (onde wiAy #0)

nao possui solu¢do suave em nenhuma vizinhanga de {0} x T™.

O propdsito do presente capitulo é apresentar uma nova classe de campos vetoriais
com as propriedades descritas nos paragrafos acima. Mais especificamente, apresentare-
mos uma classe de campos vetoriais definidos em um aberto (—6,d) x T?, os quais nio
sao globalmente hipoeliticos em (—4d,§) x T? e, mesmo assim, para podermos garantir a
existéncia de solucao da equacao Lu = f bastara que f satisfaca um ntmero finito de
condicoes de compatibilidade.

Vale lembrar que, para os operadores estudados nos capitulos 2 e 3, a resolubilidade
forte e a hipoeliticidade global sao equivalentes. J4 os operadores do Capitulo 4, no caso
em que ¢ 1(0) # (), eles nao sao fortemente resoliiveis e também nao sao globalmente

hipoeliticos.
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5.1 Resolubilidade perto de uma o6rbita compacta bidi-

mensional

Trabalharemos com campos vetoriais (complexos) em um aberto Q = (—§,4) x T?

de T3, os quais sao do tipo

o 9 0

onde denotamos as coordenadas em €2 = (—4§,6) x T? por (x,vy,t).

Para estabelecer os resultados foi necessario supor algumas condicoes técnicas. Va-
mos supor que o inteiro positivo m satisfaz m > 2 e que a funcao 5 € C**(Q2, R) satisfaz
B(x) > 0, para todo = € (—0,9).

Note que £(6(z) ® 1, ® 1;) = 0, logo £ nao é globalmente hipoelitico em nenhuma
vizinhanga da drbita de Sussmann bidimensional {0} x T? (ver [S] ou [BCH]).

Desejamos estudar a resolubilidade de £ perto de {0} x T2, no seguinte sentido:

Definigao 5.1. Diremos que £ € resolivel em {0} x T? quando existir um subespaco de
codimensao finita de C*(2) tal que, para toda f nesse espago, eziste u, suave em uma

vizinhanga de {0} x T?, satisfazendo Lu = f em uma vizinhanca de {0} x T2

Exemplo 5.2. Existem operadores definidos em T2, cuja restricdo a uma vizinhanca
de {0} x T? possui a forma (5.1). Por exemplo, existe b € C®(T! R) tal que b(x) = 2™

(m > 2) em uma vizinhanga de x =0, b > 0 e b='(0) = 27Z. Assim, o operador

g . g .0
gy +ib(x) = +i—

¢ da forma (5.1).

Outro exemplo é considerar a fungao 1 — cos(z) e tomar ¢ € C*®(T' R) tal que
1 — cos(x) = 22¢(x), para z € (—4,9). O operador
0 0 0
21— Z o4 il
G + il = cos(a) 5+ iola) 5

é da forma (5.1) em uma vizinhanga de {0} x T?.
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Considere F(0) = ker’£ N &'({0} x T?) C &'(Q2). Um cdlculo direto mostra que
§9(z)®1,®1; € F(0), para cada £ = 0,...,m — 1. Assim,

§(0)° C {f € C®(Q); (69(z) ® 1,®1;, f) =0, paratodo £=0,...,m— 1}

2m 21
= {f € COO(Q);/ / 2L f(0,y,t)dydt = 0, paratodo £ =0,...,m — 1}.
o Jo

Veremos que §(0) é gerado pelas distribuigoes 6 (v) ® 1, ® 1;, £ = 0,...,m — 1.
Em particular, seguird que a inclusdo acima é de fato uma igualdade e que §(0)° é
um subespago de codimensao finita (m) de C*(Q2), ja que dimF(0) = m implica que
dim C*(€2)/§(0)° = dim F(0) = m.

Mostraremos também que dada f € §(0)°, existe u suave em uma vizinhanga de
{0} x T? tal que £u = f em uma vizinhanga de {0} x T?. Portanto, £ é resolivel
(conforme a Definigao 5.1) em {0} x T?, embora nao seja globalmente hipoelitico em

nenhuma vizinhanga de {0} x T=.

Teorema 5.3. F(0)° é um subespago de codimensdo finita de C*(2). Para cada f €
F5(0)° €0 < o <4, existe u € C*((—0,0) x T?) tal que Lu = f em (—o,0) x T2

A primeira etapa serd mostrar que §(0) tem dimensao finita e que vale a redugao

modulo flat.

Proposigao 5.4. Se f € C*(Q) e se (§0(z) @1, ® 14, f) =0, para £ =0,...,m — 1,
entao existe u € C®(Q) tal que Lu — f € flat em {0} x T?. Além disso, F(0) = ker £ N
E'({0} x T?) € gerado pelas distribuicies 0 (z) ® 1, @ 1y, L=1,...,m — 1.

Demonstracao: Mostraremos inicialmente a existéncia da fun¢ao u, onde procederemos
como no Lema 4.16 (ver também Proposigao 4.1 de [BCP]). Utilizando as expressoes

formais das séries de Taylor de u, f e 3, escrevemos
B(x) ~ Bo+ ra' + Bpa® + -+, onde fy #0,
U(I, Y, t) ~ Uo(y7 t) + U’1<y7 t)l’ + Ug(y, t)(lf2 + e

f(]?,y,t) ~ fO(y7t) + f1(y,t)w + fg(y,t)$2 + ..

A equacao Lu — f ~ 0 é equivalente as seguintes equagoes:
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J
Ouj(y,t) +1i Z Bi—eOyue(y,t) = f;(y,t), onde j=0,...,m—1 (5.2)

=0
atum(y7 t) + iﬁoul (ya t) + { Z /Bm—ﬁayuf(ya t) - fm(y7 t) (53)
=0

m+k
8tum+k—|—z26@ (k+1—0)upyr_¢+i Z Bmk—t0yty = fmik, paratodo k=>1. (5.4)

Para cada j = 0,...,m — 1, podemos utilizar série de Fourier nas varidveis (y,t)
e proceder como na demonstracao da Proposicao 2.17 para resolver cada equacao em

(5.2), pois s@o equagoes com coeficientes constantes da forma

atuj(yat) +2.606yuj(y7 ) f] y7 ZZ/BJ Za Uy ya )a (55)

=0

onde By > 0,
J 21 2m
Soe [ [ oty nvde=o
1 o Jo

e, por hipdtese,

2m 2m 2m 2w
/ / fj(y,t)dydtz/ / & f£(0,y,t)dydt = 0.
0 0 0 0

Note que, para cada C; € C, a funcéo u; + C; é ainda uma solugao de (5.2). Cada

constante C; serd fixada apropriadamente.

A equagao (5.3) pode ser escrita na forma

m—1
8tum(ya t) + ZBanum(yat) = fm(y7 ) Zﬁoul y7 —1 Z Bm Ea Ug Y, )
=0

e como m > 2, estamos novamente com uma equagao do tipo (5.5). A hipétese de que

Bo > 0 implica que podemos fixar uma constante C7, de modo que a equacao (5.3) tenha

27 27
Cy = —i(4n0) " / / o — ot dy.
0 0

solucao; a saber,
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Novamente, apds fixarmos uma solugao de (5.3), u,,, para cada C,, € C, a fungao u,,+C,,
¢ ainda uma solugao de (5.3). A constante C,, também serd fixada apropriadamente,
como fizemos com (1.

Repetindo esse processo de maneira indutiva, verifica-se que fixando apropriada-
mente as constantes Cs, ..., Ch, Crivt, ..., Coakes1, - - -, Obtemos solugoes para as equa-
¢oes do tipo (5.4).

Por fim, como no Lema 4.16, recorremos ao Lema de Borel para produzir uma funcao
u € C®((—0,8) x T?), tal que Lu — f ¢ flat em {0} x T2

O que finaliza a redu¢ao modulo flat.

Utilizaremos essa primeira parte para mostrar que §(0) é gerado pelas distribuigdes
§9(z)®1,®1;, £=0,...,m— 1, onde recordamos que F(0) = ker t£ N &'({0} x T?).

Suponha, por contradi¢ao, que existe u € §(0) tal que p ndo é uma combinagao linear
das distribuicoes 6 () ® 1,814, £ =0,...,m—1. Pelo Teorema de Hahn-Banach, existe
feC=(Q)tal que {u, f) #0e (0V(2)®1,®1;, f) =0, para £ = 0,...,m — 1. Segue
da reducao médulo flat que existe u € C*(2) tal que ¢ = £u — f é flat em {0} x T2
Como supp p C {0} x T? e ‘L€ = 0, obtemos

0= (1, 9) = (u, Lu— f) = ("L, u) — (u, f) = —(u, f);

o que é uma contradigao.

A demonstragao da Proposigao 5.4 esta completa.

OJ

O préximo passo sera seguir a linha de [BD1] para mostrar que é possivel construir

uma solucio para a equacao Lu = f, para toda f € F(0)° que é flat em {0} x T2

Proposicao 5.5. Seja £ o operador dado por (5.1). Para cada f € §(0)°, f flat em
{0} x T?, e para cada 0 < o < 6, existe u € C®((—0,0) x T?) tal que Lu = [ em

(—0,0) x T2

Demonstragao: Dada f € §(0)° C C>((—4,6) x T?), f flat em {0} x T?, e dado
0 < o < 4, vamos encontrar u € C*((—a,0) x T?), de modo que u seja flat em {0} x T?
e satisfaca a equagdao Lu = f em (—o,0) x T2

Como o coeficiente S do operador £ nao depende das variaveis y e t, podemos utilizar

série parcial de Fourier para simplificar a equagao Lu = f.
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Escrevendo

(4,k)€2?

f eyt Z (x, j, k)e' v,

j,k)E

basta encontrar uma sequéncia de fungoes rapidamente decrescente, (u(-,j, k)), tal que

cada termo u(-, j, k) seja solu¢do da equagao
iB(x)a™ Optu(x, j, k) + (ik — jB(x))i(x, j, k) = f(x, 4. k), (5.6)

onde z € (—4,0) e (j, k) € Z°.
Vamos construir u € C*([0,0) x T?). A construcio de u em (—o,0] x T? ¢ feita de
maneira analoga.
No intervalo (0, 0), a equacao (5.6) fica equivalente a
I .
+ 2L i) =

M
iB(x)zm

Fixado n € (0,0), defina

On(x) = /: (6(587” sm> ds, = € (0,0).

Como f ¢é flat em {0} x T? podemos considerar g(x,r,t) = f(x,7,t)/iB(x)x™, ob-

tendo g € C*®((—4,d) x T?); mais ainda, g é flat em {0} x T? e seus coeficientes parciais
de Fourier satisfazem §(z, j, k) = f(z, j, k) /if(z)a™, para todo (j, k) € Z2.

Para k > 0, consideraremos a solucao de (5.7) que é dada por
uw(z, j k) = / exp{0jx(z') — O (x)}g(a', 4, k)da', para todo z € (0,0).
0
A fungdo acima estd bem definida em (0, 0), pois para cada 2’ € (0,7), temos

| exp{f(z') exp{ / o } 1,

uma vez que > 0 e k > 0. Mais ainda, o Teorema Fundamental do Célculo implica

que u(-, j, k) é infinitamente diferenciavel em (0,0) e que 4(-, j, k) é solugao de (5.7).
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Afirmamos que (-, j, k) é flat em = = 0. De fato, como

mds} <1, paratodo 2’ € (0,x),

expl0(e!) = o)l = exp{ - [ 5

obtemos

(e j. b / G5kl < swp (@)
(2! ,r,t)€[0,x] x T2

Como g é flat em {0} x T?, para cada n € Z,, obtemos C,, > 0, a qual nao depende de
(j7 k)a tal que
[a(z, 7, k)| < Cpa™. (5.8)

Utilizando a equagao (5.7) e um processo recursivo, verifica-se que vale o mesmo
para cada derivada 0%a(-, j, k). Em particular, (-, j, k) é flat em = 0.
Agora vamos construir solugoes para as equagoes (5.7), considerando os indices k < 0.

Quando k£ < 0, fixamos a solugao

w(x,j, k) = —/U exp{0;(z") — 0, (x)}g(a’, 4, k)dz', para todo z € (0,0),

a qual estd bem definida, é infinitamente diferencidvel em (0,0) e satisfaz a equacao
(5.7).
O préximo passo serd mostrar que (-, j, k) é flat em x = 0, para todo k < 0.

Para x € (0,0/2), temos

2x x k’
iteabl < [ew{- [ asha gt
[ew{- [ smasbate g

A primeira das integrais acima satisfaz

2x T 2x
[ eo{- [ s lianler < [ o g i <

sup lg(2',r,t)| 2 < Cpa"™, (5.9)
(z’,rt)Elz,22]x T?

para todo n € Z,, onde C,, nao depende de (7, k).
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A segunda integral satisfaz

g x k
U ds} g2, 4, k)|dz" =
/Qm { /;/ B(S)Sm | ( )|
g 2x L - 1
exp q — ———ds — —ds} G2 . ) e’ <
/Za: { /x/ B(s)s™ 2e B(s)s™ l9(z", 5, k)|
g0l oen { - [t ait <
@ rt)el0,o]xT? o 2z B(s)s™ =

1 1 — gl-m
sup lg(z’,7r,t)| | oexp {( inf ) k( )x1_m} <
(a7t E[0,0] T2 sefo.] B(s) m—1

1— 217m
M, exp {—Mggxl_m} : (5.10)

m—1
onde M; e M, sao constantes positivas que nao dependem de (j, k).

Novamente, com um processo recursivo envolvendo a equagao (5.7) verifica-se que
cada derivada 0%+, j, k) satisfaz estimativas como (5.9) e (5.10). Em particular, a(-, j, k)
¢ flat em x = 0.

Por fim, como foi feito nos resultados do Capitulo 4, o fato de que as estimativas (5.8),
(5.9) e (5.10) sao independentes de (j, k), junto com o decaimento répido de §(-, j, k),
implicam que (-, , k) decai rapidamente.

O que conclui a demonstracao da Proposicao 5.5. .

As proposigoes 5.4 e 5.5 demonstram o Teorema 5.3. De fato, para cada g € F(0)°,
pela redugao feita na Proposigio 5.4 existe v tal que £v — g é flat em {0} x T2. Como
f = Lv — g pertence a §(0)°, segue da Proposicao 5.5 que podemos tomar w tal que
Lw = f = Lv — g em uma vizinhanga de {0} x T?; assim, fazendo v = v — w, obtemos

£u = g em uma vizinhanga de {0} x T2

Para concluir este capitulo, faremos uma analise sobre a resolubilidade global dos
operadores (£ : C>®(T?) — C>°(T?)) do Exemplo 5.2. Note que a restrigio de tais
operadores a uma vizinhanga da ¢érbita bidimensional {0} x T? é da forma (5.1). Se
f € (kertg)° C C=(T3) (*£ : D'(T3) — D'(T?)), entdo repetindo as técnicas utilizadas
no Capitulo 4, podemos obter uma funcao u € C*(T?) tal que £u = f. Portanto,
a imagem do operador £ é um subespago fechado de C*°(T?). Porém, veremos que a

imagem de £ nao tem codimensao finita.
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Considere

8 0 8

onde b é como no Exemplo 5.2, isto é, b € COO(Tl,]R), b(z)
vizinhanga de z =0,06>0e b~ 1(0) =0 € T".

™ (m > 2) em uma

Fixado n € (0,27) e tomando
o) e {=ii [0} 5£0 e a e 0.2m)
n

obtemos ; € L>(T') € D'(T!). Como b se anula apenas de ordem finita, existe ¢;/b €
D'(T) tal que b(t;/b) = 1;. Considerando o operador

d
'¢;: D'(T') —» D'(T') dado por 'E£;(u) = i%(b,u) —Jp

e definindo w; = '£;(1;/b), obtemos suppw; C {0} C T'. Procedendo como na de-
monstra¢ao do Lema 4.21 (ver também Proposigao 2.25 em [G]), verifica-se que existe
v; € D/(T) tal que w; = '£(v;), onde v; é da forma v; = >_,_, a6 (z). Em particular,
t8(1;/b—v;) = 0. Um calculo direto mostra que as distribuigoes p; = (¢; /b — v;) ® €Y
estao no nucleo de ‘€. Assim, segue do Lema 1.1 que a imagem do operador £ tem
codimensao infinita.

Agora considere o outro operador do Exemplo 5.2,

0 o . 0
En +i(1 — cos(x ))% + qu(x)a—y,

onde ¢ € C*(T!, R) e 1 — cos(x) = z%¢(x), em uma vizinhanca de x = 0. Para verifi-
car que tal operador também tem imagem de codimensao infinita, repetimos a mesma

técnica, considerando

—exp{ /¢ )1 — cos(s)] 1ds} v € (0,27),

() = (1~ cos(a)e) — J6()n.
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