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Resumo

Abordaremos o estudo de condições para que certas equações

diferenciais parciais tenham solução. Consideraremos equações do

tipo Lu = f, onde tomamos L em algumas classes de campos veto-

riais em toros de dimensão maior que dois. Tais campos vetoriais

são operadores que agem no espaço das funções definidas no toro e

que são infinitamente diferenciáveis.

A principal questão é determinar quando tais operadores têm

imagem fechada. Temos também interesse em saber quando que a

imagem de tais operadores é um subespaço de codimensão finita,

bem como estudar a regularidade de tais operadores.

As respostas de tais questões envolvem certas propriedades dos

coeficientes desses operadores, onde citamos: a conexidade de sub-

ńıveis de primitivas da parte imaginária dos coeficientes; condições

Diofantinas; a ordem de anulamento dos coeficientes e relações entre

as ordens de anulamento das partes real e imaginária dos coefici-

entes; além disso, o número de vezes que a parte imaginária de

um coeficiente c muda de sinal entre dois zeros consecutivos de c

também desempenha um papel.

Conseguimos caracterizar a resolubilidade e a hipoeĺıticidade

global de campos vetoriais do tipo tubo em toros de dimensão maior

do que dois, estendendo os resultados em dimensão dois. Depois, em

dimensão três, fornecemos condições que respondem sobre a ima-

gem ser ou não fechada, para uma outra classe de campos vetoriais

que não são do tipo tubo. Uma de tais condições está relacionada

com a famosa condição (P) de Nirenberg-Treves. Em particular,

obtemos o mesmo para uma classe de campos vetoriais em dimen-

iii



iv

são dois, para os quais a codimensão da imagem foi exaustivamente

estudada.



Abstract

We are concerned with the study of properties so that we can

solve certain partial differential equations. We will consider equati-

ons of the form Lu = f, where we take L in some classes of vector

fields on tori of dimension greater than two. This vector fields are

viewed as operators acting on the space of smooth functions defined

on the torus.

The main question is to study the closedness of the range of L. It

is also of interest to know whether the range has finite codimension,

as well as to study the regularity of L.

The answers of these questions are connected with certain pro-

perties of the coefficients of L, such as: Diophantine conditions;

the connectedness of some sublevel sets involving primitives of the

imaginary part of the coefficients; the order of vanishing of each co-

efficient and relations between the order of vanishing of the real and

imaginary parts of each coefficient; in addition, the number of times

that the imaginary part of a coefficient c changes sign between two

consecutive zeros of c also plays a role.

We characterize both global solvability and hypoellipticity for

vector fields of tube type on tori of dimension greater than two,

extending the results in dimension two. Moreover, in dimension

three, we find conditions for the closedness of the range for a class

of vector fields which are not of tube type. One of theese conditions

is related to the well known Nirenberg-Treves condition (P). In

particular, we obtain the same for a class of vector fields on the two-

torus, for which the codimension of the range was largely studied.
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Introdução

O assunto central deste trabalho é a resolubilidade global de certas classes de equa-

ções diferenciais parciais lineares formadas por campos vetoriais definidos no toro Tn '
Rn/2πZn, ou seja, operadores C - lineares L : C∞(Tn)→ C∞(Tn) que satisfazem a regra

de Leibniz L(fg) = fLg + gLf. Deseja-se saber para quais funções f ∈ C∞(Tn) pode-

mos obter uma solução da equação Lu = f, onde buscamos u em C∞(Tn). É natural que

apareçam condições de compatibilidade; por exemplo, para cada função f ∈ C∞(T1),

existe u ∈ C∞(T1) tal que u′ = f se, e somente se,
∫
T1 f = 0. Outra questão é descobrir

quantas condições de compatibilidade são necessárias sobre f para garantir que a equa-

ção Lu = f tenha solução em C∞(Tn), sendo que o interesse é saber se são finitas ou

infinitas condições.

Dizemos que L é globalmente resolúvel quando sua imagem LC∞(Tn) é um subes-

paço fechado de C∞(Tn), ou seja, quando (ker tL)◦ = LC∞(Tn), onde (ker tL)◦ = {f ∈
C∞(Tn); 〈µ, f〉 = 0, se µ ∈ ker tL}. Em palavras, L é globalmente resolúvel quando

para cada f ∈ (ker tL)◦ é posśıvel obter uma solução de Lu = f em C∞(Tn). O operador

L é dito fortemente resolúvel quando LC∞(Tn) for um subespaço de codimensão finita

de C∞(Tn). A finitude da codimensão de LC∞(Tn) está associada à regularidade do

operador L. Dizemos que L é globalmente hipoeĺıtico quando as condições µ ∈ D′(Tn) e

Lµ ∈ C∞(Tn) implicarem que µ ∈ C∞(Tn). Para ver trabalhos que abordam tais assun-

tos ou que abordam assuntos correlatos, citamos [B], [BP], [BCP], [BD1], [BD2], [BD3],

[BDM], [D2], [GW], [M], [Ho] e [H3].

Embora estejamos abordando um problema de análise, veremos que certas condições

geométricas, topológicas e condições de teoria dos números desempenham um papel

crucial nos resultados.

Somos motivados a estudar a resolubilidade global pois os operadores em questão

serão de primeira ordem e não-singulares, logo a resolubilidade local de tais operadores já

é conhecida, uma vez que ela é caracterizada pela condição (P) de Nirenberg-Treves. Um

operador diferencial parcial linear de ordem m e coeficientes infinitamente diferenciáveis

1



2 Introdução

em um aberto Ω ⊂ Rn é um operador da forma

P (x,D) =
∑
|α|6m

cα(x)Dα, (1)

onde cα ∈ C∞(Ω) e Dα = (−i)|α| ∂
α1

∂xα1
1

· · · ∂
αn

∂xαnn
, sendo que α = (α1, . . . , αn) ∈ Zn+ e |α| =

α1 + . . .+αn. Em uma variedade suave Ω de dimensão n, um operador diferencial parcial

linear de ordem m é um operador que em toda carta local possui uma representação

como em (1). Tal operador é dito localmente resolúvel (em Ω) se cada ponto x ∈ Ω possui

uma vizinhança U(x) em Ω tal que para toda f ∈ C∞(Ω) existe u ∈ D′(Ω) solução de

Lu = f em U(x). A seguir, descrevemos a condição (P): suponha que P (x,D) possui a

expressão local

P (x,D) =
∑
|α|6m

cα(x)Dα

e seja pm : T ∗Ω→ C o śımbolo principal de P (x,D), dado por

pm(x, ξ) =
∑
|α|=m

cα(x)ξα,

onde (x, ξ) denotam as coordenadas em T ∗Ω (ver [H5]). Dizemos que P (x,D) satisfaz a

condição (P) se não existe uma função suave a valores complexos q : T ∗Ω \ {0} → C tal

que =(qpm) muda de sinal ao longo de uma bicaracteŕıstica de <(qpm), ao longo da qual

q 6= 0. Uma bicaracteŕıstica de <(qpm) é uma curva integral do campo Hamiltoniano

H<(qpm) =
n∑
j=1

∂<(qpm)

∂ξj

∂

∂xj
−

n∑
j=1

∂<(qpm)

∂xj

∂

∂ξj
,

ao longo da qual <(qpm) ≡ 0 (ver [H3]). Dizemos também que uma curva é uma

semibicaracteŕıstica de pm se ela for uma bicaracteŕıstica de <(qpm), para alguma q 6= 0.

A condição (P) foi formulada pela primeira vez no artigo [NT] (1963) de Nirenberg

e Treves. Após um bom número de anos e de artigos, com trabalhos dos matemáticos

R. Beals e C. Fefferman-[BF], Moyer (ver [H5] e [H6]), Treves [T2] e Hörmander [H3],

ficou provado que a condição (P) é necessária e suficiente para a resolubilidade local de

operadores diferenciais parciais lineares de tipo principal (ver [C]), sendo que em [H3]

Hörmander mostrou que a condição (P) implica a existência de soluções infinitamente

diferenciáveis, se f também for infinitamente diferenciável.
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Em contrapartida, sabe-se que a condição (P) não é necessária para a resolubilidade

global. Como consequência dos resultados desenvolvidos no presente texto, obteremos

mais classes de operadores que não satisfazem a condição (P) e que são globalmente

resolúveis. Por exemplo, o operador

∂

∂t
+ i sen(t)

∂

∂x1

+ i cos(t)
∂

∂x2

( em T3
(x1,x2,t)

)

é globalmente resolúvel (ver Exemplo 2.13), mas não satisfaz a condição (P) (ver Lema

2.1). A condição (P) falha pois as funções sen(t) e cos(t) mudam de sinal. Embora

a condição (P) não seja necessária e, portanto, tais funções possam mudar de sinal,

veremos que uma condição necessária para a resolubilidade global de tais operadores

envolve a quantidade de vezes que cada combinação linear T1 3 t → j sen(t) + k cos(t)

((j, k) ∈ Z2) muda de sinal, a saber, poderão ocorrer no máximo duas mudanças de

sinais. Tal condição está relacionada com a conexidade dos subńıveis das primitivas

de cada combinação j sen(t) + k cos(t) (ver Teorema 2.6 - item (II)). Por exemplo, o

operador
∂

∂t
+ ( sen3(t) + i sen3(2t))

(
∂

∂x1

+
∂

∂x2

)
não é globalmente resolúvel (ver Exemplo 2.15), uma vez que sen3(t) muda de sinal

quatro vezes em T1.

Um outro exemplo onde vale a resolubilidade global mas não vale a condição (P)

(fora do caso tubo) é dado pelo operador (em T3
(x,y,t))

∂

∂t
+ ( sen3(x) + i sen3(2x))

(
∂

∂x
+

∂

∂y

)
,

ver Exemplo 4.14. A condição (P) não é satisfeita pois sen3(2x) muda de sinal entre

dois zeros consecutivos da parte real sen3(x). Observe que sen3(2x) muda de sinal

quatro vezes em T1. Entretanto, sen3(2x) muda de sinal apenas uma vez entre dois

zeros consecutivos de sen3(x) + i sen3(2x); veremos que tal condição é necessária (e

também suficiente) para a resolubilidade global de operadores deste tipo.

A condição (P) também não é suficiente para que L seja globalmente resolúvel; por

exemplo, o operador

∂

∂t
+

N∑
j=1

aj(t)
∂

∂xj
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satisfaz a condição (P), pois é um operador real, mas sua resolubilidade global depende

de condições Diofantinas impostas sobre os coeficientes aj (ver Teorema 2.6 - item (I)).

Resultados de Hörmander (ver [H3] ou [H6]) mostram que a condição (P) implica

que o operador L tem imagem de codimensão finita (em particular, que L é globalmente

resolúvel, ver Lema 1.1) se a seguinte condição geométrica estiver satisfeita:

(GC) qualquer ponto caracteŕıstico de L pertence a um intervalo compacto de uma curva

bicaracteŕıstica de <(q`), sobre a qual q 6= 0, sem extremos caracteŕısticos; onde `

denota o śımbolo principal de L.

Sendo assim, é fundamental que trabalhemos com operadores que não satisfaçam

simultaneamente as condições (P) e (GC).

Nosso objetivo central é investigar a resolubilidade das seguintes classes de operado-

res, as quais contêm operadores com a propriedade descrita no parágrafo acima:

• L =
∂

∂t
+

N∑
j=1

(aj(t) + ibj(t))
∂

∂xj
, (em (TN × T1)(x,t)), (2)

onde aj e bj são funções em C∞(T1;R), para cada j = 1, . . . , N.

• L =
∂

∂t
+ (a(x) + ib(x))

(
∂

∂x
+ λ

∂

∂y

)
, (em T3

(x,y,t)), (3)

onde a e b são funções em C∞(T1;R) e λ ∈ R.

• L =
∂

∂t
+ iβ(x)

(
xm

∂

∂x
+

∂

∂y

)
, (em ((δ, δ)× T2)(x,y,t)), (4)

onde m > 2 e β ∈ C∞((−δ, δ);R) satisfaz β(x) > 0, para todo x ∈ (−δ, δ).

No Caṕıtulo 1, apresentamos alguns conceitos e resultados gerais sobre campos ve-

toriais no toro, bem como estabelecemos alguns lemas que nos auxiliarão em demons-

trações ao longo do texto, com o objetivo de termos demonstrações bem organizadas e

com riqueza de detalhes.

O Caṕıtulo 2 caracteriza a resolubilidade global dos operadores da forma (2) (ope-

radores do tipo tubo), através de condições impostas sobre seus coeficientes. Dentre

as propriedades dos coeficientes que desempenham papel na resolubilidade, destacamos:

condições Diofantinas, a conexidade de subńıveis envolvendo a parte imaginária dos co-
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eficientes e a dependência linear entre tais funções. Tal caracterização encontra-se no

Teorema 2.6, que é o principal resultado do Caṕıtulo 2.

A hipoeliticidade global dos operadores do tipo (2) também é tratada no presente

trabalho. Tal estudo é feito no Caṕıtulo 3, onde condições similares às que aparecem na

resolubilidade também servem para caracterizar a hipoeliticidade. A caracterização da

hipoeliticidade global de (2) é fornecida pelo Teorema 3.1, que é o principal resultado do

Caṕıtulo 3. Veremos que as condições que determinam a resolubilidade forte dessa classe

de operadores são as mesmas que determinam a hipoeliticidade global. Sabemos que tal

propriedade nem sempre ocorre; por exemplo, o artigo [BCP] foi pioneiro ao apresentar

em T2 campos vetoriais fortemente resolúveis que não são globalmente hipoeĺıticos.

Os teoremas 2.6 e 3.1 estendem para várias variáveis resultados conhecidos em di-

mensão dois.

Dedicamos o Caṕıtulo 4 ao estudo da resolubilidade global dos operadores do tipo

(3). Quando c−1(0) = ∅, tal resolubilidade é dada pelos resultados do Caṕıtulo 2, uma

vez que, através de uma mudança de variáveis, o operador (3) se reduz a um operador

do tipo tubo. No caso mais interessante em que c−1(0) 6= ∅, veremos que a codimensão

da imagem é infinita. Sendo assim, vamos nos dedicar a encontrar condições para que

a imagem seja fechada. Tais condições envolvem relações entre a ordem de anulamento

das funções a e b, bem como o número de vezes que a função b muda de sinal entre

dois zeros consecutivos de c = a+ ib, a qual é intimamente relacionada com a conhecida

condição (P) de Nirenberg-Treves. O principal resultado nesta direção é o Teorema 4.7.

Tal teorema fornece uma nova classe (fora do tipo tubo) de campos vetoriais que são

globalmente resolúveis e não satisfazem a condição (P). Como corolários do Teorema

4.7, obtemos resultados que respondem se o operador ∂t+(a(x)+ ib(x))∂x, em dimensão

dois, tem ou não imagem fechada. Para tal operador, a codimensão da imagem foi

exaustivamente estudada.

Por fim, no Caṕıtulo 5 é feito um estudo sobre a resolubilidade de (4) em uma

vizinhança de uma órbita compacta bidimensional. Os operadores do tipo (4) não

são globalmente hipoeĺıticos em nenhuma vizinhança da órbita compacta bidimensio-

nal {0} × T2. Entretanto, dada f suave em uma vizinhança de {0} × T2, basta que f

satisfaça um número finito de condições de compatibilidade para que exista u suave em

uma vizinhança de {0} × T2 tal que Lu = f. Em outras palavras, conseguimos achar

um subespaço de codimensão finita de C∞((−δ, δ) × T2) de modo que, qualquer que
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seja f nesse espaço, a equação Lu = f possui uma solução suave em uma vizinhança

de {0} × T2. Acabamos de descrever o Teorema 5.3, que é o principal resultado do Ca-

ṕıtulo 5 e estabelece a resolubilidade do operador (4) em um sentido correlato ao de

Hörmander.

X



Caṕıtulo

1

Considerações iniciais e resultados

preliminares

Denotaremos o toro de dimensão n > 1 por Tn = Rn/2πZn, o qual é uma variedade

suave com atlas proveniente de restrições da aplicação canônica p : Rn → Rn/2πZn. O

espaço das funções f : Tn → C que são infinitamente diferenciáveis será denotado por

C∞(Tn). Em C∞(Tn) consideraremos a topologia metrizável induzida pela sequência de

seminormas

|φ |k
.
=
∑
|α|6k

sup
q∈Tn
|(∂αφ)(q)|,

onde φ ∈ C∞(Tn) e k ∈ Z+. Deste modo, C∞(Tn) é um espaço vetorial topológico,

localmente convexo, metrizável e completo (ver [R]), isto é, um espaço de Fréchet. O

espaço dos funcionais lineares cont́ınuos definidos em C∞(Tn) será denotado por D′(Tn);

os elementos de D′(Tn) são chamados de distribuições periódicas. Para um estudo sobre

distribuições citamos [H5] e sobre distribuições periódicas citamos [Z] (ver também [G]).

Um campo vetorial em Tn é uma aplicação C-linear L : C∞(Tn) → C∞(Tn) que

satisfaz a regra de Leibniz L(fg) = fLg + gLf (ver [BCH]). Denotaremos por tL o

operador transposto de L, o qual age em D′(Tn).

Dizemos que L é globalmente resolúvel quando sua imagem, LC∞(Tn), é um subes-

paço fechado de C∞(Tn). Resultados básicos de análise funcional implicam que (ker tL)◦ =

LC∞(Tn) (ver [G]), onde

(ker tL)◦ = {u ∈ C∞(Tn); 〈µ, u〉 = 0,∀ µ ∈ ker tL}.

7



8 Caṕıtulo 1 — Considerações iniciais e resultados preliminares

Deste modo, L é globalmente resolúvel se, e somente se, (ker tL)◦ ⊂ LC∞(Tn) (utiliza-

remos essa caracterização várias vezes ao longo deste trabalho).

Existe uma noção mais forte de resolubilidade; a saber, L é fortemente resolúvel

quando sua imagem é um subespaço de codimensão finita de C∞(Tn) (ver [BCP]). Tal

definição é correlata com a definição de resolubilidade em uma vizinhança de um con-

junto compacto, introduzida por Hörmander. Novamente, recorrendo à análise funcional,

veremos que L ser fortemente resolúvel implica que L é globalmente resolúvel.

Lema 1.1. Um operador parcial linear L, definido em C∞(Tn), é fortemente resolúvel

se, e somente se, LC∞(Tn) é fechado e dim ker tL < ∞. Além disso, a codimensão de

LC∞(Tn) é igual à dimensão de ker tL.

Demonstração: Suponha que LC∞(Tn) é fechado e que dim ker tL = m. Como LC∞(Tn)

é um subespaço fechado de C∞(Tn), o espaço quociente E
.
= C∞(Tn)/LC∞(Tn) é um

espaço vetorial topológico (Hausdorff) localmente convexo (ver [R]). Mostremos que

dimE ′ = m. Seja p : C∞(Tn)→ E a aplicação canônica e sejam µ1, . . . , µm distribuições

que geram ker tL. Dada θ ∈ E ′, definimos µθ ∈ D′(Tn) por µθ
.
= θ ◦ p. Note que, para

f ∈ LC∞(Tn), temos 〈µθ, f〉 = θ(p(f)) = θ(0) = 0; logo µθ ∈ ◦(LC∞(Tn)) = ker tL
w∗

=

ker tL. Como ker tL é gerado por µ1, . . . , µm, segue que

θ(p(u)) =
m∑
j=1

λj〈µj, u〉,

para toda u ∈ C∞(Tn). Para cada j, definimos θj ∈ E ′ por θj(p(u))
.
= 〈µj, u〉. Como

µ1, . . . , µm são linearmente independentes, segue que θ1, . . . , θm são linearmente inde-

pendentes e como

θ =
m∑
j=1

λjθj,

qualquer que seja θ ∈ E ′, obtemos dimE ′ = m. Em particular, dimE = m, ou seja,

LC∞(Tn) tem codimensão m em C∞(Tn).

Reciprocamente, suponha que LC∞(Tn) tem codimensão finita (m) em C∞(Tn). Uti-

lizando o Teorema da Aplicação Aberta, mostraremos que LC∞(Tn) é fechado. Por hipó-

tese, existe S um subespaço de dimensão m de C∞(Tn) tal que C∞(Tn) = LC∞(Tn)⊕S.
Como S é fechado e C∞(Tn) é um espaço de Fréchet, segue que S e C∞(Tn) × S são

espaços de Fréchet. Assim, pelo Teorema da Aplicação Aberta (ver [R]) segue que a
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aplicação

L⊕ id : C∞(Tn)× S → C∞(Tn),

definida por L⊕ id(u, v)
.
= Lu+ v, é aberta. Em particular, L⊕ id(C∞(Tn)\kerL, S) =

C∞(Tn) \LC∞(Tn) é aberto, logo LC∞(Tn) é fechado em C∞(Tn). Por fim, repetindo os

argumentos acima vemos que dim ker tL = dim[C∞(Tn)/LC∞(Tn)], que é a codimensão

de LC∞(Tn) em C∞(Tn). �

Embora a resolubilidade global seja o principal assunto do presente texto, também

estudaremos a hipoeliticidade global para os operadores do tipo tubo (ver (2) na Intro-

dução). Dizemos que um operador L : D′(Tn)→ D′(Tn) é globalmente hipoeĺıtico se as

condições µ ∈ D′(Tn) e Lµ ∈ C∞(Tn) implicam que µ ∈ C∞(Tn).

O próximo resultado fornece uma relação entre a hipoeliticidade global e a reso-

lubilidade global. Sua demonstração segue a linha dos argumentos que aparecem em

[H6]-Teorema 26.1.7.

Lema 1.2. Seja L : C∞(Tn)→ C∞(Tn) um campo vetorial tal que tL : D′(Tn)→ D′(Tn)

é globalmente hipoeĺıtico e satisfaz tL = −L. Então L é globalmente resolúvel.

Demonstração: Denotemos por E o espaço C∞(Tn) munido da topologia proveniente

da seguinte sequência de seminormas:

u→ sup
x∈Tn
|u(x)|+

∑
|α|6m

sup
x∈Tn
|∂α(tLu)(x)| (m ∈ Z+).

Desta forma E é um espaço de Fréchet. Utilizando a regra de Leibniz segue que a

aplicação identidade id : C∞(Tn)→ E é cont́ınua, logo o Teorema da Aplicação Aberta

implica que id : E → C∞(Tn) é cont́ınua. Sendo assim, para todo k ∈ Z+ existem

Ck > 0 e mk ∈ Z+ tais que

∑
|α|6k

sup
x∈Tn
|∂αu(x)| 6 Ck

 sup
x∈Tn
|u(x)|+

∑
|α|6mk

sup
x∈Tn
|∂α(tLu)(x)|

 , (1.1)

para toda u ∈ C∞(Tn).

Tal fato implicará que existem C > 0 e m ∈ Z+ tais que

sup
x∈Tn
|u(x)| 6 C

∑
|α|6m

sup
x∈Tn
|∂α(tLu)(x)|, (1.2)
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para toda u ∈ (ker tL)◦.

Suponha por um momento que tal condição seja verdadeira. Para cada função f ∈
(ker tL)◦ ⊂ C∞(Tn), defina Tf : tLC∞(Tn) → C por 〈Tf , tLu〉

.
=

∫
Tn
f · u, para toda

u ∈ C∞(Tn). Note que, como f ∈ (ker tL)◦ e como tLC∞(Tn) = LC∞(Tn) ⊂ (ker tL)◦,

segue que Tf é bem definida; mais ainda, a estimativa (1.2) implica que Tf é cont́ınua.

Pelo Teorema de Hahn-Banach existe µ ∈ D′(Tn) tal que, para toda u ∈ C∞(Tn), temos

〈Lµ, u〉 = 〈µ, tLu〉 = 〈Tf , tLu〉 = 〈f, u〉; logo Lµ = f. Como f ∈ C∞(Tn) e como

L = −tL é globalmente hipoeĺıtico, obtemos µ ∈ C∞(Tn). Portanto, L é globalmente

resolúvel.

Para concluir a demonstração vamos provar que (1.1) implica (1.2).

Suponha que não vale (1.2). Então, para cada ` ∈ N existe u` ∈ (ker tL)◦ tal que

sup
x∈Tn
|u`(x)| = 1 e ∑

|α|6`

sup
x∈Tn
|∂α(tLu`)(x)| < 1

`
. (1.3)

A desigualdade acima e (1.1) implicam que para todo k ∈ Z+ existe Ck > 0 tal que

∑
|α|6k

sup
x∈Tn
|∂αu`(x)| 6 Ck

1 +
∑
|α|6`

sup
x∈Tn
|∂α(tLu`)(x)|

 < 2Ck,

para todo ` ∈ N (suficientemente grande), logo {u`, ` ∈ N} é limitado em C∞(Tn).

Como C∞(Tn) tem a propriedade de Heine-Borel (todo fechado e limitado é compacto),

segue que (u`) possui uma subsequência que converge para uma função v ∈ C∞(Tn) (na

topologia usual de C∞(Tn)). Mais ainda, como (u`) ⊂ (ker tL)◦ e como sup
x∈Tn
|u`(x)| = 1,

segue que v ∈ (ker tL)◦ e sup
x∈Tn
|v(x)| = 1. Por outro lado, como (tLu`) converge para zero

(por (1.3)) e para tLv, obtemos tLv = 0, ou seja v ∈ (ker tL) ∩ (ker tL)◦ e v 6≡ 0, o que

é uma contradição.

Portanto, a desigualdade (1.2) é verdadeira.

�

O próximo lema é uma adaptação do Lema 6.1.2 de [H2]. Tal resultado fornece uma

condição necessária para a resolubilidade global de operadores diferenciais, a qual é uma

desigualdade que envolve o operador transposto. Veja também as referências [T1]-Lema

II.2.1 e [H1].
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Lema 1.3. Seja L um campo vetorial globalmente resolúvel em Tn. Existem constantes

positivas m (m ∈ Z+) e C > 0 tais que

∣∣∣∣∫
Tn
fv

∣∣∣∣ 6 C ·

∑
|α|6m

sup
Tn
|∂αf |

 ·
∑
|α|6m

sup
Tn
|∂α(tLv)|

 , (1.4)

quaisquer que sejam f ∈ (ker tL)◦ e v ∈ C∞(Tn).

Demonstração: Note que
∑
|α|6m

sup
Tn
|∂αf |, m ∈ Z+, é uma sequência separante de semi-

normas definidas em C∞(Tn), a qual, conforme [R], torna C∞(Tn) um espaço vetorial to-

pológico localmente convexo e metrizável. Mais ainda, munido de tal topologia, C∞(Tn)

é um espaço de Fréchet. Por outro lado, a sequência de seminormas
∑
|α|6m

sup
Tn
|∂α(tLv)|,

m ∈ Z+, definidas em C∞(Tn), não é separante. Para contornar tal problema, conside-

remos o espaço quociente C∞(Tn)/ ker tL. Neste espaço, a sequência
∑
|α|6m

sup
Tn
|∂α(tLv)|,

m ∈ Z+, é uma sequência separante de seminormas, logo C∞(Tn)/ ker tL é um espaço

vetorial topológico localmente convexo e metrizável. Como (ker tL)◦ é um subespaço fe-

chado do espaço de Fréchet C∞(Tn), segue que a topologia induzida torna (ker tL)◦ um

Fréchet. Consideremos no espaço produto (ker tL)◦ × C∞(Tn)/ ker tL a forma bilinear

(f, v) 7→
∫
Tn
fv,

a qual está bem definida, pois f ∈ (ker tL)◦.

Fixada v ∈ C∞(Tn)/ ker tL, é fácil ver que a forma linear

f 7→
∫
Tn
fv, f ∈ (ker tL)◦

é cont́ınua em (ker tL)◦. Mais ainda, quando fixamos f ∈ (ker tL)◦, a resolubilidade

global de L implica que existe u ∈ C∞(Tn) tal que Lu = f ; deste modo, a forma linear

C∞(Tn)/ ker tL 3 v 7→
∫
Tn
fv

satisfaz ∣∣∣∣∫
Tn
fv

∣∣∣∣ = |〈v, Lu〉| = |〈tLv, u〉| =
∣∣∣∣∫
Tn

(tLv)u

∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣∫
Tn
u

∣∣∣∣ · sup
Tn
|tLv|,
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o que implica que essa segunda forma linear também é cont́ınua.

Até aqui constrúımos uma forma bilinear (definida no produto de um espaço de

Fréchet com um espaço vetorial topológico localmente convexo e metrizável) e mostramos

que tal forma bilinear é separadamente cont́ınua. Segue de [T3] (página 354) que tal

forma é cont́ınua, o que implica na existência de constantes C > 0 e m ∈ Z+ tais que

∣∣∣∣∫
Tn
fv

∣∣∣∣ 6 C ·

∑
|α|6m

sup
Tn
|∂αf |

 ·
∑
|α|6m

sup
Tn
|∂α(tLv)|

 ,

para todo f ∈ (ker tL)◦ e v ∈ C∞(Tn)/ ker tL.

Como a desigualdade é trivial para v ∈ ker tL, o lema está demonstrado.

�

A desigualdade fornecida pelo Lema 1.3 será de grande valia no estudo da resolubi-

lidade global dos operadores do Caṕıtulo 2.

Outra ferramenta de grande importância é a série parcial de Fourier de uma função

em C∞(Tn). A referência para tal assunto é [Z].

Sejam p e q dois números naturais e seja n
.
= p + q. Denotemos por (x, y) as coor-

denadas em Tn = Tp ×Tq. Uma sequência de funções (vη)η∈Zq ⊂ C∞(Tp) é rapidamente

decrescente se para cada α ∈ Zp+ e k ∈ Z+ existir C > 0 tal que

|∂αvη(x)| 6 C/|η|k,

para todo η ∈ Zq \ {0} e x ∈ Tp; enquanto que (νη)η∈Zq ⊂ D′(Tp) será de crescimento

lento se existirem constantes C > 0 e k ∈ Z+ tais que

|〈νη, u〉| 6 C|η|k
∑
|α|6k

sup
x∈Tp
|∂αu(x)|,

para todo η ∈ Zq \ {0} e u ∈ C∞(Tp).

Para cada função u ∈ C∞(Tn), defina

û(x, η)
.
=

1

(2π)q

∫
Tq
u(x, y)e−i〈η,y〉dy

para todo x ∈ Tp e η ∈ Zq.
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A sequência (û(·, η))η∈Zq é rapidamente decrescente e
∑
η∈Zq

û(x, η)ei〈η,y〉 converge para

u em C∞(Tn); assim, escrevemos

u(x, y) =
∑
η∈Zq

û(x, η)ei〈η,y〉. (1.5)

A série (1.5) é dita série parcial de Fourier da função u com relação à variável y e cada

coeficiente û(·, η) é chamado de coeficiente parcial de Fourier da função u. Reciproca-

mente, se (vη)η∈Zq ⊂ C∞(Tp) é rapidamente decrescente, então a série
∑
η∈Zq

vη(x)ei〈η,y〉

converge em C∞(Tn) para uma função v, a qual satisfaz v̂(x, η) = vη(x).

Para u ∈ C∞(Tn) e x ∈ Tp, denotemos por ux a função em C∞(Tq) dada por

ux(y) = u(x, y), y ∈ Tq. Seja também eη(y)
.
= e〈η,y〉, para y ∈ Tq e η ∈ Zq. Da-

das duas distribuições ω ∈ D′(Tp) e ν ∈ D′(Tq), definimos µ = ω ⊗ ν ∈ D′(Tn) por

〈µ, u〉 = 〈ω〈ν, ux〉〉. Suponha agora que µ ∈ D′(Tn). A sequência µ̂(·, η) ⊂ D′(Tp),
definida por µ̂(φ, η) = (2π)−q〈µ, φ · e−η〉, forma uma sequência de crescimento lento e∑
η∈Zq

µ̂(·, ξ)⊗ eη converge em D′(Tn) para µ; assim, escrevemos

µ =
∑
η∈Zq

µ̂(·, η)⊗ eη, (1.6)

ou seja

〈µ, u〉 =
∑
η∈Zq
〈µ̂(·, η), 〈eη, ux〉〉 = (2π)q

∑
η∈Zq
〈µ̂(·, η), û(·,−η)〉〉.

A série (1.6) é chamada de série parcial de Fourier da distribuição µ com relação à

variavel y e cada coeficiente µ̂(·, η) é chamado de coeficiente parcial de Fourier da

distribuição µ. Por fim, se (νη)η∈Zq ⊂ D′(Tp) é uma sequência de crescimento lento,

então a série
∑
η∈Zq

νη ⊗ eη converge para uma distribuição ν em D′(Tn), a qual satisfaz

〈νη, φ〉 = (2π)−q〈ν, φ · e−η〉 = ν̂(φ, ξ), para cada φ ∈ C∞(Tp) e η ∈ Zq.

Além do Lema 1.3, a série parcial de Fourier também será utilizada para buscar

condições necessárias para a resolubilidade global, sendo que, nesse caso, a técnica será

construir funções em (ker tL)◦ que não estejam na imagem de L.
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A seguir, apresentamos dois lemas que também serão utilizados para estabelecermos

condições necessárias para a resolubilidade dos operadores do Caṕıtulo 2.

Lema 1.4. Seja φ uma função em C∞(T1,R) tal que

∫ 2π

0

φ(t)dt = 0 e tal que todos os

subńıveis

Ωr
.
=

{
t ∈ T1;

∫ t

0

φ(τ)dτ < r

}
(r ∈ R)

são conexos. Então os seguintes conjuntos são conexos:{
t ∈ T1,

∫ t

0

φ(τ)dτ 6 r

}
,

{
t ∈ T1,

∫ t

0

φ(τ)dτ > r

}
,

{
t ∈ T1,

∫ t

0

φ(τ)dτ = r

}
e

{
t ∈ T1,

∫ t

0

φ(τ)dτ > r

}
,

para todo r ∈ R.

Demonstração: O conjunto

{
t ∈ T1,

∫ t

0

φ(τ)dτ 6 r

}
é conexo pois se escreve como a

interseção de uma sequência não-crescente de conjuntos conexos

Ωr+ 1
m

=

{
t ∈ T1,

∫ t

0

φ(τ)dτ < r +
1

m

}
, ou seja,

{
t ∈ T1,

∫ t

0

φ(τ)dτ 6 r

}
=
⋂
m∈N

Ωr+ 1
m
,

onde Ωr+ 1
m+1
⊂ Ωr+ 1

m
, para todo m ∈ N.

Os conjuntos

{
t ∈ T1,

∫ t

0

φ(τ)dτ > r

}
e

{
t ∈ T1,

∫ t

0

φ(τ)dτ > r

}
são conexos, uma

vez que são o complementar (em T1) dos conjuntos conexos Ωr e
{
t ∈ T1,

∫ t
0
φ(τ)dτ 6 r

}
,

respectivamente.

Por fim, veremos que o conjunto

{
t ∈ T1,

∫ t

0

φ(τ)dτ = r

}
é conexo. De fato, note

que {
t ∈ T1,

∫ t

0

φ(τ)dτ = r

}
=
⋂
m∈N

{
t ∈ T1, r − 1

m
6
∫ t

0

φ(τ)dτ < r +
1

m

}
,

onde, para cada m ∈ N, o conjunto

{
t ∈ T1, r − 1

m
6
∫ t

0

φ(τ)dτ < r +
1

m

}
é conexo

(pois é a interseção de dois conexos em T1) e vale a inclusão
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{
t ∈ T1, r − 1

(m+ 1)
6
∫ t

0

φ(τ)dτ < r +
1

(m+ 1)

}
⊂{

t ∈ T1, r − 1

m
6
∫ t

0

φ(τ)dτ < r +
1

m

}
.

�

Lema 1.5. Seja φ uma função em C∞(T1)\{0} que possua uma primitiva Φ ∈ C∞(T1).

Suponha que exista r ∈ R tal que o subńıvel Ωr = {t ∈ T1; Φ(t) < r} seja desconexo.

Então existe r0 < r tal que Ωr0 tem duas componentes conexas cujos fechos são disjun-

tos; desta forma, podemos definir funções f0 e v0 em C∞(T1), satisfazendo as seguintes

propriedades:

∫ 2π

0

f0(t)dt = 0, supp f0 ∩ Ωr0 = ∅, supp v′0 ⊂ Ωr0 e

∫ 2π

0

f0(t)v0(t)dt > 0.

Demonstração: Tome C1 uma componente conexa de Ωr  T1. Note que C1 é um

intervalo aberto cuja fronteira é formada por dois pontos distintos, ∂C1
.
= {t1, t2}.

Fixando t3 ∈ C1, temos Φ(t3) < r.

Como Ωr não é conexo, existe C2, outra componente conexa de Ωr, tal que C1 ∩
C2 = ∅. Novamente, C2 é um intervalo aberto cuja fronteira é formada por dois pontos

distintos, ∂C2 = {t4, t5}. Fixando t6 ∈ C2, temos Φ(t6) < r.

Seja ε > 0 tal que r0
.
= max{Φ(t3),Φ(t6)} + ε < r. Como Φ(t1) = r, segue da

continuidade de φ que existe um intervalo aberto U1 contendo t1, tal que Φ(t) > r0,

para todo t ∈ U1. Do mesmo modo, existe um intervalo aberto U2 contendo t2, tal que

Φ(t) > r0, para todo t ∈ U2.

Considere I e J, as componentes conexas de Ωr0 que contêm t3 e t6, respectivamente.

Note que U1 e U2 são subconjuntos de T1 \ (I ∪ J). Note também que as componentes

conexas I e J possuem fechos disjuntos.

O próximo passo é definir as funções f0 e v0. Para tanto, vamos olhar a situação acima

em um intervalo de comprimento 2π, K = [t1, t1 + 2π] ⊂ R, onde iremos representar os

conjuntos definidos até aqui do seguinte modo: assumiremos que

t1 < t3 < t2 6 t4 < t6 < t5 6 t1 + 2π,

t3 ∈ I ⊂ C1 = (t1, t2),

t6 ∈ J ⊂ C2 = (t4, t5),
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U1 = [t1, t1 + ε′) ∪ (t1 + 2π − ε′, t1 + 2π],

onde 0 < ε′ e t1 + ε′ < t3; por fim,

U2 = (t2 − ε′′, t2 + ε′′),

onde 0 < ε′′ e t3 < t2 − ε′′ < t2 + ε′′ < t6.

Considere funções de corte f1 ∈ C∞c (U1) tal que

∫ 2π

0

f1(t)dt = 1 e f2 ∈ C∞c (U2) tal

que

∫ 2π

0

f2(t)dt = 1. Definindo f0
.
= f2 − f1 obtemos supp f0 ⊂ U1 ∪ U2, o que implica

supp f0 ∩ Ωr0 = ∅; além disso,

∫ 2π

0

f0 =

∫
U2

f2 −
∫
U1

f1 = 1− 1 = 0.

Por fim, seja δ > 0 tal que t3 + δ ∈ I e t6 − δ ∈ J.

Agora escolha v0 satisfazendo: v0 ∈ C∞c ((t3, t6)) e v0 ≡ 1 em [t3 + δ, t6 − δ]; deste

modo, obtemos

∫ 2π

0

f0v0 =

∫
U2

f2 = 1 > 0 e supp v′0 ⊂ I ∪ J ⊂ Ωr0 . O que conclui a

demonstração.

�

A série parcial de Fourier também será empregada na busca de soluções para equações

do tipo Lu = f, a qual nos levará a uma sequência de equações envolvendo um número

menor de variáveis. Precisaremos resolver tais equações, obtendo uma sequência de

soluções e depois precisaremos mostrar que tal sequência decai rapidamente.

O lema abaixo nos auxiliará na resolução dessas equações. Sua demonstração é uma

simples aplicação do método do fator integrante.

Lema 1.6. Sejam f e θ funções em C∞(T1). Considere a equação

u′(t) + θ(t)u(t) = f(t), t ∈ T1. (1.7)

Se θ0
.
= (2π)−1

∫ 2π

0
θ(t)dt 6∈ iZ, então (1.7) possui uma única solução, a qual pode ser

escrita por

u(t) = (1− e−2πθ0)−1

∫ 2π

0

f(t− s)e−
∫ t
t−s θ(τ)dτds (1.8)

ou ainda, podemos escrever

u(t) = (e2πθ0 − 1)−1

∫ 2π

0

f(t+ s)e
∫ t+s
t θ(τ)dτds. (1.9)
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Por outro lado, se θ0 ∈ iZ, então (1.7) possui infinitas soluções, desde que∫ 2π

0

f(t)e
∫ t
0 θ(τ)dτdt = 0.

Neste caso, cada solução pode ser escrita na forma

u(t) = Ce−
∫ t
0 θ(τ)dτ +

∫ t

0

f(s)e−
∫ t
s θ(τ)dτds, onde C ∈ C.

Finalizando essa seção, apresentaremos dois lemas que nos ajudarão no controle do

decaimento de certas sequências de funções.

Lema 1.7. Seja K um número real positivo. Então∫ s0+δ

s0−δ
e−mK(s−s0)2ds >

(∫ δ

−δ
e−s

2

ds

)
(K)−1/2(m)−1/2,

para todo m ∈ N tal que
√
mK > 1.

Demonstração: Basta notar que

∫ s0+δ

s0−δ
e−mK(s−s0)2ds =

∫ δ

−δ
e−(
√
mKs)2ds =

1√
mK

∫ δ
√
mK

−δ
√
mK

e−s
2

ds.

�

Lema 1.8. Seja α um número real negativo. A função φ dada por φ(x) = eα/x, se x > 0

e φ(x) = 0, se x 6 0, satisfaz φ(x) = O(|x|m), para todo m ∈ Z+.

Demonstração: É suficiente provar que lim
x→0+

eα/x

xm
= 0, para todo m ∈ Z+. Como

ey > 1 + y, para todo y > 0, obtemos

e
−α

x(m+1) > 1 +
−α

x(m+ 1)
>

−α
x(m+ 1)

, para todo x > 0, logo

xme
−α
x >

(
−α

x(m+ 1)

)m+1

xm =

(
|α|

m+ 1

)m+1

x−1.

Por fim,

0 <
eα/x

xm
<

(
m+ 1

|α|

)m+1

x→ 0, x→ 0+.

�





Caṕıtulo

2

Resolubilidade global para campos

vetoriais do tipo tubo

Dedicamos este caṕıtulo ao estudo da resolubilidade global de campos vetoriais do

tipo tubo em TN+1 = (TN × T1)(x,t), ou seja, campos da forma

L =
∂

∂t
+

N∑
j=1

(aj(t) + ibj(t))
∂

∂xj
, (2.1)

onde aj e bj são funções em C∞(T1;R), para cada j = 1, . . . , N. Note que os coeficientes

são funções a valores complexos, as quais dependem apenas da variável t; tais coeficientes

serão denotados por cj
.
= aj + ibj.

O objetivo é encontrar condições que digam quando que o operador (2.1) tem ima-

gem fechada. Nesta direção, o principal resultado é o Teorema 2.6, o qual fornece uma

caracterização completa para a resolubilidade global de L, através de propriedades im-

postas sobre seus coeficientes. Propriedades topológicas, geométricas e propriedades de

teoria dos números aparecem no estudo da resolubilidade global de (2.1).

Note que tais operadores são não-singulares, uma vez que existe um coeficiente que

nunca se anula; logo a resolubilidade local é determinada pela condição (P) de Nirenberg-

Treves (ver Introdução). Isso nos motiva a estudar a resolubilidade global de (2.1). Vale

destacar que a condição (P) não é necessária para a resolubilidade global de operadores

do tipo (2.1). De fato, o item (II) do Teorema 2.6 fornece exemplos de operadores

globalmente resolúveis que não satisfazem a condição (P) (veja o Exemplo 2.13).

19
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O próximo resultado nos ajuda a entender melhor como é a condição (P) para os

operadores do tipo (2.1).

Lema 2.1. O operador L dado por (2.1) satisfaz a condição (P) se, e somente se, L é

do tipo

L =
∂

∂t
+

N∑
j=1

(aj(t) + iλjb(t))
∂

∂xj
,

onde b ∈ C∞(T1,R), b não muda de sinal e λj ∈ R, j = 1, . . . , N.

Para demonstrar o Lema 2.1 faremos uso do seguinte resultado, o qual é uma simples

variação do Lema 3.9 de [K].

Lema 2.2. Sejam g e h funções R - linearmente independentes em C∞(T1). Então

existem inteiros não nulos p e q, p 6= q, tais que a função T1 3 t→ pg(t)+qh(t) muda de

sinal. Além disso, se g0 =
1

2π

∫ 2π

0

g(t)dt 6= 0 ou h0 =
1

2π

∫ 2π

0

h(t)dt 6= 0, então podemos

escolher os inteiros p e q de modo que também tenhamos

∫ 2π

0

pg(t) + qh(t)dt 6= 0.

Demonstração: Essa demonstração está em [K]. Vamos repetir os argumentos aqui.

Se g muda de sinal, tomamos q = 1 e p suficientemente grande de modo que

T1 3 t→ pg(t)+qh(t) muda de sinal e

∫ 2π

0

pg(t)+qh(t)dt 6= 0. Analogamente, obtemos

p e q com as propriedades desejadas quando h muda de sinal.

Suponha que g e h não mudam de sinal. Sem perda de generalidade, podemos assumir

que g(t) > 0 e h(t) > 0. Defina K = {t ∈ [0, 2π]; g(t) = 0 = h(t)} e A = [0, 2π] \K.
Para dois números inteiros p e q tais que 0 6= p 6= q 6= 0, podemos escrever

pg(t) + qh(t) = (p− q)g(t) + q(g(t) +h(t)) = (p− q)(g(t) +h(t))

(
g(t)

g(t) + h(t)
+

q

p− q

)
,

para todo t ∈ A. Assim, se encontrarmos r = m/n ∈ Q tal que a função

A 3 t→ g(t)

g(t) + h(t)
− m

n
(2.2)

muda de sinal, então t→ (m− n)g(t) +mh(t) também muda de sinal. Como g e h são

R-linearmente independentes em C∞(T1,R), a função

A 3 t→ φ(t)
.
=

g(t)

g(t) + h(t)
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não é constante. Sendo assim, fixemos t0 ∈ A e t1 ∈ A tais que φ(t0) < φ(t1). Se

g0 + h0 6= 0, tomamos r = m/n ∈ (φ(t0), φ(t1)) (m ∈ Z \ {0}, n ∈ N), onde r é um

número racional tal que
m

n
6= g0

g0 + h0

;

caso g0 + h0 = 0, podemos escolher quaisquer m ∈ Z \ {0} e n ∈ N tais que r = m/n ∈
(φ(t0), φ(t1)). Com essa escolha, segue de (2.2) que a função t → (m − n)g(t) + mh(t)

muda de sinal; mais ainda,
1

2π

∫ 2π

0

(m− n)g(t) +mh(t)dt 6= 0.
�

Agora estamos prontos para demonstrar o Lema 2.1.

Demonstração do Lema 2.1: Seja

`(x, t, ξ, τ) = τ + (a1(t) + ib1(t))ξ1 + · · ·+ (aN(t) + ibN(t))ξN

o śımbolo principal de L e

H<(`) =
∂

∂t
+ a1(t)

∂

∂x1

+ · · ·+ aN(t)
∂

∂xN
− [a′1(t)ξ1 + · · ·+ a′N(t)ξN ]

∂

∂τ

o campo Hamiltoniano de <(`).

Suponha que existam ı́ndices m e k tais que bm e bk são R - linearmente independen-

tes. Sem perda de generalidade podemos assumir que m = 1 e k = 2. Segue do Lema

2.2 que podemos encontrar inteiros não nulos p e q tais que pb1 + qb2 muda de sinal.

Sendo assim, para ξ(0) = (p, q, 0, . . . , 0), a parte imaginária =(`) muda de sinal sobre a

bicaracteŕıstica s → (x(s), s, ξ(0), τ(s)) de <(`) (que é uma curva integral de H<(`) ao

longo da qual <(`) 6= 0), logo não vale a condição (P).

Supondo que as funções bj (j = 1, . . . , N) são duas a duas R - linearmente depen-

dentes, podemos escrever

L =
∂

∂t
+

N∑
j=1

(aj(t) + iλjb(t))
∂

∂xj
,

onde b ∈ C∞(T1,R) e ‖(λ1, . . . , λN)‖ > 0. Se b muda de sinal, repetindo os argumentos

acima vemos que L não satisfaz a condição (P). Por fim, suponha que b não muda

de sinal. Como qualquer bicaracteŕıstica de <(`) é da forma s → (x(s), s, ξ(s), τ(s)),

onde ξ(s) é constante, segue que =(`) não muda de sinal sobre as bicaracteŕısticas de
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<(`); disso (e do Teorema 3.7 de [H4], ver também Teorema 1.0.1 de [D1]) segue que a

condição (P) está satisfeita (veja também [M]).
�

A validade da condição (P) também não implica que um operador do tipo (2.1)

seja globalmente resolúvel. Por exemplo, operadores reais com coeficientes constantes

satisfazem a condição (P), mas podem não ser globalmente resolúveis. De fato, condições

Diofantinas é que determinam a resolubilidade global de tais operadores (ver exemplos

em [GW] ou em [BP]).

Em [GW] (1972), os autores apresentaram uma condição sobre o śımbolo de um

operador a coeficientes constantes (em T2
(x1,x2)) da forma

P =
M∑

k,`=1

ck`

(
−i ∂
∂x1

)k (
−i ∂
∂x2

)`
,

a qual caracteriza a hipoeliticidade global de P. A saber, P é globalmente hipoeĺıtico

se, e somente se, existem números reais positivos C, γ1 e γ2 tais que∣∣∣∣∣
M∑

k,`=1

ck`n
km`

∣∣∣∣∣ > C(n2 +m2)−γ1 , (2.3)

para todo n ∈ N e m ∈ N tais que n2 + m2 > γ2. Argumentos similares aos utilizados

em [GW] também podem ser empregados para caracterizar a resolubilidade global (veja,

por exemplo, Proposição 2.17).

Chamaremos uma condição do tipo (2.3) de condição Diofantina.

Ainda em [GW], quando P =
∂

∂x1

− α ∂

∂x2

, a condição (2.3) fica conectada à noção

de números de Liouville. Neste caso, P é globalmente hipoeĺıtico se, e somente se, α

é um número irracional não-Liouville. Enquanto que P é globalmente resolúvel se, e

somente se, α é racional ou α é um número irracional não Liouville.

Definição 2.3. Dizemos que um número irracional α é um número de Liouville se

existir uma sequência (pn, jn) ∈ Z× N tal que jn →∞ e

|α− pn/jn| < (jn)−n, para todo n ∈ N.

Mais adiante, veremos que condições Diofantinas também se conectam com a noção

de vetores de Liouville (ver Exemplo 2.11).
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Definição 2.4. Um vetor (α, β) ∈ R2 \ Q2 é um vetor de Liouville se existir C > 0 e

uma sequência (pn, qn, jn) ∈ Z2 × N tal que jn > 2 e

|α− pn/jn|+ |β − qn/jn| < C(jn)−n, para todo n ∈ N.

Observação 2.5. Note que na definição de vetores de Liouville, as duas aproximações

possuem o mesmo denominador. Vale também notar que quando (α, β) ∈ (R \ Q)2 for

um vetor de Liouville, então cada um dos números α e β é um número de Liouville. Por

outro lado, em [B] foi constrúıdo um par de números de Liouville α e β, de modo que o

vetor (α, β) fosse não Liouville.

Pelo que foi descrito previamente, é natural esperar que apareçam condições Dio-

fantinas no estudo da resolubilidade global (assim como na hipoeliticidade global) de

operadores do tipo (2.1). Portanto, consideraremos as seguintes condições Diofantinas

para um par (α, β) ∈ RN × RN :

(DC1) existem constantes C > 0 e γ > 0 tais que

|τ + 〈ξ, α + iβ〉| > C(|ξ|+ |τ |)−γ,

para todo (ξ, τ) = (ξ1, . . . , ξN , τ) ∈ ZN × Z \ {(0, 0)}, onde |ξ| = |ξ1|+ · · ·+ |ξN |.

(DC2) existem constantes C > 0 e γ > 0 tais que

|τ + 〈ξ, α + iβ〉| > C(|ξ|+ |τ |)−γ,

para todo (ξ, τ) ∈ ZN × Z tal que τ + 〈ξ, α + iβ〉 6= 0.

Na caracterização da resolubilidade global de L utilizaremos a condição (DC2). A

condição (DC1) será utilizada no estudo da hipoeliticidade global de L, o qual será

desenvolvido no Caṕıtulo 3. Entretanto, preferimos enunciá-la junto com a condição

(DC2), uma vez que são condições bem parecidas. Note que (DC1) implica (DC2) e

que (DC1) e (DC2) são a mesma condição para os vetores (α, β) ∈ RN × RN tais que

τ + 〈ξ, α + iβ〉 = 0 apenas para (ξ, τ) = (0, 0).

Embora a condição (P) por si só não implique a resolubilidade global de (2.1),

devemos tomar um certo cuidado, pois resultados de Hörmander (ver [H3]) fornecem uma
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condição geométrica (GC) (ver Introdução) que junto com (P) implica resolubilidade

global. Felizmente, para a grande maioria dos operadores L dados por (2.1), as condições

(GC) e (P) não se verificam simultaneamente. De fato, se L satisfaz a condição (P),

então segue do Lema 2.1 que

L =
∂

∂t
+

N∑
j=1

(aj(t) + iλjb(t))
∂

∂xj
, (2.4)

onde b ∈ C∞(T1,R) e b não muda de sinal.

Quando b ≡ 0, veremos que o operador (2.4) se reduz a um operador real e com

coeficientes constantes (ver Lema 2.16), cuja resolubilidade global é caracterizada pela

condição Diofantina (DC2) (ver Proposição 2.17).

Suponha agora que b 6≡ 0. Para que a condição (GC) se verifique em TN+1, devemos

mostrar que todo ponto caracteŕıstico pertence a um intervalo compacto de uma semi-

bicaracteŕıstica de `, cujos pontos finais (em TN+1) são não caracteŕısticos. Afirmamos

que tal condição não ocorre. Seja

`(x, t, ξ, τ) = τ + (a1(t) + iλ1b(t))ξ1 + · · ·+ (aN(t) + iλNb(t))ξN

o śımbolo principal de L e denote por C(L) o conjunto caracteŕıstico de L,

C(L) = {(x, t, ξ, τ); `(x, t, ξ, τ) = 0 e (ξ, τ) 6= (0, 0)}.

Defina

N2
.
= {p ∈ C(L); H<(`) eH=(`) são linearmente independentes em p},

onde

H<(`) =
∂

∂t
+ a1(t)

∂

∂x1

+ · · ·+ aN(t)
∂

∂xN
− [a′1(t)ξ1 + · · ·+ a′N(t)ξN ]

∂

∂τ

e

H=(`) = b(t)

(
λ1

∂

∂x1

+ · · ·+ λN
∂

∂xN

)
− b′(t)[λ1ξ1 + · · ·+ λNξN ]

∂

∂τ
.

Mostremos que N2 6= ∅. De fato, como b 6≡ 0, qualquer ponto p = (x0, t0, ξ0, τ0) do

conjunto caracteŕıstico tal que b(t0) 6= 0 pertence a N2. Mais ainda, segue de [H6] que
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qualquer semibicaracteŕıstica de ` por p está inteiramente contida em C(L). Portanto, a

condição (GC) não se verifica. Logo não podemos aplicar os resultados de Hörmander

em [H6] para concluir a resolubilidade global de L.

Antes de apresentarmos o teorema principal deste caṕıtulo, consideremos as seguintes

notações, as quais serão utilizadas ao longo do presente texto:

aj0
.
=

1

2π

∫ 2π

0

aj(t)dt, bj0
.
=

1

2π

∫ 2π

0

bj(t)dt, j = 1, . . . , N (2.5)

α0
.
= (a10, . . . , aN0) ∈ RN , β0

.
= (b10, . . . , bN0) ∈ RN , (2.6)

β(t)
.
= (b1(t), . . . , bN(t)), t ∈ T1, (2.7)

onde as funções aj ∈ C∞(T1,R) e bj ∈ C∞(T1,R) formam os coeficientes do operador L,

o qual é dado por (2.1) e recordamos ser da forma

L =
∂

∂t
+

N∑
j=1

(aj(t) + ibj(t))
∂

∂xj
.

Teorema 2.6. Seja L o operador dado por (2.1).

(I) Suponha que bj ≡ 0, para todo j = 1, . . . , N. Então L é globalmente resolúvel se,

e somente se, o par (α0, 0) satisfaz (DC2).

(II) Suponha que existe algum j tal que bj 6≡ 0 e que bj0 = 0, para todo j = 1, . . . , N.

Neste caso, L é globalmente resolúvel se, e somente se, (a10, . . . , aN0) ∈ ZN e

todos os subńıveis Ωξ
r são conexos, onde

Ωξ
r
.
=

{
t ∈ T1;

∫ t

0

〈ξ, β(τ)〉dτ < r

}
, r ∈ R e ξ ∈ ZN .

(III) Se bj0 6= 0 para algum j, então L é globalmente resolúvel se, e somente se, valem

as seguintes condições:

(III.1) dim span{b1, . . . , bN} = 1;

(III.2) cada função bj não muda de sinal, j = 1, . . . , N ;

(III.3) o par (α0, β0) satisfaz (DC2).
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A demonstração do Teorema 2.6 será feita com detalhes no presente caṕıtulo. Antes

disso, faremos algumas observações e comentários a respeito desse teorema.

Dos itens (I) e (III) no Teorema 2.6 segue o seguinte resultado sobre a resolubilidade

global de campos vetoriais com coeficientes constantes.

Corolário 2.7. Considere em TN+1 o operador

∂

∂t
+

N∑
j=1

(αj + iβj)
∂

∂xj
,

onde αj e βj são números reais, para j = 1, . . . , N. Tal operador é globalmente resolúvel

se, e somente se, o par (α, β) satisfaz (DC2), onde α = (α1, . . . , αN) e β = (β1, . . . , βN).

Com a demonstração do Teorema 2.6, obteremos, em particular, uma nova demons-

tração para o seguinte resultado (o qual está em [Ho]-Teorema 3.2):

Teorema 2.8 ([Ho]-Teorema 3.2). Sejam a e b funções em C∞(T1,R) e considere em

T2
(x,t) o seguinte operador

L =
∂

∂t
+ (a(t) + ib(t))

∂

∂x
. (2.8)

Tal operador é globalmente resolúvel se, e somente se, ocorre uma das seguintes

situações:

(i) b ≡ 0 e a0 = (2π)−1
∫ 2π

0
a(t)dt não é um número de Liouville.

(ii) b 6≡ 0, b0
.
= (2π)−1

∫ 2π

0
b(t)dt = 0, a0 ∈ Z e todos os subńıveis

{
t ∈ T1,

∫ t

0

b(τ)dτ < r

}
(r ∈ R)

são conexos.

(iii) b 6≡ 0, b0 6= 0 e b não muda de sinal.

É interessante notar que, em dimensão dois, quando vale a condição (P) e o campo

L (dado por (2.8)) não é real (item (iii) do Teorema 2.8), a parte real do coeficiente

(a função a) não desempenha papel na resolubilidade global de L. Por outro lado, em

dimensão maior que dois, quando o campo L (dado por (2.1)) não é real e vale a condição
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(P), condições Diofantinas sobre a parte real dos coeficientes (as funções aj) podem

determinar se L é ou não globalmente resolúvel.

Exemplo 2.9. Sejam a e b funções em C∞(T1,R), sendo que b não muda de sinal e não

é identicamente nula. Considere o operador

∂

∂t
+ (a(t) + ib(t))

∂

∂x1

+ ib(t)
∂

∂x2

. (2.9)

Segue do Teorema 2.6 - item (III) que L é globalmente resolúvel se, e somente se,

existem constantes C > 0 e γ > 0 tais que

|τ + a0ξ1 + ib0(ξ1 + ξ2)| > C(|ξ1|+ |ξ2|+ |τ |)−γ, (2.10)

para todo (ξ1, ξ2) ∈ Z2 tal que τ + a0ξ1 + ib0(ξ1 + ξ2) 6= 0; o que ocorre se, e somente

se, a0 não é um número de Liouville (ver Definição 2.3). De fato, suponha que a0 é um

número de Liouville. Então a0 é irracional e existe (pn, jn) ∈ Z × N com jn → ∞ e

|pn + jna0| < (jn)−n+1. Daqui segue que (2.10) não pode valer, senão teŕıamos

(jn)−n+1 > |pn + jna0| = |pn + jna0 + ib0(jn − jn)| > C(2jn + |pn|)−γ

e, consequentemente,

1 > C

 j
n−1
γ
−1

n

2 + |pn|
jn

γ

→∞,

o que é uma contradição.

Reciprocamente, suponha que a0 não é um número de Liouville. Se a0 = p/q ∈ Q,
então |τ + a0ξ1| > 1/q, para todo (ξ1, τ) ∈ Z2 tal que τ + a0ξ1 6= 0. Se a0 ∈ R \ Q,
então existem constantes positivas C ′ e γ′ tais que |τ + a0ξ1| > C ′(|ξ1| + |τ |)−γ

′
para

todo (ξ1, τ) ∈ Z2 \ {0}. Note também que |ξ1 + ξ2| > 1 para todo (ξ1, ξ2) ∈ Z2 tal que

ξ1 + ξ2 6= 0.

Sendo assim, para (ξ1, ξ2, τ) ∈ Z3 tal que τ + a0ξ1 + ib0(ξ1 + ξ2) 6= 0 e quando

τ + a0ξ1 6= 0, obtemos

|τ + a0ξ1 + ib0(ξ1 + ξ2)| > |τ + a0ξ1| > min{1/q, C ′}(|ξ1|+ |τ |)−γ
′
>

min{1/q, C ′}(|ξ1|+ |ξ2|+ |τ |)−γ
′
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ou, quando ξ1 + ξ2 6= 0, obtemos

|τ + a0ξ1 + ib0(ξ1 + ξ2)| > |b0||ξ1 + ξ2| > |b0|(|ξ1|+ |ξ2|+ |τ |)−γ
′
.

Portanto, vale (2.10).
�

Ainda considerando a situação (III) no Teorema 2.6, faremos mais exemplos que

mostram a bonita relação entre a resolubilidade global e a noção de números e vetores

de Liouville (ver definições 2.3 e 2.4).

Exemplo 2.10. Seja b ∈ C∞(T1,R) \ {0} uma função que não muda de sinal e sejam

λ1 e λ2 números reais. O Teorema 2.6 implica que o operador

∂

∂t
+ ib(t)

(
λ1

∂

∂x1

+ λ2
∂

∂x2

)
(2.11)

é globalmente resolúvel se, e somente se, existem constantes C > 0 e γ > 0 tais que

|τ + ib0(ξ1λ1 + ξ2λ2)| > C(|ξ1|+ |ξ2|+ |τ |)−γ, (2.12)

para todo (ξ1, ξ2, τ) ∈ Z3 tal que τ + ib0(ξ1λ1 + ξ2λ2) 6= 0. Argumentando como no

Exemplo 2.9 vemos que vale (2.12) se, e somente se, λ1 · λ2 = 0 ou λ1/λ2 não é um

número de Liouville.
�

Exemplo 2.11. Sejam a ∈ C∞(T1,R) e b ∈ C∞(T1,R) \ {0}, onde b não muda de sinal

e sejam λ1 e λ2 dois números reais. Considere o operador

∂

∂t
+ (a(t) + iλ1b(t))

∂

∂x1

+ iλ2b(t)
∂

∂x2

. (2.13)

Afirmamos que o operador (2.13) é globalmente resolúvel se, e somente se, ocorre

uma das seguintes condições:

• λ1 = λ2 = 0 e a0 não é um número de Liouville.

• λ1 6= 0 e λ2 = 0.

• λ2 6= 0 e (a0, λ1/λ2) não é um vetor de Liouville.
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Do Teorema 2.6, item (III), segue que (2.13) é globalmente resolúvel se, e somente

se, existem C1 > 0 e γ > 0 tais que

|τ + a0ξ1 + ib0(λ1ξ1 + λ2ξ2)| > C1(|ξ1|+ |ξ2|+ |τ |)−γ, (2.14)

para todo (ξ1, ξ2, τ) ∈ Z3 tal que τ + a0ξ1 + ib0(λ1ξ1 + λ2ξ2) 6= 0.

Os casos em que λ1 = λ2 = 0 ou λ1 6= 0 e λ2 = 0 seguem raciocinando como no

Exemplo 2.9.

Suponha agora que λ2 6= 0 e que (a0, λ1/λ2) é um vetor de Liouville. Então existe

C2 > 0 e (pn, qn, jn) ∈ Z2 × N tal que jn > 2 e

|jna0 − pn|+ |jn(λ1/λ2)− qn| < C2(jn)1−n,

para todo n ∈ N. Como

[|jna0 − pn|+ |jn(λ1/λ2)− qn|] max{1, |b0λ2|} > | − pn + jna0 + ib0λ2[jn(λ1/λ2)− qn]|

e como −pn+ jna0 + ib0λ2[jn(λ1/λ2)− qn] 6= 0, pois a0 ou λ1/λ2 é irracional, segue que o

par ((a0, 0), b0(λ1, λ2)) não satisfaz (2.14). Portanto, (2.13) não é globalmente resolúvel

(Teorema 2.6).

Reciprocamente, suponha que (a0, λ1/λ2) não é um vetor de Liouville. Se tivermos

(a0, λ1/λ2) ∈ Q2, então repetindo novamente argumentos do Exemplo 2.9 obtemos a

validade de (2.14), logo (2.13) é globalmente resolúvel. Suponha agora que (a0, λ1/λ2) ∈
R2 \Q2. Então existem constantes C3 > 0 e γ′ > 0 tais que

|τ + ξ1a0|+ |ξ1(λ1/λ2) + ξ2| > C3(|ξ1|+ |ξ2|+ |τ |)−γ
′
,

para todo (ξ1, ξ2, τ) ∈ Z3 \ {0}; logo a condição (2.14) está satisfeita e , portanto, (2.13)

é globalmente resolúvel. �

É interessante notar que, no Exemplo 2.11, embora os campos vetoriais ∂t + (a(t) +

iλ1b(t))∂x1 e ∂t + iλ2b(t)∂x2 (considerados como campos vetoriais em T2) sejam global-

mente resolúveis, pode ocorrer perda de resolubilidade ao formarmos o operador (2.13).

Os próximos exemplos ilustrarão as condições que aparecem no item (II) do Teorema

2.6. Para tanto, observemos primeiro o seguinte resultado:
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Lema 2.12. Sejam ` e m inteiros tais que 1 6 ` 6 m 6 N. Denote as coordenadas em

Tm−`+2 por (x, t), onde x = (x`, . . . , xm) ∈ Tm−`+1 e t ∈ T1. Considere o operador L`m

(definido em C∞(Tm−`+2)) dado por

L`m = ∂t +
m∑
j=`

cj(t)
∂

∂xj
(cj ∈ C∞(T1)).

Se o operador L`m não é globalmente resolúvel, então

L = ∂t +
N∑
j=1

cj(t)
∂

∂xj
(cj ∈ C∞(T1))

também não é globalmente resolúvel (note que L é definido em C∞(TN+1)).

Demonstração: Como o operador L`m não é globalmente resolúvel, existe uma função

f = f(x`, . . . , xm, t) ∈ (ker tL`m)◦ \ L`mC∞(Tm−`+2). Utilizando série parcial de Fourier

com relação às variáveis (x1, . . . , x`−1, xm+1, . . . , xN) verifica-se que essa mesma função

f pertence a (ker tL)◦ \ LC∞(TN+1).
�

Do Lema 2.12 e do Teorema 2.8 segue que se existir um subńıvel{
t ∈ T1;

∫ t

0

bj(τ)dτ < r

}
(r ∈ R, j ∈ {1, . . . , N})

que seja desconexo, então L não será globalmente resolúvel. Por outro lado, suponha

que tais subńıveis sejam todos conexos. Será que isso é suficiente para termos todos os

subńıveis Ωξ
r conexos? Lembre-se que β(τ) = (b1(τ), . . . , bN(τ)) e

Ωξ
r
.
=

{
t ∈ T1;

∫ t

0

〈ξ, β(τ)〉dτ < r

}
(r ∈ R, ξ ∈ ZN).

Veremos que, dependendo das funções bj, a resposta para tal questionamento pode

ser afirmativa ou negativa.

Exemplo 2.13. Sejam b1(t) = sen t e b2(t) = cos t, t ∈ T1. Mostremos que todos os

subńıveis {
t ∈ T1,

∫ t

0

j sen(τ) + k cos(τ)dτ < r

}
(r ∈ R, (j, k) ∈ Z2)
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são conexos.

Inicialmente, note que{
t ∈ T1,

∫ t

0

j sen(τ) + k cos(τ)dτ < r

}
= {t ∈ T1,−j cos(t) + j + k sen(t) < r}

e defina φ(t) = −j cos(t) + j + k sen(t), t ∈ T1.

Suponha que não estamos no caso trivial em que j = k = 0. Como φ′(t) = j sen(t) +

k cos(t), analisando os zeros das funções sen(t) e cos(t) conclúımos que φ′(t) = 0 para

exatamente dois pontos distintos t1 ∈ T1 e t2 ∈ T1. Mais ainda, considerando a segunda

derivada φ′′(t) = j cos(t)− k sen(t) e dependendo dos sinais de j e k, vê-se que um dos

pontos é ponto de máximo de φ, enquanto que o outro é ponto de mı́nimo de φ. Veremos

que essas propriedades da função φ(t) implicam que todos os subńıveis {t ∈ T1, φ(t) < r}
(r ∈ R) são conexos. De fato, suponha por contradição que exista um subńıvel Ω

.
= {t ∈

T1, φ(t) < r1} que seja desconexo e sejam A e B duas componentes conexas distintas de

Ω. Como Ω ⊂ T1 é aberto, A e B são arcos abertos de T1. Mais ainda, as fronteiras ∂A

e ∂B são subconjuntos de T1 \Ω. Assim, φ(t) = r1 para t ∈ ∂A∪ ∂B; logo o mı́nimo de

φ em Ā pertence a A e o mı́nimo de φ em B̄ pertence a B. Isso implica que φ′ tem dois

zeros distintos, os quais são mı́nimos locais de φ, o que é uma contradição.

Portanto, todos os subńıveis

{
t ∈ T1,

∫ t

0

j sen(s) + k cos(s)ds < r

}
são conexos. O item (II) do Teorema 2.6 implica que o operador

∂

∂t
+ i sen(t)

∂

∂x1

+ i cos(t)
∂

∂x2

é globalmente resolúvel.

�

Exemplo 2.14. Mostremos que existem funções b1 ∈ C∞(T1,R) e b2 ∈ C∞(T1,R) tais

que todos os subńıveis{
t ∈ T1,

∫ t

0

b1(τ)dτ < r

}
e

{
t ∈ T1,

∫ t

0

b2(τ)dτ < r

}
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são conexos (para todo r ∈ R), mas algum subńıvel{
t ∈ T1,

∫ t

0

b1(τ) + b2(τ)dτ < r

}
é desconexo. De fato, tome ψ ∈ C∞c (R,R) uma função tal que ψ(t) > 0, suppψ ⊂ (−δ, δ),

onde 0 < δ < π/4, e

∫ δ

−δ
ψ(t)dt = 1. Considere b1(t) = ψ(t − π/4) − ψ(t − 3π/4) e

b2(t) = ψ(t− 5π/4)− ψ(t− 7π/4), t ∈ R. Para tais funções, o subńıvel{
t ∈ T1;

∫ t

0

b1(τ) + b2(τ)dτ < 1/2

}
é desconexo. Portanto, do Teorema 2.6, item (II), segue que o operador

∂

∂t
+ ib1(t)

∂

∂x1

+ ib2(t)
∂

∂x2

não é globalmente resolúvel.

�

Exemplo 2.15. Um operador menos abstrato que ilustre o caso em que a resolubilidade

global não ocorre, na situação (II) do Teorema 2.6, é o seguinte:

∂

∂t
+ ( sen3(t) + i sen3(2t))

(
∂

∂x1

+
∂

∂x2

)
. (2.15)

Note que

∫ 2π

0

sen3(2t)dt = 0 e considere θ(t) =

∫ t

0

sen3(2τ)dτ. Mostremos que existe

um subńıvel {t ∈ T1; θ(t) < r} que é desconexo. A primeira derivada θ′(t) = sen3(2t) é

positiva em (0, π/2) ∪ (π, 3π/2), negativa em (π/2, π) ∪ (3π/2, 2π) e em [0, 2π) se anula

em {0, π/2, π, 3π/2}. Assim, a função θ possui as seguintes propriedades: é estritamente

crescente em (0, π/2)∪ (π, 3π/2); possui máximos em π/2 e 3π/2; é estritamente decres-

cente em (π/2, π) ∪ (3π/2, 2π); possui mı́nimos em 0 e π. Como θ(π/2) = θ(3π/2) =

2/3 > 0, qualquer subńıvel {t ∈ T1; θ(t) < r} com 0 < r < 2/3 é desconexo. Do

Teorema 2.6, item (II), segue que (2.15) não é globalmente resolúvel.

�

Conclúımos aqui as observações e comentários a respeito do Teorema 2.6. Estamos

prontos para abordar a sua demonstração.
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2.I Ińıcio da demonstração do Teorema 2.6

O objetivo agora é organizar a demonstração do Teorema 2.6, o qual caracteriza a

resolubilidade global de L (dado por (2.1)) através de propriedades a serem satisfeitas

por seus coeficientes. Tal caracterização abrange todas as possibilidades, no sentido de

que dado um operador do tipo L, sabemos dizer se L é ou não globalmente resolúvel.

Como vários casos são tratados pelo Teorema 2.6, é natural organizar sua demonstração

dividindo-a em proposições e lemas. Faremos também uma divisão em seções.

Nesta seção apresentaremos uma conjugação que nos permitirá supor que a parte

real dos coeficientes de L são constantes (ver Lema 2.16). Tal conjugação será utilizada

tanto na resolubilidade quanto na hipoeliticidade de L. Além disso, na presente seção

abordaremos, com a Proposição 2.17, o caso (I) no Teorema 2.6.

A situação (II) será tratada na Seção 2.II. As proposições 2.18 e 2.19 mostram que

as condições impostas sobre os coeficientes são necessárias para a resolubilidade de L,

enquanto que a Proposição 2.20 cuida de mostrar que tais condições são suficientes.

Por fim, lidaremos com a situação (III) na Seção 2.III. As proposição 2.21 e 2.22

mostram que as condições (III.1) e (III.2), respectivamente, são condições necessárias

para a resolubilidade global de L. Supondo que (III.1) e (III.2) estão satisfeitas, a Pro-

posição 2.24 prova que (III.3) também é uma condição necessária para a resolubilidade

global de L. Por fim, a Proposição 2.25 mostra que as condições (III.1)-(III.3) implicam

que L é globalmente resolúvel, concluindo a demonstração do Teorema 2.6.

Uma das principais ferramentas utilizadas na demonstração do Teorema 2.6 é a série

parcial de Fourier com relação às variáveis (x1, . . . , xN), a qual nos permite escrever

qualquer função φ em C∞(TN+1) na seguinte forma:

φ(x, t) =
∑
ξ∈ZN

φ̂(ξ, t)ei〈ξ,x〉.

De fato, suponha que queremos mostrar que o operador L (dado por (2.1)) é global-

mente resolúvel. Para tanto, basta mostrar a inclusão (ker tL)◦ ⊂ LC∞(TN+1), ou seja,

dada f ∈ (ker tL)◦, queremos exibir u ∈ C∞(TN+1) tal que Lu = f. A série parcial de

Fourier aparece na hora de buscarmos tal solução u, de modo que tal busca se transforme
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na procura de uma sequência de soluções de edo’s do tipo

Lξû(ξ, t)
.
= ∂tû(ξ, t) + i〈ξ, α(t) + iβ(t)〉û(ξ, t) = f̂(ξ, t), t ∈ T1, ξ ∈ ZN , (2.16)

onde α(t) = (a1(t), . . . , aN(t)) e β(t) = (b1(t), . . . , bN(t)). Será importante fixar cada

solução û(ξ, ·) ∈ C∞(T1) de modo que possamos obter, a partir da sequência û(ξ, ·),
uma função u ∈ C∞(TN+1), que seja solução de Lu = f. Para tanto, basta que û(ξ, ·)
seja rapidamente decrescente (ver Caṕıtulo 1). Note que a busca de soluções para cada

equação (2.16) envolve o Lema 1.6.

Por outro lado, quando desejamos provar que L não é globalmente resolúvel, tam-

bém podemos utilizar série parcial de Fourier para construir uma função f em (ker tL)◦\
LC∞(TN+1). Outro argumento padrão na busca por condições necessárias para a reso-

lubilidade global de L é utilizar o Lema 1.3. Essas duas técnicas irão aparecer durante

a demonstração do Teorema 2.6.

Inicialmente, veremos que é posśıvel reduzir L a um campo cuja parte real de cada

coeficiente cj é constante igual a aj0 = (2π)−1
∫ 2π

0
aj(t)dt, para cada j = 1, . . . , N. Mais

ainda, quando aj0 for um número inteiro, podemos substitúı-lo por zero.

Lema 2.16. Seja L o operador dado por (2.1). Existe uma conjugação T : C∞(TN+1)→
C∞(TN+1) tal que

TLT−1 =
∂

∂t
+

N∑
j=1

(aj0 + ibj(t))
∂

∂xj
, (2.17)

onde podemos substituir aj0 por zero sempre que aj0 ∈ Z. Em particular, o operador (2.1)

é globalmente resolúvel (hipoeĺıtico) se, e somente se, o operador (2.17) é globalmente

resolúvel (hipoeĺıtico).

Demonstração: Utilizaremos série parcial de Fourier com relação às variáveis (x1, . . . , xN)

para construir a conjugação T : C∞(TN+1)→ C∞(TN+1). Dada

u(x, t) =
∑
ξ∈ZN

û(ξ, t)ei〈ξ,x〉,

defina

T̂ u(ξ, t)
.
= û(ξ, t) exp

{
i

∫ t

0

〈ξ, α(τ)− α0〉dτ
}
, para todo ξ ∈ ZN .
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Cálculos diretos mostram que o decaimento rápido de û(ξ, ·) implica o decaimento rápido

de T̂ u(ξ, t), logo podemos definir

Tu(x, t)
.
=
∑
ξ∈ZN

T̂ u(ξ, t)ei〈ξ,x〉.

Analogamente, definimos a inversa de T, T−1 : C∞(TN+1) → C∞(TN+1), a qual é dada

por

T−1v(x, t)
.
=
∑
ξ∈ZN

T̂−1v(ξ, t)ei〈ξ,x〉,

onde

T̂−1v(ξ, t)
.
= v̂(ξ, t) exp

{
−i
∫ t

0

〈ξ, α(τ)− α0〉dτ
}
, para todo ξ ∈ ZN .

Cálculos diretos mostram que

TLT−1 =
∂

∂t
+

N∑
j=1

(aj0 + ibj(t))
∂

∂xj
,

onde agora a parte real de cada coeficiente é constante. Mais ainda, analisando as

fórmulas das definições de T e T−1, verifica-se que podemos substituir aj0 por zero

sempre que aj0 é um inteiro.

�

Daqui por diante, assumiremos que o operador L é da forma (2.17).

O primeiro caso que consideramos na demonstração do Teorema 2.6 é quando bj ≡ 0,

para todo j = 1, . . . , N. Neste caso, o operador L passa a ser um operador real e com

coeficientes constantes,

L =
∂

∂t
+

N∑
j=1

aj0
∂

∂xj
. (2.18)

Veremos que tal operador é globalmente resolúvel se, e somente se, o par (α0, 0)

(onde α0 = (a10, . . . , aN0)) satisfaz a condição Diofantina (DC2), o que cuida do caso

(I) no Teorema 2.6. A técnica utilizada para demonstrar tal resultado é uma pequena

adaptação dos argumentos que aparecem em [GW].
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Proposição 2.17. O operador L dado por (2.18) é globalmente resolúvel se, e somente

se, (α0, 0) satisfaz (DC2), ou seja, existem constantes C > 0 e γ > 0 tais que

|τ + 〈ξ, α0〉| > C(|ξ|+ |τ |)−γ, para todo (ξ, τ) ∈ ZN × Z tal que τ + 〈ξ, α0〉 6= 0.

Demonstração: Essa demonstração é inspirada por argumentos de [GW].

Suponha que (α0, 0) satisfaz (DC2), ou seja, existem constantes C > 0 e γ > 0 tais

que

|τ + 〈ξ, α0〉| > C(|ξ|+ |τ |)−γ, (2.19)

para todo (ξ, τ) ∈ ZN × Z tal que τ + 〈ξ, α0〉 6= 0.

Dada f ∈ (ker tL)◦, vamos exibir uma solução de Lu = f em C∞(TN+1). Para tanto,

escrevemos f e u utilizando série de Fourier,

f(x, t) =
∑

(ξ,τ)∈ZN×Z

f̂(ξ, τ)ei(〈ξ,x〉+τt)

e

u(x, t) =
∑

(ξ,τ)∈ZN×Z

û(ξ, τ)ei(〈ξ,x〉+τt).

Deste modo, a equação Lu = f implica que

i(τ + 〈ξ, α0〉)û(ξ, τ) = f̂(ξ, τ), (2.20)

para cada (ξ, τ) ∈ ZN × Z.

Para (ξ, τ) ∈ ZN × Z, a função

φ(ξ,τ)(x, t)
.
= e−i(〈ξ,x〉+τt) (2.21)

está em C∞(TN+1). Mais ainda, se (ξ, τ) é tal que τ + 〈ξ, α0〉 = 0, então um cálculo

direto mostra que −tLφ(ξ,τ) = Lφ(ξ,τ) = −i(τ + 〈ξ, α0〉)φ(ξ,τ) = 0. Como f ∈ (ker tL)◦,

obtemos

0 = 〈φ(ξ,τ), f〉 =

∫
TN+1

f(x, t)e−i(〈ξ,x〉+τt)dxdt = (2π)N+1f̂(ξ, τ) = 0.
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Sendo assim, podemos fixar qualquer constante como solução de (2.20), fixemos

û(ξ, τ) = 0.

Por outro lado, se (ξ, τ) ∈ ZN × Z e τ + 〈ξ, α0〉 6= 0, então

û(ξ, τ) = f̂(ξ, τ)(τ + 〈ξ, α0〉)−1

é a única solução de (2.20).

Por fim, a estimativa (2.19) e o decaimento rápido de f̂(ξ, τ) implicam que û(ξ, τ)

decai rapidamente. Assim, a fórmula

u(x, t) =
∑

(ξ,τ)∈ZN×Z

û(ξ, τ)ei(〈ξ,x〉+τt)

define uma função u ∈ C∞(TN+1), a qual é solução de Lu = f.

Reciprocamente, suponha que o par (α0, 0) não satisfaz (DC2). Vamos construir

uma função em (ker tL)◦ \ LC∞(TN+1). Como não vale (DC2), existe uma sequência

(ξ(n), τn)n∈N tal que |ξ(n+ 1)|+ |τn+1| > |ξ(n)|+ |τn| > n, τn + 〈ξ(n), α0〉 6= 0 e

|τn + 〈ξ(n), α0〉| < (|ξ(n)|+ |τn|)−n, (2.22)

para todo n ∈ N.

Como a sequência (|ξ(n)|+|τn|)−n/2 é rapidamente decrescente, podemos definir uma

função f em C∞(TN+1) por

f̂(x, t) =
∞∑
n=1

(|ξ(n)|+ |τn|)−n/2ei(〈ξ(n),x〉+τnt).

Afirmamos que tal f pertence ao conjunto (ker tL)◦ \ LC∞(TN+1). De fato, se µ ∈
D′(TN+1) e tLµ = −Lµ = 0, então os coeficientes de Fourier (µ̂(ξ, τ)) de µ satisfazem

i(τ + 〈ξ, α0〉)µ̂(ξ, τ) = 0;

em particular,

−i(τn + 〈ξ(n), α0〉)µ̂(−ξ(n),−τn) = 0, para todo n ∈ N.
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Como τn + 〈ξ(n), α0〉 6= 0, obtemos µ̂(−ξ(n),−τn) = 0, para todo n ∈ N. Assim,

〈µ, f〉 =
∞∑
n=1

(2π)N+1(|ξ(n)|+ |τn|)−n/2µ̂(−ξ(n),−τn) = 0,

qualquer que seja a distribuição µ ∈ ker tL. Portanto, f ∈ (ker tL)◦.

Por fim, suponha por contradição que existe u ∈ C∞(TN+1) tal que Lu = f. Então

os coeficientes de Fourier de u, û(ξ(n), τn), satisfazem

i(τn + 〈ξ(n), α0〉)û(ξ(n), τn) = (|ξ(n)|+ |τn|)−n/2.

Sendo assim,

û(ξ(n), τn) = −i(τn + 〈ξ(n), α0〉)−1(|ξ(n)|+ |τn|)−n/2,

logo (2.22) implica que

|û(ξ(n), τn)| > |ξ(n) + τn|n/2 > nn/2,

o que é uma contradição, pois lim
n→∞

|µ̂(ξ(n), τn)| = 0, já que µ̂(ξ(n), τn) decai rapida-

mente.
�

2.II Segunda parte da demonstração do Teorema 2.6:

caso (II)

O próximo passo na demonstração do Teorema 2.6 é considerar o caso (II), onde bj 6≡
0, para pelo menos um j ∈ {1, . . . , N} e bj0 = 0, para todo j = 1, . . . , N. Começaremos

mostrando que as condições impostas sobre os coeficientes de L são necessárias para a

resolubilidade global.

Proposição 2.18. Considere L o operador definido em (2.17). Suponha que bj0 = 0,

para todo j, e que pelo menos uma das funções bj não se anula identicamente. Nestas

condições, se (a10, . . . , aN0) 6∈ ZN , então L não é globalmente resolúvel.

Demonstração: A demonstração é motivada por argumentos que aparecem em [B].
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Por hipótese, existem m e ` em {1, . . . , N} tais que: bm 6≡ 0, bm0 = 0 e a`0 6∈ Z.

Suponha primeiro que podemos tomar m = `. Sendo assim, temos bm 6≡ 0, bm0 = 0

e am0 6∈ Z. A menos de uma mudaça de variáveis, a qual é apenas uma reordenação das

variáveis x1, . . . , xN , podemos assumir que m = 1.

Vamos utilizar tais informações para construir, por meio da série parcial de Fourier

com relação às variáveis (x1, . . . , xN), uma função f ∈ (ker tL)◦ \ LC∞(TN+1), a qual

será da forma

f(x1, . . . , xN , t) =
∑
ξ∈ZN

f̂(ξ, t)ei〈ξ,x〉,

onde os coeficientes parciais de Fourier f̂(ξ, t) serão definidos posteriormente. Como

a10 6∈ Z, existe uma sequência crescente de inteiros positivos kn > n, tal que kna10 6∈ Z,
para todo n ∈ N. Considere também a função

H(s, t)
.
=

∫ t

t−s
b1(τ)dτ, 0 6 s, t 6 2π,

e defina

A
.
= H(s0, t0) = max

06s,t62π
H(s, t).

Note que A > 0, pois b1 deve mudar de sinal; logo 0 < s0 < 2π. Dáı, fazendo uma

mudança de variáveis, a qual é uma translação em t, podemos assumir que 0 < t0, s0, t0−
s0 < 2π; defina σ0 = t0 − s0.

Tome φ ∈ C∞c ((σ0 − δ, σ0 + δ)) uma função que satisfaz 0 6 φ(t) 6 1 (para todo

t) e φ(t) ≡ 1 em uma vizinhança de [σ0 − δ/2, σ0 + δ/2], onde δ > 0 é suficientemente

pequeno de modo que (σ0 − δ, σ0 + δ) ⊂ (0, t0).

Estamos prontos para definir os coeficientes de Fourier da função f. Para ξ = ξ(n)
.
=

(kn, 0, . . . , 0) ∈ ZN , tome f̂(ξ(n), t) como sendo a extensão 2π-periódica da função

φ(t)e−Akneikna10(t0−t), t ∈ [0, 2π].

Para os demais ξ ∈ ZN , defina f̂(ξ, t) ≡ 0. Como Akn > An > 0, a sequência assim

definida decresce rapidamente, logo a expressão

f(x1, . . . , xN , t) =
∞∑
n=1

f̂(ξ(n), t)eiknx1
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define uma função em C∞(TN+1) (note que f depende apenas das variáveis x1 e t).

Afirmamos que f ∈ (ker tL)◦. De fato, se µ ∈ D′(TN+1) e satisfaz tLµ = 0, então a

série parcial de Fourier de µ com relação às variáveis (x1, . . . , xN) leva-nos às equações

∂tµ̂(−ξ(n), t)− ikn(a10 + ib1(t))µ̂(−ξ(n), t) = 0, n ∈ N. (2.23)

Como kna10 6∈ Z, (2.23) e o Lema 1.6 implicam que µ̂(−ξ(n), t) ≡ 0, para todo n ∈ N.
Em particular,

〈µ, f〉 =
∞∑
n=1

(2π)N〈µ̂(−ξ(n), t), f̂(ξ(n), t)〉 = 0,

e, portanto, f ∈ (ker tL)◦.

Para concluir esse primeiro caso, basta mostrar que f 6∈ LC∞(TN+1). Suponha,

por contradição, que existe u ∈ C∞(TN+1) tal que Lu = f. Novamente, utilizando

série parcial de Fourier com relação às variáveis (x1, . . . , xN), segue que cada coeficiente

û(ξ(n), ·) satisfaz a equação

∂tû(ξ(n), t) + ikn(a10 + ib1(t))û(ξ(n), t) = f̂(ξ(n), t), n ∈ N e t ∈ T1. (2.24)

Como kna10 6∈ Z, o Lema 1.6 implica que cada equação (2.24) possui uma única

solução, a qual pode ser escrita na forma

û(ξ(n), t) =(1− e−2πikna10)−1

∫ 2π

0

f̂(ξ(n), t− s) exp

{
kn

∫ t

t−s
b1(τ)dτ

}
e−iskna10ds

=(1− e−2πikna10)−1

∫ 2π

0

f̂(ξ(n), t− s)ekn(H(s,t)−isa10)ds. (2.25)

A definição de f̂(ξ(n), ·) implica que

û(ξ(n), t0) = (1− e−2πikna10)−1

{∫ s0−δ

0

+

∫ s0+δ

s0−δ
+

∫ 2π

s0+δ

}
f̂(ξ(n), t0 − s)ekn(H(s,t0)−isa10)ds

= (1− e−2πikna10)−1

∫ s0+δ

s0−δ
f̂(ξ(n), t0 − s)ekn(H(s,t0)−isa10)ds

= (1− e−2πikna10)−1

∫ s0+δ

s0−δ
φ(t0 − s)e−kn(A−H(s,t0))ds,
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logo

|û(ξ(n), t0)| = |1− e−2πikna10|−1

∫ s0+δ

s0−δ
φ(t0 − s)e−kn[A−H(s,t0)]ds

>
1

2

∫ s0+δ/2

s0−δ/2
e−kn[A−H(s,t0)]ds. (2.26)

Agora vamos estimar a integral em (2.26). Para tanto, defina ψ(s) = A −H(s, t0),

s ∈ (s0 − δ/2, s0 + δ/2). Note que ψ(s) > 0 e que ψ(s0) = 0, logo s0 é um ponto de

mı́nimo de ψ. Assim, s0 é um zero de ordem infinita ou s0 é um zero de ordem par de

ψ. Em particular, s0 é um zero de ordem > 2, logo podemos utilizar fórmula de Taylor

com resto integral para escrever

ψ(s) = (s− s0)2

∫ 1

0

(1− τ)ψ′′(s0 + τ(s− s0))dτ,

para todo s ∈ (s0 − δ/2, s0 + δ/2). Desta forma, existe uma contante K > 0 tal que

|ψ(s)| 6 K(s− s0)2, para todo s ∈ (s0 − δ/2, s0 + δ/2). (2.27)

De (2.26) e (2.27) obtemos

|û(ξ(n), t0)| > 1

2

∫ s0+δ/2

s0−δ/2
e−knψ(s)ds >

1

2

∫ s0+δ/2

s0−δ/2
e−knK(s−s0)2ds.

Aplicando o Lema 1.7 temos

|û(ξ(n), t0)| >
(∫ δ0

−δ0
e−s

2

ds

)
(K)−1/2(kn)−1/2,

para todo n ∈ N suficientemente grande. Desta forma, temos lim
n→∞

|ξ(n)||û(ξ(n), t0)| =

lim
n→∞

kn|û(ξ(n), t0)| =∞; o que é uma contradição, pois û(ξ(n), t) decai rapidamente.

Para finalizar essa demonstração falta analisar o caso em que m 6= `. Novamente,

a menos de uma reordenação das variáveis x1, . . . , xN , podemos assumir que m = 1 e

` = 2.

Seguindo o mesmo racioćınio do caso anterior, vamos utilizar série parcial de Fou-

rier com relação às variáveis (x1, . . . , xN), para construir uma função g ∈ (ker tL)◦ \
LC∞(TN+1). Neste caso, temos b1 6≡ 0, b10 = 0, a10 ∈ Z, b2 ≡ 0 e a20 6∈ Z. Pelo Lema

2.16 podemos assumir que a10 = 0. Como antes, a hipótese a20 6∈ Z implica que existe
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uma sequência crescente de inteiros positivos kn > n, tal que kna20 6∈ Z, para todo

n ∈ N. Defina

H(s, t)
.
=

∫ t

t−s
b1(τ)dτ, 0 6 s, t 6 2π,

e

A
.
= H(s0, t0) = max

06s,t62π
H(s, t).

Também, como antes, podemos assumir que 0 < s0, t0, σ0 < 2π, onde σ0 = t0−s0. Agora

considere φ ∈ C∞c ((σ0 − δ, σ0 + δ)) uma função que satisfaz 0 6 φ(t) 6 1 (para todo

t) e φ(t) ≡ 1 em uma vizinhança de [σ0 − δ/2, σ0 + δ/2], onde δ > 0 é suficientemente

pequeno de modo que (σ0 − δ, σ0 + δ) ⊂ (0, t0). Para ξ = ξ(n)
.
= (kn, kn, 0, . . . , 0) ∈ ZN ,

tome ĝ(ξ(n), t) como sendo a extensão 2π-periódica da função

φ(t)e−Akneikna20(t0−t), t ∈ [0, 2π].

Para os demais ξ ∈ ZN , defina ĝ(ξ, t) ≡ 0. Como Akn > An > 0, a sequência ĝ(ξ, ·)
decai rapidamente, logo define uma função g ∈ C∞(TN+1), a qual é dada por

g(x1, x2, t) =
∞∑
n=1

f̂(ξ(n), t)eikn(x1+x2).

Procedendo como no caso anterior, verifica-se que g ∈ (ker tL)◦. Mais ainda, se existe

v ∈ C∞(TN+1) tal que Lv = g, então os coeficientes parciais de Fourier de v, v̂(ξ(n), ·),
devem satisfazer

∂tv̂(ξ(n), t) + ikn(a20 + ib1(t))v̂(ξ(n), t) = ĝ(ξ(n), t),

para todo t ∈ T1 e para todo n ∈ N.

Como a20kn 6∈ Z, do Lema 1.6 segue que

v̂(ξ(n), t) =(1− e−2πkn(−b10+ia20))−1

∫ 2π

0

ĝ(ξ(n), t− s) exp

{
kn

∫ t

t−s
b1(τ)dτ

}
e−iskna20ds

=(1− e−2πkn(−b10+ia20))−1

∫ 2π

0

ĝ(ξ(n), t− s)ekn(H(s,t)−isa20)ds. (2.28)

A definição de ĝ(ξ(n), ·) implica que
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|v̂(ξ(n), t0)| =|1− e−2πkn(−b10+ia20)|−1

∫ s0+δ

s0−δ
φ(t0 − s)e−kn[A−H(s,t0)]ds

>
1

2

∫ s0+δ/2

s0−δ/2
e−kn[A−H(s,t0)]ds. (2.29)

Como no caso anterior, a desigualdade (2.29) gera uma contradição.

O que conclui a demonstração da Proposição 2.18.

�

Proposição 2.19. Seja L o operador definido em (2.17). Suponha que pelo menos uma

das funções bj não se anula identicamente e suponha que bj0 = 0, para todo j = 1, . . . , N.

Suponha ainda que (a10, . . . , aN0) ∈ ZN . Nestas condições, L não é globalmente resolúvel

se algum subńıvel Ωξ
r é desconexo, onde

Ωξ
r =

{
t ∈ T1;

∫ t

0

〈ξ, β(τ)〉dτ < r

}
, r ∈ R e ξ ∈ ZN .

Demonstração: A demonstração será por contradição. A ideia central é formada pela

seguinte técnica: É um resultado usual (e devido a Hörmander) que a resolubilidade de

L implique na validade de uma certa desigualdade envolvendo o operador transposto tL

(veja Lema 1.3). Utilizando um subńıvel desconexo, vamos construir uma sequência de

funções que satisfazem tal desigualdade, de modo que, passando ao limite, obtemos uma

contradição. Essa técnica comparece nas referências [Ho], [CHo] e [T1].

Como (a10, . . . , aN0) ∈ ZN , o Lema 2.16 implica que podemos asssumir que o opera-

dor L é da forma

L =
∂

∂t
+ i

N∑
j=1

bj(t)
∂

∂xj
.

Suponha, por contradição, que L seja globalmente resolúvel. Segue do Lema 1.3 que

existem constantes m ∈ Z+ e C > 0 tais que

∣∣∣∣∫
TN+1

fv

∣∣∣∣ 6 C ·

∑
|α|6m

sup
TN+1

|∂αf |

 ·
∑
|α|6m

sup
TN+1

|∂α(tLv)|

 , (2.30)

quaisquer que sejam f ∈ (ker tL)◦ e v ∈ C∞(TN+1).

Por hipótese, existe um subńıvel Ωξ∗
r que é desconexo. Aplicando o Lema 1.5, existe

r0 < r tal que o subńıvel (lembre-se que β(τ) = (b1(τ), . . . , bN(τ)))
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{
t ∈ T1;

∫ t

0

〈ξ∗, β(τ)〉dτ < r0

}
=

{
t ∈ T1;

N∑
j=1

∫ t

0

ξ∗j bj(τ)dτ < r0

}
tem duas componentes conexas cujos fechos são disjuntos; mais ainda, existem funções

f0 e v0 em C∞(T1) com as seguintes propriedades:∫ 2π

0

f0(t)dt = 0, supp f0 ∩ Ωξ∗

r0
= ∅, supp v′0 ⊂ Ωξ∗

r0
, e

∫ 2π

0

f0(t)v0(t)dt > 0.

Para cada n ∈ N, defina

fn(x, t) = exp

{
−n
∫ t

0

〈ξ∗, β(τ)〉dτ
}
f0(t)e−ni〈ξ

∗,x〉, (x, t) ∈ TN × T1,

e

vn(x, t) = exp

{
n

∫ t

0

〈ξ∗, β(τ)〉dτ
}
v0(t)eni〈ξ

∗,x〉, (x, t) ∈ TN × T1.

Como bj0 = 0, para todo j = 1, . . . , N, segue que fn ∈ C∞(T1) e vn ∈ C∞(T1), para

todo n ∈ N.

O próximo passo será mostrar que fn ∈ (ker tL)◦. Para tanto, tome µ ∈ D′(TN+1) tal

que tLµ = 0. Aplicando série parcial de Fourier com relação às variáveis (x1, . . . , xN),

obtemos

∂tµ̂(ξ, t)− 〈ξ, β(t)〉µ̂(ξ, t) = 0, (2.31)

para todo ξ ∈ ZN e t ∈ T1. Assim,

〈µ, fn〉 =

〈∑
ξ∈ZN

µ̂(ξ, t)⊗ ei〈ξ,x〉, fn(x, t)

〉
=

〈
µ̂(nξ∗, t)⊗ ein〈ξ∗,x〉 , exp

{
−n
∫ t

0

〈ξ∗, β(τ)〉dτ
}
f0(t)e−in〈ξ

∗,x〉
〉

=

(2π)N
〈
µ̂(nξ∗, t) , exp

{
−n
∫ t

0

〈ξ∗, β(τ)〉dτ
}
f0(t)

〉
=

(2π)N
〈

exp

{
−n
∫ t

0

〈ξ∗, β(τ)〉dτ
}
µ̂(nξ∗, t) , f0(t)

〉
.
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De (2.31) segue que

∂t

(
exp

{
−n
∫ t

0

〈ξ∗, β(τ)〉dτ
}
µ̂(nξ∗, t)

)
=

[∂tµ̂(nξ∗, t)− n〈ξ∗, β(t)〉µ̂(nξ∗, t)] exp

{
−n
∫ t

0

〈ξ∗, β(τ)〉dτ
}

= 0;

logo

exp

{
−n
∫ t

0

〈ξ∗, β(τ)〉dτ
}
µ̂(nξ∗, t) = cn ∈ C.

Consequentemente,

〈µ, fn〉 = (2π)N
〈

exp

{
−n
∫ t

0

〈ξ∗, β(τ)〉dτ
}
µ̂(nξ∗, t) , f0(t)

〉
=

(2π)N〈cn, f0〉 = (2π)Ncn

∫ 2π

0

f0(t)dt = 0,

qualquer que seja µ ∈ ker tL. Portanto, fn ∈ (ker tL)◦, para cada n ∈ N.

Podemos então aplicar as funções fn e vn na desigualdade (2.30), obtendo

∣∣∣∣∫
TN+1

fnvn

∣∣∣∣ 6 C ·

∑
|α|6m

sup
TN+1

|∂αfn|

 ·
∑
|α|6m

sup
TN+1

|∂α(tLvn)|

 , (2.32)

para todo n ∈ N.

O lado esquerdo de (2.32) satisfaz∫
TN+1

fnvn = (2π)N
∫ 2π

0

f0(t)v0(t)dt > 0, n ∈ N. (2.33)

Agora vamos fornecer estimativas para o lado direito de (2.32). Utilizando que

supp f0 ∩ Ωξ∗
r0

= ∅, obtemos

∑
|α|6m

sup
TN+1

|∂αfn| 6 C1n
m sup
t∈T1\Ωξ

∗
r0

e−n
∫ t
0 〈ξ
∗,β(τ)〉dτ 6 C1n

me−nr0 , (2.34)

onde C1 > 0 é uma constante que não depende de n ∈ N. Do mesmo modo, utilizando

que supp v′0 ⊂ Ωξ∗
r0
, obtemos uma constante C2 > 0, a qual não depende de n ∈ N, tal
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que

∑
|α|6m

sup
TN+1

|∂α(tLvn)| =
∑

|α|6m+1

sup
TN+1

|∂α[en
∫ t
0 〈ξ
∗,β(τ)〉dτv′0(t)ein〈ξ

∗,x〉]|

6 C2n
m sup
t∈supp v′0

en
∫ t
0 〈ξ
∗,β(τ)〉dτ

6 C2n
m

(
sup

t∈supp v′0

e
∫ t
0 〈ξ
∗,β(τ)〉dτ

)n

= C2n
men

∫ t1
0 〈ξ∗,β(τ)〉dτ , (2.35)

onde t1 ∈ supp v′0 ⊂ Ωξ∗
r0

é um ponto de máximo da restrição de e
∫ t
0 〈ξ
∗,β(τ)〉dτ ao conjunto

supp v′0 ⊂ Ωξ∗
r0
.

Por fim, defina c∗
.
=

∫ t1

0

〈ξ∗, β(τ)〉dτ − r0 < 0, a qual é uma constante que não

depende de n ∈ N. De (2.34) e (2.35) segue que∑
|α|6m

sup
TN+1

|∂αfn|

 ·
∑
|α|6m

sup
TN+1

|∂α(tLvn)

 6 C1C2n
2menc

∗
. (2.36)

Aplicando (2.32), (2.33) e (2.36) obtemos

0 < (2π)N
∫ 2π

0

f0(t)v0(t)dt 6 C1C2n
2menc

∗
, para todo n ∈ N.

O que é uma contradição, uma vez que lim
n→∞

C1C2n
2menc

∗
= 0.

Portanto, L não é globalmente resolúvel.
�

Agora mostraremos que as condições impostas sobre os coeficientes, no caso (II) do

Teorema 2.6, são suficientes para a resolubilidade global.

Proposição 2.20. Para um operador L do tipo (2.17), suponha que pelo menos um coe-

ficiente bj não seja identicamente nulo e que bj0 = 0, para todo j = 1, . . . , N. Além disso,

se (a10, . . . , aN0) ∈ ZN e se todos os subńıveis Ωξ
r são conexos, então L é globalmente

resolúvel.

Demonstração: A ideia central da demonstração é mostrar que (ker tL)◦ = LC∞(TN+1).

Basta mostrar que, para cada f ∈ (ker tL)◦, existe uma função u ∈ C∞(TN+1) que

satisfaz a equação Lu = f.
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Aplicando o Lema (2.16), podemos assumir que o operador L é do tipo

L =
∂

∂t
+ i

N∑
j=1

bj(t)
∂

∂xj
.

Utilizando série parcial de Fourier nas variáveis (x1, . . . , xN), escrevemos

f(x, t) =
∑
ξ∈ZN

f̂(ξ, t)ei〈ξ,x〉

e

u(x, t) =
∑
ξ∈ZN

û(ξ, t)ei〈ξ,x〉.

Desta forma, a equação diferencial parcial Lu = f nos leva à seguinte sequência de

equações diferenciais ordinárias

∂tû(ξ, t)− 〈ξ, β(t)〉û(ξ, t) = f̂(ξ, t), t ∈ T1, ξ ∈ ZN , (2.37)

onde lembramos que β(t) = (b1(t), . . . , bN(t)).

Como bj0 = 0, para todo j = 1, . . . , N, obtemos

∫ 2π

0

〈ξ, β(τ)〉dτ = 0, para cada

ξ ∈ ZN . Mais ainda,

−tL
(

exp

{
−
∫ t

0

〈ξ, β(τ)〉dτ
}
e−i〈ξ,x〉

)
=

∂t

(
exp

{
−
∫ t

0

〈ξ, β(τ)〉dτ
})

e−i〈ξ,x〉 +
N∑
j=1

ibj(t) exp

{
−
∫ t

0

〈ξ, β(τ)〉dτ
}

∂

∂xj
(e−i〈ξ,x〉) =

−〈ξ, β(t)〉 exp

{
−
∫ t

0

〈ξ, β(τ)〉dτ
}
e−i〈ξ,x〉+(

N∑
j=1

ξjbj(t)

)
exp

{
−
∫ t

0

〈ξ, β(τ)〉dτ
}
e−i〈ξ,x〉 = 0;

o que implica que a função

φξ(x, t)
.
= exp

{
−
∫ t

0

〈ξ, β(τ)〉dτ
}
e−i〈ξ,x〉 (2.38)
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pertence a ker tL, para cada ξ ∈ ZN . Como f ∈ (ker tL)◦, obtemos

0 =

〈
exp

{
−
∫ t

0

〈ξ, β(τ)〉dτ
}
e−i〈ξ,x〉, f

〉
= (2π)N

〈
exp

{
−
∫ t

0

〈ξ, β(τ)〉dτ
}
, f̂(ξ, t)

〉
=(2π)N

∫ 2π

0

exp

{
−
∫ t

0

〈ξ, β(τ)〉dτ
}
f̂(ξ, t)dt. (2.39)

Assim, do Lema 1.6 segue que cada equação (2.37) possui infinitas soluções em C∞(T1),

as quais possuem a forma geral

û(ξ, t) = e
∫ t
0 〈ξ,β(τ)〉dτ

(∫ t

tξ

e−
∫ s
0 〈ξ,β(τ)〉dτ f̂(ξ, s)ds+ Cξ

)
, t ∈ T1, (2.40)

onde tξ ∈ T1 e Cξ ∈ C.

O próximo passo será fixar uma determinada solução de (2.37), de modo que a

sequência formada por tais soluções seja rapidamente decrescente.

Para cada ξ ∈ ZN , fixe tξ um ponto de T1 tal que∫ tξ

0

〈ξ, β(τ)〉dτ = sup
t∈T1

{∫ t

0

〈ξ, β(τ)〉dτ
}

ou, equivalentemente, tal que

−
∫ tξ

0

〈ξ, β(τ)〉dτ = inf
t∈T1

{
−
∫ t

0

〈ξ, β(τ)〉dτ
}
.

Fixe û(ξ, ·) a solução de (2.37) em C∞(T1) que é dada por

û(ξ, t)
.
=

∫ t

tξ

exp

{∫ t

0

〈ξ, β(τ)〉dτ −
∫ s

0

〈ξ, β(τ)〉dτ
}
f̂(ξ, s)ds, t ∈ T1. (2.41)

Para concluir esta demonstração, falta apenas mostrar que (û(ξ, ·)) decai rapida-

mente, ou seja, dados m ∈ Z+ e n ∈ Z+, precisamos encontrar C(m,n) > 0 tal que

|ξ|m|∂nt û(ξ, t)| 6 C(m,n), (2.42)

para todo t ∈ T1 e ξ ∈ ZN . Para tanto, será necessário reescrever cada solução û(ξ, ·).

Para t ∈ T1, considere

rt
.
= −

∫ t

0

〈ξ, β(τ)〉dτ.
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Note que t e tξ pertencem ao conjunto

Ω̃t
.
=

{
s ∈ T1;−

∫ s

0

〈ξ, β(τ)〉dτ 6 rt

}
,

o qual é conexo pelo Lema (1.4). Logo existe um caminho γt ⊂ Ω̃t, o qual é um arco de

circunferência, ligando tξ a t. Mais ainda, como γt ⊂ Ω̃t, temos

−
∫ s

0

〈ξ, β(τ)〉dτ 6 rt = −
∫ t

0

〈ξ, β(τ)〉dτ, para todo s ∈ γt. (2.43)

Como, para cada t ∈ T1, existem apenas dois arcos de circunferência ligando tξ a t,

cuja reunião é T1, e como∫ 2π

0

exp

{∫ 2π

0

〈ξ, β(τ)〉dτ −
∫ s

0

〈ξ, β(τ)〉ds
}
f̂(ξ, s)ds =

∫ 2π

0

exp

{
−
∫ s

0

〈ξ, β(τ)〉dτ
}
f̂(ξ, s)ds = 0, por (2.39),

podemos escolher γt de modo que

û(ξ, t) =

∫
γt

exp

{∫ t

0

〈ξ, β(τ)〉dτ −
∫ s

0

〈ξ, β(τ)〉dτ
}
f̂(ξ, s)ds. (2.44)

A identidade (2.44) e a estimativa (2.43) implicam que

|û(ξ, t)| 6 2π‖f̂(ξ, ·)‖∞,

onde t ∈ T1 foi fixado de maneira arbitrária, logo

‖û(ξ, ·)‖∞ 6 2π‖f̂(ξ, ·)‖∞.

Dáı, o decaimento rápido de f̂(ξ, ·) implica que

|ξ|m‖û(ξ, ·)‖∞ 6 C(m, 0),

para todo ξ ∈ ZN ; logo vale (2.42) para qualquer m ∈ Z+ e para n = 0. Utilizando

um processo recursivo envolvendo (2.37) e procedendo de modo análogo ao que foi feito
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acima, obtemos a validade de (2.42) para quaisquer m ∈ Z+ e n ∈ Z+. O que conclui a

demonstração da Proposição 2.20.
�

2.III Final da demonstração do Teorema 2.6: caso (III)

Para concluir a demonstração do Teorema 2.6, consideramos agora o caso (III), onde

estamos sob a hipótese de que bj0 6= 0, para algum j ∈ {1, . . . , N}.
Mostremos que (III.1) é uma condição necessária para a resolubilidade global de L.

Proposição 2.21. Seja L o operador dado por (2.17) e suponha que bj0 6= 0, para algum

ı́ndice j = 1, . . . , N. Suponha também que não vale a condição (III.1) no Teorema 2.6,

ou seja, dim span{b1, . . . , bN} > 2. Neste caso, L não é globalmente resolúvel.

Demonstração: Tome m ∈ {1, . . . , N} tal que bm0 6= 0. Como dim span{b1, . . . , bN} >
2, existe ` 6= m tal que b` e bm são R - linearmente independentes. Reordenando as

variáveis x1, . . . , xN , podemos assumir que m = 1 e ` = 2. Do Lema 2.2 segue que

existem inteiros não nulos p e q, p 6= q, tais que θ(t)
.
= pb1(t) + qb2(t) muda de sinal e

θ0
.
=

1

2π

∫ 2π

0

θ(t)dt = pb10 + qb20 < 0.

Utilizando série parcial de Fourier, vamos construir uma função f em (ker tL)◦ \
LC∞(TN+1), a qual será da forma

f(x1, x2, t) =
∞∑
n=1

f̂(ξ(n), t)ei〈ξ(n),x〉, (2.45)

onde ξ(n) = (np, nq, 0, . . . , 0) ∈ ZN , para todo n ∈ N.
Iniciaremos agora a construção dos coeficientes f̂(ξ(n), ·) ∈ C∞(T1). Defina

H(s, t) =

∫ t

t−s
θ(τ)dτ, s, t ∈ [0, 2π]

e

A = H(s0, t0) = max
06s,t62π

H(s, t).

Note que A > 0 pois θ muda de sinal. Como na demonstração da Proposição 2.18,

podemos supor que 0 < s0, t0, σ0 < 2π, onde σ0 = t0−s0. Tome φ ∈ C∞c ((σ0−δ, σ0 +δ)),

uma função tal que 0 6 φ(t) 6 1 (para todo t) e φ(t) ≡ 1 em uma vizinhança de
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[σ0−δ/2, σ0 +δ/2], onde δ > 0 é suficientemente pequeno de modo que (σ0−δ, σ0 +δ) ⊂
(0, t0).

Temos todos os ingredientes para definir os coeficientes f̂(ξ(n), ·). Para cada n ∈ N,
defina f̂(ξ(n), ·) pela extensão 2π - periódica da função

e−nAφ(t)ein(pa10+qa20)(t0−t), t ∈ [0, 2π].

O termo e−nA implica que f̂(ξ(n), ·) decai rapidamente, uma vez que A > 0. Assim,

f̂(ξ(n), ·) define uma função f em C∞(TN+1), dada pela fórmula (2.45).

Afirmamos que f ∈ (ker tL)◦. De fato, seja µ ∈ D′(TN+1) tal que tLµ = 0. Escrevendo

µ por meio da sua série parcial de Fourier com relação às variáveis (x1, . . . , xN), obtemos

∂tµ̂(ξ, ·) + i〈ξ, α0 + iβ(t)〉µ̂(ξ, ·) = 0,

onde lembramos que α0 = (a10, . . . , aN0) e β(t) = (b1(t), . . . , bN(t)). Em particular, para

os ı́ndices ξ(n) = (np, nq, 0, . . . , 0) definidos acima, obtemos

∂tµ̂(−ξ(n), ·) + n[θ(·)− i(pa10 + qa20)]µ̂(−ξ(n), ·) = 0.

O Lema 1.6 implica que µ̂(−ξ(n), ·) = 0, uma vez que θ0 6= 0. Assim,

〈µ, f〉 = (2π)N
∞∑
n=1

〈µ̂(−ξ(n), ·), f̂(ξ(n), ·)〉 = 0,

qualquer que seja µ ∈ ker tL, logo f ∈ (ker tL)◦.

Para concluir a demonstração, resta apenas mostrar que f 6∈ LC∞(TN+1). Suponha,

por contradição, que existe u ∈ C∞(TN+1), solução da equação Lu = f. Sendo assim, os

coeficientes parciais de Fourier û(ξ(n), ·) e f̂(ξ(n), ·) das funções u e f, respectivamente,

satisfazem

∂tû(ξ(n), t) + i〈ξ(n), α0 + iβ(t)〉û(ξ(n), t) =

∂tû(ξ(n), t) + n[−θ(t) + i(pa10 + qa20)]û(ξ(n), t) = f̂(ξ(n), t), t ∈ T1, n ∈ N. (2.46)
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Como θ0 < 0, segue do Lema 1.6 que a equação (2.46) possui uma única solução, a

qual pode ser escrita na forma

û(ξ(n), t) = (1− e2πn(θ0−i(pa10+qa20)))−1

∫ 2π

0

f̂(ξ(n), t− s)e−isn(pa10+qa20)en
∫ t
t−s θ(τ)dτds

(2.47)

A definição de f̂(ξ(n), ·) implica que, para todo t ∈ [t0, 2π], temos

û(ξ(n), t) = (1− e2πn(θ0−i(pa10+qa20)))−1

∫ t−σ0+δ

t−σ0−δ
φ(t− s)e−in(t0−t)(pa10+qa20)e−n(A−H(s,t))ds

e calculando em t = t0 obtemos

û(ξ(n), t0) = (1− e2πn(θ0−i(pa10+qa20)))−1

∫ s0+δ

s0−δ
φ(t0 − s)e−n(A−H(s,t0))ds.

Dáı, φ > 0 e φ ≡ 1 em [σ0 − δ/2, σ0 + δ/2] implicam que

|û(ξ(n), t0)| > |1− e2πn(θ0−i(pa10+qa20))|−1

∫ s0+δ/2

s0−δ/2
e−n(A−H(s,t0))ds

>
1

2

∫ s0+δ/2

s0−δ/2
e−n(A−H(s,t0))ds.

Por fim, a função A−H(s, t0) tem um zero em s0 e A−H(s, t0) > 0, o que implica

que s0 não é de ordem ı́mpar. Procedendo como na parte final da demonstração da

Proposição 2.18, obtemos uma constante M > 0 tal que

|û(ξ(n), t0)| >Mn−1/2, para todo n ∈ N;

o que é uma contradição, pois û(ξ(n), t0) decai rapidamente.

O que conclui a demonstração da Proposição 2.21.
�

O próximo passo será mostrar que a condição (III.2) também é necessária para a

resolubilidade global de L.

Proposição 2.22. Para o operador L dado por (2.17), suponha que bj0 6= 0 para algum

ı́ndice j = 1, . . . , N. Suponha também que a condição (III.2) no Teorema 2.6 falha, ou

seja, bj muda de sinal, para algum ı́ndice j. Sob tais condições, o operador L não é

globalmente resolúvel.
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Demonstração: Essa demonstração segue a mesma linha da demonstração da Propo-

sição 2.21.

Suponha que bm0 6= 0 e que b` muda de sinal. Afirmamos que existem inteiros não

nulos p e q tais que pbm(t)+qb`(t) muda de sinal e pbm0 +qb`0 < 0. De fato, se bm e b` são

R - linearmente independentes, então tal afirmação segue do Lema 2.2. Por outro lado,

se bm e b` são R - linearmente dependentes, então b`(t) = rbm(t), t ∈ T1, r ∈ R \ {0}.
Assim, bm e pbm + b` = (p+ r)bm também mudam de sinal; tomando p ∈ Z \ {0} tal que

(p+ r)bm0 < 0, obtemos a veracidade da afirmação (note que tomamos q = 1).

Portanto, repetindo a demonstração da Proposição 2.21 segue que L não é global-

mente resolúvel.

�

A próxima proposição concluirá a demonstração de que as condições (III.1)-(III.3)

são necessárias para a resolubilidade global de L. Para tanto, precisamos provar que

a condição (III.3) é necessária. Como nas proposições 2.18 e 2.21, utilizaremos série

parcial de Fourier para construir uma função em (ker tL)◦ \ LC∞(TN+1). Para provar

que não existe u ∈ C∞(TN+1) solução de Lu = f, vamos empregar o Lema 1.6 em cada

equação envolvendo os coeficientes parciais de Fourier û(ξ, ·) e f̂(ξ, ·), de modo que (1.8)

fornecerá uma expressão para û(ξ, ·). Será importante controlar o coeficiente que aparece

em (1.8); diante de tal objetivo, precisaremos do seguinte resultado:

Lema 2.23. Dado um par de vetores α = (α1, . . . , αN) e β = (β1, . . . , βN) em RN , a

condição Diofantina (DC2) é equivalente à seguinte condição:

(DC3) existem constantes C > 0 e γ > 0 tais que

|1− e2π〈ξ,β−iα〉| > C|ξ|−γ,

para todo ξ ∈ ZN tal que 〈ξ, β − iα〉 6∈ iZ.

Demonstração: Mostremos que (DC3) implica (DC2). Suponha que o par (α, β) não

satisfaz (DC2). Então existe uma sequência (ξ(n), τn)n∈N ⊂ ZN×Z tal que τn+〈ξ(n), α+

iβ〉 6= 0, |ξ(n)|+ |τn| > n e

|τn + 〈ξ(n), α + iβ〉| < (|ξ(n)|+ |τn|)−n, (2.48)
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para todo n ∈ N. Em particular, |τn + 〈ξ(n), α〉| → 0, quando n → ∞. Além disso, a

estimativa

|τn + 〈ξ(n), α〉| > |τn| − |〈ξ(n), α〉| > |τn| − |ξ(n)| max
j=1,...,N

|αj|

implica que a sequência |ξ(n)| não pode ser limitada.

Substituindo (ξ(n), τn) por −(ξ(n), τn) se necessário, podemos supor que 〈ξ(n), β〉 6
0, para todo n ∈ N. A menos de tomarmos uma subsequência, podemos supor que

〈ξ(n), β〉 < 0 (para todo n ∈ N) ou que 〈ξ(n), β〉 = 0 (para todo n ∈ N).

Assuma primeiro que 〈ξ(n), β〉 < 0, para todo n ∈ N. Deste modo, temos

|1− e2π〈ξ(n),β−iα〉| 6 |1− e2π〈ξ(n),β〉 cos(2π〈ξ(n), α〉)|+ e2π〈ξ(n),β〉| sen(2π〈ξ(n), α〉)| 6

|1− cos(2π〈ξ(n), α〉)|+ |1− e2π〈ξ(n),β〉|| cos(2π〈ξ(n), α〉)|+ e2π〈ξ(n),β〉| sen(2π〈ξ(n), α〉)| 6

|1− cos(2π〈ξ(n), α〉)|+ |1− e2π〈ξ(n),β〉|+ | sen(2π〈ξ(n), α〉)| =

|1− cos(2π[τn + 〈ξ(n), α〉])|+ |1− e2π〈ξ(n),β〉|+ | sen(2π[τn + 〈ξ(n), α〉])| 6

4π|τn + 〈ξ(n), α〉|+ 2π|〈ξ(n), β〉| 6 6π|τn + 〈ξ(n), α〉+ i〈ξ(n), β〉| =

6π|τn + 〈ξ(n), α + iβ〉| < 6π(|ξ(n)|+ |τn|)−n < 6π|ξ(n)|−n,

para todo n ∈ N. Como |ξ(n)| não é limitada e 〈ξ(n), β − iα〉 6∈ iZ (uma vez que

〈ξ(n), β〉 < 0), segue que o par (α, β) não satisfaz a condição (DC3).

Agora assuma que 〈ξ(n), β〉 = 0, para todo n ∈ N. Como τn + 〈ξ(n), α〉 = τn +

〈ξ(n), α + iβ〉 6= 0 e |τn + 〈ξ(n), α〉| < n−n, para todo n ∈ N, segue que 〈ξ(n), α〉 não é

um inteiro. Mais ainda,

|1− e2π〈ξ(n),β−iα〉| = |1− e−2πi〈ξ(n),α〉| = |1− e−2πi(τn+〈ξ(n),α〉)| 6 2π|τn + 〈ξ(n), α〉| =

2π|τn + 〈ξ(n), α + iβ〉| < 2π(|ξ(n)|+ |τn|)−n < 2π|ξ(n)|−n,

o que implica que o par (α, β) não satisfaz (DC3), uma vez que |ξ(n)| não é limitada e

〈ξ(n), β − iα〉 = −i〈ξ(n), α〉 6∈ iZ.

Reciprocamente, mostremos que (DC2) implica (DC3). Suponha que o par (α, β)

não satisfaz (DC3). Então existe uma sequência (ξ(n))n∈N ⊂ ZN tal que |ξ(n)| > n,
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〈ξ(n), β − iα〉 6∈ iZ e

|1− e2π〈ξ(n),β−iα〉| < |ξ(n)|−n, (2.49)

para todo n ∈ N. Em particular, obtemos |〈ξ(n), β〉| → 0, quando n→∞, logo

|1− e2π〈ξ(n),β〉| > e−12π|〈ξ(n), β〉|, (2.50)

para todo n ∈ N suficientemente grande.

De (2.49) também segue que existe uma sequência de números inteiros (τn) tal que

τn + 〈ξ(n), α〉 → 0, quando n → ∞. De fato, basta tomar, para cada n ∈ N, tn =

−J〈ξ(n), α〉K ou τn = −K〈ξ(n), α〉J, onde J〈ξ(n), α〉K denota o maior inteiro menor ou

igual a 〈ξ(n), α〉 e K〈ξ(n), α〉J denota o menor inteiro maior ou igual a 〈ξ(n), α〉. Assim,

| sen(2π[τn + 〈ξ(n), α〉])| > 1

2
|τn + 〈ξ(n), α〉|2π, (2.51)

para todo n ∈ N suficientemente grande.

Consequentemente, de (2.49) e (2.50) segue que, para n suficientemente grande, vale

e−12π|〈ξ(n), β〉| 6 |1− e2π〈ξ(n),β〉| 6 |1− e2π〈ξ(n),β−iα〉| < |ξ(n)|−n,

enquanto que (2.49) e (2.51) implicam

π|τn + 〈ξ(n), α〉| 6 | sen(2π[τn + 〈ξ(n), α〉])| 6 2e2π〈ξ(n),β〉| sen(2π[τn + 〈ξ(n), α〉])| 6

2|1− e2π〈ξ(n),β−iα〉| < 2|ξ(n)|−n,

para todo n suficientemente grande.

Assim,

|τn + 〈ξ(n), α + iβ〉| 6 |τn + 〈ξ(n), α〉|+ |〈ξ(n), β〉|

< |ξ(n)|−n max

{
e

2π
,

2

π

}
=

2

π
|ξ(n)|−n,

para todo n ∈ N suficientemente grande. O que implicará que (DC2) não pode valer.

De fato, se (α, β) satisfaz (DC2), temos

C(|τn|+ |ξ(n)|)−γ 6 |τn + 〈ξ(n), α + iβ〉| < 2

π
|ξ(n)|−n;
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logo

0 <
Cπ

2
< |ξ(n)|−n+γ

(
1 +

|τn|
|ξ(n)|

)γ
e como 0 6 |τn + 〈ξ(n), α〉| < 1, obtemos |τn| 6 1 + |ξ(n)| max

j=1...,N
|αj|; consequentemente,

0 <
Cπ

2
< |ξ(n)|−n+γ

(
1 +

1

|ξ(n)|
+ max

j=1...,N
|αj|
)γ

,

para todo n suficientemente grande. O que é uma contradição, pois

lim
n→∞

|ξ(n)|−n+γ

(
1 +

1

|ξ(n)|
+ max

j=1...,N
|αj|
)γ

= 0.

Portanto, (DC2) implica (DC3). �

Mostremos que (III.3) também é necessária. As proposições 2.21 e 2.22 nos permitem

supor que estão satisfeitas as condições (III.1) e (III.2), logo podemos assumir que existe

uma função que não muda de sinal b ∈ C∞(T1,R) \ {0} e que existe (λ1, . . . , λN) ∈
RN \ {0} tal que bj(t) = λjb(t), t ∈ T1, para todo j = 1, . . . , N. Assim, podemos

escrever o operador L (dado em (2.17)) da seguinte forma

L =
∂

∂t
+

N∑
j=1

(aj0 + iλjb(t))
∂

∂xj
. (2.52)

Note que, b0 =
1

2π

∫ 2π

0

b(t)dt 6= 0, pois b 6≡ 0 e b não muda de sinal.

Proposição 2.24. Seja L o operador (2.52), onde λ = (λ1, . . . , λN) ∈ RN \ {0} e

b ∈ C∞(T1,R) é uma função que não se anula identicamente e não muda de sinal.

Suponha que seja falsa a condição (III.3) no Teorema 2.6, ou seja, o par (α0, b0λ) não

satisfaz (DC2), onde α0 = (a10, . . . , aN0) e b0 = (2π)−1

∫ 2π

0

b(t)dt. Nestas condições, o

operador L não é globalmente resolúvel.

Demonstração: Vamos construir uma função f ∈ (ker tL)◦ de modo que a equação

Lu = f não tenha solução em C∞(TN+1). Utilizaremos série parcial de Fourier nas

variáveis (x1, . . . , xN) para construir f da forma

f(x, t) =
∞∑
n=1

f̂(ξ(n), t)ei〈ξ(n),x〉, (2.53)
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onde ξ(n) é uma determinada sequência em ZN , a qual passamos a descrever:

Do Lema 2.23 segue que o par (α0, b0λ) não satisfaz a conição (DC3), logo existe

uma sequência (ξ(n))n∈N ⊂ ZN tal que |ξ(n+ 1)| > |ξ(n)| > n, 〈ξ(n), b0λ− iα0〉 6∈ iZ e

|1− exp{2π〈ξ(n), b0λ− iα0〉}| < |ξ(n)|−n, (2.54)

para todo n ∈ N. Tomando uma subsequência e substituindo ξ(n) por −ξ(n), se neces-

sário, podemos supor que ocorre uma das seguintes situações:

(i) 〈ξ(n), b0λ〉 > 0 e

|1− exp{2π〈ξ(n), b0λ− iα0〉}| < |ξ(n)|−n, para todo n ∈ N, (2.55)

ou

(ii) 〈ξ(n), b0λ〉 = 0, 〈ξ(n), α0〉 6∈ Z e

|1− exp{−2πi〈ξ(n), α0〉}| < |ξ(n)|−n, para todo n ∈ N. (2.56)

Desta forma, a demonstração naturalmente se divide em duas etapas.

Suponha primeiro que ocorre (i).

Passemos a construir as funções f̂(ξ(n), ·) ∈ C∞(T1). Seja δ > 0 suficientemente

pequeno de modo que (π
2
−δ, π

2
+δ) ⊂ (0, π) e tome φ uma função em C∞c ((π

2
−δ, π

2
+δ)),

satisfazendo 0 6 φ(t) 6 1 (para todo t) e φ ≡ 1 em uma vizinhança de [π−δ
2
, π+δ

2
].

Defina f̂(ξ(n), ·) pela extensão 2π - periódica de

|ξ(n)|−n/2φ(t)ei(π−t)〈ξ(n),α0〉, t ∈ [0, 2π].

O termo |ξ(n)|−n/2 implica que f̂(ξ(n), ·) decai rapidamente, logo define uma função

f ∈ C∞(TN+1), dada pela fórmula (2.53). Afirmamos que tal f pertence a (ker tL)◦. De

fato, se µ ∈ D′(TN+1) e tLµ = −Lµ = 0, então os coeficientes parciais de Fourier de µ

satisfazem

∂tµ̂(ξ, ·) + i〈ξ, α0 + ib(·)λ〉µ̂(ξ, ·) = 0,
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para todo ξ ∈ ZN . Em particular,

∂tµ̂(−ξ(n), ·)− i〈ξ(n), α0 + ib(·)λ〉µ̂(−ξ(n), ·) = 0,

para todo n ∈ N. Como 〈ξ(n), b0λ〉 6= 0, do Lema 1.6 segue que µ̂(−ξ(n), ·) = 0. Dáı,

〈µ, f〉 = (2π)N
∞∑
n=1

〈µ̂(−ξ(n), ·), f̂(ξ(n), ·)〉 = 0.

Assim, 〈µ, f〉 = 0 para toda µ ∈ ker tL; logo f ∈ (ker tL)◦.

Por fim, mostremos que não existe u ∈ C∞(TN+1) tal que Lu = f. Suponha por

contradição que exista uma tal u. Novamente a série parcial de Fourier nos leva às

seguintes equações

∂tû(ξ(n), t) + i〈ξ(n), α0 + ib(t)λ〉û(ξ(n), t) = f̂(ξ(n), t), t ∈ T1, (2.57)

para todo n ∈ N. Como 〈ξ(n), b0λ〉 > 0, a equação (2.57) possui uma única solução

(Lema 1.6), a qual escrevemos por

û(ξ(n), t) = (1− e2πcn)−1

∫ 2π

0

f̂(ξ(n), t− s)e〈ξ(n),λ〉
∫ t
t−s b(τ)dτe−is〈ξ(n),α0〉ds, (2.58)

onde definimos cn
.
= 〈ξ(n), b0λ− iα0〉 para simplificar a notação.

A definição de f̂(ξ(n), ·) implica que, para t ∈ [π, 2π], temos

û(ξ(n), t) = (1− e2πcn)−1

∫ t−(π/2−δ)

t−(π/2+δ)

|ξ(n)|−n/2φ(t− s)ei(π−t)〈ξ(n),α0〉e〈ξ(n),λ〉
∫ t
t−s b(τ)dτds.

Em particular, para t = π obtemos

û(ξ(n), π) = (1− e2πcn)−1|ξ(n)|−n/2
∫ π/2+δ

π/2−δ
φ(π − s)e〈ξ(n),λ〉

∫ π
π−s b(τ)dτds;

mais ainda, como b não muda de sinal e como 〈ξ(n), λ〉b0 > 0, obtemos 〈ξ(n), λ〉b(t) > 0,

o que implica

|û(ξ(n), π)| > |1− e2πcn|−1|ξ(n)|−n/2δ.
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De (2.55) segue que

|û(ξ(n), π)| > |ξ(n)|n/2δ > nn/2δ, para todo n ∈ N;

o que é uma contradição, pois lim
n→∞

û(ξ(n), π) = 0, já que û(ξ(n), π) decai rapidamente.

Portanto, L não é globalmente resolúvel quando ocorre (i).

Para concluirmos a demonstração, suponha que ocorre (ii). A ideia é aplicar os mes-

mos argumentos utilizados na situação (i) para exibir uma f em (ker tL)◦ \LC∞(TN+1).

As funções f̂(ξ(n), ·) têm a mesma forma que no caso (i), ou seja, elas são a extensão

2π - periódica das funções

|ξ(n)|−n/2φ(t)ei(π−t)〈ξ(n),α0〉, t ∈ [0, 2π].

Note que agora temos 〈ξ(n), λ〉b0 = 0 e como b0 6= 0, obtemos 〈ξ(n), λ〉 = 0, para todo

n ∈ N, mas 〈ξ(n), α0〉 6∈ Z, o que implica (como em (i)) que µ̂(−ξ(n), ·) = 0, para toda

µ ∈ ker tL. Dáı, f dada por (2.53) pertence a (ker tL)◦.

A equação (2.57) agora torna-se

∂tû(ξ(n), t) + i〈ξ(n), α0〉û(ξ(n), t) = f̂(ξ(n), t), t ∈ T1, (2.59)

para cada n ∈ N. A qual possui única solução (Lema 1.6) que pode ser escrita por

û(ξ(n), t) = (1− e−2πi〈ξ(n),α0〉)−1

∫ 2π

0

f̂(ξ(n), t− s)e−is〈ξ(n),α0〉ds.

Por fim, a definição de f̂(ξ(n), ·) implica que, para t ∈ [π, 2π], temos

û(ξ(n), t) = (1− e−2πi〈ξ(n),α0〉)−1|ξ(n)|−n/2
∫ t−(π/2−δ)

t−(π/2+δ)

φ(t− s)ei(π−t)〈ξ(n),α0〉ds

e calculando em t = π obtemos

û(ξ(n), π) = (1− e−2πi〈ξ(n),α0〉)−1|ξ(n)|−n/2
∫ π/2+δ

π/2−δ
φ(t− s)ds.

Dáı, φ > 0 e φ ≡ 1 em [(π − δ)/2, (π + δ)/2] implicam que

|û(ξ(n), π)| > |1− e−2πi〈ξ(n),α0〉|−1|ξ(n)|−n/2δ
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e a estimativa (2.56) implica que

|û(ξ(n), π)| > |ξ(n)|n/2δ > nn/2δ, para todo n ∈ N,

o que, como antes, é uma contradição, pois û(ξ(n), π) decai rapidamente.

Portanto, L também não é globalmente resolúvel quando ocorre (ii). O que conclui

a demonstração da Proposição 2.24.
�

Para finalizar a demonstração do Teorema 2.6, mostremos que as condições (III.1)-

(III.3) implicam a resolubilidade global de L.

Proposição 2.25. Considere o operador L dado por (2.17). Suponha que bj0 6= 0, para

algum j = 1, . . . , N e suponha que valem as seguintes condições:

(III.1) dim span{b1, . . . , bN} = 1.

(III.2) cada função bj não muda de sinal, j = 1, . . . , N.

(III.3) o par (α0, β0) satisfaz (DC2).

Nestas condições, L é globalmente resolúvel.

Demonstração: Seja f ∈ (ker tL)◦. Vamos utilizar série parcial de Fourier para exibir

uma solução de Lu = f em C∞(TN+1). Antes de iniciarmos a busca por u, observe que

as hipóteses implicam que existe b ∈ C∞(T1,R) \ {0}, uma função que não muda de

sinal, e existe λ = (λ1, . . . , λN) ∈ RN \ {0}, tais que β(t) = (b1(t), . . . , bN(t)) = b(t)λ,

para todo t ∈ T1. Nestas condições, podemos escrever

L =
∂

∂t
+

N∑
j=1

(aj0 + iλjb(t))
∂

∂xj
.

Defina b0 =
1

2π

∫ 2π

0

b(t)dt. Como b(t) não é identicamente nula e não muda de sinal,

temos b0 6= 0.

Escrevendo u e f por meio das suas séries parciais de Fourier com relação às variáveis

(x1, . . . , xN), temos

u(x, t) =
∑
ξ∈ZN

û(ξ, t)ei〈ξ,x〉
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e

f(x, t) =
∑
ξ∈ZN

f̂(ξ, t)ei〈ξ,x〉.

Desta forma, encontrar u ∈ C∞(TN+1) tal que Lu = f é o mesmo que encontrar uma

sequência de funções û(ξ, ·) ∈ C∞(T1), que seja rapidamente decrescente e satisfaça

∂tû(ξ, t) + i〈ξ, α0 + ib(t)λ〉û(ξ, t) = f̂(ξ, t), para todo t ∈ T1 e ξ ∈ ZN , (2.60)

onde α0 = (a10, . . . , aN0).

Do Lema 1.6 seguirá que, dependendo do ı́ndice ξ ∈ ZN , a equação (2.60) possuirá

infinitas soluções ou uma única solução. Logo, a demonstração naturalmente se divide

em três etapas.

(i) ξ ∈ ZN é tal que 〈ξ, b0λ〉 = 0 e 〈ξ, α0〉 ∈ Z. Para tais ı́ndices, como b0 6= 0, obtemos

〈ξ, λ〉 = 0. Dáı a equação (2.60) se reduz a

∂tû(ξ, t) + i〈ξ, α0〉û(ξ, t) = f̂(ξ, t), para todo t ∈ T1. (2.61)

Além disso, 〈ξ, α0〉 ∈ Z implica que φξ(x, t)
.
= eit〈ξ,α0〉e−i〈ξ,x〉 é uma função de C∞(TN+1).

Um cálculo direto mostra que tLφξ = 0; logo

0 = 〈φξ, f〉 = (2π)N
∫ 2π

0

f̂(ξ, t)eit〈ξ,α0〉dt.

Assim, a equação (2.61) possui infinitas soluções. Fixemos a solução

û(ξ, t) =

∫ t

0

f̂(ξ, s)ei(s−t)〈ξ,α0〉ds, t ∈ T1, (2.62)

(ii) ξ ∈ ZN satisfaz 〈ξ, b0λ〉 6= 0. Neste caso, a equação (2.60) possui uma única solução, a

qual pode ser escrita de maneiras distintas. Para tornar a notação mais curta, definimos

cξ = 〈ξ, β0 − iα0〉 = 〈ξ, b0λ− iα0〉.

Quando 〈ξ, b0λ〉 < 0, escrevemos a solução por

û(ξ, t) = (1− e2πcξ)−1

∫ 2π

0

f̂(ξ, t− s)e〈ξ,λ〉
∫ t
t−s b(τ)dτe−is〈ξ,α0〉ds, t ∈ T1. (2.63)
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Por outro lado, quando 〈ξ, b0λ〉 > 0, escrevemos a solução por

û(ξ, t) = (e−2πcξ − 1)−1

∫ 2π

0

f̂(ξ, t+ s)e−〈ξ,λ〉
∫ t+s
t b(τ)dτeis〈ξ,α0〉ds, t ∈ T1. (2.64)

(iii) ξ ∈ ZN é tal que 〈ξ, b0λ〉 = 0 e 〈ξ, α0〉 6∈ Z. Novamente, a equação (2.60) se reduz a

(2.61) (como no caso (i)) e tal equação possui uma única solução, a qual escrevemos por

û(ξ, t) = (1− e−2πi〈ξ,α0〉)−1

∫ 2π

0

f̂(ξ, t− s)e−is〈ξ,α0〉ds, t ∈ T1. (2.65)

Em resumo, até aqui definimos uma sequência û(ξ, ·)ξ∈ZN de funções em C∞(T1), as

quais são soluções de (2.60).

Para finalizar a demonstração, basta mostrar que tal sequência é rapidamente de-

crescente. Nessa parte, utilizaremos a validade da condição Diofantina (DC2) para o

par (α0, b0λ), a qual implica na validade de (DC3) (ver Lema 2.23). Logo existem C > 0

e γ > 0 tais que

|1− e2πcξ | = |1− e2π〈ξ,b0λ−iα0〉| > C|ξ|−γ, (2.66)

para todo ξ ∈ ZN tal que 〈ξ, b0λ− iα0〉 6∈ iZ.

Vamos mostrar que, dados m ∈ Z+ e n ∈ Z+, existe C(m,n) > 0 tal que

|ξ|m|∂nt û(ξ, t)| 6 C(m,n), (2.67)

para todo t ∈ T1 e ξ ∈ ZN .

Considere primeiro o caso em que n = 0. Note que a solução dada por (2.62) satisfaz

|û(ξ, t)| 6
∫ t

0

|f̂(ξ, s)|ds, t ∈ T1. (2.68)

Do mesmo modo, a solução dada por (2.63) satisfaz

|û(ξ, t)| 6 |1− e2πcξ |−1

∫ 2π

0

|f̂(ξ, t− s)|e〈ξ,λ〉
∫ t
t−s b(τ)dτds;
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mais ainda, de (2.66) e do fato de que 〈ξ, λ〉
∫ t

t−s
b(τ)dτ 6 0 (já que 〈ξ, b0λ〉 < 0 e b não

muda de sinal) obtemos

|û(ξ, t)| 6 C−1|ξ|γ
∫ 2π

0

|f̂(ξ, t− s)|ds. (2.69)

Analogamente, (2.66) implica que a solução dada por (2.65) também satisfaz (2.69).

Com relação à solução dada por (2.64), note que de (2.66) obtemos |e−2πcξ − 1| =

|1− e2πc−ξ | > C| − ξ|−γ. Logo tal solução satisfaz

|û(ξ, t)| 6 C−1|ξ|γ
∫ 2π

0

|f̂(ξ, t+ s)|e−〈ξ,λ〉
∫ t+s
t b(τ)dτds;

mais ainda, como 〈ξ, λ〉
∫ t+s

t

b(τ)dτ > 0 (já que 〈ξ, b0λ〉 > 0 e b não muda de sinal)

obtemos

|û(ξ, t)| 6 C−1|ξ|γ
∫ 2π

0

|f̂(ξ, t+ s)|ds. (2.70)

As estimativas (2.68), (2.69) e (2.70), mais o decaimento rápido de f̂(ξ, ·) implicam

que vale (2.67) para n = 0 e para todo m ∈ Z+.

Considere agora o caso em que n = 1. Lembre-se que a equação (2.60) implica que

|∂tû(ξ, t)| 6 |〈ξ, α0 + ib(t)λ〉||û(ξ, t)|+ |f̂(ξ, t)|

6 |ξ|(‖α0‖+ ‖b‖∞‖λ‖)|û(ξ, t)|+ |f̂(ξ, t)|.

Dáı, do caso n = 0 e do decaimento rápido de f̂(ξ, ·) segue que vale (2.67) para n = 1 e

para todo m ∈ Z+.

Por fim, utilizando indução e aplicando esse processo recursivo obtemos a validade

de (2.67) para todo n ∈ Z+ e m ∈ Z+. Portanto, û(ξ, ·) decai rapidamente e, assim,

define a função

u(x, t) =
∑
ξ∈ZN

û(ξ, t)ei〈ξ,x〉,

a qual satisfaz Lu = f. O que finaliza a demonstração da Proposição 2.25

�

Conclúımos assim o estudo da resolubilidade gobal de L (dado por (2.1)), o que nos

permite determinar quando que a imagem de L é ou não fechada.



64 Caṕıtulo 2 — Resolubilidade global para campos vetoriais do tipo tubo

O próximo passo é investigar quando que a imagem de L tem codimensão finita. Já

sabemos que tal propriedade não ocorre quando L não é globalmente resolúvel; por outro

lado, quando L é globalmente resolúvel, basta analisar a dimensão de ker tL (ver Lema

1.1). Para tanto, vamos analisar as demonstrações das proposições 2.17 (suficiência),

2.20 e 2.25.

Na demonstração da Proposição 2.17 (suficiência), vimos que as funções φ(ξ,τ)(x, t) =

ei(〈ξ,x〉+τt) (ver (2.21)) estão em ker tL, desde que τ + 〈ξ, α0〉 = 0. Seja A .
= {(ξ, τ) ∈

ZN × Z; τ + 〈ξ, α0〉 = 0}. Escrevendo uma distribuição µ ∈ ker tL em série de Fourier,

µ =
∑

(ξ,τ)∈ZN×Z

µ̂(ξ, τ)ei(〈ξ,x〉+τt),

da identidade tLµ = 0 obtemos (τ + 〈ξ, α0〉)µ̂(ξ, τ) = 0, para todo (ξ, τ) ∈ ZN × Z;

assim, µ̂(ξ, τ) = 0 se (ξ, τ) 6∈ A, ou seja

µ =
∑

(ξ,τ)∈A

µ̂(ξ, τ)ei(〈ξ,x〉+τt).

Portanto, dim ker tL < ∞ se, e somente se A é finito; o que ocorre se, e somente se

A = {(0, 0)}. Em particular, L (dado por (2.18)) é fortemente resolúvel se, e somente

se, (α0, 0) satisfaz (DC1) (ver página 23). Portanto, L dado por (2.1), nas condições do

item (I) no Teorema 2.6, é fortemente resolúvel se, e somente se, (α0, 0) satisfaz (DC1).

Olhemos agora para a demonstração da Proposição 2.20. Nas condições de tal propo-

sição, vimos que, para cada ξ ∈ ZN , as funções φξ(x, t) = exp
{
−
∫ t

0
〈ξ, β(τ)〉dτ

}
e−i〈ξ,x〉

(ver (2.38)) estão em ker tL; como {φξ; ξ ∈ ZN} é um subconjunto linearmente indepen-

dente de D′(TN+1), segue que dim ker tL =∞, logo L (dado por (2.1)) não é fortemente

resolúvel nas condições do item (II) do Teorema 2.6.

Por fim, analisemos a demonstração da Proposição 2.25. No item (i) dessa demons-

tração vimos que, para cada ξ ∈ ZN tal que 〈ξ, b0λ〉 = 0 e 〈ξ, α0〉 ∈ Z, a função φξ(x, t) =

eit〈ξ,α0〉e−i〈ξ,x〉 está em ker tL. Assim, se B .
= {ξ ∈ ZN ; 〈ξ, b0λ〉 = 0 e 〈ξ, α0〉 ∈ Z} é in-

finito, obtemos dim ker tL = ∞. Por outro lado, veremos que B ser finito implica que

dim ker tL < ∞. De fato, se µ ∈ ker tL, então escrevendo µ em série parcial de Fourier
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nas variáveis (x1, . . . , xN),

µ =
∑
ξ∈ZN

µ̂(ξ, ·)⊗ ei〈ξ,x〉,

obtemos

∂tµ̂(ξ, ·) + i〈ξ, α0 + ib(·)λ〉µ̂(ξ, ·) = 0, para todo ξ ∈ ZN .

Do Lema 1.6 segue que µ̂(ξ, ·) = 0 se ξ 6∈ B, logo

µ =
∑
ξ∈B

µ̂(ξ, ·)⊗ ei〈ξ,x〉.

Deste modo, B finito implica que dim ker tL < ∞. Note que B finito significa que

B = {0} e, assim, (DC2) é o mesmo que (DC1). Portanto, nas hipóteses da Proposição

2.25, L é fortemente resolúvel se, e somente se, (α0, β0) = (α0, b0λ) satisfaz (DC1).

Resumiremos os comentários acima com a seguinte observação, a qual caracteriza a

resolubilidade forte de L.

Observação 2.26. O operador L dado por (2.1) é fortemente resolúvel se, e somente

se:

• bj ≡ 0 para todo j = 1, . . . , N e (α0, 0) satisfaz (DC1);

• bj0 6= 0 para algum j ∈ {1, . . . , N}, dim span{b1, . . . , bN} = 1, cada função bj não

muda de sinal e (α0, β0) satisfaz (DC1).





Caṕıtulo

3
Hipoeliticidade global para campos

vetoriais do tipo tubo

Um campo vetorial L : D′(Tn) → D′(Tn) (no sentido do Caṕıtulo 1) é dito glo-

balmente hipoeĺıtico quando as condições µ ∈ D′(Tn) e Lµ ∈ C∞(Tn) implicam que

µ ∈ C∞(Tn).

O objetivo do presente caṕıtulo é estabelecer a hipoeliticidade global para os opera-

dores do tipo tubo, os quais tiveram a resolubilidade global determinada pelo Teorema

2.6 no Caṕıtulo 2. Lembremos que tais operadores são do tipo

L =
∂

∂t
+

N∑
j=1

(aj(t) + ibj(t))
∂

∂xj
(em TN+1), (3.1)

onde aj e bj são funções em C∞(T1;R), para cada j = 1, . . . , N. Denotamos por (x, t) as

coordenadas em TN × T1, onde x = (x1, . . . , xN) ∈ TN .

Como antes, forneceremos condições sobre os coeficientes de L que irão caracterizar

a hipoeliticidade global, as quais são similares às que aparecem na caracterização da

resolubilidade global de L. Vale adiantar que a condição envolvendo a conexidade dos

subńıveis Ωξ
r, no item (II) do Teorema 2.6, não desempenha papel na hipoeliticidade,

isto é, L não será globalmente hipoeĺıtico na situação (II) do Teorema 2.6, que é quando

L não satisfaz a condição (P).

Antes de enunciarmos tal caracterização, lembremos que aj0 = (2π)−1
∫ 2π

0
aj(t)dt,

bj0 = (2π)−1
∫ 2π

0
bj(t)dt, α0 = (a10, . . . , aN0) e β0 = (b10, . . . , bN0). Lembremos também

a seguinte condição Diofantina para um par (α, β) ∈ RN × RN :

67
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(DC1) existem constantes C > 0 e γ > 0 tais que

|τ + 〈ξ, α + iβ〉| > C(|ξ|+ |τ |)−γ,

para todo (ξ, τ) = (ξ1, . . . , ξN , τ) ∈ ZN+1 \ {0}.

Teorema 3.1. O operador L dado por (3.1) é globalmente hipoeĺıtico se, e somente se,

as seguintes condições estão satisfeitas:

(1) as funções bj não mudam de sinal, j = 1, . . . , N ;

(2) dim span{b1, . . . , bN} 6 1;

(3) o par (α0, β0) satisfaz (DC1).

Já observamos que a condição (P) é uma condição necessária para a hipoeliticidade

global de L. Mais ainda, a hipoeliticidade global de L implica que L é globalmente

resolúvel (ver teoremas 2.6 e 3.1). Tal fato está de acordo com um resultado geral

envolvendo operadores no toro que satisfazem tL = −L (ver Lema 1.2).

Comparando o Teorema 3.1 com a Observação 2.26, vemos que as condições que

determinam a hipoeliticidade global de L são as mesmas que determinam a resolubilidade

forte.

Do Teorema 3.1 segue o seguinte resultado sobre a hipoeliticidade global de opera-

dores com coeficientes constantes.

Corolário 3.2. Considere em TN+1 o operador

∂

∂t
+

N∑
j=1

(αj + iβj)
∂

∂xj
,

onde αj e βj são números reais, para j = 1, . . . , N. Tal operador é globalmente hipoeĺıtico

se, e somente se, o par (α, β) satisfaz (DC1), onde α = (α1, . . . , αN) e β = (β1, . . . , βN).

Como corolário do Teorema 3.1 também obtemos o seguinte resultado.

Teorema 3.3 ([Ho]-Teorema 2.2). Sejam a e b funções em C∞(T1,R) e considere em

T2
(x,t) o seguinte operador

∂

∂t
+ (a(t) + ib(t))

∂

∂x
. (3.2)
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Tal operador é globalmente hipoeĺıtico se, e somente se, ocorre uma das seguintes

situações:

(i) b ≡ 0 e a0 = (2π)−1

∫ 2π

0

a(t)dt é um número irracional não-Liouville.

(ii) b 6≡ 0 e b não muda de sinal.

Antes de entrarmos na demonstração do Teorema 3.1, consideremos o seguinte exem-

plo, que mostra a relação entre vetores de Liouville e a condição (DC1).

Exemplo 3.4. Sejam a ∈ C∞(T1,R) e b ∈ C∞(T1,R) \ {0}, onde b não muda de sinal e

sejam λ1 e λ2 dois números reais. Afirmamos que o operador

∂

∂t
+ (a(t) + iλ1b(t))

∂

∂x1

+ iλ2b(t)
∂

∂x2

. (3.3)

é globalmente hipoeĺıtico se, e somente se:

• λ2 6= 0, (a0, λ1/λ2) ∈ R2 \Q2 e (a0, λ1/λ2) não é um vetor de Liouville.

(compare com o Exemplo 2.11).

De fato, é fácil ver que o par ((a0, 0), b0(λ1, 0)) não satisfaz (DC1), logo L não é

globalmente hipoeĺıtico quando λ2 = 0. Suponha agora que λ2 6= 0. Segue do Exem-

plo 2.11 que o operador L não é globalmente resolúvel quando (a0, λ1/λ2) é um vetor

de Liouville, logo L não é globalmente hipoeĺıtico (ver Lema 1.2). Por outro lado,

quando (a0, λ1/λ2) não é um vetor de Liouville, mostramos no Exemplo 2.11 que o par

((a0, 0), b0(λ1, λ2)) satisfaz (DC2), na forma (2.14), a qual é equivalente a (DC1) se, e

somente se, (a0, λ1/λ2) ∈ R2 \Q2. Por fim, o resultado segue do Teorema 3.1. �

Vamos agora demonstrar o Teorema 3.1. Tal demonstração também será dividida

em uma sequência de lemas e proposições. As proposições 3.5, 3.6 e 3.7 mostram que

as condições (1)-(3) são necessárias para a hipoeliticidade global de L, enquanto que a

Proposição 3.8 mostra que tais condições são também suficientes.

Como no Caṕıtulo 2, utilizamos a conjugação dada pelo Lema 2.16, de modo que o

estudo da hipoeliticidade global de (3.1) se reduz ao estudo da hipoeliticidade global de

L =
∂

∂t
+

N∑
j=1

(aj0 + ibj(t))
∂

∂xj
, (3.4)

onde a parte real dos coeficientes é constante.
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3.I Demonstração do Teorema 3.1: condições necessá-

rias

Iniciaremos demonstrando que as condições (1)-(3) no Teorema 3.1 são suficientes

para a hipoeliticidade global de L.

Consideremos primeiro a condição (1). Veremos que L não é globalmente hipoeĺıtico

quando alguma função bj muda de sinal.

Proposição 3.5. Se para algum j ∈ {1, . . . , N} a função bj muda de sinal, então L

(dado por (3.4)) não é globalmente hipoeĺıtico.

Demonstração: Sem perda de generalidade, podemos supor que j = 1, ou seja, que b1

muda de sinal.

Iremos construir uma distribuição µ ∈ D′(TN+1) \ C∞(TN+1) de modo que Lµ ∈
C∞(TN+1).

Suponha primeiro que b10 = 0 e a10 ∈ Z. Neste caso, a função
∫ t

0
b1(τ)dτ pertence

a C∞(T1) e podemos supor que a10 = 0 (ver Lema 2.16). Seja M = max
t∈T1

∫ t

0

b1(τ)dτ e

para cada n ∈ N, considere ξ(n) = (n, 0, . . . , 0) ∈ ZN . Defina

µ̂(ξ(n), t) = exp

{
n

∫ t

0

b1(τ)dτ − nM
}
,

a qual é uma função em C∞(T1). Note que |µ̂(ξ(n), t)| 6 1, para todo t ∈ T1 e n ∈ N.
Assim, a sequência µ̂(ξ(n), ·) é de crescimento lento (ver Caṕıtulo 1), logo podemos

definir uma distribuição em D′(TN+1) por

µ =
∑
n∈N

µ̂(ξ(n), t)⊗ ei〈ξ(n),x〉.

Mais ainda, para cada t0 ∈ T1 tal que
∫ t0

0
b1(τ)dτ = M, temos µ̂(ξ(n), t0) = 1, o que

significa que a sequência µ̂(ξ(n), ·) não decai rapidamente, logo µ 6∈ C∞(TN+1). Cálculos

diretos mostram que

Lµ =
∑
n∈N

[∂tµ̂(ξ(n), t)− nb1(t)µ̂(ξ(n), t)]ei〈ξ(n),x〉 = 0

e, portanto, L não é globalmente hipoeĺıtico.
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Suponha agora que b10 = 0 e a10 6∈ Z. Neste caso, o item (II) do Teorema 2.6 e o

Lema 1.2 implicam que L não é globalmente hipoeĺıtico. Podemos também utilizar as

técnicas da demonstração da Proposição 2.18 para concluir que L não é globalmente

hipoeĺıtico. De fato, sob as hipóteses b1 6≡ 0, b10 = 0 e a10 6∈ Z, considere uma sequência

crescente de inteiros positivos kn > n tal que kna10 6∈ Z. Considere também

H(s, t)
.
=

∫ t

t−s
b1(τ)dτ e A

.
= H(s0, t0) = max

06s,t62π
H(s, t),

onde A > 0 e podemos supor que 0 < t0, s0, σ0 < 2π, onde σ0 = t0 − s0. Tome φ ∈
C∞c ((σ0 − δ, σ0 + δ)) uma função tal que 0 6 φ(t) 6 1 (para todo t) e φ(t) ≡ 1 em

uma vizinhança de [σ0 − δ/2, σ0 + δ/2], onde δ > 0 é pequeno o bastante para que

(σ0 − δ, σ0 + δ) ⊂ (0, t0).

Para ξ(n) = (kn, 0, . . . , 0) ∈ ZN , defina f̂(ξ(n), ·) pela extensão 2π - periódica da

função

(1− e−2πikna10)φ(t)e−Akneikna10(t0−t), t ∈ [0, 2π].

Para os demais ξ ∈ ZN , faça f̂(ξ, ·) = 0.

Como Akn > An, o fator e−Akn garante que tal sequência de funções é rapidamente

decrescente, logo define uma função em C∞(TN+1), a qual é dada por

f(x1, t) =
∑
n∈N

f̂(ξ(n), t)eiknx1 .

Como feito na primeira parte da demonstração da Proposição 2.18, verifica-se que a

equação Lu = f não tem solução em C∞(TN+1). Por outro lado, as equações (2.25)

definem uma sequência de crescimento lento em C∞(T1), a qual recordamos ser

µ̂(ξ(n), t) = (1− e−2πikna10)−1

∫ 2π

0

f̂(ξ(n), t− s)ekn(H(s,t)−isa10)ds.

Tal sequência é de crescimento lento, pois

|〈µ̂(ξ(n), ·), θ〉| 6 |1− e−2πikna10|−1(2π)2‖θ‖∞‖f̂(ξ(n), ·)‖∞eknA 6 (2π)2‖θ‖∞,

para toda θ ∈ C∞(T1).Assim, a sequência µ̂(ξ(n), ·) define uma distribuição emD′(TN+1),

dada por
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µ =
∑
n∈N

µ̂(ξ(n), t)⊗ eiknx1 ,

a qual satisfaz Lµ = f. Portanto, L não é globalmente hipoeĺıtico quando b10 = 0 e

a10 6∈ Z.

Falta ainda analisar o caso em que b10 6= 0. A mudança de sinal de b1 nos permite

aplicar o item (III) do Teorema 2.6 e o Lema 1.2 para obter que L não é globalmente

hipoeĺıtico. Entretanto, faremos também uma outra demonstração para este caso, se-

guindo a linha da demonstração da Proposição 2.21.

Vamos construir uma função f ∈ C∞(TN+1), de modo que a equação Lµ = f tenha

solução em D′(TN+1) \ C∞(TN+1).

Considerando o operador −L e fazendo a mudança de variáveis (X,T ) = (x,−t),
podemos supor que b10 < 0. Defina H(s, t) =

∫ t
t−s b1(τ)dτ e A = max

06,s,t62π
H(s, t) =

H(s0, t0). Sem perda de generalidade podemos supor que 0 < s0, t0, t0 − s0 < 2π. Tome

φ ∈ C∞c ((σ0 − δ, σ0 + δ)), uma função que satisfaz 0 6 φ(t) 6 1 (para todo t) e φ(t) ≡ 1

em uma vizinhança de [σ0 − δ/2, σ0 + δ/2], onde δ > 0 é suficientemente pequeno de

modo que (σ0 − δ, σ0 + δ) ⊂ (0, t0).

Para cada n ∈ N, seja ξ(n) = (n, 0, . . . , 0) ∈ ZN e defina f̂(ξ(n), ·) ∈ C∞(T1) pela

extensão 2π−periódica da função

e−nAφ(t)eina10(t0−t), t ∈ [0, 2π].

Agora considere

f(x, t) =
∑
n∈N

f̂(ξ(n), t)ei〈ξ(n),x〉 =
∑
n∈N

f̂(ξ(n), t)einx1 ;

note que, como b1 muda de sinal, temos A > 0, logo f̂(ξ(n), ·) é uma sequência rapida-

mente decrescente e f definida acima é uma função em C∞(TN+1).

Procedendo como na demonstração da Proposição 2.21, verifica-se que para tal f a

equação Lµ = f não tem solução em C∞(TN+1), uma vez que a sequência

µ̂(ξ(n), t) = (1− e2πn(b10−ia10))−1

∫ 2π

0

f̂(ξ(n), t− s)enH(s,t)e−isna10ds
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não decresce rapidamente. Por outro lado, tal sequência é de crescimento lento, pois

satisfaz |µ̂(ξ(n), t)| 6 2π|1 − e2πn(b10−ia10)|−1 6 2π|1 − e2πb10|−1, uma vez que b10 < 0;

logo tal sequência define a distribuição

µ =
∑
n∈N

µ̂(ξ(n), t)⊗ ei〈ξ(n),x〉 =
∑
n∈N

µ̂(ξ(n), t)⊗ einx1 ,

a qual satisfaz Lµ = f. Portanto, L não é globalmente hipoeĺıtico.

O que conclui a demonstração da Proposição 3.5. �

Consideremos agora a condição (2). Veremos que L não é globalmente hipoeĺıtico

quando dim span{b1, . . . , bN} > 2. Neste caso, note que existem duas funções bm e b` que

são linearmente independentes. Novamente, podemos aplicar o Teorema 2.6 e o Lema

1.2, mas faremos outra demonstração, a qual segue a mesma técnica da demonstração

da Proposição 2.21. Note que, pela Proposição 3.5 podemos assumir que as funções bm

e b` não mudam de sinal.

Proposição 3.6. Suponha que existam dois ı́ndices m e ` em {1, . . . , N} tais que as

funções bm e b` são R - linearmente independentes e não mudam de sinal. Então o

operador L (dado por (3.4)) não é globalmente hipoeĺıtico.

Demonstração: Vamos construir uma função f ∈ C∞(TN+1) tal que a equação Lµ = f

tenha uma solução em D′(TN+1) \ C∞(TN+1). Após uma reordenação das variáveis

x1, . . . , xN , podemos supor que m = 1 e ` = 2. Aplicando o Lema 2.2 obtemos in-

teiros não nulos tais que θ(t) = pb1(t) + qb2(t) muda de sinal e θ0 = pb10 + qb20 < 0.

Repetindo os argumentos da demonstração da Proposição 2.21, constrúımos uma função

f ∈ C∞(TN+1) tal que a equação Lµ = f não tem solução µ em C∞(TN+1), a saber, f é

dada por

f(x, t) =
∑
n∈N

f̂(ξ(n), t)ei〈ξ(n),x〉,

onde, para cada n ∈ N, ξ(n) = (np, nq, 0, . . . , 0) ∈ ZN e f̂(ξ(n), ·) é a extensão 2π -

periódica da função

e−nAφ(t)ein(pa10+qa20)(t0−t), t ∈ [0, 2π],

sendo que:

• H(s, t) =
∫ t
t−s θ(τ)dτ, s, t ∈ [0, 2π], A = H(s0, t0) = max

06s,t62π
H(s, t) > 0 e 0 <

s0, t0, σ0 < 2π, onde σ0 = t0 − s0;
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• φ ∈ C∞c ((σ0 − δ, σ0 + δ)) é uma função que satisfaz 0 6 φ(t) 6 1 (para todo t) e

φ(t) ≡ 1 em uma vizinhança de [σ0 − δ/2, σ0 + δ/2], onde δ > 0 é suficientemente

pequeno de modo que (σ0 − δ, σ0 + δ) ⊂ (0, t0).

Para concluir a demonstração, vamos exibir µ ∈ D′(TN+1)\C∞(TN+1) tal que Lµ = f.

Para cada n ∈ N, defina

µ̂(ξ(n), t) = (1− e2πn(θ0−i(pa10+qa20)))−1

∫ 2π

0

f̂(ξ(n), t− s)e−isn(pa10+qa20)en
∫ t
t−s θ(τ)dτds,

(3.5)

a qual é uma função em C∞(T1), para cada n ∈ N (ver Lema 1.6). Mais ainda,

|µ̂(ξ(n), t)| 6 2π|1− e2πn(θ0−i(pa10+qa20))|−1 6 2π|1− e2πnθ0|−1 6 2π|1− e2πθ0|−1,

uma vez que θ0 < 0. Sendo assim, a sequência µ̂(ξ(n), ·) é de crescimento lento, logo

define uma distribuição em D′(TN+1) dada por

µ =
∑
n∈N

µ̂(ξ(n), t)⊗ ei〈ξ(n),x〉.

Do Lema 1.6 segue que cada coeficiente parcial de Fourier µ̂(ξ(n), ·) de µ satisfaz a

equação

∂tµ̂(ξ(n), t) + i((pa10 + qa20) + iθ(t))µ̂(ξ(n), t) = f̂(ξ(n), t),

para todo t ∈ T1. Portanto, Lµ = f, o que conclui a demonstração.
�

Para finalizar a demonstração de que as condições (1)-(3) são necessárias para a

hipoeliticidade global de L, consideramos agora a condição (3). Pelas proposições 3.5 e

3.6, podemos supor que as funções bj não mudam de sinal e que dim span{b1, . . . , bN} 6
1, ou seja, podemos supor que o operador L é da forma

L =
∂

∂t
+

N∑
j=1

(aj0 + iλjb(t))
∂

∂xj
, (3.6)

onde b ∈ C∞(T1,R), b não muda de sinal e λ
.
= (λ1, . . . , λN) ∈ RN \ {0}. Lembre-se que

α0 = (a10, . . . , aN0) e b0 = (2π)−1
∫ 2π

0
b(t)dt.

Proposição 3.7. Seja L o operador dado por (3.6). Se o par (α0, b0λ) ∈ RN ×RN não

satisfaz a condição Diofantina (DC1), então L não é globalmente hipoeĺıtico.
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Demonstração: Uma vez que o par (α0, b0λ) ∈ RN ×RN não satisfaz (DC1), uma das

seguintes situações ocorre:

(i) existe uma sequência (ξ(n), τn)n∈N ⊂ ZN ×Z tal que |ξ(n)|+ |τn| > n, 〈ξ(n), b0λ〉 = 0

e τn = −〈ξ(n), α0〉 ∈ Z, para todo n ∈ N.

(ii) o par (α0, b0λ) não satisfaz (DC2).

Suponha que ocorre (i). Note que a sequência |ξ(n)| não pode ser limitada. Assim,

tomando uma subsequência podemos assumir que |ξ(n)| é crescente. Defina

µ =
∞∑
n=1

e−it〈ξ(n),α0〉ei〈ξ(n),x〉;

note que e−it〈ξ(n),α0〉 ∈ C∞(T1) e |e−it〈ξ(n),α0〉| = 1, logo µ ∈ D′(TN+1) \ C∞(TN+1). Mais

ainda, um cálculo direto mostra que

Lµ =
∞∑
n=1

(−i〈ξ(n), α0〉+ i〈ξ(n), α0 + ib(t)λ〉)ei〈ξ(n),x〉 = 0,

pois 〈ξ(n), b(t)λ〉 ≡ 0, uma vez que b não muda de sinal e 〈ξ(n), b0λ〉 = 0. Poranto, L

não é globalmente hipoeĺıtico.

Suponha agora que ocorre (ii). Com o objetivo de construir uma função f ∈
C∞(TN+1) tal que Lµ = f tenha uma solução em D′(TN+1)\C∞(TN+1), vamos proceder

como na demonstração da Proposição 2.24. Do Lema 2.23 segue que o par (α0, b0λ) não

satisfaz (DC3), logo existe uma sequência (ξ(n))n∈N ⊂ ZN tal que |ξ(n+1)| > |ξ(n)| > n,

〈ξ(n), b0λ− iα0〉 6∈ iZ e

|1− exp{2π〈ξ(n), b0λ− iα0〉}| < |ξ(n)|−n, (3.7)

para todo n ∈ N. Tomando uma subsequência e substituindo ξ(n) por −ξ(n), se neces-

sário, podemos supor que ocorre uma das seguintes situações:

(ii.1) 〈ξ(n), b0λ〉 > 0 e

|1− exp{2π〈ξ(n), b0λ− iα0〉}| < |ξ(n)|−n < n−n, para todo n ∈ N; (3.8)

ou
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(ii.2) 〈ξ(n), b0λ〉 = 0, 〈ξ(n), α0〉 6∈ Z e

|1− exp{−2πi〈ξ(n), α0〉}| < |ξ(n)|−n < n−n, para todo n ∈ N. (3.9)

Vamos mostrar que L não é globalmente hipoeĺıtico quando ocorre (ii.1) ou (ii.2).

Suponha primeiro que ocorre (ii.1).

Tome δ > 0 suficientemente pequeno de modo que (π
2
− δ, π

2
+ δ) ⊂ (0, π) e seja φ

uma função em C∞c ((π
2
− δ, π

2
+ δ)) tal que 0 6 φ(t) 6 1 (para todo t) e φ ≡ 1 em uma

vizinhança de [π−δ
2
, π+δ

2
].

Seja f̂(ξ(n), ·) a extensão 2π - periódica de

(1− exp{2π〈ξ(n), b0λ− iα0〉})e−〈ξ(n),b0λ〉φ(t)ei(π−t)〈ξ(n),α0〉, t ∈ [0, 2π].

O decaimento rápido de tal sequência é garantido pela estimativa (3.8), uma vez que

〈ξ(n), b0λ〉 > 0; logo a função f dada por

f(x, t) =
∑
n∈N

f̂(ξ(n), t)ei〈ξ(n),x〉

pertence a C∞(TN+1).

Afirmamos que existe µ ∈ D′(TN+1) \ C∞(TN+1) tal que Lµ = f. De fato, tal distri-

buição µ é dada por

µ =
∑
n∈N

µ̂(ξ(n), t)⊗ ei〈ξ(n),x〉, (3.10)

onde

µ̂(ξ(n), t) = (1− e2πcn)−1

∫ 2π

0

f̂(ξ(n), t− s)e〈ξ(n),λ〉
∫ t
t−s b(τ)dτe−is〈ξ(n),α0〉ds,

sendo que definimos cn
.
= 〈ξ(n), b0λ− iα0〉 para simplificar a notação. Para cada n ∈ N,

µ̂(ξ(n), ·) é a função em C∞(T1) que satisfaz a equação

∂tµ̂(ξ(n), t) + i〈ξ(n), α0 + ib(t)λ〉µ̂(ξ(n), t) = f̂(ξ(n), t) (ver Lema 1.6).

Mais ainda, como 〈ξ(n), λ〉
(∫ t

t−s b(τ)dτ − b0

)
6 0, da definição de f̂(ξ(n), ·) obtemos

|û(ξ(n), t)| 6 2π, para todo t ∈ T1 e n ∈ N. Assim, µ definida em (3.10) de fato está

em D′(TN+1) e satisfaz Lµ = f. Resta ver que µ 6∈ C∞(TN+1). Para tanto, note que
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|û(ξ(n), π)| > δe−〈ξ(n),b0λ〉 > δ/2, pois de (3.8) temos lim
n→∞
〈ξ(n), b0λ〉 = 0. Portanto, L

não é globalmente hipoeĺıtico quando ocorre (ii.1).

Suponha agora que ocorre (ii.2). Lembre-se que 〈ξ(n), b0λ〉 = 0 e b não muda de

sinal, logo 〈ξ(n), b(t)λ〉 ≡ 0, para todo n ∈ N. Neste caso, considere f dada por

f(x, t) =
∑
n∈N

f̂(ξ(n), t)ei〈ξ(n),x〉,

onde f̂(ξ(n), ·) é a extensão 2π - periódica de

(1− e−2πi〈ξ(n),α0〉)φ(t)ei(π−t)〈ξ(n),α0〉, t ∈ [0, 2π],

sendo que φ é a mesma do caso (ii.1). O decaimento rápido de f̂(ξ(n), ·) vem de (3.9),

logo f ∈ C∞(TN+1).

Para tal f, considere a distribuição

µ =
∑
n∈N

µ̂(ξ(n), t)⊗ ei〈ξ(n),x〉,

onde

µ̂(ξ(n), t) = (1− e−2π〈ξ(n),α0〉)−1

∫ 2π

0

f̂(ξ(n), t− s)e−is〈ξ(n),α0〉ds;

note que µ̂(ξ(n), ·) é a função em C∞(T1) que satisfaz a equação

∂tµ̂(ξ(n), t) + i〈ξ(n), α0λ〉µ̂(ξ(n), t) = f̂(ξ(n), t) (ver Lema 1.6).

Como no caso anterior, temos |µ̂(ξ(n), t)| 6 2π, para todo t ∈ T1 e n ∈ N, bem como

|µ̂(ξ(n), π)| > δ, para todo n ∈ N. Portanto, µ ∈ D′(TN+1) \ C∞(TN+1) e Lµ = f, ou

seja, L também não é globalmente hipoeĺıtico quando ocorre (ii.2).

O que conclui a demonstração da Proposição 3.7. �

3.II Demonstração do Teorema 3.1: condições suficien-

tes

Nesta seção, mostraremos que as condições (1)-(3) no Teorema 3.1 são suficientes

para a hipoeliticidade global de L. Para tanto, podemos supor que L é dado por (3.4);
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mais ainda, sob as condições (1)-(2), um operador da forma (3.4) pode ser reescrito na

forma

L =
∂

∂t
+

N∑
j=1

(aj0 + iλjb(t))
∂

∂xj
, (3.11)

onde b ∈ C∞(T1,R), b não muda de sinal e λ
.
= (λ1, . . . , λN) ∈ RN \ {0}. Supondo

que o par (α0, b0λ) satisfaz a condição Diofantina (DC1), mostraremos que (3.11) é

globalmente hipoeĺıtico, concluindo, assim, a demonstração do Teorema 3.1.

Proposição 3.8. Seja L o operador dado por (3.11). Se (α0, b0λ) satisfaz (DC1), então

L é globalmente hipoeĺıtico.

Demonstração: Considere µ ∈ D′(TN+1) uma distribuição tal que Lµ = f, com

f ∈ C∞(TN+1). Mostraremos que µ ∈ C∞(TN+1). Para tanto, utilizamos série parcial de

Fourier nas variáveis (x1, . . . , xN), a qual nos permite escrever

µ =
∑
ξ∈ZN

µ̂(ξ, ·)⊗ ei〈ξ,x〉,

onde µ̂(ξ, ·) ∈ D′(T1) e

f(x, t) =
∑
ξ∈ZN

f̂(ξ, t)⊗ ei〈ξ,x〉,

com f̂(ξ, ·) ∈ C∞(T1).

A série parcial de Fourier nos leva às seguintes equações

∂tµ̂(ξ, ·) + i〈ξ, α0 + ib(·)λ〉µ̂(ξ, ·) = f̂(ξ, ·), (3.12)

onde tal igualdade é no espaço D′(T1).

Como as soluções de (3.12) dependem de propriedades do coeficiente i〈ξ, α0 +ib(t)λ〉,
a demonstração naturalmente se divide em três casos.

Suponha que ξ ∈ ZN é tal que 〈ξ, b0λ〉 = 0 e 〈ξ, α0〉 ∈ Z. Note que, como vale (DC1),

isso só pode ocorrer para ξ = 0 ∈ ZN . Deste modo, obtemos a equação ∂tµ̂(0, ·) =

f̂(0, ·), a qual implica que
∫ 2π

0
f̂(0, t)dt = 0 e que µ̂(0, ·) ∈ C∞(T1) é dada por µ̂(0, t) =∫ t

0
f̂(0, s)ds+ C, onde C ∈ C.
Suponha agora que ξ ∈ ZN é tal que 〈ξ, b0λ〉 6= 0. Neste caso, cada equação (3.12)

possui uma única solução em C∞(T1), a qual pode ser escrita de duas maneiras distintas

(ver Lema 1.6). Para simplificar a notação, defina cξ = 〈ξ, b0λ− iα0〉.
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Se 〈ξ, b0λ〉 < 0, escrevemos a solução de (3.12) por

µ̂(ξ, t) = (1− e2πcξ)−1

∫ 2π

0

f̂(ξ, t− s)e〈ξ,λ〉
∫ t
t−s b(τ)dτe−is〈ξ,α0〉ds, t ∈ T1.

Por outro lado, quando 〈ξ, b0λ〉 > 0, escrevemos a solução de (3.12) por

µ̂(ξ, t) = (e−2πcξ − 1)−1

∫ 2π

0

f̂(ξ, t+ s)e−〈ξ,λ〉
∫ t+s
t b(τ)dτeis〈ξ,α0〉ds, t ∈ T1.

Considere agora os ı́ndices ξ ∈ ZN tais que 〈ξ, b0λ〉 = 0 e 〈ξ, α0〉 6∈ Z. Como b não

muda de sinal, temos 〈ξ, b(t)λ〉 ≡ 0, logo a equação (3.12) se reduz a

∂tµ̂(ξ, ·) + i〈ξ, α0〉µ̂(ξ, ·) = f̂(ξ, ·),

a qual (como no caso anterior) possui uma única solução em C∞(T1). Escrevemos tal

solução por

µ̂(ξ, t) = (1− e−2πi〈ξ,α0〉)−1

∫ 2π

0

f̂(ξ, t− s)e−is〈ξ,α0〉ds, t ∈ T1.

Por fim, procedendo como na Proposição 2.25 obtemos o decaimento rápido da

sequência (µ̂(ξ, ·))ξ∈ZN ⊂ C∞(T1), uma vez que (DC1) implica (DC2). Portanto, µ ∈
C∞(TN+1).

�





Caṕıtulo

4
Outro operador com imagem fechada e

de codimensão infinita

Este caṕıtulo trata da resolubilidade global da seguinte classe de campos vetoriais

em T3 :

L =
∂

∂t
+ (a(x) + ib(x))

(
∂

∂x
+ λ

∂

∂y

)
, (4.1)

onde denotamos por (x, y, t) as coordenadas em T3; as funções a e b estão em C∞(T1,R)

e λ é um número real. Utilizaremos a notação c(x) = a(x) + ib(x).

Quando λ = 0, obtemos o campo vetorial

∂

∂t
+ (a(x) + ib(x))

∂

∂x
. (4.2)

A resolubilidade forte de tal campo, visto como um campo em T2
(x,t), foi abordada

nos trabalhos [BD1] e [D2]. Com o objetivo de apresentar os resultados sobre tal reso-

lubilidade, denote por n` > 1 e por m` > 1 a ordem de anulamento das funções a e b,

respectivamente, em cada zero x` ∈ c−1(0).

O operador (em T2) dado por (4.2) não é fortemente resolúvel quando ocorrer alguma

das seguintes situações: (ver [BD1], [D2] e [H6]-Corolário 26.4.8)

• c(x)
.
= a(x) + ib(x) se anula de ordem infinita em algum ponto;

• (4.2) não satisfaz a condição (P), o que significa que b muda de sinal ao longo de

uma curva integral do campo ∂t +a(x)∂x; equivalentemente, b muda de sinal entre

dois zeros consecutivos de c.

• b ≡ 0 em algum intervalo (x`, x`+1), onde x` e x`+1 são zeros consecutivos de c;

81
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• x` ∈ c−1(0), n` <∞, m` > 2n` − 1 e m` > 2;

• x` ∈ c−1(0) e m` = 1.

Por outro lado, a seguinte condição é suficiente para a resolubilidade forte do opera-

dor (em T2) dado por (4.2): (ver [BD1] e [D2])

• (4.2) satisfaz a condição (P), c não possui zeros de ordem infinita e em cada

x` ∈ c−1(0), temos: m` <∞ e 2 6 m` < 2n` − 1.

A estratégia empregada no estudo da resolubilidade forte de (4.2) (em T2) foi utilizar

a redução feita em [BCP]-Teorema 3.1, que transforma o estudo da resolubilidade forte

no estudo da resolubilidade em uma vizinhança de {x`} × T1, para cada x` ∈ {x1 <

· · · < xN} = c−1(0). Entretanto, quando c−1(0) 6= ∅, veremos que os operadores do

tipo (4.1) não são fortemente resolúveis, logo não podemos aplicar a estratégia anterior

para obter resultados sobre a resolubilidade global de (4.1). O que faremos é utilizar a

técnica de [BP], a qual consiste em utilizar série parcial de Fourier em t e resolver uma

sequência de edo’s, as quais são resolvidas inicialmente em cada aberto (x`, x`+1) e depois

esses pedaços de soluções são colados de modo a obter uma solução em T1. Em [BP]

os campos possuem coeficientes reais, o que foi fundamental no controle do decaimento

desta sequência de soluções obtida pelo método descrito acima. Para os operadores L do

tipo (4.1), a parte imaginária do coeficiente, ou seja, a função b, influenciará no controle

do decaimento. Certas relações entre as ordens de anulamento das funções a e b (como

em [BD1]) nos permitirão obter decaimento rápido. Outro ponto importante é que agora

não vamos mais supor que o operador satisfaz a condição (P), uma vez que tal condição

não é necessária para a resolubilidade global; assim, a função b poderá mudar de sinal

entre dois zeros consecutivos de c. Será interessante detectar a quantidade de vezes que

a função b pode mudar de sinal entre dois zeros consecutivos de c, de modo que valha a

resolubilidade global de L.

Após os comentários introdutórios acima, iniciamos agora a análise da resolubilidade

global de L (dado por (4.1)), considerando primeiro o caso em que c−1(0) = ∅. Para os

operadores (4.2) em T2, este caso era uma consequência dos teoremas sobre resolubili-

dade de Hörmander em [H3]. Para L, neste caso em que c−1(0) = ∅, a resolubilidade

global será como no caso tubo.
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Defina

α
.
= (2π)−1

∫ 2π

0

a(x)

a(x)2 + b(x)2
dx, β

.
= −(2π)−1

∫ 2π

0

b(x)

a(x)2 + b(x)2
dx

e considere a seguinte condição Diofantina para uma tripla (λ1, λ2, λ3) ∈ R3 :

(DC4) existem constantes C > 0 e γ > 0 tais que

|τ + j(λ1 + iλ2) + kλ3| > C(|j|+ |k|+ |τ |)−γ,

para todo (j, k, τ) ∈ Z3 tal que τ + j(λ1 + iλ2) + kλ3 6= 0; tal condição é a condição

(DC2) para o par ((λ1, λ3), (λ2, 0)) ∈ R2 × R2.

Teorema 4.1. Seja L o operador dado por (4.1) e suponha que c−1(0) = ∅. Neste caso,

L é globalmente resolúvel se, e somente se, ocorre uma das seguintes situações:

(i) b ≡ 0 e (α, 0, λ) satisfaz (DC4).

(ii) b 6≡ 0, β = 0, α ∈ Z, λ ∈ Z e todos os subńıveis{
x ∈ T1;

∫ x

0

b(τ)

a(τ)2 + b(τ)2
dτ < r

}
(r ∈ R)

são conexos.

(iii) b 6≡ 0, β 6= 0, b não muda de sinal e (α, β, λ) satisfaz (DC4).

Demonstração: Como c−1(0) = ∅, afirmamos que o operador L é globalmente resolúvel

se, e somente se, o operador

L1/c
.
=

1

c(x)
L =

1

c(x)

∂

∂t
+

∂

∂x
+ λ

∂

∂y

é globalmente resolúvel. De fato, temos g ∈ (ker tL1/c)
◦ \ L1/cC∞(T3) se, e somente se,

cg ∈ (ker tL)◦ \ LC∞(T3). Por fim, efetuando a mudança de variáveis (X, Y, T ) = (t, y, x)

segue que a resolubilidade de L é equivalente à resolubilidade de

∂

∂T
+

1

c(T )

∂

∂X
+ λ

∂

∂Y
=

∂

∂T
+

a(T )− ib(T )

a2(T ) + b2(T )

∂

∂X
+ λ

∂

∂Y
,

a qual segue do Teorema 2.6.
�
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Exemplo 4.2. O item (ii) do Teorema 4.1 implica que o operador

∂

∂t
+ (1 + i sen(x))

(
∂

∂x
+

∂

∂y

)
não é globalmente resoluvel, uma vez que∫ 2π

0

sen(τ)

1 + sen2(τ)
dτ = 0

e
1

2π

∫ 2π

0

1

1 + sen2(τ)
dτ =

1

2π
π
√

2 =

√
2

2
6∈ Z.

Por outro lado, o item (II) do Teorema 2.6 implica que o operador

∂

∂t
+ (1 + i sen(t))

(
∂

∂x
+

∂

∂y

)
é globalmente resolúvel.

Considerando agora o operador

∂

∂t
+

√
2

2
(1 + i sen(x))

(
∂

∂x
+

∂

∂y

)
,

temos
1

2π

∫ 2π

0

√
2/2

(
√

2/2)2[1 + sen2(τ)]
dτ =

1

2π

2√
2
π
√

2 = 1 ∈ Z;

logo o item (ii) do Teorema 4.1 implica que tal operador é globalmente resolúvel, se os

subńıveis {
x ∈ T1;

∫ x

0

sen(τ)

1 + sen2(τ)
dτ < r

}
(r ∈ R)

são conexos. Como a função
∫ x

0
sen(τ)

1+ sen2(τ)
dτ é estritamente crescente em (0, π), estri-

tamente decrescente em (π, 2π), possui um máximo em x = π e mı́nimos em x = 0

e x = 2π, segue que os subńıveis acima são conexos. Portanto, o operador acima é

globalmente resolúvel.

Em contraste, o item (II) do Teorema 2.6 implica que o operador

∂

∂t
+

√
2

2
(1 + i sen(t))

(
∂

∂x
+

∂

∂y

)
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não é globalmente resolúvel.
�

Observação 4.3. Note que, no Teorema 4.1, uma condição necessária para a resolubi-

lidade global de L é que λ não seja um número de Liouville. Veremos que tal condição

também se verifica quando c possui apenas um número finito de zeros.

Note também que, quando c−1(0) = ∅, do Caṕıtulo 2 segue que o operador L é

fortemente resolúvel se, e somente se:

• b ≡ 0, (α, 0, λ) satisfaz (DC4) e τ + jα + kλ = 0 apenas para j = k = τ = 0; ou

• b 6≡ 0, β 6= 0, b não muda de sinal, (α, β, λ) satisfaz (DC4) e τ + j(α+ iβ)+kλ = 0

apenas para j = k = τ = 0.

Como consequência do Teorema 4.1 obtemos o seguinte resultado:

Corolário 4.4. Se b−1(0) = ∅, então o operador

∂

∂t
+ ib(x)

(
∂

∂x
+ λ

∂

∂y

)
é globalmente resolúvel se, e somente se, λ não é um número de Liouville.

Passemos agora ao caso em que c−1(0) 6= ∅. Afirmamos que L não é fortemente

resolúvel. De fato, seja x0 ∈ c−1(0), ỹ ∈ T1 e n um número inteiro não negativo menor

do que a ordem de anulamento de c em x0. Cálculos diretos mostram que a distribuição

δ(n)(x−x0)⊗δ(y−ỹ)⊗1t pertence ao núcleo de tL. Sendo assim, obtemos dim ker tL =∞,
ou seja, L não é fortemente resolúvel (Lema 1.1).

Procedendo como em [BP], veremos que L não é globalmente resolúvel quando a

função c possui pelo menos um zero de ordem infinita.

Lema 4.5. Suponha que c−1(0) 6= T1 e que c possui um zero de ordem infinita em T1.

Então o operador L (dado por (4.1)) não é globalmente resolúvel.

Demonstração: Mostraremos primeiro que a não resolubilidade global de L0
.
= c(x) d

dx

em T1
x implica que L não é globalmente resolúvel em T3. De fato, suponha que existe

f ∈ (ker tL0)◦ \ L0C∞(T1
x) ⊂ C∞(T1

x). Para cada µ ∈ ker tL ⊂ D′(T3), utilizando a série
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parcial de Fourier de µ nas variáveis (y, t), obtemos

〈µ, f〉 =

〈 ∑
(j,k)∈Z2

µ̂(·, j, k)⊗ ei(jy+kt), f

〉
=

∑
(j,k)∈Z2

〈µ̂(·, j, k), f〉〈ei(jy+kt), 1〉

= (2π)2〈µ̂(·, 0, 0), f〉.

Como µ ∈ ker tL, temos µ̂(·, 0, 0) ∈ ker tL0; logo 〈µ, f〉 = (2π)2〈µ̂(·, 0, 0), f〉 = 0. Assim

f ∈ (ker tL)◦. Por outro lado, se existir u ∈ C∞(T3) satisfazendo Lu = f, então teremos

L0û(·, 0, 0) = f, onde û(·, 0, 0) ∈ C∞(T1
x); mas tal fato não pode ocorrer uma vez que

f ∈ C∞(T1) \ L0C∞(T1). Portanto, se L0 não é globalmente resolúvel, então L não é

globalmente resolúvel.

Repetindo argumentos de [BP] com c = a+ib no lugar de a, veremos que L0
.
= c(x) d

dx

não é globalmente resolúvel quando c possui um zero de ordem infinita. De fato, note

que ker tL0 = {ν ∈ D′(T1); cν = 0}, pois a única distribuição constante que pode ser

dividida por uma função que é flat em algum ponto é a distribuição nula. Por hipótese

∅ 6= F .
= {x ∈ T1; c é flat em x} 6= T1; logo ∂F 6= ∅. Fixe x1 ∈ ∂F 6= ∅. Considere

g(x) = 1 − cos(x − x1) e f
.
= c/g ∈ C∞(T1), a qual é flat em x1. Para cada ν ∈ ker tL0

temos g(fν) = cν = 0, logo fν = c0δ(x − x1) + c1δ
′(x − x1). A única distribuição do

tipo c0δ(x− x1) + c1δ
′(x− x1) que podemos dividir por uma função que é flat em x1 é

quando c0 = c1 = 0, logo fν = 0 e, consequentemente, 〈ν, f〉 = 0. Assim, f ∈ (ker tL0)◦.

Por fim, se existir u ∈ C∞(T1) tal que L0u = f, então f = cu′ = fgu′. Tomando uma

sequência (yn) tal que yn → x1 e c(yn) 6= 0, para todo n ∈ N, obtemos g(yn)u′(yn) = 1,

para todo n ∈ N, logo u′(yn)→∞, o que é uma contradição.
�

Consideremos agora o caso em que c só possui zeros de ordem finita e c−1(0) 6= ∅. O

próximo resultado diz que uma condição necessária para a resolubilidade global de L é

que λ não seja um número de Liouville.

Lema 4.6. Suponha que c−1(0) = ∅ ou que c possui apenas zeros de ordem finita. Se λ

é um número de Liouville, então L (dado por (4.1)) não é globalmente resolúvel.

Demonstração: Note que se λ é um número de Liouville, então Lλ = ∂x + λ∂y não

é globalmente resolúvel em T2 (ver [BP]), ou seja, existe f ∈ (ker tLλ)
◦ ⊂ C∞(T2

(x,y))

tal que a equaçao Lλv = f não tem solução v em C∞(T2
(x,y)). Mostremos que cf ∈

(ker tL)◦ \ LC∞(T3), o que significa que L não é globalmente resolúvel, como queŕıamos.
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Para tanto, note que se µ ∈ D′(T3) e tLµ = 0, então tLλ(cµ̂0) = 0, onde µ̂k denota

os coeficientes da série parcial de Fourier de µ com relação à variável t. Desta forma,

temos 〈µ, cf〉 = 2π〈µ̂0, cf〉 = 2π〈cµ̂0, f〉 = 0, qualquer que seja µ ∈ ker tL; logo cf ∈
(ker tL)◦. Finalmente, se existir u ∈ C∞(T3) tal que Lu = cf, então û0 satisfaz c(x)(∂x +

λ∂y)û0(x, y) = c(x)f(x, y) e como c possui apenas um número finito de zeros (podendo

ser nenhum zero), segue que a função û0 satisfaz Lλû0 = f em T2
(x,y), o que é uma

contradição. Portanto, cf ∈ (ker tL)◦ \ LC∞(T3) e L não é globalmente resolúvel. �

Para apresentarmos os resultados sobre a resolubilidade global de L, no caso em que

c só possui zeros de ordem finita e c−1(0) 6= ∅, escrevemos

c−1(0)
.
= {x1 < · · · < xN < xN+1

.
= x1 + 2π}.

Em cada x` ∈ c−1(0), denote por n` e m` a ordem de anulamento (em x`) das funções

a e b, respectivamente. Considere também os seguintes subconjuntos de c−1(0) :

V1
.
= {x` ∈ c−1(0); 2 6 m` < 2n` − 1, m` <∞, 1 < n` 6∞}

e

V2
.
= {x` ∈ c−1(0); 2n` − 1 < m` 6∞, 1 6 n` <∞}.

O teorema a seguir é o principal resultado deste caṕıtulo.

Teorema 4.7. Suponha que ∅ 6= c−1(0) = V1∪V2 e que λ não é um número de Liouville.

O operador L (dado por (4.1)) é globalmente resolúvel se, para cada ` = 1, . . . , N,

ocorre uma das seguintes situações:

(I) {x`, x`+1} ⊂ V1 e existe η ∈ (x`, x`+1) de modo que b não muda de sinal nos

intervalos (x`, η) e (η, x`+1);

(II) {x`, x`+1} ⊂ V2, b não muda de sinal em (x`, x`+1) e existe δ > 0 tal que b ≡ 0

nos intervalos (x`, x` + δ) e (x`+1 − δ, x`+1);

(III) x` ∈ V1, x`+1 ∈ V2, b não muda de sinal em (x`, x`+1) e b ≡ 0 em (x`+1 − δ, x`+1);

(IV) x` ∈ V2, x`+1 ∈ V1, b não muda de sinal em (x`, x`+1) e b ≡ 0 em (x`, x` + δ).

Por outro lado, L não é globalmente resolúvel quando existe ` ∈ {1, . . . , N} tal que

uma das seguintes situações se verifica:
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(V) {x`, x`+1} ⊂ V1 e b muda de sinal mais de uma vez em (x`, x`+1);

(VI) x` ∈ V2 e b muda de sinal em (x`−1, x`) ou em (x`, x`+1) (onde x0
.
= xN − 2π).

Os resultados abaixo são casos particulares do Teorema 4.7, onde separamos o caso

em que ocorre apenas zeros do tipo V1 e o caso em que ocorre apenas zeros do tipo V2. As

demonstrações de tais resultados e a demonstração do Teorema 4.7 serão apresentadas

nas próximas seções.

Teorema 4.8. Suponha que ∅ 6= c−1(0) = V1 e que λ não é um número de Liouville.

Neste caso, o operador L (dado por (4.1)) é globalmente resolúvel se, e somente se, b não

muda de sinal ou b muda de sinal no máximo uma vez em cada intervalo (x`, x`+1) (ou

seja, existe η ∈ (x`, x`+1) tal que b não muda de sinal nos intervalos (x`, η) e (η, x`+1)).

Corolário 4.9. Suponha que λ não é um número de Liouville. Suponha ainda que

b−1(0) 6= ∅ e que cada zero de b é de ordem finita > 2. Nestas condições, o operador

∂

∂t
+ ib(x)

(
∂

∂x
+ λ

∂

∂y

)
é globalmente resolúvel.

Teorema 4.10. Suponha que λ não é um número de Liouville e que ∅ 6= c−1(0) = V2.

Se existe ` ∈ {1, . . . , N} tal que b muda de sinal em (x`, x`+1), então L não é globalmente

resolúvel. Se b não muda de sinal em cada intervalo (x`, x`+1) e se existe δ > 0 tal que

b ≡ 0 em (x`, x` + δ) ∪ (x`+1 − δ, x`+1), então L é globalmente resolúvel.

Dos teoremas 4.1 e 4.10 segue o seguinte resultado sobre operadores reais:

Corolário 4.11. O operador

∂

∂t
+ a(x)

(
∂

∂x
+ λ

∂

∂y

)
é globalmente resolúvel se, e somente se, ocorre uma das seguintes situações:

(i) a−1(0) = T1;

(ii) a−1(0) = ∅ e (α, 0, λ) satisfaz (DC4), onde α = (2π)−1

∫ 2π

0

a−1(x)dx.

(iii) a−1(0) 6= ∅, a se anula apenas de ordem finita e λ é não-Liouville.
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Observação 4.12. Quando a é uma função constante, o item (ii) do Corolário 4.11 e

o item (I) do Teorema 2.6 fornecem duas condições equivalentes para a resolubilidade

global do operador em questão.

Como consequência da demonstração do Teorema 4.8, também seguirá o seguinte

resultado sobre campos vetoriais no toro T2, os quais podem não satisfazer a condição

(P).

Corolário 4.13. Considere o operador ∂t+(a(x)+ib(x))∂x em T2. Suponha que c = a+ib

se anule apenas de ordem finita e que ∅ 6= c−1(0) = V1 ∪V2. Tal operador é globalmente

resolúvel se para todo ` = 1, . . . , N ocorrer uma das condições de (I) a (IV) dadas no

Teorema 4.7. Por outro lado, o operador não é globalmente resolúvel se para algum `

ocorrer (V) ou (VI). Em particular, quando c−1(0) = V1, tal operador é globalmente

resolúvel se, e somente se, b muda de sinal no máximo uma vez em cada intervalo

(x`, x`+1).

Quando b não muda de sinal em cada intervalo (x`, x`+1), o Corolário 4.13 está de

acordo com os resultados de [BD1].

Antes de iniciarmos as demonstrações, vamos apresentar dois exemplos.

Exemplo 4.14. O operador

∂

∂t
+ ( sen3(x) + i sen3(2x))

(
∂

∂x
+

∂

∂y

)
é globalmente resolúvel. Com efeito, a função c(x) = sen3(x) + i sen3(2x) satisfaz

c−1(0) = {0, π} e as funções a(x) = sen3(x) e b(x) = sen3(2x) se anulam de ordem 3 em

0 e π. Assim, estamos nas condições do Teorema 4.8. Além disso, nos intervalos (0, π) e

(π, 2π), a função b(x) = sen3(2x) muda de sinal apenas uma vez; logo o operador acima

é globalmente resolúvel.

Por outro lado, é interessante lembrar que o operador

∂

∂t
+ ( sen3(t) + i sen3(2t))

(
∂

∂x
+

∂

∂y

)
não é globalmente resolúvel, conforme Exemplo 2.15.

�
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Exemplo 4.15. Considere o operador

∂

∂t
+ ( sen(x) + i sen3(2x))

(
∂

∂x
+

∂

∂y

)
.

Para c(x) = sen(x) + i sen3(2x), temos c−1(0) = {0, π}. Como a(x) = sen(x) se

anula de ordem 1 em x = 0 e x = π e como b(x) = sen3(2x) se anula de ordem 3 nesses

pontos, estamos nas condições do Teorema 4.10. Além disso, como sen3(2x) muda de

sinal em (0, π), segue que o operador acima não é globalmente resolúvel.

Olhando o que ocorre quando o coeficiente depende da variável t, obtemos o campo

∂

∂t
+ ( sen(t) + i sen3(2t))

(
∂

∂x
+

∂

∂y

)
,

o qual também não é globalmente resolúvel pelo Teorema 2.6; para encontrar um subńıvel

desconexo, basta proceder como no Exemplo 2.15.

Por outro lado, o operador

∂

∂t
+ (1− cos(x) + i sen5(x))

(
∂

∂x
+

∂

∂y

)
está nas condições do Teorema 4.10 e não é globalmente resolúvel. Enquanto que

∂

∂t
+ (1− cos(t) + i sen5(t))

(
∂

∂x
+

∂

∂y

)
é globalmente resolúvel, pelo Teorema 2.6.

�

Organizaremos a demonstração do Teorema 4.7 separando-a em partes. Demons-

traremos primeiro os teoremas 4.8 e 4.10, os quais são casos particulares do Teorema

4.7.

O próximo resultado nos auxiliará na demonstração de que L é globalmente resolúvel,

quando estiverem satisfeitas as condições apresentadas no Teorema 4.7. Tal resultado é

conhecido como “redução módulo flat”(ver [BP], [BD1] e [BCP]).

Lema 4.16. Suponha que c−1(0) 6= ∅ e que c possui apenas anulamentos de ordem finita.

Além disso, se m` > 2 ou m` = n` = 1, para todo ` = 1, . . . , N, então dada f ∈ (ker tL)◦,

existe u ∈ C∞(T3) tal que Lu− f é flat em c−1(0)× T2.
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Demonstração: Como em [BP], Lema 2.1, basta resolvermos em uma vizinhança de

{x0} × T2, para cada x0 ∈ c−1(0). Sejam n e m as ordens de anulamento de a e b,

respectivamente, em x0.

Utilizando a expansão formal em série de Taylor em uma vizinhança de x0, podemos

escrever

a ' an(x− x0)n + an+1(x− x0)n+1 + · · · ,

b ' bm(x− x0)m + bm+1(x− x0)m+1 + · · · ,

u ' u0(y, t) + u1(y, t)(x− x0) + u2(y, t)(x− x0)2 + · · ·

e

f ' f0(y, t) + f1(y, t)(x− x0) + f2(y, t)(x− x0)2 + · · · .

Note que an 6= 0 e bm 6= 0.

O próximo passo será determinar uma sequência (uk)k>0 ⊂ C∞(T2) de modo que

Lu − f ' 0. Para tanto, vamos considerar os seguintes casos: m = n = 1, 1 = n < m,

1 < n = m, 1 < n < m e 1 < m < n.

Caso 1: m = n = 1.

Neste caso, temos Lu− f ' 0 se, e somente se,

∂tu0 = f0, (4.3)

e para k > 1

∂tuk +
k∑
j=1

(aj + ibj)[(k − j + 1)uk−j+1 + λ∂yuk−j] = fk. (4.4)

Para y′ ∈ T1, a distribuição δ(x− x0)⊗ δ(y − y′)⊗ 1t pertence a ker tL (pois c(x) se

anula de ordem 1 em x0). Assim,

0 =

∫ 2π

0

f(x0, y
′, t)dt =

∫ 2π

0

f0(y′, t)dt,

para todo y′ ∈ T1. Portanto, a equação (4.3) possui infinitas soluções, as quais possuem

a forma geral ∫ t

0

f0(y, s)ds+ C0(y),
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onde C0 ∈ C∞(T1).

Vamos agora olhar para as equações (4.4), as quais se reescrevem na forma

∂tu1 + (a1 + ib1)u1 = f1 − (a1 + ib1)λ∂yu0

e para k > 2,

∂tuk +(a1 + ib1)kuk = fk− (a1 + ib1)λ∂yuk−1−
k∑
j=2

(aj + ibj)[(k− j+1)uk−j+1 +λ∂yuk−j].

Como a1 6= 0, utilizando série de Fourier nas variáveis (y, t) e procedendo como na

demonstração da Proposição 2.17, podemos determinar sucessivamente a única solução

de (4.4), para todo k > 1, obtendo uma sequência (uk)k>0 que satisfaz (4.3) e (4.4).

Caso 2: 1 = n < m.

Quando 1 = n < m, temos Lu− f ' 0 se, e somente se,

∂tu0 = f0, (4.5)

∂tuk +
k∑
j=1

aj[(k − j + 1)uk−j+1 + λ∂yuk−j] = fk, 1 6 k < m, (4.6)

e para k > m,

∂tuk+
m−1∑
j=1

aj[(k−j+1)uk−j+1+λ∂yuk−j]+
k∑

j=m

(aj+ibj)[(k−j+1)uk−j+1+λ∂yuk−j] = fk.

(4.7)

Como no caso 1, a equação (4.5) possui infinitas soluções, as quais possuem a forma

geral ∫ t

0

f0(y, s)ds+ C0(y), onde C0 ∈ C∞(T1).

Para 1 6 k < m, como a1 6= 0, podemos determinar sucessivamente a única solução

de cada equação (4.6), basta proceder conforme o que foi feito no caso 1 para as equações

do tipo (4.4). Analogamente, para k > m(> 2), a1 6= 0 implica que podemos determinar

sucessivamente a única solução de cada equação (4.7).

Portanto, obtemos uma sequência (uk)k>0 que satisfaz (4.5), (4.6) e (4.7).

Caso 3: 1 < n = m.
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Quando tal relação ocorrer, teremos Lu− f ' 0 se, e somente se,

∂tuj = fj, j = 0, . . . , n− 1, (4.8)

e para k > n

∂tuk +
k∑
j=n

(aj + ibj)[(k − j + 1)uk−j+1 + λ∂yuk−j] = fk. (4.9)

O anulamento de ordem n de c(x) em x0 implica que, para y′ ∈ T1, a distribuição

δ(`)(x− x0)⊗ δ(y − y′)⊗ 1t (` = 1, . . . , n− 1) pertence a ker tL. Assim,

0 =

∫ 2π

0

∂`xf(x0, y
′, t)dt = (`!)

∫ 2π

0

f`(y
′, t)dt,

para todo y′ ∈ T1 e, portanto, cada equação (4.8) possui infinitas soluções, as quais

possuem a forma geral ∫ t

0

fj(y, s)ds+ Cj(y),

onde Cj é uma função arbitrária em C∞(T1), a qual será fixada de maneira apropriada

posteriormente.

Para k = n, a equação (4.9) se torna

∂tun + (an + ibn)[u1 + λ∂yu0] = fn (4.10)

e como n > 1, tal equação tem solução se, e somente se,∫ 2π

0

(fn − (an + ibn)[u1 + λ∂yu0])(y, t)dt = 0,

para todo y ∈ T1. Sendo assim, reescolhendo a solução u1, ou seja, fixando C1 tal que

C1(y) = (2π(an + ibn))−1

∫ 2π

0

(
fn(y, t)− (an + ibn)

[∫ t

0

f1(y, s)ds+ λ∂yu0(y, t)

])
dt,

segue que podemos resolver (4.10).
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A solução geral de (4.10) é dada por∫ t

0

(fn − (an + ibn)[u1 + λ∂yu0])(y, s)ds+ Cn(y),

onde, a priori, Cn é uma função arbitrária em C∞(T1). Repetindo esse processo recursivo

e fixando de maneira apropriada as funções C1, C2, . . . , obtemos uma sequência (uk)k>0

que satisfaz (4.8) e (4.9).

Caso 4: 1 < n < m.

Neste caso, temos Lu− f ' 0 se, e somente se,

∂tuj = fj, j = 0, . . . , n− 1, (4.11)

∂tuk +
k∑
j=n

aj[(k − j + 1)uk−j+1 + λ∂yuk−j] = fk, n 6 k < m, (4.12)

e para k > m,

∂tuk+
m−1∑
j=n

aj[(k−j+1)uk−j+1+λ∂yuk−j]+
k∑

j=m

(aj+ibj)[(k−j+1)uk−j+1+λ∂yuk−j] = fk.

(4.13)

Como antes, o anulamento de ordem n de c(x) em x0 implica que cada equação (4.11)

possui infinitas soluções, as quais possuem a forma geral∫ t

0

fj(y, s)ds+ Cj(y),

onde Cj é uma função arbitrária em C∞(T1), a qual será fixada de maneira apropriada

posteriormente.

Para k = n, a equação (4.12) se torna

∂tun + an[u1 + λ∂yu0] = fn (4.14)

e como n > 1, tal equação tem solução se, e somente se,∫ 2π

0

(fn − an[u1 + λ∂yu0])(y, t)dt = 0,
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para todo y ∈ T1. Tal condição está satisfeita se reescolhermos a solução u1, ou seja, se

fixarmos C1 tal que

C1(y) = (2πan)−1

∫ 2π

0

(
fn(y, t)− an

[∫ t

0

f1(y, s)ds+ λ∂yu0(y, t)

])
dt.

A solução geral de (4.14) é dada por∫ t

0

(fn − an[u1 + λ∂yu0])(y, s)ds+ Cn(y),

onde Cn é uma função arbitrária em C∞(T1), a qual será fixada de maneira apropriada

posteriormente.

Repetindo os argumentos acima, obtemos sucessivamente soluções de (4.12), para

k = n, . . . ,m − 1, de modo que, para qualquer Ck ∈ C∞(T1), uk(y, t) + Ck(y) é ainda

solução da respectiva equação (4.12).

Até aqui, obtemos sucessivamente u0, . . . , un, . . . , um−1, soluções de (4.11) e (4.12),

onde foi necessário fixar C1, . . . , Cm−n apropriadamente.

Para k = m, a equação (4.13) se torna

∂tum +
m−1∑
j=n

aj[(m− j + 1)um−j+1 + λ∂yum−j] + (am + ibm)[u1 + λ∂yu0] = fm. (4.15)

Como m > n > 1 e an 6= 0, podemos proceder como anteriormente, quando fixamos

as soluções das equações (4.12), para obter soluções um(y, t) +Cm(y) de (4.15), onde foi

necessário fixar a função Cm−n+1. Do mesmo modo, obtemos sucessivamente soluções

uk(y, t)+Ck(y) (k > m) de cada equação (4.13), fixando as funções Cm−n+1, Cm−n+2, . . .

de maneira apropriada.

Dáı, obtemos uma sequência (uk)k>0 que satisfaz (4.11), (4.12) e (4.13).

Caso 5: 2 6 m < n.

Neste último caso, temos Lu− f ' 0 se, e somente se,

∂tuj = fj, j = 0, . . . ,m− 1, (4.16)

∂tuk +
k∑

j=m

ibj[(k − j + 1)uk−j+1 + λ∂yuk−j] = fk, m 6 k < n, (4.17)
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e para k > n,

∂tuk+
n−1∑
j=m

ibj[(k−j+1)uk−j+1+λ∂yuk−j]+
k∑
j=n

(aj+ibj)[(k−j+1)uk−j+1+λ∂yuk−j] = fk.

(4.18)

Repetindo os argumentos do caso 4, obtemos uma sequência (uk)k>0 ⊂ C∞(T2) que

satisfaz (4.16), (4.17) e (4.18).

Por fim, como em [BP], uma aplicação do Teorema de Borel (ver também [G]) nos

fornece uma função suave e com suporte compacto em uma vizinhança de {x0}×T2, u,

tal que (k!)−1∂kxu(x0, y, t) = uk, para todo k > 0. Consequentemente, Lu = f.

O que conclui a demonstração do Lema 4.16.
�

4.I Demonstração do Teorema 4.8

Organizaremos a demonstração do Teorema 4.8 dividindo-a em proposições.

Lembre-se que estamos considerando o campo (dado por (4.1))

L =
∂

∂t
+ (a(x) + ib(x))

(
∂

∂x
+ λ

∂

∂y

)
e que estamos sob as seguintes condições: λ não é um número de Liouville, c possui

apenas zeros de ordem finita e

∅ 6= c−1(0) = {x1 < . . . < xN < xN+1
.
= x1 + 2π} (4.19)

= V1 = {x` ∈ c−1(0); 2 6 m` < 2n` − 1, m` <∞, 1 < n` 6∞}.

Verificaremos primeiro que a condição de que b muda de sinal no máximo uma vez em

cada intervalo (x`, x`+1) é suficiente para que o operador L seja globalmente resolúvel.

Isso será feito com as proposições 4.17 e 4.18.

Dada f ∈ (ker tL)◦, precisaremos mostrar que f ∈ LC∞(T3). Do Lema 4.16 segue que

existe v ∈ C∞(T3) tal que Lv − f é flat em c−1(0) × T2. Como Lv − f ∈ (ker tL)◦, se

pudermos encontrar u ∈ C∞(T3) tal que Lu = Lv − f, então teremos f = L(v − u) ∈
LC∞(T3). Portanto, do Lema 4.16 segue que podemos supor que o segundo membro (f)

é flat em c−1(0)× T2.



4.I Demonstração do Teorema 4.8 97

Proposição 4.17. Suponha que c possui apenas anulamentos de ordem finita e que

∅ 6= c−1(0) = V1, como em (4.19). Suponha ainda que λ não é um número de Liouville

e que b não muda de sinal em cada intervalo (x`, x`+1), ` = 1, . . . , N. Nestas condições,

para cada f ∈ (ker tL)◦ que é flat em c−1(0)× T2, existe u ∈ C∞(T3) tal que Lu = f.

Demonstração: Dada f ∈ (ker tL)◦, f flat em c−1(0)×T2, vamos procurar u ∈ C∞(T3)

tal que Lu = f. Utilizando série parcial de Fourier nas variáveis (y, t), segue que Lu = f

se, e somente se,

c(x)∂xû(x, j, k) + i(k + c(x)λj)û(x, j, k) = f̂(x, j, k), (4.20)

para todo x ∈ T1 e (j, k) ∈ Z2.

O problema agora se resume a encontrar sequências û(·, j, 0)j∈Z e û(·, j, k) (j ∈ Z e

k 6= 0), que são soluções de (4.20) e que decaem rapidamente. Vamos olhar separada-

mente os casos k = 0, j ∈ Z e k 6= 0, j ∈ Z.

Caso 1: k = 0, j ∈ Z

Quando k = 0, a equação (4.20) se reduz a

∂xû(x, j, 0) + iλjû(x, j, 0) = f̂(x, j, 0)/c(x), (4.21)

para todo x ∈ T1 e j ∈ Z. Neste caso, a busca de uma sequência de soluções û(·, j, 0) (em

C∞(T1)) que decaia rapidamente fica semelhante ao que foi feito no caso tubo (Caṕıtulo

2).

Para j = 0, precisamos resolver ∂xû(x, 0, 0) = f̂(x, 0, 0)/c(x). Como c se anula

apenas de ordem finita, existe (1/c) ∈ D′(T1) tal que c(1/c) = 1 (tal distribuição pode

não ser única). Cálculos diretos mostram que (1/c)(x)⊗ 1y ⊗ 1t pertence a ker tL, logo∫ 2π

0
f̂(x, 0, 0)/c(x)dx = (2π)−2

∫
T3 f/c = (2π)−2〈(1/c)(x)⊗ 1y ⊗ 1t, f〉 = 0. Sendo assim,

podemos fixar a solução

û(x, 0, 0) =

∫ x

0

f̂(x′, 0, 0)/c(x′)dx′.

Com o objetivo de resolver (4.21) para j 6= 0, suponha primeiro que λ ∈ R \Q e que

λ não é um número de Liouville. Segue do Lema 1.6 que cada equação (4.21) possui
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uma única solução, a qual podemos escrever na forma

û(x, j, 0)
.
= (1− e−2πiλj)−1

∫ 2π

0

exp{−iλjx′}f̂(x− x′, j, 0)/c(x− x′)dx′. (4.22)

Como λ é um irracional não-Liouville, existem constantes C > 0 e γ > 0 tais que

|τ + jλ| > C(|j|+ |τ |)−γ, para todo (j, k) ∈ Z2 \ {0}; logo vale (DC2) e pelo Lema 2.23

vale (DC3), ou seja, existem constantes C ′ > 0 e γ′ > 0 tais que |1− e−2πiλj| > C ′|j|−γ′ ,
para todo j ∈ Z \ {0}. Além disso, (f̂(·, j, k)/c(·))(j,k)∈Z2 decai rapidamente, logo a

sequência (û(·, j, 0))j∈Z também decai rapidamente.

Suponha agora que λ = p/q ∈ Q, onde p ∈ Z e q ∈ N ((p, q) = 1 se λ 6= 0 ou p = 0 e

q = 1 se λ = 0). Para os ı́ndices j 6∈ qZ (o qual é vazio se q = 1), a equação (4.21) possui

uma única solução, a qual também é dada pela fórmula (4.22). Além disso, tal sequência

de soluções também decai rapidamente, pois (f̂(·, j, k)/c(·))(j,k)∈Z2 decai rapidamente e

|1 − e−2πiλj|−1 (j ∈ Z \ qZ) é limitada (já que |τ + λj| = |τ + pj/q| > 1/q, quaisquer

que sejam τ ∈ Z e j ∈ Z \ qZ). Quando j ∈ qZ \ {0}, a equação (4.21) possui infinitas

soluções, pois
∫ 2π

0
f̂(x, j, 0)/c(x)eiλjxdx = 0, uma vez que [eiλjx/c(x)]⊗e−ijy⊗1t ∈ ker tL.

Assim, para cada j ∈ qZ \ {0}, podemos fixar a solução

û(x, j, 0)
.
=

∫ x

0

exp{iλj(x′ − x)}f̂(x′, j, 0)/c(x′)dx′.

Novamente, o decaimento rápido de (f̂(·, j, k)/c(·))(j,k)∈Z2 implica que (û(·, j, 0))j∈qZ de-

cai rapidamente.

Portanto, obtemos uma sequência de soluções de (4.21), û(·, j, 0) ∈ C∞(T1) (j ∈ Z),

a qual decai rapidamente.

Caso 2: k 6= 0, j ∈ Z

Neste caso, mostraremos inicialmente que (4.20) tem uma solução suave em cada

intervalo [x`, x`+1], a qual é flat em {x`, x`+1}, onde ` = 1, . . . , N. Note que, em (x`, x`+1)

a equação (4.20) se torna

∂xû(x, j, k) + i(k/c(x) + λj)û(x, j, k) = f̂(x, j, k)/c(x), (4.23)

para todo (j, k) ∈ Z× (Z \ {0}).
Por hipótese, b não muda de sinal em (x`, x`+1).
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Suponha primeiro que b > 0 em (x`, x`+1). Se k > 0 e se x ∈ (x`, x`+1) está fixado, a

função

(x`, x) 3 x′ 7→ exp

{
−k
∫ x

x′

b+ ia

a2 + b2
(s)ds+ iλj(x′ − x)

}
f̂(x′, j, k)/c(x′)

está bem definida e pertence a C∞((x`, x)), além de ser limitada em (x`, x). Assim, fica

bem definida a função

û(x, j, k)
.
=

∫ x

x`

exp

{
−k
∫ x

x′

b+ ia

a2 + b2
(s)ds+ iλj(x′ − x)

}
f̂(x′, j, k)/c(x′)dx′ (4.24)

para x ∈ (x`, x`+1), j ∈ Z e k ∈ N.

O próximo passo será verificar que û(·, j, k) ∈ C∞((x`, x`+1)). Para tanto, seja η ∈
(x`, x`+1) e considere a função

θjk(x)
.
= i

∫ x

η

(k/c(s) + λj) ds =

∫ x

η

(
k
b+ ia

a2 + b2
(s) + iλj

)
ds, x ∈ (x`, x`+1).

Podemos reescrever û(·, j, k) da seguinte maneira

û(x, j, k) = exp{−θjk(x)}
∫ x

x`

exp{θjk(x′)}f̂(x′, j, k)/c(x′)dx′, x ∈ (x`, x`+1).

Como b > 0 em (x`, x`+1), k > 0 e como

| exp{θjk(x′)}| = exp

{
k

∫ x′

η

b

a2 + b2
(s)ds

}
,

segue que a função

exp{θjk(x′)}f̂(x′, j, k)/c(x′)

é suave e limitada em (x`, x`+1− ε), para todo ε > 0 suficientemente pequeno. Assim, o

Teorema Fundamental do Cálculo implica que∫ x

x`

exp{θjk(x′)}f̂(x′, j, k)/c(x′)dx′
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é uma função suave em (x`, x`+1 − ε), qualquer que seja ε > 0 suficientemente pequeno;

logo û(·, j, k) ∈ C∞((x`, x`+1)) e

∂xû(x, j, k) = − θ′jk(x)û(x, j, k) + f̂(x, j, k)/c(x)

= − i(k/c(x) + λj)û(x, j, k) + f̂(x, j, k)/c(x),

ou seja, û(·, j, k) é solução da equação (4.23).

Mostremos agora que û(·, j, k) ((j, k) ∈ Z2, k > 0) é flat em {x`, x`+1}.

Para x ∈ (x`, x`+1), temos

|û(x, j, k)| 6
∫ x

x`

exp

{
−k
∫ x

x′

b

a2 + b2
(s)ds

}
|f̂(x′, j, k)/c(x′)|dx′

6
∫ x

x`

|f̂(x′, j, k)/c(x′)|dx′

e como f̂(·, j, k) é flat em c−1(0), utilizando a fórmula de Taylor com resto integral e

considerando g
.
= f/c, escrevemos

f̂(x′, j, k)/c(x′) = ĝ(x′, j, k) =
(x′ − x`)n

(n− 1)!

∫ 1

0

(1− t)n−1∂nx ĝ(x` + t(x′ − x`), j, k)dt.

Assim,

|f̂(x′, j, k)/c(x′)| 6 |x
′ − x`|n

(n− 1)!
‖∂nx ĝ(·, j, k)‖∞ 6

|x′ − x`|n

(n− 1)!
‖∂nxg‖∞, (4.25)

onde obtemos a constante positiva Cn =
‖∂nxg‖∞
(n− 1)!

, que não depende de (j, k) e satisfaz

|û(x, j, k)| 6 Cn|x− x`|n+1

n+ 1
= O(|x− x`|n+1), (4.26)

para todo n ∈ Z+.

Em particular, û(x`, j, k) = 0.

Olhemos agora perto de x`+1. Para h < 0 e |h| suficientemente pequeno, temos

û(x`+1 + h, j, k) =

∫ x`+1+h

x`

exp

{
−k
∫ x`+1+h

x′

b+ ia

a2 + b2
(s)ds+ iλj(x′ − x`+1 − h)

}
f̂(x′, j, k)/c(x′)dx′ =
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∫ x`+1+2h

x`

exp

{
−k
∫ x`+1+h

x′

b+ ia

a2 + b2
(s)ds+ iλj(x′ − x`+1 − h)

}
f̂(x′, j, k)/c(x′)dx′+

∫ x`+1+h

x`+1+2h

exp

{
−k
∫ x`+1+h

x′

b+ ia

a2 + b2
(s)ds+ iλj(x′ − x`+1 − h)

}
f̂(x′, j, k)/c(x′)dx′.

Vamos estimar esses dois últimos termos. O primeiro deles satisfaz∣∣∣∣∫ x`+1+2h

x`

exp

{
−k
∫ x`+1+h

x′

b+ ia

a2 + b2
(s)ds+ iλj(x′ − x`+1 − h)

}
f̂(x′, j, k)/c(x′)dx′

∣∣∣∣ 6
‖f/c‖∞

∫ x`+1+2h

x`

exp

{
−k
∫ x`+1+2h

x′

b

a2 + b2
(s)ds

}
exp

{
−k
∫ x`+1+h

x`+1+2h

b

a2 + b2
(s)ds

}
dx′.

Para h < 0 e |h| suficientemente pequeno, as hipóteses b > 0 e k > 0 implicam que

exp

{
−k
∫ x`+1+2h

x′

b

a2 + b2
(s)ds

}
6 1, x′ ∈ (x`, x`+1 + 2h).

Assim,∣∣∣∣∫ x`+1+2h

x`

exp

{
−k
∫ x`+1+h

x′

b+ ia

a2 + b2
(s)ds+ iλj(x′ − x`+1 − h)

}
f̂(x′, j, k)/c(x′)dx′

∣∣∣∣ 6
‖f/c‖∞

∫ x`+1+2h

x`

exp

{
−k
∫ x`+1+h

x`+1+2h

b

a2 + b2
(s)ds

}
dx′

e como m`+1 <∞ e 2 6 m`+1 < 2n`+1 − 1, podemos escrever

b

a2 + b2
(s) = (x`+1 − s)−ρβ(s), (ρ > 2),

para todo s em um intervalo (x`+1 − δ, x`+1), onde β(x`+1) 6= 0 e 0 < r 6 β(s) 6 M.

Desta forma, para |h| suficientemente pequeno, obtemos

‖f/c‖∞
∫ x`+1+2h

x`

exp

{
−k
∫ x`+1+h

x`+1+2h

b

a2 + b2
(s)ds

}
dx′ 6

‖f/c‖∞|x`+1 − x`| exp

{
−kr

(ρ− 1)

(
1

(x`+1 − s)ρ−1

)x`+1+h

x`+1+2h

}
=

‖f/c‖∞|x`+1 − x`| exp

{
−kr

(ρ− 1)

(
2ρ−1 − 1

2ρ−1|h|ρ−1

)}
6
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‖f/c‖∞|x`+1 − x`| exp

{
−r

(ρ− 1)

(
2ρ−1 − 1

2ρ−1|h|ρ−1

)}
= O(|h|n), (4.27)

para todo n ∈ N, uma vez que ρ > 1 e r > 0 (veja Lema 1.8).

Para o segundo termo, temos a estimativa

∣∣∣∣∣
∫ x`+1+h

x`+1+2h

exp

{
−k
∫ x`+1+h

x′

b+ ia

a2 + b2
(s)ds+ iλj(x′ − x`+1 − h)

}
f̂(x′, j, k)/c(x′)dx′

∣∣∣∣∣ 6
∫ x`+1+h

x`+1+2h

|f̂(x′, j, k)/c(x′)|dx′ 6

Cn

∫ x`+1+h

x`+1+2h

(x`+1 − x′)ndx′ =
(2n+1 − 1)Cn

n+ 1
|h|n+1 = O(|h|n+1), (4.28)

para todo n ∈ Z+, onde utilizamos novamente a fórmula de Taylor (agora em uma

vizinhança de x`+1) para obter a constante positiva

Cn =
‖∂nxg‖∞
(n− 1)!

,

a qual não depende de (j, k), como em (4.26).

Das estimativas (4.27) e (4.28) segue que

|û(x`+1 + h, j, k)| 6

‖f/c‖∞|x`+1 − x`| exp

{
−r

(ρ− 1)

(
2ρ−1 − 1

2ρ−1|h|ρ−1

)}
+

(2n+1 − 1)Cn
n+ 1

|h|n+1 = O(|h|n),

(4.29)

para todo n ∈ Z+.

Em particular, de (4.29) segue que û(x`+1, j, k) = 0.

Em resumo, mostramos que û(·, j, k) (j ∈ Z e k ∈ N) é uma função suave em

(x`, x`+1), solução de (4.23), a qual se estende a uma função cont́ınua em [x`, x`+1] e

tal que û(x`, j, k) = 0 = û(x`+1, j, k). Mais ainda, utilizando a identidade (4.23) e um

processo recursivo, verifica-se que estimativas análogas a (4.26) e (4.29) valem para as

derivadas ∂mx û(·, j, k), m ∈ N. Consequentemente, û(·, j, k) (dada por (4.24)) se estende

a uma função suave em [x`, x`+1], a qual é flat em {x`, x`+1}.



4.I Demonstração do Teorema 4.8 103

O próximo passo será resolver (4.23) para k < 0, supondo ainda que b > 0 em

(x`, x`+1). Fixado x ∈ (x`, x`+1), note que a função

(x, x`+1) 3 x′ 7→ exp

{
−k
∫ x

x′

b+ ia

a2 + b2
(s)ds+ iλj(x′ − x)

}
f̂(x′, j, k)/c(x′)

está bem definida, além de ser suave e limitada em (x, x`+1). Assim, podemos definir

û(x, j, k)
.
= −

∫ x`+1

x

exp

{
−k
∫ x

x′

b+ ia

a2 + b2
(s)ds+ iλj(x′ − x)

}
f̂(x, j, k)/c(x′)dx′,

(4.30)

para x ∈ (x`, x`+1) e k < 0.

Como antes, vamos reescrever û(·, j, k) para mostrar que tal função é suave em

(x`, x`+1). Utilizando novamente a função

θjk(x) = i

∫ x

η

(k/c(s) + λj) ds =

∫ x

η

(
k
b+ ia

a2 + b2
(s) + iλj

)
ds, x ∈ (x`, x`+1),

reescrevemos û(·, j, k) na forma

û(x, j, k) = − exp{−θjk(x)}
∫ x`+1

x

exp{θjk(x′)}f̂(x′, j, k)/c(x′)dx′, x ∈ (x`, x`+1).

Como b > 0 em (x`, x`+1) e k < 0, para todo ε > 0 suficientemente pequeno, a função

exp{θjk(x′)}f̂(x′, j, k)/c(x′)

é suave e limitada em (x` + ε, x`+1). Assim, do Teorema Fundamental do Cálculo segue

que ∫ x`+1

x

exp{θjk(x′)}(f̂jk/c)(x′)dx′

é suave em (x`+ε, x`+1), qualquer que seja ε > 0 suficientemente pequeno; logo û(·, j, k) ∈
C∞((x`, x`+1)) e, além disso, temos

∂xû(x, j, k) = − θ′jk(x)û(x, j, k) + f̂(x, j, k)/c(x)

= − i(k/c(x) + λj)û(x, j, k) + f̂(x, j, k)/c(x),

ou seja, û(·, j, k) é uma solução de (4.23).

Afirmamos que a solução û(·, j, k) (k < 0) é flat em {x`, x`+1}.
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Note que, como em (4.26), obtemos

|û(x, j, k)| 6
∫ x`+1

x

exp

{
−k
∫ x

x′

b

a2 + b2
(s)ds

}
|f̂(x′, j, k)/c(x′)|dx′

6
∫ x`+1

x

|f̂(x′, j, k)/c(x′)|dx′ 6 Cn|x− x`+1|n+1

n+ 1
= O(|x− x`+1|n), (4.31)

para todo n ∈ Z+.

Agora vamos estimar |û(x, j, k)|, para x próximo de x`.

Para h > 0 suficientemente pequeno, temos

|û(x` + h, j, k)| 6
∫ x`+1

x`+h

exp

{
−k
∫ x`+h

x′

b

a2 + b2
(s)ds

}
|f̂(x′, j, k)/c(x′)|dx′ =

∫ x`+2h

x`+h

exp

{
−k
∫ x`+h

x′

b

a2 + b2
(s)ds

}
|f̂(x′, j, k)/c(x′)|dx′+

∫ x`+1

x`+2h

exp

{
−k
∫ x`+h

x′

b

a2 + b2
(s)ds

}
|f̂(x′, j, k)/c(x′)|dx′ =

∫ x`+2h

x`+h

exp

{
−k
∫ x`+h

x′

b

a2 + b2
(s)ds

}
|f̂(x′, j, k)/c(x′)|dx′+

∫ x`+1

x`+2h

exp

{
−k
∫ x`+2h

x′

b

a2 + b2
(s)ds− k

∫ x`+h

x`+2h

b

a2 + b2
(s)ds

}
|f̂(x′, j, k)/c(x′)|dx′.

Como antes (ver (4.28)), a primeira das duas integrais acima é estimada por

(2n+1 − 1)Cn
n+ 1

|h|n+1 = O(|h|n+1), (4.32)

para todo n ∈ N, ao passo que, para h > 0 suficientemente pequeno, a segunda integral

possui a estimativa∫ x`+1

x`+2h

exp

{
−k
∫ x`+2h

x′

b

a2 + b2
(s)ds− k

∫ x`+h

x`+2h

b

a2 + b2
(s)ds

}
|f̂(x′, j, k)/c(x′)|dx′ 6

∫ x`+1

x`+2h

exp

{
−k
∫ x`+h

x`+2h

b

a2 + b2
(s)ds

}
|f̂(x′, j, k)/c(x′)|dx′,

uma vez que k < 0 e b > 0 nos fornece o controle

exp

{
−k
∫ x`+2h

x′

b

a2 + b2
(s)ds

}
6 1, x′ ∈ (x` + 2h, x`+1).
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Assim, como em (4.27), a segunda integral é estimada por

‖f/c‖∞|x`+1 − x`| exp

{
kr′

(ρ− 1)

(
2ρ−1 − 1

2ρ−1hρ−1

)}
6

‖f/c‖∞|x`+1 − x`| exp

{
−r′

(ρ− 1)

(
2ρ−1 − 1

2ρ−1hρ−1

)}
= O(|h|n), n ∈ N, (4.33)

onde escrevemos
b

a2 + b2
(s) = (s − x`)−ρα(s) em um intervalo (x`, x` + δ), com ρ > 2,

α(x`) 6= 0 e 0 < r′ 6 α(s) 6M ′; uma vez que m` <∞ e 2 6 m` < 2n` − 1.

Das estimativas (4.32) e (4.33) obtemos

|û(x` + h, j, k)| 6
(2n+1 − 1)Cn

n+ 1
|h|n+1 + ‖f/c‖∞|x`+1 − x`| exp

{
−r′

(ρ− 1)

(
2ρ−1 − 1

2ρ−1hρ−1

)}
= O(|h|n), (4.34)

para todo n ∈ Z+.

Portanto, das estimativas (4.31) e (4.34) segue que a função û(·, j, k) (k < 0) se

estende a uma função cont́ınua em [x`, x`+1], a qual satisfaz û(x`, j, k) = 0 = û(x`+1, j, k).

Mais ainda, utilizando a identidade (4.23) e um processo recursivo obtemos estimativas

análogas para todas as derivadas ∂mx û(·, j, k), m ∈ N; logo û(·, j, k) (dada por (4.30))

pode ser estendida a uma função suave em [x`, x`+1], a qual é flat em {x`, x`+1}.

Agora vamos dizer como construir soluções para (4.23) no caso em que b 6 0 em

(x`, x`+1). Neste caso, para k < 0 definimos û(·, j, k) como em (4.24), enquanto que

para k > 0 definimos û(·, j, k) como em (4.30). Como antes, obtemos uma sequência de

soluções û(·, j, k) que são infinitamente diferenciáveis em [x`, x`+1] e flat em {x`, x`+1}.

Como o intervalo (x`, x`+1), com ` ∈ {1, . . . , N}, foi tomado de maneira arbitrária e

como as soluções constrúıdas nesses intervalos são flat em {x`, x`+1}, podemos definir,

para cada (j, k) ∈ Z2 com k 6= 0, uma solução û(·, j, k) de (4.20) em C∞(T1).

Para concluir a demonstração precisamos provar que (û(·, j, k))(j,k)∈Z×(Z\{0}) é rapi-

damente decrescente. Precisamos mostrar que, para todo γ ∈ Z+ e n ∈ Z+, existe

C = C(γ, n) > 0 tal que

(|j|+ |k|)γ|û(n)(x, j, k)| 6 C,
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para todo x ∈ T1 e todo (j, k) ∈ Z × (Z \ {0}). Note que é suficiente encontrar, para

cada ` ∈ {1, . . . , N}, uma constante C = C(`, γ, n) > 0 tal que

(|j|+ |k|)γ|û(n)(x, j, k)| 6 C,

para todo x ∈ [x`, x`+1] e todo (j, k) ∈ Z× (Z \ {0}).

Suponha que b > 0 em [x`, x`+1] (o caso em que b 6 0 é análogo). Da definição das

funções û(·, j, k) (ver (4.24) e (4.30)) segue que é suficiente provar o seguinte: quaisquer

que sejam γ1 ∈ Z+, γ2 ∈ Z+ e γ3 ∈ Z+, existe C = C(γ1, γ2, γ3, `) > 0 tal que

|j|γ1|k|γ2 |c(x)|−γ3|û(x, j, k)| 6 C,

para todo x ∈ [x`, x`+1] e (j, k) ∈ Z× (Z \ {0}).

Denotando g = f/c ∈ C∞(T3), temos ĝ(x, j, k) = f̂(x, j, k)/c(x) e jγ1kγ2 ĝ(x, j, k) =

(−1)γ1+γ2(∂(0,γ1,γ2)g)̂(x, j, k). Assim, para k > 0 a definição (4.24) implica que

|j|γ1|k|γ2|c(x)|−γ3|û(x, j, k)| =

|c(x)|−γ3
∣∣∣∣∫ x

x`

exp

{
−k
∫ x

x′

b+ ia

a2 + b2
(s)ds+ iλj(x′ − x)

}
(∂(0,γ1,γ2)g)̂(x′, j, k)dx′

∣∣∣∣ .
Mais ainda, procedendo como em (4.26), (4.27) e (4.28), com (∂(0,γ1,γ2)g)̂(x′, j, k) no

lugar de f̂(x′, j, k)/c(x′), obtemos uma constante C1 > 0 (que não depende de (j, k)) tal

que

|c(x)|−γ3
∣∣∣∣∫ x

x`

exp

{
−k
∫ x

x′

b+ ia

a2 + b2
(s)ds+ iλj(x′ − x)

}
(∂(0,γ1,γ2)g)̂(x′, j, k)dx′

∣∣∣∣ 6 C1,

quaisquer que sejam x ∈ (x`, x`+1) e (j, k) ∈ Z×N. Note que, olhando em um intervalo

[x`+δ, x`+1−δ], a existência de tal constante C1 segue do fato de que |c(x)|−γ3 é limitada

e ‖(∂(0,γ1,γ2)g)ˆ(·, j, k)‖∞ 6 ‖∂(0,γ1,γ2)g‖∞, além do fato de que k > 0 e b > 0 em [x`, x`+1].

Analogamente, para k < 0, usamos a definição (4.30) e procedemos como em (4.31),

(4.32) e (4.33), obtendo uma constante C2 > 0 (que não depende de (j, k)) tal que

|j|γ1|k|γ2|c(x)|−γ3|û(x, j, k)| 6 C2,

para todo x ∈ (x`, x`+1) e para todo (j, k) ∈ Z× (Z− \ {0}).
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Portanto, a sequência (ûjk)(j,k)∈Z×(Z\{0}) decai rapidamente.

O que conclui a demonstração da Proposição 4.17.
�

O próximo resultado generaliza a proposição anterior, permitindo que b mude de

sinal (no máximo uma vez) em cada intervalo (x`, x`+1).

Proposição 4.18. Suponha que c possui apenas anulamentos de ordem finita e que

∅ 6= c−1(0) = V1, como em (4.19). Suponha ainda que λ não é um número de Liouville

e que, para cada ` ∈ {1, . . . , N}, existe η ∈ (x`, x`+1) tal que b não muda de sinal em

cada um dos intervalos (x`, η) e (η, x`+1). Nestas condições, para cada f ∈ (ker tL)◦ que

é flat em c−1(0)× T2, existe u ∈ C∞(T3) tal que Lu = f.

Demonstração: Seja f ∈ (ker tL)◦, f flat em c−1(0). Vamos procurar uma solução de

Lu = f em C∞(T3). Utilizando série parcial de Fourier nas variáveis (y, t), segue que

basta encontrar uma sequência rapidamente decrescente û(·, j, k)(j,k)∈Z2 ⊂ C∞(T1), tal

que cada û(·, j, k) seja solução de

c(x)∂xû(x, j, k) + i(k + c(x)λj)û(x, j, k) = f̂(x, j, k), x ∈ T1. (4.35)

Quando k = 0, procedendo como na demonstração da Proposição (4.17), obtemos

uma sequência û(·, j, 0) que satisfaz as propriedades requeridas acima.

Para k 6= 0 e j ∈ Z, mostraremos que (4.35) tem uma solução suave em cada intervalo

[x`, x`+1], a qual é flat em {x`, x`+1}, para ` = 1, . . . , N.

Os casos em que b > 0 ou b 6 0 em (x`, x`+1), já foram feitos na demonstração da

Proposição 4.17.

Suponha, agora, que existe η ∈ (x`, x`+1) tal que b > 0 em (x`, η) e b 6 0 em (η, x`+1).

A equação (4.35) restrita a (x`, x`+1) torna-se

∂xû(x, j, k) + i(k/c(x) + λj)û(x, j, k) = f̂(x, j, k)/c(x), (4.36)

para todo (j, k) ∈ Z× (Z \ {0}).
Considere

θjk(x) = i

∫ x

η

(
k

c(s)
+ λj

)
ds =

∫ x

η

(
k
b+ ia

a2 + b2
(s) + iλj

)
ds.
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Para k > 0, defina

û(x, j, k) = exp{−θjk(x)}
∫ x

x`

exp{θjk(x′)}f̂(x′, j, k)/c(x′)dx′, (4.37)

para x ∈ (x`, x`+1). Como b > 0 em [x`, η] e como f̂(·, j, k) é flat em x`, procedendo como

na demonstração da Proposição 4.17 verifica-se que û(·, j, k) pertence a C∞([x`, x`+1)) e

que û(·, j, k) é flat em x`. Além disso, û(·, j, k) é solução de (4.36).

O próximo passo será mostrar que û(·, j, k) também é flat em x`+1. Para tanto,

precisaremos reescrever a solução û(·, j, k).

Como b > 0 em (x`, η) e b 6 0 em (η, x`+1), a identidade

| exp{θjk(x)}| =
∣∣∣∣exp

{∫ x

η

i

(
k

c(s)
+ λj

)
ds

}∣∣∣∣ = exp

{
k

∫ x

η

b

a2 + b2
(s)ds

}
(4.38)

implica que, para todo k > 0, a função exp{θjk(x)} é limitada em (x`, x`+1). Mais ainda,

como m` <∞ e 2 6 m` < 2n` − 1, podemos escrever

b

a2 + b2
(s) = (s− x`)−ρα(s), (ρ > 2),

para todo s em um intervalo (x`, x` + δ), onde α(x`) 6= 0 e 0 < r′ 6 α(s) 6 M ′. Sendo

assim, de (4.38) segue que a função

ψjk(x)
.
=

{
exp{θjk(x)}, se x ∈ (x`, x`+1)

0, se x ∈ T1 \ (x`, x`+1)

é flat em x`. Do mesmo modo, como m`+1 < ∞ e 2 6 m`+1 < 2n`+1 − 1, verifica-se

que ψjk é flat em x`+1. Assim, ψjk ∈ C∞(T1) e como c só possui zeros de ordem finita,

ψjk/c ∈ C∞(T1). Cálculos diretos mostram que (ψjk/c)(x)e−i(jy+kt) pertence a ker tL;

logo ∫ x`+1

x`

exp{θjk(x)}f̂(x, j, k)/c(x)dx = 0, para todo k > 0. (4.39)

Em particular, podemos reescrever cada solução û(·, j, k) da seguinte maneira

û(x, j, k) = − exp{−θjk(x)}
∫ x`+1

x

exp{θjk(x′)}f̂(x′, j, k)/c(x′)dx′, para x ∈ (x`, x`+1).
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Utilizando a expressão acima e os mesmos argumentos da demosntração da Propo-

sição 4.17, podemos verificar que û(·, j, k) é flat em x`+1. Portanto, û(·, j, k) (k > 0) é

suave em [x`, x`+1] e flat em {x`, x`+1}.
Para k < 0, consideraremos a solução de (4.36) dada por

û(x, j, k) = exp{−θjk(x)}
∫ x

η

exp{θjk(x′)}f̂(x′, j, k)/c(x′)dx′, x ∈ (x`, x`+1). (4.40)

É claro que û(·, j, k) é suave em (x`, x`+1) e seguindo novamente os argumentos da

demonstração da Proposição 4.17, verifica-se que û(·, j, k) (k < 0) é suave em [x`, x`+1],

flat em {x`, x`+1} e satisfaz (4.36).

Suponha, agora, que existe η ∈ (x`, x`+1) tal que b 6 0 em (x`, η) e b > 0 em (η, x`+1).

Neste caso, para k > 0 definimos û(·, j, k) como em (4.40), ou seja,

û(x, j, k) = exp{−θjk(x)}
∫ x

η

exp{θjk(x′)}f̂(x, j, k)/c(x′)dx′, para x ∈ (x`, x`+1);

enquanto que para k < 0 definimos û(·, j, k) por

û(x, j, k) = − exp{−θjk(x)}
∫ x`+1

x

exp{θjk(x′)}f̂(x, j, k)/c(x′)dx′, para x ∈ (x`, x`+1).

Procedendo como antes (demonstração da Proposição 4.17) segue que, para k > 0,

û(·, j, k) define uma solução de (4.36), a qual é suave em (x`, x`+1) e flat em {x`, x`+1}.
Do mesmo modo, quando k < 0, a solução û(·, j, k) é suave em (x`, x`+1) e flat em x`+1.

Mais ainda, procedendo como acima, temos∫ x`+1

x`

exp{θjk(x′)}f̂(x′, j, k)/c(x′)dx′ = 0, para todo k < 0;

o que nos permite reescrever

û(x, j, k) = exp{−θjk(x)}
∫ x

x`

exp{θjk(x′)}f̂(x′, j, k)/c(x′)dx′, para todo x ∈ (x`, x`+1).

Utilizando essa última expressão e procedendo como na demonstração da Proposição

4.17, verifica-se que û(·, j, k) também é flat em x`.

Como ` ∈ {1, . . . , N} foi fixado arbitrariamente e como cada solução de (4.36) cons-

trúıda acima é flat em {x`, x`+1}, podemos colar essas soluções de modo a obtermos
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uma sequência û(·, j, k)(j,k)∈Z×Z\{0} ⊂ C∞(T1) tal que cada termo û(·, j, k) é solução de

(4.35).

Por fim, aplicando os mesmos argumentos que foram utilizados na demonstração da

Proposição 4.17, verifica-se que tal sequência é rapidamente decrescente.

Portanto, a demonstração da Proposição 4.18 está completa.
�

A próxima proposição mostra que, nas condições do Teorema 4.8, o fato de que

b muda de sinal no máximo uma vez em cada intervalo (x`, x` + 1) é uma condição

necessária para a resolubilidade global de L.

Proposição 4.19. Suponha que c−1(0) 6= ∅ e que c possui apenas zeros de ordem finita.

Além disso, suponha que existe ` ∈ {1, . . . , N} de modo que m` <∞ e 2 6 m` 6 2n`−1.

Se b mudar de sinal pelo menos duas vezes em (x`, x`+1), onde x` e x`+1 são zeros

consecutivos de c, então L não é globalmente resolúvel.

Demonstração: Iremos construir uma função f ∈ (ker tL)◦ \LC∞(T3), a qual, por meio

de sua série parcial de Fourier nas variáveis (y, t), será escrita na forma

f(x, y, t) =
∞∑
k=1

f̂(x, 0, k)eikt, (4.41)

onde f̂(·, 0, k) ∈ C∞(T1) será escolhida a seguir. Note que a função f depende apenas

das variáveis (x, t).

Como m` <∞, temos b > 0 ou b < 0 em algum intervalo (x`, x` + δ). Multiplicando

L por −1 e efetuando a mudança de variáveis (X, Y, T ) = (x, y,−t), podemos supor que

b > 0 em (x`, x` + δ).

Por hipótese, b muda de sinal ao menos duas vezes em (x`, x`+1); assim, podemos

encontar pontos x1 e x2 tais que x` + δ < x1 < x2 < x`+1, b(x1) < 0 e b(x2) > 0.

Definindo

σ = inf{x ∈ (x1, x2); b(s) > 0, s ∈ (x, x2)},

obtemos b > 0 em (σ, x2) e obtemos uma sequência σn → σ, tal que σn < σ e b(σn) < 0,

para todo n ∈ N.
Fixemos ψ1 ∈ C∞c ((σ, x2)), uma função com as seguintes propriedades: b > 0 em

suppψ1, ψ1 > 0 e
∫ x`+1

x`
ψ1 = 1.
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Tomando n suficientemente grande, obtemos um ponto η
.
= σn < σ tal que b(η) < 0

e
∫ x
η

b
a2+b2

(s)ds > 0, para todo x ∈ suppψ1. Como b(η) < 0, existe ε > 0 tal que b < 0

em (η, η + ε). Agora fixe ψ2 ∈ C∞c ((η, η + ε)) tal que ψ2 > 0 e
∫ x`+1

x`
ψ2 = 1.

Estamos quase prontos para definir as funções f̂(·, 0, k). Para tanto, considere ainda

y0
.
= sup suppψ2 e M

.
= −

∫ η+ε

y0

b
a2+b2

(s)ds > 0.

Para k > 0, defina

f̂(x, 0, k) =

c(x)e−kM
[
ψ2(x) exp

{
−ik

∫ x

η

a

a2 + b2
(s)ds

}
+ ψ1(x) exp

{
−ik

∫ x

η

1

c(s)
ds

}
dk

]
,

onde

dk
.
= −

∫ x`+1

x`

ψ2(x) exp

{
k

∫ x

η

b

a2 + b2
(s)ds

}
dx.

Note que f̂(·, 0, k) ≡ 0 em uma vizinhança de x` e em uma vizinhança de x`+1, pois

supp f̂(·, 0, k) ⊂ suppψ1 ∪ suppψ2 ⊂ (x`, x`+1).

Afirmamos que a sequência f̂(·, 0, k) decai rapidamente. De fato, note que

|dk| 6 exp

{
k

∫ inf suppψ2

η

b

a2 + b2
(s)ds

}
< 1, para todo k > 0,

e ∣∣∣∣exp

{
−ik

∫ x

η

1

c(s)
ds

}∣∣∣∣ = exp

{
−k
∫ x

η

b

a2 + b2
(s)ds

}
< 1,

para todo x ∈ suppψ1 e k > 0. Assim, o fator e−kM garante o decaimento rápido de

f̂(·, 0, k); consequentemente, (4.41) define uma função f em C∞(T1).

O próximo passo será mostrar que f pertence a (ker tL)◦. Seja µ uma distribuição

em ker tL. Utilizando série parcial de Fourier nas variáveis (y, t), obtemos

∂x(cµ̂(·, j, k)) + i(k + λjc)µ̂(·, j, k) ≡ 0, (j, k) ∈ Z2.

Como f̂(·, j, k) ≡ 0 se j 6= 0, temos 〈µ̂(·,−j,−k), f̂(·, j, k)〉 ≡ 0, para todo j 6= 0.

Quando j = 0, obtemos

∂x(cµ̂(·, 0, k)) + ikµ̂(·, 0, k) ≡ 0, k ∈ Z. (4.42)
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De (4.42) segue que, no intervalo (x`, x`+1), temos

µ̂(x, 0, k) =
Ck
c(x)

exp

{
−ik

∫ x

η

1

c(s)
ds

}
(Ck ∈ C);

logo

〈µ(·, 0, k), φ〉 = Ck

∫ 2π

0

(φ/c)(x) exp

{
−ik

∫ x

η

1

c(s)
ds

}
dx,

para toda φ ∈ C∞c ((x`, x`+1)) e k ∈ Z.

Como f̂(·, 0, k) ∈ C∞c ((x`, x`+1)), temos

〈µ(·, 0,−k), f̂(·, 0, k)〉 = C−k

∫ 2π

0

exp

{
ik

∫ x

η

1

c(s)
ds

}
f̂(x, 0, k)/c(x)dx =

C−ke
−kM

∫ 2π

0

[ψ2(x) exp

{
k

∫ x

η

b

a2 + b2
(s)ds

}
+ dkψ1(x)]dx = 0.

Assim,

〈µ, f〉 =
∞∑
k=1

(2π)2〈µ(·, 0,−k), f̂(·, 0, k)〉 = 0,

qualquer que seja µ ∈ ker tL; logo f ∈ (ker tL)◦.

Para concluir a demonstração veremos que Lu = f não tem solução u em C∞(T3).

De fato, se existe u ∈ C∞(T3) tal que Lu = f, então

c(x)∂xû(x, 0, k) + ikû(x, 0, k) = f̂(x, 0, k),

para todo k > 0 e x ∈ T1. Em particular, para x ∈ (x`, x`+1), podemos escrever

û(x, 0, k) = vk(x) + wk(x),

onde

vk(x) = exp

{
−ik

∫ x

η

1

c(s)
ds

}∫ x

x`

exp

{
ik

∫ x′

η

1

c(s)
ds

}
f̂(x′, 0, k)/c(x′)dx′

e

wk(x) = Ck exp

{
−ik

∫ x

η

1

c(s)
ds

}
(Ck ∈ C)

é uma solução geral da equação homogênea w′k(x) + ik
wk
c

(x) = 0, x ∈ (x`, x`+1).
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Note que, vk(x) = 0 para todo x < inf suppψ2, uma vez que para tais x, temos

f̂(x, 0, k) = 0. Em particular, lim
x→x+`

vk(x) = 0.

Por outro lado,∣∣∣∣exp

{
−ik

∫ x

η

1

c(s)
ds

}∣∣∣∣ = exp

{
−k
∫ x

η

b

a2 + b2
(s)ds

}
e 2 6 m` 6 2n`−1; donde segue que lim

x→x+`
|wk(x)| =∞, se Ck 6= 0. Como û(x`, 0, k) = 0,

devemos ter Ck = 0. Assim, û(·, 0, k) = vk e, consequentemente,

|û(η + ε, 0, k)| =

∣∣∣∣exp

{
−ik

∫ η+ε

η

1

c(s)
ds

}∣∣∣∣ e−kM
∣∣∣∣∣
∫ η+ε

x`

exp

{
ik

∫ x′

η

1

c(s)
− a

a2 + b2
(s)ds

}
ψ2(x′)dx′

∣∣∣∣∣ =

exp

{
−k
∫ η+ε

η

b

a2 + b2
(s)ds

}
e−kM

∫ η+ε

x`

exp

{
k

∫ x′

η

b

a2 + b2
(s)ds

}
ψ2(x′)dx′ >

exp

{
k

(
−
∫ η+ε

η

+

∫ η+ε

y0

+

∫ y0

η

)
b

a2 + b2
(s)ds

}
= 1,

o que é uma contradição, pois û(·, 0, k) decai rapidamente.
�

Em resumo, a demonstração do Teorema 4.8 segue das proposições 4.17, 4.18, 4.19

e do Lema 4.16.

4.II Demonstração do Teorema 4.10

Estamos considerando o campo (dado por (4.1))

L =
∂

∂t
+ (a(x) + ib(x))

(
∂

∂x
+ λ

∂

∂y

)
e ainda estamos sob as condições de que λ não é um número de Liouville e c possui

apenas zeros de ordem finita, mas agora consideraremos o caso em que

∅ 6= c−1(0) = {x1 < . . . < xN < xN+1
.
= x1 + 2π} (4.43)

= V2 = {x` ∈ c−1(0); 1 6 n` <∞, 2n` − 1 < m` 6∞}.
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A demonstração do Teorema 4.10 será dividida nas proposições 4.20, 4.22 e no Lema

4.16. Iniciaremos mostrando que L não é globalmente resolúvel quando b muda de sinal

entre dois zeros consecutivos de c.

Proposição 4.20. Suponha que c−1(0) 6= ∅ e que c possui apenas zeros de ordem finita.

Se existe ` ∈ {1, . . . , N} tal que b muda de sinal em (x`, x`+1) e se x` ∈ V2 ou x`+1 ∈ V2,

então L não é globalmente resolúvel.

Demonstração: Seguiremos a mesma linha da demonstração da Proposição 4.19.

Vamos construir uma função f ∈ (ker tL)◦ \ LC∞(T3), a qual será do tipo

f(x, y, t) =
∞∑
k=1

f̂(x, 0, k)eikt, f̂(·, 0, k) ∈ C∞(T1), (4.44)

onde f̂(·, j, k) denota os coeficientes da série parcial de Fourier com relação às variáveis

(y, t).

Como b muda de sinal em (x`, x`+1), sem perda de generalidade podemos supor que

existem x1 e x2 em (x`, x`+1) tais que b(x1) < 0 < b(x2).

Definindo

σ = inf{x ∈ (x1, x2); b(s) > 0, s ∈ (x, x2)},

segue que b > 0 em (σ, x2) e que existe uma sequência σn → σ, tal que σn < σ e

b(σn) < 0, para todo n ∈ N.

Fixemos ψ1 ∈ C∞c ((σ, x2)) de forma que b > 0 em suppψ1, ψ1 > 0 e
∫ x`+1

x`
ψ1 = 1.

Tomando n ∈ N suficientemente grande, encontramos η
.
= σn < σ tal que b(η) < 0 e∫ x

η

b

a2 + b2
(s)ds > 0, qualquer que seja x ∈ suppψ1. Como b(η) < 0, existe ε > 0 tal que

b < 0 em (η, η + ε). Agora considere ψ2 ∈ C∞c ((η, η + ε)) tal que ψ2 > 0 e
∫ x`+1

x`
ψ2 = 1.

O próximo passo antes de definir as funções f̂(·, 0, k) é considerar y0
.
= sup suppψ2,

M
.
= −

∫ η+ε

y0

b

a2 + b2
(s)ds > 0 e dk = −

∫ x`+1

x`

ψ2(x) exp

{
k

∫ x

η

b

a2 + b2
(s)ds

}
dx.

Dáı, para k > 0 definimos

f̂(x, 0, k) =

c(x)e−kM
[
ψ2(x) exp

{
−ik

∫ x

η

a

a2 + b2
(s)ds

}
+ ψ1(x) exp

{
−ik

∫ x

η

1

c(s)
ds

}
dk

]
.
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Argumentando como na demonstração da Proposition 4.19, verifica-se que f̂(·, 0, k)

decai rapidamente e que a função f definida por (4.44) pertence a (ker tL)◦.

Finalizando a demonstração, mostraremos que não existe u ∈ C∞(T3) solução de

Lu = f. De fato, se existir, então para todo k > 0 a série parcial de Fourier implica que

û(·, 0, k) satisfaz

c(x)∂xû(x, 0, k) + ikû(x, 0, k) = f̂(x, 0, k)

e, consequentemente,

∂xû(x, 0, k) +
ik

c(x)
û(x, 0, k) =

f̂(x, 0, k)

c(x)

para todo x ∈ (x`, x`+1). Sendo assim, podemos escrever

û(x, 0, k) = vk(x) + wk(x),

onde

vk(x) = exp

{
−ik

∫ x

η

1

c(s)
ds

}∫ x

x`

exp

{
ik

∫ x′

η

1

c(s)
ds

}
f̂(x′, 0, k)/c(x′)dx′

e

wk(x) = Ck exp

{
−ik

∫ x

η

1

c(s)
ds

}
(Ck ∈ C)

é uma solução geral da equação homogênea w′k(x) + ik
wk
c

(x) = 0, x ∈ (x`, x`+1). Note

que

w′k(x) = −ik Ck
c(x)

exp

{
−ik

∫ x

η

1

c(s)
ds

}
, x ∈ (x`, x`+1).

Se x` ∈ V2 (ou seja, n` <∞ e m` > 2n` − 1), então podemos escrever
b

a2 + b2
(x′) =

(x′ − x`)
ρα(x′), para x′ ∈ [x`, x` + δ), onde ρ > 0. Desta forma, b/(a2 + b2) pertence

a L1([x`, η]); logo, lim
x→x+`

|w′k(x)| = ∞, se Ck 6= 0. Analogamente, x`+1 ∈ V2 implica

que lim
x→x−`+1

|w′k(x)| = ∞, se Ck 6= 0. Por outro lado, vk ≡ 0 em uma vizinhança de x`,

uma vez que f̂(x, 0, k) = 0 para todo x < inf suppψ2. Da mesma forma, para todo

x > sup suppψ1, temos
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∫ x

x`

exp

{
ik

∫ x′

η

1

c(s)
ds

}
f̂(x′, 0, k)/c(x′)dx′ =

e−kM
∫ x`+1

x`

exp

{
ik

∫ x′

η

1

c(s)
ds

}
ψ2(x′) exp

{
−ik

∫ x′

η

a

a2 + b2
(s)ds

}
dx′+

e−kM
∫ x`+1

x`

dk exp

{
ik

∫ x′

η

1

c(s)
ds

}
ψ1(x′) exp

{
−ik

∫ x′

η

1

c(s)
ds

}
dx′ =

e−kM

(∫ x`+1

x`

ψ2(x′) exp

{
k

∫ x′

η

b

a2 + b2
(s)ds

}
dx′ + dk

)
= 0;

logo, vk(x) = 0 para todo x > sup suppψ1. Assim, devemos ter Ck = 0. Consequente-

mente,

|û(η + ε, 0, k)| = |vk(η + ε)| =∣∣∣∣exp

{
−ik

∫ η+ε

η

1

c(s)
ds

}∣∣∣∣ e−kM
∣∣∣∣∣
∫ η+ε

x`

exp

{
ik

∫ x′

η

1

c(s)
− a

a2 + b2
(s)ds

}
ψ2(x′)dx′

∣∣∣∣∣ =

exp

{
−k
∫ η+ε

η

b

a2 + b2
(s)ds

}
e−kM

∫ η+ε

x`

exp

{
k

∫ x′

η

b

a2 + b2
(s)ds

}
ψ2(x′)dx′ >

exp

{
k

(
−
∫ η+ε

η

+

∫ η+ε

y0

+

∫ y0

η

)
b

a2 + b2
(s)ds

}
= 1,

o que é uma contradição, pois û(·, 0, k) decai rapidamente. �

A próxima proposição mostra que as condições dadas no Teorema 4.10 implicam a

resolubilidade global de L. Para cada f ∈ (ker tL)◦, mostraremos que existe u ∈ C∞(T3)

tal que Lu = f, sendo que, pelo Lema 4.16 podemos supor que f é flat em c−1(0)× T2,

como na seção anterior. Para completar tal objetivo, utilizaremos o seguinte resultado

auxiliar.

Lema 4.21. Suponha que c possui apenas zeros de ordem finita e sejam x` e x`+1 dois

zeros consecutivos de c. Fixado η ∈ (x`, x`+1), defina

θjk(x)
.
=

∫ x

η

(
ik

c(s)
+ iλj

)
ds, para todo x ∈ (x`, x`+1), onde j ∈ Z e k ∈ Z \ {0}.

Suponha que a função exp{θjk} seja limitada em (x`, x`+1). Além disso, suponha que

mj > 2 ou mj = nj = 1, para j = `, ` + 1. Nestas condições, para cada f ∈ (ker tL)◦,
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flat em c−1(0)× T2, temos∫ x`+1

x`

exp{θjk(x)}f̂(x, j, k)/c(x)dx = 0, (4.45)

onde f̂(·, j, k) denota o coeficiente parcial de Fourier com relação às variáveis (y, t).

Demonstração: Como em [BP], a identidade (4.45) será uma consequência do fato

de que f pertence a (ker tL)◦. Iremos encontrar certas distribuições em ker tL, as quais

produzirão (4.45).

Note que θjk ∈ C∞((x`, x`+1)) e por hipótese exp{θjk} é limitada em (x`, x`+1). Defina

ψjk(x) =

{
exp{θjk(x)}, se x ∈ (x`, x`+1)

0, se x ∈ T1 \ (x`, x`+1),
(4.46)

A função ψjk está em L∞(T1) ⊂ D′(T1). Como c possui apenas anulamentos de

ordem finita, existe ψjk/c ∈ D′(T1) tal que c(ψjk/c) = ψjk e supp(ψjk/c) ⊂ suppψjk.

Definindo ωjk = ψ′jk − ikψjk/c− iλjψjk, obtemos suppωjk ⊂ suppψjk ⊂ [x`, x`+1]. Mais

ainda, para toda φ ∈ C∞(T1) tal que suppφ ⊂ (x`, x`+1), temos

〈ωjk, φ〉 = −〈ψjk, φ′〉 − ik〈ψjk, φ/c〉 − iλj〈ψjk, φ〉

e como

−〈ψjk, φ′〉 = −
∫ x`+1

x`

φ′(x) exp

{∫ x

η

(ik/c(s) + iλj) ds

}
dx =

∫ x`+1

x`

(ik/c(x) + iλj)φ(x) exp

{∫ x

η

(ik/c(s) + iλj) ds

}
dx =

ik〈ψjk, φ/c〉+ iλj〈ψjk, φ〉,

obtemos 〈ωjk, φ〉 = 0. Assim, suppωjk ⊂ {x`, x`+1}.

Afirmamos que, para cada (j, k), existe uma distribuição µjk, também com suporte

contido em {x`, x`+1}, tal que (cµjk)
′ − ikµjk − iλjcµjk = ωjk. De fato, temos

ωjk =

r∑̀
m=0

αmδ
(m)(x− x`) +

r`+1∑
m=0

βmδ
(m)(x− x`+1)

e vamos procurar por µjk do mesmo tipo
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r∑̀
m=0

τmδ
(m)(x− x`) +

r`+1∑
m=0

γmδ
(m)(x− x`+1).

É suficiente resolver as seguintes equações:

r∑̀
m=0

αmδ
(m)(x− x`) =

r∑̀
m=1

m∑
n=1

τm

(
m

n

)
(−1)nc(n)(x`)δ

(m−n+1)(x− x`)−

ik

r`+1∑
m=0

τmδ
(m)(x− x`)− iλj

r∑̀
m=1

m∑
n=1

τm

(
m

n

)
(−1)nc(n)(x`)δ

(m−n)(x− x`) (4.47)

e
r`+1∑
m=0

βmδ
(m)(x− x`+1) =

r`+1∑
m=1

m∑
n=1

γm

(
m

n

)
(−1)nc(n)(x`+1)δ(m−n+1)(x− x`+1)−

ik

r`+1∑
m=0

γmδ
(m)(x− x`+1)− iλj

r`+1∑
m=1

m∑
n=1

γm

(
m

n

)
(−1)nc(n)(x`+1)δ(m−n)(x− x`+1). (4.48)

Vamos resolver (4.47). Defina Cm,n =
(
m
n

)
(−1)n e note que

r∑̀
m=1

m∑
n=1

τm

(
m

n

)
(−1)nc(n)(x`)δ

(m−n)(x− x`) =

r∑̀
m=1

(
r∑̀

n=m

τnCn,n−m+1c
(n−m+1)(x`)

)
δ(m−1)(x− x`).

A identidade acima implica que basta resolver as seguintes equações:

αr` = (−ik + Cr`,1c
′(x`))τr` ,

αr`−1 = (−ik + Cr`−1,1c
′(x`))τr`−1 − iλjτr`Cr`,1c′(x`) + τr`Cr`,2c

(2)(x`),

αm = (−ik + Cm,1c
′(x`))τm +

r∑̀
n=m+1

[−iλjCn,n−mc(n−m)(x`) + Cn,n−m+1c
(n−m+1)(x`)]τn

(para 0 < m < r`) e

α0 = −ikτ0 − iλj
r∑̀
n=1

τnCn,nc
(n)(x`).
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Como k ∈ Z \ {0}, Cn,m ∈ R \ {0} e como m` > 2 ou m` = n` = 1 (por hipótese),

segue que podemos determinar sucessivamente τr` , τr`−1, . . . , τ1, τ0 de modo que (4.47)

se verifique.

Analogamente, determinamos γr`+1
, γr`+1−1, . . . , γ1, γ0 de modo que valha (4.48).

Portanto, obtemos

µjk =

r∑̀
m=0

τmδ
(m)(x− x`) +

r`+1∑
m=0

γmδ
(m)(x− x`+1)

tal que (cµjk)
′ − ikµjk − iλjcµjk = ωjk = ψ′jk − ikψjk/c− iλjψjk. Em particular, νjk =

ψjk/c−µjk satisfaz (cνjk)
′− ikνjk− iλjcνjk = 0; assim, νjk⊗ e−i(jy+kt) pertence a ker tL.

Consequentemente,

0 = 〈νjk⊗e−i(jy+kt), f〉 = (2π)2〈νjk, f̂(·, j, k)〉 = (2π)2[〈ψjk/c, f̂(·, j, k)〉−〈µjk, f̂(·, j, k)〉].

Como f é flat em c−1(0), segue que 〈µjk, f̂(·, j, k)〉 = 0, logo

0 = 〈ψjk/c, f̂(·, j, k)〉 =

∫ x`+1

x`

exp{θjk(x)}f̂(x, j, k)/c(x)dx.

O que conclui a demonstração do Lema 4.21. �

Proposição 4.22. Suponha que λ não é um número de Liouville e que ∅ 6= c−1(0) =

{x1 < · · · < xN < xN+1
.
= x1 + 2π} = V2, como em (4.43). Suponha também que b

não muda de sinal em (x`, x`+1) e que existe δ > 0 tal que b ≡ 0 em (x`, x` + δ) ∪
(x`+1 − δ, x`+1), para cada ` = 1, . . . , N. Neste caso, para cada f ∈ (ker tL)◦ que é flat

em c−1(0)× T2 existe u ∈ C∞(T3) tal que Lu = f.

Demonstração: Seja f ∈ (ker tL)◦, f flat em c−1(0). Utilizando série parcial de Fourier

com relação às variáveis (y, t), segue que uma função u ∈ C∞(T3) satisfaz Lu = f se, e

somente se,

c(x)∂xû(x, j, k) + i(k + c(x)λj)û(x, j, k) = f̂(x, j, k), (4.49)

quaisquer que sejam x ∈ T1 e (j, k) ∈ Z2.

Para k = 0, procedemos como na demonstração da Proposição 4.17 de modo que ob-

temos uma sequência rapidamente decrescente û(·, j, 0), cujos termos satisfazem (4.49).

Quando k ∈ Z \ {0} e j ∈ Z, mostraremos que (4.49) tem uma solução em [x`, x`+1],

a qual é flat em {x`, x`+1}, para cada ` = 1, . . . , N. Mais ainda, colando tais soluções
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obteremos uma sequência rapidamente decrescente û(·, j, k) (k 6= 0), cujos termos são

funções em C∞(T1) que satisfazem (4.49).

Note que, no intervalo (x`, x`+1) a equação (4.49) torna-se

∂xû(x, j, k) + i(k/c(x) + λj)û(x, j, k) = f̂(x, j, k)/c(x), (4.50)

para todo (j, k) ∈ Z× (Z \ {0}).

Fixado η ∈ (x`, x`+1), considere

θjk(x) = i

∫ x

η

(k/c(s) + λj) ds =

∫ x

η

(
k
b+ ia

a2 + b2
(s) + iλj

)
ds, x ∈ (x`, x`+1).

A hipótese {x`, x`+1} ∈ V2 implica que
b

a2 + b2
∈ L1(x`, x`+1); assim, exp{±θjk} é

limitada em (x`, x`+1) e podemos definir a função

û(x, j, k) = exp{−θjk(x)}
∫ x

x`

exp{θjk(x′)}f̂(x′, j, k)/c(x′)dx′ (4.51)

=

∫ x

x`

exp

{
−k
∫ x

x′

b+ ia

a2 + b2
(s)ds+ iλj(x′ − x)

}
f̂(x′, j, k)/c(x′)dx′, (4.52)

para todo x ∈ (x`, x`+1), a qual é uma solução suave de (4.50) no intervalo (x`, x`+1).

Mais ainda, como f̂(·, j, k)/c é flat em x` e como exp{±θjk} é limitada em (x`, x`+1),

segue que ambas as funções exp{θjk}f̂(·, j, k)/c e û(·, j, k) são flat em x`.

Analogamente, a função exp{θjk}f̂(·, j, k)/c é flat em x`+1. Assim, para que a solução

û(·, j, k) seja flat em x`+1 basta que∫ x`+1

x`

exp{θjk(x)}f̂(x, j, k)/c(x)dx = 0, (j, k) ∈ Z× (Z \ {0}). (4.53)

Tal identidade segue ao aplicarmos o Lema 4.21.

Portanto, û(·, j, k) (k 6= 0) é uma solução suave de (4.50), a qual é flat em {x`, x`+1}.

Como ` foi fixado arbitrariamente em {1, . . . , N}, obtemos uma função û(·, j, k) ∈
C∞(T1), a qual é solução de (4.49) e flat em c−1(0).

Para finalizar a demonstração, precisamos mostrar que a sequência û(·, j, k) ⊂ C∞(T1)

é rapidamente decrescente, onde (j, k) ∈ Z × (Z \ {0}). Para tanto, como na demons-

tração da Proposição 4.17, é suficiente provar que para cada ` ∈ {1, . . . , N} e para
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quaisquer γ1 ∈ Z+, γ2 ∈ Z+ e γ3 ∈ Z+, existe C = C(γ1, γ2, γ3, `) > 0 tal que

|j|γ1|k|γ2|c(x)|−γ3|û(x, j, k)| 6 C,

para todo x ∈ (x`, x`+1) e para todo (j, k) ∈ Z× (Z \ {0}).

Definindo g = f/c ∈ C∞(T3), obtemos ĝ(·, j, k) = f̂(·, j, k)/c e como jγ1kγ2 ĝ(·, j, k) =

(−1)γ1+γ2(∂(0,γ1,γ2)g)̂(·, j, k), da definição de û(·, j, k) segue que

|j|γ1|k|γ2|c(x)|−γ3|û(x, j, k)| =

|c(x)|−γ3
∣∣∣∣∫ x

x`

exp

{
−k
∫ x

x′

b+ ia

a2 + b2
(s)ds+ iλj(x′ − x)

}
(∂(0,γ1,γ2)g)̂(x′, j, k)dx′

∣∣∣∣ . (4.54)

Vale lembrar que, por hipótese, b ≡ 0 em (x`, x` + δ) ∪ (x`+1 − δ, x`+1) e que b não

muda de sinal em (x`, x`+1). Sendo assim, de (4.54) segue que, para x ∈ (x`, x` + δ),

temos

|j|γ1 |k|γ2 |c(x)|−γ3|û(x, j, k)| 6 |c(x)|−γ3
∫ x

x`

|(∂(0,γ1,γ2)g)̂(x′, j, k)|dx′ 6

|c(x)|−γ3|x`+1 − x`| sup
x′∈[x`,x]

{|(∂(0,γ1,γ2)g)̂(x′, j, k)|} 6

|c(x)|−γ3|x`+1 − x`| sup{|(∂(0,γ1,γ2)g)(x′, y, t)|; (x′, y, t) ∈ (x`, x)× T2}. (4.55)

Mais ainda, como g = f/c é flat em c−1(0)×T2, obtemos uma constante C1 > 0 tal que

|j|γ1|k|γ2|c(x)|−γ3|û(x, j, k)| 6 C1,

para todo x ∈ [x`, x` + δ] e (j, k) ∈ Z× (Z \ {0}).

Para x ∈ [x` + δ, x`+1 − δ] e para k ∈ Z \ {0} tal que kb > 0 em [x` + δ, x`+1 − δ],
utilizando (4.54) obtemos

|j|γ1|k|γ2|c(x)|−γ3|û(x, j, k)| 6

(
sup

x∈[x`+δ,x`+1−δ]
|c(x)|−γ3

)
|x`+1 − x`| · ‖(∂(0,γ1,γ2)g)̂(·, j, k)‖∞

6

(
sup

x∈[x`+δ,x`+1−δ]
|c(x)|−γ3

)
|x`+1 − x`| · ‖∂(0,γ1,γ2)g‖∞ = C2,

onde C2 > 0 não depende de (j, k).
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Quando k ∈ Z \ {0} é tal que kb 6 0 em [x` + δ, x`+1 − δ], utilizamos a identidade

(4.53) para escrever

û(x, j, k) = − exp{−θjk(x)}
∫ x`+1

x

exp{θjk(x′)}f̂(x′, j, k)/c(x′)dx′.

Desta forma, obtemos

|j|γ1|k|γ2|c(x)|−γ3|û(x, j, k)| = (4.56)

|c(x)|−γ3
∣∣∣∣∫ x`+1

x

exp

{
−k
∫ x

x′

b+ ia

a2 + b2
(s)ds+ iλj(x′ − x)

}
(∂(0,γ1,γ2)g)̂(x′, j, k)dx′

∣∣∣∣ .
Da identidade acima segue que, para todo x ∈ [x` + δ, x`+1 − δ] e para k tal que

kb 6 0, temos

|j|γ1|k|γ2|c(x)|−γ3|û(x, j, k)| 6

(
sup

x∈[x`+δ,x`+1−δ]
|c(x)|−γ3

)
|x`+1 − x`| · ‖(∂(0,γ1,γ2)g)̂(·, j, k)‖∞

6

(
sup

x∈[x`+δ,x`+1−δ]
|c(x)|−γ3

)
|x`+1 − x`| · ‖∂(0,γ1,γ2)g‖∞ = C2,

onde C2 > 0 não depende de (j, k).

Por fim, para x ∈ [x`+1−δ, x`+1) também uilizamos a identidade (4.56) e procedendo

como em (4.55) obtemos uma constante C3 > 0 tal que

|j|γ1|k|γ2|c(x)|−γ3|û(x, j, k)| 6 C3,

para todo (j, k) ∈ Z× (Z \ {0}) e x ∈ [x`+1 − δ, x`+1].

Portanto, a sequência u(·, j, k) decai rapidamente. O que completa a demonstração

da Proposição 4.22.
�

Resumindo, as proposições 4.20, 4.22 e o Lema 4.16 demonstram o Teorema 4.10.

4.III Demonstração do Teorema 4.7

Apresentaremos nesta seção a demonstração do Teorema 4.7, onde consideramos o

campo (dado por (4.1))

L =
∂

∂t
+ (a(x) + ib(x))

(
∂

∂x
+ λ

∂

∂y

)
,
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sendo que λ não é um número de Liouville, c possui apenas zeros de ordem finita e

∅ 6= c−1(0) = {x1 < . . . < xN < xN+1
.
= x1 + 2π} = V1 ∪ V2, (4.57)

onde

V1 = {x` ∈ c−1(0); 2 6 m` < 2n` − 1, m` <∞, 1 < n` 6∞}

e

V2 = {x` ∈ c−1(0); 1 6 n` <∞, 2n` − 1 < m` 6∞}.

As demonstrações dos teoremas 4.8 e 4.10 (exibidas nas seções 4.I e 4.II, respec-

tivamente) já contemplam alguns casos do Teorema 4.7. Mais especificamente, das

proposições 4.19 e 4.20 segue que L não é globalmente resolúvel quando ocorre (V) ou

(VI) no Teorema 4.7.

Verificaremos agora que o operador L é globalmente resolúvel quando, para cada par

de zeros consecutivos {x`, x`+1}, ocorre uma das seguintes condições:

(I) {x`, x`+1} ⊂ V1 e existe η ∈ (x`, x`+1) de modo que b não muda de sinal nos

intervalos (x`, η) e (η, x`+1);

(II) {x`, x`+1} ⊂ V2, b não muda de sinal em (x`, x`+1) e existe δ > 0 tal que b ≡ 0 nos

intervalos (x`, x` + δ) e (x`+1 − δ, x`+1);

(III) x` ∈ V1, x`+1 ∈ V2, b não muda de sinal em (x`, x`+1) e b ≡ 0 em (x`+1 − δ, x`+1);

(IV) x` ∈ V2, x`+1 ∈ V1, b não muda de sinal em (x`, x`+1) e b ≡ 0 em (x`, x` + δ).

Seja f ∈ (ker tL)◦. Precisamos mostrar que f ∈ LC∞(T3). Como nas seções 4.I e

4.II, do Lema 4.16 segue que podemos supor que f é flat em c−1(0). Para encontrar

u ∈ C∞(T3) tal que Lu = f, vamos escrever u e f por meio da série parcial de Fourier

com relação às variáveis (y, t). Assim, obtemos

u(x, y, t) =
∑

(j,k)∈Z2

û(x, j, k)ei(jy+kt),

f(x, y, t) =
∑

(j,k)∈Z2

f̂(x, j, k)ei(jy+kt)
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e Lu = f se, e somente se,

c(x)∂xû(x, j, k) + i(k + λjc(x))û(x, j, k) = f̂(x, j, k), (4.58)

quaisquer que sejam x ∈ T1 e (j, k) ∈ Z2.

Nosso objetivo é encontrar uma sequência rapidamente decrescente û(·, j, k) ⊂ C∞(T1),

cujos termos sejam soluções de (4.58).

Para j ∈ Z e k = 0, obtemos as equações

c(x)∂xû(x, j, 0) + iλjc(x)û(x, j, 0) = f̂(x, j, 0), (4.59)

para todo x ∈ T1. Procedendo como na demonstração da Proposição 4.17, vemos que

o fato de λ não ser um númro de Liouville implica que podemos obter uma sequência

rapidamente decrescente û(·, j, 0) ⊂ C∞(T1) tal que cada termo û(·, j, 0) é solução de

(4.59).

Quando j ∈ Z e k ∈ Z \ {0}, a ideia é resolver em cada intervalo [x`, x`+1].

Pelo que foi feito nas proposições 4.17, 4.18 e 4.22, vemos que basta fixar arbitra-

riamente um ı́ndice ` ∈ {1, . . . , N} e mostrar que existe uma sequência rapidamente

decrescente û(·, j, k) ⊂ C∞([x`, x`+1]) ((j, k) ∈ Z× (Z\{0})) tal que cada termo û(·, j, k)

é solução de (4.60) e flat em {x`, x`+1}.

Fixado ` ∈ {1, . . . , N}, em (x`, x`+1) a equação (4.58) torna-se

∂xû(x, j, k) + i(k/c(x) + λj)û(x, j, k) = f̂(x, j, k)/c(x), (4.60)

para todo (j, k) ∈ Z× (Z \ {0}).

No caso em que ocorre (I), as proposições 4.17 e 4.18 constroem uma sequência

û(·, j, k) ⊂ C∞([x`, x`+1]) com as propriedades requeridas acima.

Quando vale (II), uma sequência û(·, j, k) ⊂ C∞([x`, x`+1]) satisfazendo as proprie-

dades requeridas acima é fornecida pela Proposição 4.22.

Para concluir a demonstração, falta analisar o que acontece quando ocorrem as situ-

ações (III) e (IV).

Suponha que ocorre (III), ou seja, que x` ∈ V1, x`+1 ∈ V2, b não muda de sinal em

(x`, x`+1) e b ≡ 0 em (x`+1 − δ, x`+1), para algum δ > 0 suficientemente pequeno. Neste
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caso, fixe η ∈ (x`, x`+1) e considere novamente a função

θjk(x) = i

∫ x

η

(k/c(s) + λj) ds =

∫ x

η

(
k
b+ ia

a2 + b2
(s) + iλj

)
ds, x ∈ (x`, x`+1).

Assuma primeiro que b > 0 em (x`, x`+1). Para j ∈ Z e k ∈ N, defina

û(x, j, k) = exp{−θjk(x)}
∫ x

x`

exp{θjk(x′)}f̂(x′, j, k)/c(x′)dx′ (4.61)

=

∫ x

x`

exp

{
−k
∫ x

x′

b+ ia

a2 + b2
(s)ds+ iλj(x′ − x)

}
f̂(x′, j, k)/c(x′)dx′,

para todo x ∈ (x`, x`+1). Desta forma, obtemos uma função suave em (x`, x`+1), a qual

satisfaz (4.60).

Como kb > 0 e x` ∈ V1, seguindo argumentos da demonstração da Proposição

4.17, verifica-se que û(·, j, k) é flat em x`. Como também x`+1 ∈ V2 e como b ≡ 0 em

(x`+1 − δ, x`+1), segue que a função exp{θjk} é limitada em (x`, x`+1). Assim, a função

exp{θjk}f̂(·, j, k)/c é flat em {x`, x`+1} e, portanto, para que û(·, j, k) seja flat em x`+1

basta que ∫ x`+1

x`

exp{θjk(x)}f̂(x, j, k)/c(x)dx = 0,

o que é verdade, pois podemos aplicar o Lema 4.21, uma vez que exp{θjk} é limitada

em (x`, x`+1) e 2 6 m`, m`+1.

Para j ∈ Z e k um inteiro negativo (k < 0), defina

û(x, j, k) = − exp{−θjk(x)}
∫ x`+1

x

exp{θjk(x′)}f̂(x′, j, k)/c(x′)dx′ (4.62)

= −
∫ x`+1

x

exp

{
−k
∫ x

x′

b+ ia

a2 + b2
(s)ds+ iλj(x′ − x)

}
f̂(x′, j, k)/c(x′)dx′,

para todo x ∈ (x`, x`+1). Assim, û(·, j, k) é suave em (x`, x`+1), flat em x`+1 e satisfaz

(4.60). Mais ainda, utilizando as técnicas da demonstração da Proposição 4.17, verifica-

se que û(·, j, k) também é flat em x`.

Portanto, no caso em que vale (III) e b > 0 em (x`, x`+1), obtemos uma sequência

û(·, j, k) (k 6= 0) de soluções de (4.60). Precisamos, ainda, provar que tal sequência decai

rapidamente. Para tanto, basta repetir as técnicas das demonstrações das proposições

4.17 e 4.22.
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Agora, assuma que ocorre (III) e que b 6 0 em (x`, x`+1). Neste caso, quando k é

um inteiro negativo definimos û(·, j, k) como em (4.61) e quando k é um inteiro positivo

definimos û(·, j, k) como em (4.62). Note que agora θjk é limitada em (x`, x`+1) quando

k é um inteiro negativo. Procedendo como acima verifica-se que a sequência û(·, j, k)

possui as propriedades requeridas.

Passemos à análise do caso em que ocorre (IV), isto é, x` ∈ V2, x`+1 ∈ V1, b não muda

de sinal em (x`, x`+1) e b ≡ 0 em (x`, x`+ δ), para algum δ > 0 suficientemente pequeno.

Sob tais condições, podemos construir a sequência û(·, j, k) utilizando as mesmas técnicas

empregadas no caso (III). Para k ∈ Z \ {0} tal que kb > 0, defina û(·, j, k) como em

(4.61) e para k ∈ Z \ {0} tal que kb 6 0, defina û(·, j, k) como em (4.62). Note que

agora a função exp{θjk} é limitada em (x`, x`+1) para os ı́ndices k tais que kb 6 0.

Argumentando como no caso em que ocorre (III), verifica-se que tal sequência satisfaz

as propriedades requeridas, ou seja, cada termo é suave em [x`, x`+1], flat em {x`, x`+1},
satisfaz (4.60) e a sequência decai rapidamente em [x`, x`+1].

O que conclui a demonstração do Teorema 4.7.



Caṕıtulo

5

Considerações finais

Em 2004, o artigo [BCP] foi pioneiro ao apresentar uma classe de campos vetori-

ais (complexos) em T2, os quais são fortemente resolúveis, mas não são globalmente

hipoeĺıticos. A saber, tais campos são do tipo

L =
∂

∂t
+ ib(x, t)

∂

∂x
, (b ∈ C∞(T2,R)).

Depois em [BD1] e [BD2], foram exibidas mais classes de campos em T2 com tal

propriedade.

Uma parte da técnica de [BCP] envolve uma redução que transforma o estudo da

resolubilidade forte no estudo da resolubilidade em uma vizinhança de cada órbita de

Sussmann unidimensional. Tais órbitas são da forma {x∗}×T1, sendo que b se anula de

ordem finita m > 2 em {x∗} × T1. A resolubilidade em {x∗} × T1 é no seguinte sentido

(correlato ao de Hörmander em [H3]): existe uma vizinhança (x∗ − δ, x∗ + δ) × T1 de

{x∗} × T1 e existe um subespaço de codimensão finita de C∞((x∗ − δ, x∗ + δ) × T1),

F(x∗), com a seguinte propriedade: para toda f suave em uma vizinhança de {x∗}×T1,

com f ∈ F(x∗), existe u, também suave em uma vizinhança de {x∗} × T1, satisfazendo

Lu = f em uma vizinhança de {x∗} × T1.

Observe que o campo L não é globalmente hipoeĺıtico em nenhum aberto contendo o

compacto {x∗}×T1; mesmo assim, sob certas condições foi posśıvel garantir a existência

de solução da equação Lu = f, impondo que f satisfaça apenas um número finito de

condições de compatibilidade.

127
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Mais recentemente, em [M], estudou-se a resolubilidade de campos vetoriais em uma

vizinhança do compacto {0}×Tm ⊂ Rn×Tm. Foram considerados campos vetoriais dos

tipos X + Y e X + iY, onde

X
.
=

m∑
k=1

(ωk + gk(x, t))
∂

∂tk
e Y

.
=

n∑
j=1

(λjxj + fj(x, t))
∂

∂xj
,

sendo que os coeficientes satisfazem: ωk e λj são números reais e as funções fj e gk são

funções reais definidas em uma vizinhança de {0} × Tm ⊂ Rn × Tm, tais que fj(x, t) =

O(|x|2) e gj(x, t) = O(|x|).
Note que tais campos não são globalmente hipoeĺıticos em nenhum aberto contendo

o compacto {0} × Tm.
Para o campo X + Y (caso real), mostrou-se que vale a seguinte resolubilidade (ver

Teorema 2 de [M]): Se X + Y é de classe Ca (a = ∞ (suave) ou a = ω (anaĺıtico

real)), então para toda função F de classe Ca em uma vizinhança de {0} × Tm tal que∫
Tm
F (0, t)dt = 0, existe u de classe Ca em uma vizinhança de {0} × Tm que é solução

da equação (X + Y )u = F em uma vizinhança de {0} × Tm.
Com relação aos campos X + iY, a resolubilidade no caso suave fica mais delicada.

O Teorema 8.4 de [M] exibe uma função f, suave em uma vizinhança de {0} × Tm e

satisfazendo

∫
Tm
f(0, t)dt = 0, tal que a equação

(
m∑
k=1

ωk
∂

∂tk
+ i

n∑
j=1

λjxj
∂

∂xj

)
u(x, t) = f(x, t) (onde ω1λ1 6= 0 )

não possui solução suave em nenhuma vizinhança de {0} × Tm.

O propósito do presente caṕıtulo é apresentar uma nova classe de campos vetoriais

com as propriedades descritas nos parágrafos acima. Mais espećıficamente, apresentare-

mos uma classe de campos vetoriais definidos em um aberto (−δ, δ)× T2, os quais não

são globalmente hipoeĺıticos em (−δ, δ)×T2 e, mesmo assim, para podermos garantir a

existência de solução da equação Lu = f bastará que f satisfaça um número finito de

condições de compatibilidade.

Vale lembrar que, para os operadores estudados nos caṕıtulos 2 e 3, a resolubilidade

forte e a hipoeliticidade global são equivalentes. Já os operadores do Caṕıtulo 4, no caso

em que c−1(0) 6= ∅, eles não são fortemente resolúveis e também não são globalmente

hipoeĺıticos.
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5.I Resolubilidade perto de uma órbita compacta bidi-

mensional

Trabalharemos com campos vetoriais (complexos) em um aberto Ω = (−δ, δ) × T2

de T3, os quais são do tipo

L =
∂

∂t
+ iβ(x)

(
xm

∂

∂x
+

∂

∂y

)
, (5.1)

onde denotamos as coordenadas em Ω = (−δ, δ)× T2 por (x, y, t).

Para estabelecer os resultados foi necessário supor algumas condições técnicas. Va-

mos supor que o inteiro positivo m satisfaz m > 2 e que a função β ∈ C∞(Ω,R) satisfaz

β(x) > 0, para todo x ∈ (−δ, δ).
Note que L(δ(x) ⊗ 1y ⊗ 1t) = 0, logo L não é globalmente hipoeĺıtico em nenhuma

vizinhança da órbita de Sussmann bidimensional {0} × T2 (ver [S] ou [BCH]).

Desejamos estudar a resolubilidade de L perto de {0} × T2, no seguinte sentido:

Definição 5.1. Diremos que L é resolúvel em {0}×T2 quando existir um subespaço de

codimensão finita de C∞(Ω) tal que, para toda f nesse espaço, existe u, suave em uma

vizinhança de {0} × T2, satisfazendo Lu = f em uma vizinhança de {0} × T2.

Exemplo 5.2. Existem operadores definidos em T3, cuja restrição a uma vizinhança

de {0} × T2 possui a forma (5.1). Por exemplo, existe b ∈ C∞(T1,R) tal que b(x) = xm

(m > 2) em uma vizinhança de x = 0, b > 0 e b−1(0) = 2πZ. Assim, o operador

∂

∂t
+ ib(x)

∂

∂x
+ i

∂

∂y

é da forma (5.1).

Outro exemplo é considerar a função 1 − cos(x) e tomar φ ∈ C∞(T1,R) tal que

1− cos(x) = x2φ(x), para x ∈ (−δ, δ). O operador

∂

∂t
+ i(1− cos(x))

∂

∂x
+ iφ(x)

∂

∂y

é da forma (5.1) em uma vizinhança de {0} × T2.
�
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Considere F(0)
.
= ker tL ∩ E ′({0} × T2) ⊂ E ′(Ω). Um cálculo direto mostra que

δ(`)(x)⊗ 1y ⊗ 1t ∈ F(0), para cada ` = 0, . . . ,m− 1. Assim,

F(0)◦ ⊂
{
f ∈ C∞(Ω); 〈δ(`)(x)⊗ 1y ⊗ 1t, f〉 = 0, para todo ` = 0, . . . ,m− 1

}
=

{
f ∈ C∞(Ω);

∫ 2π

0

∫ 2π

0

∂`xf(0, y, t)dydt = 0, para todo ` = 0, . . . ,m− 1

}
.

Veremos que F(0) é gerado pelas distribuições δ(`)(x) ⊗ 1y ⊗ 1t, ` = 0, . . . ,m − 1.

Em particular, seguirá que a inclusão acima é de fato uma igualdade e que F(0)◦ é

um subespaço de codimensão finita (m) de C∞(Ω), já que dimF(0) = m implica que

dim C∞(Ω)/F(0)◦ = dimF(0) = m.

Mostraremos também que dada f ∈ F(0)◦, existe u suave em uma vizinhança de

{0} × T2 tal que Lu = f em uma vizinhança de {0} × T2. Portanto, L é resolúvel

(conforme a Definição 5.1) em {0} × T2, embora não seja globalmente hipoeĺıtico em

nenhuma vizinhança de {0} × T2.

Teorema 5.3. F(0)◦ é um subespaço de codimensão finita de C∞(Ω). Para cada f ∈
F(0)◦ e 0 < σ < δ, existe u ∈ C∞((−σ, σ)× T2) tal que Lu = f em (−σ, σ)× T2.

A primeira etapa será mostrar que F(0) tem dimensão finita e que vale a redução

módulo flat.

Proposição 5.4. Se f ∈ C∞(Ω) e se 〈δ(`)(x) ⊗ 1y ⊗ 1t, f〉 = 0, para ` = 0, . . . ,m − 1,

então existe u ∈ C∞(Ω) tal que Lu− f é flat em {0} × T2. Além disso, F(0) = ker tL ∩
E ′({0} × T2) é gerado pelas distribuições δ(`)(x)⊗ 1y ⊗ 1t, ` = 1, . . . ,m− 1.

Demonstração: Mostraremos inicialmente a existência da função u, onde procederemos

como no Lema 4.16 (ver também Proposição 4.1 de [BCP]). Utilizando as expressões

formais das séries de Taylor de u, f e β, escrevemos

β(x) ∼ β0 + β1x
1 + β2x

2 + · · · , onde β0 6= 0,

u(x, y, t) ∼ u0(y, t) + u1(y, t)x+ u2(y, t)x2 + · · ·

e

f(x, y, t) ∼ f0(y, t) + f1(y, t)x+ f2(y, t)x2 + · · ·

A equação Lu− f ∼ 0 é equivalente às seguintes equações:
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∂tuj(y, t) + i

j∑
`=0

βj−`∂yu`(y, t) = fj(y, t), onde j = 0, . . . ,m− 1. (5.2)

∂tum(y, t) + iβ0u1(y, t) + i
m∑
`=0

βm−`∂yu`(y, t) = fm(y, t). (5.3)

∂tum+k+i
k∑
`=0

β`(k+1−`)uk+1−`+i
m+k∑
`=0

βm+k−`∂yu` = fm+k, para todo k > 1. (5.4)

Para cada j = 0, . . . ,m − 1, podemos utilizar série de Fourier nas variáveis (y, t)

e proceder como na demonstração da Proposição 2.17 para resolver cada equação em

(5.2), pois são equações com coeficientes constantes da forma

∂tuj(y, t) + iβ0∂yuj(y, t) = fj(y, t)− i
j−1∑
`=0

βj−`∂yu`(y, t), (5.5)

onde β0 > 0,
j∑
`=1

βj−`

∫ 2π

0

∫ 2π

0

∂yu`(y, t)dydt = 0

e, por hipótese, ∫ 2π

0

∫ 2π

0

fj(y, t)dydt =

∫ 2π

0

∫ 2π

0

∂jxf(0, y, t)dydt = 0.

Note que, para cada Cj ∈ C, a função uj + Cj é ainda uma solução de (5.2). Cada

constante Cj será fixada apropriadamente.

A equação (5.3) pode ser escrita na forma

∂tum(y, t) + iβ0∂yum(y, t) = fm(y, t)− iβ0u1(y, t)− i
m−1∑
`=0

βm−`∂yu`(y, t)

e como m > 2, estamos novamente com uma equação do tipo (5.5). A hipótese de que

β0 > 0 implica que podemos fixar uma constante C1, de modo que a equação (5.3) tenha

solução; a saber,

C1
.
= −i(4π2β0)−1

∫ 2π

0

∫ 2π

0

[fm − iβ0u1]dydt.
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Novamente, após fixarmos uma solução de (5.3), um, para cada Cm ∈ C, a função um+Cm

é ainda uma solução de (5.3). A constante Cm também será fixada apropriadamente,

como fizemos com C1.

Repetindo esse processo de maneira indutiva, verifica-se que fixando apropriada-

mente as constantes C2, . . . , Cm, Cm+1, . . . , Cm+k+1, . . . , obtemos soluções para as equa-

ções do tipo (5.4).

Por fim, como no Lema 4.16, recorremos ao Lema de Borel para produzir uma função

u ∈ C∞((−δ, δ)× T2), tal que Lu− f é flat em {0} × T2.

O que finaliza a redução módulo flat.

Utilizaremos essa primeira parte para mostrar que F(0) é gerado pelas distribuições

δ(`)(x)⊗ 1y ⊗ 1t, ` = 0, . . . ,m− 1, onde recordamos que F(0) = ker tL ∩ E ′({0} × T2).

Suponha, por contradição, que existe µ ∈ F(0) tal que µ não é uma combinação linear

das distribuições δ(`)(x)⊗1y⊗1t, ` = 0, . . . ,m−1. Pelo Teorema de Hahn-Banach, existe

f ∈ C∞(Ω) tal que 〈µ, f〉 6= 0 e 〈δ(`)(x) ⊗ 1y ⊗ 1t, f〉 = 0, para ` = 0, . . . ,m − 1. Segue

da redução módulo flat que existe u ∈ C∞(Ω) tal que g
.
= Lu − f é flat em {0} × T2.

Como suppµ ⊂ {0} × T2 e tLµ = 0, obtemos

0 = 〈µ, g〉 = 〈µ,Lu− f〉 = 〈tLµ, u〉 − 〈µ, f〉 = −〈µ, f〉;

o que é uma contradição.

A demonstração da Proposição 5.4 está completa.
�

O próximo passo será seguir a linha de [BD1] para mostrar que é posśıvel construir

uma solução para a equação Lu = f, para toda f ∈ F(0)◦ que é flat em {0} × T2.

Proposição 5.5. Seja L o operador dado por (5.1). Para cada f ∈ F(0)◦, f flat em

{0} × T2, e para cada 0 < σ < δ, existe u ∈ C∞((−σ, σ) × T2) tal que Lu = f em

(−σ, σ)× T2.

Demonstração: Dada f ∈ F(0)◦ ⊂ C∞((−δ, δ) × T2), f flat em {0} × T2, e dado

0 < σ < δ, vamos encontrar u ∈ C∞((−σ, σ)×T2), de modo que u seja flat em {0}×T2

e satisfaça a equação Lu = f em (−σ, σ)× T2.

Como o coeficiente β do operador L não depende das variáveis y e t, podemos utilizar

série parcial de Fourier para simplificar a equação Lu = f.
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Escrevendo

u(x, y, t) =
∑

(j,k)∈Z2

û(x, j, k)ei(jy+kt)

e

f(x, y, t) =
∑

(j,k)∈Z2

f̂(x, j, k)ei(jy+kt),

basta encontrar uma sequência de funções rapidamente decrescente, (û(·, j, k)), tal que

cada termo û(·, j, k) seja solução da equação

iβ(x)xm∂xû(x, j, k) + (ik − jβ(x))û(x, j, k) = f̂(x, j, k), (5.6)

onde x ∈ (−δ, δ) e (j, k) ∈ Z2.

Vamos construir u ∈ C∞([0, σ) × T2). A construção de u em (−σ, 0] × T2 é feita de

maneira análoga.

No intervalo (0, σ), a equação (5.6) fica equivalente a

∂xû(x, j, k) +

(
k

β(x)xm
+

ij

xm

)
û(x, j, k) =

f̂(x, j, k)

iβ(x)xm
. (5.7)

Fixado η ∈ (0, σ), defina

θjk(x) =

∫ x

η

(
k

β(s)sm
+
ij

sm

)
ds, x ∈ (0, σ).

Como f é flat em {0} × T2, podemos considerar g(x, r, t)
.
= f(x, r, t)/iβ(x)xm, ob-

tendo g ∈ C∞((−δ, δ)×T2); mais ainda, g é flat em {0}×T2 e seus coeficientes parciais

de Fourier satisfazem ĝ(x, j, k) = f̂(x, j, k)/iβ(x)xm, para todo (j, k) ∈ Z2.

Para k > 0, consideraremos a solução de (5.7) que é dada por

û(x, j, k) =

∫ x

0

exp{θjk(x′)− θjk(x)}ĝ(x′, j, k)dx′, para todo x ∈ (0, σ).

A função acima está bem definida em (0, σ), pois para cada x′ ∈ (0, η), temos

| exp{θjk(x′)| = exp

{
−k
∫ η

x′

1

β(s)sm
ds

}
6 1,

uma vez que β > 0 e k > 0. Mais ainda, o Teorema Fundamental do Cálculo implica

que û(·, j, k) é infinitamente diferenciável em (0, σ) e que û(·, j, k) é solução de (5.7).
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Afirmamos que û(·, j, k) é flat em x = 0. De fato, como

| exp{θjk(x′)− θjk(x)}| = exp

{
−
∫ x

x′

k

β(s)sm
ds

}
6 1, para todo x′ ∈ (0, x),

obtemos

|û(x, j, k)| 6
∫ x

0

|ĝ(x′, j, k)|dx′ 6 sup
(x′,r,t)∈[0,x]×T2

|g(x′, r, t)|x.

Como g é flat em {0} × T2, para cada n ∈ Z+, obtemos Cn > 0, a qual não depende de

(j, k), tal que

|û(x, j, k)| 6 Cnx
n+1. (5.8)

Utilizando a equação (5.7) e um processo recursivo, verifica-se que vale o mesmo

para cada derivada ∂`xû(·, j, k). Em particular, û(·, j, k) é flat em x = 0.

Agora vamos construir soluções para as equações (5.7), considerando os ı́ndices k < 0.

Quando k < 0, fixamos a solução

û(x, j, k) = −
∫ σ

x

exp{θjk(x′)− θjk(x)}ĝ(x′, j, k)dx′, para todo x ∈ (0, σ),

a qual está bem definida, é infinitamente diferenciável em (0, σ) e satisfaz a equação

(5.7).

O próximo passo será mostrar que û(·, j, k) é flat em x = 0, para todo k < 0.

Para x ∈ (0, σ/2), temos

|û(x, j, k)| 6
∫ 2x

x

exp

{
−
∫ x

x′

k

β(s)sm
ds

}
|ĝ(x′, j, k)|dx′+

∫ σ

2x

exp

{
−
∫ x

x′

k

β(s)sm
ds

}
|ĝ(x′, j, k)|dx′.

A primeira das integrais acima satisfaz∫ 2x

x

exp

{
−
∫ x

x′

k

β(s)sm
ds

}
|ĝ(x′, j, k)|dx′ 6

∫ 2x

x

|ĝ(x′, j, k)|dx′ 6

sup
(x′,r,t)∈[x,2x]×T2

|g(x′, r, t)|x 6 Cnx
n+1, (5.9)

para todo n ∈ Z+, onde Cn não depende de (j, k).
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A segunda integral satisfaz∫ σ

2x

exp

{
−
∫ x

x′

k

β(s)sm
ds

}
|ĝ(x′, j, k)|dx′ =

∫ σ

2x

exp

{
−
∫ 2x

x′

k

β(s)sm
ds−

∫ x

2x

k

β(s)sm
ds

}
|ĝ(x′, j, k)|dx′ 6(

sup
(x′,r,t)∈[0,σ]×T2

|g(x′, r, t)|

)
σ exp

{
−
∫ x

2x

k

β(s)sm
ds

}
6

(
sup

(x′,r,t)∈[0,σ]×T2

|g(x′, r, t)|

)
σ exp

{(
inf

s∈[0,σ]

1

β(s)

)
k

(1− 21−m)

m− 1
x1−m

}
6

M1 exp

{
−M2

(1− 21−m)

m− 1
x1−m

}
, (5.10)

onde M1 e M2 são constantes positivas que não dependem de (j, k).

Novamente, com um processo recursivo envolvendo a equação (5.7) verifica-se que

cada derivada ∂`xû(·, j, k) satisfaz estimativas como (5.9) e (5.10). Em particular, û(·, j, k)

é flat em x = 0.

Por fim, como foi feito nos resultados do Caṕıtulo 4, o fato de que as estimativas (5.8),

(5.9) e (5.10) são independentes de (j, k), junto com o decaimento rápido de ĝ(·, j, k),

implicam que û(·, j, k) decai rapidamente.

O que conclui a demonstração da Proposição 5.5.
�

As proposições 5.4 e 5.5 demonstram o Teorema 5.3. De fato, para cada g ∈ F(0)◦,

pela redução feita na Proposição 5.4 existe v tal que Lv − g é flat em {0} × T2. Como

f
.
= Lv − g pertence a F(0)◦, segue da Proposição 5.5 que podemos tomar w tal que

Lw = f = Lv − g em uma vizinhança de {0} × T2; assim, fazendo u
.
= v − w, obtemos

Lu = g em uma vizinhança de {0} × T2.

Para concluir este caṕıtulo, faremos uma análise sobre a resolubilidade global dos

operadores (L : C∞(T3) → C∞(T3)) do Exemplo 5.2. Note que a restrição de tais

operadores a uma vizinhança da órbita bidimensional {0} × T2 é da forma (5.1). Se

f ∈ (ker tL)◦ ⊂ C∞(T3) (tL : D′(T3) → D′(T3)), então repetindo as técnicas utilizadas

no Caṕıtulo 4, podemos obter uma função u ∈ C∞(T3) tal que Lu = f. Portanto,

a imagem do operador L é um subespaço fechado de C∞(T3). Porém, veremos que a

imagem de L não tem codimensão finita.
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Considere

L =
∂

∂t
+ ib(x)

∂

∂x
+ i

∂

∂y
,

onde b é como no Exemplo 5.2, isto é, b ∈ C∞(T1,R), b(x) = xm (m > 2) em uma

vizinhança de x = 0, b > 0 e b−1(0) = 0 ∈ T1.

Fixado η ∈ (0, 2π) e tomando

ψj(x) = exp

{
−ji

∫ x

η

b−1(s)ds

}
, j 6= 0 e x ∈ (0, 2π),

obtemos ψj ∈ L∞(T1) ⊂ D′(T1). Como b se anula apenas de ordem finita, existe ψj/b ∈
D′(T1) tal que b(ψj/b) = ψj. Considerando o operador

tLj : D′(T1)→ D′(T1) dado por tLj(µ) = i
d

dx
(bµ)− jµ

e definindo ωj = tLj(ψj/b), obtemos suppωj ⊂ {0} ⊂ T1. Procedendo como na de-

monstração do Lema 4.21 (ver também Proposição 2.25 em [G]), verifica-se que existe

νj ∈ D′(T1) tal que ωj = tL(νj), onde νj é da forma νj =
∑r

`=0 α`δ
(`)(x). Em particular,

tL(ψj/b− νj) = 0. Um cálculo direto mostra que as distribuições µj
.
= (ψj/b− νj)⊗ eijy

estão no núcleo de tL. Assim, segue do Lema 1.1 que a imagem do operador L tem

codimensão infinita.

Agora considere o outro operador do Exemplo 5.2,

∂

∂t
+ i(1− cos(x))

∂

∂x
+ iφ(x)

∂

∂y
,

onde φ ∈ C∞(T1,R) e 1 − cos(x) = x2φ(x), em uma vizinhança de x = 0. Para verifi-

car que tal operador também tem imagem de codimensão infinita, repetimos a mesma

técnica, considerando

ψj = exp

{
−ji

∫ x

η

φ(s)[1− cos(s)]−1ds

}
, x ∈ (0, 2π),

e
tLj(µ) = i

d

dx
((1− cos(x))µ)− jφ(x)µ.
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