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RESUMO

MAURLI, V. L. Sobre métodos topologicos em combinatdria e geometria. 2019. 161 p. Dis-
sertacdo (Mestrado em Ciéncias — Matematica) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computa-
¢do, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2019.

O objetivo geral deste trabalho consiste na abordagem de resultados em combinatdria e geometria
discreta, os quais podem ser obtidos como aplicagdes da Topologia Algébrica, dentre eles,
a conjectura de Kneser (Teorema de Lovasz-Kneser), o Teorema de Van Kampen-Flores e
generalizacOes destes resultados entre outros. O objetivo principal do trabalho consiste em
desenvolver um estudo detalhado de métodos topoldgicos em combinatdria e geometria visando

a demonstracao destes importantes resultados.

Palavras-chave: métodos topolégicos em combinatdria e geometria, Conjectura de Kneser,

Teorema de Van-Kampen-Flores generalizado, Teorema Topoldgico de Tveberg, join de espacgos.






ABSTRACT

MAURLI, V. L. On topological methods in combinatorics and geometry. 2019. 161 p. Disser-
tacdo (Mestrado em Ciéncias — Matemadtica) — Instituto de Ciéncias Matemadticas e de Computa-
¢do, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2019.

The general objective of this work consists in the approach of the results in combinatorics
and discrete geometry, which can be proved as an of the Algebraic Topology, among them,
the Kneser’s conjecture (Lovasz-Kneser Theorem), Van-Kampen- Flores Theorem and their
generalizations, and others. The main objective is to develop a detailed study of topological

methods in combinatorics and geometry to prove these important results.

Keywords: topological methods in combinatorics and geometry, Kneser’s conjecture, General-

ized Van-Kampen-Flores Theorem, Topological Tveberg Theorem, join spaces.
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CAPITULO

INTRODUCAO

Recentemente, Métodos Topoldgicos em Combinatéria t€m se tornado cada vez mais ela-
borados através da utilizac@o, com sucesso, de ferramentas sofisticadas da Topologia Algébrica,
permitindo assim a abordagem de importantes resultados em Combinatdria e Geometria Discreta
neste contexto. A Conjectura de Kneser, formulada por Martin Kneser em 1955 e provada por
Laszl6 Lovasz em 1978 (LOVASZ, 1978), é considerada um marco do inicio do uso de métodos

topoldgicos em problemas combinatoriais.

Um grafo é um par G = (V,E), onde V é um conjunto (o conjunto de vértices) e E C (‘2/)
€ o conjunto de arestas, onde (‘2/) € o conjunto de todos os subconjuntos de V de cardinalidade
exatamente 2. Denotamos por [n] o conjunto finito {1,2,...,n}. Uma k-colora¢do de um grafo
G = (V,E) é uma fungdo c¢ : V — [k] tal que c(u) # c(v), sempre que {u,v} € E. O niimero

cromdtico de G, denotado por x(G), é o menor inteiro k tal que G possui uma k-colorag@o.

Sejam X um conjunto finito e F C &(X) um sistema de conjuntos. O grafo de Kneser
de F, denotado por KG(F'), tem F como o seu conjunto de vértices. Dois conjuntos Fy,F> € F
sdo adjacentes se, € somente se, F1 M F, = (0. Denotaremos por KG,, ; o grafo de Kneser do
sistema .% = ([Z]) (todos os subconjuntos contendo k elementos de [n]). Assim, o Teorema de

Lovasz-Kneser pode ser enunciado como segue.

Teorema de Lovasz-Kneser (Teorema 3.3.52). Para todo k > 0 e n > 2k — 1, 0 nimero

cromdtico do grafo de Kneser KG,, ; € igual a n — 2k + 2.

Teoremas sobre mergulho, o que inclui planaridade de grafos, podem ser demonstrados
através de ferramentas topoldgicas. O Teorema de Van-Kampen-Flores (KAMPEN, 1933) € um
exemplo tipico deste tipo de problema.

Teorema de Van-Kampen-Flores (Teorema 5.1.17). Para todo d > 1, o complexo

simplicial K = (629+2)=4_isto é, o d-esqueleto do (2d + 2)-dimensional simplexo, nio pode

ser mergulhado em R?¢. Mais precisamente, para qualquer funcio continua f : ||K]|| — R??, as
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imagens de duas faces disjuntas de K se intersectam.

Observemos que, no caso d = 1, o Teorema de Van-Kampen-Flores afirma que K5 ndo é

planar.

O Teorema de Van-Kampen-Flores possui ainda a seguinte generalizacao, provada
independentemente por Sarkaria (SARKARIA, 1991a) e Volovikov (VOLOVIKOV, 1996b).

Teorema de Van-Kampen-Flores generalizado (Teorema 5.3.7) Sejam r > 2 uma
poténcia de primo, d > 1, N > Ny = (r—1)(d +2), e k > [=1d]. Entdlo, para qualquer fungdo
continua f : ||oV|| — R?, existem r faces de 6V, 71, ..., T, duas a duas disjuntas, com dim 7; < k,

para todo 1 <i <r, tais que:
fUlmlD N0 fdlzl]) #0.

A Conjectura Topolégica de Tveberg, enunciada a seguir, ¢ um dos grandes problemas

desta linha de pesquisa e deu origem ao Teorema Topoldgico de Tveberg.

Conjectura Topologica de Tveberg (Conjectura 5.2.1) Sejam d > 1 e r > 2 inteiros
e N = (d+1)(r — 1). Para cada aplicacio continua f : ||c"V|| — RY, existem r faces disjuntas
F|,Fs,...,F. de oV tais que:

FARIN ORI N AL # 0.

Esta conjectura foi provada, no caso r = 2, por Bajmo6czy e Barany em 1979 (BAJ-
MOCZY:; BARANY, 1979) e ficou conhecida como o Teorema de Radon (Teorema 5.1.10).
No caso em que r é um primo, foi provada por Bérdny, Schlosman e Sziics em 1981 (BARANY;
SHLOSMAN; SZUCS, 1981). Volovikov (VOLOVIKOV, 1996b) e Ozadin (OZADIN, 1987)
(independentemente) mostraram que a conjectura € verdadeira para o caso em que r é uma
poténcia de primo. Tal resultado se tornou conhecido como o Teorema Topoldgico de Tveberg
(Teorema 5.2.2). No entanto, a conjectura nao € valida no caso geral, como mostrou Florian
Frick em (FRICK, 2015).

Estes teoremas sao resultados cldssicos dessa recente aplicacdo de métodos topolégicos
em Combinatoria e serviram de motivacdo para que tais métodos pudessem ser explorados na
solucdo de problemas em Teoria de Grafos e Problemas de Mergulho. O objetivo deste trabalho

¢ exibir diferentes aplicagdes do método topoldgico na solugdo destes problemas.
O trabalho esta organizado como segue.

O Capitulo 2, intitulado Complexos simpliciais e Joins define estas duas estruturas e
apresenta suas propriedades. Os conceitos desenvolvidos aqui serdo utilizados durante todo
o texto, tornando este primeiro capitulo um desenvolvimento de pré-requisitos. A referéncia
principal deste capitulo é (MATOUSEK, 2008).

No Capitulo 3 € apresentado o Teorema de Borsuk-Ulam (Teorema 3.1.2) em seis versoes,

as quais provamos serem todas equivalentes. Posteriormente, enunciamos o Lema de Tucker
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(Teorema 3.1.6), uma afirma¢do combinatorial que provamos ser equivalente ao Teorema de
Borsuk-Ulam. Logo em seguida foi introduzido o Lema de Greene, um resultado ainda mais
forte e necessario na demonstracdo do Teorema de Lovasz-Kneser (Teorema 3.3.52). Também
dedicamos uma secao inteira para a demonstracao do Teorema de Borsuk-Ulam, demonstracao
esta que utiliza homologia singular como principal ferramenta e tem como referéncia (HATCHER,
2002). Ainda neste capitulo, exibimos as primeiras aplicacdes de métodos topolégicos em
geometria e combinatodria, as quais utilizam diretamente o Teorema de Borsuk-Ulam. O Teorema
do sanduiche de presunto (Teorema 3.3.11) € apresentado em trés versdes diferentes, porém a
versdo para medidas € apresentada como um Teorema ainda mais forte, o Teorema do hamburguer
(Teorema 3.3.19), recentemente demonstrado por Mikio Kano e Jan Kyn¢l em (KANO; KYN CL,
2018). Também foram temas de estudo as multiparticdes coloridas e o Teorema do colar (Teorema
3.3.28). Como ultimas aplicacOes diretas, demonstramos o Teorema de Lovasz-Kneser (Teorema
3.3.52), e em seguida o Lema de Gale (Teorema 3.3.65), fundamental na demonstracao do

Teorema de Schrivjer (Teorema 3.3.71).

O Capitulo 4 € dedicado as aplica¢des de métodos topoldgicos em Teoria dos Grafos. Na
primeira se¢do, cuja referéncia ¢ (LONGUEVILLE, 2012), é provado o Teorema de Hanani-Tutte
(Teorema 4.1.31) que fornece um condig¢do suficiente para que um grafo seja planar. A segunda
secdo foi baseada em (MATOUSEK, 2008) e seu objetivo € provar os Teoremas 4.2.18 e 4.2.20,

os quais exibem limitantes inferiores para o nimero cromatico de um grafo G.

O quinto e ultimo capitulo é dedicado aos Problemas de Mergulho. Na primeira secdo €
exibida uma demonstracdo para o Teorema de Van-Kampen-Flores (Teorema 5.1.17). Na se¢do
seguinte € demonstrado o Teorema Topolégico de Tveberg (Teorema 5.2.2). A referéncia principal
das duas primeiras secoes ¢ (LONGUEVILLE, 2012). Finalizando o capitulo, é¢ desenvolvida na
terceira secao a prova do Teorema de Van-Kampen-Flores generalizado (Teorema 5.3.7), cuja
reférencia é (BLAGOJEVIC; FRICK; ZIEGLER, 2014).
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CAPITULO

COMPLEXOS SIMPLICIAIS E JOINS

Neste capitulo, introduziremos conceitos preliminares que serdo fundamentais para o
desenvolvimento deste trabalho: os complexos simpliciais (responsdveis por estabelecer uma
conexdo entre geometria € combinatdria) e os joins (um produto de espacos topoldgicos com
propriedades importantes que o produto usual geralmente ndo satisfaz). Os resultados deste
capitulo podem ser encontrados em (MATOUSEK, 2008).

2.1 Complexos simpliciais geométricos

Definiciio 2.1.1. Sejam vy, vy,...,v;x € RY. Dizemos que estes pontos sdo geometricamente
dependentes se existem 0, 0.1, ..., & € R, ndo todos nulos tais que Z;C:o aivi=0e Z;C:o a; = 0.
Caso contrdrio, vy, vy, ..., Vx sdo chamados geometricamente independentes .
Exemplo 2.1.2. Pela defini¢do acima:

(1) Dois pontos vy, v; € R sdo geometricamente independentes se vy # v;.

(2) Trés pontos vg, vy, v, € R? sdo geometricamente independentes se nio sio colineares.

(3) Quatro pontos vg, vy, vo,v3 € R3 sdo geometricamente independentes se eles ndo sdo

coplanares.

(4) Mais geralmente, k + 1 pontos vg, v1, ..., vx € R¥ sdo geometricamente independentes

se todos nao pertencem a um mesmo hiperplano.

O lema a seguir nos fornece uma visdo geométrica mais clara da definicio de (k+ 1)

pontos serem geometricamente independentes.

Lema 2.1.3. Sio equivalentes:

(1) vo,v1, ..., vk € RY sdo geometricamente independentes.
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(2) Os k vetores vi — vy, ..., Vx — Vg sdo linearmente independentes.

(3) (1,v0), (1,v1), ..., (1,v;) € R¥*! 530 linearmente independentes.

A seguir definiremos simplexo, o objeto que compde os complexos simpliciais.

Definicfio 2.1.4. Um conjunto C C R é chamado convexo se para quaisquer x, y € C o segmento
xy={tx+(1—1t)y;t€]0,1]} estd contido em C.

O fecho convexo de um conjunto X C RY ¢ a interseccio de todos os conjuntos convexos

contendo X. O fecho convexo de um conjunto X serd denotado por conv(X).

Definicfio 2.1.5. Um k- simplexo o é o fecho convexo de um conjunto A C R¢ de (k+ 1) pontos
geometricamente independentes. Os pontos de A s@o chamados vértices de o e denotados por
V(o). A dimensdo de o é definida como sendo |V (0)| — 1 = k e denotada por dim ©.

Observacao 2.1.6. Note que cada k- simplexo (simplexo k-dimensional) tem k + 1 vértices.

Observacao 2.1.7. Usaremos a denominagao k- simplexo quando quisermos especificar a sua
dimensao. Quando nao for preciso especificar sua dimensdo, escreveremos simplesmente sim-

plexo.

Exemplo 2.1.8. Os exemplos mais famosos de simplexos sdo os p- simplexos padrdo. O p-
simplexo padrdo é o simplexo ¢ o qual é fecho convexo do conjunto A = {ey,...,e, 11}, onde
ei=(0,...,0,1,0,...,0) tem todas as coordenadas nulas, exceto a i-ésima coordenada que tem

valorigual a 1.
Veja na figura abaixo os p-simplexos padrdo para p =0,1,2.

Figura 1 — p- simplexos padrao.

p=0 p=1 p=2

Uk POMTO UM SEGMENTO UM TRIANGULD COM SEU INTERIOR

Fonte: Elaborada pelo autor.

Definicao 2.1.9. Uma face de um k-simplexo & € o fecho convexo de um subconjunto de vértices

de o.
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Observacao 2.1.10. Seja o um k- simplexo cujo conjunto de vértices € A. Claramente @ C A
para qualquer que seja A, logo o fecho convexo do conjunto vazio também € uma face de ©.
O fecho convexo de @ é obviamente (@ e, assim, pela defini¢do o conjunto vazio é uma face de

qualquer simplexo ©.

Exemplo 2.1.11. Considere o tridngulo da Figura 2 (2- simplexo). Temos 3 vértices, logo temos
23 = |2 ({vo,v1,v2})| = 8 faces.

Figura 2 — Faces de um 2- simplexo.

FACES DO 2- SIMPLEXO:

‘Qj . . .
'l.'u I'|l1 'I."!

Vo Vi ?
A /
2- SIMPLEXO |° Iy

Fonte: Elaborada pelo autor.

Observacao 2.1.12. A palavra face pode nos levar erroneamente a considerar somente as faces
de dimensdo k — 1 (como os segmentos do triangulo do exemplo anterior). Assim, € importante
destacar que a nossa defini¢ao de face € bem mais geral, pois como foi mostrado no exemplo,

todo o tridngulo, os pontos e o0 vazio também sao faces e ndo somente os segmentos.

Definicao 2.1.13. Seja o um simplexo. O interior relativo de ¢ é obtido de 6 removendo todas

suas faces com dimensao menor que dim G.

Proposicao 2.1.14. Seja ¢ um n- simplexo. Podemos decompor ¢ como a unido disjunta do

interior das faces de o, isto é:

o= |_| int(conv(F)), (2.1)
FcCV(o)

onde int(conv(F)) é o interior relativo do simplexo conv(F).

Demonstragdo. Suponha ¢ C R? um n-simplexo.
Assim, V(o) C R? é o conjunto de (n+ 1) pontos geometricamente independentes.

Note que para cada F C V(0), onde |F| = k < n temos que:

k k
conv(F) = {Zz,-x,- s Y =1, >0, Vi=1,.,ke {xl,...,xk}:F}. (2.2)
i=1 i=1
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Mais ainda:
k k
int(com(F)) =< Y tixi 3 Yi=1, >0, Vi=1l,..k e {xi,.q}=F,. (23)
i=1 i=1

Assim:

n+l1 n+l1
=Y tixi: Y =1, >0, Vi=l..n+1 e {x,... 51} =A. (2.4)
i=1 i=1

Logo, podemos identificar todos os pontos de ¢ com uma (n+ 1)- upla (¢1,...,4,41) da
seguinte forma:
n+1 n+1

X€0— (t1,...,ty11), onde x = Zti X;, com Zti =1. (2.5)
i=1 i=1

Agora vamos provar a igualdade (2.1).

A incluséo |_| int(conv(F)) C o é imediata.
FCV(o)

Para mostrar que ¢ C |_| int(conv(F)), dado x € o, onde x € identificado com a
FcV(o)
(n+1)-upla (¢1,...,1,+1), tome o subconjunto F, = { x; € V(o) / 1; 0} C V(o).
k k
Entdox = Y ¢ x;, onde Zti =let;>0,Vi=1,....ke F, ={xy,...,x;} e portanto x €
i=1 i=1
int (conv (Fy)).

Falta mostrar que a unido € disjunta.
Suponha x € int (conv (F)) e x € int (conv (F')),com F,F' CV(c)eF #F'.

Temos, para k, k' < n:

k k
x=Yrtx, Y =1 >0, Vi=1,..k, (2.6)
i=1 i=1
4 4
x=Y 1y, Y =1 1§>0, Vi=1,.k, 2.7)
i=1 i=1
onde F = {x1,...x¢} e F'={y1,....y¢}. (2.8)

Como F # F', podemos supor, sem perda de generalidade, que x; € F\F' e assim temos

duas (n+ 1)- uplas distintas para 0 mesmo x € &, o que € um absurdo. [
Exemplo 2.1.15. Veja na Figura 3 o esquema da decomposi¢io de um triangulo (2-simplexo).

Definicao 2.1.16. Um complexo simplicial € uma familia ndo vazia A de simplexos que satisfa-

zem as duas condi¢cdes seguintes:
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Figura 3 — Decomposi¢do de um 2-simplexo.

-
\ ‘
Fonte: Matousek (2008, pg. 8).

(C.S.1) Seja 0 € A, entdo toda face de o estd em A.

(C.S. 2) Sejam 07,0, € A, entdo a intersec¢do o7 N 0, é uma face de o7 e de 0, ao

mesmo tempo.

A dimensdo de um complexo simplicial A é a maior dimensao de um simplexo que esté

na familia A, isto é dim (A) = max {dim © ; 0 € A}.

O conjunto de vértices de A , denotado por V(A) = {x; x € V(o) e 0 € A} é o conjunto

de todos os vértices dos simplexos da familia A.

Observacao 2.1.17. Para qualquer complexo simplicial A temos @ € A, pois como A € uma
familia ndo vazia, existe um simplexo ¢ € A e, como vimos na Observagdo 2.1.10, @ é uma face

de o e pela condicao (C.S. 1) da Definicao 2.1.16 segue que 0 € A.

Quando o complexo simplicial contém somente o conjunto vazio, isto é, A = {0} ,
definimos dim (A) = —1.

Observacao 2.1.18. Neste texto trataremos apenas de complexos simpliciais finitos, isto &,
quando o conjunto A € finito. Os complexos simpliciais finitos serdo suficientes para nossas

aplicagdes em combinatdria e geometria.

Exemplo 2.1.19. 0-dimensional complexo simplicial é uma configuracdo de pontos e um 1-

dimensional complexo simplicial é um grafo. Veja a Figura 4.

Exemplo 2.1.20. Na Figura 5 temos um exemplo de um 2- dimensional complexo simplicial e

dois exemplos que nao satisfazem as condi¢des de complexo simplicial.

Definicao 2.1.21. A unido de todos os simplexos de A é chamada poliedro de A e serd denotado
por [|A]].

Observacao 2.1.22. Como vimos na Proposicdo 2.1.14, temos uma parti¢do do interior das faces
para qualquer simplexo o. Assim, o interior de todos os simplexos de um complexo simplicial A

também formam uma parti¢éio do poliedro ||A|| = |_| int (O).
cEA
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Figura 4 — 0 e 1- dimensional complexos simpliciais.

™ L]
. .
.
.
0- complexo simplicial: 1- complexo simplicial:
configuracdo de pontos grafo

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 5 — Exemplos que mostram a estrutura de um 2- dimensional complexo simplicial.

TR 4 4

£ um 2-dimensional complexo simplicial. Ambos ndo sdo 2-dimensionais complexos simpliciais,
pois aqui ndo vale que a interseccdo de dois simplexos
& uma face de ambos 05 simplexos.

Fonte: Adaptada de Matousek (2008, pg. 9).

Definicao 2.1.23. Seja A um complexo simplicial. Como ja observamos, temos a parti¢ao

Al = | | int(o). (2.9)

oEA

Assim, dado um ponto x € ||A||, existe um tnico simplexo ¢ € A tal que x € int (o). Tal

simplexo é chamado o suporte de x e serd denotado por supp (x). Em outras palavras:
supp(x) ={o; onde x €int(c) e 0 €A}. (2.10)

Lema 2.1.24. O conjunto de todas as faces de um simplexo € um complexo simplicial.

Demonstracdo. Um n- simplexo 6 C R? é o fecho convexo de um subconjunto V C R¢ geome-

tricamente independente, onde |V| =n+ 1.

Note que todas as faces de o sdo da forma conv (F), onde F C V e, portanto, o que o

lema afirma é que a familia A = { conv(F) ; F C V} é um complexo simplicial.
Vamos entdo mostrar que A é complexo simplicial.

Primeiramente note que A # 0, pois @ = conv (0) € A jaque @ C V).
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Para verificar a Propriedade (C.S. 1) da Defini¢do 2.1.16, seja ¢ € A, 6 = conv (F), para
algum F C V e V(o) = F. Logo, uma face de o é da forma conv (G), paraG C V(o) =F e
como G C F CV, segue que G C V e assim toda face de o estd em A.

Verificagdo da Propriedade (C.S.2) da 2.1.16: sejam o7, 05 € A. Entdo, 61 = conv (F) e
0, = conv (G),para F, G C V.

Basta mostrar que:

o1 N oy = conv(F) Nconv(G) = conv(F NG), (2.11)

pois FNGCVe FNGCF,G,logo o) N o, serd face de o7 e 0>.
Vamos mostrar a igualdade (2.11).
A incluséo conv (F NG) C conv (F) N conv (G) é imediata

Para mostrar que conv (F) N conv (G) C conv (FNG), sejax € conv (F) N conv (G).

Entdo:
x=Y oyu, com Y o,=1e a,>0, VuckF. (2.12)
ucklF uclF
x=Y Byv, com Y B,=1¢ B, >0, WeG. (2.13)
veG veG
Assim:
uck veG weFNG ucF\G veG\F

Como F UG C V é geometricamente independente e FUG = (FNG) U (F\G) U (G\F)

temos que:

o, —By = 0, YweFNG, (2.15)
o, = 0, YueF\G, (2.16)
B, = 0, VveG\F. 2.17)

Logo:
x:Zauu: Z o, W+ Z oy, u= Z Oy W. (2.18)

uceF weFNG ueF\G weFNG

Também, Z o, = 1 implica que Z o, + Z o, = 1 e, assim, Z o, —
uck weFNG ueF\G weFNG
Claramente, o, > 0, Vw € FNG.

Assim:

x= Y ayw com Y a,=lea,>0, VweFNG. (2.19)
weFNG weFNG

Portanto x € conv (F N G). O
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Observacao 2.1.25. Seja 6 um n-dimensional simplexo. O complexo simplicial consistindo de

todas as faces de o serd denotado por 6”. Entdo, ||c”|| € um n-simplexo (geométrico).

Defini¢do 2.1.26. Dado um complexo simplicial A, um subcomplexo simplicial A C A é um

subconjunto A’ C A o qual também é um complexo simplicial.

Exemplo 2.1.27. Um exemplo de subcomplexo que serd recorrente ao longo deste trabalho é o
k- esqueleto de um complexo simplicial A. Este subcomplexo serd denotado por AS¥ e consiste
dos simplexos de A com dimensdo no maximo k. Na Figura 6 temos um exemplo de um 2-

dimensional complexo simplicial e todos os seus respectivos k-esqueletos (k= 0,1 e 2).

Figura 6 — Exemplo de k- esqueleto.

A=A A A

Fonte: Elaborada pelo autor.

2.2 Triangulacoes

Definicao 2.2.1. Seja X um espaco topoldgico. Se existir um complexo simplicial A tal que o

poliedro ||A|| ¢ homeomorfo a X, entdo A é chamado uma friangulagdo de X.

Exemplo 2.2.2. Uma triangulacdo para S"~! consiste da fronteira de um n- simplexo, isto &,
o complexo simplicial 6" sem os pontos x € ¢”* cujo suporte € o proprio n- simplexo. Para

visualizar este homeomorfismo basta utilizar projecao central, como na Figura 7.

Figura 7 — S' como fronteira de um 2-simplexo.

Fonte: Matousek (2008, pg. 10).
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2.3. Complexos simpliciais abstratos

Exemplo 2.2.3. As triangula¢des do toro, garrafa de Klein e plano projetivo, estdo representadas
na Figura 8 (importante enfatizar aqui que nio podemos realizar essas triangulacdes em R?).

Assim, nem todo 2- dimensional complexo simplicial pode ser realizado no plano.

Figura 8 — Triangulacdes de superficies conhecidas.

A B C
D D
C B A
A D E A Plano
Projetivo

Garrafa de Klein Toro

Fonte: Elaborada pelo autor.

Definicao 2.2.4. O d- dimensional crosspolytope é o fecho convexo
conv {ey,—eq,....,eq,—eq}
dos vetores da base candnica de R? e seus opostos.

Figura 9 — Crosspolytopes.

i | i P o 3

Fonte: Matousek (2008, pg. 11).

Também podemos definir como sendo a bola unitdria em relacdo a norma:
L:{xeR:|x|;1 <1}

2.3 Complexos simpliciais abstratos

O complexo simplicial abstrato € a versdo combinatorial do complexo simplicial geo-
métrico, ou seja, temos duas descricdes do mesmo objeto matematico e podemos usar aquela
que for mais conveniente para determinada situacdo. Nesta secdo vamos explorar como obter a

versao combinatorial a partir da versdo geométrica e vice-versa, além de introduzir as aplicagdes

simpliciais.
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Definicao 2.3.1. Um complexo simplicial abstrato é um par (V,K), onde V é um conjunto e
K C Z(V) é um sistema hereditdrio de subconjuntos de V, isto &, temos que se F €« Ke G C F
entdo G € K (em particular, @ € K quando K # 0). Os elementos de K sdo chamados simplexos
(abstratos). Definimos a dimensdo de K como dim (K) = max {|F|—1:F € K}.

Observacao 2.3.2. Assumiremos que V = [JK, e vamos escrever somente K ao invés de (V,K),

onde V ja fica implicito que € igual a [ JK.

Cada complexo simplicial geométrico determina um complexo simplicial abstrato. De
fato, dado um complexo simplicial geométrico A, sua versdo combinatorial (V, K) consiste dos

L. . , d .
pontos de V como sendo os vértices de A, isto €, V lef V(A) e o simplexos abstratos de K como

sendo os conjuntos V(o) C V wf V(A) de vértices, onde o € A.

Exemplo 2.3.3. Para o 2- simplexo geométrico da Figura 10, temos o complexo simplicial

abstrato K = {0, {1}, {2}, {3},{4},{1,2},{1,3},{2,3},{2,4},{3,4},{1,2,3} ).

Figura 10 — Representacdo de um 2- simplexo.

2

ad

3

Fonte: Matousek (2008, pg. 14).

Definicao 2.3.4. Seja K um complexo simplicial abstrato. Um complexo simplicial geométrico
A € chamado realizacdo geométrica de K se os vértices de A estdo em correspondéncia biu-
nivoca com os pontos de K, e os simplexos de A estdo em correspondéncia biunivoca com
os subconjuntos de K, que consistem nos pontos identificados com os vértices do simplexo

geométrico.

Observacao 2.3.5. No Exemplo 2.3.3, o complexo simplicial representado na Figura 10 € a

representacio geométrica do complexo simplicial abstrato K.

Proposicao 2.3.6. Todo complexo simplicial abstrato K finito admite uma realiza¢do geométrica.

. . . . s - d
Demonstracdo. Seja K um complexo simplicial abstrato com |V | vértices. Defina n ) V|—1.

Tome o C R" um n- simplexo. Pelo Lema 2.1.24, 6" é um complexo simplicial. Vamos
identificar o conjunto de vértices V com os vértices do n- dimensional simplexo ¢”. Agora,

vamos definir um subcomplexo A C ¢” por A= { conv (F) : F € K }, onde os vértice ja
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estdo devidamente identificados. Claramente, o complexo simplicial abstrato associado a este

complexo simplicial geométrico € K e, portanto, A € a realizagdo geométrica de K. 0

Exemplo 2.3.7. Vamos denotar por {"~! o complexo simplicial abstrato com conjunto de
vértices V(0" 1) = [2] x [n], onde F C V(0" 1) é um simplexo, se ndo existe i € [n] tal que
(1), 2,)) € F.

Fazendo as associagdes:

(1,i) — +e; e (2,i) — —e;, Vi€ [n], (2.20)
identificamos ("~ como bordo do n- dimensional crosspolytope.
Logo:

é homeomorfo a "~ . (2.21)

|’<>an

Definicao 2.3.8 (Mergulho topolégico). Uma funcio continua injetora f : X — Y € dita um
mergulho topoldgico se f induz um homeomorfismo entre X e f(X), onde f(X) é o subespago

topolégico com a topologia de subespaco de Y.

Exemplo 2.3.9. O complexo simplicial do tabuleiro de xadrez, denotado por 5, , tem os
quadradinhos 1 x 1 de um tabuleiro m x n como vértices, e os simplexos sdo os subconjuntos de

quadradinhos 1 x 1 em que quaisquer dois quadradinhos nunca estdo na mesma linha ou coluna.

Na Figura 11 temos uma representac¢do de H3 4. Temos que ||E3 4|| ¢ homeomorfo ao
Toro, isto é, 3 4 € uma triangulagio do Toro e ndo pode ser realizada em IR?, pois neste caso

existiria um mergulho topolégico do Toro em R?, o que é um absurdo.

Figura 11 — Representacgdo de K3 4.

(1,1} i2,2) 1,3 i2, 4) 1,1}
I I

|{1,1}|[1,2] {1!3}|{1j4] 13,3 (1,4} (3, 1) .2 (3, 3)
I I

(2,1 Il| (2,2))(2,3){ (2,4)] iz, 1 (3, 2} i2,3) 13, 4) 12,1
(3,1(3.2)[3.3)[(3.4 ' L

1.3 i2, 4) i1, 1) |12. 2) 1,3

Tabuleiro de Xadrez 3x4 Representagio do complexo simplicial ﬁl.q_

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Nosso préximo passo € definir as aplicagdes simpliciais, que estabelecerdo uma conexao

entre combinatdria e topologia.

Definicao 2.3.10. Sejam K e L dois complexos simpliciais. Uma aplicacdo simplicial de K em
L é uma aplicagdo f: V(K) — V(L) que leva simplexos em simplexos, isto &, f(F) € L sempre
que F € K. Uma aplicacdo simplicial bijetiva cuja inversa também € uma aplicacdo simplicial é
chamada um isomorfismo de complexos simpliciais abstratos. Se existe um isomorfismo entre os

complexos simpliciais K e L, eles sdo chamados isomorfos, e escrevemos K = L.

Observacao 2.3.11. Note que cada k- simplexo ¢ € K é levado para um /- simplexo f(o) € L,
onde [ <k, poisl =|V(f(o))|—1=|f(V(o))|-1<|V(o)|-1=k.

Definicao 2.3.12. Sejam A; e A, complexos simpliciais geométricos, K e K, seus respectivos
complexos simpliciais abstratos, e f : V(K;) — V(K>) uma aplicag@o simplicial de K; em K.

Definiremos a aplicacdo extensdo afim de f,

A= TJAx]] = [1Agl] (2.22)

estendendo f linearmente nos interiores relativos dos simplexos de A, da seguinte maneira:
se 0 = supp (x) € A; é o suporte de x, os vértices de G s30 vy, ..., Vi, € X = YA_, 04v; com
ap,...,o >0e Z{-{:o a; = 1, definimos:

k
1) =Y aif (vi). (2.23)
i=0

Observacao 2.3.13. Note que ||f|| € bem definida, pois sendo f uma aplicagdo simplicial, o

conjunto de vértices {f(vo), ..., f(vi)} é sempre o conjunto de vértices de um simplexo em Ay.

Lema 2.3.14. Seja A um complexo simplicial e X um espago topoldgico. A fungdo f: ||A|| — X

€ continua se, € somente se ﬂc : 0 — X € continua, para todo o € A.

Demonstragdo. (=) Dado o € A, temos que ¢ C [|A|| € um subespaco, entdo obviamente

fjo : © — X é continua, pois f : |[A]| — X € continua.

(<) Note que:

A|| = U . (2.24)

oEA

Seja C fechado de X. Pela hipétese, para qualquer ¢ € A, (f|6)’1(C) =onf1(C)é
fechado.

Temos:

)=

U c] Nf ') =Jonsr (). (2.25)

ocA ocA

Logo, f~! (C) é fechado, pois € unido finita de fechados. O
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Proposicao 2.3.15. Sejam K| e K, complexos simpliciais abstratos, A; e A, seus respectivos
complexos simpliciais geométricos. Seja f : V(K;) — V(K;) uma aplicagdo simplicial, entao
A= AL = []A2

entdo || f

é continua. Se f € injetora, entdo ||f|| € injetora, e se f é um isomorfismo,

¢ um homeomorfismo.

Demonstragcdo. Seja 6 € Ay, onde V(o) = {vy,..., v}, entdo

11l = 0 = [|Aalf;

k k
Z ;v —r Z Oc,-f(vi). (226)
i=0 i=0

¢ claramente continua e, pelo Lema 2.3.14, segue que ||f|| é continua.
Suponhamos f injetora e sejam x, y € ||A;|| tais que || f||(x) = ||f]|(»).

Suponhamos ainda que:

k
xX= Z o;vi, onde V(supp(x))={vo,...,vk}; (2.27)
i=0
k/
y= Z ﬁjv;-, onde V(supp(y)) = {vp,...,Vs}. (2.28)
j=0
Segue que:
k 14
111(x) = Y aif (i) e [IfII) = X Bif (V) (2.29)
i=0 j=0

Se || f11(x) = [|f1|(+), entdo {f(vo), ... f(vi)} = {f(v)), ., f(v},) }. Como f € injetora
por hipétese, temos k =k’ e {vo,...,vi} = {V],...,v}. Assim podemos supor, sem perda de

. / .
generalidade, v; = v; e segue que:

k

k
[1£11(x) = [1£1/(¥) 0 que implica Y aif (vi) = ;)ﬁif (vi)- (2.30)

i=0

Como f é aplicacao simplicial, { f(vo), ..., f(vk)} € um k- simplexo, logo o; = f;, para
todoi=0,1,...,k, e assim x = y.

Suponhamos £ isomorfismo. E imediato que ||f|| : [|A1|| — ||Az|| é continua.

Pela hipétese, f~! : K» — K| também é aplicacio simplicial e, assim, a aplicacio
I1I£7Y] : ||A2]| = ||A1]| é continua. Basta notar que ||f||~' = ||f~!].

Assim, || f|| e ||f||~" sdo continuas e, portanto, || f|| ¢ homeomorfismo. O
Corolario 2.3.16. Sejam K; e K, dois complexos simpliciais abstratos, A; e Ay seus respec-

tivos complexos simpliciais geométricos. Se K e K, sdo isomorfos, entdo ||A;|| e ||Az|| sdo

homeomorfos.
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Observacao 2.3.17. A volta do Corolério 2.3.16 ndo vale. Na Figura 12 temos um contraexemplo,
pois ambos os poliedros dos complexos geométricos sdo homeomorfos 4 S! mas os complexos

simpliciais t€ém cardinalidades distintas (3 e 5) e, portanto, ndo existe bijecdo entre eles.

Figura 12 — Contra exemplo para a volta do Corolério 2.3.16.

1 st
[ " ]

hamemarfo

4 2 3

Fonte: Elaborada pelo autor.

2.4 Dimensao de realizacoes geométricas

Nosso objetivo nesta secao é mostrar que qualquer d- dimensional complexo simplicial
tem uma realizacio geométrica em R??*!. Isso significa um resultado mais preciso sobre a
realizacao geométrica de um complexo simplicial em comparacdo aquela exibida na demons-
tracdo da Proposicdo 2.3.6. Mais adiante, com o Teorema de Van Kampen-Flores (Teorema
5.1.17) veremos que este € um resultado otimizado, pois o d- dimensional complexo simplicial

(629+2)=4 n3o tem realizagio geométrica em R??.

Para d = 1, o que iremos demonstrar é que todo grafo pode ser representado em R3. Para
efeito de motivacdo ao resultado principal desta secdo, iremos demonstrar que o grafo K5 nao
€ um grafo planar, isto €, nao pode ser representado em R? e, assim, o resultado se mostra, ja

nesse caso, um importante resultado.

Exemplo 2.4.1. Suponhamos que K5 possui uma representacdo no plano. Claramente, existe
um ciclo de comprimento 5 em Ks5. Divida o plano em interior e exterior deste ciclo (isto é
possivel pelo Teorema 2.4.2). Tanto no exterior quanto no interior teremos no maximo duas
arestas em cada parte (note que o plano é homeomorfo a §? \ {S}, onde S denota o pélo sul e
ficard f4cil visualizar, porque temos no maximo duas arestas no exterior). Assim, teremos no

maximo 5+ 2 +2 =9 < 10 arestas, o que € um absurdo.

Teorema 2.4.2 (Teorema da curva de Jordan). (MUNKRES, 2000),Theorem 63.4, pg.390) Seja
C uma curva fechada em S2. Entdo C separa S? em exatamente duas componentes conexas W e

W,. Além disso, C € fronteira de W; e W, ao mesmo tempo, isto é, C = W, —W,, parai=1,2.

Primeiramente, vamos enunciar e provar os seguintes resultados.
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Figura 13 — Grafo K.

exterior

K Temos no maximo duas
5 arestas no interior,
assim como no exterior.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Lema 2.4.3. Seja K um complexo simplicial. Se f: V(K) — R? é uma aplicacio injetiva tal que

f(FUG) é geometricamente independente, para quaisquer F, G € K. Entdo, a associagdo:

F s or Y conv(F) (2.31)
fornece uma realizagio geométrica de K em RY.

Demonstragdo. Claramente (C.S. 1) € satisfeita, pois toda face de oF, para F € K é da forma

conv(G), onde G C F e, portanto, conv(G) = og, para G € K.

Vamos verificar (C.S. 2): sejam of, 0g, para F, G € K. Como f(F UG) é geometrica-

mente independente por hipétese, como na demonstracao do Lema 2.1.24, temos:

Or N OGg = OFnG- (2.32)

Como orng € face de oF e 0, pois FNG C F e FNG C G, segue que of N o € face
deore OG- L]

Definiciio 2.4.4. A curva momento v em R¢ é dada por
y={y(t) = (t,1...1") eR% t e R} C R (2.33)

Lema 2.4.5. Dado um hiperplano H C R?, H intersecta a curva momento em no maximo d
pontos. Consequentemente, qualquer conjunto de d + 1 pontos distintos em Y é geometricamente
independente. Mais ainda, se Y intersecta um hiperplano H C R¢ em d pontos distintos, em cada

interseccdo Y atravessa para o outro lado de H.
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Demonstracdo. Um hiperplano H C R? tem equagio do tipo:

H = {(x1,x2,....,x4) € Rd; ayxy +axxy + -+ +agxg = b}, (2.34)

onde (ay,...,aq) # (0,...,0).
Se um ponto ¥(¢) de y estd em H, entdo ajt + axt> + - -- +ayt? = b.
Logo, o conjunto {r € R; y(r) € H} consiste das raizes do polindmio:

d
p(l‘) =at +a2t2 4 ... +adtd —b= <Z aiti) —b. (2.35)
i=1

Pelo Teorema Fundamental da Algebra, como deg(p) < d, o polindmio p tem no maximo
d raizes e, entdo, a interseccdo de Y com H tem no maximo d pontos.

Suponhamos que Y intersecta H em d pontos distintos. Entdo, p(¢) tem d raizes distintas,
1sto é,

p(t)=aq.(t—r).(t—ry)..(t —1q), aq#0, (2.36)

onde r; # rj, parai, j € {1,2,...,d} ei # j.

Para mostrar que Y atravessa para o outro lado de H em cada intersec¢@o y(r;), devemos

mostrar que p(t) esté crescendo ou decrescendo ao redor daquele ponto, o que significa p’(r;) # 0.

De fato,
d
p(t) = lag.(t—r)] Hr—r] : (2.37)
i
Entao:
/
d d
p) = ag |[[J¢—r)| +laa.c—r)] |T]C—ri)]| - (2.38)
j=1 j=1
J#i J#i
Logo,
d
P(ri)=ay. H(”i—rj) #0, (2.39)
j=1
J#i

pois todas as raizes sdo distintas. [



2.4. Dimensdo de realizacbes geométricas 43

Figura 14 — Curva momento no plano e intersecgdes.

}(L )

Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 2.4.6. No caso d =2, o que o Lema 2.4.5 nos afirma é que qualquer reta intersecta a
curva momento ¥y = {(¢,#%); t € R} em no méximo dois pontos (todos 0s casos sdo mostrados
na Figura 14) e quando intersecta em dois pontos, a curva momento atravessa os semiplanos

definidos pela reta.

Teorema 2.4.7 (Realizacdo geométrica). Seja K um d- dimensional complexo simplicial. Entao,

K tem uma realizacdo geométrica em R??*1,

Demonstragdo. Defina uma aplicagio f : V(K) — R??*! tal que cada vértice de K é associado

a um ponto distinto da curva momento y em R24+!,

Assim, se provarmos a condi¢do do Lema 2.4.3, teremos uma realizacdo geométrica de
K em R2d+1

Dados F, G € K temos:

IFUG|<|F|+|G|<(d+1)+(d+1)=2d+2. (2.40)

Pelo Lema 2.4.5,2d +2 = (2d + 1) + 1 pontos em ¥ sdo geometricamente independentes,
logo f(F UG) é geometricamente independente, pois | f(FUG)| < 2d +2 e a condi¢do do Lema
2.4.3 esta verificada. ]

A seguir temos um resultado interessante, o qual segue do Teorema 2.4.7, sobre mergulho
topoldgico de uma superficie fechada (compacta e sem bordo) em um espaco Euclideano. Para

isto, precisamos do Teorema de Radd, enunciado a seguir:

Definicao 2.4.8. Uma triangularizacdo para uma superficie M € uma triangulacdo A de M, onde
A € um 2- dimensional complexo simplicial que satisfaz a seguinte condi¢do: se ¢ € A, existe

T € A um 2-simplexo tal que o C 7.
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Teorema 2.4.9 (Teorema de Rad6). (RADO, 1925) Toda superficie fechada pode ser triangulari-

zada.

Teorema 2.4.10. Toda superficie fechada pode ser mergulhada topologicamente em RR>.

Demonstragcdo. Seja M uma superficie fechada, entdo pelo Teorema de Radé (Teorema 2.4.9)
M tem uma triangularizacdo A. Entdo, ||A|| € homeomorfo a M e pelo Teorema 2.4.7 temos
uma realizacio geométrica de A em R> e, consequentemente, um mergulho topolégico de M em
R3. O

2.5 Complexos simpliciais e Posets

Nesta secdo, estudaremos a correspondéncia entre complexos simpliciais finitos e posets

finitos.

Definicao 2.5.1. Um conjunto parcialmente ordenado, ou simplesmente poset (partially ordered
set), ¢ um par (P, <), onde P é um conjunto ndo vazio e < é uma relagio de ordem, ou seja, uma

relacdo bindria reflexiva, transitiva e antissimétrica.

Observacio 2.5.2. Frequentemente, denotaremos o poset (P, <) apenas como P, omitindo a

relacdo de ordem.

Definicao 2.5.3. O complexo ordem de um poset P é o complexo simplicial A(P), cujos vértices
sdo os elementos de P e cujos simplexos sdo todas as cadeias (isto €, subconjuntos ordenados

{x1,x%2,...,x¢ },onde x] < xy < ... <x;)em P.

Definicio 2.5.4. O poset face de um complexo simplicial K é o poset P(K), o qual é o conjunto

de todos os simplexos nio vazios de K ordenados pela relacio de inclusdo.

Exemplo 2.5.5. Na Figura 15 temos um complexo simplicial e seu respectivo poset face.

Figura 15 — Exemplo de poset face.

Fonte: Adaptada de Matousek (2008, pg. 18).
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Definicdo 2.5.6. Dado um complexo simplicial K, o complexo simplicial

sd(K) < A(P(K)) (2.41)

(isto €, o complexo ordem do poset face de K) € chamado subdivisdo baricéntrica de K.

Observacdo 2.5.7. Mais explicitamente, os vértices de sd(K) s@o os simplexos ndo vazios de K,

e os simplexos de sd(K) sdo as cadeias dos simplexos de K ordenados pela inclusio.

Dada uma realiza¢do geométrica de K, construimos a partir dela uma realizacdo geomé-
trica de sd(K), colocando o vértice de ¢ € K no seu centro de gravidade (como na Figura 16). A
partir dessa realizagdo geométrica, como é sugestivo na Figura 16, temos ||K|| homeomorfo a
[lsd(K)]-

Figura 16 — Exemplo de subdivisao baricéntrica.

B4 g

{1,2,3} o

1} (1,2]

K sd (K)

Fonte: Adaptada de Matousek (2008, pg. 18).

Definicio 2.5.8. Sejam (P}, <) e (P, X») posets. Uma aplicacédo f : P, — P, é chamada mond-
tona se x <1 y implica f(x) < f(y).

Proposicao 2.5.9. Cada aplicacdo monétona f : P — P> entre posets é também uma aplicacio
simplicial f: V(A(Py)) — V(A(P,)).

Demonstragdo. Inicialmente note f: V(A(P;)) — V(A(P,)) estd bem definida, pois V(A(Py)) =
P1 € V(A(Pz)) = Pz.

Vamos mostrar agora que f €, de fato, uma aplicac¢@o simplicial: seja {xy,xp,...,x;} €
A(Py), onde x; <1 xp = ... <1 X%

Entao:

f({xl,xz, ...,Xk}) = {f(.XI),f()Q), ...,f(xk)}, onde vale f(xl) = f(X2) <5...3% f(xk),



46 Capitulo 2. Complexos simpliciais e Joins

pois f é monétona.
Logo, f({x1,x2,...0}) = {f(x1), f(x2), ... f(3i) } € Ao =

Proposicao 2.5.10. Sejam K e K, complexos simpliciais, € Aj, Ay seus respectivos complexos
simpliciais geométricos. Consideremos uma aplicacao arbitrdria f que associa cada simplexo
F € K} aum simplexo f(F) € K e suponha que se F/ C F, entdo f(F') C f(F). Assim, f pode
ser considerada como uma aplicag¢@o simplicial de sd(K}) em sd(K3), e induz uma aplica¢do
continua || f[[ : [|A1]] — [|Az]].

Demonstracdo. Vamos mostrar que f : sd(K;) — sd (K3 ) é aplicac¢do simplicial. Seja {F|,F», ..., F;} €
sd(Ky),isto é, F1,F,...F,eKie | CF, C..CF.

Por hip6tese, f(F1), f(F2),....f(Fk) € Kz e f(F1) C f(F2) C ... C f(Fy).

Logo, f({F1,F2,.... i }) ={f(F1),f(F2),....f(Fx)} € sd(K3) e, portanto, f é aplicacao
simplicial.

Temos a aplicacdo extensdo afim || f]| : |[sd(K})|| — ||sd(K2)|| e como ||A;|| € homeo-
morfo a ||sd(K1)|| e ||Az

¢ homeomorfo a ||sd(K3)||, é induzida uma aplicagio:
A= 1AL = [Aq]. (2.42)

[]

2.6 Joins

O produto cartesiano X x Y de dois espagos topologicos X e Y também € um espaco
topoldgico, porém o produto de dois simplexos de dimensdo ao menos 1 ndo € um simplexo (veja
Figura 17). Introduziremos uma operacdo em que o produto de dois simplexos € um simplexo,
chamada join e denotada por *. Assim, podemos definir o join de dois complexos simpliciais,

obtendo um novo complexo simplicial.

Figura 17 — Exemplo de produto cartesiano e join de simplexos.

| % — O produto cartesiano de
L | simplexos ndo & um
K \Ir ¥ . vf simplexo neste caso.
| ¥ —_— — DQ 0 join de dois simplexos
L sempre & um simplexo,

Fonte: Adaptada de Matousek (2008, pg. 73 e 74).



2.6. Joins 47

Definicao 2.6.1. Sejam K e L dois complexos simpliciais. O join K * L é o complexo simplicial
com conjunto de vértices V(K) WV (L) wf V(K) x {1} UV(L) x {2} e conjunto de simplexos

{FWG;FeK,GeL}.

Observacio 2.6.2. Dado um complexo simplicial K, temos o n- join de K, denotado por K*”,
onde o conjunto de vértices é V(K) x {1} U...UV(K) x {n} e conjunto de simplexos {F; & F, ¥
LW FLE, LB, E K}

0 0

Exemplo 2.6.3. Seja o 0- simplexo 6°, que consiste de um ponto. Temos que 6° « 6% é um seg-
mento, mais geralmente, temos (¢”)*" isomorfo a 6"~ ! e, consequentemente, ¥ x 6/ isomorfo

a Gk+l+l’ pois okx ol = (GO)*(k+1) % (GO>*(1+1) _ (GO)*(k+l+2) — gkti+1

Exemplo 2.6.4. Seja D, = {0,{1},{2}} um complexo simplicial correspondendo a um espago

discreto de 2 pontos. Note que ||D,|| ¢ homeomorfo a S°. Vamos analisar o n-join D3".

O conjunto de vértices pode ser identificado com [2] X [1] e um subconjunto do conjunto
de vértices é um simplexo se ndo contém (1,7) e (2,7) para algum i € [n] a0 mesmo tempo. Logo,
D™ é o complexo simplicial ¢"~! (veja Exemplo 2.3.7). Temos ||0"~!|| homeomorfo a S~ ! e,
portanto, ||D3"|| é homeomorfo a $"~!.

X xY x[0,1
Definicao 2.6.5. Sejam X e Y espacos topoldgicos. O join X Y € o espago quociente #,

onde a relagdo de equivaléncia &~ é dada por (x,y,0) ~ (x,y,0), para todo x,x' € X e yE Ye

(x,y,1) ~ (x,y',1), paratodox € X e y,y' €Y.

Exemplo 2.6.6. Sejam X e Y dois simplexos de dimensao 1. Veja na Figura 18 como obter o

join X Y.
Figura 18 — Exemplo de join.

3 ¥

ILTT ol rs

v ¥

W

/ A
X v t=0 t=1 XY
X xY x[0,1]

Fonte: Adaptada de Matousek (2008, pg. 75).

e, assim, (S9)*"

Exemplo 2.6.7. Pelo Exemplo 2.6.4, temos que ||D3"|| ¢ homeomorfo a |||
é homeomorfo a §" 1. Consequentemente, Sk x S! ¢ homeomorfo a S¥H+1,



48 Capitulo 2. Complexos simpliciais e Joins

Exemplo 2.6.8. Dado um espaco topoldgico X, o cone de X, denotado por cone (X) e definido
como sendo o espaco quociente (X x [0,1]) /(X x {1}), pode ser identificado pelo join do espago

X com o espago de um ponto {p}, isto é, cone (X) é homeomorfo a X * { p}.

A suspensdo de X, denotada, por susp (X), e definida como sendo o espago quociente
(X x [0,1])/(X x {0},X x {1}), pode ser identificada pelo join do espaco X com S°, isto &,
susp (X) é homeomorfo a X + 5°.

Uma interpretacdo geométrica do join € dada pela proposicdo a seguir.

Proposicao 2.6.9. Suponha que X e Y sejam subespagos de um mesmo espaco Euclideano e
que X CU eY CV,onde U eV sdo subespacos afim de algum R" tais que U NV =0 e conv
(UUYV) tem dimensdo dim U + dim V +1. Suponha também que X e Y sejam limitados. Entio,

X %Y € homeomorfo ao espaco:
z% [ixt(1—1)y; t€[0,1], x€X, yeY} C R, (2.43)
isto €, a unido de todos os segmentos conectando um ponto de X a um ponto de Y.

Figura 19 — Representacdo da afirmacdo da Proposicdo 2.6.9.

'}f

U XV Vv

Fonte: Matousek (2008, pg. 75).

Demonstragdo. Basta tomar a aplicagdo coninua X x Y x [0,1] — Z dada por

(x,y,1) = tx+ (1 —1)y. (2.44)

Esta aplicag¢do induz o homeomorfismo

X xY x|0,1]

~
~

—Z. (2.45)

O

A seguir enunciaremos um lema que nos auxiliard a demonstrar uma importante proprie-

dade sobre complexos simpliciais, dada pelo Teorema 2.6.11.
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Lema 2.6.10. Sejam U e V dois subespacos afim de algum R tais que U NV = 0 e a dimensdo
de conv (UUV) édim U +dimV +1. Suponha A C U e B C V geometricamente independentes.
Entdo, AU B é geometricamente independente. Mais ainda, a unido de todos os segmentos
conectando um ponto de conv(A) a um ponto de conv(B) é o simplexo conv(AUB).
Demonstragdo. Definadim (U)=n<dedim (V)=m<d.

Podemos supor A = {xy,...,x¢ },comk <n+1eB={yj,....,yp},comk’ <m+1. Assim,

existem Xg4q,...,Xp+1 € U € yp11,...,Ym+1 € V tais que:

conv ({X1, e, Xy Xgi 1 -y Xnt1 1) = U € conv ({31, s Yits Vo415 -5 Ymr1}) = V. (2.46)

Como UNV =0, temos ANB =0 e segue que AUB = {x1, ..., Xk, V1,...,yx } tem k+ K&’

elementos.

Suponha que A U B ndo seja geometricamente independente, o que significa:

dim ( conv({x1, ..., x5, ¥1,.., 0 }) ) < k+k —1. (2.47)

Logo,

dim (conv(UUV)) = dim ( conv({X1,..; X, Xkt 1y ees Xt 1y V1 s ees YKy V15 oy Vit 1 1) ) <
dim (conv({x1,...,Xg, Y1, -, Y }) ) +dim ( conv({Xks1, ey Xnt 1, Vi1 - Ymt1}) ) +1 <

k+K—1)+[(n+1)—k+(m+1)—K —1]+1=n+m+1. (2.48)

Assim, dim (conv(UUV)) < n+m+ 1, o que é um absurdo.

Agora vamos provar a segunda afirmacdo do lema. Note que
k

k
conv (A) :{ ox;; Y o =1eo; >0, izl,...,k} e (2.49)

1 i=1

1

k/ kl
conv (B) :{ Y Byis Y Bi=1eB;>0, = 1,...,k’}. (2.50)
j=1 j=1

A unido de todos os segmentos conectando um ponto de conv(A) a um ponto de conv(B),

que chamaremos de Z, € dada por:

Z={sx+(l—s)y;s€e[0,1], x € conv(A), y € conv(B)} =

k K k kK
{s. (Z (x,-xi) +(1—5). (Z ﬁjy,) :s€0,1], Zal-: Zﬁ,-: 1e oy, B zo}, (2.51)
i=1 j=1 i=1 j=1
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ondei=1,...n+lej=1,...m+1.

Como s. (Z;‘:l o) + (1 —3s). <Z’]‘-/:1Bj> =s+ (1 —s) =1, por 2.51 temos que Z é o
simplexo conv (AUB). O

Teorema 2.6.11. Sejam K e L complexos simpliciais. Entdo, ||K *L|| ¢ homeomorfo a ||K]||*]|L]|.

Demonstragdo. Sejam K e L complexos simpliciais. Entdo, existem subespagos afim U,V C R¢,
para algum d, onde U NV =0 e dim(conv (UUV)) =dim U + dimV +1 taisque V(K) CU e
V(L) C V sdo geometricamente independentes.

Assim, como K«L={FWG; F € K, G € L}, segue que
||K*L||={x€conv(FUG); FeV(K), GeV(L)} (2.52)

e, pelo Lema 2.6.10, ||K L
de ||K|| a um ponto de ||L||. Pela Proposi¢do 2.6.9,

¢ homeomorfo a unido de todos os segmentos conectando um ponto

K|| % ||L|| também é homeomorfo a unido

de todos os segmentos conectando um ponto de ||K|| a um ponto de ||L||. Logo, ||K||*||L|| é

homeomorfo a ||K*L||. O

Observacao 2.6.12. Um ponto do join X xY formalmente € dado por uma classe de equivaléncia
[(x,y,2)],ondex € X,y €Y et € [0,1]. Vamos denotar este ponto por zx® (1 —¢)y. Analogamente,
um ponto do n-join X*" € dado por t1x| Btrxy B --- Btyx,, onde x1,x2,....,X, € X € 11,12, ...,1,

sdo nimeros reais ndo-negativos tais que ) ', t; = 1.

Note que a notagdo tx @ (1 —¢)y ndo é uma combinagdo convexa dos pontos x e y. De
fato, se X =Y e a,b € X, com a # b, temos que 1a® 3b = [(a,b,3)] # [(b,a,5)] = 3b S 3a em
X*2, mas %a + %b = %b + %a na combinagdo convexa.

Definicao 2.6.13. Sejam f: X; — X3 e g: Y| — Y, aplicacdes continuas. Entdo, o join destas

aplicagdes, denotado por f * g € a aplicacdo:

[fxg: X1 %Y = X x>, (2.53)
dada por
(@ (1= 1)y = ££(x) & (1 - )g(y), (2.54)
ou, equivalentemente,
[ 30)] = (£ 8000 (2.55)

Observacao 2.6.14. Sendo f: X; — X, e g: Y] — Y, aplicagdes continuas, entdo f*g: X;xY] —

X5 x Y, também é continua.

Observacao 2.6.15. O produto cartesiano X x Y pode ser mergulhado topologicamente em X x Y
por (x,y) — %x@ %y (veja na Figura 20 o exemplo para X =Y = ¢!). Analogamente, o produto

cartesiano X" pode ser mergulhado em X*” por (x1,x2,...,x,) — %xl @ %xz D...P %xn.
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Figura 20 — Exemplo de mergulho do produto cartesiano no join.

f
X |' .
A xY
Fonte: Adaptada de Matousek (2008, pg. 77).
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CAPITULO

O TEOREMA DE BORSUK-ULAM E SUAS
APLICACOES DIRETAS

Neste capitulo serd enunciado o Teorema de Borsuk-Ulam, a principal ferramenta topo-
16gica em combinatéria e geometria deste trabalho. O Teorema sera apresentado em diferentes
afirmagoes (algumas combinatoriais), as quais provaremos serem todas equivalentes a afirmacao
inicial. Em seguida, introduziremos ferramentas para demonstrar a veracidade do teorema e
aplicaremos o mesmo em problemas combinatoriais e geométricos, tais como o Teorema do
sanduiche de presunto, o Teorema do colar , a Conjectura de Kneser, entre outros. As principais
referéncias deste capitulo sao (MATOUSEK, 2008) e (HATCHER, 2002).

3.1 Teorema de Borsuk-Ulam

Definicdo 3.1.1. A fung@o continua A : " — §" definida por A(x) = —x, Vx € §” é chamada

aplicagdo antipodal. O ponto —x € §" é chamado o antipoda de x € §".

A seguir, introduzimos o Teorema de Borsuk-Ulam em seis afirmagdes equivalentes.

Teorema 3.1.2 (Teorema de Borsuk-Ulam). Para todo n > 0, as afirmagdes a seguir sdo equiva-

lentes e verdadeiras:
(BU 1a) Dada uma aplicagdo continua f : S" — R”, existe x € §" tal que f(x) = f(—x).

(BU 1b) Dada uma aplicagdo continua f : §" — R” a qual preserva pontos antipodas,
isto é, f(—x) = —f(x), Vx € §", entdo existe x € S” tal que f(x) =0.

(BU 2a) Nio existe aplicacio continua f : §" — §"~! preservando pontos antipodas.

(BU 2b) Nio existe uma aplicacio continua f : B" — §"~! preservando pontos antipodas
na fronteira, isto é, f(—x) = —f(x), Vx € "~ ! = dB", onde B" = {x € R"; ||x|| < 1}.
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(LS-¢) (LUSTERNIK; SCHNIRELMAN, 1930) Para qualquer cobertura Fy, ..., F; 1
de §" por (n+ 1) conjuntos fechados, existe pelo menos um conjunto F; contendo um par de
pontos antipodas, isto é, F; N (—F;) # 0, onde —F; = {—x; x € §"} é o conjunto dos pontos
antipodas de F;.

(LS-0) (LUSTERNIK; SCHNIRELMAN, 1930) Para qualquer cobertura Uy, ...,U, 11
de §" por (n+ 1) conjuntos abertos, existe pelo menos um conjunto U; contendo um par de
pontos antipodas, isto é, U; N (—U;) # 0.

Inicialmente, demonstraremos a equivaléncia das seis afirmacdes do teorema.

Demonstragdo das equivaléncias do Teorema de Borsuk-Ulam (Teorema 3.1.2). Primeiramente,

vamos demonstrar que (BU 1a), (BU 1b) e (BU 2a) sdo equivalentes.
(BU 1a) = (BU 1b) Seja f : " — R uma aplicacdo continua preservando pontos antipodas.

Pela hipétese, existe x € " tal que f(x) = f(—x). Como f preserva pontos antipodas,
temos f(—x) = —f(x), logo f(x) = f(—x) = —f(x), o que implica f(x) = 0.
(BU 1b) = (BU 1a) Seja f: " — R" uma aplicac¢do continua. Defina g : $” — R", pela expressao
g(x) = f(x) — f(—x), para todo x € S".

Temos, para todo x € S",

logo g preserva pontos antipodas.

Pela hipétese, existe x € S” tal que g(x) = 0. Assim:
0=g(x)=f(x)— f(—x) =0, 0 que implica f(x) = f(—x). (3.2)

(BU 1b) = (BU 2a) Suponha que exista uma aplicagiio continua f : " — S"~! que preserva
pontos antipodas. Como S"~! C R”, podemos considerar a inclusio i : ! — R" e tomar a
composta io f : §" — R", a qual € uma aplicacdo continua preservando pontos antipodas que

ndo se anula em nenhum ponto, o que contraria a hipdtese.

(BU 2a) = (BU 1b) Seja f : " — R" uma aplicacio continua preservando pontos antipodas.
Suponha que f(x) # 0, Vx € S, defina g : S" — §" ! por g(x) = %, Vx € §". Entéo, g estd
bem definida, pois f(x) # 0, Vx € S, e g € continua. Além disto, g preserva pontos antipodas, o

que contradiz (BU 2a).

Assim, provamos que as trés primeiras afirmacgdes ((BU 1a), (BU 1b) e (BU 2a)) sao
equivalentes. Em seguida, provaremos a equivaléncia entre (BU 2a) e (BU 2b), o que implicara

a equivaléncia das quatro primeiras afirmacdes.
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(BU 2b) = (BU 2a) Seja U = {(x1,...,xn+1) € S*; xp41 > 0}. Inicialmente, note que a projecdo
r : U — B" dada por:

(X1 eeey X 1) > (XD eeey Xn) (3.3)

¢ um homeomorfismo.

Figura 21 — Proje¢ao w : U — B".

Fonte: Matousek (2008, pg. 24).

Suponha que exista uma aplicagio continua f : S — §"~! preservando pontos antipodas.
Defina g : B" — S"~! por g(x) = f(z~'(x)), Vx € B".

Entio, g = fon~! é continua, pois é composi¢io de fungdes continuas.

Mostremos que g preserva pontos antipodas na fronteira. De fato, se (x1,...,x,) € dB",
entdo Y, x? = 1 e, portanto, £~ (x1,...,x,) = (X1, ...,Xn,0). Assim, V(x1,...,x,) € IB"™:

g(x1,y . Xy) = fr N xy,x)) = flxt, .y x,,0),
g(—x1y.,—xp) = fr N =x1,...,—x)) = f(=x1,...,—x,,0). (3.4)
Como f preserva pontos antipodas, temos f(x,...,x,,0) = —f(—x1,...,—x,,0). Logo,
g(x1,...,x,) = —g(—x1,...,—x,) e, portanto, g preserva pontos antipodas em dB" = S"~!, o que
contradiz (BU 2b).

(BU 2a) = (BU 2b) Suponha que exista g : B" — S"~! uma aplicacio continua preservando
pontos antipodas em dB" = §"~!. Defina f : §" — §"~! da seguinte forma:

o) = g(m(x)), se xeU,
&) {—g(n(—x)), se xe—U.

Vamos mostrar que f estd bem definida. Note que se x € —U, entdo —x € U, logo
—g(m(—x)) estd bem definido. Resta mostrar que g(7(x)) = —g(n(—x)) ,Vx e UN(=-U).

Se (x1,...,%p41) € UN(=U), entdo x,11 = 0 e temos:

n

(X1, Xn1) = (X1, -,X,0), onde Y x7 = 1. (3.5)
i=1
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Assim,

n
g(m(xy,...,xn,0)) = glx1,...,x,), onde inzzl;
i=1

n
—g(m(—x1,...,—x,,0)) = —g(—x1,...,—x,), onde lez =1. (3.6)
i=1
n
Como VY (x1,...,x,41) € UN(=U) satisfaz (x1,...,x,4+1) = (x1,...,X,,0), com lez =1,
i=1
entio (xq,...,x,,0) € dB" = S"~!. Temos que g preserva pontos antipodas em dB" = §"~!, logo:

g(m(xy, .oy xn,0)) = g(x1, .0y Xn) = —g(—x1, .0, —Xy) =
—g(m(=x1,..., —xn,0)), V(x1,...,x,,0) € IB" = 5" 1. (3.7

Portanto, f estd bem definida e € continua pelo Lema da Colagem (Lema 3.1.3), ja que
U e —U sao fechados.

Lema 3.1.3 (Lema da colagem). (MUNKRES, 2000), Theorem 3.18, pg.108) Seja X =AUB
um espaco topoldgico, onde A e B sdo fechados. Sejam f: A — Y e g: B — Y fun¢des continuas.
Se f(x) = g(x), para todo x € AN B, entdo a fun¢do i : X — Y definida por i(x) = f(x),sex €A

e h(x) = g(x), se x € B é continua.

Falta mostrar que f preserva pontos antipodas e, assim, teremos f : " — §"~! continua
preservando pontos antipodas, o que € uma contradi¢ao.

Seja (x1,...,xp+1) € 8", sem perda de generalidade podemos supor que (x1,...,x,+1) € U
(o caso (x1,...,xy+1) € —U € andlogo). Temos (—xy,...,—x,+1) € —U, entdo:

flx1, e Xpr1) = g(m(xy, oy Xny1)) = g(x1, ey Xn),
Fxm =) = =g (xtes =X )) = g1 e). (38)

Portanto, f(x1,...,xp1+1) = —f(—X1,...,—Xs+1), logo f preserva pontos antipodas, o que
€ uma contradi¢do.

Agora vamos mostrar que (LS-c¢) implica (BU 2a) e (BU 1a) implica (LS-c).

(BU 1a) = (LLS-c¢) Dada uma cobertura Fi, ..., F;, | de S” por n+ 1 conjuntos fechados, definimos

uma funcdo f : §" — R" da seguinte forma:
x+— (dist(x, Fy), ..., dist(x, F,)), (3.9
onde dist(x, F;) denota a distncia do ponto x € §" ao conjunto F;, para cada i € [n].

Cada funcdo coordenada € continua, logo f é continua.

Por hipétese, existe x € S” tal que f(x) = f(—x) =y, isto é:

J(x) = (dist(x, Fi))izy =y = (dist(—x, 7))y = f(—x). (3.10)
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Se a i-ésima coordenada de y € igual a zero, entdo dist(x, F;) = 0 e dist(—x, F;) = 0, logo,
como F; é fechado, segue que x, —x € F;. Se todas as coordenadas de y sdo nao nulas, entdo x e

—x ndo estdo em F U...UF;,, o que implica que x, —x € F;, 1, pois F{U...UF,; 1 = 5"

(LS-c) = (BU 2a) Suponha que exista f : §” — §"~! continua preservando pontos antipodas.
Vamos construir uma cobertura Fi, ..., F,, | de conjuntos fechados para S” tal que nenhum deles

contém um par de pontos antipodas, o que contradiz (LS-c).

Para isso, considere um n- simplexo em R” (contendo 0 no seu interior) e projete as

(n — 1)-dimensionais faces radialmente de 0 em $"~!, como na Figura 22.

Figura 22 — Exemplo para o caso n = 2.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Sejam Fy,...,F, 1 as (n+ 1) faces do n- simplexo, com dimensédo (n — 1), obtidas pela

projecao radial.

Entdo, f~'(F),...,f '(F,y1) é uma cobertura de S" por (n+ 1) conjuntos fechados,
onde nenhum deles contém um par de pontos antipodas. De fato, seja x € S" tal que x, —x €
f~Y(F;) para algum F,. Segue que f(x), f(—x) € F; e como f preserva pontos antipodas, te-
mos f(—x) = —f(x) e, assim, f(x),—f(x) € F;, o que € uma contradi¢do, pois uma (n — 1)-

dimensional face de um n-simplexo nao contém nenhum par de pontos antipodas.
Para finalizar, mostraremos que (LS- ¢) e (LS- 0) s@o equivalentes.

(LLS- ¢) = (LS- o) Basta mostrar que para toda cobertura aberta Uy, ...U,;| de S" existe
uma cobertura fechada Fi,...,F,1 de $" tal que F; C U;, para todo i = 1,...,n+ 1, pois por

hipétese existird x € S” tal que x, —x € F; para algum i e, portanto, x, —x € U,.

Seja x € §", entdo x € U;, para algum i. Tome uma vizinhanca aberta V, tal que x € Vy e

V, C U; . Assim, temos uma cobertura U V, =8" e como S" é compacta, existe uma subcobertura

xesht
finita Vy,,Vy,,...,Vy, de §". Desta subcobertura finita obtemos a cobertura fechada Fi, ..., F 1,
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onde Fy, para todo k € [n+ 1] é dado por:

F, = { U Vi, sonde Jy ={j: Vi, CUp} parak = 1,...,n—|—1}. (3.11)
Jj€Jk

Note que para cada k € [n+ 1], F; é fechado, pois é unido finita de fechados.

Por hipétese, existe x € §" tal que x, —x € F;, para algum i € [n+ 1]. Logo, por (3.11)

segue que x, —x € U;, como queriamos demonstrar.

(LS- 0) = (LS- ¢) Dada uma cobertura fechada Fi,...,F, de S", para cada € > 0

definimos uma cobertura aberta U, ...,U¥, |, onde:

Uf ={xeS"; dist(x,F;) < €}. (3.12)

Dada uma sequéncia (€;) tal que €; — 0, temos por hipétese que:
para cada j, existe x; € S” tal que dist(x;, F;) < €; e dist(—x;,F;) < &j, paraalgumi=1,...,n+1.(3.13)
Assim, obtemos uma sequéncia xp,X1,x2,...,Xj,... € S" tal que dist(x;,F;) < & e

dist(—x;,F;) < €;, para algum i e, portanto, algum F; aparece infinitas vezes nesta sequéncia,

logo, sem perda de generalidade, podemos supor o mesmo fechado F; para todo ;.

Note que

lim dist(xj,F;) =0 e lim dist(—xj,F;) = 0. (3.14)

jreo jreo

Como S" é compacta, segue que a sequéncia (x;) admite uma subsequéncia convergente

Assim:

(xXn;) = x e (—xn;) = —x. (3.15)
Como F; € fechado, segue que x, —x € F;, como queriamos demonstrar. L

A seguir apresentaremos uma versao combinatorial do Teorema de Borsuk-Ulam, conhe-

cida como Lema de Tucker .

Definicao 3.1.4. Seja T uma triangulag¢do (finita, isto €, tem finitos simplexos) da bola n-
dimensional B". Dizemos que T € uma triangulacdo antipodalmente simétrica na fronteira de
B" se o conjunto de simplexos de T contidos em S"~! = dB" é uma triangulacdo de §" ! e é
antipodalmente simétrica, isto €, se 6 C §"=1 ¢ um simplexo de T, entdo —c também € um

simplexo de 7', onde —6 =A(c) e A: 8" ! — §"! é a aplicaciio antipodal.
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Figura 23 — Exemplo de triangula¢des antipodalmente simétricas na fronteira.

-Q

Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 3.1.5. Na Figura 23, temos as triangula¢des antipodalmente simétricas na fronteira
Tl = {07 {P}7{_P}7 {P7 _P}} € TZ = {@a {O}v{P}u {_P}7 {Q}?{_Q}7 {07P}7 {07 Q}7 {07 _P}7
{07 _Q}7 {Q?P}, {P7 _Q}7 {_Q7 _P}7 {_P7 Q}, {07P7Q}7 {07 Q7 _P}7 {07 _P7 _Q}7 {07P7 _Q}}

para B' e B?, respectivamente.

Teorema 3.1.6 (Lema de Tucker). Seja T uma triangulacdo de B" antipodalmente simétrica na

fronteira de B". Tome:
A:V(T)—{+1,—-1,42,-2,...,+n,—n} (3.16)
um etiquetamento dos vértices de T que satisfaz:
A(=v)=—=A(v), YWwedB"NV(T), (3.17)
isto €, preserva pontos antipodas na fronteira de B".

Entdo, existe pelo menos um 1-simplexo (aresta) de T que é complementar , isto é, seus

dois vértices estdo etiquetados por nimeros opostos, k e —k.

A Figura 24 ilustra o Lema de Tucker no caso n = 2.

Podemos reformular o Lema de Tucker, de forma a obter o teorema a seguir.

Observacio 3.1.7. Note que podemos identificar o complexo simplicial {"~! do Exemplo 2.3.7

com o conjunto de vértices V(0" 1) = {+1,—1,42,-2,...,+n, —n}, através da identificagio:

+i— (1,i) e —ir (2,i), paratodo i € [n]. (3.18)

Assim, F C V({"!) é um simplexo de ("~ se nio existe i € [n] tal que +i,—i € F.

Teorema 3.1.8 (Lema de Tucker reformulado). Seja 7 uma triangula¢do de B" antipodalmente

simétrica na fronteira de B". Entdo, ndo existe uma aplicacdo simplicial:
A:V(T) = V(O (3.19)

preservando pontos antipodas na fronteira de B".
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Figura 24 — Exemplo do Lema de Tucker no caso n = 2.

_aresta
complementar

Fonte: Matousek (2008, pg.34).

A seguir provaremos que as duas formulagdes (Teoremas 3.1.6 e 3.1.8) sdo equivalentes.

Equivaléncia entre os Teoremas 3.1.6 e 3.1.8. Note que V(0" 1) = {+1,—1,+2,-2,...,4+n, —n}
e T € uma triangulacdo antipodalmente simétrica na fronteira de B" por hipdtese, em ambos os

teoremas.
(Teorema 3.1.6 = Teorema 3.1.8): Suponha por absurdo que exista uma aplicacdo
simplicial:
A:V(T) = V(O Y ={+1,-1,42,-2,...,4+n,—n} (3.20)
preservando pontos antipodas na fronteira de B".

Entdo, A satisfaz as hipéteses do Teorema 3.1.6 e, portanto, existe um 1-simplexo &
(aresta) de T tal que A(V (o)) = {+i,—i}, paraalgum i € {1,...,n}.

Como A é aplicagiio simplicial por hipétese, devemos ter A(V (o)) € ¢!, isto &,
{+i,—i} € O"!. Porém, por definicio sabemos que {+i, —i} ¢ O" !, paratodoi € {1,...,n}, e
temos uma contradic¢ao.

(Teorema 3.1.8 = Teorema 3.1.6):

Suponha por absurdo que o Teorema 3.1.6 ndo seja valido. Entao, existe um etiqueta-

mento:
AV(T) = {+1,-1,42,-2,...,4+n,—n} (3.21)

preservando pontos antipodas na fronteira de B” tal que todo 1- simplexo (aresta) de 7 ndo tem

seus vértices etiquetados com nimeros opostos k e —k.

Se provarmos que:
A:V(T) = V(O Y ={+1,-1,42,-2,...,.4+n,—n} (3.22)

€ uma aplicacao simplicial preservando pontos antipodas na fronteira de B", temos uma contradi-

¢do com a hipétese de que o Teorema 3.1.8 € valido.
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A aplicacéo A preserva pontos antipodas na fronteira de B", pois A é um etiquetamento
preservando pontos antipodas na fronteira de B". Para provar que A é aplica¢do simplicial,
tome o € T e note que A(V (o)) C {+1,—1,42,—2,...,+n,—n} ndo contém +i e —i a0 mesmo
tempo, paratodo i =1, ..., n, pois caso contrdrio existiria uma aresta de ¢ com vértices etiquetados
por niimeros opostos. Assim, A (V (o)) € ¢"~! por definigdo, e segue que A é aplicagdo simplicial.

]

Provaremos agora que o Lema de Tucker € equivalente ao Teorema de Borsuk-Ulam.
Para isso, podemos considerar qualquer uma das versdes (Teorema 3.1.6 ou Teorema 3.1.8) como

o Lema de Tucker, pois ja provamos que sdo equivalentes. .

Equivaléncia entre o Lema de Tucker e a afirmacdo (BU 2b) do Teorema 3.1.2. (Teorema 3.1.2
(BU 2b) = Lema de Tucker): Seja T uma triangulacdo de B" antipodalmente simétrica na

fronteira de B".
Suponha por absurdo que exista uma aplica¢do simplicial
A:V(T) = V(O (3.23)
preservando pontos antipodas na fronteira de B", o que contraria o Teorema 3.1.8 (Lema de
Tucker).
Sua extensdo candnica
A |T] = |0" Y| ou, equivalentemente, ||A]]:B" — 8" (3.24)
¢ continua e também preserva pontos antipodas na fronteira de B", pois A € aplica¢@o simplicial

preservando pontos antipodas na fronteira de B". Assim, A contradiz o Teorema 3.1.2 (BU 2b).

(Lema de Tucker = Teorema 3.1.2 (BU 2b)): Assumindo a existéncia de f : B" — sn—1
continua preservando pontos antipodas na fronteira de B", vamos construir uma triangulacdo 7

de B" antipodalmente simétrica na fronteira de B" e um etiquetamento
A:V(T)— {+1,-1,42,-2,...,+n,—n} (3.25)

preservando pontos antipodas na fronteira de B”, o que contradiz o Teorema 3.1.6 (Lema de
Tucker).

Note que podemos escolher 7 uma triangulacdo de B" antipodalmente simétrica na
fronteira, na qual todo simplexo de T tem didmetro no maximo 0, onde 6 serd determinado a

seguir.

Denotemos ||y|| = max {y; ; i=1,...,n}, paray € R". Tome € = \/iﬁ e note que para

todo y € "1 temos |[y||. < €. De fato, se ||y||- < €, entdo

n 1 2
Iyl =Yy <n. <%> =1, (3.26)
i=1
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o que contradiz a hipétese de que y € S

Como toda fun¢do continua com dominio compacto € uniformemente continua, temos

que existe 6 > 0 tal que dados dois pontos x,x’ € B", com
[x = x| < 8 = || f(x) — F(x)]| < 2. (3.27)

Este é 8 que limita os didmetros dos simplexos de T'.

Defina a funcao:
A:V(T)—{+1,—-1,42,-2,....+n,—n}, (3.28)

um etiquetamento dos vértices de T que satisfaz A (—v) = —A(v), Vv € dB"NV(T).

Primeiramente, tome:
k:V(T)— {+1,—-1,42,-2,...,+n,—n}, (3.29)
dada por:
def . .
k(v) = min{i; |f(v)i] > €}, (3.30)

onde f(v); denota a i- ésima coordenada de f(v) € "1 c R".

Em seguida, defina:
—k(v), se f(V)w) <O.

Sendo f : B" — §"~! uma fungio preservando pontos antipodas em dB” = §"~!, vamos

provar que:

A(—v)=—A(v), Vwe B " =85""1. (3.31)

Inicialmente, note que dado v € dB"NV(T), temos k(v) = k(—v), pois f preserva
pontos antipodas na fronteira de B", logo |f(v);| = | f(—v)i|, para todo i = 1,...,n e segue que

k(v) = k(—v) por definigdo.
Se A(—v) = +k(—v), entdo A(v) = —k(v) e, portanto:

A=) = +k(v) = —(—k(v)) = —A(v). (3.32)

Por outro lado, se A(—v) = —k(—v), entdo A(v) = +k(v) e, portanto:

A(=v) = —k(—v) = —k(v) = —=A(v). (3.33)
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Pelo Teorema 3.1.6 (Lema de Tucker), existe um 1-simplexo (aresta) ¢ em 7, com
V(o)={vV}e

i=A(Wv)=—-A(W)>0, paraalgum i=1,...,n. (3.34)

Assim, devemos ter:

f(v)i>¢€, onde f(v); >0 e f(V);<—¢, onde f('); <O0. (3.35)

Logo || f(v) = f(V/)||« > 2€, mas v,V € &, onde o é simplexo de T e, portanto,
||[v—=V'||« < & por construgio.

Assim, temos v,/ € B", onde ||[v — V|| < & € ||f(v) — f(V)||~ > 2€, 0 que é uma

contradicao. [

O lema a seguir € uma versao mais geral das versoes (LS-c) e (LS-0) do Teorema de
Borsuk-Ulam (Teorema 3.1.2). Essa versao serd utilizada nas aplicagdes combinatoriais mais

adiante.

Lema 3.1.9. (GREENE, 2002) Seja Ay, ...,A,+1 uma cobertura de S" por (n+ 1) conjuntos,
onde cada um deles é um aberto ou um fechado de S". Entdo, existe i € {1,...,n} tal que
AN (—Ai) # 0.

Demonstragcdo. A demonstracdo seré feita por induc¢do em ¢, onde ¢ € o nimero de fechados da

cobertura.
Para o caso t = 0, o lema segue do Teorema de Borsuk- Ulam (Teorema 3.1.2 (LS-0)).

Suponha 0 <t < n+1 e que o lema seja verdadeiro para toda cobertura com menos de ¢
fechados. Vamos provar que, nessas condi¢des, o lema segue para toda cobertura com exatamente

t fechados e, indutivamente, o lema € verdadeiro, paratodo 0 <t <n-+1.

Suponha Ay, ...,A,+1 uma cobertura de §" com exatamente ¢ fechados. Podemos consi-
derar A; um fechado com A; N (—A;) # 0 (caso contrdrio o lema estard provado) e segue que

diam (A;) =2 — ¢, para algum € > 0.
De fato, suponha diam (A ;) > 2, entdo diam (A;) =2, pois A; C §" e diam (§") = 2.

Tome uma sequéncia (&), onde:

&n—0e &, >0, VmeN. (3.36)

Sendo diam (A ;) = 2, para todo m € N existem x,,,y,, € A; tais que:

dist (X, V) > 2 — Em- (3.37)
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O conjunto A ; € fechado de §" e, portanto, € fechado em um compacto e, conquentemente,

€ compacto. Sendo A; compacto, existem subsequéncias:

(xmk) C (xm) € (ymﬁc) C (Ym), (3.38)

tais que (x,, ) e ()’m;) sdo convergentes para x ¢ y em S", respectivamente. Como A é fechado,

temos x,y € A;.

Além disso:

dist(xmk,ym;{) —2 e dist(xmk,ym;{) — dist(x,y). (3.39)

Logo, dist(x,y) = 2 e, portanto, y = —x. Assim x,—x € Aj, 0 que contraria
Ajn(=Aj) #0.

Defina o conjunto:

U:{xeyﬁdmmm®)<§}. (3.40)

O conjunto U é aberto, pois para cada x € U, temos que dist (x,A J-) < %, e assim, tomando
Ae=%— % dist (x,A;), segue que B(x,A,) C A;. Logo:

U=JB(xA) (3.41)
xeU
€ unido de abertos, logo € um aberto.

O conjunto U nio pode ser fechado, pois nesse caso {U,S" \ U} seria uma cisdo de S", o

que contradiz o fato de que S” é conexa.

Além disso, U ndo possui pontos antipodas. De fato, suponha que exista x € U tal que
—x € U. Entdo, existem y,z € A; tais que:

£ €
dist(x,y) < 5 ¢© dist(—x,z) < > (3.42)
Logo:
E £
dist(x, —x) < dist(x,y) + dist(y, z) + dist(z, —x) < 5 +(2—¢)+ 5= 2, (3.43)

0 que é um absurdo.

Note que como A; C U, entdo Ay,...,A;j 1,U,Aj1,...,Apy1 € uma cobertura de §"
com exatamente (f — 1) fechados e o restante dos conjuntos abertos. Por hipétese de indu-
¢do, um dos conjuntos Ay,...,A; 1,U,Aj;1,...,Ap1 deve possuir um par de pontos antipo-
das. Como j4a mostramos, U nao possui um par de pontos antipodas, entdao um dos conjun-
tos Ay,...,Aj1,Aj11,...,A,41 possui um par de pontos antipodas. Assim, da cobertura ini-
cial A1,...,Aj_1,Aj,Ajt1,...,An+1, eXiste A;, para algum i € {1,...,j—1,j+1,...,n} tal que
AiN(—A;) #0. [
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3.2 A demonstracao do Teorema de Borsuk-Ulam

Nesta sec@o, vamos desenvolver a teoria necessaria € demonstrar o Teorema de Borsuk-
Ulam (Teorema 3.1.2). A referéncia principal desta secdo é (HATCHER, 2002), de onde foram

expandidos e adaptados os resultados, de forma a tornar a leitura mais linear.

Definicao 3.2.1. Dado um espaco topoldgico X e R um anel com identidade, denotamos por
Ci(X;R) = {C\p(X;R);dp} p>0 0 complexo de cadeias de X, onde para cada p > 0, C,(X;R) é 0
R-moédulo livre gerado pelos p-simplexos singulares de X. A sequéncia de homologia singular
associada ao espaco topoldgico X é denotada por H,(X;R) = {H,(X;R);d,} >0 e é obtida
através do complexos de cadeias C,(X;R) = {C,(X;R);dp}p>0.

Proposicao 3.2.2. Sejam X um espaco topoldgico e ¢ : Ry — Ry um homomorfismo de anéis. A
aplicagdo de cadeias @y : Ci(X;R) — C«(X;R»), para cada n > 0, dada por:

(@4)n : Ca(X:R1) = Cu(X;Ry)

(i Ot,'Gl'> — (m (p(OC,')G,'> (344)
i=1 i=1

€ uma aplicacdo de cadeias, isto é:

20 (@4)n = (@4)n_1098, n>0, (3.45)
onde of1 = (81.R1 )is0 € af = (81.132),20 denotam os operadores bordo de C.(X;R;) e C«(X;R»),
respectivamente.

Além disso, @4 induz uma aplicac¢io ¢, : H,(X;R1) — H,(X;R;) natural, isto é, dados Y

espaco topoldgico e f : X — Y continua, para qualquer n > 0, o seguinte diagrama

Ry
n

(f+)

H,(X:R\) — H,(Y:R) (3.46)
(w*)ﬁl j((p*)%
H,(X;R») F;Hn(Y;Rz)
comuta, ou seja,
(@) o (fnt = (fin2o(@u)y , n>0. (3.47)

Observacdo 3.2.3. Quando X = Y usaremos simplesmente a notagdo (@), para a aplicacéo

(@) = (@)

Definicao 3.2.4 (Grau de f : §" — S" continua). Seja f:S" — S$” uma aplicacao continua. Entdo

f induz um homomorfismo

(fi)n s Hy(S";R) — Hu(S";R). (3.48)
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Como H,(S";Z) ~ 7, entdo ( f.), pode reescrita na seguinte forma
(fin:Z— 7
X ox (3.49)
para algum @ € Z.
O nimero o € Z é chamado grau de f e denotado por deg(f).

A Proposicdo 3.2.5 fornece algumas propriedades sobre o grau deg(f) que serdo utiliza-

das mais adiante.

Proposicao 3.2.5. ((HATCHER, 2002), Properties (b) and (c) of degree, pg.134) Sejam f,

g: 8" — §" funcgdes continuas. Temos:
(1) deg(f) =0, se a func¢do f ndo é sobrejetora; (3.50)
(2) Se f e g sdo homotGpicas, entdo deg(f) = deg(g). (3.51)

Lema 3.2.6. Seja f : S" — §" com deg(f) = k e R um anel com identidade. Entao,
(f)R . Hy(S"R) — H,(S";R) ¢ dada por:

(F)R(x) =kx=x4 ...+ x, Vx € Hy(S";R). (3.52)
k vezes

Demonstragdo. Dado o € R qualquer, defina ¢, : Z — R o homomorfismo de aneis dado por:

Qo(m)=ma=a+..+o, YmecZ. (3.53)
m VEZES

Como visto na Proposi¢do 3.2.2, dado o homomorfismo de anéis @y : Z — R, 0 seguinte
diagrama:
n. (f*)% n.
H,(S",7Z) —= H,(S";Z) (3.54)
((Pa*)nl/ l(‘Plx*)n

R

*/n
comuta, isto é:

(Pos)no (f)2 = (f)R o (@gu)n, n>0. (3.55)

Temos H, (S";Z) isomorfo a Z e H,(S";R) isomorfo a R, logo existem isomorfismos:

Yy :Z— H,(S";Z) e WYgr:R— H,(S";R). (3.56)

Note que como deg (f) = k, entdo para o gerador 1 € Z; temos que W7(1) é gerador de
H,(S";7).
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Assim:
¥, o (f)% oWz (1) =k, ou equivalentemente (f)% 0 Wz(1) =¥z (k) = k.¥z(1). (3.57)
Dado x € H,(S";R), tome & = ¥, ! (x) € R, isto é:
Yr(a) =x, ou equivalentemente x = o¢. Wg(1g). (3.58)
De (3.54), aplicando em W7 (1) € H,(S";Z) temos:
def
(£R 0 (Qas)n (¥2(1) = (9a)uo (£)F (¥z(1) ‘=2
R 7 (3.57)
(fen (0a(¥z(1))) = (@a:)n ((fo)y (Wz(1)) ) =
R (3.58)
(fidn (. ¥R(1R)) ) = (@ax)n (k.(¥z(1))) =
def
(£)R () =k (Qashn ( (P2(1))) "=
(3.58)
(fin (0) =k.(0o.(Pr(1p)) ) ==
(£ (x) = kx, Vx € H,(S";R). (3.59)
O
Corolario 3.2.7. Seja f : §" — S" continua. Entdo, deg (f) é impar se, e somente se,
(f)22 - Hy(S™Zy) — H,(S™;Zy) é isomorfismo. (3.60)
Demonstra¢do. No Lema 3.2.6, tome R = Z; e k = deg (f), temos:
(f)22(x) = kx, Vx € Hy(S"Zo). (3.61)
Como H,(S";Z,) é um Z;- médulo, temos:
x, se kéimpar,
kx = (3.62)
0, se képar.
Logo:
x, se kéimpar,
(f)n?(x) = { P (3.63)

0, se képar.

Assim, se k é impar, ( f*)%2 = Idy, (sr.z,) € um isomorfismo. Reciprocamente, se ( k¢

um isomorfismo, entdo devemos ter ( f*)%2 = Idy, (5.7, e, portanto, k € impar.

]
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Proposicao 3.2.8. ((HATCHER, 2002), Proposition 1.33 , pg.61) Seja p : (X, %) — (X,x0) um
espaco de recobrimento e f : (¥,y9) — (X,x0) uma aplicagio continua entre espagos com ponto
base, onde Y € conexo por caminhos e localmente conexo por caminhos. Entdo, um levantamento
f:(Y,y0) — (X,%) de f existe se, e somente se fx(71(Y,y0)) C ps(m(X,%0)).

Proposicdo 3.2.9. (HATCHER, 2002), Proposition 1.34 , pg.62) Sejam p : X — X um espaco
de recobrimento e f : ¥ — X uma funcio continua com dois levantamentos fi, f> : ¥ — X que

coincidem em um ponto, isto &, existe y € Y tal que fi(y) = f>(y). Ento, se Y é conexo, temos
fi=r.
Proposi¢io 3.2.10. Seja p : X — X um espaco de recobrimento duplo. Dado um k-simplexo
singular o : AF — X, existem exatamente dois levantamentos distintos & ,00: A X de o.
Demonstragdo. Dado x € AX, fixe os espacos com ponto base (A x) e (X, (x)).

Sendo p um recobrimento duplo, temos p~!(o(x)) = {x1,x2}, onde x; # x».

Como A* é contritil, temos 71 (A¥, x) = {0}, logo pela Proposicio 3.2.8, paracadai= 1,2
existe um levantamento &; : (AF,x) — (X,x;) de o.

Temos A* conexo, logo pela Proposicio 3.2.9, 6| e 6> serdo os tinicos levantamentos

distintos de ©. ]

Vamos construir um caso especial da sequéncia transfer, apenas para recobrimento duplo.

Definiciio 3.2.11 (Sequéncia transfer). Seja p : X — X um espaco de recobrimento duplo de X.
Definimos a aplicacio de cadeias T = (1), : C«(X;Z,) — C.(X;Z,), para cada n > 0, dada por:

Ty Co(X:Z2) — Cu(X;57Z5)
(i “i0i> — (f‘, ai[(G1); + (&)ﬂ) : (3.64)
i=1 i=1

onde (0;);,(0;), : A" — X sdo exatamente os dois levantamentos de & : A" — X dados pela
Proposicao 3.2.10.

Também podemos definir a aplicagio de cadeias ps : Cx(X;7Z2) — C«(X;7Z,), para cada
n > 0, dada por:

(P#)n : Co(X5Zo) — Co(X;5Zy)

(i 0‘1“’1‘) — <i a(po cz-)) (3.65)
i=1 i=1

Destas aplicagdes de cadeias, obtemos a seguinte sequéncia exata curta de complexos de

cadeias e aplicacdes de cadeias:

00— Co(X;Z0) —= Co(X;Z0) —2 Co (X Zn) — 0, (3.66)
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que induz uma sequéncia exata longa em homologia:

(T )n (P )n (Te)n—1

..—H

onde A, € o homomorfismo conectante.

A sequéncia exata longa em homologia dada em (3.67) é chamada a sequéncia transfer

do espaco de recobrimento duplo p: X — X.

A proposic¢do a seguir € o resultado chave da demonstragdo do Teorema de Borsuk-Ulam
(Teorema 3.1.2).

Proposicdo 3.2.12. Se f: §" — §" continua é uma fun¢fo impar, entdo deg (f) é impar.
Demonstragdo. Pelo Coroldrio 3.2.7, a proposicao € equivalente a demonstrar que:
(fi)n s Ho(S"Zo) — Hy(S"7Z,) (3.68)

¢ um isomorfismo.
Considere a sequéncia transfer do espaco de recobrimento duplo do n- espaco real

projetivo RP":

p:S"—>RP", n>1

X+ [x] . (3.69)
Temos:
e 02 RP Z) Tl (57 70) P H (RP Z) Y
Hy o (RP"Z) St o (3.70)
(ps)i 7. A; n.
o 0L H(RPY Zy) — Hy_ (RP"; Z) —= 0 —— . (3.71)

o Hi (RP", Z) —2 Hy(RP: Z5) 2% Ho(5%:Z) 22 Ho(RP"; Z) —— 0 (3.72)

Pelos Teoremas 3.2.13 e 3.2.14 a seguir, todos os Z;-mdédulos da sequéncia transfer sao

triviais ou isomorfos a Z,.

Teorema 3.2.13. ((GREENBERG; HARPER, 1980), (15.5) Corollary, pg.84) Dado R um anel

com identidade, a homologia de S”, n > 1, para cada ¢ > 0, é dada por:

R =
Hq(S”;R):{ R A (3.73)

0, caso contrério.

Ay - Ay
il (X3 Z0) =5 Hy (X3 Z0) —> Hy (R 7o) ~— Hy (X3 Z0) — Hy_1 (X3 7)) -2 ... (3.67)
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Teorema 3.2.14. ((GREENBERG; HARPER, 1980), (19.27) Theorem, pg.121) Dado R um anel

comutativo com identidade, a homologia do n- espaco projetivo real RP" é dada por:

0, se g>n,
Ry, arel <g<n,
H,®PR) =4 " P 1=1 (3.74)
3, gqimpare 1 <g<n-—1,
R, g=0eqg=nsenéimpar.

onde R, = ¢~ 1({0}), para o R-homomorfismo

¢:R—R
X—=2x=x+x. (3.75)

Em (3.72) temos que (p.)o € um isomorfismo, pois S" e RP" séo conexos por caminhos,
Vn > 1, logo Im (7.)p = 0 e, portanto, (7,)o = 0. Também, Im(A;) = ker(7.)o = Ho(RP";Z;),
logo A; € sobrejetora, e como todos os Z,-mddulos sdo triviais ou isomorfos a Z,, segue que
A1 é isomorfismo. Na linha (3.71), temos ker(A;) =0 e Im(A;) = ker(p.); = Hi—1 (RP";Z;) e,
portanto, A; é isomorfismo, para 1 < i < n. Jd na linha (3.70), temos 0 = Im(A,+1) = ker(Ty)n,

logo:
(Te)n : Hy(RP"; Zo) — H,(S";Z5) (3.76)

€ um homomorfismo injetor entre Z; e Z;, logo um isomorfismo.

Isto implica que (px), =0, e como (7,),—1 = 0, temos que A, é isomorfismo. Logo A; é

isomorfismo para todo i > 1.

Como f: 8" — §" é uma funcdo continua impar, podemos definir a fun¢do continua:
f :RP" — RP"
] = [f(x)] 3.77)

a qual satisfaz po f = fop.

Para qualquer k£ > 0, o diagrama seguinte é comutativo:

0 —— Cu(RP": Zp) —% = C (5, 7o) P24 C (RP™, Z5) — > 0 (3.78)
j(f#)k l(f#)k l(f#)k
00— Ck(RPn;Zz) — Ck(Sn;Zz) — Ck(RPn;Zz) —0
T (P#)k
De fato, vamos provar que:
(flko =10 (fy)k k>0 (3.79)

(Fe)ko (pe)k = (p#)io (fa)i , k>0. (3.80)
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Prova de (3.79): basta mostrar que a afirmacgao é verdadeira para um elemento da base de
Cv(RP";Z,), isto é, um k-simplexo singular ¢ : A¥ — RP". Temos:

ko w(0) S8 (f)u(G1 +62) = Fo b+ fo . (3.81)

onde &) e 6> sdo os levantamentos de ©.

Por outro lado:

_ _ d e_f‘rk —_ —_—

7o (fu)k(0) = (foo) (foo)i+(foo)a, (3.82)

—_

onde (foo); e (foo), sdo levantamentos de fo o.

Queremos mostrar que:

—_~

foGi+fod=(foo)i+(foo). (3.83)

—_—

Note que f o 6; e (fo0o); sdo levantamentos de fo o : A¥ — RP", para i = 1,2. De fato:

po(foo)i= foo por definicio e (3.84)
po(fo6i)=(pof)ob;=(fop)obi=fo(pob;)=foo; (3.85)

A igualdade (3.83) segue do fato de que em ambos os lados dessa igualdade temos a
soma dos dois levantamentos distintos de f o &, dados pela Proposi¢do 3.2.10, uma vez que A* é

Cconexo.

Prova de (3.80): de maneira andloga, basta mostrar para um elemento da base de

Ci(8";Z,), isto é, um k-simplexo singular ¢ : A¥ — S”. Temos:

(fo)ko (pu)i(0) = (fele(poo) = fo(poo) =
(fop)oa =(pof)oo=(pei(foo)=(p)ko(fi)k(o) (3.86)

Assim, existem os homomorfismos induzidos f. : H.(S";Zy) — H.(S";7Z;) e
(f)« : H.(RP"; Zy) — H.(RP";Z,), e segue da naturalidade do homomorfismo conectante, que

o seguinte diagrama é comutativo para todo k > 0.

o Hy(RP" Z0) T (5 70) 2% B (RP: Z0) —2% Hy | (RP": Z) —— .. (3.87)

L(f*)k l(f*)k l(f*)k j(f*)k—l
.. — H(RP ;Zz)@)Hk(S §Z2)(T*):Hk(RP 1 L2) —5 > Hi- 1 (RP": Zg) —— ...

Vamos mostrar que:

(F )k : He(RP"; Zo) — Hy(RP";Z5) (3.88)
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€ isomorfismo, para todo k > 0.

A prova serd feita por inducao sobre k. Para k = 0, temos que

(f.)o : Ho(RP";Zy) — Ho(RP"; Z5)

z

(3.89)

¢ isomorfismo, pois f : RP” — RP" ¢ uma funcdo continua entre dois espacos topolégicos

conexos por caminhos.

Suponha que:
(f )k : H(RP";Zy) — Hy(RP";Z3) seja um isomorfismo.

Mostremos que

(f kst : Hiy1(RP"; Zo) — Hyy (RPY;Z;)

¢é isomorfismo.

De fato, de (3.87) temos que o diagrama a seguir € comutativo:

A
Hi 1 (RPY Zy) = H (RP"; Z5)

j(f*)/ﬁLl l(f*)k
0 A "
Hk_H(]RP ;Zz) —>Hk(]RP ;Zz)

1sto €,

(ﬂ)k 0N =Agyr0 (7*)k+1-

Como ja vimos, todos os homomorfismos conectantes sdo isomorfismos, logo:

(fkr1 = A,;:I o (f,)koAxs1 éum isomorfismo.

Também, do diagrama (3.87), temos que o seguinte diagrama € comutativo:

(T*)n

HH(RPn; Zz) I Hn(Sn; Zz)

l(f*)n L(f*)n

isto €,
(T)no (fi)n = (fi)no (Te)n-

Como j4 foi mostrado, (), € (f,), sdo isomorfismos, logo:

(fi)n= () o (f.)no (1), éum isomorfismo,

como queriamos demonstrar.

(3.90)

(3.91)

(3.92)

(3.93)

(3.94)

(3.95)

(3.96)

(3.97)
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Agora, usando a Proposicdo 3.2.12, podemos concluir o objetivo desta secao.

Demonstracdo da afirmacdo (BU 1a) do Teorema de Borsuk-Ulam (Teorema 3.1.2). Seja
f 8" — R" uma fun¢ao continua. Defina g : " — R" dada por g(x) = f(x) — f(—x), Vx € S".

Note que a funcdo g € impar. De fato, sendo x € §" temos:
8(=x) = f(=x) = f(=(=x) = f(=x) = f(x) = = [f(x) = f(=x)] = —g(x).  (3.98)
O Teorema agora é equivalente a demonstrar que existe x € S" tal que g(x) = 0, o que

implicard que existe x € S” tal que f(x) = f(—x).
Suponha que g(x) # 0, Vx € §". Assim, podemos definir:
G:§" =S CR"

g(x)
MOl

(3.99)

Como g ¢ uma fungdo impar, segue que G também € uma funcdo impar. Logo, a fungdo
Glgot : 8" = 57! (3.100)

também é uma fungdo fmpar e segue da Proposicao 3.2.12 que deg (G|g:.-1) é impar.

Por outro lado, G|g:.-1 € homotdpica a uma fungdo constante. De fato, note que G|y é uma
estensdo de G|gi-1, onde U = {(x1,...,xy4+1) € S"; x,41 > 0}. Assim, definimos a homotopia:

H:8"'%x[0,1] — 5!

(x,2) = Gy (m ™ (tx)), (3.101)
onde:
n:U—B"
(X1, ooy X 1) = (X1, ooy Xn) (3.102)

¢ o mesmo homeomorfismo de (3.3).

Temos que H € continua e satisfaz, Vx € S":

H(x,0)=Gly(z~1(0)) e H(x,1)=Gly(r '(x)) = Gly(x,0) = Glgi-1(x).  (3.103)

Logo, G|gi-1 ~ k, onde k : §"~! — §"~1 ¢ a funcdo constante igual a G(7~1(0)).

Pela Proposi¢do 3.2.5 (1), segue que deg (k) = 0, pois k ndo é sobrejetora, e por (2)
da mesma proposi¢ao, segue que deg(G|g.—1) = deg(k), pois G|g.1 ~ k. Logo, deg (G|gn—1) =
deg(k) =0, o que é uma contradicao. O
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3.3 Aplicacoes diretas do Teorema de Borsuk-Ulam

Nesta sec@o, vamos apresentar problemas combinatoriais e geométricos que podem ser
resolvidos de maneira relativamente rapida utilizando o Teorema de Borsuk-Ulam (Teorema
3.1.2).

3.3.1 Teorema do sanduiche de presunto

De acordo com (BEYER; ZARDECKI, 2004), o teorema que conhecemos como Teorema
do sanduiche de presunto surgiu como o Problema 123 do Livro Escocés (MAULDIN, 1981),
um livro de problemas elaborado por matematicos poloneses durante as duas guerras mundiais.
O problema foi proposto por Hugo Steinhauss, porém foi formulado para d = 3, como segue.

"Dados trés conjuntos no espaco Euclideano, cada um deles com medida
de Lebesgue exterior finita, entdo, existe um hiperplano que bissecta os
trés conjuntos a0 mesmo tempo, isto é, separa cada um dos trés conjuntos
em duas partes de medida igual."

A primeira prova deste teorema € creditada a Stefan Banach.

Para formalizar o teorema, precisaremos introduzir alguns conceitos de Teoria da medida,
os quais foram baseados em (RUDIN, 1987).

Definicao 3.3.1 (0-dlgebra). Seja X um conjunto. Uma colecio .o/ de subconjuntos de X €

chamada uma c-dlgebra de X se satisfaz as seguintes condi¢des:
(I) Xed,
(II) SeA c of ,entdo A € o7 , onde AC = X \ A;

(IIl) SeA= UA,-, comA; € o ,paratodoi=1,2,3,... ,entd0 A € &7
i=1
Se o7 é uma o- dlgebra de X, entdo (X,.o/) é chamado espaco mensurdvel e os elementos

A € &/ sd0 os conjuntos mensurdveis em (X, ).

Teorema 3.3.2 (RUDIN, 1987), 1.10 Theorem , pg.12). Se .% € uma colecdo de subconjuntos
de X, entdo existe uma menor c-dlgebra o/* em X, tal que . C o/*. Isto é, existe uma o-
algebra .o/ tal que para toda o-dlgebra <7 de X tal que .% C &/ temos &/* C 7.

Definicao 3.3.3 (0-dlgebra de Borel). Seja X um espaco topolégico. A menor o-dlgebra & de
X tal que todo conjunto aberto de X pertence a & é chamada o- digebra de Borel de X. Os

conjuntos de & sdo chamados conjuntos de Borel de X .

Observacao 3.3.4. A existéncia da o- dlgebra de Borel para qualquer espaco topolégico X

segue do Teorema 3.3.2, tomando .% = Ty, onde Tx € a topologia do espago topoldgico X.
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Definicao 3.3.5 (Medida positiva). Uma medida positiva € uma funcio contdvel aditiva
W — [0,4oo], (3.104)

onde .o/ é uma c-dlgebra. Isto significa que se {A;}; é uma colecdo contédvel disjunta de elementos
de &7, entdo:

p (Um) =) u(4). (3.105)
i=1 i=1

Para evitar trivialidades, vamos assumir que (A) < +eo, para algum A € &7

Se 1(A) < +oo, para todo A € o7, a medida positiva u é chamada finita.

Definicao 3.3.6 (Medida de Borel). Seja X um espaco topolégico localmente compacto Haus-

dorff. Uma medida positiva
W AB— 0,400, (3.106)
onde # € a o-dlgebra de Borel de X, é chamada medida de Borel de X .
Definicao 3.3.7 (Absolutamente continua). Sejam
w,A o/ — [0,+o] (3.107)

medidas positivas. Dizemos que A é absolutamente continua em relacdo a |, se A(A) = 0, para
todo A € o7 tal que u(A) = 0.

Definicdo 3.3.8 (Medida de Lebesgue em R?). Seja a medida exterior (medida definida em

P(X), para algum conjunto X e ndo em uma o-dlgebra de X qualquer) dada por:

AT P(RT) = [0, +0)
E — A9*(E), onde: (3.108)

A% (E) = inf { Y vol(Cy) : C € um cubo d-dimensional ,Vk € N, e E C Y Ck} (3.109)
k=1 k=1
A o-dlgebra .Z C 2(RY) dos conjuntos Lebesgue-mensuraveis é dada por:

¥ = {E e P(RY) ; A% (E) = A% (ENA) + A% (ENAC), VA C Rd} (3.110)

Assim, definimos a medida de Lebesgue em R? por:

A4 L — [0, +oo]
E — A9 (E). (3.111)
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Exemplo 3.3.9. Um exemplo de medida de Borel finita em R¢ pode ser dado tomando um

compacto A C R? e definindo:

1P — [0, +e]
X = A4(XNA). (3.112)

Temos a seguinte relacio entre os conjuntos Borel-mensuraveis e Lebesgue-mensurdveis.

Teorema 3.3.10. ((RUDIN, 1987), 2.20 Theorem, pg.50) Todo conjunto Borel-mensuravel é

Lebesgue-mensuravel. Isto é:
PBCL. (3.113)

Teorema 3.3.11 (Teorema do sanduiche de presunto para medidas). (MATOUSEK, 2008), The-
orem 3.1.1, pg.47) Sejam iy, Uy, ..., iy medidas finitas de Borel em R? absolutamente continuas
em relacdo 2 medida de Lebesgue A¢. Entio, existe um hiperplano 4 = {x € R¢ ; (a,x) =b} C R4,
ondeac Re b e R, tal que:

wi(h") = Ju(RY), parai=1,2,....d, (3.114)
ondae =X c ; a,x) > enota um dos Semi-eSpac¢os a ertos definidos por 7.
de h* RY b} d d i bertos definid h

Observaciio 3.3.12. As medidas finitas de Borel i1, s, ..., 1y em R?, absolutamente continuas

em relacio 2 medida de Lebesgue A¢ serdo chamadas de distribuicdo de massa em RY,

Observacao 3.3.13. Note que como ; é abolutamente continua em relacdo a medida de Le-
besgue A9, para todo i = 1,2,...,d, temos u;(h) = 0, para qualquer hiperplano 4. E assim,
i(h™) = $p;(R?), onde h~ = {x € R?; (a,x) < b}, pois h* LUh~ Uh =R e ; é contdvel

aditiva.

Observacao 3.3.14. Mostraremos uma versao mais geral do Teorema do sanduiche de presunto.
Essa versdo foi publicada recentemente como uma homenagem a Ferran Hurtado e Jifi MatouSek

e recebeu o nome de Teorema do hamburguer.

Definicao 3.3.15. (MATOUSEK, 2008), pg. xii) Um politopo convexo é o fecho convexo de

um conjunto finito de pontos em R¥.

Observacao 3.3.16. Todo politopo convexo pode ser expresso como interseccao de finitos semi-
espacos. Reciprocamente, se a interseccdo de finitos semi-espacos for limitada, entdo ela € um

politopo convexo.

Definicao 3.3.17 (Medidas balanceadas). Sejam r > d inteiros positivos e U, Uy, ..., il medidas
finitas de Borel em R?. Dizemos que iy, U, ..., it sdo balanceadas em um subconjunto X C R?,

se para todo i € [r], temos:

w(X) < - Y ui(x). (3.115)
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Teorema 3.3.18 (Teorema da convergéncia dominada). ((RUDIN, 1987), 1.34 Theorem, pg.26)
Seja u uma medida positiva. Suponhamos que { f,;} seja uma sequéncia de fungdes complexas

mensurdveis em X tal que:

F(x) = lim f,(x) (3.116)

n—oo

existe para quase todo ponto x € X, isto é, o conjunto A C X, onde ndo existe o limite de (3.116)
é tal que 1 (A) = 0. Se existe uma funcio g € L' (1) (conjunto das fungdes mensurdveis que sdo

Lebesgue integrdveis em relacdo a medida u) tal que:
lfn(x)| <glx), n=1,23,...; x€X, (3.117)

entdo, f € L'(u) (isto &, f é Lebesgue integravel em relacdo a medida p),

lim [ 1/,() = £(0)] du =0, (3.118)
n—oo Jx

c
lim [ fu(x) du = / £(x) dp. (3.119)
n—oo Jx X

Teorema 3.3.19 (Teorema do hambirguer). (KANO; KYNCL, 2018) Seja d > 2 um inteiro.
Sejam up, Uy, ..., g1 medidas finitas de Borel em R? absolutamente continuas em relagio a
medida de Lebesgue A¢. Defina:

w; = W;(RY),parai € [d+1] ¢ ®=min{w;;i€c[d+1]}. (3.120)
d+1

Suponhamos que Z w;=1e Uy, Uy, ..., U1 sejam balanceadas em R<. Entio, existe
j=1

um hiperplano i C R tal que para cada um dos semi-espacos H € {h*,h~} definidos por A, as

medidas Up, Uy, ..., Uz+1 sdo balanceadas em H e

d+1
Y wi(H)>min{},1-do} > ﬁ (3.121)
j=1

Mais ainda, definindo ¢ = min{ﬁ,%— a)} e assumindo que @yy; = O, O vetor

(W (H),u2(H),...;uq+1(H)) é uma combinagdo convexa dos vetores (¢,z,...,t,0) e
(0 —t,@np—1t,....00 —t,0y,1), para H € {h* h™}.

Demonstragdo. A prova do Teorema do hamburguer segue a ideia da prova do Teorema 3.3.11

dada em ((MATOUSEK, 2008), 3.1.1 Theorem, pg. 48).

O espacgo de todos os semi-espacos abertos de R? e o conjunto vazio contém uma

topologia natural e é homeomorfo a esfera . Vamos utilizar a parametrizacio a seguir.
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Seja u = (ug,uy,...,uq) € S9. isto é, u%+u%—|— +u(21 = 1. Se |up| < 1, entdo ao menos

uma das coordenadas uy,uy,...,uy € ndo nula, logo podemos definir os subespacos:
H™ (1) = {(x1,%2,...,x3) € RY; uyxy +upxo + ...+ ugxy < up}, (3.122)
H (u) = {(x1,x2,....,x9) € R?: uixy + uoxo + ...+ ugxy > uo} (3.123)

Note que as fronteiras de H" («) e H ™ (u) sdo iguais. Mais especificamente, sio 0 mesmo

hiperplano, o qual denotaremos por A (u).

Para os pontos u € S¢ tais que |ug| = 1, isto é, u = (1,0,0,...,0) e (—1,0,0,...,0), defini-

mos:
H~(1,0,0,...,.0)=RY,  H*(1,0,0,...,0) =0; (3.124)
H (-1,0,0,...,0)=0, H*(-1,0,0,...,0) =R, (3.125)
Note que pontos antipodas em S¢ correspondem a semi-espacos abertos complementares,
isto é:

H (u)=H"(—u), Yues (3.126)

Definimos a fungao:
f=ffars far1) 18T = R, (3.127)

na qual cada fun¢do coordenada é dada por:
Ji(u) = wi(H™ (u)). (3.128)

A fungio f é continua. Para isso, basta que cada funcio coordenada f; : SY — R seja

continua para todo i € [d + 1].

Seja i € [d + 1] qualquer. Para mostrar que cada f; € continua, basta mostrar que dada

[

ne1 C §¢ convergindo para u € S¢ (isto é, u, — u), tem-se:

uma sequéncia (up,)

fi(un) — fi(u) ou, equivalentemente, w;(H (u,)) — wi(H (u)). (3.129)

Assim, para n suficientemente grande, temos que:
x € H (uy) se, e somente se x € H (u). (3.130)

Definimos g, = Xg-(u,) © & = X5 (u)> 0nde Xg-(4,) € a funcdo caracteristica do semi-espago

aberto H™ (un), € Xy (u) € a fungdo caracteristica do semi-espago aberto H ™~ (u).

Logo, por (3.129), temos que:

gn(x) — g(x), Vx g dH (u). (3.131)
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Como dH ™~ (u) = h(u) é um hiperplano e ; ¢ absolutamente continua em relagdo a

medida de Lebesgue, temos w;(H ™ (u#)) = 0 e segue que:

gn — g , em quase todo ponto. (3.132)

Como |g,(x)| < 1, n > 1, para quase todo ponto x € RY e g, —+ g, em quase todo ponto

por (3.132), podemos aplicar o Teorema da convergéncia dominada (Teorema 3.3.18). Portanto:
/dg,, du; — /dg du; ou, equivalentemente, w;(H (u,)) — wi(H (u)). (3.133)
R R

Portanto, vale (3.129) e segue que f; é continua, para todo i € [d + 1].
Como w; = ,ui(Rd), para todo i € [d + 1], temos que:

d+1
Im (f) C B, onde B =[]0, w]. (3.134)
i=1

Note que a fungdo f leva pontos antipodas de S¢ em pontos simétricos em relacdo ao
centro b = (4, %,..., %) € B.

Defina o politopo alvo como sendo o subconjunto de pontos y = (y1,y2,...,Y4+1) € B
satisfazendo as desigualdades:

1d+1

1d+1
i) vie o—y< o) (0-y) (3.135)
=1 =1

Note que este politopo convexo € definido como sendo a interseccdo de 2d 4 2 semi-
espagos.

Definimos também o politopo alvo truncado como sendo o subconjunto de pontos

y=(1,Y2,---,Ya+1) € B do politopo alvo que satisfaz as desigualdades:

min{},1-do} < yi+y,+..4ysp1 <1-min{}, 1 -dw}. (3.136)

Ja este politopo convexo € a interseccao de 2d + 4 semi-espagos.

Para se ter uma ideia geométrica mais clara dessas defini¢des, veja na Figura 25 os

politopos alvo e alvo truncado, para @) = Wy = 3 = % ed=2.
Agora, o teorema se reduz a provar que a imagem de f intersecta o politopo alvo truncado,
pois assim existiria u € S¢ tal que:

fu)= (i (H (u),ua(H (u)),...,uq+1(H (u))) pertence ao politopo alvo truncado. (3.137)

Das desigualdades (3.135) e (3.137), temos que:

d+1
walH () < - Y () (3.138)
]:
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Figura 25 — Exemplos de politopos alvo e alvo truncado.

14
(w1, wa, ws) :
H >
(0,0,0) : /
Fonte: Kano e Kyn¢l (2018).
d+1 d+1
W (1) = 01 () < 5. z W) = Y wH W).  (3.139)

=1

As desigualdades (3.138) e (3.139) implicam que as medidas ug, Uy, ..., lg+1 sdo balan-
ceadas tanto em H ™ (u) quanto em H™ (u).

Das desigualdades (3.136) e (3.137), temos

min{1,1-do} < w(H (u))+m(H (u)+ -+ a1 (H () e (3.140)

i (H™ () + o (H™ () +++ + Ha1 (H () < 1—min{}, 1 —do}.  (3.141)

A desigualdade (3.140) garante que a desigualdade (3.121) do enunciado do Teorema
do hamburguer € satisfeita para o semi-espago aberto H = H~ (u). Ja a desigualdade (3.141)

implica que a desigualdade (3.121) vale para o semi-espago aberto H " (u), pois € equivalente a:

d+1 d+1
Y i (H () =1- Zu, ) | >min{3,1—do}. (3.142)
j=1
Assim, i(u) € o hiperplano procurado.
Definimos a fungao:
g: 8% — R (3.143)
u— f(u)—b.

Note que g é continua e preserva pontos antipodas, isto é:

g(—u)=—g(u), Yue s (3.144)

Claramente, b = (%, %,. wdz“) satisfaz (3.135) e (3.136) e, portanto, b pertence ao

politopo alvo truncado.
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Entdo, se 0 € Im (g), existe u € S¢ tal que g(u) = 0 e, assim, f(u) = b pertence ao

politopo alvo truncado. Portanto, o hiperplano /(u) satisfaz as condigdes desejadas no teorema.

Suponhamos que 0 ¢ Im (g). Entdo, podemos definir:

g:5 54 (3.145)
g(u)
“ gl (140

Como g preserva pontos antipodas, segue que g preserva pontos antipodas.
Pela Proposicao 3.2.12, segue que g tem grau impar, logo g € sobrejetora.

O fato de g ser sobrejetora significa que Im (g) intersecta toda reta de R?*! que passa
pela origem, ou equivalentemente, Im (f) intersecta toda reta de R“*! passando por b. Portanto,
para mostrar que Im (f) intersecta o politopo alvo truncado, basta encontrar uma reta / passando

por b tal que /N B estd contido no politopo alvo truncado.

Sem perda de generalidade podemos supor que:

D> >...> 054 =0. (3.147)

Seja t como definido no enunciado do Teorema do hamburguer, isto é:
r = min{ﬁ,%—wdﬂ}. (3.148)

Definimos / como sendo a reta em R¢*! que contém os pontos a e ¢ definidos a seguir.

a=(t,t,..,t,0) e c=(w—t,0n—t,...,0 —1,0,11). (3.149)
d+1
Por hipétese as medidas f;, Uy, ... , Uyt s3o balanceadas em RY e Z w; =1, logo:
j=1
1d+1 1
co,-ggj_zlcoj:E, Vield+1). (3.150)
d+1
Assim, de (3.150) e de Z ®; = 1, segue que:
j=1
O+ 01 =1— (O +@+ -+ 1) >1-5(d—1)=1. (3.151)

Como w; > wy, 1, segue de (3.151) que:

1
0y + O 41 23:>2wd2wd+wd+1 >1—=

0> o =1 = min{ . b~ @ui b (3.152)
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Logo, de (3.147) e (3.152) segue que:

t<o; <w, € w,—1t>0, \V/iE[d]. (3.153)

Segue de (3.153) que a = (¢t,t,...,t,0) e c = (w) —t,@p —1,..., @0y — t, @y ) pertencem
d+1

aB= H[O,(Di].

Além, disso a e ¢ sdo simétricos em relagdo a b, isto €, “T“ = b. Desse fato, as desigual-

dades (3.135) para a e ¢ sdo as mesmas.

A partir da desigualdade (0 — 1)+ (@ — 1)+ ...+ (g — 1)+ @4 = 1 —dt > dwy4
valem as desigualdades (3.135) para a e c. Por outro lado, da desigualdade df < 1 —dt valem as
desigualdades (3.136) para a e c. Logo, por defini¢io a e ¢ pertencem ao politopo alvo truncado

e, portanto, a intersec¢ao de / com B estd contida no politopo alvo truncado, pois este é convexo.

Vamos agora mostrar como podemos trocar o argumento do grau de ¢ utilizando o
Teorema de Borsuk-Ulam (Teorema 3.1.2 (BU 1b)).

Seja m; a projecio de R?*! na direcdo da reta [ no subespaco ortogonal a , o qual pode

ser identificado com R,

Definimos:

g8 - R4
u— m(g(u)). (3.154)

A aplicagdo g’ preserva pontos antipodas e pelo Teorema de Borsuk-Ulam (Teorema
3.1.2 (BU 1b)) existe u € $¢ tal que g’ (u) = 0, o que significa que f(u) € I. O

Observacao 3.3.20. Note que, em particular, se tomarmos U, = 0 como a medida nula,
obtemos o Teorema do sanduiche de presunto para medidas (Teorema 3.3.11) como consequéncia.
O Teorema 3.3.19 foi nomeado Teorema do hamburguer pelo fato de possuir mais ingredientes

(mais distribui¢des de massa) se comparado a um sanduiche de presunto.

A proxima versao do Teorema do sanduiche de presunto € uma versao para conjuntos
finitos de pontos. Como coroldrio dessa versdo, obtemos uma nova versao, com hipdteses
adicionais que nos fornecerdo um "corte do sanduiche"mais bem definido. Tal versdo sera

extremamente ttil na demonstracao do Teorema do Colar (Teorema 3.3.28).

Definicfio 3.3.21. Seja A C R? um conjunto finito de pontos. Dizemos que um hiperplano 2 C R?
bissecta o conjunto A se:

Ih"NA| < YAl =midx{neZ; n< 1A} e

i~ NA| < [3[A]] =mix {n € Z; n < }|A|}. (3.155)
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Definiciio 3.3.22. Seja A C R? um conjunto finito. Dizemos que o conjunto A estd em posicdo

geral se ndo existem d + 1 pontos distintos em A que pertencem a um mesmo hiperplano.
Exemplo 3.3.23. Trés pontos colineares nio estio em posicdo geral em R

Teorema 3.3.24 (Teorema do sanduiche de presunto para conjuntos finitos de pontos). ((MA-
TOUSEK, 2008), Theorem 3.1.2,pg. 48) Sejam A;,A», ...,A; C R? conjuntos finitos de pontos.
Entdo, existe um hiperplano 4 que bissecta A,A,, ...,A; simultaneamente.

Demonstragdo. A ideia para provar esse teorema consiste em trocar os pontos de A; por bolas
abertas suficientemente pequenas centradas nos pontos de A;, a partir dai aplicamos o Teorema
do sanduiche de presunto para medidas (Teorema 3.3.11). Vamos separar o teorema em trés

casos, de acordo com os subconjuntos A,A»,...,Aq.

Caso 1: A cardinalidade de A; é fmpar, para todo i € [d] e A UAyLI...LUA, estd em
posicdo geral.

Definimos o conjunto A apartir de A;, para i € [d], trocando cada ponto de A; pela bola
aberta centrada nesse ponto com raio €.

Como A UA; ... LIA, estd em posigdo geral, existe € > 0 suficientemente pequeno
d

tal que dadas d + 1 bolas abertas de |_| A%, nio existe um hiperplano 4 C R? que as intersecta
i=1
simultaneamente.

Defina, para i € [d]:

Wi B — [07+°°]
X = A9(X NAY). (3.156)

Aplicando o Teorema do sanduiche de presunto para medidas (Teorema 3.3.11) para as

medidas g, Uy, ..., Uy definidas em (3.156), segue que existe um hiperplano £ tal que:
AL (R NAE) = () = w(h™) =A% (h~ NAE), i€ [d), (3.157)

isto €, h divide todo Af em duas partes com a mesma medida de Lebesgue.

Como A? possui um niimero impar de bolas abertas para todo i € [d] e & divide Af em
duas partes com a mesma medida de Lebesgue, entdo /& deve intersectar a0 menos uma bola

aberta de cada A?. Logo, / intersecta no minimo d bolas abertas. Mas por construgdo, € > 0 foi
d
tomado de tal forma que 4 ndo intersecta d + 1 bolas abertas de |_|A;‘3 portanto, & intersecta
i=1
exatamente d bolas, uma de cada A?, para i € [d].

Assim, como o hiperplano % divide cada A7 em duas partes com a mesma medida de

Lebesgue e intersecta somente uma bola aberta de A¥, entdo & passa pelo centro dessa bola
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intersectada. As outras |A;| — 1 bolas abertas de A? estdo |Ai‘2_l = L%|A,|J contidas em h't e

M"'T*l = | 3]Ai|] contidas em A~. Em particular, seus centros (os pontos de A;) também estdo

contidos em A. Isto implica que % bissecta A;, para todo i € [d].

Caso 2: A cardinalidade de |A;| € impar, para todo i € [d], mas Aj LIA, ... LJA, ndo estd

necessariamente em posicao geral.

Usaremos um argumento de perturbagdo. Para todo 17 > 0, podemos perturbar o conjunto
A;, tal que cada ponto de A; ndo € movido a uma distancia maior do que 1 e assim obter um

novo conjunto finito de pontos A; , de maneira que Ay LAy U... 1A, 5 estd em posigdo geral.

Pelo Caso 1, existe um hiperplano &y que bissecta todos os conjuntos Ay n,A2 n,...,Aqn

simultaneamente. Vamos escrever:

hy = {x R (ag.x) = by }, paraalgum ay € 5°. (3.158)

Desta forma, quando 1y — 0, temos (bnk) uma sequéncia limitada, isto é, existe / C R
um intervalo fechado e limitado tal que (by,) C I. Agora, tome a sequéncia (an,,bn,) € S¢ X 1.

Como S? x I é compacto, existe uma subsequéncia:

(an,,,bn,,) € $9 % I tal que (ang,,bn,,) = (a,b) € RI*L (3.159)

Defina:

h={xeR?; (a,x) =b}. (3.160)

O hiperplano 4 definido em (3.160) € um hiperplano que bissecta A1,A5,...,A; simulta-

neamente.

De fato, seja x € RY um ponto tal que dist(x,h) = & > 0. Entio, existe j suficientemente
grande tal que dist(x,hn, ) > %5 , para todo r > j. Logo, se existem m pontos de A; em um dos
semi-espacos abertos H determinados por A, estes m pontos irdo pertencer a um semi-espaco

aberto anj determinado por hnkj’ para j suficientemente grande. Portanto, se para algum i € [d]

existirem mais de L% |A;|| pontos de A; em um dos semi-espagos abertos H determinados por £,

existirdo mais de | 3|A;|| pontos de A; ; em hy, j» 0 que € uma contradigdo.

Caso 3: Este é o caso geral. Suponhamos que dentre os conjuntos finitos de pontos
A1,A,,...,Ay possa existir i € [d] tal que |A;| é impar.

Defina A} = A, se |A;| for impar. E se |A;| for par, escolha um ponto p; € A; e defina
Al =A;\ {pi}. Neste caso, obtemos A}, A%, ... A/, tais que |A}| é impar, para i € [d].

Considerando A/,A),...,A), e aplicando o Caso 2, obteremos h um hiperplano que
bissecta A},A5,...,Al,. Note que este hiperplano 4 também bissecta Aj,As, ...,A4. De fato, se |A;]|
for impar, temos A} = A; e ndo hé o que fazer. E se |A;| for par, como cada semi-espago aberto H
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L%(
que p; € H, terfamos no maximo (%|A,| —1)+1= %| il = L |A;|| pontos de A; em H, logo h
bissecta A1,A»,...,A . [

determinado por / possui no maximo | 4 |A7| |

i| = 1)] = 1|A;| — 1 pontos de A;, mesmo

Corolario 3.3.25 (Teorema do sanduiche de presunto, versao para posi¢do geral). (MATOUSEK,
2008), 3.1.3 Corollary, pg.49) Sejam A;,A»,...,A; C R conjuntos finitos de pontos tais que
AjUAy L. UA, estd em posicdo geral. Entdo, existe um hiperplano 4 que bissecta Aj,A»,...,Aq
simultaneamente, tal que para todo i € [d], temos exatamente L%|A,|J pontos de A; em cada

semi-espaco aberto determinado por ~ € no maximo um ponto de A; pertence a A.

Demonstragdo. A ideia da prova € aplicar o Teorema 3.3.24 e perturbar o hiperplano 4 obtido,

de forma a obtermos um novo hiperplano que satisfaz as condi¢des do Corolario 3.3.25 .

Tome 4 o hiperplano dado na demonstracdo do Teorema 3.3.24, o qual bissecta A1,A5, ..., Ay
simultaneamente. O que impede / de ser o hiperplano que procuramos no enunciado do corolério
€ o fato de que um conjunto A; de cardinalidade par pode ter mais de um ponto pertencendo a h

e, portanto, vamos perturbar 4 de modo que ele satisfaca as condi¢des desejadas.

Realizando uma mudanga no sistema de coordenadas, podemos tomar 4 como sendo o

plano horizontal, isto é:

h={(x1,x2,....,xq) € R?; x; = 0}. (3.161)

Defina B = (A UA; U...LUA4) Nh. Note que B consiste de no maximo d pontos geome-

tricamente independentes.

Vamos adicionar d — |B| pontos em B, de forma a obter um subconjunto C C h tal que C

consiste de d pontos geometricamente independentes.

O que faremos a seguir é perturbar o hiperplano 4, obtendo um novo hiperplano /', onde:
(AjUAU...UA)NAY CH'™T e (AfUAU...UAZ)Nh™ CH™. (3.162)

Além disso, deslocaremos os pontos de A;, para |A;| par, para baixo (k™) ou para cima (h'"), de

modo que /' seja o hiperplano desejado.

A partir de C construiremos um novo conjunto C' = {d’; a € C}, onde &’ € definido da
seguinte forma: se a € C\ B é um dos novos (d — |B|) pontos adicionados, ou se a € A;, onde

|A;| é impar, definimos a = @'. Por outro lado, se a € A;, onde |A;| é par, definimos:

(3.163)

a =

p a-+ €ey, sequisermos colocar a € h'™,
a—€gey, se quisermos colocar a € h'™.

Note que podemos tomar € > 0 suficientemente pequeno de forma que os d pontos
de C’ sejam geometricamente independentes e sdo vilidas as inclusdes de (3.162). Defina A/
o hiperplano determinado pelos d pontos geometricamente independentes de C'. Este serd o

hiperplano procurado. O
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Exemplo 3.3.26 (Dividindo uma pizza para quatro pessoas). Seja i uma distribui¢cdo de massa

no plano. Existem dois hiperplanos % e hy que dividem o plano em quatro regides:
Hy=h{Nhy, Ho=h{Nhy, Hy=h; Nhy e Hy=h; Nh; (3.164)
com igual distribuicdo de massa, isto é:

W(Hy) = u(Hy) = p(Hs) = p(Hy) = ju(R?). (3.165)

Tome 1 uma outra distribui¢do de massa qualquer no plano. Temos u, n distribui¢des de
massa no plano e, pelo Teorema do sanduiche de presunto para medidas (Teorema 3.3.11), existe

hi um hiperplano tal que:
w(hi) = Iu@®?) = u(hy). (3.166)
Defina as distruicdes de massa A; e A, dadas por:
MX)=pu(XNh) e 1(X)=u(XNhy), para X € Z. (3.167)
Novamente, pelo Teorema do sanduiche de presunto para medidas (Teorema 3.3.11),

dadas as distribui¢des de massa A; e Ay, existe um hiperplano 5, tal que:

M) = Ma(hy) = 20 (BY) = Su(ht) e 2aliis) = Aa(hy) = 32a(RY) = bu(hy). (3.168)

Assim, hp e hy serdo os hiperplanos procurados.

Uma interpretacdo para este problema € pensar em uma pizza (ndo necessariamente
aquela tradicional, pode ser um pizza em formato de % ou & por exemplo) e com apenas dois

cortes podemos dividi-la igualmente entre quatro pessoas.

Figura 26 — Pizza dividida entre quatro pessoas.

Fonte: Elaborada pelo autor.

3.3.2 Teorema do colar e multiparticées coloridas

Nesta secdo, apresentaremos problemas geométricos e combinatoriais para os quais o
uso de ferramentas topoldgicas tem sido extremamente util, além de fornecerem demonstracoes

muito elegantes.
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O Teorema do colar consiste no seguinte problema de divisao descrito a seguir.

Dois ladrdes roubaram um valioso colar de pedras preciosas. Existem d
tipos de pedras preciosas e uma quantidade par de cada tipo de pedra,
podendo assim ser repartido de forma a dar a mesma quantidade de
pedras de cada tipo para ambos os ladrdes. A divisdo seria muito simples,
porém eles querem fazer o menor nimero de cortes possiveis no colar,
pois este é feito de platina e a cada corte feito eles estdo diminuindo o
valor pelo qual podem vender essa platina.

Neste problema estamos considerando um colar aberto (isto é, homeomorfo a (0, 1))
como na Figura 27, ndo um colar fechado (homeomorfo a sh.

Exemplo 3.3.27. No colar da Figura 27 temos trés tipos de pedras e podemos fazer uma divisao

entre os ladrdes com apenas trés cortes.

Figura 27 — Exemplo de colar e de divisdes entre dois ladrdes.

P
-

Ce@- 0™ - @

Ladrio 1 Ladrao 2

Fonte: Adaptada de Matousek (2008, pg.54).

Queremos saber em uma situacao geral, isto €, em um colar aberto com d tipos de pedras
e um numero par de cada tipo delas, qual o nimero minimo de cortes que faria uma divisao

igualitaria, independentemente das posi¢des das pedras.

Inicialmente note que se tivermos d tipos de pedras, com 2k pedras de cada tipo agrupadas
em d blocos com todas as 2k pedras do mesmo tipo, assim como Figura 28, serdo necessdrios

pelo menos d cortes para fazer a divisdo (a0 menos um em cada bloco de pedras do mesmo tipo).

O Teorema do colar diz que essa situacdo é extrema, ou seja, com d tipos de pedras

podemos fazer a divisdo em no médximo d cortes, qualquer que seja a distribuicdo das pedras.

Considerando que temos uma quantidade par de pedras de cada tipo, o Teorema do colar

pode ser enunciado como segue.

Teorema 3.3.28. (Teorema do colar, (MATOUSEK, 2008), 3.2.2 Theorem, pg.54) Qualquer
colar (aberto) com d tipos de pedras pode ser dividido entre dois ladroes usando no maximo d

cortes.

Demonstragdo. Podemos considerar o colar como a curva momento:

y:R—R? (3.169)
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Figura 28 — Exemplo de colar em que d cortes sdo necessarios.

d tipos de pedra

2k

2k

e

k1

Fonte: Elaborada pelo autor.

dada por y(t) = (¢,£2,...,t%).

Suponha que o colar possua n pedras. Defina:
A; = {y(k) ; a k-ésima pedra é do i -ésimo tipo, k = 1,2,...,n}. (3.170)

Aqui, os pontos de A; sdo as pedras do i-ésimo tipo.

Como AjUA, U ...LUA,; C Im (y), segue pelo Lema 2.4.5 que a unido estd em posi¢ao
geral. Logo, podemos aplicar o Coroldrio 3.3.25 e concluir que existe um hiperplano & que
bissecta todo A;, para i € [d]. Assim, como |A;| é par, para todo i € [d], h é disjunto de Aj LIA, L
...UAze

It NA;| = Al = |h~ NAy| , para todo i € [d]. (3.171)

Pelo Lema 2.4.5, h ndo intersecta (corta) a curva momento (colar) em mais de d pontos,

ou seja, o colar é cortado no maximo d vezes pelo hiperplano A.

Agora, por (3.171), considerando os cortes realizados pelo hiperplano 4, basta dar as

pedras que estdo em h" para um dos ladrdes, e as pedras que estdo em A~ para o outro ladrio.

[]

Surpreendentemente, apesar de ser um problema com enunciado puramente combinato-

rial, todas as provas conhecidas do Teorema do colar utilizam topologia.

Um tipo de problema geométrico-combinatorial em que as ferramentas topoldgicas t€ém

se mostrado extremamente uteis sao as multiparticdes coloridas, como veremos a seguir.

Teorema 3.3.29. (AKIYAMA; ALON, 1989) Sejam d > 2 e n > 2 naturais. Considere os
conjuntos A1,As,...,As de n pontos cada, em posicio geral em R?; imagine que os pontos de A
sdo azuis, os pontos de A, sdo vermelhos, etc. (Cada A; tem sua proria cor). Entdo, os pontos da
unido Ay UA; L...LUA, podem ser particionados em "arco-iris" d-uplas (cada d-upla contém um

ponto de cada cor) com fechos convexos disjuntos.
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Figura 29 — Figura ilustrando a demonstra¢do do Teorema do colar.

Fonte: Matousek (2008, pg.55).

Exemplo 3.3.30. Na Figura 30 temos um exemplo de tentativa frustrada de realizacdo do

"arco-iris", paran=9e d = 2.

Figura 30 — Exemplo de tentativa de fazer um "arco-iris".

e "..',c/o\,

O II o

CL._- ;'b O\.

Fonte: Matousek (2008, pg.54).

Demonstracdo. A demonstracao serd feita por inducdo em n.

Para o caso inicial n = 2, pelo Coroldrio 3.3.25, existe 2 um hiperplano que bissecta

AjUAy L. UA, de forma que:
"' NA;|=1¢e |h- NAj| =1, paratodoi € [d]. (3.172)
Assim, como A LA, LI...UUA, estd em posicao geral, o fecho convexo dos d pontos

em cada semi-espago aberto determinado por /4 é um (d — 1)- dimensional simplexo com cada

vértice em um A;. Logo, temos o "arco-iris" formado pelos dois fechos convexos:

conv({x; x € (AjUA U...UAy)NATY) e conv({x; x € (A UAU...UAy)NA™}). (3.173)

Agora vamos mostrar o passo indutivo. Dado m > 2, suponhamos o teorema valido para

todo n < m. Vamos dividir em dois casos, como segue.
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Se m € impar, pelo Corolério 3.3.25 existe um hiperplano 4 que bissecta cada A;, para
i € [d] e contém exatamente um ponto de cada cor (isto é, de cada A;). Assim, em cada semi-
espaco aberto determinado por /4, temos m74 pontos de cada A; e d pontos em &, um de cada
A;.

Tome o d-simplexo formado pelos pontos em / e aplique o teorema para n = ”’Tfl <m
em cada um dos semi-espacos abertos determinados por 4. Como h™ e h™~ sdo convexos e

h™ Nh~ =0, segue que o teorema vale para n = m.

Se m € par, pelo Coroldrio 3.3.25 existe um hiperplano % que bissecta cada A;, para i € [d]
e é disjunto de A; LIA, U...LIA,. Assim, cada semi-espaco aberto determinado por 4 contém
exatamente 5 pontos de cada A;. Aplicando o teorema para n = 7 < m nos semi-espagos abertos

Ccomo no caso anterior, temos que o teorema segue para n = m. O]

Existe a tentativa de generalizar o Teorema 3.3.29, a qual d4 origem a seguinte conjectura.

Conjectura 3.3.31. Sejam r > d > 3 e n > 2 inteiros. Sejam Xi, Xz, ..., X, conjuntos disjuntos

em R¢. Suponhamos que ndo existam d + 1 pontos de X; LUX, LI... X, em um mesmo hiperplano,
r

Z |X;| = dn, e |X;| < n, para qualquer i € [r]. Entdo, existem n simplexos (d — 1)- dimensionais

i=1
disjuntos, onde os d vértices de cada d-simplexo sdao pontos de d conjuntos distintos X;.

O caso planar, isto é, d = 2 ja foi resolvido, como afirma o teorema a seguir.

Teorema 3.3.32. (KANO; SUZUKI; UNO, 2013) Sejam r > 3 e n > 2 inteiros. Sejam X1, X>, ..., X,

r conjuntos disjuntos de pontos no plano. Suponhamos que ndo existam trés pontos de:

XiuX;u... UX, (3.174)

-

colineares, Z |Xi| = 2n, e |Xi| < n, para qualquer i € [r]. Entdo, existe uma correspondéncia
i=1

perfeita sem cruzamentos em X LI X, LI... LI X,, onde cada aresta conecta dois pontos de conjuntos

distintos X; e X;.

No mesmo artigo em que Mikio Kano e Jan Kyn¢l demonstram o Teorema do hamburguer
(Teorema 3.3.19), € apresentada uma versao discreta do Teorema do hamburguer (Teorema
3.3.36), a qual é utilizada para demonstrar um caso particular da Conjectura 3.3.31 para o caso

r =d+ 1, o qual € enunciado a seguir.

Observacao 3.3.33. Para o caso n = 1 temos trivialidades nos Teoremas 3.3.29 e 3.3.32 ¢
na Conjectura 3.3.31, por essa razdo foi enunciado n > 2. De fato, no Teorema 3.3.29 temos
um dnico "arco-iris" d-upla com um ponto de cada cor, enquanto no Teorema 3.3.32 temos
apenas dois conjuntos X; e X; distintos com um tinico ponto cada, os quais formam a tnica
aresta da correspondéncia. Na Conjectura 3.3.31, os d pontos de | |;_; X; formam um tnico

(d — 1)-dimensional simplexo, onde os d vértices sdo pontos de d conjuntos distintos X;.
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Definicao 3.3.34. Dizemos que os conjuntos de pontos X, X>, ..., X, sdo balanceados em um

subconjunto S C RY se para qualquer i € [r], temos:

SNX;]. (3.175)

1
SNX;| < -
| l|—d ‘

r

J

Teorema 3.3.35. (KANO; KYNCL, 2018) Sejam d > 2 e n > 2 inteiros. Sejam X, X, ..., Xy

d + 1 conjuntos disjuntos de pontos em R¢. Suponhamos que nio existam d + 1 pontos de
d+1

X UXoU...UX; 1 em um mesmo hiperplano, Z |X;| = dn, e |X;| < n, para cada i € [d + 1].
i=1

Entdo, existem n simplexos (d — 1)- dimensionais disjuntos, onde os vértices de cada simplexo

sdo pontos de d conjuntos distintos X;.

Agora, enunciamos a versao discreta do Teorema do hambiirguer e a seguir faremos a

demonstra¢cdo do Teorema 3.3.35.

Teorema 3.3.36 (Versao discreta do Teorema do hambiirguer). (KANO; KYNCL, 2018) Sejam
d > 2 en > 2inteiros. Sejam X1,X>, ..., X 11 d+ 1 conjuntos disjuntos de pontos balanceados em

R?. Suponhamos que nio existam d + 1 pontos de X; LIX> ... X,,; em um mesmo hiperplano
d+1

e que Z |X;| = dn. Entdo, existe um hiperplano % disjunto com X; UX, U... U X, tal que para
i=1

cada semi-espaco aberto H determinado por 4, os conjuntos X1, X>, ...,X;+1 sdo balanceados em

He Z?jll |H N X;| é um inteiro positivo miltiplo de d.

Demonstragdo do Teorema 3.3.35. Fixado d > 2 um inteiro qualquer, mostraremos o resultado

por indu¢do em n, utilizando o Teorema 3.3.36.

Vamos provar o caso inicial n = 2. Por hipétese, X1, X>,...,X;11 sdo d 4+ 1 conjuntos

disjuntos de pontos em R? tais que:

d+1
Y 1Xi|=2d e |X;| <2, paratodoi € [d+1]. (3.176)
i=1

d+1
Pelo Teorema 3.3.36, existe um hiperplano 4 tal que Z |H NX;| € um inteiro positivo
=1
d+1 l
multiplo de d, para H € {h",h~ }. Como Z |X;| = 2d, segue que:
i=1

d+1
Y [HNXi|=d,paraH € {h* h™}. (3.177)
i=1

Logo, como X1,Xp, ..., X, € balanceado em H € {h",h~ } temos:

d+1

1
|HﬁXi|§g [HNXj| =1, paraie [d+1]. (3.178)
=1

J
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Portanto, cada X; tem um ponto em H, para H € {h* h~}. Agora basta tomar o d-
simplexo cujos vértices sdo os pontos de A" N (X; UXo U ... UX 1) € 0 d- simplexo cujos
vértices sdo os pontos de A~ N (X; UXo L ... U Xy41).

Para o passo indutivo, note que pelo Teorema 3.3.36, existe um hiperplano % que divide
R4 em dois semi-espacos i e h™, onde cada um deles tem dk pontos, 1 < k < n— 1 e exatamente
k pontos de cada X;. Assim, por hipétese de indu¢io podemos aplicar o teorema em At C R e

h~ C RY separadamente, e como A" Nh~ = 0, o teorema segue. U

3.3.3 Conjectura de Kneser

A Conjectura de Kneser, proposta em 1955 por Martin Kneser, € anunciada a seguir.

"Sejam k e n ndimeros naturais, k < n; seja N um conjunto com 7 ele-
mentos, N; o conjunto de todos os subconjuntos de N com exatamente k
elementos; seja f uma aplicagdo de N, em M com a propriedade de que
f(K1) # f(K2) se aintersec¢do K| N K, é vazia; seja m(k,n, f) o nimero
de elementos de M, e m(k,n) = mingm(k,n, f). Prove que para k fixado,
existem nuimeros mo = mo(k) e no = no(k) tais que m(k,n) = n—my
para n > ng, onde mo(k) > 2k —2 e no(k) > 2k — 1, ambas desigualdades
provavelmente seguem com igualdade.”

Martin Kneser.

Em 1978, L4z16 Lovasz deu a primeira prova para a Conjectura de Kneser utilizando
métodos topoldgicos e esta € considerada o marco do inicio de uma nova drea: a topologia
combinatéria (vide (LONGUEVILLE, 2004)). Esta subse¢ao foi baseada em (MATOUSEK,
2008).

Inicialmente, vamos introduzir algumas defini¢des basicas de teoria dos grafos.

Definicao 3.3.37 (Grafo). Um grafo finito G é um par (V,E), onde V # @ é um conjunto finito
eE C (‘2/) ¢ um subconjunto do conjunto formado por todos os subconjuntos de V com dois
elementos. Os elementos de V sdo chamados vértices de G e os elementos de E sdo chamados

arestas de G.

Observacao 3.3.38. Estaremos interessados apenas em grafos finitos, por isso a definicao apenas

neste caso.

Exemplo 3.3.39. Dois exemplos importantes de grafos sdo o grafo completo de m vértices,

denotado por K, e o grafo bipartido completo K, ,, onde m,n > 1 sdo inteiros.

O grafo K, é o grafo com m vértices com todas as arestas possiveis, isto €:

K = ([m], ([’Z]» (3.179)
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O grafo bipartido K, , € dado por:

K= (1< (00U 23 {2y e (MR ey e} ).

Definicao 3.3.40 (Subgrafo). Seja G = (V,E) um grafo. Um grafo H = (V' E’) é um subgrafo
de G se:

/
Vicv e E'C (Z)mE (3.180)

Dado um subconjunto S C V de vértices, o subgrafo induzido de G no subconjunto S é o

grafo:
G[S| = (S, {{u,v} €E;uveSs}). (3.181)

Exemplo 3.3.41. Seja G = ([4], 2([4])) = K4. Temos que H = ([3],{{1,2},{2,3}}) é um
subgrafo de G, mas o subgrafo induzido de G em [3] é G[[3]] = ([3], Z([3])) = K3.

Definicao 3.3.42 (Homomorfismo de grafos). Sejam G = (V(G),E(H))e H= (V(H),E(H))

grafos. Um homomorfismo de grafos entre G e H, denotado por ¢ : G — H, € uma funcao:
©:V(G)—>V(H) (3.182)
que preserva arestas, isto é, dado {u,v} € E(G), temos:

o({u,v}) ={9(u),@(v)} € E(H). (3.183)

O homomorfismo ¢ : G — H é um isomorfismo de grafos se ¢ :V(G) — V(H) é uma
bijecdo tal que:

{u,v} € E(G) se, e somente se {¢(u),p(v)} € E(H). (3.184)

Observacao 3.3.43. A partir de agora, quando nos referirmos a um grafo, estaremos falando
deste a menos de isomorfismos, ou seja, K, por exemplo, ndo precisa necessariamente ter

V(K;;) = [m], mas tem que ser isomorfo ao grafo de (3.179).

Definicao 3.3.44 (n-coloragdao de um grafo). Uma n-coloracdo de um grafo G é uma fungao:
x:V(G) — [n], (3.185)

onde cada aresta de G tem vértices associados a valores distintos, isto é, dado {u,v} € E(G),

temos x (u) # x(v).

Observacao 3.3.45. Note que pela Defini¢do 3.3.44, temos que uma n-colorag¢do ) do grafo G
¢, resumidamente, um homomorfismo de grafos ¢ : G — K.
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Definicao 3.3.46 (Numero cromatico de um grafo). Seja G um grafo. Definimos o niimero
cromdtico de G, denotado por x(G), como sendo o menor nimero natural n > 1 tal que existe

uma n-coloragdo de G, isto é:

x(G) =min{n € N\ {0} ; existe uma n-coloragéo x : V(G) — [n]}. (3.186)

Vamos traduzir a Conjectura de Kneser em linguagem de teoria dos grafos. Tome N = [n],
escrevemos ([Z}) ao invés de N para denotar a cole¢do de todos os subconjuntos de [n| com k
elementos. Assim, defina um grafo G no qual os vértices sd@o os subconjuntos de ([Z]) e eles estdo
conectados por uma aresta se, € somente se, sdo disjuntos. Desta forma, f é uma colorag¢do do

grafo G, onde M € o conjunto de cores e 0 que Kneser pergunta € sobre o nimero cromético
x(G).

Esta tradugdo para a linguagem de teoria dos grafos motiva a definicdo a seguir.

Definicao 3.3.47 (Grafo de Kneser). Sejam X # @ um conjunto finito e .# C (X ) um sistema
do conjunto X. O Grafo de Kneser de .%, denotado por KG(.%), tem .# como conjunto de
vértices e dois conjuntos F, F; € .# sao conectados por uma aresta se, € somente se, F{ N F, = 0.

Em simbolos:

KG(Z) = (F {{F,R}:F,F, € Z,F,NF =0}). (3.187)

Denotaremos por KG,, ; o Grafo de Kneser do sistema .7 = ([Z]) (subconjuntos de [n]

com k elementos).

Exemplo 3.3.48. Tome n =7 e k = 3. Os subconjuntos {1,2,4}, {3,5,7} € ([g]) estdo conecta-
dos por uma aresta, pois {1,2,4}N{3,5,7} = 0. Por outro lado, {1,3,5}, {1,2,7} € ([;]) ndo
estdo conectados por uma aresta, pois {1,3,5} N {1,2,7} = {1} #0.

Exemplo 3.3.49. A seguir, apresentamos alguns exemplos de Grafo de Kneser.
(1) Paratodo n > 1, KGy 1 é o grafo completo K, para o qual x(K,) = n.

(2) Paratodo k > 1, KGy,_1 x € um grafo sem arestas, pois se existissem Fi, F> € ([Zkk_ 1})
conectados por uma aresta, teriamos F; N F, = 0, logo |F] U F>| = 2k, o que é uma contradi¢do
com o fato de que F; UF, C [2k — 1]. Assim, podemos colorir todos os vértices de KGo_1 4 com

uma tnica cor, logo ¥ (KGoy_14) = 1.

(3) Para todo k > 1, em KGyy todo vértice A € ([zkk]) € conectado somente ao seu
complementar A€, isto é:

KGo s = (([2:]) , {{A,AC}; Ae ([2:]) }) . (3.188)

Assim, podemos colorir KGy; x com duas cores, basta atribuir cores diferentes para

subconjuntos complementares. Logo, ¥ (KGa x) = 2.
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Figura 31 — Grafo de Petersen.

(1,3}

Fonte: Matousek (2008, pg.58).

(4) KGs 5 é o famoso Grafo de Petersen, o qual é muito usado em teoria dos grafos para

contra-exemplos. Veja na Figura 31.

O conceito de Grafo de Kneser se mostra ainda mais importante pelo fato de que todo
grafo pode ser escrito dessa forma.
Teorema 3.3.50. Todo grafo finito G € isomorfo a um Grafo de Kneser.
Demonstracdo. Seja G = (V,E) um grafo finito. Sem perda de generalidade podemos supor
G=[nleEC ([Z]), para algum n > 1.

Defina:

X = [n]U{Xp; B € EC}, onde Xf # Xpr,para F,F' € ([Z]) eF #F. (3.189)

Cada Xp como definido anteriormente representa uma aresta do grafo complementar a G,
isto é (V,EC).

Definimos o sistema direto .# do conjunto X por:
F ={V,Va,...,Vy}, onde V; = {i} U {XB; i€cBeBc EC} , paratodoi € [n]. (3.190)
Note que, para cada i € [n], V; é um conjunto que contém o préprio i e todas as represen-
tagdes de arestas de (V, EC) que conectam i a outro vértice.
Assim, temos o isomorfismo de grafos:

¢ : G — KG(F) (3.191)

i—V
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De fato, ¢ é um isomorfismo de grafos, pois i, j € [n], i # j estdo conectados por uma
aresta se, e somente se, {i, j} € E.Por outro lado, {¢(i),¢(j)} = {V;,V;} é uma aresta se, e
somente se, V;NV; = 0. Mas note que a intersec¢do € vazia se, € somente se, {i,j} & EC, isto é
{i,j} €E. [

Observacao 3.3.51. Para grafos infinitos pode ser feita uma prova semelhante do Teorema

3.3.50, apenas fazendo adaptacdes necessarias.

Podemos reformular a Conjectura de Kneser como segue.

Teorema 3.3.52 (Teorema de Lovész-Kneser, (LOVASZ, 1978)). Sejam k> 0en>2k—1.
Entdo, o niimero cromético do Grafo de Kneser KG,,  é ¥ (KG,,x) = n—2k+2.

Demonstracdo. Para demonstrar o resultado basta provar as seguintes desigualdades:

X(KG,p) <n—2k+2 e (3.192)
X(KGyp) > n—2k+2. (3.193)

Para mostrar a desigualdade (3.192), basta exibir uma (n — 2k + 2)- coloragdo do Grafo
de Kneser KG,, ;. Defina:

X ([Z]) -2k +2], (3.194)

onde ¥ (F) = min{min(F),n—2k+ 2}, para todo F € ([Z]).

A fungdo y € uma coloragio para KG, . De fato, sejam F, F' € ([Z}) tais que {F,F’}
¢ uma aresta de KG,, 4 (isto é, F N F’ = 0) tais que x(F) =i = x(F'). Se i <n—2k+2, entdo
i€cFeicF' logoic FNF', oque contraria o fato de que F NF’ = 0. Por outro lado, se
i=n—2k+2,entdo F, F' C{n—2k+2,....,n},ecomo FNF' =0, temos |F LF'| = 2k. Mas

como |{n—2k~+2,...,n}| =2k — 1, temos uma contradicao.

Para mostrar a desigualdade (3.193), observamos que todas as demonstragdes de um
limitante inferior para o nimero cromdtico ¥ (KG, ) sdo topoldgicas, ou imitam as provas
topoldgicas. A apresentada aqui foi proposta por Joshua Greene (vide (GREENE, 2002)) e
utilizard o Lema 3.1.9.

Para mostrar que Y (KG,, x) > n—2k+ 2, vamos supor que exista uma d- coloragio de

KG,, k, na qual d = n—2k+ 1, o que resultard em uma contradigao.

Tome X C ¢ um conjunto de n pontos em posicio geral, isto &, néo existe um hiperplano

h C R?*! tal que 7 contém mais de d pontos de X.

Podemos identificar os n pontos de X com o conjunto [n] e, consequentemente, identifi-

camos (},g) com ([Z]).
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Suponha que exista uma d- coloragdo ) de KG,, ;.

Definimos os conjuntos A1,As,...,A; C S¢ da seguinte forma: x € A;, para i € [d] se,
e somente se, existe F' € (),g) tal que x(F) =ie F C H(x), onde H(x) é o hemisfério aberto

definido por:

H(x) = {y € 5% (x,y) > 0}. (3.195)

Figura 32 — Ilustragdo do hemisfério aberto H(x) e do equador de x.

d d d
S S S
equador
de x

Fonte: Elaborada pelo autor.

Observacao 3.3.53. O equador de x € definido como sendo:

equador de x = {y € §%; (x,y) =0}. (3.196)

O exemplo da Figura 33 ilustra a definicdo do conjunto A;, i € [d], para o caso (n,k) =
(5,2).

Figura 33 — Exemplo que ilustra a defini¢do de A;, para i € [d].

KG, , Grafo de Kneser.
Seja X coloracdo de KG,, .
X Temos {3,4} C H(x).

Suponha X({3,4}) =i.
Entdo x € A; por definigdo.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Por fim, definimos A1 = S\ (A] UAsU...UAy).
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Figura 34 — Ilustragdo da cobertura de (3.197).

oA, Az, . Ay

sdo abertos.

® A,,, €éfechado.

® X,-X pertencemaA;.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Note que A1,A,,...,Ay sdo abertos e Ay, | € fechado. Pela defini¢do de A4, 1, segue que:

AlUAYU...UAJUA 1 = $¢ & uma cobertura de abertos e fechados para s, (3.197)

Assim, pelo Lema 3.1.9, existe x € $¢ e i € [d + 1] tal que x, —x € A;. Consideremos os

casosi < dei=d+1, como segue.

Se i < d, entdo existiriam F, F' € () tais que F C H(x), F' C H(—x) e x(F) =i = x(F').
Assim, como H (x) NH(—x) = 0 (veja Figura 32), temos F N F’ = 0 e, portanto, {F,F’} é uma

aresta de KG,, 4 tal que x(F) = x(F’), o que contradiz a hipétese de que x € uma coloragdo.

Se i=d+1, entdo x,—x € Ay; e isto significa que H(x) e H(—x) contétm no ma-
ximo k — 1 pontos cada, pois caso contrério existiria F € (),g) tal que F C H(x) (analoga-
mente, F C H(—x)) e assim x € Ay (r) (analogamente, —x € Ay (r)), onde x(F) <d e, portanto,
x,—x & Agy1. Assim, como H (x) UH(—x) U equador de x = S¢ (veja Figura 32), temos que o

equador de x contém no minimo:
(n—2)(k—1) =n—2k+2=d+ 1 pontos, (3.198)

logo o hiperplano 7 = {y € R¥*!; (x,y) = 0} contém no minimo d + 1 pontos de X, o que

contradiz o fato de que X C S¢ estd em posigdo geral. L

A seguir, introduziremos algumas defini¢des e provaremos o Teorema de Dol nikov, o

qual implica o Teorema de Lovasz-Kneser (Teorema 3.3.52).

Defini¢ao 3.3.54. Um hipergrafo é um par (V,E), onde V # 0 é um conjunto de vértices e

E C P (V) séo as arestas (que podem ter mais de dois pontos segundo essa defini¢do).
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Observacdo 3.3.55. Um grafo G = (V,E) é, em particular, um hipergrafo, no qual £ C (%) C
%)

Exemplo 3.3.56. G| = ([4],{1},{2,3},{3,4},{1,2,4}) € um hipergrafo, mas nao um grafo,
pois nem todas suas arestas possuem dois elementos, mas G, = ([4],{1,4}},{2,3},{3,4}) é um

hipergrafo que €, em particular, um grafo.

Definicao 3.3.57. Seja (X,.#) um hipergrafo. Uma m- coloragdo é uma fungio:
x:X — [m] (3.199)
tal que nenhum subconjunto F' € .# é monocromatico, isto é:

\x(F)|>1,VF € #. (3.200)

O niimero cromdtico do hipergrafo (X,.7 ), denotado por x(X,.#) (ou simplesmente

x(Z) ) é omenor m > 1 tal que existe uma m-coloragdo de (X, 7).

Se existe uma m- coloragdo para o hipergrafo (X,.%), dizemos que ele é m-colordvel.
Observacao 3.3.58. Estamos interessados principalmente em 2-coloragdes de hipergrafos.

Definicio 3.3.59. Seja (X,.#) um hipergrafo. Definimos o defeito de m-colora¢do, denotado
por cdy,(:F ), como sendo a menor cardinalidade de um conjunto ¥ C X tal que "retiramos"os

vértices de Y e o hipergrafo induzido é m-colordvel. Em outras palavras:

cdp(F) =min{|Y

; (X\Y,{F € #;, FNY =0}) é m-colordvel.} (3.201)
Exemplo 3.3.60. Seja C, o ciclo com n vértices. Entdo:

0, sen for par,

cdr(Cy) = {

1, sen for impar.

A Figura 35 ilustra a justificativa para os valores de cd»(Cp,).

Exemplo 3.3.61. Dado o hipergrafo G = ([4],{1,2},{1,3},{1,4},{2,3,4}) (o qual ndo é um
grafo em particular) , temos cd»(G) = 1, pois 2,3 e 4 devem possuir cores diferentes de 1, mas
se todos eles tiverem a mesma cor, teremos {2,3,4} monocromdtico. Basta retirar o vértice 1 e

colorir {2,3,4} com duas cores distintas.

Agora, estamos em condicdes de enunciar e provar o resultado a seguir.

Teorema 3.3.62 (Teorema de Dol’nikov, (DOL’NIKOV, 1981)). Seja .# um sistema de um

conjunto X (ou simplesmente (X,.%#) um hipergrafo). Entdo:

X(KG(F)) > cdr(F). (3.202)
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Figura 35 — 2-coloragdes de ciclos C,.

O wértice 2k+1 ndo pode
ser azul nem vermelho,

2k+1 1 2 2k 1 2

2k 3 2k-1 3

2k-1 4 4

2i 2i1 2i  2i1

Fonte: Elaborada pelo autor.

Demonstracdo. Defina d = y(KG(.%)). Seguiremos a ideia da prova do Teorema de Lovasz-
Kneser (Teorema 3.3.52).

Identificamos .% no conjunto X C S¢, onde X estd em posicio geral (ndo temos d + 1

pontos de X em um mesmo hiperplano).

Definimos os conjuntos Ay,A», ...,A; como segue. Para i € [d]:

A= {x € 8¢, existe F € .Z talque F C H(x) e x(F) = i}. (3.203)

Por fim definimos Ay, | = 8¢\ (A1 UAyU...UAy).

Claramente A,A»,...,Ay sdo abertos e Ay € fechado. Logo, como
AUA U AjUA = 59, (3.204)

podemos aplicar o Lema 3.1.9 e concluir que existe x € §¢ tal que x,—x € A; para algum
i€ld+1].

Se i <d, existiriam F,F’ € Z taisque F C H(x), F' CH(—x) e x(F)=i= x(F'). Isso
¢ uma contradic@o, pois F NF’' = 0 e, portanto, {F,F’} é uma aresta de KG(.%) e eles ndo

poderiam ter a mesma cor. Segue que i =d + 1.

Como x, —x € Ay 1, todo F € .% nio estd contido inteiramente em H (x) nem em H(—x).
Se retirarmos o conjunto Y dos pontos de X que estdo no equador de x (no maximo d pontos,
pois X estd em posi¢do geral), podemos colorir os pontos de X que estdo em H(x) de vermelho e

os pontos de X que estdo em H(—x) de azul, como ilustra a Figura 36.

Esta é uma 2-coloracdo do hipergrafo (X \Y,{F € .%; FNY = 0}), pois dado F €
F; FNY =0, o conjunto F deve conter pontos de H(x) e H(—x) (azuis e vermelhos), pois

F C H(x) ou F C H(—x) contraria o fato de que x € Ay .
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Figura 36 — Ilustragdo da colorag@o azul-vermelho.

S¢ e Hix

» . . equador de x
pontos a serem retirados
(o masimo d)

H(-x)

-X

Fonte: Elaborada pelo autor.

Assim, retirando os pontos de Y, onde |Y| < d, obtemos uma 2-coloragdo. Logo,
cdr(F) <d = x(KG(F)).
O

Observacao 3.3.63. O Teorema de Dol’nikov implica no Teorema de Lovasz-Kneser. De
fato: consideremos o hipergrafo (X,.%#), onde X = [n] e F = ([Z]). Se retirarmos um con-
junto Y de n — 2k + 1 pontos, X \ Y tem 2k — 1 pontos. Suponhamos uma 2-colorago para
(X \Y,{F; Fe (XIEY) }) . Pelo menos & pontos de X \ Y tém a mesma cor e este € um conjunto
monocromatico, logo cdy (%) > n— 2k + 2 e provamos a desigualdade (3.193). A demonstragdo
da desigualdade (3.192) requer apenas uma (n — 2k 4 2)-coloragdo, como na demonstragdo do

Teorema de Lovasz-Kneser.

O Teorema de Dol’nikov, apesar de implicar no Teorema de Lovasz-Kneser, pode fornecer

uma informag¢ao nao muito relevante como veremos no exemplo a seguir.

Exemplo 3.3.64. Seja k > 0 um inteiro positivo suficientemente grande. Definan =2k e .# o

sistema direto de [n]| dado por:

F ={A;={2i—1,2i}; i€ [K]}. (3.205)

Note que KG(.%#) € um grafo 2-colordvel, basta atribuir uma cor para os vértices pares e
outra cor para os vértices impares. Logo cd, (%) = 0. Por outro lado, KG(.% ) é isomorfo ao grafo

completo com k vértices, pois {A1,A,...,Ar} sdo k conjuntos disjuntos. Assim y(KG(.%)) = k.
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Assim, o que Teorema de Dol nikov afirma nesse caso é que k = x (KG(.%)) > cda (F) =
0 para k suficientemente grande. Esse exemplo mostra uma certa imprecisao quanto a forca do
resultado de maneira geral.

Figura 37 — Ilustracdo do Exemplo 3.3.64.

1 3 2k-1

A A,f eee A,

2 4 2k

Fonte: Elaborada pelo autor.

Vamos agora enunciar e provar o Lema de Gale, que além de ser um interessante problema
geométrico-combinatorial, € também ferramenta essencial para a demonstragdo do Teorema de
Schrijver, que nos d4 o nimero cromadtico de certos subgrafos induzidos do grafo de Kneser
KG,, x (0os chamados grafos de Schrijver SG,, x).

Teorema 3.3.65 (Lema de Gale, (GALE, 1956)). Para qualquer d > 0 e qualquer k > 1, existe

um conjunto X C 8¢ de 2k +d pontos tal que qualquer hemisfério aberto de S¢ contém ao menos
k pontos de X.

Figura 38 — Ilustracdo da afirmacdo do Lema de Gale.

. k=3
e | d=2
: 2k+d = 8 pontos
~— = —
°

Mote que em cada semi-espago
aberto H(x) e H[-x) tem-se pelo
menos 3 pontos | no caso da figura,
tem-se exatamente k=3 pontos).

—_— =

Fonte: Elaborada pelo autor.

Demonstragdo. Vamos provar a seguinte afirmacdo equivalente ao Lema de Gale.
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Existem vy, v, ..., Vg € RYT! ndo nulos, tais que para todo hiperplano 7 C R4*!

passando pela origem em R?*! existem pelo menos k pontos tanto em A" quanto em A~ isto é:

|h+ N {V],Vz, ---7V2k+d}| >k e |h_ N {vl,vz, ...,V2k+d}| > k. (3.206)

Esta afirmacdo é de fato equivalente ao Lema de Gale, basta associar v; € R*! ao vetor
unitdrio v, = H:—’H € §? e cada semi-espaco aberto hT, A~ aos hemisférios abertos A N S? e

h~NS%, respectivamente. Veja na Figura 39 um exemplo dessa associagio para d = 1.

Figura 39 — Ilustracao da equivaléncia da afirmagdo com o Lema de Gale.

hns |Va

Fonte: Elaborada pelo autor.

Assim, basta construir tais pontos vi,vs, ..., vagrq € R4

Consideremos a curva momento Y contida no hiperplano x; = 1, isto é:

{(x1,x0, ., Xg41) € R xp =11, (3.207)

Essa curva momento ¥ C {(x1,X2,...,X411) € R¥*!; x; = 1} é dada por:

74 (1,002, .17 e R 1 € R). (3.208)

Devemos escolher 2k + d pontos distintos ®;, @, ..., Wx+g € ¥ Na curva momento,
indexados de acordo com a ordem na qual aparecem na curva momento segundo o paramétro

t € R. Assim, podemos tomar:

w; = (i), parai € [2k+d|. (3.209)

Os pontos an, @4, ..., @y sdo chamados pares e 0s pontos g, @3, ..., Wk Sao chamados

impares.

Defina v,va, ..., varq € R9T! da seguinte forma:

vi=(—1)'a;, para 1 <i<2k+d. (3.210)
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Figura 40 — @, @, ..., M;+4 indexados conforme a ordem do paramétro ¢.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Note que v; # 0, para todo i € [2k +d], pois v; € {(x1,%2,...,x0%1q) € R x; =1},

Falta mostrar que estes 2k + d pontos satisfazem a condicao de que para todo hiperplano

h C R4+ passando pela origem, existem ao menos k pontos tanto em A" quanto em /™.

Seja h C R4*+! um hiperplano arbitrario. Note que:

v, EhT <= @; € h" paraiparou —®; € h", para i impar. (3.211)

ViEh™ <= w;€h paraiparou —@; € ht, para i impar. (3.212)

Pelo Lema 2.4.5, qualquer hiperplano # C R?*! passando pela origem intersecta ¥ em no
maximo d pontos e se existem d interse¢des, entdo Y atravessa para o outro semi-espaco aberto

definido por 4 em cada interseccao.

Note que dado um hiperplano & C R4*! passando pela origem , podemos mové-lo
continuamente de modo que ele contenha exatamente d pontos de W = {@;, an, ..., iq} €
continue passando pela origem, sem que nenhum ponto de W atravesse para o outro semi-espago

aberto durante o movimento.

Isto €, de fato, possivel pois se 4 contém j < d pontos de W, fixamos estes j pontos € a
origem O e rotacionamos /& em torno destes j+ 1 pontos fixos (cujo fecho convexo forma um

Jj-simplexo, pois W C 7) até o hiperplano encontrar um novo ponto de W.

Assim, o novo hiperplano 4 rotacionado mantém os j pontos iniciais de W e intersecta
pelo menos mais um ponto de W, mas ndo intersecta mais de d pontos no total, pois W C ¥
e pelo Lema 2.4.5 ndo existem mais de d pontos de ¥ em um mesmo hiperplano. Além disso,
como a rotagdo € interrompida quando A intersecta o primeiro ponto de W \ &, segue que nenhum
ponto atravessa para o outro semi-espaco aberto durante o movimento. Portanto, basta continuar

o processo até que |WNh| =d
Nas Figuras 41 e 42 temos exemplos desse processo de rotagao do hiperplano 4.

Entdo, podemos supor que /4 intersecta W em exatamente d pontos, logo / intersecta y

em exatamente d pontos, onde todos sao pontos de W.
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Figura 41 — Exemplo de rotacdo do hiperplano 4.

e;

k=2
h| d=1 ,h
i, 2k+d=5 Vi, y, \ h
. rotacionado
R oVs ‘e /7 oVs
-
A . v; / .
Va e Vs
&
Fonte: Elaborada pelo autor.
Figura 42 — Exemplo de rotacdo do hiperplano 4.
€3
€ k=2
'4:'3 e, d=1 FIXO
/ FIXO| 2k+d=4
0 : >’ €1
UZ El

rotacionado
com O e Vy fixos

Fonte: Elaborada pelo autor.

Seja Won o conjunto de pontos de & que pertencem a W, isto é, Woy = W M h. Defina
Worr =W\ Won.

Logo W = Woy UWprr, onde [Woy| = d e entdo |Wopr| = 2k.
Pelo Lema 2.4.5, 7 atravessa para o outro semi-espago aberto a cada ponto de Woy .
Vamos colorir os 2k pontos de Worr de preto ou branco, como segue.

o; € Worr é preto se, e somente se @; € h™ e i é parou ®; € h~ e i é impar. (3.213)

®; € Worr € branco se, e somente se @; € h~ e i é par ou @; € hteié impar. (3.214)

Em outras palavras, de (3.211) e (3.212), segue que @; € Worr € preto se, e somente se

vi € hT e w; € Worp é branco se, e somente se v; € h™.

Assim, para provar o Lema de Gale, € suficiente mostrar que k pontos de Worr sdo

pretos e k pontos de Wyrr sdo brancos.
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Para mostrar isso, note que se omitirmos os d pontos de Wy em 7, os pontos de W se
alternam entre preto e branco ao longo de ¥, e dai teremos k pontos de cada cor em Worr. Veja

a Figura 43.

Figura 43 — Pontos de Wyrr se alternam entre preto e branco.

h

Fonte: Matousek (2008, pg.66).

De fato, sejam @ e @’ pontos consecutivos de Worr ao longo de ¥, com j pontos de Won

entre eles.

Se j é par, entdo @ e ®' estdo no mesmo semi-espaco aberto e tém paridades distintas,

logo @ e @’ tém cores distintas.

Se j é impar, entdo ® e @’ estdo em semi-espacos abertos distintos, mas a paridade deles

é a mesma, logo ® e @’ tém cores distintas. O]

Definicdo 3.3.66. Seja S € ([Z]) um subconjunto de [n] com k elementos. O subconjunto S é

chamado s-estdvel se para quaisquer i, j € S distintos, temos:
s<|i—jl<n—s. (3.215)

Denotamos o conjunto dos subconjuntos s-estdveis de S por:

<[Z]>S - {S € ([Z]) L Sé s—estdvel} (3.216)

Observacao 3.3.67. Quando S € ([Z]) ,» dizemos simplesmente que S € estdvel ao invés de dizer
que S € 2-estdvel. Note que um subconjunto S € estdvel se ndo possui nimeros adjacentes, isto €,
seie€ S,entaoi+ 1 ¢ Sesenc S, entdo 1 €S. Um subconjunto S pode ser interpretado como

um subconjunto de vértices do grafo C,, sem vértices adjacentes.
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Exemplo 3.3.68. Tome n = 6. Temos:

{1,3} ¢ ([g])z, mas {1,6} ¢ ([g]>2. (3.217)
{2,4,6} € <[§]>2, mas {1,3,4} ¢ ([§]>2. (3.218)
{1,4} € (@)3, mas {2,4} ¢ ([21)3. (3.219)

Defini¢ao 3.3.69 (Grafo de Schrijver). Sejam n > 2k > 0 inteiros. O Grafo de Schrijver SG,, ;. €

o subgrafo induzido de KG,, ; com conjunto de vértices ([Z]) 5> 18t0 €

SGux = (([Z])Z, {{F,G} c (([22)2) ;FﬁG:(Z)}) . (3.220)

Exemplo 3.3.70. (1) Para qualquer n > 0, SG,, ; € isomorfo ao grafo completo K.

27]

(2) Para qualquer n > 0, existem apenas dois subconjuntos S € ( "

)2: o subconjunto
P C [2n] dos nimeros pares e o subconjunto I C [2n] dos ndmeros impares. Como PN I = 0,

segue que SGy, , € isomorfo a K5.

(3) SGs, = {{1,3},{1,4},{2,4},{2,5},{3,5}} é um subgrafo induzido do Grafo de
Petersen KGs 5, cujo conjunto de vértices é ([31)2. Veja a Figura 44.

Figura 44 — SGs » € um subgrafo induzido do Grafo de Petersen KGs ».

{1,3} {1,3}

e A
,-'"HH \\\“\ ,-’// ™
f . S .
7 LRCE s ‘xx
Hﬂfﬁxﬂn | -y 24 (2,5 ¢
\ o - -{.-1 L "f.l \

KGs, 5G.,

Fonte: Adaptada de Matousek (2008, pg.58).

Note que x(KGs2) =3 = x(SGs ). Este fato ¢ exatamente o que afirma o Teorema de

Schrijver a seguir.
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Teorema 3.3.71 (Teorema de Schrijver, (SCHRIJVER, 1978)). Para todos n > 2k > 0, temos

que os numeros cromaticos de KG,, x e SG,, ; satisfazem:
X(SGpx) = X(KGy i) =n—2k+2. (3.221)

Demonstragdo. Definad =n— 2k.

Como n = 2k +d, podemos aplicar o Lema de Gale (Teorema 3.3.65) e obter um
subconjunto contendo 2k + d pontos X C S¢ tal que qualquer hemisfério aberto de S¢ contém ao
menos k pontos de X.
com (1),

Identifique X com [n] e, consequentente (),g )5

Claramente ¥ (SG, x) < X (KGy,x), pois SG, x é subgrafo de KG,, . Logo:

X(SGyp) < n—2k+2. (3.222)

Falta mostrar que x(SGy, x) > n — 2k + 2. Para mostrar essa desigualdade, suponhamos

que exista uma (n — 2k + 1)-coloragdo de SG,, x:

XX = [n—2k+1]. (3.223)

Note que d = n — 2k + 1 e defina os conjuntos abertos A1,A»,...,Az4+1 C $? como na
demonstragdo do Teorema de Lovéasz-Kneser (Teorema 3.3.52), ou seja: x € A;, para i € [d] se, e
somente se, existe F € ([Z])Z tal que ¥ (F) =ie F C H(x).

Temos A UAyU...UAg; = S?. De fato, dado x € R?*!, o hemisfério aberto H(x)
contém um subconjunto F de k pontos (todos pretos ou todos brancos), como vimos na demons-
tracdo do Lema de Gale (Teorema 3.3.65). Da forma como foram definidos preto e branco, um

subconjunto F € (),f) com todos os k pontos da mesma cor € estavel, logo x € Ay (p.

Logo, pela versao (LS-0) do Teorema de Borsuk-Ulam (Teorema 3.1.2) existe x € 59 tal
que x, —x € A; para algum i € [d + 1]. Logo, existem F, F' € ()15)2 taisque F C H(x) , F' C H(—x)
e X(F)=1i=x(F). Assim, como H(x) N H(—x) = 0, segue que:

X
X(F)=x(F) , FNF'=0,para F,F' (k) . (3.224)
2

Logo, (3.224) é uma contradi¢do com a hipdtese de que y € uma (n — 2k + 1)-coloragao
de SGy, . O
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CAPITULO

TEORIA DOS GRAFOS E TOPOLOGIA

Neste capitulo, obteremos resultados sobre Teoria dos Grafos através de métodos to-
polégicos. Na primeira se¢do demonstraremos o Teorema de Hanani-Tutte (Teorema 4.1.31),
sobre planaridade de um grafo, utilizando cohomologia simétrica. Na segunda sec@o obteremos
limitantes inferiores para o nimero cromatico de um grafo utilizando os conceitos de Z;- in-
dice e k-conexidade. As principais referéncias deste capitulo sdao (LONGUEVILLE, 2012) e
(MATOUSEK, 2008).

4.1 O Teorema de Hanani-Tutte

O Teorema de Hanani-Tutte afirma que se um grafo G tem um desenho em que dadas
duas arestas independentes (ndo tem vértice em comum) elas se intersectam um nimero par
de vezes, entdo G € planar. Utilizaremos ferramentas de Topologia Algébrica para demonstrar
este teorema, que essencialmente é um teorema de teoria dos grafos. A referéncia desta secdo é
(LONGUEVILLE, 2012), cujo texto foi inspirado nos artigos (TUTTE, 1970) e (SARKARIA,
1991b).

Inicialmente vamos formalizar o conceito de desenho de um grafo G, conforme (LON-
GUEVILLE, 2012).

Definicao 4.1.1 (Superficie fechada). Uma superficie S € fechada se S € compacta e sem bordo.

Definicao 4.1.2 (Curva simples). Uma curva simples o na superficie fechada S € uma fungao

suave:
o:[0,1] =S, 4.1)
que € injetiva no seu interior, isto €é:

o(s) # a(t) , para todos 5,1 € (0,1) tais que s # 7. (4.2)
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Os pontos a(0) e a(1) sdo chamados pontos finais da curva simples «.

Dados x,y € S, uma x, y-curva é uma curva simples « tal que @(0) =xe a(1) =y.

Definicao 4.1.3 (Desenho de um grafo). Seja G um grafo. Um desenho do grafo G é dado por

duas aplicagdes:

x+—x, ,onde x é um vérticede G e x, € S; 4.3)

e— Im o, C §, onde e é uma aresta de G e o, uma curva simples em S; “4.4)
que satisfazem as seguintes condi¢des:

(1) As imagens de vértices distintos sdo distintas, isto é, x,, # x, , para x # v,

(2) Para cada aresta e = {u,v}, a curva associada @, ¢ uma x,,x, — curva;

(3) Dadas duas arestas distintas e # f, o conjunto de intersec¢des das curvas associadas
a, e o ¢ finito, isto é, {x € S ; existem r,s € (0, 1) tais que . (r) = as(s) = x} é finito.
(4) Nao existem intersecgdes triplas, isto €, dadas trés arestas distintas e, f € g, 0 conjunto

{xe S ;existemr,s,1 € (0,1) tais que &t (r) = ap(s) = 0g(t) =x} =0 e

(5) Intersecgdes sdo sempre transversais, nunca tangenciais, isto €, os vetores tangentes de duas

curvas associadas a arestas, as quais se intersectam em um plano, sempre geram todo o plano.

O desenho do grafo G sera denotado por (x, @), representando as duas aplicacdes.

Observacdo 4.1.4. No caso da superficie fechada S?, podemos projetar o desenho no plano R?

via projecao estereografica.

Definicao 4.1.5 (Grafo planar). Seja G um grafo. O grafo G é chamado planar se existe um
desenho (x, &) de G na superficie fechada S2, onde (x, &) nio tem intersec¢des de arestas, isto &,

dadas duas arestas e, f de G, temos:
{x € §; existem r,s € (0,1) tais que o (r) = ar(s) =x} = 0. 4.5)

Exemplo 4.1.6. Tome o grafo G = ([5],{{1,2},{1,4},{2,3},{3.4},{4,5}}). Na Figura 45
temos uma ilustracio de um desenho de G em S?, onde curvas simples associadas a arestas
distintas estdo representadas por cores distintas. Assim, como G tem um desenho em s2, segue

da Definicdo 4.1.5 que G € planar.
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Figura 45 — Desenho do grafo G em S°.

S

2

Fonte: Elaborada pelo autor.

Formalizado o conceito de desenho de um grafo G, vamos definir o objeto a ser utilizado

na construcao da cohomologia simétrica: o produto deletado de um grafo.

Definicdo 4.1.7 (Produto deletado de um grafo). Seja G = (V,E) um grafo, onde E C (%) e
V NE = 0. Defina o produto deletado de G por:

GX:{(G,T);G,TE(‘I/)I_IE,GHT:(Z)}. (4.6)

Isto é, pares de vértices distintos, pares com uma aresta e um vértice que nao pertence a

esta aresta e pares com duas arestas independentes.

Denotaremos {v} € (‘1/) simplesmente por v e as arestas {u,v} € E serdo denotadas

simplesmente por uv.

Observacao 4.1.8. Se visualizarmos o grafo G como um complexo simplicial, temos a funcao

dimens3io:

0 \%
gimo—d O s o€i); (4.7)
1, se O€E.

Podemos estender a fun¢do dimensao para o produto deletado G* da seguinte forma:

dim (0,7) = dim 0 +dim . (4.8)

Visualizando (o, 7) como o produto ¢ X T, podemos obter um vértice, uma aresta ou um

quadrado.

Exemplo 4.1.9. Tomando o grafo G = ([4],{{1,2},{3,4}}), temos como elementos de G* os
pontos (1,2),(1,3),(1,4),(2,1),(2,3),(2,4),(3,1),(3,2),(3,4),(4,1),(4,2) e (4,3); as arestas
(4,12),(34,2), (3,12),(34,1),(12,3), (1,34), (12,4) e (2,34) e 0s quadrados (34, 12) e (12,34).
A Figura 46 ilustra o grafo G e seu produto deletado G*.
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Figura 46 — Grafo G e seu produto deletado G*.

#1) a1z (42) [162} 11«-1] (230 (23 .11-3]
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G deletado Gx

]
o
P

[

(FET]

(12,34

(2,34

Fonte: Elaborada pelo autor.

A partir do produto deletado G*, construiremos uma cohomologia que serd chamada

cohomologia simétrica.

Inicialmente, note que existe uma Z;- agao livre y no produto deletado G*, definida por

(0,7) et (1,0). 4.9)

Definicao 4.1.10 (Cadeias (grupos)). Para cada i > 0, defina a cadeia C;(G*;Z;) como o Z;-
espaco vetorial gerado pelos elementos (células) de dimensao i.

Definicao 4.1.11 (Operadores bordo). Definimos os operadores bordo da cohomologia simétrica
d:Ci(G*;Zy) — Ci—1(G™;Z,) nas bases da seguinte forma:

d(uv,x) = (u,x) + (v,x) , d(x,uv) = (x,u) + (x,v),quandoi=1,e
d(uv,xy) = (u,xy) + (v,xy) + (uv,x) + (uv,y), quando i = 2. (4.10)

Para i > 2, como C;(G*;Z,) =0, temos d = 0.
Exemplo 4.1.12. No Exemplo 4.1.9, o grupo de cadeia C>(G*;7Z;) é o grupo:
C2(G*Zy) = {a.(12,34) + B.(34,12) ; o, B € Zy}. (4.11)
Definicao 4.1.13 (Cocadeias Simétricas). Para cada i > 0, a cocadeia simétrica C! (G*;Zy) é

definida como o conjunto de aplica¢des lineares que sdo invariantes com respeito a Zp- acdo U,
isto é:

C(G*;Zy) = {9 :Ci(G*;Z2) = Zy ; ¢(0,7) = ¢(7,0) , para todo (0,7) € G* de dim i}. (4.12)
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Definicao 4.1.14 (Operadores cobordo da cohomologia simétrica). Para cada i > 0, definimos o

operador cobordo da cohomologia simétrica § : C'(G*;Z,) — C*1(G*;Z,) como segue:

8 :CH(G*;Zy) — CTT(G*:Zy)
©—o(p)=¢@od (4.13)

Notacdo: Um elemento de Im(§) serd chamado cobordo.

Observacao 4.1.15. Entdo, temos uma sequéncia de cohomologia:

0——= HY(G*1Zs) —2~ H'(G*;Z5) —2~ HA(G*;Z)—=0——=0—— -~ (4.14)

C*(G*Z
Note que Hz(GX;ZZ) = W'

Observacao 4.1.16. Vamos fixar notacdes para os elementos da base das cocadeias simétricas
CY(G*:Z,) e C2(G*;Zy).

Inicialmente, considere as cocadeias caracteristicas:

I, se o=uveT=x,000=x¢e7T=uy,
[uv,x](c,r):{ (4.15)

0, caso contrario.

[uv,xy|(o,T) =

I, se o=uveT=xy,000 =xyeT=uy,
{ Y 4 (4.16)

0, caso contrario.

Note que os elementos da base de C!(G*;Z,) sio as fungdes caracteristicas [uv,x], nas
quais uv € uma aresta e x nio pertence a aresta uv. Por outro lado, os elementos da base de
C%(G*;7,) sdo as fungdes caracteristicas [uv,xy] = [xy,uv], para todo par de arestas uv e xy

independentes, ou seja, nao t€m vértices em comum.

Definicdo 4.1.17 (Fungdo ¢). Seja f = (x, &) um desenho de G. Entdo f define uma cocadeia
simétrica
Q7 : C(G™ Zy) — Lo, (4.17)

dada por ¢f(o,7) = |Im(0s) NIm(0;)| mod 2. para geradores (0,7) € C2(G*;7Z,), isto é, a
paridade do nimero de cruzamentos das arestas ¢ e T no desenho f.

Exemplo 4.1.18. Seja f o desenho de K5 da Figura 47. Neste caso, temos @y = [13,24] +
[14,25] 4 [14,35].
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Figura 47 — Desenho f de Ks.

LN

%

D

Fonte: Longueville (2012, pg.133).

Definicao 4.1.19 (Classe de obstrugcdo). Definimos a classe de obstrugcdo de um grafo G,
0o(G) € H*(G*;Z,) , por o(G) = [@], onde f é um desenho arbitrério de G.

Observacio 4.1.20. Note que, a principio, a classe de obstrugido 0(G) ndo estd bem definida, a

menos que:

[@f] = [@,] , para quaisquer desenhos f e g de G. (4.18)

As proximas proposicdes (Proposi¢cdo 4.1.21 e Proposicao 4.1.22) garantirdo a boa
definigdo da classe de obstrugdo o(G). Mais ainda, todo elemento da classe o(G) pode ser obtido
a partir de um desenho f de G, isto €, uma fungdo @y. O Corolario 4.1.23 afirma exatamente este

fato.

Proposicio 4.1.21. Para todo desenho f de G e para qualquer ¥ € C'(G*;Z,), existe um
desenho g de G tal que @, = Q¢+ O (V).

Demonstragdo. Para mostrar que dado um desenho f de G e y € C!(G*;Z,), existe um desenho
g de G tal que @, = @7+ 0(y), basta mostrar que o resultado é valido para um elemento y da
base de C! (G*;Zy) , isto é, ¥ = [uv,x], para uv uma aresta e x um vértice que no pertence a

aresta uv.

Vamos calcular o cobordo de um elemento da base [uv,x] € C'(G*;Z,), como segue:

I, se o=uvexetT,0uxcoeTT=uy,

O([uv,x])(0,7) = [uv,x](d(0,7)) = { (4.19)

0, caso contrario.

Em outras palavras, & ([uv,x]) é igual a 1 nos pares (0, 7), onde G e T sdo ambas arestas,

das quais uma € igual a uv e x € um vértice da outra.

A adicdo de 8 ([uv,x]) a fun¢do ¢, pode ser interpretada geometricamente. O desenho

g de G tal que @, = @ + 8([uv,x]) pode ser obtido, como ilustra a Figura 48, através de um
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pequeno tubo que contorna o vértice x em uma vizinhanga suficientemente pequena, de modo
que J([uv,x]) acrescente um nimero par de cruzamentos de uv com outras arestas ao longo do
tubo, e acrescente 1 ao nimero de cruzamentos de uv com arestas que t€ém x como vértice, logo

o desenho g faz exatamente com que @y = @+ 5(y).

Figura 48 — Modificacdo de f para g.

Fonte: Longueville (2012, pg.113).

]

Proposicao 4.1.22. Se f e g sdo desenhos de G, entdo @r € @, diferem por um cobordo, isto €,

@r € @, definem a mesma classe de cohomologia.

Demonstragdo. Inicialmente vamos ordenar os vértices de G, V(G) = {v1, ..., v, }. Por transiti-
vidade, basta mostrar a afirmacio para um desenho f qualquer e o desenho g, onde os n vértices
de G estdo distribuidos em ordem no sentido anti-hordrio em um circulo unitdrio e as arestas sao

os segmentos de reta unindo os vértices.

Note que dado um desenho f qualquer, podemos fazer uma modifica¢do no desenho de
forma que os vértices de G, V(G) = {vi,...,v, } estejam posicionados em um circulo unitdrio
em sentido anti-hordrio e este desenho preserve as intersec¢des entre arestas, o que implica que a

func¢do @r ndo € alterada. Veja na Figura 49 como fazer esta modicag¢@o no desenho f.

Agora que os vértices dos desenhos f e g estdo nas mesmas posi¢des € @ ndo foi
alterada, vamos mostrar que tomando uma aresta {u,v} de G e fazendo o processo de "endirei-
tamento"desta aresta no desenho f, de forma que ela se torne o segmento de reta que une os
vértices u e v, exatamentamente como no desenho g, teremos que a fungio do novo desenho f/
obtido, com a aresta {u,v} "endireitada"difere de ¢ por um cobordo, isto &, @y — @7 € Im(§).
Assim, provado este fato, repetindo o processo de "endireitamento"para todas as arestas de G,

teremos que @y — @, € Im(J), como querfamos demonstrar.

Durante o processo de "endireitamento"da aresta {u,v} podem acontecer trés tipos de

situagdes que afetam as intersec¢des de arestas independentes no novo desenho f’ e podem,
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Figura 49 — Modificacdo do desenho f de forma que os vértices fiquem ordenados no circulo unitério.

Fonte: Longueville (2012, pg.115).

consequentemente, alterar a fungdo associada ao desenho, isto €, podemos ter ¢y — @ # 0. Sdo

estes casos:

(1) A aresta {u,v} ultrapassa uma intersecc¢do tangencial. Neste caso, um par de intersec-
¢Oes aparece ou desaparece, € como as fungdes @, ¢ t€m contradominio Z; essa ultrapassagem

ndo altera a fun¢do e segue que @y = Q.

(2) A interseccao de {u, v} ultrapassa a intersec¢do de outras duas arestas independentes.
Nesta situacao, um par de intersecgdes apenas troca a ordem da intersec¢do, e essa ultrapassagem

ndo altera a funcao e, portanto, Or = @y

(3) A aresta {u,v} ultrapassa um vértice x € V(G). Note que mudam as intersec¢oes
da aresta {u,v} com as arestas independentes a {u,v} que t&ém x como vértice. As arestas que
tinham intersec¢do com {u,v} agora ndo tem mais e as que ndo tinham passam a ter. Assim, de
(4.19), segue que @y = @5 +Im (6([uv,x])).

Logo, em qualquer um dos casos anteriores, temos que @ — @ € Im (§).

Vamos mostrar um exemplo deste processo de "endireitamento"de {u,v} em figuras,
onde indicamos as intersec¢des da aresta do lado direito das ilustra¢des. A Figura 50 representa
o desenho inicial f = fy. Na Figura 51, cujo desenho é denotado f;, temos um exemplo do
caso (1), onde um par de intersecgdes aparece apds a aresta {u,v} ultrapassar uma intersec¢ao
tangencial. As Figuras 52 e 53, que ilustram os desenhos f;, e f3 respectivamente, representam o
caso (2), onde as intersecgdes apenas trocam de posi¢des. A Figura 54, ilustrando o desenho f

¢ um exemplo do caso (1) onde um par de intersec¢des desaparece. Note que:
Pr =01 =0pn =@ = Py (4.20)

Na Figura 55, cujo desenho é fs, a aresta {u, v} ultrapassa o vértice x, como no caso (3).
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Logo:

Ofs = @ry + 0 ([uv,x]) = @f + S ([uv, ). (4.21)

Finalmente, a Figura 56, que ilustra o desenho fg, apenas finaliza o processo de "en-
direitamento"de {u,v}, mas nenhum dos trés casos descritos anteriormente acontece. Assim,

concluimos que neste exemplo:

@f, = @+ 6([uv,x]). (4.22)

Figura 50 — Desenho f = fp.

kg

Fonte: Longueville (2012, pg.115).
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Figura 51 — Desenho fi.

T c6

+ey
+ey

£ c_r'

Fonte: Longueville (2012, pg.116).

Figura 52 — Desenho f5.

Fonte: Longueville (2012, pg.116).
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Figura 53 — Desenho f3.

u

Fonte: Longueville (2012, pg.117).

Figura 54 — Desenho f;.

Fonte: Longueville (2012, pg.117).
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Figura 55 — Desenho fs.

i L

+ €1

+ e
. i
Fonte: Longueville (2012, pg.118).
Figura 56 — Desenho f.
kH
L
T €1
4 l“.2

k4

Fonte: Longueville (2012, pg.118).

]

Corolario 4.1.23. Dado um grafo G, a classe de obstru¢do o(G) estd bem definida e todo
elemento y € o(G) é obtido a partir de um desenho, isto é, ¥ = @, para algum desenho f de G.

Demonstracdo. A Proposicao 4.1.22 garante que 0(G) estd bem definida e a Proposi¢do 4.1.21
garante que todo elemento y € 0(G) € obtido apartir de um desenho, isto é, Y = @y. para algum
desenho f de G. [
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O Lema a seguir afirma que as classes de obstru¢do dos grafos Ks e K33 sdo ndo
nulas. Isto serd fundamental para utilizarmos o Teorema de Kuratowski (Teorema 4.1.29) na

demonstracdo do Teorema 4.1.30.

Lema 4.1.24. As classes de obstrugdo o(Ks) e 0(K3 3) ndo sio nulas.

Demonstragdo. Tome o desenho f de K5 dado pela Figura 47.

Figura 57 — Desenho f de Ks.

Desenho f

¢ = [13,24]

Ks

Fonte: Adaptada de Longueville (2012, pg.119).

Suponha o(K5s) = 0, entdo [@s] = 0, logo @ € Im §.
Agora, vamos analisar um elemento de Im J.
Denote {i, j,k,/,m} = [5] e temos que a imagem de um elemento da base de C' (K';Z5)

(dado por [ij, k| de forma geral) é:

O([ij,k)) = [ij,kl) + [ij, km]. (4.23)

Segue que todo elemento de Im & € C*(K.;Z,) é dado pela soma de uma quantidade
par de elementos da base de C*(KZ';Z5), isto é:

m
Imd = {Zl[/, ; ; pertence a base de CZ(KSX;ZZ), m é par, y; # y; , Vi, j € [m], i%j}. (4.24)

i=1
Assim, @y = [13,24] & Im 6, pois é soma de uma quantidade fmpar de elementos da
base de C*(KJ;Z>).
Portanto, 0(Ks) = [@f] # 0.
Tome o desenho g de K3 3 dado pela Figura 58.
Suponhamos que 0(K33) = 0, entdo devemos ter [@g| = 0, isto &, ¢, € Im §.

Agora, vamos analisar um elemento de Im 9J.
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Figura 58 — Desenho g de K3 3.

Desenho g

Fonte: Elaborada pelo autor.

Denotaremos por {pa, Pp, Pesia,ip,ic} = [6] os vértices de K3 3, onde pg, pp, pe s30 0s

vértices pares € iy, ip, i SA0 0s vértices impares.
Note que as arestas de K3 3 sdo as que unem um vértice par com um vértice impar.

Dado um elemento da base de C! (K;3 ;Z) (de forma geral dado por [p4ip, pelou [paip, ic),

isto €, uma aresta unindo par com impar e um vértice par (ou i{mpar).

Temos:

5([paib7pc]) = [paibapcia] + [paibapcib]’
6([paibvic]) = [paibu icpb] + [paib»icpc]- (4.25)

Segue que todo elemento de Im § € C*(K3'5;Z5) € dado pela soma de uma quantidade
par de elementos da base de C? (K3'3:7Z,), isto é:

m
Imé = { V; ; W; pertence a base de CZ(K3><3;ZQ) ,mépar, W, # Y, , Vi,j€[m], i# j} . (4.26)
=1

1=

Assim, @, = [16,24] ¢ Im J, pois é a soma de uma quantidade impar de elementos da
base de C*(K35; Zs).

Portanto, 0(K33) = [@g] # 0. O

Os resultados a seguir também serdo fundamentais para demonstrarmos o Teorema
4.1.30.

Definicao 4.1.25 (Subdivisao de um grafo). Dado G = (V,E) um grafo. Uma subdivisdo H do
grafo G € um grafo obtido a partir de G apenas acrescentando vértices nas arestas do grafo G.

Para visualizar esta defini¢do, temos na Figura 59, que H € uma subdivisdo de K.
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Definicao 4.1.26 (minor topologico). Seja G um grafo. Um grafo H é chamado minor topolégico

de G se contém um subgrafo de G isomorfo a H.

Lema 4.1.27. Seja H um subgrafo de G. Se o(H) # 0, entdo o(G) # 0.

Demonstragdo. Suponhamos que 0(G) = 0.
Entdo, existe um desenho f de G tal que @ = 0.

Denotemos por g o desenho de H obtido pela restri¢ao do desenho f ao subgrafo H de

Temos @, = 0, pois @, (e,e’) = @¢(e,e’) = 0, para quaisquer arestas e, e’ do subgrafo H
de G.

Logo o(H) = [@,] = 0, 0 que contradiz a hipétese. O

Lema 4.1.28. Seja H subdivisdo do grafo K. Se o(K) # 0, entdo o(H) # 0.

Demonstragdo. Suponhamos que o(H) = 0.
Logo, existe um desenho f de H tal que @y = 0.

Através do desenho f de H obtemos um desenho g de K de maneira 6bvia, como indicado

na Figura 59 (apenas retirando os vértices a mais na subdivisdo).

Figura 59 — Desenho g de K obtido a partir do desenho f da subdivisdo H.

Desenho f Desenho g

— —

apenas "retirar” os pontos
a mais da subdivisdo.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Mostraremos que @, = 0, 0 que implicard o(K) = [¢,] = 0.

Sejam e, ¢’ arestas de K que sdo subdivididas em caminhos eg, e, ..,e; e €,¢€},...,€; em

H (como ilustra a Figura 60).

Assim:

M»

l
(pg(e,e/) =

¢r(ei,e) = 0. (4.27)
1

J

N
Il
—

Logo, o(K) = [¢,] = 0. O
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Figura 60 — Subdivisdo das arestas e e ¢’

Fonte: Elaborada pelo autor.

Finalmente, estamos em condi¢des de demonstrar o Teorema que fornece uma condi¢io
necessdria e suficiente para determinar se um grafo G € planar através da classe de obstrugao
0(G). Como consequéncia deste Teorema, demonstraremos o resultado principal desta se¢do: o

Teorema de Hanani-Tutte.

Teorema 4.1.29 (Kuratowski, 1930). Um grafo G € planar se, e somente se, os grafos Ks e K33

nao sdo um minor topologico de G.

Teorema 4.1.30. A classe de obstrugio o(G) é zero se, e somente se, G é planar.

Demonstragdo. Se G € planar, existe um desenho f de G sem interseccdes de arestas, logo

¢r = 0. Portanto, o(G) = [¢f] = 0.

Suponhamos que G nio seja planar. Entdo, pelo Teorema de Kuratowski (Teorema 4.1.29)
existe um subgrafo H de G tal que H € subdivisdo de K5 ou K3 3 (isto €, K5 ou K3 3 € um minor
topologico de H).

Como H ¢ subdivisdo de K5 ou K3 3 ¢ 0(Ks) # 0 # 0(K33), segue do Lema 4.1.28 que
o(H) #0.

Como H é subgrafo de G e o(H) # 0, temos pelo Lema 4.1.27 que o(G) # 0, o que

contradiz a hipétese. O

Teorema 4.1.31 (Hanani-Tutte). Se um grafo G tem um desenho em que dadas duas arestas

independentes elas se intersectam um nimero par de vezes, entdo G € planar.

Demonstragcdo. Seja f um desenho de G tal que dadas duas arestas independentes elas se

intersectam um nimero par de vezes. Entdo, por defini¢do, temos @y = 0.

Logo o(G) = [¢7] = 0 e pelo Teorema 4.1.30 o grafo G ¢ planar. O
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4.2 Limitantes inferiores para o niumero cromatico

Nesta secao vamos exibir limitantes para o nimero cromdtico de um grafo G. Estes
limitantes serdo obtidos através dos conceitos de Z;-indice do complexo caixa do grafo G e
k-conexidade do poliedro do complexo vizinhanga do grafo G, definidos também nesta se¢do. A
secdo foi baseada em (MATOUSEK, 2008).

Definicao 4.2.1 (Z,-espaco). Um Zjy-espago é um par (X, V) onde X é um espago topoldgico e

Vv : X — X é um homeomorfismo (que serd chamado de Z;-acdo) tal que vov = Idy.
A Z;- agdo v é chamada livre se v(x) # x, para todo x € X.

Quando v é uma Z;- agdo livre dizemos que o Z;-espago (X, V) é livre.

Definicao 4.2.2 (Z; -aplicagdo). Se (X,v) e (Y, ) sdo Z,-espagos, uma Zy-aplicagdo
f:(X,v) = (Y, o) (4.28)

¢ uma funcdo continua f : X — Y que comuta com respeito as Zj-agoes, isto €, para todo x € X

temos:
f(v(x)) =o(f(x)) ouseja fov=awof. (4.29)

Em outras palavras, o diagrama a seguir é comutativo.
Y
|o
Y

Exemplo 4.2.3. (1) O Zj-espaco (S",A), onde A : §* — §", A(x) = —x, Vx € §" é a aplicagdo
antipodal. Como x # —x, Vx € §" segue que A é uma Z;-agao livre, logo (S",A) é um Z,-espaco

S

>

(4.30)

<
-

S

e

livre.

(2) O Zz-espago (R",A), onde A : R" — R", A(x) = —x, Vx € R" é a aplicagdo antipodal.

Neste caso, A ndo é Z,-agao livre, pois A(0) = 0.

Observacio 4.2.4. Dado (X, V) um Z;-espago, quando estiver implicito qual é a Z;-agdo v
denotaremos o Z;-espago simplesmente por X. No caso do Exemplo 4.2.3 (7), vamos denotar
a partir de agora apenas por S", pois estaremos sempre considerando a Zj-acdo A (aplica¢do

antipodal).

Definicao 4.2.5 (Z,-indice). Seja (X,v) um Zp-espago. O Z,- indice de X, denotado por
indz, (X) é o menor nimero natural n > 0 tal que existe uma Zp-aplicagdo f : X — ", isto

z

[V

indz, (X) o min{n € N ; existe uma Z-aplicagdo f: X — S"}. (4.31)
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Exemplo 4.2.6. Note que o Teorema de Borsuk-Ulam (Teorema 3.1.2 versao BU 2a) afirma
exatamente que para todo n > 0 no existe Z,-aplicacio entre S" e §"~!, logo indz, (8") > n.

Como Idg» € uma Z,-aplicacao, logo:
indz, (§") = n. (4.32)

Proposicao 4.2.7 (Propriedades do Z,-indice). (MATOUSEK, 2008), 5.3.2 Proposition, pg.96)

(1) Se X <z, Y (existe uma Zp-aplicagdo entre X e Y), entdo indz,(X) <indz,(Y). Em

outras palavras,

Zy
indz, (X) > indz, (Y) implica X /4 Y. (4.33)
(2) indz, (S™) = n, para todo n > 0 (aqui a Z-agdo em S" é a aplicagdo antipodal).
(3) inde (X * Y) < inde (X) + il’le2 (Y) + 1.
(4) Se X é (n— 1)- conexo, entdo indz, (X) > n.

S
(5) Se K é um Z,- complexo simplicial livre (ou Z;- complexo celular) de dimenso n,
entdo indz, (K) <n

Definicao 4.2.8 (Vizinhanga comum). Seja G um grafo. Dado um sunconjunto de vértices
A C V(G), definimos a vizinhanga comum de A como sendo o subconjunto de vértices que estdo

conectados a todos os vértices de A. Em outras palavras:
CN(A) ={veV(G); {a,v} € E(G) paratodoa € A} C V(G) \A. (4.34)
Observacio 4.2.9. CN(A) C V(G) \ A, porque {a,a} € E(G), logo ndo vale para todo a € A.

Definicdo 4.2.10 (G[|A,A;] é completo ). Sejam A|,A, C V(G), onde A| NA; = 0. Dizemos
que G[A1,A;] é completo se todo vértice de A} é conectado com A; em G e vice-versa. Isto é,

G[A1,A;] é um subgrafo bipartido induzido em G por A e A;.

Definicao 4.2.11. O complexo caixa de um grafo G é um Z;- complexo livre B(G) com conjunto
de vértices V(G) WV (G) = V(G) x [2] e os seguintes simplexos: B(G)={ A; WA,; Aj,Ay C
V(G),A1NAy =0, G[A1,Az] é completo, CN(A;) #0 # CN(A)} (4.34)

A Zp-agdo v de B(G) é dada pela mudanca das duas copias dos conjuntos de vértices.
1) —2) e (1n2)— (v1) ,paratodov e V(G). (4.35)

Observacao 4.2.12. Quando A ou A, € vazio, basta que o conjunto nio vazio tenha o conjunto
de vizinhos em comum ndo vazio.

Quando A # 0 # A, a condigdo CN(A) # 0 # CN(A,) é supérflua, pois como G[A1,A;]
¢ completo, entdo os vértices de A| e A, estdo conectadose @ # A} = CN(Az) e D # A, =CN(A)).
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Observacao 4.2.13. O Z,- complexo € livre, pois

V(A1 L'HAQ) = V((A], 1) @) (A272)) = (A1,2) =Ay AU (Az, 1).

Como AjNA,; =0, temos A} # A, e, consequentemente:
V(A] H'JA2> =A)WA| #A|WA;.

Exemplo 4.2.14. A Figura 61 ilustra o complexo caixa do grafo Cs.

Figura 61 — Exemplo do complexo caixa B(C3).

13,2}

™5 3)

Fonte: Elaborada pelo autor.

(4.36)

(4.37)

Podemos utilizar a defini¢do de complexo caixa (Definicdo 4.2.11) e definir o funtor

covariante como segue.

Definicao 4.2.15 (Funtor covariante B). O funtor covariante B sai da categoria de grafos e

homomorfismos de grafos e vai para a categoria de Z;-espagos e Zj-aplicagdes. Em outras

palavras:

B : (Grafos, homomorfismos de grafos) — (Z;-espagos, Z,-aplicagdes).

Este funtor ¢ definido por:
G — B(G), onde B(G) é como definido na Defini¢do 4.2.11 ,
(f:G—H)— (B(f): V(B(G)) = V(B(H)) ),
onde B(f) : V(B(G)) — V(B(H)) ¢ dada por:
B(f)(v,)j) = (f(v), ). paratodov € V(G) e j € [2].

Lema 4.2.16. indy, (||B(Ky)||) <m—2.

Demonstragdo. Pela Defini¢do 4.2.11, temos:

B(Km) = {Al WAy ; AiNAy = (/)eCN(Al) #+ () #£ CN(Az)}.

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)



128 Capitulo 4. Teoria dos Grafos e Topologia

Inicialmente, note que para o grafo completo K, temos:

CN(A;) = [m]\A; e CN(Az) = [m]\A,. (4.42)

Assim, o complexo caixa B(K,,) é o complexo simplicial cujo conjunto de vértices é
[m] x {2} e os simplexos sdo os subconjuntos F C [m] x {2}, onde nio existe i € [m] tal que
(i,1), (i,2) € F, com excecdo aos subconjuntos [m] x {1} e [m] x {2}, pois ndo satisfazem a
condi¢cdo CN(A}) # 0 # CN(A3) de (4.42).

Assim, o complexo caixa B(Kj,) pode ser identificado como:
O™\ {lm] x {1}, [m]  {2}}. (4.43)

Assim, ||B(K},)

homorfo a $”~! menos duas bolas abertas disjuntas.

é homeomorfo a [0\ {[m] x {1}, [m] x {2} }||, que por sua vez é

Considere a projegio radial com centro na origem ¢ : R™ — §”~! ¢ ||~ || € R™ como
no Exemplo 2.3.7, mas rotacionado de forma que os baricentros dos simplexos {+1,+2,+3}
e {—1,—2,—3} sdo levados por ¢ nos pdlos norte N = (0,...,0,1) e sul S = (0,...,0,—1),

respectivamente. Tome 7 : S~ ! — §”~2 a projec¢io dada por:

w2 (4.44)
(xl, ...,xm_l)
||(x17 "'7xm—1>‘|

(.X] 3oy Xm—1 a-xm) =

Na Figura 62, ilustramos a composi¢io 7o ¢| IIB(K,,)|| Para o caso m = 3 e, claramente,
temos 7o @ : ||B(K,,)|| — S™ 2 uma Z,-aplicagio.
Sendo o (P|\|B(Km)|\ uma Zj-aplicagdo, segue que:
indz, (||B(Kn)||) <m—2. (4.45)
O

Lema 4.2.17. (MATOUSEK, 2008), 5.9.5 Lemma, pg. 125) Dado um grafo G, podemos

construir um Z;- complexo L(G) tal que:
(1) ||L(G)|| é um retrato por deformacao de ||[N(G)||.
z
(2) IL(G)I] = [B(G)]].

Teorema 4.2.18. Seja G um grafo. Temos:

x(G) = indz, (|[B(G)][) +2. (4.46)

Demonstracdo. Sejam = x(G). Entéo, existe um homomorfismo de grafos:

f:G— K. (4.47)
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Figura 62 — Ilustragdo da composi¢io 7 o ¢||(k,,)|| Para o caso m = 3.

HOF N {#1,+2,43},{-1,-2,-3}|
+1

SE\ {e(|[{+1,42,43}]), e(I1{-1,-2,-3} 1)} 7T+

Fonte: Elaborada pelo autor.

Aplicando o funtor covariante B, temos a Z;-aplicacdo simplicial:
B(f) : B(G) = B(Ky), (4.48)
a qual da origem a Z,-aplicacao:

B IB(G)| = IB(Km)Il- (4.49)

Pelo Lema 4.2.16, temos indz,(B(K,)) < m — 2, assim existe uma Z,-aplicagio
¢ : ||B(Ky,)|| — §™ 2 e, portanto,

@oB(f) :B(G) — §" 2 (4.50)
€ uma Z,-aplicacao.
Logo,
indz, (|[B(G)||) <m—2 = indz,(||B(G)||)+2 <m= x(G). (4.51)
]

A seguir, definiremos o conceito de k-conexidade.

Definicao 4.2.19 (k-conexo). Um espago topolégico X € chamado k-conexo se toda funcao

continua f : § — X pode ser estendida a uma funcdo continua f : BYT! — X, isto é:

fx)=F(x),¥xe s, (4.52)
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Teorema 4.2.20. Seja G um grafo. Se o poliedro do complexo vizinhanga ||[N(G)|| é k-conexo,

entao:

x(G) > k+3. (4.53)

Demonstragdo. Por hipétese, |[N(G)|| é k-conexo e, pelo Lema 4.2.17, ||L(G)|| é retrato por

deformacio de ||[N(G)||, logo ||L(G)|| é k- conexo.

De fato, sendo ||L(G)]|| C ||N(G)|| um retrato por deformagao, existe uma homotopia:
H - [[N(G)]| x [0,1] — [IN(G)]| (4.54)
tal que:
H(x,0) = x =1d)N(g) (¥), H1) =y, Vy€|[[L(G)|], vt € [0,1],

e H(x,1) = f(x), Vx € ||[N(G)||, onde Im(f) C ||L(G)]|. (4.55)

Assim, sendo g : §¢ — ||L(G)|| uma fungio continua e como |[L(G)|| C ||[N(G)|| pode-
mos tomar go : S¢ — ||[N(G)||, onde g(x) = go(x), ¥x € S¢. Como ||N(G)|| é k-conexo, existe
uma extensio g : BYT! — |[N(G)|| de go. Assim, tome:

g=fogo: B = ||IL(G)]|. (4.56)

Note que g estd bem definida, pois de (4.55) temos Im(f) C ||L(G)||. Também, temos
que g = f 0gp estende g, pois dado x € §¢, temos:

8(x) = fogo(x) = f(go(x)) = f(g(x)) =" g(x). 4.57)
Portanto, ||L(G)|| é k-conexo. Pela Proposi¢do 4.2.7 (3), temos que:
indz, (|[L(G)[) = k+1. (4.58)
Segue do Lema 4.2.17 (2) que ||L(G)|| - ||IB(G)||, logo:
ind, (IL(G)]]) < indz, (IL(G)]]) (459)
Pelo Teorema 4.2.18, temos:

x(G) = indz, (|[B(G)]]) +2. (4.60)

Entao, de (4.59), (4.58) e (4.60) temos:

x(G) > indgz, (|[B(G)||) +2 > indg, (|[L(G)||) +2 > (k+1)+2 > k+3. 4.61)
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CAPITULO

PROBLEMAS DE MERGULHO

Neste capitulo, vamos demonstrar Teoremas sobre mergulho utilizando ferramentas
topoldgicas. Inicialmente, trataremos do classico Teorema de Van-Kampen-Flores ((KAMPEN,
1933), (FLORES, 1933)). Na segunda secdo, demonstraremos o Teorema Topoldgico de Tveberg
((VOLOVIKOV, 1996b), (OZADIN, 1987)) para o caso de poténcias de primos, o qual serd
utilizado na demonstracdo da versdao mais geral do Teorema de Van-Kampen-Flores: o Teorema
de Van-Kampen-Flores generalizado ((SARKARIA, 1991a), (VOLOVIKOV, 1996b)).

5.1 Teorema de Van-Kampen-Flores

Nesta se¢do, demonstraremos o Teorema de Van-Kampen-Flores (Teorema 5.1.17) uti-
lizando conceitos como esfera de Bier e dual combinatorial de Alexander. Também utilizando
estes conceitos, ao fim desta secdo vamos exibir uma prova combinatorial de que RP" ndo pode
ser mergulhado em R3. Os resultados foram baseados em (LONGUEVILLE, 2012).

Definicao 5.1.1 ((Duplo) join deletado de espagos topoldgicos). Seja X um espaco topoldgico.
O (duplo) join deletado de X, denotado por X x5 X € definido por

X*AX:X*X\{%X@%X;XEX} (5.1)

Definicao 5.1.2 ((Duplo) join deletado de complexos simpliciais). Seja K um complexo simpli-

cial. O (duplo) join deletado de K é definido como sendo o complexo simplicial:
K*ZZ{Tlﬁ‘J’L’z;Tl,TQEK,TlﬁIQZQ}CK*K. (5.2)
Em ambas as defini¢des podemos tornar o (duplo) join deletado em um Z,- espago livre
adicionando a Z;-aplicac¢do que faz a "mudanca de coordenadas".

Definicao 5.1.3. Seja X espaco topoldgico. Definimos o Z;-espaco livre dado pelo (duplo) join
deletado de X como sendo o Zj-espago livre (X x5 X, lx), onde iy : X ¥o X — X %o X é uma
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Z-aplicagdo que faz as mudangas de coordenadas, isto é:
Ux(txi @ (1 —t)xp) = (1 —=t)xp®dt1x1 , Vix; (1 —1)xy € X xp X. (5.3)

Definicao 5.1.4. Seja K um complexo simplicial. Definimos o Z;- espaco livre dado pelo (duplo)
join deletado de K como sendo o Zs-espago livre (K32, lg) onde g : Ki> — K} é uma Zo-

aplicacao livre que faz as mudancas de coordenadas, isto é
,uk(‘L'l LﬂTz) = ,LLK(‘L'l X {1} LT X {2}) =T X {1} LT X {2} =T HT. 5.4)

Proposicao 5.1.5. Sejam X e Y espacos topoldgicos. Se X pode ser mergulhado em Y, entdo

existe um Zp-aplicag@o entre (X xp X, tx) e (Y %o Y, uy).

Demonstragdo. Seja f: X — Y um mergulho. Defina:
2 XxX Y Y (5.5)

xSl —t)xp—tf(x1)®(1—1)f(x2).
Como f € injetora, se x] # xp, onde x1,x; € X, temos:
f2 (308 g0) =3 f )@ 3f(0) € {zy@ 3y: yey} (56)
Logo, podemos definir:

A*Z:X*X\{%x@%x;xEX}%Y*Y\{%y@%y; yev}
tx1 @ (1 —t)xa = tf(x1) © (1 —1)f(x2) (5.7

A aplicacdo fzz : X xp X — Y, Y € uma Zp-aplicagdo. De fato, seja rx; & (1 —1)x; €

X *xA X, temos:

S (px (a1 © (1= 1)x)) = fR2 (1= @txr) = (1=1) f(x2) D1 f(x1) = (5.8)
Wy (1 (1) ® (1 =) f(x2)) = py (37 (021 © (1 = 1)x2)).

Isto &, f2 oy = Uy o 2.

Logo, fzz X %A X — Y x5 Y é uma Z;- aplicagdo. U
Proposiciio 5.1.6. indz, (R?+x, R?) < d.
Demonstragdo. Vamos definir uma Z,-aplicagao:

g RIx R — ¢ (5.9)
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onde se x = (x1,...,x7) € RY, temos ¥ = (1,x1,...,xg) € R4,

De fato, g é uma Z,-aplicagdo, pois tomando tx @ (1 —t)y € R? x5, R? qualquer, temos:

(1—1)y—1tx
gUpa(tx® (1 —1)y)) =g((1—1t)ydix) = —
(1—6)x—1ty (1—t)y—1tx
Algtex (1) =4 (Lo ) = L (5.10)
NA=0)x—e5l[ ) [I(1—1)y—1x]]
onde A : §¢ — §7 é a aplicagio antipodal.
Logo, golipa =Aog.
Sendo g : R? s, RY — $¢ uma Z,-aplicacio, temos indz, (Rd XA Rd) <d. [

Lema 5.1.7. Seja K = & ([n+1]) ={7; 7 C [n+ 1]} o complexo simplicial representando um

n-simplexo e suas faces. Existe uma Z;-aplicagao:
¥ ([[Kxa K] ux) = ([[07]],4), (5.11)
onde " é o n-dimensional crosspolitope e A é a aplicagdo antipodal. Em particular, indz, (||K *a

K[l) =n.

Demonstragcdo. Temos o seguinte Zj-isomorfismo de complexos simpliciais:

Q:KxpK— Q"
W = {eictU{—e ;i€ n}. (5.12)

Claramente, ¢ € um isomorfismo, pois temos que 7| W 7p € K %5 K se, e somente se,
T1NT =0.

Além disso, ¢ é uma Zj-aplicagcdo. De fato, para qualquer 7 W 7, € K x5 K, temos:

o(Uk(TIY ) =0(nWt)={e; i€ nU{—e;icn}=
A({ei RS Tl} L {—ei RS Tz}) IA((p(Tl L‘U‘Cz)). (5.13)

Segue também que:

v = o[l ([[K*a K], ux) = ([|0"]],A) (5.14)
¢ um Z,-isomorfismo, logo (||K xa K||, x) e (||0"||,A) sdo Z;-isomorfos.

Em particular, temos que indz, (||K *a K||) = n, pois ||0"|| € Z,-isomorfo a S" através

do Z,-isomorfismo:

I: [|0"]| — S" (5.15)

x = ||x||.
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Lema 5.1.8. Sejam K e L complexos simpliciais. Entdo:

(K %L)32 é isomorfo a K32 L}Z. (5.16)

Demonstragdo. Basta tomar o isomorfismo:

@: (KxL)? — K2« L} (5.17)
(o1WT) W (0 Wn) — (01Won) W (T WT).

]

Proposicio 5.1.9. Seja K um complexo simplicial. Se indgz, (||K *a K||) > d, entdo para qualquer

funcio continua f : ||K|| — R existem duas faces disjuntas 7|, 7, de K tais que:

fAlmi szl #o. (5.18)

Demonstragdo. Suponha que exista uma funcgdo continua f : ||K|| — R¢ tal que dados 71,7,

duas faces de K disjuntas, temos que:
fAlminsdlznll) #0. (5.19)
Considere y : ||K *K|| — ||K|| * ||K|| o homeomorfismo obtido no Teorema 2.6.11 e

i:||K*aK|| <= ||K % K]|| a inclusdo.

Temos a seguinte composi¢do de Z,-aplicacoes:

j v I1£72]
||K #a K|| —— ||K % K[| — ||K|| * ||K|| = [|RY * R|| . (5.20)

Por hipétese, sendo x; € ||71]|, x2 € ||®|| € 71 N7y = 0 temos f(x;) # f(x2), logo

Im(f*?) c RY x4 R e podemos considerar a composi¢io de aplicagdes de (5.20) como:

j v [Vl
||K 5a K|| —— ||K % K|| — | K[| % ||K|| = ||[R? sa RY|] . (5.21)
Logo,
Hf*ZH oyoi:||K+xK|| — HR*ARdH ¢ uma Z, aplicagio. (5.22)

Como indz, (||RY s R¥||) < d, pelo Lema 5.1.6, segue que indz, (||K *a K||) < d, o que

contraria a hipétese. O

Teorema 5.1.10 (Teorema de Radon). (BAIMOCZY; BARANY, 1979) Para qualquer fungdo
continua f : ||c?F!|| = R?, existem duas faces 7;, 7, de 6! tais que:

fAlmi)nfllwll) #o. (5.23)
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Demonstragdo. Claramente, o complexo simplicial K = Z([2d +2]) = {t; 1 C [2d+ 3]} é

isomorfo ao complexo simplicial G4+

Assim, pelo Lema 5.1.7, temos:

indz, (||6”"! xa 6?*!|]) = indg, (||[K #a K||) =d +1 > d. (5.24)

Portanto, pela Proposicao 5.1.9 o Teorema segue. [

Defini¢ao 5.1.11 (Dual combinatorial de Alexander). Seja K C & ([n]) um subcomplexo proprio.
O dual combinatorial de Alexander K* de K ¢ dado pelos complementares de subconjuntos que

ndo sao faces de K, isto é:
K*={tCn]; [n]\ T &K}. (5.25)

Exemplo 5.1.12. Tomando K; = {0, {1},{2},{1,2},{3}} e K, ={0,{1},{2},{3},{1,2},{1,3},
{2,3},{1,2,3},{4}}, temos K} = {0,{1},{2}} e K3 ={0,{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3}}

como vemos na Figura 63.

Figura 63 — Exemplos da defini¢do de dual combinatorial de Alexander.

K, 2 K3 2 K, 2 K* 3
1 *3 1* 1 3 1 3

.
4
Fonte: Elaborada pelo autor.

Lema 5.1.13. (LONGUEVILLE, 2012), Lemma 4.12, pg. 102) Para qualquer subcomplexo
proprio K C #([n]), temos:

{tocti - Cutesd(P(n)\{[n]}) (5.26)

se, e somente se,
{[n]\t: C [n]\t;1 C -+~ C [n]\ 10} € disjunto de sd(K) Csd(Z([n])\{[n]}).  (5.27)
Lema 5.1.14. (LONGUEVILLE, 2012), Lemma 4.13, pg. 103) Sejam K C 2([n]) e L C

Z(|m]) dois complexos simpliciais abstratos, e seja J um subcomplexo do join K L. Entdo, J e

o complexo simplicial abstrato dado por:
{sxt;s€sd(P(0)), t€sd(P(7)),oxTJ} Csd(K)=*sd(L), (5.28)
possuem a mesma realizacdo geométrica.

O complexo de (5.28) é chamado a subdivisdo semi-baricéntrica de J com respeito a
KxL.
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Figura 64 — [lustracdo do Lema 5.1.14.

L1 Lz L1 L,

K, K; Ky K, Ky K12 Ky

KL JCK+L sudivisdo semi-baricéntrica de )

Fonte: Elaborada pelo autor.

Defini¢do 5.1.15 (Esfera de Bier). Dado um subcomplexo K C & ([n]), definimos a esfera de
Bier: Bier,(K), como o join deletado de K com seu dual combinatorial de Alexander, isto é:

Bier,(K) =KxxK*={ocx1;0€K, 1€ K", cnNt=0}. (5.29)

Proposicao 5.1.16. Dado um subcomplexo K C Z([n]), a realizagio geométrica de sua esfera
de Bier, ||Bier,(K)

de Bier,(K) com respeito a K« K* é isomorfa a sd(Z?([n]) \ {[n]}), isto é, a subdivisdo semi-

€ uma (n — 2)-esfera. Mais precisamente, a subdivisdo semi-baricéntrica

baricéntrica da fronteira do (n — 1)- dimensional simplexo.

Demonstragdo. A subdivisdo semi-baricéntrica de Bier,(K) = K x5 K* com respeito a K x K*

dada pelo Lema 5.1.14 € o complexo J, onde:

J={sxt;sesd(P(0)),t€sd(F(1)),0*7€Bier,(K) = K+xx K"} Csd(K)*sd(K").

Logo, J ¢ da forma:

J={(s1C..Csp)x(t1 C...Ct;);0#s,C0o,0#tjCTt,0€K,[n\1¢K, o Cn\1}

Temos J isomorfo a complexo simplicial sd (Z?([n]) \ {[n]}), via o isomorfismo:
¢ :J — sd(Z([n]) \{[n]}) (5.30)
(51 C. Csp)x (1 C . Clp) > (51 C ... T Cnj\ty C ... C[n]\ 1)
A aplicacdo ¢ é bem definida e injetiva, pois sy C ¢ C [n]\ T C [n] \ #; C [n]. Também é
injetora, pois dado u; C ... C uy, € sd(Z([n]) \ {[n]}), defina:
up =0 e uyy1 = [n], e k >0 o maior inteiro tal que u; € K. (5.31)

Entdo, podemos definir 6 = uy € K e T = [n| \ ug+1 & K*, pois [n]\ T =u41 € K. Definas; = uy,

s S =g €ty =[] \ Uy s by =[] \ Ug11, € temos:

(51 C...Csp)x (11 C...C1y) €, (5.32)
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onde

O((51 C ... CTsp)x (1 C.. Clp))=up C ... C ttyy. (5.33)

Assim, como J e sd(Z([n]) \ {[n]}) s@o isomorfos como complexos simpliciais, ||/|| é

homeomorfo a |[sd(Z([n]) \ {[n]})|], logo:
||Bier,,(K)|| e $"~2 sdo homeomorfos. (5.34)
0
Teorema 5.1.17 (Teorema de Van-Kampen-Flores). Seja K = (62972)=4 isto é:
K={o;0C[2d+3], |o|<d+1}. (5.35)
Nio existe um mergulho de ||K|| em R?¢, isto é, para qualquer fungio continua
f||K|| — R, (5.36)

a imagem de dois simplexos disjuntos se intersecta.

Demonstragdo. Pela Proposi¢do 5.1.9, basta mostrar que indz, (||K #a K||) > 2d. Vamos utilizar

a esfera de Bier de K para mostrar este fato.

Vamos calcular o dual combinatorial de Alexander K* :

K [tcpd+3], 2d+3]\t ¢K)} =
{trC[2d+3], |[2d+3]\ 7| >d+2} =
{rC2d+3], |[t|<d+1} =K. (5.37)

Assim,

K*AK = K*AK* = Bier2d+3(K).

Pela Proposicio 5.1.16, temos ||Bieryy,3(K)|| homeomorfo a $?¢+1, logo:

indz, (||Bierag3(K)||) = indz, (S**1) = 2d + 1. (5.38)
Logo, indz, (||K *a K||) =2d + 1 > 2d, como querfamos demonstrar. O

Para finalizar a se¢do, como aplicacdo do conceito de esferas de Bier, vamos demonstrar

que o plano projetivo RP? ndo pode ser mergulhado em R3.



138 Capitulo 5. Problemas de Mergulho

Figura 65 — Triangulag@o do plano projetivo com seis vértices.

Fonte: Longueville (2012, pg.105).

Exemplo 5.1.18. Tome o complexo simplicial abstrato K C £2([6]) dado pelos simplexos:
{1,2,4},{1,2,6},{1,3,4},{1,3,5},{1,5,6},{2,3,5},{2,3,6},{2,4,5},{3,4,6},{4,5,6}
e suas faces.

A realizagdo geométrica do poliedro ||K|| (como mostra a Figura 65) é homeomorfa ao

plano projetivo RP?,
Vamos analisar o dual combinatorial de Alexander K*.

Note que K possui todas as arestas, isto &, ([g}) C K, assim como K* também possui
todas, pois K ndo contém nenhum simplexo de cardinalidade quatro. Quanto aos simplexos de
cardinalidade trés, uma simples verificagdo nos mostra que ¢ € K se, e somente se, [6] \ 0 € K

para todo o € ([g}). Apartir dessas informacdes, temos que K = K*.
Logo,
K xp K = K x5 K* = Bierg(K). (5.39)
Pela Proposicio 5.1.16, temos que ||Bierg(K)|| ¢ homeomorfo a %, e por (5.39) temos
||K *a K|| homeomorfo a ||Bierg(K)||. Logo, ||K *4 K|| é homeomorfo a §* e segue que:
indz, (||K *s K||) = indz, (S*) = 4. (5.40)

Portanto, pela Proposigio 5.1.9 e (5.40), segue que ||K|| = RP? nio pode ser mergulhado

em R3.

5.2 Teorema Topolégico de Tveberg

A seguir, enunciamos a Conjectura Topologica de Tveberg, proposta pelo matematico

noruegués Helge Tveberg em 1966.
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Conjectura 5.2.1 (Conjectura Topoldgica de Tveberg). Sejam d > 1 e r > 2 inteiros e
N = (d +1)(r — 1). Para cada aplicagio continua f : ||c"|| — R, existem r faces disjuntas
Fi,B,...,F. de oV tais que:

FABRID ASAEIN N L) # 0. (5.41)

Note que, para o caso r = 2, a conjectura se resume ao Teorema de Radon (Teorema
5.1.10), o qual foi provado por Bajméczy e Barany em 1979 (BAIMOCZY; BARANY, 1979).
O caso em que r € um numero primo foi provado por Bardny, Schlosman e Sziics em 1981
(BARANY; SHLOSMAN; SZUCS, 1981); j4 quando r é uma poténcia de primo, Volovikov (VO-
LOVIKOV, 1996b) e Ozadin (OZADIN, 1987) exibiram demonstracdes de forma independente.
A conjectura permaneceu em aberto para r qualquer até 2015, quando Florian Frick mostrou que

esta ndo € valida para o caso geral (FRICK, 2015).

A Conjectura Topoldgica de Tveberg (Conjectura 5.2.1) considerando r uma poténcia
de primo, demonstrada por Volovikov e Ozadin, serd o resultado principal a ser demonstrado
nesta secdo, o qual serd chamado Teorema Topolégico de Tveberg. Esta se¢do foi baseada em
(LONGUEVILLE, 2012).

Teorema 5.2.2 (Teorema Topolégico de Tveberg). Sejam d > 1, ¢ = p” uma poténcia de primo
e N = (d+1)(g—1). Dada uma fungio continua f : [|6"|| — R? qualquer, existem ¢ faces de

oV, 1,..., T, duas a duas disjuntas tais que suas imagens se intersectam, isto é:

SAlml) N0 flzgll) # 0. (5.42)

Definicao 5.2.3 (Join deletado de k folhas). Seja K um complexo simplicial abstrato. O join
deletado de k folhas de K, denotado por qu ¢ definido por:

Ki = {019,975 11,0 €K, Vi € g temos que 015 =0} (5.43)

Estaremos interessados no caso K = 0,4, onde ©, € o complexo simplicial com g vértices,

isto €,
Oy = {0, {s1}, -, {s}}. (5.44)
Lema 5.2.4. Sejam g > 1,N > 0e K = Z ([N + 1]). Temos :
K9~ (@,) N+ (5.45)
Demonstragdo. Basta tomar o isomorfismo:

QK — (©,)* VT (5.46)

T W.. W, = o W...WOoNt1, 5.47)
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onde, para todo i € [N + 1], definimos:

0',':{ {Sj}, Se iG”L’j,

0, caso contréario.

Note que o; estd bem definido, pois como 71 W...W T, € K1, cada i € [N+ 1] pode
pertencer a no maximo um 7;, logo o; = {s;}, se i € 7, para algum j € [N+ 1], ou 6; = 0, caso

contrario.

Figura 66 — Iustragdo do isomorfismo K}/ ~ (®,)*(V+1),

1 2 3 | i - N+1
5 L L L] L] L] -
5] [ ] L] L ] L ]

] ] ] [ ] | ] L ] -

L] L] L] » ] L -

5, ® ® 8 ® 8 ®

Fonte: Longueville (2012, pg.108).

A Figura 66 ilustra o isomorfismo ¢. Note que para T; W...W 7, onde 7| = {3}, 7, =
{1,4,5},7,={N+1} e 7; = 0, para os 7;’s restantes, temos @(T| ... T,) = 61 ...t Oy,
onde 0] = 04 = 05 = {82}, 03 = {51}, On41 = {54} € 0; = 0, para os 0;’s restantes.

Claramente, ¢ € aplicagdo simplicial, pois dado 71 W...W T, € qu temos Q(T1W...wT,) =
o|W..."oN € (@Q)*(N“), pois o1 W...ldoN | € (®q)*(N+1), para quaisquer Oj,...,0y11 €
@q.

A aplicagdo ¢ € injetora: suponha 71 W... W 7, # 7| W ... W 7, simplexos distintos em
K,?. Por defini¢do, existe j € [g] tal que T; # 1:;, assim existe k € [N + 1] tal que podemos
supor, sem perda de generalidade, k € 7; e k ¢ 7). Portanto, oy = {s;} e o] # {s;}. Logo,
P(TIW.. W) # (T W...81).

A aplicagio ¢ é sobrejetora: dado o1 ... oy € (@,)* W+, defina, para todo i € [g]:

t={k; {si} =0} C[N+1]. (5.48)

Temos (P(‘L'IH'J...H'J‘L'q):GIH'J...H'JGNJrl. O
Teorema 5.2.5 (Teorema de Cayley). Seja G um grupo. Entdo, existe um subgrupo de Sym(G) =
{f:G— G fébije¢do} que é isomorfo a G.

Demonstracdo. Tome o homomorfismo

0 :G— Sym(G)
g fo:G—G, (5.49)
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onde f, : G — G ¢é definida por f,(x) = gx, Vx € G.

¢ ¢ homomorfismo, pois dados g,h € G, Vx € G temos:
[@(gh)](x) = (gh)x = g(hx) = @g(hx) = Qg (@1 (x)) = [@g 0 Pn](x). (5.50)
Logo,

¢(gh) =(g)op(h), Vg, hed. (5.51)

Afirmagdo: ¢(G) é subgrupo de G.
Prova da Afirmagéo: Temos ¢(G) ={f;: G — G ; g € G}.

Dados g, € G, temos fzo fiy = fen € (fg) ' = f¢-1, logo a operagdo o € fechada em
¢©(G) e existe o elemento inverso, para todo elemento em ¢(G). Logo ¢(G) é subgrupo de
Sym(G).

Se provarmos que ¢ ¢ injetora, teremos que G e ¢(G) serdo isomorfos, portanto ¢(G)

serd um subgrupo de Sym(G) isomorfo a G.

De fato, ¢ ¢é injetora. Suponha g, € G tais que g # h, logo @(g) = f, # fn = @(h), pois:
fe(lg) =glg =g #h=hlg = fi(lg). (5.52)
O

Proposicdo 5.2.6. Seja E C M,,«,(R) subespaco vetorial das matrizes m X n cuja soma das

entradas em cada linha € nula, isto é:

n
E= {(a,‘j) EMnxn(R) ; Zaij = ( para todo i = 1,...,m} . (5.53)
=1

Seja E' C My, (R) o subespago vetorial das matrizes cujas linhas tém entradas constan-

tes, isto €:
E = {(aij) € Mysn(R) 5 ajy = -+ = ajy, para todo i = 1,...,m} ) (5.54)
Temos:

(1) E®E = Mpyxn(R).

(2) E = E'*, onde o produto interno de M, ,(R) é o usual:

(A,B)u,

m><n(

m
tr(AB") = Z (AB");; , para quaisquer A, B € M,,,».,(R).

(3)dimE=m(n—1) e dimE =m.



142 Capitulo 5. Problemas de Mergulho

Demonstragdo. (1) Basta mostrar que E+E' = M,,,(R) e ENE’' =0.
Seja A = (aij) € Myxn(R). Para cada i € [m], defina:

Si

n
S; = Za,-j € ¢ =—.
j=1 n

Agora definimos as matrizes B,C € M, x,(R) por:

B = (b;j) talque b;j=a;j—c;;

C= (Cij) tal que Cij = Cj.

Note que B € I, pois para cada i € [m], temos:

n n n n Si
Zbij: Z(aij—ci): Zaij—Zci:si—nci:si—n<—> :S,‘—Si:O.
=1 =l ISR "

Note ainda que que C € [/, pois:

cl=cp=-=cCp=¢,i=12,...,m.

Finalmente, temos A = B+ C, pois:

(bij) + (cij) = (aij — ci) + (ci) = (aij)-

(5.55)

(5.56)

(5.57)

(5.58)

(5.59)

Como A = (ajj) € Myxn(R) foi tomado de maneira arbitrdria, temos que M, ,(R) C

E+E’ e como a inclusdo E +E' C M,,«,(R) é imediata, segue que E+E' = M,,,»,(R).

Seja M = (aij) € Myxn(R) tal que M € ENE'.
Para cada i € [m], devemos ter:
n
Zaij =0, pois M = (a;j) € E;
j=1
aj| =ap =-+--=4ajy, pOiSM: (a,'j) € E'.

n

(5.60)

Seja a;; uma entrada qualquer de M. De (5.60) temos que Z aix = 0 e de (5.60) temos

k=1

que
k

n
ajx = n ajj, logo:

=1

n n
aij:O:> Zaij:naij:Oéaij:O.

=1 j=1

J

Logo, M = (a;;) = 0. Portanto, ENE’ = 0.

(5.61)
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(2) Devemos mostrar que:

= {A € Mypxn(R) 5 (A,B)y,, . (x) =tr(AB') =0, paratodo BE E'} =E.  (5.62)

Sejam A € M,«,(R) e B E/, isto &, g;; € R sdo quaisquer e bj; = bp = --- = b;, = b;,

para todo i = 1,...,m. Assim, podemos visualizar A € B’ como em (5.63).

ailr a2 ... alj ... AdAlp b1 bz bl' bm
a azp ... dazj ... b1 l’)z e bi e l’)m
A — . . . . . . e Bt — . . . . . . (5.63)
aip dp ... 4dij ... djp b1 bz NN bl' cen bm
aAml an2 ... Ami ... Qmn b1 b2 e bl' e bm

Para cada i € [m], temos:

n n n
(ABt),'iZ Zaijbji: Zaijbi:bi <Z aij> . (5.64)
J=1 j j=1

j=1

Logo:

<A,B>men( ABZ i ABt G 64) i <b,‘ (i a,‘j>> . (5.65)
. =

Temos E'+ C E. De fato, dado A = (aij) € '+, para cada k € [m], temos Z aij =0,
j=1
pois tomando B € E' onde by = 1 e b; =0, para j # k, devemos ter (A, B)y,, . (r) = tr(AB") =0,

isto €:

by (Z ak]> Z agj = 0. (5.66)

j=1

(A,B)y,, . (R) = 0= (A,B)y, () =tr(AB') .59 Z( (

i=1

TM:

Logo, por definicio de E, temos que A € E e como A € E'* foi tomado de maneira

arbitréria, segue a inclusao desejada.

Temos E C E'*. De fato, para cada k € [m)], por definigio:

Zn: a; = 0. (5.67)

Logo, para B € E' temos:

=1 =1 i=1
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Portanto A € E/* e, como A € E foi tomado arbitrério, a inclusio segue.

(3) De fato, dim IE' = n, pois uma base para E’ é dada por {Ay,....,A,}, onde:

A (ai7) 1, se =k, (5.69)
= \aij) = .
¢ / 0, caso contrario.

Assim, dim E' = n.

Como EGE' = My, (R), temos:
dim E+dim E' = dim M,,3,(R) = dimE+n=mn = dimE =m(n—1). (5.70)
O

Definicdo 5.2.7 (G-espago ||[ExyG||). Seja G um grupo finito. Considere G como um 0- dimensi-
onal complexo simplicial, isto é, G ~ ®|G‘. Dado N > 1 um inteiro, defina o complexo simplicial
de (N + 1) folhas ExG por:

EnG=G*Gx..%G. (5.71)
N+1

O poliedro de ||ExG|| é dado por:

N
|ENG]| = {(gol()u"'ugNtN) ;Y i=1,8€G,5>0, i:()ulu"'uN}' (5.72)
i=0

O poliedro ||ExG]|| € um G-espago compacto munido da G- agdo dada por:
g(hoto, ..., hnty) = ((goho)to, ---, (gnhn)tn) » Vg € G e V(hoto, ..., hntn) € ||[ENG]|.  (5.73)
Exemplo 5.2.8. Sejam N > 0 e G = Z;. Entdo:

ENZp=To*TLo*...x Lo = {o1W...0oy41; onde 0; = {+s;} ou {—s;} ou0,Vie [N+1]},
NTrl

onde consideramos o i-ésimo fator Z; de ExZ; como {{+s;},{—s;},0}, onde {+s;} e {—s;}

representam +1 e —1 em Z,, parai =0,1,...,N+ 1.
Temos o isomorfismo:

©:EnZy — {Ac P(S); Bic [N+1]tal que {+i,—i} c A} % oV
o1¥..."’oyi — {-|—i; O; = {—i—Sl’}}l_l {—i ; O = {—Si}}, (5.74)
onde S ={+1,—1,...,+(N+1),—(N+1)}.

Logo, ||EnZ:|| ¢ homeomorfo a |[O™]| e, portanto, homeomorfo a SV.
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Figura 67 — ||E\Z3|| = || Z3 = Z3|| = || K3 3|

ol N =i
ol NI R

Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 5.2.9. Tome G = Z3 ¢ N = 1, temos E/Z3 € isomorfo ao grafo bipartido K3 3.
Logo, ||E1Z3|| = ||Z3 * Z3|| = ||K33]| e, pelo Teorema de Kuratowski (Teorema 4.1.29)

temos que ||E1Z3|| ndo pode ser mergulhado em RR2.

Definicao 5.2.10 (Propriedade Borsuk-Ulam para grupos). Seja G um grupo. Dizemos que o
grupo G tem a propriedade Borsuk-Ulam se para qualquer N > 1, dado um G-espaco V, o qual é

um N- dimensional espaco vetorial real normado satisfazendo as condicoes:

(1) A G-agdo preserva a norma, isto €,

gx|| = ||x||, Vg € G,Vx € V;
Q) Ve ={xeV;gx=x,VgeG}={0} :

temos que toda G-aplicacdo:
f||ENG|| =V (5.75)
possui um zero, isto &,
dx € ||[EnG]|| tal que f(x) =0. (5.76)

Teorema 5.2.11 ( (OZADIN, 1987), (VOLOVIKOV, 1996a), (SARKARIA, 2000) ). Sejam
p>2umprimo e r > 1. O grupo G = (Z,,)" tem a propriedade Borsuk-Ulam.

Demonstragdo do Teorema de Tveberg (Teorema 5.2.2). Considere o d-dimensional subespago
real afim:

AT ={(x1, . xg0) ERT x4 a0 = 11, (5.77)

o qual é homeomorfo a R?.

Sem perda de generalidade podemos supor:

f]loN|| = A (5.78)



146 Capitulo 5. Problemas de Mergulho

A partir de f podemos induzir a aplicagao:

FAIPN+ )5 = ROV = My, (R)
(151, st > (0 (1) 5 s 10f () ) € (ADT C Mg, 1) g (R). (5.79)

Isto é, f leva cada ponto de || Z(|N + 1]),7|| em uma matriz de ¢ colunas, cada uma

sendo um vetor de A9,

A fungio f é uma Sym (g)-aplicagiio,onde ¢ = p”, p primo, considerando a Sym (g)-
agdo como as permutagdes entre as g entradas de || Z2([N +1]),7|| e as g colunas de Mg11)xq(R),
isto é, dado o € Sym(gq), temos:

o (txy, ...,quq) = (to(l)xa(l)a ...,ta(q)xc(q)) em || Z([N + 1])2(]“; (5.80)
(Y1, s g ) = (Vo(1)s -+ s Yo(q) ) €M M(gy1)xq(R). (5.81)

Logo, V(t1x1, ...,t5xg) € || Z2([N+1])!|| e 6 € Sym (g) temos:

flo(tixt, ., 14%9)) = F((to(1)X6 (1) - o)X (q)) = (o) (Ka(1)) s - s to(g)f Ka(q) )
=o(tif(x1), ., tgf(xg) ) = O( f(t1x1,-..114%4) )- (5.82)

Portanto, f é uma Sym (g)-aplica¢io, com g = p’, p primo.

Pelo Teorema de Cayley (Teorema 5.2.5), existe um subgrupo G de Sym (g) tal que G é
isomorfo a (Z,)", pois |(Z,)"| = p" = g, p primo.

Como f é Sym (q)-aplicacio, segue que f é uma G-aplicagdo.

Podemos identificar os elementos de G através da bijecao:
¢:G—[q]. (5.83)

onde podemos , sem perda de generalidade, que ¢(1g) = 1.

O grupo Sym (g) preserva a norma em || Z([N + 1]),7||, logo como G ¢é subgrupo de
Sym (g), segue que G preserva a norma em || 22 ([N +1])}?||. De fato, Sym (g) preserva a norma,
pois apenas troca colunas de posi¢des e as entradas da matriz apenas trocam de lugar. Assim, a

norma:
q d+1
M = (a;j) = ||M|| = Z Z aij)’ (5.84)

e a acdo de Sym (g) ndo é alterada pela Sym(g)-agio.
Vamos provar agora que E¢ = {0}.

O subgrupo G isomorfo a (Z,)" obtido através da demonstragdo do Teorema de Cayley

(Teorema 5.2.5), pode ser identificado em Sym(g) utilizando a bijecdo ¢ de (5.83), isto é, cada
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f¢:G— G, com g € G fixado, onde f,(x) = gx, Vx € G pode ser identificado em Sym(g) como:

fe+lal — [d]
y=0x) — 0(go ' (v)) = ¢(gx). (5.85)

Sejay € EY, onde y = (y1, ..,¥g)- Dado i € [¢] qualquer, tome:
g=0""(i). (5.86)
Como y € EY, por defini¢io:
fé',y =y. (5.87)

Note que a coluna identificada com 1 troca com a coluna identificada com @ (go~!(1)),
logo, de (5.87), temos :

(5.86)
Y1 =Yo(s0-1(1)) = Y1 = Vo(glg) = Vo(g) = Vi (5.88)

Assim, como i € [g] foi tomado de forma arbitraria, temos:
YI=Yy2="+"=Yg (5.89)

Temos y = (y1,...,y4) € E e, pela defini¢do de E (5.53), em todas as linhas da matriz y a

somatéria das entradas é nula. Assim, para todo j € [d + 1] fixado:

d+1 (5.89) 4]
Zyij:O = ZY1j:(d+1)Y1j=0:>y1j=0. (5.90)
i=1 i=1

Portanto, y;; =0, Vj € [d + 1] e, segue que y; = 0. Da igualdade (5.89) temos:
y=01,-Y9) = O1,.-,31) = (0,...,0) = 0. (5.91)

Defina a projecao ortogonal:

X+yr——y. (5.92)

Como E/ @ = Rd+1)xq temos, da Proposicao 5.2.6, que 7 estd bem definida e, clara-

mente, é uma G-aplicagdo (pois é Sym(q) - aplica¢do). Assim:
- vqy (5:24)
wo f|Z(IN+1]),'Il =" lENG|| — E (5.93)

¢ uma G-aplicacao.
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Como G é isomorfo a (Z,)", segue pelo Teorema 5.2.11 que G tem a propriedade Borsuk-
Ulam. Como E € tal que G preserva a norma em || Z([N +1]),|| e EY = {0}, temos que a
G-aplicagao

nof:||[ENG|| — E (5.94)
possui um zero (t1x1,...,44%,) € ||[EnG]|, isto é,
Jto]_”(tlxl,...,quq) =0. (5.95)

Note que 7! ({0}) =/, isto &, o subespago vetorial das matrizes com linhas constantes.

Temos x; € ||71]],...,x4 € ||74]|, onde ;N T; = 0, Vi, j € [¢] sdo faces disjuntas duas a

duas.

Como ' ({0}) =/, segue que:
Fltixy,oontyxg) = (1 f(x1) , oon s 10 (%)) EE (5.96)
Assim, pela defini¢do de E' temos:

tf(x1) = =t,f(x,) € A% (5.97)

Pela igualdade (5.97) é claro que as (d + 1)- coordenadas em cada #; f(x;) € A? devem
ser iguais e, pela defini¢io de A<, (ver (5.77)) segue que a soma das (d + 1)- coordenadas em

t;f (x;) € A? é igual a t;, para todo i € [g]. Assim:

h=--=1. (5.98)

q
Como Z t; =1, segue de (5.98) que:
i=1

1
;= R para todo i € [g]. (5.99)

Logo, das igualdades (5.97) e (5.98) segue que

1 1
—flx)) = =—f(x,). (5.100)
. (x1) p (%)
Portanto:
flxr) == flxg), (5.101)
onde x; € ||71]],...,x4 € ||74]], com ;N T; = 0, Vi, j € [g] sdo faces disjuntas duas a duas.
Assim, Ty, ..., T, s80 g faces disjuntas de oV tais que:
FUlml) A0 £zl #0. (5.102)

]
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5.3 Teorema de Van-Kampen-Flores generalizado

O Teorema de Van-Kampen-Flores generalizado ¢ uma versao do classico Teorema
de Van-Kampen-Flores. Ele foi provado, de forma independente, por Sarkaria (SARKARIA,
1991a) e Volovikov (VOLOVIKOV, 1996b)) A demonstracdo que sera feita nesta secdo é
baseada no artigo (BLAGOJ EVIC; FRICK; ZIEGLER, 2014), o qual utiliza um novo método
de subcomplexos inevitdveis, que juntamente com o Teorema Topoldgico de Tveberg (Teorema

5.2.2) fornecem uma prova relativamente simples para este Teorema.

Definicdo 5.3.1 (r- particdes de Tveberg). Sejam r > 2, d > 1, N > r — 1 inteiros e
f : ||on|| = R? uma fungdo continua. Uma r- particdo de Tveberg é um conjunto {7y,...,7,} de

r faces de oV duas a duas disjuntas tais que:

fAlmlh o nrdlwll) #o. (5.103)

Definicdo 5.3.2 (Subcomplexos Tveberg inevitdveis para f). Sejam r > 2, d > 1,
N > r—1 inteiros e f : ||6"|| — R? uma fungdo continua que contém uma r- particio de
Tveberg. Um subcomplexo X C oV é Tveberg inevitdvel para f se: para toda r- particio de

Tveberg {71, ..., 7.} para f, existe pelo menos uma face 7; € {71,..., 7.} tal que 7; € X.

Exemplo 5.3.3. Seja 7 : Ay — R uma projecdo a 60°, como ilustrado na Figura 68.

Figura 68 — Exemplo da definicdo de subcomplexos inevitaveis para uma funcao.

(] J
[T

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tome os subcomplexos £ = {0,{1},{2},{1,2}} e X' = {0,{2},{3}}.

As 2- parti¢des de Tveberg para 7 sdo:

Note que:

{1} e P NXL, {1,2} e LNE e {1} € P3NL, (5.105)
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logo X é Tveberg inveitdvel para 7.

Por outro lado, apesar de {3} € ,NY e {3} € NY/, temos que:
{2,3}. {11 £7, (5.106)
logo ¥/ ndo é Tveberg inevitavel para 7, pois P; ndo contém nenhum simplexo de X'

Lema 5.3.4. Sejam r > 2 uma poténcia de primo, d > 1 e ¢ > 0 inteiros. Dados um inteiro
N >N, = (r—1)(d+1+c) e fungdes continuas f : ||[cV|| = R e g : ||AV|| — R¢, existem r
pontos xi,...,x,, onde x; € T;, parai = 1,...,re 7y, ..., T, sdo faces de oV duas a duas disjuntas,

tais que:
fx)=-=f(x) e glx1) =" =g(x). (5.107)
Demonstragdo. Inicialmente, vamos definir a funcdo continua:

h=(f,g):|lo"| — R
x = (f(x),8(x))- (5.108)

Temos N >N, = (r—1)(d+1+¢) > (r—1)(d+1) e r > 0 poténcia de primo por

hipdtese.

Logo, podemos aplicar o Teorema Topolégico de Tveberg (Teorema 5.2.2) para obter r

faces de oV, 1 ,..., Tr, duas a duas disjuntas tais que:

Mzl (1) £0, (5.109)
o que significa que existem x; € ||71]],...,x, € ||| tais que:
h(x) = ... = h(x,). (5.110)

Logo:

(f(x1),e(0)) = oo = (f (), 8(xr)) == f01) = . = fxr) e g(x1) = ... = gxr).

[]

Lema 5.3.5. Sejam r > 2 uma poténcia de primo,d > 1 e N > N; = (r—1)(d + 2) inteiros.
Tome f : ||6"|| — R? continua e £ C 6" um subcomplexo Tveberg inevitdvel para f.
Entdo, existem r faces de o, T1,..., Tr, duas a duas disjuntas, todas contidas em X (isto

é, i€k, i=1,...,r) tais que:

Al -0zl # 0. (5.111)
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Demonstra¢do. Como ||Z|| C ||6™|| € R¥*!, dado um ponto x € ||V ||, podemos calcular a

distancia de x a ||Z||, isto &,

dist (x,||X||) =inf { |[x—y[|; y € ||Z]| } (5.112)
Assim, podemos definir a funcio continua:
g:llo"|| =R

x> dist (x, ||X]]). (5.113)

Note que g(x) = 0 se, e somente se, x € ||X||, pois ||X|| é fechado.

Fixando ¢ = 1, temos as hipoteses necessarias para aplicar o Lema 5.3.4 para as fungdes

continuas f: ||[oV|| = R%eg: ||c"| = R.

Assim, existem pontos xj € ||71]],...,x, € ||| tais que:
f(xl):...:f(xr) e g(xl):...:g(xr), (5114)
onde 7y, ..., T, sdo r faces de o, duas a duas disjuntas.

Podemos supor, sem perda de generalidade, que para todo i = 1,...,r, x; estd no interior

relativo de || 7;], caso contrdrio, basta substituir ||7;|| por ||7/|| retirando-se os vértices necessarios

para que x; esteja no interior relativo de ||7/||.
Por hipétese, X € Tveberg inevitavel para f, logo existe a0 menos uma face 7; € X.

Como 7j € e x;j € ||1j]], segue que x; € ||X]|, logo:

g(x;) = dist (x;,][Z]|) = 0. (5.115)
Assim, segue que:
glx)=-=g(xj)=-=gx)=gx)="=0=-=3g(x) =
gx)) = =g(x) =0. (5.116)

Logo, x1,...,x € ||X]|.

m
Para todo i € [r], como x; estd no interior relativo de ||7;||, temos x; = Z fxe;, , onde
k=1

m
{eil,...,eim} = V(Ti) C {617...,€N+1}, >0k=1,....,m, h=lem<N+1.

k=1
logoe;,,...,e;, €V (7),isto é, V(1) C V(7).

Portanto, 7; é face de T e como T € X, segue que T; € X.

Como x; € ||X

,existe T € Ltalque x; € ||T

Assim, 71,...,7- € Z e f(||t]]) N...0 f(||z]]) # 0, pois f(x;) =--- = f(x;), onde
x; € ||7i||, para todo i € [r]. O
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Lema 5.3.6. Sejam d > 1, r >2 e N > r — 1 inteiros. Tome f: ||o"]| — R? uma fungio
continua que possui uma r-parti¢do de Tveberg. Se k é um inteiro tal que r(k+2) > N+ 1, entdo

o k-esqueleto (6V)= de 6" é Tveberg inevitivel para f.

Demonstragdo. Suponha que o k-esqueleto (6V)=k de 6"V nio seja Tveberg inevitavel para f.

Desta forma, existe uma r-particdo de Tveberg {1y, ..., 7.} tal que:
7 & (6™)=k, Vie ], (5.117)
1sto é,
dim o; > k ou, equivalentemente, |V (7;)| > k+ 1. (5.118)
Assim, devem existir r faces de 6, {1y, ..., 7}, duas a duas disjuntas, tais que [V (7;)| >
k+2.
Como 7y, ..., T, sdo disjuntas duas a duas, temos que V (1), ...,V (7,) sdo disjuntos dois a
dois. Logo:
U V(1) > r(k+2) > N+ 1. (5.119)

Porém, como LIi_,V(7;) C oV, devemos ter:
U V(B <N +1, (5.120)
o que é uma contradi¢ao com (5.119). ]

Teorema 5.3.7 (Teorema de Van-Kampen Flores generalizado). Sejam r > 2 uma poténcia de
primo,d > 1,N>N; = (r—1)(d+2),e k> V;rlaﬂ Entdo, para qualquer fungdo continua
filloN|| — R?, existem r faces de 6%, 71, ..., T,, duas a duas disjuntas, com dim 7; < k, para

todo 1 <i < r, tais que:

fAlmlh o gzl # 0. (5.121)

Observacao 5.3.8. Para todo x € R, denotamos:
[x] =min{n €Z; n>x}. (5.122)
Demonstracdo. Podemos aplicar o Lema 5.3.6, pois:

r(k+2) > r([=2d]+2) > r[(5L)d+2] = (r—1)d +2r =
(r—=Dd+2(r—=1)+2=(r—1)(d+2)+2=N; +2>N; +1. (5.123)

Assim, (oV)=k ¢ Tveberg inevitdvel para f.
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Logo, pelo Lema 5.3.5 existem r faces 1y, ..., 7, de (6™V)=* tais que:

Al .0zl # 0. (5.124)
Portanto, 7,..., T, é a r-parti¢do de Tveberg procurada, pois como 7; € (o)<, segue
que dim 7; < k, para todo i € [r]. O

Observacao 5.3.9. Note que substuituindo d por 2d e tomando r = 2 no Teorema de Van-
Kampen-Flores generalizado (Teorema 5.3.7), obtemos o Teorema de Van-Kampen-Flores
(Teorema 5.1.17).
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