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Resumo

Neste trabalho, estudamos a teoria de bifurcagao para equacoes diferenciais
ordindrias (escrevemos simplesmente EDOs), bem como a existéncia de ponto de
bifurcacao para solucoes periddicas destas equacoes. Em seguida, desenvolvemos
a teoria, até entao inexistente, sobre bifurcagao para equacoes diferenciais ordi-
nérias generalizadas (EDOs generalizadas). Neste desenvolvimento, obtivemos
para EDOs generalizadas, um resultado sobre existéncia de ponto de bifurcagao
para solugoes periddicas. Em seguida, através da correspondéncia entre EDOs e
EDOs generalizadas, obtivemos novos resultados sobre a existéncia de ponto de
bifurcacao para solucoes periddicas para EDOs classicas, agora sob a otica das
EDOs generalizadas, quando entao, em vez de fungoes continuamente diferencia-
veis, necessitamos, apenas, que as funcoes envolvidas na EDO sejam integraveis
no sentido de Kurzweil-Henstock. Adicionamos, também, um resultado sobre a
existéncia de solucgoes pediddicas de EDOs generalizadas e aplicamos tal resul-
tado para EDOs. A fim de obtermos os resultados que pretendiamos, utilizamos a
teoria do grau coincidente. Finalmente, mencionamos que os resultados inéditos

deste trabalho estao contidos em [6].






Abstract

In this work, we study the bifurcation theory for ordinary differential equa-
tions (we write simply ODEs), as well as the existence of a bifurcation point for
periodic solutions of these equations. Then we develop the theory of bifurca-
tion for generalized ordinary differential equations (we write generalized ODEs
for short). Such theory is new. We obtained an existence result of a bifurcation
point for periodic solutions of generalized ODEs. By means of the correspondence
of classic ODEs and generalized ODEs,; we were able to translate the results to
classic ODEs, now in the framework of generalized ODE. This means that instead
of the classic hypothesis that the functions involved in the differential equation
are continuously differentiable, we only require that they are Kurzweil-Henstock
integrable. We also added a result on the existence of a periodic solution of a
generalized ODE and we applied such result to classic ODEs. In order to obtain
our main results, we employed the coincidence degree theory. Finally, we point

out that our results are contained in [6].
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Introducao

Nesta dissertacao, o nosso objetivo é estudar a teoria de bifurcacao em equagoes dife-
renciais ordinarias (EDOs) e, posteriormente, adaptar os resultados estudados as equagoes
diferenciais ordindrias generalizadas (EDOGs), desenvolvendo a teoria, até entao inexis-
tente, sobre bifurcacao para EDOGs. Como consequéncia, aplicaremos os resultados obtidos
as EDOs classicas, em condigoes mais gerais dos que aquelas encontradas na literatura, de
modo que os resultados existentes sejam generalizados. Tais generalizacoes se dao pelo fato

de considerarmos a integral definida por Jaroslav Kurzweil como pano de fundo das EDOGs.

Para atingirmos nosso objetivo, vamos, primeiramente, relembrar ao leitor os conceitos
principais da teoria de EDOs, conceitos estes que utilizaremos nos Capitulos 2 e 3. Assim, o
Capitulo 1 serd dedicado a uma breve introdugao as EDOs, relembramos conceitos basicos
sobre EDOs lineares, bem como sistemas de equacoes diferenciais lineares de ordem 2 x 2.
Apresentamos alguns exemplos destes sistemas, as suas solugoes e o retrato de fase. As

principais referéncias para este capitulo podem ser encontradas em [3] e [2].

No Capitulo 2, estudaremos o conceito de ponto de bifurcacao de solucoes periddicas
de uma equacao diferencial ordinaria dependente de parametro. Através de um resultado
que nos permite fazer uma correspondéncia entre os zeros de uma equacao que envolve o
operador ® e as solucoes periddicas de uma EDO, entao sera equivalente analisar o problema
de bifurcacao de uma equacgao que envolve este operador e o problema de bifurcacao para

solucoes periddicas da EDO. Também, utilizando a teoria coincidente do grau de Brouwer,
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teremos um resultado que nos garante a existéncia de ponto de bifurcacao para uma equacao
que envolve o operador ® e apresentaremos exemplos que ilustram a teoria. A principal

referéncia para este capitulo pode ser encontrada em [1].

Motivados pelas ideias presentes no Capitulo 2 sobre a teoria de bifurcagao para EDOs,
o Capitulo 3 é constituido pelos resultados estendidos sobre a teoria de bifurcacao em EDOs
as EDOGs e apresentaremos um resultado, o qual sob certas condicoes, existira ponto de
bifurcacao de uma solucao periédica de uma EDOG. Também, teremos um resultado que nos
diz que, sob certas condicoes existe pelo menos uma solucao periddica da EDOG. A integral
explorada no capitulo 3 deve ser entendida no sentido de Kurzweil-Henstock e para mais

detalhes veja o Apéndice. A principal referéncia para este capitulo é [6].



Capitulo

1

Preliminares

Neste capitulo, faremos uma revisao sobre equacoes diferenciais ordinarias, bem como
sistemas de equacoes diferenciais ordinarias lineares de ordem 2 x 2. Apresentaremos exem-
plos destes sistemas, as suas solucgoes e os retratos de fase. As referéncias utilizadas para a

compreensao destes fatos podem ser encontradas em [3] e [2].

1.1 Equacoes diferenciais lineares auténomas

Uma equagao diferencial na qual a variavel independente nao aparece explicitamente no
lado direito da equacao é chamada autonoma. Se ¢t € R for a variavel independente, uma

equacao diferencial autonoma de primeira ordem podera ser escrita na forma

dx
% = f(iL’), (1'1)

onde f: R — R é uma fungao.

17
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Diremos que um nimero real ¢ é um ponto critico de (1.1), se ¢ for um zero de f,
isto é, f(¢) = 0. Se ¢ for um ponto critico de (1.1), entdo z(t) = ¢ serd uma solucao
constante da equacdo autonoma. Uma solu¢do constante x(t) = ¢ de (1.1) é chamada
solugao de equilibrio. Também dizemos que os equilibrios sao as solu¢oes constantes de
(1.1). Podemos dizer quando uma solugao nao constante x = x(t) de (1.1) é crescente ou
decrescente, analisando o sinal da derivada Ccli_? Fazemos isso identificando os intervalos nos

quais f(x) é positiva ou negativa.

Exemplo 1.1. Considere a equacao diferencial

P
Oﬁl—t:P(a—bP), a>0,b>0, (1.2)
a qual tem a forma
dP
> Hp
!

onde f(P) = P(a — bP). Notemos que a equagao (1.2) € autonoma. Igualando a equagao
a
(1.2) a zero, vemos que 0 e 3 sao 0s pontos criticos da equacao e, portanto, as solucoes de
a
equilibrio sio P(t) = 0 e P(t) = 7 Colocando os pontos criticos sobre uma reta vertical,

a a
dividimos esta reta em trés intervalos: (—o0,0), [0, —) e [— oo) .

b b’
Na Figura 1.1 a sequir, a posicdo das setas sobre a reta indicam o sinal de f(P) =

P(a — bP) nesses intervalos e indicam, também, quando uma solugdo € crescente (seta para

cima) ou decrescente (seta para baizo) em determinado intervalo.

No intervalo (—00,0), o sinal de f(P) € negativo e, portanto, P(t) decresce. Logo a
seta na figura aponta para baizo. Analogamente, para o intervalo <0, %) o sinal de f(P) é
positivo. Logo P(t) é crescente e, assim, a seta na figura aponta para cima. No intervalo
(%, oo), o sinal de f(P) € negativo. Portanto P(t) € decrescente e a seta na figura aponta
para baixo.

A Figura 1.1 é chamada retrato de fase unidimensional ou simplesmente retrato

de fase da equacgao diferencial (1.2). A reta vertical da Figura 1.1 é chamada reta de

fase.
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a/b

Figura 1.1: Retrato de fase da equagao (1.2).

Agora, vamos estudar o comportamento das solugoes de equagoes diferenciais ordinarias
autonomas (1.1) nas proximidades de um ponto critico ¢ € R, onde f : R — R é uma fungao.
Para isso, vamos analisar o retrato de fase unidimensional da equagao diferencial dada em
(1.1) e observar que a classificacdo dos pontos criticos depende da posicao das flechas no

retrato de fase em torno do ponto critico.

Quando as pontas das setas em ambos os lados de ¢ apontam em direcao a ¢, todas as
solugbes x(t) de (1.1), que comegam em um ponto inicial zy suficientemente préximas a c,
exibem um comportamento assintético, isto é,

tliglo x(t) = c.

Neste caso, ¢ sera assintoticamente estavel ou atrator.

Se as pontas das setas estiverem ambas opostas a ¢, entao as solugoes que comecam perto
de ¢ vao se mover, se afastando de ¢ a medida que ¢t aumentar. Neste caso, diremos que ¢ é

um ponto critico instavel ou repulsor.
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Se as setas apontarem em direcoes opostas a ¢, entao uma solucao, comecando em um
ponto inicial x( suficientemente préximo a ¢, sera atraida para ¢ por um lado e repelida de ¢
pelo outro. Neste caso, o ponto critico nao sera atrator nem repulsor e o chamaremos ponto

critico semiestavel.

1.2 Sistemas lineares autonomos e plano de fase

Pela dificuldade de se encontrar solugoes de equacoes diferenciais analiticamente, é impor-
tante sabermos informagoes qualitativas das solugoes, sem de fato resolvé-las. Para conseguir
este estudo qualitativo das equacoes diferenciais, vamos considerar o sistema linear homoge-

neo de primeira ordem com coeficientes constantes da forma

T =ax+b
Y (1.3)
y=cr+dy
o qual pode ser escrito na forma matricial
x a b x
= (1.4)
Y c d y
onde a, b, c,d € R. O sistema (1.4) também pode ser escrito na forma vetorial
X = AX, (1.5)
onde
T a b
X = e A=
Y c d

Utilizando o que ja sabemos sobre equacgoes diferenciais de primeira ordem, as solugoes

At

para o sistema acima terdo a forma z(t) = ve, onde v é um vetor coluna 2 x 1, A é um

namero real e t é a variavel independente.
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Derivando a fungao x(t) e substituindo z(¢) e @(¢) na equacao (1.5), obtemos
(A= X)v=0.

Portanto A deve ser um autovalor da matriz A e v é seu autovetor associado a matriz A.

Os autovalores da matriz A sao as raizes da equagao polinomial
det(A — \I) =0,
isto é, sao as raizes da equacao
det(A— M) =(a—A)(d— ) —bec=

=\ — (a+d)X+ (ad — bc) = N> —tr(A)\ + det A = 0,

onde trA e det A denotam, respectivamente, o traco e o determinante da matriz A. Assim

os autovalores de A sao dados por

trA=+/(trA)> —4 det A

)‘17)\2 = 2

Considere o sistema dado por X = AX, como na equacio (1.5). Os pontos x € R?
para os quais Azr = 0 sao chamados pontos de equilibrio ou pontos criticos do sistema.
Admitindo-se que det A # 0, ou seja, que A é invertivel, entdo X = (0,0) é o tnico ponto

critico do sistema.

Uma solucdo X : R — R? do sistema linear X = AX pode ser considerada como uma
representacao paramétrica de uma curva no plano. Podemos olhar para essa curva como
um caminho ou trajetéria percorrida por uma particula em movimento, cuja velocidade X é
especificada pela equacao diferencial. O plano zy é chamado plano de fase e um conjunto
representativo de trajetérias é chamado retrato de fase. Assim, ao analisar o sistema linear

(1.5), precisamos considerar diversos casos, dependendo da natureza dos autovalores de A.
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Os possiveis casos para os autovalores de A sao analisados a seguir.

Caso 1. Os autovalores A\; e Ay de A sao reais e distintos, mas de mesmo sinal. Sejam v; e
vy 0s autovetores correspondentes aos autovalores A; e Ay de A. Neste caso, a solugao geral
da equacao (1.5) é dada por

Art Aot
o(t) = crvre™’ + covge™?’,

onde ¢(t) = (z(t),y(t)). Se Ay < A; <0, entao p(t) — 0 quando ¢ — oo, e o ponto critico é
chamado né atrator ou né estavel. Por outro lado, se Ay > 0 e \; > 0, entao z(t) — oo

quando t — 0o e o ponto critico é um noé repulsor ou né instavel.

Antes de seguirmos para o Caso 2, vamos dar um exemplo para ilustrar o Caso 1.

Exemplo 1.2. Considere o sistema

T -1 -1 x
=, ! (1.6)
Yy 4 Yy

O dnico ponto de equilibrio do sistema (1.6) € a origem (0,0). Os autovalores da matriz

caracteristica A sao

1
)\1:—1 6)\2:—4—1.

Os autovetores associados aos respectivos autovalores sao
v1 = (1,0) e ve = (4,-3).
Portanto a solugao geral do sistema (1.6) é dada por
o) =c1(1,0)e™" + co(4, —3)6%.

Vamos ilustrar a solugdo de (1.6) através do retrato de fase mostrado pela figura a seguir.

Neste caso, o ponto critico € um né atrator.
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Figura 1.2: N¢ atrator

Caso 2. Os autovalores A\; e Ay de A sdo reais com sinais opostos. Neste caso, a solucao

geral da equagao (1.5) é dada por

p(t) = croie™! + cpuge™,
onde z(t) = vieMt) y(t) = ve™ e Ay < 0 < Ay, e o ponto critico é chamado ponto
de sela. A solugao x(t) decresce exponencialmente, enquanto que a solucao y(t) cresce

exponencialmente.

As oOrbitas no eixo x apontam em diregao a origem e as orbitas do eixo y apontam para
longe da origem. As érbitas fora dos eixos pertencem as hipérboles representadas na Figura

1.3 a seguir. O exemplo a seguir ilustra o Caso 2.

Exemplo 1.3. Considere o sistema
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O 1nico ponto de equilibrio de (1.7) é a origem (0,0). Os autovalores da matriz caracteristica
A sao

)\1:36)\2:—3

e os autovetores associados sao dados, respectivamente, por
v =(2,1) evg = (—4,1).
Logo a solugao geral do sistema (1.7) € da forma
o(t) = c1(2,1)e* + co(—4,1)e ™.
O retrato de fase de (1.7) € dado pela figura a sequir.

— P BB | B e or B R oy S &
— e — B B R o g B R B R

[ O S S S e e || F * -SSR S S S O

—f — e —f o — - e 5]
w

S Er— i ————

e ad

s~ ki i — i —fr — 1

|a— e ——

. == T

T
|t— — e — g —
o — GG —
A T e T e A A A A A e — g — A — A

T A e e e i e i o |l i i i e A o —

T A A A T e A A T i — S S

Figura 1.3: Sela

Caso 3. Os autovalores A\ e Ay de A sao reais e iguais. Temos dois subcasos a considerar:

se o autovalor repetido tiver dois autovetores indepedentes ou somente um.
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a) Dois autovetores linearmente independentes. Seja A o autovalor associado aos autove-
tores linearmente independentes v; e vo. Novamente, a solucao é dada por
At At
o(t) = crvre™ + covge™.
Todas as trajetorias das solugoes, exceto a solucao nula, estao contidas em semiretas
que passam pela origem. Se A\ < 0, todas as solugoes convergirao para a origem quando

t — oco. Entretanto se A > 0, as solugoes se afastarao da origem quando t crescer. Neste

caso, o ponto critico serd chamado né impréprio (atrator ou repulsor).

b) Um autovetor linearmente independente. Neste caso, a solugao do sistema (1.5) é dada
por

©(t) = e + cy(vite + vyeM),

onde v; é um autovetor associado ao autovalor repetido A\. Para t suficientemente
grande, o termo dominante nesta equacdo é cyvite. Logo, se A < 0, quando t — oo,
todas as trajetérias de o(t) tendem & origem e sdo tangentes a reta na diregdo do
autovetor v;. Analogamente, para valores negativos de ¢, o termo cyov;te™ é novamente
dominante, de modo que, quando t — —oo, cada trajetéria de p(t) é assintota a uma
reta paralela a v;. Logo a orientacao das trajetérias depende das posicoes relativas de
v1 e vy. Neste caso, o ponto critico serd chamado né préprio (atrator ou repulsor)

dependendo do sinal de A.

Exemplo 1.4. Considere o sistema
= (1.8)
O 1nico ponto de equilibrio de (1.8) é a origem (0,0). Os autovalores da matriz caracteristica

A de (1.8) sao
)\1 = )\2 - —5,
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Os autovetores associados aos autovalores \y = Ay = 3

caracterizando um no 1mproprio.

sao dados, respectivamente, por

vy = (1,1) evy = (2,1).

Portanto a solugdao geral do sistema (1.8) € da forma

c1(1,1)e% + co(1, 1)te™ 4 c5(2,1)e.

o(t)

e T e T e e T e e e
T T e T T T e e T Tl

PEm S B R T R T
o .
[P B T P R e R T e T
[P B B T B T R B
[ T e, B, e T e W

Figura 1.4: N6 impréprio

Caso 4. Os autovalores \; e Ay de A sdao complexos. Considere o sistema

(1.9)

T =axr+ Py

y=—Pr+ay
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onde os autovalores da matriz A sdo dados por \y = o+ i e Ay = \ = o — if8. Utilizando

a mudanca de coordendas polares r e 0,
x =rcosb e y =rsenf (1.10)
e derivando as equagdes de (1.10) em relagao a ¢, obtemos

i =7rcosf —rfsenf = fx—é’y
r

§=rsenl+rfcosd = Cy+93:.
r

; .
Portanto — = o e § = — . Assim, em coordenadas polares, o sistema (1.9) é dado por
r

r=aqQr

| (1.11)
0=—p

Logo a solugao do sistema (1.11) é da forma

r(t) = cpe™

0(t) = 0, — ft.

Note que a parte real a dos autovalores \y = a + i e Ay = A\ = a — if3 refere-se
ao crescimento ou decrescimento da distancia das solugoes a origem, enquanto que a parte
imaginaria 3 destes autovalores refere-se a rotagao das solugoes em torno da origem. Quando
a = 0, todas as solugoes, exceto a solucao nula, sao elipses. Neste caso, o ponto critico é
chamado centro. Quando a < 0, as solugoes espiralam em direcao a origem, entao o ponto
critico é denominado foco atrator ou foco estavel. Quando a > 0, as solucoes espiralam
em sentido oposto a origem, assim o ponto critico é denominado foco repulsor ou foco

instavel.
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Note, também, que o sinal de § indica o sentido da rotacao das solucoes em torno da
) Y 3 >
origem, horaria caso f < 0 ou anti horaria se > 0. Assim, os autovalores s@ao complexos

conjugados, isto é, A\ = a + fi e Ay = a — 1. A solucao geral podera ser escrita da forma

©(t) = crp1(t) + capa(t),

onde

©1(t) = e*[v; cos Bt — vy sen [t]

©o(t) = e[vy cos Bt + vy sen [t].

Exemplo 1.5. Considere o sistema

= . (1.12)

O 1nico ponto de equlibrio de (1.12) é a origem (0,0), neste caso, denominado centro. Os

autovalores da matriz caracteristica A de (1.12) sao
A =1 e Ay = —1i.
Logo o0s autovetores associados a Ay e a Ay sao dados, respectivamente, por
v = (241,5) e ve = (2 —1,5).
Portanto a solugao geral do sistema (1.12) é da forma
o(t) = c1(2+14,5) cost + c2(2 — 4, 5) sen t.

O retrato de fase para o sistema (1.12) é dado pela figura a sequir.

E importante o estudo de sistemas lineares do tipo (1.3), pois é através desta andlise que

podemos entender localmente o retrato de fase de sistemas nao lineares.
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Capitulo

2

Teoria de bifurcacao para EDOs

Sejam FE, F' espagos vetoriais reais de dimensao finita. Considere X C E e A C F abertos
e f€CFHAXRx X,FE), parak € N, k> 1, onde C*(A x R x X, F) denota o espaco das
fungdes de A x R x X em E que sao diferenciaveis até ordem k e que possuem derivadas
de ordem k£ — 1 continuas. Neste capitulo, estudaremos bifurcacao de solucoes peridricas de

equagoes diferenciais dependentes de parametro da forma

&= f(\t @), (2.1)
onde f € C*(A xR x X, E).
Vamos considerar aplicacoes
T:A— Ry
A= TN
e
u:AXxR— E,

31
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e vamos utilizar a notacao seguinte: para cada A € A,
u(A)(t) := u(A 1),

ou seja,

u(A):R— FE

t = u(N)(t) = u(A ).

A referéncia principal para este capitulo é [1].
A seguir, definimos o que vem a ser uma solugdo periddica de (2.1) e um ponto de

bifurcagao de uma solucao periddica de (2.1).

Definigao 2.1. Uma fun¢io u : A X R — E serd dita solug¢ao T (\)-periddica em relagdo a

t de (2.1), se ela for solugao de (2.1) e ainda valer u(\,t) = u(\, t+T(N)), para todo t € R.

Seja T € C*(A,R%) e suponha que u € C*(A x R, F)) seja uma solugao T'(\)-periédica
da equagao diferencial (2.1). Assuma também que a funcdo f do lado direito de (2.1) seja

T'(N)-periddica em relagao a t. Entao a funcao ¢, definida por
¢: AN — BC(R,E)

A e o) = u(N)

onde u(A) : R — FE pertence a BC(R, E), onde BC(R, E') denota o conjunto das fungoes
continuas e limitadas de R em E. Notemos que a funcao ¢ descreve o grafico da solugao u

de (2.1).

No que segue vamos definir o conceito de ponto de bifurcacao de uma solugao periédica

de (2.1).

Definigao 2.2. Com a notagao anterior, um par (Ao, u(Xg)) € A x BC(R, E) serd cha-
mado ponto de bifurcacao de uma solugao periddica u(X) de (2.1), se toda vizinhanga de

(Ao, u(Ng)) contiver uma solugdo periddica de (2.1) que nao pertence ao grdfico de u.
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Antes de estudarmos os problemas de bifurcacdao para solucoes peridédicas de equagoes
diferenciais do tipo (2.1), vamos introduzir uma normalizagdo sobre a fungao f do lado

direito de (2.1), a qual denotaremos por f.

Sejam

-~

fOtx) = fO L+ u(A) (1) = F(A 1 u(M)(2))

FO\t, ) = (@) f()\, Mm) : (2.2)

T 27

para todo par (A, t) € A x R, todo x € X, com X C E abertoe X 3 0.

Afirmacgao 1. A funcao fé 2m-periddica em t e ]7()\, t,0) = 0, para todo par (A, t) € A X R.

Demonstracao. E facil verificarmos que

Foneo) = (F20) 7 (3 520) = Z2 0t 0) = £t @) =0,

T 27 2T

para todo (A,t) € A x R. Queremos mostrar que fé 2m-periddica em t, ou seja,

fNt+2m ) = f(\tz), VteR.

Utilizando as defini¢oes de fe fe o fato de f ser T'(\)-periddica em ¢, obtemos

F\t+ 27, 2) = %f(x (t + zw)T;?) : x)

- % [f ()\, (t + 27r)T2(?),x +u(A)(t+ 2@%)
—f (A, (t+ 2@%&@)@ + 2W>%>]
=2 (e 20 52 ) - (v e+ en T2 )|

— %;\)f()\,t%;\),a/) = f(\t2)
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o que completa a prova da Afirmacao 1. O

Afirmagao 2. A aplicacdo t — u(t) serd uma soluc¢ao da equagao

y‘ = f()\7 t? y)?
se e somente se,
27t
U —=—— A)(t 2
t o u(T(/\))—l—u( )(t) (2.3)
for uma solucao de
= f(\t, ).

Demonstra¢ao. Vamos supor que u(t) seja uma solu¢ao da equagao

Y= f()‘>tay)

Derivando (2.3) em relagao a t, e utilizando as definigoes de ]/“\e ]?respectivamente, obtemos

%{7 (%) a)() = %f(x, TQZT;) @ ( ng>>) + F0t,u)

= f (A, ta (%) + u(A)(t)) .

[ 2mt . .
Por outro lado, suponhamos que u (ﬁ) + u(A)(t) seja uma solugao de

T = f(\t, x).

Logo, a igualdade abaixo ¢é satisfeita,
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%a <%) +a(\)(t) = f ()\, ¢t (%) + u()\)(t)) . (2.4)

Utilizando (2.4) e lembrando que u é solugao de & = f(A, ¢, x), obtemos
)+ £ (A (775 ) )|

27 (v a0 (7))

~_— =
I
‘i
=
)

Logo,

e, portanto, u é solugao de & = f(\,t,z) e a Afirmagao 2 estd provada. ]

No que segue, vamos assumir, sem perda de generalidade, as seguintes condigoes sobre a
fungao f do lado direito da equacao (2.1):
(i) f: A xR x X — E éuma funcio de classe C*, para k > 1;
(ii) f é 2m-periddica em t € R;
(iii) f(-,-,0)=0.

O resultado que enunciaremos agora pode ser encontrado em [1], por exemplo. Sua

demonstracao nao sera feita aqui, pois ela depende de varios resultados precedentes. Veja

[1], Teorema 25.2.

Teorema 2.3. Suponha que u(\g) seja uma solugao T'(N\g)-periddica da equagio & = f (g, t, )

e que o problema linearizado

g =Jf(Ro t,u(ro)(t))y
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nao possua solugao T(\g)-periddica nao trivial, onde Jf(No,t,u(No)(t)) denota a matriz
jacobiana de f no ponto (N, t,u(Xo)(t)). Entao ezistird uma vizinhanca V' de Ao em A

tal que, para todo \ € V', eziste uma unica solugao T'(N)-periodica w(N) de & = f(\,t,x).

O resultado a seguir nos mostra uma relagao entre ponto de bifurcagao de uma solugao de
(2.1) e a existéncia de solu¢ao periédica ndo trivial de equagoes linearizadas. Tal resultado

pode ser encontrado em [1], Proposicao 26.1.

Proposicao 2.4. Suponha que (A\y,0) € A x BC(R,E) seja um ponto de bifurca¢io da

solugdo 2m-periddica da equagao & = f(\ t,x). Entao a equagao linearizada

y = Jf()\07 t7 O)y7

possui solugdao 2m-periddica nao trivial, onde J f(Xo,t,0) denota a matriz jacobiana de f no

ponto (Ao, t,0).

Demonstracdao. Facamos a prova por contradicao. Suponha que a equagao

y=Jf(Ro,t,0)y

nao possua solucao 2w-peridédica nao trivial. Logo, pelo Teorema 2.3 e utilizando a demons-
tragao do mesmo (veja [1], Teorema 25.2), existem vizinhangas V' de Ag em A e U de 0 em
BC(R, E) tais que a equagao

= f(\t, )

possui uma unica solugdo 2m-periddica u(A) em U, para todo A € V. Portanto u(\)

=0,
para todo A € V. Logo (\g,0) ndo é um ponto de bifurcagao da equagao diferencial (2.1). [

Relembremos o leitor que E denota um espaco de Banach de dimensao finita. Considere
X C E um aberto. Por um momento vamos considerar a equacao diferencial ordinaria sem

a dependéncia do parametro A € A,

T = f(x,t) (2.5)
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onde f € CY(R x X, E) e suponha que u( -, 7, &) seja solugao maximal do problema de valor

inicial (escreveremos PVI)

(2.6)

Vamos denotar o intervalo maximal de existéncia da solugao u( -, 7,&) da seguinte forma

J(1,8) = (t7(7,6),t7(7.€)) € R.

Seja T' € R. Vamos definir o operador

up : dom(up) € X — X (2.7)

5 = UT(&) = U(T, 075)?

onde u(T,0,&) é a solugdo de & = f(t,x), em T € R e com condigao inicial z(0) = £. O

dominio de uz, denotado por dom(ur), é dado pelo conjunto

dom(ur) ={ &€ X; t7(0,8) < T <t*(0,¢) }.

Notemos que, o operador ur é definido a partir de uma equacao diferencial e da condicao

inicial dada.

Como nosso interesse estd em solucoes periddicas de equagoes diferenciais do tipo & =

f(t,x), é importante obtermos um resultado que nos permite encontrar tais solugoes.

O teorema a seguir estd presente em [1], Teorema 20.1, e reduz o problema da existéncia
de solugoes periddicas da equagao diferencial © = f(¢,x) a encontrar um ponto fixo do

operador uy.

Teorema 2.5. Sejam T >0, f € CY(R x X, E) uma funcio T-periédica em t, isto ¢,

ft+T,xz)= f(t,x), teR, zeX.
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Entao a equagao diferencial ordindria @ = f(x,t) terd solugao T-periddica, se e somente se,

o operador ur : dom(ur) C X — X possuir ponto fizo.

Demonstragao. Seja u(-,7,€&) uma solucao T-periddica de & = f(x,t), com condigao inicial
z(1) = €. Pela peridiocidade de u, J(7,£) = R. Sem perda de generalidade, suponha 7 < 0

e considere & = u(0,7,&). Notemos que

u(t,0,&) = u(t, 1,€). (2.8)

Utilizando a defini¢ao do operator up, a igualdade (2.8) e o fato de u ser T-periédica,

temos

UT(&)) = U(Ta 07 50) = U(Ta T, 5) = u(07 T, g) = €0~
Logo &, é um ponto fixo de up. Para 7 > 0, o resultado segue de maneira analoga.

Reciprocamente, seja £ € X um ponto fixo de up. Defina z(t) = u(t + T,0,&), para

Derivando x(t) em relagao a t e utilizando o fato de f ser T-periddica, obtemos

2(t) = a(t+T,0,8) = f(t+ T, 2(t) = f(£,2(t)),

e, ainda,

(E(O) = U(T,O,f) = UT(g) =¢.

Portanto z é solugao do PVI

cuja unicidade de solugao implica

u(t,0,€) =u(t+T,0,), para todo t € J(0,&) \ {T'}.

Indutivamente, u(-,0,&) esta definida em ¢ € R e é solugdo T-periddica de & = f(t,z). O
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Observagao 2.6. Seque da demonstragcao do Teorema 2.5, que & € X serd um ponto fizo

de ur, se e somente se, u(-,0,&) for uma solugio T-pericdica de & = f(z,t).

Notemos que o Teorema 2.5 é valido se considerarmos a equacao diferencial ordinéria
dependente de parametro do tipo (2.1), assim basta tomarmos o operador uy dependente do

parametro A € A, definido por ur(§) = (A, 7,0,¢) .

Suponha que u(A, -, 0,&) seja a solugao global do PVI

= f(\t, )
z(0) = &,

(2.9)

onde f: A x R x X — E é uma funcio de classe C* normalizada, como fizemos em (2.2), e

considere a seguinte funcao g : A x X — FE definida por

9\ &) = € —u(A,27,0,8), (2.10)
onde u é uma solucao 2m-periédica do PVI (2.9). Podemos assumir as seguintes hipéteses:

(i) g: A x X — E é de classe C*;

(iii) & serd um zero de g(A,-), se e somente se, u(A,-,0,&) for uma solu¢ao 2w-periddica

de & = f(\ t,x).
De fato, suponha que &, seja um zero de g(\,-). Logo
g(Aa 50) =0 <~ U(A7 27T7 07 §0) = 50 — u?ﬂ'(&)) = 50'

Portanto £, é um ponto fixo do operador uy, similar ao definido em (2.7), mas agora de-
pendente do parametro A € A. Assim, pela Observacgao 2.6, u(A,-,0,&) é uma solugao

2m-periddica de & = f(\ t, ).
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Portanto o problema de bifurcagdo para solugoes periddicas da equagao © = f(\, t,x) é

equivalente ao problema de bifurcacao para solugoes da equacao dependente de parametro
g\, &) =0.
Ambos os problemas sao casos particulares de situagoes mais gerais, pois o operador g

em (2.10) esta definido sobre espacos de dimensao finita. A fim de generalizar a definigao de

ponto de bifurcacao, vamos definir um operador sobre espacos de Banach quaisquer.

Sejam E, F, e G espacos de Banach quaisquer e considere X C E, A C F subconjuntos
abertos, com 0 € X. Defina
P AXX->G (2.11)

tal que ®(\,0) = 0, para todo A € A.

Definicao 2.7. Seja @ : A x X — G como definido em (2.11). Um par (X, 0) € A x X serd
dito um ponto de bifurcacao, ou (\y serd chamado um ponto de bifurca¢io com respeito
a solugao trivial) da equagao ®(\,z) = 0, se toda vizinhanga de (Ag,0) em A x X contiver

uma solucao (A, z) de (N, x) =0 tal que x # 0.

Para casos em que E, F e G sao espagos de Banach de dimensao finita, poderemos obter
resultados para a existéncia de pontos de bifurcagdo da equacao ®(\, x) = 0, através da
Teoria de grau de Brouwer. Faremos uma breve explanacao sobre tal teoria, de modo que
o leitor esteja apto a entender os préximos resultados no que concerne a bifurcagao. Vale
lembrar que a Teoria de grau de Brouwer é muito ampla. Aqui, apresentaremos apenas os

resultados basicos que serao utilizados neste trabalho.

Sejam E um espaco de Banach de dimensao finita e {2 um subconjunto aberto e limitado
de E. O resultado a seguir pode ser encontrado em [1], Teorema 21.5 e trata da existéncia
de uma funcao chamada grau de Brouwer. A construcao de forma detalhada desta funcao

pode ser encontrada em [1] ou [4].
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Teorema 2.8. Seja E um espaco de Banach de dimensao finita. Entao, para todo subcon-

junto aberto e limitado 2 de E e todo y € E, existe uma fungao
deg(-,2,y) : Dy(QLE) — Z

chamada grau de Brouwer, onde D,(, E) = {f € C(Q,E); y ndo pertence a f(09Q)},

sendo 0 a fronteira de Q, Q o fecho de Q e Z é o conjunto dos inteiros.

O resultado a seguir pode ser encontrado em [1] e apresenta duas propriedades funda-

mentais da Teoria de grau de Brouwer, as quais serao utilizadas nos préximos resultados.

Corolario 2.9 ([1], Corolario 21.6). A fun¢ao grau de Brouwer possui as sequintes proprie-

dades:

(i) (Normalizagdo): Se y € Q, entao deg(1d,),y) = 1.

(11) (Invariancia Homotdpica): Seja I C R um intervalo compacto. Assuma que ezistam

uma funcdo h € C(QA x I, E) ey € C(I, E) satisfazendo

y(A) nao pertence a h(0Q2 x {\}), Vel

Entao,

deg(h(-,A), 2, y(N))

¢ bem definido e independe de X € I.

A referéncia para a observacao seguinte é [1], pag. 301.

Observagao 2.10. Seja ) um subconjunto aberto e limitado de um espago de Banach E,

real e de dimensdo finita n. Se, para cada f € C(Q, E), 0 ndo pertencer a f(0S). Entdo

deg(—f,9,0) = (=1)"deg(f,£,0).
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A seguir, apresentaremos a noc¢ao de indexacao local, a qual serd um caso particular do

Teorema 2.8.

Novamente, considere E um espaco de dimensao finita e seja 2 C E aberto e limitado.
Considere, também, f € C(Q, E) e 2y € Q um zero isolado de f, ou seja, existe ¢y > 0, tal
que f(z) # 0, para todo x € B(zo,€) \ {xo}, onde B(xg,€9) denota a bola aberta em E

centrada em xy e de raio 5. Entao, para todo € € (0, ¢y), definimos a fungao
deg ( , " ,O) : Do(Q,E) X B(.Z’O,E) — Z

(f,z) v deg(f,x,0)

a qual depende apenas de f e xy. Definimos, também, o conjunto

io(f, o) = deg (f, B(zo,€),0), 0< €< e,

chamado indexacgao local de um zero isolado x( de f.

O resultado a seguir pode ser encontrado em [1], Proposi¢gao 21.8, bem como a sua
demonstracao e diz que existe uma relagao entre a indexacao local de um zero isolado da

funcao f e o sinal do determinante do jacobiano de f neste ponto.

Proposicao 2.11. Sejam E um espaco de Banach sobre R, f € C(Q, E) e zy € Q tais que
f(xo) = 0. Suponha que f seja diferencidvel em xq e Jf(xy) € GL(E), onde GL(FE) denota

o espaco das matrizes invertiveis de E em E. Entao xy serd um zero isolado de f e teremos

io(f,x0) = i0(J f(20),0) = sgn det [Jf(z0)].

Nos proximos resultados deste capitulo, vamos considerar £ um espaco de dimensao finita

e X C F um aberto. Também, vamos considerar A C R e um operador ® € C(A x X, E).

O teorema a seguir pode ser encontrado em [1] e diz que se assumirmos certas condigdes

sobre o operador @, teremos a existéncia de um ponto de bifurcagdo da equagao ®(A, x) = 0.
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Teorema 2.12 ([1], Teorema 26.5). Sejam A C R, ® € C(A x X, E). Suponha que Xy € A

e € > 0 sejam tais que as condigoes sequintes estejam satisfeitas:

(Z) @(,0) =0;

(i1) Para todo A € J :=[Ag— €, o+ €]\ { Mo}, existe uma vizinhanca Jy x Uy de (Ao, 0) em
J x X tal que 0 € o inico zero de ®(u,-) em Uy, para todo p € Jy.

Entao (Mo, 0) serd um ponto de bifurca¢io da equacio ®(\,x) = 0, se a indexacdo local, a
qual denotaremos por

Z‘I><)‘) = Z.O(q)<)‘7 ')7 O)

satisfizer ig(Aog — €) # ip(Ao + €).

Demonstracao. Fagamos a prova por contradi¢do. Suponha que (Ag, 0) ndo seja um ponto de
bifurcacdo da equagao ®(\,x) = 0. Entdo para todo A € J, existe uma vizinhanca Jy x Uy

de (A, 0) € A x X satisfazendo
®(\, x) # 0, para todo (\,z) € Jy x (U \{0}).

Pela compacidade do fecho J de J, podemos encontrar um nimero finito de intervalos

Irs -y Iy, que cobrem o intervalo J.

Considere, também, o conjunto

.
j=1

Notemos que U é aberto e 0 € U. Entdao ®()\,z) = 0 ndo possui solucio em J x U,

satisfazendo = # 0.

Portanto,

0 ¢ ®({\} xdU),  para todo A € J.
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Portanto, pela propriedade (ii) de invariancia homotépica do Coroldrio 2.9, obtemos

deg(@()\o — €, ')7 U, O) - deg(q)()‘o + €, ')7 U7 0)

Assim, obtemos

iq;()\o - 6) = Zo(q)<>\0 - 6), 0)
= deg(®(Ag —€,-),U,0) = deg(P (Ao +¢,-),U,0) =ig(P(Ag + €),0) = ig(No + €),

o que contradiz a hipotese. Isto conclui a prova. O

Podemos encontrar o préximo resultado em [1], Corolario 26.6. Tal resultado nos diz que,

sob certas condigoes para o operador ®, teremos ponto de bifurcagdo da equagao (A, x) = 0.

Corolario 2.13. Sejam A CR e ® € CY(A x X, F). Suponha que:

(Z) (I)(,O) =0;

(i1) Ezistam Ao € A e € > 0 tais que Ker(J®(\,0)) = {0}, para todo 0 < |XA — \g| < e.

Se, além de valerem (i) e (ii), a fun¢ao

AeEA — det [JO(N\0)] R

mudar de sinal em \g, entao (N, 0) serd um ponto de bifurcac¢io da equagio ®(\, x) = 0.

Demonstra¢ao. Como ®(-,0) = 0 e pela hipétese (i), J®(A,0) € GL(FE), para todo A € A,

tal que 0 < |\ — Ag| < e. Entao, pela Proposigao 2.11, 0 é um zero isolado de ®(\,-) e vale

in(\) = io (BN, ), 0) = io(JB(X, 0),0) = sgn det [JB(X, 0)],

para todo A € A, tal que 0 < |\ — A\g| < e. Por hipétese, a funcao A — det[JP(A,0)] muda
de sinal em Ag. Logo ig(Ag — €) # ie(No + €). Entao, pelo Teorema 2.12, (Ag,0) é um ponto

de bifurcacao de ®(\,z) = 0 e a prova estd completa. ]
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A seguir, mostraremos um exemplo que ilustra o Corolario 2.13, ou seja, mostraremos
que, nas condigoes deste resultado, teremos a existéncia de ponto de bifurcacao, o qual pode

ser encontrado em [1].

Exemplo 2.14. Utilizando a notacao do Coroldrio 2.13, sejam A = R, E = R? e considere
a equacao diferencial ordindria

= f(\z,vy) (2.12)
onde f(\,z,y) = (Aax — ax® by) e a,b € R* =R\ {0}.

Verifiquemos que (2.12), de fato, satisfaz as condigoes do Coroldrio 2.13.

1. Notemos que f(X,0,0) = (0,0), para todo A € R. Os zeros de f(A,-,-) sdo dados por

(0,0) e (£vX,0).

2. Calculando a matriz jacobiana de f no ponto (A, 0,0), obtemos

Aa 0
0 b

Tf(X,0,0) =

Assim, se X # 0, entdao Ker[J f(),0,0)] = {0}.

3. Calculando a matriz jacobiana de f no ponto (X, £v/X,0), obtemos

—2aX 0
0 b

Jf(A £V, 0) =

4. A fungdo \ — det[J f(X,0,0)], onde det[Jf(A,0,0)] = Aab, muda de sinal em A = 0.
Portanto, pelo Corolario 2.13, \g = 0 serda um ponto de bifurcacao em relacao a solucao

trivial da equagdao f(\ x,y) = 0. Os autovalores de Jf(\,0,0) sao Aa e b.

Agora, vamos considerar as possiveis condi¢oes sobre as constantes a,b € R* da matriz
jacobiana do item 2 acima. O cdlculos dos autovalores para a matriz jacobiana no item 3

pode ser feita de maneira andloga.



46 Capitulo 2 — Teoria de bifurcacao para EDOs

Caso 1: a,b > 0.

(i) Considere A < 0. Logo 0s sinais dos autovalores sao Aa < 0 e b > 0 e temos um ponto

de sela.

(ii) Considere X > 0. Logo os sinais dos autovalores sio Aa > 0 e b > 0 e temos um né

instavel.

O retrato de fase de (2.12), para ambas as situagoes (i) e (ii) do Caso 1 € dado pela

Figura 2.1 a sequar.

—_—

Figura 2.1: Retrato de fase de (2.12) nas condigoes do Caso 1,
itens (i) e (ii) respectivamente.

Associado a equagao (2.12), temos o diagrama de bifurca¢ao, o qual nos proporciona uma

visdo geral do que ocorre com os zeros de (2.12) quando variamos o parametro \ € R.

Note que, quando \ € negativo, o diagrama de bifurca¢io de (2.12) (representado pela
Figura 2.2 a sequir) € caracterizado pelo ponto de sela. No instante em que \ passa por zero,
o diagrama de bifurca¢do de (2.12) torna-se um nd instdvel, a partir do qual, subdivide-se

em duas selas. Neste caso, o diagrama de bifurcacao tem a forma de tridente.

Caso 2: a>0eb<0.
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sela

sela no instavel

A

sela

Figura 2.2: Diagrama de bifurcagao de (2.12) nas condigdes do Caso 1.

(i) Considere X\ < 0. Logo os sinais dos autovalores de Jf(X,0,0) sdo dados, respectiva-

mente, por \a < 0 e b < 0 e temos um noé atrator.

(1) Considere X > 0. Logo os autovalores de Jf(\,0,0) sdo Aa > 0 e b < 0 e temos um

ponto de sela.

O retrato de fase de (2.12), nas condi¢oes do Caso 2, é dado pela Figura 2.3.

Note que, quando A\ é negativo, o diagrama de bifurca¢ao de (2.12) (representado pela
Figura 2.4 a sequir) é caracterizado pelo nd atrator e, quando X passa por zero, torna-se
uma sela, a partir da qual, subdivide-se em dois nos atratores. Neste caso, o diagrama de

bifurcacao também tem a forma de tridente.

Caso 3: a<0 ebdb>0.

(i) Considere A < 0. Logo os sinais dos autovalores de Jf(\,0,0) sao Aa > 0 e b > 0.

Assim, neste caso, (0,0) é um né instdvel.
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| |
I !

Figura 2.3: Retrato de fase de (2.12) nas condigées do Caso 2,
itens (i) e (ii) respectivamente.

no atrator

no atrator sela

/]

no atrator

Figura 2.4: Diagrama de bifurcagdo de (2.12) nas condigdes do Caso 2.

(ii) Considere X > 0. Logo os sinais dos autovalores de Jf(A,0,0) sdo Aa < 0 e b > 0.

Assim, (0,0) € um ponto de sela.

No Caso 3, o retrato de fase de (2.12) sao dados pela Figura 2.5.
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Figura 2.5: Retrato de fase de (2.12) nas condigées do Caso 3,
itens (i) e (ii) respectivamente.

Note que, quando \ € negativo, o diagrama de bifurca¢io de (2.12) (representado pela
Figura 2.6 abaizo) € caracterizado por um nd instdvel. No instante em que X passa por zero,

torna-se uma sela, a partir da qual, subdivide-se em dois nos instdveis.

no instavel

no instavel sela

no instavel

Figura 2.6: Diagrama de bifurcagao de (2.12) nas condigdes do Caso 3.
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Caso 4: a,b < 0.

(i) Considere X < 0. Logo os sinais dos autovalores de Jf(X,0,0) sio Aa > 0 e b < 0.

Assim, neste caso, (0,0) € um ponto de sela.

(i1) Considere X\ > 0. Logo os sinais dos autovalores de Jf(X,0,0) sio Aa < 0 e b < 0.

Portanto (0,0) é um né atrator.

O retrato de fase de (2.12) nas condi¢oes do Caso 4 € obtido como no Caso 1, porém

inverte-se o sentido das flechas.

Note que, quando \ € negativo, o diagrama de bifurcacio de (2.12) (representado pela
Figura 2.7) € caracterizado por uma sela. No instante em que \ passa por zero, o diagrama

de bifurcagao de (2.12) torna-se um nd atrator, a partir do qual, subdivide-se em duas selas.

sela

sela noé atrator

sela

Figura 2.7: Diagrama de bifurcagdo de (2.12) nas condigdes do Caso 4.



Capitulo

3

Teoria de bifurcacao para EDOs

generalizadas

Neste capitulo, apresentaremos a teoria basica das equagoes diferenciais ordinarias ge-
neralizadas, as quais no referiremos simplesmente por EDOGs. Apresentaremos resultados
recentes e inéditos: sobre a existéncia de solugoes periddicas e sobre a existéncia de ponto de
bifurcacao para solugoes periddicas destas equagoes. Alids, os conceitos relacionados a teoria
de bifurcacao para EDOGs sao novos, sendo tratados pela primeira vez aqui neste trabalho

(e também em [6], que contém os resultados dessa dissertacao).

Inicialmente, apresentaremos o conceito, introduzido por Jaroslav Kurzweil em [7] e em
[8], de integral de Perron generalizada, hoje conhecida como integral de Kurzweil. Tal

conceito permeia toda a teoria de EDOGs.

Denotaremos por | - | e por || - || as normas usuais em R e em R" respectivamente.

ol
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3.1 Fundamentos da teoria de EDOGs

Nesta secao, vamos apresentar os aspéctos fundamentais da teoria das equacoes diferen-
ciais ordinarias generalizadas (EDOGs) cujas referéncias basicas sao [7], [8] e também o livro
[13].

Considere uma fungao 0 : [a,b] — (0,00), chamada funcao calibre de [a,b]. Uma divisdo
marcada do intervalo [a, b] dada pelos pontos a =ty < t; < --- < t,, = b, com as respectivas

marcas 7; € [t;_1,t;], para j = 1,...,m, serd chamada J-fina se tivermos

[tj—17tj] C (Tj — (S(Tj),Tj + 5(TZ)), 1=1,...,m.

|d|

Denotaremos tal divisio marcada por d = (7, [t;_1,1;]);2;, onde |d| = m.

As préximas definicoes que apresentaremos foram introduzidos por Jaroslav Kurzweil.

Para mais detalhes, veja [13], [7] e [§].

Sejam T > 0 um ntimero real e A C R um conjunto.

Defini¢ao 3.1. Uma funcao U : A x [0,T] x [0,T] — R"™ serd dita Kurzweil integrdvel, se
existir I € R™ tal que, para todo € > 0, existe uma fun¢ao calibre § : [0,T] — (0, 00) tal que,

4 de [0,T), temos

para toda divisdo marcada 6-fina d = (75, [t;-1,1;]);2,

|d|
S AT t) U, t0)] = I < e

Jj=1
T
Neste caso, escrerevemos 1 :/ DU\, T,5).
0

Sejam O C R™ um conjunto aberto, A C R um conjunto e 7" um numero real positivo.

Considere, também, uma funcao

F:AxOx|[0,T] - R"
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(A, z,t) = F(\ 2, t).

No que segue, apresentaremos a definicao de uma solug¢ao de um tipo de equacao cujo lado
direito envolve uma fungao da forma F'(\, z,t) e cuja forma integral possui uma integral

como aquela da Defini¢ao 3.1.

Definigao 3.2. Uma funcao x : Ax[0,T] — R™ serd dita solugao de uma equagao diferencial
ordindria generalizada da forma

dz

— = DF(\z,t 3.1
dr t ( Ly ) ( )

no intervalo [0,T], se (A, z(t),t) € A x O x [0,T] para quaisquert € [0,T] e A € A, e se

(A, 89) — (A, 81) = /52 D F(\ x(\,7),t) (3.2)

para todo s1,s2 € [0,T] e todo A € A.

A integral do lado direito da equagao (3.2) deve ser entendida no sentido da Defini¢ao

3.1, onde a funcao U : A x [0,T] x [0,T] — R™ é tal que
U\, 1,t)=F\ x(\71),t).
Para cada A € A, a equacdo integral dada em (3.2) é equivalente a
z(A,s) —x(X,0) = /OS D F(N\ z(\7),t), sel0,T]. (3.3)

Um caso particular da Definicao 3.1 é apresentado a seguir e pode ser encontrado em

[13].

Definicao 3.3. Uma fungio U : [0,T] x [0,T] — R", onde T > 0, serd dita Kurzweil

integravel se, para todo ¢ > 0, existir uma func¢dao calibre § : [0,T] — (0,00) tal que, para
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toda divisio marcada d-fina d = (75, [tj,l,tj])‘fil de [0,T], temos

T
Neste caso, escreveremos I :/ DU(t,s).
0

Sejam Bgr C R™ a bola aberta centrada na origem e de raio R > 0, 7" um ntmero real

positivo e considere uma seguinte fungao

F: Bpx[0,T] — R

(z,t) +— F(z1).

Com esta notacao, mencionamos a definicao abaixo.

Defini¢ao 3.4. Uma funcgao x : [0,T] — R™ serd dita uma solu¢ao da equagdao diferencial

ordindria generalizada

dx
% = DF(:L’,t) (34)

em [0, T] C R, se (x(t),t) € Bg x [0,T], para todo t € [0,T], e se tivermos

2(52) — 2(51) = / " DF((), 1) (3.5)

para quaisquer si, sy € [0,T].

Note que a integral do lado direito da equagao (3.5) deve ser entendida no sentido da

Defini¢ao 3.3, tomando-se U : [0, 7] x [0,7] — R™ como sendo

U(r,t) = F(z(7),t).

Vamos considerar 2 = Bg x [0,T], onde B C R™ é a bola aberta centrada na origem e de

raio R > 0 e T > 0. Sejam, também, hg : [0,7] — R uma fungao nao decrescente e continua
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a esquerda e wg : [0,4+00) — R uma funcdo continua, crescente e que satisfaz wg(0) = 0.
Utilizando a mesma notagao como na referéncia [13], denotaremos por F(£2, h,w) a classe

das fungoes F': Br x [0,7] — R™ para as quais as seguintes desigualdades sao satisfeitas:
[1F(z,t2) = F(z,t1)|| < [hr(t2) — hr(t)| (3.6)

1F(z,t2) = F(z,t1) = Fy,t2) + F(y, t)ll < wr(llz = ylD)[hr(tz) — hr(t)], (3.7)

para quaisquer z,y € By e quaisquer tq,ts € [0, 7.

No que segue, denotaremos por BV o espago das fungoes de varia¢ao limitada x : [0, 7] —

R™ com a norma da variagao dada por
|zl sv = [|£(0)|| + varg z,

onde varl = sup, ZLd:'I |z(t;) — z(t;i—1)]| denota a variagdo de x em [0,7] e o supremo é
tomado sobre todas as divisdes d = ([tz‘,ti—ﬂ)ﬂl de [0,T]. Sabe-se que (BV,| - ||pv) é um

espaco de Banach.

O resultado a seguir pode ser encontrado em [13] e nos diz que se sob certas condigoes,

podemos majorar a integral no sentido da Definicao 3.3 pela fungao hyr definida acima.

Lema 3.5 ([13], Lema 3.9). Seja 2 = Bg x [0,T] e suponha que F : Q — R™ satisfaca a
condi¢ao (3.6). Se x : [0,T] — R"™, com (z(t),t) € Q, para todo t € [0,T], e se a integral

f:f DF(x(1),t) existir, entao para quaisquer si, sy € [0,T], teremos

[ DRG0 < halsa) = hats).

1

O préximo resultado estd presente em [13] e nos diz que, se I satisfizer a condigao (3.6)

e se = for uma solucado da EDOG (3.4), entdo z sera de variagao limitada.

Teorema 3.6 ([13], Corolério 3.11). Suponha que a fun¢io F : Bg X [0,T] — R" satisfaca
a condi¢io (3.6). Se x : [0,T] — R™ for uma solugio da EDOG (3.4), entdo z serd de
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variagao limitada em [0,T], com

gZE < hR(T) — hR(O) < +00.

O teorema abaixo também pode ser encontrado em [13] e nos diz que, sob certas condigoes,

teremos a existéncia da integral no sentido da Definicao 3.3.

Teorema 3.7 ([13], Corolario 3.16). Considere F' € F(Q, hg,wr) € suponha que x : [0,T] —
R™ seja uma fungao de variagao limitada tal que (x(s), s) € Bg x [0,T], para todo s € [0,T].
Entao a integral fOT DF(x(7),t) existe.

O lema abaixo pode ser encontrado em [10], bem como a sua demonstra¢ao. Tal lema
apresenta uma importante propriedade sobre a classe das fungoes F (2, hg,wg) e serd um

resultado muito util nas demonstragoes deste capitulo.

Lema 3.8 ([10], Lema 5). Suponha que F : Q — R™ pertenca a classe F (), hgr,wg). Se

z,y :[0,T] — Bgr forem fungoes de varia¢ao limitada, entao

3.2 Solucoes periddicas de EDOGs

/ D[F(w(ﬂ,t)—F(y(T),t)]Hs | nllieto) = s dnate)

Nesta se¢ao, nosso objetivo é introduzir o conceito de solucoes periddicas de equagoes
diferencias ordindrias generalizadas, bem como provar um resultado de existéncia deste tipo

de solucao.

Definigao 3.9. Seja T' um nimero real positivo. Diremos que x : [0,T] — R™ € uma solugao
T-periodica de uma EDOG
dz
— = DF(x,t 3.8
™ = DF(r1), (39

se x for solugdo de (3.8) e, se além disso, tivermos x(0) = x(T).
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No que segue, vamos introduzir um operador M dado a seguir:

M:[0,1]x BV — BV
(Az) = M=)

tal que, para cada s € [0, T,

M\, z)(s) = 2(0) + /0 DF(z(7), 1) + A /0 " DP(a(e), 1), (3.9)

Segue do Teorema 3.7, que o operador M esta bem definido.

O préximo resultado pode ser encontrado em [6] e nos diz que se F' € F (L, hg,wr), entao

o operador M serd continuo com relacao a segunda variavel.

Teorema 3.10. Seja F' € F(Q, hg,wg). Entdo o operador M : [0,1] x BV — BV serd

continuo com relagdo & sequnda varidvel, onde M €é dado por (3.9).

Demonstra¢ao. Sejam z, y solugoes da EDOG (3.8) tais que x(s),y(s) € Bg, para todo
s € [0,T]. Logo z,y € BV, pelo Teorema 3.6. Entao,

M, y) = M\ 2)[[sv = [MA,5)(0) = M(X,2)(0)]| +5 [M(Ay) = M(X, )]

< ly(©) - 2(0)] + H / [DF<y<r>,t>—DF<x<r>,t>1H FTIMOY) - M) (3.10)

Mas, pelo Lema 3.8,

/ D[F(y(ﬂ,w—DF(anHs [ nllu®) = slanat. )

Entao,

M, y) = M(A 2)[ v < [l2(0) = y(0)] +/0 wr(lly(t) — 2(0)[)dha(t)+
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FEIMO y) — M(X, 7).

Seja uma divisao arbitraria d = ([t;_1,t ])l |1 de [0, 7). Utilizando (3.11), obtemos

|d|

Z 1M, y)(E:) = MO, @) () = MO y) (tia) + MO, 2) () || =

S s . o]

F(ym,mH <A [ wllalt) ~ ol0)l)dnato

Id\

|d|

<>\Z

Tomando o supremo sobre todas as divisoes d = ([t;—1,t ])l |1 de [0,T7], obtemos
T
SMO )~ MO < A [ wllyle) = o0Dane),
Utilizando a ultima desigualdade e (3.10), obtemos

M, y) = M, 2)|sv < [|l2(0) — y(0)]] +(1+A)/O wr([ly(t) — =(t)[))dhg(t)

< [l2(0) =y O)[ + (1 + Nwr( sup |ly(t) —I(?f)ll)/0 dhp(t)

te(0,7)

< [J2(0) =y O)l + (1 + Nwr(lly — zllsvio) [ha(T) — hr(0)]

e utilizando o fato que

sup. ly(@) = =@ < lly — =l Bviom;
te0,T

entao o operador M sera continuo em BV e a prova esta completa. n

Agora, vamos considerar a fungao F': Bg x [0,T7] = R™ ¢ a EDOG

d
T DF(x,t). (3.12)
dr
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O resultado seguinte descreve a correspondéncia entre solugoes periddicas de (3.12) e os

ponto fixos do operador M definido em (3.9), para A = 1, isto é,

M(1,z)(s) = z(0) +/0 DF(x(1),t) + /05 DF(x(7),t), (3.13)
para todo x € BV e todo s € [0, 7.

Teorema 3.11. Uma func¢io x : [0,T] — R™ serd uma solugdo T-periddica de (3.12), se e
somente se, x for um ponto fizo do operador M : BV — BV, onde M é definido por (3.13),
ou seja, M(x)(s) = z, para todo s € [0,T].

Demonstra¢ao. Suponha que x seja uma solugao T-periddica de (3.12). Isso significa que x

¢ de variac@o limitada (pelo Teorema 3.6) e que, para todo s € [0, 7], vale

z(s) = z(0) + /05 DF(x(7),t).

Em particular,

(T) = 2(0) + /OT DF(x(7),t).
Como por hipétese z(T)) = z(0), obtemos
/0 " DF((r). ) =0, (3.14)
Logo, para todo s € [0, 7], temos
z(s) = 2(0) + /0 " DF((r) 1) + /0 " DF((r).1) (3.15)

o que implica que

M(z)(s) =x(s), s€]0,T].

Reciprocamente, seja x € BV tal que M(z)(s) = z(s), para todo s € [0,T].
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Tomando s = 0 em (3.30), obtemos

/T DF(z(1),t) =0 (3.16)

e, tomando s = T em (3.30) e utilizando (3.16), obtemos

(T) — 2(0) = 2/0 DF(x(r),t) = 0

ou seja, z(T') = x(0). Mas, por hipdtese, para cada x € BV, temos

M(z)(s) = z(0) +/0 DF(x(7),t) + /08 DF(x(7),t) = x(s), s€[0,T].

Assim, usando a equagao (3.16), obtemos, para todo s € [0,T], a igualdade seguinte

os) ~2(0) = | DF(a(r).)
0
o que significa que x é uma solucao (T-periddica) de (3.12). O

O préximo resultado pode ser encontrado em [6] e nos diz que, se F' pertencer a classe

F(Q, hr,wr), entao o operador M : [0,1]x BV — BV como definido em (3.9) sera compacto.

Lema 3.12. Seja F' € F(Q2, hr,wgr). Entdo o operador M, como definido em (3.9), leva

conguntos limitados de [0, 1] x BV em conjuntos relativamente compactos de BV .

Demonstra¢ao. Basta mostrarmos que, se { A\, ,, tnen for uma sequéncia limitada em [0, 1] x

BV | entao {M(A\,, ) }nen possuird uma subsequéncia convergente em BV .

Suponha que {\,, T, }ren seja uma sequéncia limitada em [0, 1] x BV. Entao, pelo Te-
orema da Escolha de Helly (veja [11]), existe uma subsequéncia {z,, tren de {2, }fnen, que
converge pontualmente em [0, 7] para uma fun¢ao y € BV. Como {\, },en é uma sequéncia
limitada em R, segue do Teorema de Bolzano-Weierstrass a existéncia de uma subsequéncia
{ A\, teen de { A, }nen que converge uniformemente em [0, 1] para A. Sem perda de generali-

dade, podemos denotar estas subsequéncias por {x, }nen € {An fnen respectivamente.
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Usando as mesmas ideias como na prova do Teorema 3.10 e usando o Lema 3.5, obtemos

[MAn, 2n) = MAY) [y < [l2n(0) = y(0)]]

/DF 2olT /DF H
/OT[DF (znlT /DF H+
o

< [l (0) = y(O)|| + Anwr( sup, [l n(t) — y(t)H)/O dhr(t) + [An = Al[h&a(T) — hg(0)]

tel0,T

< [J2n(0) = y(O)[] + An

< [l (0) =y(O)[[ + [Anwr( sup [lzn(t) —y@)]) + [An — Al

t€[0,T]

[hr(T) — hr(0)].

E facil verificarmos que o lado direito da desigualdade acima tende para zero, quando

n — oo. Portanto o resultado segue. O

3.3 Existéncia de solucoes peridédicas de EDOGs

Nesta secao, vamos utilizar as notacgoes e terminologias introduzidas anteriormente e

nosso objetivo sera garantir a existéncia de pelo menos uma solucao T-periddica da EDOG

d
T DF(x,1), (3.17)
dr

onde F' € F(Q,hr,wr). Faremos isso utilizando a teoria do grau coincidente (veja [5]).
Vamos utilizar o Teorema 2.8 (veja o Capitulo 2), onde definimos a funcao grau de Brouwer

no caso particular em que y = 0.

Seja B C R™ um conjunto aberto e limitado tal que 0 € B. Considere, também, o

conjunto das fungoes continuas f : B C R — R" tais que 0 ¢ f(0B), denotado por
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Do(B,R™). A fungao grau de Brouwer de f em B é dada por

deg( -, B,0):Dy(B,R") — Z
f — deg(f,B,0).

onde B e 0B, denotam, respectivamente, o fecho e a fronteira do conjunto B.

Precisamos estender o conceito de grau de Brouwer para fungoes cujos dominios sao
o fecho de subconjuntos abertos e limitados de um espaco de Banach qualquer. Para isso,
vamos apresentar a teoria de grau de Leray-Schauder. As propriedades para grau de Brouwer
podem ser estendidas para grau de Leray-Schauder (veja [9]). Entretanto, enunciaremos aqui

apenas as propriedades utilizadas neste trabalho.

Definicao 3.13. Sejam X um espaco de Banach e U C X um conjunto aberto e limitado.
Considere f : U — X uma fungio compacta tal que z & (I— f)(0U), onde I denota a funcdo
identidade. O grau de Leray-Schauder é uma funcao denotada por degrs, que associa a cada
tripla [I — f,U, z] um nimero degrs[I — f,U, z] € 7Z, onde Z denota o conjunto dos nimeros

inteiros, e que satisfaz as sequintes propriedades:
(i) degpsll, Uyl =1, paray € U.
(11) Se degpg[I — f,U,z] # 0, entio z € (I — f)(U).

(iii) degrg(I — H(t,-),U,y(t)) independe de t € [0,1], sempre que H : [0,1] x U — X for

uma fungao compacta ey : [0,1] — X for uma fun¢do continua tal que

y(t) & (I = H(t,-))(0U) em [0,1].

A seguir, temos uma proposi¢ao que caracteriza a funcao grau de Leray-Schauder para o
caso particular em que a imagem da fungao f da Defini¢ao 3.13 esté contida num subespago

de dimensao finita de X e o resultado pode ser encontrado em [4].
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Proposicao 3.14. Sejam X um espaco de Banach, U C X um aberto limitado e f € C(U, X)
uma aplicacao cuja imagem estd contida em algum subespaco F de X de dimensdo finita.
Definimos o grau de Leray-Schauder de I — f em rela¢iao a U, num ponto b & (I — f)(0U),

como sendo o numero inteiro

degLS(I - fa U, b) = deg(<I - f) |UﬂF7Uﬂ F, b)v

sendo que o lado direito direito da igualdade acima € a funcao grau de Brouwer dada pelo

Teorema 2.8, presente no Capitulo 2.

Agora, vamos definir o conceito de grau de Leray-Schauder local o qual iremos chamar

de indexacao de Leray-Schauder.

Definicao 3.15. Considere f : U — X nas condi¢oes da Defini¢io 3.13. Se a for um zero
isolado de f e B(a,r) denotar a bola aberta centrada em a e de raio r > 0, entdo a fungdo
que associa cada tripla [I — f, B(a,r),0] um nimero inteiro deg, 4|l — f, B(a,r),0] estard
bem definida e independerd da escolha de r, para r > 0 suficientemente pequeno. FEste valor

serd chamado de indezacao local de Leray-Schauder de I — f em a e denotamos tal valor por

indps[I — f,al.

O resultado seguinte pode ser encontrado em [6] e diz que a EDOG (3.17) possui pelo

menos uma solucao T-periddica, sob certas condigoes.

Teorema 3.16. Seja F' € F(Q, hg,wr), onde Q = Bg x [0,T], e suponha que exista um
conjunto aberto e limitado A C BV tal que as sequintes condi¢des sao validas:
(i) Para cada X € (0,1], a equagio

dx
— = ADF(z.t 3.18
= ADF(z. 1 (318)

nao admite solugao T-periodica x em BV tal que x € OA.



64 Capitulo 3 — Teoria de bifurcacao para EDOs generalizadas

(i) A equagao

¢my:A DF(a,t) = 0 (3.19)

ndo admite solu¢io a € OA NR™ (onde R™ € o conjunto das fungoes constantes em

BV).

(111) deg(v, ANR™ 0) # 0.
Entao a EDOG (3.17) tem pelo menos uma solugao T-periodica © € A.

Demonstracio. Vamos definir o operador H : A x [0,1] — BV da seguinte forma

x(s) = z(0) + /0 DF(x(7),t) + )\/Os DF(x(7),t) =: H(xz, \)(s) (3.20)

parametrizado por A € [0,1], para todo s € [0,7]. Primeiramente, tomemos A = 1. Pelo
Teorema 3.11, os pontos fixos do operador H sao as solugoes T-periédicas de (3.17). Portanto,

pela hipétese (i), obtemos H(z,1) # x para todo x € OA.

Para A € (0,1), se « for um ponto fixo do operador H, entao tomando s = 0 em (3.20),

obtemos

/TDF@ULﬂ:O (3.21)

e tomando s = T em (3.20), temos

2(T) = z(0) + /0 DF(x(7),t) + )x/o DF(x(7),t).

Portanto,

z(T) = z(0) + )\/0 DF(x(7),t).

Entao x é uma solucao de (3.18) e, por (3.21), z(T) = x(0). Portanto x é uma solucao
T-periédica de (3.18). Logo, para cada A € (0, 1), os pontos fixos de H(:, \) sdo solugoes
T-periédicas de (3.18). Assim, pela hipdtese (i), H(z, A) # x para A € (0,1) e z € JA.
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Agora, consideremos o caso em que A = 0. A equagao (3.20) pode ser escrita como
T
x(s) = z(0) —|—/ DF(x(7),t), s€[0,T], (3.22)
0

o que implica que x é constante, ou seja, x(s) = a em [0,T]. Portanto, usando (3.22),

obtemos

Y(a) = /0 DF(a,t) = 0. (3.23)

Pela hipétese (ii), H(x,0) # x para todo € JA. Portanto, combinando os casos acima,

podemos concluir que se
H(u, ) #u, para qualquer par (u,\) € A x [0, 1]

entao teremos

0 & I—H(\OA), xe0,1],

Dai, usando as propriedades de invariancia homotépica de grau de Leray-Schauder presente

na Defini¢cao 3.13, obtemos

degLS[I - H(u 1)7A70] = degLS[I - H(,O), A70]

Como H(A, {0}) C R™ e usando a Definicdo 3.14 de grau de Leray-Schauder e a Obser-
vacao 2.10 do Capitulo 2, obtemos

degLS[[ - /H(',O), A,O] - deg(([ - H('70)|R”a A ﬂRn,O) =

= deg(—¢, ANR",0) = (—1)"deg(v, ANR",0) # 0. (3.24)

Logo a equacgao (3.24) é diferente de zero pela hipdtese (iii). Portanto

dps[I —H(-,1),A,0] # 0.
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Assim, pelo item (ii) da Definigao 3.13, obtemos
0 € I—H(-,1)(A),
o que implica que existe © € A tal que I(z) — H(z,1) = 0, ou seja,
H(z, 1) = z.

Logo x € A é um ponto fixo de H(-,1) e, consequentemente, pelo Teorema 3.11, x é uma

solugao T-periddica de (3.17). O

3.4 Teoria de bifurcacao para EDOGs

Nesta se¢ao, nosso objetivo é definir ponto de bifurcagao de uma solucao T-periédica de
uma EDOG do tipo
dx

— =DF,(\z,t 3.25
dr t( » L, ) ( )

e provar um resultado sobre a existéncia de ponto de bifurcacao para solucoes periédicas
de (3.25), utilizando um operador similar a M, como definido em (3.9), o qual definiremos
ao longo desta secao. Para isso, vamos considerar 7" > 0, O = [0,1] x Bg x [0,T], onde
Br C R™ é a bola aberta centrada na origem e de raio R > 0. Também vamos considerar
hg :10,T] — R uma funcdo nao decrescente e continua a esquerda, wg : [0,4+00) — R uma

funcao continua, crescente e que satisfaz wgr(0) = 0.

Denotaremos por F($, g, wr) a classe das fungoes F : [0,1] x By x [0, T] — R™ tais que

as seguintes desigualdades sao satisfeitas:
[E(A, 2, t2) = F(A, 2, 01) || < [hg(t2) — hr(ty))] (3.26)

[E(A, 2, t2) = F(A, 2, t1) = F(A y,t2) + F(A y, )| < wr(llz — yl))|he(te) — he(t)], (3.27)
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para quaisquer A € [0,1], z,y € Br e t1,t, € [0,T].

Neste caso, vamos considerar a EDOG

d
& DO, )
dr

como na Definicao 3.1, onde F' € ]?(62, hgr,wg) e vamos considerar, também, o conjunto BV*

definido por
BV* ={x:[0,1] x [0,T] — R"; para cada A € [0,1], z(),-) pertence a BV}

e vamos definir o operador
®:[0,1] x BV —» BV

(A z) — P\ 2x)

tal que, para cada s € [0, T,
O\, z)(s) =x(\, s) —x(\,0) — /0 DFE(\, z(\,7),t) — /08 DFE(\, z(\,7),t). (3.28)

Segue do Teorema 3.7 (com algumas adaptagoes) o fato do operador ® estar bem definido.
O resultado a seguir pode ser encontrado em [6] e nos diz que existe uma correspondéncia

entre as solugoes periddicas de (3.25) e os zeros do operador @ definido em (3.28).

Teorema 3.17. Uma fungao = : [0,1] x [0,T] — R™ serd uma solugdo T-periddica de
(3.25), se e somente se, x for um zero do operador ®(\,-), onde ® € dado por (3.28), ou

seja, (N, x)(s) =0, para s € [0,T], A € [0,1].

Demonstra¢ao. Suponha que x seja uma solu¢ao T-periédica de (3.25). Isso significa que x

¢ de variacao limitada (pelo Teorema 3.6) e que, para todo s € [0,T] e todo A € [0, 1], vale

x(\,s) = z(\,0) + /OS DFE(\, x(A\,7),t).
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Em particular, para todo \ € [0, 1],
T
z(\,T) = x(\,0) +/ DFE(X (A, 7),t).
0
Como por hipétese, para cada A € [0, 1], z(A\, T) = z(X,0), obtemos
T
/ DF(A 2(\,7), 1) = 0. (3.29)
0
Logo, para todo s € [0,T] e todo A € [0, 1], temos
T s
z(\, s) = z(X,0) +/ DFE(X xz(A\,7),t) + / DFE(\, x(\,7),t) (3.30)
0 0

o que implica que

O\, x)(s) =0, s€l0,T], Ae]0,1].

Reciprocamente, suponha que x € BV* seja um zero de ®(\,-)(s) = 0, para todo s €

[0,7]. Tomando s = 0 em (3.28), obtemos
T
/ DF(\ xz(\7),t) =0 (3.31)
0
Entao, pela definicao do operador ®, obtemos

z(A,s) —x(A,0) = /08 DF(\ z(\ T),t)

Por outro lado, tomando s = T em (3.28) e utilizando (3.31), obtemos para cada A € [0, 1],
z(A\,T) = x(\,0). Logo x é uma solucao T-periddica de (3.25). O

Do que vimos acima, encontrar pontos de bifurcagdo de solugoes periddicas de (3.25) é

equivalente a encontrar pontos de bifurcacao da equacao

d(N,z) =0,
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onde ® é dado por (3.28).

Considere, novamente, o operador ® como definido em (3.28). Para o préximo resultado
vamos utilizar o fato de que ®(\,0) = 0, para todo A € [0, 1], ou seja, precisaremos consi-
derar que a solucao nula seja solugdo da EDOG (3.25). Para tanto, assumiremos a seguinte

condicao:
F(\0,t) — F(\0,s) =0, para quaisquer t,s € [0,7] e A € [0, 1]. (3.32)
Entao 0 serd uma solugao de (3.25) e, portanto,

B\, 0)(s) = —/OT DE(A 0\, 7), 1) — /0 DF()\, 00\, 7),t) = 0,

para todo A € [0, 1] e todo s € [0, T].
A seguir, vamos apresentar uma defini¢ao de ponto de bifurcagao da equagao ® (A, x) = 0.

Definigao 3.18. Um ponto (Ao, 0) serd chamado de ponto de bifurcagdo (ou Ny serd um

ponto de bifurcagio com respeito a solugao trivial) da equagao
O\, z)=0,

se toda vizinhanca de (XN, 0) em [0,1] x BV* contiver uma solugdo (A, z) de ®(\,z) =0 tal
que = # 0.

Ainda para o préximo resultado, vamos considerar as seguintes notagoes sobre o operador

®, como definido em (3.28). Considere o operador identidade
I:[0,1] xBV* — BV

A z) = I\ z)=z(),-)

onde

z(A): [0,T] — R
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t — x(\t)

e o operador G como definido abaixo
G:[0,1] x BV* — BV

(A, z) = G\ )

tal que, para cada t € [0, T,
T t
G\ x)(t) = (A, 0) +/ DF(\ z(\T),s) +/ DF(\ z(\T),s). (3.33)
0 0
Observemos que o operador ®, definido em (3.28), pode ser escrito da seguinte forma
O(\, z)(t) = I(A, 2)(t) — G(A, 2)(D),

para todo t € [0,T] e todo A € [0, 1].

Proposicao 3.19. Seja F € .7-N"(§NZ, hgr,wr). Entdo, para cada A € [0,1] fizado, o operador
G(A,-) : BV — BV descrito por (3.33) serd compacto.

Demonstracao. Basta mostrarmos que, se {2, },en for uma sequéncia limitada em BV, entao

para cada A € [0, 1] fixado, {G(\, z,,) }nen possuird uma subsequéncia convergente em BV

Suponha que {z, },en seja uma sequéncia limitada em BV. Pelo Teorema da Escolha de
Helly (veja [11]), existe uma subsequéncia {z,, }ren de {Z,}nen, a qual converge pontual-

mente em [0, 7] para uma funcao y € BV.

Por simplicidade, podemos denotar a subsequéncia acima por {z, }nen. Logo, para cada

A fixo, {,, (A, 1) }nen converge pontualmente para y(A,t) em [0, 7. Assim,
IG(\ 2) = GO y)llBy = IG(A, 20)(0) = GO\ 9)(0)]] + 0TGN, z0) — G(A, y)]

< len0.0) =00+ [ D[F(A,xnu,ﬂ,t)—F(A,yu,r),w]H TGO 2) — GOy,
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Através de uma adaptagao do Lema 3.8, para cada A € [0, 1] fixado, pode-se obter

T T
/ DIFO\ n(A7),8) — F(A,y()\,r),t)]" < / wrlllzn(n 1) — yOu ) dha(t).  (3.34)
0 0
Notemos que, para cada A € [0,1] fixado e para cada 0 < t; ; < t; < T, onde d =
([tie1, t:)I%, ¢ uma divisio de [0, 7] e utilizando (3.34), temos

|d|

Z IGOA, 2n)(8) — GOA ) (8) — GO ) (Fir) + GO ) (Eia) || =

|d|

/t til DIF(\zu(A, 1), 1) = F(A, (), TH)]H

i
|d|

<> f e 0) = v hanatt) = | "nlllenOn ) — y O, DNdRa(D). (339
Tomando o supremo sobre todas as divisoes de [0, T] em (3.35), obtemos
60 a) = G0 < [ nllinh 0 = O Dt
Portanto,
IGO0 20) = GOy < GO, 22)(0) = GOBO) T (GO ) — GO\ y)]

< [lzn(X,0) —y(A, 0)[ + 2/0 wr([lzn (A, 1) = y(A, ) [)dhr(t) (3.36)

Dai, fazendo n tender a infinito em (3.36) e observando que, para cada A € [0, 1] fixado,
a sequéncia {x, (A, t)}n,en converge pontualmente para y(A,t) em [0, 7], entao o lado direito

de (3.36) tende a zero. O

O préximo resultado pode ser encontrado em [6] e nos mostra uma importante proprie-

dade que serd utilizada mais a frente.
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Proposicao 3.20. Sejam F : [0,1] x Bg X [0,T] = R™ ez : [0,1] x [0, T] — Bgr uma fun¢ao
de variag¢do limitada e suponha que exista uma funcdo h : [0,T] — R ndo decrescente,

continua a esquerda, tal que

|E (A1, x(A1, 7),t) + F( Ao, x( Ao, 7), 8) — F(Ag, 2( Ao, 7),t) — F(A1, (A1, 7), 9)||

< [lz(h, 7) = 2o, T)[[|A(E) = R(s)],

para quaisquer A, Ay € [0,1], s,t € [0,T] e T € [s,t]. Entdo, para A\, X2 € [0,1], temos

/0D[F(M,w()\lﬁ),t)—F(Az,fB(Az,T),t)HS/O (A1, ) — 2(Ae, 1) [|dA(2).

Demonstracao. Para uma divisdo marcada d = (7, [si—1, si])ﬂl arbitréria de [0, 77, temos

|d|
ZF(Ahx()\hTi)?Si) - F(AQ,$()\2,T¢),S¢) - F()\lvx()\bT’i):Sifl) + F()\27x<)\277—i)7 Sifl)
i=1

ld|
< Z [ F (A1, 2(Ar,7i),80) — F(Ag, (Ao, 1), 81) — F(Ar, (A1, 70), sio1) + F(A2, (A2, 7)), si-1) ||

=1

|
< Z [2(A1, 73) — 2(A2, i) || P(s:) — lsi-1)]. (3.37)

Dado € > 0, existe uma divisdo marcada J-fina d = (7, [s;—1, si])Ld:ll de [0,7] tal que
|d|

/0 DIF(A, (A, 7),t) — F(Ay, x( A, 7),1)] — Z[F()\l,x()\l,n), Si)

=1

_F(A27x<)\277—i)7 Si) - F()\lux<)\177—i)7 Sifl) + F(/\27'r<)\277—i)78i71)} <€

|d|

/0 [2(As,8) = 2(Ag, ) ||dA(E) — Z (A, 7i) = 2(Ag, T)[[A(si) — hlsia)]| <€

=1
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|d|
Z[F()\l,ﬁ()q, Ti), Si) — F()\Q,JT()\Q, Ti), Si) — F()\l,QT()\l, Ti), Si_1) + F()\Q,[L’()\Q,TZ‘), Si—l)]

=1

Logo, obtemos

/OTD[F(Al,x(Al,T),t) - F(A%C’J‘(AM)J)]H <

T
+ / D[F()\l,l'()\l,T),t)—F<)\2,£L'()\2,T),t)—
0
|d|
Z[F()\la x<)\17 Ti)a Si) - F()\Za x<)\27 Ti)a Si) - F()\la x<)\17 Ti)a 81’*1) + F(>\27 *7:()\27 Ti>7 Si*l)]
i=1
|d|
<Y () = a2, )| (B(si) = h(sica)) + €
i=1
|d| T
<Y Ml ) = 2o, ) [ (Alsi) = hlsioa)) —/ (A1, 8) — 2(A2, 1) |dA()
i=1 0
T
+/ le(h, ) — 2O, 8)][dh(t) + €
0
T
< 2e+/ IO, ) — 200, 1) [ dA(1).
0
Dai, fazendo € tender a zero, obtemos o resultado. [

O teorema a seguir pode ser encontrado em [6] e nos diz que, para cada z € BV* fixado,
o operador G(-,z) : [0,1] — BV, dado por (3.33), serd uniformemente continuo com relagao

a primeira variavel.

Teorema 3.21. Suponha satisfeitas as condi¢oes da Proposi¢ao 3.20 e que z : [0,1]x[0,T] —
R™ seja lipschitziana na primeira variavel, com constante de Lipschitz L > 0. Entao, para

cada x € BV* fizado, G(-,x) : [0,1] — BV, dado por (3.33), serd uniformemente continuo.

Demonstracdo. Precisamos mostrar que, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que se [A\; — Ag| < 6,

entao

1G(A\1,2) — G(Na, 2)||BY <€,
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para quaisquer Aj, Ay € [0, 1]. De fato, temos

IG(A\1,2) = G, z) |y = |G(A, 2)(0) = G(Ag, 2)(0)]| +¢ [G(A1,2) — G(Ag, z)]

< Jlz(A1,0) — (X, 0)| + F(A,x(A,7),8) — F(A,x(Aa, 7), 8)]

+g[G(A17 :L‘) - G()‘Qv :L‘)]

Seja uma divisao arbitraria d = ([s;_1, si])lﬂl de [0,T]. Entao

|d|

Z |G(A1, 2)(t) — G2, 2)(t:) — G(A1, @) (timr) + G2, ) (ti) || =

)\1, / DF )\1, )\1, )7 ) / DF()\l,LL'(AhT),S)
(20, 0) /DF Moy 7M7), /DF Mo, (M, 7). 5)

z(A1,0) /DF A1, (A, T), / DF (M, x(M\,7),58)

ti—1
)\27 / DF )\2, )\2, ,S)+/ DF<)\27I(>\27T)78)
0

|d|

<3 [ 0.9 = 0 k) = [ t,9) = a0 bt

F(A,2(M,7),8) — F(Ag, (Mg, 7), 5)]

ti—1

onde utilizamos a Proposicao 3.20.

Tomando o supremo sobre todas as divisoes d = [s;_1, sl] de [0,77], obtemos

0[G(A,2) = G(Ag,2)] < /0 [2(A1, 8) = 2(A2, 8)[|dh(s.)
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Portanto, temos

|G(A1, @) = Gz, @) [y < [lw(A1, 0) — 2(A2, )] + 2/0 [2(A1,8) = 2(Ag, ) [|dh(t)

S L|>‘1 - >\2| + 2 sup ||‘T()‘1a _17 /\27 ||/ dh

te[0,7

< LA = Xo[ +2 sup [[z(Ar, 1) — (A2, 1) [[(R(T) — R(0))
te[0,7

< LI\ — Xa| + 2L [\ = Ao (R(T) = h(0)),

onde usamos o fato de que x é lipschitziana em relacao a primeira variavel. Logo, para cada

xr € BV* fixado, G( - ,z) é uniformemente continua em [0, 1]. O

Agora, estamos aptos a provar o proximo teorema. O proximo resultado pode ser en-
contrado em [6] e é uma adaptagao para as equagoes diferenciais ordinérias generalizadas do

Teorema 26.5, presente em [1].

Teorema 3.22. Seja @ : [0,1] x BV* — BV, onde ® é o operador em (3.28). Suponha que
F e ]?(62, hgr,wr), para todo R > 0, e que existe \g € [0,1] tais que as sequintes condigoes

sao satisfeitas:
(i) F(X0,t) — F(X0,8) =0, para todo t,s € [0,T], A € [0, 1].

(11) Para cada A € [0,1]\{ o} = J, existe uma vizinhanca Jy x Uy de (Ag,0) em J x BV*

tal que 0 € o dnico zero de G(u,+) em Uy, para todo p € Jy.
(iii) ||F(A,x(A1,7),t) + F(A\o,2( X2, 7), 8) — F(Ag, (A2, 7),t) — F(A1,2(A1,7), 9)|
< x(Ar, 7) — 2(Ao, T)|[hr(t) — hr(s)],

para quaisquer A\, Ao € [0,1], s,t € [0,T] e T € [s,t].
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Entao (Ao, 0) serd um ponto de bifurcagao da equag¢iao (A, x) = 0, se a indexacao local,

denotada por indrs[I — G(A,-),0], satisfizer
indrs[I — G(0,-),0] # indrs[I — G(1,-),0].

Demonstracao. Facamos a prova por contradigdo. Suponha que (A, 0) ndo seja um ponto
de bifurcacao de ®(\, z) = 0. Entdo, para todo A € [0, 1], existe uma vizinhanga J\ x Uy de
(X, 0) € [0,1] x BV*, satisfazendo

®(\,x) # 0, para todo (\,z) € Jy x (Uy\ {0}).

Pela compacidade de [0, 1], podemos encontrar um nimero finito de pontos Ay, ..., A\, €

[0, 1] tais que Jy,, ..., Jy, é uma cobertura do intervalo [0, 1].

Seja
U=()Uy,.
j=1

Entdo ®(\,x) # 0, para todo par (A, z) € [0,1] x U \ {0}, o que implica que
G(\ x) # I(\ x), para todo par (A, z) € [0,1] x OU,

ou seja,

0 & (I—G(\-))(U), para todo A € [0,1].

Consequentemente, pela propriedade da homotopia de grau de Leray-Schauder (veja (iii)

da Definigao 3.13), obtemos

deg; [l — G(0,-),U,0] = degrs[I — G(1,-),U,0].

Portanto,

Z'ndLS[I - G(07 ')7 0] = degLS{I - G<07 ')7 U7 0] =
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= degLS[I — G(l, '), U, 0] = anL,S’[I — G(l, '), 0]

o que contradiz a hipotese. Logo o teorema estd provado. O

3.5 Aplicacoes

Nesta secao, nosso objetivo é estudar a correspondéncia entre as EDOs classicas e as
EDOs generalizadas e posteriormente aplicar os resultados presentes na secao anterior as

EDOs cléssicas.

Considere a fungao f : R™ x [0,7] — R" satisfazendo as seguintes condigoes:

(i) Para cada x € BV,

f(z(-),-) é Kuzweil-Henstock integravel em [0, 77, (3.38)

(ii) Existe uma fungao Lebesgue integravel M : [0,7] — R tal que

para qualquer x € BV e quaisquer t1,ty € [0,T].

to
< [ s
t

1

/: f(z(s),s)ds

(iii) Existe uma fungao Lebesgue integravel L : [0,7] — R tal que

< [ lelo) - y@LEhds (@39

t1

Z”f@@»@—f@@xﬁm

para quaisquer z,y € BV e quaisquer t,t, € [0, 7.
Seja F': R™ x [0,T] — R™ definida por

F(z,t) = /Otf(z,s)ds (3.40)
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para cada (z,t) € R" x [0, T]. E facil verificarmos que F € F(Q, h,w), onde Q =R" x [0, 7],
t
) = [ 1M(s) + Lis)ds, ¢ € 0.7,
0

ew: [0,+00) = R é a funcao identidade, isto é, w(t) = t, para t € [0, +00).

Vamos considerar a seguinte equacao diferencial ordinaria
&= f(z,t) (3.41)

onde & =dz/dt e f:R" x [0,T] — R" satisfaz (i), (ii) e (iii).

Vamos relembrar o conceito de uma solucao de uma equacao diferencial ordinéria do tipo
(3.41). Uma funcao z : [0,7] — R" serd chamada de uma solugdo de uma EDO do tipo
(3.41) em [0,77], se x for diferenciavel em [0,7], z(s) € R™ para todo s € [0,7] e se para
todo t € [0, 7] a equagao

T = f(x(t),t) (3.42)

estiver satisfeita.

Integrando a equagao (3.42) em relagdo a t, obtemos

(1) = 2(0) + / Y fa(r), P te[0.T), (3.43)

onde a integral do lado direito de (3.43) deve ser entendida no sentido de Kurzweil-Henstock

e, portanto, pode ser aproximada por uma soma da forma

ld|

Zf(x(ﬂ')ﬁz‘)[ti —ti1]

onde d = (7, [ti—1, ti])ﬁ'l ¢ uma divisdo marcada J-fina do intervalo [0, 7] para uma fungao

calibre ¢ adequada.
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Utilizando (3.40), a integral em (3.43) pode ser aproximada por

|d| |d|

Z/tz f(x(r),5)ds = Z [F(x(7:),t;) — F(x(7),ti-1)] - (3.44)

i=1
Neste caso, o lado direito de (3.44) aproxima-se da integral nao-absoluta de Kurzweil (veja

a Definigao 3.3) que d4 origem a EDOG

dw_

— = DF(x,1) (3.45)

como na Definigao 3.4. Portanto toda solugao x : [0,7] — R™ de (3.45), onde F' é dada por

(3.40), também é uma soluc¢ao da EDO (3.41) e vale a reciproca.

Assim, temos o seguinte:

/Osf(x(t),t)dt = /0 DF(x(7),t), se€l0,T],

e podemos enunciar o préximo resultado.

Teorema 3.23. Uma fun¢ao = : [0,T] — R" serd uma solu¢ao da equagio diferencial ordi-
ndria (3.41) em [0,T], se e somente se, x for uma solugdo da equagao diferencial ordindria

generalizada (3.45) em [0,T], onde a funcio F é dada em (3.40).

Agora, usando o Teorema 3.23, fica facil ver que valem os resultados abaixo.

Teorema 3.24. Uma funcio x : [0,T] — R"™ de variagdo limitada serd uma solugdo T -
periddica de (3.41), se e somente se, x for um ponto fixo do operador m : BV — BV, onde,

para cada s € [0, 7],
m(x)(s) = x(0) +/0 f(x(t), t)dt + /05 f(z(t), t)dt.

A seguir, apresentaremos um resultado sobre a existéncia de solucoes periddicas para

EDOs, o qual pode ser encontrado em [6].
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Teorema 3.25. Suponha que exista um subconjunto aberto e limitado A C BV tal que as

sequintes condi¢oes sao vdlidas:

(i) Para cada X € (0,1}, a equagdio
= Mf(x,t)

nao admite solu¢ao T-periodica x em BV tal que x € OA.

(i1) A equagdo

o) = [ Jlasias =0

ndao admite solugao a € A NR"™ (onde R™ € o conjunto das fungoes constantes em

BV ).
(11i) deg(p, ANR™ 0) # 0.
Entao a EDO (3.41) tem pelo menos uma solug¢ao T-periddica x € A.
Agora, considere a funcao f : [0, 1] x R" x [0, 7] — R™ satisfazendo as seguintes condi¢oes:

(i) Para cada x € BV* e cada A € [0, 1],

f(A z(A, ), ) é Kuzweil-Henstock integravel em [0, 77,

(ii) Existe uma funcdo Lebesgue integravel M : [0,7] — R tal que

/t2 FA z(A,8),8)ds < /t2 M (s)ds,

para qualquer x € BV* qualquer A € [0, 1] e quaisquer t1,ty € [0,T].

(iii) Existe uma fungao Lebesgue integravel L : [a,b] — R tal que

< / e(h,s) — y(h, ) |L(s)ds

t1

/t«t2 fOz(A ), 8) — f(N y(\, 8),8)ds

para quaisquer x,y € BV*, qualquer \ € [0, 1] e quaisquer t,ty € [0,7].
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Seja F': [0,1] x R™" x [0, 7] — R™ definida por
t
F(\ 2 1) = / FOA 2, 5)ds (3.46)
0

para cada (A, z,t) € [0,1] x R™ x [0, T]. E facil verificarmos que F € F(Q, h,w), onde agora
Q=1[0,1] x R™ x [0,T],

h(t):/O[M(s)+L(s)]ds, te[0,7),

e w:[0,400) = R ¢ a funcado identidade, isto é, w(t) = t, para t € [0, 4+00).

Vamos considerar a seguinte equacao diferencial ordinaria dependente de parametro

dx
i F z(A\1),t) (3.47)

onde z : [0,1] X [0,T] = R" e f:[0,1] x R™ x [0, T] — R" satisfaz (i), (ii) e (iii) acima.

Analogamente ao que fizemos acima, podemos mostrar que vale

/Sf()\,:c()\,t),t)dt = /S DFy(\ xz(\,71),t), se€l0,T],

onde x € BV* e A € [0, 1] e assim podemos enunciar o préximo resultado.

Teorema 3.26. Uma fungao x : [0,1] x [0, T] = R™ serd uma solu¢ao da equagao diferencial
ordindria
dx

i FA z(A1),1)

em [0,T], se e somente se, x for uma solucdo da equagao diferencial ordindria generalizada

d—x = DFt()\,.T,t)
dr
em [0,T], onde f :[0,1] x R" x [0,T] — R" satisfaz (i), (ii) e (iii) acima e a fungio F €

dada em (3.46).
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Agora, usando o Teorema 3.26, fica facil ver que vale o resultado abaixo.

Vamos definir o operador

¢ :[0,1] x BV* = BV
Az) = Y(\a)

tal que, para cada s € [0, T,
T s
Ba)(s) =a(hs) = o(A0) = [ fOva - [ o, d @)
0 0
Vamos considerar também, o operador identidade
i:[0,1] x BV* — BV

(\, ) =i\ ) = x(A, ),

e o operador g definido por

g:10,1] x BV* - BV
Az) = ogh )

tal que, para cada s € [0, T,
T s
g\, x)(s) = z(X,0) +/ f()x,x()\,t),t)dt+/ F\ z(A 1), t)dt. (3.49)
0 0
Notemos que o operador ¥ como definido em (3.48) pode ser escrito da seguinte forma:
B 2)(E) = i) (1) — g\ 2)(B), ¢ € (0,7 (3.50)

O resultado a seguir pode ser encontrado em [6] e nos diz que, sob certas condigoes existe

ponto de bifurcacao para a equacao (A, z) = 0.
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Teorema 3.27. Seja ¢ : [0,1] x BV* — BV, onde ¢ é o operador em (3.48). Suponha
que f :]0,1] x R™ x [0,T] — R™ satisfaz (i), (ii) e (iii) e que exista Ao € [0,1] tais que as

sequintes condicoes sao satisfeitas:

(i) f(A\0,t) =0, para todo t € [0,T], X € [0,1].

(i1) Para cada X € [0,1\{ o} = J, existe uma vizinhanca Jy x Uy de (X\,0) em J x BV*

tal que 0 € o dnico zero de g(p,-) em Uy, para todo p € Jy.

(111) Eziste uma fungdo Lebesque integravel N : [0, T] — R tal que

/stf(/\l,x()\l,r),T)dr - /:f(/\%x()‘?’r)’T)dT

t
< [ ehu,r) = 20 )N (1)
para quaisquer A\, Ao € [0,1] e s,t € [0,T7].

Entao (Ao, 0) serd um ponto de bifurcagcio da equag¢ao V(A z) = 0, se a indezagdo local,

denotada por indrs[i — g(A,-),0], satisfizer

indrs(i — g(0,-),0) #indrs(i — g(1,-),0).






Apéndice

A

A Integral de Kurzweil-Henstock

Iniciaremos dando algumas defini¢oes bésicas necessarias para o desenvolvimento da te-

oria de integracao nao absoluta de Kuzweil-Henstock.

A.1 Calibres e particoes

Definigao A.1. Dizemos que dois intervalos [a,b],[c,d] C R serao ditos quase disjuntos

entre si se sua intersecao for de, no maximo, um ponto.

Defini¢ao A.2. Seja I = [a,b] um intervalo em R, entdo uma divisio de I serd uma cole¢do
finita D = {I; : i = 1,...,n} de intervalos I; = [t;_1,t;] quase disjuntos dois a dois tais que

I=5LULU..UIL,.

85
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Definicao A.3. Uma divisio D serd chamada de divisao marcada (abreviamos DM) se
destacarmos, para cada subintervalo, um ponto & € [t;_1,t;] e em geral indicaremos D por

(&, ti) e os pontos &; serao chamados de marcas da divisao.

Defini¢ao A.4. Definiremos por calibre de um intervalo |a,b] qualquer a fungdo o : |a,b] —

(0,00). Essa funcao 0 calibra o intervalo em torno de &; € [t;_1,1;], onde obtemos o intervalo
B(&6(€)) = (€ —d(£),t + ().

Definicao A.5. Seja D uma DM(&;,t;) de [a,b]. Dado um calibre § de [a,b] dizemos que

uma DM(&;,t;) serd d-fina, se para i=1,2,...,n teremos
[ti, ti] Cl& — (&), & + (&) (A1)

Neste momento, destacamos que em uma DM(¢;, ¢;) qualquer os pontos t; da divisao sdo
sao os elementos fundamentais e a marca &; é qualquer ponto em [t;_1,;], entretanto em uma
DM §-fina os elementos fundamentais sao as marcas &; e os intervalos devem se adaptar para

satisfazer (A.1).

A.2 Integral de Kurzweil-Henstock

Com as definicoes anteriores estamos aptos a definir a integral de Kurzweil-Henstock.

Definigao A.6. Dizemos que uma funcao f:la,b] — R serd dita Kurzweil-Henstock integrd-
vel, ou simplesmente K-integrdvel e escreveremos f € K([a,b]), se existir I € R tal que para

todo € > 0 existe um calibre § : [a,b] — (0,00) tal que para toda DM §-fina(&;,t;) teremos

DIGICETEE

onde n € o numero de subintervalos de |a,b] da divisao (§;,t;), e escreveremos

/abfof) 3
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A definigao da K-integral é muito semelhante a definicao da integral de Riemann, entre-
tanto veremos que a K-integral é bem mais geral. Primeiramente, podemos observar que a
K-integral leva em consideracao as peculiaridades da funcao a ser integrada. Assim, para
diminuir a influéncia dos pontos &, cuja contribuicao para a soma riemanniana é despropor-

cinal, diminuimos §(¢). Esta ideia nos permite ampliar muito a classe de fungoes integraveis.
Um segundo aspécto da K-integral que gostariamos é que toda primitiva fosse uma inte-

gral. Isso nao é verdade para a integral de Riemann. A seguir, denotaremos por C([a,b]) o

conjunto das fungoes f : [a,b] — R continuas.

Teorema A.7 (Teorema Fundamental do Célculo). Se F' € C([a,b]) for uma primitiva de
f:]a,b] = R, isto é, se para todo t € [a,b] existir F'(t) = f(t), entdo f € K([a,b]) e

b
| 1) = o)~ Fo).
Exemplo A.8. Consideremos a funcdao de Dirichlet f dada por

1, se x €[0,1] for racional,
flz) =

0, sex €[0,1] for irracionl.

Algumas rdpidas consideracoes nos levam a ver que esta fungao é descontinua em todo
ponto de [0,1] e que f nao é Riemann integrdvel (R-integravel). Entretanto, mostraremos

que f é Kurzweil integravel e o valor de sua integral € 0.

Se {ry : k € N} for uma enumeragio dos nimeros reais do intervalo [0,1] e e > 0, um

numero arbitrdrio, definimos o calibre por

g/2M t=ry,

0 (t) ==

1, se t for irracional.

Seja D uma DM(&;,t;) d-fina de [0,1]. Se a marca & € I; for irracional, entao f(&) =0

e a contribuicao do subintervalo para a soma de Riemann serd 0.
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Se a marca &; for racional, entao f(&;) = 1, mas o tamanho I(I;) = x;—x;_1 € desprezivel,
ja que D € d.-fina. Mais precisamente, se o k-ésimo numero racional ri for a marca do
intervalo I;, entio I; C (ry—0.(&), 7 +0:(&)), de modo que 1(I;) < 20.(ry,) = /2%, Assim,
se ry for a marca de dois subintervalos consecutivos em D, entdo a soma dos tamanhos
desses dois subintervalos serd < ¢/2F. Concluimos que o racional ry, pode contribuir com,
no mdximo, /2% para a soma de Riemann S(f;D). Como apenas marcas racionais fazem

uma contribuicao nao nula para a soma de Riemann, temos

3

SFEDN<D o <=
k=1

Como € > 0 ¢ arbitrdrio, a funcao de Dirichlet € integrdvel e f01 f=0.

O exemplo a seguir nos mostra que as funcoes Riemann integraveis sao um subconjunto

das fungoes Kurzweil integraveis.

Exemplo A.9. R([a,b]) C K([a,b]) e para f € R([a,b]) temos que a fab f(t) segundo
Kurzweil, € igual a fabf(t) sequndo Riemann, onde R([a,b]) denota o espago das fungoes

de [a,b] em R que sdo Riemann integrdveis.

Podemos ver facilmente que isso vale pois, basta tomar o caibre constante igual a 20 da

definicao de R([a,b]).

A.3 Propriedades basicas da K-integral

Antes de chegarmos no teorema da convergéncia monétona vamos enunciar algumas pro-

priedades da K-integral.

Teorema A.10 (Lema de Causin). Dado um calibre § : [a,b] — (0,00), existe uma DM(&;,t;)

de |a,b] que € d-fina, isto é, para todo i1=1,2,...,n temos

& € [timn, ] Cl& — (&), &+ 0(&)[



A.3 Propriedades basicas da K-integral 89

Muitas vezes precisamos que um certo ponto ¢ € [a,b] seja uma marca de qualquer
DM J-fina de [a,b]. Para isso, basta tomarmos § tal que ¢ ¢ (& — 6(&),& + 0(&)), se
& # c e é suficiente que tenhamos 0(¢) < |€ — | se € # c¢. Nestas condigoes, dizemos
que § é c-especial. Assim, se d é c-especial, entdo todo calibre ¢ < § também é c-especial
e, se (&,t;) é uma DM §-fina com &, = ¢ € (a,b), entdao temos t,_1 < § = ¢ < t ou
tho1 < tp =& = ¢ = &1 < try (e analogamente se ¢ = a ou ¢ = b e fazendo a decompocigao
do intervalo [t;_1, ;] no primeiro caso, podemos sempre supor que temos a segunda situagao).
Isso nos permite, em particular, decompor a soma riemanniana Y ., f(&)(t; — t;—;) numa

soma correspondendo ao intevalo [a, ¢] e outra correspondendo ao intervalo |c, b]

Zf(é@) i—1 foj *)

i=1 j=k+1

onde k representa o nimero de divisoes do intervalo [a, c|.

Teorema A.11 (Linearidade). K([a,b]) € um espaco vetorial e f € K([a,b]) — f:f(t) eR

¢ um funcional linear positivo (isto é, f >0 = fabf(t) >0).

Teorema A.12 (Aditividade). Sejam ¢ € (a,b) e f : [a,b] — R tais que f € K([a,c]) e
f € K([e,b]). Entao f € K([a,b]) f f(t) facf(t) —I—fcbf(t)

Teorema A.13 (Unicidade). Se f € K([a,b]), entao o valor de sua integral é unicamente

determinado.

Teorema A.14 (Critério de Cauchy). Seja f : [a,b] — R tal que para todo € > 0, existe um
calibre § tal que, para quaisquer DM §-finas (&, 1)) e (&,t)) de [a,b] temos

10 Y 79 Y%

m

IZf )t —tiy) = ) SENE — )l <e

j=1

onde n € o nimero e divisoes de [a,c] e m € o nimero e divisoes de |c, b].
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Teorema A.15 (Integrabilidade nos subintervalos). Sejam f € K([a,b]) e [c,d] C [a,b].
Entao f € K([c,d]).

Teorema A.16 (Lema de Saks-Henstock). Seja f € K([a,b]) e seja 6 um gauge de [a,b]

correspondente a € > 0 da definicao de f;f(t) Entdo para quaisquer

a<c < <di<e<n<d<..<c<n,<d,<b

com [¢;,d;] Cln; — d(nj,n; + 6(n;)| para j = 1,2,...,m, temos

> - ) - [ sl <=

Agora, vamos considerar
¢
= / f(s), para cada a <t <b.
Corolario A.17. Seja f € K([a,b]) com f=0 e g: [a,b] = R com |g(t)] < |f(t)| para todo
t € la,b]. Entio g € K([a,b]) e g =0.
Teorema A.18. Dado f € K([a,b]) temos f € C([a,b)), isto é, f é continua.

Teorema A.19. Seja f : [a,b] — R tal que f € K([a, c]) para todo ¢ € [a,b] e tal que exista
lim, ., [7 f(t) =1 € R. Entio f € K([a,b]) e [ f(t)

Teorema A.20 (Teorema da convergéncia monétona). Se f, € K([a,b]), n € N, sdo
tais que para todo t € [a,b] temos fi(t) < fo(t) < ... < fn(t) < ...ocom fo(t) = f(t) e
supnefofn( =1 < o0, entao [ € K([a,b]) ff
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