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Resumo

Este trabalho consiste em um estudo sobre a propriedade de hipoeliticidade global para
campos vetoriais complexos ndo singulares no plano.

As 6rbitas de Sussmann de um tal campo desempenham um papel fundamental nesta ané-
lise. Mostramos que se todas as Orbitas sdo unidimensionais o campo nao € globalmente
hipoelitico. Quando o campo apresenta uma 6rbita bidimensional e ao menos uma 6rbita
unidimensional mergulhada também foi demonstrado que este campo nao é globalmente
hipoelitico. No caso em que o plano € a tinica 6rbita, define-se, como em|Hounie (1982), uma
determinada relacao de equivaléncia entre pontos em que o campo deixa de ser elitico. As
classes de equivaléncia desta relacao sao homeomorfas a um ponto, a um intervalo com-
pacto ou a uma semirreta. Se todas as classes de equivaléncia sdo compactas, o campo é
globalmente hipoelitico. Caso haja uma classe de equivaléncia fechada e homeomorfa a uma

semirreta, o campo nao é globalmente hipoelitico.

Palavras-chave: hipoeliticidade global, campos vetoriais complexos.






Abstract

This work is a study about global hypoellipticity for nonsingular complex vector fields in the
plane.

Sussmann’s orbits play a fundamental role in this analysis. We show that if all the orbits
are one-dimensional then the vector field is not globally hypoelliptic. When there exist a
two-dimensional orbit and an embedded one-dimensional one then the vector field is not
globally hypoelliptic. In the case when the plane is the only orbit, one defines, as in Hounie
(1982), a certain equivalence relation between points where the vector field is not elliptic. The
equivalence classes are homeomorphic to a single point, a compact interval or a ray. If all the
equivalence classes are compact then the vector field is globally hypoelliptic. If there exists
an equivalence class that is closed and homeomorphic to a ray then the vector field is not
globally hypoelliptic.

Keywords: global hypoellipticity, complex vector fields.
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1 Introducdo

Neste trabalho estamos interessados no estudo da propriedade da hipoeliticidade global
para campos vetoriais complexos nao singulares definidos no plano. Esta é uma propriedade
que todos operadores eliticos possuem, e de certa forma um campo hipoelitico (global) é
como um campo elitico degenerado.

O caso em que um tal campo estd definido em uma variedade bidimensional compacta,
orientéavel e conexa foi estudado em (HOUNIE, 1982). Neste artigo o autor considera dois
tipos de campos, a saber, um campo L é do tipo I se a variedade onde atua é o fecho de uma
L-6rbita unidimensional e é dito de tipo II caso contrario. No capitulo seguinte faremos
uma breve introducao as L-6rbitas (SUSSMANN;, 1973). O resultado obtido em (HOUNIE,
1982) para campos do tipo I diz que L é globalmente hipoelitico se e somente se existir um
difeomorfismo entre a variedade e o toro de modo que nas novas coordenadas o campo
seja um multiplo ndo nulo de um campo na forma % + y% onde y é um namero irracional
nao-Liouville. Este fendmeno ndo ocorre no plano. Para um campo do tipo II que satisfaca
a condicao (£?) de Nirenberg-Treves, uma condi¢cdo necesséria e suficiente para que seja
globalmente hipoelitico é que haja apenas uma L-6rbita, a propria variedade.

Em (HOUNIE, |1984) o autor trata, entre outros assuntos, da hipoeliticidade global para
operadores diferenciais parciais de ordem 1 definidos em um aberto, (2, do plano, mas que

tenham o seguinte formato

L—g—ib(x t)i+c(x 1)
ot " ox ’

onde ¢ € €°(Q) e b € €*°(Q;R) ndo muda de sinal em qualquer segmento vertical contido Q.
Nesta situacdo, L é globalmente hipoelitico em ( se e somente se para todo xy 0 conjunto
{t; (x0, 1) € Q, b(xy, t) = 0} s6 possui componentes conexas compactas.

No capitulo 3| consideramos o caso em que o campo é do tipo tubo, isto é, da seguinte

forma

d o d o
L=~ (@) +ib0) =, abet ®R.

Veremos naquele capitulo que ap6s uma mudanca de varidveis podemos supor que a = 0.
Desta forma, assumindo que b nao muda de sinal, segue do resultado de Hounie mencionado
acima, que L é globalmente hipoelitico se e somente se {f; b(f) = 0} s6 possua componentes
conexas compactas. No entanto, daremos uma demonstracao alternativa por ser mais simples
e que também mostra a necessidade da condi¢do (£2), que neste caso se traduz por b nao

mudar de sinal. O resultado obtido foi

TEOREMA. Seja

0 _ 0
L=~ (a(n) + zb(r))a
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campo vetorial em R?, com a, b funcées € a valores reais. Entdo L é globalmente hipoelitico

se e somente se b ndo muda de sinal e b1 (0) possui somente componentes conexas compactas.

No capitulof4|tratamos dos campos reais e dos essencialmente reais, ambos nao singulares.
Um campo L em R? é real se L(€®(R?;R)) c € (R%;R) e é essencialmente real se suas partes
real e imagindria sdo linearmente dependentes em cada ponto. Sendo assim, as L-6rbitas de

um campo essencialmente real ndo-singular sdo unidimensionais. Mostramos o seguinte

TEOREMA. Seja L um campo vetorial complexo essencialmente real e ndo-singular, isto é, um
campo em que a parte real e a parte imagindria sdo linearmente dependentes em cada ponto,

mas sem jamais se anularem ao mesmo tempo. L ndo é globalmente hipoelitico.

Quando um campo nao é essencialmente real suas partes real e imagindria sdo linear-
mente independentes em algum ponto e, por continuidade, em algum aberto de R?. Campos
desta natureza possuem pelo menos uma L-6rbita bidimensional.

No capitulo|5|analisamos o caso de campos que tém pelo menos uma L-6rbita bidimensi-
onal, mas que ndo seja todo o plano. Logo, um campo deste tipo, por ser nao singular, possui

uma L-6rbita unidimensional. Provamos o seguinte

TEOREMA. Se L é um campo ndo singular que possui uma L-0rbita unidimensional mergu-

lhada entdo L ndo é globalmente hipoelitico.

Para mais detalhes veja o teoremal[d]

No caso em que L é um campo analitico real ndo singular, é possivel simplificar algumas hi-
poteses: bastando ter mais de uma L-o6rbita, L deixa de ser globalmente hipoelitico (inclusive
para a versdo analitica de hipoeliticidade global, pois a solucao singular tera Lu = 0).

No capitulo@estudamos o caso em que L é transitivo, isto é, o caso em que R? é a tinica
L-6rbita. Observe que mesmo em pontos pertencentes a uma L-6rbita bidimensional pode
ocorrer de as partes real e imagindria de L serem linearmente dependentes.

Denote por R(Z) o conjunto dos pontos de R? onde as partes real (RL) e imaginéria (SL) de L
sdo linearmente dependentes. Neste conjunto é possivel definir uma relacdo de equivaléncia
R do seguinte modo: Dados dois pontos py, p2 € [R%f dizemos que p;Rp-, se e somente se
existe uma curva suave y : [a, b] — R2 com Y(a) = p1, Y(b) = p2 e cujo vetor tangente )/’ (s)
seja, em cada s € [a, b], paralelo a ambos RL,3L. As classes de equivaléncia desta relacao,
chamadas aqui de R-6rbitas, sao homeomorfas a um ponto, ao intervalo [0, 1] ou ao intervalo
R; = [0, +o0) (HOUNIE, 1982).

Temos

TEOREMA. Seja L transitivo emR? cujas R-6rbitas séo todas compactas. Entdo L é globalmente

hipoelitico.

TEOREMA. Se L possui uma R-orbita do tipo [0,00) que além disso é um conjunto fechado,

entdo L ndo é globalmente hipoelitico.
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2 Preliminares

2.1 Hipoeliticidade e hipoeliticidade global

A hipoeliticidade é a propriedade de um operador “ndo suavizar” distribuicoes: seja L
um operador diferencial linear € em Q, onde Q é algum aberto em RY. Dizemos que L é

hipoelitico em Q se, para todo aberto Q' < Q) e para toda u € 2'(Q),
Lulg € €°(Q) = ulg € € Q).
Ja a hipoeliticidade global de L em Q significa que, para toda u € 2'(Q),
Lue € Q) = ue € NQ).

Neste caso dizemos que L é globalmente hipoelitico (G.H.).
A hipoeliticidade implica a hipoeliticidade global, mas a reciproca pode nao ser verdadeira:
por exemplo, seja b: R — R uma funcdo € tal que b(#) = 0 no intervalo [0, 1] mas b(z) >0

em R\[0, 1]. O operador

L—ﬁ— 'lo(t)i
T ot 0x

é globalmente hipoelitico (Capitulo|3) mas néo é hipoelitico, pois ao tomarmos Q' = (-1,1) x

|x|, sete]0,1]
u(x,t) =
0, caso contrario.

(0,1) é possivel tomar

e ver que u|g nao é €*° mas (Lu)|q = 0.
Porém, dado um operador L, se pudermos tomar para cada p € (2, um aberto U c 2 com
p € U de forma que L seja globalmente hipoelitico em U, isto implicard a hipoeliticidade

global de L em Q: pois

Lue€*(Q) = Lulg e € U)VU = uly e €°U),YU = uecE€>*Q).

2.1.1 Invariancia da hipoeliticidade global
Invaridncia apés multiplicacdo por funcdo n3o-nula

Suponha que f € €°°(Q2) é ndo-nula em cada ponto e L é um operador diferencial linear
€ em Q.

PROPOSICAO 2.1. L é G.H. seesomentese fL éG.H.

Demonstragdo. Suponha que L é G.H. e que u€ 2'(Q) é tal que (fL)u € €*°(Q). Entdo Lu =
FUfL)u € € (Q) e portanto u € €*(Q2), mostrando que fL é G.H. A volta é analoga. O
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Invaridncia por mudancga de variaveis

Vamos fazer esta demonstracdo supondo que o operador é um campo vetorial complexo.

Primeiro, vamos verificar que a aplicagdo de um campo vetorial a uma distribuicao
qualquer se comporta bem em relacao a mudancga de variaveis.

Seja ¥ : U — V um difeomorfismo € entre abertos de RY, para um N € N fixado. Para
simplificar as demonstragoes, estamos supondo que V¥ é positivo (preserva orientacdo) e U, V
$a0 conexos.

A cada f € €*°(V), associamos uma f, € €°°(U) pela regra
fo=fo¥eE®WU).

Por outro lado, uma g € € (U) serd associadaa g* = go W1, As operacdes f — f,e g— g*
(que sao mutuamente inversas) estabelecem um isomorfismo de dlgebra entre €*°(U) e
E*° (V).

Se considerarmos uma mudanca de varidveis
¥
(61)---’61\[) eEVi— (JC1,...,XN) € U;

teremos
flxr, ..o, xn) = fu€y,..,EN) € g (x1,...,xn) = g(&1, ..., EN).

A mudanca de varidveis de um campo vetorial L: € (V) — €°°(V) serd da forma
L,:g€€®WU) ~ [L(g")], e €.
L. se explicita usando a regra da cadeia da seguinte forma: dado p € U,
L.gp)=[L(go¥ )] (¥(p) = d(go\I/—l)LP(p) (Llwp)
= dgl,[ DY)y (Lhv)] = [D(¥ ™) |y (L) | (815)

ou seja,
Ldp=D (\P_ln\y(p)(L"P(p))-

De maneira anéloga, se M é um campo vetorial em U,
M*: fe€®(V)—~ [M(f)] € €°(V)

é um campo vetorial em V.
Seja u € 2'(U) uma distribuicdo em U. Se u for na verdade uma funcao localmente L!,

entdo para cada ¢ € €°(V),

‘[Vu*(xl’---ny)(P(Xb--.,XN)d.X:I"'de

= [ U1 E0) @1 E) det| D] 1 e
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(lembrando que estamos supondo que a mudanca de variaveis é positiva) e assim, mudando

para o contexto de uma distribuicao u qualquer, podemos definir
(u*,¢) =(u,detiD¥]-p.), YPeE€ V).
De maneira andloga, se v € 2'(V), definimos
(vi,d) =(v,det[DP ] ), VpeEX ).

Voltando a discutir o campo vetorial M em U, dada u € 2'(U) a distribuicdo Mu é definida
por (Mu,¢) = (u, 'M¢), para ¢ € €:°(U) e o transposto de M, M, é o operador linear de
primeira ordem

‘M = —-M - divM.

Afirmo que
(Mw)*=M"u". 2.1)

Usando esta afirmacdo, podemos enunciar e provar a proposic¢ao:
PROPOSICAO 2.2. M é G.H. se e somente se M* é G.H.

Demonstragdo. Suponha primeiro que M é G.H. e que v € 2'(V) é tal que M* v € €*°(V). Por
@.3), M*v=(Mv.)* € €°(V) e portanto v, € € (U), o que implica v € € (V).

Por outro lado, se M* é G.H. e u€ 2'(U) é tal que Mu € €°°, (Mu)* = M*u* também é
€*°, logo u* (e portanto u) é €. O
Demonstragdo de ([2.1)

Se p € EX(V),

((Mw)*,$) = (Mu,det[D¥]p. ) = (u, 'M{det[D¥]¢.})
= <u —¢. M(det[D¥]) — det[D¥] M¢, — div M det[D¥]¢, >
Por outro lado,
(M, ) =(u", "(M")¢) = (u,det[D¥]- ("(M")¢),)
=(u,det[D¥Y]-(-M*p—divM*¢),)
~ (1~ detDYI[((M.)), + (¢divM*)])
=(u,—det[DY]M¢, —det[D¥]¢p, (divM*),) (VpeE (V).

Visto isso, resta mostrarmos que vale
det[D¥](divM™), = M(det[DW]) + div M det[D¥]
ou, equivalentemente,

[div(M™*)], = divM + (det[DW¥]) ' M(det[ D). 2.2)
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Vamos colocar isto em termos de varidveis e operadores em varidveis. Sejam de;, ..., dey

a base canonica dual de (RV)* e sejam
m]:L(de])(él))éN)) j:]-)---;Ny

de forma que o vetor-coluna que representa os coeficientes de M em (¢4, ...,¢y) serd

mi(ml mN)T.
Entao
. (0 5 0(x1,...,XN)
divM (xl,...,xN)—(E m)x mx(ml mN)]

Il
.MZ
Q)‘ .

5 %%, |- 5 [m.i%+%amf
g faxia.sj o 0x;

i=10%Xi | j=1 i,j=1
_ ﬁ . agk 0x; . (Oxl 0 )m
ij=1 ! k= 1ax, o 651 i.j=110¢ 0x;
N afk ale N
= m; +|Y —m
™ B 561t L5
k i .
= e m;— +divM(&q,...,EN).
L g v
Para termos falta mostrar que
— N afk N 0 axi
det(DW)] ' M[det(DW)](&1,...,En) = RALY | P s 2.3)
[ ] [ ] 1 N i%gl 6Xi ;é% ]aéj a{k

Vamos calcular M (det DW¥) explicitamente: seja Sy 0 conjunto das permutag¢oes do con-

junto 1,..., N e, para cada o € Sy, seja (—1)? igual a 1 se o for par ou —1 se ¢ for impar.

N K a(xl, xN))
Mi[det(D yeer$ Ay
[det(Dy)](¢1 (}Z I ox ) 0(1,--,6N)

(Emt ) o fr )

j=1 oeSy

0 | N ox;
- (1)
% (Z jaxj)i:Hl@fa(z)

ogeSy j=1
Reg Leib. N 0 axk 0x;
(-1)° mj—— | =——| -
agN Z (];1 jafj)afa(k)‘ i:ll,_[...,zvafa(i)
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Deixemos o (k) em evidéncia:

M[det(DY)I(C1,...,6N) =

N X N 3 \ox dx;
(_1)0 mi— | —=
lcg’ll;l UEZS:N (J; ]661-) 061 i=1,.,N 0Sa(i)
o(k)=1 i#k
N N N a \ox; ox;
= mj— (-1)°
kgllgl (];1 ]66]-)66 aezs:N i=1,.,N 0Sa(i)

o(k)=l ik

Identifique S—; com o grupo das permutacdes de Sy que fixam o dltimo elemento N, pela
restricdo de dominio e contra-dominio. Essa identificacao preserva a paridade. Seja, para

cada ke {1,...,N—1}, P € Sy a permutacao

i sel<i<k
Pr(i)=4i+1 sek<i<N
k sei=N.

Em geral Py, (leia “pular k”) é o ciclo (k k+1 ... N), e seu sinal (paridade) é (~1)V"9, Cada
o €Sy com o (k) =] pode ser associadaa To = Pl‘1 oo o Py, e é facil ver que T é uma bijecao

de{oceSy;o0(k) =1} em Sy_1.Osinalde To é:
(_1)TO' — (_1)N—l(_1)0'(_1)N—k — (_1)2N—l—k(_1)0' — (_1)l+k(_1)0'.

Faca a mudanca de varidvel de o parap=To :

0x; N-1 dxp, (i
Y| [ =—|= % (—1)”(1‘[ D )
seSy i=1,.,N o) |  oesy i=1 0¢0oP (i)
o(k)=I ik o(k)=I
N-1 dxp : N-1 Jxp.
TeSy i=1 08 (ProTo)i) | pesm.y i=1 S P (p(i))
o(k)=I
0xp, (i o(xy,..., 0
— 1) et (ai,: Pk(l)) :[det (X1,---, XN) fl’
a'fP](j) (N=1)x(N—-1) 6(&1,---,€N) axk
onde foi usada a formula da matriz inversa. Voltando onde estavamos,
N NI [X 0 \0xx (x1,...,xn) | 0&;
M{det(DW)](¢1,...,EN) = m;— e
St k;u:Zl (];1 ]afj)afl L 0y,...,¢n) | Oxg

=detD¥ (&1,...¢N)

e basta dividir os dois lados por det DV para obter a igualdade (2.3) e, portanto (2.2), provando
finalmente a afirmacao (2.1).
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2.2 L-6rbitas e L-invariancia

2.2.1 Orbitas de Sussmann

Dado um conjunto D de campos vetoriais reais em uma variedade paracompacta M,

Sussmann|(1973) definiu as D-6rbitas como as classes de equivaléncia da seguinte relagdo:

DEFINIGAO 2.1. Dados dois pontos p, q € M, dizemos que p = q se existir um caminho continuo
a : la, bl = M admitindo uma partigdo ty = a < t; < --- < t, = b de forma que, para todo
i€{l,...,n}, existe algum campo X € D tal que a restri¢do alj;,_, 1, € curva integral de X ou
-X.

As curvas como a « desta definicdo se chamam curvas integrais por partes de D.
Uma D-6rbita Z é dotada da topologia mais fina que torna as seguintes aplica¢oes, che-

gando em Z, serem continuas: dado um p € X, e n campos quaisquer Xj,..., X, com X; € D,

(S1y0ee,Sn) €Q = D@L (- (@ (p))--) €2,

onde ®¥ denota o fluxo de X no parametro s e Q, o conjunto de todos elementos de R”"
em que a aplicacdo acima faz sentido, é um aberto conexo contendo a origem (LAGUNA,
2011, Prop. 2.37, p. 38). Na aplica¢do definida acima, se fixarmos os parametros sy, ..., S, €
deixarmos variar o ponto p, o resultado é um difeomorfismo entre abertos de M. O conjunto
de todos difeomorfismos desta forma é chamado grupo dos difeomorfismos locais Gp, e
dados quaisquer dois pontos da mesma orbita existe algum ¢ € Gp que leva um ponto ao
outro.

A topologia de X é mais fina do que a de M, e com ela as D-6rbitas sao subvariedades
imersas conexas. Isto é, £ admite uma estrutura ¢ de tal forma que ainclusao i: ¥ — M
seja uma imersao injetiva. Esta estrutura é tinica, pois subvariedades imersas possuem no
maximo uma estrutura € possivel quando sua topologia € fixada (LAGUNA, 2011, Corolario
1.48, p. 23).

Uma D-o6rbita X é segundo-enumeravel (BERHANU et al., 2008, Lema III.1.8, p. 106). Se
f:X — M ésuave com f(X)cZ, entdo f: X — X também € suave. Por ter esta propriedade
se diz que X é fracamente mergulhada (BERHANU et al., 2008, Propo. I11.1.9, p. 107).

2.2.2  Orbitas de um campo complexo

No caso de um campo vetorial complexo L, tomamos o conjunto D = {RL, 3L} e chama-
mos de L-6rbitas as 6rbitas da familia D de campos vetoriais reais.

Uma 6rbita de dimensao zero, por ser variedade conexa, € sempre um ponto e é facil ver
que corresponde a uma singularidade de L, isto é, um ponto onde o campo L é nulo. Como
vamos trabalhar somente com campos L ndo-singulares no plano, a dimensao das Orbitas

sera 1 ou 2.
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Uma 6rbita de dimensao dois é simplesmente um aberto no plano, com a topologia usual
(LAGUNA, 2011, Prop. 1.45, p. 21). Além disso, se X tiver algum ponto p no qual RL e SL sdo
linearmente independentes, X € de dimensdo dois e portanto é um aberto.

Por outro lado, se Z for de dimensao um, podemos usar a classificagdo de variedades de
dimensao um (GALE, 1987) para concluir que X é difeomorfo a uma reta real imersa ou um
circulo S! imerso. No segundo caso, X é uma subvariedade mergulhada (toda subvariedade
imersa compacta é mergulhada) e sua topologia coincide com a usual. Ja no primeiro caso, se
% for um conjunto fechado de R? entdo X é subvariedade mergulhada (BERHANU et al., 2008,
Corolério II1.1.2, p. 108). Também é concebivel que X seja mergulhada sem ser fechada, ou
que ndo seja nem sequer uma subvariedade mergulhada. Para um exemplo do segundo caso,
ver a se¢do[5.2.2

Se Z é uma 6rbita de dimensdo um e p € X, podemos tomar uma vizinhanca U de p
dotada de coordenadas locais retangulares W : g € U — (x, t) € (—1,1)? em relacdo as quais o
conjunto ¥ (ZnU) =P x(-1,1), onde P c (—1,1) é um conjunto enumerdvel (BERHANU et
al.,[2008, Lema II1.1.7, p. 105). Em particular, isto significa que se tomarmos um segmento
transversal a Z que corta ela somente em um ponto, entdo X € uma subvariedade mergulhada
(BERHANU et al., 2008, Prop. I1I.1.11, p. 108).

Chamamos um conjunto de L-invariante se ele ¢ uma unido de L-6rbitas.

PROPOSICAO 2.3. Se C é um conjunto L-invariante entdo o fecho e o interior de C também o

sao.

Demonstragdo. De fato, seja Gp o grupo de difeomorfismos locais de D = {RL, SL}. Dado um

ponto p pertencente ao fecho (interior) de um conjunto C L-invariante, tome uma
¢:U—-V, ¢eGp,

onde U é uma vizinhanca aberta de p. Se p estd no fecho (interior) de C, entdo também estd
no fecho (interior) de Cn U. Logo, ¢(p) esta no fecho (interior) de ¢(C) NV, que é o mesmo
que Cn 'V e portanto ¢(p) estd no fecho (interior) de C. O

COROLARIO 2.1. A fronteira de um conjunto L-invariante é L-invariante.
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3 Estudo do caso tubo

O caso tubo consiste dos campos vetoriais em R?> da forma
0 0
L=——-lat)+ib(t)|—,
Y [a(t) (0] i

onde a e b sdao funcgdes €°° de R em R.

Neste capitulo mostraremos que L é globalmente hipoelitico se e somente se b ndo muda
de sinal (a condicdo (£?)) e, além disso, a imagem inversa b~ 1(0) s6 tem componentes conexas
compactas. Este é um caso especial de um resultado de Hounie| (1984, Teorema 3.1, p. 248),
com a vantagem de ser mais simples de demonstrar. A demonstracao que apresentaremos
ndo é uma adaptacdo da demonstracao encontrada naquele artigo.

Uma integral primeira de L, isto é, uma z tal que Lz = 0 e dz nunca se anula, é dada por
z=x+ A(t) +iB(1),
onde A(t) e B(f) sdao primitivas de a e b. De fato,
Lz=(a(t)+ib(t)—(a(t) +ib(1))-1=0,

mas
dz=dx+ [a(t)+ib(1)]dt#0.

Existe uma mudanca de varidveis global que sempre reduz L ao caso a = 0:

&=x+ A0 x=&—A(T) 0y = ExO¢ +T,0; = 0¢
T=t = 0t =¢0¢ + 7,07 = a(t)0¢ + 05

Com isto, vale

L=a@ 2+ 2 _lam+iban L =2 — i L
— UG T M TIGE = 50 T e

Se f:Q c C — C é uma funcdo holomorfa, entdo L(f(z)) = f'(z)Lz = 0 (onde ela for
definida). Mais geralmente, vale L(f(z)u) = f(z)Lu.

3.1 Regularidade parcial
Supomos agora que L ja estd na forma

L= g — ib(l‘)i
C ot ox’

com b:R — R uma fun¢do €.

Vamos ver que, se Lu € €°° (R?), entdo u é, de uma certa forma, €°° em relacdo a variavel
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DEFINICAO 3.1. Seja v = v(x, t) uma distribuicéo de suporte compacto em R?. Dizemos que v
éde ordem (n, m) se, ao tomarmos um retdngulo R = I x ] com o suporte de v em seu interior,

houver C > 0 tal que

(veyp@)|=<C 0

B N T O 2

sup
i=0,..,n j=0,.
(onde ¢\ denota a i-ésima derivada de ¢). Note que o suporte de v estd contido em R.

E sabido que toda distribuicdo v = v(x, ) de suporte compacto tem ordem finita, i.e.,

existem C > 0, n € N e K compacto tais que

(n.x,0)|=C sup [0 g
i,jeN

i+j<n

00 (M2
B S aliet

onde o compacto K contém o suporte de v. Isto implica que v é de ordem (n, n).

PROPOSICAO 3.1. Seve &' (R?) é de ordem (n,m) e b(t) é uma fungdo suave, entdo o produto

b(t)v(x,t) édeordem (n, m).
Demonstragdo. Segue da regra de Leibniz para derivadas de produtos. O

DEFINIGAO 3.2. Uma distribui¢do u = u(x, t) de suporte compacto é de ordem zero em relagdo

a t se existir algum n e N tal que u é de ordem (n,0).

PROPOSICAO 3.2. Seja u = u(x,t) uma distribuicdo de suporte compacto em R? tal que Lu é
de ordem 0 em relagdo a t. Entdo u também é de ordem 0 em relagdo a t.

Demonstrag¢do. Tome um retangulo R = I x J compacto contendo o suporte de u em seu
interior. Seja n € N tal que u é de ordem (7, n). Se n =0, ndo ha nada a fazer. Assuma que
n>0.

u; =1ib(t)uy, + Lu,

e aqui notamos que i b(f) u, tem ordem (n+ 1, n) e Lu tem ordem (n’,0) para algum n’'. Com
isto u serd de ordem (n+ n’ + 1, n—1). Repetindo o argumento se necessério, chegamos a um
N eNtal que u terd ordem (NV, 0). O

PROPOSIGAO 3.3. Seja u distribuicdo de suporte compacto em R? tal que Lu é €. Entdo

u, Uz, Uz, etc. sao todas de ordem zero em relacédo a t.

Demonstragdo. Se Lu é €°°, entdo Lu é de ordem zero em relacdo a ¢ e portanto u também o
é. Além disso,

ur=ib(Hu,+Lu

e uy deverd ter ordem zero em relacao a ¢, pois u o tem, e a multiplicacdo por b, derivada

parcial em x e soma com Lu nao alteram isto.
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E quanto a 1,2 Note que
(L)r=up—ib(Due—ib' (Ouy . U= LW+ ib(O s+ ib' (1) uy

e isto também terd ordem zero em relacao a ¢, pois cada parcela o tem. Mais geralmente, seja

n>2 esuponha que, para j =0,...,n—1, (0;)/ u seja de ordem zero em relacio a t. Entdo
@) "u= 0" Lw) +i@)" " (b(1)u)

onde (Ot)”_l(b(t) u) serd uma soma de termos de ordem zero em relacao a ¢. Por inducao

finita, temos o resultado desejado. O

PROPOSICAO 3.4. Seja u uma distribui¢do em R com suporte contido em um intervalo (a, b).

Se u' éde ordem zero, entdo u € L°(R). Além disso,

s sup  LE@YO
yesz(@ap) ¥
w#0

Demonstragao. Seja ¢ € €:°((a, b)). Como ¢(x) € a derivada de f ; o(1) dt,

(u, )y =—(u' ), [Fp(r)dt).

Mas 1’ é de ordem zero, assim existe C > 0 tal que

|(v'(x),y(0))| =C sup |y(x)|, YyeE€®a,b).

x€(a,b)

Vamos tomar v (x) = [ ; ¢(t) dt. Note que

b
sup |[rp(pdt| < stlpb)f;|(/)(t)| dt:fa lp(0)| dt = ”(l)“Ll((a,b))’

x€(a,b)

e assim
()| = C ol am -

Usando Hahn-Banach e o dual de L!, conclui-se que || #|l;~ < C e tomando o infimo dos C

chegamos no resultado desejado. O

PROPOSIGAO 3.5. Se u € 2'(R) é tal que as derivadas u,u',u",... sao todas de ordem zero,
entdo u € €°(R).

Demonstragdo. No caso em que u tem suporte compacto, basta aplicar a proposicao anterior
repetidas vezes, notando que, se u' é L, entdo u é continua, e assim por diante. Para u
genérica, note que o produto ¥ u, onde ¥ é qualquer funcgdo-teste, vai ser de ordem zero
assim como todas as suas derivadas. Consequentemente, yu é €.° para qualquer fungdo-
teste v, e isto implica u € €*°(R). O
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PROPOSIGAO 3.6. Se Lu é 6°°, entdo podemos associar a cada t € R uma distribuigcdo em x,

U;(x), tal que para toda ¢ € €:°(R) a fungdo na varidvel t
Up(t) = (Ur(x),(x))

€€ ealém disso, para todo par ¢,y € €.°([R),

(u,</>(x)1//(t)>:fRU¢(t)w(t) dr.

Demonstragdo. Para cada ¢ € €.°(R), seja Uy a distribuicao
Up: 9 € € R) — (Up(0), p(1)) = (u,p(x)y (1)) € C.

Como consequéncia da proposicao, 3.3|€ facil ver que Uy, e todas as suas derivadas, sao de
ordem zero. Pela proposicao Uy (1) € uma fungao suave em relagao a ¢.
Seja
Ur:pe6.°(R)— Up(2) €C.

Resta mostrar que Uy(x), para cada t fixo, é (de fato) uma distribuicao em x. Isto é, para toda
sequéncia n € N— ¢, € €:°(R) que convergir para zero no sentido de 6:.°, devemos mostrar
que n — (Ut(x),cpn(x)> converge para zero. Mas (U;(x), ¢, (x)) = Ud,n(t), entao na verdade
devemos mostrar que a sequéncia de fungoes suaves Uy, Uy,,... converge ponto-a-ponto
para zero.

Examinando as derivadas de Uy, :

(U}, 0,98) == (Up, (0,9 (1)) = = (ulx, 1, ()Y () = (ur, g (Y (1)) .

Tome t, < t;, arbitrarios. Como u; é de ordem zero em relacdo a ¢, existem C >0 e N € N tais
que

0
n

[(us, gy ()| < C

sup ‘ )IIw!ILoo, VneN, Yy € €°((1a, ). 3.1)
j=0,..,.N

Isto pode ser verificado multiplicando u; por funcdes de corte apropriadas. Pela proposicao
Uy, € limitada em (i, t},) e vale

LOO

|V, 0
sup [Up, (0] " sup -
(€ ltarty) veo [l

3.2 Campos sem a condicdo (£2): L n3o é G.H.
A condicao (£), no caso tubo, significa que b(¢) nunca assume sinais opostos. Seja

L 9 i b(t) 9
= ——1 J—
ot 0x
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Suponha que b(ty) <0 e b(t;) >0 com { < t;. Seja B uma primitiva de b e sejam
m=min{B(t)| t€[t,n]} e E=B"'(im)nli,nl

Fica claro que E é um fechado e que existem £, < £ < ] < {; tais que E c [t ¢;]. Em particular,
tome f; e t; de forma que (£, #] seja o fecho convexo de E. Tome também #, < fj < t; e
nh>t >t

Seja z = x + i B(t), integral primeira de L. Ajustando a constante da primitiva B, podemos
garantir que m = 0. Na faixa Q =R x (#, 1), z assumird valores apenas em {z =¢+in | n= 0},

sendo real somente quando ¢ € E. Tomemos a funcdo u:Q — C

u=+z,

onde o ramo da raiz quadrada é escolhido de forma a ser bem-definido em arg z € (—n/2,37/2).
u é suave em Q\ ({0} x E) e é continua.

Afirmacao: Liqu =0.

Isto é verdade fora da reta x = 0, onde u é funcao analitica da integral primeira. Seja ¢
funcao-teste arbitraria em Q. Para cada € > 0, tome uma ¢, tal que ¢, coincide com ¢ em
alguma vizinhanga de {0} x E, mas cujo suporte é contido em uma faixa V, = (=¢,¢€) x (¢}, t/).
As funcoes ¢ podem ser escolhidas de forma que | ‘L¢pe| < %, para C > 0 constante que nao
depende dee.

Entao
t t C
[{(Lu, )| = [{Lu,Pe)| = (u, L(Pe)ISSUPIquVI L(/)Iszm(Ve)SUPIuI.
Ve A Ve

Como m(V;)/e é limitada e supy, |lul se anula quando € — 0, concluimos que (Lu, ¢) = 0.
Apesar de continua, u ndo é suave: quando x > 0 (mas préoximo de zero) e ao fixarmos

tp € E, vale

6 ]. x—0"
, n) = — e ———
Uy (x, to) 6x(ﬁ) v 00

O suporte singular de u estd contido em {0} x [£, £;], que € um conjunto que néo toca a
fronteira de Q. Podemos, entdo, “cortar suave e estender”, multiplicando © por uma funcao

de €°(Q) que valha 1 em vizinhanca de {0} x [#;, #;] e zero no complemento de Q.

3.3 Campos com a condicdo (£P)

Suponhamos que b(f) = 0 sempre (o caso < 0 pode ser feito de forma andloga). Se b é
nulo, L é trivial e existem solucoes de Lu = 0 que nem sdo funcoes. Se b > 0 sempre, estamos
no caso de um campo elitico (partes real e imagindria L.1.), valendo elitico = hipoelitico.

Mais geralmente, no caso em que b = 0, a primitiva B de b é uma funcao monoétona. A

imagem B(R) da primitiva de b serd um intervalo de ndo-vazio, podendo ser:

e Compacto: do tipo [a, b] com a < b reais.
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e Semi-aberto: um dos tipos (a, b], [a, b), (—oo, b] ou [a,00), a < b reais.

e Aberto: um dos tipos (a, b), (—o0, b), (a,00), (—00,00), a < b reais.

3.3.1 Casos em que L ndo é G.H.

No primeiro e no segundo casos acima, o conjunto b~!(0) tem uma componente conexa
infinita. Suponha que esta componente é da forma (—oo, a] (0 outro caso pode ser demons-
trado de forma analoga). Tomemos como B(t) a primitiva | ; b(s) ds, e como integral primeira
z = x+ 1B(f). Esta z tem parte real ndo-negativa e se anula somente em x =0, ¢ < a. Seja

u:R? — C a funcio continua
1 4 3n
u=+z=|z|2ez¥&, —§<argz<7.

Afirmo que Lu = 0. Isto é valido em R?\{0} x (—oo, al, j4 que neste aberto u é uma funcéo
analitica de z, portanto temos supp Lu < {0} x (—oo, al. Seja ¢p € €>°(R?) uma funcdo teste
cujo suporte intercepte a semirreta x =0, £ < a. Para mostrar que (Lu, ¢) = 0, considere uma

funcdo de corte y € €:°(R) que valha 1 quando |x| <1 e 0 quando |x| = 2 e defina

Ge(x, 1) =w(2x/e)p(x, ).

¢, coincide com ¢ em vizinhanca da reta x = 0 mas tem o suporte contido na faixa [—¢, €] x R.
E fécil ver que | 'Le|| ., < < para algum C > 0 que ndo depende de ¢ (mas depende da ¢).

Assim, se tomarmos fy < f; tais que supp ¢ <R x [fy, f1],

[(Lut, )| = [(Lu, )| = {1, "Lope)| < || "Lpe| o - 1 2elI11 (supppe)

C 1 pre C
<— lu(x, t)|dxdt < —(t — to)(2¢)  sup  |u(x, 1)l
€ Jtyy J—e € |x|<e,te(tg, 1]

Supondo que ¢ é suportada no semiplano inferior ¢ < a, entdo podemos tomar f; = a e u(x, f)
vai se anular no segmento compacto {0} x [fy, f;]. Pela continuidade de u, fazendo € — 0", que
[{Lu,¢)| = 0. Com isso temos Lu =0 em R2\{0}.

Para concluir que Lu = 0 em todo R2, a diferenca é que agora definimos ¢ = Y (2x/e)w(a+

2t/€)(x, t). Ainda vai existir C > 0 tal que || ‘Lope|| < C/e e portanto
(L, )| = KLu, ped| = [u, "Lepe)|

< f f u(x, t) 'Lepe (x, 1) dx dt
[—€,e] x[a—e,a+€]

9 C
<4e sup lul—,
[—e,elx[a—e,a+e] €
que também vai a zero quando € — 0.
Resta verificar que u € singular. De fato, fixado um # < a,
x—0*
w(x, i) =vVx . ux(x,to) =1/2vx 00

e concluimos que o suporte singular de u é toda a semirreta x =0, ¢ < a.
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3.3.2 Casos em que L é G.H.

Estes sdo os casos em que a imagem da primitiva B € um aberto, e assim b~1(0) é vazio ou
suas componentes conexas sao compactas.

Roteiro da demonstracao: vamos cobrir o dominio (R%) com retangulos abertos R tais que:
e Llgu=0 = ue€>*R).
o L é €¢*-resoltvel em cada R.

De forma que, dada u € 2'(R?) com Lu = fife E°(R?), poderemos tomar v € €°°(R) tal que
L|grv = f|g, entdo concluir que L|r(ulg — v) =0, ulr — v € €°°(R) e portanto u|r € €*°(R).

Solugdes de Lu =0 s3o suaves

Seja R = (xg4,xp) x (14, tp) um retangulo tal que b(z,;) > 0 e b(fp) > 0. Afirmo que toda
solucdo de Lu = 0 em R é suave. Mais do que isso, toda solugdo serd da forma f(z) para

alguma f holomorfa na imagem de z.

Encontrando a f

Por B ser mondtona, B((Z,, t)) é um intervalo, e este intervalo é aberto devido a condicdo
de que b(t;) #0 e b(tp) # 0 (lembrando que b ndo muda de sinal).

Sejam 74,7, tais que B((g, b)) = (T4, Tp). Seja f: €°((xa, Xp) * (T4, 7)) — C 0 funcional
linear dado por

(f(x,1),p(x,7)) = (ulx, 1), b(t)p(x, B(1)) 3.2)

A funcgdo (x, t) — ¢(x, B(t)) tem suporte compacto: pois, se (xj, ;) € uma sequéncia que
tende para a fronteira de (x4, xp) % (4, tp), entdo (x,, B(t,)) escapa para a fronteira de (x4, xp) x
(T4, Tp), € portanto ¢(x,, B(t,)) € zero para todo n grande.

Com isto, podemos ver que f é uma distribuicao em (x4, xp) x (74, Tp). Afirmacao:

o 0 B
(E— a)f(x,‘r)—O.

De fato: denotando por ¢, ¢}, as derivadas parciais de ¢ em relacao a primeira e segunda

variavel,

(0:f(x,1),p(x, 1)) = f(x,T), =2 (x,7) ) = (u(x, 1), =b(H) 2 (x, B(1)))
= (u(x,1),-0(p(x, B(1))) = (us, p(x, B(1))) = (ib(D) ux, p(x, B(1)))
=(u,—ib(1)p1(x, B(1)) = {f(x, 1), —ih1 (x, 7)) = (i0x f (x,T),p(x,T) ).

Ou seja, 0 f =10, f. Isto implica que f(x,7) € uma funcao holomorfa em relacado a variavel

complexa z = x + it. Em particular, f € €°((x4, Xp) X (T4, Tp))-
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Reduzindo o problema aos zeros n&o-isolados

Seja v =u— f(x+iB(t)). Nosso objetivo agora é mostrar que v = 0.

Afirmacado: o suporte da distribuicdo v = v(x, t) estd contido no conjunto (x4, xp) x F, onde
F é o conjunto dos zeros nao-isolados de b em (zg, ).

Devido a regularidade de u na variavel ¢ (regularidade parcial) existe, para cada ¢ €

67 ((xq, Xp)), uma funcdo suave Uy, : (f4, 1) — C tal que

Ip
(ulx, t),¢(x)w(t)>=ft Up(00(1)dt, VO € 67 ((ta, th)-

Estamos usando a letra 0 para a funcado-teste em relacdo a ¢ porque ¥ serd uma func¢ao-teste
em relacao a variavel 7.
Afirmagcdo: para qualquer ¢ € €2°((x,, Xp)) € para qualquer 6 € €5°((#g, t)) com suporte

de 6 contido em F¢, vale a igualdade

(u,</)(x)9(t)):ffRf(x+z’B(t))(/)(x)H(t)dxdt (R = (xg, Xp) x (Lg, tp)).

Para que isto seja verdade, € suficiente que

ty 73 . Xp
f Fp(B1)O(D) dt = f Up(D0(D) dt,  fp(r) = f £, 1)O(x) dx
ta ta Xa

Antes de mostrar isto, vamos examinar um pouco o comportamento de B no aberto F¢, que

carrega o suporte da 6.

e Em cada componente conexa I de F¢, B é um homeomorfismo sobre B(I) e ambos sdao

intervalos abertos.
¢ Naverdade, B(F¢) é aberto e B ¢ homeomorfismo de F¢ em B(F°).

* B(F) e B(F°) sao complementares em (f,, t;), mesmo que B ndo seja injetiva. Em

particular, B(F) é fechado.
e B(F) tem medida nula (Teorema de Sard).

e Em cada B(I), componente de B(F¢), B~! é suave exceto em um ntimero finito de

pontos.

e Ainversa de B, B~!, é bem-definida (exceto no fechado de medida nula B(F)) e absolu-

tamente continua em compactos contidos em B(F¢).

Como consequéncia destes fatos, a derivada (B‘l)' no aberto B(F¢) é uma funcdo localmente
Lebesgue-integravel. Com isso, faz sentido a seguinte mudanga de varidveis quando 6 é
funcao-teste em F°¢:
1
@O(B™' (1)) ————— dr. (3.3)

—_———
dB~1(t)

chf(p(B(t))H(t) dt =

B(F°)
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Por outro lado, da maneira com que f foi definida (3.2) temos que, para toda v €
6 ((Tar D),
tp Tp
f Ugp()b(D)y(B(1)) :f fo(@y(z)dr dt. (3.4)
ta Ta

Em particular, se

w(T) :9(3_1(T))b =0(B7'm)(B™Y) (»)

b(B~'()

for uma funcao-teste em (74, 7}), entdao
tp iy
f Ug(1)0(1) dt:f Ugp()b(D)y(B(1)) dt
ta Iq

Tp
f fo@y () deF f(p(B(l‘))H(l‘) dt.
Ta ¢

Esta igualdade é a que precisamos para mostrar que v € suportada em F¢, porém ela precisa
valer para 6 € €°(F¢) arbitrdria, mas por enquanto s6 sabemos que vale quando ¥ é uma
funcao-teste. Em geral, ¥ serd apenas uma funcao de suporte compacto em B(F¢), suave
exceto em um nimero finito de singularidades e L! ao redor destas singularidades.

Afirmo que a igualdade vale para qualquer ¥ Lebesgue-integravel de suporte com-
pacto contido em F*.

De fato, tome uma sequéncia 1, de funcdes-teste que converge no sentido de L! para v,
todas suportadas em um mesmo compacto K c F°. Podemos supor que a sequéncia ¥, (1)
(ap6s passagem para uma subsequéncia, se necessario) ¢ dominada uniformemente por

alguma g = 0 L! suportada em K.
Tp Tp Th
f fo@y(r)dr = r}gxl f fo(@yy, (1) dr = lim f Up () b()y »(B(2)) dt.
Ta ©Jr, n—oo jz,
Mas |b(f)y ,(B(1))| € dominada por b(f)g(B(f)), e esta é L!:
fb(t)g(B(t))dt:fg(T) dr < oo

e com isso podemos concluir que a igualdade (3.4) é valida para qualquer v LL(F°), portanto

v é suportada em (x4, xp) x F.

Resolvendo o problema dos zeros ndo-isolados
Sabendo que o suporte de v = u — f(x + i B(#)) estd contido no conjunto t € F, resta-nos
mostrar que v = 0. De fato,
Lv=Lu-Lf(x+iB(1))=0+0,
(pois f é holomorfa em relacdo a z = x + iB(f)) o que implica
v, =ib(t)v, =0,

onde a ultima igualdade é em virtude de b(t) ser zero de maneira flat no suporte da v.
Como v; =0, v = i(x). E facil ver que 7 =0 (bastando escolher ¢ ¢ F).
Conclusao: no retangulo aberto R = (x4, xp) x (f4, tp), toda solucdo de Lu = 0 homogénea

é da forma f(z) para z = x+ i B(#) e f holomorfa em (x4, Xp) x B((a, tp)).
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Sobre a resolubilidade de L em retangulos

Em (BERHANU et al.,[2008, p. 153) vemos que, dada f € €°(R?) e supondo que b(#) ndo

assume sinais opostos na faixa [- T, T], existe u € €°(R x (- T, T)) tal que Lu = f, dada pela

NI

onde f é a transformada de Fourier na varidvel x de f,

formula

u(x, r) = !X+ BO=BENEF(¢ ) ds dE,

1
27

f&n =f e” % f(x, 1) dx.
R

Se R é um retangulo aberto em R?, R = (x4, xp) % (f4, tp) com b(t,) e b(t,) ndo-nulos, e
fe € (R), isto significa que podemos estender f para uma funcao em €2° (R?) sem alterar

seus valores em R, e tomar uma solu¢do u de Lu = f em R.

3.4 Resumo do caso tubo

TEOREMA 1. Seja
L= 9_ (a() + ib(t))i
"~ ot 0x

campo vetorial em R?, com a, b fungdes € a valores reais. Entdo L é G.H. se e somente se b

ndo muda de sinal e b~1(0) é vazio ou possui somente componentes conexas compactas.
Comentarios:
1. L=0,—it*d, é globalmente hipoelitico (na verdade hipoelitico) < k par positivo.

2. Possibilidades do caso b= 0: Se Z = b~1({0}) ndo tiver nenhuma componente conexa
ilimitada, L é globalmente hipoelitico. Se além disso Z ndo tiver nenhuma componente

conexa com mais de um ponto, L é hipoelitico. Se além disso Z for vazio, L é elitico.
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4 Campos reais e essencialmente reais

4.1 Caso real

Seja
L=A(x,1) 9 + B(x,1) 9
T ot " ox

com A, B:R? — R infinitamente diferencidveis e com L # 0 em todo (x, £).

Para fins de analisar a hipoeliticidade global de L real, sempre podemos supor que L é
completo, isto é, que para cada ponto p € R? a curva integral y(s) com y(0) = p se estende
para todo s € R. Isto é devido a seguinte proposic¢ao, parafraseada do livro-texto de |Godbillon
(1983} p.11).

PROPOSICAO 4.1. Seja L um campo vetorial real €°° na variedade paracompacta Q). Entdo

existe [ > 0 suave que faz com que f L seja um campo completo.

DEFINIGAO 4.1. Uma aplicagdo continua entre espagos topolégicos é dita propria quando a

imagem inversa de todo compacto é compacta.

Prova da proposi¢dao. Em virtude da paracompacidade de €2, é possivel tomar uma g € €°(Q)
estritamente positiva e prépria. Por exemplo, se Q = R?, podemos tomar g(x, t) = x> + > + 1.
Para o caso geral, hd uma demonstracao no livro-texto de|Guillemin e Pollack (1974, p. 53).
Defina f(x, ) = e~ (L& o sejaL= fL.

Afirmo que L éum campo completo. De fato, sejay : [0, T) — Q um raio de curva integral

de L, com 0 < T < co. Afirmo que y pode ser estendida de forma a aumentar T.

(goy)' (1) = F(y(1) Lg(y(n) = e EYOF Lg(y(p)).

Temos que

|(goy) ()] < sup ée_‘tz) <00,
CeR

e assim goy([0, T)) é um intervalo limitado em R e, aplicando a pré-imagem g~!, podemos
concluir que y ([0, 7)) estd contida em um compacto em Q. Por propriedades conhecidas de
E.D.O., podemos estender o intervalo de parametros de y aumentando T.

Para raios de curva integral da forma y : (—T,0] — Q, basta mostrar (de maneira anédloga)

que as curvas integrais de —L também se estendem até o parametro infinito. O
DEFINIGAO 4.2. Diremos que uma orbital de L é boa se:
(i) T é um conjunto fechado em R?.

(ii) R?\T é desconexo, com precisamente duas componentes.
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Perguntas:
1. Todo campo real ndo-singular tem alguma 6rbita boa?

2. Se existe uma 6rbita boa T', a funcéo caracteristica de uma das componentes de R?\T é

uma solucao singular ?

4.1.1 Nota sobre a compactificacdo de um ponto

Se M é uma variedade Hausdorff e nao-compacta, podemos definir um conjunto M, =
M U {oo}, onde oo é 0 nome de um elemento novo que nao pertence a M.

Tome a seguinte classe de conjuntos como topologia em M, :
* Abertos de M quaisquer.

e Conjuntos da forma U U {oo}, onde U é um aberto de M que tenha complemento

compacto.

M,, dotada desta topologia, é chamada de compactificacdao de um ponto ou compactificacdao
de Alexandroff de M, é compacto. M, é Hausdorff (podemos separar pontos do infinito
tomando uma bola aberta na carta local). Se M é conexa, entao M, também €é conexa (em
virtude de M ser ndao-compacto e conexo).

Os seguintes fatos serdo usados: a compactificacdo de um ponto do plano é homeomorfa
a esfera S? (pela projecdo estereografica) e a compactificacdo de um ponto de um intervalo

(a,b) é homeomorfaa S'.

412 Orbitas com a e w-limites vazios sio boas

Suponha que uma 6rbita I' = y(R) tenha as seguintes propriedades:
lim |[ys)[| =00 e lim_[ly(s)[|=oo.

Em outras palavras, y vem do infinito e vai para o infinito. Isto equivale a dizer que a aplicacao
Y € prépria, bastando observar que a imagem inversa de fechados é fechada e que a imagem
inversa de conjuntos limitados serd limitada.

E facil ver, com argumentos usuais de compacidade, que toda 6rbita com a-limite e
w-limite vazios é propria e vice-versa.

Tome as compactificacdes de um ponto de R e de R>. Podemos estender y para uma
aplicacdo y, de R, em R?, definindo y,.(co) = oo. E facil ver que tal aplicagdo é continua. Além
disso, a imagem de y, é fechada em R2, por ser um compacto em espaco Hausdorff. Isto
implica que a imagem de y é um fechado em R?. Também sabemos que y (também y,) ndo é
sobrejetora pois, se fosse, poderiamos construir um homeomorfismo entre S? e S'.

Afirmagao: y, divide R2 em duas partes. Para verificar isto, remova um ponto p, € R2

pelo qual y ndo passa. O espaco resultante R2\{po} ¢ homeomorfo a um plano, pela projegao
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estereografica com py fazendo a funcao do infinito. Seja I', = I' U {oo}. Pelo teorema da curva
de Jordan, (Ri\{ po}) \I', tem duas componentes conexas, U; e U, ambas abertas em Rﬁ\{ Pol.
Um desses abertos (seja o U;) tem fecho compacto com fronteira I',. Este fecho ndo toca
{po}, que é a fronteira de R\{py}. Afirmo sem demonstrar que {U;, U, U {po}} é uma cisdo
néo-trivial de R?\T',. Como R2\T,, é igual a R?\T,, fica provado que T divide o plano em duas

partes.

4.1.3 Orbitas fechadas s3o boas

SejaT = y(R) uma 6rbita que é um conjunto fechado em R?. T é subvariedade mergulhada
de R? (BERHANU et al.,|2008, p. 108, Cor. III.1.12). Como y néo pode ser um ciclo (campos
reais ndo-singulares nao possuem ciclos) y € injetiva e, portanto, € um homeomorfismo sobre
a sua imagem. Em particular, y é aplicacdo prépria: se K < R?> é um compacto, Y~ (K) é

compacto. Isto implica que a(y) e w(y) sao vazios, e portanto y é boa.

414 L somente admite 6rbitas boas

Suponha que L admita uma 6rbita ndo-fechada I" = y(R). Entdo (GODBILLON, 1983, Prop.
2.10, p. 17-18) existira uma curva fechada que é transversal a L em cada ponto e intersecta I'.
Pelo teorema da curva de Jordan, tal transversal divide o plano em duas partes, chamadas a
partir de agora de dentro e fora, onde o lado de dentro é aquele que é limitado. O campo L,
em relacdo a transversal fechada, aponta sempre uniformemente para dentro ou para fora,
por um argumento envolvendo continuidade e compacidade. Come¢ando em um ponto p
da transversal, uma das semi-6rbitas de p aponta para dentro e portanto, pelo teorema de
Poincaré-Bendixson, implicard na existéncia de um ponto singular ou um ciclo na parte de

dentro, mas isto contradiz a hipétese de que L é nao-singular em R?.

4.1.5 Construcdo da solucdo singular

PROPOSICAO 4.2. Seja u:Q — R uma fungdo constante em cada orbita de Sussmann de um
campo vetorial complexo L € X(Q), onde Q é um aberto deR?. Supondo que u seja limitada
e mensurdvel (de forma a fazer sentido como distribuigcdo e como elemento de L*°(Q2)), entdo
Lu=0.

Demonstragdo. Como u é real e RL, 3L sdo campos vetoriais reais, (RL)u e (3L) u sdo fungoes

que assumem somente valores reais e
Lu=MRL+iSLu .. RLu)=RLu e (SLu=SS(Lu).

Desta forma, para mostrar que Lu = 0, basta mostrar que RLu=0e SLu = 0.
Seja M € {RL,3L}. Para mostrar que Mu = 0, podemos supor sem perda de generali-

dade que as curvas integrais de M sejam todas definidas com parametro em (—o0,00) (ver a
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proposicaof4.I). Seja
o: OxR — Q

(%0, 0, 8) — (x,1) = D(xg, o, $)
o fluxo de M e seja, para cada s € R, ®;: Q — Q o difeomorfismo (que preserva orientacao)

definido por ®(xy, fy) = P(s, xo, tH). Como u é constante nas Orbitas, temos © o ®s = u para
todo s € R. Dado 0 € 6€:°(€2), denote 05 = 0 o Dy

d O(xg, ty) = d 0(D(xo, Ly, S))
dS o s\AQy L0) — ds o 0, L0»

= dO|o(xy, 1,0)[DP (X0, 0,0)[0,0,11)] = dO|(x,, 1) [M|(xy,20)] = MO (X0, 1o).

Afirmo que, ao denotarmos ug = uo @y,

d
<Mu,9> = — <u5)6>
ds s=0

e assim, como temos da hipotese que u; = u para todo s, valerd Mu = 0. Ao tomarmos u;

como distribuicao e fazermos a mudanca de varidveis na integral, vemos que
<u3y6> = <u, (detDcD(—s))e(—s)>

e ses#0,

N S

< Us — u’9> _ <u’ (deth)(—S))e(_s) _9>-

O limite ponto-a-ponto das funcdes-teste a direita, quando s — 0, é

(detD(D(_s))H_s _9 d
m —

li

s—0 S S

(d
ds

(detD® ()05 =
s=0

d
Oi_g|detD®_g) + | —
(s)) e (~0) (ds

deth)(—s))e(—O)
s=0 s=0

=-M0O+

S1s=0

detD(D(_s))B 4.1)

A derivada do determinante pode ser calculada usando a férmula de Jacobi: seja A(s) =

D®_g (x,t) (a matriz jacobiana do fluxo no parametro —s) e entdo

ds

detA(s) = tr((adj A(0))A’ (0)) =trA'(0)
N’

=1

s=0

Sejam (x, t) = P(p, g, ) ou, equivalentemente, (p, q) = P(x, £, —s). Sejam também m; (x, ) =

Mx e my(x,t) = Mt, de forma que M = m, (x, t)0, + ma(x, t)0;. Da definicao de fluxo,

op _ 0q _
s = m1(P, CI), Os - mz(p’ q)
e entao
op 0 o 0 f) i
A =2 3—7) . A= |0 T :—(a[ml(w)l slmi(p, @)
. ) 0
a ot 5o awr axm2(p, D1 5ilm2(p, @)
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mas em s =0 temos (p, g) = (x, t) e portanto

0 0
trA’(0) = — aml(x, )+ amz(x, | =-divM.

Assim, de (4.1), vale o limite ponto-a-ponto de funcoes

lim (detDCD(_S))H -0

=-M¢p-¢pdivM = ‘M.
s—0 S

Resta mostrar que este limite converge no sentido L!: suponha que 6 € €°(Q) é de valores
reais (como u é real, s6 precisamos examinar fungoes-testes reais) e entao, pelo teorema do

valor médio,

' [dethD(_s)H(_s) - 9] (x,1) ‘ _
N

d
ds

e S:(f(detDCD(_s)H(_s))(x, l‘)‘ (¢ entre O e s)

Seja K o compacto ®(suppf x [-1,1]). O suporte de 0(_g), com s € [—1,1] qualquer, estd
contido em K: pois se (x, f) ¢ K entdo ®(x, t,—s) € suppf, logo 0_;(x, ) = 0. Seja C = n(K)

onde 7 : Q xR — Q é a projecdo canodnica e entdo teremos, para todo s € [-1,1],

’ [detD® g0 5](x, ) —0(x, 1)

d
S a(detDQ(_s)H(_s))(x, 1)

' = (xco)(x, 1) sup

(x,t,8)eK
que est4d em L! (Q), suficiente para mostrar a convergéncia dominada e o resultado desejado.
O

OBSERVACAO 4.1. Esta proposi¢do pode ser generalizada para dimensoes maiores que dois.

PROPOSIGAO 4.3. Seja u a fungdo caracteristica de um conjunto mensurdvel X c R* de medida
positiva tal que o complemento X¢ = R?\ X também tenha medida positiva. Entdo u ¢ €°°(R?)

(como distribuicdo).

Demonstracdo. E claro que a funcio u é descontinua, pois #(R?) é o conjunto {0, 1}, que ndo
é conexo enquanto R? é conexo. Mas precisamos mostrar um pouco mais do que isto, pois u
é considerada como distribuicao (em particular, u € L°(R2)) e seu valor é definido a menos
de conjuntos de medida nula.

Afirmo que u é descontinua, mesmo ap6s modificarmos u em qualquer conjunto de
medida nula. De fato, seja @ igual a u, exceto em um conjunto E de medida nula. Considere
aimagem inversa ii~1(C\{0,1}). Pela lei do terceiro excluido, este conjunto é aberto ou ndo-
aberto. No primeiro caso ele é vazio, por ser um aberto contido em E (de medida nula) assim
i1(R?) = {0, 1} e concluimos que it nao é continua. No segundo caso, & também ndo é continua,

pois aimagem inversa de um aberto deveria ser aberta. O

TEOREMA 2. Seja L um campo real néo-singular em R?. L ndio é G.H.
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Demonstrag¢do. Vimos que toda 6rbita de L é um conjunto fechado que divide o plano em
duas partes. Fixe uma érbita I' e seja U uma das componentes conexas de R’\I'. U é um
aberto em R?, por ser uma componente conexa de duas no aberto R’\T'. Além disso U é
L-invariante: pois dado p € U, a 6rbita de p é um conexo em R?\T" e portanto estd contida em
uma das componentes, que s6 pode ser U. Tomando u = yy, temos Lu =0 em razao de u ser
constante nas orbitas (proposicao mas também, pela proposicao u¢ €°[R?). O

42 (Caso essencialmente real

TEOREMA 3. Seja L um campo vetorial complexo essencialmente real e ndo-singular, isto é, um
campo em que a parte real e a parte imagindria sao L.D. em cada ponto, mas sem jamais se

anularem ao mesmo tempo. L ndo é globalmente hipoelitico.

Demonstragdo. Ja sabemos (teoremalf2) que isto é verdade no caso em que L é real. Entao
serd suficiente mostrarmos que L pode ser multiplicada por alguma funcio g € € (R?), que
nio se anula em nenhum ponto, de forma que gL seja um campo real. Dado p € R?, sejam
vy = (a, b) e vo = (c, d) as partes real e imagindria de L|,, vistas como vetores de R2. Por serem

vetores reais linearmente dependentes, existe algum par de nimeros reais
(A1,A2) #(0,0) tal que A1vy + v =0.

tal propriedade, escrita de outra forma, é equivalente a

Ma+2Azc =0 o (a c) (ﬂtl) _ (0)

Mb+Ad =0 \b d]{A) \0
e podemos argumentar pelo teorema do nticleo e da imagem que o conjunto dos (1;,1,) com
essa propriedade é um subespaco vetorial de dimensio um de R?.

Se tratarmos o par (11, A2) como coordenadas homogéneas, isto define um tinico elemento
f(p) =[A1, 2] nareta projetiva.

A aplicacio f :R? — RP! é 6€° : tomando como referéncia um ponto inicial py, um dos
dois vetores RL|,,, SL|p, serd ndo-nulo. Chame de M a parte (real ou imaginaria) de L que €
ndo-nula em py. Por continuidade, M também serd ndo-nula em algum aberto que envolve
po. Denomine (a(p), b(p)) o par das coordenadas de M visto como vetor, ambas € em

relacdo a p. Uma dessas (suponha que é a) serd ndao-nula em py, e restringindo o aberto

podemos supor que ela é sempre ndo-nula. Assim, perto de py, temos

—-b(p)
alp)’

f(p)=1-b(p),alp)] = [

e isto é claramente suave se considerarmos a carta [x, 1] — x, conforme a construcao usual da

variedade RP!. Se b for ndo-nula, o argumento é analogo.



4.2. Caso essencialmente real 39

Seja 7 : S — RP! a projecdo candnica do circulo unitdrio na reta projetiva. 7 é um

recobrimento e, por argumentos usuais de topologia, existe funcdo continua
f:R*— sk

tal que o f = f. Tal funcéo é suave, pois a projecio candnica 7 admite inversas locais suaves.
Chame f(p) = (A1(p), A2(p)). Se definirmos g = A, + i,

gL = Ao+ iA)RL+ISL) = ARL+iASL+iARL- AL

= LRL- A SL+ i(AMRL+A3TL),

que é campo real nao-singular e portanto gL ndo é globalmente hipoelitico, nem L. O
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5 Campos complexos, caso ndo-transitivo

Consideraremos aqui campos vetoriais complexos nao-singulares
L: 6 (R?*) — €™ (R?)

com mais de uma orbita de Sussmann (nao-transitivos), que nao sejam essencialmente reais.
Ou seja, em algum ponto RL e SL sdo linearmente independentes, e portanto a L-6rbita que
contém este ponto é de dimensdo dois. Como existe mais de uma 6rbita, isto vai implicar a
existéncia de o6rbitas de dimensao um: pois se todas as 6rbitas fossem de dimensao dois, R?
se decomporia como uma uniao disjunta de abertos ndo-triviais, coisa impossivel em virtude

de sua conexidade.

51 O caso bom

Estes sdo os casos em que podemos achar uma solucao singular que é simplesmente a
funcao caracteristica de algum conjunto L-invariante, concluindo que u nao é G.H.
Suponha que L é campo vetorial complexo possuindo ao menos uma 6rbita Q2 de dimen-
sdo dois. Se o complementar R?\Q possuir medida ndo-nula, entdo podemos definir
1, se(x,t)eQ;

ulx, t) =
0, caso contrario.

Pela proposi(;éo Lu=0epela proposigéo u¢ € ([R?).

5.1.1 Quando podemos garantir o caso bom?

Considere as Orbitas de dimensao um de L. Por Sussmann| (1973), toda é6rbita é uma
subvariedade imersa €°°, sem bordo e conexa por caminhos. Além disso, é sabido (BERHANU
et al., 2008, Lema II1.1.8, p. 106) que toda 6rbita de Sussmann é segundo-enumeravel. Pela
classificacao de variedades de dimensdao um (ver Gale (1987) para uma demonstragao) as
6rbitas de dimensdo um deverio ser cépias imersas de S' ou de R. O primeiro caso é uma
curva de Jordan: se houver uma 6rbita deste tipo, ela vai dividir o plano em duas partes
conexas (e abertas) com medida positiva, de forma que a 6rbita de dimensao 2 estd contida
em somente uma delas (e portanto é “boa”).

No segundo caso, vamos primeiro supor que a 6rbita é fechada. Entdo (BERHANU et al.,
2008, Cor. I11.1.12, p. 108) podemos tomar m : R — R? um mergulho tal que m(R) é a érbita.
Afirmo que m é uma aplicacao prépria. De fato, se K c R? é compacto, entdo a interseccdo
K nm(R) é compacta (pois m(R) é fechado). Em virtude de m ser mergulho, m™! (K n m(R)) é

compacto em R. De modo analogo ao que fizemos na se¢ao[4.1] (usando a compactificagao de
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um ponto) podemos ver que nossa orbita divide o plano em duas, e assim estamos no caso
bom e L ndo é G.H.
Veremos em breve que a existéncia de qualquer 6rbita de dimensao um que seja mergu-

lhada ja garante que estejamos no caso bom.

5.2 O caso remanescente: L essencialmente transitivo

Nos resta examinar campos L ndo-transitivos, ndo-singulares com as seguintes proprieda-

des:
e Uma das 6rbitas de L, e somente uma, Q < R?, tem dimensao 2.
e O complemento A = Q¢ = 0Q é ndo-vazio, mas tem medida nula.

Com estas condic¢oes, ndo pode haver nenhuma 6rbita de dimensdo um que seja um conjunto
fechado: tal 6rbita, se fosse um ciclo, dividiria o plano em duas partes de medida nao-nula; se
nao fosse um ciclo, de acordo com o argumento usado no estudo de campos reais (subsecao
também dividiria o plano em dois.

O conjunto A é fechado e L-invariante por ser o complemento de uma 6rbita aberta.

5.2.1 Algumas propriedades

PROPOSIGAO 5.1. Cada componente conexa por caminhos de A consiste de precisamente uma

orbita.

Demonstra¢do. Suponha que a : [0,1] — A é um caminho continuo com a(0) e a(1) em
6rbitas diferentes.

Subdividindo o intervalo, podemos encontrar um parametro sy tal que a(s) muda de
6rbita sempre que o parametro s varia em qualquer vizinhanca de sp.

Seja M a parte real ou imagindria de L, desde que esta seja ndo-nula em pg = a(sg), € tome
coordenadas locais € (¢, 1) definidas perto de py, em relacdo as quais o campo M se reduz
a 0;. Tome uma vizinhanca Vj de py que seja retangular em relacdo a (¢, 1), e nesta A vai ser
uma uniao de segmentos paralelas do tipo ¢ = cte. Como esta tem medida nula (a mudancga
para coordenadas locais é um difeomorfismo € e preserva medida nula) a projecao de
0A NV no eixo dos ¢ tem interior vazio.

Mas o caminho @, quando o parametro estd préoximo o bastante de sy, estd contido
em 0Q) NV e muda de 6rbita, logo a sua coordenada ¢ nao é constante, e a sua projecao
na coordenada ¢ contém um intervalo (o,¢1), o que contradiz a conclusdo do paragrafo

anterior. O

Em particular, isto implica que nenhuma componente conexa por caminhos de 0Q é
fechada.
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PROPOSICAO 5.2. A unido de duas érbitas quaisquer de A néo é um fechado.

Demonstrag¢do. Tome duas 6rbitas I'; e I';, em A e suponha que a unido I'y UT';, seja fechada.
Como cada uma delas é nao-fechada, o fecho de cada uma delas contém algum ponto da
outra. Mas ambas sdo L-invariantes, logo o fecho de cada uma delas também o é, tendo que
conter inteiramente a outra 6rbita. TemosT; = UT, = T5.

Consideremos isto localmente: tome uma vizinhanca de qualquer ponto de I'y UT',, tal
vizinhanca sendo retangular em relacdo a coordenadas locais (¢, 7) que retificam I' naquela
regido. I'; e I'y (na carta local) serdo, cada uma, uma unido no maximo enumerdvel de
segmentos paralelos, e a unido de ambos serd fechada. Nenhum destes segmentos podera ser
isolado, pois se um dado segmento estiver em I';, pode ser aproximado por segmentos de I'y
e vice-versa. Projetando a unido I'y UT'; em um segmento de reta transversal, obtemos um
conjunto enumeravel perfeito (um fechado sem pontos isolados) neste segmento.

Mas € sabido que tal coisa ndo existe: pois um conjunto F fechado e enumerdvel é um
espac¢o métrico completo, e portanto (pelo teorema da categoria de Baire) um dos pontos
dele, considerado como subconjunto, sempre terd interior ndo-vazio na topologia de F, o que

significa ser um ponto isolado. O
PROPOSICAO 5.3. A unido de uma quantidade finita de orbitas de A néo pode ser fechada.

Demonstragdo. Seja n a quantidade de 6rbitas a ser unida. Suponha que vale a proposicao
quando n = ny, e agora devemos mostrar para n = np + 1. Seja Fy a unido das primeiras
no oOrbitas, e I';; a 6rbita restante. Ambos Fy e I';; sdo nao-fechados e disjuntos. Supondo
por absurdo que Fy U, seja fechado, o fecho de Fy devera ser Fy uUT;,. Como F (visto em
coordenadas locais apropriadamente escolhidas) € uma unido enumerdavel de segmentos
paralelos, e I';, também o é, podemos repetir o argumento da demonstracao anterior para

concluir que Fy uT',, ndo é fechado. O
PROPOSICAO 5.4. Cada L-6rbita contida em A é ilimitada.

Demonstra¢do. Tome por absurdo uma 6rbita I'y < A limitada. O fecho de I'y é compacto,
logo ele contém um conjunto L-minimal, isto é, um fechado L-invariante C que ndo contém
nenhum outro fechado L-invariante menor, exceto o vazio. O jeito usual de encontrar C é
usando o lema de Zorn, em conjuncao com a propriedade da interseccao finita do compacto
To.

Podemos tomar um mergulho préprio e suave F : R> — U < T? do plano em um aberto U
do toro, com U o interior de uma cépia mergulhada do retangulo [0, 1]?, e assim jogar nosso
problema para uma superficie compacta.

O campo F(L) ndo é definido em todo o toro, mas o conjunto que nos interessa — F(C) —
tem distancia positiva da fronteira de U, assim podemos “cortar suave e estender” F(L), sem

modificd-lo na proximidade de F(C), para obter um campo M definido em todo T2.
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Desta forma pode-se confirmar que F(C) é um conjunto minimal de M. PorHounie|(1981),
F(C) sera uma 6rbita periédica contida em T ouum ponto singular, mas ambos os casos

(ap6s voltar para R? por F~!) contradizem as hipéteses do caso que estamos estudando. [

Em geral, ao tomarmos uma L-6rbita de dimensao um, pela classificacdo de variedades
ela serd um mergulho de S! ou imersdo de R. No segundo caso, ao remover um ponto p a
6rbita se divide em duas e vamos chamar os raios que se formam, junto com o ponto-base p,
de semidrbitas.

PROPOSICAO 5.5. Cada semiorbita de dimensdo um contida em A é ilimitada.

Demonstragdo. Dado pg € A, sejaT a 6rbita passando por py. Podemos tomar uma parame-
trizacdo injetiva e regular y : R — I'. Podemos ainda supor que y(0) = py.

Afirmacgdo: os fechados

oy)= [ y(IMoo) e am= [ y((~oo M])
MEe[0,00) MEe(—00,0)

sdo ambos conjuntos L-invariantes. Para mostrar isto, basta mostrar que cada um deles é
R L-invariante e também JL-invariante. De fato, seja M um dentre RL e 3L, arbitrariamente
escolhido. Pela proposi¢do[4.1} podemos tomar f suave e estritamente positiva tal que o fluxo
por um parametro ¢, ¢¢ de f M seja globalmente definido para todo ¢ € R. As 6rbitas de M e
f M coincidem, logo se w(y) (a(y)) for f M-invariante, também serd M-invariante.
Seja poo E W(Y) €
p1="7(s1), p2 =7(s2),...

uma sequéncia de pontos em I' tal que p;, — poo, com s, — oo quando n — co. Dado ¢ € R,

sejam 01,02,... 0s pardmetros da sequéncia ¢:(p,), ou seja,

Pe(p1) =y(01), e (p2) =y(02),....

A sequéncia dos ¢¢(p,) converge para ¢¢ (poo), por continuidade do fluxo. Resta mostrar que
01,02,...— o0o. Observe que 0, = ()f‘l o oy)(sy), para n € N.

Afirmagdo: Y~ o s oy : R — R é estritamente crescente. Considere o diagrama abaixo:

D:(&,p)—s
R x R2 & p)—=de(p) R2
(gOO
o] |
RxI —2. T
I[RZXYI YI
RxR B R

onde ® é o fluxode fM e i :T' — R? é a inclusdo, que é uma imersdao €*°. A é uma restricao

de ® aT, que pode ser feita em duas etapas: primeiro a restricio do dominio a R x T, e isto
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serd suave em virtude de ser a composicao de duas flechas suaves no diagrama acima. Em
seguida, a restricdo do contra-dominio para I'. Em virtude de I' ser fracamente mergulhada
(BERHANU et al., 2008, Prop. III.1.9, p. 107) A é uma aplicagdo €°°. Mas y e Ig xy sao
difeomorfismos €*°, logo concluimos que B é €°.

Temos que

Fg:p—BE,p) =y ogoy

é uma familia de fun¢des €°° de R em R, também ¢*° em relacdo ao parametro ¢ e por termos
F_¢=F; !, cada uma delas é um difeomorfismo. Como F;(0) = 1 (pois F, é a identidade) e
F é (0) varia continuamente em relacdo a ¢ sem nunca poder se anular, F, é (0) >0 paratodo ¢ € R.
Isto basta para vermos que F; é uma funcdo estritamente crescente e portanto a sequéncia
0 = F¢(sy) vai ao infinito.

Por analogia, a(y) é L-invariante.

Se a(y) ou w(y) for limitada, entdo o seu fecho é um compacto L-invariante e portanto

conteria 6rbitas limitadas, mas ja sabemos da proposicao|5.4/que este ndo é o caso. O

Um paréntese sobre caminhos poligonais

PROPOSICAO 5.6. Sejam py,..., p, pontos no plano. Apos uma perturbagdo arbitrariamente

pequena, o poligono formado pelas arestas pop1, p1p2, até Pn—1pn € depois p, po ndo terd

nenhuma aresta paralela a nenhuma outra, nem terd arestas nulas.

Demonstmgda. As arestas podem Ser representadas como vetores:

ar=pi1—po,a2=p2—pPi1,---,4n = Pn— Pn-1,n+1 = Po — Pn-

Afirmacdo: podemos perturbar um pouco a posi¢dao dos pontos p; até p,_; de forma que

nenhuma aresta seja nula, e nenhuma aresta sejam paralela a nenhuma outra. De fato, seja

P(ay,...,an,a,41) = H det[a;, a;].
1<i<j<n+1
Isto é um polindmio em relacao a py, ..., p, que vale zero se e somente se algum par distinto
de arestas é paralelo, ou também se alguma aresta é nula. O conjunto dos zeros de um
polindmio nao-trivial tem interior vazio. Mas P é ndo-trivial porque podemos construir um
poligono com qualquer numero de lados que ndo possua arestas paralelas ou degeneradas.
Assim, se P = 0, basta uma perturbacao arbitrariamente pequena dos vértices para obter
P #0. O

PROPOSICAO 5.7. Um poligono contido em U (aberto no plano) continua contido em U apds

qualquer perturbagao suficientemente pequena.

Demonstragdo. Basta observar que um segmento de reta contido em U pode sofrer uma pe-

quena perturbacgdo nos vértices sem deixar de estar contido em U. De fato, por compacidade
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do segmento, podemos cobri-lo com um tinico retangulo aberto paralelo a este e inteiramente
contido em U. Como retangulos sao convexos, podemos perturbar os vértices sem que o
segmento inteiro saia dele. Como um poligono tem somente um nimero finito de vértices e

arestas, podemos tomar um € > 0 para cada aresta e tomar o minimo de todos eles. O

PROPOSICAO 5.8. A perturbagdo da proposi¢aol5.6 ainda pode ser feita, mesmo que fixemos

previamente um vértice ou uma aresta ndo-nula.

Demonstragdo. Basta fixar algumas variaveis na funcdo polinomial P da demonstracao da
proposicdo5.6/e verificar que o conjunto dos zeros (nas varidveis livres que sobrarem) ainda
é ndo-trivial. Seja P a fungdo polinomial obtida apés fixar um vértice (ou aresta) e deixar os
outros como varidveis. Afirmo que o conjunto dos zeros de P ainda é ndo-trivial, e portanto
tem interior vazio. De fato, para ver isto basta construir um poligono a partir do vértice inicial
(ou aresta) que tem o nimero certo de lados e todos os lados sao segmentos ndao-paralelos

entre si. [

DEFINIGAO 5.1. Uma auto-intersec¢do de um caminho « : [0,1] — X (X espaco métrico) é um
par(s,t) €[0,1] x [0,1] com s < t, (s, 8) # (0,1) ea(s) = a(r).

PROPOSICAO 5.9. Seja U um aberto em R?. Um caminho poligonal em U pode ser perturbado,
sem modificar os pontos inicial e final, de forma que tenha somente um numero finito de

auto-intersecgoes.

Demonstragdo. Ideia: perturbar os vértices de a de forma que nenhuma aresta seja paralela
anenhuma outra, e nenhuma aresta seja nula. Se o caminho for fechado, faca isto deixando
fixo o vértice correspondente aos pontos inicial e final. Caso contrdrio, deixe fixa a aresta (que
nao pertence ao caminho «a) ligando o ponto final ao inicial. Pelos axiomas de incidéncia, o

poligono obtido terd um nimero no maximo finito de auto-interseccoes O

PROPOSICAO 5.10. Um caminho a com finitas auto-intersec¢oes admite um subcaminho
B:10,1] — R? (B(0) = a(0), B(1) = a(1)) sem nenhuma auto-interseccdo.

Demonstragdo. Seja a : [0,1] — X (X espaco métrico) o caminho dado pelo enunciado e
sejam

(sl! tl)r (32» t2)) .. -;(Snr tn)

toda as auto-interseccoes de @. Faremos uma inducdo finita em 7. Quando n = 0, a proposicao
é satisfeita trivialmente. Suponha que a proposicdo é verdadeira quando n < ngy, e tome
n=np+ 1. Tomando (s, f) a primeira auto-interseccao, seja f a concatenacao ay * ag, onde
ao é arestricao de a ao subintervalo [0, s] e ag € arestricdo de a a [¢,1]. f é um subcaminho
de a, e afirmo sem demonstrar que § possui no maximo ny auto-intersecc¢oes, de forma
que podemos tomar um y sem nenhuma auto-interseccao, subcaminho de g, provando a

proposicao. O
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Mais algumas propriedades

PROPOSICAO 5.11. Nenhuma L-6rbita contida em A é mergulhada.

Demonstracdo. SejaT uma L-é6rbita mergulhada em R?, contida em Q. Construa um seg-
mento de reta 8 : [0,1] — R?, transversal a " e que a cruza somente uma vez (em um ponto p) e
cujos extremos gy = B(0), g1 = B(1) estdo contidos em ). Pela conexidade por caminhos de Q,
existe um caminho a : [0,1] — Q que comeca em ¢, e termina em ¢y. Podemos tomar @ como
um caminho poligonal. Facamos isto, e a concatenacao 6 = a * # serd um caminho poligonal
que cruza I' somente uma vez. Ao perturbar os vértices de §, podemos garantir que este ndo
possua nenhum par de arestas paralelas e também nenhuma aresta nula, mantendo fixa a
aresta g, . Este procedimento pode ser feito de forma que 6 ainda cruze com I' somente
uma vez, pois o resto do poligono (removendo a aresta gyq; mas mantendo os vértices) € um
compacto e tem distancia positiva de I'. Facamos isto.

Reposicione o ponto-base de § para que tenhamos 6(0) = (1) = p, onde (lembrando)
{p}=Tndb([0,1]).

Em seguida, troque 6 por um sub-caminho que ndo se auto-intercepta. Este novo caminho
ainda cruza I', de maneira transversal, no ponto p e somente nele, e é uma curva de Jordan.
As semiorbitas de I' que comecam no ponto p sdo ambas conexas e (ap0s remover p) jamais
interceptam 9, assim uma delas estd contida na regido limitada que é delimitada por 6. Mas

ja sabemos, por hipdtese, que nenhuma semioérbita é limitada. Contradicao. O
PROPOSICAO 5.12. A uinica L-orbita de dimensdo dois, Q), é simplesmente conexa.

Demonstrag¢do. Vamos supor por absurdo que Q nao é simplesmente conexo. Tome um
caminho fechado «a : [0,1] — Q ndo-contratil. Podemos supor que @ é um mergulho do
circulo S!. Pelo teorema de Jordan-Schoenflies, existe um homeomorfismo F : R — R? que
leva a([0,1]) em S! = {(x, y) € R?|x? + y? = 1}, a parte de dentro de a na bola aberta B; (0)
e a parte de fora no complementar da bola fechada B;(0). Podemos contrair o circulo S
reduzindo o raio para zero, mas como 2 ndo é contratil (e, portanto, nem F({2)) em algum
momento este circulo vai esbarrar em algum ponto do complemento de F(£2), e aplicando
F~! neste ponto obtemos um elemento p € A = R>\Q no interior da drea delimitada por a.
A L-6rbita de p é um conexo que nao intercepta a([0,1]), logo estd inteira na parte de
dentro da curva e s6 pode ser limitada, mas da proposicdo|[5.4)sabemos que isto ndo ocorre.

Contradicao. O

Vimos que o caso essencialmente transitivo (mas ndo-transitivo) tem infinitas 6rbitas
de dimensdo um, que nenhuma delas é fechada, nenhuma delas é mergulhada, nenhuma
delas é limitada e também, se dividida em dois pela remoc¢ao de um ponto, nenhuma das
semiorbitas € limitada.

Resumindo:
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TEOREMA 4. Seja L um campo vetorial complexo ndo-transitivo com uma orbita Q) de dimen-

sdo dois. Entdo, se qualquer das propriedades abaixo for verdadeira:
(i) O complemento de Q) tem medida ndo-nula.
(i) Existe uma 6rbita de dimensdo um mergulhada.
(iii) Existe uma 6rbita limitada.
(iv) O numero de orbitas de dimensdo um é finito.
entdo L ndo é globalmente hipoelitico.

COROLARIO 5.1. Se L é um campo analitico real com mais de uma 6rbita, L deixa de ser

globalmente hipoelitico.

Demonstragdo. Se L estiver no caso bom, a demonstracao termina. Suponha entdo que L é
essencialmente transitivo. Vimos que as componentes conexas por caminhos de A sdo as
Orbitas de dimensdo um, e que nenhuma delas é um conjunto fechado. Vamos supor que
A seja localmente conexa por caminhos. Entao as componentes conexas de A coincidem
com as componentes conexas por caminhos, e como as primeiras sao fechadas, chegariamos
a conclusao de que todas as 6rbitas em I' sao fechadas, uma contradicdo. Mas de fato A é
localmente conexa por caminhos: pois € o conjunto dos zeros da func¢do analiticareal RLASL,
e este tipo de conjunto é localmente homeomorfo a um vértice do qual sai um ntimero par de
arestas (SCHWARTZMAN, |1994). O

5.2.2 Um exemplo: o Campo do Adalberto

Este campo foi apresentado pelo professor Adalberto Bergamasco, que trouxe uma ilustra-
¢do de uma 6rbita unidimensional no plano que se enrola sobre si mesma de tal forma que
a secao transversal gera o conjunto de Cantor, e outras mostrando como se contruiria um
campo vetorial complexo que tivesse uma 6rbita como aquela.

Vamos construir de forma detalhada um campo essencialmente transitivo baseado na-

quele modelo.

O conjunto de Cantor C

Sejam r(x) =1 - x e s(x) = x/3 funcdes na reta real. Mnemonico: r de reflect e s de shrink.

Seja C o menor conjunto fechado contendo a origem tal que r(C) < C e s(C) c C.
PROPOSIGAO 5.13. C é o menor fechado contendo a origem tal que s(C) c C ersr(C) c C.

Demonstragdo. Seja C o menor fechado contendo 0 satisfazendo s(C) c C e rsr(C) c C. Em

particular, C c C.
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Figura 1 - Uma 6rbita que se enrola sobre si mesma

Autoria: Adalberto Bergamasco, usado com permissao

Por outro lado, afirmo que r(C) c C. Em primeiro lugar, s(r(C)) = rrsr(C) c r(C) e tam-
bém rsr(r(C)) = rs(C) c r(C). Por isso (e porque r(C) é fechado) C < r(C). Aplicando r a isto,
r(C) c rr(C) = C e portanto (usando a definicdo de C) C c C. O

PROPOSICAO 5.14. C é o fecho do menor conjunto B contendo a origem tal quer(B) c B e
rsr(B) c B.

Demonstragdo. E claro que B c C, e portanto (pois C é fechado) B < C. Porém, como r e
rsr sao homeomorfismos, s(ﬁ) = s(B) c Be analogamente rsr(§) c B. Cc B e temos a

igualdade. O
Vejamos agora que C corresponde a construcao usual do conjunto de Cantor.

PROPOSICAO 5.15. Sejam Fy =10,1] e, para cada n € N, Fy 1 = s(F,) Ursr(Fy). Seja também

Fw a intersecgdo de todos os F,. Entdo C = Fy.
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Demonstragdo. Dado p € Fy, p € F,, para n arbitrariamente grande. Cada F,, é uma uniao
disjunta de intervalos fechados, cada um com comprimento 37". Tomando em sequéncia os
intervalos que contém p, o ponto esquerdo de cada um desses intervalos é da forma w(0),
onde w é uma composicao das aplicagdes s e rsr. Tais pontos convergem para p e estdao
contidos em C. Como p é arbitrério, conclui-se que Fo, < C.

Por outro lado, dado p € C, p pode ser aproximado por uma sequéncia de elementos
do tipo w(0), onde w é uma composicao finita de elementos s e rsr. Como cada um destes

pertence a Fo,, p € Fy € assim C C F,. O

Nomeacdo dos pontos e cépias menores de C
Sejam C4 = s(C) e Cp=rsr(C) =1s(C) =r(Cy).
PROPOSICAO 5.16. C=C4UCp.

Demonstragdo. De fato, por constru¢ao C4 U Cg < C. Por outro lado, C4 U Cp € fechado,
r(Ca4uCp)=r(Capur(Cp) =CpuCyetambém s(C4UCp) c s(C) c C4 U Cp. Da definicao de
C,temos Cc C4,UCp. O

Chame 4 = s e mp = rsr. Estes sao homeomorfismos positivos (preservam orientacao)
que levam C em C4 e C em Cp, respectivamente.

Para cada palavra w = [, I --- I,, onde cada [; € {A, B}, sejam
Tw=npon,o---omy, € Cy=1my(C).

Por exemplo, Cgg = 1goma(C) =rsrs(C), que é a copia de C cujos pontos extremos sao
6/9e7/9,enpa=mpoma=rsrséalnicaaplicacdo afim naretaqueleva0em6/9e1em7/9.

Como cada m,, € injetiva, € f4cil ver que, por exemplo, C4 = C44 U C4p € assim por diante.
PROPOSICAO 5.17. Seja w uma sequéncia infinita de letras A,B el € {A, B}. Entdo Cy,; < Cy,.
Demonstragdo. Cy; =1, (Cyp) cmy,(C). O

Cy € um conjunto de didmetro 37", onde n é o nimero de letras da palavra w. Dada w
uma sequéncia infinita formada pelas letras A e B, seja para cada n € N, w,, alista formada

das n primeiras letras de w e entdao definamos
Cw = NpenN Cwn-

Por se tratar do limite de uma sequéncia decrescente de compactos nao-vazios, C,, é ndo-
vazio. Além disso o diametro de C,, é zero, logo C,, possui somente um ponto. Chame este

ponto de 0,,.

PROPOSICAO 5.18. A aplicacdo w € {A, BN — 0, € C é injetiva e sobrejetiva.
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Demonstragdo. Sejam w e w' sequéncias nao-iguais de letras A, B. Se elas sdo diferentes na
primeira letra, entdo 0, e 0’w estdo contidos em C4 e Cp (respectivamente) ou em Cp e Cy,
de forma que sdo diferentes. Se w e w’ sdo diferentes na segunda letra, entdo aplicando pl‘l
(onde [ é a primeira letra) em 0,, e 0, chegamos em pontos diferentes na primeira letra, e
portanto diferentes. Continuando desta forma, vemos que sequéncias w diferentes levam a
pontos 0,, diferentes.

Por outro lado, dado pe C,tome [y = Asepe CyouBse peCp, I, = Ase ”1_11 eCypouB
se ”1_11 € Cp e assim por diante para formar uma sequéncia w = ;I3 13--- . O ponto 0,, é tal que

p—0, <37 " para todo n, portanto p = 0y,. O

Por abuso de notacio, identificaremos sequéncias w € {A, B}N com os pontos 0.

Exemplo: 1/4 = ABABAB---€ C. Defato: m4p = srsre

Sr(x)—l(l—x) LT (x)—l(l—l(l—x))—(l—l(l—x))——Zer
_3 .. AB —3 3 — 3 9 — 9 .

Como 0454BAB-- = TAB(04aBABAB--), concluimos que tal valor é ponto fixo de x — (2 + x)/9,

portanto é 1/4.
PROPOSICAO05.19. s(lylp--+) = Alylp--- er(llp--) =111, , onde l} = B sel;j = A evice-versa.

Demonstragdo. Para a aplicacgdo s, isto € trivial. Para r, noteque romg =rs=rsrr =mgor,
e também romp = rrsr = sr = maor. Sejam w = l1l,--- uma sequéncia de letras A,B e

w' =11;--- amesma sequéncia, mas com as letras A e B trocadas.

r(Cy1y1,) = (w0 0m;, (C)) = (romy)o---omy, (C)
= (n'lior)on'lzo...oﬂln(C) :...:nlionléo...o(n—l;’lor)(C)

=7y Oﬂlgo"‘Oﬂl;,(C) = Cl{n-l’

n

O ponto [1,--- pertence a todos os Cy,,...;,,, logo r(l1 I, ---) pertence a todos os Cypy...ty,- Isto é,

r(04) =0y, que é o que queremos demonstrar. O

Um par de involucdes que gera C
PROPOSICAO 5.20. C={0}UCpUCypUCyapU---.Aunido é disjunta.
Demonstragdo. De fato, dado w e C, se w # 0 entdo w # AAAAA--- e existird n € N tal que

o segmento inicial w, é uma sequéncia de n letras A seguidas de uma letra B. A uniao é

disjunta: se n < me p € Cang entdo 7, (p) € Cp, enquanto 7, (Camp) < Ca. O
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Sejam
0, p=0
r8(p),  peCs c —/—— C
u(p)={rap(p), peCap > nwl nwl
raaB(p), pPE€Cans Cw —%~ Cp

onde u:C — C e, para cada w € Upyen{A, B}, 1y - Cyy — Cy, é a aplicacgdo tal que o diagrama
acima comuta. Por construcdo, uu = I¢. Considerando a identificacdo de C com {A, BN ué
a aplicacao que inverte todas as letras apds o primeiro B.

u é continua em C\{0} : de fato, pois é continua nas partes Cg,Cyp,... € estas sao uma
cobertura aberta de C\{0}. u também é continua na origem, pois pontos proximos da origem

sdo levados a pontos préoximos da origem.

PROPOSICAO 5.21. Seja S < C o menor fechado de C contendo {0} tal que r(S) c S eu(S) c S.

Com estas hipoteses, S = C.

Demonstracdo. Tome S’ 0 menor conjunto contendo 0 tal que r(S") < S’ e u(S’) c §'. Se
tomarmos p € S’ arbitrario, p = 0 ou entdo p = (ur)"(0) para algum n € N. Afirmo que §'=8:
de fato, pois r(?) cSe u(?) c §I (da continuidade). Pela definicao de S, S c S'. Mas pela
definicio de §', ' c Seentdo §' c S.

Afirmacdo: S’ = C. Basta mostrar que S’ contém algum elemento da c6pia menor Cy,
onde wy € {A, B}" para n € N arbitrario. Equivalentemente, queremos mostrar que S’ contém
algum elemento w € {A, BN que comeca com a palavra arbitréaria de n letras wy. Considere a

sequéncia a, = (ur)"(0) (onde a poténcia indica composicao n vezes) contida em S’ :

ag=AAAAA---

a; = u(BBBBB---) = BAAAA---

a, = u(ABBBB---) = ABAAA---

as = u(BABBB---) = BBAAA---
as=u(AABBB---)= AABAAA---
as = Uu(BBABBB---)=BABAAA---

Se substituirmos A por zero, B por um e invertermos a ordem das letras, fica aparente que esta
sequéncia é a contagem no sistema bindrio, isto é ay = ---00000, a; = ---00001, a, = ---00010

e assim por diante. Isto é suficiente para mostrar a densidade. O
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Construcdo de um campo com érbitas do tipo curva em U

Seja € > 0 (a ser escolhido depois) e definamos

X, xX>€;
flx) =1 —x, X< —¢;

¢, par, positiva e estritamente convexa, |x|<e.

Com base nesta f montamos um campo vetorial em R?
0 0

Ry=—+f(x)—

07 ox I )Oy

cujas orbitas sao todas cépias paralelas do grafico y = f(x), transladadas na direcdo do eixo y.

Seja R; o campo obtido apds rotacionar Ry em 45 graus no sentido anti-horério e cortar

os fatores v/2 (0 que pode ser feito mexendo no ¢ e multiplicando o campo por constante
positiva).

%, )/f(x+y)<—£; (x+y)<-¢g

Ry = %, Mx+y)>g =

E°, em)/flx+y|5£; €, em|x+y|<e.

9
ox’
i ( .
3 xX+y)>¢

<

As curvas integrais de R, sdo como a letra L espelhada (“|”) e suavizada, escrita da esquerda
para a direita e de baixo para cima.

Por exemplo, supondo € < 1, a 6rbita do ponto (-1,0) contém a semireta (—oo, €) x {0},
a semireta {0} x (¢,00) e uma curva que conecta as duas de maneira suave. Todas as outras
Orbitas sdo copias paralelas desta, transladadas na direcao da reta diagonal x + y = 0.

Seja — R, areflexdo de Ry em torno do eixo y, de forma que as curvas integrais de R, sejam
do tipo da letra “I’, percorridas de cima para baixo e da esquerda para a direita.

Para formar um campo “curva em U”, colamos R; com R, da seguinte forma: seja F =

{(x, y)||x+ yI<€elul—¢,e]l x[0,00) e, paracada p = (x,y) € R2\F, defina

Ry prX>0;
Rs| p=
R2| pr x<0
e note que a colagem funciona de maneira €°°. Todas as curvas integrais de R3 partindo de
algum ponto (xp,0) com |xp| > € o0 ligam com (—xy,0), passando pelo semiplano inferior, e
sdo linhas verticais no semiplano superior. Porém R3; ndo € definido no plano inteiro (pois
foi retirado um conjunto F com forma de ldpis apontado) e além disso existem 6rbitas de R3
(préximas da “ponta” do lapis) que colidem com F.
R3 é um campo real e ndo-singular, mas nao é definido em todo o plano. Queremos um

campo complexo ndo-singular definido em todo o plano. Tomando inspiracao em Rs3, seja

Ry=¢(x+€e)R1 +idp(e—x)Ry,
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onde ¢(x) é €°°, ndo-negativa e se anula precisamente quando x < 0.

Ao tomarmos p = (xp,0) com |xp| = 2¢, a 6rbita de p por R4 coincide com a do campo Rj3.
Por outro lado, se | x| < 2¢, a 6rbita de (xg,0) é de dimensao dois e na verdade esta 6rbita é
Unica e contém toda a parte de dentro do “U” formado pela 6rbita de (2¢,0).

No semiplano y > 2¢, é verdade que R4 é da forma A(x)d,, onde o escalar complexo

1
Alx)

tomarmos y > 2¢, Ry = —% e portanto A(x) = —1. Por outro lado, se pegarmos um x > ¢,

A(x) nunca se anula. Seja R5 = R4. Rs € exatamente 0y, quando y > 2¢. Seja x < —¢. Se
A(x) =i e é facil ver que R5 é um campo real em |x| > ¢, coincidindo nesta faixa com sgn(x) Rs.

Finalmente, seja Ry = ¢(|x|—6¢) % +i¢p(7e—|x|)Rs. Ry é suave e coincide com % exceto no
retangulo infinito [-7¢,7¢€] x (—oo, 2€]. As Ry-06rbitas de pontos (xp,0) com |xp| < 6¢ coincidem
com as de Rs. H4a uma 6rbita de dimensao dois nova, compreendendo a regido abaixo da

orbita de (6¢,0) e as faixas 6¢ < | x| < 7¢. Todas as outras 6rbitas sdo retas verticais com |x| = 7¢.

Construcdo do campo

Tome o campo Ry construido anteriormente e fixe € = 1/12. Seja Ly o campo, definido
em cada p = (x, y), por:
Lolp = —Ruylx-1/2,1/6-y)-
Tal campo faz uma curva em forma de “n”, de forma que o primeiro retorno do ponto (x,0)

com X € [0,1/3], ao sairmos na direcao “cima”, é o ponto (1 — xg,0). No semiplano inferior
9
oy*
Agora vamos colar novas cépias de Ry, no quarto quadrante, de forma que o primeiro

¥ <0, Ly coincide com

retorno ao eixo x, saindo por baixo de um ponto (xp,0) com xj € C, seja (u(xp),0). Aqui u é a
funcao de C em C definida na secao
Ainda com p = (x, y), seja
0

Lilp=Lo+ [RU|(3x—5/2,y—1/6) “oyl

=Rp
O campo Rp é uma cépia do Ry encolhida e posicionada de forma que dos pontos (xg,0)
com Xy € Cpg, a0 se partir para baixo, o primeiro retorno ao eixo x por Rz é (rz(xp),0), e com
Rp = a% nos pontos em y = 0.
L, ainda coincide com % quando y<0e x<1/3-1/36 ou x > 1+ 1/36. Definamos

recursivamente L, = L, + [Rang — a%]’ onde R =Rpe,paran=m+1,
Rangl(x,y) = Rampl3x,y+1)-
O suporte de cada parcela [Rng — %] é o retangulo infinito
37"[2/3-1/36,1+1/36] x (—o0, —nl,

de forma que a soma infinita

0

Loo=Ly+ +|Rap— — |+ |Raap—— | +---
oy

ay

Ry— 2
B ay
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é na verdade localmente finita, e portanto define um campo vetorial suave.
O campo Ly, ainda ndo € o desejado por conter 6rbitas que sdo retas verticais quando

x<-1/12 ou x = 13/12. E facil consertar isto:
0
=i0(x)— + Lo,
0x

onde 6(x) é alguma funcao real, € e suportada em (—oo,0] U [1,00). Esta tltima mudanca
ndo afeta a 6rbita do (0,0), mas garante que toda a drea a esquerda e a direita desta 6rbita seja

uma s6 orbita de dimensdo dois, e também as regidoes acima e abaixo.

5.2.3 Uma condicdo suficiente para que um campo essencialmente transitivo

n3do seja globalmente hipoelitico

Suponha que Q c R? seja uma L-6rbita bidimensional cujo complementar A seja nio
vazio e tenha medida nula. Ja vimos que nestas condicoes Q2 é simplesmente conexo. Note
que 0Q = A. Vamos admitir que L restrito a Q seja elitico e que exista uma integral primeira
de Lq, Z:Q — C, que seja um biholomorfismo entre Q e o disco unitério, D. Vamos mostrar
que L nao pode ser globalmente hipoelitico.

Estenda Z a uma fungédo u : R?> — C colocando u = 0 em A. Mostremos que Lu = 0 em
2'(R?). E suficiente mostrar esta igualdade em alguma vizinhanca de cada ponto de A.

Dado pg € A é possivel encontrar uma mudanca de coordenadas de forma que L nestas
novas coordenadas se escreva como

0o . 0 .
L: a + lb(x) t)a) (xy t) € U: (_a) a) X (_Tr T)rp() = (0)0)-

Seja F o subconjunto dos pontos em U onde b se anula. Como L é elitico em Q, F é
da forma Fy x (=T, T) com Fj < (—a, a) fechado e de medida nula. Sejam (a,, b,), n € N as
componentes conexas de (—a, a) \ Fy.

Seja ¢ € €°(U). Temos

0 ob
(Lu, @) = ff (—+zb—(’0+i—(p) dxdt
U\F ox Ox

ob
Z(—+ib—+i—x(p) dxdt. (5.1)
Vamos mostrar que

bn 0 ob
ffa,, ( +zb£+ia(p)dxdt:0, n=1.

Seja [r, sl < (ay, by).

Como ¢(x,+T) =0 para todo x € (—a, a), invertendo a ordem da integracdo e integrando

ff "’dxdt— ff 92 pdxdt. (5.2)

por partes, obtemos
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Temos

T ps 5(p T
f f bZa dxdt:f [b(s, ) Z(s, (s, 1) = b(r, ) Z(r, Dep(r, )| dt—
-TJr -T

L[5

Combinando (5.2) e (5.3) obtemos

ob
f f (at+lba+la(p) dxdt=

T
:—if [b(s, ) Z(s,)p(s, 1) = b(r, ) Z(r, Dep(r, )] dt+

f f — +z—Z +1i ba—Z —i@z
g P ax? 15 c?

dxdt. (5.3)

dxdt

T T ps
:—if [b(s, ) Z(s, (s, 1) = b(r, ) Z(r, De(r, t)]dt+f f (LZ)pdxdt
-T -TJr

T
= —if [b(s, ) Z(s,)p(s, 1) = b(r, ) Z (1, Dep(r, )] dt
-T
pois LZ =0em Q.

Como b(ay, t) = b(by, t) =0 e Z é limitada, podemos utilizar o teorema da convergéncia
dominada para ver que

T
lim f [b(s, ) Z(s, (s, 1) = b(r, ) Z(r, De(r, 1)] dt = 0.
T

(r,8)—(an,byn) J-

Segue do mesmo teorema que

b
n op Ob)
—+ib—+i—@|dxdt=
ffan (t+ 6x+lax(p *

ob
= li b— —@|dxdt=
(r,s)—}{{lln,bn)f f ( at i ax * lax(p) .

T
= lim f [b(s, ) Z(s,)p(s, 1) = b(r, ) Z(r, Dep(r, )] dt = 0,
(r S)—(an,by) T

como queriamos.

Se L fosse globalmente hipoelitico, teriamos u € € (R?), isto é, seria possivel redefinir
u em A de modo a resultar numa funcao suave. Os pontos de A sdo levados por u no
circulo unitario. De fato, claramente a imagem de u estd contida em D. Suponha que
para algum p; € A tivéssemos u(p;) € D. Tome p, € Q tal que { = Z(p2) = u(p1). Sejam
D; c R? e D, c Q discos abertos e disjuntos centrados em p; e p», respectivamente. Por Z
ser um biholomorfismo, Z(D,) é uma vizinhanca de {. Tome agora uma vizinhanca U; de
p1 contida em D; de modo que u(U;) € Z(D;). Como A = 0L) existe p3 € QN U;. Temos
u(ps) = Z(ps) € Z(D») e, pela injetividade de Z, devemos ter p3 € D,. Um absurdo, pois
UnDycDNDy=2
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Multiplicando u por um fator da forma €%, 6 € [0,27) podemos assumir que u(p) = —1
para algum p € A. Em termos do ramo principal da raiz quadrada podemos definir Zy(x, f) =
(1+ u(x, 1)%'?, que é uma funcao de classe €' mas nio de classe €2 que satisfaz LZ = 0.

Uma contradicao.

OBSERVACAO 5.1. Foi demonstrado no apéndice do artigo (BERGAMASCO et al.,|1988) que se
Q < R? é um aberto simplesmente conexo e L é hipoelitico em Q entdo existe Z : Q — C injetora
satisfazendo LZ =0 edZ # 0. Veja também, para mais detalhes, a disserta¢do de mestrado
Campanal (2013).

5.2.4 Conjectura sobre os casos essencialmente transitivos

No plano, 6rbitas de dimensdo dois sdo sempre mergulhadas, mas uma 6rbita de di-
mensdo um pode ndo ser mergulhada. Além disso, se houver um segmento transversal que
intercepta uma 6rbita de dimensao um somente em um ponto, entdo esta 6rbita é mergulhada
(BERHANU et al., 2008, Prop. I11.1.1, p. 108)

Seja X um conjunto qualquer na reta real, e diremos que um ponto xp € X é isolado
pela esquerda se existir € > 0 tal que X N (xp — €, xo] = {xp}. Pontos isolados pela direita sao
definidos analogamente. Um ponto isolado pela esquerda ou pela direita serd chamado de
semi-isolado, e se uma L-6rbita de dimensao um tiver um ponto semi-isolado em seu corte
transversal diremos que ela é semimergulhada.

Conjecturamos que todo campo nio-transitivo mas essencialmente transitivo em R?
possui alguma 6rbita de dimensdao um semimergulhada, e que em torno desta 6rbita existe

espaco o suficiente para fabricar uma u singular com Lu € €°°.
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6 Campos complexos, caso transitivo

Antes de comecar a estudar a hipoeliticidade global nos casos em que o campo L s6 tem
uma L-6rbita, vamos introduzir uma no¢ao de 6rbita mais fina que as L-6rbitas, mas que s6

faz sentido nos pontos em que L deixa de ser elitico.

6.1 Avrelacio R

Seja L um campo vetorial complexo, ndo singular e € em R?. Chamaremos de R% 0
conjunto dos pontos de R? nos quais RL e SL sdo linearmente independentes, e Rf = IRZ\[R%
a regido do plano na qual L deixa de ser elitico. Em R seja R a seguinte relagdo, conforme
definida no artigo de Hounie| (1982, Definicao 2.1, p. 348):

DEFINIGAO 6.1. Dados dois pontos p1, p2 dizemos que p1Rp2 se e somente se existe uma curva
suavey : a, b) — R? comy(a) = p1, y(b) = p» e cujo vetor tangentey'(s) seja, em cada s € [a, b],

paralelo a ambos RL,SL.

OBSERVAGAO 6.1. Por paralelismo entre dois vetores, entendemos que eles sdo linearmente

dependentes.

OBSERVAGAO 6.2. Por “curva suave”y : [a, bl — R?, entendemos que existe § > 0 tal que'y pode
ser estendida a umay. : (a—8, b+08) — R? que é uma aplicagdo €°°. A derivaday’(s) é definida

comoy,(s) para todo s € [a, b, valor que nao depende da escolha day,.

OBSERVACAO 6.3. Tome L = 0;— ib(t)0x, com b = 0 ndo-identicamente-nula. Tal campo é
transitivo e satisfaz (7). Dados py = (xo, to) e p1 = (X1, t1), poRp1 < X9 = x1 e b é nula no

intervalo que une os pontos ty e t;.

Isto é uma relacdao de equivaléncia: a simetria é trivial pois basta tomar o caminho y
invertido. Para mostrar que R é transitiva precisamos concatenar dois caminhos vy, y» de
maneira ¢°°. Uma maneira de fazer isto é reparametrizando os dois de forma a chegar no
ponto de colagem com todas as derivadas nulas, ou seja, nosso caminho concatenado pode

fazer uma parada ao mudar do trajeto de y; para o de y».

6.1.1 Formas equivalentes da definicdo

A definicdo da relacdo R sugere algumas perguntas: e se tomassemos a curva y como uma
curva integral por partes contida em IR%? Ou se exigissimos que y fosse regular e injetiva? Na

verdade, veremos em seguida que a relacdo R seria a mesma.
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PROPOSIGAO 6.1. Se p1Rp», entdo p; e p2 podem se unir por uma curva integral por partes de
L contida em [R%. Tal curva integral por partes pode ser escolhida de forma que a sua imagem

esteja contida na imagem dey([a, b]), para qualquery que seja conforme a definigdo[6.1]

Demonstragdo. Para comecar, tome y : [a, b] — R? unindo p1 e p2 com as propriedades da
definicao[6.1} Como L é nao-singular, sobre cada ponto de y([a, b]) algum dentre os campos
RL,3L é ndao-nulo. Escolha, para cada s € [a, b] um intervalo aberto (relativo) I; c [a, b] tal
que algum dos campos RL, 3L seja ndo-nulo sobre y(I;). Use a compacidade de [a, b] para
tomar uma subcobertura finita, e a partir desta uma particdo a = sp < §; <--- < s, = b tal
que, sobre a imagem de cada subintervalo [s;, s;+1] por v, algum dos campos RL ou 3L seja
inteiramente nao-nulo.

Considere a restricdo de y ao subintervalo [sp, s1]. Afirmo que sy e §; estdo em um mesmo
segmento de curva integral de R L ou SL. Suponha que estamos no caso em que RL é ndo-
nulo em todo y([sg, 51]) € seja a : (I, r) — R? uma curva integral maximal de RL com —co < [ <
0 < r <00, a(0) = y(so). Afirmo, e desejo mostrar, que y([so, s1]) € @((l,1)). A derivada y’ é da
forma

Y'(s) = A$)RLD)lys)

onde A é €°°, por ser localmente um quociente de coordenadas €*° com denominador

nao-nulo. Por outro lado a derivada de a é
a'(0) = RD) g

Seja A : [sg, 51] — R a primitiva A(s) = fsf] A(8) ds. Isto ndo é necessariamente uma funcao

injetiva. A curva a o A, definida de A~L((1, 1) em R?, tem derivada
(@oN)'(s) = As)a’ (A(s)) = A(s) RD) | gors)

e pelo teorema de existéncia e unicidade para problemas de Cauchy, a o A(s) coincide com
y(s) para s€ A~L((1,1)).

Resta mostrar que [sy, s1] € A~!((,r)). Em outras palavras, que A([sg, s1]) < (I, 1), e aqui
note que A([So, s1]) = [04,0p] € um intervalo compacto contendo a origem. Sabemos, das
propriedades de solucdoes maximais de E.D.O., que se [ for finito entdo a (o) escapa para
sempre de qualquer compacto quando o — [, e analogamente se r for finito. Vamos supor
que [04,0p) & (I,7),entdo l € [0,4,0p] Our € [04,0p]. Suponha que € o [ (o outro caso sendo
analogo) e tome uma sequéncia o, — [ contida em [0 4, 0] N ([, ). Por estar na imagem de
A, podemos tomar entdo sequéncia s, tal que A(s,) =0, e assim y(s,) = a(A(sy)) = alo,) é
uma sequéncia ilimitada em R?. Mas a imagem de y é um compacto, absurdo.

Assim a = y(sp) e y(s1) se unem por um pedaco de curva integral de L, contido na imagem

de v, e podemos seguir, repetindo o argumento, até chegar em y(s,) = b. O

PROPOSICAO 6.2. Sejam p) # p» pontos de IRf tais que p\Rp, e sejay : [a, b] — R?> uma curva
unindo p, com pa, segundo a defini¢dol6.1, Entao a imagem dey, com a topologia herdada
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deR?, é uma subvariedade mergulhada (potencialmente com bordo) cujo espaco tangente é

sempre paralelo aos camposRL e SL.

Demonstracdo. Queremos mostrar que, para cada p € y([a, b]) existe um aberto U c R?
dotado de uma aplicacdo ¥ : U — V, onde V = (—¢,€) x (—€,€), € > 0 tendo as seguintes

propriedades:
(i) ¥ é um difeomorfismo €°° sobre V;
(i) Y(y(la, b)) nU) =1{0} x (—€,e) ou Y (y([a, b]) nU) = {0} x (—¢,0].

Fixe um s € [a, b] arbitrério. Seja X € {RL, 3L} tal que X seja ndo-nulo em y(s). Tome uma
¥ :U — V, com U,V abertos em R? tais que y(s) € U e V = (—3¢,3¢)? e que, em relacio as
coordenadas locais

&, 1)=Y(x0),

valha X = a%. Podemos ainda tomar ¥ de forma que ¥ (y(s)) = (0,0). Dentro de U, sejam
W =¥71((~¢,€)?) e Wo = ¥1((~2¢,2¢)?). Note que W « W < U.

y‘l (Wny(la, b)), por ser aberto, € uma unido enumeravel de intervalos I que sdo abertos
relativos de [a, b], e para cada um desses I, ¥ (y(I)) tem a primeira coordenada ¢ constante.

Tome para andlise um desses I. Se I = [a, b], entdo a proposi¢ao é verdadeira e nao ha
mais o que fazer, entdo vamos supor que I # [a, b]. A curva ¥ oy|; é um caminho em V com a
primeira coordenada constante. Tal curva tem a imagem da forma {{} x J onde ¢ € (—€,€) e ] €
um intervalo contido em (—¢,¢€). Como [ # [a, b], um dos pontos da fronteira de I pertence a
(a, b) — chame-o de sp. Pelo “teorema da alfandega”, podemos ver que W (y(sp)) € {{} x {e, —€} e
concluir que o intervalo J toca € ou —e. O importante desta conclusdo é que a uniao arbitraria
de intervalos desta forma é igual a unido de no maximo dois do tipo de J.

Seja C uma componente conexa de W ny([a, b]). E ficil ver que C é igual a uma unifo de
elementos da forma y(I), onde I é uma componente conexa de )/_1 (W ny(la, b)) e concluir
que existem no maximo enumeraveis C. Como C é conexo, a projecao na primeira coordenada
de ¥ (C) serd conexa e enumeravel (portanto s6 um ponto) logo W (C) é da forma {{(} x J, onde
J < (—¢€,¢€) é obrigatoriamente um intervalo que toca € ou —e. C, por ser componente conexa,
é fechado em W ny([a, b]) e portanto J s6 pode ser de trés tipos: (—¢,1], [T,€) ou (—€,€).

Quando a curva y estad dentro de U (e isso inclui W), vale a equacao
Y'(s) = A(8) Xy (s)

onde A(s) é uma funcdo € que mede a “velocidade” da curva y em relacao ao fluxo de X,
que é também a velocidade de ¥ oy. Como W, é compacto, esta velocidade é limitada em
W,. Cada componente conexa de y([a, b]) n W é subconjunto de alguma componente de
Y(la, b]) N U, e na verdade tal componente serd da forma ¥ ({{} x J), com J intervalo tocando

—3e€ ou 3¢, por um argumento andlogo ao que fizemos em W.
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Afirmo que y([a, b]) N W possui uma quantidade finita de componentes conexas: de
fato, para cada componente conexa de W o conjunto ¥ (y([a, b] n W>)) vai conter ao menos
um segmento de comprimento €, de forma que se houvessem infinitas componentes em
y([a, bl n W), o comprimento do conjunto ¥ (y([a, b]) n W>) seria infinito. Mas isto ndo pode
ocorrer, pois W oy tem velocidade limitada dentro do aberto Wa.

Sabendo disto, basta restringir W para obter uma carta que satisfaca a definicdo de subva-
riedade mergulhada. Por construgao, o espaco tangente desta variedade é sempre paralelo a
RLeSL. O

PROPOSICAO 6.3. Ainda supondo que p1Rp2 e p1 # p2, € possivel tomar uma curva vy, :
[a, b] — R? regular e injetiva satisfazendo a deﬁnigdo

Demonstragdo. Sejay a curva da definicao Javimos que y([a, b]) é uma 1-subvariedade
compacta, com ou sem bordo em R?, e pela classificacdo de variedades de dimensio um
(GALE, |1987) vale um dos dois casos:

* y(la, b]) é difeomorfo ao intervalo [0, 1].
* y(la, b]) é difeomorfo ao circulo Sl.

Em ambos os casos, basta restringirmos o difeomorfismo a um segmento de arco (ou subin-

tervalo) cujo bordo seja levado aos pontos pg e p;. O
A seguinte proposicdo detalha uma afirmacdao em (HOUNIE, 1982, p. 348).

PROPOSICAO 6.4. Dados p1 # p- tais que p\Rp, sejay : [a, b] — R? uma curva conforme a
deﬁnig&o e seja L 0 € (R?;R)-médulo de campos reais suaves gerado por RL e IL. Entdo

(i) Existe um campo Z € £ que é ndo-nulo sobre a imagem dey.

(ii) Sey éregular e injetiva, existe um campo em Z € £ que coincide comy' em cada ponto
devy(la,b]).

Demonstragdo. Primeiro caso: pela classificacdo das variedades de dimensao um, a imagem
de y é um circulo S! mergulhado ou um intervalo fechado [0, 1] mergulhado. Em ambos os
casos, podemos tomar um campo vetorial suave, real e ndo-nulo Z definido na variedade
y(a, b)).

Para cada p € y([a, b]), desejamos escolher constantes A1, A, reais tais que A;RL|, +
A2SLl, = Zlp. As constantes (11, 12) com essa propriedade ndo sdo unicas: seja T : R? — Tp[R2
a aplicacdo que leva (a, f) € R? em aRL|,+ BSL|p. A imagem inversa T‘l(le) é uma reta
arbitraria em R? (pois o nicleo de T tem dimensdo um). Seja (11, 1,) o ponto que jaz mais

préximo da origem nareta T (Z]).
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Afirmacao: 1; e 1, variam de maneira € em relacao a p. Mostremos isto primeiro no
aberto relativo U = {p € y([a, b])IRL|, # 0} = y([a, b]). Em U valem

SL=hRL e Z=z(p)RL
onde h, z € €*°(U;R) com z jamais nula. A imagem inversa 71 (Z1p) € o conjunto
{(a,p) eR*| aRLl, + BR(DRLI, = z(p)RL} = {(a, B) e R*| a + h(p) B = z(p)},

que pode ser parametrizado por ¢ — (z(p) — h(p)¢,¢). A distancia quadrada a origem, &4

zz(p) —2z(p)h(p)¢ + hz(p)fz, atinge o seu valor minimo quando

28-2z(p)h(p) +2h°(p) =0 ie. {(1+h"°(p)=z(p)h(p) ie. ¢= T+ 12(p)
e assim
_ . zAp)RE(p) _ z(p)h(p) _zp
A =z(p) T2 () A2 = T 120 2 () (A1, A2) = T30 20 (1, h(p)

e isto é obviamente um vetor nao-nulo que varia suavemente com p. A suavidade no aberto
V ={peU|SLI, #0} é demonstrada de forma analoga.

Definindo f(p) = 11 e g(p) = A2, temos f, g € €°((y([a, b]);R) tais que Z = fRL+ gSL.
As funcées f, g podem ser estendidas de maneira suave para R?: usando uma particdo da
unidade finita, podemos decompor f, g em somas de forma que cada parcela fique suportada
em uma carta local que seja conforme a definicdo de subvariedade mergulhada. E facil
estender cada parcela para funcoes reais definidas em todo R?, e somar as extensdes. Assim
Z fica definido em todo o plano e é elemento de Z£.

Para demonstrar a segunda afirmagao, basta tomar Z|, = Y'(s), s = y‘l( p) e repetir a

construcdo anterior para estender Z. O

6.1.2 R-4rbitas

Dado p € R?, chame de [p] a classe de equivaléncia de p pela relacdo R. Tais conjuntos
sao as R-Orbitas de L. Seja X a L-6rbita do ponto p. Vimos o suficiente para poder afirmar
que [p] c Z.

Vamos dotar [p] com uma topologia apropriada: seja 7 a topologia mais fina em [p] que
faz com que todas as curvas y, segundo a defini¢ao[6.1|para pontos de [p], sejam continuas.
é mais fina do que a topologia herdada de X : de fato, pois cada y, por ser curva suave em R?
de imagem contida em [p] c X, é também suave (e, portanto, continua) em relacao a estrutura
€ de Z, pois X é fracamente mergulhada (BERHANU et al.,[2008, Prop. II1.1.9, p. 107).

PROPOSICAO 6.5. [p] é subvariedade imersa, conexa e paracompacta de R? (edeX), com ou

sem bordo.
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OBSERVACAO 6.4. Isto é, queremos dizer que o espago topoldgico [p] admite uma estrutura
€° com estas propriedades. A unicidade desta estrutura, dada a topologia, é uma propriedade
geral de subvariedades imersas (LAGUNA, 2011, p. 21-23).

Demonstragdo. O caso em que [p] consiste de um ponto s6 € variedade de dimensao zero,
que terd de maneira trivial as propriedades desejadas.

Vamos supor a partir de agora que [p] possui mais de um ponto. Se existir alguma
y : [a, b] — R? satisfazendo a defini¢ao tal que a imagem de y é toda [p], entdo, pela
proposicao o conjunto [p] é uma subvariedade mergulhada (potencialmente com bordo)
unidimensional em R? cujo espaco tangente é paralelo a RL e SL.

Além disso, neste caso 7 coincide com a topologia usual herdada de R?. De fato, tome
a:la,b] — R? regular e suave tal que a([a, b]) = [p] e que a1 (V) aberto implique V aberto
(na topologia herdada de R?) para todo V c [p]. Isto é sempre possivel: [p] (como conjunto)
é a imagem de um mergulho € de [0,1] ou de S!, e no segundo caso basta compor este
mergulho com a parametrizagdo que d4 uma volta no circulo. « satisfaz a definicao
e portanto é continua em relacdo a 7. Se tomarmos V c [p] um membro da topologia 7,
entdo U = a~!(V) terd que ser aberto em relacdo a [0,1] e portanto V também serd aberto
na topologia usual, o que prova a igualdade entre as topologias. Neste caso, [p] é uma
subvariedade mergulhada de R?, sempre paralela a RL e SL.

Se X tem dimensdo um, entdo X é uma curva integral maximal contida em R% e é facil ver
que Z c [p], portanto a R-6rbita e a L-6rbita sdo iguais como conjuntos. Se X for periddica,
caimos no caso em que [p] é aimagem de uma y, e este caso ja estd demonstrado. Assim,
vamos olhar o caso em que X é uma reta mergulhada. Para mostrar a igualdade das topologias,
tome a : R — X carta global de X. A restricdao de a a qualquer intervalo [a, b] satisfaz a
deﬁnigéoe assim é continua sobre 7, sendo facil concluir que a : R — [p] é continua em
relacdo a topologia 7. Isto implica que, se V < X é aberto na topologia de 7, ! (V) é aberto e
portanto V é aberto na topologia de X. Temos a igualdade [p] = £ como espacos topolégicos,
portanto [p] pode ser dotada da estrutura €°° de Z, provando a proposicado neste caso.

Resta o caso em que X tem dimensdo dois e [p] ndo é aimagem de nenhuma vy : [a, b] — R?
ao estilo da definicao Neste caso existe alguma curva integral por partes que liga p ao
exterior de R, e esta curva pode ser cortada de forma a obter uma a : [a, by] — R?, de imagem
contida em [R%, com by sendo o supremo dos x tal que a([a, x]) < IRQ%. Se po = a(by) = D,
escolha algum outro ponto da 6rbita [pg], chame-o de p e comece de novo. Temos poRp e
portanto a([a, by]) < [p]. Isto é uma ponta de [p].

Por outro lado existe g € [p] que ndo estd em a([a, byl), e concatenando @ com um
caminho que liga p a g, obtemos um caminho maior S : [ag, by] — Rf, que passara por p, po
e ¢, paralelo sempre a RL, SL e podemos ver que p ndo estard em nenhuma das pontas de
PB(lao, bol). B é uma curva integral por partes de L, mas é facil ver que podemos tomar uma
Y : a1, by] ao estilo da deﬁnigﬁoque tenha o mesmo conjunto como imagem, e de acordo

com a proposicao|6.3|podemos supor que y é injetiva e regular.
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Tome x € [ay, b;] 0 Gnico valor tal que y(x) = p, podemos pegar um aberto (x — 9, x + 6) tal
que y deste aberto possa ser retificado em relacdo a uma certa carta local de R?, pela forma
local das imersoes. O mesmo pode ser feito em vizinhanca da ponta py, obtendo uma carta
que é de acordo com a defini¢do de subvariedade imersa em um ponto de bordo. Assim, [p] é
uma subvariedade imersa com o bordo consistindo somente do ponto {py}.

A conexidade segue de como a topologia 7 é definida. Para mostrar que [p] é paracom-
pacta, basta adaptar o argumento de (BERHANU et al., 2008, Lema I11.1.8, p. 106). O

PROPOSICAO 6.6. A topologiat é a mesma que aquela induzida em [p] pela topologia usual
deX.

Demonstragdo. Nos casos em que X tem dimensao um, a demonstra¢do da proposicao ante-
rior ja inclui este resultado. Suponha entao que X é uma 6rbita de dimensao dois, isto €, um
aberto em R? com a topologia usual.

Ja vimos que neste caso [p] tem bordo, e pela classificacao de variedades de dimensao um
o bordo tem no méximo dois pontos. Se o bordo tiver dois pontos, [p] é compacta e portanto
é subvariedade mergulhada, que implica a igualdade das topologias. Se o bordo tiver um
ponto s6, [p] é aimagem de uma imersao injetiva a : [0,00) — R?. Devemos mostrar que este
a é um mergulho.

A ponta a/(0) estd na fronteira de [R%%. Tomemos uma vizinhanca aberta V de a(0) de forma
que V seja o dominio de coordenadas locais retangulares que retificam o campo Z € {RL, 3L},
escolhido de forma a ser ndo-nulo em V. A vizinhanca V pode ser encolhida de modo que
cada pontode Vn Rf esteja na mesma R-6rbita que algum ponto da fronteira de R?, e aqui
usaremos o fato de que o bordo de [p] s6 possui um ponto para concluir que « s6 passa uma
vez por V. Para concluir que [p] é subvariedade mergulhada, podemos adaptar o argumento
de propagacao de embeddedness de Berhanu et al. (2008, Prop III.1.11, p. 108). O

COROLARIO 6.1. [p] é subvariedade mergulhada (com ou sem bordo) de .
PROPOSICAO 6.7. Se[p] é sem bordo (tipo R ou tipo S') entdo [p] = X.

Demonstragdo. Se Z tiver algum ponto g € £ que nao pertence a [p], entao existird algum
caminho integral por partes de L ligando p a g. Tal caminho ndo pode ter a imagem contida
em IR% (caso contrério teriamos pRq) logo X contém um ponto de IR(Z). Conforme visto na
demonstracao da proposi¢do anterior, no caso em que X tem dimensao dois, [p] é variedade

com bordo. O

6.2 Estudo do caso transitivo

A partir de agora vamos supor que L seja transitivo, isto é, a tinica L-6rbita é o plano
R2. Também vamos supor que L satisfaz a condicdo (2?) de Nirenberg-Treves, que neste

contexto é equivalente a seguinte afirmacao: o produto exterior RL A SL ndo muda de sinal
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(HOUNIE, 1982, Teorema 3.1, p. 354-355). Isto significa que a orientacdo do par ordenado de
vetores (RL, L), se for positiva em algum ponto do plano, ndo é negativa em nenhum outro
e vice-versa. Esta propriedade nao varia ao multiplicarmos o campo por funcoes ndo-nulas,
nem por mudancas de coordenada. Se L, em algum sistema de coordenadas local, ficar da
forma

9 +ib(x, 1) i

ot 0x
entao

RLASL = b(x, t)— A i
0x

e entdo b nunca assume sinais opostos.

6.2.1 Hipoeliticidade global de L em vizinhancas das R-érbitas

As seguintes duas proposicoes sao parafraseadas deHounie| (1982, p. 364-365). Lembre-se

que estamos pressupondo que L satisfaz (2?) em toda esta secao.

PROPOSICAO 6.8. Sejap e IR‘% tal que a R-6rbita [p] é um tinico ponto. Entédo p pertence a um

aberto U no qual L é globalmente hipoelitico.

Demonstrag¢do. Tome uma cartalocal W : U — V (V retangulo aberto) com p € U, ¥ (p) = (0,0)

em cujas coordenadas L assume a forma

L=g(x, t)

9 +zb(x t) 6)

com b nao mudando de sinal ao variarmos ¢ e g uma func¢ao complexa suave que nao se
anula. Isto é sempre possivel (BERHANU et al., 2008, p. 150).

Restringindo a vizinhanca U, podemos garantir que b(x, ) # 0 quando (x, f) se aproxima
das bordas superior e inferior de V, isto é, as bordas em que a coordenada ¢ assume valor
maximo ou minimo. Com isto as componentes conexas de cada conjunto {t € V| b(x, t) = 0},
para qualquer x fixado, serdo intervalos compactos e pelo teorema 3.1 de Hounie (1984, p.

248), L sera globalmente hipoelitico no aberto U. O

PROPOSICAO 6.9. Seja p € [R{f tal que a R-orbita [p] é do tipo [0,1]. Entdo [p] admite uma

vizinhanga U tal que L|y é globalmente hipoelitica.

Demonstragdo. Pelaproposicao 2.3 de[Hounie|(1982, p. 350), podemos tomar uma vizinhancga
U de [p] na qual existe uma cartalocal ¥ : U — V, onde V = (o, ¢1) % (79, T1) contém a origem,
Y(p) = (0,0) e, nas coordenadas (¢, 7) = ¥ (x, 1),

Liy =g, r)(" £ibED) 5)

onde g € ¥°°(R) nunca se anula e b € €°°(V;R). Diminua o intervalo (79, 7;) de forma que

V ainda contenha [p] mas que b(0,7¢) e b(0,7;) sejam positivos, e em seguida diminuia
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o intervalo ({y,¢;) de forma a garantir que b(¢, T) seja ndo-nulo sempre que ¢ € [o,¢1] €
T € {19, T1}. O campo L|y, visto em relacdo as coordenadas (¢, 7), a menos de um produto por
funcdo nao-nula, estd na forma do teorema 3.1 de Hounie (1984, p. 248) e satisfaz as hip6teses
necessdrias para ser globalmente hipoelitico. O

TEOREMA 5. Seja L transitivo em R? cujas R-6rbitas sédo todas compactas. Entéo L é global-

mente hipoelitico.

Demonstracdo. Basta cobrir R?> com abertos nos quais L é globalmente hipoelitico.

Dado p € R?, se RL|, e SL|p sdo L.I. entdo podemos tomar um retangulo aberto U
contendo p no qual L é elitico, e é sabido que campos eliticos em dimensao dois, ap6s uma
mudanca de coordenada e multiplicacdo por funcao ndao-nula, se reduzem ao operador de
Cauchy-Riemann, 0; — iy, que é hipoelitico.

Caso RL|, e SL|, sejam L.D., entdo a R-6rbita de p ¢ um ponto ou um mergulho do
intervalo [0, 1], e pelas proposicdes[6.8/e[6.9 também poderemos cobrir p com um aberto no
qual L é G.H.. O

R-érbitas do tipo semirreta

TEOREMA 6. Se L possui uma R-6rbita do tipo [0,00) que além disso é um conjunto fechado,

entdo L ndo é globalmente hipoelitico.
Demonstragdo. Aideia da demonstracao é obter dois ingredientes:

(i) Uma vizinhancga aberta U de [p] dotada de uma carta local ao estilo da proposicao 2.3
de Hounie (HOUNIE,|1982), ou seja, um difeomorfismo V¥ : U — V com U vizinhanca de
[pl, V vizinhanca da semirreta {0} x (—oo,0], W([p]) = {0} x (—o0, 0] tal que, ao fazermos
Y(x,t) = (¢, 1), LIy sereduza a forma g(¢, 1) (OT —ib(¢, 1)65), com b assumindo somente

valores reais e g fun¢do que nunca se anula.

(i) Uma funcao suave A com suporte contido em U, que vale 1 em toda uma vizinhanca de

[pl.

Com o primeiro ingrediente, podemos aplicar o teorema 3.1 de Hounie| (1984, p. 248) para
obter uma distribui¢do u definida em U que tenha suporte singular ndo-vazio contido em [p]
(pagina 251, ao final da demonstracao do teorema) mas que tenha Lu € €*°(U). O segundo
ingrediente permite “cortar suave e estender” u, chegando assim a uma solucao singular
global: pois L(Au) = uLA + ALu, que serd €°° em todo plano.

Para obter o primeiro ingrediente precisamos generalizar a demonstracdo da proposicao

2.3 de Hounie (HOUNIE} 1982), que segue os seguintes passos:

1. Produzir um campo real Z, da forma fRL + gL, que seja nao-nulo e tangente sobre

[pl.
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2. Obter coordenadas locais que reduzem L a uma forma intermedidria que € um multiplo

complexo de 95+ Co, = 05+ (Cy + iC»)0,, com Cy, Cy a valores reais.
3. Com uma nova mudanca de coordenada, eliminar o fator Cj.

Seja a : (—o0,0] — R? uma parametrizacdo regular de [p] e sejam f, g funcdes reais defini-
das sobre [p] tais que (fRL+ gSL)|qs) = @'(s) (obtidas de maneira similar 8 demonstragao
da proposicao[6.4). Pelo resultado conhecido como Teorema da e-Vizinhanga (GUILLEMIN;
POLLACK, 1974, p. 69-70) existe € : [p] — (0,00) suave tal que a seguinte vizinhanca aberta de
[pl,

U.={qeR*|3relpl:d(gr) <er)}= | Bewn ()
re(pl

possui a seguinte propriedade: para cada g € U, existe um unico 7(q) € [p] que é o ponto de
[p] com distancia minima a g, e além disso 7 : U, — [p] é uma submersao €.

Pela composicao com 7, podemos estender f, g para funcoes reais definidas em Ug, e
com o auxilio da versdao €°° do lema de Urysohn (GUILLEMIN; POLLACK, 1974, p. 56, Ex. 15)
podemos estender f, g de U, para todo o plano.

Jatemos Z = fRL+ gSL; defina também W = —gRL+ fSL, de forma que
Z+iW=(f-—igRL+(g+if)SL= f(RL+iSL) —igRL+iSL) = (f-ig)L.

Seja B: (—1,1) — R? um segmento transversal a [p] que s6 intercepta [p] uma vez, no ponto
B(0) = a(0) e tal que o segmento seja curto o bastante para que Z ndo se anule sobre ele.
Defina

¥ (r,5) = Os(B(r)

onde ®; é o fluxo em parametro s de Z. Vale ¥ (0, s) = a(s) quando s € (—oo,0] e também
nestes pontos o diferencial DV é um isomorfismo. Por uma versao fortalecida do teorema da
funcao inversa (GUILLEMIN; POLLACK, (1974, p. 56, Ex. 14) existe toda uma vizinhanca de
{0} x (=00, 0] que é levada por ¥, difeomorficamente, em uma vizinhanca de [p]. Tomando
(x,t) = ¥ (r,s) como as coordenadas locais desta vizinhanga, Z +iW = (f —ig)L se reduz a
forma

g+iW—2+i(B 2+B i)—(1+iB)g+iB i
0s "~ 0s 163 20r B ! 0s 26r

(onde By, B, sdo reais) e portanto

ﬂL—i+ ZBZ i—i_,.(c +lC)i
1+iB, ds 1+iB,or 0s ! “or

Seja ¢ a solucdo do seguinte problema de Cauchy:

éls:O =r.

{fs =-C1(r, 98¢,
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Tomando 7 = s, valem:

0¢
s r=0,s<0 or r,s=0

e se chamarmos 1 =¢,(0, s), valem

Ns =—(C1)r(0,8)n - CLO$T;

Ns=0 =1

(s=0)

e resolvendo isto temos 7)(s) = e/o ~(CDr00)d7 5 o (5 <0). O diferencial de (¢,7) é sempre um

isomorfismo quando estamos sobre r =0, s < 0:

_ nis) 0
r=0,s<0 0 1

e também temos a injetividade da aplicagdo restrita a esta subvariedade: (¢, 7)|,=9 s<0 = (0, $)

0(¢,7)

or, s

de forma que podemos aplicar a versao fortalecida do teorema da funcao inversa de novo
(GUILLEMIN; POLLACK, (1974, p. 56 Ex. 14) para obter uma vizinhanca de [p] na qual (¢, 1)

sdao coordenadas bem-definidas.

9 %9 9td 0.0 0m0 5 0 org
ds 0s0¢ adsor 70T a¢ QLar’ or "oE  arar’

=1

Temos

assim na vizinhanca de [p] em que as coordenadas (¢, 7) sdo bem-definidas vale

I8 el v Lt L vice L= vice 2
1+iB, "oc ot L L TR Y PR T

Diminuindo a vizinhanca de [p] se necessdrio, podemos garantir que f —ig # 0, e assim

temos o primeiro ingrediente que procuravamos.

Esta vizinhanca ndo precisa coincidir com a U, original, mas diminuindo a funcao €
podemos garantir isto, e assim poderemos usar o teorema 3.1 de Hounie (1984, p. 248) para
obter uma u € 2'(U,) tal que Lu € €°°(U,) mas cujo suporte singular é ndo-vazio e contido
em [p].

Resta estendermos esta u para uma distribuicao definida em todo o plano. Como [p] é
um fechado contido no aberto U, use o lema de Urysohn 6 (GUILLEMIN; POLLACK| 1974,
Ex. 15 pag. 56) para obter Ay : R? — [0,1] suave valendo 1 em [p] e 0 no complementar de
Ue. Em seguida seja F = A, 1([1/2,1]). F é um fechado de R? que contém [p] no seu interior,
mas estad contido em U,. Aplicando o lema de Urysohn €*° pela segunda vez, tome A que
vale 1 em F e 0 no complemento de U,. Esta A é o segundo ingrediente de que estdvamos

precisando, e assim Au é a nossa distribuicdo singular com L(Au) € € (R?). O
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6.3 Conclusdes e resumo

Dado um campo vetorial complexo ndo-singular L em R?, deixamos em aberto os seguin-

tes casos:

1. O caso essencialmente transitivo, em que L tem uma 6rbita de dimensao dois cujo
complemento tenha medida nula mas seja ndo-vazio. Este caso é exemplificado pelo

campo do Adalberto e encontramos algumas propriedades que sempre deve possuir.

2. O caso transitivo com R-6rbitas do tipo semirreta, mas sem que nenhuma delas seja

fechada. Nao sabemos se existe algum exemplo deste caso.
3. Campos transitivos em geral que ndo satisfacam a condicgao (22).

Retirados estes casos, entdo L é globalmente hipoelitico se e somente se L € transitivo e

todas as R-6rbitas sdo compactas.
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