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Resumo

Estudaremos a teoria de bases de Grobner em anéis de polindmios comutativos com
coeficientes em um anel noetheriano e em anéis de operadores diferencias. Apresentare-
mos, em ambos casos, uma generalizacao do algoritmo da divisao, do S-polinomio e do

algoritmo de Buchberger para calcular bases de Grobner.

Palavras chaves: Anéis noetheriano, Anéis de operadores diferenciais Bases de Grob-

ner.
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Abstract

We study the theory of Grobner bases for commutative polynomials rings over a
noetherian ring and for rings of diferential operators. In both cases we exhibit a
generalization of the division algorithm, the S -polynomial and the Buchberger algorithm

for computing Grébner bases.

Keywords: Notherian rings, Rings of diferentials operators, Grobner bases.
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Introducao

As bases de Grobner foram descobertas por Bruno Buchberger em ([3]), que lhe deu
este nome em homenagem ao seu orientador de doutorado, Wolfgang Grobner. Buchberger
inventou um algoritmo para calcular as bases de Grobner em ([4]) que generaliza trés
algoritmos conhecidos: eliminacao de Gauss para resolver sistemas de equacoes lineares; o
algoritmo de Euclides para calcular o Maximo Divisor Comum; e o método Simplex para

programacao linear no caso bidimensional.

Podemos dizer que uma base de Grobner é um conjunto de polindbmios com proprie-
dades algébricas desejaveis para resolver sistemas de equacoes gerais, ou seja, sistemas de

equacoes em diversas variaveis, nao necessariamente linear.

Alguns anos depois de que Bruno Buchberger publicou seu artigo principal sobre Bases
de Grobner para ideais de anéis comutativos de polinomios com coeficientes em um corpo,
W. Trinks publicou uma generalizacao natural para anéis de polinomios com coeficientes
em um anel noethereiano comutativo ([16]). Ele fez uma translagao natural da nogao de S-
polinémio e de reducao do caso de um corpo para o caso de um anel. Em 1984, Buchberger
também fez uma aproximacao para o caso de anéis de polinémios com coeficientes em anéis

noetherianos em ([5]).

Pauer e Pfeithofer apresentaram em 1988 um resultado muito proximo ao caso de
coeficiente em um corpo, se considerarmos somente coeficientes em um dominio de ideias
principais, ao invés de anéis noetherianos em geral ([15]). Outras propostas de bases de

Grobner com coeficientes em um anel foram feitas em, ([10]), ([11]) e ([12]).



2 SUMARIO

Em 1992 Pauer ([13]), com a ideia de melhorar os calculos de bases de Grobner com
coeficientes no corpo dos nimeros racionais, usou o método de classes de restos, e assim,
fez o estudo das bases de Grébner sobre Z, Z, (p primo) e em Z,. Foi ele quem deu uma

das primeiras defini¢coes para bases de Groébner reduzidas.

Agora, no caso de anéis de operadores diferenciais (por exemplo uma algebra de Weyl),
a nocao de bases de Grobner foi introduzida em 1985 por Galligo em ([8]). Dois anos
depois, Castro apresenta a nocao de bases de Grobner no anel de operadores diferenciais
em ([6]). Mais tarde em 1998 motivados por problemas de teoria de sistemas, Insa e
Pauer em ([9]) usaram o trabalho de Trinks para definir e calcular bases de Grébner em
uma grande classe de anéis de operadores diferenciais. Uma aplicacao deste resultado é
a apresentacao de um método para verificar quando um médulo a esquerda finitamente

gerado sobre certos anéis de operadores diferenciais ¢ um modulo de tor¢ao ou nao.

Nesta dissertacao vamos estudar as bases de Grobner em dois casos centrais: anéis
de polinémios comutativos sobre um anel noetheriano (capitulo 1) e anéis de operadores

diferenciais (capitulo 2).

No capitulo 1 seguimos de perto a exposigao em [1], capitulo 4. J& para o caso de

anéis de operadores diferenciais, nossas referéncias principais foram [9] e [14].

Avisamos ao leitor que nao trataremos aqui do problema da unicidade das bases de
Grobner, isto é, das bases de Grobner reduzidas. Embora este seja um tema interessante,

sua discussao tornaria esta dissertacao muito mais extensa e tecnicamente mais dificil.



Capitulo

1

Bases de Grobner em Anéis de

Polinomios

1.1 Definicoes basicas

Vamos comecar apresentando a teoria de bases de Grobner para polindmios com
coeficientes em um anel comutativo noetheriano R, imitando a construc¢ao no caso tra-
dicional, ou seja, quando os coeficientes estao em um corpo K. Para isso, < denotara
uma ordem monomial (também chamada de ordem admissivel) sobre o conjunto de todos
os monomios M nas indeterminadas {xq,xs,...,z,}. Trata-se de uma relacao de ordem

total que satisfaz as seguintes propriedades:
e 1 < m, para todo m € 9.
e Se my = my entdao, mmy = mms, para todo my, mg, m € M.
Note que =< é uma ordem boa ordem.

Exemplos classicos de ordens monomiais sao:

Exemplo 1.1 (Ordem Lexicografica). A ordem lezicogrdfica, denotada lex, deve seu nome
a similaridade com a ordem do alfabeto habitual; se estabelece uma ordem entre as inde-

terminadas da sequinte maneira:

x; < xj para 1> ].
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Agora, se
m=zlx --x e n=uzg{'ay -l
entao
m '<Lea: n,
se
i1 =1, l2=Jo, ooe 0k = Jky  Gky1 < Jrt1,  para algum k.
Em outras palavras,
M <fex N

se a0 compararmos os expoentes na primeira indeterminada onde eles diferem, o expoente

na indeterminada em m é menor que o expoente na mesma indeterminada em n.

Exemplo 1.2 (Ordem Lexicogrifica graduada). Na ordem lexicogrdfica em graus ou gra-
duada, denotada por deglex, realizamos primeiro uma comparacao dos graus dos monomios

e se eles coincidem usamos a ordem lexicogrdfica, isto €, dados

_ A0 in _ 102 odn
m=zxl'zy -z e n=uxl'xy )

com

grau(m) =iy +iy+ - +1i, e graun)=ji+Jjo+ -+ Jn.

Dizemos que
m ‘<degle:1: n,
Se

grau(m) < grau(n),

ou se

grau(m) = grau(n) e m <, N

Observe que podemos ver uma ordem monomial < como uma ordem sobre N”, pois

dado m € M com m = x]*x3? - - - x5, existe uma tnica n—upla em N" que representa m,
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isto é,

a:= (o, Qe,...,0p).

Agora, dada < uma ordem monomial sobre 9 e f € R[xy, xa, ..., x,] onde

f=cami+cmo+---+cemy, com m; €M, ;€ R—{0}, para i=1,2,... ¢

e m; < mo < -+ < my. Definimos:

Suporte de f: supp(f) ={m;:i=1,2,... t}.

Monomio lider de f: Im(f) = my.

Coeficiente lider de f: lc(f) = ¢

Termo lider de f: It(f) = cymy.
e Graude f: deg(f) = (aq,0a9,...,0,) € N™.

Além disso, se f = 0 entao.

° lm(f> — x(—oo,—oo,...,—oo)'

o lc(f)=0.
e deg(f) = (—00,—00,...,—00) € N".

Seguindo a construcao tradicional da teoria de bases de Grébner, devemos introduzir
a nocao da divisibilidade dos termos lideres. No caso em que os coeficientes estao num
corpo K nao temos com que nos preocupar, mas no nosso caso, como os coeficientes estao
em um anel R, teremos um importante desafio.

Para afrontar este desafio, vamos apresentar a teoria de reducao e bases de Grobner

generalizando as ideias do caso tradicional.

Assim, consideramos polinomios f e fi, fa,..., fs em R[zy,x9,...,2,] com
fi, fo, ..., fs # 0 e queremos dividir f por fi, fa, ..., fs, isto é, queremos eliminar o termo
lider de f usando os termos lideres de f1, fa, ..., fs. Devemos usar cada f; tal que Im(f)

é divisivel por Im(f;). Isto implica que desejamos que o It(f) seja combinagao linear dos

li(f:).
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Defini¢ao 1.3 (Reducao em um passo). Dados dois polinomios f e h e um conjunto de
polinémios nao nulos F = {f1, fa,..., fs} em R[x1,xa,...,x,], dizemos que [ se reduz a

h modulo F' em um passo, denotado por

Jay

se, e somente se,

h = f - (Clefl + CQX2f2 + -+ CsXsfs)

para ¢i,¢a,...,cs € R e monomios X1, Xo, ..., Xs, onde, Im(f) = X;lm(f;) para todo i
tal que ¢; £ 0 e lt(f) = ar Xqlt(f1) + co Xolt(fo) + - - - + e XSl (fs).

Exemplo 1.4. Seja R =Z e sejam f = xy—1, fi = T2+3, fo = 1123 -2y e f3 = 3y —>5.
Vamos usar a ordem deglex, com x < y.

Considere F' = {f1, fa, f3}, vemos que f L h onde h = —3y — 10z — 1 pois,

h=f—yhi+azfs e xy=I0(f)=ylt(fi) - 2lt(f3)

note que ca = 0 pois Im(f) = xy ndo é divisivel por Im(f;) = z3.

Por outro lado, seja R = Zyy com deglex y < x. Sejam f =3y, fi =522 +y e fo =1,

entao

t(f) = 20t(f1) +3lt(fa) e Im(f) =Im(2f1) =Im(3f2) =y

h=f—(2fi+3f) = —2

que nao se reduz.

Observagao 1. As condigoes
(f) = aXalt(fi) + Xolt(fo) + - + e Xlt(fs) e Im(f) = Xilm(f:)

Vi tal que ¢; # 0, sao a chave mo processo de reducdo e ndao € equivalente a

Im(f) =Im(¢; X f;) Vi tal que ¢; # 0, como mostra o exemplo acima.
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Um fato importante é apresentado no seguinte lema, que vai nos garantir que o processo

de reducao moédulo um conjunto F' termina depois de um numero finito de passos.
Lema 1.5. Com a notagao da defini¢io 1.3 temos que Im(h) < Im(f).

Demonstragao:

Pela definicao 1.3 temos que

h = f - (Clefl + 02X2f2 + - F CsXsfs)

onde, Im(f) = X;lm(f;) para todo i tal que ¢; # 0 e

It(f) = ci Xalt(f1) + coXolt(fa) + - - - + e X,lt( f)

ou seja, o termo lider de f é eliminado no processo, assim o monomio lider de h é menor

na ordem dada, isto é, Im(h) < Im(f).

Qa
Sejam f € Rlxy,zo,...,x,] ¢ F = {f1, fo,..., fs} um conjunto de polinémios nao
nulos em R[zy,x9,...,2,]. Vamos determinar quando f se reduz médulo F. Primeiro

determinamos o conjunto
J ={j - Im(f;) divide Im(f),1 < j < s}.

Logo, vamos definir J pela propriedade: Im(f) = X;im(f;) da definigao (1.3) e assim

devemos resolver a equagao

le(f) = bile(f;) (1.1)

jed
para b; € R. Esta equacao pode ser resolvida se, e somente se, lc(f) € (Ic(f;) 1 j € J)r.

Uma vez obtidos os b;’s podemos fazer a reducao de f,

F Im(f)
F E b N
d d = Jlm(fj)fj
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Exemplo 1.6. Tomemos o exemplo 1.4, temos lm(f) = xy e assim, J = {1,3}. Preci-

samos solucionar

lC(f) =1= bllc(fl) + bglc(fg) = 7b1 + 3b3

Para isso escolhemos a solugao by =1 e by = —2 e reduzimos f da sequinte maneira

h=f— (01 X1f1 +03X5f3)

=f—(yfi —2zf3)
=—3y— 10z — 1.

Do exemplo anterior percebemos a importancia de poder resolver equagoes lineares em

R, o que motiva a seguinte definicao.
Definicao 1.7. Dizemos que equacoes lineares sao resolvidas em R se valem:

i) Dados a,ai,as,...,a, € R existe um algoritmo para determinar quando

a € (ay,as,...,ay), € nesse caso o algoritmo calcula by, by, ... b, € R tais que

a = b1a1 +b2a2+---+bmam.

it) Dadosay,as,...,ay € R existe um algoritmo para calcular um conjunto de geradores

do R-maodulo de syzygies

SyZ(CLl,CLQ, e ,(Zm) = {(bl,bg, oo ,bm) c Rm‘ a1b1 + a2b2 +---+ ambm == O}

Exemplos de tais anéis 30 Z, Zy,, Q[x1, 2o, . .., Tm], Z[i], onde i? = —1 e Z[/=5].
Agora, vamos definir um dos processos chaves no calculo de bases de Grobner, o qual
é a reducao modulo um conjunto de polindomios nao nulos.
Definigao 1.8 (Redugao médulo F). Sejam f, h e fi, fo,..., fs polinomios em
Rlxy,z9,...,2,] com cada um dos fi, fa,..., fs # 0 e seja F' = {f1, fo,..., fs}. Dize-

mos que f se reduz a h modulo F' denotado por

f—4h
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se, e somente se, existem polinomios hy, ha, ..., hy_1 € Rlxy,za, ..., x,] tais que

FSn Sh S S Sn
Notemos que se f i>+ h, entio f —h € (f1, fay. -, [s)-

Exemplo 1.9. Continuamos com o exemplo 1.4 onde R=7Z e f=xy—1, f{ =Tx + 3,
fo=112% —2y*>+1 e f3=3y —5 com F = {f1, fa, f3}. Note que f L. —10x — 6, pois
FLte, —3y—102—1-55, —102 — 6.

A primeira reducdo é obtida do exemplo 1.6 e a sequnda reducdo é obtida somando f3 a

—3y — 10z — 1.

No caso tradicional, temos um algoritmo de divisao para o calculo de bases de Grobner
e com ele obtemos um polinomio que usualmente é chamado de resto. Agora, no nosso
caso também obtemos tal polindmio, uma vez que o processo de reducao modulo um

conjunto tenha acabado. Chamaremos tal polindmio de minimal.

Definicao 1.10. Um polinémio r é chamado minimal com respeito a um conjunto de

polinémios nao nulos F' = {f1, fa,..., fs} ser nao pode ser reduzido médulo F.

Notagao: Para um conjunto W C R[xy,2s,...,z,]. O ideal gerado pelos termos

lideres de W é denotado por
Lt(W) = ({lt(w) : w € W}).
Uma condicao necessaria e suficiente para que um polindomio seja minimal é apresen-

tada a seguir.

Lema 1.11. Um polinomio r € R|xy, 2, ..., x,] comr # 0 € minimal com respeito a um
conjunto de polinomios nao nulos F = {f1, fo, ..., fs} C Rlx1,29,...,2,] se, e somente

se, lt(r) ¢ Lt(F).
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Demonstragao:
Suponha que r nao seja minimial, isto é, r pode ser reduzido médulo F', ou seja, existe

pelo menos um 1’ € R[xy, o, ..., x,] tal que

r=r—(aXifi+cXofo+ -+ s Xsfs)

Isto implica, Im(r) = X;lm(f;) para todo i tal que ¢; # 0 e

It(r) = 1 Xalt(fr) + caXolt(f2) + -+ 4 e X lt( f5)

ou seja, lt(r) € Lt(F).

Reciprocamente, se lt(r) € Lt(F) entao lt(r) = hylt(f1) + halt(f2) + -+ + hglt(fs)
para alguns polinémios h; € R[zy,xs,...,2,]. Se expandimos esta equagdo em termos
individuais, temos que somente um monémio pode ter coeficiente nao nulo: Ip(r). Assim,

podemos assumir que os polinémios h; sao termos, isto é, h; = ¢; X;. Logo, é claro que

r—caXifi +eXofo+ -+ e X fs

¢ uma reducao de 7. Q

Note que no exemplo 1.9 o polinémio r = —10x — 6 é minimal com respeito a F' =
{f1, f2, f3}, pois somente f; tem a propriedade que Im(f;) divide Im(r), mas lc(r) =
10 ¢ (e(f1))z = (7).

Um dos ingredientes importantes para o calculo de bases de Grébner é o algoritmo da

divisao, que serd apresentado, no nosso caso, a seguir.

Teorema 1.12. [Teorema de Divisio] Sejam f, fi, fa, ..., fs € Rlz1,29,...,2,] com
fi, fas o fs £ 0 e seja F = {f1, fa,..., fs}. Entao existe r € R[xy,xs,...,x,] minimal
com respeito a F', tal que f inr r. Além disso, existem hy, ha, ..., hy € R[x1,xa,. .., 2,)
tais que

f=hfi+hafo+ -+ hsfs+r
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com

tm( ) = max(ax (tm(hi)m( £,), lm(r)).

Se as equacgoes lineares sao resolvidas em R entao os h;’s e r podem ser computados.

Demonstracgao:

Se f nao pode ser reduzido médulo F, ou seja, lt(f) ¢ Lt(F'). Entdao tomamos r = f
e hy = hy = --- = hy = 0. Neste caso, Im(f) = Im(r). Por outro lado, se f pode ser
reduzido moédulo F' temos que

fiﬂ“l

isto é, 1 = f — (c1aXi1f1 +co1Xonfo+ -+ 1 X1 fs) com Im(ry) < Im(f). Agora, Se
r1 nao pode ser reduzido médulo F', ou seja, r; é minimal para F', entao tomamos r = ry
e h; = ¢;1X;1 para todo i = 1,2,...,s e como Im(f) = X;1lm(f;) para todo ¢ tal que
ci1 # 0 temos que

Im(f) = max( max (Im(h)Im(f:)), Im(r)).

1<i<s

Além disso, f = (11 X11f1 + 21 Xo1fo+ -+ o1 Xs1fs) + 11

Novamente, se r; pode ser reduzido médulo F', temos que existe um r tal que
F
1 > T2,

ou seja, 19 =11 — (c12X12f1 + c22Xoofo+ -+ + 52X 2fs) com Im(ry) < Im(ry). Agora,

se ro nao pode ser reduzido modulo F', repetimos o procedimento anterior e notemos que
r = (c12X12f1 + c20Xoofo + -+ cs2Xs2fs) + 1o
Mas pelo passo anterior 1 = f — (c11 X111 + c21Xo1fo+ -+ + cs1 X1 fs), ou seja,

f=(c11X11+c12X12)f1 + (21 X071 + c20Xo09) fo+ -+ (cs1 X1 + s 2Xs2) fs) + 12
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como queriamos. Caso contrario, ro pode ser reduzido. Fazemos a reducgao repetindo o

processo até chegar a r € R[xq,Xs, ..., T,| que seja minimal e obtemos

O processo termina pois Im(f) > Im(ry) > Im(ry) > --- > Im(r) é uma sequéncia
decrescente finita de monomios e > é uma boa ordem. Logo reagrupando os termos,

obtemos

f=hifi+hafo+ -+ hsfs+r

com

tm( ) = max(ax (tm(hi)m( £,), lm(r)).

Assim, temos o seguinte algoritmo:
Algoritmo 1.
Entrada: f, f1, fo,..., fs € Rlx1,29,...,2,] com f; #0, 1 <i<s.

Saida: hy,hg, ..., hsg,7 onde f = hifi + hofo + -+ + hsfs + 1 com Im(f) =

max(max<;<s(Im(h;)lm(f;)),Im(r)) e r é minimal com respeito a {f1, fa, ..., fs}
Inicializagcao hy :=0,hy :=0,..., hy:=0,r:= f.

Enquanto Exista um i tal que Im(f;) divide Im(r) e existam ci,ca,...,c5s € R e
monomios X1, Xo, ..., Xy tais que lt(r) = c; Xqlt(f1) + 2 Xolt(fo) + - - - 4+ cs Xt (fs)
e lm(r) = X;Im(f;) para todo ¢; # 0 faga

ri=r—(aXifi+cXefot+ -+ Xofs)

Para i =1 alé s faga

h,’ = hz + CzXz



1.1 Defini¢oes bésicas 13

Vejamos como funciona o algoritmo.

Exemplo 1.13. Lembremos o exemplo 1.4 e o exemplo 1.9. Usando o algoritmo temos:

O primeiro passo do loop “enquanto” foi feito no exemplo 1.4 e obtivemos
r=f—(yfi+(—2z)fs)=-3y—10x—1, hi=y,ha =0 e hy3=—2x
e o sequndo passo do loop “enquanto” foi feito no exemplo 1.9 e obtivemos
r=(-3y—10x —1) = (—f3) = =100 — 6, hi=y,ho=0 e hy=—2x—1.

O loop “enquanto” termina pois somente Im(fi) divide Im(r), mas ndo existe

c€ R=17 tal que =10z = lt(r) = ¢(7z). Assim,

f=yfi+(—22-1)f;+ (-10z - 6).

Veremos agora o principal teorema deste capitulo. Ele nos proporcionara a definigao

de bases de Grobner para ideais de anéis de polinomios com coeficientes em um anel.

Teorema 1.14. Seja I um ideal de R|xy,xo,...,x,] € G = {g1,92,...,9:} um conjunto

de polinomios nao nulos em I. Entao as sequintes propriedades sao equivalentes:
i) Lt(G) = Lt(I).

it) Para qualquer polindmio f € R|xy, o, ..., x,] temos

G
f el se somente se, f—,0.

iti) Para todo f € I temos que f = higy + haga + -+ + hige, para alguns polinomios
hi,ha, ... hi € Rlxy,x9,...,2,] tais que Im(f) = maxi<;<s(Im(h;)im(g;)).
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Demonstragao:

i) = 1i) (=) Note que se f € I entao lt(f) € Lt(I), portanto lt(f) € Lt(G). Assim, f pode

ser reduzido médulo G a um polinémio h € R[xy, za, ..., x,], isto &,
t
h=f- Z ¢iXigi-
i=1

Como f,g1,92,-..,9: € I temos que h € I, portanto lt(h) € Lt(I) e assim,
lt(h) € Lt(G). Novamente h pode ser reduzido médulo G a um
hi € Rlxy,x9,...,2,] tal que hy € I e portanto lt(hy) € Lt(I). Apds fazer

. . G
redugoes sucessivas obtemos f — . 0.

(<) Se f ihr 0, entao f = hig1 + hago + -+ + hyge. Como g; € I para todo
i=1,2,...,t temos que f € I.

i) = i) B claro pelo teorema 1.12.

iii) = 1) Temos que Lt(G) C Lt(I). Vamos mostrar que Lt([) C Lt(G).
Seja f € I. Por hipétese existem polinomios hy, ha, ..., hy € R[zy,x9,...,x,] tais
que f = hig1 + hogo + - - + hege com Im(f) = maxi<;<:(Im(h;)lm(g;)), assim reno-

meando se necessario temos,
t(f) = i Xult(g1) + c2Xolt(ga) + - - - + cs X,lt(gs),

para algum s < t, portanto lt(f) € Lt(G).

Qa

Na literatura existem diferentes definicoes de bases de Grobner para ideais de anéis de
polinomios com coeficientes em um anel. Vamos apresentar a seguinte definicao, a qual
foi tomada de [1], que é a mais usada e tradicional na literatura. No préximo capitulo,

apresentaremos uma outra definigdo que foi usada em [9].

Definicao 1.15. Um conjunto finito G de polinomios nao nulos contido em um ideal I
¢ chamado uma base de Grébner para I se G satisfaz qualquer uma das trés proprieda-

des equivalentes do teorema 1.14. Um conjunto G de polinomios ndao nulos contido em
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Rlxy, 9, ..., 2,] € chamado uma base de Grébner, se G for uma base de Grobner para

(@).

Exemplo 1.16. Seja R =7 e A = Z[x,y] com a ordem deglex e v < y. Seja f; =4x+1,
fo = 6y +1 el = (fi,fe). Entao 3yfi — 2xfs = 3y — 2x € I, mas
lt(3y — 2x) = 3y ¢ (It(f1),lt(f2)) = (4z,6y) e assim, {f1, fo} nao € uma base de Grébner
para 1.

Considere agora, g1 = 2x + 1, go = 3y + 1 e seja I' = (g1,92). Entao fazendo todas
as combinagoes lineares de g1 e go € facil ver que Lt(I') = (2z,3y,zy) = (2z,3y) =
(It(g1),1t(g2)) e assim {g1, g2} € uma base de Grobner para I'.

Corolario 1.17. Se G é uma base de Grébner para o ideal I em R[xy,xs,. .., T, entdo

1=(G).

Demonstracao:
Seja G = {g1,92,--.,g:} uma Base de Grobner para o ideal I em R[xy,xo,...,2,].

Entao, pela propriedade #iz) do teorema 1.14, temos que
J=higr +haga + - + g,

para todo f € I. Portanto f € (G) e segue-se que I = (G).
a

Note que o resto r obtido pelo teorema 1.12 nao é necessariamente 1inico, mesmo que
F' seja uma base de Grobner. No entanto, pelo teorema 1.14 temos que se G é uma base

de Grobner e f € (G), o unico resto possivel para f com respeito a G é 0.

Corolario 1.18. Se G € uma base de Grébner e f € (G) com f inr r onde r € minimal,

entao r = 0.

Demonstracgao:
Como f € (G) temos que r € (G), pois G é uma base de Grobner. Assim, se 7 # 0
entao pelo lema (1.11) 7 nao pode ser minimal.

|
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Corolario 1.19. Seja I C R[z1,xs,. .., 2, um ideal nao nulo, entdo I tem uma base de

Grébner finita.

Demonstragao:

Como R ¢é noetheriano, entao pelo teorema da base de Hilbert,
R[x1, o, ..., x,] é noetheriano também. Considere Lt(I) C R[xy, s, ..., x,]. Entao Lt(I)
é finitamente gerado, digamos por {ry,rs,...,r}. Tome g; € I tal que lt(g;) = r;. Entao,
G ={q1,99,...,9:} é¢ uma base de Grobner, pois Lt(G) = Lt(I).

a

1.2 Calculando bases de Grobner

1.2.1 Syzygies

Definigao 1.20. Seja F = (f1, f2y---, fs) uma s—upla de elementos ndao nulos de
Rlx1,xa,...,x,].  Um syzygy nos termos lideres lt(f1),lt(f2),...,lt(fs) de F €é uma

s-upla de polinomios S = (hy, ha, ..., hs) € R[xy,xa,...,2,]|° tal que
> hilt(f;) =0.
i=1

Consideremos Syz(F) o subconjunto de (R[x1,2a,...,x,])° que consiste de todos os

syzygies nos termos lideres de F'.

Exemplo 1.21. Seja F = (z,2* + 2,y +2). Usando a ordem lexicogrdfica com x =y = z

vemos que S = (—x +y,1,—z) € (Q[z,vy, 2])® € um syzygy em Syz(F) pois:
(—x +yit(z) + Ut(2® + 2) + (—2)lt(y + 2) = —2* + 2y + 2° — 2y = 0.

Sejae; = (0,...,0,1,0,...,0) € Q[z1, e, ..., 2,)° 0i-ésimo vetor canonico. Entao um

syzygy S € Syz(F') pode ser escrito como

1=1
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Exemplo 1.22. Considere os syzygies que vem dos S—polinomios no caso que R = K
¢ um corpo. Ou seja, dado um par {f;, f;} C F onde i < j, seja X7 o minimo miltiplo

comum dos monomios lideres de f; e f; entao:

X7 X7
()" ulf)”

Si‘:

€ um syzygy nos termos lideres de F' = (f;, f;).

Com efeito, o nome S—Polinomio é de fato uma abreviagao para syzygy-polinémio.

Note que o conjunto dos syzygies é um R[zy,xs, ..., x,]-submédulo do médulo livre
Rlxy, 9, ..., 2,]°. Assim, sendo um submédulo do R|xy, 2o, ..., x,]-médulo noetheriano
Rlxy,z9, ..., 2,]%, Syz(F) possui um conjunto finito de geradores, isto é, existe uma co-

lecao finita de syzygies tais que cada syzygy é uma combinacao linear com coeficientes
polinomiais dos syzygies geradores.

No entanto, precisamos de um conjunto de geradores homogéneos.

Definigao 1.23. Um elemento S € Syz(F') é dito homogéneo de grau o, onde o € N se
S = (e, XU e, X e, X))

onde ¢; € R e a(i) + deg(f;) = o sempre que ¢; # 0.
Um resultado importante sobre a estrutura de Syz(F') é o seguinte lema.

Lema 1.24. Syz(F) tem um conjunto finito de geradores homogéneos, i.e. erxiste um

conjunto finito Cp C Syz(F) tal que cada elemento de Cr é homogéneo e Syz(F) = (Cg).

Demonstracgao:

Ja vimos que Syz(F) é finitamente gerado. Assim, é suficiente mostrar que dado S =
(hi,ha, ..., hs) € Syz(F'), podemos escrever S como uma soma de syzygies homogéneos.
Fixe um expoente o € N™ e seja h;,, 0 termo de h; tal que hiolt( f;) tem grau oe. Entao temos
que Y7 hiolt(f;) = 0, pois os hiolt( f;) sdo os termos de grau o na soma » ., h;lt(f;) = 0.
Entao S, = (hia, h2a, - - -, hsa) é um elemento homogéneo de Syz(F) de grau av e S =

Za SOC'
a
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1.2.2 Algoritmo de Buchberger

Nesta secao vamos apresentar uma generalizacao do algoritmo de Buchberger para

calcular bases de Grébner em anéis de polindmios sobre anéis noetherianos comutativos.

Teorema 1.25. [Critério de Buchberger|/ Seja G = {g1, g2, ..., g} um conjunto de po-
lindmios nao nulos em R[xy,xs,...,2,]. Seja B um conjunto de geradores homogéneos
para Syz(g1, 92, .-,9:) - Entdo G é uma base de Grobner para o ideal I = (g1, 92, ..., gt)

se, e somente se, para todo (hy, ha, ..., h) € B, temos que:
G
higy + haga + -+ + higr —>+ 0.

Demonstracgao:

(=) Dado um syzygy homogéneo (hy,--- ,hy) € B, entao
fi=higi+hoge+---+hg €1.
Logo, pelo teorema (1.14),
f="higi + haga + -+ higu ihr 0.
(<) Dado g € (G) temos que
g =u1gy + usgo + -+ +ugs, w; € R[wq, ..., 2, (1.3)

Escolha uma representacao de g € (G) como acima tal que
X = maxi<;<; (Im(u;)lm(g;)) seja minimo com respeito a <. Afirmamos que, para
uma tal representagao, tem-se X = Im(g), o que conclui a prova pelo teorema (1.14).

Vamos supor por contradi¢ao que Im(g) < X.

Seja B ={i € {1,2,...,t}[im(u;)lm(g;) = X}. Assim,

th(ui>lt(gi) = 0.

<)
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Seja
€F
onde ey, eg, . .., e; é a base canonica do médulo (R[x1xa, . .., x,])". Logo, h € Syz(G)

e h é homogéneo de grau deg(X). Agora, pelo lema (1.24), Syz(G) tem um con-
junto de geradores homogéneos, digamos B = {hi, hy,...,h} onde, para cada

g=1,2,...,1, hj = (h1;, hoj, ..., hij). Escrevemos

l
h:Zajhj, CljeR[I‘l,...,.%n].
j=1
Como h é um syzygy homogéneo de grau X, temos que, para cada j =1,2,...,l e
i=1,2,...,t, Im(a;)lm(h;;)lm(g;) = X sempre que Im(a;)lm(h;;) # 0. Logo, por

hipotese, para cada j temos
t
G
Z hijgi —+ 0.
i=1

Pelo teorema (1.12), para cada j existe uma familia vy, voj, . .., vy em R[xy, 29, . . ., Ty
tal que
t t
Z hijgi = Z VijGis
i=1 i=1
e maxi<;<; (Im(vy;)lm(g;)) = lm(zﬁzl hijg;). Como Zle hijlt(g;) = 0 segue que
lm(z;l hl]gl) =< maxlgigt lm(hzj)lm(gz) Agora,

g =u191 + uzgs + - + UGy

= Z lt(wi)g; + Z (u; — lt(w;))g; + Z Ui G;.

icE icE i¢E

Note que todos os termos em >, p (u; — 1t(u;))gi + D¢ uigi S0 menores que X
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com respeito a <. Logo,

l t

g = Z Z a;h;;g; + termos menores que X com respeito a <
j=1 i=1
It

= E E a;v;;9; + termos menores que X com respeito a <.
j=1 i=1

Finalmente,

max (Im(a;)Im(vi;)im(g;)) < max (Im(a;)lm(hi;)lm(g;)) = X,
1,] 2y
contradizendo a minimalidade de X. Portanto Im(g) = X e segue que G é uma

base de Grobner para I.

o

Podemos considerar higy + hogs + - - - + htg: como uma generalizagao dos S-polinomios
no caso tradicional. De fato, nessa expressao o termo lider se cancela. Agora, estamos
prontos para dar uma generalizacao do algoritmo de Buchberger pois temos um processo
de redugao (defini¢ao (1.8)) e os S-polinoémios, os quais sdo necessério para calcular bases
de Grobner. Mas antes de apresentar tal generalizacao, vamos apresentar um método para
construir um conjunto de geradores homogéneos para o moédulo de syzygies dos termos
lideres.

Queremos construir um conjunto de geradores homogéneos para Syz(G). Em geral,
dado um conjunto de monomios { Xy, X, ..., X} e elementos ndo nulos ¢y, ¢a, ..., ¢s € R,

como construir um conjunto de geradores homogéneos para Syz(c; X1, ceXo, ..., csX;)?

Defini¢ao 1.26. Para cada subconjunto J C {1,2,...,s}, seja X; = mme(X;|j € J).

Dizemos que J ¢ saturado com respeito a X1, Xo, ..., X, se:
e Para todo j € {1,2,...,s} tal que X; divide X entdo j € J.

Para qualquer subconjunto J C {1,2,...,s} chamamos a satura¢ao de J ao conjunto J'

o qual consiste de todos os j € J tal que X; divide X .

Note que se J é saturado entao J = J'.
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Exemplo 1.27. Seja X|,= xy, Xo = 22, X3 =y, e Xy = 2*. Se J = {1,2} temos que
X; = 2%y. Note que X3 = y divide X; = z*y, mas 3 ¢ J, portanto J ndo é saturado.
Por outro lado, se J = {1,2,3} temos que X; = z*y. Como X, = z* ndo divide X; e
4 € o unico elemento de {1,2,3,4} tal que 4 ¢ J, logo J € saturado. Assim {1,2,3} é a
saturagao de {1,2}.

Teorema 1.28. Sejam {X1,..., X} um conjunto de monémios e cy,...,cs € R. Para
cada subconjunto J C {1,2,...,s}, o qual é saturado com respeito a X1, X5 ..., X,, seja
B; = {bys,bay,...,by,;} um conjunto de geradores do R-mddulo de syzygies

Syzr(c;li € J), (by,7 € R). Para cada b,; denote sua j-ésima coordenada por bj, s
(j€J). Seja
Xy s
SUJ:ijvJyjej (SUJGR).

jeJ
Entao o conjunto de vetores s, j, para J percorrendo todos os subconjuntos saturados de
{1,2,...,s} e 1 <wv <wy, formam um conjunto de geradores homogéneos para o médulo

de syzygies Syz(c1 X1, X, ..., csX).

Demonstracgao:
Primeiramente é claro que s,; é homogéneo de grau deg(X;). Além disso, s,; é um

Syzygy de (CIX17 C2X27 s 7CSXS)7 pOiS

X
(Cle,CQXQ, . ,CSXS) © SuJ :(Cle,CQXQ, Ce ,CSXS) . ijvJYjej

jeJ
X
=y ijJ%Cij = Xy ) bje; =0,
= J jeJ

ja que b,y é um syzygy de (¢j,j € J).

Agora, seja h = (hy, ha,...hs) € Syz(c1 X1, c2Xo, ..., ¢ Xs). Pelo lema (1.24) o mé-
dulo de syzygies Syz(c1 X1, 2 Xa, ..., ¢ Xs) é gerado por um conjunto de syzygies homo-
géneos. Portanto é suficiente mostrar que h é combinacgao linear dos s, s, no caso que h é
homogéneo de grau deg(Y'). Escrevemos h = (d1Y7,dyYs, ..., dYs) parady,ds,...,ds € R
e monomios Y7, Y, ..., Y. Seja J = {j : d; # 0} e J' a saturagdo de J. Temos que
Y;X; =Y, para todo j € J, pois h é homogéneo de grau deg(Y). Como h é um syzygy
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de (1 X7, 2Xs, ..., csX,) temos que

Zde}Cij == YZdej =0.

jeJ jed
Logo, (d;|j € J') é um syzygy de (c;|j € J') e portanto, pela hipdtese,

vy

(diljeJ) = er wiry  (ry € R).

Olhando para as componentes dos vetores acima, temos que, para cada j € J',

vy

dj: E TvbjUJ’-
v=1

Agora, como Y;X; =Y, cada X; divide Y e portanto X; = X divide Y. Logo,

U g1 g1

Y X,
Z SUJ/ ZZT‘UXJ/ X:], v’ €j

v=1 v=1 jeJ

¥ (zm . ) Ve

jeJ’ \v=1

=Y d;Yje

jeJ’
=D dYie; (G¢J =j¢J=d=0)
=1

=h

’

como queriamos.

|

Exemplo 1.29. Considere R = Z. Sejam c1 X, = 2wyz, caXo = 5ay?, c5X3 = 85y° e
caX4 = 62%z. Note que em Z podemos resolver equacgoes lineares. Agora, os subconjuntos
saturados de {1,2,3,4} sao: {1}, {3}, {4}, {1,4}, {2,3}, {1,2,3} e {1,2,3,4}. Veja
que {2} ndo € saturado, pois X3 divide Xy € 3 ¢ {2}. Como R = Z é um dominio de

integridade, os syzygies relacionados com {1}, {3} e {4} sdo todos nulos.
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e J={1,4}. Resolvendo a equag¢dio

2b; + 6by = 0, (1.4)

temos que o conjunto de solugées para (1.4) é gerado por {(—3,1)}. Como X; =
x%yz, o correspondente syzyqy é
2y x2yz

-3 €1 D)
TYz Tz

eq = (—3x,0,0,y).

e J ={2,3}. Resolvendo a equagio
5by + 85b; = 0, (1.5)

temos que o conjunto de solugoes para (1.5) é gerado por {(—17,1)}. Como X; =

xy?, o correspondente syzyqy é

2 2
17 ey + 2oy = (0,—17,2,0).
Y

Yy
e J=1{1,2,3}. Resolvendo a equagao
9B, + 5by + 85bs = 0, (1.6)

temos que o conjunto de solugoes para (1.6) € gerado pelos dois elementos {(—40,—1,1)}

e (—5,2,0). Como Xj = xy?z, os correspondentes syzygies sao

2y’ 2y’ xy’z
—40 4 e — Y 5 €2 y2 es = (—40y, —z,x2,0)
TYZ Ty y
e
xy*2 Ty’
-5 e1 +2——ey = (—5y,22,0,0).
TYz Ty

Finalmente para J = {1,2,3,4} obtemos os geradores (—40,—1,1,0), (—5,2,0,0) e

(=3,0,0,1). FEsse syzygies ja foram obtidos e portanto jd estao em nosso conjuntos de
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geradores. Assim, obtemos
Syz(2xyz, bxy?, 85y°, 62°2) = ((—32,0,0,y), (0, =17, 2,0), (—40y, —z, 22,0), (=5y,22,0,0)).

Finalmente vamos apresentar o algoritmo principal de este capitulo, uma generalizagao

do algoritmo de Buchberguer.
Algoritmo 2.
Entrada: F = {fi, fo,..., fs} C Rlx1,29,...,2,].
Saida: G ={g1,92,...,9:} uma base de Gréobner para (fi, fo, ..., fs).
Inicializacao: G =0, G' .= F.
Enquanto G' # G faga
G =G
Considere os elementos de G e
calcule um conjunto Cg de geradores homogéneos
para Syz(G)
Para cada h € Cg faca
Reduza S°7 hig; <, mimal ito a G’
1 higi + r com r minimal con respeito a
Se r # 0 entao
G =G U{r}.

Vamos provar que o algoritmo termina em um numero finito de passos e calcula uma
base de Grobner para I = (fi,..., fs). Primeiro note que, para cada h € Cg o algo-
ritmo produz um novo conjunto de geradores de I sempre que o resto da reducao de
ij h;g; i/>+ r por G’ é ndo nulo. Assim, suponhamos que Gy = G’ e que G, é o

conjunto de geradores resultante ao final do j-ésimo passo. Entdo, G;11 = G; U {r41};

, . a
onde ;1 € o resto da divisao de algum foﬁ hig; — 4 r por G;. Logo, temos
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Como R[xq,xs,...,T,| é noetheriano temos que a cadeia é estaciondria, portanto existe

um k € N tal que Lt(Gy) = Lt(Gy) para todo t < k. Assim, lt(r;) € Lt(Gy) e portanto

ry = 0 para todo t > k. Logo, o algoritmo termina em um ntimero finito de passos. Por
outra parte, pelo teorema (1.26) o algoritmo calcula uma base de Grobner para I.

Qa

Encerraremos o capitulo com um exemplo onde podamos calcular uma base de Grobner

com ajuda do algoritmo de buchberger

Exemplo 1.30. Sejam R = Z, A = Z[x,y] a ordem deglex com © <y e g1 = 2z + 1,
g2 = 3y + 1 como no Exemplo (1.6). Considere I' = (g1, g2). Vamos mostrar que de fato

{91, 92} € uma base de Grobner para I.

O passo 1 pelo algoritmo € calcular um conjunto de geradores homogéneos de Syz(G),
para isso temos que Syz(G) € gerado por {(3y, —2x)} logo pelo Teorema (1.28) temos que
o conjunto {(3y, —2x)} € um conjunto de geradores homogéneos.

O passo 2 € calcular o S-polinémio associado a (3y, —2x), ou seja,
Spoly = 3y(2x + 1) —2z(3y + 1) = 3y — 2z
O passo 3 ¢ reduzir o Spoly modulo G,
Spoly = 3y — 2z £>+ 0

Por tanto G = {g1 =2x + 1,9, = 3y + 1} € uma base de Grobner para o ideal I.



26

Bases de Grobner em Anéis de Polinomios




Capitulo

2

Bases de Grobner em Anéis de

Operadores Diferenciais

Neste capitulo vamos estudar anéis (ndo comutativos) de operadores diferenciais.
Apresentaremos um algoritmo de divisao, uma definicao de bases de Grobner e uma

generalizacao do algoritmo de Buchberger ([14]).

2.1 Algoritmo de divisao

Seja R um anel noetheriano comutativo de modo que possamos resolver equagoes

lineares sobre R, i.e.

e para todo z € R e para todo subconjunto finito S C R podemos decidir quando z é
um elemento do ideal gerado por S e se sim, podemos calcular uma familia (d;)ses

em R tal que z =) __cdss.

seSs

e para todo subconjunto finito S C R podemos calcular um conjunto finito de gera-

dores do R-médulo {(cs)ses € R*S 1Y _ocss = 0} dos syzygies de S.

SES

Exemplos importantes sao Z, Z,,, anéis de polinomios com coeficientes num corpo e
certos subanéis do corpo de fungoes racionais com coeficientes sobre um corpo K, por

exemplo

{g pq € Ky, Y2, - -+, Unl, q(a) # 0} onde a€ K"
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Seja A um anel associativo noetheriano a esquerda com unidade contendo R como um

subanel e elementos 1, xs,...,z, € A tais que
e Os elementos zi,ws,...,r, comutam entre si, isto ¢, x;x; = x;x; para todos
1<4,j<n.
e A é um R-mdédulo livre a esquerda e a familia (2% = z{'25? - 29")qenn € uma

R-base do R-modulo A, i.e., cada elemento de A pode ser escrito unicamente como

Y aen CaZ®; Co € R, onde somente um nimero finito de ¢, sdo nao nulos.
Um exemplo bem conhecido de A é:

e Anéis de operadores diferenciais: seja K um corpo de caracteristica zero, n um
inteiro positivo e K (y1,ys, - .., Yn) 0 corpo das funcoes racionais em n indeterminadas
sobre K. Seja C%i c K(y1, 92, -, yn) — K(y1,2, .- .,ys) a derivada parcial em y;,
1 < i < n. Seja R uma K-subdlgebra noetheriana de K(yi,92,...,¥n), & qual é
estavel por a%, 1 <4 < n. Denotamos por D; a restricao de a%i aR 1<1i<n.
Seja A = R[D] = R[Dy, D, ...,D,| = R[xy, 29, ...2,] a R-subalgebra de Endg(R)
gerada por idg = 1 e Dy, Do, ..., D,. O anel R[D] é chamado anel de operadores
diferenciais com coeficientes em R ([2]). Tais anéis sdo K-algebras ndo comutativas

que satisfazem as seguintes relagoes:
viy; = vy, DiDj =D;D;, y,D;—D;y; =—06;; para 1<1,j<n,
onde d;; é o delta de Kronecker.
Os elementos de R[D] podem ser escritos unicamente como somas finitas

i1 i2 7
§ Tiyig,in D1 Do -+ - Dy onde 1y 4, i € R,

(i1,i2,...,in)EN"

ou resumidamente, como

> mD', ondei=(i1iy....in) e 1 €R.

€N
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Exemplos 2.1.

i) A dlgebra de Weyl ou o anel de operadores diferenciais com coeficientes polinomiais:
An:K[ylay27"'7yn][D1aD27'-->Dn]a (21)

onde K € um corpo de carateristica 0.

it) O anel de operadores diferenciais com coeficientes fungoes racionais:

Bn:K(yl,yg,...,yn)[D17D27...,Dn], (22)

i11) O anel de operadores diferenciais com coeficientes séries de poténcias formais:

D, = K|[[y1,y2, - - -, Yn]|[D1, D2, . .., Dy). (2.3)

Existe um outro exemplo importante para R[D], este é o anel de operadores diferenciais

com coeficientes em um anel local R, A = R[Dy, D,, ..., D,]|, onde

/
R:K[y17y27"'7y’rL]M: {E EK(y1’y27"'7yn)|f€K[ylay27"'7yn]7g€M

e M é um sistema multiplicativo de K[y, ya, ..., ys]\{0}.

No anel de operadores diferenciais R[D], o conjunto de monémios é {D* a € N"}.

Note que neste caso os mondomios nao comutam com os coeficientes r € R.

Seja < uma ordem monomial em N”. Lembramos que para um operador diferencial
[ =2 e r;D* com f # 0 definimos grau, coeficiente lider, monomio lider e termo lider

COmo se segue:

deg(f) = maz<{i|r; # 0} € N,

lC(f) = 7ﬁdeg(f) €ER ;
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m(f) = Do),

it(f) = le(f)D*s).

Para um subconjunto F' de R[D] definimos:

deg(F) = {deg(f)|f € F, f # 0},
Lt(F) = {it(f)If € F, [ # 0}

Observacao 2. As sequintes afirmacoes em A sao vdlidas para todo o € N" e f,g € A

tais que fg # 0

1. deg(fg) = deg(f) + deg(g), em particular deg(x®f) = o + deg(f),

2. le(fg) = le(f)le(g), em particular le(x® f) = le(f).

E f4cil verificar que estas propiedades valem para toda ordem monomial e todo anel de
operadores diferenciais. Em um anel comutativo de polinomios ainda temos
lt(z®f) = z*lt(f), mas no anel de operadores diferenciais isto nao é verdade em geral.
Consideremos por exemplo o operador D;(yy;D1) = (Dyy1)D1 = (y1D1+1)Dy = 3y D?+D;.
Entao,

1t(D1(y1D1)) = y1 D} # Diyi Dy = Dylt(y1 D).

Vamos introduzir a seguinte notagdo. Se B é um subconjunto de R (resp: A) deno-
taremos por g(B) (resp:g(A) ) o ideal (resp: ideal a esquerda) gerado por B em R (resp
em A).

Teorema 2.2. [Teorema de Divisao] Seja F' um subconjunto finito de A\{0} e seja g € A.

Entao existe r € A e uma familia (hy)ser em A tal que:
i) g= +7r (r € um resto de g depois da divisao por F),
) rerhyf ] de g depois da divisa F
(it) para todo f € F', hy =0 ou deg(hsf) < deg(g),

(1)) 7 =0 oule(r) & gr(le(f): f € F edeg(r) € deg(f)+ N").
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Demonstragao:
Para demostrar o teorema, ¢é suficiente mostrar que o algoritmo que vamos apresentar
em seguida termina em um numero finito de passos. Ele vai nos permitir calcular os

elementos r € Ae hy € A (f € F) dados no teorema.
Algoritmo 3.
Entrada: F C A\{0} um subconjunto finito e g € A.

Saida: r € A e {hs}rer uma familia em A tais que:

—g= Zfthff"i_r;
— para todo f € F, hy =0 ou deg(hysf) =< deg(g),

—r=0oulc(r)¢ r(lc(f): f€F edeg(r) € deg(f)+N").
Inicializacao hy := 0 para todo f € F, r:=g.
Enquanto r # 0 e lc(r) € g(le(f) : f € F e deg(r) € deg(f) + N") faca

F':={f € F:deg(r) € deg(f) + N"}.

Calcule {cs} repr em R tal que

> eple(f) = le(r).

fer’

ro=1r— (ZfGF’ chdeg(r)—deg(f)f)

hy := hj + ¢ D¥9=d9) parg todo f € F'.
Vamos provar que o algoritmo termina e calcula o que desejamos.

Note que, se deg(g) < deg(f) para todo f € F entdo, pelo primeiro passo do algoritmo
(inicializacao), obtemos r = g e hy = 0 para todo f € F.

Caso contrario, existe algum F’ C F nao vazio tal que deg(f) =< deg(g) para todo
f € F’'. Assim, depois da inicializagao do algoritmo temos que considerar: r # 0 e

le(r) € g(le(f) : f € Fedeg(r) € deg(f) + N"). Suponhamos que r # 0. Se lc(r) ¢
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(le(f) = f € F edeg(r) € deg(f) + N") entao temos r = g e hy = 0 para todo f € F.
Por outro lado, se le(r) € gr(le(f) : f € F e deg(r) € deg(f) + N™) entdo entramos no
loop e obtemos 1y =1 — 3 p c; DI =ded(D) f o by = hy + c; D974 para todo
feFl ={fe€F :deg(r)edeg(f)+N"}. Agora, se r; =0 temos, r =r; e hy = 0 para
todo f € F\F] e portanto o teorema termina em um nimero finito de passos. Se r; # 0
e lc(ry) ¢ (le(f) - f € Fedeg(r) € deg(f) + N") entao temos r = 1 e hy = 0 para
todo f € F\F|. Por outro lado, se lc(ry) € g(le(f) : f € F e deg(r) € deg(f) +N")
entdo entramos no loop pela segunda vez, e obtemos ro = r; — fer chdeg(”)_deg(f ) f
e hy = hy + c;D*9)=9()) para todo f € Fy = {f € F : deg(r)) € deg(f) + N"}.

Podemos proceder assim continuamente, e obtemos uma sequéncia de monomios lideres
Im(r) = Im(ry) = Im(ry) = -+ = Im(ry) > -

Como > é uma ordem admissivel entao temos que a cadeia para e portanto o algoritmo
acaba num numero finito de passos com r = r; onde Im(r;) é o monoémio lider minimal da

cadeia. d

Exemplo 2.3. Seja R = Kly,y2| e sejam fi = yoDy + 1, fo = y1Dy e
g = (11 + y2)D1 Dy + y1y2Dy operadores diferenciais em Ay = Klyi,ys][D1, Do) (a se-
gunda dlgebra de Weyl). Entao fazendo a divisao de g por {fi1, fa} obtemos:

Passo 1 e r:=g, hy, =0, hy, :=0.
o le(r)=(y1 +y2) edeg(r) = (1,1)
le(f1) = yo e deg(f1) = (1,0)
le(fo) = y1 e deg(fo) = (0,1).
o Assim,
le(r) = cple(fi) + eple(fa)
ou seja,

U1 + Y2 = Cp Y2 + Crln

com, ¢y, =lecy =1
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r:=(y1 + y2) D1 Dy + y1y2Ds — 1Ds fy — 1D1 fo

(
(Y1 + y2) D1 Do + 31y2Da — Dy(y2D1) — Dy — D1 (y1D2)
(
(

y1 + y2)D1Dy + 11y2 Dy — (y2 Do + 1) Dy — Dy — (y1 D1 + 1) Dy
=(hy1 —2)Dy — Dy

® hy = Dyehy, = Ds.
Passo 2 le(r) = 1192 — 2 € (y1,y2) e portanto o algoritmo termina.

Assim, r = (y1y1 — 2)Dy — Dy, hy, = Dsy e hy, = D;.
Observamos que, como no caso cldssico (polindémios sobre um corpo), o resto da divisao

nao é unico e pode depender até mesmo da ordem na lista dos divisores.

Definigao 2.4. Seja I um ideal a esquerda de A e seja G um subconjunto finito de I\{0}.
Dado o € N", seja

le(a, I) == g(le(f) : f € 1,deg(f) = ).

Entio G € uma base de Grobner de I (com respeito a <) se, e somente se, para todo

a € N" o ideal lc(ar, I) € gerado por

{lc(g) : g € G, € deg(g) + N"}.

Proposicao 2.5. Se I é um ideal de A e G € uma base de Grobner para I, entao (G) = 1.

Demonstracgao:

Como (G) C I, devemos provar que I C (G). Para isso vamos proceder por contradi-
¢ao, ou seja, suponhamos que I\(G) é nao vazio. Como =< é uma boa ordem temos que
existe um f € I'\(G) tal que Im(f) é minimal com respeito a <. Como G ¢é uma base de
Grobner para I, entao le(f) € g(lc(g) - g € G e deg(f) € deg(g) +N"). Assim, existe um
h € (G) tal que Im(h) = Im(f). Logo, Im(h — f) < Im(f) e pela minimalidade de Im(f)
temos que h — f € (G). Como h € (G) segue que f = (f +h) —h € (G) o que contradiz
o fato que f € I'\(G). Portanto (G) = I.
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J

Exemplo 2.6. Se R € um dominio e I é gerado por um operador diferencial f, entdo
qualquer subconjunto finito de I\{0} que contém f é uma base de Gréobner de I. De fato,
seja G subconjunto finito de I\{0} tal que, f € G. Primeiro note que, dado qualquer
a € N" e dado " € I com deg(f') = « temos que, f' = hf para algum h € A. Logo,
le(f") = le(h)le(f) e assim, le(a, I) € gerado por {lc(f)}. Portanto, {lc(g) : g € G e a €
deg(g) + N"} gera le(a, I),0 que implica que G é uma base de Griobner para 1.

Como vimos no capitulo 1, se A é um anel comutativo, G' é uma base de Grobner de [
se, e somente se, Lt(G) gera em A o mesmo ideal que Lt(I). Em geral isto ndo ¢ verdade,

como mostrara o exemplo a seguir.

Exemplo 2.7. Seja R C Q(y1,y2) tal que y1,y2 ndo sejam invertiveis em R, por exemplo,
R = Q[y1,y2] ou R = {§ € Qly1,y2],9(0,0) # 0}. Seja < um ordem monomial tal que
(1,0) < (0,1). Seja F = {y1D2,y2D1} e I = s(y1Da,y2D1), note que F nao é uma base

de Grobner para I, pois,

(y2D1)(y1D2) — (11 D2)(y2D1) = y2 Dy —y1 Dy € 1

onde deg(ypDy — uDy) = (0,1) ¢ Le(y2Ds — 1 Dy) = . Assim, (42) € 16((0,1).T), o que
implica que 1c((0,1), 1) nao € gerado por y, = lc(y1D2).

Por enquanto nao podemos dar exemplos interessantes de bases de Groébner pois nos
falta um algoritmo para calculd-las. Mas na préoxima segao vamos apresentar uma gene-
ralizacao do algoritmo de Buchberger e assim poderemos calcular bases de Grobner para

qualquer conjunto finito de geradores de um ideal.

Proposicao 2.8. Seja I um ideal a esquerda em A. Seja G uma base de Gréobner de I e

seja f € A. Entao f € I se, e somente se, o resto de [ depois da divisao por G € zero.
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Demonstragao:

(=) Pelo teorema (2.2) tomando F' = G e g = f temos que existem 7, h, € A tais que

f:Zhgg—i—r.

geG
Logo r € 1.

Se r # 0, como G C I\{0} é uma base de Grébner temos que lc(r) € le(a, I) com
a = deg(r). Mas lc(a, I) é gerado por {lc(g) : g € G e deg(r) € deg(g) + N"} o que

contradiz o teorema (2.2) item (ii7). Portanto r = 0.

(<) Como o resto de f depois da divisao por G é zero temos que

f= Zhgg'

geG

Como G C I\{0} segue que f € I.

a
Como no caso clédssico, obtemos a unicidade do resto depois da divisao por uma base

de Grobner.

2.2 Algoritmo de Buchberger

Definigao 2.9. Seja E um subconjunto finito de A\{0}. Definimos
m(E) = <maXe€E<deg<€)l)amaXeGE(deg(e)Q)v e ,maxeeE(deg(e)n)> €N,

onde, deg(e); € a i-ésima coordenada do vetor grau de e € E.

Note que o monémio D™¥) desempenha um papel semelhante, no caso comutativo,

ao minimo miultiplo comum dos monomios lideres de E.
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Defini¢ao 2.10. Seja R um dominio de ideais principais e sejam f,g € A\{0}. Tome
c,d € R tais que

¢-le(f) = d- le(g) = mme(le(f). Ie(g)).

Entao
S(f, g) = CDm({f,g})*deg(f)f _ dDm({f,g})fdeg(g)g.

Teorema 2.11 (Critério de Buchberger). Seja G um subconjunto finito de A\{0} e seja
I o ideal a esquerda gerado por G. Para qualquer subconjunto nao vazio E C G, seja Sg

um conjunto finito de geradores do R-modulo de syzygies

{(Ce)eeE : ZCelC(e) = 0} Cr (RIE).

ecE

Entdo as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(1) G é uma base de Gréobner de I.

(i7) Para todo E C G e para todo (¢.)eep € Sg 0 resto de

Spoly(E, (¢ce)ecr) := Z ceDME)I=des€) ¢ (o S_polinémio generalizado)
eck

depois da divisao por G € zero.

Mais ainda, se R é um dominio de ideais principais, entao (i) e (ii) sdo equivalentes a:
(731) para todo f,g € G o resto de S(f,g) depois da divisio por G € zero.
Demonstragao:
(i) = (i1) Segue da Proposicao 2.8

(17) = (i) Seja h € I. Temos que mostrar que

le(h) € g(lc(g) : g € G,deg(h) € deg(g) + N").
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Note que, como h € I entao lc(h) € le(a, I) com deg(h) = a. Definamos, para uma

familia (f;)seq em A,
6((fg)gea) = mixx{deg(fgg) 19 € G)}.

Como h € I, existe uma familia (hy)see em A tal que h = Y _,hy,g. Podemos

geG

escolher (hy)sec tal que 6 := 0((hy)gec) seja minimal (i.e. se (hj)sec é tal que

h=73",cclyg, entdo §((hy)sec) = 9). Seja B :={g € G : deg(hyg) =6} C G.

Caso 1: deg(h) = 9.
Entao
Im(h) = Im(hgg) e le(h) = le(hy)lc(g) € r(le(g) : g € E).

Note que pela observacao (2) sobre A temos que lc(h,g) = le(hy)le(g), para todo
g € G. Assim se g € E, entao deg(h) = 0 = deg(hyg) = deg(hy) + deg(g). Logo,
deg(h) € deg(g) + N". Portanto lc(h) € gr(le(g) : g € G,deg(h) € deg(g) +N") o
que implica que G é uma base de Grobner.

Caso 2: deg(h) < 4.

Entao >_ ple(hg)le(g) = 0. Assim,

(le(hg))ger € Sp = {(¢)ger = Y cylelg) = 0}

geE
Logo, existem r. € R tais que (lc(hg))ger = Y ocq, TeC: 1€,

le(hy) = Z recy, paratodo g€ E.

ceESE

Agora,

h:Zhgg:Zhgg—i— Z hgg.

geG gerR geG\E
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deg(hg)
cesy TeCaX 9)g, obtemos

h = Z (hy — Z rcchdeg(hg))g + Z Z rcchdeg(hg)g + Z hgg.

geE cESE geFE ceESE geG\E

Se somamos e subtrafmos > >

Lembremos que, para todo g € E temos deg(hy) + deg(g) = deg(hyg) = 6. Assim,

existe um elemento u € N” tal que § = m(FE)+u. Se sumamos e subtraimo de novo,

Z Z TeCg X 9he) g — Z rCX“(Z g XTE)=deg(9) g

geE ceSE cESE geE

-~

+ Z TC(Z Cngeg(hg) — XuCng(E)fdeg(g)g).

cESE geE

Pelo algoritmo da divisao, dado ¢ € S, existe uma familia (hy(c))geq em A tal que

geE geG

e deg(hy(c)g) < & — u, pois como Yy cylc(g) = 0, temos que deg(x) < m(E) —
deg(g)+deg(g) = m(E) e m(E) = 6 —u, para todo g € G. Portanto, pelo algoritmo

de divisdo de novo, existe uma familia (h}),cc tal que d((h)geq) < d e

Z ,r,ch<ZC Xm (E)—deg(g Zh

cESE ger geG

Finalmente, se ¢ € F, definimos

h h _ Z TcCngeg hg) ) h/l + Z Tc Cngeg(hg) . Xuchm(E)fdeg(g)),

cESE cESE
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e se g € G\E, definimos h;, := h, + hj . Entao

YoM=Y hag+ > Mg

9eG g€E gEG\E
= Z ((hg — Z recg X 49(ha)) 1 h, + Z Te(cg X 29he) — X“chm(E)deg(g))> g
ger ceESE c€SE
+ Y (hy+h)g.
geG\E
Assim,

D g = (hy = Y rec, X9+ 3 hig

geG geEE ceESE geE
+ Z Z Tc(chdeg(hg) o Xuchm(E)fdeg(g))g
g€E ceSg
SRS
geG\E geG\E
NI D) DS CLUES W
geE g€E ceSE geE
g€eE ceSg g€E ceSg
Yt S i
geG\E geG\E
~S - 3 Xy
geE geE g€E ceSE
+ D hagt 3 g
geG\E geEG\E
=D _hog+ D hig =) Mg
geG geG geG
=D _ g
geG
—h.

Ou seja, h = deG hig e 0(h,)sec < 0, o que contradiz a minimalidade de 9.
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Portanto o caso 2 nao pode ocorrer.

(1) < (7i) : Suponhamos que R é um dominio de ideais principais. Seja E C G um conjunto
finito e f,g € E. Sejam c¢,d € R tais que cle(f) =dle(g) = mme(le(f),lc(g)).

Considere a |E|-tupla:

—d se e=f
Spg = C se e=g
0 se e#f, e#g.

Vamos assumir, sem demonstracao, o fato que, como R ¢é um dominio de
ideais principais, o moédulo de syzygies é gerado por essas relagoes, isto é,
Se = r({(5},)ccrlf,9 € E}). Agora basta observar que, para cada um desses

geradores,

Spoly({f, g}’ (Ce)ee{ﬁg}) = S(fa g)

4
Como mostramos a seguir, o teorema (2.11) anterior nos fornece um algoritmo para
calcular bases de Groébner de modo analogo ao caso do anel de polindmios comutativos

com coeficientes em um corpo.

Proposicao 2.12 (Algoritmo de Buchberger). Seja I um ideal a esquerda em A. Dado
um conjunto finito F' de geradores de I, podemos calcular, em um nimero finito de passos,

uma base de Gréobner para I.

Demonstragao:
Para demostrar o teorema, vamos mostrar que o algoritmo a seguir termina em um

nimero finito de passos e de fato calcula uma base de Grobner para 1.
Algoritmo 4.
Entrada: F um conjunto finito de geradores de I.

Saida: Uma base de Grobner G de I.

Inicializacao: G:=F.
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Enquanto exista E C F, E # 0 faca.

Tome uma familia (c.) € Sg.

Considere o resto r de

Spoly(E, (Ce)ecr) = Z ¢, DM E)~deg(e)

eckE

depois da divisao por G.

Se r # 0 entao
G:=GU{r}.

Agora mostraremos que o algoritmo termina e calcula uma base de Grébner para I.

Note que, para cada E' C GG o algoritmo produz um novo conjunto de geradores de [
sempre que o resto depois da divisdo de Spoly(E, (c.)ecr) por G seja nao nulo. Assim,
suponhamos que Gy = G e que G, ¢ o conjunto de geradores resultante ao final do
j-ésimo passo. Entao, Gj41 = G; U {rj41}; onde rj4; é o resto da divisao de algum

Spoly(E, (¢e)ecr) por G;. Logo, temos
GoCG CGyC---CGjC--
o que produz, para cada a € N, uma cadeia ascendente de ideais
le(a, (Gy)) Cle(a, Gy) C -+ Cle(a,Gy) C -

Como R é um anel noetheriano temos que essa cadeia é estacionaria. Portanto, para
cada a € N", existe um k, € N tal que le(a, Gy,) = lc(a, Gy) para todo t > k,. Logo
le(ry) € le(a, Gy,) e pelo teorema (2.2), r = 0 para todo t > k,. Assim encontramos
um k, tal que o resto de Spoly(FE, (¢c)eer) €é zero. Agora o algoritmo termina quando
percorremos todos os £ C F.

O fato que o algoritmo calcula uma base de Grébner segue do Teorema (2.11).
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2.3 Calculando Bases de Grobner

Nesta secao vamos apresentar alguns exemplos de como calcular bases de Grobner

usando o algoritmo (4).

Exemplo 2.13. Seja R = {% € K[y||f,g € K[y, g(0) # 0}. Observe que R € um domi-
nio de ideais principais, pois € uma localizacdo de um dominio de ideais principais. Além
disso vamos assumir que podemos resolver equacoes lineares sobre R. Seja I o ideal a

esquerda gerado por fi = 2yD? e fo:= D3+ y?>D —y. Entao

S(f; b %Dfl ~yf=D"-y’D+y’ = fs.

Note que nao podemos reduzir f3 mddulo {f1, fo}, mas como
fa=(D =y ) fs+y*(y* +3)D —y(y* +3)

e como y* + 3 € inversivel em R podemos substituir f, por y?D — y.  Agora,

G={fi,fo= y*D — Y, f3}
Agora f3 = —yfa + D? e assim substituimos f3 por D* e eliminamos f1 (fi = 2yf3).
Logo,

S(fa, f3) = Dfy —y*f3 = y*D* + 2yD — 1 —y*D* = yD — 1 =: f,

entdo podemos eliminar fo (fo = yfi). Como S(f3, f1) =0, {fs, fa} = {D* yD — 1} €
uma base de Gréobner de (fi1, f2).

Exemplo 2.14. Seja R = K(y) e seja I := (f1, f2), onde, fi = yD?* +yD + 1 ¢
fo=D*+y*D*+ D.

S(fi.fo)=Dfi—yfo=Q0+y—y’)D*+(2—-y)D =: f3

St fs)=0+y—vVi—ufs=(—y+20 =y ) D+ (1 +y—y’) = fu

S(fi. fa) = (—y* +5y° + 29° — 6y)D + (= + 3y> + 2y — 2) =: f5
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S(fi, f5) = =20° +v° + y* + 6y° + 2y° — 8y =: fe,
o qual € invertivel em R. Assim, {1} € uma base de Gréobner de (f1, fa).

Exemplo 2.15. Seja R C Q(y1,y2) tal que y1,ys nao sejam invertiveis em R, por exem-
plo, R = Qly1,vs], I = aly1Do,y2D1) e A = R[Dy, Dy]. Sejam f1:=y1Ds € fo := 32Dy,
entao I = A(f1,f2). Seja = a ordem lezicogrifica graduada com (0,1) = (1,0). Seja
G ={/1, 2}, note que deg(f1) = (0,1), le(f1) = y1, deg(f2) = (1,0) e lc(f2) = y2

o E={f1,f2} =G. Temos que, m(E) = (1,1), Sg = {(y2, —v1)}

Spoly(E, (y2, —y1)) =y2D1f1 — 1 D2 fo
=y2(y1D2D1 + Dy) — y1(y2 D2 D1 + D1)

=y2D2 —y1 Dy =: f3.
Temos que deg(fs) = (0,1) e le(f3) = yo2. Como le(fs) ¢ 1e((0,1),1) = (y1) entdo
fs =i fa. Assim, G =G U{fs} = {fi, fa. fs} = {91 D2, y2D1, 12Dz — y: D1 }.

o E={f1,f3}. Temos que, m(E) = (0,1), Sg = {(y2, —v1)}

Spoly(E, (Y2, —11)) =y2f1 — 1 f3

=yoy1 Do — 11 (92D2 - le1)

Temos que deg(fs) = (1,0) e le(fs) = yi. Como lc(fy) & 1c((1,0),1) = (y2) en-
tio fi ~; fo. Assim, G = G U{fi} = {fi, fo, f3, f1} = {91D2,52D1, 925 —
viD1,yi D1}

o E={fo, f3}. Temos que, m(E)=(1,1), Sg ={(1,-1)}
Spoly(E, (1, 1)) =Dafs — D1 f3

=Dy(y2D1) — D1(y2D2 — 11 D1)

=y1 D} + 2Dy =: f;.
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Temos que deg(fs) = (2,0) e lc(fs) = y1. Como le(fs) & 1e((2,0),1) = (y2.47)
entao fs iht f5. Assim, G := GU{fs} = {f1, fo, 5, fa, [5} = {1 D2, y2D1,y2Ds —
leby%Dlale% +2D,}.

L E = {f17f27f3}- Temos que, m(E> - (17 1)7 SE = {(Z/2>—y1>0)7 (07 17_1)}

Spoly(E, (y2, —y1,0)) =y2 D1 f1 — y1Dafo =: fs.

Note que, fo = f3 portanto fg ibr 0.

Spoly(E, (0,1,—1)) =Dy fy — D1 f5 =: fr.
Note que, f» = f5 portanto fr ——_ 0.
o E={f1,f1}. Temos que, m(E) = (1,1), Sg = {(y1, 1)}
Spoly(E, (y1,—1)) =1 D1fi — Dafs =: fs.

Note que, fs = fi1 portanto fg i>+ 0.

o E=1{fs, f1}. Temos que, m(E) = (1,0), Sg = {(v}, —v2)}

Spoly(E, (yi —y2>> :y%fZ — Yo fa

=0.

o = {f37f4}' Temos que, m<E) = (17 1)7 SE = {(yfv _yQ)}
Spoly(E, (y;,—y2)) =y; D1fs — —y2Dafs =: fo.

Note que, fog = —x1f5 — 2f4 portanto fy ihr 0.
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Repetindo o processo até esgotar todos os subconjuntos finitos E de G, obtemos que

G = {f17f2af37f47f5} ¢ uma base de Grébner de (flafZ)'
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