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RESUMO

CAMASCA, J. F. Algumas aplicacées de combinatdria infinita a espacos de fun¢oes conti-
nuas. 2017. 139 p. Dissertacao (Mestrado em Ci€ncias — Matematica) — Instituto de Ci€ncias
Matematicas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2017.

O principal objetivo deste trabalho € estudar diversas aplicacdes de combinatdria infinita em
espacos de fungdes continuas, definidas em espagos compactos Hausdorff. Usando combinatéria
infinita para uma dlgebra de Boole, por meio da dualidade de Stone, obtemos um espaco compacto
Hausdorff. Com certas propriedades na algebra de Boole é possivel analisar propriedades
analiticas no espago de funcdes continuas definidas em tal espaco. Especificamente, analisamos a
propriedade de Grothendieck. Também analisamos a relacdo entre o espaco de fungdes continuas
e o espaco compacto Hausdorff sobre o qual € definido. Apresentamos um resultado que permite
obter diversos resultados conhecidos de uma maneira uniforme (s6 usando fatos de topologia e
teoria de conjuntos), dotando o espaco de fungdes continuas de uma ordem peculiar. Finalmente,

estudamos um pouco de jogos topolégicos mediante diversos exemplos.

Palavras-chave: Teoria dos conjuntos, combinatoria infinita, topologia, espacos de Banach,
medidas de Radon, dlgebras de Boole, propriedades de separacao, espagos de fungdes continuas,

isomorfismo compativel.






ABSTRACT

CAMASCA, J. F. Some aplications of infinite combinatorics to continuous functions spaces.
2017. 139 p. Dissertacao (Mestrado em Ciéncias — Matematica) — Instituto de Ci€ncias Matema-
ticas e de Computacgdo, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos — SP, 2017.

The main purpose of this work is to study some infinite combinatorics applications in spaces
of continuous functions, defined in Hausdorff compact spaces. Using infinite combinatorics in
Boolean algebras, through Stone duality, we obtain a compact Hausdorff space. With certain
properties in Boolean algebras it is possible to analyze analytic properties in the space of
continuous functions defined in such space. Specifically, we analyze the Grothendieck property.
We also analyze the relationship between the space of continuous functions and the compact
Hausdorff space on which it is defined. We present a result that allows to obtain several known
results in a uniform way (only using facts of topology and set theory), giving the space of
continuous functions a peculiar order. Finally, we study some topological games through several

examples.

Keywords: Set theory, infinite combinatorics, topology, Banach spaces, Radon measure,

Boole algebras, separation properties, continuous functions spaces, compatible isomorphic.
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CAPITULO

INTRODUCAO

Existem muitas propriedades que apresentam uma relacdo direta entre um espaco topolo-
gico X e o espaco de fungdes continuas definidas sobre ele e com valores reais. Os fatos mais
interessantes sao normalmente obtidos a partir de X ser um espaco compacto, de Hausdorff ou
ser completamente regular. Neste trabalho, utilizando combinatdria infinita, vamos ver algumas

dessas relagdes.

O Capitulo 2 € introdutdrio. Nele falaremos a respeito de boas ordens e do Lema de
Zorn (que € equivalente ao axioma de escolha). Daremos algumas defini¢des e propriedades da
topologia, comecando com o que é uma topologia até propriedades de separacdo, compacidade e

um pouco de densidade, culminando com o Teorema de Extensdo de Tietze.

No Capitulo 3 daremos uma introdu¢do aos conjuntos ordinais, comec¢ando com o que
€ um ordinal, isomorfismos de ordem, tipos de ordinais e compacidade, para concluir com as
operacdes aritméticas entre ordinais. Neste mesmo capitulo veremos os espagos perfeitos e

poloneses, assim como (brevemente) sobre espacos completos.

No Capitulo 4 apresentaremos alguns fatos sobre dlgebras de Boole. Entre eles alguns
fatos com respeito a ultrafiltros, homomorfismo entre dlgebras, o teorema da representacdo de
Stone, um pouco de quocientes, dlgebras livres e os critérios para estender homomorfismos entre
algebras. Estudaremos também as algebras superatomicas e a dualidade de Stone, para concluir

com um resultado em relagdo a compactificdo de Stone-Cech.

No Capitulo 5 estudaremos o concernente aos espacos de Banach, topologia fraca e
fraca®. Veremos espacos da forma C(K), o teorema de Stone-Weierstrass, medidas em édlgebras

de Boole e medidas de Radon. Mais adiante veremos alguns fatos interessantes com respeito a
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medidas, teorema de representacdo de Riesz, teorema de Dieudonné-Grothendieck e o Lema de
Rosenthal. Finalmente veremos um resultado com respeito a isometrias e as formas geométricas

do teorema de Hahn-Banach.

No Capitulo 6 veremos um espago de Banach nao reflexivo, mas isomorficamente isomé-
trico a seu segundo dual (conhecido como o espago de James). Estudaremos as bases em espacos

reflexivos.

No Capitulo 7 veremos uma aplicag¢do dos ordinais em topologia. Definiremos o posto
de Cantor-Bendixson, e assim apresentar o Teorema de Sierpiski-Mazurkiewicz (todo espaco

compacto, Hausdorff e enumerdvel € homeomorfo a um ordinal).

No Capitulo 8 estudaremos as propriedades de separacdo em dlgebras de Boole, e as
consequéncias de uma algebra ter tais propriedades. Veremos também a propriedade de Grothen-
dieck em espagos de Banach e a propriedade de Grothendieck em algebras de Boole e a relagdo

com as propriedades de separacdo e o espaco de fung¢des continuas.

No Capitulo 9 veremos associacdes existentes entre espacos que sdo compactos Haus-

dorff e o espago de fungdes continuas definidas sobre ele.

No Capitulo 10 uma aplicagdo seré feita em espacos de funcdes continuas, definindo
neles uma ordem que pode implicar quando dois espagos compactos, Hausdorff sejam homeo-

morfos e com isto obter como corolérios alguns resultados conhecidos na literatura.

Finalmente, no Capitulo 11 veremos exemplos de jogos topoldgicos usando separa-
bilidade, a ordem definida no capitulo anterior e a propriedade de separacdo em dlgebras de
Boole.
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CAPITULO

ALGUMAS PROPRIEDADES TOPOLOGICAS
E DE TEORIA DE CONJUNTOS

Neste capitulo vamos introduzir as definicdes e notacdes que faremos uso no texto todo,
com respeito a algumas propriedades topoldgicas importantes (por exemplo, compacidade, nor-

malidade e densidade).

Revisaremos também alguns resultados importantes de topologia (por exemplo, o Teorema de
extensdo de Tietze). Vamos comecar com as defini¢des de ordem, boa ordem, cadeias e o Lema
de Zorn.

Como reférencias para este capitulo, usamos principalmente (CIESIELSKI, 1997),(ENGEL-
KING, 1974) e (MUNKRES, 2000).

2.1 Boa ordem e transitividade

Defini¢ao 2.1. Dizemos que < € uma ordem sobre X se valem:

1. x<x
2.sex<yey<xentilox=y

3.sex<yey<zentiox <z

para todo x,y,z € X

Definicao 2.2. Dizemos que uma ordem < sobre X é uma boa ordem se, para todo subconjunto
ndo vazio Y C X existe um minimo (minY). Isto é, um elemento y € Y tal que y <y’ para todo
yevy.

Exemplo 2.1. O conjunto dos nimeros naturais N com sua ordem usual, isto é x <y se, e

somente se, existe z € N tal que y = x+z, € uma boa ordem.
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A seguir apresentamos um dos axiomas ZFC (o qual € equivalente ao axioma de escolha).
Axioma 1 (Principio da boa ordem). Para todo conjunto X existe uma boa ordem sobre ele.

Definicao 2.3. Seja x um conjunto. Dizemos que y € sucessor de x se, e somente se, y = xU {x}.

Isto €,
Vz[lz€y <+ (z€xVz=1x)]
Denotamos por y = s(x).

Outro dos axiomas ZFC € o seguinte:
Axioma 2. Existe um conjunto que contém o () como elemento e que € fechado por sucessores,
ie.
IS 0eSA(VxeSs(x) €S)

Definicao 2.4. Seja X um conjunto. Dizemos que X € indutivo se, € somente se, as seguintes

condi¢des valem

1.0 eX

2. Sex € X entdo s(x) € X

Dado § um conjunto indutivo. Definimos o seguinte conjunto:

O =yes N

onde ./ € o conjunto de todos os subconjuntos indutivos de S. Ou seja, ® é o menor conjunto
indutivo.

Pela definicdo temos diretamente que vale o seguinte resultado:

Proposicao 2.1 (Principio da indugdo infinita). Seja X C o tal que X € indutivo. Entdo X = ®.

Com isto, w faz o papel dos naturais, com a fung¢do s fazendo o papel da fun¢do sucessor

usual dos naturais.
Definicao 2.5. Dizemos que X é um conjunto transitivo se y C X paratodoy € X

Proposicao 2.2. Se n € w, entdo n é transitivo.

Demonstragcdo. Note que @ € trivialmente transitivo. Também note que se a € transitivo, entdao
aU{a} também €. De fato: se x € aU{a}, entdo x € a ou x = a. No primeiro caso, como a é
transitivo, x C a C aU{a}. No segundo caso, x = a C aU{a}. Logo, o resultado segue pelo

principio de inducao finita. []
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Com isto, m é transitivo, pois se n € w entdon € nU{n}. Logon CnU{n} ={k: k<
n}U{n} C o.

2.2 Lema de Zorn

Definicao 2.6. Seja X um conjunto nao vazio com ordem <. Dizemos que um subconjunto
Y C X ¢ totalmente ordenado (ou cadeia) se, e somente se, para todo x,y € Y vale x <y ou

y<ux

Todo conjunto bem ordenado € totalmente ordenado. De fato, sejam X um conjunto bem
ordenado e a,b € X. Considere o conjunto {a,b}. Tal conjunto é ndo vazio e portanto admite

minimo, ou sejaa < bou b < a.

Definicao 2.7. Seja X um conjunto ndo vazio com ordem <. Dizemos que um subconjunto

Y C X admite uma cota superior se, e somente se, existe ¢ € X tal que x < c paratodox €Y.

Definicao 2.8. Seja X um conjunto ndo vazio com ordem <. Dizemos que m € X é um elemento

maximal de X se ndo existe x € X tal que m < x.

Teorema 2.1 (Lema de Zorn). Seja X um conjunto ndo vazio com uma ordem <. Suponha
que todo subconjunto ¥ C X que € uma cadeia admite uma cota superior. Entdo X possui um

elemento maximal.

Demonstragdo. Considere uma boa ordem < para X. Vamos definir uma familia de subconjuntos
de X que formam uma sequéncia crescente. Para xp = minX defina Ay, = {xo}. Dado x € X,
suponha definidos A, para todo y < x. Entdo definimos A, = {x} U Uy<xAy se, para todo
¥ € Uy<xAy, y <x, ouAy =, Ay se a condigdo ndo ocorre. Note que assim definidos, os Ay
formam uma familia de subconjuntos de X tais que Ay, C Ay se y < x.

Observando que a unido de cadeia de cadeias € uma cadeia, concluimos que cada A, € uma
cadeia e que A = |J,x Ax € uma cadeia. Por hip6tese, existe x € X que € cota superior para A.
Se mostrarmos que x é maximal terminamos. Suponha que x ndo seja maximal, isto €, que exista
z € X tal que x < z. Mas, pela defini¢do dos Ay, A; = {z} UU,~ A, pois se a € [y, Ay CA
entdo a < x < z. Logo z € A, C A, o que € uma contradicao, pois teriamos que z < x ja que x é

cota superior de A. O

2.3 Espacos topologicos

2.3.1 Espacos topoldgicos e bases

Definiciio 2.9. Seja X um conjunto. Dizemos que uma familia 7 C £(X) é uma topologia para
X se
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1. O e X pertencema T
2. Dada qualquer familia {Aq } o<z de elementos em 7 entdo |, Aq pertence a 7.

3. Dada uma familia finita {Ai}?zl de elementos em 7 entdo ()/_; A; pertence a 7.

O conjunto X munido de uma topologia 7 € chamado de espaco topolégico. Aos elementos da

topologia chamamos de conjuntos abertos

Definicao 2.10. Seja X um espaco topoldgico. Dizemos que F C X € fechado se, e somente se,
X\F ¢ aberto.

A seguinte definicdo fornece relacdes entre espagos topoldgicos.

Definicao 2.11. Sejam X e Y espacos topoldgicos. Dizemos que uma fungdo f: X — Y €
continua se, e somente se, f -1 (U) é um aberto em X, para todo U aberto em Y.

Equivalentemente uma fung¢do entre espacos topoldgicos f : X — Y € continua se, e

somente se, para cada x € X e cada aberto V em Y tal que f(x) € V, existe U aberto em X tal
quexcUe f(U)CV.
Com efeito: Seja x € X e V aberto em ¥ com f(x) € V. Considere U = f~!(V). Entiox € U e
f(U) C V. Reciprocamente, seja V abertoem Y e x € f~!(V). Entdo f(x) € V. Logo existe Uy
tal que x € Uy e f(Uy) C V. Logo Uy C f~!(V) para todo x € f~! (V). Portanto f~!(V) é aberto
em X, pois € unido de abertos.

Definicao 2.12. Sejam X e Y espagos topoldgicos. Dizemos que uma fungdo f: X — Y é um

homomorfismo se, e somente se, f ¢ bijetora, continua e f~! também fora continua.

Vamos ver agora a noc¢ao de base para uma topologia.

Definicao 2.13. Seja X um espago topoldgico. Seja x € X. Dizemos que uma familia & de
abertos de X € uma base local para x se, e somente se, para cada aberto A que contém x, existe
B e Atal quex € BC A.

Definicao 2.14. Seja X um espaco topoldgico. Dizemos que uma familia % de abertos de X é
uma base para a topologia de X se, e somente se, para cada A aberto de X e x € A existe B € #
tal que x € B C A.

Observacao 2.1. Equivalentemente, dizemos que 4 é uma base para X se, e somente se,
Py ={B € A :x € B} é uma base local para cadax € X.

Observacao 2.2. Equivalentemente, dizemos que %4 € uma base para a topologia de X se, e
somente se, para todo aberto néo vazio A de X existe %' C £ tal que A = g B.
De fato, se %4 é uma base para X, dado A aberto e x € A existe B, € A tal que x € B, C A. Logo
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A =Uyea{x} CUsep,Bx CA, ousejaA =Jpc g B onde B' = {By}rca C A. Reciprocamente,
suponha A = |Jp. g B para B8’ C A. Entio, se x € A = Jge 4 B, existe By € %' tal que x € B, C
A.

Definicao 2.15. Seja X um conjunto e % uma familia de subconjuntos de X. Suponha que %
satisfaz as seguintes propriedades:

1. Para cada x € X existe B € # tal que x € B.

2. Sejam Bj,B; € . Paratodo x € B| N B, existe B€ B talquexc BC B NB;

e defina (B) :={A C X :A =Ugcp B, % C HA}. Tal familia é fechada por unides quaisquer,
por interse¢des finitas e contém X. Chamamos tal familia de topologia induzida, cuja base € a
familia A.

2.4 Axiomas de enumerabilidade e separacao

As seguintes propriedades sdo conhecidas por axiomas de enumerabilidade.

Definicao 2.16. Seja X um espaco topoldgico. Dizemos que X é TAN (ou que é primeiro

enumeravel) se, e somente se, possui uma base local enumerdvel para cada x € X.

Definicao 2.17. Seja X um espago topoldgico. Dizemos que X € IIAN (ou que é segundo

enumeravel) se, e somente se, possui uma base enumeravel para sua topologia.

Lembremos também as seguintes defini¢des:

Definicao 2.18. Dizemos que um espago topoldgico X € um:

1. espaco 7| se cada conjunto unitério € fechado.

2. espaco de Hausdorff se para cada x,y € X distintos existem A, B abertos de X tais que
xeAeyeBeANB=0

3. espaco compacto se para toda cobertura aberta' € de X existe uma subcobertura” finita.

4. espaco zero-dimensional se possui uma base de abertos-fechados para sua topologia.

Temos uma propriedade interessante em um espago de Hausdorff, com respeito a subes-

pacos compactos.

Lema 2.1. Seja X um espaco topolégico Hausdorff. Sejam x € X e K C X compacto tal que
x ¢ K. Entdo existem A e B abertos disjuntos tais que x € A e K C B.

Uma familia de abertos cuja unido € o préprio X

2 Subfamilia de uma cobertura que ainda é uma cobertura
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Demonstracdo. Para cada ponto y € K, pela propriedade de Hausdorff, existem A, e By, disjuntos
tais que x € A, e y € B,. Entdo {B, : y € K} ¢ uma cobertura aberta de K. Como K é compacto,
existem yy,...,y, € K tais que K C |Ji_; By,. Considere

A= ﬂ?:lAy,- eB= U?:l BYi

Note que A e B sao abertos, x € A e K C B. Vamos mostrar que AN B = (. Suponha que existe
z€ANB. Logo existe i € {1,...,n} tal que z € By,. Mas z € A, para todo i € {1,...,n}. Isto é
uma contradi¢do pois Ay, e By, sdo disjuntos para todo i € {1,...,n}. Portanto ANB = 0. U

O resultado implica que os subespacos compactos em espacos com a propriedade de

Hausdorff, sao fechados.

Proposicao 2.3. Sejam X um espaco topoldgico Hausdorff e K C X compacto. Entdo K ¢é
fechado.

Demonstracdo. Seja x € X\K. Pelo lema anterior existe A aberto tal que x € A e KNA = 0.
Logo x € A C X\K. Assim X\K ¢é aberto. Portanto K ¢ fechado. O

Definicao 2.19. Seja X um espaco topoldgico. Dizemos que X € regular se é T e, dado um
conjunto fechado F em X e um ponto x tal que x ¢ F, existem conjuntos abertos U,V em X tais
quexceU,FCcVeUNV =0.

Observacao 2.3. Se X € um espago regular € possivel, para qualquer ponto x € X e V aberto tal
que x € V, achar um aberto U em X de maneiraquexc U CU CV .

De fato: X\V é um fechado que ndo contém x, logo existem A, B abertos de X disjuntos tais que
x€AeX\V CB.Logo,seU =A,temosxc U CU CX\BCV.

Definicao 2.20. Seja X um espaco topoldgico. Dizemos que X € um espaco normal se € 77 e,
para quaisquer F,G C X fechados disjuntos, existem U,V C X abertos disjuntos tais que F' C U
eGCV.

Observacao 2.4. Se X é um espaco normal € possivel, para qualquer F fechado e V aberto tal
que F C V achar um aberto U em X de maneiraque F CU CU C V.

De fato: X\V é um fechado que é disjunto de F, logo existem A, B abertos de X disjuntos tais
que FCAeX\V CB.Logo,se U=A,temos FCU CUCX\BCV.

Um espago topoldgico X que é compacto e Hausdorff satisfaz a condi¢do de normalidade.

Proposicao 2.4. Seja X um espaco topoldgico compacto e Hausdorff. Entdo X € um espacgo

normal.
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Demonstragcdo. Sejam A, B C X fechados disjuntos. Fixe x € A. B € compacto, pois X € compacto.

Logo, pelo Lema 2.4, existem U, e V, abertos tais que x € Uy e B C V;

Temos entdo que A C [J{V, :x € A}. Como A é fechado em um compacto, A é compacto, logo
existe A* C A finito tal que A C {V,:x € A*}. DefinaU = J{Vy:x € A"} e V ={U,: x € A*}.
Note que U e V sdo disjuntose que A CU e BCV. [l

Vamos a ver o seguinte resultado interessante, que serd de utilidade mais para frente.

Proposicao 2.5. Seja X um espago topolégico compacto, Hausdorff e enumeravel. Entao X é
IIAN

Demonstragdo. Ja que X € enumeravel, € suficiente mostrar que X é 1—enumeravel, pois se
X ={x1,...,Xn, ...} € B, é uma base local para x,, entdo Z = |J,c,, HBn € uma base para X. Fixe
x, € X e seja x € X distinto de x,,. J4 que X é Hausdorff existem U, e V, abertos e disjuntos tais

que x, € U, e x € V,.. Considere
PBp ={Nker Uy, : F C @ finito e x; # x, Vk € F}

Note que %, é enumeravel.

Entdo %, é base local para x,. De fato, seja A aberto tal que x,, € A. Considere C = X \A, que é
fechado em X, logo C é compacto. Logo {V; : x € C} é uma cobertura de C, e assim existe F C ®
finito tal que C = (g Vy,- Do fato que U,, NV, =0 paracada k € F, (i cp Uy, NVy, = 0. Logo
Mier Ux, C X \Vy, paracada k € F. Portanto (\iep Uy, C (ier X \Vi, =X \Uier Vo, =X\C=A
€ Xp € (ker Ux,- O

2.5 Espacos metrizables e separavéis

Definicao 2.21. Seja X um conjunto. Se uma funcdo d : X x X — R satisfaz as seguintes

propriedades:

1. d(x,y) > 0 paratodo x,y € X.
2. d(x,y) =0 se, e somente se, x = .
3. d(x,y) = d(y,x) para todo x,y € X.

4. d(x,z) <d(x,y)+d(y,z) para todo x,y,z € X.

Dizemos que d é uma métrica. Ao par (X;d) chamamos de espaco métrico. O conjunto
Be(x) ={y€ X :d(x,y) < €}, ondex € X e € > 0 ¢ dito uma bola aberta.

Observacdo 2.5. Note que se y € B¢(x) entdo existe § > 0 tal que Bs(y) C Be(x) (considere
0 =¢e—d(x,y)).
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Observacido 2.6. A colecdo de todos os conjuntos da forma B¢ (x) satisfaz as condig¢des da
Defini¢do 2.15. Com efeito: Seja x € X. Claramente x € B¢ (x) para qualquer € > 0. Sejam B =
Bg,(x1),B2 = Bg,(x2) e y € Bi N By, com €1, & > 0. Pela observagdo acima existem 6,0, > 0
tais que B (y) C By e Bs,(y) € B>. Tome B = Bs(y), onde 6 = min{&y,0,}. Entdo B C B NB;.

Temos aqui a relacdo dos espacos topoldgicos com os métricos.

Definicao 2.22. Seja X um espaco topoldgico. Dizemos que X é metrizavel se, e somente se,
existe uma métrica d em X tal que a topologia induzida pela a cole¢do de todas as bolas € a

mesma que a topologia inicial de X.

Todo espago métrico € um espago topolégico. Certas propriedades de um espago topold-

gico X implicam que X € metrizavel.

Teorema 2.2. Seja X um espacgo topolégico regular com base enumerdvel. Entdo X € metrizdvel.

Demonstra¢do. Vamos mostrar que existe uma familia enumerdvel de fun¢des continuas f; :
X — [0, 1] tais que, para cada xy € X e U aberto com xq € U entdo existe n € @ tal que f,(xp) >0
e fu(X\U) = 0. Seja { B, } nc » uma base enumerével para X . Para cada para n, m tais que B,, C By,

pelo Lema de Urysohn, existe uma func¢éo continua g, ,, : X — [0, 1] tal que

gn,m(En) = {1} e gum(X\Bn) = {0}

A familia {g, » } ¢ enumerdvel e satisfaz a condi¢do acima. Com efeito: dado xp € X e U aberto
tal que xop € U. Logo, existe B, tal que xo € B,, C U. Como X ¢é regular, existe B, tal que
x0 € By € By C By Logo gnm(x0) >0 € gnm(U) = {0}. Reindexando os indices (1,m), obtemos
a familia { f,, },co desejada.

Agora, vamos mostrar que X é homeomorfo a um subespago de um espago metrizavel (R?).

Com efeito: usando a familia { f;, },ce definimos F : X — R® dada por

F(x) = (fi(x), f2(x), f3(x), )

F € continua, pois cada f;, é continua. Também, F' € injetora. Com efeito: sejam x #* y. Entao
existe n € w tal que f,(x) >0e f,(y) =0. Logo F(x) # F(y).

Finalmente, mostraremos que F : X — F(X) é um homeomorfismo. Para isto, vamos mostrar
que F(U) é aberto em F(X), para todo U aberto em X. Com efeito: seja zo € F (U ). Entdo, existe
xo € U tal que F(xp) = zo. Considere N € o tal que fy(xp) > 0e fy(X\U) = {0}. Considere
V =1y ((0,+0))3. Tome W = V N F(X), que é aberto em F(X). Afirmamos que z9 € W C
F(U). Com efeito: note que 7y (z0) = 7y (F(x0)) = fwv(xo) > 0. Logo zo € W. Agora, considere
z € W. Logo z = F(x) para algum x € X e my(z) > 0. Note que 7y(z) = nn(F(x)) = fv(x).
Entdo x € U, pois fy(X\U) = {0}. Portanto F(x) =z € F(U). O

3

m,apro jeonan — simacoordenada
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Temos um resultado interessante respeito ao limite uniforme de fun¢des continuas.

Definicao 2.23. Sejam X um conjunto, ¥ um espago métrico e uma sequéncia ( f, )nce de fungdes
fn:X —Y.Sejad amétrica para Y. Dizemos que a sequéncia ( f;,),ce converge uniformemente a
uma fung™ao f: X — Y se, e somente se, para todo € > 0, existe ng € o tal que d(f,,(x), f(x)) < &€
para todo n > ng e para todo x € X.

Teorema 2.3. Sejam X um espago topoldgico, ¥ um espago métrico e ( f,)nce Uma sequéncia,
onde cada f, : X — Y € continua. Se a sequéncia converge uniformemente a uma fungdo f entio

f € continua.

Demonstragdo. Seja d a métrica para Y. Vamos mostrar que f é continua em todo ponto xg € X.
Com efeito: seja V aberto tal que f(xg) € V. Considere € > 0 tal que B¢(f(xp)) C V. Logo existe
np € w e U aberto em X com xo € U tais que d(f,(x), f(x)) < § e d(fu(x), fu(x0)) < €, para
todon > ng e paratodox € U.

Assim, para todo x € U,

d(f(x), f(x0) < d(f(x), fuy(¥)) +d(fag(x), fng(x0)) +d(fuy(x0), f(x0)) <5+ 5+5=¢
Considerando U = f~!(B¢(f(xo))) obtemos o resultado. O

Definicao 2.24. Seja X um espaco topoldgico. Dizemos que  C X é denso em X se, e somente

se, 2 NA # ( para qualquer aberto ndo vazio A de X.

Definicao 2.25. Seja X um espago topoldgico. Dizemos que X € separavel se, e somente se, X

contém um subconjunto denso e enumeravel.

Definicao 2.26. Seja X um espaco topolégico. Dizemos que uma familia de abertos Z é uma

7 — base se, e somente se, para cada aberto A C X existe U € A tal que U C A.

Proposicao 2.6. Seja X um espaco topoldgico. Se X tem w—base enumerdvel entdo X € separa-

vel.

Demonstragdo. Por hipétese existe 8 = {B, : n € ®} uma mw—base enumerdvel. Considere
9 = {x,:n € o} onde x, € B, para cada n € 0. & é enumeravel e denso. Com efeito: seja
A C X ndo vazio. Entdo existe B,, € # tal que B,, C A. Logo x,,, € A, isto € DNA # 0. ]

Proposicao 2.7. Seja X um espaco topoldgico. Se X € IIAN entdo tem 7 — base enumeravel.

Demonstracdo. Por hipdtese existe B = {B,, : n € @} base enumerdvel para X. Afirmamos
que % € uma m—base. Com efeito: Seja A C X aberto e x € A. Logo existe B, € % tal que
XEB,CA ]
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A reciproca em geral € falsa. Se X fosse metrizdvel obtemos equivaléncia das proprieda-

des

Proposicao 2.8. Seja X um espago metrizavel. Se X € separdvel, entdo X é IIAN.

Demonstragdo. Por hipotese existe 2 C X enumerdvel e denso. Denote por d a métrica em X.
Considere a familia de abertos 2 = {B1(x) : x € Z,n € w\{0}}. Note que & é enumeravel.
Vamos mostrar que 4 € uma base. Com enfeito: seja A C X aberto e y € A. Entdo existe € > 0 tal
que Be(y) C A. Logo existe n € @\{0} tal que % < g e, assim, B2 (y) C Be(y) CA. Como 7 é
denso, existe x € ZNBi(y). Logoy € Bi(x). Se z € B1(x), entio d(z,y) <d(z,x)+d(x,y) <
141 % Logoz € B% gy) Portanto y € IHB%(X) C B%(y)ng A. O

n n

2.5.1 Teorema de Extensao de Tietze

O teorema seguinte é bastante util pois permite a extensdo de func¢Oes continuas, de

certos subconjuntos de um espaco, a valores reais, ao espago inteiro.

Teorema 2.4 (da Extensao de Tietze). Seja X um espaco topolégico normal. Se M C X € um
subconjunto fechado e f : M — R € uma fun¢do continua, entdo existe uma funcao continua
f:X —>Rtalque fly=f.

Antes de dar a prova do teorema, lembremos o seguinte resultado:

Teorema 2.5 (Lema de Urysohn). Seja X um espaco topoldgico normal. Para qualquer par A, B
de conjuntos fechados disjuntos de X existe uma fun¢do continua f : X — [0, 1] tal que f(x) =0
paratodox € A e f(x) =1 para todo x € B.

Demonstragdo. Para cada nimero racional r no intervalo [0, 1] vamos definir um conjunto aberto

V, C X, com as seguinte condigdes:

1. V, C V. sempre que r < 1’

2. AC V), BCK\V]

Os conjuntos V, podem ser definidos usando a indu¢do. Vamos tomar uma enumeracao dos
racionais do intervalo [0, 1], digamos ry,r,r3,..., tal que r; =0 e r, = 1. Tome Vo =U e
Vi = X\B, onde U é um aberto tal que A C U C U C X \B. Note que, assim, V C V;. A primeira

condi¢do acima pode ser escrita também:
Vr,' C Vrj sempre que r; <rjei,j<k

Para k = 1, isso € satisfeito. Suponha que os conjuntos V. estdo definidos e satisfazem a

propriedade acima para i < n, com n > 1. Seja r; o nimero entre ry,...,r, que estd mais perto
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a esquerda de r,4 e r, o nimero entre ry,r;,...,r, que estd mais perto a direita de ry, 1. J&
que r; < 1y, €ntao Vr, C V,,. Considere U aberto tal que V,l cUcCUC V,,,. Considerando
Vi1 = U, entdo V., V,,, ..., V,11 satisfazem a condicdo desejada, isto conclui a construcdo da
familia com as condigdes (1) e (2).

Considere a fungdo f : X — [0, 1] dada por:

inf{r:xeV,}, xeVi;
f(x): { V}
1, XEK\VI.

De (2) f(x) =0 parax € A e f(x) = 1 parax € B. Resta mostrar que f é continua.

Do fato que os abertos da forma |a,b[, [0,a| e b, 1] formam uma base para [0, 1] e, notando que
la,b[=[0,b[N]a,1] e f~1ANB] = f~'[A] N f~![B], basta mostrar que f~'[[0,a[] e f~![]a,1]]
sdo abertos para qualquer 0 < a < 1.

Seja x € X tal que 0 < f(x) < a. Sejar, € Q tal que f(x) < r, < a. Entdo x € V,, , pois se ndo
fosse assim terfamos f(x) > r,. Sejay € V,,, entdo f(y) < r,, e portanto f(y) € [0,a[, e assim
y € f71[[0,a[]. Portanto V,, C f~1[[0,a]], e assim f~[[0,a[] é aberto.

Analogamente, seja x € X tal que a < f(x) < 1. Seja r, € Q tal que a < r, < f(x). Note
que x € X\V,,, pois caso contrdrio terfamos x € V,, C V,, com r,, > r, € assim f(x) < ry,.
Agora sejay € X\V,. , e note que f(y) > r, e, portanto f(y) €]a,1]. Logoy € f~!{]a,1]], isto é
X\V,, C f~!a,1]], e portanto f~![]a, 1]] é aberto. O

Demonstragdo do Teorema de extensdo de Tietze. Vamos, em primeiro lugar, mostrar que se
fo : M — R é uma fungao continua, com M C X fechado, X normal e | fy(x)| < ¢, Vx € M (com
¢>0 fixado), entdo existe g : X — R tal que

1. |g(x)| < fcparax €X

2. |fo(x) —g(x)| < 3cparaxe M
De fato: Note que os conjuntos A = f; ! [[—c, —1c]eB= i [[3c,c]] sdo disjuntos e fechados
no fechado M (imagens inversas de fechados pela f que € continua), e assim sdo fechados em X.
Entdo pelo Lema de Urysohn existe 4 : X — [0, 1] tal que h(x) = 0 parax € A e h(x) = 1 para
x € B. Considerando g(x) = 3c(h(x) — 3), obtemos g : X — R que satisfaz (1) e (2).
Agora, dada uma fungdo f : M — [—1, 1], vamos definir uma sequéncia de fungdes continuas
(gn)nen de X em [—1, 1] satisfazendo:

L. |gi(x)] <3 (%)i_l, para todo x € X

2. [f(x) =X gi(x)] < (%)l para todo x € M

Para definir g, aplicamos o resultado obtido acima para f e ¢ = 1. Suponha definidos g1, g2, ..., &i,

de modo que valem (1) e (2). Vamos definir g; . Para isso aplique o resultado obtido acima
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para f — ijzl (gilm)ec= (%)l (que € continua por ser soma de fun¢des continuas e limitada
pela escolha de ¢, pois g1, ..., g satisfazem (2)). Logo tal extensdo g;; satisfaz (1) e (2).
Entdo defina g : X — [—1, 1] como g(x) =Y. g;(x) para todo x € X (o qual tem sentido pela
condicao (1)). Pela condi¢do (2) g estende f. Como cada g, € continua e g € o limite uniforme,
pelo Teorema 2.5, concluimos que g € continua.

Note que basta mostrar o resultado para fungdes f : M —] — 1, 1| (pois existe um homeomorfismo
@ entre R e ] — 1, 1[). Pelo segundo resultado obtido acima, temos uma extensio g : K — [—1,1].
Seja M’ = g~ '[{—1,1}]. Note que M’ e M sio fechados disjuntos. Pelo Lema de Urysohn, existe
h:X —1[0,1] com h[M] = {1} e h|M'] = {0}.

Finalmente, note que a fungio desejada F : X —| — 1, 1[ é dada por F(x) = g(x)h(x) (para o caso
geral f: M — R, aplique o mesmo para a funcio ¢ o f e considere f = ¢! o F). O

Definicao 2.27. Seja X um espaco topoldgico. Dizemos que X é completamente regular se
dado um conjunto fechado F C X e x € X tal que x ¢ F, existe uma fungdo continua f : X — R

tal que f(F)={0} e f(x) = 1.

Temos diretamente da definicao que todo espaco completamente regular € um espago

regular e, pelo Lema de Urysohn, todo espago normal é completamente regular.
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CAPITULO

ORDINAIS E ESPACOS PERFEITOS

Neste capitulo vamos fazer uma introdugao aos ordinais e apresentar como ¢ a aritmética
deles (o que servird mais para frente em uma constru¢do de um ordinal enumeravel). Vamos ver

também brevemente algum os fatos sobre espacos poloneses e perfeitos.

Como referéncia principal, usamos (CIESIELSKI, 1997) para as Secoes de 1 a 4 (tam-
bém (SCHLORDER, 2012) em particular para a Secdo 4). Para as secdes posteriores usamos
principalmente (TSERUNYAN, 2014) e (CAROTHERS, 2000). Finalmente (MUNKRES, 2000)

para algumas defini¢des bésicas.

3.1 Ordinais

Definicao 3.1. Dizemos que um conjunto ¢ é um ordinal se ele € transitivo e bem ordenado

por €.

Por vacuidade, 0 := 0 € um ordinal. Pelo que provamos anteriormente, cada n € @ € um
ordinal. Mais que isso, 0 préprio @ também é um ordinal. ® U{®} é também um ordinal. Note

que, como cada ordinal € transitivo, entdo todo elemento seu também € bem ordenado por €.

Proposicao 3.1. Seja o um ordinal. Se x € o entdo x € um ordinal.

Demonstragcdo. SO precisamos mostrar que x € transitivo. Sejam a,b tais que a € be b € x.
Como « é transitivo, b € a. Entdo a € o. Logo a,x € a. Suponha a ¢ x, entdo x € a ou x = a.
No caso x € a, considere B = {a,x,b}. Logo B C ¢ é ndo vazio e ndo tem elemento € —minimal
(pois a € b € x € a), 0 que é uma contradi¢do. No caso x = a, considere B = {x,b} e obtemos a

mesma contradicao. Logo a € x e portanto b C x. [
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Proposicio 3.2. Sejam o e B ordinais tais que 8 € . Suponha que A € « seja tal que A € o
menor tal que B € A. Entdo A = BU{B}.

Demonstracdo. Como A é um ordinal, B C A, portanto fU{fB} C A. Por outro lado, dado & € 4,
pela minimalidade de A, B ¢ &. Ou seja, temos & €  ou § = B. Desta forma, A C BU{B}. O

Proposicao 3.3. Seja a um ordinal. Entdo oo = B U{fB} para algum 8 ou BU{B} € o para todo
Beo.

Demonstracdo. Seja 3 € o tal que BU{B} ¢ a. Note que BU{B} C a (pois, ja que o é ordinal,
temos B C o). Suponha que exista A € o\ (B U{B}). Podemos supor que A é o menor com tal
propriedade.

Note que B € A. De fato, como A, 3 € «, se ndo fosse assim teriamos que A € 8 ou A = 3.
Mas ambos esses casos contrariam o fato que A € a\ (B U{B}). Entdo, pelo resultado anterior,
A =B U{B}, masisso contradiz o fatoque L € e BU{B} ¢ a. O

Os resultados anteriores motivam a denotar a U {oa} como s(¢t) (se @ é um ordinal).

Costumamos denotar por ¢ + 1 tal conjunto. Com isso, temos a seguinte defini¢ao:

Definicao 3.2. Seja o um ordinal. Se & = 8 + 1 para algum f ordinal, dizemos que ¢ é um

ordinal sucessor. Caso contrdrio, dizemos que o ¢ um ordinal limite.

Cada n € o nio vazio é um ordinal sucessor, mas @ € um ordinal limite.

Lema 3.1. Sejam « e 8 ordinais tais que existe A € o\ 3. Entdo 8 C A.

Demonstracdo. Seja & € B. Vamos provar que & € A. Suponha que ndo. Note que §,1 € o

(pois B C a). Terfamos dois casos:

o & = A.Mas isso é uma contradi¢éo pois neste caso temos A € .

» A € &. Mas isso também é uma contradi¢do, pois com isso também obtemos A € f3.

Lema 3.2. Sejam « e 8 ordinais tais que f C a. Entdo f = a ou f € «.

Demonstracdo. Suponha B # . Seja A € a\ . Podemos supor A 0 menor com tal propriedade.
Vamos mostrar que A = 3 (com isso vamos ter que 3 € o como queremos). Suponha que nio.
Pelo resultado anterior, § C A. Entdo existe A’ € 1\ . Logo A’ € &\ 8, contrariando o fato que

A era o menor com tal propriedade. O]

Teorema 3.1 (Indugdo para ordinais). Seja ¢ uma férmula tal que, se para todo o ordinal, vale

¢ (PB) para B € «, entdo vale @ (o). Entdo, para todo o ordinal, vale ¢(a).
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Demonstrag¢do. Vamos fazer por absurdo. Suponha que existe o ordinal tal que ndo vale @(o).
Considere o menor! £ € « tal que @(&) ndo vale (existe pela hipétese e o fato que nio vale
¢(a)).

Para todo A € & temos, pelo fato que & € o menor que ndo vale a propriedade ¢, que vale ¢@(1).

Logo, pela hipétese, vale ¢ (&), uma contradigdo. O

Lema 3.3. Sejam «, 8 ordinais. Entéo vale @ C 8 ou 8 C «.

Demonstrag¢do. Vamos provar a afirmagdo por indugio sobre «. Fixe 8 ordinal e suponha que,

paratodo & € a vale

ECBoufcCé

Suponha que exista & € a tal que B C &. Entido, pela transitividade, & C a. Logo 8 C a.
Suponha que o caso anterior ndo ocorra. Ou seja & C B para todo £ € a. Pelo Lema 3.2, temos

dois casos:

e Se & = B. Pela transitividade,  C a.

e Se & € B. Note que isso vale para todo & € a. Logo o C 3.

3.2 Isomorfismos de ordem

Definicao 3.3. Sejam X e Y conjuntos ordenados. Dizemos que f : X — Y € um isomorfismo

de ordem se f é bijetorae f(a) < f(b) se, e somente se, a < b.

Definicao 3.4. Um subconjunto S de um conjunto ordenado X € um segmento inicial de X se

para qualquer x,y € X tais que x < y ey € S implica que x € S.

Proposicao 3.4. Seja .# uma familia nao vazia de ordinais. Entao (J.# é um ordinal.

Demonstracdo. Seja B € |J.%, entéo existe algum ordinal o € .% tal que B € a. Assim 3 C
aClUZ.

Seja @ # B C |J.# e seja a € B. Entdo existe algum ordinal n € .# tal que o € 1. Assim
o ¢ um ordinal. Se x N B = 0, entdo a € o elemento € —minimo de B. No outro caso, seja
B = min(ocN B) (o qual existe pois & é ordinal). Logo f é o elemento € —minimo de B. Portanto

J-# € bem ordenado por €, e assim | J.# é um ordinal. O

' aqui estamos considerando o menor com respeito a €
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Proposicio 3.5. Sejam « e 3 ordinais. Se existe f : &« — B isomorfismo de ordem, entdo o = f3.

Demonstracdo. Vamos fazer por indugdo sobre a. Se @ = 0, entdo 8 = 0. Agora suponha que
o resultado vale para todo & € & . Suponha que exista f : o — 8 isomorfismo de ordem. Seja
& € a. Note que f|¢ : & — B € um isomorfismo de ordem, onde B C 8. Jd que & € um segmento
inicial de o (pois é um ordinal) B = f(&) é um segmento inicial de . De fato, sejam a,b € 8
coma<bebeB=f(§).

Entdo, existem N € x e { € E taisquea= f(n) e b= f({). Logon <. Assimn €&, e
portanto a € B. Portanto B = A para algum A € 3. Pela hipétese de indugdo, & = A. Ou seja,
o C . Considere agora f~': B — v e € € B. Entio flg : & — A é também um isomorfismo
de ordem. Pelo mesmo motivo anterior, A € um segmento inicial de o. Logo A = A para algum

A € a. Pela hipétese de indugdo & = A, ou seja B C o. Portanto o0 = f3. O

Teorema 3.2. Seja X um conjunto bem ordenado. Entdo existe um, e apenas um, ordinal « tal

que existe f : X — o isomorfismo de ordem.

Demonstragcdo. A unicidade segue do resultado anterior. Vamos definir uma funcio f : X — o
recursivamente. Seja X = {x;}icz uma ordenag@o para X. Defina f(xp) := 0. Suponha de-
finidos f(x;) para todo x; < x;. Defina f(x;) := min{a : V y < x;, f(y) < a}. Considere
@ = Uyex1f(xi)}. Pela Propsicdo 3.2, « é um ordinal. Entdo, f assim definida é bijetora

e preserva o ordem de X e . Logo f € um isomorfismo de ordem. U

O ordinal « relativo a X no teorema anterior, € o tipo de ordem de X.

3.3 Ordinais compactos
Dado um ordinal ¢, ha uma topologia bastante natural sobre ele, a topologia da ordem:

Definicao 3.5. Dado um ordinal ¢, chamamos de topologia da ordem a topologia gerada pelos
conjuntos da forma |&,n[ e [0,&[ para todo &,1 € a (Os intervalos de ordinais sdo definidos de

forma andloga aos intervalos de reais).

Temos o seguinte fato:

Proposicao 3.6. Todo ordinal, com a topologia de ordem, € um espagco de Hausdorff, isto é,

dado dois pontos x,y € o distintos, existem abertos A, B disjuntos taisquex € Aey € B.

Demonstragdo. Dados x,y € o distintos. Entdo x < y ou y < x. Suponha x < y (o outro caso é
andlogo). Entdo x € [0,x+ 1[ e y €]x, @[ sdo abertos disjuntos. Logo a é um espaco de Hausdorff
com a topologia de ordem. ]
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Definicao 3.6. Seja X um espaco topoldgico. Dizemos que x € X é um ponto isolado se, e

somente se, {x} é aberto em X.

Lema 3.4. Seja o ordinal limite. Se B € a, entdo B+ 1 € a.

Demonstracdo. Como o é ordinal limite, pela Proposi¢do 3.3, +1=BU{B} € a. N

Proposicao 3.7. Dado «a ordinal. Entdo os tinicos pontos isolados sdo os sucessores € o 0.

Demonstragcdo. Seja B € o ordinal sucessor, isto é, B = A + 1 para algum ordinal A € «.
{B} =]A,B + 1], que é aberto em «, pois B + 1 € . Claramente {0} é aberto em o pois
{0} =[0,1[e 1 € a.

Vamos mostrar que se 8 € a é um ordinal limite, entdo 8 ndo é isolado. De fato, suponha que
{B} seja aberto em «. Entdo existe |&,n[C {B} para alguns £, € @. Ouseja, se E <A <1
entdo A = . Logo & < B. Mas como f é limite, B A& +1e & <&+ 1< B <n oque contradiz
que |&,n[C {B}. Portanto B ndo é isolado. O

Proposicao 3.8. Se o ¢ um ordinal limite, entdo & ndo é compacto.

Demonstracdo. Note que <7 = {[0,B + 1[: B € a} é uma cobertura aberta para o. Entdo <7
nao possui subcobertura finita. Suponha que sim. Entdo existem i, ..., 3, € « tais que o =

" 110, Bi + 1[. Considere f; o maximo dos elementos f3, ..., B,. Entdo a = [0, B + 1], e assim
o = By + 1, o que contradiz que « € limite. U

Proposicao 3.9. Se o é um ordinal sucessor, entdo o € compacto.

Demonstragcdo. Vamos mostrar por inducdo sobre o, isto €, suponha que o resultado vale para
todo A < «a ordinal sucessor. Seja 8 tal que a = 8 + 1. Se B for sucessor, entdo a é compacto
pois seria um compacto adicionado com um ponto.

Se B for limite. Seja ¥’ uma cobertura por abertos para @. Seja C € € tal que 8 € C. Logo, existe
& tal que |&, B] C C pois C é aberto. Ja que B é limite, &£ + 1 < B < a. Por hipétese de indug@o ,
existe ¢’ C € finito tal que & + 1 =J%". Portanto ¢’ U{C} é uma cobertura finita para o¢. [

3.4 Adicao, multiplicacao e exponenciacao de ordinais

Vamos definir agora a seguinte aritmética para nimeros ordinais. Definimos 1 := {0}.

Sejam « e B ordinais. Considere o produto cartesiano o x 3 e a seguinte relacédo

(A,8) < (18 eA<yV(A=7NE<Q)
Vejamos que a relacdo € uma ordem. Com efeito:

1. Claramente (1,&) < (4,&)
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2.Se (A,6) < (r.8) e (1.§) <(A,6), entdo (A,5) = (1,6) pois A =ye g <fel<g
implica que & = (.

3. Se (4,&),(y,8) e (6,1), entdo (A,&) < (0,n) pois,se L < yvey<Oentio A <60 e
§<lel<mentdog <.

Vamos chamar a ordem de ordem lexicografica.

Seja A C a x B ndo vazio. Considere B={A € o : 3 € B tal que (L,§) € A} C . Como
o € boa ordem, existe Ayg € B que é minimo. Considere C = {(A9,&) € a x B : (A9, &) € A}.
Agora considere D = {£ € B : (A9,&) € C} C B. Como B é boa ordem, existe ) € D que é
minimo. Entéo (A, &p) é um minimo para A. Com efeito: suponha que existe (,) € A tal que
(7,8) < (A0,&p). Temos dois casos:

1. Se y < Ap. Mas isto contradiz o fato que Ay é o minimo de B.

2. Sey=X e <&.Entio (7,§) € C. Mas isto contradiz o fato que &y é o minimo de D.

Portanto a ordem lexicogréfica é uma boa ordem.

Definicio 3.7. Sejam o e 3 ordinais. Definimos a soma o + 3 de & e B como o tipo de ordem

do conjunto ({0} x o) U ({1} x B) bem ordenado com a ordem lexicografica.

Em algum sentido, somar 3 ao ordinal o é s6 “acrescentar” 8 ao a.

Da mesma maneira podemos definir o seguinte:

Definicao 3.8. Sejam « e 3 ordinais. Definimos o produto o - 8 de o e B como o tipo de ordem

do conjunto B x & bem ordenado com a ordem lexicografica.

Em algum sentido, fazer o produto de & por 8 é “somar” -vezes a. Assim, podemos

definir a exponengdo ordinal.

Definicao 3.9. Sejam « e 8 ordinais. Vamos definir a exponencao de ordinais recursivamente:
e 0¥=1
* Se B =A+1, definimos of = (a)* - &

» Se B é um ordinal limite e & > 0, definimos af =, _g(at*). Se & = 0, definimos
B _
af =0.

Ja que a unido de ordinais € um ordinal, a exponeng¢ao estd bem definida, ou seja, se & e

B sdo ordinais entdo o é um ordinal.
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3.5 Espacos perfeitos e poloneses

Definicao 3.10. Seja X um espago topolégico. Dizemos que X é completamente metrizavel
se, € somente se, existe uma métrica completa d cuja topologia induzida coincide com a inicial
de X.

Definicao 3.11. Seja X um espago topoldégico. Dizemos que x ¢ um ponto de acumulacido (ou

ponto limite) de X se, e somente se, qualquer aberto A que contém x é tal que A\{x} NX # 0

Se X é métrico, temos equivalentemente que x ¢ um ponto limite de X se, e somente se,
existe (x,)new C X \{x} com x, # x,, se n # m tal que x, — x.
De fato, seja x ponto limite de X. Entdo existe x; € By(x)\{x} NX. Para cada k € w\{0},
considere & = d(xi,x). Existe ny tal que nik < &. Logo, existe x,,,, € Bi(x)\{x} NX. Logo
X, 7 Xn,, S€ k # m, € xp — x, se k — oo, pois {Be(x) :x € X, € > 0} € uma base para X.
Reciprocamente suponha que existe (x,),ce C X \{x}, com x, # x,, se n # m, tal que x,, — x. Seja
A aberto contendo x. Logo existe r > 0 tal que B,(x) C A. Ja que x, — x, entdo x, € B,(x)\{x}.
Logo 0 # B, (x)\{x} N X C A\{x} NX.

Definicao 3.12. Seja X um espaco topoldgico. Dizemos que P C X € perfeito se, e somente se,
P € fechado e nao contem pontos isolados.

Definicao 3.13. Seja X um espacgo topoldgico. Dizemos que X € um espaco polonés se, e

somente se, X € separdvel e completamente metrizdvel.

3.6 Connjuntos totalmente limitados

Definicao 3.14. Seja X espagco métrico. Dizemos que A C X é um conjunto totalmente limitado
se, e somente se, dado qualquer € > 0, existem finitos pontos xi,x3,...,x, € X tais que A C

Uiz Be(xi).

Para que um conjunto seja totalmente limitado, s6 precisamos que esteja contido em uma

unido finita de subconjuntos com didmetro arbitrariamente pequeno.

Lema 3.5. A € um conjunto totalmente limitado se, e somente se, dado € > 0, existem finitos
Ay, ...,A, CA, comdiam(A;) < € paratodo i € {1,...,n}, tais que A C U A;.

Demonstragdo. Suponha que A € totalmente limitado. Seja € > 0, podemos escolher xy,...,x, €
M tais que A C U, B (x;). Entdo A pode ser coberto pelos conjuntos A; = A NBe (xi) CAe
diam(A;) < diam(Bg(xi)) — 2 <gparacadai€ {1,...,n}.

Reciprocamente, dado € > 0, suponha que existem A1, ...,A, C A, com diam(A;) < € para todo
i€{l,...,n}, tais que A C |J_A;. Dado x; € A; entdo A; C Be(x;) para cada i € {1,...,n} e
portanto A C Ji_| Be¢(x;). Ja que € considerado foi qualquer, temos o resultado. O
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Lema 3.6. Seja A um conjunto totalmente limitado. Entdo existe (x,)cq sequéncia de Cauchy,

cujos elementos sdo dois a dois distintos.

Demonstragdo. Pelo lema anterior, existe uma quantidade finita de subconjuntos de A com
didmetro < 1 que cobrem A. Ao menos um desses conjuntos tem que conter infinitos pontos
de A, chamemos ele de A;. Mas A| é também totalmente limitado e infinito. Logo existe uma
quantidade finita de subconjuntos de A; com didmetro < % Ao menos um desses conjuntos
tem que conter infinitos pontos de A1, chamemos ele de A;. Continuando o processo, obtemos
uma sequéncia decrescente A D A D Ay D Az D ..., onde cada Ay € infinito paracada k € w e
diam(Ay) < % Podemos obter uma sequéncia (x; )xeq tal que x; € Ay para todo k € @. (xp)ncw
€ uma sequéncia de Cauchy. Com efeito, dado € > 0 existe ny € o tal que % < €. Logo dados
n,m > ng, suponha n > m > ng, entao

d(Xp, %) < diam(4,,) < L < L <¢

m no

3.7 Espacos completos

Lembremos que um espago métrico X € completo se, e somente se, qualquer sequéncia

de Cauchy de pontos em X é convergente. Vamos ver alguns fatos equivalentes a completude.

Teorema 3.3. Seja X espaco métrico, as seguintes afirmacdes sdo equivalentes:

1. X é completo

2. Seja F1 D F, D F3 D ... uma sequéncia decrescente de conjuntos fechados ndo vazios em
X tais que diam(F,) — 0 para todo n € @. Entdo (_, F, # 0 (de fato, contém exatamente

um sé ponto)

3. Todo subconjunto infinito totalmente limitado de X tem um ponto de acumulag¢do em X.

Demonstragdo. (1) = (2) Seja {F,}nce uma sequéncia decrescente de fechados ndo vazios tais
que diam(F;) — 0, se n — . Escolhemos x, € F, para cadan € ®. Logo {x; : k > n} C F,
para cada n € ®, pois F, sdo decrescentes. Assim diam({x; : k > n}) < diam(F,) — O se
n — oo, Entao (x,)nce ¢ uma sequéncia de Cauchy. De fato, dado € > 0, existe ng tal que, para
todo n > ng temos diam({x; : k > n}) < €. Logo se n,m > ng, digamos n > m, d(xn,Xxy) <
diam({xg : k > n}) < diam({x; : k <m}) < €. Logo x, — x, se n — oo, para algum n € X (pois
X é completo). Mas como cada F, é fechado, x € F;, para cada n € ®. Logo (,c, Fn # 0.
diam(N),cq Fr) < diam(F,) — 0 se n — oo, Portanto diam ([, Fr) = 0 € assim (¢, Fn = {x}

(2) = (3) Seja A um conjunto infinito e totalmente limitado. Pelo Lema 3.6, temos que existe
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(xn)new sequéncia de Cauchy, cujos términos sdo dois a dois distintos. Considere A, = {x; :
k>n}, temos A DA| DA D .... Cada A, é ndo vazio, infinito e diam(A,) — 0 (pois {x, }necw €
Cauchy). Note que A, D A, 1 # 0. Note também que diam(A,,) = diam(A,,). De fato, diam(A,,) <
diam(A,) pois A, C A,. Por outro lado, se x,y € A, existem a,b € A, tais que d(x,a) < € e
d(y,b) < €, para cada € . Assim

d(x,y) <d(x,a)+d(a,b)+d(b,y) <sup{d(a,b):a,becA}+2¢

para qualquer x,y € A. Logo diam(A) < diam(A). Entdo diam(A,,) = diam(A,) — 0 se n — oo
Por hipétese existe x € e An. Agora, ja que x, € A, entdo d(x,,x) < diam(A,) — 0. Assim
X, — x € portanto x € um ponto de acumulacao de A.

(3) = (1) Seja (x4)nee uma sequéncia de Cauchy em X. SO precisamos mostrar que (X, ),cq tem
uma subsequéncia convergente (pois nesse caso toda a sequéncia vai ser convergente). Afirmamos
que o conjunto A = {x,, : n > 1} é totalmente limitado. De fato, dado € > 0 que existe N > 1
tal que diam({x, :n > N}) < €. Logo A = {x;}U...U{xny_1} U{x, : n > N} é unido de uma
quantidade finita de subconjuntos de A com diametro < €. Se A fosse finito terminamos, pois
(xn)new seria uma sequéncia eventualmente constante, e assim tem subsequéncia convergente.
Se A fosse infinito, pela hipétese, existe x ponto de acumulacio de A. Assim, existe (xnk) kew C

A = {x, :n > 1} tal que x,, — x, ou seja, existe uma subsequéncia convergente. [

Para que um espago seja completo basta que seja compacto.

Teorema 3.4. Seja X espagco métrico. Se X é compacto entdo X € completo.

Demonstragdo. Seja Fy O F, D F3... uma sequéncia decrescente de conjuntos fechados nao
vazios em X tais que diam(F,) — O para todo n € . Seja uma familia {F, },cy com N C @
finito. Logo N,ey Fn = Fin # 0, onde m = maxM. Logo {F, }nce € uma familia de conjuntos

fechados ndo vazios que tem a propriedade de intersecao finita. Logo (,cq Frn 7# 0. Também

7z

diam(,co Fr) < diam(F,) para todo n € @. Logo diam(,cqo Fr) = 0, € assim (¢ Fr €

unitdrio. Portanto X é completo. O

3.8 Esquema de Cantor e subconjuntos perfeitos em es-
pacos poloneses

Considere ¢ = 2“ munido com a topologia

Definicao 3.15. Seja X um espago métrico e @ # A C X. Chama-se didmetro de A a

diam(A) = sup{d(x,y) : x,y € A} € [0,00+]

Definicao 3.16. Seja X um espaco topoldgico. Um esquema de Cantor sobre X é uma familia
(Ag)se2<0 , de subconjuntos de X, tal que
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* Ag0NAs~; =0 paratodo s € 2<¢

o Ay CAgparatodos€2<®eie{0,1}
Se X € métrico, e adicionalmente temos

* lim, . diam(A,|,) = 0 para todo x € ¢
Dizemos assim que (Ag)ger<o tem didmetro nulo.

No caso métrico, definimos:

P ={x€C  MycoAy, # 0}

Se x € 9, entao MnewAx|, = {y} para algum y € X. De fato, suponha que existem y; # y,
tais que y1,y2 € (NpewAy,- Temos 0 < d(y1,y2) < diam(A,,) para todo n € @. Logo 0 <
limy, ;e diam(A,), ), uma contradigdo.

Definimos f : 2 — X por (e Ay, = {f(x)}. Chamamos f de fungdo associada. f € injetora.
De fato, se £(x) = £(y) entio {£(1)} = NucoAv, = Nuco Ay, = L£()}. Logo x = v, pois
se x # y podemos supor que existe n € ® tal que x(n) =0 e y(n) = 1 (e também podemos
supor que n € 0 menor elemento tal que x(k) # y(k)). Logo A, # A,|, € portanto teriamos
MnewAx|, # MhcwA,),- Portanto x =y. Os conjuntos perfeitos num espago polonés podem ser

caracterizados por sua cardinalidade.

Proposicao 3.10. Seja X um espago polonés e P um subespaco perfeito ndo vazio de X. Entdo a

cardinalidade de P € pelo menos a cardinalidade do continuo.

Demonstragcdo. Usando o fato que P € perfeito ndo vazio, podemos construir um esquema de

Cantor (Uy)gep<0 em P por indugéo sobre |s| tal que:

1. Uy é ndo vazio aberto

2. diam(U;) < |ly‘

3. Ugi CUsparaic {0, 1}

De fato, seja Up = P e suponha U; definido. J4 que P ndo tem pontos isolados, Uy contém
pelo menos dois pontos x # y. Entdo existem x € U e y € U;,.; abertos, disjuntos e tais que
satisfazem (2) e (3), pois P é regular. Isto conclui a construg@o.

Agoraseja f: 2 — P afuncido associada ao esquema de Cantor, como na Defini¢do 3.16. ¥ =€,

pois se x € ¢ entdo (,c Uxjn = Npew Uxln 7 0, pois P é completo. Ja vimos que f € injetora.
Logo |P| > |D| =c. O
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CAPITULO

ALGEBRAS DE BOOLE

Neste capitulo vamos dar as definicdes e notagdes, que faremos uso no documento todo,
com respeito as dlgebras de Boole (incluindo resultados importantes como o teorema de extensdo
de Sikorski). Também veremos o que s@o os ultrafiltros e topicos relativos ao espago de Stone,
para finalmente abordar a dualidade de Stone (relacao entre uma dlgebra de Boole e seu espago
de Stone).

Como principal referéncia, de maneira geral, para as Sec¢des 1, 2 usamos (KOPPELBERG, 1989).
Para a Secdo 2, em particular usamos (DAY, 1965), (DAY, 1967), (DIAS R. R. TALL, 2013)
(subsecdo 5.2.1.) e (WOFSEY, 2009). Para a Se¢do 3 damos como referéncia (BRECH, 2004).

4.1 Algebras de Boole

4.1.1 Definicao e algumas propriedades

A seguinte definicdo tem como motivacdo as operacoes bésicas da 16gica proposicional
(V,Ae~).

Definicao 4.1. Seja A um conjunto. Introduzimos em A as seguintes operacdes binarias:

+:AXA — A
(a,b) — +(a,b)=a+Db

TAXA — A
(a,b) — -(a,b)=a-b

€ uma operacao unitdria:
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dizemos que (A,+,-,—,0,1), onde 0,1 € A, é uma algebra de Boole se valem:

l.at+b=b+a e a-b=b-a

2. a+(b+c)=(a+b)+c e a-(b-c)=(a-b)-c

3. a-(b+c)=(a-b)+(a-c) e a+(b-c)=(a+b) (a+c)
4. a+a-b=a e a-(a+b)=a

5.a+(—a)=1 e a-(—a)=0

Exemplo 4.1. Seja X um conjunto qualquer e $2(X) seu conjunto das partes. Entao

(2(X),,0,\,0,X),
onde \ é o complemento de um conjunto A (X\A) com respeito a X, é uma édlgebra de Boole.

Além das propriedades acima, uma 4lgebra de Boole satisfaz o seguinte:

Lema 4.1. Seja A uma élgebra de Boole. Dado a € A, valem:

l.at+a=a e a-a=a
2.a-0=0ea+1=1
3.a-l=aea+0=a
4. -0=1¢e —1=0
Demonstragdo. 1. Temos:
a=a+(a-a)=(a+a) - (a+a)=(a+a)-a+(a+a)-a=a-(a+a)+a-(a+a)=a+a

Analogamente:
a=a-(a+a)=(a-a)+(a-a)=|(a-a)+a|-[(a-a)+a]=[a+(a-a)]-|a+(a-a)]=a-a

2.a-0=a-(a-(—a))=(a-a)-(—a)=a-(—a)=0
Analogamente:
at+l=a+(a+(—a))=(a+a)+(—a)=a+(—a)=1

3.a-l=a-(a+1)=a
e
a+0=a+(a-0)=a

4. —0=(-0)+0=1

~1=(-1)-1=0
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Com isto obtemos facilmente.

Coroléario 4.1. Existe uma tnica dlgebra de Boole com dois elementos

Demonstracdo. Se 0 # 1, valem todas as operagdes definidas acima para dlgebra de Boole.
Vamos mostrar que se 0 = 1, entdo a dlgebra s6 tem um elemento. Suponha que exista na algebra

um elemento a # 0. Pelo lema anterior temos:
a-l=a e a-0=0

Logo a =0 = 1, uma contradicao. 0
Definicdo 4.2. Seja A uma 4dlgebra de Boole. Definimos a < bsea-b =a.
Observacao 4.1. < é uma ordem sobre A.

Observacao 4.2. 0 <a <l paratodoa € A,poisa-0=0ea-1=a

A seguinte propriedade é importante mais para frente, pois permite estabelecer uma

relagdo entre dois elementos.

Lema 4.2. Seja A uma dlgebra de Boole e a,b € A.Sea £ bentioa—b=a-(—b) #0

Demonstracdo. Note que a=a-1=a-(b+(—=b)) =a-b+a-(—b). Assim, se a-(—b) =0,
entdloa=a-b+0=a-b,ouseja,a <b. O]

4.1.2 Ultrafiltros

Definicao 4.3. Seja A uma dlgebra de Boole. F C A € dito um filtro se:

1. 1eF
2. aceFbeA,coma<bentiob e F

3.a,becFentioa-beF
Dizemos que F é préprio se F # A (Note que é o mesmo que pedir que 0 ¢ F')

Podemos entender que um filtro € uma familia de elementos “grandes” da édlgebra A.

Exemplo 4.2. Sejam A uma dlgebra de Boole e 0 ## E C A. Definimos
F:={acA:e-...-.ey<aparaey,...,e, €E}
entdo F ¢ filtro pois:

1. le Fjadquee < 1paratodoe € E
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2. SeacFed e€Atal que a < d entdo d’ € F pois se a € F existem ey, ...,e, € E tais que

e1-...-e,<a.Comoa<dentioey-...-e, < d,istoé,a € F
3. Se a,b € F entdo existem e, ..., ey, €} ,...,e, taisque e; - ...-ep, < ae e} -...-¢e}, <b, entdo
ep-...-en-€-...-€), <a-bistoé,a-beF

O filtro F é chamado gerado por E.

Definicao 4.4. Um conjunto E tem a propriedade da intersecao finita (p.i.f) se para todo

ej...ep € Etemose;-...-e;, #0

Lema 4.3. Dado E C A, o filtro gerado por E é préprio se e somente se E tem a propriedade da

interse¢do finita.

Demonstragdo. Seja F o filtro gerado.
=) Suponha que E ndo tem p.i.f, entdo 0 € F, portanto F = A, isto é, ndo é proprio.

<) Se E tem p.i.f entdo O ¢ F e portanto, F & préprio. O

Existem tipos especiais de filtros:

Definicao 4.5. Seja F' um filtro préprio de uma 4lgebra de Boole A. Dizemos que F' é:

1. Ultrafiltro: Para qualquera € Aentdioa € Fou —a € F
2. Maximal: Se F' ¢ maximal em relagdo a C

3. Primo: Sea+be Fentioac FoubeF

De fato todos esses tipos de filtros sao equivalentes.

Lema 4.4. Seja F' um filtro préprio. Sdo equivalentes:

1. F € ultrafiltro.
2. F é maximal.

3. F é primo.

Demonstragcdo. Seja F um filtro préprio:

1) = 2): Suponha que F nao é maximal, entdo existe a tal que a ¢ F e {a} UF gera um filtro E
préprio diferente de F. Mas como a ¢ F e F é ultrafiltro —a € F C E, logo a, —a € E e, portanto,
a-(—a) =0 € E contrariando o fato de E ser filtro préprio.

2) = 3): Sejam a, b tais que a+ b € F. Suponha que a,b ¢ F e que F seja maximal. Entao os
filtros gerados por F U{a} e F U{b} sdo improprios, isto &, existem ey, ...,ep, €}, ..., €, € F tais

que ej...e,-a=0eé)...e,,-b=0.Logoej...ep-€...e),-a=0¢ce...e,-€|...€},- b= 0. Portanto
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ej...en-€)...e,, - (a+b) =0, e terfamos que 0 € F, absurdo.

3)=1):Sejaac F.a+(—a) =1 € F,logo, como F é primo,oua € F ou —a € F. O

O seguinte teorema afirma que todo filtro (préprio) em uma algebra A estd contido em

um ultrafiltro.

Teorema 4.1 (De Tarski). Se F C A € um filtro préprio, entdo existe um ultrafiltro U D F.

Demonstragdo. Pelo Lema de Zorn, basta verificar que a unido de uma cadeia de filtros proprios
€ um filtro préprio. Seja .# tal cadeia e considere | J.#. Como 1 € F para todo F € .#, entdo
1 € UZ. Sejam a,b € | J.#. Entdo existem F|,F, € .% taisqueac€ Fieb e F,. Mas F| C P,
ou F, C Fy. Suponha que F; C F», entdo a,b € F, C |J.%, logo a-b € | J.% . Finalmente, seja
aclUF ebeAtalquea <b.Existe F € ¥ talquea € F.Logo b € F C | J.%#. Portanto | J.%#
é filtro.

Para ver que é préprio, note que 0 ¢ F,VF € .%,logo 0 ¢ | J.Z O

Corolario 4.2. Se a € A e a # 0 entdo existe um ultrafiltro que contém a.

Demonstracdo. Seja F o filtro gerado por {a}. Como {a} tem p.i.f., F é préprio e usando o

teorema anterior temos o resultado. O]

4.1.3 Homomorfismos, subalgebras, anticadeias e algebras comple-

tas

Analogamente aos homomorfismos entre grupos ou espacgos vectoriais, podemos definir

homomorfismos entre dlgebras de Boole.

Definicao 4.6. Sejam A, B dlgebras de Boole. 4 : A — B € dito um homomorfismo se:

1. h(a+b) =h(a)+h(b)

2. h(a-b) = h(a)-h(b)

Se, além disso, & € sobrejetora, B chama-se imagem homomorfa de A. Se temos também que 4

¢ bijetora, h é dita um isomorfismo.
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Exemplo 4.3. Seja A uma algebra de Boole e u C A um ultrafiltro. Entdo x, : A — {0,1} é um
homomorfismo de 4lgebras de Boole, onde y,, €é a fun¢do caracteristica de u.

De fato, x,(1) = 1 (pois u é filtro) e x,(0) = 0 (pois u é préprio). Temos também que a € u
se e somente se —a ¢ u, entdo: x,(—a) = 1se y,(a) =0, e x,(—a) =0se x,(a) =1, ou seja
Xu(—a) = —xu(a).

Temos também que: Y, (a+b) =0 se x,(x) = xu(y) = 0 (pois u é primo), e x,(a+b) =1 no
caso contrario, ou seja X, (a+b) = x,(a) + xu(b). Analogamente ), (a-b) = xu(a) - x.(b) (pois

u é filtro). Logo x,, € um homomorfismo.

Definicao 4.7. Dada A uma élgebra de Boole e B C A, se B é uma dlgebra de Boole com as
operagdes de A, dizemos que B é uma subalgebra.

Observacao 4.3. Dada uma algebra de Boole A e B C A uma subdlgebra. Pela definicao de
subdlgebra, 0,1 € B.

Definicao 4.8. Chamamos de corpo de conjuntos (subconjuntos de X)) uma familia de conjuntos

que € uma algebra de Boole com as operagdes usuais.

Definicao 4.9. Sejam A uma dlgebra de Boole e M C A. Escrevemos

supM:=Y{a:aecM}einfM :=[[{a:ac M}

Definicao 4.10. Seja A uma édlgebra de Boole. Dizemos que A € uma algebra completa se, e

somente se, para todo M C A existe supM,

Observacio 4.4. Note que, dado M C A, entdo sup(—M) = inf M. Portanto, equivalentemente,

uma élgebra de Boole é completa se, e somente se, para todo M C A existe inf M.

Exemplo 4.4. Dado X un conjunto qualquer. Entdo (X ) é uma dlgebra completa, ja que dado
M C X entdo UM = supM (M = infM).

Definicao 4.11. Seja A uma dlgebra de Boole. B C A € uma anticadeia se para todo par by,b, €
B (bl 75 bz) entdo by -by = 0.

O seguinte resultado nos diz que para que uma algebra A seja completa s precisamos a

existéncia do sup de toda anticadeia.

Lema 4.5. Seja A uma élgebra de Boole. Se para todo B C A, com B anticadeia, existe supB,

entdo A € completa.

Demonstragcdo. Seja M C A, queremos mostrar que existe sup M. Seja B uma anticadeia maximal
emC:={becA:3dme M, b<m} (tal anticadeia existe pelo lema de Zorn). Mostraremos que
supB = supM.

Suponha que existe m € M tal que m £ sup B, entdo m — sup B # 0. Como (m—supB) -supB=m-
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(—supB)-supB =0, para todo b € B, (m —supB)b =0 ja que b < supB. Entdo BU{m —supB}
¢ uma anticadeia de C. E note que m — sup B # b para todo b € B, pois suponha que ndo, entdo
0= (m—supB)-b= (m—supB)-(m—supB) =m—supB # 0 contradicao.

Assim BU {m — sup B} é uma anticadeia em C que contém B propriamente, o qual contradiz a

maximalidade de B. Logo m < sup B para todo m € M, e assim supM < supB.

Agora, ja que m < supM para todo m € M, entdo b < supM para todo b € B. Logo supB < supM
e portanto supB = sup M. 0

4.1.4 Teorema da representacao de Stone
E possivel estabelecer uma relacio entre dlgebras de Boole e espagos topolégicos.
Definicsio 4.12. Sejam A uma dlgebra de Boole e Ulf(A) := {u C A : u é um ultrafiltro de A}.
Para todo a € A, consideramos:
a* :={ucUlt(A):acu}
Observacio 4.5. {a" : a € A} é uma édlgebra de Boole munida com U, N, \, pois é facil provar

que a*Ub* = (a+b)*,a*Nb* = (a-b)* e Ult(A)\a* = (—a)*.

Vamos considerar Ult(A) com {a* : a € A} como base de topologia (pela observagao anterior a
familia € fechada por intersecdes). Tal espaco chama-se o espaco de Stone de A e o denotaremos
por s(A)

O seguinte teorema nos permite tratar os elementos de uma dlgebra de Boole como

conjuntos.

Teorema 4.2 (da representacdo de Stone (versao conjuntista)). Toda dlgebra de Boole € isomorfa

a um corpo de conjuntos.

Demonstracdo. Considere h: A — @(Ult(A)) dado por h(a) = a*. Vamos mostrar que & é um
homomorfismo injetor de A em (Ult(A)). Sejam a,b € A:

1. Note que a*Nb* = (a-b)*. Entdo h(a-b) = (a-b)* = a*Nb* = h(a) Nh(D).
2. Note que a* Ub* = (a+Db)*. Entdo h(a+b) = (a+b)" = a* Ub* = h(a) Uh(D).
3. Temos (—a)* =Ult(A)\(a)*. Entdo h(—a) = (—a)* = —(a)* = —h(a).

4. Também 1* = Ult(A) e 0 =0, assim h(1) = 1* = Ult(A) e h(0) = 0* = 0.

E h é injetora pois dados a,b € A com a # b entdo Ju € Ult(A) talquea cueb¢uoua ¢ ue
b € u. Logo a* # b*, isto é h(a) # h(b). O
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O espaco de Stone tem muitas propriedades importantes na topologia.

Lema 4.6. Seja Ult(A) um espago de stone. Ult(A) é:

1. O—dimensional
2. Hausdorff

3. Compacto
Demonstragdo. Seja {a* : a € A} base para a topologia.

1. Note que Ult(A)\a* = —(a*) = (—a)*. Logo a* é um aberto-fechado.

2. Seja uj,up € Ult(A) tais que uj # up. Entdo existe a € A tal que (a € u; e a ¢ up) ou
(a ¢ uj e a € up). Suponha, sem perda de generalidade, que a € u;. Como a ¢ u,, entdo
—a € up. Assim, uj € a* e uy € (—a)*. Como a* N (—a)* =0, Ult(A) é Hausdorff.

3. Seja 7% uma cobertura aberta de Ulf(A). Podemos assumir que % C {a*:a € A}. Suponha
que 7 nio tem subcobertura finita. Entdo dados ay,...,a, € A tais que a; € % existe
ueY\(a;U...Uay) = (—a1)*N..0(=a,)* = ((—a1)...(—an))*. Ouseja, { —a:a* € % }
tem p.i.f.. Logo existe um u ultrafiltro tal que —a € u, Va (a* € % ). Assim, u € (—a)*
para todo a* € %, isto é, u ¢ a* para todo a* € % o que contradiz o fato que % é uma

cobertura. Logo Ult(A) é compacto.

]

Definicao 4.13. Seja X um espaco topolégico. Dizemos que X € um espaco booleano se X é

compacto, Hausdorff e 0—dimensional.

Pelo lema anterior, s(A) é um espago booleano.

Definicao 4.14. Seja X um espago topoldgico. Denotamos por Clop(X) = {V C X : V é aberto-
fechado}.

Observaciao 4.6. Clop(X) é uma édlgebra de Boole munida de U, N, \.

Lema 4.7. Seja X um espago booleano com uma base A de abertos-fechados tal que A € uma
dlgebra de Boole. Entdo A = Clop(X).

Demonstragdo. Trivialmente e A C Clop(X). Seja U aberto-fechado de X .
Seja? :={acA:acU}.ComoAébaseeU éaberto, U =J ¥, ¥ C¥.Ecomo U é fechado
e, portanto (ja que X é compacto) compacto, existem ay,...,a, € ¥’ tais que a1 U...Ua, = U.

Assim, U € A, pois A é uma dlgebra de Boole. ]
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Apresentamos aqui outra forma do teorema da representacio de Stone.

Teorema 4.3 (da representacdo de Stone (versao topoldgica)). Para toda dlgebra de Boole A

existe um espago booleano X tal que A € isomorfa a Clop(X)

Demonstragcdo. Segue do Teorema da representacdo de Stone (versdo conjuntista) que A €
isomorfa ao corpo de conjuntos {a* : a € A}. Do fato que Ulf(A) é espaco booleano, {a* :a € A}
¢ uma algebra de boole de abertos-fechados e pelo lema anterior, A é isomorfa a Clop(X) [

O que se obteve na verdade foi o seguinte:

Corolario 4.3. Seja A uma dlgebra de Boole. Entdo Clop(s(A)) = A.

Demonstragdo. Segue do fato que s(A) é o espago booleano Ult(A) com base {a*:a € A} de
abertos-fechados. [

E possivel obter algo parecido ao Teorema de representacio de Stone para espagos

booleanos.

Lema 4.8. Seja X um espago booleano. Defina a fungdo g : X — s(Clop(X)) como sendo
glx)=x":={VeClop(X):xeV}ondexecX
Entdo g € um homeomorfismo.

Demonstra¢do. Em primeiro lugar vamos mostrar que, para cada x € X, g(x) é de fato um
ultrafiltro. E claro que X € g(x). Se V € g(x) e U € Clop(X) é tal que x € V C U entio x € U,
isto é U € g(x). Se V,U € g(x) entdo x € VNU, ousejaVNU € g(x). Portanto g(x) € um filtro
(proprio pois 0 ¢ g(x)).

Note que para cada V € Clop(X) temos x € V oux € X\V. Logo V € g(x) ou X\V € g(x), e
portanto g(x) é um ultrafiltro.

Agora vamos mostrar que g € injetora. Em efeito: Sejam x,y € X tais que x # y. Como X
¢ Hausdorff existe V € Clop(X) talque x€ V ey ¢ V. Logo V € g(x) e V ¢ g(y), ou seja
g(x) #8(y)-

Para a sobrejetividade, seja u € s(Clop(X)). Note que, pela defini¢do de filtro, u é uma familia
de fechados com a propriedade de interse¢do finita. Como X é compacto, existe x € X tal que
x €V paratodo V € u. Ou seja u € g(x). Ja que u é ultrafiltro, g(x) = u.

Agora, do fato que tanto X e s(Clop(X)) sdo compactos, Hausdorff s6 basta mostrar que g é

continua. Em efeito: Seja V* € s(Clop(X)) aberto basico. Entao:
x€g (V) egk)eViaeVegkx) excV

Logo g~ !(V*) = V é aberto fechado. Portanto g é continua. O
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4.1.5 Ideais e quocientes
Definicao 4.15. Seja A uma élgebra de Boole. Dizemos que I C A € um ideal se:

1. 0el
2. (acleb<a)entiobel

3. Sea,belentioa+bel

Ou seja, um ideal nos da a ideia de uma familia de elementos “pequenos” de uma dlgebra A.

Para um ideal /, definimos a relagido ~; em A como a ~;bse (a—b)+ (b—a) €1
Observacao 4.7. ~; é uma relag@o de equivaléncia.

Defini¢do 4.16. Chamamos de A/I o conjunto A/ ~; munido das seguintes operagdes:

[a] +[b] = [a+b] la]-[b] = [a-D]

Observacao 4.8. As operagdes acima descritas estdo bem definidas. E temos também que
h:A — A/I dado por h(a) = [a] é um epimorfismo (candnico). Assim, A/I é uma dlgebra de
Boole.

Teorema 4.4 (do homomorfismo). Seja h: A — B um epimorfismo. Entdo existe um isomor-
fismoi: B — A/Ker(h).

Demonstracdo. Definimos i tal que i(h(a)) = [a]. i desta maneira estd bem definida, pois se
h(a) = h(d'), entdo (h(a) —h(d')) + (h(a") —h(a)) = 0. Logo h((a—d') + (a' —a)) = 0, isto é
(a—d')+(d' —a) € Ker(h), 10g0 a ~g,.(yy ' € assim [a] = [d'].

Entao:

Assim, i € um homomorfismo.

Trivialmente i é sobrejetor.

(a) e h(d') tais que i(h(a)) = i(h(d)), isto é [a] = [d'].
(a—d')+(a'—a)] =0, e portanto, (a—a’) + (a' —a) €
h(a) —h(d')) + (h(a) = h(a)) =0 e h(a) = h(d'). O

Vejamos que i € injetor. De fato, sejam h
Entao ([a] - [a]) + ([a'] - [a]) = 0, logo, |
Ker(h). Assim, h((a—d')+ (d' —a)) = (
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Ou seja, se B ¢ imagem homomorfa de uma 4lgebra de Boole A entdo B € isomorfo a um

quociente de A.

4.1.6 Algebras de Boole livres e critérios de extensdo de Sikorski

Definicao 4.17. Sejam A uma élgebra de Boole e X C A. Chamamos de subdlgebra gerada de
X a subdlgebra:

(X):=N{A' CA:X CA’ e A’ éuma subdlgebrade A}

Definicao 4.18. Uma dlgebra A chama-se uma algebra livre (com conjunto de geradores X) se
A = (X) e, para toda fun¢do ¢ : X — B e para toda B dlgebra, existe um homomorfismo #: A — B
tal que @(x) = h(x) para todo x € X.

Definiciio 4.19. Seja A uma dlgebra de Boole, F C A finito, e : F — {—1,1}. Denotamos por
[Licre(a) -a:= (e(a)-ay)...(e(ay) - a,) onde F = {ay,...,a,}, € denominamos por produto

elementar.

Definicio 4.20. Seja A uma dlgebra de Boole. Um subconjunto {aq : & < k} de A chama-se
independente se [[,cre(aq) - aq # 0 para todo F C k finito e para toda fung¢do e : {aq : @ <
K} —={-1,1}

Lema 4.9. Seja F' um conjunto finito. Entdo Y,ce, [Tredom(e) €(x) -x = 1, onde &f € o conjunto

de todas as fungdes de F em {—1,1}

Demonstracdo. Por indugdo sobre |F|. Se |F| =1, entdo & = {ej,e2}, onde ej(x) = 1 e e(x) =
—1, assim ¥ oc¢ [Tredom(e) Se(x) -x =x+(—x) = L.

Suponha que |F| = n+ 1 e que o resultado vale para n, ou seja, F = GU {y} e que o resultado
vale para G. Seja &g o conjunto de todas as fungdes de G em {—1,1}. Logo, pela hipétese de
indugdo, Y,ce . [Trecdom(e) €(x) - x = 1 e também que y + (—y) = 1. Assim

(ZeééG erdom(e) e(x) 'x) <y+ <_y)) = Zeeép erdom(e) e(x) x=1
onde &f € o conjunto de toas as fungdes de F em {—1,1}. O

Lema 4.10. Sejam A uma dlgebra booleana e X C A. Entdo (X) é exatamente o conjunto de

todos os elementos de A da forma

Zeeé erdom(e) e(x> X

onde £ é uma familia finita de fun¢des de subconjuntos finitos de X em {—1,1} e os produtos
elementares sdo dois a dois disjuntos (i.e. ([Tredom(e) €(*) - X) (T Lredom(e) € (x) - X) = 0 se e # €”).

Denominamos isto por forma normal.
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Definicao 4.21. Seja A uma dlgebra de Boole. Dizemos que {A;}ic; C A, uma familia de
subdlgebras, ¢ uma familia direta, se para qualquer A;,A; existe Ay tal que A;,A; C Ay.

Observaciao 4.9. Se {A;};c; é uma familia direta entdo |J{A; }ic; ¢ uma subélgebra de A.

Veremos agora alguns resultados de quando € possivel estender homomorfismos entre

algebras de Boole.

Teorema 4.5 (critério de extensdo de Sikorski I). Sejam X C A, B dlgebras de Boolee ¢ : X — B
uma fun¢@o. Entdo existe um homomorfismo % : (X) — B tal que ¢(x) = h(x) para todo x € X

se e, somente se
[Licre(x)-x=0entdo [I,cre(x) - ¢(x) =0 para todo F C X finito.

Demonstracdo. =) Para vermos que a condi¢ao vale, basta notar que:

[Licre(x) -x =0 entdo h([[,cre(x)-x) = 0.
Logo [Tiere(x) - h(x) = 0, ou seja [ cp e(x) - @(x) =0

<) E suficiente considerar o caso onde X ¢ finito, pois para cada subconjunto ¥ C X finito existe

um unico homomorfismo
hy :(Y)—B

que estende @|y. Agora, seja Y C Z finito. hz|y também é um homomorfismo que estende ¢|y,
e assim &z estende hy. Logo {hy : Y um subconjunto finito de X} é uma familia direta de

homomorfismos. Assim sua unido ¢ um homomorfismo de A em B que estende ¢.

Considere X = {x, ..., X, } finito. Seja ¥ oc¢ [1,cdom(e) €(*i) - Xi uma forma normal dos elementos
de X, € Yoce [Tp(x;)cdom(e) €(@(xi)) - ¢(x;) uma forma normal em B. Defina & : (X) — B dado
por h(Xece [Trcdom(e) €(Xi) - Xi) = Yect [o(n)cdom(e) (@ (X)) - 9 (xi).

Note que & esta bem definida e é um homomorfismo. Suponha & = {e € Ex : e(x;) = 1}, entdo

Yece [Lvcdom(e) €(xi) - xi = xi, logo h(x;) = @(x;). Portanto & estende ¢. O

Antes do préximo critério de extensao, vamos ver o seguinte resultado. Ele nos diz que

um subconjunto X ser independente € equivalente a que seu gerado seja livre.

Lema 4.11. (X) é livre, se e somente se, X é independente.

Demonstragdo. =) Escreva X = {xq : o < |X|}. Considere ¢ : X — {yq : & < |X|} onde
(Ya) a<|x| € uma familia independente de uma dlgebra A, dada por @(x¢) = yq. Pela defini¢ao de
dlgebra livre, existe um homomorfismo 2 : (X) — ({yq : & < |X|}) tal que h(xy) = y¢. Considere
e:|X|— {—1,1} e F C |X| finito. Entdo:
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0# [Tacre(®) yo = [Tacre(®) - h(xa) = h([Taer e(@) - xa)

Assim, [[oere(@) - xq # 0, e assim X € independente.

<) Note que, como X é independente, [],cr e(x) -x # 0 para todo F C X finito. Assim qualquer
¢ : X — B, onde B é uma dlgebra, satisfaz as condi¢des do critério de extensio de Sikorski,

portanto, pode ser estendida a (X). Logo (X) € livre. O

Teorema 4.6 (critério de extensao de Sikorski II). Sejam A C B,C éalgebras de Boole. Seja
h: A — C homomorfismo e seja b € B\A. Entdo existe um homomorfismo H : (AU {b}) — C
tal que estende & se, e somente se, existe ¢ € C tal que

{h(a):a<b,acA} <c<{h(a):b<a,acA}

Demonstragdo. =) Qualquer H(b) € C tem que satisfazer, se a’ < b, h(d') =H(d') <H(b) e
se b <a, H(b) < H(a) = h(a), pois homomorfismo preserva <.

<) Definimos ¢ : AU{b} — C como ¢(a) = h(a) paraa € A e ¢(b) = ¢ para algum ¢ com a
propriedade descrita acima. Vamos a usar o primeiro critério de Sikorski, para isso provaremos

que

[Licre(x)-x=0entdo [[icre(x) - @(x) =0
para F C AU{b}. Temos trés casos:
1. F C A:entdo @(x) = h(x) parax € F. Logo se [T,cre(x) -x =0 entdo h([Tere(x) -x) =
[Lier e(x) - h(x) = Lier e(x) - @(x) = 0.

2. b€ F ee(b) = —1: Suponha que [[,cre(x) -x = 0. Entéo
(ILer\qpy €(x) - x) - (=b) = O(ILiep\ fpy €(x) - x € A)

isto € [Tier\ (py €(x) - x < b. Entdo @([Lier\(p) €(x) - x) < @(b) € @([Licr\(p) €(x) - x) =
h(I1ier\ (b €(x) - x). Portanto @(TTier\ (p} €(x) -x) = AT Liep\ fpy €(x) -X) =Lrer\ (5} €(x) -
¢(x) < @(b) e assim ([Tyep (p) €(x) - @(x)) - (=@ (b)) = 0. Logo [Ty e(x) - ¢(x) = 0.

3. be Fee(b) = 1: Suponha que [[,cre(x)-x = 0. Entao
(ILer\(py e(x) - x) - (b) = O(ILier\ fpy e(x) - x € A)

isto € b < —[Tyer\ () €(x) - x. Entdo @ (D) < —@([Teer\(p) €(x) -X) € O([Ter\ (5} €(x) - X) =
h(I1cer\(p} €(x) - x). Portanto @(b) < —@([Liep\(py e(x) - X) = —h([Ler\(py (%) - x) =
—[Leer\(p €(x) - @(x) e assim ([Liep\ (p} €(x) - @(x)) - (@(b)) = 0. Logo [Trer e(x) - 9(x) =
0.
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Portanto, pelo primeiro critério de extensao existe H : (AU {b}) — C que estende ¢. Entdo
H(a) = ¢(a) =h(a), Va € A. O

Para este ultimo critério € necessario adicionar a condi¢do de completude para a dlgebra

na imagem.

Teorema 4.7 (da extensdo de Sikorski). Sejam A C B,C algebras de Boole, C completa e

h: A — C um homomorfismo. Entdo existe um homomorfismo H : B — C tal que h C H.

Demonstragdo. Considere o := {(A’,h') onde A C A’ C B é uma subdlgebrae h’: A’ — C é um

homomorfismo que estende /}. Defina em <7 a seguinte ordem
(A", W) C (A", 1) se, e somente se, A’ C A” e ' estende I/

Seja .# uma cadeia de <7. Note que (({A : 3h, (A,h) € Z},U{h:3A, (A,h) € ZF}) é uma
cota superior da cadeia (ja que unido de subdlgebras encaixadas é uma subdlgebras e unido de
homomorfismos é outro homomorfismo).

Pelo Lema de Zorn, .# possui elemento maximal digamos (D, g). Afirmamos que D = B.
Suponha que ndo, entdo existe b € B\D. Considere os subconjuntos C; = {h(a) :a<b,ac A} e
C, ={h(a):b<a,acA}deC.Como C é completa, temos que existe supCj e infC. Considere
supC; < ¢ <infC,. Logo C; < ¢ < (. Pelo Teorema de extensdo de Sikorski /7, obtemos uma
aplicacdo H : (DU{b}) — C que estende g, o que contradiz a maximalidade. O

4.2 Dualidade de Stone

4.2.1 Algebras superatémicas e espacos dispersos

Definicao 4.22. Seja A uma élgebra de Boole. Dado a € A, a é um atomo de A se 0 < a e
0<b<aimplicaque b=0o0ub =a.

Ou seja, ser um dtomo em uma algebra de Boole € ser um elemento minimal ndo nulo.

Definicao 4.23. Uma dlgebra de Boole A € dita superatomica se toda imagem homomorfa nio

nula de A tem um atomo.

Definicao 4.24. Seja X um espaco topoldgico. Dizemos que X € disperso se todo subespaco

ndo vazio tem um ponto isolado.

Exemplo 4.5. [0, o] € disperso para todo ¢ ordinal. De fato, seja X C [0, a] ndo vazio. Observe
que [0,minX|NX = {minX} e, portanto, minX é isolado em X.

Proposicao 4.1. Um espaco X compacto, Hausdorff, infinito e disperso tém uma sequéncia

convergente nao trivial.
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Demonstragcdo. Seja I o conjunto de pontos isolados de X. Entdo, ja que X é compacto e
Hausdorff, ndo pode ser que X = I pois se assim fosse teriamos que X € finito. Assim X # I, ou
seja X\I # 0. Como X € disperso, existe x € X \I isolado, isto é, existe V vizinhanga de x tal que
VN(X\I)={x}.

Pela regularidade podemos considerar V como fechado, logo compacto (pois X € compacto).
Entdo V C IU{x} e x ndo é isolado em V, pois x ¢ I. Em particular V € infinito (ja que V
€ compacto e Hausdorff). Assim V é homeomorfo a compactificio de um ponto do espaco
discreto V N1, portanto V tem uma sequéncia convergente nao trivial e assim X tem sequéncia

convergente ndo trivial. [

Proposicao 4.2. Dada A uma édlgebra de Boole. Suponha que A tem uma familia independente

infinita. Entdo A tem subdlgebra livre infinita.

Demonstragdo. Seja X C A a familia independente infinita. Considere (X). Note que (X) é uma

subdlgebra livre e infinita (pois X € infinita). [

Teorema 4.8 (de Mostowski-Tarski). Dada A uma algebra de Boole que ndo € superatdémica,
entdo A tem subdlgebra livre infinita.

Demonstragdo. Suponha que A ndo € superatdmica, isto €, que existe s : A — B sobrejetora onde
B € ndo nulo e ndo tem dtomos. Podemos construir B C B uma subélgebra enumerdvel infinita
e sem atomos. De fato: seja ¢y # 0,1 em B. J4 que B ndo tem atomos, existem 0 # ¢ < ¢
e 0# ¢y < (—cp). Logo, existem elementos nao nulos ¢3 < ¢y, ¢4 < (—cy)cp, ¢5 < 2 € cg <
(—co)(—c2). Suponha definidos ¢, para n < 2™ — 2 para m > 3. Entdo, de novo ji que B ndo tem
4tomos, existem 2"~ ! elementos ¢ ;j contidos em cada combinacdo possivel dos ¢, ja definidos e
seus complementares. Entdo B’ = ({c, : n € ®w}) é uma subdlgebra infinita enumerével e sem
dtomos. Assim B’ = Fr(w), ou seja B’ é isomorfo a dlgebra livre gerada por uma quantidade
enumerdvel de elementos. Logo existe (b, )nce C B independente. E portanto existe (a,)ncw C A

independente (tomando 4 (a,) = b,). Pelo lema anterior, A tem subdlgebra livre infinita. [

Lema 4.12. Seja A uma dlgebra de Boole que ndo é superatdmica. Se {a,}"_; é qualquer familia
finita de elementos de A, entdo existe a,,] € A tal que para qualquer N C {1,2,...,n} temos

an+1-a;i=0,parai € Neayy-a; #0para j€ {1,2,...,n}\N.

Demonstragdo. Seja {a,}_, uma familia finita de elementosde Ae N C {1,2,...,n}. Jaque A
ndo é superatdmica, para cada i € N, existe ay tal que ay < (—a;). Pelo mesmo motivo, para cada
J€{1,2,...,n}\N existe ay tal que ay < a;. Tomando an+1 = (Uiey ar) U (Ujeqi 2, n\W aj1)-
Logo a1 -a;=0paratodoi € N e ay1-aj#0paratodo j € {1,2,....,n}\N. O
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4.2.2 Dualidade de Stone

Proposicao 4.3. Sejam A, B dlgebras de Boole e f : A — B um homomorfismo. Entdo a fun¢ao
f4:s(B) — s(A) dada por f¢(u) = f~'[u] estd bem definida e é continua.

Demonstracdo. Sejam f : A — B um homomorfismo e u € s(B). Note que f(1) = 1 € u. Entdo
1€ f Y (u)e f(0)=0¢u,logo0¢ f!(u). Também, se a,b € f~(u), entdo f(a), f(b) € u.
Logo f(a)-f(b) = f(a-b) €cueassima-b < f~'(u). Se a€ f~'(u) e a < b entio, ja que
f é homomorfismo, f(a) < f(b), logo f(b) € u e assim b € f~!(u). Com isto provamos que
f4(u) = £~ (u) é um filtro de A.

Para provar que € ultrafiltro, note que dado a € A ou f(a) € u ou —f(a) = f(—a) € u, isto é, ou
ac f~Yu)= f4u), ou —a € f~'(u). Logo f¢ estd bem definida.

Finalmente vejamos que f € continua. Com efeito: seja a* aberto basico com a € A. Entao:

fNa) = {ues(B): f(uyea’} ={ucsB): [ (u) a’}
= {uEs(B):aEf_()} {ues(B): f(a) €u}
= {uesB):ue(f(a)}=(f(a)"

que € um aberto basico.

]

Proposicao 4.4. Sejam X, Y espacos booleanos e ¢ : X — Y uma funcio continua. Entdo a fun¢do
¢ : Clop(Y) — Clop(X) dada por ¢¢(V) = ¢! (V) estd bem definida e é um homomorfismo.

Demonstragdo. Seja ¢ : X — Y uma fungo continua. Se V € Clop(Y ), entdo (¢)~' (V) é aberto
e fechado, pois ¢ é continua. Logo ¢¢(V) = ¢ (V) € Clop(X) e, assim, ¢¢ estd bem definida.

Vamos ver que ¢ é um homomorfismo. Sejam U,V € Clop(Y). Entéo:
L ¢?(¥)=¢"'(Y)=Xe¢/(0)=¢""(0)=0
2. p/UNV) =97 (UNV) ="' U)NY~ (V) = ¢ (U)N (V)
3. 9Y(ULUV) =9~ (UUV) =9~ (U)Us~ (V) = ¢/ (U) U9 (V)
4. 9/(Y\U) =~ '(Y\U) =X\¢~'(U) =X \¢*(U)

Observacao 4.10. Na proposicdo anterior € possivel obter a seguinte igualdade:

(01 (x*) = (¢(x))* paracadax € X

Em efeito: (¢¢) ' (x*) = {V € Clop(Y) : ¢¢(V) € x*} ={V € Clop(Y) : ¢~ (V) ex*} ={V €
Clop(Y):x€ ¢~ (V)} ={V € Clop(Y) : ¢(x) € V} = (9(x))".
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Observacao 4.11. Sejam A, B dlgebras de Boole e X,Y espacos booleanos. Sejam f; : A —
Clop(s(A)), f2 : B— Clop(s(B)) isomorfismos e ¢ : X — s(Clop(X)),¢, : Y — s(Clop(Y))
homeomorfismos (que existem pelo Coroldrio 4.3 e o Lema 4.8).

Considere f : A — B um homomorfismo e ¢ : X — Y uma fungio continua. Considere f :
s(B) — s(A) e ¢4 : Clop(Y) — Clop(X) como nas proposigdes acima. Sejam £ : Clop(s(A)) —
Clop(s(B)) e ¢94 : s(Clop(X)) — s(Clop(Y)). Entio:

L fY(fi(a)) = f4(a*) = (f9) "' (a*) = (f(a))* = f2(f(a)) para cada a € A. Portanto %o
Ji=fof.

2. 9% (g1(x)) = (¢97)(x*) = (¢9) ' (x*) = (¢(x))* = g2(¢(x)) para cada x € X. Portanto
¢p%og  =gr00.

Também existe uma correspondéncia entre as dlgebras de Boole e seus respectivos

espacos de Stone da seguinte maneira:

Proposicao 4.5. Dado a € A, a é um atomo de A se, e somente se, a* € um conjunto unitario

com um ponto isolado em s(A)

Demonstracdo. =) Note que u := {b € A:a < b} é um filtro préprio (ja que a > 0 por hipétese).
E u € um ultrafiltro pois, seja c € A. Entao 0 < ca < a. Como a € dtomo, temos duas possibilidades

para ca. Se ca = 0 entdo a < —c. Se fosse ac = a, entdo a < c.

Logo a < coua < —c. Assim, ou ¢ € u, ou —c € u. Agora seja v um ultrafiltro tal que a € v.
Como v é filtro, {b € A : a < b} C v, ou seja, u C v. Como u é maximal temos u = v. Ou seja
a* = {u}.

<) Suponha que {u} seja aberto fechado. Entdo existe a € A tal que a* = {u}. Entdo a é dtomo,
pois suponha que ndo. Entdo existe b tal que 0 # b < a e dai b* & a*, impossivel pois 0 # b* e

a* € unitario. ]
Também temos a seguinte correspondéncia:

Proposicao 4.6. Seja A uma algebra de Boole. Entdo, existe uma correspondéncia biunivoca

entre as imagens homomorfas de A e subespacos fechados de s(A).

Demonstragdo. Seja D C s(A) subespaco fechado. Como os conjuntos abertos de s(A) sdo unides
de elementos da forma a* e s(A)\a* = (—a)*, existe A’ C A tal que D =, a*. Ou seja, D é
o conjunto de ultrafiltros que contém todos os elementos de A’. Seja F = {b : D C b*}. Podemos
ver que F é um filtro. Claramente A’ C F. Seja a € F. Pela defini¢do de F, todo ultrafiltro que
contém A’, contém a. Afirmamos que a € A’. Se a ¢ A’, considere H = (A’ U{—a}), isto é, o
filtro gerado por A’ U{—a} como no Exemplo 4.2. Logo, existe um ultrafiltro que contém H, ou

seja, existe um ultrafiltro que contém A’ mas néo contém a. Logo F C A’, e assim D = (", a*.
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Portanto D € exatamente os ultrafiltros que estendem F.

Reciprocamente, seja F' um filtro e defina D = (,cpa* = {U € s(A) : F C U}. Observe que D
¢ fechado. Suponha que D C b*, com b € A. Entao qualquer ultrafiltro que contém F contém
b.Se b ¢ F, considere G =< F U{—b} >, que contém F, e pode ser estendido a um ultrafiltro
que contém F mais ndo b. Logo b € F. Com isto F = {b: D C b*}. Isto mostra que existe uma
bije¢do dos filtros em A com os subespagos fechados de s(A).

Note que temos uma correspondéncia entre os filtros de A e os quocientes. Tome F filtro,
considere o ideal / = {—a:a € F} e considere A /1.

Portanto, os quocientes de dlgebras booleanas correspondem aos subespagos fechados de s(A).
Logo, pelo isomorfismo dos quocientes e as imagens homomorfas (Teorema 4.1.5) temos a

correspondéncia das imagens homomorfas e os subespacos fechados de s(A). [

Com isto, se uma dlgebra de Boole A é superatdmica entdo seu espago de Stone s(A) é

disperso.

4.3 Um resultado interessante da Compactificacao de
Stone-Cech

Definicao 4.25. Chamamos de compactificacao de Stone-Cech de X (e denotamos por BX) o
espaco compacto Hausdorff tal que X é denso em BX e toda fungio continua de X em [0, 1] pode

ser continuamente estendida a BX.

Vejamos um resultado importante:

Teorema 4.9. O espacgo de Stone da dlgebra £(w) é a compactificacéo de Stone-Cech de o.

Demonstragdo. O espaco de Stone de toda dlgebra é Hausdorff e compacto. Para cadan € @
considere n* = {a C @ : n € a}. Vejamos que n* é um ultrafiltro. E ficil ver que ele é um filtro
de s((w)). Paratodoa C @,oun € aoun € w\a. Assimou a € n* ou ®\a € n*.

Note que {n*} = {n}*. Evidentemente {n*} C {n}*. Por outro lado, sejau € {n}*, entdo {n} € u.
Dado a € n* entdo n € a, logo {n} C a, e ja que u é um filtro, concluimos que a € u. Assim
n* C u, mas como n* é maximal, u = n*. Assim {n*} = {n}*. Com isto, {n* : n € @} ¢é discreto
e portanto homeomorfo a ®.

Vamos provar agora que {n* : n € @} é denso. Para isso mostraremos que ele intercepta todo
aberto-fechado de s(£(®)). Seja a C @ com a # 0. Entdo existe m € o tal que m € a. Logo,
a € m* e, portanto, m* € a*. Assim {n*:n € ®}Na* 2 {m*} # 0. Portanto N = s((®)).

Seja f: @ — [0,1]. Seja u € s(g(w)). Para cada a € u, seja F, := {f(n) :n € a}.

Note que, como u é centrado, F, também é. Como [0, 1] é compacto, cada F, é compacto e, assim,

Macu Fa 7 0. Vamos mostrar que tal conjunto € unitdrio. Suponha que ndo. Sejam x,y € (e, Fa
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distintos e sejam A, B abertos disjuntos de [0, 1] tais que x € A e y € B. Note que, para cada a € u,
AN{f(n):ne€a}#0 (pois F, = {f(n) :n €a}). Isto é, f~'[A]Na # 0. Como u é ultrafiltro
entdo f! [A] € u. Analogamente f -1 [B] € u, 0 que é uma contradi¢do. Assim, podemos definir
f(u) = x onde {x} = N e, Fa (note que f(n*) = f(n)).

Finalmente vamos provar que f € continua. Seja ug € s((®)), € >0eap={n€ o :|f(n) —
f(uo)| < €}. Mas, para todo a € ug, {f(n) : n € a}N]f(uo) — €, f(uo) + €[# 0. Logo, apNa # 0,
para todo a € ug e assim ag € ug, pois ug € um ultrafiltro. Portanto uy € a;. Se u € a; entdo
ay € u, e assim |f(n) — f(u)| < 8, V& > 0 para n € ag. Portanto |f(u) — f(ug)| < &, para todo

u € ag. Isto prova que f é continua. [
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CAPITULO

ESPACOS DE BANACH E MEDIDAS DE
RADON

Neste capitulo apresentamos algumas defini¢Ges relativas a espacos de Banach, como
as nocgoes de dual, isometria e de topologia fraca e fraca*. Além disso, vemos algo relativo a
medidas, medidas de Radon e o Lema de Rosenthal. Finalmente apresentamos os espagos de
Banach da forma C(X) e como atuam neles as topologias fracas e fracas*. Apresentamos o
teorema de representacdo de Riesz (o qual apresenta uma equivaléncia dos elementos do dual de
C(X) e as medidas de Radon).

Como principais referéncias usamos (BREZIS, 1996) para a Se¢io 1 e 9 (na Subsecdo 1.2
usamos (WOJTASZCZYK, 1991)). Para a Secdo 2 usamos (BARTLE, 1996) e (ENGELKING,
1974). Para as secdes seguintes usamos diversos resultados dados em (SEMADENI, 1971) (nas
Secdes 4 e 5), (TALAGRAND, 1980) (na Secao 3), (LIN, 2004) para a Secao 6 e (BRECH,
2004) para a Secao 8.

5.1 Espacos de Banach

Lembremos que um espaco vetorial normado' completo é chamado de espaco de Ba-

nach.

' uma norma definida em um espago vetorial X sobre o corpo R é uma fungio ||.|| : X — [0, +o0), que

satisfaz:
1. ||x|| =0 se, e somente se x =0
2. ||Ax|| = |A|||x|| paratodo A € Kex € X

3. [yl < x|+ |lyl| para todo x,y € X
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5.1.1 A topologia fraca

Vamos considerar aqui s6 espagos vectoriais definidos sobre o corpo R.

Definicdo 5.1. Sejam X.Y espacos normados e T : X — Y uma aplicacio linear’. Dizemos que

T é limitada se, e somente se, existe ¢ > 0 tal que
T ()| < cllx]]
Defini¢ao 5.2. Dados X e Y espacos normados. Definimos o espagco
B(X,Y)={T:X —Y : T é uma aplicagdo linear e limitada}
dotada da seguinte norma

T[] = supy <1 [T ()]

Teorema 5.1. Sejam X um espaco normado e ¥ um espago de Banach. O espago B(X,Y) é um

espaco de Banach.

Demonstracdo. Seja (T,)nece uma sequéncia de Cauchy em B(X,Y). Se x € X, entdo
|| Thx — Toux|| = |[(T,, — Tin)x|| < ||T, — Til|||x|| para qualquer n,m > ny.

Segue que (7,x),ce € uma sequéncia de Cauchy em Y e portanto é convergente (pois ¥ é Banach).

Defina T : X — Y dada por Tx = lim;,_,T,,x. Claramente T € linear.

Vamos mostrar que [imy,_,.T,, = T. Sejam € > 0 e ng um inteiro positivo, tais que ||T, — T|| < €
sempre que n,m > ng (tal inteiro existe pois a sequéncia é Cauchy). Se ||x|| < 1 e n,m > ny, entdo
|| Tox — Tnx|| < ||T, — Ton|| < €. Fixe n. Entéo ||T,x — Tx|| < € quando m — e com ||x|| < 1 e
n > ngy. Tomando o supremo de todos os ||x|| < 1, obtemos ||7;, — T|| < € sempre que n > ny.
Segue que lim, T, = T e que, em particular, 7,, — T € B(X,Y). Entdo T € B(X,Y), pois
T =Ty, — (T, — T). Portanto B(X,Y') é completo. O

Definicao 5.3. Seja X um espago normado. Definimos X* o espaco dual de X por
X*={f:X— R : félinear e limitada}

dotada da norma como na Defini¢do 5.2

Proposicao 5.1. Se X é um espaco normado, entdo X* € um espago de Banach.

Demonstragcdo. Basta tomar ¥ = R no teorema anterior. ]

2 T(x+y)=Tx)+T(y)eT(ax)=aT(x)Vx,y € X,Ya € R
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Considere a seguinte familia de subconjuntos de X

Bf: {V cX:v ::V(x07¢1>¢2v'"7¢n76) - {XEX : |¢i(X)_¢i<x0)| <&, \V/l, 1 Slgn} onde
X0 €EX, 9 € X*Viee >0}

B/ satisfaz as condigdes da Definigdo 2.15. Com efeito: Note que x € V (x, f, €) para qualquer
fEX*ee>0. Agora, sejam V) = Vi (x1,01,..., 0, €1) e Vo = Va(x2, 01, ..., O, &). Tome x €
Vi NV,. Entao

0i(x —x1)| < €1 e|@i(x—x)| < &

paracada 1 <i<kel < j<m. Considere M| = & —max <;<;{|@(x—x1)|} >0e My, =& —
max;<j<m{|@(x—x2)|} > 0. Tome € = min{M;,M,}. Entdox € V =V (x,01,..., 0, 91, ..., Op)
e V C Vi NV,. Com efeito, sejaz € V. Entdo |¢;(z—x)| < €e |@j(z—x)| < e paratodo | <i<k
e todo 1 < j <m.Logo

|9i(z —x1)| < [@i(z —x) [+ [@i(x —x1)| < €+ [di(x —x1)| <My —[@i(x —x1)] <
&1 — |9i(x —x1)[+[9i(x —x1)[ = &

para todo 1 <i < k. Analogamente, |@(z —x;)| < &. Portanto V C V| N V5.

Definicao 5.4. Seja X um espaco de Banach. Definimos a topologia fraca sobre X como a
topologia gerada pela familia By.

Observacio 5.1. Seja X um espago de Banach e f € X*. Denote por ¢ : X — R o funcional
linear dado por ¢¢(x) = f(x). Entdo ¢, é continua com X com a topologia fraca. Com efeito:
sejam xp € X e € > 0. Vamos mostrar que ¢y é continua em xo. Considere V =V (f,xo,€). Se
x € Ventdo |f(x) — f(xo)| < €.Logo f(x) € (f(x0) — €, f(x0) +€). Portanto V C (pf_l((f(xo) -
€, f(x0) +¢€)).

Defini¢iio 5.5. Dizemos que uma sequéncia (x,),co C X é fracamente convergente para x € X

se converge para x na topologia fraca.

O seguinte lema € uma caracterizag¢do bastante util das sequéncias fracamente convergen-

tes:

Lema 5.1. Sejam X um espaco de Banach e (x,),ce uma sequéncia em X. Se x € X, entdo x;, é
fracamente convergente para x se, e somente se, para todo ¢ € X* tem-se que ¢ (x,) converge

para ¢ (x) em R

Demonstracdo. Suponha que x, converge para x na topologia fraca e seja ¢ € X™* fixo. Dado € >
0, existe ny € N tal que, se n > ng, entdo x, € V(x, ¢, €). Logo, se n > n, entdo |§ (x,) — ¢ (x)| < €.

Portanto, ¢ (x,) converge para ¢ (x) em R.
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Reciprocamente, suponha que ¢ (x,) — ¢ (x) para todo ¢ € X*. Fixemos ¢1,...,¢ € X* e € > 0.
Entdo, para cada 1 <i <k, existe n; € N tal que, se n > n; entdo |@;(x,) — ¢i(x)| < €. Tomemos
no =max{ny,...,n; }. Assim, se n > ng, entdo x, € V(x, ¢y, ..., @, €). Portanto x,, converge para x

na topologia fraca. O

Definicao 5.6. Seja X um espaco de Banache M C X. M € dito:

» fracamente compacto se ¢ compacto na topologia fraca.

* fracamente sequencialmente compacto se toda sequéncia (x,),ce em M tem subsequén-

cia convergente na topologia fraca.

* fracamente relativamente compacto se seu fecho na topologia fraca € fracamente com-

pacto.

O seguinte € um resultado muito importante:

Teorema 5.2 (de Eberlein-Smulian). Seja X um espaco normado e M C X. Entdo M é relativa-

mente fracamente compacto se, e somente se, M € fracamente sequencialmente compacto.

Demonstragdo. Damos como referéncia (WOJTASZCZYK, 1991), pagina 49. Ol

5.1.2 A topologia fraca*

Analogamente, a topologia fraca, definimos a topologia fraca® no espaco dual.

Definicao 5.7. Seja X um espaco de Banach. Definimos a topologia fraca* sobre X* como a
topologia gerada por conjuntos da forma

V*((P(),)CI,)CZ,...,X,Z,S) - {(p eEX*: |¢(xl) - ¢0<xi)| <g, Vi, 1<i< l’l}

onde ¢p € X*,x; € X Viee > 0.

Definicao 5.8. Dizemos que uma sequéncia (@,),co C X* é fracamente* convergente para

¢ € X* se converge para ¢ na topologia fraca*.

O seguinte lema € uma caracterizacdo bastante ttil das sequéncias fracamente™ conver-

gentes:

Lema 5.2. Sejam X um espaco de Banach e (¢,),co uma sequéncia em X*. Se ¢ € X, entdo ¢,
é fracamente convergente a ¢ se, e somente se, para todo x € X tem-se que ¢,(x) converge a
¢(x) em R.
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Demonstracdo. Suponha que ¢, converge para ¢ na topologia fraca™ e seja x € X fixo. Dado € >
0, existe ng € N tal que, se n > ng, entdo ¢, € V*(¢,x, €). Logo, se n > ng entao |¢,(x) — ¢ (x)| < €.
Portanto, ¢, (x) converge para ¢ (x) em R.

Reciprocamente, suponha que ¢,(x) — ¢(x) para todo x € X. Fixemos xj,....xy € X e € > 0.
Entdo, para cada 1 <i <k, existe n; € N tal que, se n > n; entdo |@,(x;) — ¢ (x;)| < €. Tomemos
no =max{ny,...,n; }. Assim, se n > ng, entdo ¢, € V*(,xy,...,x, €). Portanto ¢, converge para

¢ na topologia fraca*. [

Observacao 5.2. Seja X um espaco de Banach e x € X. Denote por ¢, : X* — R o funcional
linear dado por @, (f) = f(x). Entdo ¢, é continua, com X* com a topologia fraca*. Com efeito:

seja fo € X* e € > 0. Vamos mostrar que ¢, é continua em fj. Considere V = V(x, fy,€). Se
f €V, entdo |f(x) — fo(x)| < € Logo f(x) € (fo(x) — &, fo(x) +€). Portanto V C @ ' (( fo(x) —
€, fo(x)+¢€)).

Lema 5.3. A topologia fraca* é Hausdorff.

Demonstragdo. Sejam ¢, ¢ € X* tais que @ # ¢. Entdo existe x € X tal que ¢;(x) # ¢»(x).
Suponha, por exemplo, que ¢;(x) < ¢(x). Seja & € R tal que

91(x) << da(x)

Considere A = @y ((—, ) e B = ¢((t,+o0)). Portanto, pela observagio anterior, A e B sdo
abertos, 91 €cAepp € Be ANB=0. [

Definicao 5.9. Seja X um espago de Banach e M C X*. Entdo M ¢ dito fracamente” compacto

se € compacto na topologia fraca®.

Os seguintes resultados vao ser de utilidade mais para frente.

Teorema 5.3 (Banach-Alaoglu-Bourbaki). A bola unitéria fechada Bx- = {f € X* : || f|| < 1} é

fracamente® compacta.

Demonstragdo. Ver (BREZIS, 1996), Teorema 3.16, pagina 66. O]

Teorema 5.4. Seja X um espaco de Banach separdvel. Entao Bx+ é metrizavel na topologia

fraca®.

Demonstragdo. Ver (BREZIS, 1996), Teorema 3.28, pagina 74. U

5.2 Teorema de Stone-Weierstrass

Defini¢io 5.10. Dizemos que M C C(X) separa pontos de X se, para todo x,y € X com x # y,
existe f € M tal que f(x) # f(y).
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O seguinte resultado d4 um critério para um conjunto ser denso em C(X). Vejamos

primeiro o seguinte lema.

Lema 5.4. Seja X um espago topoldgico e W C C(X) uma familia de fungdes limitadas. Suponha
que W contém as fungdes constantes e é fechado. Entdo, para todo f,g € W, as fun¢des max{ f, g}

e min{f, g} pertencem a W.

Demonstragdo. Ver (ENGELKING, 1974), Lema 3.2.20, pagina 144. ]

Teorema 5.5 (de Stone-Weierstrass). Seja X um espaco compacto Hausdorff. Suponhamos

W C C(X), subconjunto, com as seguintes propriedades:

1. dados f,gcW,entdo f+geWef.-gecW.
2. W contém as func¢des constantes.

3. W separa pontos de X.
Entio W = C(X).

Demonstra¢do. Vamos mostrar que para qualquer f € C(X), existe um fz € W tal que |f(x) —
fe(x)| < € paratodo x € X.

Para qualquer par de pontos a e b de X distintos existe uma fun¢do h € W tal que h(a) # h(b).
Logo, a fungio g(x) = ZEZ%:ZEZ; estd em W e g(a) =0 e g(b) = 1. Defina a seguinte fungio

Jap(x) = (f(b) = f(a))g(x) + f(a). Logo fop €W e fap(a) = f(a) e fap(b) = f(D).

Os conjuntos

Uap = (fap =)' (| = e)) = {x € X fap(x) = f(x) <e}e
Va,b = (fa.,b _f)ild _87°°D = {x €X: fa,b(x) _f(x) > _8}

sdo abertos que contém a e b respetivamente (pois f, , — f € continua). Fixemos o ponto b ¢
considere a cobertura aberta {U, 5 }4cx de X. Como X é compacto, existem ay, ...,ax € X tais que
{Uai,b}le ¢ uma subcobertura para X . Pelo lema anterior, a fungao f, =min{fs, p,..., fo, } €W

e logo:
fo(x) < f(x) + € para todo x € X

pois se x € X, entdo existe 1 <i <k tal que x € Uy, 5 € assim fj,(x) < f,, p(x) < f(x) +&.

Por outro lado, para x € V;, = ﬂﬁ-‘zl Vaibs fap(x) > f(x) — € para todo 1 <i < k e, assim,
fo(x) > f(x) —e.

O conjunto Vj, é um aberto que contém b. Considere a cobertura aberta {V},},cx de X. Como

X é compacto, existem by, ...,b,, € X tais que {Vbj}'}l:1 € subcobertura para X. Logo, a fun¢ao
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fe=max{fp,,..., fp,, } €W e |f(x)— fe(x)| < € para todo x € X, pois o mostrado anteriormente

foi dado para qualquer b fixo em X. Isto conclui a demonstragao. 0

Definicdo 5.11. Sejam A uma dlgebra de Boole e a € A. Definimos a fungo x,: A — {0,1}

como

Xa(b)=1sebeca*e y,(b)=0seb¢a*

Definicao 5.12. Seja A uma subdlgebra de Boole de (X ) para um conjunto X. Dizemos que
f € uma funcio simples sobre A se f =Y, riXq, onde ay,...,a, €A, a1U...Ua, =1e¢

ri,...,rn € R. Denotamos #4(A) o conjuntos das fun¢des simples sobre A.

Observacdo 5.3. Note que se X é booleano, #((Clop(X)) possui as trés propriedades da
hipétese acima. Portanto #((Clop(X)) = C(X).

5.3 Medidas em algebras de Boole e integracao

Definicao 5.13. Dizemos que i é uma medida finitamente aditiva sobre uma 4lgebra de Boole
A, ou simplesmente uma medida sobre A, se é uma fungdo u : A — R tal que u(0) =0 e para

todos ay,...,a, € A dois a dois disjuntos se cumple

p(UL ai) =X u(ai)

Definicdo 5.14. Seja u uma medida sobre A. Se f € #((Clop(X)) entdo f = Y}, 1), onde

aiJ...Ua, =1er,...,r, € R, entdo a integral de f com respeito a i € definida por
Su(f) = [ fdp = Yi_y rett(a)

SeacA,entdo [, fdu=Eu(fxa)

Definicao 5.15. Dizemos que uma medida p sobre A ¢ uma medida limitada se
sup{|u(a)|:a € A} <eo
Neste caso, definimos a variacao de y sobre um a € A por
\uf(a) =sup{¥i_ |u(a))| :a=UL aieaiNaj=0sei+# j}

Também definimos a norma de uma medida limitada p por ||u|| = |u|(1). Se u é limitada
sobre um espaco topoldgico X, entdo ||u|| = |u|(X). E se, mais ainda, p é ndo negativa, entdo

|ul(a) = p(a) paratodoa € Ae [|u|| = u(X).
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Definiciio 5.16. Seja p uma medida limitada sobre A, entéo o funcional &, sobre #{(A) tem
uma tnica extensao em # (A), o completamento de #((A). Se f € #'(A), entdo o valor desta
extensdo em f serd denotado por [ fdu e serd chamado a integral de f com respeito a y. Se
a €A, entdo [, fdu é definido como [ f- x.du.

5.3.1 Medidas de Radon

Definicao 5.17. Uma medida boreliana, sobre um espaco topoldgico X, € uma medida o —aditiva
sobre a dlgebra dos conjuntos borelianos Bor(X) (a menor o— dlgebra completa de (X ) que
contém todos os subconjuntos abertos de X). Isto é, ¢ uma medida u sobre Bor(X) tal que se

(Bn)new C Bor(X) é uma familia de borelianos dois a dois disjuntos, entéo

U (Uncow Bn) = Xnco H(Bn)

Definicao 5.18. Uma medida boreliana limitada yu € uma medida regular se, para todo B €
Bor(X) e todo € > 0 existe K C B compacto tal que |u|(B\K) < €.

Definicao 5.19. Uma medida ¢ € uma medida de Radon se ¢ uma medida boreliana limitada

regular. Denotamos por .# (X ) o conjunto de todas as medidas de Radon sobre X.

Exemplo 5.1. Seja X espago topoldgico. Para cada x € X, considere a fungéo 9, : Bor(X) — R
definida por

Ox(A) =1sexcAe d(A)=0sex¢A paratodo A € Bor(X)

Entdo &, é uma medida de Radon. Com efeito: seja uma familia (By,),cq C Bor(X) de borelianos
dois a dois disjuntos. Entao x € B, para um tnico n € ®. Logo 6,(B,,) = 0 para todo m € w\{n}.
Portanto 8;(U,ceBn) =1 € Yco i (By) = 1. Claramente 9, é limitada. Dado B € Bor(X) e
€ > 0. Note que {x} é compacto. Entdo, considere K = {x} sex € Be K =0 se x ¢ B. Logo
0yx(B\K) = 0 < € em qualquer das situagdes. Chamamos a 9, de medida de Dirac.

5.3.2 Decomposicao de medidas

Definicao 5.20. Seja X espago topoldgico e 4 uma medida boreliana sobre X. Dizemos que
F C X é positivo (negativo ou nulo) se u(ENF) >0 (U(ENF)<0ou u(ENF) =0, respec-
tivamente) para qualquer £ C X.

Teorema 5.6 (Decomposicao de Hahn). Seja X espago topoldgico e pt uma medida sobre X.
Entdo existem P e N subconjuntos de X tais que X = PUN, PNN =0, P é positivo e N é

negativo com respeito a (L.
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Demonstragdo. Damos como referéncia (BARTLE, 1996), Lema 8.2, pagina 81. O

Definicao 5.21. Seja X espaco topolégico. Dizemos que P e N formam uma decomposicao de

Hahn para X se eles satisfazem o resultado anterior.

Observacao 5.4. Note que, em geral, a decomposi¢ao ndo € tinica, mais iSso nao vai ser um

problema.

Lema 5.5. Sejam X espaco topoldgico e 4 uma medida sobre X. Se P;,N; e P,, N, sd@o decom-

posicdes de Hahn para u, e E C X, entdo
WENP) =HENP) WENN)=UENN)

Demonstra¢do. De EN(P\Py) C Py e EN(P;\P>) C N,, concluimos que u(EN (P \P)) =0,

pois P; € positivo e N, € negativo. Assim
RENP) =w(ENPNP)
Analogamente
LENPR)=uENPNP)
Logo u(ENP;) = u(ENP). Analogamente, obtemos: (ENN;) = u(ENNy). O

Definicao 5.22. Sejam X espaco topoldgico e 1 uma medida sobre X. Seja P, N uma decomposi-
¢do de Hahn para u. As variacdes positivas e negativas de ( sdo medidas nio negativas ™,

W~ que sdo dadas, para E C X, por:
ur(E)=pENP) p-=-—u(ENN)
A variacdo total de u é a medida ndo negativa |u| definida, para E C X, por

[W|(E) = u™(E) +u(E)

Observacao 5.5. Note que pelo lema anterior, as variacdes positivas e negativas estdo bem

definidas. Note também que:

W(E) = H(ENP)+ A(ENN) = u*(E) —u(E).

5.4 Mais um pouco de medida

Definicao 5.23. Dizemos que uma medida pt sobre um espaco X compacto € realizada por um

boreliano a se (X \a) =0
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Apresentamos, dois lemas dos quais faremos uso neste trabalho, ndo vamos dar a prova,
mas temos (TALAGRAND, 1980) como referéncia.

Lema 5.6. Seja X um espago compacto Hausdorff e (h,),c, uma sequéncia de medidas que
sdo realizadas por uma familia de borelianos dois a dois disjuntos. Dado € > 0, existe uma

subsequéncia (/i )nee © abertos disjuntos (Uy),ecq tais que iy, (U,) > 1 — €.

Lema 5.7. Seja X espago compacto Hausdorff. Seja (v,,),ce uma sequéncia de fungdes limitadas
em L'(u)?. Entdo existem 1 > 0 e uma subsequéncia (Vi )nee que tem uma decomposigdo
da forma vy, = g, + hy, onde (g,)nco converge fracamente e as fungdes £, sdo realizadas por

conjuntos borelianos disjuntos e tém-se ||h,|| = 7.

5.5 Teorema de Representacao de Riesz

Teorema 5.7 (de Representacdo de Riesz). Se X € um espaco compacto Hausdorff, entdo para
todo funcional linear limitado & sobre C(X) existe uma tinica medida de Radon u sobre X tal

que

§(f) = Jx fdu = u(f)
para todo f € C(X). Neste caso, ||&]| = ||u]|.

Demonstragdo. Damos como referéncia (SEMADENI, 1971), Lema 18.5, pagina 314. ]

Observacao 5.6. Note que, da forma como foi definida, as medidas de Radon sdo casos par-
ticulares de medidas finitamente aditivas sobre uma dlgebra de Boole. Na realidade, medidas
finitamente aditivas sobre dlgebras de Boole podem ser interpretadas como medidas de Radon

sobre seu espaco de Stone. Vejamos como € que acontece isto.

Pelo teorema anterior, um funcional linear limitado & € C(X)*, pode ser representado como uma
integral com respeito a uma medida de Radon sobre X. Mas, pelo Teorema de Stone-Weierstrass,
C(X)= W. Dai & estd bem determinado por seu valor nas fung¢des simples sobre
Clop(X). Assim & pode ser representado como a integral com respeito a uma medida finitamente
aditiva v sobre Clop(X), onde V = L|cjop(x)-

Porém, u é c—aditiva e v é apenas finitamente aditiva, pois, Clop(X) é uma subdlgebra de
Bor(X), que é c—completa, mas Clop(X) ndo é.

Além disso, se M = {m,, : n € @} C Clop(X) é uma anticadeia, mesmo que exista supc;,x)M €
Clop(X), podemos ter que SUpcrop(x)M #supp,,(x)yM = UM. Suponha que para algum M,
SUPCrop(x) M =SUppe,(x)M. Neste caso, UM € Clop(X) e entdo ele é compacto. Como M é uma
cobertura de | JM por abertos, existe k € N tal que UM = Ule m; e dai, m; = 0 para i > k. Assim,

3 Espaco das fun¢des mensuréveis e integraveis
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na realidade, ndo existem unides infinitas em Clop(X) e, portanto, toda medida finitamente

aditiva sobre Clop(X) é o—aditiva com respeito a unides, por vacuidade.

Reciprocamente, se v é uma medida finitamente aditiva sobre Clop(X), entdo v pode ser esten-
dida a uma tnica medida de Radon p o —aditiva regular sobre o dlgebra 6—completa gerada

por Clop(X) que é Bor(X), isto é, uma tnica medida de Radon u sobre X.

Consequentemente, temos uma correspondéncia entre as medidas finitamente aditivas sobre
Clop(X) e as medidas de Radon sobre X.

Observacao 5.7. Sejam X espaco topoldgico e x € X. Para a medida de Dirac 9, note que

f=f(x) qtp.* paratodo f € C(X). Logo [ fdd; = [ f(x)dd, = f(x)-&:({x}) = f(x) = &(f).

5.6 A topologia fraca no dual do espaco das funcoes con-

tinuas

Seja X um espaco booleano. Vejamos como se comporta a topologia fraca em espagos
da forma C(X).

Lema 5.8. Sejam X um espago booleano e (&,)nce € C(X)*. Considere (Uy)ncw C #(X) as

medidas de Radon (dadas pelo Teorema de Representacao de Riesz) sobre X tais que

VfeCX) anlf) = Jxfdun.
Se existem a € Bor(X), € e M|,M, C @ infinitos tais que
VneM |ui(a)| >eeVneM |u(a) <5
entdo (&,),ee ndo é convergente na topologia fraca.

Demonstrag¢do. Suponhaa € Bor(X), € >0e M;,M, C @ como na hipétese. Defina ¢ : C(X)* —
R por ¢ () = [x Xad L.
¢ estd bem definida, pois como a € Bor(X), x, € integravel com rela¢do a toda medida de Radon

. Claramente ¢ € linear. ¢ é limitada, pois dada u € C(X)*, temos

e ()] = | Jx Xadp] = [u(a)| < |pel]

Portanto, ¢ € C**(X). Entao, segue que

vne My [9(&n)| = | [k Xadlin| = |n(a)| > €

€

4 apropriedade é satisfeita exceto em um conjunto de medida nula
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Vn e My |¢(Gn)| = | [k Xadlin| = |Hin(a)| <

Portanto, (¢(&,)).en ndo é uma sequéncia convergente em R e, portanto, ndo converge na

topologia fraca. ]

Teorema 5.8 (de Dieudonné-Grothendieck). Seja X um espago compacto Hausdorff e considere
Bor(X) a dlgebra o—completa dos conjuntos borelianos de X. Seja M um subconjunto limitado
de medidas de Radon sobre X. Entao M é relativamente fracamente compacto se, € somente se,
para toda sequéncia (a,)ncq de abertos de X dois a dois disjuntos, tem se que 1 (a,) converge

uniformemente a 0 para 4 € M.

Demonstracdo. Damos como referéncia (DIESTEL, 1984), Teorema 14, pagina 98. ]

5.7 O Lema de Rosenthal

Lema 5.9 (de Rosenthal). Seja (U, )nce uma sequéncia uniformemente limitada (isto é, |, (a)| <
¢ para algum ¢ > 0, e para todo n € @ e a € A) de medidas sobre uma 4lgebra de Boole A. Entao,
dados € > 0 e uma sequéncia (E,),ce disjunta, existe uma sequéncia crescente de inteiros

positivos (ky)nee de tal maneira que

|, | (Uj;ﬁnEkj) <€
para todo n.

Demonstragcdo. Do fato que a sequéncia € uniformemente limitada, podemos supor que

supy, | Mm| (U En) < 1

Vamos fazer uma parti¢do do @ em infinitos subconjuntos disjuntos infinitos (Ny). Se para algum

p ndo existe k € N, tal que

™ (U [ Ej) > ¢
entdo para cada k € N, terfamos

| x| <Uj7ék7j€Np Ej> <€

Fazendo uma enumeragdo dos elementos de N, obtemos a subsequéncia requerida. Suponha que

aquele p ndo existe. Entdo para cada p existe um k, € N, para o qual

|y, | (Uj;ékmjeN,, Ej) > €

Note que
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i, | (Un Er,,) + [, | (U En\U, Ex,) = [, | (Un En) <1
e, do fato que U, jen, Ej © Uy En\U, Ex, entdo
|, | (Un Ex,) < 1 — € para todo p.

Repetindo o argumento inicial para as sequéncias [, € Ej , tendo como ponto de partida a
desigualdade |, | (U, Ex,) < 1 — €, ou conseguimos a subsequéncia desejado ou podemos obter

uma subsequéncia (ji, )nen de (ky)nen para os quais

[, | (UnEj,,) < 1—2€ cumpre para todo p.
O processo vai terminar em no maximo n passos, onde n € o primeiro inteiro tal que
0<1-—ne<DO.

5.8 Um resultado interessante respeito as isometrias

Definicao 5.24. Sejam X e Y espacos de Banach. Dizemos que uma apli¢do 7 : X — Y é um
isomorfismo de X sobre Y, se T € linear continua bijetora. Neste caso dizemos que X e Y sdo

isomorfos.

Mais ainda, dizemos que uma apli¢do 7 : X — Y é uma isometria se ¢ um isomorfismo tal que

||Tx|| = ||x|| para todo x € X. Neste caso dizemos que X e Y sdo isométricos.

O seguinte resultado fornece fortes ferramentas para trabalhar com o espaco /..

Teorema 5.9. O espaco [ é isométrico ao espaco C(Bfw).

Demonstracdo. Considere T : C(f®) — I, definida por:

T(f) = flo paratodo f € C(Bw)

T estd bem definida, pois B é compacto e, portanto, f € C(Bw) é limitada. T é claramente
linear. Também T ¢é limitada, pois dado f € C(Bw), temos

TN = supneof(n) = supepwf(x) = [If]|

pois @ é denso em B . Finalmente note que T é sobrejetora, pois se (f(n))yco € Lo entdo f
pode ser estendida a B @, pela defini¢do de compactificacdo de Stone-Cech. Portanto T é uma

isometria entre C(B®) € lw. O
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5.9 Teorema de Hahn-Banach, formas geométricas
Vamos em primeiro lugar provar as forma analiticas do Teorema de Hanh-Banach.

Teorema 5.10. Seja X um espago de Banach e p : X — R uma funcdo em X tal que

1. p(Ax) =Ap(x) paratodo A >0ex e X

2. p(x+y) < p(x)+p(y) paratodo x,y € X

Seja G um subespago vetorial de X e g : G — R um funcional linear tal que g(x) < p(x) para
todo x € G. Entdo existe um funcional linear f : X — R tal que

1. festende g, isto é, f(x) = g(x) paratodo x € G

2. f(x) < p(x) para todo x € X

Demonstragdo. Seja P={h:D(h) — R :tal que D(h) C G é subespago vectorial de X, h estende
g e h(x) < p(x) para todo x € D(h)}. Se hy,hy € P, dizemos que h; < h; se hy é uma extensdo
de h;. Ou seja D(hy) C D(hy) e hi(x) = ha(x) se x € D(h;). Note que P # 0 pois g € P. Seja
Q = {hi}icz C P uma cadeia. Defina

h:D(h) — R, onde D(h) = U;c; D(hi) e h(x) = hj(x) se x € D(h;)

Se x,y € D(h) entdo existem i, j € L tais que x € D(h;) e y € D(hj). J4 que Q é cadeia, D(h;) C
D(hj) ouD(hj) C D(h;). Suponha D(h;) C D(hj), entdo x,y € D(h;). Logo ax+ By € D(h;) C
D(h) para todo «, B € R. Portanto D(h) é um subespago vectorial de X.

Temos também que & estd bem definida. De fato, suponha que x € D(h;) e x € D(h;) com
i # j. Entdo D(h;) C D(h;) ou D(h;) C D(h;). Em qualquer caso temos h;(x) = hj(x) = h(x).
Sejam x,y € D(h) e o € R, entdo existe D(h;) tal que x,y € D(hj). Logo ax+y € D(h;). Assim
h(oax+y) =hj(ax+y) = ahj(x)+h;(y) = ah(x)+h(y). Assim i é um funcional linear de X
que estende g e tal que i(x) = h;(x) < p(x) pois h; € P. Portanto h € P.

Note que h; < h para todo h; € Q, ou seja, h € uma cota superior de Q. Pelo Lema de Zorn, P
tem um elemento maximal f € P (ou seja, f € um funcional linear de D(f) que estende g e
f(x) < p(x) para todo x € D(f)). Afirmamos que D(f) = X. Suponha que nio, isto &, existe
xo € X\D(f). Vamos construir um funcional linear /4 tal que D(h) = D(f) +Rxg e h(x) < p(x)
para todo x € D(h). De fato temos, para x,y € D(f), que:

fx)+f() = fx+y) <plx+y) = p(x+y+xo—x0) < p(x+x0) +p(y—xo)

Logo f(y) = p(y —x0) < p(x+x0) — f(x) para todo x,y € D(f), ou seja sup{f(y) — p(y —xo) :
yeD(f)} <inf{p(x+xp)— f(x):x € D(f)}. Escolhaum o tal que sup{f(y) —p(y—xo):y €
D(f)} < o <inf{p(x+x0) — f(x) : x € D(f)}.
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Vamos definir 4 : D(h) — R como h(x+txg) = f(x) +ra. h é linear. De fato, sejam x +#xg e
Y+ e B € R, entio h(B(x-+11x0) + (y+1%0)) = F(Bx-+3) + (Bry +1)0t = BF () + F() +
Brio+ 1 = B(F(x) + 1) + (£(3) + 10t) = Bh(x-+1150) + h(y -+ 125).

Agora, se t > 0e x € D(f) temos:

h(x+1txo) = th(f +x0) =1(f(7) + &) <1p(7 +x0) = p(x+1x0)
Set <0, ousejat =—u onde u > 0, temos:

hx — xo) = wh( —x0) = L(F(X) — @) < ppl —x0) = plx — fixo)

==

Se t =0 temos h(x) = f(x) < p(x). Logo h(x+tx) < p(x+1xp) para todo y = x+txg € D(h).
Entd h € P e f < h, pois xo ¢ D(f). Mas isto contradiz o fato que f é maximal. Portanto
D(f)=X. O

Definicao 5.25. Seja X um espaco de Banach. Dizemos que H C X é um hiperplano se, e

somente se, € da forma:
H={xeX: f(x)=a}

onde 0 # f é um funcional linear de X e o € R constante. Denotamos o hiperplano como
H=[f=a.

Proposicdo 5.2. O hiperplano H = [f = «] é fechado se, e somente se, f é continua.

Demonstragdo. Se f é continua, H = {x € X : f(x) = a} = f~'({a}) é fechado, pois {o}
é fechado em R. Agora, suponha que H é fechado. X\H é aberto e ndo vazio (do fato que
0= f ¢ H). Sejaxy € X\H, entdo f(xo) # c. Suponha que f(xp) < c.

Ja que X \H ¢ aberto, existe r > 0 tal que B,(xp) C X\H. Afirmamos que f(x) < a para todo
x € B,(xp). De fato, suponha que existe x; € B,(xp) tal que f(x;) > a. Logo, ja que B,(xg) € con-
vexo, temos {x; = (1 —#)x; +1txp : 1 € [0,1]} C B,(xp), ou seja f(x;) # a para todo r € [0, 1]. Por

outro lado, se 7o = f({c(lx)l% € [0,1] temos f(xy,) = f((1 —10)x1 +1tox0) = (ﬂ%%)f(xl) +
flx)—a

(m) f(x0) = a uma contradigdo. Assim f(x) < o para todo x € B,(x).

Logo f(x) = f(xo+rz) < a para todo z € B1(0). Logo f(xo) + rf(z) < a, ou seja f(z) <
Lo = f(x0)) para todo z € By(0) e, assim, sup,cp, (0)f(z) < +(& — f(x0). Se ||z[| = 1, consi-
dere x = xo + 'z € B,(xp) com ¥’ < r, assim f(z) < +(a— f(x)) para todo ||z]| =1 e ¥ < r.
Assim sup|1 £(2) < L(et— F(x0)). Portanto ||| = sup|zj<1£(2) < L(@— f(x0)), ou seja f
¢ continua.

Se f(xp) > a. Pelo mesmo motivo anterior, f(x) > o para todo x € B,(xg) (considere #y =
). Logo f(x) = flxo—12) = f(x0) = rf(z) > @, ou seja f(2) < 4(f(x0) — @) para

todo z € B,(xg). Se ||z|| = 1, obtemos f(z) < L1(f(x0) — @). Portanto ||f|| = sup)z<1f(z) <

-
%(f(xo) — ), ou seja f é continua. 0
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Definicao 5.26. Seja X um espaco de Banach. Sejam A e B subconjuntos de X. Dizemos que

um hiperplano H = [f = «] separa A e B se, e somente se,
f(x) <o paratodox € Ae f(y) > o paratodo y € B.
Dizemos que H separa estritamente A e B se existe € > 0 tal que

f(x)<a—¢eparatodoxeAe f(y) > o+ € paratodoy € B

Lema 5.10. Seja C C X aberto convexo tal que 0 € C. Para cada x € X definimos:
p(x)=inf{o>0: 0" 'xeC}
(p € chamado de funcional de Minkowski de C). Entdo p satisfaz as seguintes propriedades:

p(Ax) = Ap(x) paratodoxe X e A >0

2. p(x+y) < p(x)+ p(y) paratodo x,y € X
3. existe uma constante M tal que 0 < p(x) < M||x|| para todo x € X

4. C={xeX :pkx) <1}
Demonstragdo. Seja p : X — [0,o0[, dado por p(x) = inf{a > 0: o~ 'x € C}. Entio:

1. Seja A > 0. Temos: p(Ax) = inf{a >0:a ' (Ax) cC} ={a >0:A(a"'x) €C} =
AMa>0:a lxeCl=2Ap(x).

3 Existe r > 0 tal que B,(0) C C pois C ¢ aberto. Seja x € X. Entdo 2H TE€EB +(0) CC, ou
seja 2Hx|| € {0 >0: 0 'x € C}. Portanto 0 < p(x) < M||x||, onde M = 2.

4 Suponha x € C. Existe r > 0 tal que B,(x) C C pois C é aberto. Tome € > 0 de tal maneira
que €||x|| < r (por exemplo € = m). Assim (1+¢€)x € B,(x) C C.Logo p(x) < m <1.
Agora, se p(x) < 1 entdo existe & €]0, 1] tal que &~ 'x € C, e assim x = (o~ 1x) + (1 —

)0 € C (pois C é convexo).

2 Sejamx,y € X e seja € > 0. Temos 3-— € C, pois p(;j7%) = f()x) <leC={x€kE:

(1=1)y
p(x) < 1}. Pelo mesmo motivo p(y) € C.Jd que C € convexo entdo S5 ) +oo1e €€

+e
para todo ¢ € [0, 1]. Escolhemos 7y = m [0,1], logo
x4 (I—fo)y _ (p(x)+e)x + (p(y)+€)y _ xty cC
px)+e  py)+e = (p()+p(y)+2e)(plx)+e) * (p(x)+p(y)+2€)(p(y)+e) — plx)+p(y)+2¢

Logo p(p(x)—:c;_é)—i&s) = p(xff;(Lyy))Hg < 1, ouseja p(x+y) < p(x) + p(y) + 2¢€ para todo
€ > 0. Portanto p(x+y) < p(x) + p(y).
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]

Lema 5.11. Sejam C C X aberto, convexo, nio vazio e xo € X com xo ¢ C. Entdo existe f € X*
tal que f(x) < f(xo) para todo X € C. Em particular, o hiperplano [f = f(xo)] separa {xo} e C.

Demonstragcdo. Suponha que 0 € C. Pelo lema anterior, podemos definir o funcional de Min-
kowski para C. Considere o subespago linear G = Rx( e o funcional linear g : G — R definida
por g(txg) =t paratodo ¢ € R. Note que g(x) < p(x) para todo x € G. Dado x € G, isto é, x = txy.
Se t > 0 entdo, pela caracteri¢do de C por seu funcional de Minkowski, 1 < p(xp). Logo g(x) =
g(txo) =1 <1p(x0) = p(txo) = p(x). Se r <0, temos g(x) = g(rxp) =1 < 0 < p(rxg) = p(x).
Logo, pelo Teorema de Hahn-Banach (forma analitica), existe um funcional linear de X que
estende g e tal que: f(x) < p(x) para todo x € X. Em particular f(xo) = g(xo) = 1 e f é continua,
pela parte (3) do lema anterior. Logo, pela caracterizacdo de C feita no lema anterior, temos
f(x) < p(x) < 1= f(xo) para todo x € C.

Para o caso geral, ja que C é ndo vazio, existe z € C. Logo 0 € C — z, ou seja C — z € ndo vazio.
Como C ¢ aberto, C — z é aberto. De fato, seja c € C —z, logo ¢ = b —z com b € C. Logo, existe
r > 0tal que B,(b) C C. Assim B,(b) —z C C —z. Afirmamos que B,(b) —z = B,.(b—z=c), pois
assim B,(¢) C C—ze C—zé aberto. Se a € B,(b) — z, entdo a = v—z com v € B,(b), ou seja
|[v—">b|| <r.Logo |la—c||=||[v—z—b+z|| =]||v—>|| < r, ou seja a € B,(c). Reciprocamente
sea € By(c), temos ||a—c|| = |l[a—b+z|| = ||(a+z) — b|| < r. Logo v =a+z € B,(D), ou seja
a=v—z€B.(b)—zpois v € B.(b).

Como C é convexo, C — z é convexo. De fato, sejam x,y € C—zer € [0,1]. Logox=x; —ze

y = Xxp — z para alguns x1,x; € C. Logo

tx+(1—=t)y=txi—2)+(1—=1)(xa—2) = (tx1 + (1 —=1)xp) + (—tz—z+12) =
(tx;+(1—=t)xp)—z€C—z2

pois tx; + (1 —t)xp € C (C é convexo). Note que xg —z ¢ C — z. Logo, pelo demostrado acima
temos f(y) < f(xo—z) paratodoy € C—z.Logoy=x—zcomx € C, e assim f(y) = f(x—z) =
f(x) = f(z) < f(x0) — f(z). Portanto f(x) < f(xo) para todo x € C. O

Proposicao 5.3 (Teorema de Hanh-Banach, primeira forma geométrica). Seja X um espaco de
Banach. Sejam A e B subconjuntos convexos, ndo vazios e disjuntos, sendo pelo menos um deles

aberto. Entdo existe um hiperplano fechado que separa A e B.

Demonstragdo. Seja C = A — B, e assim C € convexo, pois A e B sdo convexos. De fato, sejam
x,yeC=A—Betec[0,1].Entdiox =a; —b; ey=ay —by,comay,a, € Aeb,by € B. Logo
tx+(1—=t)y=t(a;—b1)+(1—1t)(a—by) = (ta;+ (1 —1t)ap) — (thy+ (1 —t)b) €cA—B=C,
poista; + (1 —t)ay € Aetby+ (1 —1)by € B. Note que C é ndo vazio, pois A e B s30 nio vazios.
Ja que A € aberto, A — b € aberto para todo b € B. Assim C = |J,cgA — b € aberto.

0 ¢ C. Suponha que sim. Entdo 0 = a — b para algunsa € Ae b € B. Assima=b € ANB, 0
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que contradiz o fato que A e B sdo disjuntos. Assim, pelo lema anterior, existe f € X™* tal que
f(z) < f(0) =0paratodo z € C=A—B, ouseja f(a) < f(b) paratodo a € A e b € B. Fixe um
o tal que f(a) < supgeaf(a) < o <infpepf(b) < f(b). Portanto, o hiperplano [f = a] separa
AeB. D

Teorema 5.11 (Teorema de Hanh-Banach, segunda forma geométrica). Sejam X um espaco de
Banach e A e B subconjuntos convexos ndo vazios tais que ANB = 0. Se A € fechado e B é

compacto. Entao existe um hiperplano fechado que separa estritamente A e B.

Demonstracdo. Considere C = A — B. Ja vimos que C é convexo e 0 ¢ C. Afirmamos que C é
fechado. De fato, seja x € C. Entdo x = lim(x,) com x,, € C, ou seja x, = y, — 2, onde y, € A
e z, € B, para cada n € ®. Logo existe uma subsequencia (z, )ic tal que z,, — z € B, pois B
€ compacto. Temos também que x,, — x, € assim y,, = X, +2, —X+z=yey € ApoisA €
fechado. Portanto x =y — z € C. Logo X \C é aberto, ou seja existe r > 0 tal que B,(0) NC = 0.

Logo, pela primeira forma geométrica, existe 0 # f € X* tal que
f(x—y) < f(rz) paratodox € A,y € Be z € B;(0)

Note que se z € B1(0) entdo —z € B1(0). Logo f(x—y) < f(r(—2)) = —rf(2) < —rsup<1.f(2) =
—r||f|| paratodox € A ey € B. Tomando € = 5||f|, temos f(x —y) = f(x) — f(y) < —2¢, ou
seja f(x)+€ < f(y) — € para todo x € A e y € B. Considere sup{f(x)+e:x €A} <a <
inf{f(y) —€:y € B}. Entdo hiperplano H = [f = ] separa estritamente A e B. O
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CAPITULO

UM ESPACO DE BANACH QUE NAO E
REFLEXIVO MAS E ISOMORFICAMENTE
ISOMETRICO AO SEU SEGUNDO DUAL

Considere a seguinte aplica¢do j: X — X**, onde jx : X* — R é dada por jx(f) = f(x).
Chamamos j de mapa candnico. j € linear e isométrica, ou seja, E € isomorficamente isométrico
a j(E). Se j também € sobrejetora diz-se que X é reflexivo. O objetivo nesta secdo é apresentar
um espaco que € isomorficamente isométrico a seu segundo dual, mas ndo € reflexivo (isto torna
mais natural a definicdo de reflexividade a partir do mapa j).

Como principal referéncia usamos (MORRISON, 2001). Como referéncia original do espaco
aqui construido usamos (JAMES, 1951).

6.1 O espaco de James

Seja P a familia de todas as sequéncias finitas crescentes em @, com uma quantidade

fmpar de elementos. Dado s = {p1,p2, ..., pan+1} € P € x € ¢, considere:

Pon+y1

Il = (Cop 2 Cip P )

Claramente ||x||s > 0 e ||ox]||s = |ct|||x||s para cada s € P e o € R. Ademais, pela desigualdade

triangular da norma euclidiana, para cada s € P temos:

n
Ix+ylls = \/Z((xpzil +Vpoi1) — (Xpy, +y172i))2 + (xp2n+1 +yp2n+1)2
i=1

n
= \/Z((xp2il _xpzi) + (yPZi—l _yp2i))2 + (xP2n+1 +yp2n+1)2
i=1

< [llls+11ylls
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86 dual

Definimos o seguinte conjunto:

J={x=(W)nco € co: supsep ||x][s < oo}

J é um espaco vetorial com a soma e o produto escalar usuais de sequéncias, pois cg € espaco

vetorial com a soma e produto escalar e, se x,y € J, temos
[+l < lxlls +[Iylls < supsep ||x]]s + supgep [[l]s
para cada s € P. Assim

supep |[x +y||s < supgep [|x[[s + supsep [[l]s < oo

Denotemos ||x|| = sup,cp ||x||s. Entdo || - || ¢ uma norma sobre J. Pelo fato anterior, ||x+y|| =
sup,ep |[x+y[| < ||x||+ [[y]|, ou seja, || - || satisfaz a desigualdade triangular.
Dado x € J, ||x|| > 0 pois ||x||s > O para cada s € P. Também, dado x € J e o € R, entdo

||oex|| = supsep||ax||s = |ot|supsep||x||s = |al|||x||. Se x = 0 entdo, claramente, ||x|| = 0. Agora,
se x € J com x # 0. Considere ng = min{n : x, # 0} e s = {ng,no + 1,n9+2}. Se ||x||s # O,
entdo ||x|| # 0. Se ||x||s = 0, entdo (xy, — Xny+1)? +x%0+2 = 0. Logo x;y12 = 0 € Xy = Xpy41. Se

t ={no+1,n0+2,n0+3} entdo ||x||; =, /x,zlo+1 +x,210+3 > 0 e, assim, ||x|| > 0.

Adicionalmente J é um espago de Banach pelo seguinte resultado

Lema 6.1. J é um espaco métrico completo

Demonstragdo. Dado x € J, denotemos por x’ a sequéncia x onde as duas primeiras coordenadas
s80 zeros, ou seja, se X = (zy)new entdo X' = (0,0,z3,24,...). Seja (X,)nce uma sequéncia de
Cauchy em J (denotemos x,, = (xil) jew)- Vamos denotar || - ||, a norma de cp. Se consideramos
os conjuntos s, = {1,2,n} € P onde n > 3, temos |[x’||o = sup,;>3 |xx| = sup,~3 ||| [s, < |[[| <
||x||, para cada x € J. Entdo (x,),ce € Cauchy em ¢, pois (x,)ncw € Cauchy em J. Logo existe
x' € ¢g tal que x,, — x’ quando n — oo (em particular a convergéncia é coordenada a coordenada).

Agora, seja s € P dado por s = {1,3,4}. Entdo
[l =26l 1> = |n = x| [F = [ —263) = (5 = 20)] + (o = x3)%.

Ja que (X))cw € (x}H)new sdo de Cauchy, (x!),ce é uma sequéncia de Cauchy, pois ||x,; — X, ||* >
(x} —x))? se n,m — co. Similarmente, se tomamos s = {2,3,4} entdo (x2),ce é uma sequéncia
de Cauchy. Assim (x,),cqe € convergente (coordenada a coordenada) a x € cg.

Agora, dado € > 0 existe N € o tal que

|l = m s < [P — Xmlls < 20 — x| < €

para qualquer n,m > N e s € P. Considere M = sup{||x,|| : m € w} e s = {p1,p2,....,p2j+1}

Tomando € = 1, por exemplo, ||x,|| < 1+ ||xm||s < 1+ ||xm|| < 1+ M, para todo n > N. Logo
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Se n — oo entio ||x||s < 1+ M para qualquer s € P. Logo ||x|| < 1+ M, ou seja, x € J. Também,
do fato que ||x, — x,y||s < € para qualquer s € P, se m — o entdo ||x, — x|| < € para todon > N.

Portanto x,, — x em J. ]

Chamamos o espago J de espaco de James.

6.2 Bases em espacos reflexivos

Definicao 6.1. Seja X um espago de Banach. Uma sequéncia (x,),ce em X é dita uma base
para X se, e somente se, cada x € X tem uma Unica representacao x = ), 04X, onde o, € Re

a série converge (a x) na norma de X.

Definicdo 6.2. Seja X um espaco de Banach. Uma base (x,),co ¢ uma base de Schauder
para X se, e somente se, os coeficientes funcionais f, : X — R dados por f,(x) = o, onde

X =Y 1w OnX, sa0 continuos para cadan € @.

Pelo seguinte resultado podemos omitir especificar se uma sequéncia € de Schauder.

Teorema 6.1. Toda base em um espago de Banach € uma base de Schauder.
Demonstragcdo. Ver (MORRISON, 2001), Proposi¢do 5.3, pagina 224. [

Note também que todo espaco com uma base € separdvel (considere todas as combinagdes

lineares finitas com coeficientes racionais de elementos da base).

Definicdo 6.3. Seja X um espaco de Banach e X* seu espago dual. Sejam (x,)ncw € (X)) ncw
sequéncias de elementos de X e X* respectivamente. Dizemos que (x,,x),ce € um sistema

biortogonal se, e somente se, x} (x;) = §;; paratodo i, j € .

No caso de ter definidos um sistema biortogonal, chamamos de operadores de expansao

as fungdes u, : X — X dadas por u,(x) =Y., x](x)x; para cadan € o.

Observacdo 6.1. Se (x,),ce € uma base e (x,, X)) ,ce ¢ um sistema biortogonal, entdo para cada
n,m € @ temos x;,(x,) = Opn = fm(xn). Assim x; = f,, para todo n € @, ou seja, os coeficientes

funcionais de uma base dada sdo anicos.

Teorema 6.2. Seja (x,,x)),ce um sistema biortogonal para X. Se (x,),cq € base entdo

limy ooty (x) = x
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para cada x € X.

Demonstragdo. Pela observagdo acima, x, = f, para cada n € ®. Logo, para cada x € X, temos

X=Y o fn(X)x = YacoXn (X)X, = limy oo Y X7 (X)X; = limy—seoltn(X). O

Defini¢do 6.4. Seja X um espaco de Banach e (x,),c uma base para X. Para cada n € ®
considere X" = ((xi)i>n+1) € |[x*||n = ||x*|x»|| para cada x* € X*. Dizemos que (x,)nce € uma

base contratil de X se, e somente se, /im,,_,«||x*||, = 0 para cada x* € X*.
Equivalentemente, (x,),cq € contrdtil se, e somente se,
limy e sup{|x*(y)| :y € X" e ||y|]| <1} =0

para cada x* € X* (pela defini¢do da norma no espaco X*).

Proposicdo 6.1. Uma base (x,),ce € contrétil se, e somente se, 1in, . sup{|x*(x — u,(x))| :
||x|]| <1} =0, para cada x* € X*.

Demonstragdo. Se (x,)nee € contratil, pelo comentdrio acima [in, .. sup{ |x*(y)| :y € X" e ||y|| <
1} =0, ou seja, dado € > 0 existe n; € @ tal que |x*(y)| < € para todo y € X" com |[|y|| < 1
e n>nj. Dado x € X com ||x|| < 1, existe np € @ tal que ||x —u,(x)|| <1 para todo n > n
(pois x = limye gy (x)). Tomando ng = max{nj,ny}, |x*(x — u,(x))| < € para todo n > ng (pois
l[x —un(x)]| < 1 ex—uy(x) €X™). Assim Limy_yeo sSup{|x*(x — un (x))] : ||x]| < 1} = 0.
Reciprocamente se 1in,; o sup{ |x* (x — u, (x))| : ||x|| < 1} =0, para todo € > 0, existe ng € o tal
que [x*(x —up(x))| < € paratodox € X com ||x|| < 1en>ng.Dadoy € X", comn >nge ||y|| < 1.
Entdo y =y — u,(y) e, assim, |x*(y)| < €. Portanto lim,cq sup{|x*(y)| :y € X" e||y|| <1} =0,

ou seja, (x)new € contritil. O

Teorema 6.3. Seja X um espago de Banach e (x;,),c uma base para X com coeficientes
funcionais (x}),ce. Entdo (x,)nce € contritil se, e somente se, (x};),cq ¢ uma base para X*.

Nesse caso, a sequéncia (j(x,))nco ¢ formada pelos coeficientes funcionais de (x)),cq-

Demonstracdo. Suponha que (x,)ncq € contratil. Para qualquer x* € X* temos

0 = limysoosup{x* (x — un(x))| : [ < 1}

= Limpy oo sup{|ac” (x) —x" (un (x)) | : [¥]| < 1}

= Limp e sup{|x*(x) — i‘ix*(xz')XEk(XH [ <1}

n

= limy ool X" =) ¥ ()] ||
i=1

n
= limp ool |x* = Y (i) (x)x7 ||
i=1
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Ou seja, x* = Y,cq j(xi)(x*)x]. Portanto (x;)nce € base para X* e do fato que j(x;)(x}) =
x7(x;) = 6ji, (j(xn) s80 os coeficientes funcionais de (x},)rco-

Reciprocamente, suponha que (x),co € uma base para X*. Seja (x:*),ce a sequéncia de
coeficientes funcionais para a base (x})),ce. Note que (xi*) C X**. Se x* € X*, entdo x* =
Fonco 6y (8 D €, assim, () () = 5" (37) = Lneo " (850 (1) = 577(x%), ou sefa, j(x7) =

x;* para todo i € ®. Também, para cada x* € X*, temos:

n
0 = limy el 0" =Y j(xi) (x")x]|
i=1

= Limy oo sup{|x"(x) = Y j(x) (") ()]« [[ef| < 1}

™=
N

(agE

&

= Limy oo sup{|x"(x) = }_ X" (i) (x)| = [|x]| < 1}

[

=
e

(0)x) | =[x < 13

1
= limp_eosup{|x" (x —u,(x))| : ||x]| < 1}

= limp_eosup{|x*(x —

~

Portanto (x,),eq € uma base contrtil para X. O

Definicsio 6.5. Seja X um espaco de Banach. Uma base (x,),cq € dita completamente limitada
se, e somente se, dado (0;),co C R para o qual temos sup{|| Y oixi|| : n € @} < oo, entdo
Y cw Onxn € X.

Teorema 6.4. Seja (x,,x) sistema biortogonal de um espaco de Banach X. Se (x,),ce uma

base contrdtil de X. Entdo (x}) é uma base completamente limitada de X*

Demonstragdo. Seja (0 )nc Uma sequéncia de escalares tais que sup{|| ¥ ; opx}|| : n € w}.

Para cada n € @, considere y;, =)' | o4x;. Para cada i € @ temos

e também sup{||y;|| : n € @} = sup{|| X" | aix}|| : n € @} < oo. Pelo Teorema de Banach-
Alaoglu e o Teorema 5.4 existe y* € X*, com ||y*|| < sup{||y;|| : n € @} tal que exite uma

subsequéncia (yn )reo tal que y, — y* na topologia fraca®. Ja que (x»)nce € base contritil,
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(x)new € base de X e, assim,

m

Y= limm_mZ‘y*(xj)x;f
=1
m

j=1
m
= Limpsoo Y (limyeayy (%)X
j=1
m

= [imy;—soo Z Ocjx;‘-
=1

Portanto Y, 0x;, € X, como queriamos. []

Defini¢do 6.6. Seja X um espago de Banach e (x,),ce uma sequéncia de elementos de X.
Dizemos que a sequéncia (x,),c ¢ uma base fraca para X se, e somente se, para todo x € X
existe uma Unica representacdo de x na forma x =), 0:Xx,, onde a série converge na topologia
fraca de X.

Dizemos que uma base é uma base fraca de Schauder se os coeficientes funcionais sdo
continuos na topologia fraca. Analogamente ao caso da norma de X temos un resultado para a

topologia fraca.

Teorema 6.5. Toda base fraca em um espaco de Banach € uma base fraca de Schauder.

Demonstragcdo. Ver (MORRISON, 2001), Proposi¢ao 52, pagina 22. ]

Defini¢do 6.7. Seja X um espago de Banach. Dizemos que a sequéncia (x),ce em X* é uma
base fraca* para X* se, e somente se, para qualquer x* € X* existe uma tinica sequéncia (04, ),ce
de escalares tais que x* = lim, . Y. X;, onde o limite acontece na topologia fraca®. Ou seja,
para cada x € X temos x*(x) = Y,,c 00X (x). Ademais, os coeficientes funcionais pertencem ao

dual fraco* de X*, ou seja, o proprio X.

Temos a seguinte equivaléncia entre as bases em X e bases fraca®™ em X*.

Teorema 6.6. Seja X um espago de Banach e (x,,x)),co Uma sequéncia biortogonal. Entdo (x7;)
¢ una base fraca® (de Schauder) para X* (com coeficientes funcionais dados por (x,)ncqe) s, €

somente se, (X,)nce € uma base para X

Demonstracdo. Suponha que (x,),cq € base para X. Parax* € X* e x € X temos

(" = X0y 7 (i) ) (x0) = X" (x = iy 7 (%))
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converge para 0 se n — oo, pois (X, )ncw € base. Logo, temos para cada x* € X* que x* =
YcoX (xn)xh (x*(x,) = j(x,)(x*) slo os coeficientes funcionais) onde a convergéncia é na
topologia fraca*. Para mostrar que a representagdo € tinica, € suficiente mostrar que se (0 )new €
uma sequéncia de escalares tais que Y, X (x) = 0 (a convergéncia é na topologia fraca®),
entdo cada o, é 0. Pela biortogonalidade do sistema (x,,x]),c Obtemos o resultado. Logo
(x},x,) € base fraca® para X*.

Reciprocamente, suponha que (x};,x,) é base fraca® para X*. Assim, dado qualquer x € X e
x* € X* temos x*(x) = Y cox* (x0)X5 (X) =X (Xhcw X (X)X,). Logo x = Y, c o X5 (X)x,, para cada
x € X e pela biortoganlidade do sistema (x, x,)nce tal representagio é dnica. Logo (x,)new €

uma base fraca de X e, assim, (x,),cq € base de X. O

Corolario 6.1. Seja X um espago de Banach reflexivo e (x,,x};) é um sistema biortogonal. Entao

(xn)ncw € base para X se, e somente se, (X)) ce € uma base para X*.

Demonstracao. Ver (MORRISON, 2001), Proposi¢do 6.2, pagina 286 e do fato que em um

espaco reflexivo as topologias fraca e fraca® no espaco dual coincidem. [

Teorema 6.7 (de James). Seja X um espago de Banach com base (x,),ce- Se X é reflexivo entdo

(xn)new € contratil e completamente limitada.

Demonstracdo. Seja X é reflexivo com base (x,)nce € coeficientes funcionais (x7),cq. Pelo
Corolario 6.1 (x}}),ce € base para X*, e pelo Teorema 6.3 (x,),ce € uma base contritil para X.
Os coeficientes funcionais de (x}),cq (que sdo x,, ou j(x,)) formam uma base para X, logo
(x!)new € uma base contratil para X*, novamente pelo Teorema 6.3. Portanto, pelo Teorema 6.4

concluimos que (x),co é completamente limitada. O

6.3 O espaco de James é isomorficamente isométrico ao

seu segundo dual

Vamos ver agora (usando o teorema anterior) que J ndo € reflexivo.

Definicsio 6.8. Seja X um espaco de Banach e (x,),cq uma base para X. Suponha que (ky)nce
¢ uma sequéncia estritamente crescente de inteiros positivos com kg = 0. Dizemos que uma

sequéncia nao nula em X ((y,)new) da forma

kn
Yn =Yt 1% (Vn)xi, paratodon > 1

¢ uma sequéncia de blocos basica com respeito a (x;)ncw

Proposicio 6.2. Seja X um espacgo de Banach e (x,) uma base para X. Se toda sequéncia de
blocos bdsica com respeito a (x,),ce converge a zero fracamente entdo (x,),ce € uma base

contratil.
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Demonstragdo. Suponha que (x,)nco N30 seja contrétil. Entdo existe x* € X* tal que ||x*||, ndo
converge para 0 quando n — oo. Ou seja, existe € > 0 tal que ||x*||, > € para uma quantidade
infinita de n € @. Assim, podemos escolher n; com ||x*||,, > €. Pela defini¢do da norma || - [,
existe z; € X com ||z1|| =1 e [x*(z1)| > €. Agora, do fato que z; = lim,_elt,(z1) podemos

escolher n; tal que ||z1 — uy, (z1)|| < €(2|]x*||) ! e note que

o (amy (20) ] 2 P (z0) | = [ (21 = tny (20))] = ¥ (20) [ = [l 21 = uny (20) || > €= 5 = 5.

Continuando com a sele¢@o anterior, obtemos uma sequéncia de blocos basica (yi)ree dada
POT Y = Up,, (2x) € com a propriedade |x*(yx)| > §. Ou seja, a sequéncia (yi)ree ndo converge

fracamente para 0. L

Defini¢do 6.9. Sejam X e Y espacos de Banach e (x;)ncw € (Vn)nco sequéncias de X e Y
respectivamente. Dizemos que (x,,),cq € equivalente a (y,),c Se, € somente se, para qualquer
sequéncia de escalares (0;)ncw, a série Y, OnX, converge se, € somente se, a série Y, Onyn

converge.

Definicao 6.10. Seja X um espaco de Banach. Dizemos que X é em algumas partes reflexivo
se todo subespaco fechado de dimesao infinita de X contém um subespago reflexivo de dimensao

infinita.

Teorema 6.8. O espaco de James J é em algumas partes reflexivo. Na verdade todo subespacgo

fechado de dimensao infinita de J contém uma copia isomorfa a /.

Demonstragcdo. Ver (MORRISON, 2001), Teorema 5.16, pagina 257. ]

Teorema 6.9. O espaco de James J ndo € reflexivo.

Demonstracdo. Considere a base candnica (ey,),cq (onde cada e, tem 1 na coordenada n e 0 nas
demais). Entdo (ey,),ce € uma base contratil para J. Suponha que ndo. Entdo existe uma sequéncia
de bloco basica limitada (y,),ce com respeito a (e,),ce que ndo converge a zero fracamente.
Logo, existe € > 0 e x* € J* tal que |x*(y,)| > €. Pelo teorema anterior, as sequéncias (y2,)ncw
e (Yan—1)new S80 equivalentes aos vetores unitdrios basicos de /5. Entdo as séries Y, ﬁyzn e
Zﬁyznq convergem, pois Y ,c o %leg eYco }le; sdo convergentes em o, onde (¢€},)ncew € @
basede lr. Assimy=1},cq %yn converge em.J, pois } ¢ %yn = (Znea) ﬁyZn +Ynco Tlfl)Qn—l)’
. Mas com isto, x*(y) = ¥ic 2X* (V1) > Lpew € = oo, um absurdo. Logo (e,)nco € uma base
contrétil para J.

A base candnica ndo é completamente limitada (e com isto provamos que J ndo € reflexivo,
pelo Teorema 6.2). De fato, considere x,, = } ' | e; para cada n € @ e suponha que x, — x em
J, ou seja, existe x € J tal que ||x, — x|| — 0 quando n — oo. Lembrando a notagdo: para cada
sequéncia y = (y,), Yy é a mesma sequéncia y mas com y; =y, = 0. Entdo ||x}, — X||c. — 0 em
co, pois |[x, — x| < ||xn — x||. Mas isto é uma contradi¢@o, pois (x, ), N30 € convergente em

co (pois ndo é de Cauchy ). Portanto, (e, ),ce ndo é completamente limitada. O
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Defini¢sio 6.11. Seja X um espago de Banach e (x; ), uma base para X. Dizemos que (X, )nen €
uma base ortogonal se, e somente se, para qualquer n, p € @ temos || Y7 ox;|| < ||Z:1:1p 06| |

para qualquer sequéncia de escalares (04,),cq-

Finalmente vamos ver que o espacgo J € isomorficamente isométrico (sendo a isometria
distinta da natural j, pois J ndo é reflexivo) a seu segundo dual J**. O resultado ¢ praticamente

imediato, a partir do seguinte resultado.

Teorema 6.10. Seja X um espaco de Banach com uma base (x;),ce que é ortogonal e contrtil.
Se x™* € X** entdo ||x**|| = lim,—e || L1 Fix;||, onde F; = x**(x]). Além disso, se temos uma
sequéncia {Fy }nee tal que lim, o || Y7 | Fixi|| < oo, entdo x™* € X** se definimos x™*(x*) =

Y co Fux;, para cada x* € X*.

Demonstragcdo. Pelo Teorema 6.3 (x})),cq € uma base para X*. Entdo se x™ € X*™* e x* =
Y co X € X* temos x**(x*) = ¥,.c o Fn 0, onde F, = x**(x}). Logo oy, = x*(x,,, ja que x; sdo
os coeficientes funcionais da base (x,)ncw, - Logo |x**(x*)| = | L1 Fiog| = |x* (X1, Fix;)| <

[ 1 Xy Fixil]. Ou seja, e (x) < b [(limy oo || 72 Fixil|) €, assim,
[ [ < Timy, o || X0 Fii

Agora, para n € o fixo, seja u, = Y| Fix;. Defina o funcional /" : Ruy, + ({x;}i>n) — R como
sendo /' (tu, +z) = t||u,|| onde z € ({x;}i>n). Note A’ € linear e também, se z = Y;° . | otix;,
entdo |1 (tu, +z)| = ||tun|| < ||tun+ X521 0ixi|| = [|tun + 2| (a dltima desigualdade segue de
usar o fato que a base € ortogonal).

Assim, ||/'|| = 1. Usando o Teorema de extensdo de Hahn-Banach, obtemos um funcional linear
h definido em todo X tal que ||h|| = 1. Se h = ¥,,c X, entdo h, = h(x,), ou seja, h =0
para todo i > 1. Logo [v** ()] = | L Faltal = | X0y Fuha| = (K, Fii)| = o) = ]| <
|[x**]]. J& que isto foi feito para cada n, entdo || Y}, Fix;|| < ||x**|| para todo n € w e, assim,
limp o | Y11 Fixi|| < ||x**||. Portanto ||x**|| = limy—see|| L e Fixi|| para todo x™* € X**.
Suponha agora que {Fj},ce ¢ uma sequéncia tal que lim, .|| Y} | Fixi|| = M < oo. Entdo
| Y7 Foxg|| < 2M para todo n, p € @. Logo

1=n

| Fioy] = [x* (T2 Foxi)| < ('] (2M)

para qualquer x* =Y, c, o, x5 € X*. Como a base (x,)neq € contrétil, concluimos que Y.,,c, Fr 0y
¢é convergente, ou seja, X" (x*) = ¥, Fi®t, estd bem definida para cada x* € X* e |[x™|| =

limy—eo || Lne o Frxnl[- o

Entéo, como a base candnica (e,),ce em J € contritil e ortogonal, J** é o espago de
todas as sequéncias (Fy)nce para as quais vale ||x**|| = lim, e || 1| Fie;|| < oo. Neste caso
mais especificamente o espago de todas as sequéncias tais que lim,,_,.F; existe. Assim, definindo

T :J— J* como T (x) = x, obtemos a isometria desejada.
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CAPITULO

POSTO DE CANTOR-BENDIXSON EM
TOPOLOGIA: O TEOREMA DE
SIERPISKI-MAZURKIEWICZ

Neste capitulo vamos apresentar uma classificacao dos espacos topolégicos compactos
Hausdorff enumerdveis, provando o Teorema de Sierpiski-Mazurkiewicz. Vamos primeiro ver o
posto de Cantor-Bendixson.

Usamos principalmente (MAZURKIEWICZ S. SIERPINSKI, 1920) e também como traducio e
defini¢des adicionais (MATHNOTES, 2013).

7.1 Posto de Cantor-Bendixson

Definicao 7.1. Seja X um espaco topoldgico. Definimos por inducdo transfinita o seguinte:

e X0 —x
e x(@th go conjunto de pontos limites de X (o), para qualquer ordinal «.

e XM =N X (B), para qualquer ordinal limite A

Vamos chamar de posto de Cantor-Bendixson, denotado por rk(X), o menor ordinal o que
satisfaz X (@+1) = x @

Temos uma boa classificacdo dos espagos topoldgicos com respeito a seu posto de

Canto-Bendixson para espacos que sdo compactos Hausdorff enumeraveis .

Lema 7.1. Seja X um espaco topoldgico compacto Hausdorff enumerével. Entéo rk(X) é um

ordinal sucessor enumeravel, digamos rk(X) = o+ 1, e X (%) ¢ finito e ndo vazio.
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Demonstragcdo. Do fato que X € enumerdvel, existe um ordinal enumerdvel v tal que
X(Y)\X(YH) -0
Com efeito, se X W\ X (1) =£ ¢ para todo ordinal y enumervel, entio o conjunto
UﬁewIX(ﬁ)\X(ﬁH) cX

€ nao enumeravel, contrariando o fato que X é enumeravel.

Seja k o posto de Cantor-Bendixson de X. X (k) — @, pois qualquer conjunto perfeito em um
espacgo polonés tem cardinalidade pelo menos 2. Se k fosse ordinal limite, entéio g X B seria
uma sequéncia decrescente de conjuntos fechados nao vazios que converge para @, contrariando
o fato que X é compacto.

Portanto, k¥ é um ordinal sucessor, digamos Kk = ¢+ 1, e X (@) ¢ ndo vazio e finito (pois se fosse

infinito, entdo X (**1) seria ndo vazio, ja que X* teria um ponto limite). L

Vejamos a seguinte defini¢ao

Definicio 7.2. Seja X um espago topolégico compacto Hausdorff enumeravel tal que rk(X) =

a+1 e X(® tem cardinalidade n > 1. Vamos chamar («,n) de sistema caracteristico de X.

Vamos mostrar que 0% - n+ 1 é um espago topoldgico compacto Hausdorff enumeravel

com sistema caracteristico (a,n).

Lema 7.2. Seja oo um ordinal enumerdvel e n > 1 inteiro. Entédo 0% -n+ 1 é um espago topolégico

compacto Hausdorff enumerdvel com sistema caracteristico (o, n).

Demonstragdo. Tal ordinal é compacto, ja que é um ordinal sucessor. Além disso, com sua
topologia da ordem usual, é Hausdorff. Em primeiro lugar, vamos mostrar que (o, 1) € o sistema

caracteristico de ®* + 1 por indugdo transfinita. Para @ = 0 € claro. Entdo, escrevendo
[0, 0] = {0} U (Uso[@® - k+1,0% - (k+1)]) U{0*'}

notando que [®% -k+1,0% - (k+ 1)] é homeomorfo a @* + 1 e pelo fato que a familia {[@®* -
k+1,0%n+1)]:k € @} é separada por abertos, concluimos que [0, @*1](@+1) = {*+1},

Seja agora A um ordinal limite. Da mesma maneira, escrevendo
[0.0*] = {0} U (Up<a 0P +1,0P ) U {0t}

notando que os conjuntos [P + 1, @P+1] sio homeomorfos a @P*! + 1 e que a familia {[wP +
1,wP*1): B < A} é separada por abertos, concluimos que [0, ®*]*) = {@*}, pois

supg; k(@P ! +1) =4,
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Vamos concluir a prova com o mesmo argumento. Escrevendo
0, 0% n) = {0}U (Uizolo® k+1, 0% (k+1)])

como uma unido de conjuntos fechados homeomorfos a @* + 1 e ja que a familia é separada por
abertos, obtemos que [0, % -n](*) = {0%, ©®*-2,...,®% - n}. O

Lema 7.3. Seja X um espago métrico compacto. Entdo X € isométrico a um subespaco de um

espaco de Banach.

Demonstracdo. Seja X espago métrico compacto com métrica d e F = C(X) o conjunto das

fungdes continuas com a norma do maximo. Fixe xo € X. Defina a seguinte funcao
¢ : X — F dada por ¢(x) =d(x,-) —d(xo,")

Note que d(x,-) —d(xg,-) € C(X) e d(x,-) é continua. Afirmamos que ¢ é uma isometria de X
em F. Com efeito, vamos mostrar que d(x,y) = sup,cy |d(x,z) —d(y,z)| para todo x,y € X. Da
desigualdade triangular, para cada z € X, temos d(x,z) < d(x,y)+d(y,z). Logo d(x,z) —d(y,z) <
d(x,y). Por outro lado, temos d(y,z) < d(x,y) +d(x,z), ou seja, —d(x,y) < d(x,z) —d(y,2).
Entdo supzex|d(x,z) —d(y,z)| < [d(x,z) —d(y,z)| < d(x,y). Também temos |d(x,y) —d(y,y)| =
d(x,y) < supex|d(x,z) —d(y,z)|. Portanto

d(x,y) = sup,ex |d(x,2) —d(y,2)| = sup,ex |d(x,2) —d(y,z) — d(x0,x) +d(x0,y)| =
sup,ex [9(x)z—0(¥)z| = [|9(x) — o (¥)]].

7.2 Teorema de Sierpiski-Mazurkiewicz

Nesta se¢do vamos provar nosso resultado principal do capitulo.

Teorema 7.1 (de Sierpinski-Mazurkiewicz). Seja X um espago topoldgico compacto Hausdorff

enumerdvel com sistema caracteristico (,n). Entdo X é homeomorfo a ®* -n+ 1.

Demonstracdo. Para qualquer ordinal enumerdvel o e n > 1, seja P(a,n) a afirmacao: ““ Qual-
quer espaco compacto Hausdorff enumerdvel com posto de Cantor-Bendixson o + 1 tal que
card(X(®) = n, é homeomorfo a @* -n+ 1.

P(1,1) é verdade. De fato, seja X compacto Hausdorff enumeravel com sistema caracteristico
(1,1). Seja X = {p} e f: X\XY) - @ uma bijegdo. Entdo definindo f : X — @+ 1 por
F(p) = e f(x,) = f(n) para todo x, € X\XV), temos um homeomorfismo de X com @ + 1.
Vamos mostrar que se P(a, 1) é verdade entdo P(o,n) é verdade para todo n > 1. De fato, seja

X compacto Hausdorff enumerével com sistema caracteristico (o, n) e X(® = {p1,..., p,}. Pelo
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Lema 7.1 que X pode ser considerado um subespaco de um espaco de Banach Y. Ja que X €
Hausdorff, existem €,, &, > 0 tais que B[p,,&,] € B[pu+1,€n+1] sdo disjuntos.

Logo pela segunda forma geométrica do Teorema de Hanh-Banach, existe um hiperplano fe-
chado H=[f=a]ee>0talque f(z) <a—e<a<oa+e< f(y) para todo z € B[py, €]
ey € B[pu+1,€n+1]- J4 que X é enumerdvel, existe um hiperplano H; = [f] = o] que separa
estritamente as bolas fechadas e que ndo contém ponto de X, pois existe uma quantidade nao
enumerdvel de hiperplanos entre &t — €, & e o + €. Portanto, existem n — 1 hiperplanos paralelos
Hy,..,H, talque Y\ Ul’.’;ll H; tem n componentes conexas Dy, ..., D, com p; € Dy.

Da hipétese que P(ct, 1) é verdade, Xj := X N Dy é homeomorfo a ®* + 1. Portanto X é homeo-
morfoa (0% +1)-n=w* -n+1, pois X ~X; UX, U...UX,.

Agora, mostraremos que se P(a,n) é verdade para todo o < o e n > 1, entdo P(y, 1) é verdade.
De fato, seja X compacto Hausdorff enumeravel com sistema caracteristico (0, 1) e X (0) — {p}
Podemos supor que o > 2 pois P(1,1) é verdade e, assim, podemos supor que p € X @), Logo

existe uma sequéncia (py)ree em X (1) tal que p, — p, quando n — oo e

d(pns1,p) < d(pn,p) paracadan € ®

Vendo X como subespaco de um espaco métrico completo Y, existe uma sequéncia de niimeros
reais positivos (i) ke e, que converge para 0, tal que a familia de S(p, r) ndo intercepta X . De fato,
j que existe uma quantidade nio enumeravel de esferas' S(p, ') com d(piy1,p) < v <d(pi,p)
e X é enumeravel, existe d(py+1,p) < rn < d(pg,p) tal que S(p, i) ndo contém pontos de X.
Logo Y\ Uy<; S(p,rx) tem uma infinidade de componentes conexas Di,D,, ..., com py € Dy
para k € @. Note que Dy contém uma infinidade de pontos de X, pois p; € X (1),

Da hipétese que P(o,n) para o < o e n > 1 € verdade, entdo X; := X N Dy € homeomorfo a
algum 0% -n; 4+ 1 com oy < 0 e nx < 1 (pois X,Sa(’) = 0, ja que py é o tnico ponto de X (%)
e ele estd a uma distancia positiva ry de Dy). Portanto X é homeomorfo a 7 = [(@0* -n; + 1)+
(0*+1)+...]+ 1 (pois X € homeomorfo a (X; UX,U...)U{p}). Note que 7 < @® + 1 (pois
o < 0 para cada k = 1,2,...). Se fosse T < @™ + 1, entdo T < ®* (pois T é compacto).
Logo existem B < o e m > 1 tal que T < @P -m + 1, pois @®® é ordinal limite. Portanto
k(1) < tk(wP -m+1) = B+ 1 < . Mas isto contradiz o fato que rk(X) = rk(7) = o+ 1 e,
assim, T = @® + 1 e portanto P, 1) é verdade.

Entdo, dado qualquer o e n > 1, P(0a,n) é verdade. Com isto concluimos a prova. ]

I ¢ a fronteira de uma bola
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CAPITULO

PROPRIEDADES DE SEPARACAO E
PROPRIEDADE DE GROTHENDIECK

Neste capitulo apresentamos algumas relacdes entre propriedades de separaciao em dlge-
bras de Boole e a propriedade de Grothendieck. Primeiro faremos as defini¢des com respeito a
isso e, no mesmo caminho, mostraremos algumas implicagdes interessantes que elas tém.
Usamos como principal referéncia (KOZMIDER P. SHELAH, 2013), e apoiados em (KOPPEL-
BERG, 1989),(KOCHANEK, 2012-2013).

8.1 Propriedades de Separacao

Vejamos uma forma andloga do que é uma familia independente em uma algebra de

Boole.

Observacdo 8.1. Seja A uma élgebra de Boole. Uma familia independente {a; : i € [} C A
satisfaz que

[licrai- [liec(—ai) #0
para todo F,G C I finitos tais que FNG =0

Definicao 8.1. Uma 4dlgebra de Boole A € dita que tem a propriedade fraca de separacao
subsequencial se, para qualquer anticadeia infinita enumerével {a, : n € ®} C A, existe a € A
tais que os conjuntos

{new:a,<a}e{ncw:a,-a=0}

sdo infinitos.
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Definicao 8.2. Uma dlgebra de Boole A € dita que tem a propriedade de separacao subse-
quencial se, para qualquer anticadeia infinita enumeravel {a, : n € ®} C A, existe a € A tal que

0 conjunto
{new:ay, <aeayyi-a=0}
¢ infinito.

Definicao 8.3. Uma dlgebra de Boole A tem a propriedade de completude subsequencial se,
para qualquer anticadeia infinita enumerével {a, : n € @} C A, existe M C o infinito tal que em

A o supremo de {a, : n € M} existe.

Presentamos aqui um resultado mais forte que o feito por Argyros', o qual afirma: toda
algebra de Boole infinita que tem a propriedade de completude subsequencial contém uma

familia independente ndo enumeravel.

Teorema 8.1. Se A é uma élgebra de Boole infinita que tem a propriedade fraca de separacdo

subsequencial, entdo A contém uma familia independente de cardinalidade c.

Demonstracdo. Afirmamos o seguinte: Se A € uma algebra de Boole infinita que tem a proprie-

dade fraca de separag@o subsequencial, entdo s(A) ndo tem sequéncia convergente ndo trivial.

De fato, suponha que s(A) tem uma sequéncia convergente ndo trivial, isto é existe {u, : n €
o} C s(A) tal que u, — u. Ja que cada u, é ponto isolado, existem a; D u, abertos tal que
a N {u,:n€ o} ={u,} (a;Na;, =0 paratodon,mée ). Entdo {a; : n € ®} é uma anticadeia
em Clop(s(A)) = A. Logo existe a* tal que os conjuntos {n:a; Ca*} e {n:a;Na* =0} sdo
infinitos.

Se u € a*, entdo ele € um aberto que ndo contém uma quantidade infinita de u,’s (ja que
a:Na* = 0, para uma quantidade infinita de n's). Se u ¢ a*, entdo Ulr(A)\a* é um aberto que
ndo contém uma quantidade infinita de u,,’s (jd que a); C a*, para uma quantidade infinita de n's).

Isto contradiz o fato que u € ponto limite, o que prova a afirmagdo.

Logo s(A) ndo € disperso (pois se fosse, ja que ele é compacto, infinito e Hausdorff, teria que ter
uma sequéncia convergente nao trivial) e, assim, A ndo € superatdomica (pela dualidade de Stone).

Logo existe uma subdlgebra de A que ndo tem atomos.
Seja {0,1}<% o conjunto das sequéncias finitas de O e 1.

Vamos construir uma familia {a;: s € {0,1}<“} CAtalque a;-a, =0se s Creas-a; #0
para os outros casos (€ possivel pelo Lema 4.12). Adicionalmente, pela construcdo feita, se
{ug,...,m} C 2<% é tal que u; ¢ u; para todo i # j, entido [T, a,, # 0. Seja x € 29 (que tem
cardinalidade ¢). Entdo, pela construg¢@o, o conjunto {a;, : s & x} é uma anticadeia. Logo, por

hipétese, existe a, € A tal que {s C x: a; < a,} e {s Cx:as-a, =0} sdo infinitos. Mostraremos

' R. Haydon. A nonreflexive Grothendieck space that does not contain /..
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que {ay : x € 2°} é uma familia independente. Sejam xi, ..., x, elementos distintos de 2% e sejam
FCA{l,..,n}eG={l,...,n}\F.

Seja m € o tal que x;|,, sdo todo distintos (considere m = max{n € @ : x|, = xj|n,1 <i,j <
n}+1). Para i < n, seja m; > m tal que Ay, <y, sei€F eay, -ay,seic G (jaqueos

conjuntos {s C x:as < a,} e {s Cx:ay-a,} sdo infinitos). Logo

0 # ITi<i<n@xm; < [icr ax; - [licc(—ax;)

Entdo [T;cr ay, - [licg(—ay,) # 0. Portanto {a, : x € 2“} é uma familia independente de cardina-
lidade c. O]

Corolario 8.1. Se A € uma dlgebra de Boole que tem a propriedade de separagdo subsequencial

entdo B é um subespaco de s(A) e lo € um quociente C(s(A))

Demonstragdo. Ja que a propriedade de separacdo subsequencial implica a propriedade fraca de
separacdo subsequencial, pelo teorema anterior, A tem uma familia independente de cardinali-
dade ¢, digamos {ag : § < c} C A. Considere ¢ : {ag : § < c} — #(®) uma bijecio. Do fato que
{aé : & < c} é independente. Note que ¢ cumpre as condi¢des do primeiro critério de extensdo
de Sikorski, logo existe i : ({ag : § < c}) — @(®) epimorfismo.

Como &(w) é completa, pelo Teorema de extensdo de Sikorski, existe & : A — @(®) epimor-
fismo.

Pela dualidade de Stone, f: s(2(®)) — s(A) € continua e injetora. Logo f(s(£(®))) = s(o(®))
é um subespaco de s(A), mais s(£()) é a compactificio de Stone-Cech de @, ou seja, B .
Para a seguinte afirmac@o, considere 4 : C(s(A)) — C(Bw) dado por h(f) = g, onde g é tal que
g = f|pw- Note que & € linear. Também, dado g € C(B ), pelo Teorema de extensdo de Tietze
(pois B € fechado), existe f: s(A) — R tal que g = f|gq, ou seja, g = A(f).

Portanto & é um epimorfismo entre C(s(A)) e C(B®), e portanto C(B®) é um quociente de
C(s(A)). Do fato que C(Bw) e lo sdo isométricos, concluimos que £, € um quociente de C(s(A)),

e com isto conclui a prova. [

8.2 Um pouco da propriedade de Grothendieck em espa-

cos de Banach

Definicao 8.4. Dizemos que um espago de Banach X tem a propriedade de Grothendieck, se

as convergéncias fraca e fraca® de sequéncias coincidem no espago X*.

Observacao 8.2. Dado um espacgo de Banach X, como a topologia fraca em X* € induzida por
elementos de X** e a topologia fraca® € induzida por elementos de X, e ainda, X estd imerso
em X**, a convergéncia fraca sempre implica a convergéncia fraca®. Assim precisamos verificar

apenas a outra implicacao.
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Observacao 8.3. Se X € um espaco reflexivo, as duas topologias coincidem, e portanto, a
convergéncia em cada uma delas também coincidem. Assim, os espacos reflexivos sempre tem a

propriedade de Grothendieck.

Exemplo 8.1. ¢ (isto € o espaco das sequéncias convergentes a ) ndo tem a propriedade de
Grothendieck.

De fato: Considere (f,)nceo a sequéncia de funcionais tal que se x = (&,)necw € co, entdo f,(x) =
&, E claro que f, € ¢} para todo n € @. Assim, para todo x € cg, f,(x) = &, — 0 quando n — oo.

Logo (fn)new € fracamente™ convergente a 0.

Por outro lado, considere ¢, dado por ¢(f) = Yew f(e2n). E claro que ¢ € c*. Ademas,
O(fn) =1senépare ¢(f,) =0 senéimpar. Portanto (f,),ce ndo converge fracamente a 0 e,

assim, co ndo tem a propriedade de Grothendieck.

8.3 Propriedade de Grothendieck em algebras de Boole

Definicao 8.5. Uma 4dlgebra de Boole A tem a propriedade de Grothendieck, se e somente se,
C(s(A)) tem a propriedade de Grothendieck.

Lema 8.1. Seja A uma édlgebra de Boole, sA). Entéo A tem a propriedade de Grothendieck se, e

somente se,

* Para toda {a, : n € o} anticadeia de A.
* Para todo € > 0.

* Para toda sequéncia limitada de medidas com sinal limitadas (i, ),c¢ , finitamente aditivas

em A tais que |, (a,)| > €
entdo existe a € A tal que (U, (a))nece ¢ uma sequéncia nao convergente em R.

Demonstracdo. Suponha que C(s(A)) tem a propriedade de Grothendieck e a,, € e W, como
acima. Sejam x; os elementos do espaco dual C(K)* que estdo unicamente determinados pela
condi¢do x)(1,+) = uy(a) para a € A (pelo Teorema de Representacdo de Riesz, tomando os
funcionais respectivos as medidas de Radon obtidas a partir dos u,). A familia dos u, e a,
satisfaz as hipéteses do Lema de Rosenthal e entdo, passando a uma subsequéncia, podemos

supor que

Yoco\ (k) [k(an)| < §

¢ satisfeita para todo k € .

Entdo, considerando (J,cq a2n € A,
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% (Uznew laﬁn)’ = [ (Uznew @2n)| = | Xonco lk(@2n)| < Lonew [Mk(a2a)| <
Yoco\ (i) Mk (an)| < 5

se k € impar. Por outro lado:

’x;(U2n€a) 1a§n>’ = ‘,uk(Uznea)aZn)‘ = |22n6w .uk(aZn)’ = ‘nuk(ak) +22n€(0\{k} .uk(aZn)‘ >

|t (a)| = | Lonco ) Ha(a2)| > €= § =5

se k é par.

Assim, a sequéncia (x}),ce ndo converge na topologia fraca. Logo, pela propriedade de Grothen-
dieck, a sequéncia ndo converge na topologia fraca®. Assim, jd que (x}}),cq € limitada, existe
f € C(K) tal que (x};(f))necw ndo converge em R. Logo, pelo Teorema de Stone-Weierstrass,
existe uma fungdo simples f’(que pode ser tomada com coeficientes 1 e os @, disjuntos dois a

dois) tal que
If=rfll<e
e, assim, existe Ny € @ tal que
Ix:(f) —x:(f')] < € paratodo n > Ny
Logo, para L € R e Ny, vai existir ng > Ny e & > 0 tal que
e () — LI = €
Assim

ey (1) = LI = b (F) = 200 (F) = X3 ()] = 153 (F) = LI = iy () =55, (F)| > 80— F = 3.

Portanto (x*(f’))nee ndo é convergente nos reais e, do fato que (U a’)=(a1+ar+...+an)",

existe a € A tal que (U,(a))necw, ndo é convergente nos reais.

Reciprocamente, suponha que (x}),c ¢ uma sequéncia limitada em C(s(A))* que ndo converge
fracamente, assumamos que a condi¢cdo acima vale, e mostremos que a sequéncia nao converge
fracamente™.

Se toda subsequéncia de (x}),cq tivesse uma subsequéncia fracamente convergente (e entio
fracamente® convergente), entdo terfamos que a sequéncia (x}}),ce ndo é fracamente™ conver-
gente.

De fato: Vamos mostrar que existem pelo menos duas subsequéncias de (x)),ce que tem sub-
sequéncias que ndo convergem para um mesmo valor (e com isto concluimos a prova, pois se
(x})new fosse fracamente™ convergente, qualquer subsequéncia dela teria que convergir para o

mesmo valor).

Entdo, vamos supor que toda subsequéncia de (x),c tem uma subsequéncia e que convergem
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todas para o mesmo valor x. Mas, pelo fato que a sequéncia (x),co ndo é fracamente conver-
gente, podemos encontrar uma subsequéncia nela que nao tem subsequéncia convergente para x,

uma contradi¢ao.

Assim, se escolhemos uma subsequéncia, podemos supor que (x};),cq ndo tem subsequéncias
fracamente convergentes. Logo, pelo Teorema de Eberlein-Smulian, {x} : n € @} néo é relati-
vamente fracamente compacto e, assim, pelo Teorema de Dieudonné-Grothendieck, obtemos
uma anticadeia {a, : n € ®}, € e um conjunto infinito M C @ tais que |v,(a);)| > €, onde v, é a
medida de Radon em s(A) correspondente a x;.

Note que a restricdo u, dos v, para a familia das fungdes caracteristicas dos subconjuntos
abertos fechados de s(A) satisfaz as condi¢des da hipdtese e, entdo, existe um a € A de tal
jeito que (Uy(a))new ndo é convergente nos reais. Tome 1,+ e do fato que x(1,+) = Up(a), a
sequéncia (x),ec ndo é fracamente™ convergente, e portanto C(s(A)) tem a propriedade de
Grothendieck. m

Definicao 8.6. Dizemos que uma 4lgebra de Boole A tem a propriedade positiva de Grothen-

dieck se, e somente se,

* Para toda {a, : n € w} anticadeia de A.
* Para todo € > 0.

* Para toda sequéncia limitada de medidas positivas limitadas W, (W,)nce , finitamente

aditivas em A tais que |, (a,)| > €

entdo existe a € A tal que (U, (a))nece ¢ uma sequéncia nao convergente em R.

Proposicao 8.1. Se A € uma algebra de Boole que tem a propriedade subsequencial de separacio

fraca, entdo A tem a propriedade positiva de Grothendieck.

Demonstracdo. Sejam {a, :n € ®}, € >0 e (Ly)necw como na defini¢do acima. Entdo, podemos
assumir que existe uma anticadeia {b, : n € ®} e medidas limitadas finitamente aditivas 4, e v,
tais que U, = A, + v, (aplicamos o Lema 5.7 para os funcionais respectivos de (, e aplicamos o
A|(Clop(s(A))) =1 e Zu(Bn) > 3.

Pelo Teorema de Dieudonné-Grothendieck, aplicado aos L, eles ndo sdo um conjunto relativa-

Lema 5.6), onde v,, converge fracamente,

mente fracamente compacto e, portanto, nao € fracamente convergente. Logo 11 # 0.
Fazendo uso da propriedade fraca de separacdo subsequencial, obtemos a € A tal que, os con-
juntos M\ ={n€ w: b, <a} e My={n € o : b,-a =0} sdo infinitos. Para todo n € My,

temos

An(@\bn)| = |4, (a\bn) — A (a\bn)| < |4, (a\bu)| +] = A, (a\bn)| =
A (\bn) + 2, (a\bn) = |Anl(a\bn).
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Por outro lado,

T+ 1l (@\bn) < An(bn) + |2l (@\bn) < 2] (Br) + Al (@\bw) = 12 (@) < |2 (K) =1

e, assim,
3
[An|(a\by) <M — 7411 = al
logo
|2 (a\by)| < 3
Portanto:

—% < a(a\bn) < }
Se segue de isto que:
ta(a) = Aanby) + Au(@\bn) + Va(a) > 3L — 2+ vy(a) = L+ vu(a).
Também, para cada n € My, temos
Hn(a) = A(aNby) +Au(a\bn) + Va(a) < F + Va(a)
pois, paran € My é A,(a\b,) = A,(a), e
An(a) + 3717 < (@) + (b)) = Au(a) < |A(aUby)| < |Au(Clop(s(A))| =1
€, assim,

ln(a)<71—37":

NS

Como v, (a) converge, N # 0; e ja que fracamente convergente implica fracamente™ convergente,

(Un(a))new ndo converge, como queriamos. O

Proposicao 8.2. Existe uma dlgebra de Boole que tem a propriedade fraca de separacdo subse-
quencial mas nao tem a propriedade de Grothendieck e, assim, ndo tem a propriedade subsequen-

cial de separacdo.

Demonstragcdo. Considere a seguinte dlgebra de Boole A C o():

A={aC o:|an{2k,2k+1}| € {0,2} para todo k € @ exceto para uma quantidade finita}
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e seja K =s(A).

Note que {n} € A para todo n € o, pela defini¢do de A. Assim K contém os ultrafiltros principais
gerados por cada {n} (isto é, b, = {a € A: {n} <a}). Seja N ={b,:n € w}. Note que N é
discreto em K (pois é homeomorfo com ®). Vamos mostrar que C(K) néo tem a propriedade de
Grothendieck.

Considere a sequéncia (6 — 0x+1)5-; C C(K)*, onde J, é a medida de Dirac. Fixe f € C(K) e
suponha que existe 0 > 0 e uma sequéncia estritamente crescente (k) jce, de nimeros naturais,
tais que |f(2k;) — f(2kj+1)| > 8, paracada j € .

Considere
a={2kj:jewtU{2ki+1:jecw}cA

e seja p € K\N tal que a € p. Logo, para toda V vizinhanga de p existem infinitos j € N com
2kj €V e2kj+1€V (considere N' = {by;: j € ®} CNeN"={by,1:j€ w} CN.Logo
peK\NCK\N' epeK\NCK\N". Assim p é ponto de acumulagio de N’ e N pois sdo
discretos).

Entdo, para todo € > 0, existem infinitos j's tais que

[f(2kj) = f(p)| <eelf(2kj+1)—f(p) <€

Logo |f(2kj) — f(2k;j+1)| < 6 (Tomando € < g), o que é uma contradi¢do. Portanto & —
O2+1 — 0 na topologia fraca® (pois, se g, sdo os respectivos funcionais correspondentes a
&2 — Ot1, entdo gy (f) = [ fd b, = f(n)).

Vamos mostrar que o conjunto D = {8y — Ox11 : kK € @} € discreto na topologia fraca. De fato:
Note que para todo boreliano E C K a fungdo v € .# (K ) — v(E) é um funcional linear continuo
e, assim, o conjunto {v € .# : v({2k}) > 0} & aberto na topologia fraca, para todo k € @. Mais

02k — 011 € 0 tnico elemento de D que estd em esse conjunto.

Portanto D € discreto e, assim, a sequéncia (0 — 02+ 1) ke N0 € fracamente convergente a 0,
pois se fora fracamente convergente, toda vizinhanga de O teria uma infinidade dos &, — &1 1, 0
que contradiz o fato que {8y — 6241 : k € w} € discreto. Portanto C(K) ndo tem a propriedade
de Grothendieck.

Agora, considere uma anticadeia infinita b = {a, : n € ®} em A. Primeiro, note que se a € A,
entdo a tem so6 trés opgdes: a € finito, a t€m complemento finito ou a € infinito que contém uma
quantidade infinita de conjuntos {2k,2k 4+ 1} e é disjunto de uma quantidade infinita de tais
conjuntos. Note também que qualquer anticadeia infinita de A, ndo pode conter um elemento que
tem complemento finito (pois ao mais vai ser disjunto de uma quantidade finita de elementos de
A).

Entdo, para b = {a, : n € @} temos as seguintes op¢des:
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* Se todos os elementos de b sdo finitos. Entdo podemos construir um conjunto infinito
M e uma familia (b,,),ep em A, dois a dois disjunta, com cada b, sendo unido de uma
quantidade finita de {2k,2k + 1}, tal que a,, C by, para todo m € M. Tomando unides dos
b, (que também vai ser elemento de A) temos a separacao desejada.

* Se todos os elementos de b sdo infinitos que contém uma quantidade infinita de conjuntos
{2k,2k + 1} e é disjunto de uma quantidade infinita de tais conjuntos. Tome a unido de
uma quantidade infinita de elementos de b (que vai ser um elemento de A), de tal jeito que
os indices dos a, que ndo foram considerados seja um conjunto infinito. Assim temos a

separacdo desejada.

* Se existem M e M, subconjuntos de N, onde M sdo os indices tais que os a, sdo finitos e
M, os indices tais que os a, sdo infinitos que contém uma quantidade infinita de conjuntos
{2k,2k + 1} e é disjunto de uma quantidade infinita de tais conjuntos. Se M| e M, forem

infinitos, s6 tome a unido dos elementos de b com indices em qualquer um deles.

Se M, for infinito e M, for finito (analogamente se M, for infinito e M, finito), tome a
unido dos elementos de b com indices em M, junto com infinitos elementos de b com
indices em M|, de tal jeito que os indices dos a,’s que ndo foram considerados formem

um conjunto infinito. Assim temos a separacao desejada.

Com isto, concluimos que A tem a propriedade fraca de separacdo subsequencial, mas ndo tem a

propriedade de Grothendieck e portanto A ndo tém a propriedade de separagao subsequencial. [
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CAPITULO

RELACOES ENTRE CLASSES DE ESPACOS
DE BANACH E CLASSES DE ESPACOS
COMPACTOS

Neste capitulo apresentamos a relagdo entre os espacos de Banach e os espagcos compactos
de Hausdorff. Comecamos estendendo a relagdo, ja vista, entre dlgebras de Boole e espacgos
Booleanos (que nos serve de motiva¢do). Finalmente apresentamos classes de espacos de Banach
e sua relacdo com a classe de espagos compactos de Hausdorff.

Usamos como referéncia principalmente (KOSZMIDER, 2015).

9.1 Relacoes entre algebras de Boole e espacos boolea-

nos

Seja A uma 4algebra de Boole. No Capitulo 4 vimos que é possivel associar a A um
espaco topoldgico s(A) que é um espago booleano (espaco de Stone). Também foi visto na
Proposicdo 4.3 que dadas A, B édlgebras de Boole e f : A — B homomorfismo, entdo a fungao
f¢:s(B) — s(A) dada por

f4(u) = f~"(u) com u € s(B)

€ continua. Vamos ver alguns fatos a mais com respeito a relagdo entre as fungdes.

Lema 9.1. Sejam A, B dlgebras de Boole, f : A — B homomorfismo e f¢ : s(B) — s(A) a funcio
dada como acima. Entdo f é sobrejetora (injetora) se, e somente se, f¢ é injetora (sobrejetora).

Demonstracdo. Suponha que f é sobrejetora. Se u; # up € s(B), entdo existe b € B tal que
b € uyeb ¢ uy. Como f é sobrejetora existe a € A tal que f(a) =b. Logoa € f~'(u1) = f4(u1)
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ead f1(u) = f(up), isto &, f4(ur) # f(uy). Portanto f¢ é injetora.

Suponha que f € injetora. Entdo f: A — f(A) C B é um isomorfismo, ou seja, podemos conside-
rar A como uma subélgebra de B. Note que dado v € s(B), f¢(v) = f~!(v) =vNA. Sejau € s(A).
Entio u é um filtro préprio de B. Logo existe v € s(B) tal que u C v. Assim f¢(v) =vNA = u.
Portanto f¢ é sobrejetora.

Agora suponha que f¢ é injetora. Entio % é sobrejetora pela tltima parte mostrada. Pela
Observacio 4.11, f = (f1) "' o f% o f,. Como (f1)~!, f% e f, sdo sobrejetoras concluimos que
f € sobrejetora.

Finalmente, suponha que f¢ é sobrejetora. Endo f9¢ é injetora e, pela Observacdo 4.11, conclui-

mos que f é injetora. [

Adicionalmente foi visto no Capitulo 4 que dado um espago booleano X temos associada
uma algebra de Boole Clop(X). No Lema 4.8 foi visto ainda que dados X, Y espacos booleanos
e ¢ : X — Y fungdo continua, a fungio ¢¢ : Clop(Y) — Clop(X) dada por

¢4 (V)=¢"1(V)onde V € Clop(Y)

é um homomorfismo. Temos um resultado similar ao lema anterior.

Lema 9.2. Sejam X, Y espagos booleanos, ¢ : X — Y fungio continua e ¢¢ : Clop(Y) — Clop(X)

dada como acima. Entdo ¢ é sobrejetora (injetora) se, e somente se, ¢¢ é injetora (sobrejetora).

Demonstragdo. Suponha que ¢ é sobrejetora. Se U # V € Clop(Y), entdo existe y € Y tal que
yeUey¢V.Como ¢ é sobrejetora existe x € X tal que ¢(x) = y. Logox € ¢~ 1(U) = ¢¢(U)
ead ¢~ (V)= 94(V),isto & ¢¢(U) # ¢¢(V). Portanto ¢p¢ & injetora.

Suponha que ¢ € injetora. Entdao ¢ : X — ¢(X) C Y é um homeomorfismo, ou seja, podemos
considerar X como um subespaco fechado de Y. Note que dado V € clop(Y), ¢¢(V) = ¢~ (V) =
VNX. Seja U € Clop(X). Entio U =V NX com V € Clop(Y). Assim ¢¢(V) =VNX =U.
Portanto ¢¢ é sobrejetora.

Agora suponha que ¢¢ é injetora. Entio ¢9¢ é sobrejetora pela tltima parte mostrada. Pela
Observacio 4.11, ¢ = (¢1) ' 0994 0 ¢o. Como (¢1) !, 9% e ¢, sdo sobrejetoras concluimos que
¢ € sobrejetora.

Finalmente, suponha que ¢¢ é sobrejetora. Endo ¢? é injetora, e pela Observacio 4.11 conclui-

mos que ¢ € injetora. ]

9.2 Relacao entre espacos de Banach e espacos compac-
tos Hausdorff

Motivados pela relacio na secao anterior € possivel perguntar por uma relacio de espagos

de Banach e espacos compactos Hausdorff.
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Seja K espago compacto, Hausdorff. Considere C(K) o espago das fungdes continuas definidas
em K e com imagem real. Sabemos que C(K) é um espago de Banach com a norma do maximo.
Seja ¢ : L — K funcgdo continua, onde L,K sdo espacos compactos Hausdorff. Definimos a
funcdo Ty, : C(K) — C(L) por

To(f) = fo@pcom f € C(K)
Note que:

1. Ty € composta de duas fung¢des continuas.
2. Tp(f+g)=(f+glop=[fo@+gop=Ty(f)+Tp(s)

3. Tp(af)=(af)op=0a(fop)=aTy(f) paratodo o € R

Portanto T, € um operador linear continuo.

Um resultado similar ao visto anteriormente € obtido aqui:

Lema 9.3. Sejam L, K espacos compactos Hausdorff e ¢ : L — K uma fung¢ao continua. Consi-

dere Ty, como acima. @ € sobrejetora (injetora) se, e somente se, Ty € injetora (sobrejetora).

Demonstracdo. Suponha que ¢ € sobrejetora. Sejam f, g € C(K) tais que f # g. Entdo existe
a € K tal que f(a) # g(a). Como ¢ é sobrejetora, existe b € L tal que ¢(b) = a. Logo f(@(b)) #
g(@(b)), ou seja, Ty(f) # Tp(g). Portanto Ty € injetora.

Reciprocamente, vamos supor que ¢ ndo é sobrejetora. Entdo existe x € K tal que x ¢ ¢(L).
Como ¢(L) é compacto e K é Hausdorff, entdo ¢ (L) é fechado. Assim existe f € C(K) tal que
f(x)=1e f(¢(L)) = {0}. Entdo Typ(f) = 0 mas f # 0, isto é T ndo & injetora.

Agora, suponha que ¢ ¢ injetora. Entdo ¢ : L — ¢(L) C K é um homeomorfismo. Logo podemos
considerar L como subespaco fechado de K. Note que Ty (f) = fo ¢ = f|1 .Seja g € C(K). Pelo
Teorema de extensdo de Tietze, existe f € C(K) tal que f|, = g. Logo Ty (f) = f|r = g. Portanto
T, € sobrejetora.

Finalmente, suponha que T, € sobrejetora. Dados a,b € L tais que a # b. Logo, do fato que L
¢ Hausdorff, existe U C L aberto tal que a € U e b ¢ U. Assim, pelo Lema de Urysohn, existe
feC(L) tal que f(a) =0e f(L\U) = {1}. Como T, € sobrejetora existe g € C(K) tal que
Ty(g) = f.Logo g(¢(a)) =0e g(¢(b)) = 1. Entdo ¢(a) # ¢@(b). Portanto ¢ & injetora. O

Seja X um espaco de Banach. Sabemos que
Bx+ = {f € X* : f é linear continua e ||x*|| <1}

¢ compacto Hausdorff na topologia fraca* de X*. Aqui a dualidade termina. Dados X,Y espacgos
de Banach e T : Y — X operador linear continuo, podemos definir a fun¢do 7* : X* — Y* dada

por



112 Capitulo 9. Relagées entre classes de espagos de Banach e classes de espacos compactos

T*(f)=foT com f € X*

Note que T* € continua com a topologia fraca™ (pois T é continua).

Obtemos uma relacao entre fungdes.

Lema 9.4. Sejam X,Y espacos de Banach e 7 : X — Y um operador linear continuo. Considere
T":Y* — X" como acima. Se T : X — Y é sobrejetora (injetora) entdo 7* : Y* — X* € injetora

(sobrejetora).

Demonstragcdo. Suponha que T € sobrejetora. Sejam g1, g, € Y™ tais que g1 # g2. Logo existe
b €Y tal que g1(b) # g2(b). Como T é sobrejetora, existe a € X tal que T(a) = b. Entao
g1(T(a)) # g2(T(a)),isto é T*(g1) # T*(g>). Portanto T* € injetora.

Suponha agora que T € injetora. Entao podemos considerar X como subespago de Y. Note que
dado g € Y* temos T*(g) = goT = g|x. Dado f € X*. Pelo Teorema de extensdo de Hahn-
Banach, existe g € Y* tal que g|x = f. Logo T*(g) = g|x = f. Portanto T* é sobrejetora. [

Mas, a menos de isometria, ndo se pode garantir que 7| By - Bx» — By~. Considerar s6
isometrias seria reduzir muito o campo de estudo e ao considerar dualidade direta entre X* e Y*
perdemos a compacidade e a propriedade de Hausdorff.

Uma tentativa é notar que 7* é continua com respeito a topologia fraca*. Logo T (Bx+) é compacta
e assim 7T (Byx+) € limitada em Y*. Logo existe n € o tal que T(Bx+) C nBy+ e nBy+ ¢ uma cépia
homeomorfa a By+. Entdo € possivel obter um tipo de dualidade parecido ao mencionado na

se¢do anterior. Junto com os resultados no Lema 9.3 e Lema 9.4 podemos obter o seguinte.

Proposicao 9.1. Sejam X,Y espacos de Banach, L, K espagos compactos Hausdorff. Entdo

1. Se K é imagem continua de L, entdo C(K) é isométrico a um subespaco de C(L).
2. Se L € subespaco de K, entdo C(L) é isométrico a um quociente de C(K).
3. Se X € subespago de Y, entdo By~ € imagem continua de By+.

4. Se X é isomorfo a um quociente de Y, entdo By+ ¢ homeomorfo a um subespago de By:+.

Demonstragao. 1. Suponha que K € imagem continua de L. Entdo existe ¢ : L — K sobreje-
tora continua. Logo T : C(K) — Ty(C(K)) é um operador linear isométrico, pois neste
caso temos || ]| = [|f ]|

2. Suponha que L € subespaco de K. Entdo existe ¢ : L — K injetora continua. Logo
Ty : C(L) — C(K) é um operador linear sobrejetor e portanto C(L) é isométrico a um

quociente de C(K).
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3. Suponha X subespaco de Y. Entéo existe T : X — T(Y) isometria linear. Logo T* : Y* — X*

¢ continua sobrejetora. E neste caso 7| By« : By — Bx+ € € sobrejetora. Logo Bx+ € imagem

continua de By+.

. Suponha que X é isomorfo a um quociente de Y. Entdo existe 7 : Y — X operador linear

continuo sobrejetor. Logo 7" : X* — Y* € continua injetora. Logo By+ ¢ homeomorfo a
T*(Bx*> g nBy* = By*.

]
Adicionalmente obtemos um resultado fraco de dualidade.
Proposicao 9.2. Seja K espaco compacto Hausdorff e X espaco de Banach.
1. K € homeomorfo a um subespago de B¢ ()«
2. X é isométrico a um subespago de C(Bx+).
Demonstragdo. 1. Pelo Teorema de representacdo de Riesz, a familia de medidas de Di-

rac estd contida em C(K)*. Note que, para cada x € K, &; € B¢(k)-. Defina a fungdo
¢ : K — {0 :x €K} como ¢@(x) = . Entdo ¢ € um homeomorfismo.

Com efeito: Sejam x1,x; € K tais que x| # x;. Pela propriedade de Hausdorff existe um
conjunto aberto U tal que x; € U e xp ¢ U. Entdo 6, (U) =1 e 0x,(U) = 0. Portanto
8y, # 8y, ou seja, @ é injetora. Como K é compacto e {5, : x € K} é Hausdorff!, basta
provar que @ € continua.

Seja x € K. Considere um aberto bésico na topologia fraca* para J, isto é 6, € V =
V*(Oxy f1yeees Jn, €) ={w € C(K)" : |w(fi) — O(fi)| Vi=1,...,n} onde fi,...,fn e C(K)e
€>0.Paracadai=1,...,n, f; é continua. Logo existe U; tal que x € U; e | fi(y) — fi(x)| < €
para todo y € U;. Considere U = ()L U;. Logo |6,(fi) — 8:(f) = | fi(y) — fi(x)| < € para
todoycUei=1,..,n.Entiox € U e (U) CV, e assim ¢ é continua.

. Considere o mapa candnico j visto no Capitulo 6. Sabe-se que j é um operador linear

isométrico entre X e j(X) C X*™* C C(X*). Pelo Teorema de extensdo de Tietze, C(X*) é
isométrico a C(Bx+) (Note que Bx+ é fechado em X* com a topologia fraca®). Logo X é

isométrico a j(x) C C(Bx+).

]

Mas na maioria dos casos B¢ k)~ ndo ¢ homeomorfo a K nem C(Bx+) € isomorfo a X.

Ainda assim € possivel obter algo mais:

1

pois C(K)* é Hausdorff com a topologia fraca*
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Proposicao 9.3. Sejam XY espacos de Banach e 7 : X — Y um isomorfismo sobre sua imagem.
Entdo a familia de subconjuntos compactos de X* com a topologia fraca* esta incluida na familia

de imagens continuas de subconjuntos compactos de Y* com a topologia fraca*.

Demonstragdo. Considere T~ : T(X) — X e T*: Y* — X*. Entdo T* é continua na topologia
fraca®. Note que

By C T*(By?)

Com efeito: se ¢ € ﬁBX*, entdo (T~ 1)*(¢) € B(r(x))- (pois ||T|| = ||T*|| para qualquer T

operador continuo). Logo, pelo Teorema de extensdao de Hanh Banach, existe ¢ € By- tal que

1By = ¢-Entdo T*(¢) =¢poT = @oT 'oT =¢.
Se K é compacto em X*, entdo K é limitado. Logo K C nBx+ para algum n € N. Logo K é
imagem continua do compacto (T*)~!(K) C n||T~!||By-. O

9.3 Classes de espacos de Banach e classes de espacos

compactos Hausdorff

Pelos ultimos resultados na secdo anterior, € natural considerar, em lugar de sé a bola
dual, classes de espacos compactos Hausdorff associados a classes de espacos de Banach.
Vamos entender por classes de espacos compactos ou espagos de Banach como classes que sdao
invariantes por homeomorfismo ou isomorfismo respectivamente.

Vejamos alguns fatos, com respeito as associacoes entre aquelas classes.

Definicao 9.1. Seja #" uma classe de espagos compactos Hausdorff e 28 uma classe de espagos

de Banach. Dizemos que % e # sdo associadas se, e somente se, as seguintes condi¢des valem:

* Se K € % entio C(K) € A

* Se X € #entdo By~ € A

Se ademais vale a reciproca do primeiro item, dizemos que % e % sao K—associadas. Se em
lugar disso vale a reciproca do segundo item, dizemos que %" e 2 sdo B—associadas. Se em

ambos itens valem as reciprocas, dizemos que as classes sao fortemente associadas.

Lema 9.5. Suponha que %" € uma classe de espacos compactos Hausdorff e 24 uma classe de

espacos de Banach que sdo associadas. Temos:

1. Se " é fechado por subespacos, entdo as classes sdo K —associadas.

2. Se Z é fechado por subespacos, entdo as classes sdo B—associadas.
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Demonstragdo. Em (1) seja C(K) € 4. Pela segunda condigo na defini¢do, B¢k« € % . Pela
Proposi¢do 9.2, K € um subespaco de B(c(x))+ € portanto K € ', pois % € fechado por
subespacos.

Em (2) considere agora Bx+ € % . Logo C(Bx+) € 4. Pela Proposi¢do 9.2 X é um subespaco de
C(Bx+) e portanto X € A, pois & é fechado por subespacos. 0

Lema 9.6. Suponha que .7 € uma classe de espacos compactos Hausdorff fechada por imagens
continuas, % é uma classe de espacos de Banach que ndo é fechada por subespacos e %, % sdo

associados. Entdo as classes nao sdo B—associadas.

Demonstracdo. Se X ¢ 98 um subespaco de Y € Z. Logo, pela Proposicdo 9.1, Bx+ é imagem
continua de By« € % . Portanto By+ € % . Logo as classes ndo sdo B—associadas. [

Algumas classes naturais de espacos de Banach nio estdo associadas a classes de espagos
compactos Hausdorff. Por exemplo, a classe dos espacos reflexivos ndo estd associada a qualquer

classe de espagos compactos Hausdorff, pois C(K) nio € reflexivo.

Proposicao 9.4. Uma classe de espacos compactos .#~ fechada por subespacos é associada com

uma classe de espacos de Banach se, e somente se, Bk« € & sempre que K € %',

Demonstragdo. A condicdo suficiente segue diretamente da defini¢do de classes associadas.
Reciprocamente, com a condi¢do da classe 2" podemos definir uma familia de espagos de

Banach da seguinte maneira
B = {X : By« € %}

Vamos provar que % € uma classe de espacos de Banach. Suponha que Y € #. Considere
T : X — Y operador linear continuo bijetor. Logo, pela Proposi¢do 9.1, Bx+ € subespaco de nBy:.
Como nBy+ é copia homeomorfa de By € ', nBy- € £ . Logo como a classe é fechada por
subespacos concluimos que By+ € J#, ou seja, X € . Finalmente, é claro que % e % sido

associados. L]

Analogamente temos:

Proposicao 9.5. Uma classe de espacos de Banach # fechada por cépias isométricas € associada
com uma classe de espagos compactos Hausforff se, e somente, se C(Bx+) € % sempre que
XeAB

Demonstragdo. De novo a condicao suficiente se segue da defini¢do de classes associadas.
Reciprocamente, com a condicdo da classe % podemos definir uma familia de espacos compactos

Hausdorff da seguinte maneira
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H ={K:C(K) € B}

Vamos provar que .# é uma classe de espacos compactos Hausdorff. Suponha que L € #".
Considere ¢ : L — L operador homeomorfismo. Logo, pela Proposi¢do 9.1, C(L) é isométrico a
C(K). Logo, como a classe é fechada por copias isométricas, concluimos que C(K) € ¢, ou

seja, K € ¢ . E claro que & e % sio associadas. [

Finalmente, vejamos quando podemos garantir que duas classes estio fortemente associ-

adas.

Proposicao 9.6. Suponha # e % classes associadas de espagos de Banach e espacos compactos
Hausdorff respectivamente. Suponha que %~ é fechada por subespacos. Seja %’ a classe de todos
os subespacos de elementos de # e %" a classe de todas as imagens continuas de elementos de

# . Entdo #' e ¢ sdo fortemente associadas.

Demonstracdo. Como ¥ e %' sdo fechadas por subespagos, pelo Lema 9.5, basta mostrar
que as classes sdo associadas. Suponha Y € %', Entdo Y € subespaco de algum X € 4. Logo
By~ é imagem continua de By+. Como as classes .# e % sdo associadas temos By € JZ .
Entdo By« € #’. Agora seja L € #'. Entdo L é imagem continua de algum K € #. Logo
C(L) é subespago de C(K). Como as classes # e A sdo associadas temos C(K) € . Portanto
C(L)e A O
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CAPITULO

UMA ORDEM BACANA NOS ESPACOS DE
FUNCOES CONTINUAS

Sejam X,Y espagos completamente regulares e C(X) o espago das func¢des continuas
da forma f : X — R. Temos na literatura muitos resultados conhecidos com respeito a relacao
que existe entre X e C(X), causada pelas muitas estruturas que se apresentam no espago C(X).
Por exemplo, se X e ¥ sio homeomorfos entio C(X) e C(Y) sdo isomorfos como anéis'. Ou
uma versio mais forte, se X e ¥ sdo homeomorfos entdo existe uma bijecio multiplicativa” entre
C(X)eC(Y).

A volta do primeiro resultado se cumpre sempre que tanto X como Y forem compactos (se algum
deles ndo for compacto a volta ndo vale).

Outra condi¢iio® para obter que dois espacos X,Y sejam homeomorfos é ter que C(X) e C(Y)
sejam isomorfos como* reticulos’.

Um tltimo resultado nos diz que precisamos que C(X) e C(Y) preservem disjuntividade® (ou
seja, que exista uma aplicagdo 7 entre C(X) e C(Y) tal que se f-g=0entdo Tf-Tg =0).
Usamos principalmente (KANIA T. RMOUTIL, ), (DAVEY G. W. PRIESTLEY, 2002) e
também (TKACHUK, 2011).

10.1 Ordem compativel e isomorfismo compativel

Lembremos que o suporte de uma fungao f : X — R é o fecho do conjunto de pontos de

X onde f ndo se anula e se denota por supp f, isto é

Gelfand-Kolmogorov

Teorema de Milgram

Teorema de Kaplansky

funcdo que preserve as operagdes em reticulos

conjunto munido com duas operagdes que satisfazem a comutatividade, associatividade, leis de
absorcao e leis idempotentes

Teorema de Jarosz

A W N =
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supp f ={x € X : f(x) # 0}

Definicao 10.1. Dadas f,g € C(X), vamos definir a ordem < como sendo

[ =g f(x) =g(x) Vx € supp f
e chamamos ela de ordem compativel.

Observacio 10.1. Note que se f < g entdo supp f C suppg, pois f(x) # 0 para todo x € supp f,
logo g(x) = f(x) # 0 e, assim, x € suppg

Vamos ver que < é, de fato, uma ordem em C(X).

1. f(x) = f(x) para todo x € supp f, logo f =< f.

2. Suponha que f < ge g =< f. Entdo f(x) = g(x) para todo x € supp f e g(x) = f(x) para

todo x € suppg. Se x € supp f Usuppg entdo f(x) = g(x). Se x € X\ (supp f Usuppg)
entdo tanto f como g sdo zeros. Portanto f = g.

3. Suponha que f < ge g < h.Entdo f(x) = g(x) para todo x € supp f e g(x) = h(x) para todo
x € suppg. Logo, para todo x € supp f, x € suppg e, assim, f(x) = g(x) = h(x). Portanto
f=h

Note que a fungdo 0 é o menor elemento em C(X) com a ordem =, ou seja, 0 < f para todo
f € C(X) isto pois supp0 = 0.

Daqui para frente vamos assumir sempre que C(X) tem a ordem <.

Definicao 10.2. Seja T : C(X) — C(Y) uma fungdo. Dizemos que 7' é um morfismo compativel
se para qualquer par f,g € C(X) taisque f < gentdao Tf <X Tg.
Se além disso T € bijetora e sua inversa também € um morfismo compativel entdo dizemos que

T ¢ um isomorfismo compativel.

Observacao 10.2. Se 7 é um morfismo compativel bijetivo entdo 70 = 0. De fato: ja que
T0 € C(Y) entdao 0 < T0. Por outro lado, jd que 0 € C(Y) e T é sobrejetora existe h € C(X) tal
que Th=0.Mas 0 < heportanto 70 < Th=0. Logo T0 = 0.

10.2 Resultados importantes com respeito ao suporte de

uma funcao

Para f € C(X), considere o(f) = intsupp f e p(f) = int f~1({0}).

Observaciio 10.3. Note que 6(f) = intsupp f = intX\ f~1({0}) = intX\int f~1({0}) = X\int =1 ({0}) =
X\p(). Entio p(f) = X\o(f).
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Lema 10.1. Seja X um espaco completamente regular. A familia Cx :={o(f): f€ C(X)} é

uma base para X.

Demonstragdo. Seja A um conjunto aberto ndo vazio de X e x € A. Pela regularidade existe um
conjunto aberto B que contém x tal que B C A. Logo, ja que X é completamente regular, existe
fecC(X)talque f(x) =1e f(X\B) = {0}, ouseja, o(f)N(X\B) =0. Assimx € 6(f) CBC
B C A. Portanto Cy é uma base para X. O

Lema 10.2. Sejam X e Y espacos completamente regulares e 7 : C(X) — C(Y) um isomorfismo
compativel. Entdo, dados f,g € C(X)

fg=0&Tf-Tg=0

Demonstracdo. J4 que T~' também é um isomorfismo compativel, basta mostrar um lado.
Sejam f, g € C(X) tais que f-g = 0. Entdo, se x € o(f) entdo x ¢ o(g) e também se x € 5(g)
entdo x ¢ o(f). Comisto, f < f+geg = f+g (pois (f+g)(x) toma o valor f(x) se x € 6(f)
e ficaria g(x) sex € 0(g)). Logo Tf <T(f+g)eTg =T (f+g).

Seja A :=suppT fNsuppTg. Note que T f(y) =Tg(y) paratodoy € A. Jaque int(A) =o(Tf)N
o(Tg), se fosse int(A) = 0@ entdo T f e T g ndo tem ponto em comum onde os dois sdo distintos
de zero, e portanto 7 f - Tg = 0. Com isto em mente, basta mostrar que A tem interior vazio.
De fato: defina ¢ : Y — R como sendo ¢ := T f - x4. Vamos mostrar que ¢ é continua. Note
que (y) =Tf(y)seycAe ¢(y) =0sey¢ A. Como T f é continua, devemos mostrar que
¢(y) =0 paratodo y € dA.

Note que se y ¢ dsuppT fUdsuppTgentioouy € o(Tf)No(Tg) ouy pertence sé a o(T f)
ou 6(Tg). Em qualquer dos casos y ¢ dA, ou seja, dJA C dsuppT fUdsuppTg. Logo, ja que
©(y)=Tf(y) xa = Tg(y) - xa, concluimos que ¢(y) = 0 para todo y € dA, e portanto ¢ é
continua.

Pelo fato anterior ¢(y) = Tf(y) = Tg(y) para todo y € supp@, ou seja, ¢ < Tfe ¢ < Tg.
Logo T '¢ < fe T '¢ < g. Mas, da hipétese que f-g=0,se hc C(X) étalque h < f e
h < g entdo terfamos que f(x) = g(x) para todo x € supph. Mas se f(x) # 0 entdo g(x) =0
e também se g(x) # 0 entdo f(x) = 0. Entdao f(x) = g(x) s6 se ambos forem zeros. Ou seja
h(x) = 0 para todo x € supph e, assim, & = 0. Portanto T !¢ = 0 e, assim, ¢ = 0. Se fosse
int(A) = o(Tf)No(Tg) # 0 entdo terfamos um ponto tal que @(y) = T f(y) # 0. Portanto
int(A) = 0 como queriamos. O

Lema 10.3. Sejam X,Y espagos completamente regulares e 7 : C(X) — C(Y) um isomorfismo
-

compativel. Sejam f,g € C(X) tais que o(f) C o(g) entdo o(Tf) C o(Tg).

Demonstragdo. Podemos tomar f € C(X) tal que f # 0 pois o(70) é vazio. Suponha que
o(Tf) ¢ o(Tg). Podemos evitar o caso que suppTg = o(T f), pois do fato que o(T f) é aberto
terfamos que supp7g = o(Tg) = o(Tf).
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Entao, seja yp € o(T f)\suppTg (ou seja yp € Y\ (suppTg) que é aberto). Pela regularidade de
Y existe V aberto tal que V C Y\ suppT'g, o que é equivalente a VN o (Tg) = 0.

Logo, ja que Y é completamente regular, existe /' € C(Y) tal que #'(yp) = 1 e #'(y) = 0 para
todoy € Y\V. Como T € sobrejetora existe 1 € C(X) tal que Th = k. Note que Th-Tg = 0, pois
sey ¢ Ventdo Th(y) =0, esefossey eV CY\suppTg C Y\o(Tg) entdo Tg(y) =0.

Logo, pelo lema anterior, 4+ g = 0. Entdo & - f = 0, do fato que o(f) C o(g) e, assim, de novo
pelo lema anterior concluimos que Th- T f = 0. Mas isto é uma contradicdo, pois 7 f(yo) # 0 e
I (yo) = Th(yo) = 1 e, assim, T f(yo) - Th(yo) # 0. Portanto o (T f) C 6(Tg). O

Observacao 10.4. Sejam f,g € C(X). Se o(f)No(g) =0 entdo claramente f - g = 0. Reciproca-
mente, suponha que o (f)No(g) #0. Considere U ={x€ X : f(x) #0} eV ={xe X :g(x) #0}.
Entdo 0 # (o(f)No(g))\(QUUAIV) CUNYV, pois do fato que f é continua, entdo tanto U

como V sdo abertos e, assim, as fronteiras sdo raras’. Portanto obterfamos que f-g#0.

Proposicao 10.1. Sejam X e Y espagos completamente regulares. Considere Cy e Cy as bases
definidas anteriormente. Defina a fung¢go 7 : Cx — Cy por 7(o(f)) := o(Tf). Entdo 7 é um C

—isomorfismo (isto €, uma fun¢do bijetora que, tanto ela como sua inversa, preservam inclusao).

Demonstragdo. Pelo lema anterior temos em particular que se o(f) = o(g) entdo o(Tf) =
o(Tg), ou seja T estd bem definida. Dado g € C(Y) entdo T~ g € C(X).Logo o(g) = o(T (T 'g)) =
7(6(T'g)) e, assim, T é sobrejetora.

Defina i : Cy — Cx dada por i(c(g)) = o(T~!g). Pelo lema anterior, i estd bem definida. Agora,

se feC(X)entioiot(c(f)) =i(c(Tf)) =o(TY(Tf)) =o(f). Analogamente, se g € C(Y)
entio toi(o(g)) =t(c(T'g)) = o(T(T~'g)) = o(g). Assim i = 7~ !. Finalmente, pelo lema

anterior, tanto T como i preservam inclusdo. Portanto, T ¢ um C —isomorfismo. ]

Pela Observagdo 10.3 obtemos diretamente o seguinte coroldrio da proposicao anterior.

Corolario 10.1. Sejam X,Y espagos completamente regulares e T : C(X) — C(Y) isomorfismo
compativel. Entdo a fun¢do & : {p(f): f € C(X)} — {p(g) : g € C(Y)} dada por

¥(p(f)) = p(Tf) paratodo f € C(X)

estd bem definida e preserva inclusao.

10.3 Conjuntos abertos regulares e fechados regulares

E conhecido que familia de conjuntos abertos e fechados regulares sdo espacos reticulares

completos. Nesta secdo faremos uma vista dessas familias, comecando com suas defini¢des.

7 conjuntos nunca densos sio aqueles cujo fecho tem interior vazio
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Definicao 10.3. Seja X um espagco completamente regular. Dizemos que A C X € aberto regular

se, e somente se, A = intA.

Definicao 10.4. Seja X um espaco completamente regular. Dizemos que A C X € fechado regular

se, e somente se, A = intA.

Lema 10.4. Seja X um espaco completamente regular. A C X € fechado regular se, e somente

se, X\A é aberto regular.

Demonstracdo. Suponha que A = intA. Entdo X\A = X \intA = intX\A. Reciprocamente, su-
ponha que X\A = intX\A. Entdo A = X\ intX\A = X\X\intA = intA. O

Observacido 10.5. 1. Note que se U C X entdo intU é um aberto regular. Por um lado temos
intU C intU. Logo intU C intintU.
Por outro lado, intU C U. Entdo intU C U. Portanto intintU C intU.

2. Note que se U C X entdo intU € um fechado regular. Por um lado temos intintU C intU.
Logo intintU C intU. Por outro lado, intU C intU. Entdo intU C intintU. Portanto
intU C intintU.

o(f) é um conjunto aberto regular, para cada f € C(X) . As familias RO(X) = {U C
X : U é um conjunto aberto regular} e RC(X) = {U C X : U é um conjunto fechado regular}

formam reticulos completos® e distributivas com as operagdes:

1. UV, e V=mtUUVeUAN,V=UNV.
2. FV,eG=FUGeFN\,.G=mtFNG.

Observacio 10.6. Dados A aberto e B C A entdo ANB C AN B. Com efeito: sejax € ANB. Seja
V um aberto que contém x. Como x € A, entdo ANV ¢ aberto que contém x. Como x € B, entdo
VN(ANB)=ANVNB#0.Logox € ANB.

Com efeito:

1. Pela observagdo acima, V,, € A, estdo bem definidas.

2. Para A,, e V,, basta provar que se U e V sdo abertos regulares (fechados regulares)
entdo U NV (U UV) € aberto regular(fechado regular). Como todo aberto regular (fe-
chado regular) é aberto (fechado), U NV (U UV) é aberto (fechado). Logo UNV C
intUNV(intUUV CUUV). Note que UNV C U,V(intU,intV C intU UV). Logo
intUNV CintU,intV (intU,intV CintU UV). Portanto intU NV CUNV (U UV CintU UV).

3. As propriedades comutativas, de absorcao e idempoténcia sao evidentes.

8 todo subconjunto tem supremo e fnfimo
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4. Para a propriedade associativa, note que intintU UV UW = intU UV UW (analogamente

intintU NV NintW = intU NintV NintW). A propriedade distributiva é consequéncia da

observagdo acima.

5. Para ver que RO(X) é completa, considere .# C RO(X). Note que 0 é o infimo de ..
Vamos mostrar que int(J.% = sup.Z. Note que U C |J.F C .Z paratodo U € .%. Agora,
sejaV € RO(X) tal que U CV paratodo U € .%. Entio | J.# CV.LogoJ.# C V. Portanto
intJ.Z CintV =V.

Analogamente para RC(X), considere .% C RC(X). Vamos mostrar que int().# = inf.%.
Temos int().% C (.% C U paratodo U € .%. Logo int(\.% C U. Agora, seja V € RC(X)
tal que V C U paratodo U € .%. Logo V C (\.%. Portanto V =intV C int().%. Note que

X € o supremo de .~ .

Seja (A,V,A) um reticulo. Entdo A é um conjunto ordenado quando atribuimos a seguinte ordem
al<bsaNb=asaVb=bparaa,bc A
Com efeito:

l.a<apoisaNa=a
2. Sea<beb<aentioaNb=aebNa=>b.Logoa=bpoisaNb=DbAa.

3. Sea<beb<centioaAb=aebAc=b.LogoaNc=(aAb)Nc=aA(bAc)=aNb=a.

Entdo a <c.

Observacao 10.7. Observe que as operagdes /\,, € V,- ndo sdo mais que a intersecao e uniao
usual de conjuntos, respectivamente. Entdo, pela definicdo da ordem, a ordem nos reticulos

RO(X) e RC(X) é simplesmente a inclusdo usual de conjuntos.

A ordem anterior € preservada por isomorfismo que preservam a ordem de operacdes de

reticulos. Mais precisamente temos o seguinte resultado.

Lema 10.5. Sejam A, B reticulos e ¥ : A — B uma bijec@o. Entdo ¥ € um isomorfismo que

preserva as operacdes nos reticulos se, e somente se, ¥ preserva a ordem acima, isto € se cumpre:
a<b<=V(a) <V(b)paraa,bc A

Demonstragcdo. Suponha que ¥ € um isomorfismo que preserva as operagdes em reticulos.

Temos

a<bsalb=a< ¥(aNb)=15(a) < ¥(a) NS (D) =(a) & (a) <O ()
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Agora suponha que ¢ preserva ordem. Dados a,b € A, vamos mostrar que ¥ (aVb) < ¥(a) VvV
¥ (b). Como ¥ ¢é sobrejetor, existe ¢ € A tal que ¥(c) = ¥(a) vV 3(b). Logo ¥(a) < ¥(c) e
¥ (b) < I(c). Entdo a < c e, assim, a Vb < ¢. Como ¥ preserva ordem obtemos o resultado. O
outro lado da desigualdade é claro da preservagdo da ordem. Logo ¥(aV b) = ¥(a) vV &(b). A
igualdade ¥ (a AD) = ¥ (a) A O (D) é andloga. O

Proposicao 10.2. Seja X um espago completamente regular. Entdo, para qualquer f,g € C(X)

o(f)Veo(g)=o(|f|+gl) e o(f)Awo(g)=0(f8)

P(f)\/np(g)zp(|f!+|g!) ep(f)/\rcp(g) :P(fg)

Demonstracdo. Pelo fato que p(f) = X\o(f) para todo f € C(X), é suficiente mostrar as duas
ultimas igualdades.

1. Temos p(f) Ve p(g) € p(f) Np (&) = M7~ 1(0) Nintg1(0) € £~ (0) g™ (0) Note que
sexc f~1(0)Ng~'(0) entdo f(x) =0e g(x) = 0. Logo (| f| +]|g|)(x) = 0. Reciprocamente
sex € (|f]+g)~"(0) entao (|f]+g]) (x) = 0. Logo | f|(x) = 0e [g|(x) = 0. Logo f(x) =0
e g(x) = 0. Portanto f~1(0)Ng~"(0) = (| £]+g)~'(0).

Logo p(f) Vrep(g) S (If1+1g) =" (0) e, assim, p(f) Vic p(g) < p((If]+18])~'(0)).

Para a inclusdo contréria, pela ultima observacao feita
(If1+1eD =1 0) S f7H(0) e (If]+1gD ™1 (0) S g7 (0)
Logo p((|f]+18))7'(0)) € p(f) e p((If1+1g))~'(0)) € p(g). Portanto

p((If1+1g)~1(0) S p(f) Viep(g)
pois a inclus@o € a ordem no espago reticular RC(X).

2. E claro que 6(f¢) C o(f) e 6(fg) C o(g). Logo p(f) C p(fg) e p(g) € p(fg). Entdo

p(f) Arop(8) S P(f8)-
Para a inclusio contraria, considere V = int(fg)~'(0)\p(f). Vamos mostrar que V C

intg~1(0). Com efeito: Seja x € V. Para qualquer vizinhanca U C V de x temos pontos y €
U\f~'(0). Se nio fosse assim terfamos que U C int f~1(0) C p(f). Logo V C p(f) # 0,
o que é uma contradigio. Logo y € V C int(fg)~!(0) e, assim, g(y) = 0 (pois f(y) # 0).
Entio, pela continuidade de g, g(x) = 0. Logo V C g~ !(0). Entdo V C intg~!(0), pois V

é aberto. Segue-se que int(fg)~1(0) C p(f)Up(g) € p(f) Ao p(g). Portanto p(fg) C
p(f) Aro p(g), pois todo conjunto fechado regular é fechado.
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]

Observacao 10.8. Note que 6(0-xx) =0=p(xx) e o(xx) =X =p(0- xx).

Pela proposi¢ao anterior e a observacdo acima, obtemos o seguinte corolario.

Corolario 10.2. Seja X um espaco completamente regular. As familias {c(f): f € C(X)}
e {p(g): g€ C(Y)} sdo subespacos reticulares distributivos e limitados de RO(X) e RC(Y),

respetivamente.

10.4 Dualidade em reticulos

Devido a semelhancga entre reticulos e as dlgebras de Boole, é possivel falar de dualidade
também em reticulos. Comecamos definindo o que € um filtro primo em um reticulo (que € muito

similar a como foi definido em 4lgebras de Boole).

Definicao 10.5. Um subconjunto préprio %/ de um reticulo A € um filtro primo se, e somente,

as seguintes condi¢des valem

l. a€ % paracadaa € Ae b € % taisque b <a
2. aNb € % paratodo a,b

3. SeaVbe % entioa € % oub € U

Denotamos por SpecA o espectro de A, que € o conjunto de todos os filtros primos de A.

Podemos definir uma topologia para SpecA a partir da familia
U,={% €SpecA:a¢ %} paraa € A

como base para a topologia. Em efeito: Note que Uy = Spec A pois 0 ¢ % para todo % € SpecA.
Sejam U,, Up. Entao

UeUnNUy<sadU ebd % <aVbE W < U €Uy

Logo U,NU, = U,yp.-
Todo ultrafiltro em um reticulo distributivo limitado é primo. Portanto o conjunto Ult(A) de

todos os ultrafiltros em A é um subconjunto de SpecA.

Observacao 10.9. Dado X espaco compacto Hausdorff. Como a familia Cx é uma base de
abertos para X, a familia (X ) := {p(f) : f € C(X)} é uma base de fechados para X.



10.5. Relagdo do espaco X com seu espago de fungdes continuas 125

Observacdo 10.10. Por compacidade de X, todo ultrafiltro % no reticulo ®(X) converge’ para
um ponto em X. Em efeito: Suponha que existe um ultrafiltro %/ que nio converge. Entdo,
para cada x € X existe p,(f) € O(X) tal que p(fy) ¢ %Z. Entdo o(f,) € % pois % é primo
e p(fx)Uo(fy) =X. A familia {p(fy) : x € X} cobre X. Logo existem p(fy,),...,p(fy,) que
cobrem X. Entdo (,_» 0(fy,) = 0. Mas isto implica que @ € %, uma contradigao.

Agora, suponha que um ultrafiltro %/ converge para pontos x,y € X tais que x # y. Logo, ja
que X é Hausdorff, existem p(fy),p(fy) € % disjuntos, o que é uma contradi¢do. Assim, todo
ultrafiltro em (X ) converge para um tnico ponto em X. Portanto existe um tnico x € X tal que
U ={F €0O(X):x€F},paratodo 7 € Ult(0(X)).

Observacdo 10.11. Dado x € X, denote o conjunto {F € O(X) : x € F} como %,. Pela observa-

¢do acima, todo ultrafiltro em @(X) é da forma %, para algum x € X.

A seguir temos a relacéo do espaco compacto Hausdorff X com Ult(®(X)).

Proposicdo 10.3. Seja X espaco compacto Hausdorff. Entdo a fun¢do Y : X — Ult(®(X)) dada

por
Y (x) = %, paratodo x € X
¢ um homeomorfismo.

Demosntracdo. Lembre que, pela observagdo acima, ®(X) é uma base de fechados para X. Note
que se % # %, entdo existe F € O(X) talque x € F e y ¢ F. Logo x # y. Reciprocamente se
x,y € X so tais que x # y. Entdo, pela propriedade de Hausdorff, existe F € @(X) tal que x € F
ey¢ F.Logo F € % eF ¢ %,. Entdo %, # %,. Pela tltima observagdo Y ¢ sobrejetora. Assim,
Y é uma funcdo bijetora. Finalmente, vamos mostrar que Y é uma fungio aberta'®. Em efeito:
basta mostrar que a imagem de um aberto bésico em X é um aberto bdsico de Ulf(®(X)). Seja
xeXe feC(X). Temos:

xeo(f)ex¢p(f)ep(f) ¢ %="x) < Y(x) €Uy

Portanto Y(o(f)) = Up(y).- O

10.5 Relacao do espaco X com seu espaco de funcoes

continuas

Vejamos agora o resultado principal neste capitulo.

9
10

Um ultrafiltro converge para um ponto x se toda vizinhanga de x pertence ao ultrafiltro
imagem inversa de todo aberto é um aberto
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Teorema 10.1 (Kania and Rmoutil). Sejam X e Y espacos compacto Hausdorff e suponha que

existe um isomorfismo compativel 7 : C(X) — C(Y). Entdo X e Y sdo homeomorfos.

Demonstracdo. Seja T : C(X) — C(Y) isomorfismo compativel. Pelo Corolério 10.1, a fungio
dada por 9 (p(f)) = p(T f) é uma bijecdo que preserva a ordem reticular de ®(X) e (Y ). Note
que as orden nos reticulos ®(X) e ®(Y) € a inclusdo. Pelo Lema 10.5 ¥ é um isomorfismo que
preserva as operagdes em reticulos. Logo, por dualidade, Ulf(®(X)) é homeomorfo a Ult(O(Y)).

Pela ultima proposi¢ao concluimos que X e Y s@ao homeomorfos. ]

10.6 Demonstracao alternativa de resultados conhecidos

Vejamos o primeiro resultado

Teorema 10.2. Sejam X e Y espacos compactos Hausdorff. X e ¥ sdo homeomorfos se, e

somente se, existe uma bije¢io 7 : C(X) — C(Y) que é um isomorfismo de anéis'!.

e a versao mais forte

Teorema 10.3. Sejam X e Y espacos compactos Hausdorff. X e ¥ s@o homeomorfos se, e

somente se, existe uma funcdo bijetora 7 : C(X) — C(Y') multiplicativa.

Demonstragcdo. Primeiro mostraremos que se X e Y sdo homeomorfos entdo C(X) e C(Y) sdo
isomorfos como anéis. Fixe ¢ : X — Y um homeomorfismo. Considere Ty : C(Y) — C(X) dada
por Ty (f) = f o ¢. Foi visto no capitulo anterior que T, € bijetora se, e somente se, ¢ ¢ bijetora.
Vamos mostrar agora que 7, preserva o produto. Sejam f,g € C(Y) ey €Y. Entdo Ty(f-g)(y) =
(f-8)(0(y) = flo()-&(@(y)) =To(f) () - Tp(g)(y). Portanto Ty (f - g) = Ty (f) - To(g)
Reciprocamente, suponha que existe 7 : C(X) — C(Y) bijetora e multiplicativa. Em primeiro
lugar vamos provar que se f,g € C(X) entdo f < g se, e somente se, f-g = f2. De fato, se f < g
entio f(x) = g(x) para todo x € supp f. Logo f2(x) = g(x) - f(x) para todo x € supp f e, assim,
f? = f-g. Reciprocamente assumindo que f2 = f - g,. isto é f2(x) = f(x) - g(x) para todo x € X.
Sex € o(f), entdo f(x) = g(x). Se x € supp f\o(f), entdo x = limy,ecpx, com x, € o(f). Logo,
da continuidade de f e g, f(x) = g(x) . Portanto f < g.

Agora, do fato que 7 é multiplicativo, 7~ é multiplicativo'?. Assim basta provar que T é
isomorfismo compativel. De fato, se f < g entdo f> = f-g. Logo Tf? = (Tf)2 =T(f-g) =

Tf-Tge,assim, T f <X Tg. Por o teorema principal, X e Y sdo homeomorfos. [

Observacao 10.12. Com a parte inicial na prova anterior podemos concluir que se X e Y sdo
homeomorfos entdo existe 7 : C(X) — C(Y) tanto isomorfismo compativel (pois ji vimos que T

ser multiplicativa implica que € um isomorfismo compativel).

11
12

C(X) com as operagdes soma e produto ponto a ponto
Sejam g1, g2 € C(X) e considere h = T_]gl ehy = T_lgz (existem pois T € bijetor). Logo T_lgl .
T g =T"(g1-8)
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Antes de fazer o segundo resultado, precisamos lembrar e provar alguns fatos importantes.
Seja X compacto Hausdorff e dado f € C(X), definimos as fungdes f* e f~ como

( f(x) se f(x) <0
0 caso contrdrio

( /(%) se f(x) 20

[ O caso contrdrio

Note que f*,f~ >0 e que se f é continua entdo f* e f~ sdo continuos e que f =

fT — f~. Vamos ver a seguinte equivaléncia

Lema 10.6. Sejam f,g € C(X). Entdo f < g se, e somente se, fT < gt e f~ <g~

Demonstragdo. Suponha que f < g, ou seja, f(x) = g(x) para todo x € supp f. Sejax € o(f™).
Entdo fT(x) > 0 e, assim, f~ (x) = 0. Logo g(x) = f(x) = f7(x) > 0. Assim g" = g(x), e
portanto £ (x) = g™ (x) paratodox € 6(f ). Se x € supp f T\ (f ), entdo x = linye px, onde
xn, € 6(fT). Logo, pela continuidade de f+ e g*, f*(x) = g*(x). Para f~ € andlogo.
Reciprocamente, suponha que f™ < gt e f~ < g . Seja x € 6(f), isto é f(x) > 0. Entdo
fT(x)=f(x)e f~(x) =0. Se fosse g(x) < 0entdo g™ (x) =0e g~ (x) = —g(x). Mas, do fato
que fT < g, tertamos que f(x) = g7 (x) = 0 o que contradiz o anterior. Logo g(x) > 0 e,
assim, g (x) = g(x) e g~ (x). Portanto f(x) = f*(x) = g" (x) = g(x) para cada x € 6(f). Por
continuidade concluimos que f(x) = g(x) para todo x € supp f. Analogamente, se f(x) < 0 entdo
g(x) < 0 (aprova é a mesma, supor que fosse g(x) > 0). Assim f(x) = —f " (x) = —g~ (x) = g(x)
para todo x € o(f) e portanto f(x) = g(x) para todo x € supp f (por continuidade).

0

Lema 10.7. Sejam f,g € C(X). Entdo f < g se, e somente se f < g'> e max{g—f,f} > g.

Demonstrag¢do. Suponha primeiro que f < g, isto é f(x) = g(x) para todo x € supp f. Pelo
lema anterior, podemos supor que f, g sdo positivas. A primeira desigualdade € evidente. Para
a segunda, seja x € supp f. Entdo g(x) = f(x) < max{g(x) — f(x),f(x)}. Se x ¢ supp f entdo
8(x) = g(x) =0 =g(x) — f(x) < max{g(x) — f(x), f(x)}.

Agora suponha que temos f < g e max{g — f,f} > g. Se x € (f), temos por um lado f(x) <
g(x). Por outro lado, ja que g(x) > 0 e f(x) > 0, entdo g(x) — f(x) < g(x) < max{g(x) —
f(x),g(x)} = f(x). Assim f(x) = g(x) para todo x € o(f). Portanto, por continuidade, f(x) =
g(x) para todo x € supp f (isto é f < g).

[

13" isto significa que f(x) < g(x) para todo x € X
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Teorema 10.4. Sejam X e Y espagos compactos Hausdorff e T : C(X) — C(Y) uma bijecao. Se

T é um isomorfismo que preserva as operagdes em reticulos'* entdio X e ¥ sdo homeomorfos.

Demonstra¢do. Vamos mostrar que um isomorfismo que preserva operacdes em reticulos é
equivalente a preservar a ordem ponto a ponto. Suponha primeiro que 7' € um isomorfismo
que preserva as operagdes em reticulos. Se f < g entdo max{f,g} = g. Logo max{T f,Tg} =
T(max{f,g}) =Tg,ouseja, Tf < Tg. A prova é a mesma se fosse max{f,g} = f.
Reciprocamente, se T preserva a ordem ponto a ponto. Se max{f,g} = f(min{f,g} = g) entdo
g < f. Consequentemente Tg < Tg, ou seja, max{T f,Tg} =T f(min{T f,Tg} =Tg). Logo
T(max{Tf,Tg})=Tf=max{Tf,Tg}(T(min{f,g}) =min{Tf,Tg}). A prova é a mesma se
max{f,g} = g.

Para concluir a prova, vamos provar que se T preserva a ordem ponto a ponto entdo T é
um isomorfismo compativel. De fato: sejam f,g € C(X) tais que f < g. Pelo Lema 10.6, po-
demos considerar f,g positivos. Também, pelo lema anterior, f < g ¢ g < max{g— f, f}.
Logo0<g—fejique f>0temos 0 < g—f<g Logo0<T(g—f)<TgeTg<
T(max{g—f,f}) =max{T(g— f),Tf} (pela segunda desigualdade). Seja y € (T f). Note
que Tg(y) < Tf(y) e Tg(y) < max{T(g— f)(v),Tf(y)}. Note que, da hipdtese que f = g,
min{g— f, f} =0 pois f(x) =0se x ¢ suppf e g(x) — f(x) =0sex € supp f. Logo T (min{g —
f,f})=min{T(g—f),Tf} =T0=0.Mas T(f)(y) =0, o que implica que T(g— f)(y) = 0.
Logo Tg(y) <max{T(g—f)(y), Tf(y)} =T f(y) e, assim, T f(y) = Tg(y) paratodo y € o(T f).
Portanto, por continuidade, T f(y) = Tg(y) paratodoy € suppT f,isto é T f < Tg. Ou seja, T é

um isomorfismo compativel, e pelo teorema principal X e Y sdo homeomorfos. L

Vejamos o ultimo resultado.

Teorema 10.5. Sejam X,Y espagos compactos Hausdorff e 7 : C(X) — C(Y) uma bijecao. X e

Y s@o homeomorfos se, e somente se, 7 € linear e preserva disjuntividade.

Demonstragdo. Se T preserva disjuntividade entdio T~! também preserva'>. Sejam f,g € C(X)
tais que f < g (isto é f(x) = g(x) para todo x € supp f). Logo (g— f)-f =0e, assim, T(g —
f)-Tf=0.Seye o(Tf), entdo Tf(y) # 0 e portanto, ji que T é linear, T(g — f)(y) =
Tg(y)—Tf(y) =0. Assim Tf(y) = Tg(y) para todo y € suppT f. Logo, por continuidade,
Tf(y) = Tg(y) para todo y € suppT f. Portanto, T é isomorfismo compativel. Logo, pelo
resultado principal X e Y sdo homeomorfos. ]

Observacao 10.13. Do Lema 10.2 se X e Y s@o homeomorfos entdo existe uma fun¢ado 7 :
C(X) — C(Y) que preserva disjuntividade.

14
15

C(X) com as operagdes reticulares max e min
Huijsmans C.B. e de Pagter B. no artigo “Invertible dijointness preserving operators”, Proceed.
Edinburgh. Math. Soc. 37 (1994), 125-132
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CAPITULO

ALGUNS JOGOS TOPOLOGICOS

Um jogo topolégico é um jogo infinito que é jogado entre dois jogadores sobre um
espaco topoldgico. As condigdes para um jogador ganhar envolvem diversas propriedades. Jogos
topoldgicos sdo utilizados para descrever novas propriedades em espagos topoldgicos ou para
dar outra maneira de ver propriedades conhecidas. Neste capitulo veremos alguns exemplos de

jogos topoldgicos, utilizando propriedades apresentadas neste trabalho.

Usamos como reféncia (TKACHUK, 2011)

11.1 Separabilidade e Bases enumeraveis

Proposicao 11.1. Seja X espaco compacto Hausdorff. X tem base enumeravel se, e somente se,

C(X) é separdvel

Demonstragdo. Pelo Teorema 2.2, X € metrizavel. Seja d uma métrica definida em X. Para cada
x€ X en¢€ odefina f, : X — R como

fen(y) = % —d(x,y) sed(x,y) < % e frn(y) = 0 caso contrdrio

Temos que f , € continua para cadax € X e n € @ (pois fy,(y) = 0 para todo y € dB; (x)).
Para cada x € X e n € o considere Vy,, = {y: frn(y) > 0}. Note que Vy, = f;! (n(0,<><>+)).
Entdo V, , € aberto. Logo, para cadan € @, {V;, : x € X} é uma cobertura aberta para X. Pela
compacidade, existe N, tal que {Vx;zﬂ}f.\gl cobre X. Considere V = Unew{Vxﬂn}ﬁV:”l. Temos que
V € uma familia de abertos enumeravel.

Agora, considere D = { f, 5, }i>1. Vamos mostrar que D separa pontos de X. Com efeito: Sejam
x #y (ou seja, d(x,y) > 0). Tome n o suficientemente grande de tal maneira que % < d(x,y).

Como V cobre X, existe x] tal que x € Vi ,. Entdo d(y,x}) > L. pois se fosse d(y, ) <1
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terfamos que d(x,y) < % < d(x,y), uma contradi¢do. Logo y ¢ Vy» ,. Finalmente pelo Teorema de
Weierstrass (considerando combinagdes lineares de D e adicionando o elemento 1), concluimos
que D é denso em C(X).

Reciprocamente, seja F C C(X) denso enumerdvel. Considere a familia

#B={f1(a,b)): fEFa<becQ}

Temos que % é uma familia de abertos (pois f € C(X)) de X, enumerével.
Vamos mostrar que % é uma base. Seja U aberto e x € U. Pelo Lema de Urysohn, existe 2 € C(X)

tal que h(x) =0 e h(X\U) = {1}. Como F & denso, existe f € F tal que ||f — h||sup < 3.

Em particular, |f(x)| < 3. Logo x € f~1((3,—3)). Se fosse f~1((3,—3)) ¢ U, terfamos que

existex ¢ U ex e f71((3,—1)). Logo f(x) = L e f(x) € (,—1), 0 que & absurdo. Por tanto
xef Mz -3)CU. O

Denote por

B : a familia das familias que sdo bases em X.
B : a familia das familias que sdo T—bases em X.

® : a familia dos conjuntos densos em X.

Definicdo 11.1. Seja X um espago topoldgico. Definimos o jogo G| (B,B) como sendo
Na rodada n € @ o Jogador [ joga %, € B. O Jogador /I responde jogando B,, € %,

O Jogador /I ganha se a familia {B, : n € w} € B. Caso contrdrio / ganha.

Definicao 11.2. Seja X um espago topoldgico. Definimos o jogo G1(®D,9) como sendo
Na rodada n € w, o Jogador [ joga ¥, € ©. O Jogador /I responde jogando D, € %,
O Jogador /I ganha se a familia {D, : n € @} € ©. Caso contrdrio / ganha.

Note que se o Jogador I nio tem estratégia vencedora' no Jogo G (B,8) entio o espaco X tem
base enumerdvel.

No caso de espagos métricos € possivel obter o seguinte resultado:

Lema 11.1. Seja X um espaco metrizdvel. X é separdvel se, e somente se, o Jogador /1 tem

estratégia vencedora no jogo G (D,9)

' uma estratégia é a maneira como o Jogador i vai jogar, onde i = I,1I. Uma estratégia vencedora é uma

estratégia que garante que o Jogador i € o ganhador (i = I,1]), independente da estratégia do outro
jogador
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Demonstragdo. Pela Proposicdo 2.8 temos que X tem base enumeravel. Logo existe & = {B,, :
n € o} base enumerdvel. Seja %, a n—ésima jogada do Jogador I no jogo G1(9,®). Entdo
existe x, € ,N B, para cadan € @. A familia Z = {x,, : n € ®} é densa em X. Com efeito: seja
A C X aberto ndo vazio. Considere x € A. Logo existe B,, € A tal que x € B,,, C A. Logo x,, € A,
isto ¢ ZNA # 0. Reciprocamente, se o Jogador /I tem estratégia vencedora, entdo X tem um

subconjunto denso enumerdvel. 0

Definicao 11.3. Seja X um espaco topoldgico. Definimos o jogo G1 (B, B ) como sendo
Na rodada n € @ o Jogador I joga %, € B . O Jogador II responde jogando {B, :n € o} € %,

O Jogador I ganha se a familia {B,} € B . Caso contrério / ganha.

Lema 11.2. Seja X um espago topoldgico. X tem w—base enumerdvel se, e somente se, o Jogador

11 tem estratégia vencedora no jogo G| (8,Br)

Demonstragdo. Por hipétese existe Z = {B,, : n € ®}m—base enumerével. Seja %, a n—ésima
jogada do Jogador I no jogo G|(8,®B ). Para cada B, existe V,, € %, tal que V,, C B,,. Entdo
{V, :n € o} é uma m—base enumeravel. O Jogador /I responde jogando V,, em sua n—ésima
jogada, e assim o Jogador /1 tem estratégia vencedora. Reciprocamente, se o Jogador /] tem

estratégia vencedora entdo X tem w—base enumerdvel. [

11.2 Ordem compativel

Definicao 11.4. Seja X um espaco topolégico. Definimos o jogo de Choquet como segue

Na rodada 0, o Jogador I joga Uy C X ndo vazio. O Jogador /I responde jogando Vj aberto ndo
vazio tal que Vy C Uy. Nas rodadas seguintes, o Jogador / joga U, aberto ndo vazio tal que

U, CV,_1 e olJogador I responde jogando V, aberto ndo vazio tal que V,, C U,,.
O Jogador I1 vence se (\U,(=(\Vy) # 0. Caso contrario I ganha.

Utilizando a ordem compativel no espaco das fungdes continuas podemos definir:

Definicao 11.5. Seja X um espacgo topoldgico. Definimos o seguinte jogo topoldgico

Na rodada 0, o Jogador I joga fy € C(X) distinto de 0. O Jogador /I responde jogando g
distinto de O tal que go = fo. Nas rodadas seguintes, o Jogador / joga f,, # 0 tal que f, < g,—1¢€
o Jogador /I responde jogando g, # 0 tal que g, < f;.

O Jogador II vence se (o (f,)(=N0o(gn)) # 0. Caso contrdrio I ganha. Vamos chamar esse
jogo de Jogo-Compativel
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Proposicao 11.2. Dado X espago completamente regular. Se o Jogador /1 tem estratégia vence-

dora no Jogo-Compativel, entdo o Jogador /] tem estratégia vencedora no jogo de Choquet.

Demonstragdo. Suponha que o Jogador /1 tem estratégia vencedora no Jogo-Compativel. Entao
o Jogador I, no jogo de Choquet, comec¢a jogando Uy # 0. Como {o(f) : f € C(X)} é uma
base para X, existe fy # 0 tal que o(fy) C Up. O Jogador II responde jogando Vy = 6(gp) onde
0 # go = fo, que corresponde a jogada vencedora no Jogo-Compativel. Nas rodadas seguintes,
o Jogador I joga Uy, # 0 tal que U, C V,,_;. Considere fy, = gn—1X(s, ,)- NoOte que fr < gu—1
para cada n € ®. Entdo, o Jogador II responde jogando V,, = c(g,), onde 0 # g, < f, é o
correspondente a jogada vencedora no Jogo-Compativel. Portanto (V, = (0 (g,) # 0, e assim

o Jogador /I tem estratégia vencedora no Jogo de Choquet. L

11.3 Propriedades de separacao

Definicao 11.6. Seja A uma dlgebra de Boole. Definimos o seguinte jogo topolégico

Na rodada n, o Jogador I joga A, uma anticadeia infinita enumeravel. O Jogador /I responde

jogandoa, € A

O Jogador II vence se existem k,m,l € ® tais que a, < q; para uma quantidade infinita de
ay € Ay, € ay - a; = 0 para uma quantidade infinita de a, € A;. Caso contrario I ganha. Vamos

chamar esse jogo de Jogo-Separal

Lema 11.3. Seja A uma dlgebra de Boole. A tem a propriedade fraca de separacio subsequencial

se, e somente se, o Jogador /] tem estratégia vencedora no Jogo-Separal

Demonstrado. Suponha primeiro que A tem a propriedade fraca de separacao subsequencial. O
Jogador I joga uma anticadeia infinita enumeravel Ag. Entdo o Jogador /I responde jogando o
elemento a € A que separa Ag. Agora suponha que A ndo tenha a propriedade. Entdo existe uma
anticadeia infinita enumerdvel B tal que nao admite separacdo. Entdo o Jogador I tem estratégia

vencedora jogando anticadeia B em cada uma de suas jogadas. [

Definicao 11.7. Seja A uma élgebra de Boole. Definimos o seguinte jogo topoldgico

Na rodada 0, o Jogador / joga A uma anticadeia infinita. O Jogador I responde jogando ag € A.
Nas rodadas seguintes A, uma anticadeia infinita, cujos elementos sdo todos disjuntos dos

elementos de Ay, para todo O < k < n e o Jogador /I responde jogando a, € A.

O Jogador II vence se existem k,m,l € @ tais que a, < a; para uma quantidade infinita de
ay € Ay, € ay - a; = 0 para uma quantidade infinita de a, € A;. Caso contrario I ganha. Vamos

chamar esse jogo de Jogo-Separa2
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Lema 11.4. Seja A uma algebra de Boole. A tem a propriedade fraca de separacdo subsequencial

se, e somente se, o Jogador I/ tem estratégia vencedora no Jogo-Separa2

Demonstragcdo. Suponha primeiro que A tem a propriedade fraca de separacdo subsequencial.
O Jogador [ joga uma anticadeia infinita Ag. Entdo o Jogador /I responde jogando o elemento
a € A que separa Ag. Agora suponha que A ndo tenha a propriedade. Entdo existe uma anticadeia
infinita enumerdvel B tal que ndo admite separacdo. Considere uma particdo de @ em uma
quantidade infinita de subconjuntos infinitos, ou seja, @ = Ny UN; U...UN, U .... Considere
Ap={ar €A :k €N,}. Note que B=AgUA;U...UA, U.... Como B ndo admite separac¢do
entdo A, nio admite separagdo para cada n € @. Entdo o Jogador / tem estratégia vencedora,

jogando anticadeia A, em cada uma de suas jogadas. U
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