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Resumo

Neste trabalho estudunos alguinas rafzes do polinémio de Bernstein b associado a nm germe
F(X) € C{Xyq,.... X, } com ponto critico 1solado na origem. Sabe-se que, para cada raiz
de by, existe um munero espectral tal que a soma desses dols nimeros € um inteiro. Em
geral, nao se sabe exibir explicitamente esses muneros inteiros, cmbora existam cotas para
eles. M. Saito [Sai93 exibe um stbeonjunto do conjunto das raizes de by, tal que para esses
elementos a soma vale -1, Hertling e Stahlke [11599] conseguiram aumentar esse subconjunto
de raizes, supondo [{X} em duas varidvets. com ponto critico sclado e monodromia finita
(hipdteses essas bem vestritivas). Conscguimos estender esse ultimo resultado, sem restrictes
sobre o numero de vartaveis de [{X} e apenas com a hipdtese de ponto critico isolado. Além
disso, no caso de gernes f{A. Au) wredutivels e com win unico par de Puiseux, mostramos
como descrever uni subeonjunto malor de raizes de by, quando f pertence a nma dada classe

de equidiferenciabilidade,



Abstract

In this work we study some roots ol the Bernstein polynomial by associated to a germ f(X)
in the maximal ideal of C{A|..... X, } with au isolated critical point at the origin. It is
known that for cacli root of 4y there exists a spectral number such that the sum of these
two numbers is an tntegers In general, one doesi 't know how to compute explicitly these
integers, although there are bonwds on then M. Saito, in [Sai93], exhibits a subset of the
set of roots of by, such that for these elements the sun s -1, Hertling and Stahlke. in [[1899],
succeeded to iucrense this subset of roots, assmning f(A) in tw - variables, with isolated
critical point and linite monodromy (such nyvpotheses ave very restrictive). We succeeded to
extend this last result without any restriction on the nuunber of viciables of f(X) and only
with the as:waption ol isolated critical point. Morcover, in uhie case of irreducible germs
J{X1, Xg) with only une Puiseux pair, we show how to descriie o larger subset of roots of

by, when [ belongs Lo o given cquidilerentiability class.
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Capitulo 1

Conexao de Gauss-Manin

Neste capitulo, apresentainos algumas delinicoes ¢ resultados que julgamos necessarios a
compreensao deste trabatho, envolvendo as nocoes de monodromia. conexao de Gauss-NMauin.,
ceticitlados de Brierskorn ¢ polinomin de Bernstein associados a uma singularidade isolada
de hipevsuperficie complexa. Como existe uma vasta literatura sobre esse assunto. imitamo-
nos apenas a cnuneiar o majoria dos resaltados, indicando as referencias onde poclem ser

encontradas as demonst racoes,

Na primeira secao. introduzimos o conceito de monodromia de tima equacao diferencial.
Na segunda secao introduzimos de forma geral os conceitos de conexao meromorfa, 1no-
nodromia de uma conexao meromorta ¢ reticulados. Na terceira secao, itramos o espaco
vetorial associado a uma conexao meromorfa utilizando os autovalores da monodromia. Na
quarta secao. introduzimos os conccitos de reticulados de Brieskormn. conexao e sisteina de
Ganss-Manin ¢ polinomio de Berastemn associados a0 uma singularidade isolada de hipersu-
perficie complexa,  Na quinta sccao. encerrando esse capitulo, relacionamos a filtracao de

Newton com a filtracao dada na rereeira secio sobre um reticulado de Brieskorn.



1.1 Manodromia de uma Equacdo Diferencial

1.1 Monodromia de uma Equacdo Diferencial

e por K" o espaco

Denotamos por K o corpo das séries de Laurent convergentes C{4}H(
dos vetores colunas com coeficientes em K. Sejam A := A() = (ai5) € Mal(m ) e w e K.

Ldentificamos a equacao diferencial

7

— )+ A= 1
flf ‘)

cotit stta matriz de definicao A, Observe que A ¢ wma matriz de funcoes holomorfas sobre
mn disco U perfurado na origen).

Seja p: T — C* o recobrimento universal de T, dado por p{t') = *¥" = (. Como
sl
1

(FI YTV L o
— (2(e*™)) = 2mic?

i (1)) = =2mic 7" A (1)) = —2mie ™ AE) (w(e20),
{1

entao na variavel £ & p YUY, a equacdao A se esereve na {oria
f )

o

s

() 4 A (™)) - 0.

onde A = 2mic® " A 271,

Como p~HU') ¢ simplestente conexo. segue. da teoria de egrragoes diferenciats, que existe
wma matriz fundamental F = F(') da equacao A; isto é. 1 possui como colunas vetores
Ty T ) que formam un conjunto de solugoes lincarmente independentes para A
Desta forma. F{1) = I(%) ¢ unia natriz coll vetores colunas (4. ..., ). relacionados

cotn os vetores L)oo, (F) da forma

2Ty =F). com j=10 n.

Conscqiientemnente, toda determinacio de £7{t) ¢ uma matriz fundamental para o sistema

A. Portanto, F'(t) = FsE ) tatbém ¢ matriz lundamental para A.

270



1.1 Monodromia de uma Equacdoe Diferencial

Assim. existe uma wmatriz M4 € GLOn,. C) tal que

A matreiz My, ¢ chamada de monodromia  da equacao A com respeito a matriz fun-
damental 77,

~

Seja ¢ omtra matriz fundamental para A0 Fntao ) — FUON com N € GLOm.C).

Assim. tomando (/(1) = G(E]) e (V1) = G(E + 1) temos que

G = FON = F(DMa N =GN "My N

o, portamto. My = N AL 0N ¢ a monodromia de A com respeito a matriz fundamental
(7. Dessa forma, podemos definiv a2 monodromia iy de A como a classe de conjugacao

|AM 4], para algnma matriz fundamental F de A.

Oeservagao 1.1 ({CL55;, Teorcma 1.1, pag. 109) Se [ ¢ uma matriz fundamental para
equacao A, enfao existe wma Unica matriz S = S{£) de ngoes analiticas em U tal que

oS = Seltost paracalguma matriz 22 € Mat(r, C). Além disso,

Myp= (‘2?\’—'“{.

DEeFINIGAO 1.2 [uas cquugoes diferenciais meromorfas A ¢ A sdo dilus equivalentes.

escrerendo. neste cuso. A ~ A se crstir wma matriz U e GLGm LK) com

WZA“:wl(%uU+Mﬁ.

AN 7

OBSERVACAO 1.3 Se¢ £ ¢ wna nalviz fundanental de wina equagao diferencial imeromorju

A entdo U7 VF ¢ wma wnadviz fundamental de AY . para 17 € GLER K. pois



1.1 Monodromia de uma Equacao Diferencial

n - v "'—f(i=‘)+/»'i1‘)
\t o

_ l(%((;{_f SRRty

1 (1'
= L L J,'»-»I A (s -1 AL
_ (( (U By 2 () E) u)

St
d d
— Yy Y iy ATTN LR
S ) ((”J )+ AT )z F
/
= (7 E AT
i

Assim, se 4 e A" sa0 equacoes eguivalentes e ' € uma matriz [undamental de A, entao
' ¢ uma matriz fundamental de 'L para alguma matriz U € GLGn,K). Logo, da
Observacao 1.1, temios que [V = 17 181 ¢, comseqiientemente. Mgy vp = 27V M0

My g Pessa forma, temos a proposicao 4 segiir.

ProrosiCAo 1.4 Equacoes diferenciais meromorfas equivalentes lém a mesma monodsyo-

M.

1.2 Conexdes Meromorfas

Uma econexao meromorfa ¥V sobre wn K-espaco vetorial de dimensao linita V. ¢ uma
aplicagao C linear

ViV —V

que salislaz a regra de Leibniz: isto €. para todo a € Ke v e V.

Vo) — %(n})r +aN ().

Por exemplo. se 4 1= A(t) = («,;) € Mat(m. K). é Licil verificar que a aplicagdo C-linear

}\’: i Kj‘lu

{
d 1 1. 1 )
o —(x)+ Ax
ol
¢ uIma conexao meromoria.
2



1.2 Conexdes Meromorfas

Observe que, se V ¢ uma conexao meromorfa sobre V', temos. para todo v € V,

V(i) = i(i)t +IV(e) =v 1tV (v);

il
1810 ¢,
Vi = 1 +IV. (1.2)
NoTagors 1.5
1. Denotamos por e = {e1..... ¢} uma K-base de V e o isomorfisino a ele associado
por
1 V — K.

Z:H:] v, ¢; ((.\:1, e r\:m)t

Note que n{ey), ..., nle,.) ¢ a base candnica de K;

2. Dada uma K-base ¢ de 'V, denotamos por V, o matriz cujas entradas sao:

(V) =uwj; €K,

i

onde V() =Y\ | gty

Dadas duas conexdes meromorfas ¥V sobre ¥ e ¥/ sobre V7, um elemento ¢ € Homg(V, V)
{al que o diagrama
1)
1% -1

v‘ ‘ v/
f A
VoV

@
, . ~ k- , ‘T oyt
comuta, ¢ chamado de morfismo de conexées meromorfas. Quando ¢ € Isoxc(V, V7).

temos um tsemorfismo de conexoes meromorfas.

E facil verificar que

o(v) = (5 +9.) (), (1)

e, portanto, a aplicacio

o Vo — K

9



1.2 Conexdes Meromorfas

¢ um somorfismo de conexdes meromorfas, com ¥V munido da conexao V e £ munido da

_ o d ‘ . . .
CONEXan T + Ve. Dessa fonna, toda conexao wmeromorfa ¢ essencialiente uma conexao do

tipo {1.1).

1 . ~ ;s s s “ o - . Lo
Se e = {cy,.. ., ¢/} ¢ outra K-base de V', é facil verificar que as equagoes diferenciais
Ve € Ve s@0 equivalentes segundo a Definigio 1.2 e, portanto, pela Proposicao 1.4, possuem

a mesma monodromia. Assim, faz sentido a definiciio a seguir.

DEerFINICAO 1.6 A monodromia de wma conexao meromorfa V sobre V' € definidu por
Mg = My,

onde e € uma K-buse de V e Mg, ¢ a monodromia da equagdo diferencial meromorfa V..

Seja V' oum K-espago vetorial de dimensao m. Um C{¢}-submaddulo livie L € V que
gera V' osobre K ¢ cluunado de reticulado de V. Denotamos por Ret(V) o conjunto dos

reticulados de V.
OBpsErvAaCOEs 1.7

1. Seque-se, da definigao acana, que wm reliculedo L€ um C{t}-mddulo livre de posto

ey

2. Dados dois reliculudos 1, ¢ 1, criste win inteivo k tal que 181, C 1.

Seja V nma conexao meromorfa sobre V. Um reticulado L de V' ¢ dito Vi-saturado ou,
simplesmente, saturado, se VI(L) C L. A saturacdo L de L é o menor reticulado saturado

de V que contém [., quando existir.
Dizemos que wna conexao meromorfa V sobre V€ regular, se V' admite um reticulado

saturado ou, equivalentemente, se cxiste uma base e tal que V, tem um pélo simples em

t = (). Essa base e gera um reticulado saturado.

A demonstracio da proxima proposicao ¢ simples ¢ pode ser encontrada em Scherk [Sch77]

Teorema 4, por exeniplo.

10



1.2 Conexdes Meromorfas

ProrosicAo 1.8 S V ¢ wna conexdo meromorfa regular sobre V¢ L € Rew(V), enlao

criste uma saturacao . de L, dada por
Li=L+VtL+ (V)L +-- +{(Vt)*L,
para algum k € N.

Dados mmna conexao meromorfa V sobre o K-cspago vetorial V' de dimensao m e 1. wn
reticulado saturado de V', segue que L/11L ¢ win C-espaco vetorial de dimensio m e Vi induz

um endomorfismo lincar Ve @ L/tL — L/(L.

TeoreMA 1.9 Scje V wimna conerdo meromorfa regular. Se L € wm reticuludo saturado de 'V
tal que o endomorfismo lincar N1 sobre LD nao possui aulovalores diferindo por miimeros

tnteiros ndo nulos, culdo:

(1) ([Was63], Teorcmas 5.1 ¢ 5.3) L admile wna base e na qual o operador dilerencial

- > ~ - -~ o] ( -
isomorfo a conexao V ¢ da forma - 1 Vg, com Vet matriz constante;

dl

(ii) ([CL55], pag. 119) A monodromia de V é dada por My = [¢*™194, com V, como

em (i).

1.3 V-filtracao

Scjam V wma counexao weromorfa regular sobre Voe L wn reticulado saturado de V. O
préximo lewn periite-nos coneluir que, se o endomorfismo VE sobre F/tL possui autovalor
34k, para k € Z, cutio ¢ possivel obter, a partiv de [, um outro reticulado saturado 7./
tal que o endomorfismo VF sobre L' /#L' possui os mesmos autovalores do endomorfismo Vi
sobre L/tL. com excecio de 744 que sera substituido por J. Mas antes, precisamos ressaltar

a seguinte igualdade que segue facilmente da relagio de comutagio (1.2):
(=i + ) = (- Vi o+ (o + k) tE, (1.4)

para todo I = Z ¢ todo I € I,



13 V-filtracao

Lema 1.10 Sejam L own relicalado salurado de Ve o um autovalor do endomofismo Vi
sobre L/, Enlio cxisie oulro reticulodo saturado L' de V tal que o + 1 (analogamente

a—1) ¢ utovaor de V! sobre L'/

Demonstricao:

Sejan [ v reticulado satirado ¢ o e aatovalor do endomorfisino Vi sobre L/EL.

Considere wn aaespaco 1o em L= L/ correspondente a «. Se v ¢ a multiplicidade de

como raz o polinomio caracteristico, entao existe uma decomposigao parcial de Jordan

]

—Kear(Vi-o) ¢lm(Vi-o) =E&TF,

Scja L = 10 17 mna decomposicao de Loque coincide mod(¢L) com L. Entio o reticulado

L'=F&F onde E =tE,

também ¢ =aturado,

Scge i L oentao
(Vi ~a)y=ih, com heL.

Como Ly <+ - i, entdo da igualdade (1.4), temos que
(VI — (o~ 1)) (ly) = UV~ &) g = 17D,

. e -1 ' s 9 . . .
Isto siguifici que Lg € Iver (VE— (e + 1) mod (7 L), isto é, mod(tE’). Logo, tE = E' ¢ um
subespaco cn L//EL correspoudente ao antovalor o + 1. Assim, os autovalores de V{ sobre
L'JLL sio os miesimos autovalores sobre 1/11 exceto o autovalor « que torna-sc o + 1 para
L'l
Analosente, se tomarmos I = (1/1)F, entaw o — 1 serd autovalor do endomorfismo
Vit sobre [ /1L G
Fsse T juntamente com a Proposicio 1.8 ¢ o Teorema 1.9, permitem-nos concluir cue

se V & v canevao meromorfa vegular sobre V., entao existe uma K-base ¢ de V tal que

12



13 V-filtracio

- L. N U 4 , .
a conexao V6 isomorfa o conexao -~ 1 Ve de K™, onde Vi ¢ uma malriy constante com

dl

autovalores nao diferindo por inteiros ndo nulos.

Podemios ainda supor, semn perda de generalidade, gne

c:c U, .. Ue,,

com € = {1, b e Yo, g = m, ¢ que Vol consiste de blocos de Jordan da forma
agloy = Ny parad - L, oooroonde FEley) —nleg),  — 1ooooq, Eielex) =0, para @ # k, ¢

Ny ¢ o operador nilpotente que satisfag as igualdades

Nopic = nlen). ... Noplew, ) =nlcig). Ninle,) -0,
com Ng(e) = 0, para i £ k. Dessa forma, Mg possui blocos de Jordan com antovalores
ATVl =

Para i=1,....r, definimos

el croa

]g,' =R e W Cig,

CoL . d
Observe gue, para todo 5 =1,..., . temos que N; ¢ nilpotente sobre n{e;) e d—/{.(_v)(c i) =

n(e;;). Knrao existe £ ¢ N otal que, para todo j = 1. ¢,

, I N
0 Nyley) = ( (Hv/ — Vel + (v, + 1)]:-,(-) n(ei)
d

Logo, da igualdade {1.5). temos que
(' VI, 'i-(rl._.-l) (P“!'j) ZO: 1= -l-\~~~a(1‘v,:.

isto ¢, -V/ Fay 11 ¢ nilpotente sobre £3;

Assin, decorre daignaldade (1.4}, que o operador =V + (a; + ) = &) ¢ nilpotente sobre

O CsSpPaco

G
¢ k AT
];;k = B,‘ = @I\v[ €.
-1

13



1.3 V-filtracdo

E facil ver que Vo o0 B85, onde () representa somas infinitas de parcelas, com um niimero
finito de parcelas conr expoente negativo, ¢ a sonta das parcelas com expoentes positivos ¢

convergente,
Agora, scja
. s = Ao
Co={vc Vi3l (=Vita+1)e=0}
o antocspago generalizado do operador —(V 1 — Vi correspondente ao autovalor —cv.

Observe que 8F ¢ €, 45 ¢, se existir outro j # 4, com «; = ¢, entao também temos

/fj?' C Clyppe Assing vale que

P B <Con (1.5)

Segue-se, inediatamente, do fato dos autovalores distintos de V.t nao diferivein por in-
teiros nao nulos, que C, oy, 0 Cy g - {0, para b0 € Zoe oy A o Além disso, pode-se,
sem dificuldade, verilicar que €, 4 1 Cyo o — {0}, para quaisquer &, € 7 distintos. Logo,

nando @ percorre todos os miweros o; — b, com <= 1,00 e b € Z, temos

Vo iy (] ())

jaque

o~ o~

. F_ A pk o~ 7
OpiCarie CV =208 CTOCaqns

8}

onde a segunda inclusao decorre de (13) Dessa forna, podemos concluir que

IS 1
D Bi=Cuis
¥

FUREISNT
Kl:‘;;/.l\;

¢, portanto, =V - (a; + 14 A} ¢ nilpotente sobre Ciypx

Usando a igualdade (14), para k-~ 1, ¢ facil coneluir que a aplicagao multiplicagao por
t: ("‘a o (’1(}-{ I (lj}
¢ wina bijecao para todo e,

14



1.3 V-filtragdo

Como vimos acima. sobre (7, temos que Vo= (1/)(o + N), com N = Vi — {(a + 1)

operador nilpotente. Entao, ¢ imediato verificar que a aplicacao
. 1 ¥ 3
V., - C, ., (1.8)

¢ bijetora, para todo o # 0.

Assumimos, doravante, que vs numeros « acina sao reais. Portauto, fazem scutido as

proxintas definigoes.
Sew =Y _w, €. comw, €, definimos a ordem do clemento w como o ndmero
racional

alw) == min{o € Q; wy # 0},

e denominamos w, ., de parte principal de w

Chamamos de V-filtra¢ao us seguintes filtragoes decrescentes associadas a graduacao

i o ¥
v zlbwcu:

——

VOV o= {e eV ale) 2 a) = @j s

ZE

Veyi={veV,alv)>a}= @b“(]g.

Denotamos por

GrigV o= VV/V>V ~ G,

a parte de grau a ent velagao o V-filtragao.
OnseErvACOEs 1.11

1. Seque-se, de (1.7). que us filbragoes actina podemn ser escritas da forma:

V= P e,

s oot 1

e @ el

a<d<a+ 1

15



1.3 V-filtracio

Além disso €, fucil vevificar que estes sao reliculados de V' ;
2. Segyue-se, de (1.7) ¢ (1.8), que VL(V'V) C V'V,
3. Como Gr)V = ., entao (=N —a + 1) € nilpotente sobre GriV.

Sejam N € M subespacgos de V.o A V-filtragao de V' induz, por intersecao, uma V-filtragao

sobre o subespaco AL e a V-filtracio do gqnociente M/N ¢ dada por:
VM/N)y= (VVAOM+ N)/N=(V*M+N)/N, (1.9)
VZUUMIN) = (V2V YA NN = (V7°M + N) /N (1.10)

Podemos deduzir do Teorema do isomorfisio de Noether os isomorfismos

VAL VUM VY

oM = ™~
Gry M Ve y>ay 0

v . (}1‘(]: AI
Gy (M/N) ~ =2
v Gryp N

(1.11)

1.4 Conexao de Gauss-Manin e Polinomio de Bernstein

Scjam @ o ancl C{X |, -, X, } das séries de poténcias convergentes e algunia vizinhanga
da origem de C" e [ € O, com f(0} = 0 ¢ com ponta critico isolado na origem. Denotamos
por J([) o ideal jacobiano <./'_\-1 v [y, ) cuja codimensio = dimg O/ J(f) € 0o ndmero

de Mzilnor.

Seja Q" = Q% o O-mddulo dos germes das m-formas diferenciais holomortas na origen)

de C™.
Considere o complexo

Q) 0—0 oot o o g

16



Conexao de Gauss-Manin e Polindmio de Bernstein

onde a diferencial ¢ defnida, por linearidade, através da fonmula:

d(gd Xy no- NdXG ) = Z gx; dXG AN dXG N ANdX

iyt
J=1
dg
onde gyv. = — .
9% ('9,\_.,
Counsidere os conjuntos
H" = QrJdf A dm2,
1 = df AQ N df AdO 2 C Y,
o= 1@ K
onde A’ tem wma estrutira de C{{}-mdédnlo definida por
tewl = 1fw], para todo W) € 1", (1.12)

IE. Brieskorn {31170}, Satz 1, prova a seguinte proposigio:
Prorosicao 1.12 11 ¢ um K- espago vetorial de dimensio e H', H' € Ret(H).

Os reticulados 1 e /1" sao conhecidos como reticulados de Brieskorn ¢ o K-cspaco

vetorial A como sistema de Gauss-Manin.

Denotamos o quociente H”/71 por ;. Uma verificagao direta permite mostrar que a
aplicagac
wlicagao o
N @ N L B S e Ty
/ (;‘, ! (U A gz,, N (]ll‘;)
gl = lgdX]

¢ um 1somorfisiio de C-espacos veioriais. onde dX == dXy AL AdX .

Segue-se de Malgrauge [Mal74al, pagina 416, que a aplicagao

Vyoo AN — H

(1.14)
[df Al = [du]

17



14 Conexdo de Gauss-Manin e Polindmio de Bernstein

¢ C-lincar bijetora ¢ satisfaz & regra de Leibniz. Além disso, ¢ facil verificar que a aplicacio

g H — Il (1.15)

dada por
. 1 ! 1 kR o
4 [;:J} P ﬁ = Vf(\/,;' [w']} X m - [w] P _[_H-—l_ (].l())

onde £ ¢ um nimero inteiro tal que /f"[w} € ', ¢ uma conexao meromorfa que estende Vi de
forma tnica ¢ independentemente da escolha de k. Esta conexao é conhecida como conexao

de Gauss-Manin de [. Denotamos a monodromia assoclada a ¢y por Ay

E. Brieskorn, e [Bri70], Satz 2, prova que a conexdo de Gauss-Manin de nm germe de

funcao analitica, com pontao erttico isolado na origem, é regular.

Como @, € unia conexao meromorfa regular, segue-se da Proposigao 1.8, que s saturados

de 77 ¢ H' em relacho o a9y sao dados, respectivamente, por
'y [ 3 1

=" @k,

k>0

1 =>" (.

k>0

Malgrange [Mal75]. pdgina 113, prova que

g (1.17)

Pelo Teorema da Monodromia ((Bri70], Salz 4), os autovalores de M; sdao rafzes
da unidade e, portanto, sao da lorma ¢2V=T0tom € Q. Desta forma, JI possni nma
V-filtracdo dada em [uncao de ntuneros racionals o, ¢ = 1...., ¢, nao necessariamenfe
distintos, que nao diferem por inteiros ndo nulos e que sao rafzes do polindmio caracteristico
do endomorfismo 9,0 sobre o C-espaco vetorial £/¢£ de dimensdo p, para algum reticulado
saturado £ de H. Logo, quando « percorre todos os nimeros o + A, com @ = 1,...,p e
k € 7, temos

H = i’}’(r(}n’-



1.4 Conex3o de Gauss-Manin e Polindmio de Bernstein

E importante observar que, como 717 ¢ saturado, entao

Ve = 117N @3 Cy.

Vs = e Gy
3>a
sao Ol invariantes ¢ H" N, ¢ o autoespaco para o operador —td, sobre A", correspondente

ao autovalor —v. Assim, as igualdades acima podem ser escritas da lorma

—

o Ty f !
VT = @mn” NCs, (1.18)
Sarrn ~ = N
Ve = EBJ/ "N Cy (1.19)
e, consequentemente,
Grisll" = 1" (. (1.20)

Para v € @, definimos

d(v) = dimeGr) Q.

Se d(y) > 0, o niimero racional v ¢ chamado de ndmero espectral de f de multiplicidade
d(v).

Como do isomorfismo (1.13) tem-se que dimg{y = g, entao existem g nimeros espectrais
1. ooy Yu. DAO necessariamcnte distintos, contados com suas multiplicidades. Varchenko
[Var82], Teorema 2, prava que os nimeros espectrais sao invariantes e uma deformagao a

(-constante de /.

ProPRIEDADES 1.13

1. ([SS85]. (7.3))) -1 <~ <n -1
2. ([SS85], (7.3))) divi) = d(n — 2~ v);

3. ([Kul9g], (8.1). Capitulo IT) {72l = 1, u} € o conjunio das raizes do

polindmio caracteristico da monodronaa.



14 Conex3o de Gauss-Manin e Polindmio de Bernstein

Chamamos de exzpoentes os minceros racionais 7y, ..., 3, tais que
(4 +1),....—(3,+1)

sao os autovalores do endomorlisio 8 sobre 11270117,

Se o endomorfismo —df sobre H" /f.[}” possuir autovalores diferindo por inteiros nao
nulos, segue, do Lema 1,10, que existe un reticulado saturado £ tal que endomorfismo — il
sobre £'/tL" ndo possui autovalores diferindo por inteiros nao nulos e, pelo Teorema 1.9, (i),
L.CInos que

fe 2™ X autovalor de — Gt : £/tL — LL'y

é o conjunto das raizes do polindémio caracteristico da monodromia. Mas, os nluneros A's
foram obtidos dos ntimeros expoentes adicionados de niimeros inteiros. Por isso, também

Qﬂ-v/__"]_'[f‘- ) [‘ — _[

temos que {e” oot} 6o conjunto das raizes do polindmio caracteristico da
monodromia. Entao, decorre da Lereeira propricdade dos mameros espectrais, que para todo

Soi=1,..., 4, existem &, € 7, e um nimero espectral «; tais que v, — 3 = k.

Segundo Malgrauge [Mal75], Teorema 5.4, pode-se definir o polindmio de Bernstein de [
como b(s) = (s + 1)h(s), onde b(s) ¢ o polinémio minimal da agdo de —8;t sobre H"/t1{",
também conhecido como polinémio de Bernstein reduzido de [. Entao, para todo

expoente J, temos que — {7 + 1) é raiz do pohudmio de Bernstein de f.
PropPrIEDADES 1.141

1. ([Sai89], (4.1.3)) As radzes -(F 4 1) do polinémio de Bernstein reduzido cstao ern

QN (—n,0);

2. ([Sai89], (4.1.3)) min{vi,....vu} = min{dy, ... 8.}

3. ([SteT6]) Apos uma perncutacio dos fdices dos ~;, se necessdrio, temos que v, 4 € N

ey, — 3 <n—1, para lodo ¢ —=1,... ¢

Apesar de todos esses resultados sobre as raizes do polinémio de Bernstein, ¢ ainda dificil

calcular explicitamente as mesmas. Essa questao tem sido abordada por varios autores:

20



1.4 Conexdo de Gauss-Manin e Polindmio de Bernstein

1. Yano [Yan78| exibe by em algnns exemplos; Kato em [Kat81a] ¢ [Kat81b] exibe by para
uma deformagio a pi-coustante de X4 X" quando (a.b) = (5,7) e (4,9); D. Cassou-Noguds
utiliza o céleulo de "polos de integrais” para caleular em [CN86] as raizes de by quando f ¢

da forma
f= 2 e N TASE,

¢ para calcular e [(NS7] as vaizes de by para as deformagoes a gi-constante de f = X¢+ X3,
com « ¢ b primos entre st (na pratica csses mictodos sao bastante complexos); Briangon el el.
[BGMMB9] exibe mu algoritmo para caleulav explicitamente (embora ndo trivialmente) by,
para um germe f comn f{0) = 0, com ponio aritico isolado na origem e nao degenerado em
relagio ao poliedro de Newton. Os softwares Riza/Asir! ¢ Singnlar® permitemn calenlar as
raizes do polinémio de Bernstein de uwma singnlaridade isolada [, quando esta ¢ polinomial

¢ possui nmimero de Milior baixo.

O caso mais simples onde podemos calenlan nanualmente by ¢ quando f ¢ quase-homogenca;

isto é, [ é da forma
i
. o
=N
et il
!

Neste caso, Ot/ C 117 ¢, conseqiienteniente,

H 0

LI

¢ , . :
Assim, basta conhecer wna C-bage para - , que o caleulo ¢ manual. Vejamos o seguinte

Jif)

e

exemplo:

. . N . ' - N T (N b L3 vd
Exempro 1.15 Considere o polinémio quase-lomogéneo [ = X7+ X5 = $5(3X7)+5(4X3).
Tomando

(NLXE] (XD N ) (X (X))

Thttp://www.nath kobe-wac jp/ Asiv
2http://www.singularami-kLde
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1.4 Conexio de Gauss-Manin e Polindmio de Bernstein

@
. lemos:

J(/f)

CoTno urma (C-b('l.._‘a'(f para

—OUdX] = —O[fdX] = =0, [(BNPAX - 4X3dXa) A (LX1dXy — LXpd X))

- [(i% + %) d,\’] = —;_) dXT:
SOUXX] = AN = 0 3R+ XEX) A (XX, X))

—0it[XadX] = =3 [(BATAX, + AXJdX) A (AN Xod Xy — 1X2dX))| = =2 [XadX];
—O[X0 XpdX| = =0 [(BXFAN) +4NJAXo) A (S X2 X0d Xy — 1X | X3dX )]
S TN NadX]
SOUX3AX] = O [BXPAN, +ANTING A (FX0XFAX = XJdX,)] = — 3 (X3dX);

3
—Ot[ Xy XZAXT — =0 [(BNTAX) —ANIIN Y A (SXTXEdX, — 1X, X3dX,)]
= — N XX,

12

Logo a malriz do endomorfismo —od : 11" iy [ — [}7},/ LH" na C-base de H” / LH"
[N NSAX], [XSdX], [N Nod N, [XadX], [X1dX], [dX]
é uma matriz diagonal, com a diwagonal principal formada pelos numeros
177120 13712, 7/6. 5760 11/12,- 5/6,-7/12

e portanto by = (s — 1)(s+ (s + B)s - (s F ) (s~ (s + )

1.5 Filtracio de Newton e a V'-filtracio sobre H"”

Seja f € O =C{X;, -, X,} um germe e fungao analitica. Escrevendo

/ = Z j:.\)\rr‘.
Agin

onde A = (ay,a9, - -q,) ¢ X4 = X0 N9 definimos o suporte de f como sendo o
conjurnto

sup(f)={A e N | fi#0}.

29



15 Filtracdo de Newton e a V-filtragdo sobre [I”

O Poliedro de Ncwton de [ ¢ o conjunto N(f), uniao das faces compactas do envelope

convexo de sup(f) — N e (Z7)7)

Suponhamos / comoda, isto ¢ N (f) possul mm ponto em cada eixo coordenado. Dizemos
que f é nao degenerada cin relacio ao policdro de Newton se, para toda face I de N{f)
(de qualquer dimensao). [ = > . [4X sidstaz a condigdo:

se (ry,ra, .. .. xy) ¢ solncao do sistema

v O fur -y

’ - = T AT :U:
Yo x, XN,

entéo x; = 0, para alown i =1, .. 0.

Scja F o conjunto das faces de N(f 1 de dimensao o — 1.
DerFiNICAO 1.16

1. Pura ' € F, scju B3y o dimico velor de 507)" tal que (A, Bp) =1, para lodo A € I':

2. Dado g =5 gaX"' € O. 0 peso de g e relaguo a F € F €
prlg) = i {0 By ga # 0} € QF U {+oc},
e 0 peso de g em rclacao ao policdro N{[} ¢

plgy = wmf{prly). € F}.

Dessa defini¢io, podemos conclnir gque ox conjuntos
O.. {1 €0 plg) > p}.

O., 1g=0: ply) > ph

onde p € Q. formam filiracoes decrescentes de O, Essas filtracoes sao chamadax de

L2



15 Filtrag3o de Newton e a V -filtragdo sobre 11"

filtracoes de Newton, cujo graduado associado ¢ dado por

4
OZP

Gr{O) = :Gr"(0) = %EOW

Definimos a ordem de Newton de ¢ conio o mimero racional p(g) e denominamos a

imagem d¢ g em Gr'' () de parte principal de g.

Varchenko ¢ Khovanskii [VK85] provaram que quando f é nao degenerada segundo o
poliedro de Newton, a V-filtraciao sobre /1" ¢ obtida da filtracdo de Newton da seguinte
forma: a ordem de [hdX] € 1”7 é igual o ordem segundo a filtragio de Newton da série

X1 Xy Xphomenos 1.

Exempro 1.17

I facid vertficar que [ ¢ ndo degencrada scqundo o poligono de Newlon, que posswi wina dnica
face compacta F. ¢ By = (1/1,1/3). Aldm disso, [(fx, + Xofx, )dX] # 0 em 1", Dessa

forma, a ordem de [([x, + Nofx,)dXN] eale

p((XN Xo by = Xofv ) = pi XN, — 58X, X3) = 1/5.



Capitulo 2

Reticulados de Brieskorn e Operadores Diferen-

clais

Neste capitulo, usanmos un construgao devidi a Briamcon el al. [BGMMSE9], com a finaidade
de exibir explicitamente um isomorfismo entre mn reticidado satnrado de Brieskorn ¢
certo quociente de madulos sobre um anel ac operadores diferenciais que ¢ uma pega chave na
demonstragae do nosso resubtado principal {Teorema 3.4). A existéncia desse isomorlismo,

sem sua descricio explicita ¢ apenas citada por Briangon et al. [BGMMS39].

2.1 Notacdes

Durante todo este capitulo, tomaremos [ < 0, com [(0) = 0 e com ponto critico isolado na

origem.

Considere s ¢ 7" duns indeterminadas ¢ Q071 s]7 o médulo livre sobre O[/ 71, 5] de base
T. Denotando por Dy, o ancl dos operadores diferenciais de C{ Xy, ... X, t}, B. Malgrange
[Mal75) mune O[f ", s]7" de wna estrutura de Dy -mdédulo, definindo para g{s) € O[f 71, s:

o . (ys), - .
Oy yl=)1 — ()Xl._(g(_.\;j'f J = (;,\Y "+ sg(s)f lf_\".T (.-2.,1)



2.1

Notagdes

ty(s))" = gls + 1)/ T (2.2)

i (s)/° { n/s'r (2.3)
— s I— — N s — B L]
98 yls = 1) ,

A partir de agora, substituivernos T por /< ¢ [*7" por [*** com k € Z.

E tacil ver, pela ivualdide (2.2, que
) & . {

lyls) = gls =1
¢, portanto, a mualtiplicacio por £ ¢ wma bijecio sobre O[f 71, s] /5. Assim,
oo d ,
— T s = Lgls) ) = g() S
(-.

isto é, a multipiicacao por s + 1 coincide com a acio de —t—, e, conseqiientemente, a
G

- o . T d d
multiplicagao por s coincide com a acao de - ja que —f =f— + 1.
di dt dt

Denotemos por

.

Gi=8a) —sls =1 (s i 1) ie N

Segue-se, facilmente de (2.2) ¢ (2.3) w ignaldade:

& - (—1) 7 I

Agora, denoteinos por:

1. Fum C-subespaco verorial de @ de dimensio gi, isomorfo, por projecao, a

. Dessa
J(J)
forma, todo clemento g € O se escreve de modo Unico na forma:

g =u+ fi.

ondee € 7ol e ([

20



2.1 Notacdes

2. Dx o anel dos operadores diferenciais sobre (2. Salvo mengdo contraria, os elementos

de Dy scrio tomados com cocficientes direta; isto é, se P € Dy entao

- 2: O o

i

(23] £Y(Xy,

onde g € O ¢, para o = (g, ooy ), s Jy = 9% - 0%
3. D o subanel de Dy tormado pelos operadores o coeficientes constantes;
| 3

4. D' oideal de ) sem nnidade;
5. DFE o subespago velorinl de Dy gerado pelos elementos da forma 9%, com e € 14
6. Dy, [ aimazem de [ pela acao de Do, e O L s|

p. ¢4 o 4 s v, . : ’
7. Dx[s] C€ Dy ancl dos polindmios cun « - - 7 a coeficientes em Dy

Briaugon et ol [BGMAMSI], Proposicio ATl provian gque

Dxof* = Dy ()1 % (EP DEE),

roi

onde Dy J(f) representa o ideal & esquerds o Dy gerado por J(f).

2.2 7, Z e Polinomio de Bernstein

Denotemos por Z o C-subespaco vetorial de 1) ecrado pelos clementos
AT AR RO

onde g€ Qe l =1, .

OBSKERVACOES 2.1

1. Segue de Yono |NanTSl, Leorcma 2.19. qu o conjunto dos enuladores An(f) de [* em



2.2 7., 72" e Polindmio de Bernstein

Dy € o ideal a csquerda de Dy gerado por
Ox,fx, —Ox, [x, wg=1...m

2. Com um siiples cdleulo podemos concluir que o ideal dos anuladores An(&;) de & ¢m

Dy coincide com An{[*).

3. Temos que

DEE: - DIESL { E&,

Pois se ( E e + e) & =0, seque dos iens (1) € (2) desta observag¢io que

a>1

g . L, P I
2 (),{‘: Cy — €= § 'Pr}(()\', .f‘\’j - (—))\’j .fX,‘)'l
cﬁ,lzzl i,j

com Fij € Dx. Escrevendo o somatorio do ledo diveito da igualdade acima da forma
Y0 %o, podemos concluir que e € J(f) ¢ 3. dvea € DxJ(f). Logo >, 0%e, =0 ¢
e =0, uma vez que 12 J([f) ={0};

4. Se Z Ocha S+ 0] =0, com hy, h € J([). entao h € Z.

a1

De fato, scque do item (1) acima que exislem g, __q'ﬁ” ., € QO lais que

2: a.(-\i'ha +h = Z}i.‘=] (thr)l (-):.\f;‘:g‘m.; (a-\'sz\'k - af\'k- f-'\'z) + g/"ﬂk (a.\'if)\'k - d\k.})ﬂ))
o] >1
= Z O\ gy — (UI'.-'.';‘»).\'.-, Jx, + (y,'m:)-\'k Jx

Entao, pela unicidade da escrita dos elementos de Dy, lemos que

h— - (-r]’m\-) Ny /\A + (.gl’mz).\'k f‘\rl €L

Considere a aplicacio C-linear sobrejetora

cpu = DI s @ e — S e @,
@220

=4 .



2.2 Z. %' e Polindmio de Bernstein

definida por:

Vs

¢ ((Zlnlzi IV G0 — h) j) =hfs e :!LI/_f):/—_ onde g, b € J(f);

¢ ((tht;l_’l dsen + f:i) §i> —eé; e LE,onde ey, € € B

Scgue das Observagoes 2.1.3 ¢ 2.1.4 que ¢ estd bem definida,

Lema 2.2 kere = 3"y (D J () 6 (Do, PEE)).

Demonstragao:

£ imediato verificar que S dy, (DxJ(N)]* (D0 DEE;)) C kere. Reciprocamente, se

P ( Z i+ h) fro X ( Z e, + ei)fi € ker ¢,

a1 N S

entao hf* € Tf% ¢ Z ;& — (. Lopo. ¢;& = 0 o da Observacao 2.1.2 temos que os ¢; = 0.

i
Além disso, seguce da definicio de Z f*, que

n

hf* = Z (o), S = () x, Ix ) = Z (xS~ — Ox9mSx) [°
[ h—1 Lk=1

e, conseqiientemente

20
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Lema 2.3

i=1

(%) Dyl - { (Qo(s)/‘ 3 Q-,:(S)fl\-.,) J% Quls) € Dx [sl} -

Demonstragao:



2.2 Z, Z' e Polindmio de Bernstein

Scja Q(s)f* — (Quis)f + 200, Qu(s)fx,) /2 € Dy[s]f*. Como £y = x4, entdo segue
de (2.3) que
(1 . NN . I g - |
WQ(HJ-/' = —=sQu{s -1}/ - Zi:] Qils = D)sfx, f*
= —=sQu(s = )" = 220, Qs — 1)y, [* € Dx[s]f*,

provando assim que

{ (Qo(\‘s‘)f — XQJ(J)‘/'.\',_) [P Qi(s) € Dxls!, i =1, :"} C (%)_ Dxls)f*.

i—1

, : d o e x .
Agora, seja uw € D, [* lal que Tk e Dx[s]/*. Emdo, existe um operador (s) € Dyis]
(il

d o , d , .

tal que pris Q) [ isto &, (s = 1w = —l—u = ~Q(s = 1)/ = Q'(s)/**!. Fazendo
a8 (

s = =1, temos Q'(~1){1}) — U ¢. por isso, deveos ter

i1

)= (s = DI+ Y Qidx,
i
com R € Dx[s] ¢ Q, € Dy, parai — 1, n. Assim,

(st Liu— ((.\: RN ZQ;{-)_\,’) P (s 1) (li_/’weZQ.,-f_xv) I
—1

!,—J.
isto ¢,

e { ((..a»,(.s),/' =) cz,ﬁ(a)f.\v,) 3 Qils) € Dxlsl, i=1,... ,n} ,
-

provando a oulra inclusio.

C

-1

N rs il . . . , ,

Dessa forma. temos que Dy J{f) [ C (W) Dy[s]/* © Dxls]f*. Logo. fazem sentido
{id

as definigoes dos scgnintes coniuntos:

A )
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2.2 Z. 7' e Polindmio de Bernstein

SN d\ .
— /= — Dyis| f*
gy e (df ) Dyl )

com 7 C A" C EB 1.

i

. . : . SN
Um simples cilculo nos perite caracterizar os elementos de ﬂ— & Z como segue:

Ifs

szi/” B Z = {e(¥); v € Dxfslf* e (s = 1w € Dyls]f+}. (2.4)

Briangon el ol [BGMMSY], Proposicao A.3.2, provan que Z ¢ Z' sao C-espagos vetoriais

I
de dimensao finita, com %~ < %' C EB E&,. para algum [ € N, e que Z'/Z é um C-espago
>0

vetorial de dimensio .

Como o isomorlsmo exibido na Proposicao 2.7 adiante é crucial para este traballo,
demonstra-lo-emos. jd que é apenas citado por Briancon et al. [BGMMS&Y], Observagao A.2.5.

Para isso, necessiteuos da linguagem wtilizada por Malgrange [Mal75] descrita a seguir.

Dado um operador 22 Dy o operador adjunto * de P é definido pelas seguintes

propriedades:

1.seqge O, g -y,
2. 0%, = =0y

3. (PQ)" = Q 1", para I, () € Dy.
NoTagio 2.4
1. Escrevemos wie clemento 2(s) € Q"[sq da forma:

Y = god N sgd X 4 8T ged X,

M

com gid X

2. Dados
Pisy =14 s 4o F st € Dyls], com P, €Dy,



2.2 Z, Z' e Polindmio de Bernstein

wis) — god N + sgpdX -+ s"g,dX € Q"[s],

definimos:

SSIPs) = Y ST (g)d X

=01
PSS N

Prorosigao 2.5 (Micerange N7, Proposicao 5.3) Seja S o ideal dos anuladores de f°

em Dxls]. Entao. o hewomaorfismo sobrejetor

Ap O]y — H",
GodX — siypd N = ST d N o gyd N — Ot d X+ -+ (0 [g-d X])

gzn. lHJ

S o HY L onde
‘.-l"i.:;]'\s

induz um C-isonioriisio de
O“fs'S = {w(s)P(s): w(s) € Q"s] e P(s) e S}

Prorosi¢io 2.6 - aplicagao

.. Dxls)f Qs

e \: f‘_).\',P \ |sJ { - Qn[g]% .

definida por

(TP == /)f) =dX(Py+ Pis+ -+ Pos").
¢ um C-isomorfisimao.
Demonstragao:

Observe que se P(s) f* = Q(s)/*, entio P(s)—Q{s) € 3. Dessa forma, faz sentido definirmos

o €C-homomorfisme sobrejetor

por

H"/)“ — ])j.‘:' - T IU,VSr)_,fS) = »('1-)“ - P]S +oeeF P.rSr).



2.2 Z, Z' e Polindmio de Bernstein

E facil verificar que SOy, Dy [s1f C ker T Alén disso, se P(s)f* € ker 1, entdo existem

Go+sqi+--4 sy COs e Qls) =Qu+ Qs — -+ Qs® €S tais que

AN P(s) - g(:)dXQs) = dNg(s)Q(s) = dX D giQs™.

4,4

Logo

(1700 W1 = S (giQy)) (1) X =0,

I

e, portanto,

Plsi gls)Qs) =" dx,R(s),

com R(s) € Dy[s]. Desta forma

Pis) "= X Ay, R(s)

uma vez que g(s)(Q(s) /7 = 0. Assim, ker 1T = > dy, Dy [s]f? e, desta forma, temos o isomor-

fisto Ag induzido .o 1l

O
Das Proposicocs 2.5 ¢ 2.6, temos a proposicao a seguit.
Prorosigao 2.7 A aplicacao
Dy[s])” —~
ol — H (2.5)

v z ()\,D\ [*s]/g

definida por

v ((PO + P /'e,..;"f";p/"?) = [F(1)dXN] A [Pr)AX] + ..+ (=) [Pr(1)dX],

7 . 4~‘. I' I . . . v ey ..v
€ wn isomorfisio do C-cspacos veloriis.



2.2

Z, Z' e Polindmic de Bernstein

Considere o homomorfisnio solncjetor

A S fE
1,'!.' D\L\)/‘ > (/)j £

w — c(v)

Como kerc=3"0v (D1 (D

i 1 1:€3). entdio ¢ [acil verificar que
ker ¢ = ( Y o (P = (< /_)/35,;))) NDxls]f* = dx,Dxls|/*.
120

Logo, temos o C-isomoriisio

Dyl JUT L s
LR Dol T T D7 = (Dxl[s]f*)

2 ) Lj»

(2.6)

[ -l

Conseqilentemento, «la Proposicao 2.7, também temos o Coisomorfistmo

»;‘:OU ]:

T

oz H”. (2.7)

OBSERVACAO 2.8 {gdN: g = L} = df ndr =

De fato,

(Fxyd X1 — .+ o dN,) A (z( N gd Xy AL A AL AGKEA A dX.,,) -

(Fx dXy 4. F [ X, ( D ) G dX A LA AKX A LA dX

(= 1) gty N O A AN A LA an) =

Z (( 1 J, 1 (_ l),';,.i-i (vf,()'f'f'i:' X, "r‘\_# - {»_]‘)k(_l)l—f—l (glk)_\'k f‘\]) dX =
Lh=1
1<k

Z (o (lsiv Sy — (o) xS X)X



2.2 7, 2" e Polinémio de Bernstein

Da Observacao acima, das definigdes de /17 ¢ J(f)[%, é {dcil concluir a igualdade:

pob™ (“I/[”) =1 (2.8)

Obscrve que, para
7 li d -1
( of P s+ DS+ Z Z Qw,;./.\',é‘") FAS (a) Dyls|f" € Dxfs]S7,

i=1 j—0

com 1%, (Qi; € Dy, temos

noo )
e\ (R - PUst P+ 0N Qufe ) 1| =

t=-1 j=0

! n
PN+ 4 (=) [P (AN, =Y (=out) !Z f-\’iQ;f“)‘f‘)"] =
G=0 =1
P (dX] 4 - = H{=5it = 1) [P (1)dX ]+
t o o —~— _~ —~—
> (=Y {Z df A =1 QAN A AAX A A | € LT T = 1
i=0 i—1

jd que tH" — 117 {veja (1.17)). Togo ¢ ((",{,\)_l’D,\- H/‘) ¢ IT'. Como o somatério da iltima

d JA_ . 7

¢, portanto, vale o isomorlismo de C-espagos vetoriais

linha acima cobre /{/, entio

if. I s
() D_T_[Hf g (2.9)
Sy, (%) Dxlslfe

induzido por ¢. De foruia andloga a (2.7), obtemos o isomorfismo

AP 2= ((5) FREE P 221 Y TR T
If d) T ) S ax(4)  Dxlsls |

35



2.2 Z, 7' e Polindbmio de Bernstein

indnzido por o 7"

Dos isomorfismos (2.7} ¢ (2,10}, temos o segninte isomorfismo de C-espacos vetoriais:

’ 5

I o ~ ~
LEEs

3
~

T g I

l ]‘ 5

N N

Briangon el al. [BGMAIRY]. A.2.3, miostram que podemos obter wna agao de s sobre

Z'17 definindo s(c(v)) = c(sv). com v € Dy ]/ Com isso, podemos concluir que b(s) é o

z! -
polindmio minimal da acio de s sobre —, uma vez que b(s) também é o polinémio minimal
_ i
da acdo de —dyt sobre
LH"



Capitulo 3

Polinomio de Bernstein e Nimeros Espectrais

Neste capitulo, aplicamos a teoria desenvolvida nos Capitulos 1 e 2, com a finalidade de exibir
algumas raizes do polindmio de Bernsiein de uma hipersuperficie complexa com singularidade
isolada f em funcao de alguns de seus niimceros espectrais (Teorema 3.4). Veremos que essas
raizes s20 comuns aos polindmios de Bernstein associados aos elementos de uma deformacgao

a p-constante de f.

Também verificaos que o Teorema 3.4 generaliza os Teoremas 5.1 ¢ B.4.1.2.1.b provados,
respectivamente, por Hertling e Stahlke [HSY99] e Briangon ef al. [BGMMBS89]. Além disso, o

conjunto exibido no Teorenia 3.4 contém o coujunto exibido por Saito [Sai93] no Leorema 0.7.
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C'om as mesmas notacoes o capitulo anterior, considere o C-asomorlisino

S f//(.) \;j 1 : H.l.l _, .(ZT/‘II)\L ;f; Z, l’;})‘

onde p e 8 sao os C-isomorfismos dados emn {2.5) ¢ (2.6).
OBSERVACOES 3.1
1. Temos a sequinle igualdade
O AN = ;l' (Xify, +X2fv + 0+ Nafx ) dA )
De fato, tomando
1= Nid NoA- - AdN = Xod XO A X Ad XA - AdX, F o 1 (1) "X AN A AN, L

f
femas que dX = diy o, por (L.14). vale agnaldade
n

i 1 ' o, . ., .
), 1[([“5:_| = — ’|(h;‘ S "nrfj Anl o= ‘— (X Sy, + Nofx, 4 -+ N,y ) dX ]
1 L 4 L!! J

2. Se et e VYH, entao [he] € VYH.¥h € O (veju Saito [Sai93!. pdgina ).

3. Como b(s) ¢ o polimonuo minimal da acao de =0 sobre 'L enddo seque se, da

definicao de C'y e daigualdade (1.20), que se g(3) € o graw de nilpoténcia da agao de

— G HY
(b 310 sobre -(’ ——= temaos que
i



Prorosicio 3.2 Se

]
N

b= g Xy Sy, 4+ NSy, com e € € (:

endao vale o inelusao

oy, N0 B P o .

Demonstracao:

, TS IvaTe
Pela caracterizagio (2.4} de —\ij%f— 27, temos que se o{r) € % Mz comwv € Dy|s' [7.

entio existe P = Ry + Rs + -+ st € Dyls . com R; € Dx. tal que

(s e = P, (33)

Se substituirmos s por - 1 naignaldade acima, temos que
. \ !
0 =Ry - Ry 4+ -+ =1L
Logo. tomando 17 com coclicientes i esquerda, vaie aigualdade

Ro -y +"‘+(_l)l”’ = Z a0

Rl

[Por isso. se
Soosa1- Om Xy, by XNody, +--+m, X,dy, ). com ny e €

obtemos P = By+ P,S. com P, € Dyls e

By -= Z b OV O,
Y
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Portanto. de (3.3). temos que

(s+ e = Dty St = nfete
Polls+ 0 s+ D X fx, 4+ o 00, X0 fe,) 1) (3.1)
= )(I./-!H T+ ('H + ”Pl () — (g 'YI./.,\H + ot ”'-n-"\,n-f.\’?, )) /&

Maas, segue de (2.1) que

Pl =3 b 0 0c I s DY b O I ST = s 1Y (O ) e S

L

Logo, de (3.3), temos que
. X (OV W w4 VIS P =mXa s+ Xofa, ) f

Dessa Tovma, femaos que

“[”) = (I( Z (‘)(\) h'/f\v + .(}fn,) /\f&) + (P (f - (‘”?-p‘(lf.\'] T Ay, ‘Yn.f‘.\'ﬂ ” J/b) S

iy

LIJI_”_ ~{AOUHR ) Qls) € Dyls!}.

provando a nclusao desejada.

PropPOSICAO 3.3 Se ~ € o menor nimoero cspeclral. entao
oo syt
Demonstragao:

Como " ¢ V17 ( Veja [Kul9x], Capitulo 11, Lewa 3.2.7), entao [d.Xj € V77 Logo,

(azendo my = -y, = /o em (3.2). seoue da Observagio 3.1.10 de (1.7) ¢ (1.8), que

(t— 9, dX = dX e VIV HT c v, (3.5)

{0



Aléin disso, da Observagao 3.1.2, de (1.7} e (1.8). temos que
(=) gk dX] e VY HY Vg e O, VieN.

Assim, se Q(s) =5 Oy, Pils) Z?—o g;5°, com g; € O, temos que

QUL = 907 QE )
= o ([(Shews) 1r)

47

= (gl dX] = Ol dX]+ -+ (=) [/ dX] € VIHL T,

com 7 como em (3.1},

Logo, decorre do isomorfismo 2.10, da Proposicao 3.2 e de (2.8) que

o -1 (I 4
H =7 ’( (If;(DZ)C

5 1 H{{AQUIN ) QUs) € Dxlsl) ) €
H' +VatiHn,

TreoREMA 3.4 Sejo [ € C{Xi1,...,X..} com ponto critico isolado na origem e f(0) = 0.
Para todo mimero espectral v < v + 1, 0 namero —(y + 1) € raiz do polinémio de Bernstein
de f.
Demonstracao:

Segue-se da Proposigao 3.3 que, para todo nimero racional v < v + 1, femos que

1" 1 1"
LY 2 ~ (Y ~ ; Y o { \

Mas, s¢ v & numero cspectral. temos

4]



Este [ato juntamente com (3.6), implica em

(i
Gry{-= | #0,
Hl
para todo nimero espectral v < v + 1. Logo, da Observagao 3.1.3. temos que —(7 + 1) ¢

raiz de by, para todo mimero espectral 4 <y + 1.
O

Usando outros métodos, Saito [Sai93] ('Teorema (.7} provou que, se f é i germe complexo
com ponto critico isolado e f(0) = 0, entao —(v + 1) ¢ raiz do polindmio de Bernstein de f,
para todo nimero espectral 4 < 0. O exemplo a seguir mosira que o conjunto exibido no

Teorema 3.4 estende esse conjunto exibido por Saito.

Exempro 3.5 Considere o germe com singularidade isolada
6, v 433 132 3 33
J =XV 0 X5+ X0 Xy + XX+ X0 X
Entdo. com auxilio do software Stnqulor. pode-se determinar facilmente os nidmeros a sequar.

Nimeros espectrais:

i I [

- _2 _ L _ L

: 1 P : 19
TRpr TiEc B0 T iec T A5t T 300 T 150 100 15 300300 15T 107 15130 150 100 30°

Raizes do polindmio de Bernstein da forma —(y+ 1), para vy <y + 1= %

mimero espectral (Teorema 3.4):

& 17 7 M 23 _ 13 98 14 20 _ 31 _ 16 _
30° 150 300 10: 1A T30 T IH' T 1ot 15T 300 300 151

37
T30 15° -

17 : 19 13
9 .

=

Raizes do polinémio de Bernstein da forma —(7 + 1), para v < ) numero

espectral ([Sai93!, Teorema 0.7):

10 8 17 _ 7 11 _23 _13 _9% _ 14 _2
3 4R T 300 T 150 100 15 307



Ressaltamos que Hertling ¢ Stahlke [HS99; (Teorema 5.1) e Briangon el al. [BGMMS9;
(Proposicdo B.4.1.2.1.h) provaram o mesmo resultado do Teorema 3.4, sendo que os dois
primeiros antores, sob a hipétese de f € C{ X}, Xy} com singularidade isolada e monodromia
finita, e os dllimos autores, sob a hipdlese de [ € C{X;, X2} ser nio degenerada segundo

poliedro de Newton.

Varchenko Var82] prova no Teorema 2, que qualquer clemento da familia a p-constante
de um germe f e C{X,,.... X, } com ponto critico isolado na origem ¢ com f(0) = 0. possui

0% MESMOS IMeros especirais. Assim, temos o seguinte coroldrio do Teorcma 3.4:

CorovArio 3.6 Os nidmeres (v + 1), para todo nimero espectral v < vy + 1, formam
um conjunto de raizes comuns aos polindmios de Bernstein de quolguer elemento da familia

a p-constante de um germe com ponto critico isoludo na origem f € C{Xy...., N}, com

J(0) = 0.

O exemplo a seguir mostra que, em geral, este corolario ¢ o melhor resultado possivel.
Se dispusermos de informacoes adicionais sobre o germe f ou sobre sua deformacio, este
resultado. eventualmente, podera ser melhorado. No préximo capitulo, veremos algumag

SITUAGOCS eI (iie 850 0COrTe,

ExemprLo 3.7 Considere as singularidades isolades
-1y — -y -6 -3 303
[=XiX+ XiX, o fa=X X+ XX+ AXTAG.

onde fy € uma deformageo a p-constante de [ com p = 24, Com o auxtlio do softwarc

Singular. femos:

Niimeros espectrais de f e f) menores que v, + 1= g5:

P! 3
237 23"

10
: Ty

8

7 6 5
2: 31 3

2 _ 142 3 4 5 6 7.
23 237 7230237 23 20 237 230 237

[
I
[
l

2
Sl

«
134
w~
N
w
o

e

N
w
[ 33
o
Y

A3



raizes comuns aos polinémios de Bernstein de [ e f:

20 _ 21 _ 22

237230 T 23 23 T 2%

230 231 23 23° 230 23

8 013 14 16 17 I8 24 25 _ 26 27
) RE

23t 230 23 23

o

Demais raizes do polindmio de Bernstein de fy:

9 1 12 15.

T33s 7T 23 T 23 23

Dermnaots raizes do polinémio de Bernstein de f:

32 _ 33 _ 35

32 _ 33 _ 35 _ 38
230 T 23T 23T 2

231 23

28 _ 29

230 23°

30.

Com. isso, as unicas raizes comuns aos polindomios de Bernstein de [ e fy sdo as raizes

do tipo —(v + 1), com vy <y + 1 = 8/23 ndmero espectral.

Observando mais delalhadamente a demonstragio do Teorema 3.4, podemos obter o

préximo resultado.

TroreEMA 3.8 Seja f € T{X,,....: Xa} com singularidade isolada na origem e f(0) = 0.

Se
H C H +V'H”,

entdo, para todo nimero espectral v < 7', o nimero —(y+1) € raiz do polinomio de Bernstein

de |

Este resultado depende essencialmente do tipo analitico de f, e nao somente do sen tipo

topoldgico. O problema é que, em geral, ¢ muito dificil verificar a hipétese sobre H'. Contudo,

1880 ¢ possivel em agumas circunstancias. Por exemplo, quando f é nao degenerado segundo

o poliedro de Newton vimos, na Secao 1.5, que a V-filtrac&o coincide com a filtragao de

Newton e, portanto, podemos tomar + no Teorema 3.8 como a ordem de Newton de [A'd X |

para algum A’ como em (3.2). Vejamos um exemplo.
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: : 5 3Y5 .4 .
Exempro 3.9 Considere o germe [ = X+ X + X7 X2 nao degenerado segundo o poligono

de Newton,

Os ndmeros espectrais sdo:

M
o
—
o

28 156 138 11 _ 9 8 6 4 3 2
350 350 35° 357 35 357 8% 53 33* 357 33 357

102 3 1 6 % 9 1l L3 I6 18 23

35035 35 35357 357 352357 357 357 357 35

Tomando

, 1 1. 1,
W= f— gxr,fm — 2fx, = '—g)‘ PX3.

lemos que a ordem de Newton de [WdX1 é p([h'dX)) = 2. Entdo. com uma demonstragdo

andloge & demonslracio da Proposicio 3.3, temos que
H/ C H! + VZJ/.}!")H”‘

Logo, do Teorema 3.8 temos como raizes do polinémio de Bernstein os nimeros da forma

—(v+1 ), para y < z?i‘ A saber:

(M

171922 24 2 2029 31 _ 32 _ 33 _ 34

350 35° 35° 35° 450  35° 35° 351 3h° 35° 35° 457

353 357 357 3h' 35 35: 357 35 35!

36 3T 38 39 41 43 44 _ 46 __48

I
I
!
ok
|

Lo
LT
¥
SY[e

Sequndo o Teorema 3.4 temos come raizes de by os mimneros da forma —(y + 1), para

N 4 = ls—f) . A saber:

12 17 19 22 24 26 _21 _29 _31 31
35° 735~ 357 350 3 35T 350 37 3 350 357 357

6 97 38 89 Al 43 44 46
35 35 357 5 35 357 3537 35

Observe que, para obter o resultado do Teorema 3.4, deveriamaos tomar, como na Proposicae

3.3,

1 , 3 Sor ususau
WdX) = [(f = 5(Xafx, + X sz)sz] - [—ﬁxi - 5XI - 3XPX; )dx] :



cuja o ordem de Newton ¢ —'ff =~ + 1. Dessa forma leriamos
TP 2/35 17
H' C H + V%%

¢, portanto os ndmeros da iltima liste acima como raizes de by.
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Capitula 4

Polinomio de Bernstein de Ramos de Género 1

Neste capitulo, especificamente na Sec¢ho 3, cstudamos algumas raizes dos polinémios de
Berustein de germes de curvas analiticas irredutiveis planas pertencenies a uma mesma
classe de equisingularidade, determinada por um semigrupo de valores gerado por dois cle-
mentos (ramos de género 1). Na verdade, além das raizes determinadas no Teorema 3.4,
exibimos mais rafzes comuns aos polinomios de Bernstein dos germes de curvas pertencentes
a wna mesma classe de equivaléncia mais fina do que a equisingularidade, chamada de
cquidiferenciabilidade, relacionada comn o conjunto de valores das diferenciais de Kahler sobre
os gevmes das curvas. Fssas raizes sd0 determinadas em funcao das ordens das diferenciais
nao exatas da curva na referida classe.

Nas duas primeiras scgoes discorreremos, sucintamente, sobre base standard ¢ lacunas
especiais. Lasas. pocoes sio impreseindivels na compreensao da lerceira seeno. Para mais

detalhes veja Tlefes ¢ Hernandes (111101 ¢ Hernandes [Her01 .



4.1 Base Standard para ideais de C{X,,---, X,,}

4.1 Base Standard para ideais de C{X,--- , X,,}

Para m = (m,,...,my) € N*, usamos a notagao X™ = X" X" ... X', Portanto, todo
elemento f € C{X|,--- . X, } = O pode ser representado da f[orma
f = Z yy X",
mel

com { C N®.

Se f # 0 é dado como na igualdade acima. definimos o conjunto de monémios de f como
T(f)={X": mel, a, #0}

¢ a poténcia lider de [ por

Ip(f) = min T(f),

onde o minimo ¢ tomado com respeito a wma ordem monmuial dada.  Além disso, se

Ip(f) = X™, o termo lider de [ ¢ o mondmio

I6(f) = @ X"

Seja Z um ideal de O. Fixada uma ordem monomial < para O, dizemos que um subcon-

junto finito & C 7 ¢ uma base standard para 1. se todo m ¢ 1% salisfaz

Ip(in) = Ip(ag),

coma € Qegedl.

Uma base standard G de um ideal Z de @ é chamada de base standard minima, se

para todo h € G tivermos 1p(h) £ Ip(X™g), para todo g € G\ {} ¢ todo m € N™.

Dados b, f € O ¢ G = {g1, -+, g} C O, dizemos que h se reduz & [ mddulo (7,

18



4.1 Base Standard para ideais de C{X,.---, X,;}

G
escrevendo h — f, se

r

f =h—- Z Z bm.,-f [T i,

=1 \m, €4,
com b, € Ce J; € N, de forma que Ip(h) < Ip(f) quando f # 0 . Quando nao for
mais possivel a reducao de [ modulo G, chamnamos [ de redugdo final de e cscrevemos

G
h =4

DrrinigAo 4.1 Um S-processo de um par de elementos nao nulos g, h € O é uma expressao

da Jorma

S(g,h) = Pg+ Qh,

onde P, () € O, tal que S(g, h) =0, ou

min {Ip(Pg), Ip (Qh)} < Ip(S(g,h))

Sejam f, g clementos nao nulos de O tais que I6(Jf) = aX™ e ll(g) = bX". Um S-processo

minimo de f.g é definido como sendo

MMC(X™, X7y . MMC(X™, X7)
a4

Smin(fﬁ {1) =b Xm - X g.

A proposicao a seguir nos fornece nma caracterizagao de base standard para ideals. A

demonstracio pode ser encontrada em Hefez e Hernandes [HHO1], Teorema 3 Capitulo 2.

Prorosicio 4.2 (Gropuer-Hmmonaka-Bucupercer) Dado G = {g1,- -+ .95} C O, as sequin-
tes afirmacies sao equivolenies:

2.1. (¢ é uma base standard para algum ideal.

2.2. Toda reducio final mddulo G de qualquer elemento de (G) € zero.

2.3. Todo S processo de um par de elementos em G tem uma redugdo final nula modulo GG

O proximo teorema, forneee um algoritmo para o caleulo da base standard para um ideal

ITcCO.
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4.1 Base Standard para ideais de C{ X}, --, X}

TroremA 4.3 Sejarn B C O finito ¢ I um ideal de O gerado por B. Intdo T tem uma

base standard G dada pelo sequinte algoritmo:

DADO: B3;
DEFINA: Gy .= §;
Ciyo= 13
i:=1;
ENQUANTO G, # G, | FACA
S = {s; s ¢ um S-processo minimo de elementos de G };
R:={f; s Y ] #0};
Gy =G U R,
=141
SAIDA: G = (.

Demonstracao: Veja Hefez e Hernandes 1101}, Teorema 4, Capitulo 2.

4.2 Lacunas Especiais

Sejam f € C{Xy, Xu} min germe de curva analitica irvedutivel e O = C{X,. Xo}/ < f > seu
anel local. Denotamos por x,, para i = 1,2, a classe residual de X; médulo o ideal < f >;

isto &, a; == X;+ < f >. Dessa forma, temos O = C{z;, 22},

Pelo Teorema de Newton-Puiscux (veja Hefez [Hef(03}), existe um monomorfismo

b O — C{1}.

reo= o pe(E) =t (4.1)
ry —  m(t) = Z bit*
2

tal que f(#™,3° .5, bt') = 0. A aplicagio ¢ serd chamada de parametrizagcao de f.

Por uma mudanca de coordenadas e de parametros, podemos supor que vy < vy, Up Do

divide ¢, e by, = 1. O inteiro vy ¢ chamado de multiplicidade de f.

Denotatuos por ¢ a valorizacio de C{t} ¢ por I'y = #(6(0)) o semigriupo associado a essa

valorizacao que é conhecido como semigrupo de valores associado a f. Sabe-se que 'y

5l)



42 Lacunas Especiais

possui um condutor; isto é, 'y contém um ndmero natural ¢ tal que m € Ty, para todo
m 2> ¢. sabe-se também gue 'y possui um sistema minimo de geradores, cuja cardinalidade

menos 1 ¢ denominada de género da curva f.

Salvo mencao em contrario, ao longo deste capitulo, f scrd uma curva de género 1. Assim,
considerando a parametrizagao de f como em (4.1), prova-se que MDC(uvg,v1) — T e 'y =
{vg. 1), com condutor ¢ = = (vg — 1){vy — 1) (veja Hefez [Hef03], Capitulo 6), onde u é o
nimero de Milnor definido na seqao 1.4, Nesse caso, Zariski [Zar73| prova que, a menos de

mudangas de coordenadas analiticas, f pode ser representada por um germe da forma

FONX0) = X%+ X"+ Uag X1 X, (4.2)

Drrmigao 4.4 Dizemos que dois germes de curvas anaolilicos irredutiveis sio equisingu-

lares sc eles POSSUCTIE O MeSMo .‘:'(’.?’)’I.?:QT’?I.])() de valores.

Definimos o O-mddulo de diferenciais da curva f, como

02
{(erfx, +e2fx,)”

OdO =

onde {e1,e2} é a base candnica de O”.

Denotamos por day e dry, respectivamente, as imagens de ¢ ¢ ¢ em OdO. Contudo, os
elementos dry e dxg nao sao geradores livres de OdO como O-mdédulo, nma vez que temos a
relagao:

fx,dxy + fx,day ~ 0.
[Em geral, OdO possui submdédulo de torgao nao trivial (veja, por exemplo, Hefez c
Hernandes ‘HHO1j, Sc¢ao 7.1, Obescrvacao 2).

Clonsidere a aplicagao

& OdO — Cit},
¢ ¢ {t}, (1.3)

qrdry + godiey — o(g )2 + Ag2 )y



4.2 Lacunas Especiais

_dpi()

com g; € O, ¢ o monomorfismo definido em (4.1) e 2/ = pl(1) m
. dl

, para i =1,2

Se identificarmos () com ¢((2), entao a aplicacao acima é nm homomorfismo de O-mddnlos.

Além disso, Ker(¢) = T, com T submdédulo de tor¢io de OdO. Logo, temos

)
¢ ;{O = lm(().

Assim, dado w € OdO N\ T, definimos a ordem de w como v(w) = ¢ (¢ (w)), onde ¢ é a

valorizagao discreta de C{i}.

DeriNIiGAO 4.5 Dizemos que uma diferencial w € QdQ € exata, se eriste g € O tal que

h)

w =dyg. Caso conirdrio, dizemos que w ¢ wno diferencial nao exata (DNI)

Se w € OdONT é uma diferencial exata entdo #(w)+1 € [y, Logo, se v(w)+1 € 'y, isto
¢, v(w) +1 é uma lacuna de Ty, certamente w ¢ uma DNE. Além disso, se v(w) > pt— 1.

entao w ¢ uma difcrencial exata (veja, por exemplo, Hefez e Hernandes [HHO1], pagina 95).

Definiinos

A={v(w)+]; w€O0dONT}.
Entao I'y C A e, portanto, para todo inteiro [ > g, temos que [ € .

Diferentemente de . o conjunto A pode variar de acordo com os parametros da de-
formacao (1.2). Sendo assim, podemos ter A <= I'; e, nesse caso, prova-se que a parametrizagao

de f pode ser dada por (veja apéndice de Zariski [Zar73i)

X =

Os clementos de A N 'y, quando A # I'y sao chamados de lacunas especiais de f.

Dizemos que dois germes de curvas analiticas irredutiveis equisingulares sao equidife-
rencidveis sc possuern o mesmo A. Assim, se A\ I'; # 0, a menor lacuna especial menos

g 6 um invariante em relacio a equidiferenciabilidade, chamado de invaeriante de Zarisks.

Agora, vamos apenas descrever como determinar as lacunas especiais de um germe de

e
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eurva analitica plana irredutivel usando sua equacio cartesiana. Para mais detalhes veja

Hernandes |{I1er01}.

Dermicio 4.6 Sejom p = (p1.02) € N? ¢ <. a ordem lexicogrdfica. Dizemos que

s 9 - 3 13 .y .
X7 XG® <, XU XS se, e somente se, uma das possibilidades abaizo ocorre:

ooy + o0 < o131+ 02032

; e i s YWOL YN B 52
2. ooy g =g+ 5.)2,f-2 [5 ){] _X'.z Liew —Yl _\2 .
Chamamos p de peso e <, de ordem pesada com respeito ao peso ¢ e a ordem lexicogrdfica.

Podemos encontrar as lacunas especiais A ~ I'y computando uma base standard minima
B paraoideal T = (. fx,, fx,) C T{X1, X2} com respeito & ordem monomial pesada dada
pelo peso o = (v, 1) e pela ordem lexicogrifica. Para isso, extraimos de B os elementos [,
k> 1, tais que Ip(fi) = X7 X352, com 0 < myp < vp—leuy, — 1~ [Lf,f}ﬂ] < gy < vy — 1,

onde [ﬂ;iﬁ] é a parte inteira da fragdo. Assim, pode-se provar que

ik: = TNgaty + Mgty + 1- jt

Mgty + Mgty -~ (kg — D{ey — 1) + 1 {(4.4)

= (g + Dy — (g — 1 = mgq )1
¢ lacuna especial, onde migv; + mgty = dcgp( fr). Os demais elementos de A ~ T’y sdao os
elementos do conjunto
{le+ing + juy; 4,5 €N e L +ivg+ joy Ty}
Vejamos um exemplo.
Exemrro 4.7 Seja
XS 3 p e r 9
FIX0. X)) = X3 - 2XP X2 —axX( X, — X7,

cujo semigrupo de valores 6 1" =< 4.9 >. Firemos em C{X,, X2} a ordem pesada com

respeito ao peso p = (4,9) e & ordem lewicogrdfica.
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Usando o algoritmo dado no Teorema 4.3, obtemos como base standord minima pura

T={f fx., fx,) o conjunto B = {fx,, fx,, [, fo}, onde

. 1. 1. 1 | R

SN, X)) = [ - EAQ.[-Xz - 5)‘zfx) = 6X17X2 +§f\?}‘§
| Lo 19 10,

fa( Xy, Xy) = —8—1-312.},\:1 - XiJ1= g)t?)tf + ﬁXﬁXg‘.

Assim, I} = 14, Iy = 19 ¢ a oulre lucuna especial € Iy +9 = [p + 14 = 23, Observe que

Ly +4 =18 ¢ ly + 9 = 28 nao sao lacunas especiais, pois i +4, L, +9 €1y

4.3 Polindomio de Bernstein e Lacunas Especiais

Nesta secfio, aplicamos a teoria desenvolvida nas duas ultimas segoes € nos capitulos anterio-
res de modo a obter uma relacio entre as lacunas especials e algumas raizes do polinémio

de Bernstein de uma curva de genero | .

E facil verificar que as curvas de género 1 sao ndo degeneradas segundo o poligono de
Newton. Logo, convém lembrar que a V-filiragio sobre H” ¢ obtida da {iltragao de Newton

{(veja Segao 1.5).

Para a classe de equisingularidade com semigrupo de valores (i, v}, sabe-se gue

~ Ty 7y .
P=%ve=—-vt =1 1<m<p-—1 e I <me<uy—1 (4.5)
™ (oA
¢ o conjunto dos nitmeros espectrais (veja Saito [Sai0]). com menor clemento yy = ;’—+ ?——-1.
1 o

A observacio ¢ o lema a seguir sdo fundamentais para a solncao do problema proposto

nesta se¢ao.

OBSERVAGAO 4.8

1. Para i = 1,... ¢, considere v, ¢ [, respectivmmente, os nimerns espectrais e 0s
ndmeros expoentes. Como neste capitulo f € C{Xy. Xy} entdo, seque da Propricdede

1.14.3 que, por uma permutagdo dos 7y € dos 3;, valem as desigualdades 0 < v —3; < 1,
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com - 3 € N, parai =1,... p. Logo, para | € C{Xy, X»}, devemos tery;, — 3; = ()
oul, isto €, Ji =~ oul, =~v—1, paratodoi =1,..., pn. Assim, as raizes do polinémio
de Bernstein de f € C{X,, X3} sdo os nimeros racionais —(3, + 1) = ~(5: + 1) ou

—(Bi +1) = —v.

2. Pode-se provar que se [ € C{Xi, X2} ¢ wrredutivel, enlao dim@Grf,ﬁ "o 1, para 3

nidmero expoente (veja Saito [Sai8y)).

Lema 4.9 Scju f um germe de curva analitica irredutivel em C{ X, Xy} como em ({.2) ¢
com A # Ty isto €, [ ndo é cquivalente o X'+ X3°. Em relagido a ordem pesada deda pelo
peso p = (vg,v1) € & ordem lezicogrdfica, os elementos da base standard minima do ideal

T={f,fx, fx,) que determinam as lacunos especiais, sio elementos da forma,
1 i
Hh=T——Xifx, — —Xo/x.,
U1 ty

o= Qui{X1. X2) fx, + Qua(X), Xo)fx, + Qus( X1, X2) f1,

com deg,(fi) > deg,(fi) ¢ k> 2.
Demonstracao:

Podemos supor [ dada por na forma:

R v = § : T W
f()ki._x-z) = }Cjil —+ ;\2 "+ '710'3)&1 sz’ .
Doy 2
0<B<uy—2
arpy f-Be) > ugty

Usando a ordem monomial pesada cin relagao ao peso o = {2y, vq) ¢ a ordem lexicografica,

vamos aplicar o algoritino dado no Teorema 4.3 para provar o lema.

Comecemos com Gy = {f. fx, fxo}. Observe que W(F) = X5° W(fy,) = v X" e

X
7T
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vo—l oz . . < .
W fx,) = X3, Entao, temos os seguintes S-processos minimos de G:

Swinl /i Sx)) = 0 XD = Xp
L\ s S X — 1% g . 2 .f.‘n
; -2 ] =l - -3 rey —1 i a
= X" T+ E (uuﬁz,u)t;“m ],X.'z — Uppe XY ')(5"4‘3) :
.3

N . 3rvp—1 i —1 .
‘Slnin(./_\’] '.r.[."\"g) = 'l-"()‘X'zn fX] — 1" -Xl'l f.\’g
Fiy— B tug -1 / Yy —~ 3--1
= E (uo,,;vg,ak]“‘ 1X2 boo-1 Uoz307 XT' toy IXQ ) :

o

N . XZ
*Smin(f,fx;;) = f"" - sz
di)
i o vl u‘r}ﬁ/{l), v o3
= X'+ (e XY - Xexiy.
. g
(AN

Comn um caleulo simples, podemos conchiir que degg_,,(S,ui,,( S fx,) — p+ 1> pe, portanto,
para o calaulo das lacnnas especiais, podemos descartar os elementos da. base standard deriva-
dos desse S-processo minimo. De forma andloga, também podemos descartar os elementos

da hase standard derivados do S-processo minimo Sy, (fx, . fx.).

Camo deg (Shinl /. [x. 1+ 1 < g, entao nao podemos descartar esse S-processo cuja
reducao final é
. 1 .o 1 . ,"j &y ey .
_f] = f - r)&lf){i e ;1—‘){,21’){2 = E U3 1 —— - — J\ikz\i’ (4())
) %

kY (4
.3 o !

uma ves que 0 < a < — 2,0 < < vy — 2 ¢, portanto, ndo pode ser reduzido maodnlo 7y,

Segue-se do algoritmo dado pelo Teorema 4.3, que f; ¢ um elemento da hase standard de
Z. Além disso, eomo oy + Fvp > gy, entao o > ‘—2(’:—1 — ‘—i’ui ¢, portanto « > vy ~ 1 — [%} .
Logo, de (4.4), f contribui para o cilculo das lacunas especiais, nma vez que também temos
0 <3 <uwg—1ca < v — 1. Continuando o algoritmo, se necessario, tomamos (G =
{f, Fx.» [x.: f1} e, pelo passo anterior, temos que os S-processos que devem ser analisados
para ohtencao das lacunas especiais devem ser da forma S(g, fi), com g € Go \ {/1}. Mais
precisamente, Hernandes (Her01], Proposicoes 2.3 ¢ 3.3, prova que necessitamos analisar
apenas 0s S-processos S(g, f1); com g € Gy \ {f, f1}. Além disso. s6 precisamos usar fx, ¢

fx, nas redngées, uma vez que a poténcia lider de f é ignal a poténcia lider de Xy fy,. Dessa

[
o
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forma, neste passo do algoritmo, os elementos da base standard minima de 7 que contribuem

para o calewo das lacunas especiais sdo elementos da forma
fe = Qri (XN, X2) fx, + Qual Xy, Xa) fx, + Qua{ X1, Xo) fa (4.7)

tais que, se degp(j},.) = Mg B HMaty, eRtdo 0 < mg < g—lev;—1— lM’—l] < Mgy < v—1L.

by

Além disso, segue das definigoes de S-processo ¢ redugao que deg,,(fi) > deg,(f1)-

No préximo passo, tomamos Gy = {f, fx., fxg, J1, foo o000 [} e com o mesmo argumento
do passo anterior, devemos considerar os S-processos da forma S(g, f;), com g € Gs\{f, f;},
cujas redugdes podem ser feitas médulo Gy \ {f}. Novamente, obtemos elementos da base
standard minima de 7 que contribuem para o cdleulo das lacunas especiais da forma (4.7).
Continuando o algoritmo com esses mesmos argnmentos, conseguimos provar o resultado

desejado.

Trouema 4.10 Seja [ uma curva de género 1 com semigrupo de valores {vg, 1) tal que

i -
[ ndo é cquivalente a X* 4 XJ°. Se ! é uma lacuua especial para f, entao — € £,
- thth
>y 4 1T e —— - éraiz do polindmio de Bernstein de f.
Ty Uy

Demonstragao:

Sejamn fi ¢ fi como no Lema 4.9. Segue de (4.6) que existem «, 3 1als que deg (fi1) =
oty + Bry. Bntdao do Lema 4.9, ang + By + 1 4 0y - vy ¢ ama lacuna especial, e se
deg,(fe) = Mgy 4 Mport ONMAO Mgty -+ Mgy + V1 + 1y — 1% também é uma lacuna

Vgt

especial, desde que 0 < my < vy - levy 1} [‘—”ﬂ—’l] < g < v 1. Mais ainda, segue

da Secao 2 deste capitulo, que as lacunas especials sdo os nameros

hi = I +ivg+ g = deg, ( ’fXéjf;) -p+l
= {a+ )+ (34 jJry~-p+1<p. (18)
bij = b+ ive + ju = deg, (XiXifi) —p+1 ‘

I

(mg1 +4)vo + (g + )y —p+ 1 <,
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tais que ;. by & Ty, parat,j € N
Mas, observe que

1

1., . . . o1 1. .
(541 = =Xl = =Xl ) [ = (s A DT = (s D Xx () + - Xalx, (F)f*
’ 0 1 &Y

1

1
= s+ (/- ;:lexl - ;{‘}Xzfxz)f’

= (s+ DA
Logo, temos que:

i

[y

- 1 o -
NiXa(s 1 -~ Xy, - —XaOx,)f M= s+ DXTXD AL
tQ

ri ] « . - 1 . . e
X 1 }(é (Qk] (X] . Xz)()_\{l + (sz(/Yl R Xz)())(z + ng(.k] y 1\’2)(5 +1- TJY[()—XI - :—)(2()‘,\'2)) jb+ t
' K

= (s | DXIX]fif*.

S
T

Dessa forma, scgue da defini¢ao de

D Z que

R 1)) A
AXix ). i e M e
com i, j € N. Logo, pelo isomorfismo po 8 ! dado em (2.8). temos que

IXLXSfdX 1 (XX fdX € H' ¢ H.

Observe que as poténcias lideres de X1 X3 fi ¢ X{X] fi sdo, respectivamente,

reydt r,ﬁ %] T +1 Frirgo I
(11,\! }&.2 &4 (I‘k_)\ 1 ‘X‘Z N

com @ < a+i, mp+i < - 203+, mue+j < g~ 2, jique NiX3 fi ¢ X X3 fi contribuem

. g . A3 i Trepy 7
para. o cileulo das tacunas especiais. Isto significa que o, X8V X5V, ap X7 VU Xg* Y € o~

58



4.3 Polinbmio de Bernstein e Lacunas Especiais

Q/J(f). uma vez que no caso de curvas de género 1, ¢ sabido que
E=X"X" 0<my <1 —=2,0<my <oy—2).

Assim, temos que

. o xr] - A ) T V"'h‘ ?}T’
0 % [XiX3f1d N = [a XoH Xy e 22
L’>'}’lz_} H‘
; N . F i : ["!‘."—;
0 # L-'\';-ngkdx_l — gak‘X;n.m—l-zx?inkﬂrjj ) 2 ’{{J
V>",’i:t.) H’
onde
ey T g ; e i r Bl g r ¥+ 1+ 1 B49+1 lii
= pNINIALXD) — plla XX gy = DT PRI R L A
h o Vil
o s i o w1 g -1+ 1 Mk 7+ 1 liri
= UNEXLX)) = pllagXpertixpety = T IED et T2y
[N} b)) oty

com p dada na Segio 1.5 ¢ Iy, I as lacunas especiais obtidas. respectivamente, de X{.X3 fy

¢ ){jl){z]jk

Dessa forma, podemos concluir que GifH' # {0}, paran = 55, % Consegiientemente,

segue-se da Observagdo 4.8.2 que, para estes valores de 7y, temos

Grydl”
= = (0}
GrH
o 4 A GriH" | o
isto é, o grau de nilpoténcia de (s + v + 1) sobre —== ¢ nulo e, portanto, —(v + 1) nao ¢
Gry H’
raiz do polinomio de Bernstein de f. Entao, da Observagdo 4.8.1. temos —y como raiz do

polindmio de Bernstein de f, para v = v, Yaij-

Dara concluirmos a demonstracio da proposigao, lalta verificarmos que v € LEey > v +1.

para 7y = Yiij. Trig-

De fato, que ¥ € E, para v = Y1y, Vi, segue imediatamente da descrigao de E dada em
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(4.5). Além disso. segue do fato de deg,(fi1) = avy + By > vy, que

A a+l  g+1 ¥ 3 1 1 1 ]
fl(x]:'i{)[f1([4XJ:—H—'+ —_— —_—"r———l‘f‘_ —>——+-—~:’}1+i
m o ) Uy 1 U U] Uy

Assim, segue da definicao de p e que
g = pIXTXINAX]) > p[fidX] >y 1 L.

Mais ainda, como degp(_fk} = mygrtn + Mg > deg (fy) (veja Lema 4.9), entao temos que

Mgy + 1 + mk%—k 1

PIXIXLRAX]) > p(|frdX]) = > pllf1dX]) > v+ L

| 'y
prvando assim a proposigao.
O

Esse teorema nos diz que para gernies de curvas analiticas planas de género 1, pertencentes
a clagse de equidiferenciabilidade determinada pelas lacunas cspedais I < -+ < I ¢ com
semigrupo de valores << vy, vy >, temos sempre como rafzes do polinomio de Bernstein os
HAINCros racionais YTLIT e f.lﬁ com ;%—‘ — T.l,‘zi mimeros espectrais malores que v + 1.
Como no caso de curvas irredutiveis planas, og niimeros espectrais nao diferem por inteiros
niao nulos (veja Saito [Sai00]) entdo, para todo niimero espectral v < vy + 1 e para todo
i=1....,s8, temos que v+ 1 # (—éh Logo, além das raizes deterniinadas no Teorema 3.4,

conseguimos com o Teorcma 4.10 mais raizes comuns aos polindmios de Bernstein de uma

mesma. classe de equidiferenciabilidade.

Agora vamos aplicar o Teorema 3.8 para obter aimnda mais rafzes comuns aos polinomios

de Bernstein de wmna mesma classe de equidiferenciabilidade.

Seja f; como 1o Lema 4.9, Entdo, fazendo my = 1/iy e my = 1/1 em (3.2), temos

f1 = h'. Assim, scgue-se da demonstragao do Teorema 4.10, que

IE]O(l

PR X = plfidX| = —= >3 +1

Yoty
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¢, consequentemente, da demonstragao da proposigae 3.3, temos que
f}-l ' H’ + Vlmu/"’nt‘l HTI

Logo do Teorema 3.8, (4 | 1) é raiz do polindmio de Bernstein de f, nao somente para

todo ntmero espectral v < v + 1, mas para todo nimero espectral v < v = %‘«:-

Finalmente, podemos concluir que os germes de curvas analiticas planas de género 1,
pertepcentes 4 classe de equidiferenciabilidade determinada pelas lacunas especiais I} <
-+ <, ¢ com semigrupo de valores < vg, 1 >, tém sempre como raizes do polinomio de

Bernstcin os mimeros racionais disltintos

- =k

v+ 1),

4

Vol . Uyt

L,
para todo 5 < —— mimern espectral.
(2
OBSERVACAO 4.11 Sejam f = X" + X5 wm germe de curva analflica de género 1. Entio
fi=F- YouXifx, — Vvefx,Xo =0 e, portanto, lomando my = mo =0 em (3.2), temos

que [WdX, = |fidX] == 0. Logo, da demonstragao da Proposicdo 3.3,
Irc i+ VeH"

para lodo wmimero racional o Assim, seque do Teorema 3.8, que as raizes do polinomio de

Bernstein de f sio da forma —( + 1), para lodo v ndmern espectral.

i

Por exemplo, para

f: Xf + X2

temos:
mimeros espectrais — 2, —1 —L S 1 o
wme spectrats =15, — 6~ 12 120 & 127
1 indmin de Bernstein: - L o2 137 17
ruizes do polimomio de Bernstein: - 35,0 ¢.- - 150 & 12¢

No exemplo a seguir, exibimos todos os possiveis conjuntos de raizes do pelinomio de

Bernstein para todas as classes de cquidiferenciabilidade com semigrupo de valores < 5,7 >.

61



43 Polinbmic de Berastein e Lacunas Especiais

Exemrro 4.12 Os germes de curvas analiticas irredutiveis planas com semigrupo de valores

< 5.7 > 1ém como forma cartesiana

[ X7+ X+ aXPX2+bXEXE + e XPXS +dXT XS,

coma, b, ¢, de .

(s miimeros espectrais para €5S€s gerines S0 08 Nimeros racionos:

357 35 " 35 35 ' 35 '35 35° 35 35 35 35 357357 35" 3535 35° 357 357 35° 35 35 35° 35°

—23 1§ —t6 —13 -1l -9 —8§ ~6 -4 -3 -2 -t 1 2 3 4 6 & 9 I I 16 K 23

e . usando o algoritmo dado pelo Teorema 4.3, temos que 13, 18, 23 sao as lacunas
S 0, do o algoritmo dado pelo Teorema 4.3, | s que 13, 18. 23 sdo as lacunas
especiais de f. Portanto, os polinomios de Bernstein para qualquer elemento dessa classe

sempre tém como raizes os elementos do congunto:

CuCiuly = {-(v+1)iv<wu+l= % mimero espectral}U
12 13, . 13 18 23
(-~ 12 - B et esnecttal —13 18 23
{~(+1); § < v < E mimero espectraly G {42, —5. -5}
= S S QR
CUi-5. "% "%
SORURNT SIS WO TN NS (G- QN G-
= A5t 351 85% 350 35" 35° 357 357  35' 357 35
36 ST 38 80l a3 446 a3 1y %)
#5° 7 85° 35 33' 350 35° 350 330 35° 350 357 35)°

. i . e . _ ol 16
Logo, da Observacao (4.8.1), as demais possibilidades de raizes sao: —nE o~ o
) ! . SIS )

Sea =0eb#0, entio as lacunas especiais de [ sio 16 e 23. Logo, os polindmios
de Bernstein pare qualquer clemento dessa classe sempre tém como raizes os elementos do

conjunio:

CuCyuly = {—(v+1)hry<v+1= % ndmero espectral}U

{—(v 4 1); £ <5< i nimero espectral} U {—3.
_ 13 36 _23
s U=t Ui s

_opl2o_mo_19 @m0 332 g
350 350 350 3h° @5 357 35°  3h7 357 357 35
34 36 _ 37 _ 35 39 A1 _ 43 _ 44 _ 46 __ 48 _ 16 _ 23

351 360 35 35* 35 357 3T 357 357 35 35% 35

oy . 53
As demais possibilidades sdo :—— ou — —.
35 35

Sea=b=0c¢€c#0, entdo as lacunas especiais de f sao 18 e 23 e, portanto, temos
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wn, ainaco polinomio de Bernslein nessa classe de equidiferenciabilidade cugas raizes sao 0s

clemenios do conjunto:

CUCUCs = {~-(v+1pvy<yt+l= % naianero espectralju
12 8 e esnectT _i8 23
{=(v+1); 5 <~ < 5 nimero espectraly U {—z, -5}
_ 48 51 _ 18 _ 23
= Cof-5 -5lu{-5-%
ST UL Y- S TURRE R U TS U S
3607 350 350 457 357 350 357 350 350 357 3h°
136 ST 55 39 41 43 44 46 05 5118 23y
350 851 35T 350 357 35 350 35> 350 357 35 a5 a8 M

Sea=h=c=0¢ed#0, entdo a inica lacuna especial de [ ¢ 23 e, portanto, temos
wm wnico polinémio de Bernstein nesso classe de equidiferenciabilidode cujas raizes saa 0s

clementos do conjunlo:

—_

CUCuUCy = {—(v+1)jv<m+1= ?g wimero espectralU

{—( +1); 2 <1 < Z mimero espectrol} U {2}

— (ru{_s8 5l 53 _z
- ( U{ 357 357 JiS}U{ 35

12 17 19 22 24 26 27 20 31 32 33
T35 30 35 50 350 Ta50 35 T35 T anr

35° 357 35 35% 35 35 350

B4 36 BT 330 A1 A5 446 a8 51 5 23
3Kt 35 85 350 35> 35> 35 35 350 33 350 350 35

Sea=b=r¢=d=0, enlao seque da Observacao 4.11 que temos uvm inico polinomio de
g a0 4

Bernstein nessa classe de equidiferenciobilidade cujas ratzes sao os elementos do conjunto:

CUCy = {—(y+1)in<m+1= 15—,. nimero especlralju
{ (v + )iy >+ 1= 5 nimero espectral)

. ({38 _5L 53 58
- C U{ 35° 353 35° 35')}

= {2 g 1y 2 24 26 27 29 3L 32 _ 33 _ 34 _ 36

2
3507 35 350 35 35° 351 357 331 35 35> 350 35F 350

_37T _d8 89 4l A3 a4 a6 a8 51 54 58
3507 35 350 351 357 35 350 3577 35" 350 35

Resuniindo, temos a sequinte tabela:

Observe que, a andlise feita no excmplo acima exibe todas as possibilidades de conjunto de
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_ 4‘_1}\? Raizes do Polindmio de Bernstein

CUCuCU{-3
a#0 13, 18, 23 ou
TUCUC U {18}

a=0 CUuCsuCuf £
¢ 16, 23 ou

b#0 CuC U, U{-2

a=5b=10

¢ 18, 23 CuUC;UCy

c#£0

a=b=—=c=0

e 23 CUCUCk

dF#0

a=b=c=d=0 ] CUCy

raizes do polindmio de Bernstein para as classes de equidiferenciabilidade, mas nao ¢ verdade
que para cada conjunto exibido, tenha que haver um germe na deformacao com as raizes do
polinomio de Bernstein representadas por esse conjunto. Para comprovar isto, basta olhar
um exemplo dado por Cassou-Nogues |[CN&7), o qual exibe todos os conjuntos de raizes
dos polinomios de Bernstein que aparecem na classe de equisingularidade com semigrupo

< 6,7 >.
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