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Resumo 

Neste trabalho estudamos algumas raízes do polinómio de Bernstein bf associado a um germe 

f(X) G C { X L , . . . , X1L) com ponto crítico isolado 11a origem. Sabe-se que, para cada raiz 

de bf, existe um número espectral tal que a soma desses dois números é um inteiro. Em 

geral, não se sabe exibir explicitamente esses números inteiros, embora existam cotas para 

eles. M. Saito [Sai93] exibe um subconjunto do conjunto das raízes de bf, tal que para esses 

elementos a soma vale -1. Hertling e Stahlkc [IIS99] conseguiram aumentar esse subconjunto 

de raízes, supondo f(X) cm duas variáveis, com ponto crítico isolado e monodromia finita 

(hipóteses essas bem restritivas). Conseguimos estender esse último resultado, sem restrições 

sobre o número de variáveis de, j{X) e apenas com a hipótese de ponto crítico isolado. Além 

disso, no caso de germes f(Xl, X-z) irredutíveis e com um único par de Puiseux, mostramos 

como descrever um subconjunto maior de raízes de bf, quando / pertence a uma dada classe 

de equidiferenciabilidacle. 



Abstract 

In this work we studv some roots of the Bernstein polynomial bf associated to a germ f(X) 

in the maximal ideal of C j X i , . . . . A',,} with an isolated criticai point at the origin. It is 

known that for eacli root of bf tliere exists a spectral number such that the sum of these 

two nurnbcr.i is an mtcger. In general, one docsn't. kiiow how to compute explicitly these 

integers, although there are bonnds on tlieni. M. Sai to, in [Sa.i93], cxhibits a subset of the 

set of roots of bf, such i liai. for these eleinenís the sum is -1. Ileríling and Stahlke, in [HS99], 

succeeded to increase l.liis subset of roots, assuming / ( X ) in t\v variables, with isolated 

criticai point and finito monodrorny (such hypotheses are very rest: ;<- tive). We succeeded to 

extend this last resuli without any restriction on the number of va:iables of f(X) and only 

with the as.auaptiou of isolated criticai point. Moreover, in the case of irreducible germs 

f ( X i , X 2 ) with only one Puiseux ])air, we show how to descriU- a. larger subset of roots of 

bf, when / belongs te; a, given e(juidifereutiability class. 
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Capítulo 1 

Conexão de Gauss-Manin 

Neste capítulo, apresentamos algumas definições e resultados que julgamos necessários à 

compreensão deste trabalho, envolvendo as noções de monodromia. conexão de (lauss-Mauin. 

reticulados de Brierskorn e polinómio de Bernstein associados a uma singularida.de isolada 

de hipersuperfíeie complexa. Como existe unia vasta literatura, sobre esse assunto, limitamo-

nos apenas a enunciar a maioria, dos resultados, indicando as referências onde podem ser 

< n i coi 11 rad as as dem onst raçõ( >s. 

Na primeira seção, introduzimos o conceito de monodromia de uma equação diferencial. 

Na segunda seção introduzimos de forma geral os conceitos de conexão rneromorfa, mo-

nodromia de uma conexão rneromorfa e reticulados. Na terceira seção, filtramos o espaço 

vetorial associado a unia conexão rneromorfa utilizando os autovalores da monodromia.. Na 

quarta seção, introduzimos os conceitos de reticulados de Brieskorn, conexão e sistema de 

Gauss-Manin e polinómio de Bernstein associados a uma singularidade isolada de liipersu-

perfície complexa. Na quinta seção, encerrando esse capítulo, relacionamos a filtração de 

Newton com a filtração dada na terceira seção sobre um reticulado de Brieskorn. 
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1.1 Monodromia de uma Equação Diferencial 

1.1 Monodromia de uma Equação Diferenciai 

Denotamos por K o corpo das séries de Laurent convergentes C{l}\l 1; e por /C'" o espaço 

dos vetores colunas com coeficientes em K. Sejam A := A(t) = (a/j) 6 Ma!(?//,/C) e x <G JC'". 

Identificamos a equação diferencial 

com sua matriz de definição A. Observe cine A é uma matriz de Iunções holomorfas sobre 

um disco U' perfurado na origem. 

Seja/; : C C* o recobrimento universal de C*. dado por p{i') = e2*'1' = L Como 

então na variãvel L' € p 1{U'), a equação A se escreve na fornia 

onde Â = 2KiF^'t'A(e277't'). 

Como p _ 1 ( i / ' ) é simplesmente conexo, segue, da teoria de equações diferenciais, que existe 

uma, matriz fundamental F := F(tf) da equação A; isto é, F possui como colunas vetores 

Xi(t') xm{tr) que formam um conjunto de soluções linearmente independentes para A. 

Desta forma. F(l) = f f ) é uma matriz com vetores colunas .r, (/.) xm(t). relacionados com os vetores x\{l') v,n(t.') da forma 
xjie2*"') = Xj{l'). com ? = 1 m. 

Consequentemente, toda determinação de F(t) é uma matriz fundamental para o sistema 

A. Portanto, F'(t) = + 1) também é matriz fundamental para .4. 
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1.1 Monodromia de uma Equação Diferencial 

Assim, existe uma matriz MA.F £ GL(m, C) tal que 

A matriz M,\.h- é chamada de monodromia da ec|uação A com respeito à matriz fun-

da,mental F. 

Seja G oulra mat riz fundamental para A. luitão G{t!) = F(t!)N. com N e GL(m. C). 

e. portanto. Max: = iV li\í,\j. N é a monodromia de .1 com respeito á matriz fundamental 

G. Dessa forma, podemos definir a monodromia M,\ de .4 como a ciasse de conjugação 

[A7/i,/('j, para alguma, matriz fundamental F do A. 

O B S E R V A Ç Ã O 1 . 1 ([CLõõj, Teorema 1.1. pag. 109) Se F é uma matriz fundamental para 

equação A, então existo uma única matriz S = S(t) de funções analíticas em U' tal que 

F = St" = Sel{loR'. para, alguma, matriz II 6 Ma,t(//>, C). Além disso. 

D E F I N I Ç Ã O 1 . 2 Duas equações diferenciais meromorfas A c A' são ditas equivalentes, 

escrevendo, munir. aiso. A ~ A', se existir uma matriz U € GL(m.JC) com 

Assim, tomando G{t) = e G\t) = <7(fff + 1)- tomos que 

G\t) = F'(t)N = F { 1 ) M a _ f N = G ( L ) N l M A ^ N 

O B S E R V A Ç A O 1 . 3 Se F é uma matriz fundamental de uma equação diferencial rneromorfa 

A. então U lF é uma matriz fundamental de A' , para F e GL{nclC). pois 



1.1 Monodromia de uma Equação Diferencial 

N ' ' I < ^ i i ' H M 

0 - o [ — yrjTsir) 

= r í > r • , / ) 

- U ](l '^l ' f . = ''jtJ vJ '/'; • Ai) 

= jt {l< •1F) + U-1(±{U) + AU)U-IF 

= '' :l *r) + A"ir w . ai. 

Assim, se A e A' são equações equivalentes e F é uma matriz fundamental de .4, então 

U lF 6 uma matriz fundamental de .4'. para alguma matriz V e CL(m,fC). Logo, da 

Observação 1.1. temos que V ]F = [' lStl{ e, conseqiientemenle. Ma',u 1 f = c2*^" — 

M i'./-'. Dessa forma, temos a proposição a seguir. 

PROPOSIÇÃO 1 . 4 Equações diferenciais meromorfas equivalentes tem a mesma monodro-

mia. 

1.2 Conexões Meromorfas 

Uma conexão meromorfa V sobre um /C-espaço vetorial cie dimensão finita V. é uma 

aplicação C-linear 

V : V — • V 

que satisfaz ã regra de Leibniz: isto é. para todo u € K e v E V. 

V(nr) = ^ ( n > + nV(r). 

Por exemplo, se A := A(t) = (atj) e Mat(w, IC). é fácil verificar que a aplicação C-linear 

K" 

x 

é uma conexão meromorfa. 

d_ 
dl, 

K," 

(x) + Ax 
(1.1) 
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1.2 Conexões Meromorfas 

Observe que, se V 6 uma conexão rneromorfa sobre V, temos, para todo v € VA, 

V(Lv) = j{l)v + tV(v) = v + íV(u); 

isto é, 

Ví = l + iV. (1.2) 

N O T A Ç Õ E S 1 . 5 

1. Denotamos por e = { Ci,. . . , emJ uma IC-base de V e o isomorfismo a eia, associado 

por 

77 : V ->• Km. 

A^oíe gwe r]{ei),. . . ,r)(eni) e a base canónica de K,m; 

2. Dada uma K-basc. c de V, denotamos por V0 a matriz cujas entradas são: 

(V„),u = a.jj e AC, 

onde V(ej) = ^efe-

Dadas duas conexões meromorfas V sobre 1/ e V ' sobre V', um elemento cf> G Hoin^V, V') 

tal que o diagrama 
4> 

v v' 

V—J+V' <p 

comuta, é chamado de morfismo de conexões meromorfas. Quando 4> £ Iso/c(V, V'), 

temos um isomorfismo de conexões meromorfas. 

E fácil verificar que 

/ / ( v ( , ) ) = ( | + V c)(r /(u)), (1.3) 

e, portanto, a aplicação 

;/ : V — • fCm 



1.2 Conexões Meromorfas 

é um isomorfismo de conexões meromorfas, com V munido da conexão V e fCm munido da 
d 

conexão — + V e . Dessa, forma, toda conexão meromorfa c essencialmente uma conexão do 
dt 

tipo (1.1). 

Se e' = {e ' i , . . . , « ' , „ } é outra /C-base de V, é fácil verificar que as equações diferenciais 

V e e Ve> são equivalentes segundo a Definição 1.2 e, portanto, pela Proposição 1.4. possuem 

a mesma monodromia. Assim, faz sentido a definição a seguir. 

D E F I N I Ç Ã O 1 . 6 A monodromia de uma conexão meromorfa V sobre V é definida por 

A/ v ••= A/y,., 

onde e é uma K-base de V e A/y,, é a monodromia da equação diferencial meromorfa Ve-

Seja V um /C-espaço vetorial de dimensão m. Um C{t}-submódulo livre L C V que 

gera V sobre K é chamado de reticulado de V. Denotamos por Ret(V) o conjunto dos 

reticulados de V. 

OBSERVAÇÕES 1 . 7 

1. Segue-se, da definição acima, que um reticulado L ê um C{t}-módulo livre de posto 

til; 

2. Dados dois reli,calados L e U, existe um inteiro k tal que l,kL C U. 

Seja V uma conexão meromorfa sobre V. Um reticulado L de V é dito Vt-saturado ou, 

simplesmente, saturado, se Vt(L) c L. A saturação L de L é o menor reticulado saturado 

de V que contém L, quando existir. 

Dizemos que uma conexão meromorfa V sobre V é regular, se V admite um reticulado 

saturado ou, equivalentemente, se existe uma base e tal que V e tem um pólo simples em 

t. = 0. Essa base e gera um reticulado saturado. 

A demonstração da próxima, proposição é simples e pode ser encontrada em Scherk [Seh77], 

Teorema 4, por exemplo. 

10 



1.2 Conexões Meromorfas 

P R O P O S I Ç Ã O 1 . 8 Sr V é uma conexão rneromorfa regular sobre V e L E Ret (V) , então 

existe uma saturação L de L, dada por 

L:=L + VtL + ( V í ) 2 L + ••• + (Ví) f cL, 

para algum k G N . 

Dados uma conexão rneromorfa V sobre o /C-espaço vetorial V de dimensão m e L um 

reticulado saturado de V, segue que L / t L é um C-espaço vetorial de dimensão m e V í induz 

um endomorfismo linear V í : L/tL —> L/tL. 

T E O R E M A 1 . 9 Seja V uma conexão rneromorfa regular. Se L é um reticulado saturado de V 

tal que o endomorfismo linear V / sobre L/tL não possui autovalores diferindo por números 

inteiros não nulos, então: 

(i) ([Was65], Teoremas 5.1 e 5.3) L admite uma base e na qual o operador diferencial 

isomorfo à conexão V ó da forma —• + V e , com V e l matriz constante; 

dl 

(ii) ([CL55], pag. 119) A monodromia de V é dada por M v = ^i-v/^TVotj^ c o m y e como 

em (i). 

1.3 V-fiítração 

Sejam V uma conexão nioromoría regular sobro V o L um reticulado saturado de V. O 

próximo lema permite-nos concluir que, st: o endomorfismo V í sobre L/tL possui autovalor 

ft + fc, para k € Z , então 6 possível obter, a partir de L, um outro reticulado saturado L' 

tal que o endomorfismo V í sobre L'jtíJ possui os mesmos autovalores do endomorfismo V í 

sobre L/tL. com exceção de 6 + k que será substituído por (3. Mas antes, precisamos ressaltar 

a seguinte igualdade que segue facilmente da relação de comutação (1.2): 

/ . i : ( -V í + a)1 = ( - V í + (a + k))ltk, (1.4) 

para todo k f Z e todo / G N. 
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1.3 V-filtração 

L E M A 1 . 1 0 Sejam L um reticulado saturado de V e a um autovalor do endomofismo V/, 

sobre L/lL. Então existe outro reticulado saturado ti de V tal que a + 1 (analogamente 

a — 1) é a ovalar de V / sobre V/tIJ. 

D e m o n s t r a ç ã o : 

Sejam /. inn reticulado saturado e a um autovalor do endomorfismo VI sobre L/LL. 

Considera um auioespaço E em L = / , / / / . correspondente a a. Se r é a multiplicidade de a 

como rai:' do poliiiòmio característico, então existe uma decomposição parcial de Jordan 

I = Ker (V7 - a)'' © Im (VZ - af = Ê © F. 

Seja L = E Q) F unia decomposição de L que coincide mod( íL) com L. Então o reticulado 

ti = E' © F, onde E' = tE, 

também é saturado. 

Se g £ C L então 

(V/. — o)'(y = th, com h G L. 

Como Uj t ti' = tE, então da igualdade (1.4), temos que 

(V/. — (o + 1))' (/(/) = / ( V í — a)rg = t2h. 

Isto signifu a tçj G Ker (V i - (a + l ) ) r mod (t2L), isto é, mod ( tE ' ) . Logo, tE = E' é um 

subespaço fin ti/tti correspondente ao autovalor a + 1. Assim, os autovalores de Vf sobre 

tijtti são es mesmos autovalores sobre L/tL exceto o autovalor a que torna-se a + 1 para 

ti/tti. 

Análoga mente, se tornarmos E' = (l/t)E, então a — 1 será autovalor do endomorfismo 

V í sobre i : / t t i . • 

Esse lo...-,, juntamente com a. Pro])osição 1.8 e o Teorema 1.9, permitem-nos concluir que 

se V é ene» conexão meromorfa regular sobre V, então existe uma K-base e de V tal que 
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1.3 V-filtração 

a conexão V c isomorfa à conexão (- V e de /Cm, onde V e í é uma matriz constante com 
dt 

autovalores não diferindo por inteiros não nulos. 

Podemos ainda supor, sem perda de generalidade, que 

e : e j U . . . U e r , 

com e; := {eu,... ,ciq;} c % = m> c que V e í consiste de blocos de Jordan da forma 

ctiEi + Nu para i = 1 , . . . , r, onde Eir]{eli) = rj(eu), I = 1,. .. ,q.t, E%e{ek) = 0, para i ± k, o 

Ni e o operador nilpotente que satisfaz as igualdades 

N,ij((',i) = ri(ei2),N;i](e.i(n-\) = Nin{ei<lt) = 0, 

com jV?:iy(ek) = 0, para, i ^ k. Dessa forma, M v possui blocos de Jordan com autovalores 

c 2 7 1 ^ " * , / 1 r. 

Para i = 1,... , r . definimos 

Bi := Ccíi 3 • • • 0 Cct( / ). 

Observe que, para, todo j = 1 , . . . ,qt, temos que Ni é nilpotente sobre //(e;) e -j-fivM) = 

r](etJ). Então existe l G N tal que, para todo j — 1,... ,q 

0 - -NMaj) = ( - J t l ~ V e / ' + + 1 ) / ' ; ' ) '/(%•)• 

Logo, da igualdade (1.3). temos que 

(—Ví + + l) '(e.y) = 0, ./ 1 </,: 

isto é, - V í + ai + 1 c iiil])otente sobre 

Assim, decorre da, igualdade (1.4), que o operador - V í + («.,. + 1 + k) é nilpotente sobre 

o espaço 

fíf := tkB, 0 .'/''< 
.7 = 1 
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1.3 V-filtração 

É fácil ver que V = • „ ! o n d e (D representa somas infinitas de parcelas, com um número 

finito de parcelas com expoente negativo, e a soma das parcelas com expoentes positivos 6 

convergente. 

Agora, seja 

Cn = {v G V; 31, {-VI. + a + l)'v = 0 } 

o autoespaço generalizado do operador —I.V = 1 — Vt correspondente ao autovalor —a. 

Observe que B* C Cn,+k c, se existir outro j ^ i, com = au então também temos 

Bj C Cai+k- Assim, vale (pie 

0 l - ^ c C ^ a . (1.5) 
j <E {1 — ,r} 

Segue-se, imediatamente, do fato dos autovalores distintos de V J não diferirem por in-

teiros não nulos, que (7„( , fl (7rt + í = {()}, para k,l € "L e o-,; ^ aj. Além disso, pode-se, 

sem dificuldade, verificar que Ca;+k O Cni+i = {0 } , para quaisquer k,l £ Z distintos. Logo, 

quando a percorre todos os números o-, + k, com i = 1, . . . , r e k G Z , temos 

V = êaca. (1.6) 

já que 

®k,í^at + k C V = ®k,iBi C ®k,i.CQ,+k, 

onde a segunda inclusão decorre de (1.5). Dessa forma, podemos concluir que 

© B l = C n i + k 
J (r { 1.....''' } 

a,j =a, 

e, portanto, -Vt. + (a, + 1 + k) é nilpotcnte sobre Cai+k 

Usando a igualdade (1.4), para k = 1, é fácil concluir que a aplicação multiplicação por i: 

t.: ca c;Q+1 (1.7) 

é uma bijeção para todo o-. 

14 



1.3 V-filtração 

Como vimos acima. sobro1 Cír, tomos que-1 V = ( l / / ) ( a + TV), com N - V/, - (a + 1) 

operador nilpotente. Então, c imediato verificar que a aplicação 

V : C a —> Ca.-j, (1.8) 

c bijetora, para todo o ^ 0. 

Assumimos, doravante, que os números a acima são reais. Portanto, fazem sentido as 

próximas definições. 

Se LJ = G V, com TOA £ C'a, definimos a ordem do elemento UJ como o número 

racional 

a(o>) := min{a G Q; uia ^ 0}, 

e denominamos <lo parte principal de UJ. 

Chamamos de V-filtração as seguintes filtrações decrescentes associadas à graduação 

V7 = @„G0: 

VlV : = {r £ l/; n(v) > « } = 0 ; 

e 

p>a 

Denotamos por 

G i y K : = V a V / V > a V ~ C a 

a parte de grau a em relação à V-filtração. 

O B S E R V A Ç Õ E S 1 . 1 1 

1. Segue-se, de (1.7). que as filtrações acima podem ser escritas da forma: 

VT 0 C{t}Cíh 

n<0<a+l 

V > " V = 0 C { i } C p . 

a<0<a+1 

15 



1.3 V-filtração 

Além disso é, fácil verificar que estes são reticulados de V; 

2. Segue-se, de (1.7) c (1.8), que VI. (V"V) C W . 

3. Como Gr^V ~ C,v, então ( - V i + a + 1) é nilpotente sobre Gr^V. 

Sejam N C M subespa.gos de V. A V-filtragão de V induz, por interseção, uma V-filtragão 

sobre o subespago M. e a. V-íiltragão do quociente M/N 6 dada por: 

Va' (M/N) = (Va V HM + N)/N = (Va M + N) /N, (1.9) 

V > a (M/N) = (V>aV n M + N) /N = (V>aM + N) /N (1.10) 

Podemos deduzir do Teorema do isomorfismo de Noether os isomorfismos 

V"M V'M • V " T G r " M = 
V>aM V>aV 

o w m ^ . ( L U ) 

1.4 Conexão de Gauss-Manin e Polinómio de Bernstein 

Sejam O o anel C{A'i , ••• , A'n} das séries de potências convergentes em alguma vizinhanga 

da origem de C" e f e O, com /(O) = 0 e com ponto crítico isolado na origem. Denotamos 

por J(f) o ideal jacobiano ( / . v , , . . . , fXv ), cuja codimensão /x = dim c 0/J(f) é o número 

de Milnor. 

Seja Q m = U".'„ 0 o O-módulo dos germes das m-formas diferenciais holomorfas na origem 

de C n . 

Considere o complexo 

(SI d) : 0 — 0 — Q1 — >ÍF — >ttn — 0 
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1.4 Conexão de Gauss-Manin e Polinómio de Bernstein 

onde a diferencial c definida, por linearidade, através da fórmula: 

n 
d{gdXn A • • • A dXip) = !Jx/iX: A dXu A ••• A dX{ 

Considere os conjuntos 

H" := íT/df Adir-'2, 

li' := df A Q"- - 1 / ( / / A dttn~2 C H", 

II := II" 

onde tem uma estrutura de C{ í } -módulo definida por 

1[uj] = [fu], para todo [u] G II". (1.12) 

E. Brieskorn [Bri70], Satz 1, prova a seguinte proposição: 

P R O P O S I Ç Ã O 1 . 1 2 H á um fC- espaço vetorial de dimensão fi e H', H" G R e t ( H ) . 

Os reticulados II' e II" são conhecidos como reticulados de Brieskorn c o /C-espaço 

vetorial H como sistema de Gauss-Manin. 

Denotamos o quociente H"/II' por flj. Uma verificação direta permite mostrar que a 

aplicação 

( 1 . 1 3 ) 

Segue-se de Malgrange [Mal74a], página 416, que a aplicação 

V 7 : II' H" 

[df ACJ] [du] 
(1.14) 
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1.4 Conexão de Gauss-Manin e Polinómio de Bernstein 

é C-linear bijetora e satisfaz à regra de Leibniz. Além disso, é fáeil verificar que a aplicação 

dt: H II. (1.15) 

dada por 

Ot ( M & = V / ( í f c M ) x - M 0 ( i . i6 ) 

onde k é um número int eiro tal que lk[oj] E H1, é uma conexão merornorfa que estende V / de 

forma única e independentemente da escolha de k. Esta conexão é conhecida como conexão 

de Gauss-Manin de /'. Denotamos a monodromia associada a dt por A/y. 

E. Brieskorn, em [Bri70], Satz 2, prova que a conexão de Gauss-Manin de um germe de 

função analítica, com ponto crítico isolado na origem, é regular. 

Corno dt é uma conexão merornorfa regular, segue-se da Proposição 1.8, que os saturados 

de II" e H' em relação a O/L. são dados, respectivamente, por 

Tf" = ^ T (d tt)kH", 
fc> 0 

Tí> = (Vtrfn'. 
k>() 

Malgrange [Mal75], página 113, prova que 

t.TT" = Tf'. (1.17) 

Pelo Teorema da Monodromia ([Bri70], Satz 4), os autovalores de Mj são raízes 

da unidade e, portanto, são da fornia e 2 " ^ " , com o G Q. Desta forma, II possui uma 

V-filtração dada em função de números racionais rvj, i = 1 , . . . , / / . , não necessariamente 

distintos, que não diferem por inteiros não nulos e que são raízes do polinómio característico 

do endomorfismo dtt sobre o C-espaço vetorial C/tC de dimensão fi, para algum reticulado 

saturado C de H. Logo, quando a percorre todos os números a{ + k, com i = 1 , . . . ,/i e 

k G Z, temos 

II = 0 O C „ . 
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1.4 Conexão de Gauss-Manin e Polinómio de Bernstein 

E importante observar que, e.omo / / " 6 saturado, então 

Va W" = H"nff) C„, 

v^íf" = Tf" n ffi Ca 

são dtt invariantes e H" (~]Ca é o autoespaço para o operador —tdt sobre H", correspondente 

ao autovalor —a. Assim, as igualdades acima podem ser escritas da forma 

Va/?" = 0 Tí"ncíh (i.i8) 

v>aíí" = 0 Tf" n C/j ( i . i 9 ) 

e, consequentemente, 

Giylí" = TT" n Cn. (1.20) 

Para 7 6 Q, definimos 

(.1(7) : = d i m c G i y f i / . 

Se d ( j ) > 0, o número racional 7 é chamado de número espectral de / de multiplicidade 

d ( 7 ) . 

Como do isomorfismo (1.13) tem-se que d m i c ^ / = /i, então existem /i números espectrais 

71 , . . . . 7m, não necessariamente distintos, contados com suas multiplicidades. Varchenko 

[Var82], Teorema 2, prova que os números espectrais são invariantes em uma deformação a 

/i-constante de / . 

PROPRIEDADES 1 . 1 3 

1. ([SS85], (7.3))) " 1 < 7.; < n - 1; 

2 . ([SS85], (7.3))) d{7,) = d{n- 2 - 7 , ) ; 

3. ([Kul98], (8.1), Capítulo II) { t r 2 * ^ ' » ; i = 1, - - . , /x> c o conjunto das raízes do 

polinómio característico da monodromia. 
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1.4 Conexão de Gauss-Manin e Polinómio de Bernstein 

Chamamos de expoentes os números racionais pi,. . . ,/3fl tais que 

são os autovalores do endomoriismo — 3,1 sobre II"/1II". 

Se o endomoriismo -Dtt sobre H"/tIJ" possuir autovalores diferindo por inteiros não 

nulos, segue, do Lema, 1.10, que existe um reticulado saturado C tal que endomoriismo — dtt 

sobre £jtd não possui autovalores diferindo por inteiros não nulos e, pelo Teorema 1.9, (ii). 

temos que 
je-27rv/^TA . A autoval()r (lc _ Qj . C'/t£} 

é o conjunto das raízes do polinómio característico da monodromia. Mas, os números A's 

foram obtidos dos números expoentes adicionados de números inteiros. Por isso, também 

temos que {e - 2 *"*^^ ; •/' = 1 , . . . . /t} é o conjunto das raízes do polinómio característico da 

monodromia. Então, decorre da terceira propriedade dos números espectrais, que para todo 

fti, i = 1 , . . . , fi, existem k, e Z e um número espectral 7,: tais que 7,; — $ = fcj. 

Segundo Malgrange [Mal75], Teorema 5.4, pode-se definir o polinómio de Bernstein de / 

como b(s) = (s + l)ò(.s), onde b(s) é o polinómio minimal da ação de —dtt sobre H"/tH 

também conhecido corno polinómio de Bernstein reduzido de / . Então, para todo 

expoente /?, temos que —((i+ 1) é raiz do polinómio de Bernstein de / . 

PROPRIEDADES 1 . 1 4 

1. ([Sai89], (4.1.3)) As raízes — (l3 + 1) do polinómio de Bernstein redundo estão em 

Q Cl ( ~ n , 0); 

2. ([Sai89], (4.1.3)) m i n { n , •••,7„} = min{(3u . . .,/?„}; 

3. ([Ste76]) Após uma permutação dos índices d,os 7^ se necessário, ternos que jt — fa € N 

e 7i — Pi < >1. — 1, para todo i — 1,. . . , / t. 

Apesar de todos esses resultados sobre as raízes do polinómio de Bernstein, é ainda difícil 

calcular explicitamente as mesmas. Essa questão tem sido abordada por vários autores: 
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1.4 Conexão de Gauss-Manin e Polinómio de Bernstein 

T. Yano [Yan78] exibe bj em alguns exemplos: Kato em [Kat81a] e [Kat81b] exibe bf para 

uma deformação a //.-constante de Xa + Xh, ciuando (a, b) = (5, 7) e (4, 9); P. Cassou-Noguòs 

utiliza o cálculo de "poios de integrais"para calcular em [CN86] as raízes de bf quando f ê 

da forma 

e para calcular em [CN87] as raízes de bf para as deformações a //-constante de / = X f + X^, 

com a e b primos entre si (na prática esses métodos são bastante complexos); Briançon et al. 

[BGMM89] exibe um algoritmo para calcular explicitamente (embora não trivialmente) bf, 

para um germe / com / (O) = 0. com ponto crítico isolado na origem e não degenerado em 

relação ao poliedro de Newton. Os softwares Risa/Asir1 e Singular2 permitem calcular as 

raízes do polinómio de Bernstein de uma singularidade isolada / , quando esta é polinomial 

e possui número de Milnor baixo. 

O caso mais simples onde podemos calcular manualmente bf é quando / é quase-homogênea; 

isto é, / é da forma 

;=1 

Neste caso, dttH" C II" e. consequentemente. 

W" ti" _ O 

tw> " TIF' - TFJy 

o 

Assim, basta conhecer uma C-base para, - — , (pie o cálculo é manual. Vejamos o seguinte 

exemplo: 

E X E M P L O 1 . 1 5 Considere o polinómio quuse-homogêneo f = X'f + X$ = ^(3Xi)-|-^(4X2). 

Tomando 

[ X i X ^ , [X]], [AV\U [A2], [Xi], [1] 

'http: / / www.math.kobc- u. ac.jp/Asir 
2http://www.singular.uni-kl.de 
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1.4 Conexão de Gauss-Manin e Polinómio de Bernstein 

com,o uma C-base para , temos: 
J\J) 

= -Õt[fdX] = -dt [ ( 3 X f d X , + 4 X l d X 2 ) A (\XidXi - \X2dXx)] 

= -dt[fXidX] = -d,. [(3X2dX} + 4X$dX2) A (\X2dX2 - \X1X2dXl)} 

= - [ ( 1 + \)XldX]=~^[X1dX]] 

= -dt [ (3X'ldX x + 4X2\dX2) A (±X1X2dX2 - \XldXx)] = - | [X2dX] ; 

= -dt [{SXfdXi + AX:jdX2) A (±X?X2dX2 - {XiX^dX^} 

= -l[XíX2dX}] 

= -dl [ (3X r fdXi + '\X':';dX2) A {\X[X%dX2 - \X%dXf)] = - J§ [X$dX] ; 

= -dt [{3X^dX1 + 4X':jdX2) A (jX2X22d,X2 - {X^dXf)] 

= -\l[X,XldX\-

Logo a matriz do endomorjismo —dtL : II"/í/7" —> / / " / í / 7 " na C-base de 77" / í /7" 

[XiXldX], [X\dX], [X,X2dX], [X2dX], [XrfX], [dX] 

é uma matriz diagonal, com a diagonal principal formada pelos números 

- 1 7 / 1 2 . - 1 3 / 1 2 , - 7 / 6 , - 5 / 6 , - 1 1 / 1 2 , - 5 / 6 , - 7 / 1 2 

e portanto bf = (s + l)(.s + j | ) ( s + i f ) ( s + l)(s + |)(.s + + 

1.5 Filtração de Newton e a ^ - f i l t ração sobre H" 

Seja f E O = C { X i , • • • , Xn} um germe de função analítica. Escrevendo 

AeN» 

onde A = (aa, a2, • • • a,n) e XA = X" 1 • • • X " " , definimos o suporte de / como sendo o 

conjunto 

sup ( / ) = {A E N" I 0 } . 
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1.5 Filtração de Newton e a F-filtração sobre H" 

O Poliedro de Newton de /' c o conjunto N(f), união das faces compactas do envelope 

convexo de s u p ( / ) + N" em (R+)'\ 

Suponhamos / cómoda, isi.o é, N(f) possui uni ponto em cada eixo coordenado. Dizemos 

que / 6 não degenerada em relação ao poliedro de Newton se, para toda face F de N(f) 

(de qualquer dimensão), f\F = /aXa satisfaz à condição: 

se (,x'i, x ' 2 , . . . . xn) 6 solução do sistema 

Y ^ - v - 0 

então Xi = 0, para algum i = 1 , . . . //. 

Seja T o conjunto das faces de A•• ( / ) de dimensão n. — 1. 

D E F I N I Ç Ã O 1 . 1 6 

1. Para F G T, seja HF o único vcior de (Q' 1 ')" tal que (A, BF) = 1, para todo A G F; 

2. Dado g = G O, o peso de g em relação à F £ J7 é 

PÁ'.j) = inf{{,\, /;,,) : gA + 0 } G Q + U { + o o } , 

e o peso de g em relação ao poliedro N(f) é 

f>(<j) = mr{M<jy, F e T ) . 

Dessa definição, podemos concluir que os conjuntos 

0>„ = {g G O: p(g) > p}, 

0>p = {g G O: p(()) > p}, 

onde p G Q+, formam filtrações decrescentes de O. Essas filtrações são chamadas de 



1.5 Filtração de Newton e a V-filtração sobre H " 

filtrações de Newton, cujo graduado associado é dado por 

Gr (O) = (I)Gip(0) 

Definimos a ordem de Newton de g como o número racional p(g) e denominamos a 

imagem de g em Gr^ ' ; ) (C) de parte principal de g. 

Varchenko e Khovanskii [VK85] provaram que quando / é não degenerada segundo o 

poliedro de Newton, a V-filtração sobre / / " é obtida da filtração de Newton da seguinte 

forma: a ordem de [lidX] t 11" é igual a ordem segundo a filtração de Newton da série 

X\X2 • • • Xnh menos 1. 

E X E M P L O 1 . 1 7 

./' = A'/ + XI. 

E fácil verificar que f c não degenerada seyundo o polígono de Newton, que possui uma única 

face compacta F, e fíF = (1 /4 ,1 /5 ) . Alem disso, {(fxi + X2fx2)dX] / 0 m H". Dessa 

forma, a ordem de [(./v, + X2fx2)d,X] vale 

pdXyX-iJfx, + X2JX2)) = p(4X1X2 + 5X1X2) = 1/5. 

21 



Capítulo 2 

Reticulados de Brieskorn e Operadores Diferen-

ciais 

Neste capítulo, usamos uma construção devida a Briançon et al. [BGMM89], com a finalidade 

de exibir explicitamente um isomorfismo (nitre um reticulado saturado de Brieskorn e um 

certo quociente de módulos sobre um anel de operadores diferenciais que é uma peça chave na 

demonstração do nosso resultado principal (Teorema 3.4). A existência desse isomorfismo, 

sem sua descrição explícita é apenas citada por Briançon et al. [BGMM89]. 

2.1 Notações 

Durante todo este capítulo, 1 ornaremos [ G O, com /(O) = 0 e com ponto crítico isolado na 

origem. 

Considere s e T duas indeterminadas o C?[ / _ 1 , ,s]'f o módulo livre sobre £>[/-1,Ò'] de base 

T. Denotando por Z>AV. o anel dos operadores diferenciais de C { A l 5 . . . , Xn, t}, B. Malgrange 

[Mal75] mune 0 [ / _ 1 , ,s}T de uma estrutura de Vx,rmódulo, definindo para g(s) G 0[f~l,s): 

()Xiçj(s)T <)xM»Yn + sg(s)f-1fXiT (2.1) 
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2.1 Notações 

( , ) . r ry(, + 1 )JT (2.2) 

:= -*<Ás ~ t ) r l T . (2.3) 

A partir de agora, substituiremos T por fs e J'kT por fs+k, com k G Z. 

E fácil ver, pela igualdade (2.2), que 

r J A ^ r = r/(.s- - l ) / * " 1 

e, portanto, a multiplicação por I, 6 uma bijeçao sobre. C [ / I ,s ] / 'S . Assim, 

- t - ^ + i M - s o r = jL9(*)f'-, 

isto é, a multiplicação por .s + 1 coincide com a aoão de — t—, e, consequentemente, a 
dt 

, , d d 
multiplicação por s coincide com a açao de 1. ia que —t = t— + 1. 

dl, ' dt dt 

Denotemos por 

6) := U J - A 

:=Zi(„) = s ( s - l ) - . . ( s - i + l ) r \ ieW. 

Segue-se, facilmente de (2.2) e (2.3) a. igualdade: 

Agora, denotemos por: 

O 

1. E um C-subespaço vetorial de O de dimensão \i, isomorfo, por projeção, a . Dessa 

forma, todo elemento g G O se escreve de modo único na forma: 

<1 = c 

onde e G E e // G ,/(./'): 
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2.1 Notações 

2. T>x o anel dos operadores diferenciais sobre O. Salvo menção contrária, os elementos 

de T>x serão tomados com coeficientes à direta; isto é, sc F € T>x então 

onde ga G O e, para o = . . . . d',t), lemos 0X = • • • <9^; 

3. D o subanel de 'Dx formado pelos operadores a coeficientes constantes; 

4. D' o ideal de D sem unidade; 

5. DE o subespaço vetorial de Vx gerado pelos elementos da forma d%e, com e G E\ 

6- P x , t / S a imagem de f pela acão de T>xj. <'m 0[f~l,s]fs] 

7. T>x[s] C Vx.t a i i e l dos polinómios em ,s = ---^L a coeficientes em Vx-

Briançon et al. [BGMM8U], Proposição A. 1.4, provam que 

T>x.tfa = V x J ( f ) r ® ( @ DE£i), 

onde V x J ( f ) representa o ideal à esquerda de 'Dx gerado por « / ( / ) . 

2.2 Z, Z' e Polinómio de Bernstein 

Denotemos por X o C-subespaço vetorial de . / ( / ) gerado pelos elementos 

Uxi.1 x,, - Hxjx,-

onde g G O e /, k = 1, . . . . u. 

OBSERVAÇÕES 2 . 1 

1. Segue de Yano [Ya.n78j. Teorema 2.19, </ue o conjunto dos anuladores A n ( / ) de J's em 



2.2 Z, Z' e Polinómio de Bernstein 

V x é o ideal à esquerda de T>x gerado por 

dx, fxj ~ dXj fxi, i, J = 1, • • •, n; 

2. Com um simples cálculo podemos concluir que o ideal dos emuladores An(£.() de & em 

Vx coincide com A n ( f ) . 

3 . Temos que 

DE & = D' EÇi © EÇi, 

pois se + e = 0, segue dos itens (1) e (2) desta observação que 
\ « > i / 

E dxe» + = E - d x j x x 
a>l i,j 

com P{j G Vx- Escrevendo o somatório do lado direito da igualdade acima da forma 

J2adx9a, podemos concluir que e G J(f) e Yla9xec € T>xJ(f). Logo Y.a^xe<y = 0 e 

e = 0, uma vez que, I'J H ./(/) = { 0 } ; 

4. Se E dxhafs + hf" = 0, corri / i Q , h G J(f), então h G I. 
\ a \ > l 

De fato, segue do item (1) acima que existem gllh, g' G O tais que 

E daxK + h = E/"FC=I (E|7IFC|>I dxkdhn-. {dxJxk - 0XkfXl) + g'llk {dxjxk ~ dxjxj) 
\a\>\ 

= E Dxd- ~ (</m) a-,-'"v.. + (.</-, ) A; fxt 

M>i 

Então, pela unicidade da escrita dos elementos de T>x, temos que 

h = • •) v / v . + {g\JXkfxl e X. 

Considere a aplicação C-linear sobrejctora 

c-.vx,r = v x J { t ) f s ® ( @ » m —> -• © ^ s " 
! > ( ) Í>0 
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2.2 Z, Z' e Polinómio de Bernstein 

definida por: 

c ( ( E H > I 0» + h) r ) = hf° G onde ga, h G J( / ) ; 

c dxea + e j &J = eÇi G onde ea, e E E. 

Segue das Observações 2.1.3 e 2.1.4 que c está bem definida. 

L E M A 2 . 2 kerc = £ <ls, (T>xJ(f)f* © (©<>„ DE&)). 

D e m o n s t r a ç ã o : 

É imediato verificar que £ 0Xi (T>xJ(f)F ® (® i>o DEÍÒ) C kerc. Reciprocamente, se 

p = ( E + h ) f s e E ( E + G kerc> 
|a|>l i |7il>l 

então hfs G Jfs e ^ = 0. Logo, = 0 e da Observação 2.1.2 ternos que os e{ = 0. 
í 

Além disso, segue da definição de Tfs, que 

f>-.r = J2((fjik)xJx* ~ ( y ^ x j x j r = E i^m/x, - àXkglkjXl)r 
l,k= 1 l,k= 1 

e, consequentemente 

k e r r C ( P v J ( / ) r C D ( 0 D E ^ ) j • 
V í>0 / 

• 

L E M A 2 . 3 

W ] . r = | (^Qo(s)f + J2Ql(s)fx}j /'; Qi(s) G 

D e m o n s t r a ç ã o : 
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2.2 Z, Z' e Polinómio de Bernstein 

Seja Q(s)f» = ( Q 0 ( , ) / + Qi{s)fXi) Ia e Vx[s]f°. Corno p x = dxfv então segue 

de (2.3) que 

jtQ{s).r = -sq0(S - i)r - E t r QÁs - \>fx,r 1 

= - l)r - EL - 1 )dxj3 e vx[s)f\ 

provando assim que 

| (QO(S)J- + E CMJX^J R; Qi(s) e V X [ S ] , I = 1,... , » J c (J^ vx[s}fs. 

Agora, seja u £ Vrlf* tal que —u 6 V\[s]fs. Então, existe um operador Q(s) e Dv[s ] 
dl, 

tal que j u = Q{s)fs- isto é, (s + 1)« = - i - u = - Q ( s + l ) . f + 1 - Q'(s)fa+1. Fazendo 

s = —1, temos Q'( —1)(1) = 0 e. por isso, devemos ter 

n 

(/(.<,-) = (s + l)R + ]TQldXi, 
)-1 

com R 6 I>x[«] c Qi € P.v, para i = 1 , . . . ,n. Assim, 

( s + 1 ) " = ( V + 1 ) / ? + è ® ^ f s + i = ( 5 + + / S ; 

isto 6, 

'U G | ^ o ( s ) / + r ; e X>x[s], i = 1,. • • , n | , 

provando a outra inclusão. 

• 
f d Y l 

Dessa forma, temos que VxJ{J')fa C ( — J Vx[s\f" C Vx[s)Jk. Logo, fazem sentido 

as definições dos seguintes conjuntos: 

ADI" 
Zf" 

© Z' = c(T>x[s]fs), 
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2.2 Z, Z' e Polinómio de Bernstein 

IP 

•Í>0 

J(J')fs 
Um simples cálculo nos permite caracterizar os elementos de © Z como segue: 

Pf" 

^ v _ r.y„.\. ... ^ -T-i r,,i r* „ t... i i v . ^ n r_i ís+i-Z = {c(r); r £ Vx[s]r e (s + l)t- € (2.4) 

Briançon et ai [BGMM89], Proposição A.3.2, provam que Z e Z' são C-espaços vetoriais 
1 

de dimensão finita, com Z C Z' C ( J ) E^, para algum / £ N, e que Z'/Z é um C-espaço 
í>O 

vetorial de dimensão //. 

Corno o isomorfismo exibido 11a Proj)osição 2.7 adiante é crucial para este trabalho, 

demonstrá-lo-emos, já que é apenas citado por Briançon et al. [BGMM89], Observação A.2.5. 

Para isso, necessitamos da linguagem utilizada por Malgrange [Mal75] descrita a seguir. 

Dado um operador P £ T>\. o o p e r a d o r a d j u n t o P* de P é definido pelas seguintes 

propriedades: 

1. se g £ O. g'' — </; 

2. = i), : 

3. (PQ)* = Q*P*, para P, Q £ Vx. 

N O T A Ç Ã O 2 . 4 

1. Escrevemos um elemento £ Í2"[s] da jorma: 

:J(S) = g{)dX + si]\dX H b srgrdX, 

com QidX £ <>". 

2. Dados 

P(s) = /-I, -r /J1 s + • • • + / V £ com Pf £ Vx, 
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2.2 Z, Z' e Polinómio de Bernstein 

= %'ÍX + sgxd,X H h srgrdX <G 

definimos: 

^(.s)P(.s): = E s i + j i ' n y j ) d x . 

J=0 r 

P R O P O S I Ç Ã O 2 . 5 (Malgrange [Mal75], Proposição 5.3) Seja 3 o ideal dos anuladores de f s 

em, T>x[s]- Então, o homomorjismo sobrejetor 

: iVl[s] —• /-/", 

g0dX + 67y, (IX + •••-,- s'y ;.(iA" i—> [g{)dX - Ott[gidX} + • • • + dtt)r[grdX]} 

induz um C-isoworli.sino de —rrr cm II"• onde 

ÍT[s ]S = {(jj(s)P(s)] u{s) e ÍTn[s] e P(s) e Qf}. 

P R O P O S I Ç Ã O 2 . G .4 aplicação 

, . vx[s]f» . ír[s] 

definida por 

A, ( ( P „ + /J,.s + • • • + l>rsr)f) = r / X (P 0 + P,.s + • • • + Prsr), 

é um C-isomorfismo. 

D e m o n s t r a ç ã o : 

Observe que se P(s) fR = Q(s) fs, então P(s)-Q(s) ç Q. Dessa forma, faz sentido definirmos 

o C-homomorfismo sobrejetor 

por 

n((p„ + P,.S- - T - • • • + P..sr)/S) = + PIS + --- + PRSR). 



2.2 Z, Z' e Polinómio de Bernstein 

E fácil verificar que Y ^ à x P x M./',s C ker II. Além disso, se P(s)fs € ker II, então existem 

flo + s.<7i H + e C[,s] e Q(.s) = Qa + Q,.s + • • • + Qfc,sfc e 3 tais que 

dXP(s) = g(s)dXQ(s) = dXg(s)Q(s) = c f A ^ ^ Q ^ ' . 
hj 

Logo 

((/<;- + -/Y -!-••• -r s'T>;:) - J2 • • = o, 
' j 

e, portanto, 

7J(.->) - <j(s)Q(s) = J2dxJt(s), 

com i?(s) G Desta fornia 

uma vez que g{s)Q(s)f-'1 = 0. Assim, ker 11 = ^ <9V.T^xM/S EI desta forma, temos o isomor-

fismo À2 induzido por II 

• 

Das Proposições 2f> e 2.0. temes a proposição a seguir. 

P R O P O S I Ç Ã O 2 . 7 .-1 APLICAÇÃO 

definida por 

<p ((/!)-/',> •) = [/"'o (l)r/A] - + .. . + (-atí)r[P;(l)dX], 

é um isomorfismo de C-espaços vetoriwis. 



2.2 Z, Z' e Polinómio de Bernstein 

Considere o homomorfismo sobrojolor 

I J S 

v i—/ c(y) 

Como kerc = (Vx J { f ) f s O ( 0 r , o Díp,)), então é fácil verificar que 

kerc' = B ( © / J / X S . ) ) ) n Vx[s}f 
ijO 

Logo, temos o C-isomoríisnio 

É W 7 ' ' 7 ^ ^ r & z = c(vx[s}f ) 

[a] ^ >•(<]). 

Consequentemente, da Proposição 2.7. também tomos o C-isomorfismo 

O B S E R V A Ç Ã O 2 . 8 {ydX: g e 1} = df A díV 

De fato, 

(2.6) 

O íT1 ; — O z' = H". (2.7) 
P ,1 

n 
(.fx1dX1 + . . . + fx„dXn) A (jiidX{ A . . . AdXi A . .. A dXk A . . . A dX^j = 

i,i. -
i < i. 

(fxi dX\ + ...+ fXndX„) A ( ( - 1 ( / / / , ) , - d X i A . . . A . . . A dXk A . . . A d X n + 
/./.=! í ;/,: 

(-1) / ' ' ( /7/A :)A-A .( /A'1 A . . . A dXi A . . . A D X N ) = 

11 

E ( ( - i ) i + 1 ( - 1 ) & + 1 C/y//.-),V(y.v, -I- ( - ^ ( - i ^ M ^ / a - . ) d * = 
Kk. 

/, A: — I 
I < I. 



2.2 Z, Z' e Polinómio de Bernstein 

Da Observação acima, das definições de TV e J(f)fs, é fácil concluir a igualdade: 

(2-8) 

Observe que, para 

n l 

/ ; . / + / ' : / > + • • • + i w * r • v v Q i j / A . ) / - e ( _ ) ^ i / . r c vx\s\r\ 
i=1 j = 0 

com /',. E P.v, '•< m" -

V ( ( / : • / + / ' . / - + • ' • + Pr ,f*T + E É 
, = 1 j=0 

j=0 (=I 

j=0 
E df A ( —f) '+ 1QA(l) ( /A ' j A • • • A dXi A • • • A 
? : = i 

G LII" + II' = //', 

já que IH" = / / ' (veja (1.17)). Logo V7 ) C / / ' . Como o somatório da última 

linha acima cobre H'. então 

- i 
- Vv\s H> 

e, portanto, vale o isonioríismo de C-espaços vetoriais 

^ 1,1 T" 
Vx\s 

(2.9) 

induzido por </?. De forma análoga à (2.7), obtemos o isomorfismo 

lfs \\dtj z d x t d r ^ x w -
^ LII' (2 .10 ) 
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2.2 Z, Z' e Polinómio de Bernstein 

induzido por <p o . 

Dos isomorfisnios (2.7) e (2.10), tomos o seguinte isomorfismo de C-espaços vctoriais: 

Z' . © _ H" _ H" 
Z L H " H ' 

Briançon et al. [BGMM89], A.2.3, mostram que podemos obter uma açao de s sobre 

Z'/Z definindo s(c(v)) := e(.sr), eoin v G V\-[s]fs. Com isso, podemos concluir que b(s) é o 
Z' 

polinómio minimal da ação de s sobre — , uma vez que b(s) também é o polinómio minimal 

da ação de —útt sobre 
H" 

LH" 
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Capítulo 3 

Polinómio de Bernstein e Números Espectrais 

Neste capítulo, aplicamos a teoria desenvolvida nos Capítulos 1 e 2, com a finalidade de exibir 

algumas raízes do polinómio de Bernstein de uma hipersuperfície complexa com singularidade 

isolada / em função de alguns de seus números espectrais (Teorema 3.4). Veremos que essas 

raízes são comuns aos polinómios de Bernstein associados aos elementos de uma deformação 

a /x-constante de / . 

Também verificamos que o Teorema 3.4 generaliza os Teoremas 5.1 e B.4.1.2.1.b provados, 

respectivamente, por Hertlmg e Stalilke [HS99] e Briançon et al. [BGMM89]. Além disso, o 

conjunto exibido no Teorema 3.4 contém o conjunto exibido por Saito [Sai93] no Teorema 0.7. 
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Com as mesmas notações do capítulo anterior, considere o C-isomorfismo 

_ I . IJ„ ~ J{J).f ,,, r,l ,.> 

T=0OÇJ . I, • ^ ^ : / . ( o . i ) 

onde ip e 6 são os C-isomorfismos dados em (2.5) e (2 .G). 

OBSERVAÇÕES 3 . 1 

1. Temos a seguinte igualdade 

rh l[dX\ 
1 

;.v,/a, + \?J\. +••• + xnfxjdx 

De fato, tomando 

i) = A'i<7A'2A- • • AdX„ — X-2(IXi AdX:i AdXiA• --AdXn+- • • + (-!)" 'XndXxA- • •AdXn_1 

lemos que dX = —dq c, por (1.14)- vale a igualdade 
n 

0, '[r/Aj = —Dt ][d'j\ -df A r/ (Ai f\, + A2/.Yi + • • • + A„/.v J dX 

2. Se € VaH. então [ha] E VaH. \fh E O (veja Sait.o [Sai93L página 54). 

3. Como7)(s) c o polinómio minimal da açào dc -0,t sobre H"/UÍ" então segue-se, da 

definição de C:i e da igwddade (1.20), que se jj(fi) é o grau de nilpotência da açào de 
Crj.tl" 

(—0,1 + ,?+ 1) sobre 7—^- temos que 
tí^tH" 

b(s) - H(s + ii + 1)'' id) 
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PROPOSIÇÃO 3 . 2 Sc 

h' = / - (mí.Vi/A-, + • • • + mnX,JXn), com m, e C. (3.2) 

cvlão vale a inclusão 

•^jf. M i l + {dQwry, QW) e vxh> . 

Demons í ração : 

Pela caracterização (2.4) de &Z, temos que se c{v) e com v e Vx[»}f"-

então existe P = j?0 + RvH h R,sl € T>x[s\. com Rj e tal que 

( s + I ) v = P f M . (3.3) 

Se substituirmos .s por —1 na igualdade acima, temos que 

n = « , , ( ! ) - Ri( i ) + • • • + { - 1 ) ' W ) . 

Logo. tomando P com coeficientes á esquerda, vale a igualdade 

R» - / ? , + • • - + ( - i ) ' i ? / = '/.,;>{• 
>i >i 

Por isso. se 

5' = .v + 1 - (m,AV)V l + m2X2()x., 4 + rn„XtlDXn). com m, e C. 

obtemos P = P„ + PuS, com /', e Vx[s\ e 

3!) 



Portanto, de (3.3). temos que 

P{ ((.s- + 1 )f*< 1 - (•«.- + 1) ;»'. V,./\ + • • • + n,„XnfXn)f*) (3,1) 

= /l/"^ ' + (-s + 1)/'. (./" - tnnXJXl + • • • + i)inXnf\n)) ./'*. 

Mas. segue de (2.1) que 

1\J" " = Y , " = (,s + 1) E h^xh,r = (*+!)£ /••', + r/,,,) J\ f . 
O ; O ? O:? 

Logo, <]o (3-3), T O L H O S C ] U O 

t- = E • + A j J'\ r + J'i U - ;»'.-V>/v +••• + mnXnfx J) r. 

Dessa forma, Unnos que 

'•(») = c ( E K ! / ' + . ' / J / -v, .r) + w ~ ^" ' -V. /x + • • • + m ^ Y . J x J ) D € 

M L + iriQ^hT): Q(s)eVx[s\}. 

provando a inclusão desejada. 

• 

PROPOSIÇÃO 3 . 3 Se ~, é o menor número espectral, então 

TF c iF + V"'11TT". 

Demonstração: 

Como H" C V'nU" ( Veja [Kul98], Capítulo 111 , Lema 3.2.7), então [<IX\ e V " H". Logo. 

fazendo m, = • • • m„ = 1 /?» em (3.2). segue da Observação 3.1.1. de (1.7) e (1.8), que 

(t - dt~x)[dX] = [h'dX] e V"'1+1 H" c V 7 1 4 'H" . (3.5) 
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Além disso, da Observação 3.1.2, de (1.7) e (1.8), temos que 

{-dtty[qh'dX\ e V711 lH", VTF E O. Vi, e N. 

Assim, se Q(s) = ^dX{Pi(s) + Y^^Qj^, <«»> Qj € O, temos que 

r-1 {c{Q(s)h'f)) = ^(Ô-^ciQisjhT))) 

= V C F C U ^ V F * } ) \ L \ / J / 

= [q0h'dx] - dti[c^h'dX] + • • • + (-dtl,)k{qkh'dXj e V7' + 1 ff", 

com r como em (3.1). 

Logo, decorre do isomorfismo 2.10, da Proposição 3.2 e de (2.8) que 

H' = 

' ' ( Ç j + ^ Í W Q ^ f ) ; ( ; ; ,s j ( P A i , } ) c 

/ / ' + V71 H H". 

• 

T E O R E M A 3 . 4 5E?A / £ C J A ^ , . . . , Xn} com ponto critico isolado na origem e /(O) = 0 . 

Para todo número espectral 7 < 71 + 1 , o número — (7 + 1) é raiz do polinómio de Bernstein 

de f. 

Demonstração : 

Segue-se da Proposição 3.3 que, para todo número racional 7 < 71 + 1, temos que 

Mas, se 7 é número espectral, temos «wi^íiy 
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Este fato juntamente com (3.6), implica em 

/ O , 

para todo número espectral 7 < 71 + 1. Logo, da Observação 3.1.3, temos que — (-} + 1) é 

raiz de bf, para todo número espectral 7 < 71 + 1. 

Usando outros métodos, Saito [Sai93] (Teorema 0.7) provou que, se / é um germe complexo 

com ponto crítico isolado e /(O) = 0, então —(7 + 1) é raiz do polinómio de Bernstein de / , 

para todo número espectral < (J. O exemplo a seguir mostra que o conjunto exibido 110 

Teorema 3.1 estende esse conjunto exibido por Saito. 

E X E M P X O 3 . 5 Considere o germe com singularidade isolada 

Então, com auxílio do software Singular, pode-se determinar facilmente os números a seguir. 

19 JJá ___3 2_ L _JL i i l i l i l l l i l 30' 15' 30' 10' 15' 30' 15' 10' 15' 30' 30' 15 ' 10' 15 ' 30 ' 15" 10' 30' 15' 30' 

Raízes do polinómio de Bernstein da forma - ( 7 + 1), para 7 < 71 + 1 = ^ 

número espectral (Teorema 3.4) • 

_ n _J_ j_7 — li _JJá _JL —li 29 __31 _ U —11 —37 _ I i 13 
30' 15' 30' 10' 15' 30' 15' 10' 15' 30' 30' 15' 10' 15' 30' 15' 10' 

Raízes do polinómio de Bernstein da forma - ( 7 + 1 ) , para 7 < 0 número 

espectral (|Sai931, Teorema 0.7): 

• 

/ - a-;1 + x25 + xixi + xfxi + xfxl 

Números espectrais: 

I I _ I Z _ J L 30' 15' 30' 10 
II 23 _13 _JL _ M _29 15' 30' 15' 10' 15' 30" 
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Ressaltamos que Hertling e Stahlke [HS99] (Teorema 5.1) e Briançon et ai [BGMM89] 

(Proposição B.4.1.2.1.b) provaram o mesmo resultado do Teorema 3.4, sendo que os dois 

primeiros autores, sob a hipótese de / 6 C{ A'j, Ar2} com singularidade isolada e monodromia 

finita, e os últimos autores, sob a hipótese de / G C { X i , X 2 } ser não degenerada segundo 

poliedro de Newton. 

Varchenko [Var82] prova no Teorema 2, que qualquer elemento da família a //- constante 

de um germe / E C { A ' i , . . . , Xn} com ponto crítico isolado na origem e com /(O) = 0, possui 

os mesmos números espectrais. Assim, ternos o seguinte corolário do Teorema 3.4: 

COROLÁRIO 3 . 6 Os números — (7 + 1) , para todo número espectral 7 < 71 + formam 

um conjunto de raízes comuns aos polinómios de Bernstein de qualquer elemento da família 

a p-constante de um germe com ponto crítico isolado na origem f E C { A i , . . . , Xn), com 

/(O) = 0. 

O exemplo a seguir mostra que, cm geral, este corolário é o melhor resultado possível. 

Se dispusermos de informações adicionais sobre o germe / ou sobre sua deformação, este 

resultado, eventualmente, poderá ser melhorado. No próximo capítulo, veremos algumas 

situações em que isso ocorre. 

E X E M P L O 3 . 7 Considere as singularidades isoladas 

f = X;X2 + X , X26 e h = A - , % + A, X26 + A X? X23, 

onde fx é uma deformação a fi-constante de f com p. = 24. Com o auxílio do software 

Singular, temos: 

Números espectrais de f e /1 menores que 71 + 1 = ^: 

_15 12 _10 _T_ __5_ _2_ j_ n J_ J2_ J_ _5_ 7_. 
23' 23' 23' 23' 23' 23' 23' 23' 23' 23' 23 ' ' 23' 23' 23' 23' 23' 23' 23' 
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raízes comuns aos polinómios de Bernstein de f e / j : 

— -3- _ U —II _ií> 20 _21 22 _1 24 25 _ 26 _27 _ 28 _29 _ 30 

23' 23' 23' 23' 23' 23' 23' 23' 23' 23' 23' > 23' 23' 23' 23' 23' 23' 23 

Demais raízes do polinómio de Bernstein de fc: 

9_ _Í0 _12 _15. 

23' 23' 23' 23' 

Demais raízes do polinómio de Bernstein de f: 

32 35 38 23' 23' 23' 23' 

Com isso, as únicas raízes comuns aos polinómios de Bernstein de f e f\ são as raízes 

do tipo —(7 + 1), com 7 < i i + l = 8/23 número espectral. 

Observando mais detalhadamente a demonstração do Teorema 3.4, podemos obter o 

próximo resultado. 

T E O R E M A 3.8 Seja f e C { X j , . . . ,Xn] com singularidade isolada na origem e /(O) = 0. 

Se 

H' C H' I V^ W', 

então, para todo número espectral 7 < 7'. o número — ( 7 + I ) é raiz do polinómio de Bernstein 

de f 

Este resultado depende essencialmente do tipo analítico de / , e não somente do seu tipo 

topológico. O problema é que, em geral, é muito difícil verificar a hipótese sobre H'. Contudo, 

isso é possível em agumas circunstâncias. Por exemplo, quando / é não degenerado segundo 

o poliedro de Newton vimos, na Seção 1.5, que a V-filtração coincide com a filtração de 

Newton e, portanto, podemos tomar 7 no Teorema 3.8 como a ordem de Newton de [tidX} 

para algum ti como em (3.2). Vejamos um exemplo. 
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E X E M P L O 3 . 9 Considere o geme / = Xf + X% + X'fX% não degenerado segundo o polígono 

de Newton. 

Os números espectrais são: 

23 18 16 JU 9_ 8_ __6 _4_ 3_ __2_ 1_ 
35 • 35' 35' 35' 35' 35' 35 * 35' 35 * 35' 35' 35' 

X J L _ L J _ J L _ 2 _ J L I ! J J Í I 6 I 8 2 3 35' 35' 35' 35' 35' 35' 35' 351 35' 35' 35' 35* 

Tomando 

h' = f - l-Xr,fXl \x2fX2 
o 7 

11 Y3 Y5 

Lemos que a ordem de Newton de [h'dX] é p([h'dX}) = Então, com uma demonstração 

análoga à demonstração da Proposição 3.3, temos que 

H' CH' + V^H". 

Logo, do Teorema 3.8 temos como raízes do polinómio de Bernstein os números da forma 

— (7 + 1) , para 7 < A saber: 

12 _\7 22 24 26 __ 27 __ 29 _31 _32 _33 _34 
35' 35 ' 35' 35' 35' 35' 35' 35' 35' 35' 35' 35' 

36 37 38 39 _41 _43 _44 __46 _48 _51 _53 
35' 35' 35' 35' 35' 35' 35' 35' 35' 35' 35' 

Segundo o Teorema 3-4 Lentos como raízes de bf os números da forma - ( 7 + 1), para 

7 < 1 — M" ^ s a b e r : 

1 19 22 24 26 27 _29 _31 _32 33 _34 
35' 35" 35' 35' 35' 35' 35' 35' 35' 35' 35' 35' 

30 37 38 39 41. 43 _ 44 _ 46 
35' 35' 35' 35' 35' 35' o5' 3o 

Obsprve que, para obter o resultado do Teorema deveríamos tomar, como na Proposição 

3.3. 

[tídX] (f-^xífXl+x2fX2)dx -\x\--xl-zx:ixl)dx 
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uja a ordem de Newton é || = 71 + 1. Dessa forma teriam,os 

B' CH' + Vl2/35tí" 

, portanto os números da última lista acima como raízes de bf. 



Capítulo 4 

Polinómio de Bernstein de Ramos de Género 1 

Neste capítulo, especificamente na Seção 3, estudamos algumas raízes dos polinómios de 

Bernstein de germes de curvas analíticas irredutíveis planas pertencentes a uma. mesma 

classe de equisingularidade, determinada por um semigrupo de valores gerado por dois ele-

mentos (ramos de género 1). Na verdade, além das raízes determinadas no Teorema 3.4, 

exibimos mais raízes comuns aos polinómios de Bernstein dos germes de curvas pertencentes 

a uma mesma classe de equivalência mais fina do que a equisingul ari d a,de, chamada de 

equidiferenciabilidade, relacionada com o conjunto de valores das diferenciais deKahler sobre 

os germes das curvas. Essas raízes são determinadas cm fmição das ordens das diferenciais 

não exatas da curva na referida classe. 

Nas duas primeiras seções discorreremos,. sucintamente, sobre base standard e lacunas 

especiais- -Essas, noções são imprescindíveis na compreensão da terceira seção. Para mais 

detalhes veja Ilefcz e Llernandes [III101] e Hemandes [HerOl]. 
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4.1 Base Standard para ideais de C { X j , • • • , X n } 

4.1 Base Standard para ideais de C { X i , • • • , Xri} 

Para m = (mx, . . . ,m„) G Nn, usamos a notação Xm = X^X™2 • --X™". Portanto, todo 

elemento / G C{À"l5 • - • , X n } = O pode ser representado da forma 

m£/ 

com I C Nn. 

Se / ^ 0 é dado como na igualdade acima, definimos o conjunto de monómios de / como 

T ( / ) = {Xm; m G 1. arn ^ 0} 

e a potência líder de / por 

lp( / ) = mmT(.f), 

onde o mínimo c tomado com respeito a uma ordem monomial dada. Além disso, se 

lp(/) = X"\ o termo líder de / é o monómio 

lt ( / ) = amXm. 

Seja 1 um ideal de O. Fixada uma ordem monomial -< para O, dizemos que um subcon-

junto finito G C l é uma base standard para I , se todo rn E 1* satisfaz 

lp(m) = lp(fl0), 

com a G O e g E G. 

Uma base standard G de um ideal T de O é chamada de base standard mínima, se 

para todo h G G tivermos lp(A) ^ lp(Xmg), para todo g E G \ { / / } e todo m E N". 

Dados h, f E O e G = \gx, • • • , gr} C O, dizemos que h se reduz à f módulo G , 
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4.1 Base Standard para ideais de C { X j , • • • ,Xn} 

escrevendo h / , se 

f = h - E E m -
I V //I, c / 

com bmi é C e J, C N", de forma que lp(7?) -< lp( / ) quando / ^ 0 . Quando não for 

mais possível a redução de / módulo G, chamamos / de redução final de /?, e escrevemos 

h ^ f -

DEFINIÇÃO 4 . 1 Um S-processo de um par de elementos não nulos g, h € O é uma expressão 

da forma 

S{g,h) = Pg + Qh, 

onde P, Q 6 O, tal ejue S(g, h) - 0, ou 

min {lp (Pg), lp (Qh)} ~< Ip (S(g, h)). 

Sejam / , g elementos não nulos de O tais que lt,(/) = aXm e It(g) = bXr. Um S-processo 

mínimo de f,g é definido como sendo 

. , , , MMC (Xrn,Xr) MMC (A"m, Xr) 
SuúnU-.g) = b ^ f - a — g. 

A proposição a seguir nos fornece uma caracterização de base; standard para ideais. A 

demonstração pode ser encontrada em Hefez e Hernandes [HH01], Teorema 3 Capítulo 2. 

PROPOSIÇÃO 4 . 2 (GRÒBNER-HIRONAKA-BUCHBERGER) Dado G = {g±, • • • ,gs}cO, as seguin-

tes afirmações são equivalerdes: 

2.1. fí é uma base standard para algum ideal. 

2.2. Toda redução final módulo G de qualquer elemento de (G) é zero. 

2.3. Todo S-processo de um par de elementos em G tem uma redução final nula módulo G. 

O próximo teorema fornece um algoritmo para o cálculo da base standard para um ideal 

J C O. 
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4.1 Base Standard para ideais de C {X j , • • • ,Xn} 

TEORJEMA 4 . 3 Sejam B C O finito e 1 um ideal de O gerado por B. Então 1 tem uma 

base standard G dada pelo seguinte algoritmo: 

DADO: B; 
DEFINA: 6*o := 0; 

C*t := B; 
i := 1; 

ENQUANTO GL FAÇA 
S := {s; s é um óT-processo mínimo de elementos de GL): 

l> - { / ; - ^ / e ,/' / 0}; 
GT |I '•= GT U R,; 
i := i + 1; 

SAÍDA: G = G,. 

Demonstração: Veja Hefez e Hernandes [IILIO 1], Teorema 4, Capítulo 2. 

• 

4.2 Lacunas Especiais 

Sejam / € C{Ad, X-2} um germe de curva analítica irredutível e O = C { X i . X 2 } / < / > seu 

anel local. Denotamos por xt, para i — 1,2. a classe residual de X, módulo o ideal < / > ; 

isto é, Xi = X i + < / >• Dessa forma, temos O = C{£I ,£2}-

Pelo Tçorema de Newion-Pulseux j(veja Hefez [Hef03]), existe um monornorfismo 

(f): O > €{/ . } . 

.r, V- m(t) = f!« (4.,) 

3-2 ~ p2(t) = Ylhf 
•i>v 1 

tal que f{tv°,Yli>vt ^A) - 0- A aplicação if> será chamada de parametrização de / . 

Por urna mudança de coordenadas e de parâmetros, podemos supor que vq < ui, v{) não 

divide vi e bVt = 1 . 0 inteiro v0 é chamado de multiplicidade de / . 

Denotamos por v a valorização de C{*} c por T f = v (ó (0 ) ) o semigrupo associado a essa 

valorização que é conhecido como semigrupo de valores associado a / . Sabe-se que r f 
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4.2 Lacunas Especiais 

possui um condutor: isto é, Ff contém um número natural c tal que m E Tf, para todo 

m > c. sabe-se também que 1 / possui um sistema mínimo de geradores, cuja cardinalidade 

menos 1 é denominada de género da curva f. 

Salvo menção em contrário, ao longo deste capítulo, / será uma curva de género 1. Assim, 

considerando a parametrização de / como em (4.1), prova-se que MDC(uo,«I) — 1 e T/ = 

{uo, '^), com condutor c = // = (v0 — l)(i'i - 1) (veja Ilefez [Hef03], Capítulo 6), onde / i é o 

número de Milnor definido na seção 1.4. Nesse caso, Zariski [Zar73] prova que, a menos de 

mudanças de coordenadas analíticas, / pode ser representada por um germe da, forma, 

f{X\, A'2) = XiVí + X2a + ^X^X/. (4.2) 
()<a<«!l - 2 0 </*<<••„ 2 

DEFINIÇÃO 4 . 4 Dizem,os que dois germes de curvas analíticas irredutíveis são equisingu-

lares se eles possuem o mesmo semigrupo de valores. 

Definimos o O -módulo de diferenciais da curva / , como 

O2 
OdO = 

(ejx1 + e2fx2)' 

onde {e ], c2} é a base canónica de O". 

Denotamos por dx-i e dx2, respectivamente, as imagens de ( \ e e2 em OdO. Contudo, os 

elementos dx\ e dx2 não são geradores livres de OdO como O-módulo, uma vez que temos a 

relação: 

fXldx\ + h2dx 2 = 0. 

Em geral, OdO possui submódulo de torção não trivial (veja, por exemplo, Ilefez e 

Hernandes [HH01], Seção 7.1, Obeservação 2). 

Considere a aplicação 

í : OdO —• C { í } , 
^ 1 S (4,3) 

gidtxi + g2dx2 (t){gi)x\ + c>{g2)x'2 
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com g% E O, 0 o monomorfismo definido era (4.1) e x[ = p^t) = í m r a 2 = 1,2. 

Se identificarmos O com (j)(0), então a aplicação acima é um homomorfismo de O-módulos. 

Alem disso, Kcr(£) = T , corri T submódulo de torção de OdO. Logo, temos 

OdO , ^ 

Assim, dado LO 6 OdO \ T. definimos a ordem de LO como V(UJ) — V(((LO))} onde V 6 a 

valorização discreta de C { / } . 

DEFINIÇÃO 4 . 5 Dizemos que uma diferencial LO E OdO é exata, se existe g E O tal que 

LO — dg. Caso contrário, dizemos que LO é uma diferencial não exata (DNE). 

Se LO E OdO \ T é uma diferencial exata então V(U}) + 1 6 F/. Logo, se V(LO) + 1 ^ Tj, isto 

é, Í;(ÍO) + 1 é uma lacuna de P/, certamente LO é uma DNE. Além disso, se V(LO) > /t — 1, 

então LO é uma diferencial exata (veja, por exemplo, Hefez e Hernandes [HH01], página 95). 

Definimos 

A = {u(a;) + 1; U> G OdO \ T}. 

Então Tf Ç A e , portanto, para todo inteiro l > pi, temos que l E A. 

Diferentemente cie F/, o conjunto A pode variar de acordo com os parâmetros da de-

formação (4.2). Sendo assim, podemos ter A — P/ e, nesse caso, prova-se que a parametrização 

de / pode ser dada por (veja apêndice de Zariski [Zar73]) 

X = tv" 

Y = tv\ 

Os elementos de A \ F/, quando A /- Tf são chamados de lacunas especiais de / . 

Dizemos que dois germes de curvas analíticas irredutíveis equisingulares são equidife-

renciáveis se possuem o mesmo A. Assim, se A \ Tf ^ 0, a, menor lacuna especial menos 

v0 é um invariante em relação à equidiferenciabilidade, chamado de invariante de Zariski. 

Agora, vamos apenas descrever como determinar as lacunas especiais de um germe de 
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curva analítica plana irredutível usando sua equação cartesiana. Para mais detalhes veja 

Hernandes [HerOl]. 

DEFINIÇÃO 4 . 6 Sejam p - (p1;p2) £ N2 e <iex a ordem lexicográfica. Dizemos que 

X? X£2 <p X^Xlf3 se, e somente se, uma das possibilidades abaixo ocorre: 

1. piai + p 2 «2 < Pi A + p2t%; 

2. p . o , + p 2 « 2 = pxftx + p2ft2 e XflX? <lex X^Af2. 

Chamamos p de peso e <p de ordem pesada com respeito ao peso p e a ordem lexicográfica. 

Podemos encontrar ÍLS lacunas especiais A \ Tf computando uma base standard mínima 

tí para o ideal J = { / , fxi,fx2) c C { X i , A"2} com respeito à ordem monomial pesada dada 

pelo peso p = (t'o,t'i) e pela ordem lexicográfica. Para isso, extraímos de B os elementos fk, 

/,' > 1, tais que lp(./fc) = X™klX2k\ com 0 < mk2 < 1 e vi - 1 m.k 2vi 
v» < mki < vi — 1, 

onde mk 2vi 
"o é a parte inteira da fração. Assim, pode-se provar que 

k = ™,fc2'»i + m k l v 0 + 1 - /Í 

= mk2V\ + mk i VQ - (v0 - 1)(t'i - 1) + 1 ( 4 - 4 ) 

= (mk2 + 1)Í'i - (vi - 1 - m fc l )?..•(, 

é lacuna especial, onde mk2Vi + mki?;0 = degp ( / í : ) . Os demais elementos de A \ T/ são os 

elementos do conjunto 

{h + ivo + jv,; i, j e N e lk + iv0 + jih & Tf}. 

Vejamos um exemplo. 

EXEMPLO 4 . 7 Seja 

/ ( X , ,X2)= X\ - 2X\X\ - 4XJX2 - A?, 

cujo semigrupo de valores c T = < 4.9 > . Fixemos em, C { X , , X 2 } a ordem pesada com 

respeito ao peso p — (4,9) e à ordem lexicográfica. 
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Usando o algoritmo dado no Teorema 4-3, obtemos como base standard mínima para 

{fjxufxi) 0 conjunto B = {fx2, ÍX1J1J2}, onde 

fi{Xj, X 2 ) = / - -X2fx.2 - -Xifx, = gX]X2 + -X\Xl 

Í2(Xl,X2) = ~ X 2 f X l - Xifi = ~X\'X22 + ^ x t x l 

Assim, h = 14, l2 = 19 e a outra lacuna especial é 11 + 9 = l2 + 4 = 23. Observe que 

li + 4 = 18 c /2 + 9 = 28 não são lacunas especiais, pois /x + 4, l2 + 9 6 Ff. 

4.3 Polinómio de Bernstein e Lacunas Especiais 

Nesta seção, aplicamos a teoria desenvolvida nas duas últimas seções e nos capítulos anterio-

res de modo a obter uma relação entre as lacunas especiais e algumas raízes do polinómio 

de Bernstein de nina curva de género 1 . 

E fácil verificar que as curvas de género 1 são não degeneradas segundo o polígono de 

Newton. Logo, convém lembrar que a V-filtração sobre H" é obtida da filtração de Newton 

(veja Seção 1.5). 

Para a classe cie equisingularidade com semigrupo de valores ('«o,«i), sabe-se que 

= - + — 1 < TO] < «o - 1 e 1 < rn2 < vi - 1 \ (4.5) l Vi ) 

c o conjunto dos números espectrais (veja Saito [SaiOO]), com menor elemento 71 - — 

A observação e o lema a seguir são fundamentais para a solução do problema proposto 

nesta seção. 

OBSERVAÇÃO 4 . 8 

1. Para i = 1,...,//., considere yt e respectivamente, os números espectrais e os 

números expoentes. Como neste capítulo f e C { X , , Ar2} então, segue da Propriedade 

1.14.3 que, por urna permutação dos 77 e dos 3i; valem as desigualdades 0 < 7j—$ < l, 
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com ji — í3i E N, para i = 1 . . . . , //. Logo, para / e C { X j , X 2 } ; devemos ter 7j - $ = 0 

ou 1, isto é, $ = 7 i ou = 7 — 1 , para todo i = 1,...,//. Assim, as raízes do polinómio 

de Bernstein de f € C { X i , X 2 } são os números racionais — (3+ 1) = - ( 7 , + 1) o?/ 

-(/íi + l) = - 7 i . 

2. Pode-se provar que se / 6 C { X i , X2 } é irredutível, então ( i im cGry /7" = 1, para /? 

número expoente (veja Saito [Sai89j). 

LEMA 4 . 9 Seja f um germe de curva analítica irredutível em C { Â " I , X 2 } como em <? 

com A ^ T/; isto é, f não é equivalente a Xj"1 + X20. Em, relação a ordem pesada dada pelo 

peso p = (i'o,i'i) e à ordem lexicográfica, os elementos da base standard, mínima do ideal 

T = (/, fXl, fx2) <lue determinam as lacunas especiais, são elementos da forma 

fi — / Xifxy X2fx,^ 

Vi L'Q 

fk = Qkl (X , , X2)fX] + Q , 2 ( X , , X2)fx2 + Qk-ÁXl7X2)fu 

com dcgp(fk) > dcgp(fi) c k > 2. 

Demonstração: 

Podemos supor / dada por 11a forma: 

./'(X,. X2) = X,01 + Xá1"' + u ^ X f X / . 
0<rt<i;} - 2 
0<íi<l'()-2 

Usando a ordem monomial pesada cm relação ao peso p = (r0, vf) e à ordem lexicográfica, 

vamos aplicar o algoritmo dado 110 Teorema 4.3 para provar o lema. 

Comecemos com G, = { / . ./AV./A,}- Observe que l t ( / ) = l t ( / X l ) - ^A '? 1 " 1 e 
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fx2) = i'oX2" ' • Então, temos os seguintes 5-processos mínimos de G\\ 

SiMfJxJ = vtXr^I-Xpfx, 

= n X f " - 1 - u^aXrKX^ ; 
a.0 

Smmifx^fxi) = Vxi ~ V\X'Jr 1 fx2 

tu,3 

Xz_ , 
Smm{}- Jx2) = / /x2 

= XJ* + E í -
t i V 

Com um cálculo simples, podemos concluir que degp(Smin(fJ'x1)) — p + 1 > p e, portanto, 

para o cálculo das lacunas especiais, podemos descartar os elementos da base standard deriva-

dos desse ^-processo mínimo. De forma análoga, também podemos descartar os elementos 

da base standard derivados do S-processo mínimo Sm]JS(fXl, fx-,)-

Como deg (5 m i n ( / , Jx2)) P + ^ < Pi então não podemos descartar esse ,9-processo cuja 

redução final é 

/i = / - ~XifXl - ~X-2fX2 = E ( 1 - ~ - (4-6) 

uma. vez que 0 < a < t?i — 2, 0 < fj < VQ — 2 e, portanto, não pode ser reduzido módulo Gi . 

Segue-se do algoritmo dado pelo Teorema 4.3, que / i é um elemento da base standard de 

va X. Além disso, como m;0 + dvi > vovi, então a > — ̂  e, portanto tt > O] - 1 

Logo, de (4,4), j\ contribui para o cálculo das lacunas especiais, uma vez que também temos 

0 < /? < ?;0 — 1 e a < i'i — 1. Continuando o algoritmo, se necessário, tomamos G2 = 

{/, fxL, fx2 • / i } e, pelo passo anterior, temos que os S-processos que devem ser analisados 

para obtenção das lacunas especiais devem ser da forma S(g, / i ) , com g e G2\ { / r } - Mais 

precisamente, Hernandcs [HcrOl], Proposições 2.3 c 3=3, prova que necessitamos analisar 

apenas os 5-processos S{g,fi), com g E G% \ { / , / r } - Além disso, só precisamos usar fXl e 

fx2 nas reduções, uma vez que a potência líder de / é igual à potência líder de X2fx2- Dessa 
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forma, neste passo do algoritmo, os elementos da base standard mínima de X que contribuem 

para o cálculo das lacunas especiais são elementos da forma 

ík = Qki(Xu X2)fXi + Qk2(XuX2)fx.À + Qk3(Xu X2)f1 (4.7) 

tais que, se degJ,fk) = v0+mk2vi, então 0 < mk2 < v0—1 eui —1— mk2Vi < m/d < V i -1 . 

Além disso, segue das definições de í>-proccsso c redução que degp(/fc) > deg p ( / i ) . 

No próximo passo, tomamos G:> = {/, fXí, fx2,fi,f2- • • • • fj2} e) c o m ° mesmo argumento 

do passo anterior, devemos considerar os ^-processos da forma S(g, fj), com g 6 G.>, \ {/, /,}, 

cujas reduções podem ser feitas módulo \ { / } . Novamente, obtemos elementos da base 

standard mínima de 1 que contribuem para o cálculo das lacunas especiais da forma (4.7). 

Continuando o algoritmo com esses mesmos argumentos, conseguimos provar o resultado 

desejado. 

• 

T E O R E M A 4 , 1 0 Seja / uma curva de género 1 com semigrupo de valores (v^v i ) tal que 

f não é equivalente a A?1 + Xv,n. Se l é uma lacuna especial para / , então — 6 

> 7 i + t e é raiz do polinómio de Bernstein de f . 

Demonstração: 

Sejam j\ e fk como no Lema 4.9. Segue de (4.6) que existem a, ,3 tais que deg p ( / i ) = 

av0 + fivi. Então do Lema 4.9, m>0 + + + "o - <V«o é uma lacuna especial, e se 

degp(/fc) = mklv0 + mk2vt então mklv0 + rnk2v\ + ih + v(] - t\vtí também é uma lacuna 

especial, desde que 0 < m,k2 < 1 e vj — 1 'lk2ÍL 
«o < m.ki < vy — 1. Mais ainda, segue 

da Seção 2 deste capítulo, que as lacunas especiais são os números 

/1 ij 

'kij 

/, + iVo + jVl = degp (X\XÍfi) -H+l 

(ft + i)vo + (í3 -f j)v 1 - (i + 1 < p, 

h + ívq + jvi =- degp (X {XZfk ) - /x + I 

(,Wki + i)vo + (rnk2 + j)v! - /i + 1 < /i, 

(4.8) 
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tais que luj -hi j ^ T/ , para i,j e N. 

Mas, observe que 

(s +1 --J-Aiftr, -^2Ôxa)/sl1 - {" + i)fa]1-(s + i){-xldXl{f) + ^x2dXa{f))f 

= (« + i ) u - - x l f x l - - x 2 f X 2 ) r v} VQ 

= (s + i)j\r-

Logo, temos que: 

x\xi(s-i-i--x1ãxí--x2dx.2)r'1 = ;, , i; v;.v^/i/-': 

(Qk,(X,.X2)dXl + Qk2(XuX2)dx2 + + 1 - - -X2<Jxj) r*1 

V «0 J 

Dessa forma, segue da definição dc © J? que 

«•ÚVÍAi/,./-!. c ( A Í ^ / f e / s ) e © 

com í . j G N. Logo, pelo isomorfismo íp o dado em (2.8), temos que 

lX\X{j\dX), \X\XífkdXj 

Observe que as potências líderes de X\X2fi c X\X2fk são, respectivamente, 

com 0 < a - H , rrifei + i < vi-2 e , í i+j, rnk2+j < v0-2, já que X{X2fi e X\X}2fk contribuem 

para o cálculo das lacunas especiais. Isto significa que atXf' lXf2V3, akX?hl+iX?k*H eE~ 

58 



4.3 Polinómio de Bernstein e Lacunas Especiais 

0/J(f), uma vez que no caso de curvas de género 1. é sabido que 

E = (X?>XF-, 0 < m, < fi - 2, 0 < m-2 < uQ - 2), 

Assim, temos que 

yiwjji 
0 + [XlXÍhdX] = [ayXf^X^dX] e 

0 / [X\XlfkdX) = \akX?^HX^\ L 

y>yin H'' 

yyknjj' 

y>-?kij fj' 

onde 

Vl V() V0Vy 

lkt] = p{\x\xykdxj) +Jj) = Wa + ' + 1 + mtí + j + 1 -1 = X 
l'l l'o V0Vi 

com p dada na Seção 1.5 e luj, lkij as lacunas especiais obtidas, respectivamente, de X\Xrl2j\ 

o X\X{fk. 

Dessa forma, podemos concluir que Gr^H' ^ {0 } , para 7 = 71 i7-, j k í j . Conseqiientemente, 

segue-se da Observação 4.8.2 que, para estes valores de 7 , temos 

^ = (Oi; 
GRJH< 

Gr7 / / " 
isto é, o grau de nilpotência de (.9 + 7 + 1) sobre ^ é nulo e, portanto, - ( 7 + 1) não é 

Gr^H' 

raiz do polinómio de Bernstein de / . Então, da Observação 4.8.1, temos —7 como raiz do 

polinómio de Bernstein de / , para 7 = j u j , 7 k i j . 

Para concluirmos a demonstração da proposição, falta verificarmos que 7 E E e 7 > 7 1 + 1 , 

para 7 = 7 u j , ~ ; k l j . 

De fato, que 7 6 E, para 7 = 7 7 ^ - , segue imediatamente da descrição de £ dada em 
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(4.5). Além disso, segue do fato de deg ( / i ) = ai;0 + > '«ofi, que 

, , o ' I . M l , o _ 1 1 1 1 
IOO = p[íidX\ = + 1 = — + ! + _ + _ > _ + _ = 7l + i. 

Vi i'o Vi V0 Vi V(\ L'i Vq 

Assim, segue da definição de p e que 

7iy = p{[X[XihdXj) > plLdX} > 7r + 1. 

Mais ainda, como degp(.fk) = mkVih) + rn^h > deg ( / i ) (veja Lema 4.9), então temos que 

Esse teorema nos diz que para germes de curvas analíticas planas de género 1, pertencentes 

à classe de equidifcrcnciabilidadc determinada, pelas lacunas especiais h < • • • < ls e com 

sernigrupo de valores < t>0, > , temos sempre como raízes do polinómio de Bernstein os 

números racionais — • • • , com - k - , • • • . - k - números espectrais maiores que 71 + 1. 

Como 110 caso de curvas irredutíveis planas, os números espectrais não diferem por inteiros 

não nulos (veja Saito [SaiOO]) então, para todo número espectral 7 < 71 + 1 e para todo 

i = 1 , . . . , s, temos que 7 + 1 ^ Logo, além das raízes determinadas no Teorema. 3.4, 

conseguimos com o Teorema 4.10 mais raízes comuns aos polinómios de Bernstein de uma 

mesma classe de equidiferenciabilidade. 

Agora vamos aplicar o Teorema 3.8 para obter ainda mais raízes comuns aos polinómios 

de Bernstein de uma mesma classe de equidiferenciabilidade. 

Seja fi como 110 Lema 4,9. Então, fazendo m1 — l/vi e rn0 = l/v0 em (3/2), temos 

fi = h'. Assim, segue-se da demonstração do Teorema 4.10, que 

p{\x\xykdx\) > p{[,fkdx\) = rnki + 1 mk 2 + 1 
Vi vQ 

> p{{j\dX}) > 7 1 + 1, 

prvando assim a proposição. 

• 
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e, consequentemente, da demonstração da proposição 3.3, temos que 

H> c H' + vhm/""Vl H". 

Logo do Teorema 3.8, —(74 1) é raiz do polinómio de Bernstein de / , não somente para 

todo número espectral 7 < 7, + 1, mas para todo número espectral 7 < 7' = 

Finalmente, podemos concluir que os germes de curvas analíticas planas de género 1, 

pertencentes à classe de equidiferenciabilidade determinada pelas lacunas especiais lx < 

• • • < ls e com semigrupo de valores < v0,i 'i > , têm sempre como raízes do polinómio de 

Bernstein os números racionais distintos 

vQvÍ' ' U0Ul' 

para todo 7 < —1— número espectral. 
VoVi 

OBSERVAÇÃO 4 . 1 1 Sejam f = X " 1 + X^1 um germe de curva analítica de género 1. Então 

ji = / — 1 / í ' i X i f x l — l/vofx-lX2 = 0 e, portanto, tomando rrt-i = rn2 = 0 em (3.2), temos 

que [h'dX\ = [fidX] = 0. Logo, da demonstração da Proposição 3.3, 

H' C H' + Va ÍP' 

para lodo número racional a. Assim, segue do Teorema. 3.8, que as raízes do polinómio de 

Bernstein de f são da forma —(7 + 1), pam lodo 7 número espectral. 

Por exemplo, para 

f : Xf + A*2, 

temos: 

números espectrais :— -j^, — — 

raízes do polinómio de Bernstein: - - |, - — 

No exemplo a. seguir, exibimos todos os possíveis conjuntos de raízes do polinómio de 

Bernstein para todas as classes de equidiferenciabilidade com semigrupo de valores < 5, 7 > . 
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E X E M P L O 4 . 1 2 Os germes de curvas analíticas irredutíveis planas com semigrupo de valores 

< 5,7 > têm como forma cartesiana 

f : X\' + Xl + aX*X2 + bX*X% + cXfX42 + dX^X^ 

com a, 6, c, d E C. 

Os números espectrais para esses germ.es são os números racionais; 
- 2 3 - 1 8 -1:6 - t a - 1 1 
35 ' 35 1 35 ' 35 ' 35 ' 35 ' 35 ' 35 ' 35 ' 35 ' 35 ' 35 ' 35' 35» 35' 35' 35 1 35 1 35' 35' 35' 35 1 35 1 35' 

Se p. yé 0, usando o algoritmo dado pelo Teorema Jt.3, temos que 13, 18, 23 são as lacunas 

especiais de f . Portanto, os polinómios de Bernstein para qualquer elemento dessa classe 

sempre têm com,o raízes os elementos do conjunto; 

C U C ] U C2 = { - ( 7 + 1); 7 < 71 + 1 = j f número especlral}{J 

M 7 + 1); < 7 < I número espectral} U - I f , 

— 1 1 / 13 j_8 23 \ ' U l 351 351 35 J 
— /_AIÍ _AZ 22 24 26 27 _29 _31 _32 _33 ~~ t 351 35-' 35' 35' 35' 35' 35' 35' 35' 35' 35' 

34 36 37 38 _ 39 _ 41 _ 43 _ 44 _46 KJ _18 _ 231 
35' 35' 35' 35' 35' 35' 35' 35' 35' 35' 35' 35 ->' 

51 16 
Logo, da Observação (4-8.1), as demais possibilidades de raízes são: —— ou — —. 

3o oo 

Se a = 0 e b ^ 0, então as lacunas especiais de f são 16 e 23. Logo, os polinómios 

de Bernstein para qualquer elemento dessa classe sempre têm como raízes os elementos do 

conjunto: 

C U 6 3 U 64 = { — (7 + 1); 7 < 71 + 1 = ^f número espectralju 

{ - ( 7 + 1); i < 7 < I número espectral} u{-|§,-§§} 

__ r 12 _17 _ii» 22 24 26 __ 27 _29 _31 _32 _ 33 
~~ l 35' 35' 35' 35' 35' 35' 35' 35' 35' 35' 35' 

34 36 37 38 _39 _41 _ 43 _ 44 _ 46 _48 _|6 _ 2 3 ) 
35' 35' 35' 35' 35' 35' 35' 35' 35' 35' 35' 35 / ' 

18 53 
As demais possibilidades são ou - •—. 

oO oO 

Se a = b = 0 e c ^ 0, então as lacunas especiais de f são 18 e 23 e, portanto, temos 
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um único polinómio de Bernstein nessa classe de equidiferenciabilidade cujas raízes são os 

elementos do conjunto; 

C U C 5 U CE = { — (7 + 1); 7 < 7 I + 1 = número espectral}U 

{ - ( 7 + 1 ) ; | f < 7 < I I número espectral} U{-||,-||} 

c u { 48 35' 18 
35' 

231 35 J 

l 35' 
17 
35 

19 22 
' 35' 35' 

24 
35' 

26 27 29 31 32 33 
35' 35' 35' 35' 35' 35' 

34 35' 36 
35' 

37 38 35" 35' 39 35' 
41 43 44 46 48 51 18 
35' 35' 35' 35' 35' 35' 35' _23| 35/ 

Se a = h = c = 0 e d ^ o» então a única lacuna especial de / é 23 e, portanto, lemos 

um único polinómio de Bernstein nessa classe de equidiferenciabilidade cujas raízes são os 

elementos do conjunto: 

C U C 7 U C 8 = { - ( 7 + 1) ; 7 < 7 ! + 1 = § número espectral}U 

{ - ( l + l ) ; Í < 1 < ! número espectral} U{-||} 
= (7 u J_48 . . w i y r M i L U l 35' 35" 35J U L 35J 
— __1Z 22 24 26 _27 __ 29 _ 31 _32 _33 ~ I 351 35' 35' 35' 35' 35' 35' 35' 35" 35' 35' 

M f f i 3 7 3 8 S f l 4 3 1 } 4 6 4 8 5 I 53 _23l 
35' 35' 35' 35' 35' 35' 35' 35' 35' 35' 35' 35' 35 J' 

Se a = b = c = d = 0, então segue da Observação 4-11 que temos um único polinómio de 

Bernstein nessa classe de equidiferenciabilidade cujas raízes são os elementos do conjunto: 

C U G ) = { - ( 7 + 1) ; 7 < 7 , + 1 = número espectral}U 

{ - ( 7 + 1); 7 > 71 + 1 = H número espectral} 
58 1 
35 J 

12 17 19 22 24 26 27 _29 _ 31 __32 _ 33 _ 34 _36 
"35' 35' 35' 35' 35' 35' 35' 35' 35' 35' 35' 35' 35' 
37 38 39 _4_L 43 _44 __46 _48 _51 _53 _58l 

"35' 35' 35' 35' 35' 35' 35' 35' 35' 35' 35 J 

48 51 53 
35' 35' 35' 
17 19 22 ! 35 ' 35' 35' 

38 39 41 
35' ' 35' " 35' 

Resumindo, temos a seguinte tabela: 

Observe que, a análise feita no exemplo acima exibe todas as possibilidades de conjunto de 
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4.3 Polinómio de Bernstein e Lacunas Especiais 

A \ r Raízes do Polinómio de Bernstein 

a ± 0 13, 18, 23 ou 
C u C j U C s U Í - l } 

a = 0 
e 

byí 0 
16, 23 

CuCsUC4U{-g} 
ou 

C U C 3 U ( 7 4 U { - § § } 

a = b = 0 
e 

c ^ O 
18, 23 c u c 5 u r<; 

a = 6 = c = 0 
e 

d^ 0 
23 C ,-C-J Cs 

a = b = c — d = 0 0 C U Cg 

raízes do polinómio de Bernstein para as classes de equidiferenciabilidade, mas não é verdade 

que para cada conjunto exibido, tenha que haver um germe na deformação com as raízes do 

polinómio de Bernstein representadas por esse conjunto. Para comprovar isto, basta olhar 

um exemplo dado por Cassou-Noguès [CN87], o qual exibe todos os conjuntos de raízes 

dos polinómios de Bernstein que aparecem na classe de equisingularidade com semigrupo 

< 6,7 > . 
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