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Resumo

O objetivo principal deste trabalho é apresentar um estudo sobre o
Teorema de Borsuk-Ulam para forma espacial esférica homotopica.

Em nosso trabalho consideramos X uma n-forma espacial esférica
homotopica a qual admite uma acgao livre de Z,, com p > 2 primo e
f: X — R* uma funcdo continua e, mostramos que sob determinada
relagdo entre os nimeros n e k, o conjunto A(f) dos pontos de
coincidéncia de f é nao vazio.

Palavras-chave: Borsuk-Ulam, subgrupos de indice primo, formas
espaciais esféricas, classes de Chern, cohomologia de grupos finitos,
cohomologia periédica, G-coincidéncias, sequéncia espectral, fibragoes.
de aplicagoes.






Abstract

The main objective of this work is to present a study about the Borsuk-
Ulam Theorem for homotopic spherical space.

In our work we consider X be a n-dimensional homotopic spherical
space form which admits a free action of Z,, with p > 2 prime and
f : X — R* be a continuous map and we show that, under certain
relations between the numbers n and k, the set A(f) is not empty.

Keywords: Borsuk-Ulam, subgroups of prime index, spherical space
form, Chern class, cohomology of finite groups, periodic cohomology,
G-coincidence of maps, spectral sequence, fibration.
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Introducao

O teorema classico de Borsuk-Ulam [3], afirma que toda fungao
continua f da n-esfera S™ no n-espago euclidiano R", colapsa pelo
menos um par de pontos antipodas, ou seja, existe um ponto
r € S" tal que f(x) = f(A(z)), onde A : S — S™ denota
a aplicagdo antipodal A(x) = —x, para todo x € S".  Esse
teorema é uma ttil ferramenta da topologia algébrica que tem sido
extensamente usado em diferentes areas. Uma das razoes é que
existem intmeras versoes e muitas demonstracoes conhecidas de
cada versao. As técnicas das demonstragdes sao completamente
variadas: os métodos geométricos e elementares, as técnicas algébricas,
combinatoriais, a topologia algébrica e muitas outras ferramentas tém
sido usadas para prova-lo. O resultado foi primeiramente conjecturado
por S. Ulam e provado por Karol Borsuk, em 1933. Desde entao, tém
sido publicadas diferentes demonstracoes, generalizacoes e aplicacoes

deste famoso teorema (ver, por exemplo, [10]).

Dentre as generalizacoes bem conhecidas, destacamos pela sua
importancia, o trabalho de Conner e Floyd [5]. A famosa versao do
Teorema de Borsuk-Ulam provada por eles na década de 60, substitui o
n-espaco Euclidiano R" por uma k-dimensional variedade diferencidavel

MP¥, paran >k, com a hipétese adicional que a induzida da f no nivel



n se anula na Zy-cohomologia. Em [2], Biasi, De Mattos e Dos Santos
estenderam o resultado de Conner e Floyd substituindo a k- variedade

diferenciavel por uma k-variedade generalizada, provando o seguinte

Teorema [2, Teorema 1.1]. Sejam f : S™ — M* uma funcdo
continua da n-esfera S™ em uma variedade generalizada M* e A(f) =
{z € X; f(z) = f(=2)}.

i) sen >k, entao dim A(f) > n — k;

ii) sen =k e f*: H"(M", Zy) — H™(S",Zs) for nula, entio A(f) #
0.

Existem muitas formulagoes do Teorema de Borsuk-Ulam. Considere-

mos a seguinte formulagao geral do teorema de Borsuk-Ulam:

Sejam XY espagos topologicos, G um grupo finito agindo livremente
sobre X e f : X — Y uma aplicacao continua. Dizemos que um
ponto x € X é um ponto de G-coincidéncia de f se a funcao f leva
a orbita Gz em um tunico ponto. O conjunto de todos os pontos de
G-coincidéncia de f é denotado por A(f).

Na formulacao geral acima de G-coincidéncia quando o dominio X
é um espaco satisfazendo determinadas condicoes e contradominio Y
é um CW- complexo, o problema foi abordado em varios artigos, a
saber, 7, [8, 9], 10], [13, 14] e [21].

No caso em que o dominio é a n-esfera ou uma esfera de homologia e
o contradominio Y é o espaco euclidiano R*, o problema foi também

abordado em vdrios artigos (ver por exemplo [21]).

Recentemente, D. L. Gongalves, O. Manzoli Neto e M. Spreafico em
[T1], provaram o Teorema de Borsuk-Ulam para espagos de forma
esférica que admitem agoes livres do grupo ciclico G = Z,. Mais

especificamente, eles provaram o seguinte resultado.
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Teorema [11, Teorema 1.4]. Seja X = X(2n — 1) um espago de
forma esférica (2n — 1)-dimensional, e T uma involugdo livre em X,
com n > 2. Entao o Teorema de Borsuk-Ulam ¢é valido para a tripla
(X(2n — 1), 7; R?"7Y) se, e somente se, m(X) ndo possui elementos

de ordem 2.

O objetivo do nosso trabalho foi obter uma versao do teorema de
Borsuk-Ulam considerando o dominio X no problema geral acima
como sendo as n-formas espaciais esféricas homotdpicas e G o grupo

ciclico Z,, com p > 2 primo.
A seguir, apresentamos o principal resultado deste trabalho.

Teorema (5.1.1). Dada uma forma espacial esférica homotopica
(2n-1)-dimensional X com uma agao livre de Z,, p > 2 primo, e uma
aplicacao continua f : X — R™ com 2n — 1 > m(p — 1), entdo o

conjunto de coincidéncias A(f) # 0. Mais ainda,

dim A(f) > dim X — m(p — 1).

No desenvolvimento da tese usamos conceitos de topologia e algebra,
tais como classes de Chern, sequéncias espectrais, cohomologia de
grupos, grupos periédicos finitos, grupos atuando em esferas, espagos

de forma esférica, entre outros.

A seguir relatamos sucintamente o objeto de estudo de cada

capitulo.

No capitulo 1 encontram-se definicoes e propriedades béasicas
relativas ao desenvolvimento do projeto tais como espago de forma
esférica, cohomologia de grupos, fibracoes, sequéncias spectrais, etc.
A intencao deste capitulo é facilitar a leitura e entendimento dos

capitulos seguintes.

No capitulo 2 encontram-se definicoes e resultados sobre
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cohomologia de grupos finitos, especificamente sobre cohomologia de
grupos periodicos finitos, os quais sao geradores de espacos de forma
esférica. O conhecimento do anel de cohomologia moédulo p de tais
grupos foi de fundamental importancia para o desenvolvimento do

nosso trabalho.

No capitulo 3 nés apresentamos uma caracterizacao das formas
espaciais esféricas que admitem Z,-acoes livres (ver Teorema .
A existéncia de tais Z,-espacos livres estd diretamente relacionada
com os subgrupos de indice primo dos grupos periddicos finitos. Na
secao |3.2] asseguramos a existéncia de tais subgrupos, e desta forma,

a existéncia de espacos de forma esférica que admitem uma agao livre

de Z,.

No capitulo 4 encontra-se um estudo sobre classes de Chern no

que diz respeito a sua relagdo com o conjunto de coincidéncias A(f).

No capitulo 5, usando as ferramentas desenvolvidas nos capitulos
anteriores, demonstramos nosso resultado principal, um teorema do
tipo Borsuk-Ulam no caso em que o dominio é uma forma espacial
esférica homotdpica. Demostramos que o conjunto de coincidéncias é

nao vazio e também damos uma estimativa para sua dimensao.

No apéndice A apresentamos alguns aspectos geométricos do Teorema
de Borsuk-Ulam para o caso de agoes livres do grupo ciclico Z,,
apresentando uma versao equivalente deste resultado em termos de

aplicagoes Z,-equivariantes.

v



CAPITULO

Preliminares

Neste capitulo apresentamos algumas defini¢oes e resultados que
serao de bastante utilidade para o desenvolvimento dos capitulos
posteriores. O objetivo desse capitulo é facilitar a leitura e
entendimento dos proximos capitulos e sendo assim, sera omitida
a maioria das demonstracoes dos resultados apresentados. Suas

principais referéncias sao [1], [19], [20], [22]

1.1 Forma espacial esférica

Definicao 1.1.1 Uma n-forma espacial esférica € uma variedade Riemanniana
conexa completa de curvatura constante positiva, ou seja, € exatamente o
quociente S™/T" da esfera pela agdo de um subgrupo I' C O(n+1,R) de isometrias
livres de ponto firo. Uma classificagao completa das formas espaciais esféricas foi

feita por J. Wolf em [22)].

Desde que S™/I' é conexa, Hy(S"/T;Z) ~ Z. Como S™ e p : S — S"/T

¢ um recobrimento, entdo S™/I" é compacta e H,(S"/I';Z) é isomorfo a Z ou

1
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Zo, dependendo se é orientavel ou nao, respectivamente. Se n é par, entao as
unicas formas espaciais esféricas (a menos de isometria) sao a esfera e o espago
projetivo. Se n é impar, entao S™/I" é orientavel pois as representagoes do grupo
[' em O(n+ 1,R) originam-se de representagoes complexas e portanto se reduzem
a SO(n+1). Também o grupo das transformagoes deck é I". Usando a sequéncia
exata de homotopia de p segue que m(S™/T") ~ I' e m(S™/T") ~ m(S™), para
kE>1.

Definigao 1.1.2 Seja X™ um CW-complexo m-dimensional com o mesmo tipo
de homotopia da m-esfera. Dada uma ac¢ao celular livre v de um grupo finito G
em ¥, denotamos por ¥ /v(G) o espago de drbitas correspondente, chamado
espaco de forma esférica homotopica ou forma espacial esférica homotopica m-

dimensional.

1.2 Espacos de Recobrimento

Para definirmos espagos de recobrimento assumimos que os espacos topoldgicos
utilizados sdo conexos por caminhos e localmente conexos por caminhos (e

portanto, conexos). Os resultados desta segao podem ser encontrados em [19].

Definicao 1.2.1 Sejam X e Y dois G-espagos e f : X — Y wma aplicagao
continua. Se f(gx) = gf(z) para todo x € X e todo g € G, entao f é chamada de

aplicacao equivariante.

Definicao 1.2.2 Seja X um espaco topologico. Um espago de recobrimento
de X € um par ()N(,p), com X um espaco de recobrimento e p : X — X uma
aplicacao continua tal que:

(1) p € sobrejetora.

(2) Todo ponto x € X possui uma vizinhanga U aberta, conexa por caminhos
de modo que a restricao de p a cada componente coneza U de p Y (U) é um

homeomorfismo.



1.2 Espacos de Recobrimento

Observacao 1.2.1 Denominamos a aplicacio p e a vizinhanca U respectiva-
mente de projegao de recobrimento e vizinhanca elementar. Ainda, o

conjunto p~t(x) é denominado fibra no ponto v € X.

Exemplo 1.2.1 Seja p : R — S dada por p(t) = (sent,cost),t € R. Entdio
(R, p) € um recobrimento de S*. Além disso, todo subintervalo aberto de S* pode

ser visto como uma vizinhanca elementar.

Observacgao 1.2.2 Sejam ()?,p) e (?,q) recobrimentos de X e Y respectiva-
mente. FEntao ()N( X ?,p X q) € recobrimento de X XY, sendo a aplicagdo p X q
definida como (p x q)(z,y) = (p(z),q(y)). Agora, se U e V sdao vizinhangas
elementares de x € X ey € Y entao U X V € uma vizinhanca elementar de
(x,y) e X xY.

Proposicao 1.2.1 Sejam ()N(,p) um recobrimento de X, To € X e xg =
p(Zo).  Entio o homomorfismo induzido p. : m(X,%) — m(X,z0) € um

monomorfismo. [ |

Definicao 1.2.3 Seja ()Z',p) um recobrimento de X. Um homeomorfismo ¢ :
X — X ¢ dito transformacio de recobrimento (ou Deck transformacgao)
se pop = p. Ainda, o conjunto de todas as transformagoes de recobrimento

(denotado por A()Z,p)) ¢ um grupo em rela¢ao a composicao.

Proposigao 1.2.2 O grupo A()Z',p) atua livremente sobre X, isto ¢, g.T = I se,

e somente se, g = 1. ]

Definicao 1.2.4 Um recobrimento ()A(:,p) de X € dito recobrimento universal
de X se X 6 simplesmente conexo, isto €, se X ¢ conexo por caminhos e
m (X, %) =0, para todo T € X
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Definicao 1.2.5 Um recobrimento ()N(,p) ¢ dito recobrimento regular se
p.(m1(X, %)) € um subgrupo normal de 7, (X, z). Ainda, esta condicio independe

da escolha do ponto base T € p~*(z).

Exemplo 1.2.2 Todo recobrimento universal é reqular.

Definicao 1.2.6 Se ()Af,p) € um espaco de recobrimento de X, o niumero cardinal
comum dos conjuntos p~*(x), x € X, é chamado de ntimero de folhas do
recobrimento. Nds dizemos que o recobrimento é de n-folhas se #p~'(z) =n e
de infinitas folhas se #p~'(z) = .

Proposigao 1.2.3 Seja ()?,p) um recobrimento regqular de X. Entao A()?,p)
¢ isomorfo ao grupo quociente (X, x)/p*(m()?,?:)), para todo x € X e todo
Tep(z). |

Demonstragao.  [19].

Proposicao 1.2.4 Seja ()N(,p) um recobrimento reqular de X. O grupo A()N(,p)
atua transitivamente sobre p~'(x) se, e somente se, ()A(:,p) ¢ um recobrimento

reqular de X.

Definicao 1.2.7 Um grupo G de homeomorfismos de X ¢ dito propriamente
descontinuo se todo ponto x € X possui uma vizinhanca V' tal que, para todo
ge G, g#1, tem-se g.V NV =10.

Proposicao 1.2.5 Seja Y um espaco conexo e localmente conexo por caminhos.
Seja G um grupo de homeomorfismos de Y propriamente descontinua. Considere
p:Y = Y/G a projecao natural de Y no espago quociente Y/G. Entdio (Y,p) é
um recobrimento reqular de Y/G e G=A(Y,p).

Proposicao 1.2.6 Seja (f(,p) um recobrimento universal de X. Entdao A(X,p) ~

m(X) e a ordem de m(X) € igual ao nimero de folhas do recobrimento (X, p).

Observacgao 1.2.3 A(X,p) ={¢: X = X | ¢ é automor fismo}



1.3 CW-complexos

1.3 CW-complexos

Definicao 1.3.1 Dado um espaco X de Hausdorff, dizemos que X admite uma
estrutura de CW-complexo se possui uma colegao de subconjuntos fechados a?
(onde q representa dimensao (¢ = 0,1,2,...) e j varia sobre um conjunto de
indices J,), e uma familia de subespagos fechados X° C X' C ... C X7 C ...
com X9 = U o} (por definicio X~ =10), e fronteira dada por f] = of N X971,

p<q
satisfazendjoegs sequintes propriedades:

(i) of — [} intercepta o} — [ somente quandop =q e i =j.

(i) X =, X7

(ii) Para cada o, existe uma aplicagdo caracteristica ¢ : D! — of (onde D? é
o disco de dimensdo q) que leva ST (esfera de dimensao q—1) sobre f]‘?, e aplica
D? — 871 homeomorficamente sobre 0? — qu (S~ € o conjunto vazio).

() f] intercepta um miimero finito de conjuntos (of — f), i € J,.

(v) Um subconjunto Y de X € fechado se Y Mo ¢ fechado em of, ¥q e Vj € J,,

onde (7? possui a topologia quociente de DY (via gb;’)
Notagao: Em um CW-complexo X, e? denotara a célula aberta de dimensao ¢ :
el =g%— f9.

Exemplo 1.3.1 Seja X = R. Podemos dar a R uma estrutura natural de CW-
complezo, onde as 0-células e 1-células sio dadas , respectivamente, por €2 = {n}

e e =(n,n+1), neZ.

Exemplo 1.3.2 Seja X = S™ (n-esfera). Uma estrutura de CW -complezo sobre

S™ pode ser dada por uma 0-célula e uma n-célula, ou seja, S™ = e® U e”.

Definicao 1.3.2 Um G-complexo ¢ um CW-complexo X munido de uma a¢do
de G em X que permuta as células, isto €, se S representa o conjunto das células
de X, entao gS = S, para todo g em G. Se a acdo de G em X permuta livremente

as células, dizemos que X € um G-complexo livre.
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Observacao 1.3.1 E importante notar que, pelo fato da acdao de G em X induzir

um homomorfismo dado por

¢:G — Homeo(X)
g = g X =X

tal que p,(v) = g - x, temos que, se o é uma célula de X, entdo g - o também é

uma célula de X cuja dimensao € a mesma de o (ou seja, @, preserva dimensdo).

Teorema 1.3.1 Se X ¢ um G-complexo livre contrdtil, entao o complexo de

cadeia celular aumentado de X :

e O(X) 2 O (X)) = O1(X) D Cy(X) 5 Z— 0
¢ uma resolucao livre de Z sobre ZG.

Demonstragao.  [4l] |

1.4 Resolugoes Projetivas

Definicao 1.4.1 Considere R um anel com unidade e M um R-mddulo a
esquerda. Uma resolucao de M sobre R, ou uma R-resolu¢ao de M, é uma

sequéncia exata de R-modulos

On On On—
C:...—Chp1 =850, 2 Chqg == -+,

a qual satisfaz as sequintes condigoes:
(R1)C 1 =M
(R2) C,, =0,Vn < —1

Equivalentemente, podemos escrever esta definicao da sequinte forma: wuma
resolucao de M sobre R, ou uma R-resolucao de M, é uma sequéncia exata de
R-maodulos

C:i..—C 2020 M—0.



1.5 Coinvariantes e Invariantes

Definicao 1.4.2 A aplicagcao € : Cy — M € chamada aplicagao aumentacgao.
Se cada C; € um R-mddulo livre, dizemos que a resolugao € livre. Se cada C; €

um R-mddulo projetivo, dizemos que a resolugao ¢ projetiva.

Notagao: ¢ : C' - M denotard uma resolucao de M.

Proposicao 1.4.1 [, 1.8.2] Sao equivalentes as sequintes condi¢oes para um
R-modulo P:

(i) P € projetivo.

(ii) Toda seqiiéncia exata 0 —s M — M — P — 0 cinde.

(111) P é somando direto de um mddulo livre.

Proposicao 1.4.2 Dado um R-modulo M sempre existe uma R-resolucao livre
de M.

Demonstragao. [19] |

1.5 Coinvariantes e Invariantes

Sejam G um grupo e M um RG-médulo (& esquerda).

Definicao 1.5.1 O grupo dos coinvariantes de M, o qual denotamos por Mg,
¢ dado por Mg = M /A, onde A é o subgrupo aditivo dado por A =< g-m—m; g €
GemeM >.

Observagao 1.5.1 O nome coinvariantes vem do fato de Mg ser o maior

quociente de M no qual G atua trivialmente.

Proposicao 1.5.1 [/, I1.2.1.] Mg ~ R ®grc M, onde R € visto como um RG-

modulo (a direita) com G-agao trivial.

Defini¢ao 1.5.2 Seja M um RG-mddulo (a esquerda). O grupo dos

invariantes de M, denotado por M©, é dado por:

ME ={m e M; g-m=m, Vg € G}.
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Proposigao 1.5.2 Hompg(R, M) ~ MY, onde R é um RG-médulo com G-agao

trivial.

Demonstracio. Definindo ¢ : Hompa(R, M) — MY por 1(f) := f(1), temos que

1 é um isomorfismo. |

Observagao 1.5.2 Todo RG-mddulo (a esquerda) M pode ser considerado como

um RG-mdédulo (a direita), definindo a sequinte G-a¢ao em M :

v: MxG — M
(m,g) = mx*xg=g'-m, VgeG,Vme M.

1.6 A (Co)homologia de um Grupo G

Seja R um anel comutativo com unidade e considere o anel grupo RG.
Antes de definirmos (co)homologia, vamos considerar alguns resultados

importantes sobre ®rq e Hompgg.

Definicao 1.6.1 Sejam M e N RG-modulos. Entao, M e N sao naturalmente
R-mddulos. A G-agao diagonal , definida em M ®r N, € dada por:

g-(men)=g-m®g-n

Proposicao 1.6.1 Sejam M e N RG-mddulos (a esquerda). Temos

M @5 N = (M ®; N)g = o2

onde A=<g-m®g-n—men,Vmen e M ®r N, Vg € G >.
Demonstragao. Ver [19] |
Corolario 1.6.1 M ®rg N ~ N ®rg M.

Demonstra¢ao. M @pg N ~ (M @r N)g ~ (N @r M)g = N Qra M. |



1.6 A (Co)homologia de um Grupo G

Sejam M e N RG-médulos (a esquerda), e consideremos Hompg(M, N).
A agdo de G em M e N induz uma agao de G em Homg(M, N), dada por

G x Homgr(M,N) — Hompg(M,N)
(9. f) - g-f

talque g- f(z) =gf(g7'-x); g€ G, fe€ Homr(M,N)e z € M.

Observacao 1.6.1 O uso de g~' para definir a acdo é necessdrio devido
a contravariancia de Hom na primeira varidvel. Compensamos esta

contravariancia, convertendo M a um RG-maodulo a direita, considerando m*qg =

g_1 - m.

Deste modo, a ac¢ao fica:
g-f(m)=gf(g~"-m)=gf(m=g).
Assim, Homgr(M, N) serd um RG-mddulo (a esquerda,).
Proposicao 1.6.2 Hompg(M,N) = Homg(M, N)C.
Demonstra¢ao. Ver [19] |

Veremos, agora, a defini¢ao de (co)homologia de um grupo G, considerando o
caso R =7.

Definicao 1.6.2 Sejam
i B, B — o — RS E -7 —0

uma resolugdao projetiva de 7 sobre ZG e M um ZG-mddulo (a esquerda).

Podemos formar os complexos de cadeia e cocadeia, respectivamente:

- .
FQuaM : - — Fo@yaM 25 o 1@,6M — - — Fi@zaM 25 Fo@y,aM — 0
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Homyze(F, M) : 0 —s Homze(Fo, M) 25 Homze(Fi, M) 2 - —s Homye(Fp, M) — ---

O operador bordo ¢ dado por 0, := 0, ®id e, o operador cobordo, por

0" Homyzg(F,, M) — Homgyzg(Fni1, M)
f = 0M(f) = fo 0

(a) O n-ésimo grupo de homologia de G com coeficientes em M € definido por
H,(G,M) := H,(F ®zc M).

(b) O n-ésimo grupo de cohomologia de G com coeficientes em M ¢é definido
por
H"(G, M) := H"(Homzq(F, M)).

Observagao 1.6.2 Tomando M = Z, com G-ag¢ao trivial, temos

H.(G,Z) = H(F ®,6Z2) " H (F 9, 7)) ~ H.(Fg).

Proposicao 1.6.3 Dado um ZG-modulo M, temos os isomorfismos:

Demonstracao. ver [4|] |

Proposicao 1.6.4 (Interpretacao topoldgica da (co)homologia de um

grupo) Sejam G um grupo, Y um K (G, 1)-complexo e M um ZG-mddulo. Entao
HL(G, M) = H.(Y, M)

10



1.7 Produto Cup

H*(G, M) ~ H*(Y, M),

onde M € um sistema de coeficientes locais em Y associado ao ZG-modulo M.

Em particular se a G-acao em M ¢ trivial entao M = M.
Demonstracao. ver [19)] |
Exemplo 1.6.1 Temos que S' é um K(Z,1)-complexo. Logo

Z sei=0,1,;

Hy(Z) ~ H;(S") ~ H(S") ~ H(Z) =
0, sei #0,1.

Exemplo 1.6.2 Temos que T? é um K(Z ® 7Z,1)-complezo. Logo

Z sei=0,2;
H(Z®Z)~ H(T*) ~ H(T*) ~ H(Z® L) = 707, sei =1 ;
0, sei #0,1,2.

1.7 Produto Cup

Sejam M e N dois ZG-mddulos. Se F 5 7 é uma resolucao projetiva de Z sobre

7G. Entdo F @ F =25 7 ¢ uma resolucao projetiva de Z sobre Z(G x G)(ver []).

Sejam f € Homg(F, M) e g € Homg(F, N). Definimos f xg € Homgxg(F &
FM®N)por (f xg)lz®y)=(—1)Pf(xr)®g(y) comz € F, ey € F,.

Sejam G um grupo e d : G — G x G definida por d(g) = (g,9) (aplicagao
diagonal)

Definicao 1.7.1 A composta
HP(G, M) ® HY(G,N) =% H"*(G x G,M ® N) -2 H"*(G, M ® N)

11
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¢ chamado de produto cup e ¢é denotado por U.
Assim dados w € HP(G, M) e v € HI(G,N) temos uUv := d*(u X v)

1.8 Fibrados

Defini¢ao 1.8.1 Um fibrado é uma quddruple § = (E,p, B, F), onde E, B ¢ F
sao espacos topologicos e p . E — B € uma aplicagcao continua e sobrejetora que
satisfaz a condi¢ao de trivialidade local descrita abaizo.

Existe uma cobertura de B por abertos U,, denominados wvizinhancas
coordenadas, e associado a cada aberto na cobertura temos um homeomorfismo
bo : D HUy) = Uy x F, 0 qual chamamos uma aplicagdo coordenada, tal que o

sequinte diagrama € comutativo:

p N Uy) —=Uy x F
\ lﬂa
Ua

ou Seja, Ty © Oq = P, onde T, € a projecdo sobre U,. Assim, localmente o
espaco E se parece com um espaco produto. O espaco E é chamado espaco total,
B ¢ chamado espaco base e F a fibra. A comutatividade do diagrama anterior
significa que ¢, leva cada fibra p~t(b) homeomorficamente sobre a cépia {b} x F

de F', assim a denominac¢ao do espaco F' como fibra se justifica.

Definicao 1.8.2 A aplicacao p é chamada aplicacdo fibrada ou projecio. O
congunto de todos os pares {(Uay, ¢a)ta de wvizinhancas coordenadas e suas

aplicagoes coordenadas associadas € chamado uma trivializacao local do fibrado.

Geralmente letras gregas como &,m,w,--- sao usadas para denotar fibrados.
Também € comum denotar um fibrado & = (E,p, B, F) simplesmente por p :
E— B.

Exemplo 1.8.1 O fibrado produto m : B x F — B, onde 7 denota a projecao

sobre B.

12



1.9 G-Fibrados principais

Exemplo 1.8.2 Considere um fibrado & = (E,p, B, F') e um subconjunto A C B,
ent@o ply-1(ay : p~(A) = A € um fibrado, chamado fibrado restricao de E sobre

A, o qual denotamos por £|a.

Exemplo 1.8.3 Considere dois fibrados & = (E;, p;, Bi, F;), i = 1,2, entdo py X
P E1 X By — By X By € um fibrado com fibra Fy X Fy, o qual denotamos por

&1 X &o.

Exemplo 1.8.4 Considere dois fibrados & = (E;, p;, B, F;), i = 1,2, com mesmo
espago base B. A restricao do fibrado & x & sobre a diagonal {(b,b) € B x B},
a qual € homeomorfa a B, é um fibrado chamado soma direta, o qual denotamos
por

& @& = (E1® Ey,p1 ®po, B, FL © F).

A soma direta de fibrados € também denominada a soma de Whitney.

Exemplo 1.8.5 Sejam & = (E,p, B, F') um fibrado e f : B* — B uma aplicagdo
continua. O fibrado induzido de & por f, o qual denotamos por f*(£), tem como

espaco base B* e seu espaco total é definido como sendo o sub-espaco
fH(E) ={(",z) € B* X E[f(b*) = p(x)}.

A aplicagao fibrada € dada pela projegao p* : f*(FE) — B*, p*(b*,z) = b*.
O fibrado induzido de & por f, f*(&) = (f*(E),p*, B, F) também ¢é chamado o
pullback de & por f.

Definigao 1.8.3 Um fibrado £ = (E,p, B, F') € chamado trivial se £ é B-isomorfo
ao fibrado produto m: B x F — B.

1.9 G-Fibrados principais

Definicao 1.9.1 Um G-espago é um espaco de Hausdorff X junto com uma G-
acao de um grupo topologico G sobre X.

Se X € um G-espaco, entdo o subespaco Gx = [z] = {gz € X|g € G} €
chamado a drbita do ponto z pela ag¢ao de G. Denotaremos por X/G o conjunto

de todas as orbitas Gz pela agcao de G sobre X.

13
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Defini¢ao 1.9.2 Seja mx : X — X/G a projecao candnica definida por x —
Gz. O espago quociente X/G, munido da topologia quociente induzida por wx,
¢ chamado o espaco de orbitas de X pela a¢ao de G. Além disso, o G-espagco X
determina um fibrado {x = (X, mx, X/G).

Defini¢ao 1.9.3 Um fibrado £ = (X, p, B), sobre um espaco base B, é chamado
um G-fibrado se £ € isomorfo a x, para alguma estrutura de G-espaco sobre X,
por um isomorfismo (idx, f) : (X, 7x, X/G) = (X,p, B), ondeidx : X - X éa
aplicagao identidade e f : X/G — B € um homeomorfismo.

Definicao 1.9.4 Um G-espa¢o X é chamado um G-espaco principal se X é um
G-espaco livre com uma fungao transferéncia t : X* — G continua.
Um G-fibrado § = (X, p, B), sobre um espago base B, é chamado um G-fibrado

principal se o seu espago total X é um G-espaco principal.

Observagao 1.9.1 Se £ = (X,p, B) € um G-fibrado principal, sobre um espaco
base B, entao & é um fibrado cuja fibra € o grupo G e usamos a notagao
¢ = (X,p,B,G). Em particular, se X for um G-espago principal, {x =
(X,7x, X/G,G) é um G-fibrado principal.

Definicao 1.9.5 Uma funcdo continua h : X — Y entre G-espacos X e Y é
chamada uma aplica¢ao G-equivariante, ou um G-morfismo, se h(gzr) = gh(zx),
para todo x € X e para todo g € G. Uma aplicacao G-equivariante h : X — 'Y

induz, por passagem ao quociente, uma funcao continua entre 0s espacos de orbitas
h:X/G, —-Y/G
Gz = [z] — Gh(z) = [h(z)]

chamada aplicacio induzida por h, onde Gr e Gh(z) denotam as orbitas dos

pontos x e h(x), respectivamente, pela agao de G.

1.10  Espacos Classificantes

Definicao 1.10.1 Dado qualquer grupo topoldgico G, existe um espago BG,
chamado espaco classificante do grupo G, e um G-fibrado principal pg : EG —

14
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BG, chamado o G-fibrado principal universal e denotado por wg = (EG, pe, BG),
onde EG é um espaco contrdtil, tal que para qualquer espaco paracompacto
Hausdorff B existe uma bije¢ao entre o conjunto [B,BG| das classes de homotopia
de aplicacoes de B em BG e as classes de isomorfismos de G-fibrados principais
sobre B.

FEssa bijecao € definida associando-se a cada classe de homotopia em [B,BG],

a qual é representada por uma fun¢ao continua f : B — BG, o fibrado pullback

f*(wa).

Teorema 1.10.1 Para cada G-fibrado principal £ = (X, p, B, G) sobre um espago
paracompacto Hausdorff B, existe uma funcdao continua ¢ : B — BG tal que £ e o
fibrado pullback c*(wg) sao G-fibrados principais B-isomorfos. A fun¢do continua

c¢: B — BG ¢ chamada uma aplicacao classificante para o G-fibrado principal €.
Demonstracao. Ver [19]

Teorema 1.10.2 Os fibrados vetoriais constituem uma classe especial de fibrados
cujas fibras sao espagos vetoriais. Mais precisamente, um fibrado vetorial real
n-dimensional é um fibrado ¢ = (E,p, B, R") tal que para cada b € B, p~*(b)
possut uma estrutura de R-espaco vetorial n-dimensional e para uma trivializacao

local qualquer (U, ¢o) de &, as restrigoes
Palp-1(b) :pil(b) — {b} x R"
sao isomorfismos de espacos vetoriais, para cada b € U,.

Demonstragao. Ver [19]
Na sequéncia, apresentamos um importante teorema para obtencao dos nossos

resultados, cuja técnica da demostracao envolve teoria de obstrucao.

Teorema 1.10.3 Dado um fibrado vetorial temos que a classe de Euler é zero

se, e somente se, existe uma secao nao nula.

Demonstragao. Ver [6]. |
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1.11 Fibracoes

Definicao 1.11.1 Dizemos que uma funcao continua p : E — B, entre espac¢os
topolégicos E e B, tem a propriedade do levantamento de homotopia com relagao
a um espaco topologico X se, dado uma homotopia g, : X — B e uma funcao
continua go : X — FE que é um levantamento de gy, isto €, p o gy = go, entao

existe uma homotopia g - X — E que levanta gy, isto é, po g, = g;.

Definicao 1.11.2 Uma fibracao é uma funcdo continua p : E — B que tem
a propriedade do levantamento de homotopia com relagao a qualquer espaco

topolégico X.

Observagao 1.11.1 Seja p : E — B a projecdo de um fibrado e suponha que o

espaco base B seja paracompacto. Entdo, p: E — B € uma fibracao.

Observacao 1.11.2 Todo fibrado cujo espaco base é uma variedade serd uma
fibragdo. Assim, quando trabalhamos com fibrados sobre variedades € comum o

uso do termo fibracao no lugar de fibrado.

1.12  Sequencia Espectral

Definicao 1.12.1 Um mdodulo diferencial bigraduado sobre um anel R, é uma
cole¢io de R-mddulos {E, .} (ou {EP?}), para todo par de inteiros p e q, junto
com uma aplicagio R-linear d : E** — E**, o diferencial, de bigrau (r,—r + 1)
(ou d : E., — FE,., de bigrau (—r,r — 1)), para algum inteiro r, satisfazendo
dod=0.

As definicoes e propriedades apresentadas a seguir, também podem ser obtidas
no caso de uma sequéncia espectral homolégica mas consideraremos sequéncias

espectrais do tipo cohomoldgicas até o final desta secao.
Defini¢ao 1.12.2 O mddulo de cohomologia H(E) é o mddulo bigraduado

Im(d: Er—ratr—T = Epa)

HPI(EY* d) =
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Definicao 1.12.3 Uma sequéncia espectral do tipo cohomoldgico é uma colecdo
de R-mddulos diferenciais bigraduados {EX* d.} para v = 1,2,--- onde o0s

diferenciais tém bigrau (r,—r + 1) e EPY, € isomorfo a HPY(E}*,d,).

Observacao 1.12.1 Embora a sequéncia espectral esteja indevada para r =

1,2,---, essa indexacao pode comecar em qualquer inteiro.

Para definir o termo limite de uma sequéncia espectral cohomoldgica, para

todo k£ > r, denotemos por

7P = Ker(d, : EP? — EPTma-rHl)

BP9 = Im(d, : BP9 — EPa)

r

A condigao d, o d, = 0, implica que B, C Z, C E,, e assim E,. ;1 = Z,./B,.

Sejam

Z(ET+1)p’q = Ker(dr+1 : Effl — Efi‘{-ﬁ-l,q—'r)

B(ErJrl)p’q = [m(dr+1 : Ef;f_l’q—i_r - Effl)

existem submédulos bigraduados Z,,1 e B, de Z,, contendo B,, tais que
Z(Ep )P0 = 270 /209 e B(Ep )P = B, /BP? para todo p,q. Assim, By C
Zr11 € temos que
B, CByy1 C Zyyy C Z, CE,

Além disso, E, o = Z(E,+1)/B(Ery1) = Zyy1/Bry1. Continuando esse processo
por inducao, obtemos uma sequéncia de submaodulos, para todo n > r,
B.cB,C---CB,C---CZ,C---CZ1CZ CE,

com a propriedade que F, 1 = Z,,/B,.

17



1 Preliminares

Definicao 1.12.4 Definimos os modulos bigraduados
Zw=()%2:, ¢ Bwx=|JBn

O mddulo bigraduado Eo, = Zy /Be € chamado o limite da sequéncia espectral
E.

Defini¢ao 1.12.5 Uma sequéncia espectral cohomoldgica {E** d.} colapsa no

N-ésimo termo se o diferencial d, = 0, para todo r > N.

Observacao 1.12.2 Uma consequéncia imediata do fato de wma sequéncia

~Y

espectral cohomoldgica { E}*, d,} colapsar no N-ésimo termo,é que E" = Ey\ | =

=y

Definicao 1.12.6 Uma filtracao decrescente F sobre um R-mddulo A, € uma
familia de submddulos {FP(A)}, com p € Z, tal que

e C PP A) Cc PP(A) Cc PPN (A) - C A

Definigao 1.12.7 Dada uma filtracao decrescente F sobre um R-mddulo A, o

mdédulo graduado associado ES(A) é dado por
E§(A) = FP(A)/FPT(A).

Definigcao 1.12.8 Se H* ¢ um R-modulo graduado e se F' é uma filtracao sobre
H*,entio FP(H") = FP(H*) N H® C FP~Y(H*) N H" = FP"Y(H") e o mddulo

bigraduado associado Ey™ é dado por
BRI ) = PP(H%0) = 7 (1),

Defini¢ao 1.12.9 Uma sequéncia espectral {E**,d,.} converge para um R-

modulo graduado H*, se existe uma filtragao F sobre H* tal que
EXt = EYU(H, F),

18
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onde E%* € o termo limite da sequéncia espectral.

Definigao 1.12.10 Uma sequéncia espectral { EX*,d,} € uma sequéncia espectral

do primeiro quadrante, se existe r tal que EP? =0, para p < 0 ou q < 0.

Definigao 1.12.11 (A Sequéncia Espectral Cohomoldgica de Leray-Serre). Seja
R wm anel comutativo com unidade. Dada uwma fibracio F — E -2+ B onde
B ¢ conexo por caminhos, existe uma sequéncia espectral do primeiro quadrante
{E¥X*,d,}, com

E3® = H"(B;H'(F; R)),

a cohomologia de B com coeficientes locais na cohomologia de F, a fibra de p, e
convergindo para H*(E; R). Além disso, essa sequéncia € natural com relagdo a

aplicacoes entre fibracoes que preservem fibras.

1.13  Produto semi-direto

Considere H e @ dois grupos e 0 : Q — Aut(H) um homomorfismo de grupos.

Definicao 1.13.1 O produto semi-direto H Xy () € definido como o conjunto
{(h.q) | h € H,q € Q} com a operagao de grupos (h,q)(K'.q¢") = (h0(q)('),qq)-

Observagao 1.13.1 O elemento inverso de (h,q) é (0(¢7')(h7Y),¢71).

Considere G = H x @), existem monomorfismos canonicos H - G e Q — G

definidos por

h— (h,1g) heH;
q— (lg,q) q€Q.

onde 1g(resp. 1g) é o elemento identidade de H(resp. Q).

Estes monomorfismos sao naturais logo podemos tratar H e () como subgrupos

de G por estas inclusoes.
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Teorema 1.13.1 Seja G = H x @), entao:
a) H é subgrupo normal de G
b) HQ =G
¢) HNQ = {l¢}

Demonstragao. Seja p : G — @ a projecao de finida por p(h,q) = ¢q. Entao p é
um homomorfismo de kernel H, logo H é um subgrupo normal de G.
Todo (h,q) € G pode ser escrito como (h,1g)(1y,q), portanto HQ) = G.

o emng [moer _ foo=tug

(h,q) € Q. (h,q) = (1m,q).
(1m,1g) = 1a
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CAPITULO

2

Cohomologia de Grupos Finitos

Neste capitulo apresentamos a cohomologia de um grupo finito
e como tal cohomologia se relaciona diretamente com a cohomologia
dos espacos de forma esférica. Mais especificamente, na secao [2.3
apresentamos o anel de cohomologia médulo p dos grupos periodicos

finitos.

2.1 Grupos atuando livremente em esferas

Nesta secao apresentamos algumas propriedades interessantes da acao livre de um

grupo finito em uma esfera.

Proposicao 2.1.1 Sejam X um CW-complexo compacto e G um grupo
propriamente descontinuo de homeomorfismos de X. Se a acdo de G em X €

livre, entdo G € finito.

Demonstragao. Seja X/G o espaco de érbitas de X. Temos que

p: X — X/G
r = T
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é recobrimento.

Agora, dado Ty € X/G, temos

p (@) = {reX;p(r)="m0}
= {r e X; T=7p}
= {reX; xeG(xy)}

Como a agao de G em X é livre, p~1(Ty) estd em correspondéncia 1-1 com G.
Além disso, a fibra p~!(Z,) é fechada e discreta e sendo X compacto segue que

p~1(Tp) é um conjunto finito. Portanto G ¢ finito. |

Proposicao 2.1.2 O grupo Zs é o unico grupo ndao trivial que atua livremente

em uma esfera de dimensdo par S**.

Demonstragdo. Sejam G um grupo atuando livremente em S e f, g # id.

Como a agao ¢é livre, temos que f nao tem pontos fixos e ainda, como f é
um homeomorfismo, temos f o f~! = id. Portanto deg(f).deg(f~!)=1 e assim
deg(f) = £1. Mais ainda, deg(f) = —1, visto que se deg(f) = 1, entdo o nimero
de Lefschetz

(=1)*tr(fi)

NE

A(f)

S
o

(=1)*tr(fi)

k=0
(=1)%r(fo) 4+ (—1)*tr(far)
Ldeg(f) + (—=1)* deg(f)
=1+ (=1)%* #£0.

pois S%#~1 = 0 Ue?~1 o que implica que f tem pontos fixos .

Agora, des(f o f) = dea(f).dea(f) = des(f2) = 1 ou seja, A(f2) # 0 ¢
portanto f? tem ponto fixo.

Como a acao ¢é livre segue que f? = id. Analogamente ¢ = id.
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2.2 Grupos com Cohomologia Periddica

Assim, se deg(f og) = 1 entdo A(fog) # 0 e assim f o g = id, contudo
f? = id = ¢?, conclufmos entao que f = ¢! = f~! = ¢g. Logo f = ¢ e assim

G%ZQ. |

Observacao 2.1.1 Segue da proposicao anterior que se G' é um grupo nao trivial,

G # 7o, atuando livremente em uma esfera S™ entao m é impar.
)

Proposicao 2.1.3 Seja X um G-complexo livre homeomorfo a uma esfera de

dimensdo impar S**71. Entdo a acdo de G sobre Hoy,_1(X) ~ Z € trivial.
Demonstragao. Ver [19]. |

Proposicao 2.1.4 Seja G um grupo finito agindo livremente sobre a esfera S™
de dimensdo n. A fim de obter uma resolucdo para o grupo G € suficiente obter

uma decomposi¢cao celular G-equivariante para S™.

Demonstragao. Ver [1§].

Como consequéncia obtemos o seguinte corolario.

Corolario 2.1.1 Seja G um grupo finito agindo livremente sobre a esfera S™ de
dimensdo n. Entao H'(S"/G;Z,) = H'(G;Z,) para l < n.

2.2 Grupos com Cohomologia Periddica

Nesta secao apresentamos um estudo sobre a cohomologia de grupos periédicos
finitos que serd de fundamental importancia para os proximos capitulos.
Particularmente, a teoria de acao de grupos finitos em esferas estd intimamente

relacionada com a

Teorema 2.2.1 Seja X um G-complexo livre homeomorfo a uma esfera de
dimensao impar S*~t. Considere o complezo de cadeia celular aumentado de
X, C.(X) == 7Z. Entio, a sequéncia

oy Ot (X) = = C1(X) B Cp(X) ™% O (X) 250 - Co(X) S Z —0,
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2 Cohomologia de Grupos Finitos

onden : 7 = Hop_1(X) — Co_1(X) € a inclusio, € uma resolucdo livre de Z

sobre ZG que € periodica de periodo 2k.
Demonstragao. Ver [19]. |

Exemplo 2.2.1 Se G =<t >~ 7Z, € um grupo ciclico finito de ordem n, entao:

Z, se i = 0; 7, se i = 0;
Hi(G;Z) = § Z,,, se i ¢ impar; e H'(GiZ) = { Ly, se i é par;

0, set € par. 0, se © € impar.

Definicao 2.2.1 Um grupo finito G tem cohomologia periddica, ou seja, G é
dito periédico de perfodo k se H'(G, M) = H"**(G, M) para todo i > 1.

Proposicao 2.2.1 [I, Lema 6.2, cap. IV] Se G é um grupo finito que atua
livremente em um CW-complexo X homeomorfo a uma esfera de dimensao impar

S2k=1entido G tem cohomologia periddica de periodo 2k.

2.3 Anel de Cohomologia de Grupos Periodicos
Nesta se¢ao usamos [1] como principal referéncia.
Teorema 2.3.1 Seja H C G um subgrupo normal e considere a sobrejecao

induzida

Bp : BG — BG/H

Ezxiste uma sequéncia espectral convergindo para H*(G; A) para coeficientes sem
tor¢io A com Ey’-termo H'(G/H; HI(H;A)). Esta sequéncia € a sequéncia
espectral de Serre chamada também de sequéncia espectral de Lyndon-Hochschild-

Serre.

Demonstragao. Ver [I]
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2.3 Anel de Cohomologia de Grupos Periddicos

Definigao 2.3.1 Dados N <G en:G — G/N. Dizemos que N > G = G/N ¢

uma extensao central.

Lema 2.3.1 Considere uma extensao central Z, S5 E 5 G e a fibragio dos

espacos classificantes

Bz, % Bp %5 Ba. (%)
Entao existe um n finito tal que E, = Eoo na sequéncia espectral da fibracao *.

Demonstracao. A aplicacao de Frobenius associada a inclusao Z — FE da origem
a um homomorfismo ¢ : E — Z, 1 Si¢| (produto wreath, para mais detalhes
ver [1])e assim ¢*(b ® --- ® b) (|G| — vezes) é ndo nula e se restringe a bl em
H*(Zy; Z,,) pois Z, é central em E. Logo a classe bl em ES’Q‘G' é um ciclo infinito
na sequéncia espectral. Assim B, = Z, [0 @ (B3’ ®- - -®E;’2|G|71) e por indugao

temos que Eojg| = Eu |

A sequéncia espectral de Lyndon-Hochschild-Serre para x tem FEs-termo
H*(G;Z,) ® H*(Z,;Z,) e, existe uma aplicagdo da sequéncia espectral de Serre
da fibracao

Bz, 2 E(Bg) 55 (Be)

P
com Es-termo H*(K(Zy,2);Z,) ® H*(Z,;Z,) para a sequéncia espectral
da extensao devido a naturalidade da sequéncia espectral de Serre e da

comutatividade do diagrama de fibragoes

By, —— By,

jl lj
E(k)

BE —>E(BZP)

4

BG 4 B(BZLD))
Em particular a aplicacao é a identidade em H*(Z,;Z,) e é a aplicagao
k*: H(K(Z,,2); Z,) - H*(G;Z,).
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2 Cohomologia de Grupos Finitos

Essa aplicagao também comuta com os diferenciais, assim como os produtos
cup devido a naturalidade e consequentemente os diferenciais na sequéncia
espectral de K (Z,,2) implicam em diferenciais na sequéncia espectral de Lyndon-
Hochschild-Serre da extensao central.

Na sequéncia espectral de K(Z,,2) os diferenciais sdo dados por da(e1) = to
entao ds(b) = B(13). Depois disso os diferenciais sdo dados por doyiyq (b)) =
pr oprt

estes sao todos os diferenciais.

-+ P'3(15), onde 3 é o Bockstein e P é um polinémio. Quando p = 2

Se p é fmpar entdo existem também os seguintes diferenciais da,—1 (0P~ 5(12)) =
BP1B(12) e mais geralmente dgpi(p_1)+1(bpi(p_l)d2pi+1bpi) = By ().

Teorema 2.3.2 [I, Corolario 6.8 cap IV] Se G é um grupo periddico entdo
H*(G;Z,) = Z,[V'] ® E(eyi—1) para i impar , onde i divide (p -1).

Observagao 2.3.1 No teorema anterior Z,[b"] é uma dlgebra polinomial com
gerador 2i-dimensional e F(ey_1) é uma &lgebra exterior com gerador 1-

dimensional.
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CAPITULO

3

Grupos Perodicos Finitos e Zp-agoes

Livres sobre Formas Espaciais Esféricas

Neste capitulo nés apresentamos uma caracterizacao das formas
espaciais esféricas que admitem Z,-acoes livres (ver Teorema. A
existéncia de tais Zy,-espacos livres estd diretamente relacionada com
os subgrupos de indice primo dos grupos periédicos finitos. Na se¢ao
3.2 nosso objetivo foi assegurar a existéncia de tais subgrupos, e desta
forma, garantir a existéncia de espacos de forma esférica que admitem

uma acao livre de Z,,.

3.1 Zy-acoes Livres sobre Formas Espaciais Esféricas

Proposicao 3.1.1 Seja X™ um CW-complexo m-dimensional com o mesmo tipo
de homotopia da m-esfera. Dada uma acdao celular livre v de um grupo finito

G em X™, seja X" /v(G) a forma espacial esferica homotdpica m-dimensional,

entio m (X™/v(G)) ~ G.
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3 Grupos Perddicos Finitos e Z,-agoes Livres sobre Formas Espaciais Esféricas

Demonstracao. Temos que 7 : ¥ — ¥™/v(G) é um recobrimento universal.
Da Proposicao temos G = A(X™, m) e assim pela Proposicao temos
m (X7 (G)) = A", 7).

Portanto 7 (X™/v(G)) ~ G. |

Considere a tabela de todos os grupos periddicos finitos, onde:

Tipo Definicao Condigao
I Zoa %y Ly (a,0) =
IT Lo X (Zpy X Qo) (a,b) = (ab,2) =1
I Za ¥ (Zy % T}) (a,b) = (ab,6) =
v Lo Xy (Zyy, x OF) (a,b) = (ab,6) =
V| (Zy X Zy) x SLy(F,) | (a,b) = (ab,r(r* — 1)) =1
VI | Zy g (Zy x TLa(F,)) | (a,0) = (ab,q(¢*> — 1)) =1

Tabela 3.1: Grupos Periddicos Finitos

e ¢:G — Aut(H) e H X, G é o conjunto H x G com o produto definido por
(h,g)(I', g') = (ho(g)(K), g9').

et >3, ¢>1ereqsao numeros primos tais que r > 3, ¢q > 5.

t—1 _ _ ~ N
e 0s grupos Qo = (x,y : ¥ = y?, yry ' = x7!) sdo os quaternionicos
generalizados e os grupos 7; e O sao o tetraedral bindrio e o octaedral binério

generalizados.

Teorema 3.1.1 Se uma forma espacial esférica homotdpica X /n(H) admite
uma agao livre de Z,, entao H é um subgrupo de indice p de algum grupo G
da tabela[3.1l Reciprocamente, se H é um subgrupo normal de indice p de algum
grupo G da tabela entao existe uma forma espacial esférica homotopica com

grupo fundamental H e agao livre de Z,.

Demonstra¢ao. Suponha uma agao livre de Z, em ¥"/n(H) = X. Entao temos
o recobrimento ¢ : X — X/Z, a p-folhas. Assim [m1(X/Z,) : g.(m1(X))] = p. Por
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3.1 Zy,-acoes Livres sobre Formas Espaciais Esféricas

outro lado, segue da Proposicao [3.1.1] que
m(X) =m (5" /n(H)) ~ H.

Como g, : m(X) = m(X/Z,) é injetor, entdo im(q.) = g.(m (X)) >~ m(X) =~
H. Logo, [m(X/Z,) : H] = p.
Agora, considerando G' = m(X/Z,), basta mostrar entdo, que G é um dos

grupos da tabela [3.1]
Considere I1 : ¥™ — ¥™/n(H) = X, e a seguinte composigao

s L s in(H) = X -5 X7,

Assim temos o seguinte recobrimento ¢ oIl : ¥™ — X/Z, com fibra G (ver
[15, Corolario 2, pag. 169] e [I5, Proposigao 11, pag. 171] ). Isto significa que
(X" /n(H))/Z, = ¥ /~(G) para algum ~. Portanto, G deve ser um dos grupos
da tabela B.1]

Reciprocamente, suponha H <1 G subgrupo normal de indice p, para algum
H e G na tabela 3.1

Como G é um grupo da tabela [3.1] existe uma acao livre v de G sobre ¥ e
portanto ¢ : ¥ — X™/v(G) é um G-fibrado principal.

Assim a restricao vy de v em H define uma agao livre de H sobre ¥ e
m (X" /vyu(H)) ~ H. Logo, de [17, Lema 1.2.11] existe uma Z, ~ G/H- acao
livre sobre X /vy (H). |

Proposicao 3.1.2 Sejam G e H dois grupos da tabela[3.1] de periodo pn e assuma
que H € um subgrupo de G de indice p. Entdo o homomorfismo induzido B :
HP™(BG,7Z) — HP™(BH,Z) é sobrejetor.

Demonstragao. A inclusdo ¢ : H — G induz um homomorfismo ()"
HP™(G,Z) — HP"(H,Z). Temos o homomorfismo transfer tr& : HP"(H,Z) —

HP™(G,7Z) e a composigao tr% o iP™ é uma multiplicacao por p.
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3 Grupos Perddicos Finitos e Z,-agoes Livres sobre Formas Espaciais Esféricas

tT‘G o™ Z|G| . Z|G|
Zi|

Como HP(G,Z) e HP"(H,Z) sao grupos ciclicos de ordem |G| e |H|
respectivamente e |G| = p|H|, temos Im(tr§oi™) = Zg|. Logo (i)P™ é sobrejetora.
|

3.2 Subgrupos de Indice Primo

Nesta secao vamos calcular alguns subgrupos de indice p primo de grupos
periodicos finitos.
Tipo I

Considere o grupo Z, x4 Zy, do Tipo I da Tabela No nosso caso devemos
encontrar subgrupos normais de indice primo p deste grupo.

Seja b um numero da forma b = p.pi*.p32.p5* - - - pi™ com p; primo, (a,b) =1,
pi #pjep#p;Vi,j.

Logo Zy pode ser escrito da forma Z, = Z, x Zplxl X Zpgg X Zpgg X oo X
Zyon (Teorema Chinés do Resto para anéis).

Assim Zg, Xy Zy = Lo Xy (Zyy X prl X Zpgz X Zpgg X+ X ZLpen), com ordem

{2
ab = a.p.pyt.py?.ps® - - por.
Considere a seguinte aplicagao:

fiZa >4¢ (ZPXZp(;l szgz XZpg3 X"'XZp%n) —)Zp
(a1, (P, p1,p2s -+ sPn)) — D

/

onde ay € Zg, p' € Zy € p; € Lyyoi.

Temos que f é um homomorfismo de kernel Z x4 ({17, } X Zyo1 X Zyoz2 X Zy2s X
w+ X Zygn ) que € isomorfo a Zg Xy, (Zyor X Loz X Lo X -+ - X Lyen ), onde ¢ = ¢oi
com ¢ : Zpor X Loz X Loz X -+ X Lo — Ly X Lo X Lyor X Luos X -+ X Lugn
definida por (p17p27 e 7pn) — (1Zp7p17p27 T 7pn)
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3.2

Subgrupos de Indice Primo

Tipo Subgrupo Condigao
I Lig Xy Ly, (a,b) =1; (p,b,) =1
I1 Lg My (Zyy, X Qo) (a,b) = (ab,2) =1; (p,b,) =1
11 Lg Xy (L, x T;) (a,b) = (ab,6) =1; (p,b,) =1
IV Lo *y (L, X O) (a,0) = (ab,6) = 1; (p,b,) =1
V| (Zg %y L) X SLy(F,) | (a,b) = (ab,r(r* —1)) =1; (p,b,) =1
VI | Zg 1y (Zy, x TLy(Fy)) | (a,0) = (ab,q(¢* —1)) =1; (p,b,) =1

Tabela 3.2: Grupos de Indice Primo

Portanto Zg Xy (Zyo X ZLyaz X Lyjas X - - - X Lygn) tem ordem a.py™ .py°.ps° -« - i,

logo é um subgrupo normal de Z, X 4(Z,, X Lupor X Lo X Loz X - - - X Zyen ) de indice p.

Tipo 11

Seja Zq Xy (Zy x Qa¢) um grupo do Tipo II da Tabela [3.1]

Considerando b = p.p7".p5®.p5* - - - p, pelo mesmo raciocinio do Tipo I temos

que Zo Xy (Lyor X Lyyz X Lyas X+ + - X Lpan X Q) tem ordem 2t.a.ptt . py?.pd - pom,

logo é um subgrupo normal de Z, X4 (Z,, X Zpivl X Zpgg X Zpgg X oo X Lipan X Qo)

de indice p.

Observacao 3.2.1 Concluimos que o método acima pode ser aplicado para todos
0s tipos da tabela [3.1. Temos entio a tabela de subgrupos normais onde
b, = pit.py°.ps® - P ou seja b = p.b,, entao Zy, = Lior X Loz X Uiz X- = = X Lpan..

Observagao 3.2.2 Assim, dado um espaco de forma esférica X = 3?1 /y(H),
onde H é subgrupo da tabela[3.3, seque da Proposigao que T (X271 /y(H)) ~

H e portanto m(X) nao tem elementos de ordem p.
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CAPITULO

4

Classes de Chern

Neste capitulo apresentamos um estudo sobre as classes de Chern
e sua relagdo com o conjunto de coincidéncias A(f). Para maiores

informagoes sobre classes de Chern ver [12]

4.1 As Classes de Chern

Definicao 4.1.1 Dado um fibrado wvetorial complexo V sobre wm espaco
topoldgico X, a classe de Chern de V é uma sequéncia de elementos da cohomologia
de X satisfazendo os sequintes ariomas:

1. ¢o(V)=1VV.

2. Se f:Y — X € continua e f*V € o pullback do fibrado vetorial entao
ae(f*V) = f*(ex(V)),

onde cy (V) € a k-ésima classe de Chern de V, que é um elemento de H* (X, 7).

3. Se W — X ¢ outro fibrado vetorial complexo sobre X, entdo a classe de
Chern da soma de Whitney V & W € dada por

c(VaeW)=cV)UcW) (classe total)
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4 Classes de Chern

ou seja

Observacao 4.1.1 Pela definicao das classes de Chern temos que

1L.a(VeW)=cV)+aW).

¥
L

2. cp_l(V D W) = cp_l_z-(V) U Cz(W)

i

I
=)

Agora, considere a seguinte formulagao geral do Teorema de Borsuk - Ulam :

Definigao 4.1.2 Sejam X, Y dois espagos topologicos , G um grupo finito agindo
livremente em X e f : X — Y wuma aplicacao continua. Dizemos que um ponto
xr € X € um ponto de G - coincidéncia de f se a aplicagao f leva cada orbita Gx
em um unico ponto . O conjunto de todos os pontos de G - coincidéncia de [ é
denotado de A(f). Dizemos que o Teorema de Borsuk-Ulam € vdlido para a terna
(X,G,Y) se A(f) # 0, para toda func¢ao continua f : X =Y.

A técnica apresentada na sequéncia mostra que a validade do Teorema de
Borsuk-Ulam para a terna (M,G,R™), onde M é uma variedade topolégica, é

equivalente a analisar zeros de se¢oes continuas em fibrados vetoriais especiais.

Definicao 4.1.3 Seja G um grupo e seja R um anel comutativo com unidade.
Entao Ir(G) denota o ideal aumentagdo do grupo anel R[G|, isto €, o nicleo do

homomorfismo aumentacao Ir(G) = kernel(arg).
arg : RG] - R
a1g1 +aggs + -+ ang, > a1 t+ax+ -+ ay
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4.1 As Classes de Chern

Lema 4.1.1 Sejam M uma variedade topoldgica e G um grupo finito agindo
livremente em M. Dada uma aplicacao f : M — R™, definimos o conjunto de
coincidéncias

A(f) ={z e X | f(z) = f(gz)Vg € G}

Entao toda secao continua do fibrado vetorial Ey = M X g Irm(G) — M /G possui

um zero se, e somente se, A(f) #

Demonstracao. Temos que toda aplicacao continua f : M — R™ da origem a uma
secao 8(f) : M/G — M x¢ R™[G] do fibrado vetorial £ : M x¢ R™[G] — M/G

definida pela férmula

3(N)G) = (&, ) flzg)9)G

geG

Observe que é = &y @ e onde e é um fibrado vetorial real m-dimensional
trivial. Assim a projegao m: M X R™[G| = M X Igm(G) estd bem definida.

Agora defina uma sec¢do continua s(f) : M/G — M X¢g Igm(G) de &y pela
férmula s(f) = mo §(f). Portanto s(f)(xzG) = 0 se, e somente se, f leva toda a

orbita de x € M em um tnico ponto.

Reciprocamente, dada uma segao continua s de &/, ela define uma aplicagao

G-equivariante § : M — M x R™[G] que, pela sua equivariancia deve ser da forma

sx) = (z, ) flzg™")g)

geG

para f: M — R™, e o lema segue. |

Em virtude do importante Teorema |1.10.3] vamos analisar a classe de Euler
e, consequentemente, a classe de Chern de determinados fibrados vetoriais.
Considere o fibrado vetorial complexo 7 : EZ, xz, Ic(Z,) — BZ,. Vamos

calcular a classe de Euler (mod p) de 7, a qual coincide com a sua classe de Chern

cp-1(n)-
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4 Classes de Chern

Temos que
H*(BZy, Zy) = Az, (y) ® Zy[x]

onde Az (y) é uma dlgebra exterior com gerador 1-dimensional e Z,[z] é uma

algebra polinomial com gerador 2-dimensional.

Lema 4.1.2 e(n) = (—1)zP~!

Demonstragao. A agdo de Z, em C pela rotagao de 2?” induz em C um C[Z,)-
modulo que vamos denotar por L.
Seja 1 : BZ, — BZ, a identidade. Considere A o fibrado vetorial complexo

1-dimensional obtido do seguinte diagrama.

E()\) — 5 sz L

|,

BZ,—— BZ,

Temos que ¢;(A\) = x.
Considere 7' o fibrado vetorial obtido do seguinte diagrama

E(n) — 5% xz, C[Zy]

/| |

B7, ——~ BZ,

Segue do isomorfismo C[Z,| ¥ L& L? & - & LP, onde L’ = L ®c(z,] L ®cpz,)
- ®cpz,) L (j-vezes), que NGNS @M, onde ¥V = \®¢c A R¢ - ¢ A

(j-vezes).

Observe que AP é um fibrado complexo 1-dimensional trivial.

Temos que n @ et = 7' onde et é um fibrado vetorial complexo 1-dimensional

trivial.
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4.1 As Classes de Chern

Logo temos
NOELEZAD - ONZADARNDDARARIND - D(A®--® )

Pela Observagao temos que ¢, (M) =0, Vk > 2 e ¢; (V) = jei (N).
Considere agora i/ = M @ N L@ .- @ NP,

Assim,
(W) =c (N ot
= (V) U™
=1
=04+0+0+--+0+c; (VW)U (Wt) + co(N) U, ()

= a(N) U (™) + e (W)

Em particular, ¢, x(p/) = c1(N) U cpp—1 (/™) + cpr(1?) e observe que
CP*k(/Lj) = 07 v] Z k.

De fato, primeiramente temos que ¢,_x(1?) = ¢,—x(N) = 0 pois p — k > 1.

0(mod p) j—k =1;

Temos ainda c,_j_(p_j) (7 P=)) = ¢ (uP) =
Cj_k(/\p) =0 j—kZQ

Logo
(') = (N Uepa(p?) +cp(1?)
= (M) U (X)) U cps(i?) + cpa(ps?®))
= (M) U (X)) U (cr(X)Ucpa(p?) + cps(p?)))

.: Cl(/\l) U Cl(>\2) U Cl<)\3) U---u Cl(/\p72) U Cl<)\p71).

Agora como ¢;(\) = z entdo ¢,_1(u') = 2223z (p—2)x.(p— 1)z = (p—1)!
xPh

O teorema de Wilson afirma que (p — 1)! = —1 (mod p). Assim a classe de
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4 Classes de Chern

Euler (mod p) do fibrado n é e(n) = ¢,—1(n) = cp_1(n®ed) = cpo1(pt) = (—1)zP~L
|

Observacao 4.1.2 Pela propriedade da universalidade existe o sequinte dia-

grama comutativo

M XZP []Rm (Zp) e EZp XZp [Rm (Zp>

o | I

M)/Z, ‘ BZ,

Temos que n : EZy, Xz, Ic(Z,) — BZ,, logo do isomorfismo Icm = Ic & Ic &
@ Ic 2 mlic, seque que CE = ndnd---dn = mn onde CE € a complexificagcao
de fibrado &.

Assim e(£)? = e(CE) = ¢1(CE) = er(n)™ = e(n)™. Pelo Lema[4.1.9 e(n) =
(=1)aP~! logo e(CE) = (=1)mz™P~Y. Portanto

e(€) = aa™"
onde a* = (=1)™ (mod p).

Observagao 4.1.3 e(&y) = ¢*(e(€)).
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CAPITULO

5

O Teorema de Borsuk-Ulam para formas

espaciais esféricas

Neste capitulo apresentamos a demonstracao do resultado

principal derivado deste trabalho.

5.1 Teorema Principal

Teorema 5.1.1 Dada uma forma espacial esférica homotépica (2n-1)-dimensional
X com uma agao livre de Z,,, p > 2 primo, e uma aplicagao continua f : X — R™
com 2n—1>m(p— 1), entao conjunto de coincidéncias A(f) € nao vazio. Mais
ainda, dim A(f) > dim X —m(p — 1).

Demonstracao. Considere X um espaco de forma esférica homotdpica, ou seja X
é da forma X = 2"~ /p(H) onde H é um grupo periédico finito. Como X admite
uma agao livre de Z,, entao pelo Teoremal[3.1.1| H é um subgrupo de indice p de um
grupo finito e periddico G. Além disso X/Z, ~ (2"~ /n(H))/Z, ~ Z*"1 /v(G).

Assim pelo Corolario [2.1.1] temos HY(X/Z,;Z,) ~ H (Z*'/v(G);Z,) L
HY(G;Z,) para |l < 2n — 1.
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5 O Teorema de Borsuk-Ulam para formas espaciais esféricas

Logo da Observagao

e(éx) € H™V V(X)L Z,) = H™ V(2271 )4(G); Z,)

m

Pelo Teorema dado b' € H*(G;Z,) com p — 1 = i.s entdao (b')5 €
H™(G:Z,) & Hno-D(S21/5(G): Z,) = H™0D(X[Ly5Z,) ¢ (1)) =
e(€x)-

Se 2n —1 > m(p — 1) entdo (b")*% # 0 o que implica e(x) # 0. Assim do
Teorema toda secao continua de £x possui um zero e, consequentemente

pelo Lema [4.1.1] A(f) # 0.

Agora vamos mostrar que dim A(f) > dim X —m(p — 1).
Como A(f) é fechado e G-invariante, o conjunto X \ A(f) também é G-

invariante e assim podemos considerar a sequéncia exata do par

o HY(X Ty (X \ A(F))/Z) =5 HY(X/Zp) 5 HY(X\A(S), Z) — -+~

Considere f': X\ A(f) = R™ e ({x) : X\A(f) x2, R™(Zy) — (X\A(f))/Z,.
Como A(f") = 0, pelo Lema temos que ({x)" possui uma se¢do nao nula
sobre X \ A(f).

Assim (e, (€x)) = e,((€x)) = 0. Segue da exatidao da sequéncia que existe

um elemento nao trivial
p€ H™P D (X/Z,, (X \ A(f))/Zy)

tal que a(p) = e, (Ex).
Como estamos trabalhando com coeficientes no corpo Z,, existe um elemento

nao trivial correspondente

Ia € Hm(p—l)(X/Zpa (X \ A(f))/Zp)
Pela dualidade de Alexander, temos HY™X—m®-V(A(f)/Z,;Z,) # 0 e assim
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5.1 Teorema Principal

dimg, A(f)/Z, > dim X —m(p — 1).
Como Z, é um grupo finito segue que dim A(f) > dim A(f)/Z, > dim X —
m(p —1). |

Observacao 5.1.1 Note que, se o periodo de G € k entdo k —1 > m.i.s.
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APENDICE

A

Aspectos geométricos do Teorema de
Borsuk-Ulam

Neste capitulo apresentamos alguns aspectos geométricos do
Teorema de Borsuk-Ulam para o caso de agoes livres do grupo ciclico

Z,.

A1l O teorema de Borsuk-Ulam para Z,-agoes livres

O teorema clédssico de Borsuk-Ulam possui as seguintes versoes equivalentes bem

conhecidas:

1. Para toda funcao continua f : S™ — R™ emiste um ponto x € S™ com

f(@) = f(=x).

2. Nao existe aplicacio equivariante f : S™ — S™1 com relagdo a aplicagdo

antipoda.

Definigao A.1.1 Dizemos que a tripla (X, 7;Y) satisfaz o Teorema de Borsuk-

Ulam para agoes livres de Z,, se dada qualquer aplicagao continua f : X — Y o
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conjunto de coincidéncias A(f) ={r € X | f(x) = f(ri(z)) j=1,--- ,p—1} €

nao vazio.

No caso particular em que p = 2, temos as seguintes versoes equivalentes do

Teorema de Borsuk-Ulam:

Proposicao A.1.1 Seja (X, 7) um espago com uma agao livre de Zs. Entdo sao

equivalentes:

1. O Teorema de Borsuk-Ulam para Zs-acgoes livres ¢ wvalido para a tripla

(X, 7 R");
2. Nao existe aplicacio Zs-equivariante f : X — S™1.

Demonstragdo. (1= 2). Se existe aplicagao equivariante f : X — S} Cc R,
entdo f(7(z)) = —f(x) # f(z), para todo x € X e, portanto, o Teorema de
Borsuk-Ulam néao é vélido para a tripla (X, 7;R").

(2= 1). Se o Teorema de Borsuk-Ulam nao for valido para a tripla (X, 7; R"),

entao estd bem definida a aplicacao equivariante ' : X — S"!, dada por

@)~ f(r(@)
[F@) — F @)

F(x)

|

O objetivo nesta se¢ao ¢ mostrar uma condigao equivalente ao Teorema de
Borsuk-Ulam para a tripla (X, 7;R"), onde 7 determina uma agao livre de Z,
sobre X, a qual estende a Proposigao[A.1.1} Observamos que uma tentativa direta
de estender a demonstragao da Proposicao para o caso de Z,-acoes livres,
p > 2 primo, nao é possivel pois os argumentos utilizados na prova dependem
do fato de p ser igual a 2. A seguir, apresentamos uma técnica a qual permite a

obtencao do resultado pretendido para o caso de Z,-acoes livres, p > 2 primo.
p

Considere (R™")} = I_I(IR”)Z — A, onde

i=1



Al O teorema de Borsuk-Ulam para Z,-acoes livres

P

é a diagonal usual em H(R”)’ Entao, (R"), admite uma acao livre de Z,, gerada
i=1

por um homeomorfismo periédico o : (R™)X — (R™)% de perfodo p dado por

U(Z’l,$2," : 7xp) = ($2,$3, e 7$p7x1)'

Lema A.1.1 Eziste uma equivaléncia de homotopia Z,-equivariante

g: (RMR, o) = (S"P=D71 ),

onde v € a agao padrao de Z, sobre Snp=1)=1,

Demonstragao. Vamos interpretar (R")? como espaco das matrizes (x;;) ¢ =
1,---,nmej = 1,---,p com n linhas e p colunas. Assim ¢ é a permutacao

ciclica das colunas.

Os elementos de (R™)X sdo todas as matrizes dessa forma exceto aquelas que

tem todas as colunas iguais.

Vamos considerar D o subespaco n(p — 1)-dimensional que é perpendicular
a diagonal e seja g1 : (R")? — D a projegao ortogonal de (R")? em D. Em

coordenadas D é o subespaco consistindo de todas as matrizes n x p tal que as
p
somas dos elementos de cada linha é zero, ou seja E xi; =0 Ve

Jj=1

11 T12 - . Tip
To1 Tz . . T2p
| Tnl Tnp2 Tnp _

De fato,se X € DeY € A, entao X.Y* =
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Como X.Y! = 0 entao

x11

T21

Tq1

x12

T22

Tg2

xlp

il'gp

eY =

( yl($11+$12—|—"'—|—$1p)=0
Yo(To1 + Tag + -+ + Tg,) =0

 Ya(Tn1 + T+ -+ Typ) =0

[ v oy - - U ]
Y2 Y2 - - Y2
| Yn Yn - - Yn |

( 1’11+$12+"'+$1p:0
I21+$22+"'+1]2p:0
:><

L $n1+xn2+"'+xnpzo

p
Assim gy leva a matriz X = (z;;) na matriz ¢;(X) = (z;; — %Za:zk)w Ou
k=1

seja a média das colunas é retirada de cada coluna.

T11
T21
9(X) =
B Tnl
onde M =1
P

T12

X22
—-M

Tn2

x11+:1:12+---+351p

To1 + Tog + -+ + Ty

_xn1+xn2+"'+xnp

T1p

ZL‘Qp

Temos que g;(X) é a matriz nula se, e somente se, cada coluna de X é igual

a média das colunas M, ou seja todas as colunas sao iguais. Logo ¢; : (R")} —
D — {0} é sobrejetora.
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Seja g : (RMA — S(D), g(X) = 2% onde (S(D),7) é a esfera unitéria

X
em D e T = o|gp) ¢ a restricao deHgal(a)lg(D), a qual pode ser identificada
equivariantemente com (S™P~Y=! ~) e, neste caso a inversa homotépica de g
é a aplicagao inclusdo i : S"P~Y=1 = S(D) — (R")R, a qual é claramente
equivariante.

Para que g seja Z,-equivariante mostremos que g o 0 = 7o g. Temos

[ i1 Tiz2 - - Tip ] [ Ti2 13 - - Tip T1l ]
To1 T2 . . Typ Tag X2z . . T2p T2
X = ., o(X)=
L Tnl Tn2 - . Tpp | | Tn2 Tp3 - - Tpp Tnl |
[ T12 T13 - Typ T11 |
T99 T93 .. Typ 21
gi(0(X)) = -M -M —M —M
| Tn2 Tn3 - - Ipp Tnl i
Logo a(g1(X)) = g1(c(X)) e [[g1(X)| = [lgr (e (X)) = [[o(g1(X))[| e segue
que
91(0(X))

90) = @@

a(9:1(X))
Tl ([
9(X)

= s
— ol (9(X)).
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(R —— (R");

| |

gnp=1)-1 _7 _ gn(p—1)-1

Agora, vamos mostrar uma condi¢ao equivalente ao Teorema de Borsuk-Ulam
para acoes livres de Z,, a qual estende a Proposicao [A.1.1]

Proposicao A.1.2 Seja (X, 7) um espago com uma agao livre de Z,. Entdo sio

equivalentes:

1. O Teorema de Borsuk-Ulam para Z,-acoes livres é valido para a tripla

(X, 7 R");

2. Nio eziste aplicagio Z,-equivariante F : (X, 7) — (S"P~D=1 ~) onde v é

a agdo padrao de Z, sobre SMP~H~L,

Demonstragio. (1 = 2). Considere a inclusdo i : (S"®~D=1 +) — ((R*)},0), a
qual pelo Lema[A.T.1]¢ a inversa homotdpica equivariante da aplicagao g. Suponha

que exista uma aplicagao Zjy,-equivariante
F:(X,7) = (S"P=U71 5) c (RM)R, 0)

e sejam f; : X — R"™ dadas por f; = p; o F, onde p; é a projecao na i-ésima
coordenada i =1,...,p.

Temos
F(rzr)=0'F(z),Yr € X, Vj=1,....,p—1

Fa) = (hi(x), fo(2) -, fp())
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Al O teorema de Borsuk-Ulam para Z,-acoes livres

Assim

F(rz) = (fi(rx),..., f,(r7z))
o F(z) = (fia(e),..., fima(x))

Logo, fi(iz) = fj4i(z), Vo € X, Vj = 1,...,p — 1 e como F(z) =
(fi(z),..., fp(x)) € (R™)X concluimos que o Teorema de Borsuk-Ulam para
Zy-acoes livres ndo é valido para a tripla (X, 7;R"), pois f; : X — R" nao
possui z € X tal que f(z) = f(%(z)),Vj = 1,...,p — 1 caso contrario
(fi(z), fa(z) ..., fp(x)) € A.

(2 = 1). Suponha que o Teorema de Borsuk-Ulam para Z,-a¢oes livres nao é
véalido para a tripla (X, 7;R"). Entao existe uma funcdo continua f : X — R",
para a qual nao existe um ponto x € X tal que f(z) = f(77(2)),Vji=1,...,p—1.

Assim, podemos definir a aplica¢do G : X — (R")X dada por

G(z) = (f(2), f(r2),.... f(7"" 2)).

Temos que G o7 = 0o G, logo G é Z,-equivariante. Usando a aplicacao

equivariante g dada pelo Lema temos que a composicao
F=goG:(X,7)— (s"PD71 )

é uma aplicacao equivariante. [
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