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Resumo

A conjectura de Makar-Limanov afirma que se um anel de divi-
sao D é finitamente gerado e de dimensao infinita sobre seu centro
k, entao D contém uma k-subdlgebra livre de posto 2. Neste
trabalho, investigaremos a existéncia de tais estruturas no anel de
divisao de fragoes do anel de polinomios skew L[t; o], onde ¢ é uma
variavel e o é um k-automorfismo de L. Mais especificamente, as-
sumindo o que chamamos de Hipotese do Delta 3.3.1, provaremos
esse resultado para L/k uma extensao de corpos, mesmo quando
L nao é finitamente gerado sobre k. Finalmente, provaremos a Hi-
potese do Delta e a conjectura, quando L é o corpo de fungoes de
uma variedade abeliana ou o corpo de fungoes do espago projetivo

n-dimensional.






Abstract

Makar-Limanov’s conjecture states that if a division ring D is
finitely generated and infinite dimensional over its center k then
D contains a free k-subalgebra of rank 2. In this work, we will
investigate the existence of such structures in the division ring of
fractions of the skew polynomial ring L[t; o], where ¢ is a variable
and ¢ is an k-automorphism of L. More specifically, assuming
what we called Delta’s Hipothesis 3.3.1, we prove this result for
L/k a field extension, even when L isn’t finitely generated over
k. Finally, we prove Delta’s Hipothesis and the conjecture when
either L is the function field of an abelian variety or the function

field of the n-dimensional projective space.
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Introducao

Anéis de divisao, algebras de divisao ou ainda corpos skew (que s@o corpos onde os
elementos, na multiplicacdo, ndo necessariamente comutam), sempre foram objetos que
intrigaram muitos matematicos por sua complexidade. O primeiro exemplo desse tipo
de estrutura, os quatérnios reais, foi obtido por W.R. Hamilton em 1843 na tentativa de
generalizar a representacao por pontos no plano dos ntimeros complexos. Esse também
foi um importante exemplo de algebra de divisao de dimensao finita sobre R, que na
verdade, é o tinico exemplo sobre R (sobre outros corpos, essa questao é muito mais
complicada). Mais de 100 anos se passaram e pouco foi feito sobre anéis de divisao.
A teoria se desenvolveu na diregao de algebras de quatérnios generalizadas, produtos
cruzados, firs (free ideal rings), dentre outros.

Em 1971 J. Tits em [Tit72] provou que em caracteristica 0 um grupo linear ou tem
um subgrupo livre ndo-abeliano ou possui um subgrupo solivel de indice finito (todo
subgrupo finitamente gerado de um grupo de matrizes ou contém um subgrupo livre
nao-ciclico ou é solivel-por-finito). Esse resultado ficou conhecido como a Alternativa
de Tits. Algum tempo depois, S. Bachmuth, na tentativa de generalizar o resultado
de Tits, questionou se era possivel trocar “corpo” por “anel de divisao” na hipotese
do teorema. Em 1977, A.I. Lichtman em [Lic77] respondeu essa questao dando um
contra-exemplo, mostrando que mesmo no caso de matrizes 1 x 1 sobre um anel de
divisao, ou seja, o préprio anel de divisao, o problema proposto por Bachmuth era
falso. O contra-exemplo consistia em mostrar que para certo corpo skew D, o grupo
multiplicativo D* contém um subgrupo finitamente gerado que satisfaz uma identidade
nao-trivial e nao tem subgrupo normal soluvel de indice finito. Nesse mesmo artigo,
Lichtman propos a seguinte conjectura, que foi um grande passo no estudo da estrutura

das algebras de divisao:

Conjectura G (Lichtman). O grupo multiplicativo D* de um anel de divisao D con-

tém um grupo livre nao ciclico.

X1
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Poucos anos depois alguns resultados particulares dessa conjectura ja tinham sido
provados pelo préprio Lichtman em [Lic78] e [Lic82]. Isso despertou o interesse de
outros matematicos no estudo da estrutura das dlgebras de divisao na direcao da con-
jectura de Lichtman.

Em 1983, L. Makar-Limanov apresentou um primeiro resultado sobre a existéncia
de subdlgebras livres em anéis de divisao, que na verdade, foi um problema inicialmente
proposto pelo matematico L. Small. Em [ML83], Makar-Limanov provou que no anel de
divisao de fragoes da algebra de Weyl D; = Frac(k[z,y]/(yz —xy—1)), com chark = 0,
podemos encontrar subalgebras livres de posto 2. No ano seguinte, em 1984, Makar-

Limanov propos em [ML84a] a seguinte:

Conjectura A (Makar-Limanov). Seja D um corpo skew com centro k. Se D € fini-
tamente gerado e de dimensao infinita sobre k entao D contém subdlgebras livres de

posto 2.

Lembre que o centro de um anel de divisao D é o conjunto Z(D) 2wt {a € D;ab =
ba Vb € D}. O centro de D é necessariamente um corpo (basta notar que se zy = yz,
parax € D e 0 # y € Z(D), obtemos y 'z~ = 27 y~! e assim y ! € Z(D)).

Desde que Makar-Limanov conjecturou sobre a existéncia de estruturas livres em
certos anéis de divisao, matemaéticos tém provado casos particulares dessa conjectura,
que parece estar longe de uma solugao geral. Nesse sentido, Makar-Limanov diz o se-
guinte em [ML84a|: “...is very difficult in such generality because it contains as very
special case the Kurosh conjecture. Nevertheless one can try to investigate some con-
crete skew fields where it is also quite a challenge”. Um dos poucos resultados gerais,
com relacao a existéncia de estruturas livres e ao problema do cancelamento, sao devido
a Z. Reichstein e A. Smoktunowicz. Em [Rei96], Reichstein provou que se A € uma
dlgebra sobre um corpo k nao-enumerdvel e se F'®p A contém uma dlgebra livre de posto
2, entao A também contém, onde F'/k é uma extensao de corpos. Porém, em [Smo09],
Smoktunowicz provou que se retirarmos a hipdtese de que k£ é nao-enumeravel, entao
é possivel encontrar uma k-dlgebra que contradiz o teorema de Reichstein. E impor-
tante observar que a algebra encontrada por Smoktunowicz é nil e portanto o caso de
corpos skew ainda esta em aberto. Ambos resultados, dentre outros, serao descritos e
discutidos com mais detalhes no Capitulo Dois.

Vale ressaltar que encontrar a solucao da conjectura de Makar-Limanov, nos per-
mitiria responder o Problema de Kurosh para anéis de divisao. O Problema de Kurosh
consistia na seguinte afirmacao: wma dlgebra finitamente gerada e algébrica
sobre o seu corpo base k é de dimensao finita sobre k. Depois, o problema foi

reformulado da seguinte forma: em uma dlgebra finitamente gerada A sobre um
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corpo k, se todo elemento ¢ nilpotente, entao A é nilpotente? Esse problema
era o equivalente para algebras de uma conjectura ainda mais antiga. Em 1902, W.
Burnside propos o seguinte problema: seja G um grupo de torcao finitamente
gerado. Entao, G € finito? Esse problema ficou conhecido como a Conjectura de
Burnside (General Burnside Problem). Porém, em 1964, Golod e Shafarevich apresen-
taram um contra-exemplo para essa conjectura e para o Problema de Kurosh: em “On
nil algebras and approximable groups” e “On towers of class fields”, eles construiram
uma algebra nil de dimensao infinita gerada por 3 elementos e um grupo infinito de
tor¢ao gerado também por 3 elementos. Porém, o Problema de Kurosh para anéis de

divisao ainda continua em aberto:

Problema de Kurosh . Se D é um anel de divisao finitamente gerado e algébrico

sobre seu centro k, entao D € de dimensao finita sobre k.

Outro aspecto interessante no estudo de estruturas livres em anéis de divisao, é
a seguinte conjectura que fala sobre a existéncia de dlgebras de grupo em anéis de
divisdo. Uma dlgebra de grupo k[G], onde k é um corpo e G um grupo, é definida
como o conjunto das somas finitas formais » geG Ggg com operacoes definidas do modo

usual (um espagco vetorial sobre k). Temos:

Conjectura GA. Seja D um corpo skew com centro k. Se D é finitamente gerado e

de dimensao infinita sobre k entao D contém uma dlgebra de grupo livre sobre k.

Portanto, a conjectura GA implica nas conjecturas de Lichtman e Makar-Limanov,
o que indica o grau de dificuldade em se buscar a solucao geral ou mesmo uma solucao
parcial para essa conjectura. Veremos no Capitulo Dois mais relacoes entre essas tres
conjecturas (também conhecidas como conjecturas FOFO (full of free objets)).

Nesse trabalho, estamos interessados em estudar a conjectura de Makar-Limanov
quando o corpo skew D é a algebra de divisao de fragoes de um anel de polinémios
skew L[t; o] (anel de polinomios em ¢ nao-comutativo), onde ¢ é uma variavel e o é
um k-automorfismo de L, sendo L/k uma extensao de corpos. Provar a conjectura de
Makar-Limanov nesse caso, é provar que existe uma copia homomérfica da algebra livre
k(x,y) sobre dois geradores z,y em D, ou seja, vamos exibir dois elementos em D que
sao as imagens de z,y. Além disso, aplicando um resultado de Lichtman (ver Segao
3.4) obteremos um caso particular da conjectura GA. Nesse sentido, generalizamos
os resultados de [GT09] e [Lor86]. Enfatizamos que esses dois resultados nao serao
contemplados neste trabalho como casos particulares por causa do método usado.

Dois trabalhos recentes e que devem ser destacados sao devido a J.P. Bell e D.

Rogalski, nos artigos [BRa] e [BRb]. No primeiro, eles provam que se A é um dominio
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noetheriano que é contavelmente gerado sobre um corpo algebricamente fechado nao-
enumeravel k de caracteristica zero, entao ou a algebra de divisao de fracoes de A
contém uma algebra livre de posto 2 ou ela é algébrica a esquerda sobre todo subcorpo
maximal. No segundo, eles provam que K (z;0) contém uma algebra livre de posto
2, onde K/k é extensao de corpos, onde ou k é nao-enumerdvel ou ¢ é induzido por
um automorfismo de uma variedade quase-projetiva. Neste ponto, o presente trabalho
se diferencia pelas técnicas usadas, onde diferentes geradores sao encontrados e por
tratar a conjectura sob outro ponto de vista. Além disso, os primeiros resultados
sao apresentados de uma forma bem geral, com hipdteses bem fracas sobre o corpo
base. Espera-se que as técnicas aqui apresentadas sirvam de suporte para futuras
generalizacoes, principalmente para o caso em que k é enumeravel, onde tem-se obtido
poucos resultados.

O presente trabalho esta dividido em quatro partes. No primeiro capitulo, se-
rao apresentados os pré-requisitos para a leitura deste texto. Definiremos os prin-
cipais objetos, como o anel de polinémios skew L[t; o] e seu anel de divisao de fra-
goes Frac(L[t;o]) = L(t;0). Para isso, faremos um pouco da teoria de dlgebra nao-
comutativa. Além disso, mostraremos alguns resultados sobre esquemas e variedades
projetivas, como o famoso Teorema de Bertini 1.2.11. Finalizaremos o capitulo com
uma secao inteiramente dedicada ao estudo de dlgebras e esquemas geometricamente
integrais, onde apresentaremos detalhadamente os resultados e suas equivaléncias. No
segundo capitulo, serd feita uma breve abordagem sobre os resultados ja conhecidos
sobre a conjectura de Makar-Limanov, destacando-se os principais resultados de cada
artigo. Além disso, serao dados alguns contra-exemplos e justificativas, mostrando que
certas hipdteses nao podem ser enfraquecidas e outras nao afetam a generalidade dos
resultados. No capitulo trés, sujeito ao que chamamos de Hipdtese do Delta 3.3.1,

provaremos o seguinte resultado

Teorema 0.0.1. Sejam k um corpo, L/k uma extensao prdpria de corpos tal que k
¢ algebricamente fechado em L e o um k-automorfismo de L tal que LYY = k. Seja
f € A\ k para alguma k-subdlgebra A de L no qual vale a Hipétese do Delta 3.5.1.

Entao, os elementos f e t(1 — )1 f geram uma dlgebra livre sobre k em D = L(t;0).

Além disso, obteremos como coroldrio desse teorema, um caso particular da con-
jectura GA. No ultimo capitulo, provaremos casos particulares da Hipdtese do Delta:
quando L é o corpo de funcoes de uma variedade abeliana ou L é o corpo de funcoes

do espago projetivo.



Capitulo

Pré-requisitos

Aqui apresentaremos os resultados basicos que serao usados ao longo deste traba-
lho. Na primeira secao, definiremos o anel de polinémios skew, que é um dominio
nao-comutativo e um dos principais objetos que estudaremos. No caso de um domi-
nio comutativo podemos definir sem muita dificuldade um corpo de fragoes. Quando
o dominio é nao-comutativo, precisaremos de condigoes especiais para definirmos um
anel de divisao de fragoes (a direita ou a esquerda), por analogia ao caso comutativo.
Na segunda secao, faremos uma breve apresentacao sobre variedades algébricas e pro-
jetivas. A terceira secao sera a mais importante deste capitulo. Nela, falaremos sobre
algebras e variedades que mantém certas propriedades apés uma mudanca de base. A

notagao sera padrao durante todo o texto a menos de algumas excegoes.

Notagao 1.0.2. Ao longo do texto sempre teremos:

1. k um corpo (comutativo); ou seja, sempre que nos referirmos a um corpo, estamos

falando no sentido comutativo;

2. k é o fecho algébrico de k; k* é o fecho separavel de k; k'/P é a menor extensao de k
que contém todas as p-ésimas raizes de cada elemento de k; kP~ é o fecho perfeito
de k. Necessariamente quando falarmos de k estaremos fazendo uma escolha de
um fecho algébrico de k e consequentemente teremos k° e kP~ determinados.

Nessas condicoes temos necessariamente que k7 — kP~ — k

3. L uma extensao de corpos de k, que sempre serd entendida como L uma extensao
de corpos de k com L # k.



2 Capitulo 1 — Pré-requisitos

1.1 Dominios de Ore

Nesta secao definiremos e provaremos resultados de dlgebra nao-comutativa. Apesar
de alguns desses resultados serem parecidos com o caso comutativo, devem-se tomar
certos cuidados. As principais referéncias sdo: [Coh77], [Coh06], [GW89] e [LamO1].

Como foi dito anteriormente, gostariamos de definir, de modo andlogo ao caso
comutativo, um “corpo de fragoes”. No caso nao-comutativo isso é um pouco mais
complicado e obteremos um anel de divisao de fragoes a direita (resp. a esquerda).
Para isso, precisaremos impor mais uma condi¢ao sobre o dominio, conhecida como

condi¢ao de Ore a direita (resp. a esquerda).

Definicao 1.1.1. Sejam D um dominio e S um conjunto multiplicativo, ou seja, um
subconjunto de D tal que 1p € S e se a,b € S entao ab € S. Dizemos que S é um
conjunto de Ore a direita (resp. a esquerda) se para todo par x € D ey € S temos
xS NyD # O (resp. Sx N Dy # 0). Essa € a condi¢io de Ore a direita (resp. a
esquerda). O dominio D € de Ore a direita (resp. a esquerda) se S = D\ {0} € Ore a
direita (resp. a esquerda). Quando um dominio € de Ore a direita e a esquerda, ele é

chamado simplesmente dominio de Ore.

Exemplo 1.1.2. Exemplo de dominio nao-comutativo que nao satisfaz a condicao de
Ore a direita. Seja R = k(x,y) a algebra associativa livre de posto 2 sobre k. Seja
S = R\ {0}. Temos que S é um conjunto multiplicativo que nao é Ore a direita. De
fato, tome os elementos z,y € S e note que xS N yR = (), pois caso contrario isso

implicaria na comutatividade entre x e y.
Como no caso comutativo, temos uma definicao de médulo e anel noetheriano:

Defini¢ao 1.1.3. Seja A um anel. Um A-mddulo a direita M (resp. a esquerda) é
noetheriano a direita (resp. a esquerda) se ocorre uma, e portanto todas, as sequintes

condicoes equivalentes:

1. Toda cadeia ascendente prépria de A-submddulos a direita (resp. a esquerda) é

estaciondria.

2. Toda familia nao vazia de A-submddulos a direita (resp. a esquerda) tem um

elemento maximal.
3. Todo A-submddulo a direita (resp. a esquerda) € finitamente gerado.

Desse modo, temos a:
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Definigao 1.1.4. Um anel R é noetheriano a direita (resp. a esquerda) se R wvisto
como R-mddulo a direita (resp. a esquerda) é noetheriano a direita (resp. a esquerda).

Se ambos ocorrem, R é um anel noetheriano.
Dominios noetherianos sao importantes pois:

Proposicao 1.1.5. Qualquer dominio noetheriano a direita (resp. a esquerda) é Ore

a direita (resp. a esquerda). Além disso, todo dominio noetheriano é um dominio de
Ore.

Demonstracao: Seja D um dominio noetheriano a direita e sejam a,b € D \ {0}.
Queremos mostrar que aD NbD # {0}. Como D é noetheriano a direita, temos que

>0 a'bD é finitamente gerado. Portanto, existem n > 0 e ¢y, ..., ¢,—1 € D tais que
ab = beg + abey + ...+ a" the, .

Como a™b # 0, os ¢;’s nao sao todos nulos. Seja ¢ o primeiro coeficiente nao nulo.

Cancelando a* em ambos os lados obtemos
a" b = bey + abegar ...+ a" be, .

Portanto, bey € aD, ou seja, aDNbD # {0}. A prova para o caso & esquerda é anédlogo.
[ |
Queremos ainda saber se um dominio de Ore possui anel de divisao de fragoes no

sentido classico. A condicao de Ore foi criada para isso, como veremos a seguir.

Defini¢ao 1.1.6. Um anel de divisao de fragoes a direita (resp. a esquerda) para um
dominio D é um anel de divisao, denotado por Frac(D), tal que D € subanel de Frac(D)
e todo elemento de Frac(D) € da forma ab™" = a/b (resp. b'a = a/b), coma € D e
be D\ {0}

A prova de que todo dominio de Ore a direita (resp. a esquerda) possui um anel
de divisao de fragoes a direita (resp. a esquerda) é um caso particular da localizacao a

direita (resp. a esquerda) no caso nao-comutativo.

Definigao 1.1.7 (Localizagao a direita). Seja D um dominio e seja S um conjunto
(multiplicativo) de Ore a direita. A localiza¢do a direita de D em S, denotada por Dg,
¢ feita da sequinte forma: sobre D x S defina uma relagdo de equivaléncia dizendo
que (a,b) ~ (a',V') se, e somente se, existem t,t' € S tais que at = a't’ e bt = b't'.
Portanto,

Dg=(Dx5)/~
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e denote a classe de um par (a,b) convenientemente por a/b. Antes de definir as
operagoes de soma e produto sobre Dg, precisamos saber como igualar os denomina-
dores. Procedemos assim: se a/b,a’ /b € Dg entao existem t,t' € S tal que bt = b't’
e portanto, escrevemos a/b = at/bt e a' /b = d't' /U, ambas expressoes com o mesmo

denominador. Entdao, definimos a soma por
a/b+ad' /b = at/bt + d't' /Ut = (at + a't") /bt.

Para a multiplicagdao, tome d € D e s € S tais que a’'s = bd (pois S € conjunto de Ore

a direita) e temos
(a/b)(d' /b)) = ab~'d' (W)t = ads (V)" = ad(Vt's) " = ad/V's.

A localizacao a direita satisfaz a seguinte

Propriedade Universal: dado um morfismo qualquer f : D — D', tal que todo
elemento de f(D) ¢ inversivel em D’ entdo existe uma unica f' : Dg — D’ tal que
flog=f,onde g: D — Dg é dado por d — d/1.

D1, .p

L 7
/

g

O

Ds

A localicacao a esquerda é feita de maneira analoga e também temos uma proprie-

dade universal. Finalmente temos o seguinte resultado:

Teorema 1.1.8. Se D é um dominio de Ore a direita (resp. a esquerda) entao D

possui um anel de divisio de fragoes a direita (resp. a esquerda).

Demonstracao: Tome S = D\{0} (conjunto de Ore a direita). Fazendo a localizacao
a direita de D em S obtemos Frac(D) 4 Dg, que é um anel, onde 0/1 é o zeroe 1/1 é
a unidade do produto. A aplica¢do d — d/1 nos d4 um homomorfismo injetor de anéis
de D para Frac(D). De fato, é claro que essa aplicagdo é um homomorfismo de anéis.
Para ver a injetividade, suponha que d/1 = 0/1, ou seja, (d, 1) ~ (0,1). Por definigao,
existem t,t" € S tais que dt = 0t' = 0. Como D é dominio, obtemos d = 0. Portanto,
podemos olhar D como subanel de Frac(D). Além disso, Frac(D) é um anel de divisao:
se a/b é diferente de zero em Frac(D) entdo a,b € S e b/a € Frac(D). Claramente
temos (a/b) - (b/a) =1/1¢e (b/a)- (a/b) = 1/1. Isso encerra a prova. O caso em que D
¢ dominio de Ore a esquerda é demonstrado de maneira analoga.

Como no caso comutativo, temos:
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Proposicao 1.1.9. O anel de divisao de fragoes a direita (resp. a esquerda) de um

dominio de Ore a direita D (resp. a esquerda) € inico a menos de isomorfismo.

Demonstracao: Escreva S = D\ {0} e suponha que K ¢é outro anel de divisao de
fragdes de D. Temos mergulhos g : D — K e h : D — Frac(D). Afirmamos que o
homomorfismo

f:Frac(D) - K

dado por a/b +— g(a)/g(b) é injetivo. De fato, se d/s estd no nicleo de f entdo

f(d/s) = g(d)/g(s) = 0. Portanto, g(d) = 0 e consequentemente d = 0 pois g é

injetora. Mas, f(h(D)) C f(Frac(D)) C K como subconjunto e portanto sao iguais.
Desse modo, f é isomorfismo como queriamos.

[

Como haviamos dito, estamos interessados no anel de polinomios skew. Veremos

que ele é um dominio noetheriano e desse modo possui um anel de divisao de fragoes.

Definigao 1.1.10 (Anel de polindémios skew). Sejam R um anel, o um automorfismo
de R e x uma indeterminada. Para cada a € R colocamos xa = o(a)x. Desse modo,
temos o anel de polinomios skew R[x; o], que € um anel de polindmios na indeterminada

x com coeficientes em R ndo comutativo.

Observagao 1.1.11. O anel de séries de poténcia skew R[[z;0]] e o anel de séries de
Laurent skew R((z;0)) sao definidos da mesma maneira (para as poténcias negativas,
precisamos aplicar a condi¢ao de Ore de modo andlogo ao feito na demonstracao do
Lema 1.1.14).

Proposicao 1.1.12. Seja k um corpo. Entao, k|x; o] é um dominio noetheriano.

Esse resultado é um caso particular do Teorema da Base de Hilbert para anéis de

polinomios skew:

Teorema 1.1.13 ([GW89] pdg.13 teor.1.12). Seja R um anel e o um automorfismo

de R. Se R € noetheriano a direita (resp. a esquerda) entao R[z;o] é noetheriano a
direita (resp. a4 esquerda)

Como k[z; o] é dominio noetheriano (a direita e esquerda, pois k é corpo), entao ele é

def

]) = k(x;0)

que ¢ exatamente a localizagao a direita (ou a esquerda) de k[z; o] em S = k[x; o]\ {0}.

um dominio de Ore e portanto possui anel de divisao de fragoes Frac(k[z; o

Finalizamos com o seguinte

Lema 1.1.14. Seja k um corpo e o um automorfismo de k de ordem infinita. Entao,
Z(k((z;0))) = k9, onde k') sio os elementos de k fivos por o. Em particular,
Z(k(z;0)) = k',
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n

Demonstragao: Note que se a € k{” entdo 2"a = 0"(a)z" = az™ para todo

n € 7Z (quando n é negativo, existem d,s € k[z;o] nao nulos com as = z7"d e

assim z"a = ds~'. Dali, tomamos s = 27" e d = ¢"(a) e obtemos o resultado). Se
f =" air" € k((z;0)) entao

fa= (Z a;x)a = Z a;0'(a)r" = Z a;ax’ = af.

>n i>n >n

Para a outra inclusdo, seja f = 3. aix’ € Z(k((z;0))) e tome z € k((z;0)).

vf = xZaixi = Zxaimi = (Z o(a;)z")x.

i>n i>n >n

Temos que

Mas, zf = fx e assim o(a;) = a; para todo 4, ou seja, a; € k' para todo i. Agora, seja
a € k. Temos fa =, ax'a =73 .. aoc'(a)x’ =af. Como o tem ordem infinita,
segue que a; = 0 exceto para i = 0, f)ois caso contrario, para todo i tal que a; # 0
terfamos ¢°(a) = a. Portanto, f € k(.

Para finalizar, note que k') C Z(k(x;0)) C Z(k((x;0))) = k. A primeira
inclusdo é feita da seguinte forma: seja a € k). A comutatividade com polindmios
decorre do caso anterior. Agora, se f/g € k(x;0) entao a(f/g) = afg™' = fag™'.
Por outro lado, fg~'a = fds™!, para d,s € k[x;o]\ {0} tais que as = gd. Como
as = sa, escolho s = g e d = a, obtendo fg~'a = fag™', ou seja, a € Z(k(x;0)). Para
a segunda inclusao, basta notar que os elementos da forma x™, para n € Z, estao em
k(x;0), ou seja, se f/g € Z(k(z;0)), entdo f/g trivialmente comuta com os elementos
de k((z;0)).

|

1.2 Variedades

No Capitulo Trés, L/k serd apenas uma extensdao de corpos com algumas propri-
edades. Porém, no Capitulo Quatro, L sera visto como o corpo de funcoes de uma
variedade projetiva, que ¢ um esquema com certas propriedades. Por isso, precisare-
mos da nocao de esquemas e alguns resultados. Como esse assunto é um tanto quanto
extenso, deixaremos apenas as referéncias. Recomendamos a leitura de [Har77] cap.II
e [Liu02] cap.2 e 3, onde podem ser encontradas a definicdo de esquemas, constru-
cao de esquemas afins e de seu feixe estrutural, além de muitas de suas propriedades.
Nesta secao, apresentaremos apenas algumas defini¢oes e as principais propriedades das
variedades projetivas que usaremos, além do enunciado de alguns resultados classicos.

Comecamos com uma defini¢ao
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Definigao 1.2.1. Seja (X, Ox) (ou simplesmente X) um esquema.

o X ¢ reduzido se ¥ aberto afim U C X, o anel Ox(U) € reduzido (ou seja, 0 € o
unico nilpotente de Ox(U)).

o X ¢ irredutivel se o espago topologico X € irredutivel.
o X integral significa reduzido e irredutivel.
Um critério 1til para saber quando um esquema X ¢é integral é o seguinte:

Teorema 1.2.2 ([Liu02] pdg.65). Seja X um esquema. X € integral se, e somente se,

Ox(U) é um dominio integral para todo aberto afim U C X.

Muitos dos resultados que veremos na préxima segao serao validos para esquemas,
porém estaremos interessados mais especificamente em variedades algébricas. Temos a

seguinte defini¢ao:
Definicao 1.2.3. Seja k um corpo.
1. Uma variedade algébrica sobre k € um esquema separado de tipo finito sobre k.

2. Uma variedade projetiva X sobre k é um esquema separado de tipo finito tal que
o morfismo estrutural m : X — Spec(k) € projetivo (i.e., w se fatora em uma

imersao fechada i : X — P}, para algum n, e uma projecao P} — Spec(k)).
Exemplo 1.2.4. 1. X = SpecC[z,y| é uma variedade algébrica (afim) sobre Spec(C).

2. A reta projetiva P é uma variedade que nao é afim. De fato, Pt é a colagem
de duas variedades afins, a dizer, Spec(C[t]) e Spec(C[1/t]) (para mais detalhes
sobre colagem ver [Liu02] pag.49).

As duas variedades projetivas que veremos no Capitulo Quatro serao o espago pro-
jetivo e a variedade abeliana. Vejamos suas definigoes e algumas de suas propriedades.

O espaco projetivo n-dimensional P} é definido como o conjunto das classes de
equivaléncia de (n + 1)-uplas (ag,...,a,) € k"™ \ {0} sob a relagao de equivaléncia:
(a;) ~ (Aa;) para todo A € k*. Como esquema, temos as seguintes construgoes: por
colagem de esquemas afins ([Liu02] pag. 50) ou direto como Proj de um anel graduado
([Liu02] pag. 53).

Um fato importante sobre P} é com relagao ao seu grupo de automorfismos:

Teorema 1.2.5 ([Har77] pag.151). Aut;(P}) = PGL (k).
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Outro objeto que usaremos no ultimo capitulo serao as variedades abelianas. A

“grosso modo” uma variedade abeliana (sobre C) é um toro com certas propriedades.

Definicao 1.2.6. Um toro complexo n-dimensional sobre C € o quociente de uma

espaco vetorial complexo V' de dimensao n por um reticulado de posto n.

Definicao 1.2.7 ([CS86]; pag.85). Uma variedade abeliana X sobre C € um toro com-
plezo que admite um forma Hermitiana w nao-degenerada tal que Im(w) € inteira sobre

o reticulado.
Quando o corpo k é qualquer temos:

Definicao 1.2.8 ([CS86] pag.104). Uma variedade abeliana X sobre k é uma variedade
propria sobre k com uma aplicagao multiplicacao m : X x X — X e uma aplicagao

wmwversao ambos morfismos de variedades.

Exemplo 1.2.9. 1. Em dimensao 1, as variedades abelianas sao exatamente as cur-

vas elipticas.

2. Uma variedade jacobiana é um toro complexo de dimensao g associada a uma
curva de género g. Mostra-se entao que variedades jacobianas sao variedades

abelianas (para o caso de variedades jacobianas sobre C, ver [BL04] pag.315).
As variedades abelianas sao “especiais” por causa de sua estrutura.

Teorema 1.2.10 ([CS86] pag.113). Uma variedade abeliana X sobre k é uma variedade

projetiva sobre k, ou seja, existe um merqulho X — P} para algum n > 0.

Essa é uma das principais propriedades das variedades abelianas que usaremos. No
caso k = C, esse é o Teorema de Lefschetz, que pode ser encontrado em [Deb05] pag.57
ou [Mum08] pag.28. Para um corpo qualquer, podemos citar [Mila] pag.27 e [Har77]
pag.158.

Sabemos que todo automorfismo de uma variedade abeliana é o produto de uma
translagao (por um ponto da variedade) por um automorfismo da variedade preservando
a estrutura de grupo (ver [Lan83] Teorema 4 pag.24). Quando a variedade abeliana
é polarizada (a grosso modo é uma isogenia entre a variedade abeliana e seu dual; no
caso complexo, uma variedade abeliana polarizada é um toro complexo com uma forma
Hermitiana w nao-degenerada tal que Im(w) é inteira sobre o reticulado; para mais
detalhes ver [Mila] pdg.34 e 53), ela tem apenas um ndmero finito de automorfismos
que preservam a estrutura de grupo ([Mila] Teorema 14.4 pag.62). Assim, no caso
de variedades abelianas polarizadas, quase todo automorfismo da variedade é uma

translacao por ponto. Esses serao os automorfismos usados no Capitulo Quatro.
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Um argumento que usaremos no ultimo capitulo é com relagao a intersecao X N H,
de um hiperplano H com um esquema projetivo X, ser nao singular e irredutivel, ou
seja, quando X N H é um divisor primo (para um estudo sobre divisores ver [Har77]
pég.129 e [Liu02] pag.252). Para isso ser uma “boa” propriedade, gostariamos que
quase todo hiperplano de P} satisfizesse essa propriedade em algum sentido: isso sera o
Teorema de Bertini. Além disso, veremos o teorema de Kronecker, que permite tomar
pontos com orbitas densas no toro. Ambos teoremas serao usados somente no tltimo

capitulo.

Teorema 1.2.11 (Teorema de Bertini; [Har77] pag.179). Seja X uma subvariedade
regular (nao singular) fechada de P}, onde k é um corpo algebricamente fechado. En-
tao, existe um hiperplano H C P}, nao contido em X e tal que o esquema H N X €
reqular em todo ponto. Além disso, o conjunto dos hiperplanos com essa propriedade
¢ um subconjunto denso do sistema linear completo |H|, considerado como um espago

projetivo. Além disso, se dim X > 2 entao H N X ¢ irredutivel.

P

Quando a dimensao de X é 1 é facil ver que em geral X N H nao serd irredutivel.
Por exemplo, se X é uma curva eliptica, em geral uma reta interceptara a curva em
mais de um ponto (Teorema de Bézout) e portanto nao sera irredutivel.

No caso que trataremos no Capitulo Quatro, o divisor irredutivel X N H serd um

polo. Por um polo entenderemos:

Definigao 1.2.12 (Polo). Sejam X um esquema noetheriano integral separado reqular
sobre k, D um subesquema fechado integral de codimensao 1 (ou seja, um divisor) e F
o corpo de funcgoes de X. Seja g € F. Diremos que g tem um polo ao longo de D (ou

simplesmente D € um polo de g) se vp(g) < 0, onde vp € a valorizagdo associada a D.

Por 1ltimo, o teorema de Kronecker, que assim como o Teorema de Bertini, d4 uma

certa condicao de densidade.
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Teorema 1.2.13 ([MMST11] pag.351). Seja a = (aq,...,a,) € R™. Suponha que

1,aq,...,q, sejam linearmente independentes sobre Q. FEntao,
Y ={ka+emi+---+em, | keN, my,....,m, €7}

¢ denso em R™, onde os e;’s sao da base canonica do R"™.

1.3 Geometricamente irredutivel, reduzido e integral

Ao trabalharmos com esquemas, mais precisamente com variedades algébricas, que-
remos que algumas de suas propriedades, como por exemplo irredutibilidade e redu-
tibilidade, se mantenham apds uma mudanca de base (definicdo ver [Liu02] pdg.78).
Essas propriedades estao diretamente ligadas ao caso algébrico, onde podemos ter uma
algebra reduzida e queremos que apds uma mudanca de base ela continue reduzida. Sao
essas caracteristicas que serao apresentadas nesta secao, tanto no caso de variedades
como no caso de algebras. Inicialmente, vamos encontrar condi¢oes sobre uma extensao
L/k ou sobre o corpo k, para que L ®; L’ seja dominio, onde L'/k é uma extensao de
corpos qualquer. Depois, faremos a ligagao dessa propriedade com a de uma algebra
ou variedade ser geometricamente integral. A propriedade “geometricamente integral”
é essencial neste trabalho e por isso, serd detalhadamente discutida. As principais

referéncias sao [Car, Sta, Lan02]. Comegamos com algumas definigoes.
Definigao 1.3.1. Seja L/k uma extensao de corpos.

1. L ¢é separdvel sobre k, ou a extensao L/k € separdvel, se para toda subextensao
kC L CL, comL finitamente gerada sobre k, existe uma base de transcendén-
cia {x;}icr de L'/k tal que a extensao L'/k(z;;i € I) é uma extensao algébrica

separdvel.

2. k € separavelmente algebricamente fechado se todo elemento em k separdvel sobre
k pertence a k. Quando k € perfeito, k € separavelmente algebricamente fechado
se, e somente se, k € algebricamente fechado. Quando char(k) > 0 entdo k é
separavelmente algebricamente fechado se, e somente se, E/k ¢ uma extensao
puramente insepardvel. Exemplificando, se F' € um corpo qualquer, considere seu
fecho separdvel F* em F. Qualquer subextensio F* C K C F € separavelmente

algebricamente fechada.

3. L/k € primdria se o fecho algébrico de k em L € uma extensao puramente in-
separdvel de k. Isso significa que para todo a € L algébrico sobre k, existe um
n >0 tal que a”" € k.
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4. L/k € regular se ela é separdvel e primdria. Em particular, k é algebricamente
fechado em L.

Definicao 1.3.2. Seja k um corpo.

1. Seja Q/k uma extensao de corpos e sejam A, B duas k-subdlgebras de Q. A e
B sao linearmente disjuntos sobre k em € se o mapa A @, B — € dado por

>0 @by = > ab; € injetivo (em particular, A ®y B € um dominio).

2. Seja Q/k uma extensao de corpos e sejam L, L'/k duas subextensoes de Q. L e
L' sao algebricamente disjuntas sobre k em € se todo subconjunto B de L que €
algebricamente independente sobre k ainda € algebricamente independente sobre

L'. Essa propriedade é simétrica em L e L.

3. Sejam L, L'/k duas extensdes de corpos. Uma extensio composta de L e L' so-
bre k, denotada por C' = (E,u,v), é formada por uma extensdo de corpos E [k
gerada por duas subextensoes M e M' algebricamente disjuntas sobre k e por
dois k-isomorfismos w : L — M e v : L' — M'. Duas extensoes compostas
C = (B,u,v) e C = (E,,7) (a sequnda gerada por N e N') sio equivalentes
(ou de mesmo tipo) se existe um k-isomorfismo j : E — E tal que U = jou
ev = jow, ou seja, se existe um k-isomorfismo j : E — E (necessariamente

unico) estendendo 0s isomorﬁsmos f=uout:M -+ Neg=vov!: M — N.
J

L2~ / \ o g Ll>N/E\N’<LL’
N

IIZ
1%

N

Sobre essas definigoes, temos as seguintes observagoes:

Observacao 1.3.3. 1. Sempre que nos referirmos a linearmente disjunto, algebri-
camente disjunto ou ainda ao fecho algébrico de um corpo dentro de outro, consi-
deraremos que todos os corpos (ou élgebras) envolvidos sao subextensoes de uma

mesma extensao do corpo base.

2. Note que se k é algebricamente fechado em L entao L/k é primaria. Quando k é
perfeito ou L/k é separdvel, se L/k é primaria entao k é algebricamente fechado

em L.

3. k é algebricamente fechado em L se, e somente se, LNk = k, quando L,k C Q

(ambos os sentidos sao direto da definigao de algebricamente fechado).
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4. se A, B sao linearmente disjuntos sobre k entao AN B = k.

Observagao 1.3.4. Sejam L e L' duas extensoes de corpos de um corpo k. Pode-
mos construir uma extensao composta de L e L' sobre k, de tal forma que imagens
isomorfas de ambos estejam contidas em um mesmo corpo e que dentro desse “novo
ambiente” elas sejam algebricamente disjuntas sobre k. Para isso, sejam B uma base
de transcendéncia de L’ sobre k e Q0 = m, onde as indeterminadas X; cor-
respondem biunivocamente aos elementos z; € B. Escrevemos B = {X} C Q, onde a
notagao X indica uma t-upla. Identificamos k(B) C L' (abuso de notacao, onde k(B)
significa k(z) para B = {z}) a um subcorpo de Q pela correspondéncia z; = X;. Se
id ;, é a aplicacao identidade de L em 2 e ¢ é uma k(B)-imersao de L' em (2, entdao
C(o) wf (L(p(L")),id 1, ¢) é uma extensao composta de L e L', onde B é uma base
de transcendéncia de ¢(L’) sobre k que é algebricamente independente sobre L. Por

construgao, L e ¢(L’) sao algebricamente disjuntos sobre k.

/T

L(B) L(o(L'))

/\
\//

k(z)

A definicao de linearmente disjunto tem as seguintes equivaléncias:

Lema 1.3.5. Seja Q/k uma extensao de corpos e sejam A, B duas k-subdlgebras de €.

Sao equivalentes:
1. A e B sao linearmente disjuntos sobre k em €);

2. dadas bases {u;} e {v;} de A e B sobre k, respectivamente, temos que u;v; sao

l.i. sobre k;

3. todo subconjunto finito de A que € linearmente independente sobre k € ainda

linearmente independente sobre B (que € simétrico em A e B).

Demonstracao: Se {u;} e {v;} s@o bases de A e B sobre k, respectivamente, os
elementos u; ® v; formam uma base de A ®; B sobre k, direto das propriedades do
produto tensorial.

(1) = (2): como A®y B — Q & injetora, se Y, ; ajuv; = 0, entdo ;. ajju; @ v; =
0 e portanto a;; = 0 para todo 4, j, pois {u; ® U]} é uma base de A ®;, B‘
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(2) = (3): suponha que {f;} C A, para 1 < ¢ < n, é l.i. sobre k e considere
> ;bifi = 0 onde b; € B. Vamos mostrar que b; = 0 para todo . Considere as bases
dadas no item (2). Além disso, escrevemos b, S os vetores colunas formados pelos b;’s
e fi’s respectivamente. Também escreva b = Cv e f = Du, onde C, D sao as matrizes
n x m (nao necessariamente quadradas) de b e f nas bases de B e A respectivamente.

Entao,

(Cv, Du)
= (v,C"Du)
(v, C*Du)

= <Z Uiei,CtDZUj€j>
= Z’l]in<€i,CtD€j>,

onde os ¢;’s sao da base candnica. Portanto, (e;, C*De;) = 0 para todo i, j por hipétese,
ou seja, C*D = 0. Temos que n = min{m,n}. Como D é a matriz de um conjunto
li. sobre k na base de A, temos que algum dos menores F, ., de D é inversivel. No
produto C*D = 0 (transpondo se necessério) cada vetor linha w; de C* forma um
sistema n x n com E, a dizer, Ew! = 0, ou seja, temos que w; é o vetor nulo para todo
1 e consequentemente C' = 0.

(3) = (1): basta supor que em um elemento > a; ® b; tomamos, por exemplo, 0s
b;’s 1.i. sobre k, ou seja, tomamos uma expressao minimal. A injetividade sai do fato
que os b;’s ainda sao Li. sobre A. Isso encerra a prova.

|

1.3.1 Resultados gerais sobre corpos

Aqui, apresentaremos varios lemas que serao usados nas proximas subsecoes. Em
sua maioria, sao resultados gerais sobre extensoes de corpos. O objetivo dessa segao ¢é
mostrar as possiveis relagoes entre o ‘tipo de extensao’ que consideramos e a propriedade
‘linearmente disjunto’. O principal resultado é o Teorema 1.3.8.

O primeiro lema mostra um caso em que duas extensoes de um mesmo corpo k sao

linearmente disjuntas.

Lema 1.3.6. Sejam k um corpo com char(k) = p > 0, L/k uma extensdo separdvel e
M/k uma extensao puramente insepardvel. Entdo, L e M sdo linearmente disjuntos

sobre k.
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Demonstragao: Note que podemos supor que L é finitamente gerado sobre k, pois a
verificacao de linearmente disjunto é sobre um subconjunto finito. Além disso, se k C
L'cLekcMc M(L), onde M,L C €, entao se L', M sao linearmente disjuntos
sobre k e L, M(L') sao linearmente disjuntos sobre L’ entdo M, L sdo linearmente
disjuntos sobre k. De fato, se {m;} € M é Li. sobre k entao {m;} ¢ 1i. sobre L'
Mas, M C M(L'), ou seja, {m;} é Li. sobre L, como queriamos. Note também que
M(L")/L’ é puramente insepardvel.

Como L/k é separéavel e L é finitamente gerado sobre k, encontramos uma subex-
tensao k C k(z) C L tal que k(z)/k é puramente transcendente e L/k(z) é algébrico
separavel. Portanto, pela observagao anterior, precisamos provar o lema nos seguintes
dois casos: quando temos uma extensao finita separavel k(0)/k e M/k puramente in-
separdvel (lembramos que L é o limite direto de extensdes L; com [L; : k(z)] < +00);
o segundo, é quando temos k(z)/k uma extensdo puramente transcendente e M /k
puramente inseparavel.

Seja k() /k com 0 algébrico separédvel sobre k e M /k puramente inseparavel. Temos
k C k(0) C k*. Note que

k(0) @r M = (K[T]/(p(T))) ©x M = M[T]/(p(T)),

onde p(T) é o polinomio minimal de # sobre k. Se p = pipy sobre M, entao p,ps
tem coeficientes em M. Porém, p também se decompoe dessa forma sobre k®, onde
os coeficientes sao polinomios nas raizes de p. Com isso, esses coeficientes estao em
E*NM. Mas, k Ck*NM C k*NkP™™ = Ek,! o que é absurdo pois p ¢ irredutivel sobre
k. Portanto, M[T]/(p(T)) é corpo. Falta mostrar que o morfismo natural de k(6) @, M
em € é injetor; mas isso ocorre desde que k(6) ®; M é corpo e M injeta em ().

O outro caso é quando temos k(z)/k puramente transcendente e M/k puramente
inseparavel. Primeiramente, note que k[z| e M sdo linearmente disjuntos sobre k. De
fato, os elementos 22 formam uma base de k[z]. Entao, se > m;z* =0, com m; € M,
entdo S m? (zF")2 = 0, com m?" € k para n > 0. Mas os (2" )2 continuam Li. sobre
k, o que mostra que mfn = 0 para todo 7, ou seja, m; = 0. Agora, se consideramos
{m;} 1i. sobre k e uma expressdo da forma > fi(z)m; = 0, onde f;(z) € k(z),
existe g(z) € k[z] tal que Y g(z)fi(z)m; = 0 tem coeficientes em k[z]. Portanto,
g(z) fi(x) = 0 para todo i, o que significa que f;(x) = 0 para todo i, como querfamos.

[ |

A proposicao seguinte faz uma conexao entre “linearmente disjunto” e “separavel”.

Mais adiante, veremos que esse resultado nos diz um pouco mais sobre a extensao L/k.

la igualdade K* N KP ™ = K é provada assim: se a € K* N K?” entao a? = b € K. Logo, o
polinémio P(T) = T?" — b tem a como tnica raiz, ou seja, Py (T) | P(T). Se a ¢ K entdao P,(T) tem
pelo menos duas raizes distintas em K, o que é um absurdo, portanto a € K.
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Proposicao 1.3.7. Seja L/k uma extensao de corpos e suponha char(k) =p > 0. As

sequintes condicoes sao equivalentes:

(i) L € linearmente disjunto de k™" .
(ii) L € linearmente disjunto de kP, para algum m > 1.
(111) L/k é separdvel.

Demonstracao: De maneira direta (i) = (i7). Pelo Lema 1.3.6 temos que (7it) = (i).
Para provar que (i) = (7i7), podemos supor que L é finitamente gerado sobre k ou
seja

L=Fk(z)=Fk(zy,...,z,).

Seja r = trdeg, L. Se r = n, acabou. Caso contrario, suponha sem perda de

generalidade que {zi,...,z,} é uma base de transcendéncia e x,,; é algébrico sobre
k(xy,...,2z,). Seja f(X,..., X,4+1) um polindémio de menor grau tal que f(xq,...,2T41)
é nulo. Afirmamos que nem todos x;’s, com (i = 1,...,r + 1), aparecem em todo

monomio de f como p-ésimas poténcias. Se todos eles aparecem, podemos escrever

FX) =) caMa(X)7,

onde M, (X) sdo mondémios em X7, ..., X, 11 e ¢, € k. Isso implicaria que os monémios
M, () sdo linearmente dependentes sobre k'/P (tomando a p-ésima raiz da equacio
> eaMy(z)? = 0). Contudo, os M,(z) sao linearmente independentes sobre k (pois
caso contrario poderiamos pegar uma equagao em xy, ..., Z,+1 de grau menor) e entao
nés obtemos uma contradicio, pois k(z) e k'/? sdo linearmente disjuntos. Suponha,
renomeando se necessario, que X; aparece em f(X) mas nao é p-ésima poténcia em todo
monodmio. Sabemos que f(X) é irredutivel em k[X7,..., X,,1] e portanto f(z) =0 é
uma equagao irredutivel para z; sobre k(xg,...,2z,41). Como X; nao aparece sempre
como uma p-ésima poténcia, essa equacao é separavel para x; sobre k(xg, ..., Z,41), ou
seja, xy é algébrico separdvel sobre k(za, ..., 2,41). Consequentemente, x; é algébrico
separavel sobre k(xs,...,x,). Se xs,...,x, é uma base de transcendéncia, acabou.
Caso contrario, temos que xo é separavel sobre k(xs,...,x,). Entdo, k(z) é separdvel
sobre k(z3,...,x,). Indutivamente, esse processo termina quando obtermos uma base
de transcendéncia. Isso encerra a prova.
[ |
O proximo resultado nos dard uma importante caracterizacao de uma extensao

regular.

Teorema 1.3.8. Seja L/k uma extensio de corpos. Entio, L e k sio linearmente

disjuntos sobre k se, e somente se, L/k € reqular.
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Demonstracao: Suponha que L e k sdo linearmente disjuntos sobre k. Pela Propo-
sicao 1.3.7 temos que L/k é separdvel. Como L e k sao linearmente disjuntos sobre k,
entdo LNk = k (Observacio 1.3.3) e assim k é algebricamente fechado em L. Portanto,
L/k é regular.

Suponha que L/k é regular e vamos mostrar que L e k sdo linearmente disjuntos
sobre k. Podemos supor que L é finitamente gerado sobre k e é suficiente mostrar
que L é linearmente disjunto de uma extensao k'/k algébrica finita (mesmo argumento
usado na demonstragao do Lema 1.3.6).

Agora, se k' /k também é separdvel, entao escreva k' = k(#), onde 6 é algébrico sobre
k, ou seja, k' = k[T]/(p(T)), onde p(T) é um polinémio minimal de @ sobre k. Entao, L
e k' sdo linearmente disjuntos sobre k. De fato, temos que L@, k" = L[T]/(p(T)) e p(T)
é ainda irredutivel sobre L. Caso contrario, temos p = p1po, onde os coeficientes de p; e
py pertencem a L. Como essa decomposicio também vale em k, os coeficientes também
pertencem a k e portanto a k (pois k é algebricamente fechado em L). Absurdo.

Suponha que k'/k nao é separdavel. Seja E = kep C k' 0 fecho separdvel de k em
k'. Para mostrar que L e k' sdo linearmente disjuntos sobre k, é suficiente mostrar
que L(E) e k' sdo linearmente disjuntos sobre £ e L e E sao linearmente disjuntos
sobre k, pelo mesmo argumento usado na demonstracdo do Lema 1.3.6. Como L/k
e F/k sao separaveis, pelo caso anterior L e E sao linearmente disjuntos sobre k.
Note que L(E)/E é separdvel: se {x} é uma base de transcendéncia de L/k entao ela
também é de L(E)/E, pois L e E sao linearmente disjuntos sobre k. Assim, E(z)/E
é separavel. Além disso, todo elemento de L é separdvel sobre k(x) e portanto sobre
E(z). Isso mostra que L(E)/E(x) é separdvel. Pelo Lema 1.3.6 temos que L(E) e k'
sao linearmente disjuntos sobre E. Isso encerra a prova

[ |

Podemos obter informagdes importantes sobre a extensao L/k quando k é perfeito:
Lema 1.3.9. Se k ¢é perfeito entao toda extensao de k € separdvel.

Demonstracao: Como todo elemento é uma p-ésima poténcia, entdo k = kP, Se

L/k é uma extensdo qualquer, entdo L e k'/P sdo linearmente disjuntos sobre k. A

Proposicao 1.3.7 nos diz que L/k é separavel (de modo trivial quando char(k) = 0).
|

O resultado a seguir sera usado apenas no Lema 1.3.11.

Lema 1.3.10. Sejam L/k uma extensao algébrica separdvel, « € L e P(T) um po-
linémio separdvel sobre k tal que P(a) = 0. Suponha que char(k) = p > 0. Se os
coeficientes de P(T') sdo p-ésimas poténcias em k entao a € uma p-ésima poténcia em

L.



1.3 Geometricamente irredutivel, reduzido e integral 17

Demonstragao: Escreva P(T) = T¢ + a,T% ' + ... + a4 o polinomio separdvel de
a sobre k e suponha que a; = 0. Entao, o polinémio Q(T) = T + b T + ... + by
é um polinémio moénico, com coeficientes em k e anulado por a/?. Como a extensao
L(a'/?) /L é puramente inseparével, basta mostramos que Q(T') é separével e obteremos
que L(a'/?) = L, como querfamos. Para isso, note que se 7 é raiz de P(T), entdo, /7
é raiz de Q(T') e portanto Q(T") é separavel.

[

O préoximo lema serd usado apenas na demonstracao do Teorema 1.3.18.

Lema 1.3.11. Seja k um corpo. Seja L/k uma extensao finitamente gerada. Entdo,

existe um diagrama

L—1I

]

k——sFk

onde k'/k e L' /L sao extensoes finitas puramente insepardveis tais que L'/k' é uma

extensao separdavel.

Demonstracao: Escolha z,...,z, uma base de transcendéncia de L/k. Como L/k
é finitamente gerada, entdo a extensdo L/k(xy,...,x,) é finita. Seja k(z1,...,2,) C
Ly C L o fecho separdvel de k(z) em L, ou seja, temos que Lgep/k(z1,...,2,) é

separavel e L /L, é puramente insepardvel. Se L = Lg, entao acabou (por exemplo
quando char(k) = 0). Suponha que char(k) = p > 0 e seja d = [L : Lg,]. Vamos
provar por inducao em d.

Suponha que d > 1. Escolha um § € L tal que av = ? € Lgep € B ¢ Lgep. Seja
P =T+ a,T" '+ ...+ ay o polindmio minimal de « sobre k(xy,...,z,). Seja k'/k
uma extensao finita puramente inseparavel obtida incluindo as p-ésimas poténcias de
todos os coeficientes que aparecem em todos os a;’s, tal que cada a; é uma p-ésima

1/p 1/p
Ut

poténcia em k'(x . Seja L' o corpo levantado no diagrama

L L

k(ml,...,xr)—>k’(x}/p,...,x71a/p)

/P sobre

onde L' = L(K'(z}’®,...,2+'")) é o menor corpo gerado por L e k' (z\/7, ... ar
k(x1,...,z,) dentro de L. Seja

Kz .z c Ll cL,

sep
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o fecho separavel de k'(x 1/p, e ,:L‘l/p)

Afirmamos que L[, = Lsep(k:’( VP ., z'")). De fato, se a € L', entdo a? € L

e portanto, a?" € Ly, ou seja, a?” € Lsep(k’( 1/p ce 1/p)) mostrando que a exten-

em [/

sa0 L'/ Lgsep(K' (2, VP '?)) é puramente 1nseparavel Como L'/L., ¢ puramente

sep

insepardvel, basta mostrar que Lyp(K (217, ..., 27'")) C L., e isso encerra. Como
K (zh 1/p ' x}q/}?) c L

sep> T€sta mostrar que LSep C Lg,. Para isso, seja a € Ly, e

sejam Pa o polinémio minimal de a sobre k(zy,...,x,) e P, o polinémio minimal de

a sobre K (z1/", ... x'"). Sobre K'(z\/",...,z'"), temos que P! | P,, ou seja, P é

1/10 o /p) ¢

separavel sobre k'(z; e portanto a € L.

O elemento o € LSelD C L’ tem um polindmio separdvel P sobre &'(z1/7, ... x/")

sep
2/?). Pelo Lema

tal que todos seus coeficientes sao p-ésimas poténcias em k' (xi/ b
1.3.10, temos que o = (B)?, com 3 € L, . Em outras palavras, nés obtemos uma torre

de corpos

k K’

Com isso, chegamos na situagao em que [L' : Ll ] < [L : Lgp). Por indugao,

podemos encontrar k" /k" e L"” /L', com as propriedades do enunciado, para a extensao
L'/K'. Entao, as extensoes k”/k e L” /L funcionam para a extensao L/k. Isso prova o
lema.

1.3.2 Algebras geometricamente reduzidas

Nesta subsec¢ao, encontraremos condigoes para que uma algebra seja geometrica-
mente reduzida e mostraremos como podemos verificar essa propriedade. O principal

resultado é o Teorema 1.3.18.

Definicao 1.3.12. Sejam k um corpo e S uma k-dlgebra. S é geometricamente redu-

zida sobre k se a L-dlgebra S @y, L € reduzida para toda extensao de corpos L/k.
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E claro que nem toda algebra reduzida é geometricamente reduzida. Veja o exemplo
1.3.35 (que também serve para o caso de dlgebras).
Os préximos dois lemas funcionarao como “redutores de casos” para algumas de-

monstracoes.

Lema 1.3.13. Sejam k um corpo e R, S k-dlgebras. Se R ®; S ndo € reduzida (ou,
contém um divisor de zero nao-nulo), entdo existem subdlgebras finitamente geradas
R C ReS C S tais que R ®; S' nao é reduzida (ou, contém um divisor de zero

nao-nulo).

Demonstragao: Suponha que z € R ®; S é nilpotente. Podemos escrever z =
> x; ® y; como uma soma finita. Tome R’ a k-subélgebra gerada pelos z;’s e S” a k-
subélgebra gerada pelos y;’s. Quando z = > z; ® y; é divisor de zero nao nulo, existe
w=>Y a;,®b € R®; S nao nulo tal que zw = 0. De modo andlogo ao anterior, tome
R’ a k-subdlgebra gerada pelos z;’s e a;’s e S” a k-subalgebra gerada pelos y;’s e b;’s.

[ |

Antes do préximo resultado, temos o seguinte lema técnico:

Lema 1.3.14. Seja p um ideal primo minimal de um anel R. Entao, todo elemento

do ideal mazimal de R, é nilpotente. Além disso, se R € reduzido, entao R, é corpo.

Demonstracao: R, ¢ um anel local com ideal maximal m = pR,. Como p ¢

minimal, entao o tnico primo de R, é m, ou seja, V0 = m. Agora, se R é reduzido,
entdo m = pR, = (0) e portanto R, é corpo.

|

O préximo lema nos mostra que os ideais primos sao importantes quando falamos

sobre algebras reduzidas. Além disso, quando queremos mostrar que uma algebra

reduzida A é geometricamente reduzida, esse lema nos mostrard que em certos casos

podemos assumir que A é um corpo.

Lema 1.3.15. Sejam k um corpo e S uma k-dlgebra reduzida. Suponha que S, (um
corpo pelo Lema 1.8.14) é geometricamente reduzido para todo ideal primo minimal p
de S. Entao, S é geometricamente reduzida. Com isso, podemos assumir que S € um

coTpo.

Demonstragao: Como S é reduzida, entao o mapa natural
S— I S
p minimal
é injetivo. Se L/k é uma extensao de corpos, entao os mapas

SeovL—=( [ Soel— [ (S,@l)

pminimal pminimal
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sao todos injetivos. O primeiro é porque L é plano sobre k. Ja o segundo, é injetivo

pois L é um k-médulo livre. De fato, escreva L = @, ke;. Temos que
(T S») @ (D ke) = €D [ (o @x kes) = [ (S, @ kes),
p i i p p i

onde o segundo isormofismo é dado pela transposigao de matrizes®. Como S, é geome-

tricamente reduzido para todo primo minimal, o produto também é reduzido. Portanto,

S ®yp L é reduzido como subanel de um anel reduzido e isso mostra também a segunda
afirmacao.

[ |

Quando temos uma extensao separavel, obtemos algumas consequéncias importan-

tes, como mostra o seguinte

Lema 1.3.16. Sejam k um corpo e S uma k-dlgebra reduzida. Seja L/k uma extensdo

separdvel. Entao, S ® L € reduzida.

Demonstragao: Pelo Lema 1.3.13 podemos supor que L e S sao finitamente gerados
sobre k. Como L/k é separdvel e finitamente gerada, seja {x} uma base de transcen-
déncia finita sobre k e 6 um elemento de L algébrico e separdvel sobre k(z) tal que
L = k(z)(0). Seja p(T) o polinémio minimal separavel de 6 sobre k(z). Além disso,
podemos supor que S é um corpo pelo Lema 1.3.15. Entao,
F@IT] (S @ k(z))[T]

(p(T)) (p(T))

onde S ® k(z) é dominio, pois é uma localizagdo do dominio S ®y k[z]. Note que o

S@ LS k(z)(0) = S®

mapa

(S o k(@))T] | Frac(S @ k(z))[7]
(1)) D)
¢ injetor, pois, caso contrario, teriamos f(7) € (S ®y k(z))[T] e g(T) € Frac(S ®
k(x))[T] tais que f = pg. Dividindo f por p, obtemos um polinémio com coeficientes
em S ®y, k(x) pois p é monico. Portanto, f =0 em (S ®y, k(2))[T]/(p(T)).

Como o polinémio p(T') é separavel, segue do Teorema Chinés dos Restos que
(Frac(S @y k(x))[T])/(p(T)) é um produto de corpos, ou seja, reduzido. Isso encerra a
prova.

[ |

O préximo lema nos mostrard a relagdo entre uma extensao de corpos L/k que é
separavel e a propriedade geometricamente reduzido. Além disso, ele complementa a

Proposicao 1.3.7.

2olhamos os elementos de [, D:(Sp @k ke;) como matrizes com infinitas linhas ndo nulas, mas
em cada linha apenas um ndmero finito de colunas sao nao nulas, e analogamente para o termo
&P, Hp(Sp ®r ke;); mesmo nao sendo um morfismo de anéis, essa operacao é compativel com o produto.
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Lema 1.3.17. Seja k um corpo de caracteristica p > 0. Seja L/k uma extensdo de

corpos. Sao equivalentes:
1. L/k ¢é separdvel.
2. L ®y kY? ¢ reduzido.
3. L € geometricamente reduzido.

Demonstracao: (1) = (3): segue do Lema 1.3.16. (3) = (2): por definigao.
(2) = (1): podemos assumir que L é finitamente gerado. Precisamos encontrar uma
base de transcendéncia separavel de L/k.

Seja {z} = {z1, - ,2,} uma base de transcendéncia de L/k tal que o grau de
inseparabilidade de L/k(z) é minimal. Se L/k(x) é separédvel, acabou. Caso contrério,
existe a € L que nao é separavel sobre k(x). Seja Q(T') o polinomio minimal de « sobre
k(z). Como « nao é separavel, ) é um polinémio em 7?. Limpando denominadores,

obtemos um polinomio irredutivel
G(X,T) € kX, T),

tal que G(z, ) = 0 em L. Isso significa que k[X,T]/(G) C L.

Afirmamos que j—)% nao ¢é identicamente nulo para algum i. Caso contrario, G é
um polinémio em XP,T?, ou seja, G'/? € kYP[X,T] seria levado em um elemento
nilpotente nao nulo de k'/? @, L. Assim, sem perda de generalidade, suponha que
% # 0. Entao, x; é algébrico separavel sobre k(z,a) e o, -+ ,x,, a é uma base de
transcendéncia de L/k. Portanto, o grau de inseparabilidade de L/k(za,- -+ ,z,, a) é
menor que o de L/k(z), contradicao.

[ |

Vejamos agora o principal resultado dessa subsecao, que nos mostrara que para
verificar se uma k-algebra é geometricamente reduzida nao precisamos olhar para todas

as extensoes de k.
Teorema 1.3.18. Sejam k um corpo e S uma k-dlgebra. Sao equivalentes:
1. S®y M € reduzido para qualquer extensdo finita puramente insepardvel M /k;
2. S ®y kP ¢ reduzido;
3. S @, kP™" € reduzido;
4. S @ik € reduzido;

5. S € geometricamente reduzida sobre k.
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Demonstragao: Primeiramente note que qualquer extensao puramente inseparavel
finita L'/k mergulha em kP ~. Além disso, temos que k'/P < kP~ < k. Portanto,
como S é plano sobre k, obtemos 5 = 4 = 3 = 2 e 3 = 1. Para finalizar, vamos
mostrar 1 = 5e 2 = 5.

1 = 5. Suponha que vale 1. Seja L/k uma extensao de corpos e vamos mostrar que
S ®y L é reduzido. Pelo Lema 1.3.13 podemos supor que L é finitamente gerado sobre

k. Escolha um diagrama

L—— [T/
-
onde k'/k e L'/L sado extensoes finitas puramente inseparaveis tais que L'/k’ é uma
extensao separdvel, como no Lema 1.3.11. Por hipétese, S ®, k' é reduzido. Pelo Lema
1.3.16, S ® L' é reduzido. Portanto, S ®j, L é reduzido (mesmo argumento: S é plano
sobre k e S ®; L' é reduzido).
2 = 5. Note que podemos supor que S é corpo pelo Lema 1.3.15. O resultado segue
do Lema 1.3.17.
[ |

Finalizamos essa subse¢ao com um lema.

Lema 1.3.19. Seja k um corpo perfeito. Qualquer k-dlgebra reduzida é geometri-

camente reduzida sobre k. Se R e S sao duas k-dlgebras reduzidas entao R ®j S é

reduzida.

Demonstragao: A primeira afirmagao é uma consequéncia direta do Teorema 1.3.18.
Vejamos a segunda afirmagao. Temos que R, S sdao geometricamente reduzidos. Além

disso, podemos supor que R é um corpo pelo Lema 1.3.15, o que encerra a prova.
[ |

1.3.3 Algebras geometricamente irredutiveis e integrais

Nessa subsecao, apresentaremos condicoes para que uma algebra seja geometrica-
mente irredutivel. Os principais resultados sao os Teoremas 1.3.25 e 1.3.31. Comegamos

com uma definicao.

Definicao 1.3.20. Sejam k um corpo e S uma k-dlgebra. S é geometricamente irre-

dutivel sobre k se Spec(S ®y L) € irredutivel para toda extensao de corpos L/k.

E claro que nem toda &algebra irredutivel é geometricamente irredutivel. Veja os

exemplos 1.3.34 e 1.3.35 (que também servem para o caso de algebras).
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Vamos enunciar quatro resultados, todos encontrados em [Car], que serao usados

na demonstracao do Teorema 1.3.25.

Proposigao 1.3.21. Sejam L e L' duas extensoes de k, B uma base de transcendéncia
de L' sobre k e Q = L(B) (usaremos esse abuso de notagio mais vezes, onde L(B)
significa L(x) para B = {x} = {x1,22,...} e depois tomamos um fecho algébrico de
L(B)). Toda extensao composta de L e L' € equivalente a uma extensio composta da

forma C(¢) = (L(¢(L")),id 1, ¢), onde ¢ € uma k(B)-imersao de L' em 2. C(¢) e

C(¢') sao equivalentes se, e somente se, eziste um L(B)-automorfismo f de Q tal que

¢ = foo.

Demonstracao: Seja C' = (F,u,v) uma extensao composta de L e L. Vamos
mostrar primeiramente que C' é equivalente a uma extensao C'(¢). Como as extensoes
M =wu(L)e M" = v(L') contidas em (e que geram) E sdo algebricamente disjuntas, en-
tao v(B) é algebricamente independente sobre M (pois v(B) é algebricamente indepen-
dente sobre k), ou seja, M (v(B))/M é puramente transcendente e E é algébrico sobre
M(v(B)) (M e M’ geram E, M C M(v(B)) e M’ é algébrico sobre k(v(B))). Como B
é algebricamente independente sobre L, existe um k-isomorfismo j : M (v(B)) — L(B)

1 sobre M e é tal que j(v(z)) = = para todo z € B (ou seja,

que coincide com u~
estendemos de modo natural u para M (v(B)) sobre L(B)). Como € é algebricamente
fechado e E é algébrico sobre M (v(B)), j se estende a uma k-imersao j' de F em )
([Lan02] pag.233 Teorema 2.8) que sobre M coincide com u~! e sobre k(v(B)) coincide
com v~!) ou seja, j/ d4d a equivaléncia entre C' e C(¢ = j' ov) = (L(¢(L))),id 1, ¢),

onde ¢ : L' — j'(M') é um k(B)-isomorfismo. Resumindo, temos o seguinte diagrama

M (v(B)) 2— L(B)

Q
\@
<
<
§

1R
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Para a segunda parte, considere o seguinte diagrama

B)—>/L(1¢TL’)) : j\
i/ \ L’) A 7 / \
S~ \ e

Para que duas extensoes compostas C(¢) e C(1)) sejam equivalentes é necessario e
suficiente que exista um k-isomorfismo h entre L(¢(L')) e L(v(L')) que é identidade
sobre L e tal que 1 = h o ¢. Mas ¥ e ¢ sdo identidade sobre k(B) e h é identidade
sobre L, ou seja, h jd é um L(B)-isomorfismo, assim, como €2 é algebricamente fechado
e Q/L(¢(L")) é algébrico, segue que h se estende a um L(B)-automorfismo f de € tal
que ¢ = f o ¢ (pelo mesmo resultado do Lang citado acima). Agora, se existe tal f

com as propriedades acima, entao restringindo f a L(¢(L')) obtemos h.
|

Proposigao 1.3.22. Sejam L e L' duas extensoes de k, B uma base de transcendéncia
de L' sobre k. Entao, em L(B) ®ypy L', todo ideal primo é maximal e existe uma
correspondéncia biunivoca entre os ideais primos de L(B)®yp)L" e 0s tipos de extensoes

compostas de L e L.

Demonstracao: Seja C' = (E,u,v) uma extensao composta de L e L'. Defina
g: L&y L' — E por gla®b) = u(a)v(b). Escreva ker(g) = p, que é um ideal
primo de L ®i L'. Como L e L' mergulham em FE, entdao g define um isomorfismo
Gde F Frac((L ®y L") /p) sobre E tal que, denotando por @, v os homomorfismos
naturais de L, L’ em F respectivamente, temos que u = ¢’ o e v = ¢’ o v. Ou seja, C
é equivalente & extensao composta (F,u,).

Sejam p um ideal primo de L®; L', I’ o Frac((L®y L") /p) e w,v os homomorfismos
naturais de L, L’ em F respectivamente. Para que (F,w, V) seja uma extensao composta,
isto é, que u(L) e v(L') sejam algebricamente disjuntos, é necessério e suficiente que os
mondmios com relacao aos elementos de v(B) sejam linearmente independentes sobre
u(L) (elementos algébricos sdo algebricamente dependentes), ou seja, que p N (L ®y
k[B]) = (0). Como A =L ®; L' = (L ®; k(B)) Qkn)y L', podemos mergulhar L &, L’
em A" = L(B) ®kp) L', pois L ®; k(B) mergulha em L(B) e também temos que

A= S71(A) onde S = (L[B]) \ {0}. Com isso, temos uma correspondéncia biunivoca
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entre os ideais primos p’ C A’ e os ideais primos p C A tais que p N .S = (). Com isso,
a condigao p N (L ®y, k[B]) = (0) é satisfeita e obtemos a correspondéncia desejada.

Para finalizar, como L'/k(B) é algébrica, temos que

A" = L(B) ®pp) lim(L;) = lim(L(B) ®(p) L;) = lim(47),

onde os L}’s sdo extensoes finitas sobre k(B) contidas em L'. Note que os A.’s ainda
sao finitos sobre L(B) pois dimp)(L(B) ®kp) L;) = dimgpy L;. Ou seja, temos que
A" = |J; A} é uma unido de subdlgebras de posto finito em L(B). Se p’ é um ideal
primo de A’ entao A'/p’ = U;(A/p' N A}) é também uma unido de dlgebras de posto
finito sobre L(B). Porém, uma algebra de posto finito sobre um corpo que nao possui
divisores de zero é um corpo (cada A} é artiniano e portanto p’ N A} é maximal) e o

mesmo vale para A'/p'.

Lema 1.3.23. Sejam L/k uma extensao primdria e B = {X;;i € I}, com os X;’s

indeterminadas. Entdo, L(B)/k(B) € uma extensdo primdria.

Demonstracao: Precisamos mostrar que se z € L(B) e a; € k(B), com 1 < j < n,
sao tais que 2" + Z?Zl a;z""7 = 0, entdo podemos encontrar um inteiro d > 0 tal que
=y € k(B). Porém, a expressao de z nos a;’s nao envolve infinitos X;’s, e portanto,
é suficiente provar o lema quando I é finito. Mais ainda, podemos supor que I = {1},
ou seja, temos apenas X (como é finito, podemos adicionar os X’s um por um ).

Seja d > 0 um inteiro tal que = é algébrico separavel sobre k(X) e suponha
que u ¢ k(X). Podemos escrever u = P(X)/Q(X) onde (P,Q) =1 e @ é moénico. Seja
F' o subconjunto de L formado pelos coeficientes de P e (). Podemos considerar uma
derivacao nao-nula D de k(F) # k, pois caso contrario, como k(F')/k é finitamente
gerado, ele seria algébrico separdvel sobre k ([Liu02] Lema 1.13(c) pég.214 ou [Mat80]
Teorema 59(iii) pag.191), o que iria contradizer o fato de que L é primério sobre k.

A derivacao D se estende a uma derivagao de k(F)(X), também denotada por D,
nula sobre X e portanto sobre k(X). Porém, como u é algébrico separéavel sobre k(X),
teremos Du = 0 (como antes) e portanto D(P)Q — PD(Q) = 0. Como DX =0, D(P)
e D(Q) s@o obtidos aplicando D nos coeficientes de P e ), mas ) é moénico, o que
mostra que D(Q) é de grau estritamente menor do que ). Como D(P)Q—PD(Q) = 0,
temos que @ divide PD(Q) e consequentemente @) | D(Q) pois (P, Q) = 1. Portanto,
D(Q) = 0 por causa do grau, implicando que D(P) = 0. Como D é aplicado apenas
nos coeficientes de P e (), obtemos que D restrito a F' é nulo, o que é uma contradicao.
Isso mostra que u € k(X).

|
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Lema 1.3.24. Sejam L/k uma extensio de corpos, L um fecho algébrico de L e k o

fecho algébrico de k em L. Entéo, todo k-automorfismo u de k que restrito a LNk €

identidade®, se estende a um L-automorfismo de L.

Demonstragao: Seja {z;}; uma base de LP ~ sobre L”? = N k. Temos o seguinte

diagrama:

o0

Vamos mostrar que LP ~ e k sdo linearmente disjuntos sobre LP =~ Nk. Se LP~
e k nao sao linearmente disjuntos, existe uma relacdo linear minimal com coeficientes
em k, a dizer, > a;z; = 0, onde podemos escolher um dos a;’s igual a 1. Se v é um
L-automorfismo qualquer de L, temos v(x;) = x; (pois 2; € LP = o que implica que

2" € L para algum d > 0) e obtemos a relagdo Y v(a;)xz; = 0. Subtraindo as duas

(2
relagoes, obtemos > (v(a;) — a;)z; = 0 que envolve um elemento a menos pois temos
um a; = 1 e portanto, pela minimalidade assumida, v(a;) = a; para todo 4. Isso ocorre
para todo L-automorfismo v, entao, necessariamente temos que a; € LN E, para
todo i. Portanto, os ;’s nio sao Li. sobre LP = Nk, que é uma contradicao.
Seja u como no enunciado. Note que se © € LP ~ Nk, entdo e LNnke
consequentemente 2P" é invariante por u e com isso x. Desse modo, u é a identidade

—00 7 . — 00 7~ . . . —0o0 N
sobre L” ~ Nk. Como isso ocorre e LP — e k sao linearmente disjuntos sobre L” ~ Nk,

3quando L/k é primdria, essa condicio sempre ocorre.
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podemos estender u de maneira tnica a um LP ~-automorfismo ' de k(L? ™). Como

L é um fecho algébrico de k(LP ™), u’ se estende a um L-automorfismo u” de L ([Lan02]
pég.233 Teorema 2.8), como querfamos.

[ |

De posse desses quatro resultados, podemos demonstrar o seguinte teorema, que

tem um papel fundamental nesse trabalho.

Teorema 1.3.25. Seja L/k uma extensao primdria de corpos. Se L' [k é uma extensdo
de corpos qualquer, entdo existe apenas um tipo de extensao composta de L e L. Além

disso, todo divisor de zero em L ®y L' € nilpotente.

Demonstragao: Seja B uma base de transcendéncia de L’ sobre k e seja Q = L(B).
Pela Proposicao 1.3.21 é suficiente mostrar que C(¢) e C(¢') sao equivalentes, ou seja,
que a k(B)-imersao ) = ¢ o ¢! de ¢(L') em € se estende a um L(B)-automorfismo
de Q. Mas, ¢(L') é algébrico sobre k(B) e portanto ([Lan02] pdg.233 Teorema 2.8) 1)
se estende para um k(B)-automorfismo ¢’ de k(B).

Pelo Lema 1.3.23, L(B)/k(B) é priméria, ou seja, L(B) N k(B) é puramente inse-
paravel sobre k(B) (por definigdo) e portanto é invariante por ¢/'. Pelo Lema 1.3.24,
0 k(B)-automorfismo 1’ de k(B) se estende a um L(B)-automorfismo de Q = L(B).
Portanto, existe apenas um tipo de extensao composta de L e L'.

Pela Proposicao 1.3.22, A’ = L(B)®pp) L' tem um tinico ideal primo que é maximal
e assim, todo divisor de zero é nilpotente em A. Como L ®j, k(B) < L(B), temos que
L@y L' = (Leyk(B))®rns) L' pode ser identificado com um subanel de A’. Isso encerra
a prova.

Observagao 1.3.26. O Teorema 1.3.25 nos diz que Spec (L ®j L') é irredutivel, ou

seja, L/k priméria implica que L é geometricamente irredutivel.

Lembrando que integral significa reduzido e irredutivel temos a seguinte

Definicao 1.3.27. Seja S uma k-dlgebra. S € geometricamente integral sobre k se,
e somente se, S € geometricamente irredutivel e geometricamente reduzida sobre k.

Nesse caso, S ®y L € um dominio para qualquer extensao L/k.

Se fortalecermos a hipétese do Teorema 1.3.25 dizendo que L/k também é separével,
obtemos outro importante resultado. Note que o Lema 1.3.9 e a Proposicao 1.3.7 nos
dao condigoes em que a extensao L/k é separavel e portanto é uma hipdtese verificavel

em VvAarios casos.
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Teorema 1.3.28. Se L/k é uma extensdio reqular entio L é geometricamente integral

sobre k.

Demonstragao: Como L/k é priméaria, temos que L é geometricamente irredutivel
pelo Teorema 1.3.25. Como L/k é separavel, L é geometricamente reduzida pelo Lema
1.3.17.

[ |

Destacamos dois casos importantes do Teorema 1.3.28:
Corolario 1.3.29. Seja L/k uma extensao de corpos.
1. Se k =k, entio L é geometricamente integral sobre k.
2. Se k € perfeito e se L/k € primdria, entio L é geometricamente integral sobre k.

Demonstracgao:

1. Se k = k, entdo k é algebricamente fechado em L. Pelo Lema 1.3.9, L/k é

separavel e portanto regular.

2. Se k é perfeito entdo L/k é separavel pelo Lema 1.3.9. Como L/k é primaria,

entdo L/k é regular.

|
O lema a seguir nos da um resultado interessante com relagao a algebras com um

unico primo minimal.

Lema 1.3.30. Seja k um corpo separavelmente algebricamente fechado. Sejam R, S
duas dlgebras que tem um unico primo minimal. Entdo, R® S também tem um unico

primo minimal.

Demonstragao: Inicialmente, faremos uma reducao para o caso em que k = k.
Para isso, considere R < R ®;, k e vamos mostrar que o morfismo induzido em Spec é
uma bijecdo que preserva inclusdo. Note que se € R ®;, k entdo existe n > 1 tal que
2™ € R, pois k é separavelmente algebricamente fechado. Note que o morfismo induzido
¢ : Spec(R®y k) — Spec(R) é sobrejetor (pois R®y k/R é integral: ver [Mat80] pag.33
Teorema 5). Além disso, ¢ preserva inclusao por defini¢do. Resta mostrar que ¢ é
injetor: seja p,q € Spec(R @ k) e suponha que pN R = ¢N R. Se = € p entdo existe n
tal que 2" € pN R = gN R e portanto x € ¢, pois ¢ é primo. Portanto, ¢ é bijecao e
preserva inclusao, ou seja, leva primo minimal em primo minimal. O mesmo vale para
S Spke RS — (R, S)®rk =R k®S®; k. Com isso, temos a reducio

desejada e podemos supor que k é algebricamente fechado.
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Podemos também trocar R e S por suas redugoes (de fato, Spec(R) = Spec(Ryeq),
pois temos uma correspondéncia biunivoca entre os primos de R/ V0 e os primos de R
que contém \/6) e assim assumir que R e S sao dominios. Portanto, R ®; .S é reduzido
pelo Lema 1.3.19. Portanto, seu Spec é redutivel se, e somente se, contém algum divisor
de zero nao nulo. Pelo Lema 1.3.13, podemos finalmente reduzir ao caso em que R e S
sao dominios de tipo finito sobre um corpo algebricamente fechado k.

Para finalizar, precisamos mostrar que R®y S é dominio. Suponha que f,g € R®; S
sao tais que fg = 0. Escreva f = > a; ®b; e g = > ¢; ® d; onde os b;’s sdo Li. sobre
k, assim como os d;’s. Para cada ideal maximal m de R faca a redugao modulo m.
Como k = k, pelo Nullstellensatz, R/m = k, ou seja, (R/m) ®, S = S e assim
Ooa ®@b) (> ®d;) estd em S, onde @, ¢; € k para todo i.

Como S ¢ dominio, temos que > a@; ® b; = 0 ou > ¢ ® d; = 0, ou seja, a; € m para
todo 7 ou ¢; € m para todo 1.

Portanto,

spm(A) = V(ay, -+ ,a,) UV (cr, ),

onde spm é o conjunto dos ideais maximais de A. Mas, spm(A) é irredutivel (ver [Milb]
pag.48 Proposicao 2.19) e assim spm(A) é igual a V(ay, -+ ,a,) ou V(ey, -+ ,¢,). Se
spm(A) = V(ay,--- ,a,) ocorre, entao I(V(ay, - ,a,)) = /(a1,--- ,a,) pelo Nulls-
tellensatz. Por outro lado, I(spm(A)) = (0). Portanto, f = 0. O outro caso é andlogo.
|

Infelizmente, no caso de geometricamente irredutivel nao teremos diretamente um

resultado como o Teorema 1.3.18, mas temos o seguinte:

Teorema 1.3.31. Sejam k um corpo e R uma k-dlgebra. Sao equivalentes:
(1) Spec(R ®y L) € irredutivel para toda extensdo de corpos L/k;
(2) Spec(R ®y L) € irredutivel para toda extensao separdvel finita L/k.

Demonstracao: Precisamos provar que (2) = (1). Pelo mesmo argumento no inicio
da demonstracao do Lema 1.3.30, podemos trocar R por (R®ykP "~ )req € k por kP~ ou
seja, podemos supor que k é perfeito. Portanto, pelo Teorema 1.3.18 podemos assumir
que R é geometricamente reduzido.

Entao, suponha que R ¢é geometricamente reduzido sobre k. Nesse caso, para qual-
quer extensao L/k, a irredutibilidade de Spec(R ®j L) é equivalente a R ® L ser um
dominio.

Seja k um fecho algébrico separdvel de k. Pelo Lema 1.3.13, temos que (2) é
equivalente a R ®j, k ser um dominio. Para qualquer extensdo de corpos L/k, existe

uma extensdo de corpos L/k que contém k e L. Entdo, pelo Lema 1.3.30, temos que
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R®, L= (R®; k) ®z L é um dominio. Logo, R ®; L é dominio, pois R é plano sobre
kel L — L.
[ |

1.3.4 Variedades geometricamente integrais

Vamos estudar o caso em que L é o corpo de func¢oes de uma variedade algébrica.
Nesta subsecao, veremos quando uma variedade algébrica, mais geralmente um es-
quema, ¢ geometricamente reduzido e irredutivel, onde grande parte dos resultados
serao consequencias do caso de dlgebras . Primeiro, vejamos algumas defini¢oes e
exemplos. Os principais resultados dessa subsecao sao os Teoremas 1.3.36, 1.3.38 e
1.3.42.

Definicao 1.3.32. Seja X uma variedade algébrica sobre um corpo k. Dizemos que X
¢ geometricamente reduzido (resp. integral, irredutivel) sobre k se X Xy L é reduzido

(resp. integral, irredutivel) para toda extensdo de corpos L/k.

Observagao 1.3.33. A definicao anterior pode ser dada para esquemas. Por isso,

quase todos os resultados que seguem serao provados para um esquema qualquer.

O exemplo a seguir mostra que uma variedade algébrica integral nem sempre é

geometricamente integral.

Exemplo 1.3.34. Considere X = Spec C|[x] como variedade sobre Spec R. Temos que

X é integral, pois C[z] é dominio, porém X nao é geometricamente integral. De fato
Xc = X Xspecr Spec C = Spec(Clz] ®@g C).

Mas note que

> Clx Rly] \ o Clz,y] ., Clz,y] TCR
Clz] ®r C = C[z] ®r ((y2+1)) T Wl -1

onde no ultimo isomorfismo usamos o Teorema Chinés dos Restos. Isso mostra que X¢

Clx] x Clz],

possui duas componentes conexas e portanto nao ¢ integral.
Temos ainda mais dois exemplos:

Exemplo 1.3.35. e Sejam k = F,, com p primo, ¢ K = F,(z) uma extensao
puramente transcendente de k. Considere a variedade X = Spec(K[T]/(T? — x))
(que é reduzida). Seja k' uma extensao de k tal que &’ contém uma p-ésima raiz
de . Entdo, T? — x = (T — x'/?)? em K'[T] e portanto X ndo é reduzido, pois
k'[T]/(T? — ) contém, por exemplo, T — p!/? que ndo é nulo, mas sua p-6sima

poténcia é.
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e Considere X = Spec(Q(i)) como variedade sobre Spec Q. Temos que X é uma
variedade integral mas nao geometricamente integral. Se fizermos uma mudanca
de base por C, ou seja, por Spec C, temos que X¢ = Spec(Q(i) ®¢g C). Porém,
Q(i) ®y C = C x C pelo Teorema Chinés dos Restos, tornando X¢ uma unido
disjunta de duas cépias de Spec C.

Como no caso de algebras, para verificar se um esquema X ¢é geometricamente
irredutivel ou reduzido, nao é necessario verificar que Xy, € irredutivel ou reduzido para

toda extensdo L/k, como mostram os proximos dois teoremas.
Teorema 1.3.36. Sejam k um corpo e X um k-esquema. Entao sdo equivalentes:
(1) X é geometricamente reduzido;
(2) X € reduzido para toda extensdo de corpos L/k;
(8) X € reduzido para toda extensao finita puramente insepardvel L/k;
(4) Xy € reduzido;
(5) Xpp-oo € reduzido;
(6) X3 € reduzido;
(7) para todo aberto afim U C X, a k-dlgebra Ox(U) € geometricamente reduzida.

Demonstracao: Por definicao (1) < (2).

Vamos provar que (2) = (7). Sejam U C X um aberto afim e L/k uma extensao de
corpos qualquer. Entao, X é reduzido e consequentemente U, = Spec(Ox(U) ®y L)
é reduzido. Portanto, Ox (U) ®j L é reduzido e temos que Ox (U) é geometricamente
reduzido.

Vamos provar que (7) = (1). Seja L/k uma extensao de corpos qualquer. Como X
é a colagem de esquemas afins, temos que a mudanca de base X, é obtida por colagem
dos abertos U, = Spec(Ox(U) ®; L), onde U C X é aberto afim, e portanto, X, é
reduzido.

Assim, temos (1) < (2) < (7). Agora, suponha (6). Por definicao, X5 reduzido é
equivalente a Ox (U) ®y, k ser reduzido para todo aberto afim U de X. Pelo Teorema
1.3.18, isso ¢é equivalente a Ox (U) ser geometricamente reduzido, obtemos o item (7).
Portanto, (6) < (7). Os outros itens sdo provados do mesmo modo.

|
Antes do préximo teorema, vejamos uma primeira consequéncia da definicao de

geometricamente irredutivel.
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Lema 1.3.37. Seja X um esquema sobre um corpo k. Seja L/k uma extensao de
corpos qualquer. Entao, X é geometricamente irredutivel sobre k se, e somente se, Xy,

¢ geometricamente irredutivel sobre L.

Demonstragao: Se X é geometricamente irredutivel sobre k entao é claro que
X1, é geometricamente irredutivel sobre L. Para qualquer extensao de corpos k'/k
existe uma extensao de corpos L'/k contendo L e k. Note que X Xgpeo(r) Spec(L’) —
X Xgpec(k) Spec(k’) é um morfismo de esquemas sobrejetor, pois Spec(L’) — Spec(k’)
é sobrejetor e fazemos uma mudanga de base sobre Spec(k) em id : X — X (ver [Sta]

Lema 24.11.4 pdg.1418). Desse modo, temos que a sobrejetividade de
X Xgpec(k) SPec(L') = (X Xspec(k) SPC(L)) Xspeo(r) SPec(L') = X Xgpec(r) Spec(k’)

implica que X Xgpec(r) Spec(k’) é irredutivel pois (X Xgpec(r) SPec(L)) X spec(r) SPec(L)
¢ irredutivel por hipétese e portanto X é geometricamente irredutivel sobre k.

[ |

Note que o Lema 1.3.37 implica em um resultado equivalente no caso de algebras.

De fato, um esquema afim Spec(A) é geometricamente irredutivel se, e somente se, A é

geometricamente irredutivel. O préximo teorema nos dara alguns métodos de verificar

se um esquema X ¢é geometricamente irredutivel.
Teorema 1.3.38. Sejam k um corpo e X um k-esquema. Entdo sdo equivalentes:
(1) X é geometricamente irredutivel;

(2) para qualquer aberto afim U C X, a k-dlgebra Ox(U) é geometricamente irredu-

tivel sobre k;

(3) X éirredutivel e existe uma cobertura aberta afim X = | U; tal que cada k-dlgebra

Ox(U;) é geometricamente irredutivel;

(4) existe uma cobertura aberta X = J,c; X; tal que X; é geometricamente irredutivel

para cada i e tal que X; N X; # 0 para todo i,j € I.

Além disso, se X € geometricamente irredutivel entdo também sdao todos os subesquemas
abertos de X.

Demonstracao:  Vamos fazer algumas observagoes. Primeiro, ja vimos que um
esquema afim Spec(A) é geometricamente irredutivel se, e somente se, A é geometri-
camente irredutivel. Se um esquema X ¢ irredutivel, entao todo subesquema aberto
de X é irredutivel e qualquer dois abertos nao vazios tem intersegao nao vazia (basta

lembrar que se X ¢ irredutivel, entao X = @, onde ¢ é o tnico ponto genérico de
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X (ver [Liu02] Definigao 4-10 pdg.63), e isso implica que £ é um elemento (denso)
contido em todo aberto U nao vazio). Além disso, suponha que temos X = |JU;
uma uniao de abertos afim e suponha que todo aberto afim é irredutivel; se temos
U;NU; =0 entdo U; UU; é um aberto afim que é irredutivel por hipétese, o que é
um absurdo. Portanto, (1) = (2) = (3) = (4). Vamos mostrar que (4) = (1). Bem,
seja L/k uma extensdo. Temos que (4) vale para Xj. Suponha que X;, = BU B’ é
uma uniao disjunta de dois subsquemas fechados. Desse modo, podemos escrever cada
(Xi)L = (BN (X;)) U (B N (X;)L). Porém, (X;) ¢ irredutivel e assim (X;), C B
ou (X;), C B’. Suponha que (X;), C B e que (X;)r N (X;)r # 0. Entdo, como
(X)L =(BN(X;)r)U(B'N(Xj)L) e (X;)r é irredutivel, temos que (X;), C B, pois
(X)) N (X)L # 0 e (X;) C B. Procedendo desta forma, obtemos que X = B ¢é
irredutivel. O caso (X;);, C B’ é analogo.

|

O teorema 1.3.38 ainda pode ser melhorado em alguns casos. O primeiro é o:

Teorema 1.3.39. Seja X um esquema sobre um corpo separavelmente algebricamente

fechado sobre k. Se X ¢ irredutivel entao X € geometricamente irredutivel sobre k.

Demonstragao: Por um argumento semelhante ao usado na demonstracao do Te-
orema 1.3.38, X irredutivel é equivalente a todo aberto afim U ser irredutivel. Pelo
Lema 1.3.30, Ox(U) ®j L é irredutivel para toda extensao L/k .

|

Temos ainda mais dois casos para analisar:

Corolario 1.3.40. Seja X um esquema. X é geometricamente irredutivel sobre k se,
e somente se, Xps € irredutivel se, e somente se, Xy € irredutivel para toda extensao
finita separdvel L/k.

Demonstragao: Pelo Lema 1.3.37, X} é geometricamente irredutivel sobre k® se, e
somente se, X é geometricamente irredutivel sobre k. Note que k° é separavelmente
algebricamente fechado. Por definicao, X geometricamente irredutivel sobre k& implica
que Xjs € irredutivel. Pelo Teorema 1.3.39, temos que se Xjs ¢é irredutivel entao Xjs €
geometricamente irredutivel sobre k?.

Além disso, pelos Teoremas 1.3.31 e 1.3.38, também podemos concluir que X é
geometricamente irredutivel se, e somente se, X é irredutivel para toda extensao
finita separavel L/k.

[ |

Observacgao 1.3.41. Pelo Corolario 1.3.40 e o Teorema 1.3.36 restringimos a verifica-
¢ao de que um esquema X é geometricamente reduzido e irredutivel somente sobre as

extensdes k/k e k*/k, respectivamente. Entdo temos:
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e X ¢é geometricamente reduzido sobre k se, e somente se, X Qg k é reduzido;
e X ¢é geometricamente irredutivel sobre k se, e somente se, X ® k® é irredutivel.
Quando k é perfeito, k = k° e portanto precisamos apenas de uma verificagao.

O teorema a seguir também é muito importante e tera conexao com outros resulta-

dos como veremos na Observagao 1.3.44.

Teorema 1.3.42. Seja X uma variedade algébrica integral sobre k com corpo de fun-

coes k(X) = Oxe, onde € € o ponto genérico de X.

(a) X € geometricamente integral sobre k se, e somente se, k(X) e k sio linearmente
disjuntos sobre k. Nesse caso, k(Xz) = k(X) @ k.

(b) X € geometricamente irredutivel sobre k se, e somente se, k(X)Nk® = k.

Demonstragao:

(a) Suponha que k(X) e k sdo linearmente disjuntos sobre k e vamos mostrar que Xz
¢ integral, ou seja, que X ¢é geometricamente integral sobre k. Isso é equivalente
a mostrar que Ox_(Ug) é dominio integral para todo aberto afim U de X. Para

qualquer aberto afim U de X temos

OXE(UE) = Ox(U) Rk E C ]{Z(X) Rk k,

ou seja, OXE(UE> ¢ dominio integral. Por outro lado, suponha que X ¢ geome-
tricamente integral (ou seja, Xz é integral) e vamos mostrar que k(X) e k sao
linearmente disjuntos sobre k. Seja U = Spec(A) aberto afim de X, onde A é um
k-dominio integral. Temos que k(X ) ®; k é um dominio, pois é uma localizacio
de A®; k. Além disso, k(X) ® k é integral sobre k(X) e portanto, k(X) ®; k é
corpo, pois k(X) é corpo (ver [Mat89] pag.66 Lema 1). Isso nos diz que k(X) e

k sao linearmente disjuntos sobre k.* Resta verificar que
k(Xz) = Frac(A ®; k) =2 Frac(A) @, k =2 k(X) @y k.

Mas, A®y k C Frac(A) ®; k C Frac(A®; k) e ja vimos que Frac(A) ®; k é corpo,

portanto, temos a igualdade.

*a aplicagio k(X) @i k — k(X)(k) ¢ sempre injetora, pois ¢ ndo-nula e k(X) @ k ¢ corpo, onde
k(X)(k) é o menor corpo gerado por k(X) e k.
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(b) Escreva K X kE(X)Nk*. Suponha que X é geometricamente irredutivel e vamos
mostrar que K = k. Entao, Xs é irredutivel. Pelo Lema 1.3.16 ele também é
reduzido, logo integral. Analogamente ao feito na letra (a), podemos mostrar que
k*(Xks) = k(X) ® k*. Observe que k(X) ®; k* O K ®; K, que é portanto um
dominio. Isso implica que K = k. De fato, suponha que k& C K propriamente.
Entao existe uma extensdo separavel finita k'/k tal que k C k' C k(X) N k®.
Mas, k' @ k' = E'[T]/(p(T)), onde p(T') é irredutivel sobre k[T, mas tem raiz
em k', o que é absurdo. Agora, suponha que K = k e vamos mostrar que X é
geometricamente irredutivel. Para isso, é suficiente mostrar que k(X) ®; K’ é
dominio integral para qualquer extensao separavel finita K’ de k (pelo Corolario
1.3.40 e pois Ox(U) C k(X), para todo aberto afim U C X). Temos que K’ =
k(0) = k[T]/(P(T)), onde p(T') é o polindbmio minimal de 6 sobre k. Entao,

R(X) @k K' = k(X) @ (K[T]/(P(T))) = k(X)[T]/(P(T)),

ou seja, para mostrar que k(X) ®; K’ é um dominio basta mostrar que P(T") é
irredutivel em k(X)[T]. Seja Q(T) € k(X)[T] um polindomio moénico que divide
P(T). Como P(T) se fatora sobre k* entdao Q(7T) € k°[T]. Assim, Q(T) €
(k(X) N k*)[T] = k[T] e consequentemente ) = 1 ou @ = P. Portanto, P(T) ¢é
irredutivel em k(X)[T].

[ |
Temos ainda outro critério para decidir quando uma variedade algébrica integral X

¢ geometricamente reduzida.

Proposicao 1.3.43 ([Liu02] pag.91). Seja X uma variedade algébrica integral sobre
k. Entao, X € geometricamente reduzido se, e somente se, k(X) € uma extensao finita

separdvel de uma extensao puramente transcendente k(T ..., Ty).
Concluimos o capitulo com a seguinte:

Observagao 1.3.44. Seja X uma variedade algébrica geometricamente integral e seja
L o corpo de funcées de X . Pelo Teorema 1.3.42, isso é equivalente a L e k serem
linearmente disjuntos. Pelo Teorema 1.3.8, essa condigao é ainda equivalente a L/k ser
regular. Com isso, pelo Teorema 1.3.28, segue que L ®; L' é dominio para qualquer
extensao de corpos L'/k. Em particular, L ®; L é dominio e k é algebricamente fechado
em L.

Quando o corpo k é perfeito, pelo Teorema 1.3.42, verificar que X é geometricamente
integral é equivalente a verificar se X é geometricamente irredutivel. Pelo Lema 1.3.9,
L/k é separéavel e assim, pelo Lema 1.3.17, isso é equivalente a L ser geometricamente

reduzido.






Capitulo

2

A conjectura de Makar-Limanov

Neste capitulo, estenderemos um pouco mais a discussao sobre a conjectura de
Makar-Limanov e a conjectura GA. Inicialmente, mostraremos alguns resultados ja
conhecidos. Em seguida, discutiremos sobre as hipdteses da conjectura de Makar-

Limanov e sobre os resultados dos préximos capitulos.

2.1 Resultados conhecidos

Nesta secao apresentaremos uma cronologia de artigos sobre a conjectura de Makar-
Limanov e a conjectura GA, destacando em cada artigo alguns dos principais resultados.
Vale notar que nao citaremos os artigos sobre a conjectura de Lichtman, apesar de que

alguns dos trabalhos abaixo também tratam dessa conjectura.

Sobre a conjectura de Makar-Limanov e a conjectura GA temos os

seguintes resultados:

e Em 1983, L. Makar-Limanov em [ML83] prova o ja citado resultado sobre o corpo
skew de fragoes da algebra de Weyl D;. Além disso, é levantada uma questao sobre as

possiveis dimensoes de Gelfand-Kirillov de subdlgebras de D;.

e Em 1984, L. Makar-Limanov em [ML84a] levanta algumas questoes sobre a exis-
téncia de estruturas livres em corpos skew, a dizer, semigrupos livres, grupos livres e
algebras livres de posto 2. Com relagao a semigrupos, Makar-Limanov prova que se

k € nao-enumerdvel, entao existe um semigrupo livre no corpo skew D, quando D €

37



38 Capitulo 2 — A conjectura de Makar-Limanov

gerado sobre seu centro k por elementos p, q tais que pq — gp = 1 (na verdade vale um
pouco mais geral esse resultado). Para grupos, ele provou que quando o corpo skew D
tem dimensao finita sobre seu centro k entao todo subgrupo normal nao central de D*
(grupo multiplicativo de D) contém um subgrupo livre de posto 2. Finalmente, para o
caso de algebras, Makar-Limanov prova a existéncia de subdlgebras livres na dlgebra de
divisado D (gerada sobre seu centro k por elementos p, q tais que pg—qp = 1) e no anel
de fragoes da dlgebra de grupo K[G], com G um grupo nilpotente gerado por elementos
a, b satisfazendo aba bt = c# 1 eaca ¢ ! = beb~le! = 1, usando a mesma técnica

de [ML83]. Nesse artigo ele propoe a Conjectura A.

e Em 1984, L. Makar-Limanov em [ML84b| prova que se G € um grupo nilpotente
livre de torsao nao-abeliano e F é um corpo entao o corpo skew de fragoes Frac(F[G])

do anel de grupo F|G] contém uma subdlgebra livre nao-comutativa de posto 2.

e Em 1984, A.I. Lichtman em [Lic84] mostrou que em certos casos a conjectura de

Makar-Limanov implica na conjectura GA. Temos o seguinte resultado:

Teorema 2.1.1. Seja D = Frac R com centro k, onde R é um dominio de Ore com
uma valorizagao discreta v. Suponha que elementos a,b geram uma k-subdlgebra livre
em D. Sewv(a) >1 ewv(b) > 1, entdo os elementos 1 + a,1 + b geram o anel de grupo
do grupo livre de posto 2 em D.

e Em 1986, M. Lorenz em [Lor86] unificou os resultados de Makar-Limanov contidos
em [ML83] e [ML84b], melhorando as técnicas apresentadas nesses trabalhos. Ele

enunciou o seguinte resultado:

Teorema 2.1.2. Sejam L = k(t) o corpo de fungdes racionais sobre o corpo k, o €
Autg(L) de ordem infinita e L[t; o] o anel de polinémios skew. Entao, o anel de divisdo

de fragoes D = Frac(L[t; o)) contém uma k-subdlgebra livre nao-comutativa de posto 2.

e Em 1991, L. Makar-Limanov em [ML91] apresenta 2 subélgebras do corpo skew
de fracoes da primeira dlgebra de Weyl, uma delas maximal na classe de subdlgebras

com dimensao de Gelfand-Kirillov finita.

e Em 1991, L. Makar-Limanov e P. Malcolmson em [MLM91| provaram que se L
¢ uma dlgebra de Lie nao-abeliana sobre um corpo k (chark=0) entdo o corpo skew de
fracoes da dlgebra envelopante de L sobre k contém uma k-dlgebra livre nao-comutativa

quando L € soluvel ou de dimensao finita. Além disso, eles provaram o seguinte lema:
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Lema 2.1.3. Seja R um dominio com subcorpo primo ko (subcorpo gerado por 1g).
Seja C' qualquer subcorpo central de R e sejam y,z € R. Entao, y e z sdao livres sobre

ko se, e somente se, eles sao livres sobre C.
e Em 1996, Z. Reichstein em [Rei96] provou o seguinte resultado geral:

Teorema 2.1.4. Sejam k corpo nao-enumerdvel, k C L uma extensdo de corpos e A
uma k-dlgebra associativa. Se L @y A contém uma k-subdlgebra livre nao-comutativa,

entao A também contém.

Esse resultado tem significante importancia nas conjecturas FOFO, pois ele res-

ponde parte da seguinte conjectura, também proposta por Makar-Limanov e descrita
em [Rei96]:

Conjectura C. Sejam D um corpo skew, ko o subcorpo primo de Z(D), k um subcorpo
de Z(D) e L uma extensao de k. Se L ®; D contém uma ko-dlgebra livre, entio D

também contém.

e Em 1996, M. Shirvani e J. Z. Gongalves em [SGI6] provaram o seguinte resul-
tado geral, mas que também depende da nao-enumerabilidade do centro da algebra de

divisao:

Teorema 2.1.5. Seja D uma dlgebra de divisao com centro nao enumerdvel k. Se D
contém uma k-dlgebra livre nao-comutativa de posto 2, entao D contém uma k-dlgebra

de grupo do grupo livre de posto 2.

Portanto, quando o corpo k é nao-enumeravel, segue que a conjectura de Makar-
Limanov implica a conjectura GA. Note que esse resultado, apesar da restricao sobre

o centro, nao depende da existéncia de valorizacoes como no resultado de Lichtman.

e Em 1996, L. M. V. Figueiredo, M. Shirvani e J. Z. Gongalves em [FGS96] pro-
varam o seguinte resultado: Seja D uma dlgebra de divisdo com centro k. Entdao, D
contém a k-dlgebra de grupo do grupo livre de posto 2 quando D ¢é o anel de fracies
de um anel de polinomios skew com certas propriedades, ou ele € gerado por um grupo
policiclico-por-finito que nao € abeliano-por-finito, ou ele é o anel de fragoes da dlgebra
envelopante universal (universal enveloping algebra) de uma dlgebra de Lie de dimensdo

finita de caracteristica zero.

e Em 1998, M. Shirvani e J. Z. Gongalves em [SG98] provam a existéncia de

algebras de grupo do grupo livre no anel de divisdo de fracoes de um anel de polinomios
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diferenciais D[X; 6], onde § € uma deriva¢ao nao-nula e D é uma dlgebra de divisao

(satisfazendo algumas propriedades).

e Em 1999, M. Shirvani e J. Z. Gongalves em [SG99] provam o seguinte resultado:
sejam k corpo e R uma k-dlgebra comutativa. Suponha que R é um dominio. Seja
o # id um k-automorfismo de R tal que R} = k e estenda o para L = Frac(R).
Entao, Frac(L[t; o) contém a dlgebra de grupo do grupo livre de posto |k|.

e Em 2009, A. Smoktunowicz em [Smo09] mostra que a hipétese de ndo-enumerabilidade
do trabalho [Rei96] de Reichstein é essencial (ver Introducao), ou seja, o resultado é

falso quando o corpo k é enumeravel, sem impor alguma hipétese extra.

Com relagao a grupos ordenados, existe um resultado recente e bem geral:

e Em 2011, J. Sdnchez em [San| provou o seguinte: seja D um corpo skew e (G, <)
um grupo ordenado. Entdo, o corpo skew do anel de grupo D[G] dentro do anel de
séries de Malcev-Neumann D((G; <)) contém dlgebras de grupo do grupo livre ndo-

comutativas sobre seu centro.

e Em 2012, J. Z. Gongalves e E. Tengan em [GT12] provaram o seguinte resultado:
sejam k = k um corpo de caracteristica 0 e L um corpo de funcdes sobre k com
trdeg, L = 1. Seja 0 um k-automorfismo de L de ordem infinita. Entao o corpo skew

de fragoes de L[t; o] contém a dlgebra de grupo k[F| de um grupo livre F' de posto 2.

Quando supomos que uma algebra de divisao possui uma certa involucao, temos

alguns resultados interessantes como os dois artigos a seguir:
e Em 2012 [SG12], M. Shirvani e J. Z. Gongalves.
e Em 2012 [FGS96|, V.O. Ferreira, J. Z. Gongalves e J. Sanchez.

Dois trabalhos recentes, mas que merecem destaque pelo grau de generalidade e

importancia sao devidos a J.P. Bell e D. Rogalski.

e Em [BRb| os autores provam o seguinte: seja L/k extensado de corpos e o um
k-automorfismo de L. Entao L(t; o) contém uma k-subdlgebra livre de posto 2 quando
ou k é nao-enumeravel ou o é induzido por um automorfismo de uma variedade quasi-
projetiva. No caso de uma k-derivacao 6 de L, eles obtiveram o mesmo resultado
sem hipoteses adicionais sobre k. Interessantes equivaléncias sao obtidas nesses casos,
assim como um resultado no caso de extensoes de Ore iteradas, como consequéncia dos

resultados anteriores.
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e Em [BRa] os autores restringem o estudo ao caso onde k é nao-enumerével, porém,
obtém um resultado bem geral: seja A um dominio noetheriano que € enumeravelmente
gerado sobre k = k de caracteristica 0, entdo ou o anel de divisio de fracoes de A
contém uma k-dlgebra livre de posto 2 ou ele é algébrico a esquerda sobre todo subcorpo
mazximal. Além disso, eles provam mais alguns resultados, inclusive sobre dominios

com dimensao de Gelfand-Kirillov igual a 2.

2.2 Discussao e contra-exemplos |

Nessa secao discutiremos sobre as hipdteses da conjectura de Makar-Limanov.

Primeiramente, note que se uma &lgebra de divisao D com centro k contém uma
k-subélgebra livre de posto 2 gerada por elementos a,b € D entao D contém uma
k-subalgebra livre de posto n para qualquer n > 2. De fato, podemos por exemplo
considerar como geradores a, ab, ab?, ...,ab" '. Na verdade, isso implicitamente apa-
recerd na demonstracao do Teorema 3.3.5 quando considerarmos monomios formados
pelos dois candidatos a geradores (e.g., a = f e b=1t(1—t"')f). Em [ML84a], quando
Makar-Limanov fala sobre a existéncia de semigrupos, grupos ou algebras livres de
posto 2, ele escreve: “It is not reasonable a bigger number of generators, because as
is well known, every free object mentioned contains the corresponding free object on a
countable number of generators.”

Para continuar, precisaremos de uma defini¢ao.

Definicao 2.2.1. Um anel R é chamado anel de Identidade Polinomial (ou anel PI,
polynomial identity ring) se para algum N > 0, existe um elemento P # 0 da dlgebra

livre Z( X1, ..., Xn) sobre Z tal que para qualquer N-upla {ay,...,anx} de elementos
de R wvale P(ay,...,ay) = 0.

Exemplo 2.2.2. 1. Quando R é um anel comutativo, quaisquer dois elementos de

R satisfazem a identidade polinomial

P(X,Y)=XY —YX =0.

2. Qualquer anel de matrizes M, (D), matrizes n X n com entradas em um anel de

divisao D, é um anel PI. De fato, quaisquer N = 2n matrizes n x n satisfazem

P(Xla s 7XN) = ngn(U)XU(l) o 'XU(N) = O’

onde a soma é sobre todas as permutagoes o de {1, ..., N}. Esse é um importante
resultado de Amitsur e Levitzki em [AL50].
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Desse modo, nenhuma élgebra de divisao D sobre k que seja PI (para um N > 0
fixo) pode conter uma k-subdlgebra livre de posto 2. De fato, se isso ocorre, D deveria
conter k-subdlgebras livres de qualquer posto n > 2, inclusive de posto n = N, o que
seria absurdo, pois sendo D um anel PI esses N geradores deveriam satisfazer uma
identidade polinomial. Portanto, uma condi¢ao necessaria, mas nao suficiente, para
que uma algebra de divisao contenha uma subdlgebra livre de posto 2 é que ela nao
seja PI (ver Teorema de Kaplanski a seguir) ou pelo menos nao localmente PI (toda
subdlgebra finitamente gerada é PI). Note que localmente PI nao implica PI; ver [BRb]
pag.10.

Como ja citamos antes, a hipdtese de dimensao infinita sobre o centro é de fato
essencial. Para isso precisaremos de dois resultados. O primeiro deles é o famoso

teorema de Wedderburn.

Teorema 2.2.3 (|GS06], pag.18). Seja D uma dlgebra simples (os unicos ideais bila-
terais sao 0 e D) de dimensdo finita sobre k. Entdo, existe um inteiro n > 1 e uma
dlgebra de divisio D' D k tal que D ~ M, (D") (anel de matrizes). Além disso, D" €

unicamente determinado a menos de isomorfismo.

Corolario 2.2.4 (|GS06], pdg.20). Seja k um corpo algebricamente fechado. Entao,
toda k-dlgebra central simples A (k-dlgebra simples cujo centro é k) é isomorfa a M, (k)

para algum n > 1.

Em nosso caso, o Teorema de Wedderburn sé pode ser usado se dimy D > 1, en-
quanto o Corolario também vale quando a dimensao é 1, porém, faremos as duas
analises. Se uma k-algebra simples D é de dimensao finita sobre seu centro k, com
dimy D > 1, pelo teorema de Wedderburn ela é isomorfa a um anel de matrizes M,,(D’)
com n > 1 e coeficientes em uma &lgebra de divisao D’. Como um anel de matrizes
sobre um corpo é PI, nao é possivel encontrar k-algebras livres em D, como foi anali-
zado anteriormente. Quando dimy D = 1, precisamos necessariamente usar o Corolario

anterior. Nesse caso, vale que

Cor.
_ 224 _
D&y k = M,(k)
e entdo usamos que D < D ®; k = M,,(k) obtendo o mesmo resultado.
Temos também um resultado de Kaplansky (que vale mais geralmente, quando D
¢ uma &lgebra primitiva, ou seja, ele tem um mddulo irredutivel fiel (a direita ou a

esquerda)) que é interessante citarmos:

Teorema 2.2.5 ([Kap48]). Se D satisfaz qualquer identidade polinomial entdo D tem

dimensao finita sobre k.
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Quando uma &lgebra é infinitamente gerada sobre seu centro, ela pode nao conter

uma subdlgebra livre, como mostra o seguinte

Exemplo 2.2.6. Considere o anel
M = U Mn(Eﬂ)a
n>1
de matrizes infinitas (apenas um numero finito de entradas é ndo-nula) com entradas
em IF,, (p primo). Qualquer conjunto finito de matrizes T em .# est4 contido em algum
anel de matrizes M, (Fp) para r > 0, ou seja, .# nao pode conter Fp—subélgebras livres
de nenhum posto n > 2, pois caso contrério, o conjunto de geradores (conjunto finito)

estaria contido em alguma extensao M, (E;) de Fp para r > 0, o que seria um absurdo.

A outra hipdtese é com relagao a D ser finitamente gerado sobre seu centro k. O
exemplo anterior nao é suficiente para mostrar que essa hipotese é importante. Neste

caso temos o seguinte contra-exemplo:

Exemplo 2.2.7. Considere k = F,((t)), com p primo. Pela proposicao 6.3.9 em
[GS06] pag.150, temos que o grupo de Brauer Br(F,((¢))) = Q/Z. Considere um
subconjunto A C Q/Z infinito enumeravel onde os indices dos elementos de A sao
dois a dois coprimos. Para cada elemento a, € A obtemos uma algebra ciclica D,
pela proposigao 6.3.10 em [GS06] pag.151, no qual o indice (grau de ﬁan sobre k, onde
D,, = M,(D,,) pelo Teorema de Wedderburn) ¢ igual ao seu perfodo (ordem de sua
classe em Br(F,((¢)))). Desse modo, D,, é uma &lgebra de divisdo. Desde que os
indices de D,, e D,  sao coprimos, com a, # a,, segue que D, ® D, ¢é uma algebra
de divisao com centro F,((¢)) ([FR93] pag.132 lema 4.18). Com isso, obtemos uma
torre Dy, C Dy, @ Dy, C Dy, @ Dy, ® Dy, C -+, onde as inclusoes sao as ébvias.
Note que cada uma dessas dlgebras de divisao D,, ® ... ® D,, ainda sao finitamente
geradas e de dimensao finita sobre F,((t)). Agora, considere D o limite direto dessas
algebras de divisao. Com isso, quaisquer dois elementos a,b em D estao contidos em
alguma algebra de divisao D' = D,, ® ... ® D, , com n suficientemente grande, que
é de dimensao finita sobre F,((t)). Pelo corolario acima, D' é injetado em um anel
de matrizes por D' < D' @ k =2 M, (k). Pelo resultado de Amitsur e Levitzki citado

acima, D’ é PI e portanto a, b ndo geram uma algebra livre em D sobre F,((t)).

2.3 Discussao e contra-exemplos |l

Nessa secao, destacaremos quais hipdteses nao podem ser enfraquecidas e quais nao
afetam a generalidade dos resultados ao longo deste trabalho. Seja L/k uma extensao

de corpos com L # k e 0 um k-automorfismo de L.
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Comecamos com a hipdtese de que k € algebricamente fechado em L. Essa nao
¢ uma hipdtese restritiva, no sentido que se comegamos com um corpo k que nao
¢ algebricamente fechado em L entao podemos troca-lo pela extensao intermedidria
k' = LNk que é algebricamente fechado em L. Isso nio interfere nos resultados, pois
pelo Lema 2.1.3 de Makar-Limanov e Malcolmson, nao importa a escolha do corpo
central (corpo base) quando procuramos por subdlgebras livres.

Vamos impor que o corpo fixo por um automorfismo o : L — L seja exatamente k.
Isso inicialmente pode parecer restritivo, mas com relagao a procura por subdlgebras
livres nao ha nenhum problema, novamente pelo Lema 2.1.3.

Supondo que k = L'°), entdo k algebricamente fechado em L implica que o k-
automorfismo o é de ordem infinita. De fato, se ¢ tem ordem finita n entao todo
elemento f € L\ k é raiz de

P = ] (X =o'
0<i<n
que é um polinémio moénico de grau n com coeficientes em k (cada coeficiente é fixo por
o), ou seja, f é algébrico sobre k, o que é uma contradi¢ao, desde que k algebricamente
fechado em L implica que todo elemento de L \ k é transcendente sobre k.

Como consequéncia, variedades que possuem grupo de automorfismos finito nao
sao interessantes para o nosso problema, pois em particular esses autormofismos tém
ordem finita. Como exemplo, temos as curvas de género maior ou igual a 2: nesse
caso, € conhecido que o seu grupo de automorfismos é finito por um famoso teorema de
Hurwitz, de 1893, que diz que uma curva nao singular de género g pelo menos 2, tem
no mdzimo 84(g — 1) automorfismos. Além disso, em [HMX] é provado que existe um
limitante superior para o nimero de automorfismos birracionais de uma variedade de
tipo geral, ou seja, uma variedade cuja dimensao projetiva do anel canonico é igual a
dimensao da variedade (dimensao de Kodaira da variedade). Por exemplo, variedades

abelianas tem dimensao de Kodaira zero e portanto nao sao de tipo geral.



Capitulo

3

Resultados gerais

Neste capitulo, descreveremos os resultados obtidos sobre o estudo da conjectura
de Makar-Limanov quando consideramos o corpo skew D = L(t;0), onde L/k é uma
extensao de corpos e o é um k-automorfismo de L, com algumas hipéteses adicionais.
Na primeira secao, apresentaremos algumas defini¢oes e notagoes . Na segunda se¢ao,
provaremos varios resultados que serao usados nas demonstragoes do Lema 3.3.3 e do
Teorema 3.3.5. Na terceira se¢ao, provaremos que a conjectura de Makar-Limanov, sob
certas hipdteses, é verdadeira para D = L(t; o). Com isso, na ultima se¢ao, obteremos
um caso particular da conjectura GA para D. Este capitulo compreende parte dos
resultados que obtivemos inspirados pelos artigos [Lor86, GT12] e com isso, juntamente
com o Capitulo Quatro, generalizamos esses dois trabalhos. Ao longo deste capitulo, o

conjunto dos nimeros naturais serd N = {0,1,2,...}.

3.1 Setup

Definig¢ao 3.1.1. Sejam k um corpo, L/k (com L # k) uma extensdo de corpos tal que
k € algebricamente fechado em L e o um k-automorfismo de L. FEscreva oy, g R0
o automorfismo de L ®; L induzido por o e escreva também oy para o automorfismo
induzido em Frac(L ®; L) (de agora em diante, estamos supondo que L ®; L é um
dominio; essa discussao € bem detalhada na Segcao 1.3. Como k ¢ algebricamente
fechado em L, L ® L é um dominio se , por exemplo, k perfeito ou L/k separdvel).

Assim:

45
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identifique L dentro de Frac(L ®j L) pela aplica¢io L — Frac(L ®y L) tal que
(= I®1;

Lp {1®aec Lo, Liac L};

seja F o anel das fungoes f : N — Frac(L ® L) quociente a rela¢ao de equi-
valéncia: f ~ g se f(n) = g(n) para todo n > 0. A soma e a multiplica¢ao
em F sao feitas coordenada a coordenada. Note que .F nao € dominio pois, por

exemplo, o elemento (0,1,0,1,...) € dwisor de zero em .F;

defina o operador shift s : F — F por f5(n) = f(n+1), que é um automorfismo

de F que restrito a € € a identidade;

defina o operador A : F — F por A(f) = f*—f; usando a mesma letra (de modo
conveniente como veremos adiante) definimos A : Frac(L ®y L) — Frac(L ® L)
por A(f) =or(f) — f e também A : L — L por A(f)=0o(f)— f;

seja f € L\k e definay =~ € F pory(n)=(1d ®c")(1® f) =0} (1® f) para
todo n € N;

defina um morfismo de k-espacos vetoriais (ndo de anéis!) q : L[[t;o]] — F por
Zt"an —> (1 & an)nzo.

Observacao 3.1.2. e Para mudancas de base por L, aplicaremos sempre o funtor

L ®, — (& esquerda), como na identificagdo de L em Frac(L ®; L);

identificamos Frac(L ®j L) com € C %, onde € denotard o subconjunto das
fungoes constantes de .#; elementos de € serao normalmente denotados por e.
Vale observar que esse nao serd o inico modo de identificarmos Frac(L ®; L)

dentro de .# e nem o que de fato queremos, como veremos na proxima secao;

o morfismo ¢ serd usado para considerarmos os elementos de L[[t; o]] dentro de

Z e isso tera grande importancia na demonstragao do Teorema 3.3.5;

note que tanto A quanto s podem ser definidos sem usar a relagao de equivaléncia
de .7,

note que ker (¢) é formado pelos polinémios em L|[[t; o]];

se A C L é uma k-subdlgebra de L tal que Frac(A) = L, entao o fato de L ®j L

ser dominio, implica que L ®; A também é, e portanto, podemos considerar
Frac(L ®; A), que na verdade ¢é igual a Frac(L ® L);
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e [ algebricamente fechado em L é equivalente a L Nk = k e nesse caso, todo

elemento de L \ k é transcendente sobre k;

eem L®yL,sel ®a=1®0b, com a,b € L, entao a = b. De fato, nesse caso
1® (a—b) =0, mas se a — b # 0 entdo podemos multiplicar a ultima expressao
por 1 ® (a—b)~! obtendo 1 ® 1 = 0 0 que é um absurdo pois L ®; L é dominio.

Esse argumento serd usado algumas vezes.

3.2 Lemas

Nessa se¢ao, provaremos varios lemas. Comecgaremos com resultados sobre o anel
F
O anel .7 foi definido para se tornar um anel auxiliar, de tal forma que contenha o

corpo Frac(L ®y L) e facilite as contas. Para isso, temos:

Lema 3.2.1. Sejam L/k uma extensao de corpos tal que k € algebricamente fechado

em L e o um k-automorfismo de L.

1. A aplicagao L-linear (da forma { ® 1)

t: Frac(L ®; L)
§

—>
o (0l (3.2.1)

¢ um morfismo de anéis (e portanto injetor).

2. O operador shift se restringe a t(Frac(L®y L)) e também a o(L& L), e o diagrama

abairo € comutativo.

L & L Frac(L ®; L)—

[2

B - ‘j

L @) L— Frac(L ®; L)——

L

Demonstracao: O item (1) é claro. O item (2) é direto: se £ € Frac(L ®; L) e

L(€) = (07(€)) 20 entdo 5(1(£)) = (077 (€))s20 = t(o1(£)).
[ |

Observacao 3.2.2. Note que ¢(f) = (1® £,0,0,...) ¢ «(Frac(L ® L)), para f € L*.

O proximo lema nos mostra o que acontece com elementos transcendentes de L

sobre k apds uma mudanca de base.
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Lema 3.2.3. Sejam k um corpo, L/k uma extensdo de corpos tal que k € algebricamente
fechado em L, o k-automorfismo de L e f € L\ k (logo transcendente sobre k). Entao,

1® f € transcendente sobre L.

Demonstracao: Se L[1 ® f] = L ®; (k[f]) entao dimy L[1 ® f] = dim; L ®; (k[f]) =
dimy, k[f] e como f é transcendente sobre k, terfamos 1 ® f transcendente sobre L.

Note que um elemento de L[1 ® f] é um somatério finito da forma
d el f) Zb ® f,
onde b; € L, que claramente pertence a L ® (k[f]). Por outro lado, um elemento de

L ®y (k[f]) é um somatério finito da forma, onde a; € L e ¢} € k,

Z(am(zcgfi)) = D D (oG

= > D (ad e f)
i L/

_ Z (Zaw@@l) (1® f)

i

que é um elemento em L[1 ® f]. Isso encerra a demonstragao.
[ |
Como foi dito anteriormente, a hipétese k = L{? tem um papel importante neste
trabalho. Porém, isso nao serd suficiente, precisaremos garantir que o mesmo acontece

para qualquer poténcia do automorfismo.

Lema 3.2.4. Sejam k um corpo, L uma extensao de k tal que k € algebricamente
fechado em L e o um k-automorfismo de L. Além disso, suponha que o € tal que
k= L9 Entio k = L"), onde L") ¢ o corpo fizo por o et € Z\ {0}.

Demonstragao: Primeiramente, note que se ¢ € L") entdo

I x-4)
0<i<[t|
é um polinémio moénico de grau |t| anulado por ¢ com coeficientes em k (basta aplicar
o em cada coeficiente e ver que eles serao fixos pelo automorfismo, portanto estao em
k). Mas, ¢ é um elemento qualquer de L @, ou seJa a extensdo L / k é algébrica.
Como k é algebricamente fechado em L, segue que L) = k.
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Lema 3.2.5. Sejam k um corpo, L/k uma extensdo de corpos tal que k € algebricamente
fechado em L, o um k-automorfismo de L tal que k = L' e f € L\ k (portanto,
transcendente sobre k). Entao, a fun¢ao constante € = er=10fe€ CFé
transcendente sobre ((Frac(L ® L)).

Demonstracao: Suponha que
> Gefy =0,
J

onde ¢; € «(Frac(L ® L)) nao todos nulos, ou seja, & = (0} (e;))n>0 € €; € Frac(L® L)
para cada j. Portanto,
S lotlenie sy =0
J
para n > 0 (digamos n > ng, para algum ng). Com n > ng fixado estamos em

Frac(L ®; L), entao, aplicando o;" obtemos

D elo (1@ 1= elor" (1@ f)f =0

J J

para cada n > ng. Com isso, se consideramos o polinémio nao-nulo

g(X) = Z e; X7 € (Frac(L ® L))[X],

J

segue que g teria 0, "(1® f) como raiz para todo n > ng. Mas, pelo Lema 3.2.4 temos
que 1 ® f nao é fixo por nenhuma poténcia do automorfismo o;. De fato, se existe
r>0tal que o7 (1® f) =1® f, entao 1 ® 0"(f) = 1 ® f e pela Observagao 3.1.2
obtemos ¢”(f) — f = 0, que é uma contradigao pela escolha de f e pelo Lema 3.2.4.
Portanto, os elementos 0, "(1® f) sdo todos distintos para n > ng e g(X) tem infinitas
raizes, que ¢ um absurdo.
[ |
A préxima definigao, assim como o préximo Lema, serao usados apenas no Lema

3.3.3.

Definicao 3.2.6. Para J = (ji, jo, - - -, jst1) € NG (s > 0) ponha

By(n) = Z Y1)y (ne)2 . y(ng ) (1@ f)s+
n>n1>...>ngs>0
(n € N), onde v foi definido na Segio 3.1. Para s <0 ponha J =0, fg(n) =1 Vn >0
e B3(0) = 0. Para s =0, 8;(n) = (1 ® f)* para todo n, ou seja, By = ' € € ¢

constante em .F .
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Lema 3.2.7. Sejam ¢, ¢ : N — Frac(L ®j L). Entao:

1. A(py) = 9 A(Y) + A(p);

2. A(By) =" By, onde J = (ji, . Jss1) € NG, 5 >0 € J(1) 1= (o, oy Jst)-
Para s = 0 temos A(By) = 0 (lembre que nesse caso S5 € constante).

Demonstragao:

1. Para ¢, ¢ : N — Frac(L ®j L) temos:
Alpy) = (p¥)° — v
= @ =Y+ %Y —
= (=) + (" — )Y
= @A)+ A(p)y
2. Aplicando A em [; obtemos:
ABy(n) = By(n+1) = B(n) | | _ |
= > Yy (na) o y(ngf e (1@ f)fs

n+1>n1>...>ns>ngy1=0

- Z 7(”1)j17(n2)j2 - ~’Y(ns)js(1 ® f)jSH

n>ni1>...>ns>ns41=0

= Z fy(n)ilfy(nz)h - -7(”8)j3<1 ® f)J'sH

n=n1>n2>...>ns>nst+1=0

=2 T )R (e

' n>ng>...>ng>ng41=0
= () Bry(n)
[ |
Uma hipétese sobre o automorfismo ¢ que usamos muito até agora é que L7 =
k. Mas, o que ocorre ap6s a mudanga de base? Essa questao serd respondida pelos
préximos dois lemas.

Lema 3.2.8. Sejam L/k uma extensao de corpos e o um k-automorfismo de L tal que

L) = k. Seja A uma k-dlgebra. Entdo, (A ®j; L)°4 = A, onde o4 “'idwo.

Demonstracao: Como L' = k, entdo temos a seguinte sequéncia exata de k-

modulos:
o—id

0—%kk—L— L.

Como A é uma k-algebra, entao ela é plana, e portanto

oa—id

0—A— AR, L = AR L

é exata e isso prova o lema.
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Lema 3.2.9. Sejam L/k uma extensdo de corpos e o um k-automorfismo de L tal que
L9 = k. Seja A um k-dominio com A ®y L dominio . Entdo, (Frac(A ®; L))"4) =

Frac(A), onde induzimos o4 no Frac(A ®; L) usando a mesma notagao.

Demonstragiao: Seja f € (Frac(A ®, L)){"4). Defina o conjunto:

LY heAdw,Lifhe Aoy L}
Claramente [; é um ideal de A ®; L. Além disso, o4(If) C I;. De fato, se h € I;
entdo foa(h) =oa(fh) € A®y L, pois oa4(f) = f.
Queremos provar que f € Frac(A). Para isso, basta provar que Iy N A # {0}. De
fato, se existe b’ € A\ {0} tal que fh' € A®y L, temos que oa(fh') = fh' e portanto
fh € A pelo Lema 3.2.8, o que implica que f € Frac(A) pois b/ € A.

Provaremos por contradigao. Para isso, seja h € 17\ LpUA (casos triviais) e escreva

i=1

Suponha que n é minimal (diremos que h é minimal) e portanto os a;’s sao Li. sobre k,
assim como os b;’s. Considere o elemento 0 # A’/ L. (1®(1/by)) € If, que também é
minimal com rela¢do a n. Entao, como o4(If) C Ir, A(R') € I; envolve um elemento
a menos no somatorio (pois A(a; ® 1) = 0). Isso contradiz a minimalidade assumida,
ou seja, oa(h') = h'. Pelo Lema 3.2.8, obtemos og4(h') = h' € A, como queriamos.

|

3.3 O teorema

Nessa secao provaremos, sob certas hipdteses, que a conjectura de Makar-Limanov
vale quando D = Frac(L[t;o]), onde L/k é uma extensdao de corpos e ¢ é um k-
automorfismo de L. Na verdade, provaremos um pouco mais, como veremos adiante.
Mas, para obtermos esse resultado nesse grau de generalidade, estaremos sujeitos a
uma condicao que chamamos de Hipdtese do Delta. Essa condi¢ao ja apareceu em
[Lor86], [GT09] (que na verdade vem dos primeiros resultados de Makar-Limanov)
e mais recentemente em [BRb], dentre outros. Agora, vamos enunciar a Hipdtese do
Delta que sera um dos passos importantes na demonstragao do Lema 3.3.3. No capitulo

quatro, mostraremos casos em que a Hipdtese do Delta vale.

Hipétese do Delta 3.3.1. Sejam k um corpo, L/k uma extensao prépria de corpos
tal que k é algebricamente fechado em L e o um k-automorfismo de L tal que L7 = k.

Entao
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A(L)NMACk,
para alguma k-subdlgebra A de L com Frac(A) = L

A partir de agora, escolhemos f € A\ k para alguma k-subdlgebra A de L no qual
vale a Hipotese do Delta. O lema a seguir sera o principal ingrediente na prova do

Teorema. Na verdade, é neste lema que usaremos a Hipotese do Delta.

Observacao 3.3.2. Nos proximos resultados faremos alguns abusos de notacao. Como
a aplicagao ¢ ¢é injetora escreveremos ((1 ® a) = 1 ® a, com a € L. Além disso, para

elementos b € Lp escreveremos b =1® b.

Lema 3.3.3. Sejam k um corpo, L/k uma extensao prdpria de corpos tal que k é
algebricamente fechado em L e o um k-automorfismo de L tal que L\ = k. Suponha
que vale a H. do Delta. Os elementos 35 sao linearmente independentes sobre t(Lp)
em F.

Demonstragao:  Suponha que nao vale o resultado. Para um multi-indice J =
(j1,- . Js) escreva |J| = s o tamanho dele e se _# é um conjunto finito de indices J,
ponha | _#| = max{|J|;J € #}. Provaremos por inducdo em |_#|.

Seja > ;e yesB; = 0 uma relagao nao trivial, onde e; € «(Lp), escolhida da

seguinte maneira:

(i) dentre todas as relagoes nao triviais sobre ¢(Lp), escolha aquela com u = |_#| >0

minimal;

(ii) dentre as relagoes satisfazendo (i), escolha a relagdo em que o nimero de J’s com

|J| = u é minimal.

Se u < 1, temos S,y = (1® f)7* parau = 1 e By = 1 (constante) para u = 0.
Note que os j’s sao distintos entre si. Pelo Lema 3.2.5, esses elementos sao 1.i. sobre
t(Frac(L ®y, L)) e portanto sobre ¢(Lp), o que prova o primeiro passo de indugao.

Para o caso geral (u > 2), reescreva a relagao entre os 3;’s da seguinte forma:

> esBr=Y_ dipy (3.3:2)

|J|=u |J]<u
Podemos assumir que e; = 1 para algum J tal que |J| = u (todo e; é invertivel,

assim, caso nao existisse, poderiamos multiplicar por 1 ® (1/e;), para algum J).

Para J = (ji,...,7s) € N° segue do Lema 3.2.7 que

AlesBy) = Ales) - Br+ €577 By,
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para s > 2 e A(esB5) = Ales) - B se s < 1, onde A(ey),e5vt € o(Lp) (pois Lp é
estavel por o) e [J(1)| < |J]. Ou seja, aplicar A nao aumenta o nimero de J’s com

tamanho mdzximo.

Aplicando A em ambos os lados de (3.3.2) obtemos

S Aes)- B+ D e By =A D dips (3.3.3)

|J|=u |J|=u [J]<u

Para o e; = 1, temos que A(e;) = 0. Como |J(1)| < |J], temos que o lado esquerdo
de (3.3.3) tem pelo menos um termo a menos com |J| = u, enquanto no lado direito de
(3.3.3) todos os termos tém tamanho |J| < u. Como os coeficientes em (3.3.3) ainda
estao em ((Lp), segue da minimalidade (i7) que todos eles sdo zero. Portanto, pela

igualdade de termos com mesmo tamanho de J, obtemos:

(a) A(ey) =0, para todo J tal que |J| = u;

(b) A(dy) = Z 5" para cada J fixado com |J| =u — 1, onde I = (iy,...,i,) .

[ I|=u
1(1)=J

Note que
0 = A(€J>
b
= AG(l®ey))
Lema

w
[
=

LAl ®ey))
(1 ® Aley)),

e assim, 1 ® A(e;) = 0 pela injetividade de ¢ e portanto A(e;) = 0 (e; € L) pela
Observacao 3.1.2. Entdo, como L’ = k, (a) acontece se, e somente se, e; € k*, para

todo J com |J| = u. Para (b) temos:
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Lgﬁ&
WAdy) = Ady))
Ops
= A(dy)
= D et
| I|=u
1(1)=J
6[_€k Z 6[721
i
déf Z €[L(1®f)i1
1=
S (et )
Il(Ill)::uJ
O ;
25 e @@ )
1B
Lgeé]%a )
= W) e
A

e assim, A(dy) = Z er ® f pela injetividade de ¢. Portanto,

1002
Obs ck .
Aldy) "= A1 @dy) =10 Ady) =" > 1@ (erf™). (3.3.4)
1=

Pela igualdade (3.3.4) e pela Observagao 3.1.2, segue que

A(dy) = Z erf", (3.3.5)
1=

com d; € L. Entao, A(dy) € A(L) N A C k pela Hipdtese do Delta 3.3.1.

Para todo I, temos que cada i; > 1 (pois i1 € N5g) e que sao distintos entre si.
Mas f é transcendente sobre k, portanto, os e;’s na igualdade (3.3.5) sdo nulos. Como
isso ¢ feito para cada J com |J| = u — 1, obtemos e; = 0 para todo I com |I| = u, o

que é contradi¢ao pela minimalidade assumida em (7).
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[ |
Agora, condicionado ao Lema 3.3.3, que por sua vez depende da Hipdtese do Delta

3.3.1, vamos enunciar e provar o Teorema 3.3.5. A prova segue a linha de [Lor86] e
[GT09].

Observacao 3.3.4. No Teorema a seguir, quando L ¢ finitamente gerado sobre k,
estaremos nas hipéteses da Conjectura de Makar-Limanov: k é o centro de D (note
que o tem ordem infinita pelo Lema 3.2.4; como L'} = k, o resultado segue do Lema
1.1.14); claramente dimy, D é infinita; D é finitamente gerado como k-algebra (por t e
pelos geradores de L/k). Porém o resultado abaixo vale mesmo quando a extensao L

nao ¢é finitamente gerada sobre k; obtemos assim um resultado mais geral.

Teorema 3.3.5. Sejam k um corpo, L/k uma extensdo prépria de corpos tal que k
¢ algebricamente fechado em L e o um k-automorfismo de L tal que L9 = k. Seja
f € A\ k para alguma k-subdlgebra A de L no qual vale a Hipétese do Delta 3.5.1.

Entdo, os elementos f e t(1 —t)~f geram uma dlgebra livre sobre k em D = L(t;0).

Demonstragao:  Primeiramente, lembre que definimos o morfismo de k-espacos
vetoriais (nao de anéis!) ¢ : L[[t;o]] — F por > t"a, — (1 ® a,)n>0. Vamos trabalhar
inicialmente em L((¢;0)) D D, pois teremos (1 —¢)~t = 1+¢+t>+---. Depois, usando
o morfismo ¢ e a aplicacao ¢, faremos as contas em .%, o que facilitard nosso trabalho.
Mostraremos que todos os monomios distintos em f e #(1 — ¢)™'f sao linearmente

independentes sobre k. Esses monomios tém a forma
MI = Mgy, i) = FOHL =) f o frot(1— )7 f € L[[t; 0],

onde v é o ntimero de termos t(1 —¢)71f, 49 >0 e iy, - i, > 1.

Podemos escrever o monomio anterior como

m; = fzoz tll fuz tlzfiz . Z tlv fiv

l1>1 l2>1 ly>1
_ Ll (pio o't T Fl pigyglzttle iv-1)0™ fiy
D DA Vi P VA i
Iyl 21

Facamos a seguinte mudanca de indices:

R R
nl — l2—|—...+lv
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no qual obteremos a seguinte expressao para 0s monomios:

mry = E t" E fioonJrilgnl+"'+iv—10n”*1+’iv

n>0 n>ni>->ny,—1>0

= § t E fioo'nfila'nl+"'+iv—1cr"v71+iv

n>0 n>ng > >n,—1>0

— E {n fioo” E FOmI 10"

n>0 n>ng > >n,—1>0
para v > 0 e m; = f® para v = 0.
Aplicando ¢ em cada m; obtemos my = q(mp) = 7By para v > 0 e g(my)) =
(1® f©,0,0,...) para v = 0.
Considere entao

Z&]m[ = Z armr + Z armprp = 0, (336)
1

Ie % I¢(ﬁ0

onde ar € ke S = {(lo, 11, ,4y);v = 0} (separamos os termos cujo vetor / tem

tamanho 1). Aplicando ¢ em (3.3.6) obtemos:

0= Za;m_l == Z CLIW[—F Z a]W[. (337)
I

Ie% 1¢.9

Como (3.3.7) é uma expressao em %, o somatoério sobre I € %, é zero pela relagao

de equivaléncia. Resta entao

0= Z army = Z (a17")Bry = Z Z ary | By,

1¢ .7 1¢.% J£0 \I(1)=J

onde ary® € «(Lp).
Pelo Lema 3.3.3, os 3;’s sao linearmente independentes sobre ¢(Lp), portanto, para
cada J # (), obtemos

Obs
3.3.2;
0=Y an® ask dafr]. (3.3.8)
I(1)=J I(1)=J

Assim,
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pela injetividade de ¢. Note que

are o S e [ 3 are| <o
1(1)=J I(1)=J

Pela Observagao 3.1.2
Z arf =0.
1(1)=J
Como os iy’s sdo distintos entre si (em particular no maximo um deles é zero), segue
da transcendéncia de f sobre k que a; = 0 para todo I ¢ %, pois a igualdade (3.3.8)
vale para cada J # (). A expressao (3.3.6) se reduz a

Z armrg déf Z a[fio = 0.

Ie s I=(ig)eH

Usando novamente que f é transcendente sobre k e que os 7¢’s sao distintos entre
si, obtemos a; = 0 para todo I € . Isso encerra a prova.

3.4 Conjectura GA

Nesta se¢ao, veremos como obter um caso particular da conjectura GA, generali-
zando [GT12]. Para isso, utilizaremos o Teorema 3.3.5 e o seguinte teorema de Licht-

man, ja citado no Capitulo Dois:

Teorema 3.4.1. Seja D = Frac R com centro k, onde R é um dominio de Ore com
uma valorizagao discreta v. Suponha que elementos a,b geram uma k-subdlgebra livre
em D. Sewv(a) > 1 ev(b) > 1, entao os elementos 1 +a,1+ b geram o anel de grupo

do grupo livre de posto 2 em D.

Provaremos o seguinte:
Nas hipdteses do Teorema 3.3.5, suponha que os elementos f e t(1—t)~! f geram uma
algebra livre sobre k em D = L(t;0). Entao, a conjectura GA vale para D = L(t;0).

Antes da demonstracao, vejamos a definicao de valorizacao no caso nao-comutativo.

Definigao 3.4.2. Seja D um anel de divisao, (G, *, <) um grupo totalmente ordenado

e 0o ¢ G satisfazendo g *x 0o = 00 * g = 00, para todo g € G. Uma aplicagao
v:D— GU{oo}

¢ uma valorizacao sobre D se:
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(1) v(0) = oo;
(i) v(ab) = v(a) x v(b), para todo a,b € D;
(iii) v(a + b) > min{v(a),v(b)}, para todo a,b € D.

Demonstragao: Como os elementos f e g = t(1 — )71 f geram uma k-subdlgebra
livrte em D = L(t;0), os elementos fg e g também geram uma k-subélgebra livre em
D.

Considere em L((t;0)) a valorizacao v : L((t;0)) — Z U {oo} com a seguinte
propriedade: v é trivial sobre L e v(t) = 1. Como v(f) = 0, temos que v(fg) = v(g).
Note que v((1 —¢)™') =0, pois (1 —¢)~! é inversivel em L((¢;c))!. Portanto,

v(fg) = vl(g) = o(t) +v((L—)7) +v(f) = v(t) = L.

Pelo Teorema 3.4.1, os elementos 1 + fg e 1 + g geram uma algebra de grupo do

grupo livre de posto 2 em D sobre k.
|

se ab = 1, entao v(a) + v(b) = 0.



Capitulo

4

Hipotese do Delta

Ja provamos o Teorema 3.3.5 assumindo a Hipotese do Delta. Neste capitulo verifi-
caremos casos em que essa condicao vale, que sao alguns dos principais resultados que

obtivemos. Mas antes, vamos provar um Lema.

Lema 4.0.3. Sejam k um corpo e X um esquema noetheriano integral separado reqular
sobre k com corpo de funcioes F'. Seja X um automorfismo de X e o automorfismo de
F induzido por ¥.. Seja A : F' — F definido por g — o(g) — g, com g € F. Entao, se
A(g) tem no mdzimo um polo (sem contar multiplicidade), seque que g e o(g) tém o

mesmo conjunto de polos sem multiplicidade.

Demonstragao: Seja g € F um elemento nao nulo e seja S C X o conjunto dos
polos de g sem multiplicidade (que é finito! Ver [Har77] pag.131).

Temos que T = ¥¢S = {£71D; D € S} é o conjunto dos polos de o(g). Portanto,
|S| = |T|. E fato que o conjunto de polos de A(g) contém os polos de g e o(g), exceto
possivelmente os elementos de SNT, ou seja, contém SUT \ SNT. Esse conjunto tem
cardinalidade 2(|S| — |S N T|) (direto do fato de |S| = |T).

Suponha que A(g) tem no maximo um polo (sem contar multiplicidade). Como o
conjunto de polos dos A(g) contém a diferenca simétrica, obtemos [SUT\ SNT| < 1.
Mas ja sabemos que |[SUT \ SNT| =2(]S| —|SNT|) e portanto, |[SUT\ SNT| =0,
ou seja, S =1T.

59
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4.1 Variedades Abelianas

Nessa secao verificaremos que a Hipotese do Delta é verdadeira quando o auto-
morfismo ¢ é induzido por um automorfismo de uma variedade abeliana. Suponha

que:

e ik = C (essa escolha do corpo é feita somente para usarmos o Teorema de Kro-

necker 1.2.13; k = k é a exigéncia minima do Teorema de Bertini 1.2.11);

e X ¢ uma variedade abeliana sobre C de dim¢ X > 2. Como foi dito no Capitulo
1, uma variedade abeliana é necessariamente projetiva e isso nos permitira usar

o Teorema de Bertini; escreva L = Ox ¢, onde £ é o ponto genérico de X;

e H é um hiperplano genérico, dado pelo Teorema de Bertini (como dim¢ X > 2,
ainda pelo Teorema de Bertini temos que X \ X N H ¢é irredutivel); o caso de

dimensao 1 pode ser resolvido de outra maneira: ver [GT09];

e f € Ox(X\ H)\C. Note que de fato existem segdes nao constantes, pois H é
hiperplano com X \ H irredutivel (dim¢ X > 2), portanto X \ H é aberto afim;

e Y é a translagao por um ponto Py € X tal que {nF,} é denso em X para todo
n € N (a maioria dos vetores satisfaz essa condigao; ver Teorema de Kronecker).
Além disso, se @ € X entdo @ + nFy também é denso em X (direto do Teorema

de Kronecker).

e Nesse caso, o automorfismo induzido ¢ satisfaz L{?) = C, por causa da érbita
densa de F.

Lema 4.1.1 (Hipdtese do Delta). Nas hipdteses acima temos que

A(L)NOx(X \ H) C C.

Demonstracao: Sejam g € L e .S C X o conjunto dos polos de g sem multiplicidade.
Seja também T" o conjunto de polos de o(g). Suponha que A(g) € Ox(X\H). Qualquer
elemento de Ox (X \ H) tem no maximo um polo em H, ou seja, pelo Lema 4.0.3 segue
que S = T. Porém, se S # (), como S = T = XtS = {D — Py;D € S} temos
que o conjunto dos polos de g seria estabilizado por ¥ e assim alguma poténcia de X
fixaria cada elemento de S. Isso nos diz que a 6rbita de pontos na uniao (finita) desses
hiperplanos ainda estaria contida nessa uniao, mas isso é impossivel pois a orbita de

Py é densa e consequentemente, érbitas de pontos nessa uniao também sao densas em
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X. Portanto, S = (). Como X é projetivo, uma funcao sem polos é constante, ou seja,
A(g) € C.
[ |

4.2 Espaco Projetivo

Aqui provaremos que a Hipotese do Delta é verdadeira quando consideramos o
espago projetivo n-dimensional.

Seja k um corpo. Sejam V' um espago vetorial de dimensao finita n 4 1 sobre k,
X = P(V) o espago projetivo n-dimensional e ¥ um k-automorfismo de P(V') de ordem
infinita tal que k seja exatamente o corpo fixo pelo automorfismo ¢ induzido por > em
L =PGL,(k) .

FATO GERAL: se um elemento de PGL(V) fixa n + 2 pontos de P(V') entao ele

¢ a identidade. Note que o mesmo vale para P(V*).

Lema 4.2.1. Nessas condigoes, existe um hiperplano H de P(V) tal que X'H # H
para todo i > 0.

Demonstragao: Temos uma bijecao
I': Hip(P(V)) — P(V*)
H={h=0} — [h]

entre o conjunto dos hiperplanos de P(V') e os pontos de P(V*), onde h € V* e [h] é a

classe de h em P(V*). Além disso, ¥ induz um automorfismo
¥ Hip(P(V)) — Hip(P(V))
H={h=0} — {Z*h)=hoX =0}

Note que ho X7 (p) = 0 < Y71 (p) € H & p € X(H). Desse modo, temos um
automorfismo ¥ : P(V*) — P(V*), dado por [h] — [h o X7'|. Portanto, obtemos o

seguinte diagrama comutativo:

Hip(P(V))5—P(V7)
Dl s
Hip(P(V))—P(V")
Isso nos dd uma correspondéncia bijetora entre automorfismos de Hip(P(V')) e au-
tomorfismos de P(V*).
Considere M = {H; H ¢ hiperplano tal que X*H = H para algumi > 0}. Sejam
H; ={h; =0} comi=1,...,n+2, hiperplanos distintos em M fixados por poténcias ;
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de ¥ respectivamente, com i = 1,...,n+2. Temos que (X')*(H;) = H;. Pelo diagrama
comutativo, esses hiperplanos correspondem a pontos distintos P; em P(V*) | respecti-
vamente, que sao fixos pelas respectivas poténcias de ¥.”. Entao, (X")*102-ont2 — (3")*
fixa n + 2 pontos e pelo fato geral segue que (X”)* = id implicando que (X')* = id.
Portanto, 3% fixa todo hiperplano de P(V'). Sabemos que todo ponto = € P(V') pode
ser visto como a intersegao de n hiperplanos e portanto, X*(z) = z para todo x € P(V').
Desse modo, ¥* = id, o que seria um absurdo. Portanto, |[M| < n + 1. Por contagem
de elementos de P(V*), existe um ponto P que nao é fixo por nenhuma poténcia de ",
que corresponde a um hiperplano H de P(V') que nao é fixo por nenhuma poténcia de

>, como queriamos.

Lema 4.2.2 (Hipdtese do Delta). Sejam X =P(V') o espago projetivo n-dimensional,
Y um k-automorfismo de P(V') de ordem infinita tal que o automorfismo induzido o
em L satisfaz L9 =k e H o hiperplano dado pelo Lema 4.2.1. Entdo:

A(L)NOx(X \ H) C k.

Demonstracao: Sejam g € L e S C X o conjunto dos polos de g sem multiplicidade.
Seja também T o conjunto de polos de o(g).

Suponha que A(g) € Ox(X \ H). Qualquer elemento de Ox(X \ H) tem no
maximo um polo em H. Pelo Lema 4.0.3 temos S = T = X*S. Porém, se S # (), entdo
o conjunto de polos de g é estabilizado por X e portanto, alguma poténcia de ¥ fixa
todos os pontos de S. Por hipétese H ¢ S = T e entao H nao é polo de A(g) que
portanto deve ser constante.

[
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