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ABSTRACT

This work is composed by two parts.
_In tﬁe first one, we relate some basic facts
“about the inv;riance theory for non—-autonomous functional
differential eéuations of retarded type.

In the 'last one, by using Liapunov's functionals
and 1invariance properties we obtain a criferion of

instability for non-autonomous functional differential

equations of ﬁetarded type.



INTRODUGAQ

Em {9,Mﬂ, L.C. Pavlu obteve um criterio de insta
bilidade para uma classe bastante ampla de sistemas nao au
tonomos, perturbados ou nao, de equagoes diferenciais ordi
narias.

0 quetivo desse trabalho e obter wuma extensao
deste criterio para equagoes diferenciais funcionais do ti
po retardado.

Para tanto sao utilizados tecnicas de invari3ncia
e funcionaisbﬁe Liapunov.

No cépitulo I, relacionamos alguns fatos basicos
sobre equacoes diferenciais funcionais do tipo retardado.

| No capitulo II, apresentamos a teoria basica de
invariancia péra sistemas ndo autonomos de equagae; dife
renciais funcionais do tipo retardado, seguindo a ordem de
ideias de R."od,rigues em [11 ] .

Noﬁcapitulo 1II, provamos um teorema de instabili
dade para sistemas autonomos de equagoes diferenciais fun
cionais do tipo retardado, com um conjunto de hipoteses me
nos exigente do que aquele estabelecido por Onuchic em

[8].

A partir desse resultado, obtemos um criterio si
milar para uma classe de sistemas nao autonomos de equa
goes diferenciais funcionais do tipo retardado.

Fazemos tambem algumas aplicagaes dos resultados

obtidos.



Pode-se demonstrar que a aplicagao

t E[é,b]

> x € €.
t

¢ continua. Ver por exemplo [2,3].

Seja A um aberto de R x L e £: A > R" uma fun

-~ -
¢ao continua.

Definigao I-1.

"A relagao

(1) | x(t) = £(t,x )
onde . =;%? , & chamada uma Equagao Diferencial Funeional
do tipo Retardado. E evidente que a equacao (1) inclui co
mo caso particular as Equagoes Diferenciais Ordinarias
(r=0).i
Definigao I-2.

Para todo (0,9) € A, diz-se que uma funcao x(t)

& uma solugdo de (1) com condigao inicial ¢ em O, se exis

tir um numero real positivo A tal que

i) g(t) e ¢([o-r,0+4), R")



iii) x(t) satisfaz a equacao (1), para t E[b,0+A).

Observagao:

Nao exigimos a diferenciabilidade de x(t) no pon
to 0. Consideramos, apenas, a existencia da derivada direi

ta nesse ponto.

ﬁma solucao x(t) da equacao (1), com condigao ini
cia1.¢ em 0; sera denotada por x(0,9)(t) e a.lcorrespondeg
te funcao x; por xt(0,¢).

Apresentamos, agor&, alguns resultados basicos re
ferentes as Equagoes Diferenciais Funcionais do Tipo Retar
dado. As de%onstragaes podem ser enpontradas‘ﬁa bibliogra
fia indicadé:

1) 0O probleﬁa de valor inicial f

x(t) = £(t,x,)

e.equivalente a.equacao integral

. t ,
irX(t) = ¢(0) + J f(U,xS)ds, t}
! :
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2) Para todo par (0,$) € A, existe uma solugao local de

(1) com condigao inicial ¢ em o. Ver [2,3].

se ¢, = {0 e € |[[¢]] < H ,0cHz=) A = [0,%) x cy

e f leva conjuntos fechados e limitados de A em conjuntos

‘limitados de H(n,temds:

3) Se x(t), definida em [0-h, 0+8], § €(0,»), & solugao
de (1) e se lx(t)l < H neste intervalo, entao, x(t) PO
de ser estendida a direita de 0+ &, como solugao de

(1) ,tomando para condigao inicial em 0 + §

P(O) = x(o+6+8), 6 €[-h,0]. Ver [}].

4) Se x(t), definida em [b—h, o+8), 6 €(0,»), évsolugio de
(1) e se, neste intervalo, |x(t) | < H < H, entao, pode
mos estender x(t), como solukao de (1), a [g—h, 0+6] e,

por conseguinte, por (3), a direita de 0 + §. Ver [6].

L f -
5) Seja x(t) solugao de (1) tal que [x(t) | < H < H, para
+ ; S - .
t e[b-h, t ), onde [6-h, t ) e o maximo intervalo aber
N : .
to a direita ao qual podemos estender x(t) como solugao

~ + . - - . . . .
de (1). Entao t = », isto e, x(t) esta definida e limi

tada no futufo. Ver [}].

I-2. Estabilidade.

Seja x(0,¢)(t) uma solugao de (1) definida no fu

-4 -



turo.

Definigao I-3.

A solucao x(0,9)(t) de (1) & estavel no sentido

de Liapunov se dado € > 0, existe § §(e,0) > 0 tal que

para todo £ ¢ €, ||&-¢|]| < 8, temos que
[z, (0,8) - x_(o,9)]| < e,
para todo t > 0 e toda solugao Z(0,E)(t) de (1).

Definigao I-4.

Se a solucgao x(0,¢)(t) de (1) nao for estavel, di

remos que ela e instavel.



CAPTTULO 1T

INVARIANCIA PARA SISTEMAS NAO AUTONOMOS

Relacionaremos, nesse capitulo, alguns resultados
basicos sobre a Teoria de Invaridncia para Sistemas nao Au
tonomos de Equagoes Diferenciais Funcionais do Tipo Retar
dado, que foram estudados por Rodrigues, em [}i]. Esses re
sultados constituem ferramenta fundamental para o capitg

lo IIT.
II-1. Fatos Basicos-

Seja W < @ aberto e consideremos o espago

n .
,munido

C(RX W, R™) éas funcoes continuas de IRX W em R
da topologiazdé convergencia uniforme nas partes compactas
de R X W.

SejaiP € C(RX W, R®) e T ¢ R. Definimos

P,r e C(R-X% W,}IRn) do seguinte modo:

PT(t,,ﬁcb) = P(t+7,¢), (t,¢) € R x W.

seja’® ={P_e L(RX W, R®™): T¢e R}.



Lema II-1.

Consideremos o seguinte conjunto de'hipatéses:
(a) Para cada ¢ € W fixado, P(t,$) e limitada em t.

(b) P & uniformemente continua em todo conjunto da forma

IR x M, M CW compacto.

i) Para qualquer (tgo,¢p) € IR X W fixado, o conjunto

{PT(to,¢o): T € R} e relativamente compacto em )1l
ii) P e equicontinuo em IR X W.

Entao as condigoes (a) e (b) sao equivalentes a

(1) e (ii) respectivamente.
"Prova:

d).(i)jé'equivalente a (a),

Para todo (to,Pp) € R X W temos:

'{PT(to,¢;)1T{Q:IR}m=.{P(T+to,¢0):T,€TB§}‘=A{P(t’¢o):p{e R}.

Portanto*{PT(to,¢o):T e R} e relativamentejf com

. ; g
pacto no R%,se e s0 se;{P(t,pg): t € R} & limitado, ou
seja, se-e so se.existe L = L(¢g) > 0 tal que lP(t,¢6| <L,

»



para todo t € IR.

2) (ii) : equivalente a (b).

Suponhamés que P & equicontinuo em R X W. Entao
dado ¢p € W, o conjunto P e equicontinuo em (0,dq). Logo
dado € > 0, existe 6 = §(e,$0) > 0 tal que, para qualquer
(t,9) e B x W sati?fazendo |t| < g, ||¢-¢0|| < §, temos:

2 _(£,9) - P_(0,40)] < 5, para todo T € R.

— N[™

Logo: |t| < & e |[|¢-do]|] kK & implicam que
IP(T+t,¢) - P(T,¢o)1 < % , para todo‘f e IR.

Em particular temos:

t;, t2 € IR, It1—t2| < 6’ ¢ € W, ll¢_¢0ll < 6

implicam que IP(t2s¢)"P(t1,¢o)| < % .

Seja M C W, compacto. Obtemos, entao, que - para

qualquer ¥ € M, existe § = 8(e,¢) > 0 tal que

|P(t2,0) ;P(tl,w)l < % para |ty~-tz] < & e
[ lo-v|] < 6. |
Para cada_w € M, seja B(w,giééil) a bola em W,

com centro em ¥ e raio ﬁiiiil . EhtEo M C U B(y, éiiéil).

YeM
Como M e compacto, existem Y1, ... Py _ € M tal que
m §(e,¥;) 1 m
MC U B(Y., ————). Seja 6§y = = min{8(e,v.), i=1,..,mk
121 i 2 02 1
Consideremos ti1,t2 € IR e ¢, € M tal que
|t1-t2| < §g e ||¢—¢|| < §q. Existe j e{1,...,m} tal que

: S(e,¥:) - ,
Y € B(wj, ——~§‘l——). Seja ¢, = &8(e,¥_, ). Temos entao que
v 3 J



CAPfTuLo 1.

EQUACDES DIFERENCIAIS DO TIPO RETARDADO

I-1. Preliminares.

Sejam [a,b] um intervalo da reta e RP 0 espago ve

torial n-dimensional com uma norma qualquer [.l. Denotemos
n ~ -

por C([a,b],IR ) o espago de Banach das fungoes continuas,

definidas em [a,b] com valores em Bin, munido da seguinte

norma:
[Tol] = sup  [o(&)].
ee[a,b]
Se r > 0 & um numero real fixado, devido. a fre
quencia com que ocorre . neste trabalho, <] espago

E([—r,O],B&n) sera designado por T,
n .. ,
Se x € E(Ia-r,b],m, ) definimos, para i cada

t €[a,b], a fungao x, ¢ L dada por
x, (8) = x(t+0), 6 e[-r,0].

(o grafico de X, e o transladado ao longo do eixo t isobre

t‘ . L .
[—r,O], do grafice de x restrito ao intervalo [t-r,ﬁ]).

!



. 8.
Ilw‘wjll <.5i e como tl‘le < §q < El concluimos que

[BCei,¥) = B(e2,9,) ] < £

Alem disso,

||¢ij|| < ll¢f¢]| + llewjll < 8o + 34 < 6j‘
Logo,
| [PCt2,0) = RCt2,¥,)] < €/2

e,portahto, -

|P(t2,9)~P(t1,9)] = IPktz,¢)—P<tz,wj>+P(t2;wj>—P<t1;w>l

< [PCt2,0) = PCe2,¥ )|+ [BCe2,0,) = BCe1,0) |

€ . € _
7%z ° ¢

{
Assim (b) esta satisfeita.

'1 - Reciprocamente, suponhamos‘que%P e upiformemente
continUa em todo conjunfo da forma R 85M, M C W compacto.
Entio Jados e > 0'; M C W compacto, exi;te § = 8§(e,M)>0
tal qﬁé‘ |

L otnte € B, Jti-tz] < 8 0oy e, [[6-p]]< 8 im
plicam_': que |P(t;,¢) - Pi‘(t.:z,lb)l <e . A

Queremos mostrar que dados € ?lO e (tgo,Pp)e RX W

existe 8 = 8§(e,to,00)>0 tal que para qualquer (t,$)e IRX W



satisfazendo |t-to| < & e [|¢=¢,|| < § temos:
P (t+T,0) - P(ty+T,$0)| < € para todo T £ R .
Suponhamos que isso nao seja verdade. Entao exis
tem €0 > 0 e (tg,¢0) € IR X W tal que para qualquer 6§ > 0,

existem t = t(8), ¢ = ¢(8) e T = T(S§) satisfazendo:

[t-=to]| < 8, [|o-¢ol] <6 e |P(t+1,0) - P(to+T,00)]| > €,.

-~ Em Partlcular existem tn’ ¢h e Tn tal que
- < 1 - < 1 -
legmtol <1 [lo,=6all < L
: + - ) | > .
(2) ,JP(tn Tn,¢n) P(t0+Tn,¢0)[_ €0 para'todo ne IN

Notemos que ¢n + ¢y quando n + =,

o

Consideremos compacto K = {¢n: n e BU'UA{¢0}.PE

la hipotese, existe &
i

ti1st2 EEE', lti-t2|

S(EO,K) > 0 de modo que se

A
(o]

e o,V £ K, |l¢‘¢|| < § temos

(3) - |P(t1,9) - P(tz,¥)| < €0

Escolhendo ng € IN tal que %0 < §, temos:

1 1
- —_— — &K m—
ltno to| < ng ||¢n0 doll —
e  :_|P(tno+Tn°,¢no) - P(to+rno,¢o)l > €y

- 10 -



Mas

- - - 1.3
l(tno.”no) (tor1, o= e to] < ng <8
o 1 }
e [[o,,0all < &= <.

Logo, por (3),

+ -
lP(tno Tno,q)no) P(t0+Tnos¢0)| < €g,

contrariando (2).

Assim vale (ii).

Lema;II-2. (Teorema dé-Kscoli)

Seja Z um espago metrico, Y um espago de
Hausdorff separévelﬂevconsideremos L(Y,Z) munido da topolo
gia da convergencia;?qiforme nas partes compactas de Y. En
tao F C C(Y,Z) e rel%tivamente compacto em L(Y,Z) se e so

se:

i). F e equicontinud em Y.

ii) F(xy) ='{f(xo): f € F} e relativamente compacto em 2,

para qualquer x, € Y.



Prova:

Veja [12].

Corolario II-1.

Seja P £ T(R X W, Bin). P tem as propriedades (a)
e (b) se, e somente se, o conjunto P e relativamente com
pacto em CL(R X W, IRn).
Prova:.

Segue dos lemas II-1 e II-2,

Coroldrio II-2. z

Seja P e C(R X W, R") com as hipoteses (a) e
(b).lEntao,dada uma sequencia (Tm), T, € R para todo

i . ~ . *

m € IN, existe ‘subsequencia (Tm ) e P £ B(R %X W, H(n)tal
! * 3 - .

que P + P quando j > ®, em C(R X W, R"). Além disso.
Tm-
o ] * -

disso P satisfaz as condigoes (a) e (b).

Prova:

Suponhamos P ¢ T(IR x W, ]Rn) satisfazendo as hi

poteses (a) e (b).



Pelo corolario II-1, concluimos que P & um conjun

- ) . ) ' . n -
to relativamente compacto em E(R X W, R ). Logo,toda se

€ P para todo m, possui uma subsequencia

- . P
quencia (PT ), T

m
convergente em L(R X W, Din).

Assim, dada uma sequencia (Tm), T € R para to
‘ - . . *
- do m, existe uma subsequencia (Tm ) e P ¢ L(RX W, IRn)td
* . J n
que PT + P quando j > o, em C(IR X W, IR ).
! m

. % _
J Mostremos, agora, gue P satisfaz as condigoes

(al) e (b).

Do Como P satisfaz a condicao (a),existe L

L(¢)> 0

. tal que:
|P(t,¢§| < L, para todo t € R .

: , - *
Seja ty € R . Entao, P(go+Tm 5¢) =+ P (t,,¢) quan
i : ‘ ; ]

..do j + . Mas '|P(to+'rm ,¢)| < L, para todo j.

. 3 .

*
Logo |P (t0,¢)| < L.

Kl

Portanto P* satisfaz é condicao (a).

Como P satisfaz a coniigao (b), dado € > O,existe
6§ = 6(e,M) > 0 tal que se t,, t:,-.2 e R, |t,-t,] <&, ¢,peM
e [1¢-vll < & entdo |P(t,,0) ~ B(t,,¥)| < £, para qual

)

~quer M C W, M compacto.

. * ; ,
Como PT + P quando m *» ©, dados t,;, t,, ¢ e V¥
~ m B
nas condigoes acima, existe n, .= no(E,M,tl,tz) tal que:



*
|P<t1+Tn°,¢) TR L] < = e

‘ *
[2Ceptr, o0) = P e, < 5

¢

Logo:
* ' *
[P (e,,0) - P (t,,¥)] <
*
]Pv(t1,¢) - P(t1+Tno,¢)| +
* R et L) - P(totr 2¥) ]+

} * € , € €
+ |P(t2tTn0,¢) - P (t,,¥)] < sty += = e

S %
Portanto P satisfaz a condigao (b).

Sejam . Pe C(R X W, R") e P a aderéncia de IP em

C(R x W, R").

Definigdo II-1.

*
0 conjunto Q(P) = {P € T(R X W, B{n) tal que

existe sequencia (t ), t  ~ © quando m > ®, com P P
: m
quando m + «} & chamado conjunto w-limite de P.



Observagoes:

(1) Se P satisfaz (a) e (b), entao a aplicacao

jt: R » B(Rx W, Rn) definida por j(T) = PT e continua.
Prova:

Fixemos: P € T(R X W, ]Rn) e consideremos T € IR.

Seja

V= V(_,Ke) = {Qe T(R x W, R™) tal que
max  |P_(t,4) - Q(t,$)| < €}
(t,0)eK

onde € > 0, K = [?ﬂ,ﬂj X M, £‘> 0 e MC W e co#pacto.
Vamos mostrar que exiéte § = 8(K,¢) > 6, tal que
se |t-0]| < G‘entio P, € V. i
Como P(t,¢) satisfaz &b), existe § = §(e,M) >0
tal que se O,T.é R, |1-0| <8, ¢, e M e [|d-¥|] <&, en
tao |
|2(1,0) - PCo, 0| < 5.

Em particular |o-T] < § implica que

|P(e+T) - B(e+o,8)] < S,

para todo t ¢ R e todo ¢ € M.

_15_



S

Como K€ R x M, se |1t-0| < 8, entao

max  [P_(t,9) = P _(t,0)] < sup [P (£,0)-P_(t,0) <,
(t,¢)eK (t,)eR xM

ou seja PO e V.

(2) Se P e C(R x W, IRn) satisfaz (a) e (b), éE

tio Q(P) # 6. ‘ 1
Prova:

Basta escolhermos, no corolario II-2, a sequencia
(Tm), Tm € IR para todo m, de modo que Tm + © quando m * =,

i
H
i

(3) Q(p) C B.

(4) Se P(t,d) P(9), entao ﬁ(P) = {p}.

P(t+w,¢), para;todo t € IR e todo

(5) Se P(t,9)

¢ € W, onde w > 0, entaoI = {PT e C(IR x W, IRn):Te[O,w]}

Prova:

Mostremos inicialmente que P = IP.



fu

Seja Q € P. Entao,existe sequéencia (e ) tal que

Pt + Q quando m + o,
m

Como a aplicagdo j: R + E(RXx W, IR") & periodi

ca de periodo w e t_ € R para todo m, entao t =i w+ 7T ,
m m m m
T ¢€|0,w| e i_ inteiro.
Logo, Pt = Pi Wil PT s Tm g[p,w] e, portanto,
. m m m m
existe subsequencia (Tm ), com Tm-+T E[O,w],quando j * o>,
| 0 j |
A observagao (1) acima, implica que PTm -+ PT quan
: z j
do j » o, i
Assim PT = Q,;od seja Q € IP.
Consequentemehte]_P C Ir.
A outra inclusao & imediata.
Para provar que (P) =:§, basta mostrar Qué

- Q(P), pois da observagio (3) temos que Q(P) C P.
Seja Q € P. ﬁntao, existe Qﬁ ﬁ P tal que Qn - . Q

quando n + o,

Como IP =P, temos que Q = PT, Qn = PT ’ . com
. : n M
10 ara to n. :
T,Tn g[ ,w], para dp J
Tomemos On =5Tn + nw. Entao Gn + ®_  quando nf*; e
| =P =P .
e Py = F; T
n - n+nw . n

Assim P0 > PT = Q, quando n > ®,isto e Q € Q(P).
n , ,

Seja h >.0 egx:[o—h,m) + R" uma aplicagao conti

nua. Como no capitulo I, denotemos por x

!

¢ t E[U,W) a iqu
cao : . o
! X, ! [-h,0] -~ r"



dada por xt(e).= x(t+6), © e[—h,d].

Chamamos de conjunto w-limite de x, ao conjunto

Q = {6 € T tal que existe sequencia (¢ ), t >

quando m >, com x. * ¢ quando m + o, em C}.
. m '

Definigdo II-3.

Chamamos de conjunto w-limite de z(t) ao conjunto
Q(x(t)) = {p e RY tal que existe sequencia (ty),

tm + ®_ quando m +> © com'x(tm) + p quando m > ©}.

Observdgdo: ; i

{ Se x(t) € K, para todo t e[T,w); ondé T > 0-h e
K € um subconjunto compacto do r", enﬁgé Q(x(t)) e nao va

zio e;Q(x(t)) C K.
Provag: .

Seja (tm)‘C [},w) tal que t, oo‘quandovm +> o,
Para todo m, x(tm) € K.

Como K e compacto, existe subséquancia (tm ) de
3



(tm) tal que x(tm ) * xq € K, quando j + o,
o i .
Logo xgq € Q(x(t)) e,portanto, Q(x(t)) # ¢.

Desde que K e fechado em IRn,Segue que N(x(t)) cK.

II-2. Conjuntos Semi-invariantes.

. n : . : .
Seja D € IR aberto e consideremos as seguintes

hipoteses:

(8,) Seja P: R x €([-h,0],D) » R" tal que:

(a) Para cada ¢ € E(E—h;OJ;D) fixado, P(t,d) E'li

mitada em t.

(b) P e uniformemente continua em conjuntos tda

forma IR *x M, onde M C E([4h,0],D) E-compa?to.

(HZ) P e limitada em conjuntos da formaiﬂi x E([—h,O],ﬁ) ,

onde K< D e compacto.

(HB).Seja Q: [b,@)-sx E([ﬁh,Oj,D) -+ Bin‘ital que para toda
funcao continua x: [O,w) + D, com x(t) € K, para todo

t > 0, K€ D compacto, temos:

s+t o

J Q(T,x_)dT > 0

s

quando s =+ ©, uniformemente em t 8[0,1]}

- 19 -



(#,) seja s: [0,») x ¢([~-h,0],0) » ®R® e A c €([-h,0], D)
tal que a todo subconjunto compacto K de D e a tod;
e >0, cor;espondem § = 8(e,K) >0 e Ty = TQ(E,K) >0
de modo queﬁse t > To,9 € G([}h,Q],K) e d(¢,A)< G,en
tao

|s(t,d) ] <ae

Observagao:

Se_(H3) e satisfeita entEo; para qualquer £ > 0,

temos:

s+t
J Q(T;xt)dT + 0

S

quando s > «, uniformemente em t}e[—ﬂ,ﬂ].

Prova:
. ll
Vamos mostrar, inicialmente, que (Hy) esta verifica
da para t s[b,ﬁ], p > 0.
Seja m znp, um inteiro fixado.
~ t
Se t EEQ? ],entao p E[O;,lj.
Temos: que:
(s+

Q(T,xT')d‘i + J

s+t st

gl
g
Bl

Q(t,x_)J)dt +
s+ T

Blet Hlet

t

-1)L]+
Ls+(m .)m] ™ Q(1,x )dT.

+ .. +
t
s+(m 1)5

- 20 -



Cada parcela do 29 membro & tal que

s+&+:t_.
g m m . _
j' Q(T,XT)dT + 0
kt
s+ —
m

quando s »> «, uniformemente em t e[b,p], pois s + ® impli

kt
ca ques+—ﬁl—+°°.

S+t | .
Logo , J Q(T,xT)dT + 0 quando s » ooy uniforme
.,s ' !

mente -em t E[b,p], para qualquer p > 0.
- (S+t
Resta mostrar que J Q(T,xT)dT > Q quando s + %,
s

uniformemente em t E[;p,ej, para qualquer p > 0,

Se t 8[;p,q1 entao -t E[O,p],
!

s+t s (s+t)-t
J Q(t,x_)dT = —J' Q(t,x_)dt = —J Q(t,x_)dt
s T T s+t ' T

i
e recaimos no caso anterior.:

Seja,entio,P e C(R X ;m([-h,OJ ,D),]RP') = [, e
P = {PT: Te R}c<CT,. - ' !

Consideremos em Ei a;topologia da f convergencia
uniforme mas partes compactaéfde R x @ ([—h,d],D). Seja P

a aderencia de PP em L,.

'

Sejam os sistemas de equagoes diferenciais do ti

po retardado:
_21 -



e
0

(%) P(t,y,)

(5)

™
!

= P(t,Xt) + S(tsxt) + Q(t’xt)

Teorema II-1.

Suponhamgs satisfeitas as hipoteses (Hl), (HZ)’
(Hs) e (Ha). Seja?x(t) uma solugio de (5) tal que x(t) € K
pafa t E[I,ﬁ), onée K c D & compacto, e suponhamos que
.xtj+ A quando t +jwh;Ent50, para ¢ada zZ € Q(x(t)), corres
ponde uma sequEnc?a (tm),'tm +> o :quando m > o, umé funcao
y(t) definida em IR e P* € ﬁ(P), aé modo. que:

x

. * :
(1) y(0) = z e y(t) =P (t,yt),lpara todo t € R.

(ii) x(t+tm) + y(t) quando t - o, uniformemente ed_subcog
juntos compactos de IR.

i

. it
(iii) P + P uando m > ®, em ;.
) t 4 q
' m

Prova:

Sem perda de generalidade, podemos supor que
x(t) € K para to&q t E[p,w).
- Seja z € Q(x(t)) e (em) sequencia decrescente de

numeros reais positivos, com e 0 quando m + <.

Como z € R(x(t)),existe sequencia (tm);-  t - o

- 22 -



quando m + «», de modo que x(tm) + z quando m * «,
Seja £ > 0 um nimero fixado. Podemos supor

Afirmagao 1: Podemos assumir que a sequencia (t ) satisfaz
. m ,

< > - - :
IS(t,xt)I e, para t > £ £ hf

De fato, dado €, > 0, a hipatése (H4) garante que

k
existem Gk = S(Ek,K) >0 e Ty = T(ek,K), de modo que @ se
t > Tk’ b € E([fh,O],K) e d(¢,A) < Gk‘;entao '
Is(t,0)] < gy
k . :
. Como X, * A quando t * », existe T, > T tal que
k k '
t-> Ty implica que d(xt,A) < dk._
Seja t satisfazendo t =~ £ - h > T,. Ehtso,
"k i o
t >t - £ -h> T, implica que d(xt,A) < 6k e, . por

Tk
tanto, |S(t,0) | < € *
Suponhamos, entao, que lS(t,xt)I <e_ ! para

t >t - L - h e que (tm) seja uma sequencia crescente.

Pela hipotese (Hz), pqdemosfsupor, ainda,que exis

te L > 0 tal que:

sup{|P(t,¢)|: t € R, ¢ € C([rh,0],K)} = L < .

L

Para t €[-h-£,£] e m € N temos:



t+t
_x(t+tm) =.x(tm) + j' n [?(s,xs) + S(s,xs) + Q(s,xs)]ds

t
m

A Ultima expressao faz sentido pois se t e[—h—ﬁ,l] temos:

t+t > ~h-&+t > -h-f+t, > -h-£+2h+L = h > 0

e b, >t > 2h+£ > 2h > h > 0,

Para cada m ¢ IN, definamos x [-h-2,£] ~ Rr" pe

la expressao
= + .
xm(t) x(t+t )

Logo para t e[-h-£,£] eﬁm € IN ,temos:

4 ‘ t+t , t+tm ‘t+tm
; ) _ ) m +
1 (6) xm(t) = x(tm)fj . P(s,xs)d?+j S(S,xs)ds Jt Q(s,xs)ds.
tm - 7i,tm | m
Fazendo s = T + t_ na primeira integral,temos- que
para s = tm’ T =0 e para s =t * tm’ T = t.
Além disso se n e[—h;O], temos:
x (W) = x (W) = x - (t+p) = x (T+p) = (x ) (W)

m m

(x



Logo para t ¢ [}h—l,@] em € IN ,temos:

t t+t
(7) xm(t) = x(tm) +J P(s+tm,(xm)s)ds+J n S(s,xs)ds+J miQ(s,xS)ds.

0 t t
m m

t+t

Pela hipotese (H3), podemos supor que a sethncia

t sati :
( m) sfaz

t +7T
m
(8) ’j _Q(s,xs)ds < e, para T e [—h—ﬁ,ﬁ]
t
m
Consideremos, agora, o espago de Banach

c([-n-£,2], R") munido da topologia da convergéncia uni
. ‘ _ n, .
forme e o conjunto F = {xm £ E([;h—l,ﬂj, R ):'me IN} on
de x_(t) = x(t+t ) para t ¢ [-h-£,2].
- Como xm(t) € K para todo t € [}h—l;@] e para todo
m € N, a compacidade de K implica que F & uniformemente

limitado.

Afirmagdo 2: F & equicontinuo em [}h-l,l].

De fato, sejam s),S2 € [—h—ﬂ,ﬂ], com s} < S2.

A formula (6) implica que:

S2 Sa+t i
Ixm(sz)—xm(sl)lf J P(s+tm,(xm)gds + J n S(s,xs)és +
' s, t
s+t S+t s+t
+ J o S(s,xs)ds + J m Q(s,xs)ds + I m Q(s;xs)ds .
to to ‘m

- 25 -



(£

Como(xm)S £ E([}h-d],K) para todo s € [sl,szj, a

hipotese (HZ) implica que existe L > 0 tal que

S

S2 '
J P(s+tm,(xm%)ds < L|82‘51 .

Por outro lado, se s > 0,entao s ; +t >t e,

m = m

] ‘m

ortant >t >t -h-& a s .+t ],
portanto, s > t 2> t_ h par todo's € [tm, s t ] Se

s,
J

para todo s € [sj + t

J

s.+t

t

< O,entao sj + t

]

m

o S(s,xs)ds

m

m

<

t
m

1

De~(8),seéue que:

t +s.
lJ w1 Q(s,xs)ds < Em

’ tm]. Logo, para j

< tm e, portantQ, s 2 sj+t

> +f-h+t
m - . m

1,2,temos que:

s.+t ,
J 1B IS(s,xS)}ds < Emlsjl < em(h+£).

, . para j = 1,2.
t
m
Assim,ﬁpara S1,82 € E—h—ﬂ,{], temos :
[x (s2) = x (1) |< Llsa=sa| + 2(n+l)e, + 2¢ =

= Lisz2-s1| + Zem(h+£+1).
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Como Em + 0 quando m + », dado € > 0, existe

ﬁoﬁ IN tal que m > ny implica que ZEm(h+£+1) < % .
. € ~ :
Seja 6' = 7T Entao, se m > ngy, S1,82 € E—h—l,l]

e |s1-s2| < &' temos que

lxm(sz) - xm(sj)| < g.

!

Como o conjunto {xl,...,xn } € equicontinuo em
T 0-1

[}hfﬂ,l], existe § %al que se |sZ-S¢| <.§,ent50

|xm(sz) - Xm(81)| < g parh me {1,2,...,n9-11}.
Tomando 6f= min {8,8'}, temos que se s2-s1| < €
entao ;
) L .
[xm(Sz) -'Xm(sl)|< €, para todo m € IN, ou  seja,

F ; equicontInuo.;

-0 lema II-2 garante, entao,que O conjuntoiE e ‘re
lativamente compacto em E({}h-ﬂ,ﬂ],IRn). Logo, paséandol a
umajsubsequéncia, se necessario, podemos supor que{(xm) e
umaféequancia convergente em E([;h—ﬂyﬂj, Din) , ou’ seja,
exi%te y € m([}h-@,l], IRn) tal que xm(t) = x(t+tm£ +~ y(t)
qu@hdo m > ©, uniformemente em t e:[}h—ﬂ,ﬁ]. Porvéohseguig

te, (xm)t > Y, quando m + «, em &, uniformemente em

- 27 -



t e [-2£,£], pois:

1) = v || = sup [(x ) (®) -y (®)] =
e€j[‘h,0:] 3

= sﬁp lx(t+tm+9) - y(t+0)] < sup . Ix(tm+s) -y(s)|.
oe [~h,0] | . se[-h-£,£]

Consideremos, agora, o conjunto

v ='{(xm)tf: te [-£,£], m ef]N }crt.

0 lema II-2 implica que V éirelativamente compac
toé De fato, a 1imiiag§o uniforme_de%V segue do fato que,
x(é) € K para todo t € [0,=). Provemés a equicontinuidade
de V. | o

Sejam 6,0, € [-h,0] e t é [72,23. Temos que:

| (x ), (®2) = (x> (O] = |x (£+62) - = (£+0,)]< |

< M[B,-6,] + 2(h+l+Dle_ .

Usando o mesmo tipo de argumento aplicado anteriormente te

mos a equicontinuidade de V.



Notemos, ainda, que V. € vV c m([}h,d],K).
Como P satisfaz a hipotese (Hl)’ segue do corolél
rio II-2 que existe uma SPbsequgncia de (tm), que denotare

mos do mesmo modo, tal que

* * - -
Pt > P , quando m + ©, em L,, onde P € {(P) < P.
m N

Para t € [;Z,Zj‘témos:

<

t . ,
H |B(s+t_,(x ) ) = P (s,y,)|ds
0

< t;|P(+t ¢ ) )" “PG. * |
< s m,(xm S)-P (s,(xm)s)|ds + |P (Sab%gs)"P (s,ys)|ds

0 ' 0

*
Como P(s+tm,¢) + P (s,9) quando m > @,uniformemen
te em [}ZJZ] x V, dado € .> 0, existe ny =€no(e,£,5) tal

que m > ny implica que

lP(S"'tmsq)) = P*(S,;sq))l < €,

‘para todo s € [;E,gj e todob¢ e V.

Em particular, temos que m 2 ng :implica que

lP(S+tm, (Xm)s) —1.‘ ‘PE*(S s (Xm)S) I < ._'e

para todo s € [-£,2].



Assim, se m > ng,temos que:

t
!J |P(s+tm,(xm)s) - P*(s,(xm)s)|ds <eglt
0

~para todo s e%[—Z;Z].

* . . - )
Como P & uniformemente continua em [-£,£] x Vv,

' existe n > ny tal que se m > n, entao

‘
'
1

IJ IP‘(s,(xm)s) - P (§,ys)|ds < e £,
0 ' .

para todo t e [-£,£].

Portanto,

t | :
J- ’?(S+tm,(xm)s) - P*(s,ys) ds > 0 -
0o !

quando m ~ ®, uniformemente para t € [}K,KJ.

Passando ao limite quando m + « na equagao (7), te

" mos:

t %
y(t) = z +;J P (s,ys)ds,
0

para todo t e [-£,2].
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Tomando £ = 1,2,3,... e procedendo por indugao

construimos sequencias (t ), pe N, com (t

p,m p+1,m) sendo

subsequencia de (t .
q a} ( p,m)

Chamando de t =t temos:
, m m,m

* :
(111) Pt + P ' quando m » «, em I,.
m .
(ii) x(t+tm)*% y(t) quando m: > =, uniformemente nos com

pactos de IR.

-t '
*
(i) y(t) ='J' P (s,ys)ds + z para qualquer t € R ,donde,
0

§ =-ﬁ%t,yt) para todo t € IR, e y(0) = z.

A prova esta completa.

!

Teorema II-2:

i
Supqhhamos satisfeitas as hipoteses (Hl), (HZ)’
(H3),e (HA).;Seja x(t) uma sblugao de (5) tal que x(t) € K
para todo tle tT,M),'onde K‘C D e compacto, e . suponhamos
X, > A quando t > . Entao, é conjunto w-limite § de X, e

nao vazio, e para cada ¥ € Q, existem sequencia (tm),tm+ L

Pk -~ : ~
quando m *> », P € 8(P) e uma fungao y(t) de modo que:
.’;

. *, '
(a) y(t) = P‘(t,yt),—para todo t € R, e yp =¥



(b)

Xt -+ yt, quando m * «®, uniformemente nos compactos
m _

de IR eytEQ,_para todo t € IR.

(c) Pt > P* quando ﬁ + o en C;.
i

(d) X, + {, quando 't + =,

Prova:

Como f(x(t)) # ¢, existe z evﬂ(x(t)). Entio,o teo
rema II-1, implica que _existe uma sequencia (tm),fm + o
quando m + ® e uma funcao y(t) definida em R, ~ com

>y quando m * «®, uniformemente nos compactos de

Xe+t t?
m

IR. Alem disso, v, € Q para todo t Egm., e portanto Q# ¢.

| Seja ¥ € Q. Entao, existe séquéncia (t;), ﬁ; +

quando m -+ ®, com xﬁ.‘+ ¥  quando & +~ o, em [. " Logo

xt.(O) = Py (o) qhando?m > ®©, ou seja,;x(tA) + P(0) quando
m > e, . ;"

Portanto, WIO) € 0(x(t)) e:pelo teorema II-1l,exis

tem sequencia (tm)’;tm + ® quando m.* ® . uma fungao y(t)

* =
definida em IR, e P ¢ R(P) de modo que:
., *
(1) y(0) = ¥(0) e y(t) = P (t,y ), para todo t € R.

(ii) x(t+tm) > y(t); quando m + ®, uniformemente em com

pactos de IR.



* .
(iii) Pt + P , quando m *> «, em [;.
m

Logo, valem (a), (b) e (c).
Finalmente, suponhamos que (d) nao esteja satis

feita. Entao, podemos encontrar uma sequencia (sm), sy, ®
quando m > o, e uma constante g > 0 tal que d(xS ) > ¢
m
para todo m € IN .
Como x(t) € K, para todo t ¢ [T,w), podemos assu
mir que x(sm) + 0 € Q(x(t)), qﬁando m > ©,
Da prova do teorema II-1, segue que existe uma
subsequencia (sm ) de (sm), tal que X + ¢ € £ , quando
Tk m
- , . - k
k > «©, que e uma contradicao.
0O teorema esta provado.

A definicao abaixo € motivada pelo teorema II-2.

!

!

Definigdo II-4:

M cﬂm e dito semi-invariante relativamente a(4),
- %* ~ -
se a qualquer y € M corresponde P € (P) e uma solucgao

. * ) .
y(t) de'y =~Pw(t,yt),-definida para todo t € TR, de modo

que y _ € M para qualquer t € R e yo = Y.

Corolario IIZ3:

Dentro das hipoteses do teorema II-2, o conjunto

w-limite de'-_xt e nao vazio, semi-invariante relativamen
.'*> Q quando t =+ o,
- 33 -
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Corolario II-4:

Consideremos o sistema (5) com S = O. Suponﬁamos
que as hipoteses (Hi), (Hz) e (H3) estejam satisfeitas, e
que x(t) e uma solucao de (5) tal que x(t) € K, para todo
t € [T,»), onde K€ D éacompacto. Entao o conjunto w-limi
te {1 de X, € nao vazio, compacto, conexo, semi— invariante

relativamente a(4) e x, + @ quando t + o,

t

Prova:.

Tomemos A ='E‘¢m (H4).

0 corolario II?3, implica que 9 & nao vazio,semi-
-invariante relativamenge a(4) e X, + Q quando't + o,

Para provar a c?mpacidade e a conexidade de Q ver,

i

por exémplo,'[4,6].

Observagoes:

(1) Quando for exigido alguma condigao de unicida
de em relagao ao problema de valor inicial para (4)diz-se,

na definicao II-4, que"M € invariante em relacao a (4).

(2) No caso em que P & periodica em t, de periodo
w > 0, a definigao Ii-ﬁ pode ser formulada do seguinte mo

do:



Dizemos que M < & & semi-invariante em relagao a
(4) se, a cada Y € M, correspondem T € [0,@] e uma fun
¢ao y(t) definida em TR, tal que §(t) = PT(t,yt), yo = Y e

v, € M para todo t € R.

(3) No caso autonomo, dizemos que M C 'L & semi~-in
variante em relagao a (4) se a cada y € M corresponde uma
solugao y(t) de (4), definida em IR, com y, = § e y, € M

para todo t £ IR.

.E (4) Uma particularidade importante do corolario
iI-4, e ﬁue se o sistema (4) for autonomo, se x(t) for s0
lugao de (4) e existir um compacto K € D de modo  que
x(t) € K para t € [T,@), entao o conjunto w—limite Q de

1
3
i

X, € semi-invariante em relacao a (4).

: (5) Ja que a hipotese (H3) impoe condigoes de
"pequenez" a fungao Q, o corolario II-4 nos diz simplesmen
te quegse Q for uma perturbacao "pequena" de (4), e x(t) e
soluggé de (5) tal que x(t) € K para todo t € [I,w), on

de KC'D & compacto, entao o conjunto w-limite § de X,

semi-invariante em relagao a (4).



CAPITULO TIT

SEMI-INVARIKNCIA E INSTABILIDADE

III-1 Introdugao:

O ponto de partida nesse capitulo, e um artigo de

Onuchic ([8]), onde & estabelecido um Critério de Instabi

lida&e para Sistemas Autonomos de Equagoes Diferenciais
Fﬁncionais do Tipo Retardado.

| Pavlu, em [10], conseguiﬁ?estabelecer um Criterio
dé Instabilidade ?ara Equagoes Diférenciais Ordinarias se
melhante ao obtid6 por Onuchic, utilizando um conjunto de
@ipEteses mais fraco.

. Na verdade, mno frabalho dé Pavliu, nenhuma condi
éﬁo de unicidade de solugoes foi exigida.

, Em seguida, Pavlu conseguiu estender esse Crité
f . :
rio para uma classe bastante amplia de Equagoes Diferen

ciais Ordinarias n3o Autonomas (veja [9, 10]).
0 nosso objetivo & obter uma generalizagao desse
Critério para Sistemas nao Autonomos de Equacoes Diferen

ciais Funcionais do Tipo Retardado.

TIT-2 Um Critério de Instabilidqdé para Sistemas Autonomos

0 resultado abaixo sera utilizado com muita fre
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quencia:

Lema II1I-1

Seja E:[a,b) + IR, b < ® uma funcao continua. Se

é(t) = lim E(trr)-E (L) <0 em [ﬁ,b), entao £(t) e nao
r>0* : r : '

crescente em [é,b). Analogamente, se £(t) > 0 em [a,b), en

tao £(t) € nao .decrescente emE[a,b).

Prova:

Consideremos o caso £(t) < 0. O caso £(t) > 0 e
similar.
Sejam t,,t, € [é,b), t; < tz, e mostremos que

E(t2) < &(tl). Dado € > 0 arbitrério, vamos mostrar que

E(t2) = &£(t1) < e(tp-ty1).

i

Supénhamos que isto nao seja verdadeiro, ou seja,
admitamos que exista €y ; 0 tal que ®(t,) > 0, onde d(t) =
= E(t) - E(t1) - eo(t-ty).

Como'é(t) < 0 em [é;b), existem pontos t €(t;,ts)
de modo que ®(t) < 0. |

Sejd?T = sup {t E(ti,tz): d(t) = 0}. Entao

t1 < T < tz, ®(t) = 0, e ®(t) > 0 para t €(T,t2].



Portanto ®(1) 2 0, ou seja &(1) 2 ¢4, contra

riando a hipotese.

A prova esta completa.
0 teorema a seguir, melhora o Criteério de Instabi

lidade dado por Onuchic em [8], pois contém um conjunto de

hipoteses menos exigente.

Seja g: EH'+ﬁRn uma funcao continua, onde

C, = {¢ e C: l]¢|| <H, 0 <H < w},

e consideremos o sistema

[

(9) = g(xt) .

Se V: EH + TR e uma funcao continua, ¢ e & e

x(t,,9)(t) e uma solucao de (9), definimos:

V(x (t0,¢)) - V{(¢)

. t, +T
V(¢) = 1lim
9y 0 r
Teorema III-1
Seja g(0) = 0 Suponhamos que exista uma fungao
v: €, R continua e um aberto U de €, de modo que:



(1) V(p) > 0 em U e V(¢) = 0 em 9U, onde U € a  frontei

ra de U em mH.
(1i1) 0 € 9u,

(iii) V(¢) > 0 em U.
- (9)

]

(iv) O conjunto F = {¢ € U: V(¢)
(9)

to compacto e semi-invariante em relacao a (9).

0} nao contém conjun

Entao, para cada ¢ € U e cada solugao x(0,9) (t)
de (9); existe uma sequencia (tm) de numeros reais,tal que
|x(0,¢)(tm)| + H quando m *» © e, consequentemente, de (ii)
resulta que a.soluggo x(t) = 0 de (9) €& instavel.

1
H

Prova:-

' Suponhamos que a tese nao seja valida. Entao,exii
tem é¢'€ U, HI_S(O,H) e uma solugao x(0,¢)(t) de (9), de
modo;que ||xt(0,¢)|| < H; para todo t > O.

. Afirmamos que xt(0,¢) € U, para todo' t > 0.

De fato, se isso n50>ocorresse, existiria um nime
ro Ti> 0 tal que xT(O,¢)E ol e xt(0,¢)€ U para t e[b,T).EB
tao,lpela hipotese (i), V(xT(0,¢))= 0 e V(xt(0,¢)) > 0, pa

ra todo t e[p,T). Mas isto e uma contradigao, pois a hipé

tese (iii) e o lema III-1 garantem que V(xt(0,¢)) & nao de
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crescente em t.

Como llxt(0,¢)|l < H; para todo t > 0, o corola

rio II-4 implica que o conjunto w-limite Q de xt(0,¢)

e nao vazio, compacto e semi—~invariante em relagao a . (9).

"Entao,

t >0,

Quapdo

quando

V(xt(O,

como V(xt(0,¢)) > V(xd(0,¢)) = V(¢) > 0, para todo
segue ‘que.  C U. |

Afirmamos, agoras,que V e constante em §.

De fato, se Y € , existe sequencia (tm), tm > o

m > o, tal que x

¢ (0,¢) 2+ ¥, quando m > o,

m
Como V & continua, segue que Vix, (0,9)) = V(¥),
4 . n
m > o,
Como V(#t(0,¢)) € nao decrescente em t, segue que
$)) = V(wj, quando t > o,

Por outro lado, se v! € qutro elemento de f,0 mes

%mo argumento impiica que V(xt(0,¢)) + V(Y') quando t -+ o,

t

Pela unicidade do limite, temos que V(Y) = V(y').
Finalmente, afirmamos que  C F.

De fato, tomemos ¢ € Q. Como e semi- invariante
A

iem relagao a (9), existe uma-solhgao y(t) de (9), definida

em IR, yo = ¢, com Y. € 2, para todo t € R .

Portanto V(¢) =0 e, por éonseguinte, ¢ € F.

(9)

Desse modo, temos uma contradicao,ou seja, existe

‘sequeéncia (t_) tal que [x(0,¢)(tm)[ + H, quando m = ©,

0 teorema esta provado.

A defiﬁigao seguinte permitira reescrevermos a

condigao (iv) do teorema III-l;,'

- 40 -



Definieao III-1

Seja D um subconjunto aberto e conexo de EH. Uma
~ n - .. . .
fungao x: IR =+ IR e limitada em D, se existir um subcon

junto compacto K de D, tal que x_ € K, para todo t € IR.

t

Lema III-2

A hipotese (iv) do teorema III-1 & equivalente a:

. (iv') Nao existe:solugao x(t) de (9), limitada em U, com

V(xt) = constante para todo t € IR .

gProva:

Suponhamos que a hipotese (iv') nao seja valida.
Entao, existe Qmé solugcao x(t) de (9), definida em R, com
V(xt) = constaﬁ@e para todo t € R, e existe K cC U, K com
pacto, com xte'?, para todo t € R .

NeStas;condiQSes, o corolario II-4 garante que o
conjunto w-limite 8 de X, € nao vaiio, compacto e semi-in
variante em re;agio a (9).

Como K é fechado em U, segue que 2 C K, e portan
to @ C U. ‘

Mostremos que § C F,

Seja Y.€ Q. Como f e semi-invariante em relacao a

(9), existe uma solugao y(t) de (9), definida em R, com
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yo = ¥ e Y, € { para todo t ¢ IR.

Como V(xt) = constante, para todo t € R , segue
da continuidade de V que V(yt) = dpnstante,para-todo t € R.

Portanto 6(w) = 0 e, assim, nao vale a hipotese
(iv). %)

Rediprocamente,‘suponhamos:que a hip6tesel(iv)n50
seja valida. Entao, existe K C F, Kicompacto e semi - inva
riante em relacao a (9). |

Seja ¥ € K. Existe solugao y(t) de (9) dkfihida

em R, com yo = Y:e Y. € K, para todo t € R .

Como K € F, temos que G(yt) = 0, para todo t € R,
(9)

e o lema III-1 implica que V(yt) = constante, para todo
te R.

Portanto, nao vale a hipotese (iv').
|

Desse modo, podemos reescrever o teorema III-1l na

seguinte forma:

Corolario III-1

Seja g(0) = 0. Suponhamos que exista uma fungao

V: €, > R continua e um aberto U chH de modo que:

(i) V(6) >0 em Ue V($) = 0 em aU.

(1i) 0 € 9dU.



(iii) V(¢) > 0 em U.
(9)

(iv) :Nao existe solugao.x(t) de (9), limitada em U, com
,V(xt) = constante para todo t € R.

Entao, bara,cada ¢ € U}e cada solugao x(0,¢)(t) de (9),exis

te uma gequéﬁcia (tm),!tal que_{x(0,¢)(tm)| + H quan&o

m > o e}consequentemenﬁe de (iv), resulta que a solucao

x(t) = 0 de (9) & instavel.

i
t

III-3 Uma aplicagao do ‘corolario III-1

0 lema a seguir sera utilizado nesta aplicacao e

nas subsequentes:

Lema III-3

Seja f(x) uma fungao escalar continua em (—a,d):,
0 < a f ©, e suponhamo; que x f£(x) > 0 para |x| < Q. .Seja
x(t) uma solucdo niao estacionaria de x = f(x), definid%.em
IR . EAtao, nao existe p £(0,a) tal que Jx(t)] < p, paré to

do t € R.

Prova:_?
. Suponhamos que exista p €(0,0) tal que |x(t)]| < p,

para todo t € TR.



. Como Itz x2(t) = 2x(t)x(t)+2x(t)x(t) > 0, segue
d . 2 - ~ . ’
que it x“(t) e nao decrescente, e .por consegulinte
%f xz(t) + 0 quando t + o,
“Além disso, %;lxz(t) Z 0 pois, caso contrario,
x2(t) = constante. e, por continuidade, x(t) = constante

contrariando a hipotese.’

Assim, existe T € IR tal que [%f xz(t{T = -B,pa
: t=T1

ra algum 6 > 0.

Entao, para s < T, 'temos:

LI f T
J [H xz(t)] as < J -8 ds
' t=s 1

t t
ou seja,
2, 2
x“(1) + BT - Bt < x“(t).

. { : - .
‘Logo, x2(t) » «, quando t + -, uma contradigio;

Aglicagaoi

'

‘Consideremos a equacao diferencial escalar do ti

po retardédo de 22 ordenm

A
! !

o= glx,, %) + £(x)



ou, equivalentemente

Xe= Yy
(10)

y = g(x.s v.) + £(x)
vcom f continua em {x ¢ R: |x] < a} e g continua em
B, = {(61,02) e € x €z ||¢2]] + ||92]] < a},onde 0 < a < o -

e £(0) = g(0,0) = 0.

Teorema III-2

Se x f£(x) > 0 para [x| < a e ¢2(0)g(d1,92) > 0 pa
ra ¢a,¢2 € Bd,entao a solugao (x,y) = (0,0) de "(10) e ins
tavel.

Prova:

R

Vamos aplicar o corolario III-1 tomando

¢;(0)
2
V(d1,¢1) = Qlégl - J f(s)ds

& U = {(61,02) € Byt V(d1502) > 0 ),

E facil ver que V e continua em Ba e que as hipé
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teses (i) e (ii) do corolario III-1 estao satisfeitas.

Se (x(t),y(t)) & solugao de (10), temos :

x(t)
V(Xt’yt) = yo(e) '~j f(s)ds

e V(x,»y,) = y(£)y(£)-£(x(£))x(t) = y(t)g(x,,y,) > 0 em B_.
(10) ' |
Logo §(¢1,¢2) >0 em VU e, pbrtanto,vale a ghipatg

se (iii). (10)

Finalmente, suponhamos que exista uma solucao

(x(t),y(t)) de (10), limitada em U, com V(xt,yt) constan

te paré todo t € R . Entao V(xt,yt) = 0, para todo 't € R,

5 (10)
ou seja, y(t)g(xt,yt) = 0, para todo t € IR. !

Afirmamos que y(t) # 0, para todo t € R . :
De fato, se existir tg e R tal que y(to) = 0 te

remos:

x(to) i x(to)

. ) 1
V(xto’yto) = l_(g.% - J f(s)ds = - J f(s)ds <0

- € .
,ytm) U

l

contradizendo o fato de que (xt
oo 0

L
Assim, g(xt,yt) = 0, para todo t € TR.

Entao, x(t) =.g(xt,yt) + £(x(t)) = £(x(t)) e, por

- 46 -



tanto, x(t) e uma solugao nao estacionaria e limitada de
¥ = f(x).

~Mas, isto contradiz o lema III-3 e verifica a hi
potese (iv).

A prova do teorema esta completa.

IIT-4 Um Critério de Instabilidade para Sistemas nao Autd

nomos.

‘0 teorema abaixo generaliza o corolario III-1 pa

o

ra uma classe de sistemas nao autonomos de equagoes dif
renciais do tipo retardado.
- n ~ .
Seja P: R x L, > R uma fungao continua e consi

deremos os sistemas

b e
[}

(11) P(t,yt)'

%oe
]

(12) } P(t,x,) + Q(t,x)

com as seguintes hipoteses:
Hl) (a) Para cada ¢ € EH fixado, P(t,¢) e limitada em t.

- (b) .P @ uniformemente continua em conjuntos da forma

fm. x M, onde'M C I_ e compacto.

H



HZ) P € limitada em conjuntos da forma R x E([-h,0],K),on
de K C {x ¢ B™: |x| < H} & compacto.

.

HB) Q: [O,W) X EH + R" & tal que, para toda fungEo conti

nua x definida em [0,®) com valores em algum subconjun

to compacto de {x € r": |x| < H}, temos:

s+t .
J Q(I,xT)dT + 0 quando s > © uniformemente em

S

t e [0,1].

Teorema III-3

Sejam P(t,0) = Q(t,0) % 0. Suponhamos que as hipé
teses Hl)’ HZ) e H3) estejam satisfeitas .e qué o sistema
(12) admita uma funcao V = V(¢) continua em Eﬁ e,existe um
aberto UC € _, de modo que as seguintes condiggg; se veri

H

fiquem:

(1) V(¢) > 0 em U e V(9) 0 em 9U.

(ii) O € 9dU

Lo
!

(iii) V() = W(t,9) > O para (t,4) € [0,®) x U. '
(12) '



{(iv) Nao existe solugao y (t) de y = P (t,yt), P ¢ Q(pP),

. *
limitada em U, com V(yt) = constante para todo t £ R.

Entao, para cada par (0,¢) € [b,w) X U e cada so
lugao x(0,¢)(t) de (12), existe sequéncia (tm) de numeros
reals tal que |x(o,¢)(tm)| + H quando m + « e, consequents‘

-

0 de (12) e

mente de (ii), resulta que a solucao x(t)

instavel.

Prova:

Suponhamoéique a tese nao seja valida. Entao exis
te@ (g,9) € [b,w) x U, H1 € (0,H) e uma solucao x(0,9)(t)
de;(12) de modo quei||xt(0,¢)|| < H1 para todo t > O.

Afirmamos qhe xt(0,¢) € U, para todo t > O.

De fato, caso contrario, existiria um numero

T > 0 com XT(0’¢) € U e xt(0,¢) e U para‘todo t € [b,T)r

Entao, pélé hipotese (i), V(xT(0,¢)) = -0 e
V(xt(0,¢)) >0 parg‘t € [ﬁ,r), 0 que e uma contradicao
pois a hipotese (iii) e o lema III-1 implicam que

V(xt(0,¢)) nao decéesce em t.
| Como ||xt(0,¢)|| < Hl’ para todo t > 0, o corolé
rio II-4 garante dﬁe o conjunto w-limite §Q de Xt(0’¢) e
nao vazio, compact§ e semi-invariante em relacao a (11).
Alem dissé, como‘xt(0,¢) e U e '.V(xt(0,¢)) >

> Tv(xg(0’¢)) = V(&) > 0, para todo t > 0, segue que

Q Cu.



Por outro lado, se Y € Q, existe sequencia (tm) R
> w; com xt(0,¢) + Y quando m =+ ®,
m v
Entao, como V e cont{nua,temoé queV(xt (o,) + v(y),;
quando m *> «, ‘ " |
~Pela hipotese (iii), concluimos que V(xt(o,d))) - v,
quando £ > w e, portanto»V e constante em .
-:Assim, dado Y € 9, existe P* € ﬁ(P) e solucgao

. *
y(t) dey = P (t,yt), definida em IR, com yo = § | Yo E 0

e V(yt) = constante para todo t € R, contradizendo (iv).

“i0 teorema esta provado.

IIT-% ApZicag5es para o Teorema III-3.

Aplicagao 1

! . Consideremos a equagao diferencial escalar do ti

po ret@rdado

(13) x = a(t)x® + b(t) x°(t-h)
com h > 0, onde:
hl) a(t) & uma funcgao limitada, uniformemente continua e

a(t) > 48 > 0, para todo t.
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h,) b(t) e uma fungao continua em [0,®), Ib(t)| < q.6,

g e (0,1) e

t+1
J '|b(s)|ds + 0, quando t = o,
t

Vamos mostrar que . a solugao x(t) = 0 de (13) e

instavel.

Sejam P(t,$) = a(t) ¢>(0) e Q(t,9) = b(t)¢$>(-h).

As hipoteses Hl)‘- (a) e H,) sao facilmente veri
ficadas. | |

A hi?Stese Hl) - (b) & valida pois o produto de
fungdes escalares uniformementé continuas e limitadas e

uma funcao uniformemente continua.

Verifiquemos a hipotese H3). Sejam K C R compac

to e x @ [p’m) + K uma funcao continua. Devemos verificar
que : 1
A
s+t 3 : .
J b(t)x  (1-h)dT = 0 quando s =+ «©, = uniforme
s -

mente em t é [p,l).
Como existe M > 0 tal que |x(t)|.§ M para todo

t € [b,W), temos:



s+t
. s+t
J b(t)x®(t-h)dT < J b(1T)x®(t-h)drt

<
s S -
s+t : S+t
< j oy | (r-n) JaT| < ¥ J [b(T)]|dt <
s E ' ; s ‘
s+t
< M J: Io(t)|ar| ,
si : '

para todo t ¢ [b,i] e s arbitrariamente grande.
 Portanto, a hipotese h,) implica no resultado de
sejado.

Logo, o teorema III-3 pode ser aplicado.

Para tanto, sejam

) \ 0 o
o V(e) = $ 20) -'% J $%(8)de ‘e
-h o

U=1{¢ e C: V(¢) > 0}.

E facil ver que as condigoes (i) e (ii) do teore
ma III-3 estao satisfeitas.

Seja x(t) uma solugao de (13). Entao

0 Lo
_x'(e) _ 8 6 o
V(xt) == "3 J-h X (t+6{d§ e
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2T (t)x(t) - % xS (t) + % x6 (t-h) = =

6(xt)
(13

-(a(t)vébxa(t) + b(t)xa(t)x(t—h) + % xs(t-h) =

— — ——
| a(t) - % bét) x® (t)

= sz(t),xe(t-h))
S bgt) % x® (t=h)

L - L } -

" Portanto, para que a hipotese (iti) esteja satis

. L] .
feita, e suficiente que V(xt) seja uma forma quadratica de

o | (13) ‘
finida positiva em x%(t) e x®(t-h). Isto se: verifica

pois, dés hipoteses sobre.a(t) e .b(t), temos:

; a(?) = % >0

I

Finalmente ,verifiquemos a hipotese (iv).
. . v * -
Vamos mostrar, primeiramente, que se P € Q(R)en

—~ : —~ ~ - * ‘ . - _
tao qualquer solugao nao nula de x = P:(t,xt) nao esta de

finida no futuro.
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Notemos

que P*(t,¢) = a*(ﬁ)¢3(0) , onde
a¥(t) e 2(a(t)).
~ » * * 3 -
As solucoes de x = P (t,xt) = a (t)x’(t) sao da
forma
+ X,
*x(t) = S
/1~2x%fta*(s)ds
tO '
Se t < tgy + 5 temos que a(t) 2 4§ implica
26x0
t .
gue a*(t) 2 8 e portanto f a*(s)ds z §(t-t,). Logo
t
0
2 t * 2
- 2%y f a"(s)ds = 1 - ax é(t-t ),
to

donde segue

que

X, X,
2
/1~2x§ft a*(s)ds /Tl2x§5(t—t0)
Lo
1
Analogamente, se t>t, + 5 temos que
26X0
—X() "‘XO

A

/Q~2X§Lf a*(s)ds /1—2x%6(t—t0)
0



- ~ . * .
Portanto, a unica solugao de x = a (£)x3(t) defi
nida em IR e y(t) = 0.
Mas, nesse caso, Y. ¢ U para todo t € R .

Assim, a hipotese (iv) e valida e o teorema III-3

implica que a solucgao x(t) = 0 de (3) e instavel.

Aplicagao 2

t

Consideremos a equagao escalar do tipo retardado

de 2é o;deﬁ
% = x2(t-h)x +.x + e T x(t), © h >0

ou equivalentemente

i . i

X=y.

(14) .
}., = xz(t—h)y + x + e_t‘v‘i y(t)
Tomemos P(t,Xt, yt) = xz(q;h)y +x
0
e YQ(t,xt, Yt) = —t i .
e y(t) J



Nao & dificil verificar que as fungoes P e Q sa
tisfazem as hipoteses Hl)’ H2) e H3) do teorema III-3.

Notemos que ﬁ(P) = {p}.

= 5 -

Definamos V(¢1,92) s ds e

0
U= {(61,02) € & X E: V(¢5,92) > O}

 As condigoes (i) e (ii) do teorema III-3 estdo sa
tisfeitas.

" Se (x(t),y(t))iéfsolug§o de (14) temos

V(x,y) = y(OY(E) = %(£)x(t) = y?(r) x2(t-h) +
(14) f

+y(e)x(e) + e F y2(nix(t)y(e) =

= y2(t) x%(t-h) + e t Yz(t)'z 0, para t e [0,°)..

. o .
Logo vale a hipotese (iii). !
Suponhaﬁos qﬁe a hipotese (iv) nao seja vilidé.EB

~ L - % *
tao existe uma solugao (x (t), y (t)) de

=y
(15) :
f = x?(t-h) y + x
x % .
limitada em U, com V(xt, yt) = constante para todo t £ IR.

P
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Nestas condigoes, o corolario II-4 implica que o

* *

- . . * - Lod . .
conjunto w—limite £ de (Xt’ yt) e nao vazio, compacto e

semi-invariante em relacao a (15).

s

- . * - *
Alem disso, # € U e V e constante sobre Q .

* ~
Portanto, dado (¢,9) ¢ Q , existe: uma solugao

* % ok L. ; Kk kx *
(x (t), y (t)) de (15), definida em IR, com (xt oY ¢ Ye Q

: * % * % * k% k%
para todo t € IR e (x, , y, ) = (¢,¥). Logo V(xt ,y. ) =0

t
: : (15)
4% *% .
para todo t € R, ou seja, [y (t)]z.[x (t-'h):]2 = 0 para
todo t EZIK.

s . * % »
Afirmamos que [} (tl] > 0, para todo t €¢ R . De

L k% o kk k%
fato, se y (tg) = 0 para algum ty, € IR,entao V(xt >Y . ) <0,
: . ‘ 0 [ T
. , % % % % ?
contradizendo o fato de 'que (xt , yto) e U.
; 0 :

. % % ) :
Assim [? (t-hi] = 0 para todo t € R, e por con
: % % Lo :
seguinte, x (t-h) = 0, 'para todo t € R .’

Finalmentesobtemos: »5

i o k% k%
y (t)

»
—~
ct
~
U]

* %

Fe-m]? vy ) s 2 = xT (o).

o - }-’** Ex

~
t

~
L}

. ** - -~ -~ - - .- . -
ou seja, x (t) e solugao nao estacionaria e limitada de

X = x, o que contraria o lema III-2.
Isto verifica a hipotese (iv). '
Portanto, as hipateses do teorema III-3 estao ve

rificadas e a solugao nula de (14) e ihStével.
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0 exemplo dado acima pode ser generalizado do se

guinte modo:

e ~ . . a
Consideremos a equagao diferencial escalar de 2=

)

ordem

X =1K(t%xt

X)) X+ £(x) 4+ g(t,x %)

ou equivalentemente

X =y

(16)

<
]

RK(t,x >y, ) vy + £(x) + g(t,xt,yt)

seja B, = ((¢1,92) € &'x € [Joall+]loal] < o3,

0<a<w® e £(0) =g(t,0,0) = 0.

Teorema III-4

Suponhamos validas as seguintes hipoteses:

h,) £ & continua e x £(x) > 0 para [x| < a.

1)

h

,) K € continua’ e nao negativa em R X B -

h3) K(t,¢3,¢2) & limitada em t para cada par (¢i1,¢2) € Ba
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fixado.

hé) K e uniformemente continua em R X B, para cada B C Ba’

B compacto.
h K & limitada em conjuntos da forma IR X E[— h,d],B),oB

de B C B, e compacto.

h,) g & continua e ¢2(0). g(t,$;,02) > O para todo t €[0,®)

e todo par (¢1,62) € B_.

h.) Para todo compacto K € {(x,y) € R®: |x|+|y| < a} e to
do par (x(t),y(t)) de fungoes continuas definidas em

[b,w) com valores em K tem-se

s+t
J g(T,x ,y )dT > 0
]

1

quando s * «,:uniformemente em t 8[0,{1.

(0,0) de (16) e. instavel.

]

Entao, a solugao (x(t),y(t))

Prova:
‘ : ]

0 y ‘
Seja P(t,x ,y ) =
K(t,x >y )y + £(x)

e —
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e Q(t,xt,yt) -

I ~ - * ‘
Se P e Q(P), e facil ver que P = ¢ da forma

-
% *
P (t,xt,ytD = : onde K e Q(K).
* : ;
K (t,x ,y)y + £(x)

2
$2(0)

Definamos V(¢1,¢2) = 5

Uu = {(¢1,¢2) € BOL: V(¢1’¢2) > 0}-

E facil ver que as hipoteses (i)ie (ii) do teoré
ma III-3 estao satisfeitas.
Se (x(t),y(t));éasolugzo de (16);temos:

'
I

V(xt,yt)

y(£)y (£)-£(x(t))x(t) =
(16)

y2(E)R(E,x 5y ) +E(x(£))y(£)+y()g(t,x,y,)-£ (x(£))y(©)

2 N \
y (t)K(t,xt,yt)fy(t)g(t,xt,yt? >0

i

para (t’xt’yt) £ [?,w) X.Ba'
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Logo V($1,02) > 0 para (t,01,62) ¢ [0,@) x U.

(16)

Suponhamos que a hipotese (iv) do teorema IT11I-3
~ P - . x = ~
nao seja valida. Entao, ‘existe K € Q(K) e uma solugao

* *

(x (t),y (t)) de

Xy
(17) o

.. %

y = K (t,x.,y, )y + £(x)

: * k. ‘

limitada em U, com V(xt,yt)-“= constante para todo t € IR.

Nestas condigoes, o:corolario II-4 implica que o
E * Cx * .
conjunto w—Jimite;Q de (x (t),y (t)) e nao vazios,compacto,
. . - . * .
semi-invariante em relagao a: (17) e § C U.
f ' "’ *
Alem disso, V = constante sobre Q .
: : N * . * % -~ %
Portanto, dado (¢,¥) € Q , existe K e Q(K ) e

- *% k%
solugao (x (t),y (t)) de:

X =y
(18) .
. * % _
y = K (g,xt,yt)y + f(#)
: Kk K% *
definida em IR, com (xt N ) € Q para todo t € R e
*k Kk - : !
(x0 ,y0 ) = (¢,¥). .
. k% kk_ : .
ngo V(xt ' Ye =i0 para todo t € R, ou seja,
(18)

%* % , k% x% k% c o
[y (t)] K (t,xt Y ¢ ) é;O para-todo t € R .
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. k% 2
Afirmamos que [y (t)] > 0, para todo t € R .

* * . . -
De fato, se y (tp) = 0, para algum tp € IR, en
k%

- Xk k% x  (to) ’
tao V(xto,yto) = - ‘ f(s)ds < 0, contradizendo o fa
0
ro de k% K%k y
e .
o de que (xtoﬂyto) €
- * % xk  k*x
Assim, K (t,xt »Yy ) = 0 para todo t € R e te
mos :
o k% * %
x (t) =y (t)
o k% * % kk Kkk_ k% * % * %
y (t) =K (t’xt’yt)y (e)+f(x (t) = £(x (t))
* % - - . .
Logo x (t) e solugao limitada em B e nao esta
cionaria de ¥ = f(x), contradizendo o lema III-2.

Isto verifica a hipotese (iv).

i
i

f Podemos, entao, aplicar o teorema III-3 e,por con

-.seguinte, a solugao (0,0) de (16) e instavel.

Observagoes :
1) E importante enfatizar que nos teoremas II1-1
e II1-3, e no corolario III-1, exibimos um aberto U de T,

e obtivemos informagoes sobre o comportamento das solucgoes

‘que: comegam em U para algum instante to > O.

2) Cada uma das condigOes abaixo & suficiente pa’

- 62 -



ra que a condigao

t+l B
" J |b(s)|ds°> 0 quando t + ® "
. .

da aplicagao 1,vesteja vérificada:

(i) b(t) & continua, definida em [0,®) e b(t) + O quando

t &+

(ii) b(t) & continua, definida em [0,®), b(t) > O e

j b(s)ds < o,
0
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