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Resumo

Este trabalho propoe direcionar o estudo de involucoes para dois ramos de pesquisa
dentro da teoria das Singularidades e de Sistemas Dinamicos. Mais precisamente, trata-
mos sua interligacao com diagramas divergentes de dobras e seu aparecimento nos sistemas
dinamicos discretos reversiveis. No primeiro, tratamos da importante relagao entre a clas-
sificacao de diagramas divergentes de dobras, digamos de s dobras, e a classificagdo de
s-uplas de involugoes associadas a estes diagramas. No segundo contexto, o estudo se
volta para a questao sobre condicoes para a linearizacao simultanea de uma classe de

pares de involucoes e a obtencao de formas normais desses pares.

1l



iv



Abstract

This work proposes to address the study of involutions for two branches of research
into the theory of Singularities and Dynamical Systems. More precisely, we treat its in-
terconnection with divergent diagrams of folds and their appearance in discrete reversible
dynamical systems. First, we treat the important relationship between the classification
of divergent diagrams of folds, say s folds, and the classification of s-tuples of involutions
associated with these diagrams. In the second context, the study turns to the ques-
tion of conditions for simultaneous linearization of a class of pairs of involutions and the

deduction of the normal forms of these pairs.
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Notacao

F(¢) : Subespaco de pontos fixos de uma involugao ¢;

Y(f) : Conjunto dos pontos singulares de uma aplica¢ao f;

A(p) : Subespaco antipodal de uma aplicagao ;

tr(¢) : Trago de uma aplicagao ;

Ry : Rotacao de angulo 6;

D,, : Grupo diedral de ordem m;

Py (T') : Anel das fungoes polinomiais f : V' — R I-invariantes;

Ev(T") : Anel dos germes de fungoes f : (V,0) — R I'-invariantes;

Qy (I') : Moédulo sobre Py (I') das fungoes polinomiais f : V' — R I'-anti-invariantes;
Fy(I') : Modulo sobre £y (I') dos germes de funges f : (V,0) — R I'-anti-invariantes;
Py (I) : Modulo sobre Py (T') das aplicacoes polinomiais g : V — W I-equivariantes;
EMW(F) : Modulo sobre €y (I") dos germes de aplicagoes g : (V,0) — W T'-equivariantes;

QMW(F) : Modulo sobre Py (I') das aplicagbes polinomiais g : V. — W TD-reversiveis-

equivariantes;

Fyw(T) : Modulo sobre £y/(T) dos germes de aplicacdes g : (V,0) — W D-reversiveis-

equivariantes;
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Introducao

O estudo desenvolvido neste trabalho é de natureza local, com particular interesse
em alguns ramos da teoria de singularidades e dos sistemas dinamicos. As involucoes tém
sido objeto de interesse de diversos autores sob diferentes aspectos. Seu tratamento neste
projeto é enfatizado com respeito & sua associacao com diagramas divergentes de dobras
e com os sistemas dinamicos discretos reversiveis.

O estudo proposto aborda a classificacao de s-uplas de involugoes segundo a relacao
de equivaléncia dada por conjugagao simultanea das involugoes correspondentes, ou seja,
duas s-uplas (¢1,...,9s) € (¥1,...,1s) de involugdes em (R™, 0) sdo equivalentes se existe

um germe de difeomorfismo h de (R”,0) tal que
v =hop;oh ™l i=1,...5.

Preliminarmente, sao estudadas em detalhes as definicoes e propriedades béasicas do
assunto. Uma involugdo é um germe de difeomorfismo ¢ : (R"”,0) — (R",0) satisfazendo
@ ow =1, onde I denota o germe da identidade em (R™,0). Tem um papel crucial aqui o

conjunto de pontos fixos de ¢, dado por

Flp) ={z € (R",0) : p(z) =z} .

Ambos os contextos em que abordamos conjuntos de involucdes neste trabalho assu-
men a condi¢do de transversalidade: um conjunto {¢1, ..., s} de involugdes em (R™,0),
s < n, é chamado transversal se F(yp;) é transversal a F(p,;) em 0 para i # j e
codim N{_, ToF(p;) = Y codim F(;), onde ToF(p;) denota o espago tangente a F(¢;)
na origem.

A primeira parte de nosso estudo tem como referéncia [10] e trata da relacdo entre a
classificacao de diagramas divergentes de dobras (fi, ..., fs) e a classificacdo de s-uplas de
involugoes (1, ..., ps) com ¢; # I associadas a estes diagramas, isto é, f; o p; = f; para
i =1,...,s. O principal resultado em [10] é uma relagdo um-a-um entre a classificagao

de s-uplas de involucgoes e os diagramas divergentes de dobras associados a estas.
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Uma énfase é dada para a classificacao quando s = 2 e sob a condicao de transversa-
lidade dos pares de involugoes. Para a classificagao destes pares precisamos informacao
da estrutura do grupo A = (1, a), isto é, conhecer se o grupo A é Abeliano ou nao.
Esta classificacao permite encontrar uma invariante para estas classes de diagramas di-
vergentes de dobras a qual é o traco da parte linear da composta ¢ o @, essa invariante
tem um papel importante dado que a maioria de formas normais de pares de involugoes
transversais sao caracterizados por esta.

Adicionamos a interacdo entre campos vetoriais descontinuos e diagramas divergentes de

dobras e se aplica o estudo da classificacao feito aos sistemas discretos reversiveis.

Notemos que se o grupo A = (p1, pa) é Abeliano, entao é do tipo Zs X Zy. Assim,
aparece o interesse de identificar a estrutura algébrica dos grupos gerados por pares de
involugoes. Depois de fazer esta identificacao, introduzimos a teoria reversivel equivari-

ante onde usamos como referéncia [13] e aplicamos a estes grupos encontrados.

A segunda parte deste estudo envolve a hiperbolicidade normal da composta 1 o 9
para o par (1, p2) de involugoes e tem como referéncia basica [11]. Dado que a lineariza-
cao de p; e o ¢ uma condicao suficiente para a linearizacao de 1 o (o , surge a questao
sobre a linearizagao do par (¢1,2). Em [11] os autores resolvem esta questao para pares
cuja composta ¢ normalmente hiperboélica, esse resultado é mencionado no Teorema 5.2.
A definigdo é a seguinte: Seja f : (R",0) — (R",0) um germe de difeomorfismo, f # 1.
Suponha F(f) uma subvariedade de (R",0) e que dim F(f) = k. f é chamado normal-
mente hiperbdlico se o espectro de df(0) tem, contando multiplicidade, n — k elementos
fora do circulo unitario S*NC. Estudamos a classificacdo para certos pares de involucgoes
lineares incluindo o caso particular em que a composta 1 o ¢ € hiperbdlica e notamos
que se duas involugoes tém composta normalmente hiperbdlica, entao o grupo gerado por

estas involucoes nao é Abeliano.

Este texto é organizado da seguinte forma: nos Capitulos 1 e 2 apresentamos a clas-
sificacao das formas normais de pares de involucoes e as correspondentes formas normais
de diagramas divergentes de dobras associados. No Capitulo 3 apresentamos a intera-
¢ao entre campos vetoriais descontinuos e diagramas divergentes de dobras e o estudo de
sistemas dinamicos reversiveis usando os resultados de classificacao obtidos no Capitulo
2 para o caso planar e logo apresentamos uma generalizacdo ao caso n-dimensional. A

referéncia basica do estudo aprensentado nestes capitulos sao [10].

No Capitulo 4 damos a descri¢ao dos grupos gerados por pares de involugoes lineares
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transversais primeiramente em dimensao 2 e depois em dimensoes maiores iguais que 3.
Fazemos também aqui um estudo sobre a base da teoria reversivel equivariante o aplicamos
a estes grupos de involugoes .

No Capitulo 5 mencionamos um teorema de linearizacao para pares de involugoes
com composta normalmente hiperbolica. Na Secao 5.2 apresentamos a classificacao dos
pares lineares via equivalencia linear e apresentamos uma caracterizacao do conjunto de
pares com composta hiperbolica dentro da classe dos normalmente hiperbdlicos. Adicio-
nalmente, explicitamos a classificacao para pares en dimensoes especificas. Como tltimo
resultado desta se¢do, apresentamos a relacao entre as subvariedades F(g1), F(p2) e

F(p1 0 o) para quaisquer pares de involug¢oes com composta normalmente hiperbolica.
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Capitulo

1

Preliminares

Neste capitulo apresentamos os objetos principais desta dissertacao, que sao involugoes
e dobras. Apresentamos também a definicdo de associatividade entre elas e os resultados
de classificacdo de diagramas divergentes de dobras. Como veremos, tal classificacao esté
intimamente ligada a classificacao das s-uplas de involugoes associadas. Nossa referéncia
bésica é [10].

Definimos o conjunto dos pontos fixos de uma involugao ¢, denotado por F(¢p), e intro-
duzimos a definicao de tranversalidade de involugoes. Descrevemos as formas prenormais
de pares de involugoes lineares transversais com codim F(p) arbitraria e uma condigao
necessaria e suficiente para que dois pares de involucoes deste tipo sejam equivalentes.

Apresentamos as formas prenormais de uma s-upla de involugoes lineares transversais
e assim descrevemos as formas prenormais dos diagramas divergentes de dobras associados
a estas s-uplas.

Finalmente, apresentamos explicitamente a forma normal de uma s-upla de involugoes
transversais nao necessariamente lineares tais que o grupo gerado por estas involugoes é
Abeliano. Em conseqiiéncia, obtemos também as formas normais de diagramas divergen-

tes de dobras associados a esta s-upla de involucoes.

1.1 Dobras e involucoes

Os conceitos de dobras e involugoes tratados aqui sao de natureza local e damos suas

definicoes usando a nocao de germe, definicdo basica da teoria de singularidades.

Definigao 1.1: Uma involugdo é um germe de difeomorfismo ¢ : (R",0) — (R™,0)
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satisfazendo ¢ o o = 1.

Vamos denotar por F(p) o conjunto de pontos fixos de ¢, isto &,

Flp) ={z € (R",0) : p(x) = x} .

Defini¢ao 1.2: Duas s-uplas (¢1...¢s) e (¢1...1,) de involucoes em (R™,0) sdo equi-
valentes se existe um germe de difeomorfismo & de (R",0) tal que ¥; = ho @; o h™1, para

todoi=1,...,s.

O germe de difeomorfismo h da Definicao 1.2 é nada mais que uma conjugacao simul-

tanea das involucoes correspondentes das s-uplas . Notemos que este h satisfaz

De fato, se z € F(1;) temos que, ¥;(x) = x = hop;(h~*(z)) o que implica que h () €
F(pi) e, portanto, x € h(F(p;)). Se x € F(yp;), temos que ¢;(h(z)) = h(pi(x)) = h(z) e,
portanto, h(z) € F(1;).

Consideremos o conjunto G5 = {1 ... s} de involucdes em (R™,0) e Ay = (p1 ... ¢s)
o grupo gerado por estas involugoes. O seguinte resultado segue do Teorema de Bochner-

Montgomery em [12]:

Teorema 1.3: Se A, € um grupo Abeliano, entao a s-upla (o1 ...ps) de involugdes é

equivalente a uma s-upla de involucoes lineares.

Do teorema anterior temos que qualquer involuc¢ao ¢ : (R™,0) — (R™,0) é conjugada
a uma involucao linear. Para uma tnica involugao podemos, alternativamente, explicitar

um germe de difeomorfismo que conjuga ¢ e sua diferencial dy(0) na origem:
1
h = 5 (+dp(0) o ).

Segue-se de (1.1) que F(p) é localmente difeomorfo a um subespaco linear de R".
Portanto, F(p) é uma subvariedade em (R",0). Desta forma, podemos caracterizar uma

involugao ¢ a través da dimensao de F(p):
1. se codim F(¢) = 0. Entao, ¢ ¢ a identidade I;

2. se codim F(p) =1 # 0, entdo ¢ é conjugada a forma canoénica

(X1, ooy Tp) > (=1, oo, =T, g1, ey T)
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Outro conceito bésico para os capitulos seguintes é:

Definigao 1.4: Um germe f : (R",0) — (R™,0) é uma dobra se existem germes de
difeomorfismos h e k de (R™,0) tal que f = ko fCoh™! onde

0 2
[z, xn) = (2], 200, 2y).
Agora apresentamos a defini¢do que relaciona uma dobra com uma involucao:

Definigao 1.5: Dada uma involugdo ¢ em (R",0) e uma dobra f : (R",0) — (R",0)

dizemos que f é associado a ¢, ou ¢ é associado a f,se p £l e fop = f.

A seguir apresentamos alguns resultados relativos a uma involucao e & dobra associada

a esta.

Proposicao 1.6: Dada uma dobra f : (R",0) — (R™,0), existe uma tnica involugdo

associada a f.

Demonstragio: Seja f° a dobra tal que fO(z1,...,2,) = (22, 29,...,7,). B facil ver
que f° esta associada & involugao ¢°(zy,...,2,) = (—z1,...,7,). Seja ¢ outra involugao
associada a f° onde ¢ = (1, ..., ps), isto &,

f0:<l’%,fl,’2,...7$n):fOOQOZfO((pl,QOQ,...,QOn):(99%,()02,...,()0n>.

Disto temos ¢? = 2% e ¢; = z; para i = 2,...,n. Como ¢ # I temos que ¢; = —x;
e, portanto, ¢ = ¢° Agora, seja f uma dobra qualquer. Pela defini¢do, sabemos que

existem k e h germes de difeomorfismos tal que f = ko fY o h=!. Definindo a involucao
¥ por
o=hoyw'oh™,
observamos que f é associada a ¢, isto é, f o = f. Seja ¢ outra involucdo. Entao
fop=foi=f. Logo,
fPohtopoh=ktokoflohtoyoh

=k lofoyoh

=kofoh

= f
o que significa que h~! o1 o h ¢ uma involucao associada a fY. Pela unicidade de ¢°,

temos que h™ ' oo h = ¢ e, portanto, 1) = ho @’ o h™t = . O
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Para a involugao ¢° dada na prova da Proposi¢ao 1.6 temos codim F(¢°) = 1. Segue,

entao, que para qualquer dobra f associada ¢, temos
codim F(y) = codim F(¢°) = 1,

sendo ¢ e ¢ conjugadas. Além disso, notemos que

onde X(f) denota o conjunto dos pontos singulares de f. De fato, notemos que F(°) =
{(0,29,...,2,) € (R™,0)},

2¢¢ 0 ... O
0 1
(df°) (@, ... ) =
: 0
0O ... 0 1
Logo (z1,...,x,) é ponto singular de f se, e somente se, z; = 0. Finalmente, generaliza-

mos este fato para qualquer dobra f associada a uma involucao y: temos
f=kofloh™e p=hop’oh™,
com k e h germes de difeomorfismos. Logo

df(x) = dk(f* o h™*()) o d(f*)(h ™ (x)) o (dh) " (x) e F(p) = h(F(£")).

Observamos que = € X(f) se, ¢ somente se, h™'(z) € X(fY) = F(¢°). Portanto, z € X(f)
se, é somente se, x € h(F(¢%)) = F(p).

Proposicao 1.7: Dada uma involu¢io ¢ em (R™,0) com codim F(p) = 1, existe uma
dobra f : (R™,0) — (R",0), associada a ¢.

Demonstragdo: Se codim F(p) = 1, ¢ é conjugada a involugao ©°(xy,...,1,) =
(—1,29,...,1,), isto é, existe h germe de difeomorfismo tal que ¢ = ho ¢® o AL

Definindo a dobra f = fo h™!, temos f associada a ¢.

Observacao 1.8: A dobra associada a uma involucao ¢ nao é unicamente determinada.
De fato, se f é uma dobra associada a , entao qualquer g € £ - f é também associada a

p, onde L é o grupo de equivaléncias a esquerda.

Lembremos aqui que no estudo de dobras, as involugoes ¢ associadas necessariamente

satisfazem codim F(¢) = 1. Daqui por diante, assumimos, portanto, tal condigdo quando
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tratamos de involucoes associadas a dobras.

Seja i um inteiro fixo, 1 < i < n. Considere a involucao ¢ dada por ©?(zy,...,x,) =
(T1,...,—Tiy...,x,) e adobra f0 = (x1,...,22,...,2,), associado a ¢Y. Entao:
Lema 1.9: Uma dobra g : (R",0) — (R™,0) € associada a ¢ se, e s6 se, g é L-
equivalente a f?.

Demonstragao: Suponha que g é associada a ¢?. Entao

gogpg(‘rla'”axn): (Il""axn)

g1, o =Ty ) = gy, X Ty

Da ultima igualdade podemos ver que g nao depende do sinal de z;, assim podemos

escrever g da seguinte forma:

g1, xi o my) = (kg .2l xn), k(T 22 2))
:(klofow"vknofo):kof[)?
onde k = (kq,...,k,). Como g é uma dobra, entdo k é um difeomorfismo. Portanto, g

¢ L-equivalente a f2. Reciprocamente se, g ¢ uma dobra L-equivalente a f?, existe um

germe de difeomorfismo k tal que g = ko f?. Logo

goy; =koflopl=kofl =g

Assim ¢ é uma dobra associada a ¢°.

A seguinte proposicao generaliza o Lema 1.9 acima:

Proposicao 1.10:  Seja ¢ uma involugdo em (R™,0) e seja h um germe de difeomorfismo
de (R",0) tal que p = ho ) o h=t. Considere a dobra f’ o h™' associada a ¢. Entao,
a dobra g : (R™,0) — (R™,0) € também associada a ¢ se, e s6 se, g € L-equivalente a
fio oh™!.

Demonstracido: Suponha g uma dobra associada a ¢. E facil ver que goh é uma dobra
associada a ¢?. Pelo lema anterior, g o h é equivalente a f_, o qual quer dizer que existe
um difeomorfismo k tal que

goh=ko f,
logo, g = ko floh™V. Assim, g é L-equivalente a f? o h. Reciprocamente, suponhamos

g L- equivalente a f2 o h~!. Entao, existe k difeomorfismo tal que g =ko floh™le

gop=koflohtohopoht=kofloht=yg,
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0 qual termina com a prova desta proposicao.
Mais geralmente ainda, podemos reescrever na proposigao anterior substituindo fPoh=*

por uma dobra associada a ¢:

Corolario 1.11: Seja ¢ uma involugio em (R™0) e seja f : (R",0) — (R™,0) uma
dobra associada a p. Entdo a dobra g : (R™",0) — (R™,0) € tambem associada a ¢ se, e

s0 se, g € L-equivalente a f.

Demonstracao: Seja g L-equivalente a f, ou seja, existe um germe de difeomorfismo k
tal que g = ko f. Disto temos que, gop = ko fop = ko f = g e, portanto, g é associada
a . Suponha agora que g é associada a ¢. Como na proposigao anterior, ¢ = ho@)oh™!
e desde que f ¢ também associada a o, temos que f e g sdao L-equivalentes a f2oh™!, isto
é, existem germes de difeomorfismos & e ko tais que g =kjo ffoh™ e f=kyo floh™ L
Logo,

g=kiokytokyo floh™ =kof.

Onde k = k; o k; ' e portanto, g é L-equivalente a f.

1.2 Diagramas divergentes de dobras

Um diagrama de germes com mesma fonte, ou seja, do tipo
(fio- s fo) : (R™,0) = (R™ x ... x R",0)
é chamado diagrama divergente. No espaco destes diagramas, o conceito de equivaléncia
é dado pela seguinte definicao:
Definicao 1.12: Dois diagramas divergentes
(fi,oon fs) (R 0) = (R x ... x R",0) e (g1,...,95) : (R",0) > (R" x ... x R",0)
sdo equivalentes se existem germes de difeomorfismo h, kq, ..., ks de (R™,0) tais que g; =

kiofioh™, paratodoi=1,...,s.

Nossa atengao é dirigida ao estudo de diagramas divergentes (fi, ..., fs), quando cada

fi € uma dobra, 1 =1,...,s.

Definicao 1.13: Sejam ¢q,...,p, involugoes em (R™0) e (f1,...,fs) um diagrama
divergente de dobras. Dizemos que (fi,..., fs) é associado a s-upla (¢1,...,ps), ou
(p1,...,ps) € associada a (f1,..., fs) se f; € uma dobra associada a ¢; para todo i =

1,...,s.
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Agora apresentamos o fundamental resultado que estabelece que a classificacdo de
diagramas divergentes de dobras pode ser reduzido a classificacao de s-uplas de involucoes

as quais estao associados.

Teorema 1.14: Seja (f1,. .., fs) um diagrama divergente de dobras associado a (@1, ..., s)
e(q1,--.,9s) um diagrama divergente de dobras associado a (Y1, ..., 10s). Entao, (f1,..., fs)

e (g1,...,9s) s@o equivalentes se, € s6 se, (Y1,...,9s) € (U1,..., 1) sdo equivalentes.

Demonstragao: Suponha (fi,..., fs)e (g1,...,gs) equivalentes. Entao, existem germes
de difeomorfismos h, kq, ..., ks de (R™,0) tais que

gi=kiofioh™ Vi=1,...,s.

Logo a s-upla de involugdes (hop,oh™ ... hop,oh ') é associada a (g; ..., gs). Pela

unicidade mencionada na Proposicao 1.6 segue que
wl:hOQOZ hil Vizl,...,s,

e assim temos que (p;...,¢5) e (¥1,...,1s) sdo equivalentes.

Reciprocamente, suponha h germe de difeomorfismo de (R", 0) tal que 1); = hop;oh™?
parai = 1...,s. Entao, o diagrama divergente de dobras (fioh™!,..., fooh™!) é associado
a (11...,1s). Pelo Corolario 1.11,

(g1---59s) €L (froh™ ... fooh™").

Portanto, (fi1,..., fs) e (g1,...,9s) sdo equivalentes.

Como conseqiiéncia deste resultado, para o caso de diagramas divergentes de dobras
(fi-..,[fs) temos que, o trago tr(d(¢10...0ps)(0)) é um invariante por equivaléncia, onde

(p1,...,ps) é a s-upla associada com (f1,..., fs).

1.3 Conjuntos de involucoes transversais

Nesta subsecao introduzimos a condicao fundamental para a classificacao de pares de
involucoes a tratar. Primeramente fazemos uma pausa nas involugoes com codimensao do
conjuntos dos pontos fixos para tratar pares de involu¢oes com codimensao do conjuntos
dos pontos fixos arbitraria a qual sera de muita importancia no Capitulo 5. Posteriormente

exibimos as formas prenormais para s-uplas de involu¢ées ¢ com codim F(p) = 1.
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Definigao 1.15: Um conjunto Gy, = {p1,..., ¢} de involucoes em (R™0), s < n,
é transversal se F(p;) é transversal a F(yp;) em 0 para i # j e codimNi_ToF (¢;) =
> i codim(F(¢;)), onde ToF(p;) denota o espago tangente de F(p;) em 0.

Notemos que para s = 2, isto &, para duas involugoes @1, : (R",0) — (R",0), a

transversalidade se reduz a
R" = Ty F(¢1) + ToF ().

Notemos que no caso de s-uplas de involucoes lineares nao é necessario o tratamento

de germe para nossa classificacao.

1.3.1 Formas normais de pares de involucgoes transversais com di-
mensao do subespaco de pontos fixos arbitraria

Apresentamos a seguinte proposicao para cuja prova denotamos por V° C V* o con-
junto dos funcionais lineares que se anulam sobre o subespaco vetorial V' de R", isto
e,

VO={f;flp)=0,peV}.

Da algebra linear temos que dim V® = codim V' (Veja [9, p. 101]).

Proposicao 1.16:  Sejam ¢1, po involugies lineares transversais em R™ tais que dim F(p1)-
=r edimF(p2) = s. Entao, (¢1,p2) € linearmente equivalente ao par (1q,19) tal que
F(1) e Fhg) sao dados por x1 = ... 2pp =0 € Ty_py1 = ... Ton_rs = 0, respectiva-

mente. Portanto, 11 e 1y tém matrizes do lipo

_Infr 0 0 Infr Bl
¢1 = AQ Infs O y ¢2 = O - Infs O . (12)
A3 0 Ir+sfn 0 B3 IrJrsfn
Demonstragao:  Primeiro provamos que (i, p9) ¢ linearmente equivalente ao par

(11, 19) tal que F(11) e F(1hg) sao dadosporzy = ...z, =0e€ 2y i1 = ... oy s =0
respectivamente. Desde que dim F(¢1) = r e dim F(p2) = s, por um resultado da algebra

linear ([9, p. 109]), os subespagos anuladores de F(¢1) e F(p2) sdo tais que
codim F(p1)’ =n —7r e codim F(py)’ =n —s

e se pegamos {f1,..., fn_r} base de F(¢1)° e {furi1,-- -, fonr_s} base de F(p2)° temos
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que

F(p1) ={p e R"; fi(p) =+ = fur(p) = 0},
F(902> = {p € Rn; fnfr+1<p) == f2n7r75<p) = O} :

Desde que o1 € ¢y sao tranversais,
codim F (1) N F(p2) = codim F(p1) + codim F(ps) =2n —r —s < n.

Afirmagao: {fi,..., fon_r_s} € linearmente independente em (R™)*. De fato, primeiro

notemos que
Flp1) NF(p2) ={p e R filp) =0, 1 <i<2n—r—s}.

Além disso, codim F(p1) N F(pe) = dim(F(e1) N F(p2))* = 2n — r — s, portanto,
fi,-- -, fon_r_s sdo linearmente independentes. Agora pegamos as funcoes fo,__si1,-- ., fn
de modo que fi,..., f, formam uma base de (R™)*, onde para esta base existe uma base
{v1,...,v,} de R™. Considere a base canonica {rmy,...,m,} de (R")*, onde m; denota a
projegao canonica m;(zy,...,T,) = x;, para i = 1,...,n. Agora, seja h™' a matriz de
mudanca de base de {ey,...,e,} para {v,...,v,}, a qual induz o operador invertivel
(h=1)* que leva elementos da base {fi,..., fn} na base {m,...,m,} de (R")*, que esta

definida da seguinte forma:
(WY fi=fioh™ ' =m, i=1,...,n.

Tomando ¢); = hop; o h™" parai = 1,2, (1,2) & equivalente a (11, 1,). Agora falta
provar que

F()={peR™; z_py1=... =22, =0}.
Se pegamos v € F(¢1) = h(F(¢1)), temos que v = h(u) com u € F(p1). Seja f; €
(F(¢1))°. Vejamos que
mi(v) = fioh7'(v) = fi(u) = 0,
o qual prova que
F(¢1) - {peRn;$1 :---:In—rzo}-

Agora, sev e {peR™; 2y =... =1z, =0}, entdo 0 = m;(v) = fioh !(v) para 1 < i <
n—r. Assim, v € h(F(p1)) = F(¢1). De forma similar se prova a segunda igualdade, o

qual termina de provar a afirmacao.
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Sabemos que ¥1(0,...,0,Zp i1, %) = (0,...,0, 2y y11,...,2,). Se escrevemos

11 em blocos

onde Ay € M(n—r), As € M(n—s) e Ag € M(r + s —n), entao

wl (07 s 707 Tp—ptly-e s L2n—r—ss--- )xn) = <A4(xn77'+17 s 7x2nfrfs) =+ A7(I2n,7«,s+1, s 7xn)7
A5($n—r+17 s 7x2n—7"—5) + A8<x2n—7‘—5+17 s axn>a
A6(xn—r+17 v 7x2n—7“—s) + A9<x2n—r—s+17 cee axn))
= (07 s 707 Lp—ptly s L2n—p—sy - - - 7xn)-
Assim,

A4(xn—r+1a s ax2n—r—s) + A7($2n—7’—s+17 s 7'1:71) = (07 ) 0)7
(AB - Infs>($nfr+la s 7x2nfrfs) + A8($2n77“75+17 cee 7xn) = (07 cety O>7
Aﬁ(xn—r—l—la s 7x2n—r—s) + (AQ - IT+S—TL>('T27L—T—S+17 s 7In) = (07 SR O)

Desde que 11, .-+, Ton—r—s, Ton—r—st1, - - - , Tn, SA0 arbitrarios, temos que

Ay =0, A;=0;
As=1,_,, Az =0;
Ag =04 =115, .
Portanto,
Al 0 0
Py = | A |l 0
As| 0 | Liysn

Analogamente fazemos as contas para )y, logo 11 e 1, tém matrizes dos tipos

Al 0 0 L— | By 0
2/}1 == AQ In—s O ; wQ == 0 BQ
A3 0 Ir—i-s—n 0 BS Ir—l—s—n

Sendo 17 e 1y involugoes, temos que

(a)A% = In—r (b)AQ + A2A1 = O, A3 + A3A1 =0
(C)B22 = In,S (d)Bl + BlB2 = O, B3 + B3B2 =0.
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Observando o item (a) vemos que para provar que A; = —1I,,_, é suficiente mostrar que
F(Ay) = {0}. De fato, se (z1,...,2,_,) € F(A1), temos

Gr(ns T 0 0) = (Ay(@r, - Toy), ATy, Ta), AT, 20))
= (21, Ty, Ao(T1, o Tr), A1, T y)).
Do item (b) temos que

(Ag + AsAy) (21, .., y) = 0= Ag(21, ..., 20) =0,
(Ag—l—AgAl)(ZEl,...,(L'n_r) :O:>A3($1,...,In_r) 0.

Assim, (z1,...,2p_r,0,...,0) € F(¢1), o qual implica que z; = ... = z,,_, = 0. Portanto,
F (A1) = {0}
Analogamente, usando (c) e (d) obtemos que By = —1,,_.

A seguir apresentamos a condicao necessaria e suficiente para que dois pares de involu-

¢oes lineares com codimensao do conjuntos dos pontos fixo arbitraria sejam equivalentes:

Proposicao 1.17: Sejam (11,12) e (¥, 15) pares de involugdes lineares em R™ com

matrizes como em (1.2):

—L._.1 O 0 I, B
= Ay |Lis| O , o= 0 | —ILs
As 0 | Lysn 0 Bz | Lysn
e
S T L., | B
Y = Ay | Lis| O , Yy = 0 | —Lis
Aj 0 | Lysn 0 By | Lysn

Entao (11, 19) e (Y1, 1) sdo equivalentes se, e so se, existe H matriz invertivel

(Oél)nfr
H= 0 | (a2)ns]| O

Y Brts—n

tal que
Algal = 0421427
Blay = a1 By,
Ajay = =20 4+ vAs + fAs,
Béag = (SBl — 2’)/ + 533
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Demonstracao: A prova é conseqiiéncia direta da equivaléncia de pares de involucoes

e multiplicacao de matrizes.

Agora voltamos para as involu¢oes com codimensao do conjunto dos pontos fixos igual

a 1, que sao aquelas que estao relacionadas as dobras.

1.3.2 Involugoes ¢ com codim F(p) =1

Proposicao 1.18: Seja G5 = {p1,..., s} um conjunto transversal de involugies li-
neares em R™. Entdo, (¢1,...,ps) € linearmente equivalente a (1, ...,1s) tal que, para

cada ;, F(;) € dado pela equacao z; = 0 e, portanto, 1; tem a forma
Vi1, xn) = (21 F @iy ooy =Ty oy Ty F Qi) (1.3)
para constantes a;;, j # 1, 1 < j < n.

Demonstracao: A prova é similar 4 Proposicao 1.16.
Depois de obter as formas prenormais de s-uplas de involugoes lineares transversais,
prosseguimos a apresentar as formas prenormais dos diagramas divergentes de dobras

associadas a estas s-uplas.

Proposicao 1.19: Seja G5 = {¢1,...,ps} como na Proposicio 1.18. Entdo qualquer
diagrama divergente de dobras (f1,..., fs) associado a (¢1,...,ps) € equivalente ao dia-

grama divergente de dobras (g1, ..., gs) associado a (U1, ..., 1), onde y; € dado por (1.3)

e
gi(z1,. .. x,) = (21 + %xi, S zﬂxl) (1.4)
Demonstracao: Para cada ¢ = 1,...,s, consideremos o isomorfismo linear h; de R"”
dado por
hi(xy, ... x,) = (1 — a2ll Ty ooy Xy o ey Ty — %xl),
para o qual
hit (.. ) = (21 + %xi, ey Ty T+ %xl)

Entao, obtemos 1; como na proposicao anterior:

Q;
i =hiogloh™ (w1, xn) = hiogi(z1 + 7137i,---,a:i,...7$n+ 7371')
a; Ain

= (33'1 +ai1Ziy ooy =iy, Ty + amxl)
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Logo (¢Y,...,¢Y) é equivalente a (¢1,...,1,) poe h. Assim, a dobra g; definida por
gi = floh; ! é associada a vy, pois g; oy = fPoh;oh;o¢?oh !t = g e, portanto, o
diagrama divergente de dobras (g1, .. ., gs) é associado a s-upla de involugoes (11, . . ., ;).
Logo, pelo Teorema 1.14 os diagramas divergentes de dobras (g1,...,9s) € (f1,---, fs)

sao equivalentes.

Os seguintes dois resultados dao as formas normais de s-uplas de involucoes e dos co-
rrespondentes diagramas divergentes de dobras quando o conjunto de involugoes é trans-

versal e gera um grupo Abeliano, as involucoes nao sendo necessariamente lineares.

Teorema 1.20: Se Gy = {¢1,...,ps} € transversal e Ag = (p1,...,ps) € Abeliano,

entdo (@1, ...,¢s) € equivalente a (¢9,...,°), onde
Oy, . my) = (T1, ooy =Ty ooy ), i = 1,..., 8. (1.5)

Demonstragao: Pelo Teorema 1.3, G, = {1, ..., s} é equivalente a G, = {1, ..., @s},
com @;’s sendo involucdes lineares. Como G é transversal, afirmamos que G é trasversal.

De fato, seja h o germe de difeomorfismo tal que ¢; = h o @; o h~!. Temos
h: F(pi) = Flei),

e é facil ver que dh(0)(ToF(@;)) = dh(0)(F(@i)) = ToF(pi), paracada 1 < i < s. E

também vejamos que pela tranversalidade de G e pela linearidade de ¢;:

codim [ ToF(g;) = codim [ F(#;) = codim dh(0) (ﬂ F (@)

i=1 i=1

= codim ﬂ dh(0)(F(@i)) = codim ﬂ ToF (i)

= Z codim F(p;) = Z codim F ().

Além disso, temos que para i # j
R" = ToF (i) + ToF (g;) = dh(0)(ToF (¢:)) + dh(0)(ToF (¢;))
= dh(0)(ToF (@i) + ToF () = ToF (@i) + ToF (i)

portanto, G4 é transversal. Mais ainda, A, é Abeliano, pois
piog;=hTtopohoh™opjoh=h"opjop0h=p;0p

Assim, G, é tranversal e Abeliano. Agora podemos argumentar de duas formas que A,

pode ser tomado com elementos da forma (1.5). A primeira forma é considerar cada @;
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como en (1.3) e usar o fato de que G, é Abeliano para conseguir que a;; = 0. A outra
¢ observar que todos os ¢; sao diagonalizaveis com n — 1 autovalores 1 e um autovalor
—1. Usando diagonalizagao simultanea de operadores diagonizaveis e uma matriz de
permutagao se necessario, obtemos que (@, ..., ;) é equivalente a (¢Y, ..., ¢2). 0

Pelos teoremas 1.14 e 1.20 temos o seguinte teorema:

Teorema 1.21: Se G € transversal e Ay = (1, ..., 0n) € Abeliano, entdo qualquer dia-
grama divergente de dobras (f1, ..., fs) associado a (¢1, ..., ps) € equivalente ao diagrama

divergente de dobras (f2,..., f2), onde

e, xn) = (20, 23, .. xn),i=1,...,s.



Capitulo

2

Formas normais de pares de involucoes
e diagramas divergentes de dobras

No Capitulo 1 foi desenvolvida a relagao entre a classificacao de diagramas divergentes
de dobras (fi,..., fs) e a classificacao de s-uplas (g1, ..., @s) de involugoes associadas a
estes diagramas. Além disso, foi apresentada as formas prenormais desta classificacao.
Neste capitulo apresentamos as formas normais desta classificacao para o cason = s = 2
(Teoremas 2.3 e 2.4) as quais nos levam a encontrar as formas normais para o caso
s =2emn > 3 (Teoremas 2.9 e 2.10). Mais ainda, nos teoremas de classificagdo a ser
apresentados, descobrimos que a maioria de formas normais é caracterizada pelo trago da

composta destes pares de involugdes. Nossa referéncia basica é [10].

2.1 Caracterizagao de o6rbitas

Nesta se¢do caracterizamos as orbitas de diagramas divergentes de dobras (f1,. .., fs) :
(R™,0) — (R™ x ... x R™ 0) associados a s-upla (@1, ..., ps) de involugdes lineares trans-
versais em (R",0) quando o conjunto {¢1, ..., s} é transversal.

Na proposicao a seguir, assumimos que as s-uplas de involucoes estao na pré-forma

normal (1.3) do capitulo anterior.

Proposicao 2.1: Considere as s-uplas de involugdes lineares transversais (1y,, ..., Us,)

e (U1, ...,10s,), onde

¢ia($l7 ce ,.Z'n) = (3}‘1 + Ai1Tiy ooy —Ljyov.y Ty + amxi),

¢ib(x1, Ce ,l’n) = (.1}1 + bﬂl’i, L R IA i7% + bml’i),

15
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para todo i = 1,...,s. Entao, (¢¥1,,...,0s,) € (Y1,,...,1%s) sGo equivalentes se, e sd se,

existe uma matriz invertivel

(05] 0 Ce 0
Q2
0 - ..
H= a, 0 .. 0 (2.1)
65-{—1 Vs+1,2 cr Vs+ls ﬂs—i—l,s-{—l 65—&-1,71
5n Yn2 Tns /Bn,s—i-l 571771

tal que oy =1 ese 1 <1i,5 <s, 1 F#j, entdo

bZ] = O[_Z»a” (22)
Se s+ 1<j5<n, entao
blj = —25j + Z’ijalk + Z Bjkalk, (23)
k=2 k=s+1
epara s+1<j7<ne2<3<s,
1 S n
bij = —(Gam — 2y + > Ykaik + Y Binti)- (2.4)
Qi k=2,k#i k=s+1
Demonstracao: As s-uplas de involugoes (¢1,,...,%s,) € (¢1,, ..., s, ) sdo equivalentes

se, e sO se, existe h germe de difemorfismo em (R™,0) tal que
i, = hoty, oh™". (2.5)

Podemos assumir que h é linear, para isto basta derivar no zero e notar que dh(0) é o
difeomorfismo linear tal que v;, = dh(0) o ;. o dh(0)™". Logo, para obter a forma (2.1)
basta usar multiplicagao de matrizes para cada ¢ = 1,...,s. Finalmente, podemos tomar
a; = 1 desde que se h satisfaz (2.5) para qualquer « nao nulo, ah também satisfaz (2.5).

Nas seguintes duas secoes usamos a Proposicao 2.1 para obter formas normais de
pares de involucoes lineares transversais em R". Portanto s = 2 e n > 2. Observemos
que quando n > s, as relacoes (2.2) até (2.4) mostram que a parti¢do do espago de
parametros R*"~1D que caracteriza as orbitas das s-uplas (11,...,1s) projeta sobre a
particio do espaco de parametros R**~1 determinado pelas érbitas de s-uplas ¢, . .., ¢s
de involugoes em (R* 0), com

¢; = mgo;0l,, (2.6)
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onde l4(xq,...,2,) = (21,...,250,...,0) e (Y1, ..., Yn) = (y1,-..,ys). Por esta razao,
primeiro estudamos o caso s = n = 2 (Se¢ao 2.2), a qual é fundamental para o andlise
dos casos s =2 en >3 (Segao 2.3).

Ja obtivemos formas normais para o caso Abeliano no contexto nao linear (Teorema
1.20). Porém, nas seguintes duas se¢des argumentamos resultados incluindo pares de
involugoes lineares transversais gerando um grupo Abeliano para ser completo o estudo.
De fato, o caso Abeliano aparece naturalmente no nosso processo de derivar as formas

normais.

2.2 Ocaso s=n=2

Nesta secao aplicamos os resultados da Secao 2.1 e a Subsecao 1.3.2 para os pares
(o1, p2) de involugoes lineares transversais em R?. Na Subsegdo 2.2.1 apresentamos as
formas normais para estes pares de involucoes e na Subsecao 2.2.2 as formas normais de
diagramas divergentes de dobras associadas a estes pares de involu¢oes. Como podemos
ver, a maioria de formas normais dependem de um parametro, o traco da composta ¢;0ys.

Esse fato é aplicado na Secao 3.2 na discussao de difeomorfismos reversiveis.

2.2.1 Formas normais de pares de involucoes

Comecgamos considerando so pares de involugoes (1, 1) como em (1.3) e descrevemos
as oOrbitas no plano (ajs, as) de pardmetros que aparecem nestes pares. Para este caso
particular s = n = 2 podemos descrever a particao deste plano determinado por orbitas.

Para isto, consideramos os pares (11, ,19,) € (11,, 19, ), onde
%a (LE, y) = (—.’L‘, Yy + a12x>7

w2a (.CU, Z/) = (I’ + a1y, _y)

wlb(xv y) = (-l‘, Yy + bl?x)?
¢2b(377 3/) = (:C + b213/; _y>

Pela Proposicao 2.1 temos que (t1,,19,) € (¢1,,19,) sao equivalentes se, e SO se, existe
« nao nulo tal que
bia = aayy

1
by = —ag.
o
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12

Figura 2.1: Parti¢ao do plano (a2, as1) determinado pelas orbitas de pares de involugoes

(¥, ¥2).

Portanto, cada orbita determina ou uma hipérbole, ou um eixo menos a origem ou a
origem. A origem corresponde aos grupos Ay = ()1, 19) que sdo Abelianos.

Observemos que cada par (¢/1,12), com A, ndo-Abeliano que é equivalente a (¢, 1,),
onde ¥, (z,y) = (=, y + @22) e Yy(x,y) = (x + 21y, —y), tem um tnico ponto represen-
tativo (@12, @21) que é um ponto fixo arbitrario do eixo-a;, (diferente da origem) ou de uma
linha paralela a este no plano (ajs, as). E desde que ¢y o ¥o(x,y) = (—x — a1y, apz +

(a12a91 — 1)y), escolhemos

(17 O) Se o1 = 0,

(@12, 1) = {(2 + tr(1h 01hy), 1)  se ag # 0. (2.7

Para a segunda opcao, usamos a igualdade
12091 = 2 + tr<w1 o wQ)
Essas ideias sao representadas esquematicamente na Figura 2.2:

Observagdo 2.2: Dois pares (¢, 1,) e (¢, 1,) com érbitas representadas fora do eixo-
a2 na Figura 2.2 sao equivalentes se,e s6 se , as composicoes 1y o Yy e @1 o EQ sao
conjugadas. De fato, a condi¢ao necessaria segue da hipotese de equivaléncia de pares de

involugoes, a suficiéncia se prova observando que

(@12, G21) = (24 tr(v 0 ¥y), 1) = (ar2a01, 1),

e pegando o« = asy, temos que ajp = Qas € dgy = Oé_lagl.
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aﬂ

-
JJ”&

Figura 2.2:

Esta caracterizacao de orbitas tem aplicacoes importantes na teoria de sistemas rever-

siveis que sera discutida na Secao 3.2.

Dada uma involucao ¢ linear em R", consideremos agora o subespaco:

Alp) ={z e R"; p(z) = —z}.

Chamado subespacgo antipodal de . Note que A(p) = Im(p —1).

Agora observemos que se ag; = 0, 1(x,y) = (—z,a120 +y) e Po(x,y) = (z, —y). Entdo,
A(bs) = {(0,y)} e F(¢1) = {(0,y)}, e portanto F(v1) = A(1)). E se assumimos que
F(1) = A(thg), como F(¢r) = R{(0,1)} e A(¢h2) = R{(—a21/2,1)}, segue que as; = 0.
Portanto,

91 — 0< A(wQ) = .F(w1>

Mais ainda, a igualdade A(2) = F(¢1) e o numero 2 + tr(y; o 1) sdo invariantes por
conjugacao linear simultanea. Portanto, a Proposigao 1.18 junto com (2.7) da o seguinte

teorema:

Teorema 2.3: Seja (p1,p2) um par de involugoes lineares transversais em R?. Consi-

deremos o grupo Ay = (1, pa).

(a) Se Ay € Abeliano, entio (p1,p2) € equivalente ao par canénico (¢9,49), onde

@?<x>y) = (—x,y) ) ng(l‘,y) = (aj? _y)' (28)
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(b) Suponha agora que Ay seja nao-Abeliano. Se A(ps) = F(p1), entdo (p1,p2) €

equivalente a (1,,1,), onde

¢1($7?J) - (-ZE,y —|—£L’) ) ¢2(x,y) - (l’, _y)' (29)
Se A(ps) # F(p1), entio (o1, p2) € equivalente a (¥, 1),), onde

El(l’»y) = (_I7y + (2 + tr<¢1 © 77Z)2)>x) ) EQ(‘%‘7Q) = (1: +, _y)' (210)

Demonstracao:
(a) Segue do Teorema 1.20.

(b)) — Se A(ps) = F(p1) temos que ay; = 0. Entdao ¢1(x,y) = (—x,a12x + y) e
pa(x,y) = (x,—y). Consideremos 1y (z,y) = (—z,2 +y) e Py(z,y) = (z, —y)
onde ajp = 1 e ag; = 0, se pegamos o = ajz, vemos que ajp = & - 1 = « - ayo
e 0 = ay = a tay. Logo, pela Proposicao 2.1 (¢1,¢2) é equivalente ao par
(1, 1h2).

— Se A(ps) # F(p1) temos que ag; # 0. Logo, definimos (i1,1,) como em
(2.10) e desde que ajsas; = 2 + tr(p; o vs), pegando a = ag; como no caso
anterior, vemos que djy = qajy € dy = a ‘ag;. Portanto, (p1,92) e (P1,P2)

sao equivalentes.

O corolario a seguir é o correspondente ao resultado apresentado na Observagao 2.2

para pares gerais de involugoes lineares transversais.

Coroléario 2.4:  Dois pares (1, 02) € (91, P,) de involugoes lineares transversais em R?,
com A(p2) # Fp1) e A(By) # F(P,), sao equivalentes se, e S6 se, as composi¢oes @10 pg

e Py 0 Py SGo conjugadas.

Demonstracao: Para aplicar a Observacao 2.2 basta ver que as; # 0 e @y # 0, o qual
quer dizer que os pares (@1, p2) e (@1, P2) tém orbitas representadas fora dos eixos aqy e

a1o respectivamente.

2.2.2 Formas normais de diagramas divergentes de dobras

Nesta subsecao apresentamos a classificagao de diagramas divergentes de dobras

(fi; f2) + (R%,0) — (R* x R?,0)
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associados a pares (o1, o) de involugoes lineares transversais em (R?,0). Esta classificacao
é obtida através da classificacao dos pares de involucoes apresentado na Subsecao 2.2.1 e

¢ dada pelo seguinte teorema:

Teorema 2.5: Seja (f1, f2) : (R%,0) — (R? x R?,0) um diagrama divergente de dobras

associado ao par (o1, ps) de involugoes lineares transversais em (R?,0). Consideramos o

grupo Ao = (@1, pa) .

(a) Se Ay é Abeliano, entao (f1, fa) é equivalente ao diagrama divergente de dobras

canonico (fY, f9), onde
Rlry)=@%y), fry) = (9. (2.11)

(b) Suponha Ay nao-Abeliano. Se A(yps) = F(p1), entao (f1, f2) € equivalente a (g1, g2),

onde
1
giz,y) = (@ y+52) 5 gaw,y) = (2,97). (2.12)
Se A(ps) # F(p1), entao (fi1, f2) € equivalente a (g1,¢2), onde
1 1
gi(z,y) = (% y+ (L + S tr(pre @2))2) , ga(w,y) = (v + 5,07). (2.13)

Demonstracao: Segue do Teorema 2,3 e da Proposicao 1,19.
Temos observado que o nimero tr(p; o @) é invariante pela classe de equivalencia de

(f1, f2). O corolario a seguir diz mais para um tipo especial destes pares:

Corolario 2.6: Sejam (f1, f2) e (fy, f) dois diagramas divergentes de dobras em (R?,0)
associados a pares de involugoes lineares transversais (p1,v2) € (P, Py) Tespectivamente
tal que A(py) # F(p1) e A(@,) # F(B,). Entao, (f1, f2) e (f1, fo) sdo equivalentes se, e
56 se , tr(p1 0 @y) = tr(p; 0 P,y).

Demonstragao: Suponha (fi, f2) equivalentes. Pelo Teorema 1.14, Corolario 2.4 e
pela invariancia por conjugacao temos que, tr(p; o p9) = tr(p; o ¢y). Reciprocamente se
tr(p; 0 o) = tr(py o @y), pelo Teorema 2.5, (f1, f2) e (f,, f,) sdo equivalentes a (2.13) e

portanto, sao equivalentes.

2.3 Ocasos=2,n>3

Nesta secao obtemos uma generalizacao dos resultados da Secao 2.2 dando formas

normais de involucoes lineares transversais em R”, n > 3, e formas normais de diagramas
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divergentes de dobras associadas a estes pares. No caso n = 2 notamos que quase todas
as formas normais dependen de um parametro chamado traco da composta das duas
involugoes. Pode-se notar que o mesmo vale para n > 3. Porém, temos agora um

interessante fendémeno da bifurcagao com respeito as n — 2 novas coordenadas.

2.3.1 Formas normais de pares de involucoes

Como na secao anterior obtemos formas normais para o caso nao-Abeliano, onde con-

sideramos involugoes lineares do tipo (1.3)

Proposicao 2.7: Consideremos o par (Y1,19) de involugdes lineares transversais em
R™, n > 3, dadas por

U1(x1,. . xn) = (=21, T2 + a12%1, T3 + Q1321 . . ., Ty + A1T1),

Yo(x1, ..., xn) = (X1 + an1T2, —Ta, T3 + A23T2, . . ., Ty, + A2, T2),

com Ay = (1, 12) nao-Abeliano, ou seja , a3y + a3, # 0.

(a) Suponha ajzaz # 4. Se ajy =0, entdo (11,1 € equivalente a (1,,1),), onde

E (Ih cee an) = <_'T17x2 + T1,T3,--. 7‘1"11)7
o (2.14)
Talrs o ) = (21, 0,50 0).
Se ajy # 0, entdo (11,1 € equivalente a (1,,1),), onde
(w1, ) = (—21, 29 + (4 — 0+ tr(Yy 0 y)) Ty, 13, ..., ), (2.15)
Vo1, @) = (21 + T, — T2, T3, ..., Ty). '
(b) Suponha aizas = 4. Se (ags, ..., as,) = =3 (a3, ..., a1,), entdo (1,12) € equiva-
lente a (,,1,), onde
E ('CUl? s 7xn) :<_LE17 T2 + 4.1/’1, T3, ... 7xn)7
o (2.16)
77Z)2(£I§'1, . ,ZL’n> :(1'1 + T2, —T2, T3, ... ,Qﬁ'n).

Se (ass, ..., am) # 2 (ass, ..., a1,), entdo (Y1,v2) € equivalente a (¥, 1,), onde

¢1<$1,...,$n>:(—$17I2+4$1,$3,...,$n), (2 17)
@2@1, coy ) = (1 + To, — T, T3 + To, ..., Ty).

Observacao 2.8: Observemos que

P10y = (—x1—a122, a12x1+(a21a12—1)x2, ar13zr1+(ag1a13+a23)x2+3s, . . ., a1nx1+(a21010)T2+Ty ),
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de t =—-1 —14+1+...+1. E tant
onde tr(yr o 12) + aza12 +1+...+ portanto,

n—2 vezes

12091 = 4—n + tr<¢1 o 1/}2)

Note também que esta igualdade é usada para apresentar as formas normais (2.15).

Demonstracao: Da Proposicao 1.18, seja (1)1,,19,) um par de involugoes lineares

transversais, onde

wlb(LEl, P ,l’n) = (-.Z'l,ilfz + b12£C1, R + blnxl)

Yo, (@1, .., Tn) = (T1 + b2, —Ta, ..., Ty, + bopTa).

Pela Proposicao 2.1 (¢1,14) e (¢1,,19,) sdo equivalentes se, e s se, existe uma matriz

invertivel

1 0 ... ... 0
0O « 0 ... 0
H=| 9 v Bz ... Ban |,
571 Tn BnS L Bnn

tal que b1y = @i, by = atas e para 3 < j < n

bij = =265 + vja12 + Zﬁjkaw
k=3

1 n
byj = a(5ja21 — 275 + Z Bikask),
k=3

para a # 0 fixo. Seja L, : R?"~* — R?"~* a tranformacao linear definida por

1 1
La(53, ey O, LT ,%) = (—253+73a12, ceey —25n+%a12, 5(53@1—273), cee 5(571@21—2%))-

Para cada isomorfismo linear 3 : R"2 — R"~2, consideremos o vetor v,5 € R" 2 x R" 2 &
R2"=4 dado por

1
Uaﬁ = (5(@13, . ,aln), aﬁ(agg, e ,Clgn)) € RniQ X RniQ = R2n74.
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Vejamos também que

(b1, .., bin, bas, . . ., bay) = (=203 + y3a12 + Z Bakig, - .., —20n + Ynai2 + Z BrkQik,
k=3 =3

1 & 1 &
~(3a9; — 2 = (Onas — 2 :
a( 3a21 — 273 + Zﬁ%a%) a( a2 — 2Yn + Zﬁ kQ2t))

k=3 k=3

1 1
= (=203 + y3a12, . . ., =20, + Yna12, 5(53%1 —293), -+, a(5na21 —27,)

+ Z Bskaik, - - - Z Bk, o Z Bskazk, - - -, o Z Bukazr)
k=3 k=3 k=3 k=3

1
= La(Bsr 0700+ (B X B, iz, 20)
= La(537 s 7671”73’ s 77n) + Vap-
E portanto, com a notacdo acima, (i1,1s) e (¢1,,19,) sdo equivalentes se, e sb se,

(b12, ba1) = (cayz, éam) €

(b137'"7bln7b237"'7b2n) € Im(T’U La)a

aﬁo

para algum « # 0, algum difeomorfismo e onde T, , : R*"~* — R*"~* & a translacdo na
diregao do vetor v,g.

Agora, se observamos L, matricialmente

—2 0 a12 0
0 —2 0 a12

Lo = : 2.18
=0 E 0 (21
0 a1 | ) =2

vemos que L, é isomorfismo linear se, e s6 se, ajsa9; # 4.

(a) Suponha ajsas; # 4. Neste caso Im(Tvaﬁ o L,) = R?*"™ para algum «a # 0 e algum

isomorfismo [ desde que L, e T,_, sdo sobrejetoras.

8
Afirmacdo: (11, 12) € (¢1,,19,) sdo equivalentes se, e s6 se, (1, P2) € (¢1,, Pa,) a0
equivalentes, onde estes dois ultimos pares sao dados por

¢1(z,y) = (=21, 22 + a1271) e ¢a(r,y) = (T1 + a2172, —T2),

P1,(2,y) = (=21, 22 +1271) e ¢o,(x,y) = (T1 + barxa, —T2).
De fato, suponha que (¢1,%5) ¢ equivalente a (¢1,,15,). Entao, existe v # 0 tal

que bjy = aagy e by = a lag e, portanto, (¢1,¢9) e (¢1,,d2,) sdo equivalentes.



Capitulo 2. Formas normais de pares de involucgoes e diagramas divergentes de dobras25

Reciprocamente, suponha que (¢1, ¢2) e (¢1,, P2,) sa0 equivalentes. Entdo, existe
a # 0 tal que biy = aaip e by = a lay. Da hipotese de ajpas # 4 temos que

Im(T,,,, o Lo) = R*"™4, 0 que implica

(big, .., b1, bog, . ., bay) € R = Im(T

Vag

o Lg).

Portanto, (¢1,¢2) € (11,, ¥9,) sdo equivalentes . Assim, podemos apresentar a formas

normais de (¢, 15), usando a formas normais das suspensoes (¢1, ¢2), como segue:

— Se ay; = 0 temos que A(¢2) = F(¢1). Pelo Teorema 2.3, (¢1, ¢2) é equivalente
a (1, p2) onde py(z1,x2) = (—x1, 29 + 1) € pa(x1,22) = (21, —23). Portanto,
da afirmacdo acima (1, 19) é equivalente a (2.14).

— Se ag; # 0, temos que A(¢pq) # F(¢p1). Pelo Teorema 2.3, (¢1, ¢2) é equivalente

a (p1,92), onde @1(x1,22) = (—21,22 + (2 + tr(¢1 0 ¢2))71) € pa(z1,22) =
(x1, —x2). Finalmente, desde que 2 + tr(¢; o ¢2) = 4 — n + tr(yy o 1), temos
que (¢1,1) € equivalente a (2.15).

(b) Suponha ajsas; = 4. Se observamos (2.18), entao para cada a # 0, temos que

dimIm(L,) = n — 2 e afirmamos que (u1,...,Up_2,Up_1,...,Uzpn_q) € Im(L,) se,
A _ a1 . .
e 0 se, (Up_1,...,Um—g) = =5 (u1,...,u,—2). Para verificar isto, observemos que

Im(L,) é gerado pelos primeiros n — 2 vetores coluna de (2.18). Logo,

21 21
I LX:R{LQHWQ——ﬂQ“WOPH,Q”wQLQHWQ———}
m(Lo) =R {( 0 2

Assim, dado um isomorfismo 3, temos que

Vag = (Blars, ..., a1,), éﬁ(agg, ooy a9,)) € Im(Ly)
@éﬁ(agg, cey Qo) = —%ﬁ(alg, RN
S(ags, ..., a,) = —%<a13, N AT
Entao, temos os seguintes casos:
— Se (ags, ..., a2,) = —*(a13,. .., a1,), entdo vag € Im(L,) e portanto
Im(T,, o Lo) = Im(L,); para algum isomorfismo 3.

De fato, se pegamos = € Im(L,), © = Ly(a), para algum a € R*"~*. Desde
que vag € Im(Ly), © = Lo(a) — Vag + Vap = La(a) — La(b) + vas = La(a —
b) + vap = Ty, © La(a — b). Portanto, x € Im(7,,, o L,). Reciprocamente, se
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v € Im(T,,, o Ly), temos que & = va3 + Lo(a) = La(b + a) € Im(L,), com
a, b € R?* Agora, pegamos (b12,b21) = (4,1) e (b13, ..., b1n, o3, ..., bop) =
(0,...,0) = —Vap + Vag = La(=b) + vas € Im(T,, 0 Ly). Assim, (¢y,1)9) &
equivalente a (2.16).

— Suponhamos (ags, ..., a2,) # —%(a13,...,0a1,). Entdo, vag ¢ Im(L,) para

qualquer [ isomorfismo, e também temos

UgIm(Top 0 L) = R** — Im(L,,). (2.19)
Pois se pegamos u = (uy, ..., Usn_4) ¢ Im(Ly,),
(un,1 c. u2n74) + %(ul Ce Un,Q) 75 0
J 9 Qa 9 Y b
e desde que (ags, ..., a;m) + %2 (a13, ..., a1,) # 0, podemos definir um isomor-

fismo 8 em R"2 tal que

1 21 21

aﬁ((a%, N 7(%3, 1)) = (U1, ..y Up—g) + %(Ul, ey Up—2).

Disto temos que

1 21

(un—la e ,U2n—4) - EB(GQ:’,, S ,a2n) = _%«ula .. 7Un—2) - 5(%3, .. 7a1n))7

o qual significa que u — vop = (U1,...,Uzn—a) — Vap € Im(L,). Portanto,
u € Im(T,,,0L,). Se pegamos u € Ug Im(T,,_ ,0L,), temos que u = L (V) +vag
para algum f isomorfismo em R"2. Como v,s ¢ Im(L,), temos u ¢ Im(L,),
o qual termina de verificar (2.19).

Agora, para concluir que (2.17) é a forma normal é suficiente pegar

(b12,b91) = (4,1) € (13, .., b1n, b3, ..., b2y) = (0,...,0,1,0,...,0), onde
0,...,0,1,0,...,0) ¢ Im(L,). De fato, suponhamos que (0,...,0,1,0,...,0) €

Im(L,). Entédo, existe ¢ = (cy,...,con_4) € R*™ tal que Ly(cy,...,Con4) =
(0,...,0,1,0,...,0) com representagdo matricial:
-2 0 12 0 c1 O
0 ) 0 a ' '
Lafe) = e e e
Ck_lagl 0 —206_1 0 Cn—1 1
0 alay 0 —2a7! Con—4 0

a partir da qual obtemos o sistema de equagoes
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2

(e}

—c1 +a¢, 1 =0

%01 —Zcp1 =1
Observemos que o cojunto solucao é vazio desde que ajpa9; = 4. Assim, nao
existe ¢ tal que L,(c) = (0,...,0,1,...,0). E portanto, (0,...,0,1,...,0) €

Im(T,,,, o L,) para algum f isomorfismo de R™2.

O
A Proposi¢ao 2.16 nos da formas normais de involugoes lineares transversais em R™,
n > 3, basada nas condigdes de pares da forma (1.3). Podemos agora explicitar o fenomeno

de bifurcagao com respeito as n — 2 novas coordenadas. Isto acontece quando aqsa9; = 4

e (ags, ..., a,) = =§*(ai3,...,a1,), correspondente a forma normal (2.4).

Da Observacao 2.8, temos que

a12a91 = 4—n+ tr(q/zl 9 ’QDQ) (220)
Agora observemos que
ag =0 & A(s) C F(¢h) (2.21)
e, S€ a12a91 = 4,
—a

(agg, . ,a2n> 7& 221 (alg, . ,(lln) = A('Lﬁz) = A(¢1) (222)
De fato, suponhamos ay; = 0. Entao ¢q(z1,...,2,) = (—x1, =29, T3 + a23%s, ..., T, +

a2,T2) €, se pegamos u = (uq, ..., u,) € A(is), temos

Yo(u, ... up) = (U1, —ug, uz + agglia, . . ., Uy + Gopus) = (—Ug, ..., —Uy),

o qual implica que a primeira coordenada de u ¢ zero. Logo,
(0, ug, ...y uy) = (0,us, . .. Uy).

Portanto, v € F(11). Reciprocamente, se pegamos u € A(yp) C F(11), temos que
Yy 0 o(u) = —u e igualando a primeira coordenada, concluimos que agy; = 0. E (2.22)
resulta de um calculo direto ao fazer as contas em (1.3).

O lado direito das trés afirmacoes acima sdo invariantes sob conjugagao simultanea
linear. Com este fato, podemos reescrever a Proposicao 2.7 em termos de condigoes sobre

pares gerais de involucoes lineares transversais. Entao temos:

Teorema 2.9: Seja (o1, p2) um par de involugdes lineares transversais em R™, n > 3.

Consideramos o grupo Ag = (@1, @2).
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(a) Se Ay é Abeliano, entio (¢1,p2) € equivalente ao par canénico (¢9,49), onde

@1, ) = (—21, 72, T3, T0)
(2.23)

gog(xl, cey Tp) = (T1, — T, T3,y .., Tp).

(b) Suponha Ay nao-Abeliano. Consideramos dois casos:

(b1) Suponha tr(ypy o o) # n. Se A(p2) C F(p1), entdao (¢1,p2) € equivalente a
(Y, 1) dado por (2.14). Se A(py) ¢ F(p1), entio (¢1,p2) € equivalente a
(¢1,%,) dado por

El(xl, cosy) =(—x1, 20+ (4 —n+tr(pr 0 we))x1, T3, ..., Tp),
EQ(xl, ey Ty) =(T1 + Ty, —X9, T3, ..., Ty).

(b2) Suponha tr(p; o ps) = n. Se A(p2)
(V1,%,) dado por (2.16). Se A(ps) # A(e1), entao (p1,2) € equivalente a
(¥, %y) dado por (2.17)

A(p1), entao (p1,p2) € equivalente a

2.3.2 Formas normais de diagramas divergentes de dobras

Vamos agora passar para diagramas divergentes de dobras. O teorema de classificagao

¢ dado abaixo e segue diretamente dos Teoremas 1.14 e 2.9 e da Proposicao 1.19:

Teorema 2.10: Seja (f1, f2) : (R™,0) — (R® xR™,0) um diagrama divergente de dobras

associado a um par (o1, @) de involugdes lineares transversais em (R",0). Consideremos

0 grupo Ny = (p1, ) -

(a) Se Ay é Abeliano, entao (fi, f2) € equivalente ao diagrama candnico de dobras
(f7, f2), onde

oy, ) = (23,29, 23, ., ), [O(T1, . ) = (01,23, 23, ..., ).

(b) Suponha agora que Ay € nao-Abeliano. Consideramos dois casos:

(b1) Suponha tr(p; o @2) # n. Se A(ps) C F(p1), entdo (f1, f2) € equivalente a
(91, 92) dado por

1

g1(x1, ..., x) :([L'%,ZEQ + §Il,$3, ce Ty,

(w1,75, 23, ..., 7).

(2.24)

g2(x1, ..., x)
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Se A(p2) ¢ Flp1), entao (f1, fa) € equivalente a (g1, g2) dado por:

1
gi(xy, ... xy) :(x%,mg + —(4—n+tr(er0p))T1, X3, ..., Ty),
2 (2.25)

1
go(x1, ..., x,) =(z1 + ixg,xg,x;;, ey T)-

(b2) Suponha tr(pq o p3) = n. Se A(p2) = Alp1), entao (fi1, f2) € equivalente a
(91,92) dado por

gl(l‘h s 71:71) :(.I'%, X2 + 21’1, X3y 7xn)7
1 ) (2.26)
gg(l’l, . ,iL‘n) :<.Z'1 + 533'2, Loy L3y ... ,iL‘n).

Se A(ps) # A(p1), entao (fi, f2) € equivalente a (g1, g2) dado por

gi(x1, ..., x) :(x%, To + 221, T3, ..., Ty),
1 (2.27)

g2(x1, .. xy) =(21 + §x2, x%, T3y .oy Tp).
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Capitulo

3

Diagramas divergentes de dobras, pares
de involucoes e sistemas dinamicos

Existe uma forte relacao entre campos vetoriais descontinuos e mapeamentos de dia-
gramas divergentes. Por exemplo, em [19] é discutida a classificagao de singularidades de
campos vetoriais descontinuos através da teoria de singularidades e essa relacao.

Neste capitulo apresentamos aplicacoes dos resultados vistos no Capitulo 2 e temos
como referéncia [10]. Mais especificamente, apresentamos uma relagdo explicita entre
campos vetorias descontinuos e diagramas divergentes de dobras associados a um par de
involucoes transversais. E também aplicamos os resultados de classificagao aos sistemas
dinamicos discretos reversiveis. Neste tltimo, descrevemos os difeomorfismos lineares
reversiveis dados pela composta de duas involucoes no plano. E finalmente damos a
descrigao de difeomorfismos dados pela composta de uma classe de involugoes em (R™,0),
n > 3.

3.1 Campos vetoriais descontinuos

Nesta secao ilustramos o aparecimento de involugoes e dobras no estudo sistemas

descontinuos. Seja Z campo de vetores suave em (R",0) dado por

X(zvla"wxn-ﬁ-l) 5€ Tnt1 >0

Z(x1, .0 Tpy1) = { (3.1)

Y(z1,...,Zns1)  s€ xpp1 <0,

onde X e Y sdo germes de campos vetoriais suaves em (R"™!,0) com X (0) # 0 e Y(0) # 0.
Isto significa que Z pode ter descontinuidade no hiperplano H = {z € R"*!; z,,, = 0}.

Consideremos a seguinte situagao: Sejam vx(0,t) e vy (0,¢) as 6rbitas de X e Y passando
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por 0. Suponha que

d d
7Tn+1(@%((070)) :WnH(EW(O’O)) =0, (3.3)
d? d?
7Tn+1(ﬁ’)/x<o, O)) <0e 7Tn+1<@’}/y(o, 0)) > O, (34)

onde 7,1 é a projegao de R"*! no eixo-z,, 1. Sejam Hy e H;- segoes transversais as orbitas
de X e Y respectivamente. Para cada p € (H,0), existe um tnico ¢t = ¢(p) em (R, 0) tal
que a orbita yx(p,t) de X que passa por p e encontra Hy no ponto ¢ = yx(p,t(p)).
Analogamente, existe um wnico ¢ = £(p) em (R, 0) tal que a 6rbita vy (p,t) de Y que passa
por Hi no ponto p encontra Hy: no ponto § = vy (p,t(p)). Assim, definimos o diagrama
divergente:

(fX;fY) : (H>O) - (H)Jf70) X (HSJ/_ao)>

onde fx(p) = qe fy(p) = ¢. Dadefinicdo de fx e fy e de (3.2) até (3.4) podemos concluir
que fx e fy sdo dobras de (H,0).

Notemos que os pontos singulares de fx ( respectivamente fy) sdo os pontos de H
onde X (respectivamente Y') é tangente a H. Chamemos de My ( respectivamente My ),
a esses conjuntos e assumimos que sao subvariedade transversais em (H,0). Definimos

agora os germes de difeomorfismos ¢x e ¢y em (H,0) da seguinte forma:

T1,...,Tn,0) se (xq,...,2,,0) € Mx
P se (x1,...,2,,0) & My,
onde p é o ponto que estd na orbita de X que passa por (zi,...,z,,0) e encontra H.

Analogamente, definimos py. Temos que ¢x e py sdo involugoes em (H,0), F(px) = Mx
e F(py) = My. Logo, podemos ver também que (px,py) esté associado ao diagrama
divergente de dobras (fx, fy) e X(fx) = Mx, X(fy) = My. Finalmente, tomando cartas
, podemos supor, localmente que H = Hyx = Hy = R™. Portanto, o diagrama (fx, fy)
da origem a um diagrama divergente de dobras associado ao par (¢x, py) de involugoes

transversais.
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3.2 Difeomorfismos reversiveis

A referéncia bésica para o estudo descrito nesta sec¢do é [10]. Dada uma involucao ¢
em (R",0), dizemos que um germe de difeomorfismo F' : (R",0) — (R",0) é p-reversivel
se

poF =Floo.

Note que para duas involugdes quaisquer ¢ e o em (R™0), a composicao F' = piopy é

pi-reversivel. Reciprocamente, um germe de difeomorfismo F' com uma simetria reversivel

involutéria ¢, sempre pode ser escrita como composi¢ao de involucoes:

F =1 0.

Onde py = F~1 o0 ¢,. Como conseqiiéncia, alguns autores tém enderecado o estudo de
difeomorfismos F', ¢-reversiveis ao estudo do par (1, ¢2).

O ponto que queremos notar é que para quaisquer dois pares de involugoes (¢1, ¥2)
(p1, P2) que sdo equivalentes (Definicdo 1.2), as composicoes @1 0 w9 € 91 0 Py geram
sistemas reversiveis conjugados, mas a reciproca nao é verdade e isto pode ser notado

com o seguinte exemplo

%01(1:1; cee 7xn) - (_be% e 7xn)7
01, ... ) = (21 + axo, —T2, T3, . .., Ty),
e
Sol(xly cee 71:71) = (xl + bl’g, —X2, T3, ... 71:71)7
Vo1, xy) = (—x1 — (a + D)o, 9, X3, . .., Ty),

com a # 0 e b arbitrario. Entdo, as composigdes sdo iguais mas (1, p2) e (¢1,92) nao
sao equivalentes pelo Teorema 2.3 e Teorema 2.9 para n > 3.

Assim, podemos nos perguntar que tipo de restri¢oes o estudo do par (1, o) pode
impor ao estudo da dindmica associada a composicao ¢ 0ps. Os teoremas de classificagao
do Capitulo 2 revelam que, a menos de equivaléncia, nao existe restricao para a maioria
dos pares (1, p2) de involugoes lineares transversais. De fato, a maioria de formas normais

sdo caracterizadas por tr(y; o ) (Ver Teoremas 2.3 e 2.9).

3.2.1 Caso planar

Agora apresentamos a descricao de difeomorfismos lineares reversiveis no plano dado
pela composicao de involucoes como no Corolario 2.4. Primeiro lembremos que uma

rotacao Ry, 6 € [0,27) tem representagao matricial

cosf —sinf
Re_(sinﬁ cos b, )
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e qualquer reflexao é da forma

( cosa  sina ) 7 (3.6)
sina  — cos
com a €< 0, 27].

Ainda, qualquer rotacao Ry de angulo 6 pode ser escrita como composicao de duas

reflexoes, isto é, para 6 # 0, 7 temos

cos —sinf \ [ cosa sino cos 3 sinf
sinf cos6 sina  — cos « sinf —cospf

onde a+ 8 = 6. Se Ry é a composi¢ao de duas involugoes lineares, ou seja, Ry = 1 0 o,
entao estas sao necesariamente reflexoes, isto segue de notar que casa involucao ¢; com

1 = 1,2, pode ser escrita como segue:
o1 =Rpopy e
P2 = 10 Ry,
e de verificar que as entradas de cada ¢ e o satisfazem (3.6).

Suponha que F' seja um difeomorfismo linear dado pela composicao de duas involugoes,

F = 1 0y, com (¢1, p2) nas condigdes do Corolario 2.4. Desde que det(F') = 1, entdo
—2 < tr(F) < 2 se, e s6 se, F' é conjugada a uma rotacao.
Para provar isto, primeiro suponha —2 < tr(F') < 2. O polindémio caracteristico de F' é
Pr(X\) = A\ — tr(F)\ + det(F).

Disto temos que o discriminante do polinomio é negativo e, portanto, F' é conjugado a
uma rotacao.

Reciprocamente, suponha F' = ;0 conjugado a uma rotacao de angulo 0 < 6 < 27
cosf) —sinf
Ry = ( sinf cos#, ) '

Desde que o trago ¢ invariante por conjugacao, tr(F) = tr(Ry), logo —2 < tr(F) < 2.
Se tr(F) = 2 = 2cos#, temos que § = 0 o qual implica F' = I, portanto ¢; = s,
que contradiz a hipotese de que o par (¢1,¢2) é transversal. Se tr(F) = —2 = 2cos¥,
entao 6 = 7 o qual implica F' = —1, portanto ¢ = —9, que contradiz a hipotese
F(p1) # A(ps) do Corolario 2.4.

Agora pelo Teorema 2.3, o par (1, ps) é representado pelo ponto (2 + tr(F),1) na
reta horizontal as; = 1 da Figura 2.2, isto é, podemos assumir que as involucoes sao dadas
por

e1(z,y) = (=2, y + 2+ tr(F)z) e palz,y) = (x +y,—y).
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Entao, segue-se que —2 < tr(F) < 2 nos da o segmento de reta dos pares de involugoes
equivalentes a pares de reflexoes. Se tr(F') > 2 ou tr(F') < —2, entao F' corresponde a um
difeomorfismo hiperboélico linear -reversivel. Isto é, os autovalores de F' tém moédulo
fora de S*, o qual se verifica observando o polinémio caracteristico de F.

A seguir damos a interpretacao geométrica de equivaléncia entre dois pares de reflexées
transversais no plano em relacao as retas de pontos fixos das reflexdes. Note que se ¢ e
@2 sao reflexdes, entdao o angulo no sentido anti-horario a partir da reta F(pq) até a reta
F(p1) € a metade do angulo de rotacdo 0, Ry = 1 0. Portanto, chegamos & importante
conclusao de que dois pares de reflexoes transversais planares sao equivalentes se, e so se,
os angulos entre as retas de pontos fixos de cada par sao iguais.

De fato, se dois pares de reflexdes (¢1,2) e (g1, ¥2) sdo equivalentes, as compostas
©1 0 g e Y1 0 Py sao conjugadas. Mais ainda, as compostas destes pares sdo rotagoes
conjugadas e, portanto, tém igual traco. Logo, tém igual angulo de rotacao e igual angulo
entre as retas dos pontos fixos das reflexoes. Se os angulos entre as retas de pontos fixos
sao iguais, chamemos este angulo 6 tal que 0 < # < m. Os tracos destas compostas de
reflexoes sao iguais. Provamos que estes pares de reflexoes sao equivalente da seguinte

forma:

e Se ) = /2, as retas dos pontos fixos F(¢1) e F(¢1) sdo ortogonais. Logo a composta
destas reflexdes é — 1. Assim, estes pares de reflexdes formam grupos Abelianos.

Portanto, cada par é equivalente a (2.8) e finalmente sdo equivalentes.

e Se0< 60 <meb#mr/2. Os grupos gerados pelos pares (@1, p2) e (¢1, P2) sa0 nao
Abelianos e F(p1) # A(p2) e F(p1) # A(pz). Assim, pelo Teorema 2.3 estes pares

sao equivalentes.

3.2.2 Cason >3

A seguir, generalizamos o resultado da Subsecao 3.2.1 para pares de reflexdes em R",

n > 3. Comecamos com a definicao:

Defini¢ao 3.1: Uma reflexdo ¢ em R™ é uma involugao linear com codim F(p) = 1 e

A(p) e F(p) subespacos ortogonais.

Dadas duas reflexdes 1 e @5 em R”, definimos o angulo entre F (1) € F(p2) como o

angulo entre as retas A(y1) e A(pa).

Observacao 3.2: Se (¢1, o) € um par de reflexoes transversais em R" e 7, 1, 0s vetores
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diretores das retas A(p1) e A(p2) respectivamente, consideramos {v, ..., v, o} base para

F(p1) N F(ps). Entao, B = {ny,m2,v1,...,v,_2} é base de R™ e @1 o p, nesta base tem

matriz:
cosf) —sinf@ 0 ... 0
sinf cosf
0 1 : ,
: .0
0 ... 0 1

onde 6/2 ¢ o angulo entre F(p1) e F(p2).

Figura 3.1:

Proposicao 3.3: Dois pares de reflexies (o1, p2) € (11,19) sdo equivalentes se, e s se,

o dangulo entre F(p1) e F(p2) e o dngulo entre F(1) e F(¢s) sdo iguais.

Demonstragdo: Sejam B = {n;,n2,v1,...,0, 2} ¢ C = {v1,v9,u1,...,u, 2} bases
tomadas como na Observacao 3.2 para @1 0 @y € 1 01y respectivamente, com « o angulo
para @1 o @9 e 5 o dngulo para 1 o 5. Suponhamos que os pares de reflexdes (1, @2) e
(11, 19) sao equivalentes. Entdo, existe h isomorfismo linear tal que ¢ = hop; oh™ e
1y = hopyoh™t. Sejam P e () as matrizes de transicdo da base canonica para as bases

B e C associadas aos pares de reflexdes (@1, p2) € (11, 1) respectivamente. Entao,

Potpotpao Pt =Pohoypopyoh toP ™



Capitulo 3. Diagramas divergentes de dobras, pares de involucoes e sistemas dindmicos37

e, portanto,
(Yrotha)e=PohoQ 1o(p1opy)poQoh o Pt
Assim,
cosa —sina 0 ... 0 cosf —sinf 0 ... 0
sina  cosa : sinf3 cosf3
0 1 0 |H=H 0 1 ,
: 0
0 .. 0 1 0 .. 01

onde H = (h;j) = Poho @' Pela transversalidade de (o1, p2) segue que h;; = 0 para
i=1,2ej=3,...,n. Pelatransversalidade de (¢1,12) segue que h;; =0 parai=1...n
e 7 =1,2. Entao,

cosa —sina hll h12 . hll h12 COS 6 —sin 6
sina  cosa hot has |\ hoy hoo sinf3 cosf3 '
Disto, temos que cosa = cos . Entdo, a = [ pela transversalidade dos pares (¢1, p2) e

(Y1, 12).

Agora suponhamos que o = 3. Seja N a matriz de transicao da base B para a base C
tal que N(m) = v1, N(n2) = vo, N(v1) = uq,... , N(vy_2) = u,_o. Pela transversalidade
de (¢1,92) e (¥1,19) temos 0 < /2 < /2. Se /2 = 7/2, entao os grupos A = (@1, @)
e A= (11, 19) sd0 Abelianos e portanto os pares (¢1,p2) e (11, 12) sdo equivalentes. Se
0 < a/2<7/2 entdo n — 4 < tr(pg 0 o) = tr(y 01hy) < n. Entado, pela parte (b) do
Teorema 2.9, (1, p2) e (¢1,19) sdo equivalentes.
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Capitulo

4

Grupos gerados por um par de
involucoes e a teoria reversivel
equivariante

Inicialmente neste capitulo damos a descricao dos grupos gerados por pares de in-
volucoes lineares transversais. O resultado principal é que todo grupo gerado por uma par
de involugoes é sempre identificado com um grupo diedral finito D,, ou infinito D,,. Para
o caso planar (n = 2) precisamos da representacdo esquematica apresentada na Figura
2.2 e, do Teorema 2.9 para o caso n-dimensional. Os resultados aqui foram obtidos de
forma independente. Os calculos foram feitos de acordo com a forma como se apresenta
as involucoes no nosso interesse e, apesar de simples, acreditamos que os os resultados nao
aparecem na literatura. Na segunda parte deste capitulo, apresentamos uma introducao
a teoria reversivel equivariante a qual ¢ aplicada a grupos especificos gerados por um par
de involucgoes lineares transversais como no Teorema 2.3. Além disso, apresentamos a re-
lacao entre os conjuntos apresentados na teoria reversivel equivariantes quando os grupos

a tratar sao conjugados.

Dados o pares de involucoes (1, ¢2) e (41, @2) equivalentes, sejam A = (p1, pq) €
A= (p1,Pa) 0s grupos gerados por estes pares, respectivamente. Seja h o difeomorfismo
que conjuga os pares (@1, p2) € (P1, ), isto €, @; = ho ;o h™!, para i = 1,2. Notemos
que cada elemento de A = (&1, B,) é conjugado a um elemento de A = (1, ,). Mais
ainda, estes grupos tém a mesma ordem. Assim, podemos fazer a classificacdo destes

grupos a menos de equivaléncia.

39
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4.1 Grupos gerados por um par de involucoes

Seja (¢1,p2) um par de involugbes quaisquer e A = (@1, p2) 0 grupo gerado pelas

involugoes ¢; e . Lembramos que algebricamente os grupos diedrais sao definidos por
D,, = <a,b;am =1,0>=1,ab= ba_1>,DOo = <a,b; bV =1,ab= ba_1>,

onde os elementos a e b sao chamados geradores destes grupos. Notemos que o grupo
A = (p1,p2) € tambem gerado pelos germes de difeomorfismo @1 e @1 0 @y, isto 6 A =

(p1, 10 02).
Notemos também que

(p10p2) 001 =10 (p10p2) "

Assim, se pegamos b = 1 e a = 1 0@y 0 grupo A = (p1,p10¢y) é ou A = D, ou
A = D, com m inteiro positivo.
Agora vamos explicitar se A é um D,,, ou D, quando (¢1, p2) € um par de involugoes

lineares transversais.

4.1.1 Cason =2

Comegamos por considerar pares (1, ¢s) de involucoes lineares transversais no
lano. Pelo discutido acima, para a descricao dos grupos A = {1, ps) s6 precisamos
? )

tomar representantes na Figura 2.2.
1. Se (1, p2) esta na orbita da origem, entdo A é Abeliano. Assim, A = Dy = Zy X Zs.

2. Se (p1,¢2) esta na orbita do ponto (1,0), entdo, (1, ¢2) ¢ equivalente a (1, 1s),
onde 77Z)1(ZE,y> = (—x,x + y) ey = (l’, _y) Entao,

(-1 0 m (=)™ 0
¢1 © % - ( 1 —1 ) e (wl © ¢2) - ( (_1)m+1 (_1)m ) ’
isto é, 11 o0 1y nao tem ordem finita. Logo, A = D..

3. Suponha —2 < tr(¢; 0 ) < 2. Entdo, (¢1,p2) é equivalente a um par de reflexdes

(¢1,42). Entao,
cosf) —sind
Yoy = ( sinf  cosf ) ’
onde 0/2 & o angulo entre F(1)1) e F(1b). Se 6 & multiplo racional de 7, entao existe
um menor positivo m € Z tal que (1)1 0 1)2)™ = L. Neste caso, A = [p1, 2] = D,,.

Caso contrario, A = D..



Capitulo 4. Grupos gerados por um par de involugoes e a teoria reversivel equivariante 41

4. Se tr(pi o) = —2, entdo (¢1, p2) € equivalente a (1/)17%)7 onde @/)1(% y) = (—$,y)7

Ya(z,y) = (x +y,—y) e
Mowz(_éj})

Desde que a ordem de ¢ o @y é igual & ordem de 1 o 109, s6 precisamos saber a

ordem de 11 o 1p,. Observe que
m_ (=D (=1)"m

Assim, 17 o 15 nao tem ordem finita e A = D,.

5. Se tr(p; 0ps) = 2, entdo (p1, p2) € equivalente a (11,15) , onde ¥y (z,y) = (—z,y +
dz) (2, y) = (z +y, —y) e

Mowz(j';).

Analogamente, desde que a ordem de 09, é igual & ordem de 11015, 86 precisamos

saber o ordem de 1), o 9y. A forma canonica de Jordan de 11 o 1)y € ( (1) 1 ) ea

1 m

forma canonica de Jordan de (1) 015)™ é ( 0 1

finita e A = D..

). Assim, 11 015 nao tem ordem

6. Se tr(p; 0 pg) < —2 ou tr(p; o ps) > 2. Entdo, @1 0 ¢y é un difeomorfismo linear

hiperbélico. A forma candnica de Jordan de o o g é < é )\91 ), com A € R,
|A| # 1, e a forma candnica de Jordan de (¢; 0 )™ & ( )\0 )\E)m ) Portanto,

1 0 2 nao tem ordem finita e A = D.
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4.1.2 Cason >3

Nesta se¢ao descrevemos os grupos A = (1, o) para os quais usamos o Teorema
2.9.

Observacao 4.1:  Se (¢1, p2) um par de involucdes lineares transversais em R", sabemos
que det(p1 0 o) = 1. Entao,

Ry 0O

0 I, ) onde 0 < 6 < 2m.

n—4 <tr(propy) < nse, esose, v 0py é conjugado a (
Para a decri¢ao de alguns grupos A usaremos também a Proposicao 3.3:
1. Se A = (p1,p2) & Abeliano entdo, A = Dy = Zy X Zs.
2. Se A = (1, p2) é ndo Abeliano. Como no Teorema 2.8 temos os seguintes casos:

e Suponha tr(p; o o) # n.
(a) Se A(ps) C F(pa). Entao, (1, p2) é equivalente a (1)1, 12) dado em (2.14),

ou seja,
Vi1, .. T,) = (=21, 22 + 21,73, ..., Tp),
o1, ... xy) = (X1, —To, T3, ..., Tp).
Logo, temos
-1 0 0 (—1)™ 0 0
P1othy = -1 0 e (o))" = (=)™m (=)™ 0
0 0 In,Q 0 0 In72

Portanto, ¢ o 15 ndo tem ordem finita e A = (p1, 2) = Dy,
(b) Se A(p2) ¢ F(p2). Suponha n—4 < tr(¢0p2) < n, Entao da Observacao
4.1 temos que 1 © w9 é conjugado a

cos@ —sinf O
sinf cosf 0
0 0 L,_o

Como no caso planar, se 6 ¢ miltiplo racional de 7, entao existe um menor
positivo m tal que (¢; o ¢)™ = I,,. Portanto, A = (1, p2) = D,,. Caso
contrario, A = D..

Agora suponha tr(p;opy) = n—4. Entao, (p1, ¢2) € equivalente a (11, 1s),

onde

V(1. ) =(—21, T2, 23, ..., Tp),

Vo1, ... xn) =(21 + T2, —To, X3, ..., Tp).
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Logo, temos

~1 -1 0 (=)™ (=D)™m 0
Y101y = 0 -1 O , (1ohy)™ = 0o (—=1m 0
0 0 In_g 0 0 In—2

Portanto, 11 o 13 ndo tem ordem finita e A = D.

Se tr(p1 0 p2) < m —4 ou tr(ey o p2) > n as formas canonicas de Jordan

de 1 0@z e (p10 )™ sdo

A0 0 Am 0 0
oAt o0 |, 0 A ™ 0
0 0 In—2 0 0 In—?

respectivamente, onde A € R e |\| # 1. Portanto, ¢ o 3 nao tem ordem
finita e A = D.

e Suponha tr(p; o vy) = n.

(a) Se A(ps2) = A(p2) entdo, (p1,p2) é equivalente a (11,12) , onde

77[11(1’1, e ,l‘n) = (—271,[1')2 +4l’1,l‘3, Ce ,[L’n),

Yoy, ... ) = (11 + o, —To, T3 + Xo, Ta, ..., Tp).

Logo, temos

-1 -1 0 0
4 3 0
O =
Y1 0ty 01 1 o
0 0 I3

As formas canoénicas de Jordan de ¢1 0 g e (1 0 2)™ s@o

1 -1 0 0 1 m a 0
01 1 0 1 m
o0 1 0 | L0 10
0 0 1,4 0 0 L,

Onde a = Zf:ll 1. Portanto, 11 o 1, nao tem ordem finita e A = D .
(b) Se A(ps) # A(ps) entao, (p1,¢2) é equivalente a (1,1)s) , onde

Vi(ze, .. ) = (=21, 20 + 421, T3, ..., Ty),

Yoy, ... xy) = (11 + X9, —To, T3 + To, Ta, ..., Tp).
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Logo, temos

-1 -1 0
P10y = 4 3 0
0 0 I,

As formas canodnicas de Jordan de @1 0 g e (@1 0 2)™ sdo

1 1 0 1 m O
0 1 °: 7 01 0
0 0 I, o 0 0

Portanto, 11 o 13 ndo tem ordem finita e A = D .

Em resumo, seja (1, ¢2) par de involugoes lineares transversais em R? com codim F (1)

codim F(p9) = 1 cuja orbita é representada esquematicamente por um ponto na Figura

~Y

2.2. Entao, da discussao acima, segue que A = (p1, p2) = Dy, exceto se
o (¢1,p2) tem como representante a origem (0,0).

e (1, ¢9) tem como representante o ponto (2 + tr(p; o vs), 1) onde

9010902>

0 = arccostr(

com 0 < 6 < 7 e # é multiplo racional de 7. Neste caso, dizemos que A = D,, se

mm é multiplo de 2k, para algum k inteiro.

4.2 A teoria reversivel equivariante

Num sistema dinamico podem ocorrer a presenca de simetrias e antisimetriass. Quando
isto ocorre o sistema é chamado de reversivel equivariante. A nocao da presenca de sime-
trias e anti-simetrias em equacoes diferenciais consiste de transformacoes nas variaveis de
estado que preservam o retrato de fase. Enquanto simetrias levam trajetérias em trajeto-
rias, preservando a direcao com o tempo, anti-simetrias levam trajetérias em trajetorias
revertendo a direcao com o tempo. Esta secdo tem o propoésito de apresentar explicita-
mente exemplos da teoria reversivel equivariante, no caso que o grupo é gerado por pares

de involucoes nas condicoes do Teorema 2.3.
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4.2.1 Teoria de grupos

Definicao 4.2: Um grupo de Lie linear ¢ um subgrupo I' fechado de GL(n).

Se o grupo I' for compacto, o chamamos apenas Grupo de Lie, pois todo grupo de Lie
compacto ¢ topologicamente isomorfo a um grupo de Lie linear (Veja [7]).

Geralmente nos referimos a certos grupos como sendo grupos de Lie, porém sao apenas
subgrupos isomorfos a algum subgrupo fechado do GL(n). Por exemplo, nos referimos ao
grupo multiplicativo Zs = {—1,1} como grupo de Lie, ja que existe um isomorfismo com

o grupo {— LI} C GL(n), onde I & a matriz identidade n X n.

Definicao 4.3: Seja I' um grupo de Lie e V um espacgo vetorial de dimensao finita.
Dizemos que T' age linearmente (ou simplesmente age) em V se existe uma aplicagao

continua I' x V. — V| (y,v) — 7 - v, tal que:
a) Para cada vy €I, a aplicacdo p, : V — V definida por p,v = - v é linear e invertivel;

b) Se 71,72 € I, entdo 71 - (72 - v) = (1172) - v para todo v € V.

4.2.2 Germes de funcgoes invariantes e de aplicacoes equivariantes

Aqui damos uma descricao de germes de aplicacoes que comutan com a acao de

grupo de Lie compacto I'. Comecamos com a teoria [-invariante.

Definicao 4.4: Seja I' um grupo de Lie compacto agindo num espago vetorial V. Dize-

mos que um germe de fungao f: (V,0) — R é [-invariante se

flyx) = f(z), (4.1)

para todo y € I' e z € (V,0).
De forma anéloga definimos polinémios de V' — R, I'-invariantes.

Observacao 4.5: No caso em que I' é um grupo finitamente gerado, pela linearidade da
acdo de I' é suficiente verificar a igualdade (4.1) para o grupo I' apenas para os geradores
de T

Existe um subconjunto finito de polinémios I'-invariantes uq, ..., us tal que todo po-
linémio I'-invariante pode ser escrito em funcao de uq, ..., us. Este conjunto, o qual nao é

tnico, ¢ chamado de conjunto gerador dos polindmios invariantes, ou base de Hilbert



46 Capitulo 4. Grupos gerados por um par de involugoes e a teoria reversivel equivariante

Se T" age num espaco V', denotamos por Py (T") o anel dos polinémios T'- invariantes
e por Ev(T') o anel dos germes de fungoes (V,0) — R D'- invariantes. E facil ver que
Py(T') e Ey(I) sao de fato anéis sobre R, pois soma e produto de invariantes ainda é um

invariante. Se uq, ..., us € uma base de Hilbert para Py (I') denotamos Py (I') = (uy, ..., us).

Teorema 4.6: Seja I um grupo de Lie compacto agindo em V. Entao existem uy, ..., us €

Py (') que geram o anel Py (T).

Defini¢ao 4.7: Um germe de aplicagdo g : (V,0) — (V,0) comuta com I', ou é I'-
equivariante, se

g(VU) = 79(”)7 Vyel,ve (Va O) (4'2)

Se I' age num espacgo V', denotamos por 73V(F) o modulo das aplicagoes polinomiais

I'- equivariantes e por gv(f‘) o mddulo dos germes de aplicagoes I'- equivariantes.
Teorema 4.8: (Veja [13/)Seja T um grupo de Lie compacto agindo nos espagos V e W.
a) O mddulo Py (L) ¢ finitamente gerado sobre o anel Py (T).

b) Sejam g1, ..., g, geradores para o mddulo ﬁuw(F) sobre o anel Py (I"). Entdo g1,. .., g,

também geram o mdodulo EVW(F) sobre o anel Ey ().

Definigao 4.9: Dizemos que ¢, ..., g, geram livremente o moédulo gv(I’) sobre o anel

Ey(T') se arelagdo f1g1 + ...+ frgr =0, com f; € Ey(I') implica f1 =... = f, =0.

Neste caso dizemos que £ (I') é um moédulo livre sobre £y (T').
De forma analoga definimos para 73V(F). Se g1, ..., g, geram livremente o modulo

Ev(T') sobre £y(T') entéo para todo g € £ (I), existem tnicos f; € Ey () tais que
9= rha+...+ [rg-
Seja [' um grupo de Lie compacto e considere um homomorfismo
o: ' = Zy={-1,1}. (4.3)

Note que o define uma representacao 1-dimensional de I'. Se ¢ é nao trivial, entao
'y = ker(o) é um subgrupo normal de I' de indice 2, e o seu complementar I'_ é um

conjunto nao trivial. Fixando um § € I'_ temos a decomposicao de I' como uniao disjunta
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Neste caso, o grupo I' ¢ chamado de grupo de simetrias e anti-simetrias. Se v € '
dizemos que v é uma simetria em I, enquanto que um elemento de I'_ é chamado de
anti-simetria ou simetria reversivel.

Note que o produto entre duas simetrias e entre duas anti-simetrias ¢ uma simetria.
Por outro lado, o produto de uma simetria com uma anti-simetria é uma anti-simetria.

Observe ainda que o anel Py (I'y) tem estrutura de modulo sobre o anel Py (T').

Definicao 4.10: Um germe de fungao f : (V,0) = R & chamado de T'-anti-invariante se

f(v(2)) = o) f(2), Vv €T, Va € (V,0). (4.5)

Denotamos por Fy (T') o espaco dos germes de funcoes f : (V,0) — R D-anti-invariantes
e por Qy (') o espago de todas as fungoes polinomiais '-anti-invariantes, os quais tém

estrutura de modulo sobre os anéis Ey (') e Py (I'), respectivemente.

Definigao 4.11: Um germe de aplicagao g : (V,0) — (V,0) é chamado I'-reversivel-

equivariante se

glyr) = o(y)vg(x), Vy €T, Vo € (V,0). (4.6)

Denotamos por Fy(I') o espaco de todos os germes de aplicacdes g : (V,0) — (V,0)
I'-equivariantes e por QV(F) o espacgo de todas as aplicacoes polinomiais I'-reversiveis-
equivariantes, os quais tém estrutura de modulos sobre os anéis Ey (') e Py ('), respecti-

vemente.

4.3 Grupos conjugados e a teoria reversivel equivariante

Nesta secao exibimos a relacao entre os conjuntos P, 73, Qe Q para grupos com
representacoes conjugadas por um isomorfismo linear.

Seja I' = (p1,p2) 0 grupo gerado por um par (¢1,p2) de involugdes lineares trans-
versais no R” e seja [ um grupo conjugado a I' por um isomorfismo linear A isto é
I'={hoyoh™; veT}.

Consideremos o homomorfismo de grupos (4.3).Agora seja o homomorfismo h* : T' —
I onde h*(7) = ho~oh . Desde que I' tem simetrias e anti-simetrias consideremos um

homomorfismo natural para I,

5IF—>Z2

7= (@) =00 (b))
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Por construcao, o homomorfismo A* leva simetrias de I' em simetrias de I" e anti-simetrias

de T' em anti-simetrias de ', ou seja o(y) =0c(y) paray =hovyoh '

Proposigao 4.12:  (a) p: R" — R ¢ T-invariante se, e s6 se, poh™t ¢ [-invariante.
(b) f:R"™ — R"™ é I'-equivariante se, e s6 se, ho foh™' ¢é f—equivam’ante.
(¢c) p:R®" = R éT anti-invariante se, e s6 se, poh™ é T anti-invariante.

(d) f:R* — R™ é T reversivel-equivariante se, e s se, ho foh™ éT reversivel-

equivariante.

Demonstracao:

(a) Suponha p o h~! T-invariante, entdo p(y) = p(h"oFoh) = poh ™ (Foh) = p.
Reciprocamente, se p é [-invariante, entao poh™(3) = poh~'(hoyoh™!) = poh™t.
Portanto,

P(T) = {poh™t:peP()}.

(b) Suponha ho foh™! T-equivariante, entéo f(v) = f(h tojoh)=h"tohofoh (50
h)=htojoho foh™toh=~of. Reciprocamente, se f é [-equivariante, entdo
hofoh™ () =hofoh *(hoyoh™)=ho~vyo foh ' =75(ho foh ') Portanto,

P(T) = {hofon: fePm}.

(¢) Suponha poh~! T-anti-invariante, entio p(y) = p(h~*oFoh) = poh~'(Foh) = &(3)p.
Reciprocamente, se p é I-invariante, entdo po h™'(7) = poh™*(hovyo h™l) =

o(y)poh™' =5 (3)po ht. Portanto,

Q(f) = {poh_1 ipéE Q(F)}.

(d) Suponha ho f o h™! T-reversivel-equivariante, entdo f(y) = f(h*oFoh) =h'o
hofoh ' (Foh)=h"'oa(F)Fohofohtoh=aF)h oFjohof=0a(y)yof.
Reciprocamente, se f I'-reversivel-equivariante, entao ho foh™'(y) = ho foh™!(ho
yoh ') = hofoyoh ™' = hoo(y)yofoh ' =0o(y)yoho foh™ =&(§)Yyoho foh™!.

Portanto,

o) ={hofon: fedm}.
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4.4 Exemplos

Nosso interesse estd em considerar apenas os grupos I' = (p1, ¢2) gerados pelo par
(p1,¢2) de involugoes. Explicitamos a seguir os conjuntos P, P, Qe O quando I' =
(p1,p2) e o par de involugdes esta nas condi¢oes do Teorema 2.3.

Seja I' = (1, v2) agindo em R? onde (¢1,p2) € um par de involugoes lineares trans-
versais. Pelos resultados anteriores sabemos que é suficiente estudar a teoria reversivel

equivariante para os pares representantes na Figura 2.2.

Exemplos 4.13: Suponha ¢i(z,y) = (—z,y) e pa2(z,y) = (x,—y) e definamos I', =
{I, =1} e T'_ = {1, p2}. Neste caso, I' = Zy X Zy

P(T): Calculamos manualmente os elementos f(z,y) = 2% e fo(z,y) = y?, os quais

formam uma base para o anel P(Zy X Zs).

P(I): Os geradores para o modulo P(Zy X Zs) sobre o anel P(Zy x Zy) sdo uq (x,y) =
(l’, O) e u2($7y) = <an)

Q(T"): O gerador para o médulo Q(Zsy X Zs) sobre o anel P(Zs X Zs) € g1(x,y) = xy.

Q(T'): Os geradores para 0 médulo G(Zy x Zsy) sobre o anel P(Zy x Zs) s8o vy (x,y) =
(y,()) € 112<£L’,y) = (0,1‘)

Para o seguinte exemplo denotamos o maximo inteiro de n por [|n|].

Exemplos 4.14: Suponha (¢1,p9) tal que —2 < tr(p; o o) < 2. Escolhemos o par
(1, p2) de forma que sejan reflexdes tais que ¢1(x,y) = (, —y) e @1 0 s = Rogr, onde k
é um racional e definimos I'; = (1 0 a) e 1,2 € I'_. Suponha k = 1/n.

e P(I'): Calculamos os elementos

fl(way) :x2+y2 €

[In/2[]
o) = 35 1) (3 )2,

1=0
o0s quais formam uma base para o anel P(T").
e P(I'): Os geradores para o médulo P(I) sobre o anel P(I') sao

[In—1/2]]

wiea) = 3 (" e

=0
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[In—2/2]]

-1
UQ(I, y) _ Z (_1)l+1 <;Ll R 1> :v"_Ql_ZleH.

1=0
e Q(I'): O gerador para o modulo Q(I") sobre o anel P(I") &

[In—1/2]]

n
_ _1)! n—21-1, 2l+1
gile,y) = Y (1) <2H1)x y

=0

e O(I'): Os geradores para o modulo G(T) sobre o anel P(T') sio:

[In—2/2]]

n—1Y\ , _o_
=3 (g arr

=0
In=1/2| _

v(e,y) = > (—1)l( ol ):v"_”‘ly”-
=0

Agora suponhamos k = p/n, onde p e n sdo primos entre si, entao p;(z,y) = (x, —y)

e 1 0 Py = Rapr. Neste caso P, P, Q e Q sao 0s mesmos que para o caso p = 1.
n

Exemplos 4.15: Suponha (1, ps) tal que —2 < tr(p; 0 ¢3) < 2. Entao pela Subsecao
3.2, podemos escolher ¢y, vy como duas reflexoes tais que ¢1(z,y) = (z, —y) e Y1 0 Ys =

Rokr, onde k nao é racional. Definamos I'y = (1 0 o) e 1,0 € T'_.
e P(T): Calculamos fi(z,y) = 2* + y* o qual ¢ gerador do anel P(T).
e P(I'): O gerador para o modulo P(I') sobre o anel P(T') & ui(z,y) = (,y).
e Q(T"): Neste caso Q(I') = {0}.

e O(I): O gerador para o modulo Q(T') sobre o anel P(T) é vy(z,y) = (—y, z).

Exemplos 4.16: Suponha @1, ¢ tais que tr(y; o ¢2) > 2 ou tr(p; o ) < —2. Entao,

pelo Teorema 2.3 podemos escolher @1, o da seguinte forma:
p1(z,y) = (2,5 + 2 +tr(pr 0 w2))x), @a(2,y) = (2 +y, —y).
Mas (1, @2) € equivalente ao par (¢,19) de involugoes lineares transversais
i(,y) = (—y, =), Yo(z,y) = (~A""y, =),

onde A\, \7! sdo as raizes do polindomio caracteristico de ¢, o ¢y. Assim pelos resultados
anteriores é suficiente estudar o caso I' = (¢1,19) = (11,11 01)y). Observamos que
1o Pa(z,y) = (A, A" 1y) e definimos 'y = (Y1 0 ¢ha) e Y1, 9y € I
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e P(I'): Calculamos o gerador do anel P(I") que é fi(z,y) = zy.
e P(I'): O gerador para o modulo P(T) sobre o anel P(T) ¢ fi(x,y) = (z,y).
e Q(T"): Neste caso Q(I') = {0}.

e O(I): O gerador para o modulo Q(T') sobre o anel P(I) é v (z,y) = (z, —y).
Exemplos 4.17: Suponha que o par (¢1,¢2) é representado pelo ponto (1,0) na Figura

2.2. Entao podemos escolher (o1, p2) como ¢1(z,y) = (—z,x + y) e pao(z,y) = (z,—y) e
definimos T'; = (p1 0 p9) € 1,19 € T'_. Entao,

e P(I'): Calculamos o gerador do anel P(T) que ¢ fi(z,y) = z2.

e P(I'): O gerador para o modulo P(I') sobre o anel P(T') & fi(x,y) = (z, ).
e Q(T"): Neste caso Q(I') = {0}.

e O(I"): O gerador para o modulo Q(T') sobre o anel P(I) ¢ vy(z,y) = (0, —z).

Exemplos 4.18: Suponha pi(z,y) = (—2,y) e vao(x,y) = (x + y,—y) ou seja tr(p; o
©a) = —2 e definimos 'y = (1 0 @y) e 11,109 € T'_. Entao

e P(I") Calculamos o gerador do anel P(T") que é fi(x,y) = 3°.

e P(I') O gerador para o moédulo P(I') sobre o anel P(I') & fi(x,y) = (z,y).
e Q(T"): Neste caso Q(I') = {0}.

e O(I") O gerador para o modulo Q(T') sobre o anel P(I) é vy (z,y) = (y,0).
Exemplos 4.19: Suponha ¢;(z,y) = (—z,4z + y) e vao(x,y) = (x + y, —y). Notemos

que este é o caso onde tr(y; o o) = 2. Entao,
e P(I') Calculamos o gerador do anel P(I") que é fi(z,y) = .
e P(I') O gerador para o modulo P(I') sobre o anel P(I') & fi(x,y) = (z, ).
e Q(I"): Neste caso Q(I') = {0}.
e O(I) O gerador para o modulo Q(T') sobre o anel P(I) é vy (z,y) = (0,0).
Com base na Proposicao 4.12 , observamos finalmente que, se tomamos un par de

involucoes lineares tranversais qualquer, para encontrar P, P, Q e Q é suficiente encontrar

a conjugacao entre este par e o par correspondente da Figura 2.2 e aplicar os resultados

acima.
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Capitulo

5

Pares de involucoes com composta
normalmente hiperboélica

O comportamento silmultaneo de difeomorfismos tem sido estudado en diferentes tra-
balhos com obtencao de resultados importantes na teoria de singularidades e sistemas
dinénicos. Mencionamos por exemplo o Teorema de Bochner-Montgomery (veja [12]),
que é um resultado sobre linearizacao de um grupo compacto de aplicacoes em torno de
um ponto. Neste capitulo abordamos o estudo de uma classe de pares (¢1, ¢2) de invo-
lugdes com composta normalmente hiperbolica onde usamos como referéncia basica [11].
Mencionamos um teorema de linearizagao simultanea destes pares de involucoes. E como
conseqiiéncia, fazemos um estudo quando a composta é hiperbolica.

Apresentamos formas normais para dimensoes explicitas dentro dos casos hiperbolico
e normalmente hiperbolico. E finalmente, com a hipotese de hiperbolicidade normal,

encontramos uma relagao entre os conjuntos F (1 0 ps) e F(p1), F(pa).

5.1 Um teorema de linearizacao

Como ja temos visto no Capitulo 1, dada uma involu¢do em (R™,0), o germe de
difeomorfismo h = $(I+dg(0) o ) de (R™,0) ¢ uma conjugacio entre ¢ e o germe da sua

parte linear dyp(0) no 0, isto é
dp(0) =hogoh™.
De fato,

4p(0) 0 h = Sdp(0) ([ +dp(0) 0 p) = o (dp(0) + ) = 5(I-+dp(0) 0 ) = ho o

23
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Defini¢ao 5.1: Seja f: (R",0) — (R",0) um germe de difeomorfismo, f # I. Suponha
que F(f) ¢ uma subvariedade em (R",0) e que dim F(f) = k. Dizemos que f é normal-
mente hiperbdlico se o espectro de df(0) tem, contando multiplicidade, n — k elementos

fora do circulo unitario S* c C.

Notemos que se F(f) = {0} a definicdo acima se reduz ao conceito de germe de
difeomorfismo hiperbolico. Se dim F(f) = k£ > 0 entdo, 1 é autovalor de df(0) com

multiplicidade algébrica e geométrica iguais a k, pois

ToF(f) = F(df(0)),

e dim F(f) = dim Ty F(f) = dim F(df(0)) = k. Logo, df(0) é também um isomorfismo
normalmente hiperboélico.

Lembrando da definicdo de transversalidade de s-uplas de involucées no Capitulo 1,
Defini¢ao 1.15, para o caso particular s = 2 temos que: Duas involugoes @1, o : (R",0) —

(R™,0) sdo transversais se F(p1) e F(p2) estdo em posicao geral no 0, isto é
R" = Tof(QOl) + T()F(QOQ) (51)

Com a transversalidade de involugoes observamos que a menos de equivaléncia, nao per-

demos a generalidade em assumir que o par satisfaz
Flpi) = F(dpi(0)), i=1,2. (5.2)

De fato, sejam g, @y transversais, pelo Lema 3.10 em [7]| (lineariza¢do simultanea de
subvariedades transversais) podemos tomar o germe de difeomorfismo h de (R",0) tal que
h(F(p1)) e h(F(p2)) sdo subvariedades lineares, isto é, h lineariza simultaneamente as

subvariedades F(¢1) e F(p2). Consideremos o par de involugoes (1, 19) tais que
Y =hoyp;oh ' i=12.

Entao, (y1,p2) é equivalente a (11, 19) onde para este par temos que
F (i) = F(d(0)),1 = 1,2

em (R",0).
Ainda para a descricao da estrutura da classe de pares de involugoes para as quais
se aplica o teorema de linearizacao, consideramos L : R" — R"™ um isomorfismo linear

normalmente hiperbolico e tomamos a descomposicao

R*"=FE® E"® F(L),



Capitulo 5.  Pares de involu¢oes com composta normalmente hiperbdlica 55

onde E® e E" sao os subespacos estavel e instavel de L respectivamente. Seja

R L R"

l l (5.3)

F(L) —— F(L)

o automorfismo fibrado hiperbélico cobrindo a identidade I, cujas fibras sao iguais a

E°* @ E". Agora estamos em posicao de enunciar o teorema:

Teorema 5.2:  Seja (1, p2) um par de involugdes transversais em (R™,0) tal que F(p;) =
F(dei(0)), i = 1,2, ¢1 0 o é normalmente hiperbolico e localmente cada ; respeita o
fibrado em (5.3) para L = d(p10p2)(0). Entao, este par é C°-equivalente a (Ly, Ly), onde
Li = dg;(0), i = 1,2.

Este é o principal resultado de [11]. Com base neste teorema, passa a ser de interesse
o conhecimento das classes de pares de involucoes lineares transversais com composta

normalmente hiperbolica. E disto que trata a subsecio seguinte.
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5.2 Classificacao de pares de involucoes lineares trans-
versais com composta normalmente hiperboélica

Nesta secao apresentamos a classificacao de pares de involucoes lineares com composta
normalmente hiperbolica para o caso onde os conjuntos dos pontos fixos sao transversais.
Esta classificacao é dada por conjugagao linear e as formas normais sao apresentadas nos
Teoremas 5.11 e 5.12.

5.2.1 Primeiros resultados sobre hiperbolicidade

Comecamos com dois resultados com respeito a composicao de duas involugoes lineares
que sao essenciais para tudo a seguir. Lembremos que para uma involucao linear ¢ em

R™ temos a seguinte descomposicao
R™ = F(p) @ A(p). (5.4)

Proposicao 5.3: Sejam @1, ps tnvolucoes lineares em R"™. Verifica-se os sequintes re-

sultados:
(a) F(p1opa) = F(p1) NF(p2) @ A(p1) N A(p2),

(0) Alp10p2) = F(p1) N Alp2) & Alp1) N F(p2).
Demonstracao: Dado z € R”, podemos escrever

vt o) | 2o pla)
2 2 ’
de modo que x ¢ uma soma de elementos de F(¢;) e A(yp;) como em (5.4). Agora vejamos

que
zEpi(z) _ 7+ pa(2)
2 2

Isto prova (C) no item (a), o outro lado é trivial. Para provar a parte (b) basta

T € F(p10p2) & 01(7) = pa(z) &

observar que

1€ Alp1 0 ps) < () = —oo(x) < xj:g201(x) _ $3F9202(x)_

Corolario 5.4: Sejam @1, o involugoes lineares em R™. Se A(p1 0 po) = {0}, entdo
dim F(p;) = dim F(p2).
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Demonstragdo: Suponha A(p; 0 ) = {0}. Pela Proposicao 5.3 temos que F(¢1) N
A(pz2) = {0} e A(p1) N F(p2) = {0}. Portanto,

dim F (1) + (n — dim F(py)) = dim F (1) + dim A(ps) = dim(F (1) + A(p2)) < n,

o que implica que dim F(p;) < dim F(gp2). Analogamente conseguimos que dim F(py) <

dim F(¢1) fazendo um intercambio entre p; e ps.

Observagao 5.5: Dois pares lineares de involugoes equivalentes (o1, ¢2) e (11,15) sdo

linearmente equivalentes, digamos por h. Temos entao h(F(p;)) = F(¢;) e também
h(A(p:) = A(hi), i =1,2.

Ainda mais, dois pares de involugdes lineares (¢1, p2) € (1, 12) em R™ sdo linearmente
equivalentes se, e 80 se, (—p1, —p2) € (=11, —1h9) sdo linearmente equivalentes. De fato,

é imediato que
Vi =ho(p;)oh™" se esose, —;=ho(—g;)oh™",

ja que h é isomorfismo linear.

Para duas involucoes o1, @9 lineares a transversalidade (5.1) fica
Flp1) + Fle2) = R™.

Observacao 5.6: Consideremos ¢; e @9 involugoes lineares e a composicao 1 o @9
normalmente hiperbolica. Note que se ¢; e ¢y nao sdo transversais mas A(y1) e A(p2)
estao em posicao geral, entao, é possivel obter a forma normal do par (¢1, o) aplicando

os resultados a (—p1, —¢s). Isto é conseqiiéncia da Observagao 5.5 e do fato que
F(=pi) = Alpi).

Em algumas dimensoes, isto da a classificagdo completa de pares de involugoes lineares
com composicao normalmente hiperbodlica. Estes sao precisamente os casos para os quais a
hiperbolicidade normal implica que ou F(¢1) e F(p2) ou A(p1) e A(ps) estao em posigdo

geral.

5.2.2 A classificacao

Seja (p1,¢2) um par de involugdes lineares em R”, n > 2, tal que ¢; o ¢y é um

isomorfismo normalmente hiperbdlico.
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Segue da hiperbolicidade normal que o grupo A = (p1, 2) é nao Abeliano. De fato,
se A & Abeliano, entao ¢, o o € uma involucao e portanto, seus autovalores sao todos
+1 ou -1. Mas, isto contradiz a definicao de hiperbolicidade normal. Além disso, se

P15 P2 7£ Iu — I temos
(NH1) 1 <dimF(¢;)) <n—1,i=1,2.

(NH2) dim F(p10¢2) <n—2;

(NH3) A(p1 0 ¢2) = {0}

Onde (NH2) e (NH3) resultam diretamente da hiperbolicidade normal de ¢ o ©s.
Pelo Corolario 5.4, (NH3) implica que dim F(p;) = dim F(ps).
Os seguintes dois lemas referem-se a classificagao de pares de involugoes lineares trans-

versais em R", n > 2, sob a condi¢ao (NH3).

Lema 5.7: Seja 1, po um par de involugoes lineares transversais em R" tal que A(p; o
@2) = {0} e seja r = dim F(p) = dim F(p2). Entdo, (p1,p2) € linearmente equivalente

ao par (Y1,1s) tal que Uy e 1y tém matrizes das sequintes formas:

- Infr 0 0 Infr Infr 0
Uy = A, L, 0 |,w=]| 0 [=L_| 0 (5.5)
AS 0 IQr—n 0 B3 I2T—n

com As invertivel.

Demonstragao: Pela Proposicao 1.16, (1, p2) é linearmente equivalente ao par (151, @/;2)

da forma
—L,| O 0 L,..| B
Uy = Ay | L, | O .y = 0 | —L,._,
Az 0 |Iy—n 0 By | Lyp

Desde que A(gp; 0 ) = {0}, entio A(¢); 0 ¢hy) = {0}. Vamos provar que A, é invertivel
para o qual é suficiente provar que Ker Ay = {0}. Se u € Ker A, C R*™" temos que

~ ~ 1. - In—r _Bl ‘ 0 U —u
¢10¢2(U7 07 —§A3<U)) = AQ ! AQBl - In—?" 0 Q = ~O
1 1
Ag ' A3B1 + Bg ' 127«,“ _§A3<u) 5"43(“)

Assim, (u, 0, %Ag(u)) € A(iy 0 1hy) = {0}, e u = 0. Portanto, A, é invetivel.

Analogamente, mostramos que B; é invertivel pegando v € Ker(él) e observando que

- ~ 1~ 1~
Y1 01(0,v, _533(u)) = (07 -0, §B3<u>>
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Agora, definimos o isomorfismo linear H : R" — R" como

By 0 0
H= 0 |Li—.| O )
0 127'—71

e consideremos as involucoes 1; = H o1, 0 H™' e 1)y = H 09y 0 H™! as quais sdo:

- In*T‘ 0 0 Infr Infr
¢1 = AQ L—r 0 s 77@2 = 0 -1,
AS 0 I2'r—n 0 BS IQT—n

Logo, (1, ¢2) é linearmente equivalente a (11, ¥5).

Como conseqiiéncia direta da Proposigao 1.17 temos o seguinte lema:

Lema 5.8: Consideremos os pares de involugées lineares transversais (11,1s) e (¥, 1%)

em R™ com matrizes como em (5.5):

—L,_.| O 0 L | L.,
Yy = Ay |Lis| O , Yo = 0 | —IL
As 0 | Lisn 0 Bz | Iy
e
—L,_.| O 0 L—| L., 0
Yy = Ay L] O , Wy = 0 | =L
Aj 0 |l 0 By | larn

Entao (Y1,19) e (Y], Yh) sdo equivalentes se, e sd se, existem matrizes invertiveis a €
M(n—r)ep e M2r—n) e as matrizes 0,y € M(2r —n) x (n —r) tal que
Al = aAyat,
Aya = =20 + vAy + A3, (5.6)
BéOé = (531 - 2’7 + BBg

Teorema 5.9: Sejam 1 e @y involugoes lineares em R™ com 1 o py normalmente
hiperbolico. Entao, o1 o ws € hiperbolico se, e s0 se, n € par, p1 e o SG0 transversais e
dim F(¢1) = dim F(pa) = n/2.

Demonstragao: Se ¢;0p, é normalmente hiperbolico, temos que dim F(¢1) = dim F(¢2) =

r. Entao,

dim F(p1) + F(p2) = 2r — dim F (1) N F(p2).
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Observemos que (1, ¢2) € transversal se, e s6 se, dim F (¢1)NF (p2) = 2r—n. Suponhamos

que @1 0 9 é hiperbolico, entao F (1 o po) = {0}. Pela Proposi¢ao 5.3
Flp1) N F(p2) = Alpr) N Alpz) = {0}
Assim, temos
n > dim F(¢1) + F(p2) = dim F(p1) + dim F(ps) — dim F (1) N F(p2) = 2,
o que prova que n > 2r. Para provar 2r > n, vejamos que
n > dim A(p;) + A(p2) = dim A(p;) + dim A(ps) — dim A(p1) N A(ps) = 2n — 2r.

Portanto n = 2r.
Reciprocamente, suponhamos que n > 2 é par e ¢; e @ sdo transversais com dim F(p;) =

dim F(ps) =n/2 =r. Pelo Lema 5.7, (1, 2) € equivalente a (¢1, ¢2), onde

o - In—r 0 - In—r In—r 5.7
¢1— A 'In_r ) ¢2_ 0 '—In_r ’ ()

com A invertivel . Agora, pelo Lema 5.8 os pares (¢1, 92) e (¢}, ¢5), onde

¢, _ _In—r ‘ 0 ¢/ _ In—r In—r
' AL, ) 0 [~L )’

s&o equivalentes se, e sO se, A e A’ sao semelhantes. Portanto, a a partir de agora a matriz

A é considerada na sua forma candnica de Jordan.

Agora vejamos que dim F(¢; 0 p9) = dim F(¢; 0 ¢o) = dim Ker(¢; o gy — 1), e

21| -1
dim K —I)=dimK
im Ker(¢y 0 ¢ — I) im Ker ( 1 [A-2L )

—21, -1,
= dim Ker I
0 [3A4-2L

= dim Ker(A — 41,).

Assim,

dim F(p; 0 o) = dim Ker(A — 41,).

Também vejamos que o polindmio caracteristico de ; o o é

Porogy(A) = det(A2T—A(A — 21,) +1,), (5.8)
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pois

A+1)L, I,

A |[-A+(+ 1)1,
=det(A+1)(=A+ A+ 1)1) + A) =det(\’T-\(A - 2I) + L,).

Ppiop,(A) = Pyiop,(A) = det(A L —¢y 0 o) = det <

Para provar que @1 o s € hiperbolico, é suficiente provar que dim F(¢; o ¢3) =
dimKer(A — 41,) = 0, o qual quer dizer que 4 ndo é autovalor de A. Mas com a hi-
potese de hiperbolicidade normal nao podemos concluir que 4 é autovalor de A. Entao,

suponhamos que 4 é autovalor de A de multiplicidade algébrica k > 0. Isto é,

A:<J4(k> 0>7
0 |B

onde Jy(k) é a matriz bloco de Jordan de ordem k do autovalor 4 e B € M(r — k) é a

submatriz de A que contém os autovalores de A diferentes de 4 . Entao,

det(VT-NA—2L)+1,) =

AT 0 Jo(k 0 I,| 0
= det , ‘ —A 2(k) ‘ + i
0 | XLk 0 [B—-2I 0Lk
Irz_on1(k) ‘ 0
= det .
0 | ML —A(B—2L_;) + Ly

Logo, temos que

Piop,(N) = det(NT—-N(A —21,) +1,) = (A — 1)*det(A\?1,_, —\(B — 2L,_4) + L,_4).

Assim a multiplicidade algébrica de 1 no polinémio P, ., é 2k, enquanto a multiplicidade

geométrica de 1 de ¢y 0 g €
dim F(¢1 0 pg) = dimKer(A — 41,) < k < 2k,

o que contradiz a hipotese de hiperboliciade normal, pois para k > 0 estariamos concluindo
que a multiplicidade geométrica seria diferente da multiplicidade algébrica. Entao

F(p1 0pa) = {0}, ou seja, p1 0 ¢y & hiperbolico. O

Corolario 5.10: Sejam @1 e o involugoes em (R™,0) com composta normalmente hi-
perbolica. Entao o1 o wy € hiperbolico se, e s6 se, n € par Y1 e Ys SG0 transversais e
dim F(p1) = dim F(ps) = n/2.

Demonstragdo: Suponhamos que ¢ 0y é hiperbolico. Entao, d(p10p9)(0) = dp1(0)o

dp2(0) ¢ hiperbolico onde dy;(0) e dp2(0) sdo involugodes lineares. Pelo teorema anterior,
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n ¢ par, dp;(0) e dp(0) sdo transversais, e dim F(dp;(0)) = dim F(dp2(0)) = n/2. Desde
que ToF (i) = F(dpi(0)), para i = 1,2, temos que

dim F(p;) = ToF(p;) = dim F(dp;(0)) =n/2, i=1,2.

Reciprocamente, suponhamos que 1 e o sdo involugdes transversais e dim F(pq) =

dim F(¢2) = n/2. Entdo, dp1(0) e dpo(0) sao involugodes lineares e

dim F(dp;(0)) = dim Ty F(¢;) = dim F(p;) =n/2, i=1,2.
Finalmente, pelo teorema anterior d(; o ¢2)(0) é hiperbdlico, o qual prova que @ o @y é
hiperbélico. O
5.2.3 O caso hiperbdlico

Sejam ¢ e g involugoes lineares em R™ tais que ¢q o s é hiperbdlico. Pelo Teorema
5.9, n é par, p; e o sdo transversais e dim F(¢;) = dim F(p2) = n/2 = r. Também

temos que o par (¢, p2) é linearmente equivalente ao par (¢1, ¢2), onde

. - Infr ‘ 0 . Infr Infr
¢1 - A ' Inir ) ¢2 - O ' — IniT )

para alguma A invertivel. Como ja temos visto na prova do Teorema 5.9, (¢1,ds) &

equivalente ao par (¢}, ¢,) se, e somente se, A e A’ sdo conjugadas . Portanto, no caso
hiperbolico a classificacao dos pares envolve a classificacao de matrizes invertiveis seme-
lhantes de ordem r. Entao, o estudo devera proceder considerando as matrizes A na sua
forma candnica de Jordan com uma anélise onde essas matrizes A levam a composicoes

hiperboélicas.

Assim, isto nos leva a pesquisar o espectro de A de forma que (5.8) nao tenha raizes
em S* C C.

Teorema 5.11: Sejam ¢, e py involugoes lineares em R™ tal que p1 o o € hiperbdlico

er =dimF(p;) = dim F(p2) = n/2. Entdo o par (1, p2) € linearmente equivalente ao
par (¢1, ¢2), onde

S T L | L -
o1 = I , O = 0 -L ; (5.9)

para alguma matriz invertivel A tal que seus possiveis autovalores reais & satisfazem & < 0

ou & >4, e sem restrigoes para 0s autovalores nao-reais.
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Demonstracao: A primeira parte é conseqiiéncia do Teorema 5.9. Se £ é um autovalor

real de A de multiplicidade geométrica k, como na prova do Teorema 5.9 escrevemos

A:<J£(k) 0 )
0 B

onde B € M(r — k) é a submatriz de A que contém os autovalores de A diferentes de &.
Entao,

Piopy(N) = det(N 1, —\(A —21,) + 1)

2
it A Ik‘ 0 . Je_o(k) ‘ 0 . I,| 0
0 [ AL 0 |B-2L_ 0] L

2 k 0
:det< 22 (g2t )‘ >

0 | ML —A(B—2L_;) + Ly
=N = (€ —=2)A+DFdet( N L —ANA—21_4) +1_4).

Logo, para & € R a equagao A2 — (£ — 2)A + 1 = 0 tem raizes reais se, e s se,

& <0 ou & > 4. Pela hiperbolicidade de ¢, o (o, temos que £ é necessariamente diferente

de 0 e 4. Para 0 < £ < 4 temos que as raizes

E—2+/(£—-2)2—-14
2

Ao =

de A2 — (£ —2)A + 1 = 0 tém modulo igual a 1. Portanto £ < 0 ou € > 4. Suponhamos

agora que £ = a + bi é um autovalor nao real de A. Por um calculo direto temos que

Pliops(N) = det(V I, —A(A - 2L,) + 1)

= (N = (a—2)A+ 1)+ 2?) det(N I, =\ (B — 2L, _5) + L, _5).
Observando a equagao (A2 — (a — 2)A + 1)2 + A2b* = 0, queremos provar que para

¢ = a + bi nao real as raizes desta equacao tém modulo diferente de 1. Suponhamos

entdo, que |A\| = 1. Se multiplicamos esta equacdo por X temos que
(IAPA=(@a=2) AP+ X2+ NP =(A=(a—2)+ N+ =0.

Entao, por propriedade dos niimeros reais b = 0 e £ é real , 0 que é uma contradicao.
Portanto, para qualquer ¢ autovalor nao real de A, ¢ 0 ¢, € hiperbolico. O

Agora apresentamos a classificacao explicita relativa ao Teorema 5.9 para n = 2, 4.
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e O caso n = 2. Neste caso temos que dim F(p;) = dim F(¢2) = 1 e pelo Teorema

5.11 (1, p2) é linearmente equivalente ao par (¢1, ¢2), onde

-1 0 1 1
gbl:(a 1)7¢2:<0_1>a

com a < 0 ou a > 4. Também temos que tr(y; 0¢@s) = tr(¢p; 0 py) = a— 2. Portanto,
tr(p1 0 v9) > 0 ou tr(p; o ) < 4. E interessante notar que esta forma normal do
par (1, ¢2) pode ser obtida diretamente da classificacao que aparece em [10, P. 66],
como segue. Primeiro, o grupo A = (p1, ps) gerado por ¢; e o € nao Abeliano.
Logo, desde que A(p; 0 ¢3) = {0}, entdao F(p1) N A(ps) = {0}.

O caso n = 4. Aqui temos que dim F(¢;) = dim F(p2) = 2 e pelo Teorema 5.11

(1, p2) é linearmente equivalente ao par (¢1, ¢2), onde

~L]o I | Ip
¢1—< Y\ 12>, @—(O _12>, (5.10)

com A de ordem 2 invertivel e na sua forma canonica de Jordan. Sabemos que o

polinémio caracteristico de A é

Py(A) = A2 — tr(A)\ + det(A).

—Ig\ —Ip
¢10¢2—< ) 'A—12>’

e tr(p; 0 ) = tr(dhy 0 @) = tr(A) — 4 e também que

0| -1
det(p1 0 o + 1) = det(¢py 0 o + 1) = det (7‘72> = det(A),

podemos reescrever o polinémio caracteristico de A da seguinte forma:

Desde que

Pas(N) = A2 — (4 + tr(p1 0 w2)) A + det(p1 © o + 1y).

Se £ é um autovalor real de A com multiplicidade algébrica 2, as possiveis formas

de Jordan de A séo
§ 9 _
<Of , onde 6 =0 ou 1.

Logo, como
Piops(N) = det(V I, —A(A = 21,) + 1),
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(o) =250 e2) (o 1))

2_(¢—2A+1 AS )

temos que

0 AN —(E=2)A+1

com g(A) = A2 — (£ —2)\+1. Suponhamos que ¢()) é polindomio minimal de ¢ 0 @y,

isto é,
_ _( —A=¢g) —(A-ED) _ (00
oo =atenot) = 44761 it )= (0 0)
Entao, a multiplicidade geométrica de & é 2. No caso que ¢ nao é polindémio minimal

de 1 o o temos que a multiplicidade geométrica de & é 1.

5.2.4 O caso geral

Consideremos duas involugoes lineares 1 e o transversais em R™ n > 2, com ¢ o
9 normalmente hiperbdlico e dim F(p1) = dimF(p2) = 7. A transversalidade e a
hiperbolicidade normal implicam que n > dim F(¢1)+dim F(p2) = 2re r = dim F(p;) <
n — 1 e portanto,

n/2<r<n-1.

Mais ainda, pelo Lema 5.7, (1, ¢2) é equivalente a (¢1, ¥5) onde 11, 1b5 tém como matrizes:

- In—r 0 0 In—r In—r 0
Yy = Ap | - 0 , Yy = 0 — I, 0
A3 0 I2rfn 0 B3 IQrfn

com A, invertivel. Pegando as submatrizes

¢ - In—r 0 ¢ In—r In—r (5 11)
L A2 ' In—r ’ ‘o 0 - In—r '

como na prova do Teorema 5.11, temos que

dim F (¢ 0 ¢o) = Ker(Ay — 41, ).

Desde que
dim F (1 0 @) = dim F (1)1 0 1) = dim Ker(¢)1 0 1py — 1)
-2 Infr - Infr 0
= dim Ker Aoy Ay —21,., 0 (5.12)

A3 A3+B3 0
> 2r —n.
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Observemos agora que

dim Im(p; 0 o — I) = dim Im(2); 0 1y — 1)

—21,_, -1, 0
= dim Im A2 A2 -2 In—r 0
As A3+ Bs 0
—21,_, -1,
= dim Im A, Ay —21,_,
Az Az + Bs

Ay Ay —21,_,
= dim Im(¢; o g — Iop_oy),

> dim Im ( 2l ~ o )

Logo, dim F(¢1 0 o) = n — dimIm(p; 0 oo — 1) < n — Im(¢y 0 g — Iny9,) = 2r —n +
2n — 2r — Im(¢1 0 g — Ig,_9,) = 2r — n + dim F(¢; 0 ¢2). Assim temos que

2r —n < dim F (@1 0 ¢2) < dim F(¢; 0 ¢g) + 2r — n.

O polinémio caracteristico de ¢; o 9 é dado por

Priogy(A) = A=1)*""Py s, () = (A=1)* " det (N1, — (A2 — 2L, )A+1L,_,), (5.13)
pois
<)\ =+ 1) Infr - Infr 0
Py ops(A) = det(A L, —1py 09hg) = det Ay A+ (A+1)L,-, 0
As —(A3 + Bs) A=1)1y_,

= (A= 1)¥ " det(Aap_a, —¢h1 © P2).

Agora, a discussao da secao anterior nos leva a concluir que desde que ¢, o 5 é normal-
mente hiperboélico, 4 nao é autovalor de A;. Mais ainda, dizer que 4 nao ¢ autovalor de

Ag é 0 mesmo que dizer
F(¢10¢s) = {0}

Entao, na desigualdade anterior, temos
dim F (1 0 o) = 2r — n. (5.14)

Observemos que com a forma pré-normal (¢1,15) do par (1, ¢2) temos a caracterizacao
para a condicao de hiperbolicidade normal. Mais precisamente, o fato de que ¢ o g &

normalmente hiperbolico é equivalente a que ¢; o ¢ seja hiperbélico.
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Em seguida, é natural perguntar se A3 e Bs podem ser considerados como matrizes
nulas na forma pré-normal. O nosso objetivo no seguinte teorema ¢ provar que de fato
podem. Por conseqiiéncia, como mencionado anteriormente, considerando-se a decompo-
sicdo R” = R2"=") x R? " as formas 1, € 1, neste caso sio suspensoes das formas ¢ e
By em R,

Lembrando a prova da Proposicao 2.7 o operador linear L, : R*™* — R"* nos
da informacao sobre a equivalencia dos pares (¢1,v2) e (¢1,,12,), mais precisamente,
(V1,92) e (Y1,,19,) sdo equivalentes se, e s6 se, (b, ..., bs,) € Im(T,,, 0 Ly) para algum
£ isomorfismo. No seguinte teorema definimos um operador linear similar definido em
M((2r —n) x (n—7r)) x M((2r —n) x (n — 1)), onde a equivalencia dos pares (1, 1s) e
(¥4, v%) na forma (5.5) é valida se, e 56 se, Ay = adsa™" e (A3, Bs) € Im(T,,, o L,) para
algum 8 € M(2r — n) invertivel.

Teorema 5.12: Sejam @1, o involugoes lineares em R™, n > 2, com ¢ o py normal-
mente hiperbolico e r = dim F (1) = dim F(pq). Entaon/2 <r <n—1 e o par (¢1, ¢2)

é equivalente ao par (11,19) tal que 1y e o tém matrizes

- In—r 0 0 In—r In—r 0
U = A Ly 0 ; o= 0 — Ly 0
0 0 |Ion 0 0 L.

com A invertivel e as submatrizes

¢ - Infr 0 ¢ Infr Infr
b A ' Infr ’ ‘T 0 - Infr

nas condi¢oes do Teorema 5.11.

Demonstracao: Pelo Lema 1.16, dois pares de involugoes lineares transversais (11, 12)

e (Y], 1)) sdo equivalentes se, e s6 se
Al = adya™t,
Ay = =250t + A0 + BAza, (5.15)
B, =0Bja™! —2ya™ + BB3a !,
para algumas matrizes « € M(n—r) e § € M(2r —n) e §,y € M(2r —n) x (n —r)
com « e [ invertiveis. Entao, observando estas igualdades, para esta matriz o definimos

o operador linear

Lo : M((2r—n)x(n—r))xM((2r—n)x(n—r)) = M((2r—n)x(n—r))x M ((2r—n)x(n—r))
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onde
La((su ’7) = ((_25 + ’YA?)a_lv (5 - 27)0[_1)'
Para cada 8 € M (2r —n) invertivel, denotemos v,z ao par de matrizes em M ((2r —n) X
(n — 7)) por
Vag = (BAsa™", BBsa™).
Assim, a equivaléncia dos pares (¢1,19) e (¥, 1)) é valida se, e s se , existen a e [

invertiveis tais que
Al = aAyat,
(A3, By) = (=20 + vA2)a™", (0 = 27)a™") + vag,
isto &, os pares (¢1,19) e (Y7, 1)) sdo equivalentes se, e 6 se, Ay = aAya™! e (A}, B) €
Im(Tvaﬁ o Ly).

Afirmagao: L, é um isomorfismo. De fato, sejam (6,7), (¢',7) € M((2r —n) x (n —
r)) X M((2r —n) x (n —r)) tal que Ly(5,7) = Lo(¢',7'). Entao,

(=26 + ”)/Ag)Oé_l = (=26 ++'Ay)a ",

(6 —2y)a™t = (6 —2y)a .

Destas tltimas equagoes temos que

(7 =) (A2 —41) = 0.

Logo ~' = =, pois 4 nao é autovalor de Ay, com isto na primeria equac¢ao também temos
que &' = 6. Portanto, L, é injetora. Para provar que L, ¢é bijetora basta ver que ela pode
ser identificada como uma aplicacao linear de R(@=m1=r)* oy R@=m)(n-1)* jnietora.

Assim L, ¢ bijetora. Pela sobrejetividade de T, ,, temos

Im(T,

VapB

oLy)=Im(L,) = M((2r —n) X (n—r)) x M((2r —n) x (n—1r)).

Vejamos entao que (0,0) € M((2r—n) x (n—r)) x M((2r —n) x (n—r)) = Im(T,,,, 0 Ls),
o qual quer dizer que podemos pegar (As, B3) = (0,0) e portanto (¢, 1) é equivalente a
(¢1,93), onde

W = A, [T 0 |, = 0 [-L_.| 0 |. (5.16)
0 0 Izrfn 0 0 IQrfn
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Finalmente a equivaléncia de dois pares (¢1,19) e (¢7,v%) na forma normal (5.16) se

reduz a dizer que os pares de submatrizes (¢1, o) e (¢}, ¢5) sdo equivalentes, onde

. _In—r 0 . In—r ‘ In—r
¢1 a A2 ' In—r ’ ¢2 Bl 0 ' - In—r
QS/ . _In—r ‘ 0 ¢, . In—r In—r
A L) o e )

Além disso, as composigdes ¢1 0 ¢y € @) o @Yy sao hiperbolicas pela hiperbolicidade normal

de 11 0 1y e | o Y} respectivamente. Logo o par (¢1, ¢o) esta nas condigdes do Teorema
5.11.

O
Agora aplicamos o Teorema 5.12 para apresentar a classificacao explicita de pares de

involucoes em certas dimensoes.

en>3er=n—1
Primeiro notamos que nestas dimensoes a transversalidade é uma propriedade im-

plicita da hiperbolicidade normal. De fato, de (NH2) e de (5.12) temos que
n > dim F(¢1) + F(p2) = 2r — dim F(¢1 0 ¢2) > n.

Além disso, a forma normal do par (@1, ¢2) é dado por

-1 0| 0 1 1 0
= a 1 0 , Yo = 0 -1 0 ) (517)
0 0 ' In—2 0 0 ' In—2

onde a < 0 ou a > 4. Logo temos tr(¢; o ps) = a+n — 4. Assim, tr(p; 0o gy) > n
outr(props) <n—4ea=4—n+tr(pops).

en>3er=1
Neste caso as involugoes ¢; e ¢ nao sao transversais. Mas, é suficiente observar
que

Pela Observacao 5.6 temos que o par (—g1, —p2) esta nas condi¢des do caso anterior.
Assim o par (—p1, —p2) € equivalente ao par (11,15) e portanto, a forma normal

do par (1, p2) € dado por (—¢1, —¢2), com (i1, ¢2) como em (5.17).
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en>der=n—2

Para estas dimensoes a transversalidade do par (¢1, p2) nao é sempre vélida. Assim
para poder apresentar uma classificacao neste caso, assumimos esta condicao para

aplicar o Teorema 5.12. Portanto, a forma normal do par (y1,p2) é dada por

(t1,¢2), onde

-1, 0 0 L| I
P = Al 0 s a=1 0| -1
0 0 In_4 0 0 In—4

com A invertivel na sua forma canénica de Jordan. Desde que

—L| -
Yoty +1= AJA=-I,| O )
0 0 L4

temos que
det(p1 0 0o + 1) = det (1)) 0 by +1) = 2" det(A) e
tr(¢vy ohy + 1) = n — 8+ tr(A).

Também A pode ser tomada na forma do par original (¢1, ¢2), isto &,

Ps(\) = A — (tr(pr 0 @) —n + 8)\ + 94-n det(¢1 0 o + 1,,). (5.18)

Como no caso hiperbélico para n = 4 analisamos a forma candnica de Jordan de A.
Se & e & sao raizes diferentes, elas podem ser calculadas usando (5.18). Se A tem

uma raiz ¢ de multiplicidade algébrica 2, a forma canonica de A é

£ o _
(05 , onde 6 =0 ou 1.

Logo, como
Poiopy(N) = (A= 1" det(\ I —A (A — 21,) + 1) = (A — 1)" 2N,

onde g(A) = A\? — (£ —2)A + 1, ¢*(\) é polindémio caracteristico da submatriz ¢, o
¢- hiperbolica de ¢1 0 o, € ¢1 e P sao submatrizes de ¢ e py respectivamente.
Portanto, se ¢ é polindomio minimal de ¢; o ¢9, £ tem multiplicidade geométrica 2, e

tem multiplicidade geométrica 1 no outro caso.
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Observacao 5.13: Para involucoes lineares transversais ¢; e @y tal que a composta
é hiperbdlica e dim F(¢1) = dim F(¢3) = r, podemos concluir de F(p1) N F(pa) C
F(p10 o), dim F(p1) N F(pg) = 2r —n e de (5.14) que

Flp1092) = F(p1) N F(p2). (5.19)

Assim, a Proposicdo 5.3(a) se reduz a (5.19) com as hipoteses de tranversalidade e hi-

perbolicidade normal.

Mais ainda, este resultado se generaliza quando ¢, e @5 sao involucoes transversais
em (R",0) com composta normalmente hiperbolica. Isto é verdade desde que podemos
assumir por (5.2) que

F(pi) = F(dp;(0)), onde i = 1,2,

Flp1) N Flipa) = Fldi1(0)) 0 Fldpa(0)) = F(dpr 0 02(0)) = ToF (1 © ),

onde a ultima igualdade é conseqiiéncia da hiperbolicidade normal de ¢ o ¢5. Logo,
F(p1) N F(pa) e F(p1 o ¢z) sao subvariedades com igual dimensao em (R",0) tal que
Flp1) N F(p2) C Flpr 0 pa) e, portanto,

F(p10p2) = F(p1) N F(p2).
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