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RESUMO

NETO, H. A. Universalidade para medidas Stahl-Totik regulares. 2022. 61 p. Disserta-
ção (Mestrado em Ciências – Matemática) – Instituto de Ciências Matemáticas e de Computação,
Universidade de São Paulo, São Carlos – SP, 2022.

Em 2009, Lubinsky provou um limite de universalidade, antes conhecido em poucos casos, para
uma grande família de medidas, as medidas Stahl-Totik regulares. Os polinômios ortogonais
foram utilizados de forma original na obtenção de tal limite, através da localização das funções
de Christoffel. O processo envolve aproximar núcleos reprodutores associados a medidas Stahl-
Totik regulares ao núcleo reprodutor do peso de Legendre. Como o limite de universalidade
é conhecido para o peso de Legendre, estas aproximações permitem a obtenção do resultado
para a classe de medidas que trabalharemos. A universalidade a ser explorada neste trabalho
tem como origem um modelo de matrizes aleatórias chamado de Ensemble Gaussiano Unitário,
cuja distribuição de probabilidade pode ser escrita em termos do núcleo reprodutor associado
aos polinômios de Hermite. De maneira geral, núcleos reprodutores associados a polinômios
ortogonais definem um modelo estatístico chamado processo pontual determinante. É neste
contexto geral que será explorado o limite de universalidade.

Palavras-chave: Universalidade, Polinômios Ortogonais, medidas Stahl-Totik regulares, Fun-
ções de Christoffel.





ABSTRACT

NETO, H. A. Universality for Stahl-Totik regular measures. 2022. 61 p. Dissertação (Mes-
trado em Ciências – Matemática) – Instituto de Ciências Matemáticas e de Computação, Univer-
sidade de São Paulo, São Carlos – SP, 2022.

In 2009, Lubinsky proved an universality limit, before known only in a few cases, for a large
class of measures, the Stahl-Totik regular measures. Orthogonal polynomials were used in a
original way to obtain this limit, using localization properties of Christoffel Functions. The
process involves approximating the reproducing kernels of Stahl-Totik regular measures to
the Legendre weight reproducing Kernel. As the universality limit is known for the Legendre
weight, the same goes for the measures that we are interested. The universality to be studied
in this work has its origns in a random matrix model, the Gaussian Unitary Ensemble, which
its probability distribution can be obtained in terms of the reproducing kernel associated to
Hermite polynomials. In a general way, reproducing kernels of orthogonal polynomials define a
stathistical model called determinantal point process. It is in this scenario that the universality
limit will be explored in this work.

Keywords: Universality, Orthogonal Polynomials, Stahl-Totik regular measures, Christoffel
Functions.
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CAPÍTULO

1
INTRODUÇÃO

Limites de Universalidade, e suas fundamentações teóricas, de forma bastante generalista
estão relacionados ao princípio básico de que sistemas suficientemente complexos (estocásticos)
podem obedecer a uma lei universal. Em outras palavras, se uma propriedade é consequência de
muitas fontes diferentes de aleatoriedade, então os detalhes dos mecanismos subjacentes não
devem importar muito. Do ponto de vista físico, a complexidade de interação em um sistema
de partículas pode obedecer uma lei universal, cujo comportamento não é influenciado pela
interação entre as partículas a nível microscópico (DYSON, 1962; MEHTA, 1960; WIGNER,
1967). Esta universalidade, matematicamente, tem sido amplamente investigada e aplicada na
obtenção de resultados do tipo do Teorema do Limite Central, veja (BAIK; SUIDAN, 2007;
LYTOVA; PASTUR, 2009).

O estudo do limite de universalidade provada por Lubinsky (2009) tem início na década de
60, quando Wigner (1967) propôs modelar níveis de energia de sistemas de partículas estudados
em física nuclear em termos de autovalores de matrizes aleatórias. Ele observou em seus estudos
que estes sistemas apresentavam uma certa repulsão entre as partículas, comportamento que os
autovalores também deveriam manifestar no modelo de matrizes aleatórias. E isto foi obtido por
Dyson (1962) para o modelo Gaussiano Unitário de matrizes aleatórias. Em poucas palavras,
Lubinsky provou que este comportamento universal é compartilhado por uma grande classe de
medidas, as chamadas medidas Stahl-Totik regulares (STAHL; TOTIK, 1992).

Nosso objetivo é apresentar a universalidade para modelos nos quais a distribuição de
probabilidade pode ser obtida através de núcleos reprodutores de polinômios ortogonais. Tais
modelos são chamados de processos pontuais determinantes (BAIK; DEIFT; SUIDAN, 2016).
Vamos explorar e provar o Limite de Universalidade

lim
n→∞

Kn

(
x+

a
ω(x)Kn(x,x)

,x+
b

ω(x)Kn(x,x)

)
Kn(x,x)

=
senπ(a−b)

π(a−b)
, (1.1)

para núcleos reprodutores Kn associados a µ , uma medida Stahl-Totik-regular, com derivada de
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Radon-Nikodym ω := µ ′. No limite acima x está em algum subconjunto compacto de [−1,1] e
a,b estão em algum intervalo fechado de R. Para tanto a técnica adotada envolverá o estudo dos
núcleos reprodutores dados por polinômios ortogonais associados à medida µ . Será necessário
estudar o comportamento assintótico em relação a n desses núcleos e para isso, Lubinsky utiliza
da comparação destes núcleos com as funções de Christoffel associadas à medida µ (NEVAI,
1986). Estas funções apresentam boas propriedades, como a monotonicidade com relação à
medida, e possuem um comportamento assintótico muito bem conhecido (MáTé; NEVAI; TOTIK,
1991). Utilizando técnicas de localização associadas às funções de Christoffel e aproximando
os núcleos reprodutores da medida inicial, utilizamos o Limite de Universalidade provado por
Kuijlaars e Vanlessen (2002) para obter a universalidade para medidas Stahl-Totik regulares.

No capítulo 2 apresentamos brevemente algumas ferramentas, definições e notações a
respeito de polinômios ortogonais que serão utilizadas ao longo do texto. Além disso, vamos
definir regularidade no sentido de Stahl & Totik e apresentar um critério para verificar a regulari-
dade, neste mesmo sentido, de uma medida no intervalo [−1,1]. No capítulo 3, abordaremos a
conexão entre universalidade e polinômios ortogonais. Esta ponte se dará através da distribuição
de probabilidade de processos pontuais determinantes, cuja distribuição é dada por núcleos
reprodutores de polinômios ortogonais. Este é o caso do modelo Gaussiano Unitário de matrizes
aleatórias, que será apresentado também neste capítulo com algumas demonstrações que consi-
deramos relevantes para o bom entendimento da conexão entre ambos conceitos. No Capítulo 4,
apresentamos e demonstramos o Limite de Universalidade provado por Lubinsky em 2009.
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CAPÍTULO

2
PRELÚDIO

Este capítulo introdutório traz conceitos que serão utilizados posteriormente. Apresen-
taremos tais conceitos de forma sucinta e exploraremos algumas propriedades relacionadas.
Ignorar este capítulo certamente não deverá comprometer o entendimento das demonstrações
dos resultados principais apresentados por Lubinsky (2009), no entanto, é recomendado a sua
leitura para que se tenha uma boa compreensão dos teoremas, entender a generalidade das
medidas Stahl-Totik regulares e o contexto do limite de universalidade Vamos estabelecer a
notação que será utilizada no decorrer do texto e explorar alguns exemplos. No que diz respeito
as medidas regulares no sentido de Sathl e Totik utilizaremos a referência (STAHL; TOTIK,
1992). O conceito requer conhecimentos da teoria potencial que não será amplamente explorada
aqui, uma vez que foge do escopo principal da dissertação, mas que pode ser encontrada na
referência (SAFF; TOTIK, 1997).

2.1 Polinômios Ortogonais e núcleo de reprodução
Nesta sucinta seção apresentaremos parte do contexto em que trabalharemos, no caso

da obtenção do limite de Universalidade, relacionando uma medida Boreliana à uma classe de
Espaços de Hilbert de Reprodução (EHR).

Dada uma medida Boreliana finita µ em R podemos definir uma sequência de polinômios

pn(x) = γnxn + · · · , x ∈ R, n = 0,1,2, . . . ,

com o coeficiente líder γn > 0 e satisfazendo a condição de ortonormalidade∫ 1

−1
pn pmdµ = δn,m,

onde δn,m representa o delta de Kronecker (veja (TOTIK, 2005, p.73)). Na maior parte do texto
vamos considerar µ uma medida Boreliana finita em R e com suporte compacto. O suporte de
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uma medida µ (veja (FOLLAND, 1999, p. 215)) é definido como o menor fechado F ⊂ R tal
que

µ(X \F) = 0,

e o denotaremos por S(µ). Para cada n = 1,2, . . . , definimos

Kn(x,y) :=
n−1

∑
k=0

pk(x)pk(y), x,y ∈ R, (2.1)

o n-ésimo núcleo de Christoffel-Darboux. Se a medida µ for absolutamente contínua com
relação à medida de Lebesgue e ω for sua derivada de Radon-Nikodym (FOLLAND, 1999,
p.89), então

dµ(x) = ω(x)dx,

e definimos o núcleo de Christoffel-Darboux normalizado por

K̃n(x,y) :=
√

ω(x)
√

ω(y)
n−1

∑
k=0

pk(x)pk(y), x,y ∈ R, n = 0,1, . . . . (2.2)

A função definida em (2.1) é um núcleo positivo definido, ou seja, satisfaz a desigualdade

n

∑
i=1

n

∑
j=1

cic̄ jK(xi,x j)≥ 0,

para todo inteiro n ≥ 2,{x1,x2, ...,xn} ⊂ X e {c1,c2, ...,cn} ⊂R. Para um núcleo K : X ×X →R
positivo definido e simétrico existe um único espaço de Hilbert de funções definidas em X a
valores reais, que denotaremos por

HK := (HK(X),⟨ · , · ⟩K) ,

onde

HK = span{K(x, ·) : x ∈ R}.

Tal espaço é dito ser o espaço de Hilbert de Reprodução (EHR) gerado pelo núcleo K. Neste
caso, o produto interno ⟨ · , · ⟩K : HK ×HK → R do EHR satisfaz:

R1. A função K(x, ·) pertence a HK , x ∈ R;

R2. (Propriedade de reprodução): f (x) = ⟨ f ,K(x, ·)⟩K , f ∈ HK e x ∈ R.

Adicionalmente, o funcional linear

Ix( f ) := f (x), ∀ f ∈ HK

é contínuo para todo x ∈ R. O Teorema de Representação de Riesz permite-nos concluir que

f (x) = ⟨ f ,K(x, ·)⟩K, x ∈ X , f ∈ HK.
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Mais detalhes sobre EHRs e aplicações podem ser encontrados nas referências clássicas (ARONS-
ZAJN, 1950; SAITOH, 1988).

Retornando ao contexto do início desta seção, vamos chamar o núcleo definido em (2.1)
de núcleo reprodutor associado a µ ou simplesmente núcleo reprodutor quando a medida
estiver claramente subentendida. Lembrando que Kn, n = 1,2 . . ., é um núcleo positivo definido
e simétrico, o único EHR Hn gerado por Kn, é caracterizado por

Hn = span{Kn(x, ·) : x ∈ [−1,1]}=

{
p =

n−1

∑
k=0

αk pk : αk ∈ R,k = 0,1, . . .

}
,

munido do produto interno dado por

⟨p,q⟩n :=
n−1

∑
k=0

αkβk, p,q ∈ Hn

com

p =
n−1

∑
k=0

αk pk e q =
n−1

∑
k=0

βk pk ∈ Hn.

A norma induzida pelo produto interno acima será denotada por ∥ · ∥µ .

2.2 Regularidade no sentindo de Stahl e Totik
Como já comentado, a enorme contribuição de Lubinsky (2009) foi provar o limite de

universalidade para uma grande família de medidas. Nesta seção apresentaremos esta classe e
exploraremos algumas propriedades e exemplos. A principal referência aqui será o livro de Stahl
e Totik (1992), onde eles fundamentam toda a teoria respeito das medidas Stahl-Totik regulares.

Dada uma medida µ Boreliana, finita e com suporte S(µ) compacto em R podemos
definir uma sequência de polinômios ortonormais {pn}, com relação a medida µ . Recordando
a notação introduzida anteriormente, se γn denota o coeficiente líder de pn, n = 0,1, . . ., então
dizemos que a sequência {pn} tem comportamento assintótico da n-ésima raiz regular se vale a
igualdade

lim
n→∞

γ
1/n
n =

1
cap(S(µ))

, (2.3)

onde cap(S(µ)) representa a capacidade logarítmica de S(µ). A capacidade logarítmica
definida para um subconjunto compacto C ⊂ R, é dada por

cap(C) := e−VC ,

onde

VC = inf
{∫

C

∫
C

log
1

|z− t|
dν(z)dν(t) : ν é uma medida de probabilidade em C

}
. (2.4)
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Observamos que o ínfimo na equação acima é atingido, veja (RANSFORD; SERIES;
BRUCE, 1995, Teorema 3.3.2). Dizemos que a medida µ é uma medida Stahl-Totik regular se
a sequência de polinômios ortonormais associados tem comportamento assintótico da n-ésima
raiz regular, conforme a equação (2.3).

A classe de medidas regulares inclui uma grande família de medidas importantes em
aplicações. Como veremos, pelo critério de Erdös-Turán, os polinômios ortogonais associados a
medidas Stahl-Totik regulares generalizam o conceito de polinômios ortogonais clássicos como,
por exemplo, os polinômios de Jacobi (veja (SZEGő, 1975)).

Calcular a capacidade logarítmica de um conjunto compacto C ⊂ R não é uma tarefa
simples, existem alguns exemplos canônicos (mas não necessariamente fáceis), como o caso que
será de nosso interesse no próximo capítulo, o intervalo [−1,1]. Observamos que o exemplo a
ser apresentado é fundamental para a definição de medida Stahl-Totik regular como a utilizada
na principal referência (LUBINSKY, 2009). Mas antes reforçaremos e traremos alguns conceitos
que utilizaremos.

Sabemos que, pelo Teorema de Representação de Riesz (RUDIN, 1987, p.130), o dual
de C([−1,1]) (espaço das funções contínuas em [−1,1]) é o espaço M das medidas finitas
em [−1,1]. Dizemos que uma sequência {µn} de M converge para para µ ∈ M na topologia
fraca-* (BREZIS, 2011, p. 62) se para toda f ∈C([−1,1]) vale

lim
n→∞

∫
f dµn =

∫
f dµ.

Precisaremos de dois teoremas da Teoria do Potencial.

Teorema 2.2.1 (Teorema da Seleção de Helly, (SAFF; TOTIK, 1997)). Se {µn} é uma sequência
de medidas positivas em um conjunto compacto K ⊂C tal que µn(K)< ∞ para todo n = 1,2, . . . ,
então existe uma subsequência que converge fraco-*.

Teorema 2.2.2 (Teorema de Frostman, (RANSFORD; SERIES; BRUCE, 1995)). Se K ⊂ C é
um subconjunto compacto e ν é uma medida em K tal que∫

K

∫
K

log
1

|z− t|
dν(z)dν(t) = inf

{∫
K

∫
K

log
1

|z− t|
dµ(z)dµ(t) : µ(K) = 1

}
,

então ∫
K

log
1

|z− t|
dν(t)≤

∫
K

∫
K

log
1

|z− t|
dν(z)dν(t) ∀z ∈ C.

Vamos utilizar também o fato de que os polinômios mônicos de Chebyshev do primeiro
tipo Tn (SZEGő, 1975, p. 29), n = 0,1, . . ., são dois a dois ortogonais com relação ao peso

ω(x) =
1

π
√

1− x2
, x ∈ (−1,1).
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Adicionalmente, a sequência {Tn} resolve o seguinte problema de minimização (SAFF, 2010;
RIVLIN, 1990, p. 175; p. 67),

tn = min
p∈Pn−1

∥xn + p(x)∥∞, (2.5)

aqui Pn−1 é o espaço dos polinômios de grau menor ou igual a n− 1 definidos em [−1,1] e
tn = 21−n, para n = 1,2, . . .. A notação ∥ · ∥∞ representa a norma do supremo (máximo) em
C([−1,1]). Neste contexto, a constante de Chebyshev do intervalo [−1,1] é dada por

cheb([−1,1]) := lim
n→∞

t1/n
n = 1/2.

Mostraremos que cap([−1,1]) = cheb([−1,1]) e, como consequência, teremos

cap([−1,1]) = 1/2.

Para tanto a seguinte proposição será importante:

Proposição 2.2.1. Vale a igualdade

cap([−1,1]) = lim
n→∞

(
max

x1,...,xn∈[−1,1]

n

∏
i=1

n

∏
i< j

|xi − x j|

)2/n(n−1)

.

Demonstração. Para provar a proposição, mostremos inicialmente que a sequência no enunciado

δn :=

(
max

x1,...,xn∈[−1,1]

n

∏
i=1

n

∏
i< j

|xi − x j|

)2/n(n−1)

, n = 1,2, . . . , (2.6)

é convergente.

Como ∏
n
i=1 ∏

n
i< j |x− y| é uma função contínua em qualquer x,y ∈ [−1,1], podemos

definir Fn = {x(n)i }n
i=1 como o conjunto dos pontos de [−1,1] em que o máximo em (2.6) é

atingido. Definindo

En := min
x1,...,xn∈[−1,1]

n

∑
i=1

n

∑
i< j

log
1

|xi − x j|
, n = 1,2, . . . , (2.7)

temos,

En =
n(n−1)

2
log

1
δn

, n = 1,2, . . . . (2.8)

Logo, Fn = {x(n)i }n
i=1 é o conjunto dos pontos de [−1,1] em que o máximo em (2.7) é atingido.

Para cada k = 1,2, . . . ,n podemos escrever

En =
n

∑
i̸=k

log
1

|x(n)i − x(n)k |
+

n

∑
i̸=k

n

∑
i< j
j ̸=k

log
1

|x(n)i − x(n)j |
.
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Como os pontos de Fn são escolhidos dois a dois sem repetição,

#Fn =

(
n
2

)
= n(n−1)/2,

o segundo somatório acima tem (n−1)(n−2)/2 parcelas. Logo, pela definição de En, temos

En ≥
n

∑
i ̸=k

log
1

|x(n)i − x(n)k |
+En−1.

Manipulando algebricamente a soma de k = 1,2,3 . . . ,n da desigualdade acima, obtemos

En

n(n−1)
≥ En−1

(n−1)(n−2)
, n = 1,2, . . . . (2.9)

Por (2.8) e (2.9) concluímos que

0 ≤ δn+1 ≤ δn. (2.10)

Portanto, existe o limite

τ := lim
n→∞

δn = lim
n→∞

(
max

x1,...,xn∈[−1,1]

n

∏
i=1

n

∏
i< j

|xi − x j|

)2/n(n−1)

. (2.11)

Agora, consideremos a definição dada em (2.4):

V :=V[−1,1] = inf
ν∈M1

{∫ 1

−1

∫ 1

−1
log

1
|z− t|

dν(z)dν(t)
}
, (2.12)

onde M1 representa o espaço das probabilidades de [−1,1]. Mostraremos que

V = log
1

cap([−1,1])
≥ log

1
τ
. (2.13)

Seja µ ∈M1 a medida de probablidade onde o ínfimo em (2.12) é atingido. Pela definição
de V , conforme equação (2.12),∫ 1

−1
· · ·
∫ 1

−1

n

∑
i=1

n

∑
i< j

log
1

|xi − x j|
dµ(x1) · · ·dµ(xk) =

n(n+1)
2

V.

Pela definição da sequência {En}, conforme a equação (2.7) e pela igualdade acima, temos

n(n+1)
2

V ≥
∫ 1

−1
Endn

µ =
n(n−1)

2
log

1
δn

,

onde a última igualdade se dá pela equação (2.8) e pelo fato de µ ser uma medida de probablidade.
Logo,

V ≥ log1/δn

e, fazendo n → ∞, obtemos a desigualdade (2.13).
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Mostremos agora a desigualdade contrária de (2.13). Lembrando, Fn = {x(n)i }n
i=1 é o

conjunto dos pontos em que o mínimo em (2.7) é atingido. Para cada n = 1,2, . . ., considere νn a
soma normalizada das medidas de Dirac dos pontos de Fn ((FOLLAND, 1999) p. 25), ou seja,

νn =
1
n

n

∑
k=1

δ
x(n)i

.

Como νn é uma medida de probabilidade em [−1,1], para todo n = 1,2, . . ., pelo Teorema de
Seleção de Helly (Teorema 2.2.1), {νn} possui uma subsequência que converge fraco-* para
uma probabilidade µ̃ em [−1,1]. Vamos supor, sem perda de generalidade, que νn

∗
⇀ µ̃ , ou seja,

lim
n→∞

∫ 1

−1
f dνn =

∫ 1

−1
f dµ̃, f ∈C([−1,1]).

Pelo Teorema da Convergência Monótona (FOLLAND, 1999, p.50) e pela convergência acima
mencionada,

I(µ̃) :=
∫ 1

−1

∫ 1

−1
log

1
|x− t|

dµ̃(x)dµ̃(t)

= lim
M→∞

lim
n→∞

∫ 1

−1

∫ 1

−1
min

{
M, log

1
|x− t|

}
dνn(x)dνn(t).

Logo, podemos estimar I(µ̃) como a seguir:

I(µ̃) = lim
M→∞

lim
n→∞

1
n2

n

∑
i, j=1

log
1

|x(n)i − x(n)j |

≤ lim
M→∞

lim
n→∞

(
2En +nM

n2

)
= lim

n→∞
log

1
δn

.

Portanto, a desigualdade acima combinada a (2.13) implica

V ≤ I(µ̃)≤ lim
n→∞

log
1
δn

= log
1
τ
≤V,

de onde segue que τ = e−V = cap([−1,1]). □

Corolário 2.2.1. Temos

cheb([−1,1]) = cap([−1,1]) = 1/2.

Demonstração. Nas notações do enunciado e da prova da proposição anterior, vejamos que
cheb([−1,1])≤ τ . Relembrando que Fn = {x(n)i }n

i=1 é o conjunto dos pontos em que o mínimo
na equação (2.7) é atingido, temos

(δn+1)
n(n+1)/2 = max

x1,...,xn∈[−1,1]

n

∏
i=1

n

∏
i< j

|xi − x j|

≥
n

∏
k=1

|x− x(n)k |(δn)
n(n−1)/2

= |F(x)|(δn)
n(n−1)/2,
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para x ∈ [−1,1], onde F(x) = ∏
n
k=1(x− x(n)k ). Tomando a norma em C([−1,1]) de F acima,

seguida da raiz n-ésima em ambos os lados da desigualdade, obtemos

(δn+1)
(n+1)/2

(δn)(n−1)/2
=

(
δn+1

δn

)n/2

(δn+1δn)
1/2 ≥ ∥F∥1/n

∞ .

Como a sequência {δn} (veja (2.10)) é decrescente, concluímos que

(δn+1δn)
1/2 ≥ ∥F∥1/n

∞ . (2.14)

Uma vez que

cheb([−1,1]) = lim
n→∞

t1/n
n = lim

n→∞
2

1
n−1 = inf

n
t1/n
n , (2.15)

pela definição da sequência {tn} (equação (2.5)), e pela igualdade acima, obtemos

∥q∥∞ ≥ cheb([−1,1])n,

para qualquer polinômio q mônico de grau n. Como F é polinômio mônico de grau n, segue que

(δn+1δn)
1/2 ≥ ∥F∥1/n

∞ ≥ cheb([−1,1]),

onde a desigualdade à direita segue da equação (2.14). De acordo com a equação (2.11), fazendo
n → ∞ na desigualdade acima, temos

cap([−1,1]) = τ ≥ cheb([−1,1]).

Para a desigualdade contrária, sejam a(n)1 , . . . ,a(n)n os zeros do n-ésimo polinômio de
Chebyshev, Tn, e seja

νn =
1
n

n

∑
k=1

δ
a(n)k

.

onde δ
a(n)k

é a medida de Dirac concentrada em a(n)k para todo k = 1,2, . . .. Pelo Teorema de
Frostman (Teorema 2.2.2), ∫

log
1

|x− t|
dµ(t)≤V,

para todo x ∈ R, onde µ é a probabilidade em que o ínfimo em (2.12) é atingido. Pelo Teorema
de Fubini ((FOLLAND, 1999, p. 67)) e pela desigualdade acima, temos a estimativa

inf
x∈[−1,1]

∫
log

1
|x− t|

dνn(t)≤
∫ ∫

log
1

|x− t|
dνn(t)dµ̃(x)

=
∫ ∫

log
1

|x− t|
dµ̃(x)dνn(t)≤V. (2.16)
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Contudo,

inf
x∈[−1,1]

∫
log

1
|x− t|

dνn(t) = inf
x∈[−1,1]

1
n

log
1

|Tn(x)|
=

1
n

log
1
tn
, (2.17)

e substituindo (2.17) em (2.16), obtemos

t1/n
n ≥ e−V = cap([−1,1]) = τ.

Tomando n → ∞ acima, concluímos que cheb([−1,1])≥ cap([−1,1]). Isso mostra que

cap([−1,1]) =
1
2
,

o que finaliza a prova do corolário. □

Vimos que a regularidade de uma medida é uma propriedade que está ligada diretamente
com o seu suporte e, no caso de nosso interesse, a regularidade de medidas suportadas em [−1,1]
são caracterizadas também pelo último resultado. Vimos que calcular a capacidade não é uma
tarefa simples até mesmo em casos canônicos. Em particular, no Teorema 4.1.2 do capítulo 4
precisaremos verificar a regularidade de uma medida suportada em [−1,1] e para isso vamos
recorrer a um dos critérios de regularidade apresentado no livro de Stahl e Totik (1992), o critério
de Erdös-Turán.

Teorema 2.2.3 ((STAHL; TOTIK, 1992)). Se S(µ) = [−1,1], então

dµ(x)
dx

> 0 quase sempre em [−1,1]

implica na regularidade no sentido de Stahl-Totik da medida.

Para mais detalhes sobre este resultado, o artigo original de Erdös e Turán é (ERDöS;
TURáN, 1940).
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CAPÍTULO

3
PROCESSO PONTUAL DETERMINANTE E

MATRIZES ALEATÓRIAS

O que universalidade e polinômios ortogonais têm em comum? Lubinsky (2009) utiliza
técnicas da teoria de polinômios ortogonais para obter um limite de universalidade, mas qual a
relação entre esses dois assuntos? Como e por que o encontro de dois objetos que, a princípio
parecem não se relacionar, gerou um resultado tão relevante? Nesta seção vamos explorar um
pouco desta conexão e buscar responder as questões levantadas. Em poucas palavras, veremos
que o núcleo reprodutor (2.1) de polinômios ortogonais define um processo pontual determinante

e, como exemplo, veremos uma classe de matrizes aleatórias que define um processo pontual
determinante.

Vamos começar o capítulo com as matrizes aleatórias como exemplo de processo pontual
determinante para depois definir e mostrar sua relação com polinômios ortogonais. A principal
referência para matrizes aleatórias e polinômios ortogonais é o livro de autoria de Deift (1999).
Para processo pontual determinante, Baik, Deift e Suidan (2016) fazem uma abordagem geral, e
além disso, uma boa ideia deste objeto pode ser obtida nas notas de aula de Ferrari (2020).

Antes de entrarmos na discussão principal deste capítulo, vamos recapitular alguns
conceitos de probabilidade que podem ser encontrados com mais detalhes no livro de Durrett
(1996).

Seja (Ω,F ,P) um espaço de probabilidade. Dizemos que uma função real X definida em
Ω é uma variável aleatória em (Ω,F ,P) se X é uma função mensurável, isto é, X−1(B) ∈ F

para todo conjunto boreliano B ⊂ R. Uma variável aleatória X : Ω → R induz uma medida de
probabilidade µ em R chamada distribuição de X dada por

µ(B) = P(X−1(B))

para todo boreliano B ⊂ R. Alguns livros de probabilidade costumam denotar P(X−1(B)) por
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P(X ∈ B) e µ = PX−1. Em alguns casos existe uma função f ≥ 0 tal que

µ(B) =
∫

B
f (x)dx

para todo boreliano B ⊂ R. Nesses casos, chamamos a função f de função densidade de
probabilidade de X (em análise costumamos chamar f de derivada de Radon-Nikodym, no
entanto, são dois objetos diferentes, nem toda derivada de Radon-Nikodym é uma densidade
de probabilidade). Por exemplo, uma variável aleatória com distribuição normal padrão tem
densidade de probabilidade f (x) = (2π)−1/2e−x2/2 com x ∈ R.

O valor esperado de uma variável aleatória X em (Ω,F ,P) é definido por

E[X ] =
∫

XdP.

Pelo Teorema da mudança de variáveis que pode ser encontrado no livro de Durrett (1996),
podemos escrever o valor esperado de X como

E[X ] =
∫

xdµ(x).

Além disso, se g : R → R é uma função tal que
∫

g(x)dx < ∞, temos pelo mesmo teorema,

E[g(X)] =
∫

g(X(ω))dP(ω) =
∫

g(x)dµ(x).

Por último, o conceito de indepêndencia de variáveis aleatórias. Dizemos que duas
variáveis aleatórias X ,Y no espaço de probabilidade (Ω,F ,P) são independentes quando

P(X−1(A)∩Y−1(B)) = P(X−1(A))P(Y−1(B))

para todos borelianos A,B ⊂ R. A definição de independência entre n = 1,2, . . . variáveis
aleatórias é definida de maneira análoga. Uma condição suficiente para independência de
n = 1,2, . . . variáveis aleatórias, X1, . . . ,Xn com densidade de probablidade f (x1, . . . ,xn) é que
f (x1, . . . ,xn) = g1(x1) · · ·gn(xn) onde cada g j, j = 1, . . . ,n é não-negativa e mensurável.

3.1 O Ensemble Unitário (UE)
Seja Hn o espaço das matrizes hermitianas de ordem n = 1,2, . . . . Como Hn ≃ Rn2

e
toda M ∈Hn é tal que M = M∗, a medida dM induz uma medida de Lebesgue n2-dimensional,

dM =
n

∏
i=1

dMii

n

∏
i< j

dMR
i jdMI

i j,

onde Mi j = MR
i j + iMI

i j e MR
i j,M

I
i j são as partes real e imaginária, respectivamente. Como medidas

de Lebesgue são invariantes por rotação, para toda matriz U unitária teremos

dM = d(UMU∗), M ∈Hn. (3.1)
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O Ensemble Unitário (UE) é definido pela seguinte distribuição de probabilidade em
Hn:

P(n)(M)dM = c · e−tr(Q(M))dM, (3.2)

onde

Q(M) = α2 jM2 j + · · ·+α0,

com α2 j > 0, e c é a constante normalizadora tal que

c ·
∫

e−tr(Q(M))dM = 1.

O Ensemble Unitário leva esse nome pois a distribuição (3.2) é invariante por transformações
unitárias U . No caso particular em que

Q(M) = aM2 +bM+ c,

as n2 entradas {Mii,MR
i j,M

I
i j} são variáveis aleatórias independentes, com distribuição normal, a

menos de uniformizações. De fato, para toda M ∈Hn, temos

e−tr(Q(M)) = e−atr(M2)−btr(M)−cn

= e−a(∑n
i M2

ii+2∑
n
i< j((M

R
i j)

2+(MI
i j)

2))e−b∑
n
i Miie−cn

= e−cn
n

∏
i=1

e−aM2
ii−bMii

n

∏
i< j

e−2a(MR
i j)

2
e−2a(MI

i j)
2
.

Assim, a distribuição (3.2) pode ser escrita como

P(n)(M)dM = e−cn
n

∏
i=1

e−aM2
ii−bMii

n

∏
i< j

e−2a(MR
i j)

2
e−2a(MI

i j)
2
dMR

i jdMI
i j. (3.3)

Como a distribuição (3.2) é invariante por conjugação unitária, podemos fazer uma mudança
de variáveis a fim de encontrar uma fórmula melhor para (3.2). Se U é a matriz unitária que
diagonaliza M, considere a mudança de variável

M 7→ {diag(λ1,λ2, . . . ,λn),U},

onde λ1 ≤ λ2 ≤ ·· · ≤ λn são os n autovalores reais de M. Para o cálculo do Jacobiano desta
mudança de variáveis veja (DEIFT, 1999, p.94-99). Resumidamente, temos o seguinte resultado:

Teorema 3.1.1. A distribuição definida em (3.2) pode ser escrita como

P(n)(M)dM =
1
Zn

· e−∑
n
i=1 Q(λi)

n

∏
i=1

n

∏
i< j

(λi −λ j)
2dn

λ , (3.4)

onde Zn é a constante de normalização e Q(x) = α2 jx2 j + · · ·+α0 em R com α2 j > 0.
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Na fórmula acima, o determinante de Vandermonde

n

∏
i=1

n

∏
i< j

(λi −λ j)
2,

mostra que a probabilidade dos autovalores de elementos de Hn estarem muito próximos é
pequena, uma vez que o determinante acima fica pequeno em regiões Além disso, podemos
dizer que o UE é uma coleção de n pontos aleatórios em R (os n autovalores reais de M). Tendo
isso em mente, é interessante obter estatísticas para estes autovalores como, por exemplo, a
probabilidade de encontrar autovalores em subconjuntos mensuráveis de R. Essas quantidades
podem ser obtidas em termos das funções de correlação definidas a seguir no contexto do UE.

Definição 3.1.1 ((BAIK; DEIFT; SUIDAN, 2016)). A k-ésima função de correlação é definida
por

Rk(x1, . . . ,xk) =
n!

(n− k)!

∫
Rn−k

P(n)(x1, . . . ,xk,λk+1, . . . ,λn)dλk+1 · · ·dλn, (3.5)

para x1, . . . ,xk ∈ R.

Uma das estatísticas a respeito dos autovalores de matrizes no UE que podem ser obtidas
pela função de correlação é o valor esperado de k-uplas em algum intervalo da reta. Mais
estatísticas são detalhadas por Deift (1999), Baik, Deift e Suidan (2016).

Lema 3.1.1 ((BAIK; DEIFT; SUIDAN, 2016)). Seja I um subonjunto mensurável de R. Então,∫
Ik

Rk(x1, . . . ,xk)dx1 · · ·dxk = E[{# de k-uplas de autovalores em I}]. (3.6)

Em particular, ∫
I
R1(x1)dx1 = E[{# de autovalores em I}]. (3.7)

Aqui as k-uplas são ordenadas, por exemplo, no caso k = 2, se os autovalores λi e λ j estão em I,
então os pares ordenados (λi,λ j) e (λ j,λi) são contados em (3.6).

Demonstração. O valor esperado de encontrar k-uplas de autovalores em I é dado por

E

[
∑

(i1,...,ik)∈Tk

k

∏
j=1

χI(λi j)

]
=
∫
Rn ∑

(i1,...,ik)∈Tk

k

∏
j=1

χI(λi j)P
(n)(λ )dn

λ ,

onde Tk = {(i1, . . . , ik) ∈ {1, . . . ,n}k : i1, . . . , ik são distintos} e χI é a função característica de I

(χI(x) = 1 se x ∈ I e χI(x) = 0 caso contrário). Como estamos escolhendo k indíces diferentes
de 1 a n contando como k-uplas ordenadas, temos #Tk = n!/(n− k)!. Logo, como P(n) é uma
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função simétrica, temos

E

[
∑

(i1,...,ik)∈Tk

k

∏
j=1

χI(λi j)

]
= ∑

(i1,...,ik)∈Tk

∫
Rn

k

∏
j=1

χI(λi j)P
(n)(λ )dn

λ

=
n!

(n− k)!

∫
Rn

k

∏
j=1

χI(λi j)P
(n)(λ )dn

λ

=
∫

Ik
Rk(x1, · · · ,xk)dx1 . . .dxk. □

A seguir vamos escrever a distribuição (3.4) e a função de correlação em termos do
núcleo reprodutor associado aos polinômios de Hermite, ou seja, os polinômios ortogonais
associados ao peso ω(x) = e−x2

, x ∈ R. Antes disso, precisaremos do seguinte lema:

Lema 3.1.2. Se K̃n é um núcleo reprodutor normalizado como definido em (2.2), então∫
R

K̃n(x,x)dx = n, n = 1,2,3 . . . (3.8)

e ∫
Rn−(k+1)

det[K̃n(xi,x j)]
n
i, j=1dxk+1 · · ·dxn = (n− k)!det[K̃n(xi,x j)]

k
i, j=1, (3.9)

para k = 0,1, . . . ,n−1 e x1, . . . ,x j ∈ R.

Demonstração. Vamos começar por (3.8). Para todo n, temos

∫
R

K̃n(x,x)dx =
n−1

∑
i=0

∫
R

pi(x)2
ω(x)dx =

n−1

∑
i=0

∥pi∥2 = n.

Para provar (3.9) vamos denotar K̃n(xi,x j) por Ki j e prosseguir por indução em k. O determinante
de [Ki j]

n
i, j=1 pode ser escrito como

det[Ki j]
n
i, j=1 =

n

∑
l=1

(−1)n+lKnl det[Ki j]
n−1
i ̸=n, j ̸=l

= Knn det[Ki j]
n−1
i, j ̸=n +

n−1

∑
l=1

(−1)n+lKnl det[Ki j]
n−1
i̸=n, j ̸=l, n = 1,2,3 . . . .

Se k = n−1, então

∫
R

det[K̃n(xi,x j)]
n
i, j=1dxn = det[Ki j]

n−1
i, j ̸=n

∫
R

Knndxn +
∫
R

n−1

∑
l=1

(−1)n+lKnl det[Ki j]
n−1
i̸=n
j ̸=l

dxn.

Por (3.8),

∫
R

det[K̃n(xi,x j)]
n
i, j=1dxn = ndet[Ki j]

n−1
i, j ̸=n +

∫
R

n−1

∑
l=1

(−1)n+lKnl det[Ki j]
n−1
i̸=n
j ̸=l

dxn. (3.10)
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Para a segunda parcela da soma usaremos a propriedade reprodutora de K̃n. Temos,

Knl det[Ki j]
n−1
i ̸=n, j ̸=l = det


K11 K12 · · · K1n Knl

K21 K22 · · · K2n Knl
...

... . . . ...
...

K(n−1)1 K(n−1)2 · · · K(n−1)n Knl

 .
Pela propriedade reprodutora,

∫
R

Knl det[Ki j]
n−1
i ̸=n
j ̸=l

dxn = det


K11 K12 · · · K1n K1l

K21 K22 · · · K2n K2l
...

... . . . ...
...

K(n−1)1 K(n−1)2 · · · K(n−1)n K(n−1)l

 .
Movendo a coluna l até a posição correta, temos∫

R
Knl det[Ki j]

n−1
i̸=n
j ̸=l

dxn = (−1)n−1−l det[Ki j]
n−1
i, j=1. (3.11)

Juntando (3.10) com (3.11), temos∫
R

det[K̃n(xi,x j)]
n
i, j=1dxn = ndet[Ki j]

n−1
i, j ̸=n +

n−1

∑
l=1

(−1)n+l
∫
R

Knl det[Ki j]
n−1
i̸=n
j ̸=l

dxn

= ndet[Ki j]
n−1
i, j ̸=n +

n−1

∑
l=1

(−1)n+l(−1)n−1−l det[Ki j]
n−1
i, j=1

= det[Ki j]
n−1
i, j=1.

Agora, assumindo que nossa hipótese vale para 1 ≤ k ≤ n−1, isto é,∫
· · ·
∫

det[K̃n(xi,x j)]
n
i, j=1dxk+1 · · ·dxn = (n− k)!det[K̃n(xi,x j)]

k
i, j=1,

vamos provar que vale para k−1. Observamos que,∫
· · ·
∫

det[K̃n(xi,x j)]
n
i, j=1dxk · · ·dxn =

∫
(n− k)!det[K̃n(xi,x j)]

k
i, j=1dxk

= (n− k)!
∫ k

∑
l=1

(−1)k+lKkl det[Ki j]i ̸=k
j ̸=l

dxk. (3.12)

De maneira análoga ao caso k = n−1,∫ k

∑
l=1

(−1)k+lKkl det[Ki j]i̸=k
j ̸=l

dxk

=
∫

Kkk det[Ki j]i, j ̸=kdxk +
∫ k−1

∑
l=1

(−1)k+lKkl det[Ki j]i ̸=k
j ̸=l

dxk

= (n− (k−1))det[Ki j]i, j ̸=k.

Juntando a última igualdade com (3.12) temos (3.9). □
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Proposição 3.1.1. Seja

K̃n(x,y) =
√

e−Q(x)
√

e−Q(y)
n−1

∑
i=0

pi(x)pi(y), x,y ∈ R, n = 1,2, . . . ,

o núcleo reprodutor normalizado dos polinômios ortogonais com relação ao peso e−Q(x), onde
Q(x) = α2 jx2 j + · · ·+α0 com x ∈ R e α2 j > 0. Então,

1
n!

det[K̃n(xi,x j)]
n
i, j=1 =

1
Zn

· e−∑
n
i=1 Q(xi)

n

∏
i=1

n

∏
i< j

(xi − x j)
2, n = 1,2, . . . (3.13)

onde x1, . . . ,xn ∈ R e Zn é a constante de normalização.

Demonstração. Seja π j(x) = γ
−1
j p j(x), onde γ j > 0 é o coeficiente líder de p j(x), x ∈ R e

j = 0,1, . . . . Então ∫
R

πi(x)π j(x)e−x2
dx =

1
γiγ j

δi j, i, j = 0,1, . . . .

Sabemos que o determinante da matriz de Vandermonde é dado por

n

∏
i=1

n

∏
i< j

(x j − xi) = det


1 x1 x2

1 . . . xn−1
1

1 x2 x2
2 . . . xn−1

2
...

...
... . . . ...

1 xn x2
n . . . xn−1

n

 , xi,x j ∈ R n = 1,2, . . . .

Se π j(x) = x j +∑
j−1
k=0 α jkxk, x ∈ R e j = 0,1, . . . , então fazendo operações elementares em cada

coluna da matriz de Vandermonde, temos, para xi,x j ∈ R e n = 1,2 . . . ,

n

∏
i=1

n

∏
i< j

(x j − xi) = det


1 x1 +α10 x2

1 . . . xn−1
1

1 x2 +α10 x2
2 . . . xn−1

2
...

...
... . . . ...

1 xn +α10 x2
n . . . xn−1

n



= det


π0(x1) π1(x1) x2

1 +α21x1 +α20 . . . xn−1
1

π0(x2) π1(x2) x2
2 +α21x2 +α20 . . . xn−1

2
...

...
... . . . ...

π0(xn) π1(xn) x2
n +α21xn +α20 . . . xn−1

n



= det


π0(x1) π1(x1) π2(x1) . . . πn−1(x1)

π0(x2) π1(x2) π2(x2) . . . πn−1(x2)
...

...
... . . . ...

π0(xn) π1(xn) π2(xn) . . . πn−1(xn)

 .
Sucintamente,

n

∏
i=1

n

∏
i< j

(x j − xi) = det[π j−1(xi)]
n
i, j=1, xi,x j ∈ R n = 1,2, . . . .
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Multiplicando ambos os lados por ∏
n
i=1 γi

√
e−Q(xi), xi ∈ R e n = 1,2, . . . , e depois elevando ao

quadrado, obtemos
n

∏
i=1

γ
2
i e−Q(xi)

n

∏
i< j

(x j − xi)
2 =

n

∏
i=1

n

∏
i< j

[
γi

√
e−Q(xi)(x j − xi)

]2

=

(
det
[√

e−Q(xi)(γiπ j−1(xi))
]n

i, j=1

)2

=

(
det
[√

e−Q(xi)p j−1(xi)
]n

i, j=1

)2

,

para xi,x j ∈ R e n = 1,2, . . . . Se A =
[√

e−Q(xi)pi−1(x j)
]n

i, j=1
, com xi,x j ∈ R e n = 1,2, . . . ,

então

(detA)2 = det(AAT )

= det

[
n

∑
k=1

√
e−Q(xi)pk−1(xi)

√
e−Q(x j)pk−1(x j)

]n

i, j=1

= det
[
K̃n(xi,x j)

]n
i, j=1 .

Portanto,

det
[
K̃n(xi,x j)

]n
i, j=1 =

(
n

∏
i=1

γ
2
i

)
e−∑

n
i=1 Q(xi)

n

∏
i< j

(x j − xi)
2, xi,x j ∈ [−1,1], n = 1,2 . . . .

(3.14)

Como, ∫
Hn

P(n)(M)dM =
1
Zn

∫
Rn

e−∑
n
i=1 Q(xi)

n

∏
i=1

n

∏
i< j

(xi − x j)
2dnx = 1, n = 1,2, . . . ,

então, por (3.9) e (3.14),

Zn =

(
n

∏
i=1

γ
−2
i

)∫
Rn

det
[
K̃n(xi,x j)

]n
i, j=1 dnx

= n!
n

∏
i=1

γ
−2
i . (3.15)

Por (3.14) e (3.15) temos,

1
Zn

· e−∑
n
i=1 Q(xi)

n

∏
i=1

n

∏
i< j

(xi − x j)
2 =

1
n!

det
[
K̃n(xi,x j)

]n
i, j=1 ,

para xi,x j ∈ R e n = 1,2, . . . . □

Da proposição anterior segue direto que a distribuição do UE (3.2) é dada em termos do
núcleo de reprodução dos polinômios ortogonais com relação ao peso e−Q(x), isto é,

P(n)(M)dM =
1
n!

det[K̃n(xi,x j)]
n
i, j=1dnx, (3.16)
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para M ∈ Hn, xi,x j ∈ R e n = 1,2, . . . . Além disso, por (3.9) e (3.13), a função de correlação
(3.5) é dada por

Rk(x1, . . . ,xk) = det[K̃n(xi,x j)]
k
i, j=1, x1, . . . ,xk ∈ R, 1 ≤ k ≤ n, n = 1,2 . . . . (3.17)

3.2 Processo pontual determinante
A relação (3.17) entre a k-ésima função de correlação e o núcleo reprodutor Kn define

um processo pontual determinante. Um processo pontual pode ser visto tanto como pontos
distribuídos aleatoriamente em R quanto como a medida associada a esses pontos. Manteremos
as mesmas notações e construções da seção acima.

Seja ξ uma medida em R tal que ξ (B)< ∞ para todo subconjunto mensurável e limitado
B ⊂ R e seja N (R) o conjunto de todas medidas desse tipo. Para cada uma dessas medidas
ξ , podemos encontrar um conjunto de pontos {x1,x2, . . .} ⊂ R tal que ξ = ∑δxi , onde δxi é a
medida de Dirac em xi. Um processo pontual em R é um espaço de probabilidade

(N (R),FN (R),P),

onde FN (R) é a menor σ -álgebra de N (R) que torna mensurável as funções ξ 7→ ξ (B), com
B ⊂ R limitado e mensurável.

A definição de processo pontual dada acima pode ser encontrada em (BAIK; DEIFT;
SUIDAN, 2016). Como dito anteriormente, um processo pontual pode ser entendido como
um conjunto de pontos aleatórios em R, o que pode ser visto em (FERRARI, 2020). Uma
configuração de pontos X = {x1,x2, . . .} ⊂ R é dita localmente finita se

#{xi ∈ B}< ∞,

para todo subconjunto mensurável limitado B ⊂ R. Seja Ω o conjunto de todas configurações
localmente finitas. Assim, um processo pontual em R é um espaço de probabilidade (Ω,F ,P)
onde F é a menor σ -álgebra que torna mensurável as funções X 7→ #{X ∩B}< ∞, com B ⊂ R
limitado e mensurável. Observe que essas funções (assim como as funções ξ 7→ ξ (B)) são
variáveis aleatórias que retorna o número de pontos do processo no conjunto B.

Da maneira como foi definido, um processo pontual permite a existência de uma configu-
ração X que admita pontos repetidos. Dizemos que X (ou ξ ∈ N (R)) é simples quando todos
os pontos são distintos (ξ ({x})≤ 1 para todo x ∈ R). Um processo pontual é simples quando
P(X é simples) = 1. Dizemos que um processo pontual é um processo pontual de n pontos
quando P(#X = n) = 1.

Uma densidade de probabilidade P(x1, . . . ,xn) em Rn simétrica, isto é,

P(xσ(1), . . . ,xσ(n)) = P(x1, . . . ,xn),
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para qualquer permutação σ de {1, . . . ,n}, induz naturalmente um processo pontual de n pontos.
Com isso em mente, podemos definir a k-ésima função de correlação para um processo pontual
assim como na Definição 3.1.1,

Rk(x1, . . . ,xk) =
n!

(n− k)!

∫
Rn−k

P(x1, . . . ,xk,xk+1, . . . ,xn)dxk+1 · · ·dxn (3.18)

com x1, . . . ,xn ∈ R. Quando K : R×R → R é uma função que satisfaz

Rk(x1, . . . ,xk) = det[K(xi,x j)]
k
i, j=1,

para todo xi,x j ∈ R, dizemos que o processo pontual associado a Rk é um processo pontual
determinante com núcleo de correlação K. Logo, como vimos anteriormente em (3.17), o
ensemble Gaussiano unitário é um processo pontual determinante.

No caso do GUE, o núcleo de correlação é um núcleo reprodutor associado aos po-
linômios de Hermite. O próximo teorema mostra que, na verdade, núcleos reprodutores de
polinômios ortogonais arbitrários induzem processos pontuais determinantes.

Teorema 3.2.1. Suponha que K : R×R → R é um núcleo que satisfaz as seguintes condições:

a)
∫
R K(x,x)dx = n, n = 1,2, . . . ;

b) det[K(xi,x j)]
n
i, j=1 ≥ 0 para todos x1, . . . ,xn ∈ R;

c) K tem a propriedade reprodutora:

K(x,y) =
∫
R

K(x, t)K(t,y)dt, x,y ∈ R.

Então,

P(x1, . . . ,xn) :=
1
n!

det[K(xi,x j)]
n
i, j=1, x1, . . . ,xn ∈ R, n = 1,2, . . . ,

é uma densidade de probabilidade em Rn simétrica e consequentemente induz um processo
pontual determinante em R.

Demonstração. Primeiramente, usando as hipóteses a) e c) obtemos de maneira análoga a
demonstração do Lema 3.1.2∫

Rn−(k+1)
det[K(xi,x j)]

n
i, j=1dxk+1 · · ·dxn = (n− k)!det[K(xi,x j)]

k
i, j=1,

para x1, . . . ,xk ∈R. Logo, a k-ésima função de correlação associada ao processo pontual definido
pela densidade P é dada por

Rk(x1, . . . ,xk) =
n!

(n− k)!

∫
Rn−k

1
n!

det[K(xi,x j)]
n
i, j=1dxk+1 · · ·dxn

= det[K(xi,x j)]
k
i, j=1.

Por definição, o processo pontual P induz um processo pontual determinante. Aqui, a hipótese b)
se faz necessária, já que a densidade de probabilidade é uma função não-negativa. □
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O limite de universalidade para as m-ésimas funções de correlação é dado por

lim
n→∞

1
K̃n(x,x)m Rm

(
x+

ξ1

K̃n(x,x)
, . . . ,x+

ξm

K̃n(x,x)

)
= det

(
senπ(ξi −ξ j)

π(ξi −ξ j)

)m

i, j=1
, (3.19)

para x em algum subconjunto compacto de [−1,1] e {ξi}m
i=1 em algum subconjunto compacto

de R. Como o limite acima vale para qualquer distribuição do tipo (3.2) (DEIFT, 1999), o
chamamos de limite de universalidade. Se m = 1, temos o caso mais simples de universalidade:

lim
n→∞

K̃n

(
x+

a
K̃n(x,x)

,x+
b

K̃n(x,x)

)
K̃n(x,x)

=
senπ(a−b)

π(a−b)
. (3.20)

Como as funções de correlação podem ser escritas conforme equação (3.16), é possível obter o
limite de universalidade no caso geral (3.19) a partir do caso mais simples a partir do processo de
passar o limite (3.20) para dentro do determinante na equação (3.16). No próximo cápitulo vamos
nos dedicar a enfraquecer as hipóteses sobre as medidas para as quais o limite de universalidade
é válido.
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CAPÍTULO

4
UNIVERSALIDADE

Neste capítulo vamos entrar em detalhes nos resultados da referência principal deste
trabalho (LUBINSKY, 2009). Nosso objetivo é provar o caso mais simples do limite de universa-
lidade

lim
n→∞

K̃n

(
x+

a
K̃n(x,x)

,x+
b

K̃n(x,x)

)
K̃n(x,x)

=
senπ(a−b)

π(a−b)
, (4.1)

para núcleos reprodutores associados a uma medida µ Stahl-Totik regular com derivada de
Radon-Nikodym µ ′ = ω , conforme definidos anteriormente e dados por (2.1).

A primeira seção é dedicada às funções de Christoffel e seu comportamento assintótico
no caso de estarem associadas a uma medida Stahl-Totik regular. O resultado apresentado nesta
seção será usado em todos os outros que o sucedem e é aqui que a hipótese da medida ser
regular se faz extremamente necessária. Alguns resultados que não estão no artigo principal são
apresentados antes do teorema com o intuito de esclarecer cálculos futuros.

Na segunda seção vamos apresentar o resultado de localização que, em poucas palavras,
mostra que núcleos reprodutores associados à medidas Stahl-Totik regulares com derivadas
iguais em algum subconjunto compacto de [−1,1] têm o mesmo comportamento assintótico
neste conjunto. Além disso, aqui será mostrada a desigualdade de Lubinsky (4.2) que é a grande
ideia para obter o limite de universalidade a partir das assintóticas obtidas na primeira seção.

A contribuição de Kuijlaars e Vanlessen (2002) mostra que a universalidade vale para o
caso do núcleo reprodutor de Legendre. Na terceira seção veremos um resultado que suaviza

núcleos reprodutores regulares no sentido de que, assintoticamente, núcleos reprodutores asso-
ciados à medidas Stahl-Totik regulares, localmente são iguais ao núcleo de Legendre. Tendo
isso em mente, na última seção é provado o limite de universalidade para núcleos reprodutores
associados à medidas Stahl-Totik regulares.
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4.1 Funções de Christoffel

Neste texto as funções de Christoffel servirão como ferramenta para a prova do limite de
universalidade a partir da seguinte desigualdade que será provada na próxima seção:

|Kn(x,y)−K∗
n (x,y)|

Kn(x,x)
≤
(

λn(x)
λn(y)

) 1
2
[

1− λn(x)
λ ∗

n (x)

] 1
2

, (4.2)

que vale para x,y ∈ [−1,1], quando µ ≤ µ∗ em [−1,1].

Definição 4.1.1. A n-ésima função de Christoffel associada à medida µ é definida por

λn(x) =
1

Kn(x,x)
, x ∈ [−1,1]

para n = 1,2, . . ..

A n-ésima função de Christoffel associada ao peso de Legendre (ω = 1 em [−1,1])
será denotada por λ ℓ

n , e por λ ∗
n , a função associada à medida µ∗. A próxima proposição mostra

que a n-ésima função de Christoffel é solução de um problema de minimização no espaço de
polinômios Hn.

Proposição 4.1.1. A n-ésima função de Christoffel associada a µ , para todo x ∈ [−1,1], é
caracterizada por

λn(x) = min

{(
∥p∥µ

p(x)

)2

: p ∈ Hn

}
, x ∈ [−1,1].

Demonstração. Sejam x ∈ [−1,1] e p = ∑
n−1
k=0 αk pk ∈ Hn, com p(x) ̸= 0. Pela propriedade de

reprodução (R2) e a desigualdade de Cauchy-Schwartz temos

|p(x)|2 = |⟨p,Kn(x, ·)⟩n|2

≤ ∥p∥2
µ∥Kn(x, ·)∥2

µ

= Kn(x,x)∥p∥2
µ ,

uma vez que ∥Kn(x, ·)∥2
µ = ⟨Kn(x, ·),Kn(x, ·)⟩ = Kn(x,x). Finalmente, para pn = ∑

n−1
k=0 αk pk,

com αk = K−1/2(x,x)pk(x), k = 0,1, . . ., obtemos a igualdade. □

Essa proposição nos fornece uma ferramenta importante para manipular as funções de
Christoffel e que nos será útil futuramente: elas são monótonas com relação à medida, isto é, se
µ e µ∗ são medidas que satisfazem µ ≤ µ∗, então

∥p∥µ ≤ ∥p∥µ∗ ,
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e, portanto, pela proposição anterior, para todo x ∈ [−1,1],

λn(x) = min

{(
∥p∥µ

p(x)

)2

: p ∈ Hn

}
≤ min

{(
∥p∥µ∗

p(x)

)2

: p ∈ Hn

}
= λ

∗
n (x). (4.3)

No teorema principal desta seção assim como nas próximas seções será necessário definir
uma função peso auxiliar ω∗(x) e para isso o lema a seguir será necessário. Além disso, para
x ∈ R e δ > 0 definimos

I(x,δ ) := [x−δ ,x+δ ]. (4.4)

Denotamos por dist(x,J) a distância de x até um subconjunto J ⊂ R, e assim definimos

I(J,δ ) := {x ∈ R : dist(x,J)≤ δ}. (4.5)

Lema 4.1.1. Sejam J ⊂ R um subconjunto compacto, A ⊂ R um subconjunto aberto tal que
J ⊂ A e f : A → R é uma função. Se f contínua e positiva em J então para qualquer ε > 0 existe
δ > 0 tal que

(1+ ε)−1 ≤ f (x)
f (y)

≤ (1+ ε), x ∈ I(J,δ ), |x− y|< δ . (4.6)

Demonstração. Seja ε > 0. Dado x0 ∈ J, pela continuidade de f em J e por f |J > 0, existem
δ1,δ2 > 0 de modo que:

• f (x)> 0 para todo x ∈ (x0 −δ1,x0 +δ1);

• | f (x)− f (x0)|< ε1 := ε f (x0) sempre que |x− x0|< δ2.

Seja g(x) = ( f (x)/ f (x0))
2 para x ∈ (x0 − δ0,x0 + δ0) onde δ0 = min{δ1,δ2}. Dos dois itens

acima temos

|g(x)−1|=
∣∣∣∣ f (x)

f (x0)
−1
∣∣∣∣< ε1/ f (x0) = ε.

sempre que |x− x0| < δ0. Logo g é contínua em x0, e portanto, g−1 é contínua em x0. Assim,
podemos concluir ∣∣∣∣∣

(
f (x)
f (x0)

)2

−1

∣∣∣∣∣< ε e

∣∣∣∣∣
(

f (x0)

f (x)

)2

−1

∣∣∣∣∣< ε, (4.7)

sempre que |x− x0|< δ0. Como x0 é arbitrário, temos uma cobertura de J:

J ⊂
⋃

x0∈J

(x0 −δ0/4,x0 +δ0/4).

Pela compacidade de J, temos uma subcobertura finita

J ⊂
⋃

1≤ j≤m

(x j −δ j/4,x j +δ j/4).
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onde para cada x j ∈ J, j = 1, . . . ,m, o δ j correspondente é dado pela mesma relação construída
acima entre x0 ∈ J e δ0.

Tome δ = min{δ j/4 : 1 ≤ j ≤ m} e x ∈ I(J,δ ). Assim, existe x′ ∈ J e j ∈ {1,2, . . . ,m}
de modo que |x− x′|< δ e |x′− x j|< δ j/4. Daí,

|x− x j| ≤ |x− x′|+ |x′− x j|< δ +
δ j

4
<

δ j

2
.

Logo, por (4.7),

(1+ ε)−1/2 ≤ f (x)
f (x0)

≤ (1+ ε)1/2. (4.8)

Agora seja y tal que |x− y|< δ . Então

|y− x j| ≤ |y− x|+ |x− x j|< δ +
δ j

2
<

3δ j

4
.

Daí,

(1+ ε)−1/2 ≤ f (x0)

f (y)
≤ (1+ ε)1/2. (4.9)

Multiplicando (4.8) e (4.9), temos

(1+ ε)−1 ≤ f (x)
f (y)

≤ (1+ ε).

□

Para os resultados a seguir, utilizaremos fortemente o lema a seguir, que é consequência
da regularidade da medida.

Lema 4.1.2 ((MáTé; NEVAI; TOTIK, 1991)). Suponha que µ é uma medida Stahl-Totik regular
no compacto S ⊂ R e que a componente ilimitada do complementar de S é regular com relação
ao problema de Dirchlet. Então para qualquer σ > 1 existe N natural de modo que para qualquer
n > N e qualquer polinômio P de grau no máximo n

max
x∈S

|P(x)|2 ≤ σ
n
∫

S
|P|2dµ.

No lema a seguir será utilizado fortemente a regularidade da medida µ e do peso de
Legendre (ω = 1). A regularidade do peso de Legendre é consequência direta do Teorema 2.2.3.
Na demonstração do próximo resultado utilizaremos as funções de Christoffel associadas ao
peso de Legendre λ ℓ

n (Definição 4.1.1).

Lema 4.1.3. Sejam µ uma medida Stahl-Totik regular em [−1,1], J ⊂ (−1,1) um subconjunto
compacto e x0 ∈ J. Suponha que µ é absolutamente contínua num aberto que contém J e que sua
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derivada de Radon-Nikodym, µ ′ = ω , é positiva e contínua em J. Então, para quaisquer ε,η > 0,
existe δ > 0 tal que

λn(x)≤ ω(x0)(1+ ε)λ ℓ
m(x)(1+o(1)), x ∈ I(x0,δ ), (4.10)

e

λ
ℓ
n(x)≤ ω(x0)

−1(1+ ε)λm(x)(1+o(1)), x ∈ I(x0,δ ), (4.11)

onde o(1) é independente de x0 ∈ J e m = n−2⌊nη/2⌋, com ⌊y⌋ sendo o maior inteiro menor
ou igual a y.

Demonstração. A prova desta estimativa envolve a construção de uma medida auxiliar. Dado
ε > 0, seja δ > 0 de modo que µ seja absolutamente contínua em I(J,δ ) ⊂ (−1,1) e que
satisfaça (4.6). Fixe x0 ∈ J e defina a medida µ∗ como µ∗ = µ em [−1,1]\ I(x0,δ ), e

dµ
∗(x) = ω

∗(x)dx = ω(x0)(1+ ε)dx, x ∈ I(x0,δ ).

Dado x ∈ I(x0,δ ), temos, por (4.6),

(1+ ε)−1 ≤ ω(x0)

ω(x)
,

pois x0 ∈ J. Logo ω ≤ ω∗ em I(x0,δ ) e, consequentemente, µ ≤ µ∗ em [−1,1]. Como con-
sequência de (4.3), se denotarmos por λ ∗

n a n-ésima função de Christoffel (Definição 4.1.1)
associada à medida µ∗ e ao núcleo K∗

n , i.e.,

λ
∗
n (x) =

1
K∗

n (x,x)
, x ∈ [−1,1],

então λn ≤ λ ∗
n , para todo n = 1,2, . . . .

Agora, observe que existe r ∈ (0,1), dependendo somente de δ , de modo que

0 ≤ 1−
(

t − x
2

)2

≤ r, x ∈ I(x0,δ ), t ∈ [−1,1]\ I(x0,δ ). (4.12)

De fato, basta tomar r = 1 − (δ/4)2 e a desigualdade segue. Na sequência, consideremos
η ∈ (0,1/2) e σ > 1 (próximo o suficiente de 1) de modo que

σ
1−η < r−η/4. (4.13)

Note que, como r−η/4 > 1, basta considerar σ < r−η/4 para que a desigualdade acima valha.

Dado η ∈ (0,1/2), seja m = m(n) := n−2⌊ηn/2⌋, onde ⌊y⌋ representa o maior inteiro
menor ou igual a y. Fixado x ∈ I(x0,δ/2), pela Proposição 4.1.1 podemos escolher um polinômio
Pm de grau menor ou igual a m−1 de modo que

λ
ℓ
m(x) = ∥Pm∥2

L2(ℓ) =
∫ 1

−1
P2

m(x)dx e P2
m(x) = 1. (4.14)
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Seja

Sn(t) := Pm(t)

(
1−
(

t − x
2

)2
)⌊ηn/2⌋

, t ∈ [−1,1]. (4.15)

Observe que Sn é um polinômio de grau menor ou igual a n− 1 e que Sn(x) = 1. Daí, pela
Proposição 4.1.1, temos

λ
∗
n (x)≤ ∥Sn∥2

L2(µ∗) = I1 + I2, (4.16)

onde

I1 :=
∫

I(x0,δ )
|Sn(t)|2dµ

∗(t) e I2 :=
∫
[−1,1]\I(x0,δ )

|Sn(t)|2dµ
∗(t).

Observe que para x, t ∈ [−1,1], temos

1
2
≤ 1−

(
t − x

2

)2

≤ 1,

logo, para t ∈ I(x0,δ ), temos Sn(t)2 ≤ Pm(t)2. Como dµ∗(x) = ω(x0)(1+ ε)dx e S2
n ≤ P2

m em
I(x0,δ ), temos

I1 ≤ ω(x0)(1+ ε)
∫

I(x0,δ )
|Pm(x)|2dx ≤ ω(x0)(1+ ε)λ ℓ

m(x),

onde a última desigualdade segue direto de (4.14). Por fim, de (4.12), temos

I2 ≤ ∥P2
m∥∞ r2⌊ηn/2⌋

µ
∗([−1,1]).

Pelo Lema 4.1.2, existe m0(σ) tal que para m ≥ m0(σ),

∥P2
m∥∞ ≤ σ

m∥Pm∥2
L2(ℓ) = σ

m
λ
ℓ
m(x).

Consequentemente, uniformemente para x ∈ I(x0,δ/2) e para n ≥ n0(x0,δ ) vale

I2 ≤ σ
m

λ
ℓ
m(x)r

2⌊ηn/2⌋
µ
∗([−1,1]).

Combinando as estimativas acima e a fórmula (4.16), segue que

λ
∗
n (x)≤

(
ω(x0)(1+ ε)λ ℓ

m(x)
)
+
(

σ
m

λ
ℓ
m(x)r

2⌊ηn/2⌋
µ
∗([−1,1])

)
.

Colocando o primeiro termo da soma no lado direito da desigualdade acima em evidência,
concluímos que

λ
∗
n (x)≤ ω(x0)(1+ ε)λ ℓ

m(x)
(

1+Cσ
mr2⌊ηn/2⌋

)
≤ ω(x0)(1+ ε)λ ℓ

m(x)
[
1+C

(
σ

1−ηrη/2
)n]

,
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onde C =
(
ω(x0)(1+ ε)λ ℓ

m(x)
)−1. Como decorre de (4.13) que σ1−ηrη/2 < r < 1, temos

λ
∗
n (x)≤ ωµ(x0)(1+ ε)λ ℓ

m(x)(1+o(1)) ,

onde o(1) é independente de x0 ∈ J uma vez que ω é contínua no compacto J. Finalmente, como
λn ≤ λ ∗

n concluímos a prova de (4.10).

Analogamente a (4.14), podemos escolher um polinômio de grau menor ou igual a m−1
de modo que

λm(x) = ∥Pm∥2
L2(ℓ) =

∫ 1

−1
P2

mdµ e P2
m(x) = 1.

Mantendo Sn definido como anteriormente e com cálculos análogos, temos

λ
ℓ
n(x)≤

∫
I(x0,δ )

S2
n +

∫
[−1,1]\I(x0,δ )

S2
n

≤
[

ω(x0)
−1(1+ ε)

∫
I(x0,δ )

P2
mdµ

]
+

[
∥Pm∥2

L∞([−1,1]\I(x0,δ ))
r2⌊ηn/2⌋

∫
[−1,1]\I(x0,δ )

dx
]

≤
[
ω(x0)

−1(1+ ε)λm(x)
]
+

[
∥Pm∥2

L∞([−1,1])r
2⌊ηn/2⌋

∫ 1

−1
dx
]
.

Como µ é regular, podemos usar o Lema 4.1.2 para obter

λ
ℓ
n(x)≤

[
ω(x0)

−1(1+ ε)λm(x)
]{

1+C[σ1−ηrη/2]n
}
.

De modo análogo ao que foi feito para provar (4.10), obtém-se (4.11). □

O teorema a seguir nos ajudará a entender melhor o comportamento assintótico do lado
direito da desigualdade de Lubinsky (4.2). Vamos utilizar a notação An(t)∼ Bn(t) para

c1Bn(t)≤ An(t)≤ c2Bn(t),

com c1 e c2 constantes independentes de t e n.

Teorema 4.1.1. Sejam µ uma medida Stahl-Totik regular em [−1,1], J ⊂ (−1,1) um subconjunto
compacto e x0 ∈ J. Suponha que µ é absolutamente contínua num aberto que contém J e que sua
derivada de Radon-Nikodym, µ ′ = ω , é positiva e contínua em J. Dado A > 0, temos

lim
n→∞

λn

(
x+

a
n

)[
λ
ℓ
n

(
x+

a
n

)]−1
= ω(x) (4.17)

uniformemente para a ∈ [−A,A] e x ∈ J. Adicionalmente, existe um natural nA := n(A) tal que

λn

(
x+

a
n

)
∼ 1

n
(4.18)

uniformemente para n ≥ nA, x ∈ J e a ∈ [−A,A],
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Demonstração. A prova de (4.17) envolve uma aplicação do lema anterior e ideias desenvolvidas
na demonstração. Logo, as notações e construções na prova do resultado serão reutilizadas aqui.
Primeiramente, provaremos que

limsup
n→∞

sup
|a|≤A,x∈J

λn(x+a/n)
λ ℓ

n(x+a/n)ω(x)
≤ 1. (4.19)

Dados ε > 0 e x0 ∈ J, sejam δ > 0 e η ∈ (0,1/2) como no Lema 4.1.3. Vamos obter
uma cota superior para

sup
x∈I(x0,δ/2)

λn(x)
λ ℓ

n(x)
. (4.20)

Um aplicação direta do Lema 4.1.3 implica

sup
x∈I(x0,δ/2)

λn(x)
λ ℓ

n(x)
≤ ω(x0)(1+ ε)(1+o(1)) sup

x∈I(x0,δ/2)

λ ℓ
m(x)

λ ℓ
n(x)

. (4.21)

Agora vamos estimar o quociente das funções de Christoffel associadas ao peso de Legendre na
desigualdade acima. Se pℓk(x) é o k-ésimo polinômio de Legendre, k = 0,1, . . . , então temos a
seguinte limitação (NEVAI, 1979, p. 170)

|pℓn(x)| ≤C
(

1− x2 +
1
k2

)1/4

, x ∈ [−1,1],

onde n = 1,2 . . . e C > 0 não depende de n e nem de x. Lembrando que m = n−2⌊nη/2⌋, temos,
uniformemente para x ∈ [−1,1],

0 ≤ 1− λ ℓ
n(x)

λ ℓ
m(x)

= λ
ℓ
n(x)

n−1

∑
k=m

(
pℓk(x)

)2

≤Cλ
ℓ
n(x)(n−m) max

n/2≤k≤n

(
1− x2 +

1
k2

)−1/2

≤Cηnλ
ℓ
n(x)

(
1− x2 +

1
k2

)−1/2

≤Cη , (4.22)

onde a última desigualdade decorre de (NEVAI, 1979, p. 108 Lema 5):

λ
ℓ
n(x)∼

1
n
, (4.23)

para x ∈ [−1,1]. De (4.22), obtemos

0 ≤ λ ℓ
m(x)

λ ℓ
n(x)

≤ (1+Cη)−1, x ∈ [−1,1]. (4.24)

Segue direto da desigualdade acima que

sup
x∈[−1,1]

λ ℓ
m(x)

λ ℓ
n(x)

≤ (1+Cη)−1, (4.25)
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onde C não depende de x e nem de n. Desta maneira, por (4.21) e pela desigualdade (4.25),
obtemos

sup
x∈I(x0,δ/2)

λn(x)
λ ℓ

n(x)
≤ ω(x0)(1+ ε)(1+Cη)−1,

uma cota superior para (4.20), como queríamos. Agora, por (4.6), existe n0(x0,δ ), um número
natural, tal que

sup
x∈I(x0,δ/2)

λn(x)
λ ℓ

n(x)ω(x)
≤ (1+ ε)2(1+Cη)−1, n ≥ n0(x0,δ ).

Para finalmente obter (4.19), cobrimos J com um número finito de intervalos I(x0,δ/2) a fim de
obter, para n ≥ n1(ε,δ ,J),

sup
x∈I(J,δ/2)

λn(x)
λ ℓ

n(x)ω(x)
≤ (1+ ε)2(1+Cη)−1. (4.26)

Seja A > 0 e tome a ∈ [−A,A]. Então existe n2 = n2(A) ∈ {1,2, . . .} tal que, para n ≥ n2 e para
todo a ∈ [−A,A] e todo x ∈ J,

x+
a
n
∈ I (J,δ/2) .

De fato como |a| e δ/2 são números reais positivos, existe n ∈ {1,2, . . .} de modo que |a|/n ≤
δ/2, isto é, ∣∣∣x−(x+

a
n

)∣∣∣= |a|
n

≤ δ

2
.

Daí, trocando x por x+a/n com n ≥ n2 em (4.20) e tomando o limite superior, obtemos

limsup
n→∞

sup
|a|≤A,x∈J

λn(x+a/n)
λ ℓ

n(x+a/n)ω(x)
≤ (1+ ε)2(1+Cη)−1.

Como ε e η são arbitrários, obtemos (4.19). De maneira análoga podemos obter

limsup
n→∞

sup
|a|≤A,x∈J

λ ℓ
n(x+a/n)ω(x)
λn(x+a/n)

≤ 1. (4.27)

De fato, mantendo a notação, por (4.11), temos

λ
ℓ
n(x)≤ ω(x0)

−1(1+ ε)λm(x)(1+o(1)),

para x ∈ I(x0,δ ). Multiplicando ambos os lados da desigualdade acima por

λ ℓ
m(x)

λ ℓ
n(x)λm(x)

e tomando o sup em I(x0,δ ), obtemos

sup
x∈I(x0,δ/2)

λ ℓ
m(x)

λm(x)
≤ ω(x0)

−1(1+ ε){1+o(1)} sup
x∈I(x0,δ/2)

λ ℓ
m(x)

λ ℓ
n(x)

.
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Por (4.25),

sup
x∈I(x0,δ/2)

λ ℓ
m(x)

λm(x)
≤ ω(x0)

−1(1+ ε){1+o(1)}(1+Cη)−1.

Por (4.6),

sup
x∈I(x0,δ/2)

λ ℓ
m(x)ω(x)
λm(x)

≤ (1+ ε)2{1+o(1)}(1+Cη)−1. (4.28)

Como m = n−2⌊nη/2⌋ e

m(n+1)−m(n) = 1−2(⌊(n+1)η/2⌋−⌊nη/2⌋)≤ 1,

então, quando n percorre todos os naturais tendendo a infinito, o mesmo acontece com m. Assim
tomando o limite superior em (4.28), obtemos (4.27). De (4.19) e (4.27) temos

limsup
n→∞

sup
|a|≤A,x∈J

λn(x+a/n)
λ ℓ

n(x+a/n)ω(x)
≤

(
limsup

n→∞

sup
|a|≤A,x∈J

λ ℓ
n(x+a/n)ω(x)
λn(x+a/n)

)−1

= liminf
n→∞

sup
|a|≤A,x∈J

λn(x+a/n)
λ ℓ

n(x+a/n)ω(x)
.

Assim, uniformemente para x ∈ J e a ∈ [−A,A], temos

lim
n→∞

λn

(
x+

a
n

)[
λ
ℓ
n

(
x+

a
n

)]−1
= ω(x).

Falta mostrar a estimativa (4.18). Sejam x0 ∈ J e ε,η > 0. Pela estimativa (4.10) do
Lema 4.1.3, existe δ > 0 tal que

λn(x)
λ ℓ

n(x)
≤ ω(x0)(1+ ε)

λ ℓ
m(x)

λ ℓ
n(x)

(1+o(1)), x ∈ I(x0,δ ),

com m = n−2⌊nη/2⌋. Por (4.24),

λn(x)
λ ℓ

n(x)
≤ ω(x0)(1+ ε)(1+Cη)−1(1+o(1)), x ∈ I(x0,δ ).

Cobrindo J por intervalos do tipo (x0 −δ ,x0 +δ ) e tomando uma subcobertura finita

{(xi −δ ,xi +δ )}k
i=1,

temos, para n = 1,2, . . . ,

λn(x)≤C1λ
ℓ
n(x), x ∈ J,

onde C1 > 0 é uma constante tal que ω(xi)(1+ ε)(1+Cη)−1 ≤C1 para todo i = 1, . . . ,k. Como
já vimos, dado a ∈ [−A,A], temos x+a/n ∈ J para n ≥ nA. Daí,

λn(x+a/n)≤C1λ
ℓ
n(x+a/n), x ∈ J, a ∈ [−A,A], (4.29)
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para n ≥ nA. Por (4.23), existe M1 > 0 que não depende de n, x e A tal que

λn(x+a/n)≤ M1/n, x ∈ J, a ∈ [−A,A], (4.30)

para n ≥ nA. Usando a estimativa (4.11), obtemos de maneira análoga que existe M2 que não
depende de n, x e A tal que

M2/n ≤ λn(x+a/n), x ∈ J, a ∈ [−A,A], (4.31)

para n ≥ nA. Pelas desigualdades (4.30) e (4.31) podemos concluir (4.18). □

4.1.1 Localização

Como dito no início deste capítulo, Kuijlaars e Vanlessen (2002) mostram que o limite
de universalidade (4.1) vale para o peso de Legendre. Para estimar o limite de universalidade
para medidas regulares quaisquer, utilizaremos as assintóticas obtidas no Teorema 4.1.1 e, por
isso, a desigualdade a seguir é de grande importância.

Lema 4.1.4 (Desigualdade de Lubinsky). Sejam µ e µ∗ medidas em [−1,1] tais que µ ≤ µ∗ em
[−1,1]. Então,

|Kn(x,y)−K∗
n (x,y)|

Kn(x,x)
≤
(

λn(x)
λn(y)

) 1
2
[

1− λn(x)
λ ∗

n (x)

] 1
2

, (4.32)

para todo x,y ∈ [−1,1] e n = 1,2, . . . .

Demonstração. A ideia aqui é estimar a norma L2 do polinômio dado pela relação

t ∈ [−1,1] 7→ Kn(x, t)−K∗
n (x, t), x ∈ [−1,1], n = 1,2, . . . ,

para depois usar a desigualdade abaixo:

|P(y)| ≤ Kn(y,y)1/2∥P∥2, y ∈ [−1,1], (4.33)

válida para um polinômio P de grau n−1. Esta desigualdade foi provada na demonstração da
Proposição 4.1.1.

Utilizando a propriedade reprodutora de Kn, temos

∥(Kn(x, ·)−K∗
n (x, ·)∥2

µ = ∥Kn(x, ·)∥2
µ −2

∫ 1

−1
Kn(x, t)K∗

n (x, t)dµ(t)+∥K∗
n (x, ·)∥2

µ

= Kn(x,x)−2K∗
n (x,x)+∥K∗

n (x, ·)∥2
µ ,

para x ∈ [−1,1] e n = 1,2, . . . . Utilizando o fato de que dµ ≤ dµ∗ em [−1,1] e a propriedade
reprodutora de K∗

n , obtemos

∥K∗
n (x, ·)∥2

µ ≤ ∥K∗
n (x, ·)∥2

µ∗ = K∗
n (x,x)
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e, assim,

∥(Kn(x, ·)−K∗
n (x, ·))∥2

µ ≤ Kn(x,x)−K∗
n (x,x), x ∈ [−1,1], n = 1,2, . . . . (4.34)

Agora vamos usar a desigualdade (4.33) para estimar |Kn(x, t)−K∗
n (x, t)|, com x, t ∈ [−1,1] e

n = 1,2, . . . . Tomando

P(y) = Kn(x,y)−K∗
n (x,y), x,y ∈ [−1,1], n = 1,2, . . . .

em (4.33) e usando (4.34), temos

|Kn(x,y)−K∗
n (x,y)| ≤ Kn(y,y)1/2 (Kn(x,x)−K∗

n (x,x))
1/2 .

Com isso, para todo x,y ∈ [−1,1], dividindo ambos os lados da desigualdade acima por
Kn(x,x), com n = 1,2, . . . , concluímos

|Kn(x,y)−K∗
n (x,y)|

Kn(x,x)
≤ Kn(y,y)1/2

Kn(x,x)1/2

[
1− K∗

n (x,x)
Kn(x,x)

]1/2

=
λn(x)1/2

λn(y)1/2

[
1− λn(x)

λ ∗
n (x)

]1/2

.

□

A Desigualdade de Lubinsky (4.32) revela que a medida que n → ∞, o lado direito vai
para 0 e ganha-se a convergência uniforme do lado esquerdo da desigualdade. O próximo teorema
nos diz que o comportamento assintótico dos núcleos reprodutores de medidas que coincidem
num compacto é o mesmo neste conjunto.

Teorema 4.1.2. Sejam µ e µ∗ medidas Stahl-Totik regulares em [−1,1] que sejam absolutamente
contínuas num aberto que contém um compacto J ⊂ (−1,1). Suponha que ω = µ ′ é positiva e
contínua em J e dµ = dµ∗ em J. Se A > 0, então

sup
x∈J

a,b∈[−A,A]

∣∣∣∣(Kn −K∗
n )

(
x+

a
n
,x+

b
n

)∣∣∣∣/n = o(1), n → ∞. (4.35)

Demonstração. Inicialmente vamos supor que dµ ≤ dµ∗ em [−1,1] e utilizar a desigualdade
de Lubinsky (4.32) e as assintóticas para as funções de Christoffel λn e λ ∗

n obtidas no Teorema
4.1.1 para obter (4.35).

Sejam x = x0 + a/n e y = x0 + b/n onde a,b ∈ [−A,A], n = 1,2, . . . e x0 ∈ J. Pelo
Teorema 4.1.1, mais especificamente por (4.18), temos, para n suficientemente grande,

λn(x,x)1/2

λn(y,y)1/2 ∼ 1 e
|Kn(x,y)−Kn(x,y)|

Kn(x,x)
∼ |Kn(x,y)−Kn(x,y)|

n
. (4.36)
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Assim, pela desigualdade de Lubinsky (4.32) e por (4.36),

|Kn(x,y)−Kn(x,y)|
n

≤C
|Kn(x,y)−Kn(x,y)|

Kn(x,x)

≤C

∣∣∣∣∣λn(x)1/2

λn(y)1/2

[
1− λn(x)

λ ∗
n (x)

]1/2
∣∣∣∣∣

≤C
[

1− λn(x,x)
λ ∗

n (x,x)

]1/2

, (4.37)

onde C > 0 é uma constante que não depende n e x0. Novamente, pelo Teorema 4.1.1, mais
especificamente por (4.17),

lim
n→∞

λn(x)
λ ℓ

n(x)
= ω(x) e lim

n→∞

λ ∗
n (x)

λ ℓ
n(x)

= ω
∗(x).

Como dµ = dµ∗ em J, temos

lim
n→∞

λ(x)
λ ∗

n (x)
=

ω(x)
ω∗(x)

= 1 (4.38)

uniformemente em J. Assim, por (4.38) e (4.37), temos

sup
x0∈J

a,b∈[−A,A]

∣∣∣∣(Kn −K∗
n )

(
x0 +

a
n
,x0 +

b
n

)∣∣∣∣/n = o(1).

Isso prova o teorema para o caso em que dµ ≤ dµ∗. Para provar o caso geral, defina a medida ν

por ν = µ em J e

dν(x) = max{dist(x,J),ω(x),ω∗(x)}dx+dµs(x)+dµ
∗
s (x)

em [−1,1] \ J, onde µs e µ∗
s são as partes singulares de µ e µ∗, respectivamente. Como

dist(x,J) > 0 para todo x /∈ J, temos dν(x) > 0 para todo x ∈ [−1,1] \ J. Logo, como dµs

e dµ∗ são positivas, a parte absolutamente contínua de ν é positiva em [−1,1]. Pelo critério de
Erdös-Turán (Teorema 2.2.3), ν é Stahl-Totik regular. Além disso, ν ′ = ω = ω∗ em J, dµ ≤ ν e
dµ∗ ≤ ν . Aplicando o que foi obtido para µ e ν e depois para µ∗ e ν , os núcleos reprodutores
de µ e µ∗ têm o mesmo comportamento assintótico que ν , logo ambos possuem o mesmo
comportamento assintótico. □

4.1.2 Suavização

Nesta seção, vamos aproximar o núcleo reprodutor Kn associado a uma medida Stahl-
Totik regular µ do núcleo reprodutor do peso de Legendre (ω = 1), KL

n , obtendo uma suavização
de Kn.

Teorema 4.1.3. Seja µ uma medida Boreliana e Stahl-Totik regular em [−1,1]. Suponha que µ

é absolutamente contínua num conjunto aberto contendo o compacto J e que µ ′ = ω é positiva e
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contínua em J. Dados A > 0, ε > 0, seja δ > 0 de modo que (4.6) seja válido para ω . Se x0 ∈ J,
então existem C > 0 e n0 ∈ {1,2,3, . . .} de modo que, para n ≥ n0,

sup
a,b∈[−A,A]

x∈I(x0,δ/2)∩J

∣∣∣∣K̃n −KL
n

(
x+

a
n
,x+

b
n

)∣∣∣∣/n ≤C
√

ε. (4.39)

Demonstração. Fixe x0 ∈ J e seja

ω
#(x) = ω(x0), x ∈ [−1,1].

A ideia aqui é aproximar µ pelo peso ω# numa vizinhança compacta de algum x0 ∈ J utilizando
o Teorema 4.1.2. Depois vamos mostrar que o peso ω# e o peso de Legendre têm o mesmo
comportamento assintótico no sentido do Teorema 4.1.2, o que implicará na suavização, ou seja
(4.39), de K̃n.

Seja K#
n o n-ésimo núcleo reprodutor associado ao peso ω#, n = 1,2, . . . . Neste caso,

para todo n = 1,2, . . . e x,y ∈ [−1,1], as propriedades reprodutoras de K#
n e KL

n , respectivamente,
implicam

K#
n (x,y) =

∫ 1

−1
K#

n (x, t)K
L
n (x, t)dt =

1
ω(x0)

KL
n (x,y). (4.40)

Agora, mostremos que Kn e K#
n têm o mesmo comportamento assintótico, no sentido do

Teorema 4.1.2. Defimos

dµ
∗(t) =

ω(t)dt, t ∈ I(x0,δ )

ω#(t)dt, t ∈ [−1,1]\ I(x0,δ ),
(4.41)

onde I(x0,δ ) é o compacto definido em (4.4). As medidas µ∗ e µ são Stahl-Totik regulares
e satisfazem as hipóteses do Teorema 4.1.2 para I(x0,δ ). Isto significa que, localmente, os
núcleos reprodutores Kn e K∗

n possuem o mesmo comportamento assintótico. Por isso, podemos
considerar ω = ω∗ e assim o faremos até o fim da demonstração.

Pela desigualdade (4.6), temos

(1+ ε)−1 ≤ ω

ω# ≤ (1+ ε) em [−1,1]. (4.42)

Agora, de maneira análoga à demonstração do Lema 4.1.4, vamos estimar

|Kn(x,y)−K#
n (x,y)|, x,y ∈ [−1,1], n = 1,2, . . .

e em seguida, estimar a norma L2 do polinômio

t ∈ [−1,1] 7→ Kn(x, t)−K#
n (x, t), x ∈ [−1,1], n = 1,2, . . . .
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Novamente, pela propriedade reprodutora de Kn e K#
n , obtemos

∥Kn(x, ·)−K#
n (x, ·)∥2

ω# = ∥Kn(x, ·)∥2
ω# −2

∫ 1

−1
Kn(x, t)K#

n (x, t)ω
#(t)dt +∥K#

n (x, ·)∥2
ω#

= ∥Kn(x, t)∥2
ω# −

(
2Kn(x,x)−K#

n (x,x)
)
,

.com x ∈ [−1,1] e n = 1,2, . . . Como

ω
#(t) = ω(t)+(ω#(t)−ω(t))χI(x0,δ )(t), t ∈ [−1,1]

onde χI(x0,δ )(t) é a função característica de I(x0,δ ), temos

∥Kn(x, ·)−K#
n (x, ·)∥2

ω# = ∥Kn(x, ·)∥2
ω +

∫
I(x0,δ )

Kn(x, t)2(ω# −ω)(t)dt −
(
2Kn(x,x)−K#

n (x,x)
)

= K#
n (x,x)−Kn(x,x)+

∫
I(x0,δ )

Kn(x, t)2(ω# −ω)(t)dt,

para x ∈ [−1,1] e n = 1,2, . . . . Por (4.42), temos (ω# −ω)(t)≤ ω(t)ε em [−1,1]. Logo,

∥Kn(x, ·)−K#
n (x, ·)∥2

ω# ≤ K#
n (x,x)−Kn(x,x)+ ε

∫
I(x0,δ )

Kn(x, t)2
ω(t)dt

≤ K#
n (x,x)− (1− ε)Kn(x,x), (4.43)

para x ∈ [−1,1] e n = 1,2, . . . , onde a última desigualdade segue pela propriedade reprodutora
de Kn. Agora que estimamos a norma L2 de t ∈ [−1,1] 7→ Kn(x, t)−K#

n (x, t), com x ∈ [−1,1]
fixo, vamos seguir de modo análogo ao que foi feito no Lema 4.1.4. Tomando

P(y) = Kn(x,y)−K#
n (x,y), x,y ∈ [−1,1], n = 1,2, . . . ,

em (4.33), temos ∣∣Kn(x,y)−K#
n (x,y)

∣∣≤ K#
n (y,y)

1/2∥Kn(x, ·)−K#
n (x, ·)∥ω#.

Por (4.43), a desigualdade acima pode ser estimada como a seguir:∣∣Kn(x,y)−K#
n (x,y)

∣∣≤ K#
n (y,y)

1
2
[
K#

n (x,x)− (1− ε)Kn(x,x)
] 1

2 ,

para todo x,y ∈ [−1,1] e n = 1,2, . . . e assim∣∣Kn(x,y)−K#
n (x,y)

∣∣
K#

n (x,x)
≤
(

K#
n (y,y)

K#
n (x,x)

) 1
2
[

1− (1− ε)
Kn(x,x)
K#

n (x,x)

] 1
2

. (4.44)

Por (4.42) e pela Proposição 4.1.1,

(1+ ε)−1
λn(x)≤ λ

#
n (x), x ∈ [−1,1], n = 1,2, . . . ,

logo,

Kn(x,x)
K#

n (x,x)
=

λ #
n (x)

λn(x)
≥ (1+ ε)−1.
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Usando (4.40) e a desigualdade acima em (4.44), obtemos∣∣Kn(x,y)−K#
n (x,y)

∣∣
K#

n (x,x)
≤
(

K#
n (y,y)

K#
n (x,x)

)1/2[
1− (1− ε)

(1+ ε)

]1/2

≤
(

KL
n (y,y)

KL
n (x,x)

)1/2[ 2ε

1+ ε

]1/2

,

para x,y ∈ [−1,1] e n = 1,2, . . . . Pela Definição 4.1.1,∣∣Kn(x,y)−K#
n (x,y)

∣∣
K#

n (x,x)
≤
(

λ ℓ
n(x)

λ ℓ
n(y)

)1/2√
2ε, x,y ∈ [−1,1], n = 1,2, . . . . (4.45)

Seja x1 ∈ J e a,b ∈ [−A,A] para algum A > 0. Pelo Teorema 4.1.1, mais especificamente por
(4.18), temos, para n suficientemente grande,

λ ℓ
n(x1 +a/n)

λ ℓ
n(x1 +b/n)

∼ 1 e λ
#
n (x1 +a/n) =

1
K#

n (x1 +a/n,x1 +a/n)
∼ ω(x0)

n
,

onde a constante implícita em ∼ não depende de ε , δ e x1. Por (4.40), λ #
n (x) = ω(x0)λ

ℓ
n(x),

x ∈ [−1,1]. Então, existem C e n0 ∈ {1,2,3, . . .} dependendo somente de A e J de modo que,
para n ≥ n0,

ω(x0)

∣∣∣∣Kn

(
x1 +

a
n
,x1 +

b
n

)
−K#

n

(
x1 +

a
n
,x1 +

b
n

)∣∣∣∣
n

≤C
√

ε,

e o lado esquerdo da desigualdade acima, por (4.40), pode ser reescrito como∣∣∣∣ω(x0)Kn

(
x1 +

a
n
,x1 +

b
n

)
−Kℓ

n

(
x1 +

a
n
,x1 +

b
n

)∣∣∣∣
n

.

Assim,

sup
a,b∈[−A,A]

x1∈I(x0,δ/2)∩J

∣∣∣∣ω(x0)Kn

(
x1 +

a
n
,x1 +

b
n

)
−Kℓ

n

(
x1 +

a
n
,x1 +

b
n

)∣∣∣∣/n ≤C
√

ε. (4.46)

Agora, por (4.6), temos

(1+ ε)−1 ≤ ω(x1 +a/n)
ω(t)

≤ (1+ ε) e (1+ ε)−1 ≤ ω(x1 +b/n)
ω(t)

≤ (1+ ε),

para todo t ∈ I(x0,δ/2). De onde segue que

(1+ ε)−1 ≤ ω(x1 +a/n)1/2ω(x1 +a/n)1/2

ω(t)
≤ (1+ ε). (4.47)

Logo,∣∣∣∣K̃n

(
x1 +

a
n
,x1 +

b
n

)
−Kℓ

n

(
x1 +

a
n
,x1 +

b
n

)∣∣∣∣
n

≤

∣∣∣∣ω(x0)(1+ ε)Kn

(
x1 +

a
n
,x1 +

b
n

)
−Kℓ

n

(
x1 +

a
n
,x1 +

b
n

)∣∣∣∣
n
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e, portanto,∣∣∣∣K̃n

(
x1 +

a
n
,x1 +

b
n

)
−Kℓ

n

(
x1 +

a
n
,x1 +

b
n

)∣∣∣∣
n

≤

∣∣∣∣ω(x0)Kn

(
x1 +

a
n
,x1 +

b
n

)
−Kℓ

n

(
x1 +

a
n
,x1 +

b
n

)∣∣∣∣
n

.

Finalmente, por (4.40) e pela desigualdade acima, obtemos∣∣∣∣K̃n

(
x1 +

a
n
,x1 +

b
n

)
−Kℓ

n

(
x1 +

a
n
,x1 +

b
n

)∣∣∣∣
n

≤ ω(x0)

n

∣∣∣∣Kn

(
x1 +

a
n
,x1 +

b
n

)
−K#

n

(
x1 +

a
n
,x1 +

b
n

)∣∣∣∣ .
Portanto, por (4.46), concluímos que

sup
a,b∈[−A,A]

x1∈I(x0,δ/2)∩J

∣∣K̃n(x,y)−KL
n (x,y)

∣∣/n ≤C
√

ε,

para n ≥ n0. □

4.1.3 Limite de Universalidade

Finalmente, utilizando o resultado de suavização e o fato de que o limite de universalidade
vale para o peso de Legendre (KUIJLAARS; VANLESSEN, 2002), vamos demonstrar o limite de
universalidade para o caso geral de medidas Stahl-Totik regulares. Pelo critério de Erdös-Turán
(Teorema 2.2.3), polinômios ortogonais associados a medidas Stahl-Totik regulares generalizam
os polinômios ortogonais com relação aos pesos e−Q(x) em [−1,1], onde

Q(x) = α2 jx2 j + · · ·+α0 α2 j > 0,

além dos polinômios ortogonais clássicos, como, por exemplo os polinômios de Jacobi. Isso
mostra a generalidade do resultado de Lubinsky. Antes, o limite

lim
n→∞

K̃n
(
x+a/K̃n(x,x),x+b/K̃n(x,x)

)
K̃n(x,x)

=
senπ(a−b)

π(a−b)
,

foi provado apenas para medidas específicas, como por exemplo para os pesos e−Q(x) com Q um
polinômio como definido acima (DEIFT, 1999; DEIFT et al., 1999; KUIJLAARS; VANLESSEN,
2002).

Teorema 4.1.4. Seja µ uma medida Stahl-Totik regular em [−1,1]. Seja J ⊂ (−1,1) um sub-
conjunto compacto suponha que µ é absolutamente contínua num aberto que contem J e que
ω = µ ′ é positiva e contínua em J. Então, uniformemente para x ∈ J e a,b em algum subconjunto
compacto de R,

lim
n→∞

K̃n
(
x+a/K̃n(x,x),x+b/K̃n(x,x)

)
K̃n(x,x)

=
senπ(a−b)

π(a−b)
.
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Demonstração. A ideia aqui é cobrir o compacto J com subintervalos do tipo

I(x0,δ/2) = {x : |x− x0| ≤ δ/2},

com x0 ∈ J, e utilizar a suavização obtida no Teorema 4.1.3 em cada I(x0,δ/2) para em seguida
obter a suavização em todo J. A suavização em J e a universalidade para o peso de Legendre
implicam na universalidade para µ .

Dados A,ε > 0 arbitrários, seja δ > 0 como no teorema anterior. Como J é compacto
podemos cobri-lo por intervalos I(x0,δ/2), isto é,

J ⊂
M⋃

j=1

I(x j,δ/2),

para algum M ∈ {1,2, . . .}. Pelo Teorema 4.1.3, para cada j = 1,2, . . . ,M, existe n0( j) ∈
{1,2, . . .} tal que

sup
a,b∈[−A,A]

x∈I(x j,δ/2)∩J

∣∣∣∣K̃n −KL
n

(
x+

a
n
,x+

b
n

)∣∣∣∣/n ≤C
√

ε,

para n ≥ n0( j). Denotando por n1 o maior desses n0( j)’s, temos

sup
x∈J

a,b∈[−A,A]

∣∣∣∣(K̃n −KL
n )

(
x+

a
n
,x+

b
n

)∣∣∣∣/n ≤C
√

ε,

para n ≥ n1. Como ε > 0 é arbitrário e C > 0 não depende de n e nem de ε ,

lim
n→∞

 sup
x∈J

a,b∈[−A,A]

∣∣∣∣(K̃n −KL
n )

(
x+

a
n
,x+

b
n

)∣∣∣∣/n

= 0. (4.48)

A universalidade para o peso de Legendre (KUIJLAARS; VANLESSEN, 2002) nos dá

lim
n→∞

π
√

1− x2

n
KL

n

(
x+

uπ
√

1− x2

n
,x+

vπ
√

1− x2

n

)
=

senπ(u− v)
π(u− v)

localmente uniforme para u,v ∈ R e uniformemente para x em subconjuntos compactos de
(−1,1). Tomando a= uπ

√
1− x2 e b= vπ

√
1− x2 em (4.48) e usando o limite anterior, obtemos

lim
n→∞

π
√

1− x2

n
K̃n

(
x+

a
n
,x+

b
n

)
=

senπ(a−b)
π(a−b)

.

Pelo Teorema 4.1.1 e pela fórmula (46) em (MáTé; NEVAI; TOTIK, 1991), temos, para x ∈ J,

λn(x)
ω(x)

=
1

K̃n(x,x)
=

1
KL(x,x)

(1+o(1)) =
π
√

1− x2

n
(1+o(1)),

quando n → ∞. Além disso, 1/n ∼ λn(x) = 1/Kn(x,x) para todo x ∈ [−1,1] e todo n = 1,2, . . . .
Logo,

lim
n→∞

K̃n
(
x+u/K̃n(x,x),x+ v/K̃n(x,x)

)
K̃n(x,x)

=
senπ(a−b)

π(a−b)

uniforme para x ∈ J e u,v em compactos de R. □



4.1. Funções de Christoffel 57

Totik (2009), utilizando técnicas exploradas por Geronimo e Assche (1988), além de
obter resultados em espaçamentos de zeros de polinômios ortogonais, generalizou o limite
de universalidade de Lubinsky para compactos gerais da reta, não se limitando somente ao
caso do intervalo [−1,1]. Mais adiante, Kroó e Lubinsky (2013) obtiveram novos resultados
de universalidade e funções de Christoffel, dessa vez em Rn. Com isso abre-se um leque de
possibilidades a ser explorado por este trabalho.
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