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RESUMO

NETO, H. A. Universalidade para medidas Stahl-Totik regulares. 2022. 61 p. Disserta-
¢do (Mestrado em Ciéncias — Matemadtica) — Instituto de Ciéncias Mateméticas e de Computacdo,
Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos — SP, 2022.

Em 2009, Lubinsky provou um limite de universalidade, antes conhecido em poucos casos, para
uma grande familia de medidas, as medidas Stahl-Totik regulares. Os polindmios ortogonais
foram utilizados de forma original na obtencao de tal limite, através da localiza¢ao das fungdes
de Christoffel. O processo envolve aproximar nicleos reprodutores associados a medidas Stahl-
Totik regulares ao ntcleo reprodutor do peso de Legendre. Como o limite de universalidade
€ conhecido para o peso de Legendre, estas aproximacdes permitem a obtenc¢ao do resultado
para a classe de medidas que trabalharemos. A universalidade a ser explorada neste trabalho
tem como origem um modelo de matrizes aleatérias chamado de Ensemble Gaussiano Unitério,
cuja distribui¢do de probabilidade pode ser escrita em termos do ntcleo reprodutor associado
aos polindmios de Hermite. De maneira geral, nicleos reprodutores associados a polindmios
ortogonais definem um modelo estatistico chamado processo pontual determinante. E neste

contexto geral que seréd explorado o limite de universalidade.

Palavras-chave: Universalidade, Polindmios Ortogonais, medidas Stahl-Totik regulares, Fun-
¢oes de Christoffel.






ABSTRACT

NETO, H. A. Universality for Stahl-Totik regular measures. 2022. 61 p. Dissertacao (Mes-
trado em Ci€ncias — Matemadtica) — Instituto de Ciéncias Matemadticas e de Computacdo, Univer-
sidade de Sdo Paulo, Sao Carlos — SP, 2022.

In 2009, Lubinsky proved an universality limit, before known only in a few cases, for a large
class of measures, the Stahl-Totik regular measures. Orthogonal polynomials were used in a
original way to obtain this limit, using localization properties of Christoffel Functions. The
process involves approximating the reproducing kernels of Stahl-Totik regular measures to
the Legendre weight reproducing Kernel. As the universality limit is known for the Legendre
weight, the same goes for the measures that we are interested. The universality to be studied
in this work has its origns in a random matrix model, the Gaussian Unitary Ensemble, which
its probability distribution can be obtained in terms of the reproducing kernel associated to
Hermite polynomials. In a general way, reproducing kernels of orthogonal polynomials define a
stathistical model called determinantal point process. It is in this scenario that the universality

limit will be explored in this work.

Keywords: Universality, Orthogonal Polynomials, Stahl-Totik regular measures, Christoffel

Functions.
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CAPITULO

INTRODUCAO

Limites de Universalidade, e suas fundamentacdes tedricas, de forma bastante generalista
estao relacionados ao principio béasico de que sistemas suficientemente complexos (estocasticos)
podem obedecer a uma lei universal. Em outras palavras, se uma propriedade € consequéncia de
muitas fontes diferentes de aleatoriedade, entdo os detalhes dos mecanismos subjacentes nao
devem importar muito. Do ponto de vista fisico, a complexidade de interacdo em um sistema
de particulas pode obedecer uma lei universal, cujo comportamento nao € influenciado pela
interacdo entre as particulas a nivel microscépico (DYSON, 1962; MEHTA, 1960; WIGNER,
1967). Esta universalidade, matematicamente, tem sido amplamente investigada e aplicada na
obtencao de resultados do tipo do Teorema do Limite Central, veja (BAIK; SUIDAN, 2007;
LYTOVA; PASTUR, 2009).

O estudo do limite de universalidade provada por Lubinsky (2009) tem inicio na década de
60, quando Wigner (1967) propds modelar niveis de energia de sistemas de particulas estudados
em fisica nuclear em termos de autovalores de matrizes aleatérias. Ele observou em seus estudos
que estes sistemas apresentavam uma certa repulsao entre as particulas, comportamento que os
autovalores também deveriam manifestar no modelo de matrizes aleatérias. E isto foi obtido por
Dyson (1962) para o modelo Gaussiano Unitdrio de matrizes aleatérias. Em poucas palavras,
Lubinsky provou que este comportamento universal € compartilhado por uma grande classe de
medidas, as chamadas medidas Stahl-Totik regulares (STAHL; TOTIK, 1992).

Nosso objetivo € apresentar a universalidade para modelos nos quais a distribui¢io de
probabilidade pode ser obtida através de nicleos reprodutores de polindmios ortogonais. Tais
modelos sdo chamados de processos pontuais determinantes (BAIK; DEIFT; SUIDAN, 2016).
Vamos explorar e provar o Limite de Universalidade

K, (x + a , X+ b >
lim o (x) Ky (x,x) o(x)K,(x,x) _ senn(a—b)
n—reo K, (x,x) n(a—b) ’

para nucleos reprodutores K, associados a i, uma medida Stahl-Totik-regular, com derivada de

(1.1)
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Radon-Nikodym @ := pt’. No limite acima x estd em algum subconjunto compacto de [—1,1] e
a,b estdo em algum intervalo fechado de R. Para tanto a técnica adotada envolveré o estudo dos
nucleos reprodutores dados por polindmios ortogonais associados a medida u. Serd necessario
estudar o comportamento assintético em relacio a n desses nicleos e para isso, Lubinsky utiliza
da comparagdo destes nticleos com as fungdes de Christoffel associadas a medida u (NEVAI,
1986). Estas fungdes apresentam boas propriedades, como a monotonicidade com relagdo a
medida, e possuem um comportamento assintético muito bem conhecido (MaTé; NEVAI; TOTIK,
1991). Utilizando técnicas de localizacdo associadas as funcdes de Christoffel e aproximando
os nucleos reprodutores da medida inicial, utilizamos o Limite de Universalidade provado por

Kuijlaars e Vanlessen (2002) para obter a universalidade para medidas Stahl-Totik regulares.

No capitulo 2 apresentamos brevemente algumas ferramentas, defini¢des e notacdes a
respeito de polindmios ortogonais que serao utilizadas ao longo do texto. Além disso, vamos
definir regularidade no sentido de Stahl & Totik e apresentar um critério para verificar a regulari-
dade, neste mesmo sentido, de uma medida no intervalo [—1, 1]. No capitulo 3, abordaremos a
conexao entre universalidade e polindmios ortogonais. Esta ponte se dard através da distribui¢cdo
de probabilidade de processos pontuais determinantes, cuja distribui¢cdo é dada por nicleos
reprodutores de polindmios ortogonais. Este € o caso do modelo Gaussiano Unitério de matrizes
aleatdrias, que serd apresentado também neste capitulo com algumas demonstragdes que consi-
deramos relevantes para o bom entendimento da conexdo entre ambos conceitos. No Capitulo 4,

apresentamos e demonstramos o Limite de Universalidade provado por Lubinsky em 2009.
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CAPITULO

PRELUDIO

Este capitulo introdutdrio traz conceitos que serdo utilizados posteriormente. Apresen-
taremos tais conceitos de forma sucinta e exploraremos algumas propriedades relacionadas.
Ignorar este capitulo certamente ndo deverd comprometer o entendimento das demonstracdes
dos resultados principais apresentados por Lubinsky (2009), no entanto, € recomendado a sua
leitura para que se tenha uma boa compreensdo dos teoremas, entender a generalidade das
medidas Stahl-Totik regulares e o contexto do limite de universalidade Vamos estabelecer a
notagdo que serd utilizada no decorrer do texto e explorar alguns exemplos. No que diz respeito
as medidas regulares no sentido de Sathl e Totik utilizaremos a referéncia (STAHL; TOTIK,
1992). O conceito requer conhecimentos da teoria potencial que nio serd amplamente explorada
aqui, uma vez que foge do escopo principal da dissertacdo, mas que pode ser encontrada na
referéncia (SAFF; TOTIK, 1997).

2.1 Polindbmios Ortogonais e nucleo de reproducao

Nesta sucinta secao apresentaremos parte do contexto em que trabalharemos, no caso
da obtencdo do limite de Universalidade, relacionando uma medida Boreliana a uma classe de
Espacos de Hilbert de Reprodugdo (EHR).

Dada uma medida Boreliana finita 4 em R podemos definir uma sequéncia de polindmios
Pn(x):%xn-i—'”a XE]R, n:O,l,Z,...,

com o coeficiente lider 7y, > 0 e satisfazendo a condi¢do de ortonormalidade

1
/ | PnPmdll = 6n,m7

onde 9§, ,, representa o delta de Kronecker (veja (TOTIK, 2005, p.73)). Na maior parte do texto

vamos considerar 4 uma medida Boreliana finita em R e com suporte compacto. O suporte de
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uma medida p (veja (FOLLAND, 1999, p. 215)) é definido como o menor fechado F C R tal

que

KX\ F) =0,
e o denotaremos por S(u). Para cadan = 1,2,..., definimos
n—1
Ka(x.y) =}, p()pe(y), xy €R, @.1)
k=0

o n-ésimo nicleo de Christoffel-Darboux. Se a medida p for absolutamente continua com
relacdo a medida de Lebesgue e w for sua derivada de Radon-Nikodym (FOLLAND, 1999,
p-89), entdao

du(x) = o(x)dx,

e definimos o niicleo de Christoffel-Darboux normalizado por

n—1
K. (x,y) == v o(x)/oly) Z pe(x)pr(y), xyeR, n=0,1,.... (2.2)
k=0

A funcdo definida em (2.1) € um niicleo positivo definido, ou seja, satisfaz a desigualdade
n n
Z Z C,'C‘_jK<x,',Xj) >0,
i=1j=1

para todo inteiro n > 2, {xy,x2,...,x,} C X e {c1,¢2,...,cn} C R. Paraumnicleo K : X x X — R
positivo definido e simétrico existe um unico espaco de Hilbert de funcdes definidas em X a

valores reais, que denotaremos por
H = (%(X%(? '>K)7

onde

Hx =span{K(x,-):x € R}.

Tal espaco € dito ser o espaco de Hilbert de Reproducao (EHR) gerado pelo nicleo K. Neste
caso, o produto interno (-, - Y : % x Hx — R do EHR satisfaz:

R1. A fungédo K(x, - ) pertence a #%, x € R;
R2. (Propriedade de reproducdo): f(x) = (f,K(x,-))k, f € Hx ex € R.
Adicionalmente, o funcional linear

L(f) = f(x), VfeHk

€ continuo para todo x € R. O Teorema de Representacdo de Riesz permite-nos concluir que

f(x):<f7K(x7')>K7 xeX, fE%{
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Mais detalhes sobre EHRs e aplicagdes podem ser encontrados nas referéncias cldssicas (ARONS-
ZAJN, 1950; SAITOH, 1988).

Retornando ao contexto do inicio desta secdo, vamos chamar o nicleo definido em (2.1)
de nucleo reprodutor associado a p ou simplesmente nicleo reprodutor quando a medida
estiver claramente subentendida. Lembrando que K,,, n = 1,2..., € um ntcleo positivo definido

e simétrico, o tnico EHR .77, gerado por K, é caracterizado por

n—1

= span{K,(x, ) :x € [—1,1]} = {p: Py - O GR,k:O,l,...},

k=0

munido do produto interno dado por

n—1
(P @)=Y, B, p.gey
k=0
com
n—1 n—1
p=Y oupx e q=Y PBpi€ A
k=0 k=0
A norma induzida pelo produto interno acima serd denotada por || - ||.

2.2 Regularidade no sentindo de Stahl e Totik

Como ja comentado, a enorme contribui¢do de Lubinsky (2009) foi provar o limite de
universalidade para uma grande familia de medidas. Nesta sec@o apresentaremos esta classe e
exploraremos algumas propriedades e exemplos. A principal referéncia aqui serd o livro de Stahl

e Totik (1992), onde eles fundamentam toda a teoria respeito das medidas Stahl-Totik regulares.

Dada uma medida p Boreliana, finita e com suporte S(i) compacto em R podemos
definir uma sequéncia de polindmios ortonormais { p, }, com rela¢do a medida pt. Recordando
a notacao introduzida anteriormente, se ¥, denota o coeficiente lider de p,, n =0,1,..., entdo
dizemos que a sequéncia {p, } tem comportamento assintético da n-ésima raiz regular se vale a

igualdade

lim g/t = L (2.3)

n—eo cap(S(u))’

onde cap(S(u)) representa a capacidade logaritmica de S(it). A capacidade logaritmica

definida para um subconjunto compacto C C R, é dada por
cap(C) :=e ¢,

onde

Vc:inf{//log
cJC

1
- dv(z)dv(t) : v é uma medida de probabilidade em C} N
Z —
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Observamos que o infimo na equagdo acima € atingido, veja (RANSFORD; SERIES;
BRUCE, 1995, Teorema 3.3.2). Dizemos que a medida ¢ é uma medida Stahl-Totik regular se
a sequéncia de polindmios ortonormais associados tem comportamento assintotico da n-ésima

raiz regular, conforme a equacao (2.3).

A classe de medidas regulares inclui uma grande familia de medidas importantes em
aplicacdes. Como veremos, pelo critério de Erdds-Turdn, os polindmios ortogonais associados a
medidas Stahl-Totik regulares generalizam o conceito de polindmios ortogonais classicos como,

por exemplo, os polindmios de Jacobi (veja (SZEGGS, 1975)).

Calcular a capacidade logaritmica de um conjunto compacto C C R ndo € uma tarefa
simples, existem alguns exemplos candnicos (mas niao necessariamente faceis), como o caso que
serd de nosso interesse no préximo capitulo, o intervalo [—1, 1]. Observamos que o exemplo a
ser apresentado € fundamental para a definicdo de medida Stahl-Totik regular como a utilizada
na principal referéncia (LUBINSKY, 2009). Mas antes reforgaremos e traremos alguns conceitos

que utilizaremos.

Sabemos que, pelo Teorema de Representacio de Riesz (RUDIN, 1987, p.130), o dual
de C([—1,1]) (espago das fungdes continuas em [—1,1]) é o espago .# das medidas finitas
em [—1, 1]. Dizemos que uma sequéncia {l, } de .# converge para para i € .# na topologia
fraca-* (BREZIS, 2011, p. 62) se para toda f € C([—1,1]) vale

lim / fdu, = / fdp.

n—yoo
Precisaremos de dois teoremas da Teoria do Potencial.

Teorema 2.2.1 (Teorema da Selecio de Helly, (SAFF; TOTIK, 1997)). Se {1, } é uma sequéncia
de medidas positivas em um conjunto compacto K C C tal que u,(K) < oo paratodon=1,2,...,

entdo existe uma subsequéncia que converge fraco-*.

Teorema 2.2.2 (Teorema de Frostman, (RANSFORD; SERIES; BRUCE, 1995)). Se K C C é

um subconjunto compacto e v é uma medida em K tal que

/K/Klogﬁdv(z)dv(t) :inf{/K/Klogﬁdu(z)d,u(t);‘u([{) = },

/log 1] a’v //log p— ’dv( z)dv(t) VzeC.

entao

Vamos utilizar também o fato de que os polindmios moénicos de Chebyshev do primeiro

tipo 7,, (SZEG®, 1975, p. 29),n =0,1,..., sdo dois a dois ortogonais com relacdo ao peso

€ (—1,1).
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Adicionalmente, a sequéncia {7, } resolve o seguinte problema de minimizagdo (SAFF, 2010;
RIVLIN, 1990, p. 175; p. 67),

tp= min |[x"+ p(x)||e, (2.5)
pEZ,

n—1

aqui &, é o espaco dos polindmios de grau menor ou igual a n — 1 definidos em [—1,1] e
tn = 217" paran=1,2,.... A notagdo || - ||.. representa a norma do supremo (maximo) em

C([—1,1]). Neste contexto, a constante de Chebyshev do intervalo [—1, 1] é dada por

cheb([—1,1]) := lim 1," = 1/2.

n—r

Mostraremos que cap([—1,1]) = cheb([—1,1]) e, como consequéncia, teremos

cap([-1,1]) =1/2.
Para tanto a seguinte proposi¢ao serd importante:

Proposicao 2.2.1. Vale a igualdade

2/n(n—1)
cap([—l,l]):r}i_r&( max HH]x,—xﬂ) .

Xne[ 111 ll<j

Demonstracao. Para provar a proposi¢ao, mostremos inicialmente que a sequéncia no enunciado
2/n(n—1)
S, ::( max Hny, x]]> , n=12,..., (2.6)
Xy €= LT
€ convergente.

Como [T, [T [x — y| € uma fungdo continua em qualquer x,y € [—1,1], podemos
definir .#, = {xl(" }!_, como o conjunto dos pontos de [—1,1] em que o mdximo em (2.6) é

atingido. Definindo

&y = min log——, n=1,2,..., (2.7)
" X1 yeeesXn €[— 111211<Z] —xJ|
temos,
nn—1 1
& = (2 )logs—n, n=1,2,.... (2.8)

Logo, %, = {xl(n ", € o conjunto dos pontos de [—1, 1] em que o mdximo em (2.7) € atingido.

Para cada k = 1,2,...,n podemos escrever

@@n—210g () +2210g RO
iz |y —xk ] I;Ak;z{ \xi |

\.
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Como os pontos de .%,, sdo escolhidos dois a dois sem repetigao,

#T, = (’;) =n(n—1)/2,

o segundo somatério acima tem (n— 1)(n —2)/2 parcelas. Logo, pela defini¢do de &, temos
‘ 1
an Z Zlog(n)—(n)_'_gn_l
iz x|
Manipulando algebricamente a soma de k = 1,2,3...,n da desigualdade acima, obtemos

En En—1 o
n(n_l)z(n_l)(n_z), n=1.2,.... (2.9)

Por (2.8) e (2.9) concluimos que

0 < 641 < 6 (2.10)
Portanto, existe o limite
0 2/n(n—1)
T:= lim 6, = lim max Xj—X; ) 2.11
YT 11 () @

Agora, consideremos a defini¢do dada em (2.4):

VieViy = ot { [ [ e aviavo | @12

onde . representa o espago das probabilidades de [—1, 1]. Mostraremos que

1 1

V=log—— >1loo—. 2.13
% Cp(—T.1]) = 8% @13

Seja u € .41 a medida de probablidade onde o infimo em (2.12) € atingido. Pela defini¢ao
de V, conforme equagdo (2.12),

/—11_../_1 iznllog x-—lxj\du(xl)"'dﬂ(xk): n(ng-l)V

Pela defini¢do da sequéncia {&;, }, conforme a equagdo (2.7) e pela igualdade acima, temos

n(n— 1) 1
— 1 _
2 Og 6n7

(”2“ v>/ &d'u

onde a ultima igualdade se da pela equacdo (2.8) e pelo fato de u ser uma medida de probablidade.
Logo,
V >1logl/d,

e, fazendo n — oo, obtemos a desigualdade (2.13).



2.2. Regularidade no sentindo de Stahl e Totik 23

Mostremos agora a desigualdade contraria de (2.13). Lembrando, .%, = {xl(" T,€o0

conjunto dos pontos em que o minimo em (2.7) € atingido. Para cadan = 1,2,..., considere v, a
soma normalizada das medidas de Dirac dos pontos de .%,, (FOLLAND, 1999) p. 25), ou seja,
1 n
=, LS.
n k=1 ¢

Como Vv, é uma medida de probabilidade em [—1, 1], para todo n = 1,2,.. ., pelo Teorema de
Selecdo de Helly (Teorema 2.2.1), {v,} possui uma subsequéncia que converge fraco-* para

uma probabilidade fi em [—1, 1]. Vamos supor, sem perda de generalidade, que Vv, X i, ou seja,

n—oo

lim fa’vn—/ fdp, fec(-1.1]).

Pelo Teorema da Convergéncia Mondtona (FOLLAND, 1999, p.50) e pela convergéncia acima

. 1 1 1 . _
p= [ [ os da(ani)

Y LY L 1
:A/lllglw}gr;/_l/_lmm{M,log ’x_t|}dvn(x)dvn(t).

Logo, podemos estimar /(1) como a seguir:

mencionada,

I(ii) = lim lim —2 Z log o

M—con—roo p =1 xi xj |
26, +nM
< lim lim ("—“;”)
M —yo0 n—yo0 n
= lim1 !
= fim log 5 .

Portanto, a desigualdade acima combinada a (2.13) implica

1 1
V <I(fi) < limlog— =log— <V,
SI(R) < lim log == = log = <
de onde segue que T =¢e~" = cap([—1,1]). O
Corolario 2.2.1. Temos

cheb([—1,1]) =cap([—1,1]) =1/2.

Demonstracao. Nas notacdes do enunciado e da prova da proposicdo anterior, vejamos que
cheb([—1,1]) < 7. Relembrando que .%, = {xl(” " , € o conjunto dos pontos em que 0 minimo

na equacao (2.7) € atingido, temos

(Buc) 2= max ][]

X5 Xn €[ =1 1] 520 1i<)

>H‘x xk n n(n—1)/2

= IF(X)I(5n)"(”_”/2,
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para x € [—1,1], onde F(x) = szl(x—x,in)). Tomando a norma em C([—1,1]) de F acima,

seguida da raiz n-ésima em ambos os lados da desigualdade, obtemos

(8uy) T2 (8,0
(Sn)(n—l)/z - S,

n/2
) (8uird)2 > |

Como a sequéncia {8, } (veja (2.10)) é decrescente, concluimos que
(81418,)" /% > ||F | 4. (2.14)

Uma vez que

cheb([—1,1]) = lim 6" = lim 25 1nft1/n

n—oo n—oo

(2.15)
pela defini¢do da sequéncia {z,} (equagdo (2.5)), e pela igualdade acima, obtemos
lglles = cheb([—1,1])",
para qualquer polindmio ¢ monico de grau n. Como F' € polindmio monico de grau n, segue que
(8:118,)'/% > |[F||/" > cheb([~1,1]),

onde a desigualdade a direita segue da equacdo (2.14). De acordo com a equagdo (2.11), fazendo

n — oo na desigualdade acima, temos
cap([—1,1]) = T > cheb([—1,1]).

(n) (n)

Para a desigualdade contrdria, sejam a; ,...,a, ' 08 zeros do n-€simo polindmio de

Chebyshev, T,, e seja
1 n
M= %

(n)

onde 6 ) € a medida de Dirac concentrada em @, ’ para todo k = 1,2,.... Pelo Teorema de

1
/log |x —1t

para todo x € R, onde u é a probabilidade em que o infimo em (2.12) € atingido. Pelo Teorema
de Fubini (FOLLAND, 1999, p. 67)) e pela desigualdade acima, temos a estimativa

Frostman (Teorema 2.2.2),

du(r) <V,

I
it [og = avi(0) / / log [/} ()
—

x€[—1,1]
://log dfi(x
e —1|

)dv,(t) < V. (2.16)
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Contudo,

1 1 1 1 1
inf /10 dv,(t)= inf -—lo = —log—, 2.17
S ] ) welign L@ n t 17

e substituindo (2.17) em (2.16), obtemos
(/" >eV = cap([—1,1]) = .

Tomando n — oo acima, concluimos que cheb([—1,1]) > cap([—1, 1]). Isso mostra que

cap(~1,1)) = 5,

o que finaliza a prova do corolério. U

Vimos que a regularidade de uma medida é uma propriedade que esta ligada diretamente
com o seu suporte e, no caso de nosso interesse, a regularidade de medidas suportadas em [—1, 1]
sdo caracterizadas também pelo dltimo resultado. Vimos que calcular a capacidade ndo é uma
tarefa simples at€ mesmo em casos candnicos. Em particular, no Teorema 4.1.2 do capitulo 4
precisaremos verificar a regularidade de uma medida suportada em [—1, 1] e para isso vamos
recorrer a um dos critérios de regularidade apresentado no livro de Stahl e Totik (1992), o critério

de Erdos-Turan.
Teorema 2.2.3 ((STAHL; TOTIK, 1992)). Se S(u) = [—1, 1], entdo

d
% >0 quase sempre em [—1,1]

implica na regularidade no sentido de Stahl-Totik da medida.

Para mais detalhes sobre este resultado, o artigo original de Erdos e Turdn é (ERDGS;
TURAN, 1940).
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CAPITULO

PROCESSO PONTUAL DETERMINANTE E
MATRIZES ALEATORIAS

O que universalidade e polindmios ortogonais tém em comum? Lubinsky (2009) utiliza
técnicas da teoria de polindmios ortogonais para obter um limite de universalidade, mas qual a
relacdo entre esses dois assuntos? Como e por que o encontro de dois objetos que, a principio
parecem nao se relacionar, gerou um resultado tdo relevante? Nesta secdo vamos explorar um
pouco desta conexdo e buscar responder as questdes levantadas. Em poucas palavras, veremos
que o nucleo reprodutor (2.1) de polindmios ortogonais define um processo pontual determinante
e, como exemplo, veremos uma classe de matrizes aleatérias que define um processo pontual

determinante.

Vamos comecar o capitulo com as matrizes aleatérias como exemplo de processo pontual
determinante para depois definir e mostrar sua relacio com polindmios ortogonais. A principal
referéncia para matrizes aleatdrias e polindmios ortogonais € o livro de autoria de Deift (1999).
Para processo pontual determinante, Baik, Deift e Suidan (2016) fazem uma abordagem geral, e

além disso, uma boa ideia deste objeto pode ser obtida nas notas de aula de Ferrari (2020).

Antes de entrarmos na discuss@o principal deste capitulo, vamos recapitular alguns
conceitos de probabilidade que podem ser encontrados com mais detalhes no livro de Durrett
(1996).

Seja (Q,.%, P) um espago de probabilidade. Dizemos que uma fung@o real X definida em
Q é uma variavel aleatéria em (Q,.7,P) se X é uma fungio mensurével, isto é, X~ !(B) € #
para todo conjunto boreliano B C R. Uma varidvel aleatéria X : Q — R induz uma medida de

probabilidade pt em R chamada distribuicao de X dada por

para todo boreliano B C R. Alguns livros de probabilidade costumam denotar P(X~!(B)) por
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P(X € B) e u = PX~'. Em alguns casos existe uma fungio f > 0 tal que

u(B) = /B F(x)dx

para todo boreliano B C R. Nesses casos, chamamos a funcdo f de funciao densidade de
probabilidade de X (em andlise costumamos chamar f de derivada de Radon-Nikodym, no
entanto, sdo dois objetos diferentes, nem toda derivada de Radon-Nikodym é uma densidade
de probabilidade). Por exemplo, uma varidvel aleatéria com distribuicao normal padrao tem
densidade de probabilidade f(x) = (2m)~!/ 2e=/2 com x € R.

O valor esperado de uma varidvel aleatéria X em (Q,.%, P) é definido por
E[X] = / XdP.

Pelo Teorema da mudanga de varidveis que pode ser encontrado no livro de Durrett (1996),

podemos escrever o valor esperado de X como

E[X] = / xdpi(x).

Além disso, se g : R — R é uma func@o tal que [ g(x)dx < oo, temos pelo mesmo teorema,
Elg(x)] = [ ¢(X(@))dP(w) = [ gx)du(x).

Por ultimo, o conceito de indepéndencia de varidveis aleatdrias. Dizemos que duas

varidveis aleatdrias X,Y no espaco de probabilidade (€,.%#, P) sdo independentes quando
P(X~'(A)nY~!(B)) = P(X'(4))P(Y~(B))

para todos borelianos A,B C R. A definicdo de independéncia entre n = 1,2,... varidveis
aleatérias € definida de maneira andloga. Uma condi¢do suficiente para independéncia de
n=1,2,... varidveis aleatérias, X, ...,X, com densidade de probablidade f(xi,...,x,) é que

fx1,...,x0) = g1(x1) - -gn(xn) onde cada g;, j = 1,...,n é ndo-negativa e mensuravel.

3.1 O Ensemble Unitario (UE)

. . o 2
Seja H,, o espaco das matrizes hermitianas de ordem n = 1,2,.... Como H,, ~ R" e

toda M € H, é tal que M = M*, a medida dM induz uma medida de Lebesgue n>-dimensional,

n n
R gl
i=1 i<j
_ MR il R
de Lebesgue sdo invariantes por rotagdo, para toda matriz U unitdria teremos

M{ ; sdo as partes real e imagindria, respectivamente. Como medidas

dM =d(UMU*), M € H,. 3.1)
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O Ensemble Unitario (UE) € definido pela seguinte distribui¢do de probabilidade em
H,:

PO(M)dM = c-e WM gpy. (3.2)
onde
QM) = o ;M* + - +

com 0; > 0, e ¢ € a constante normalizadora tal que
c. / M) gpg — 1.

O Ensemble Unitdrio leva esse nome pois a distribuicao (3.2) € invariante por transformagdes

unitarias U. No caso particular em que
O(M) = aM* +bM +c,

as n” entradas {M,-i,MS-, ! j} sdo varidveis aleatorias independentes, com distribui¢do normal, a

menos de uniformizagdes. De fato, para toda M € H,,, temos
e tr(em)) _ efatr(Mz)fth'(M)fcn
= e_a(Z?M5+22?<_,'((Mij)z"‘(Min)z))e—bZ?Miie—C”

n 2 n R\2 12
_ e’C”He’“Mﬂ’bM”He_za(M"f) e 2a(Mj;)”
i=1 i<j

Assim, a distribuicao (3.2) pode ser escrita como
(n) Cen T a—aM3—bM;; T —2a(MR)?2  —2a(M!)?* ;2 4R 141
P"(M)dM = e Hle i I:[e i) e W dMsdMy;. (3.3)
= i<j

Como a distribui¢do (3.2) € invariante por conjuga¢do unitaria, podemos fazer uma mudanca
de varidveis a fim de encontrar uma férmula melhor para (3.2). Se U € a matriz unitaria que

diagonaliza M, considere a mudanca de varidvel
M — {diag(A1,22,...,4,),U},

onde 1; < A, < .- < A, sdo os n autovalores reais de M. Para o cédlculo do Jacobiano desta

mudanca de varidveis veja (DEIFT, 1999, p.94-99). Resumidamente, temos o seguinte resultado:

Teorema 3.1.1. A distribuicdo definida em (3.2) pode ser escrita como

P (MM = 1 e~ Liz1 Q(4) HH()LI. —Aj)2d"A, (3.4)

Zn i=1i<j

onde Z, é a constante de normalizagdo e Q(x) = o szj +---4+apemR com o > 0.
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Na férmula acima, o determinante de Vandermonde

n n

[TIT—2;)

i=li<j
mostra que a probabilidade dos autovalores de elementos de H, estarem muito préximos é
pequena, uma vez que o determinante acima fica pequeno em regides Além disso, podemos
dizer que o UE € uma cole¢do de n pontos aleatérios em R (os n autovalores reais de M). Tendo
isso em mente, € interessante obter estatisticas para estes autovalores como, por exemplo, a
probabilidade de encontrar autovalores em subconjuntos mensurdveis de R. Essas quantidades

podem ser obtidas em termos das funcoes de correlaciao definidas a seguir no contexto do UE.

Definicao 3.1.1 (BAIK; DEIFT; SUIDAN, 2016)). A k-ésima funcao de correlacio é definida

por

Rk(xl,...,xk): - '/RnkP(n)(xl,...,xk,;LkJrl,...,;Ln)dlkJrl"-dln, (35)

paraxp,...,x; € R.

Uma das estatisticas a respeito dos autovalores de matrizes no UE que podem ser obtidas

pela funcdo de correlagdo é o valor esperado de k-uplas em algum intervalo da reta. Mais
estatisticas s@o detalhadas por Deift (1999), Baik, Deift e Suidan (2016).

Lema 3.1.1 ((BAIK; DEIFT; SUIDAN, 2016)). Seja I um subonjunto mensuravel de R. Entdo,
/ Ri(x1,...,x;)dx - - - dx; = E[{# de k-uplas de autovalores em /}]. (3.6)
Em particular,

/R1 (x1)dx; = E[{# de autovalores em /}]. (3.7)
I

Aqui as k-uplas sdo ordenadas, por exemplo, no caso k = 2, se os autovalores A; e A; estdo em /,

entdo os pares ordenados (4;,4;) e (4;,A;) sdo contados em (3.6).

Demonstracao. O valor esperado de encontrar k-uplas de autovalores em / é dado por

5| ¥ Ta)| - [, r [T 312
(i1,e-sik) €T J=1 (i1yeensip) €T J=
onde Ty = {(i1,...,i) € {1,...,n} 1 iy,...,i; sdo distintos} e y; é a fungdo caracteristica de /

(xr(x) = 1sex € Ie x(x) =0 caso contrdrio). Como estamos escolhendo k indices diferentes

de 1 a n contando como k-uplas ordenadas, temos #T = n!/(n — k)!. Logo, como P é uma
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funcdo simétrica, temos

E Z H%I ij ] — Z /HH%I zj d”l
(i1yik) €T} J=1 (1500 ) €Ty
" (n— k /onI i) A)d"A
_/Rk X1, 3 X, dx1 .dx Xk - O

A seguir vamos escrever a distribuicdo (3.4) e a fungdo de correlagdo em termos do
nicleo reprodutor associado aos polindmios de Hermite, ou seja, os polindmios ortogonais

. 42 . . .
associados ao peso @(x) = e, x € R. Antes disso, precisaremos do seguinte lema:

Lema 3.1.2. Se K, é um niicleo reprodutor normalizado como definido em (2.2), entio

/Kn(x,x)dx:n, n=1,2,3... (3.8)
R

/ o QR (i) ]2 i1y = (n— K) et R, ) (3.9)
parak=0,1,....n—1lex,...,x; €R.

Demonstracao. Vamos comecar por (3.8). Para todo n, temos

B n—1 n—1
| Rl 0pdx = r [ pio?otdr = L P =n

Para provar (3.9) vamos denotar K, (x;, x ;) por K;; e prosseguir por indugéo em k. O determinante

..|n 1
de [K;;]7 ;_, pode ser escrito como

n

det[Kij]i ;= = Z (—1)"Ky det[Kij]?;nl, j#l
I=1

= Ky det] ,J”#ﬁz D" K det(Ki i) o n=1,2,3....
Sek=n—1, entdo

n—1
Rdet[K n (X Xj)]7 j=1dxn = det[K;; lﬁén/ Knndxn+/ Z 1)K, det[K, U]l#ndxn
J#l

det[R, (xi, )2 1 1 = ndet| l,lﬁéﬁ/ Z K det[Kyl s dxe. (3.10)

R J#£L
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Para a segunda parcela da soma usaremos a propriedade reprodutora de K,,. Temos,

K Ko -+ Kin Ky
K> Ky -+ K Ky
I’ll det[ l]]l;én ]75[ - det . . .
Ku-11 Ku-1)2 Ku—1n  Ku
Pela propriedade reprodutora,
K K12 Kin Ky
21 K> K> Ky,
/ Ko det[K;j ]2, dx, = det .
J#l
Ku-11 Ku-12 - Ku—1n Ku-1)

Movendo a coluna / até a posicdo correta, temos

/Knldet i dxy = (—1)" etk L (3.11)
J#

Juntando (3.10) com (3.11), temos
/det n (i X5)]7 =1 dxn = ndet[K;; ”#n_’_ Z n+l/RKn,det[ ,J]l#ndxn
J#l

n+l n 1-1 n—1
= ndet| ,Jlﬁén+z det] ,J]” 1

- det[Kl]]z] 1

Agora, assumindo que nossa hipétese vale para 1 <k <n—1, isto é,
/ /det n (i X )]} =11 - dxy = (n—k)!det[l?n(xi,xj)]ﬁjzl,

vamos provar que vale para k — 1. Observamos que,

/ /det n (%, )17 =y dx - a’xn:/(n—k)!det[l?n(xi,xj)]ﬁjzldxk

k
—k)! / Y (— D"y det[K;j)izpdxi.  (3.12)
I=1 J#l

De maneira andloga ao caso k =n—1,

k
/ Y (-1) 1) Ky det[K; ) zxdx
= J#l

k—1
= /Kkk det[K,-j],-J#kdxk%-/ Z(_l)k—HKkl det[Kij]i;;kdxk
=1 J#l
= (n - (k - 1)) det[Kij]i,jyék-

Juntando a dltima igualdade com (3.12) temos (3.9). ]
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Proposicao 3.1.1. Seja

n—1
K, (x,y) = Ve 2@y/e—00) Z pix)pi(y), x,yeR, n=1,2,...,
i=0

o nucleo reprodutor normalizado dos polindmios ortogonais com relagdo ao peso e~2™) onde
O(x) = azszj-i- -+ 0pcomx € R e ap; > 0. Entéo,

1 _ 1 n L
— det[K, (xi,x))]f oy = o e TR O [T —x)%, n=1,2,... (3.13)
n: Zy i=1i<j

onde x1,...,x, € R e Z, é a constante de normalizacgao.

Demonstracdo. Seja 7;(x) = }/J-_l pj(x), onde y; > 0 é o coeficiente lider de p;(x), x e R e
j=0,1,.... Entdo

2 1
m(x)wi(x)e F dx=—06;;, i,j=0,1,....
JRELTE oy i b

Sabemos que o determinante da matriz de Vandermonde € dado por

1 x x% x’l’*1
n_n 1 x x% xg_l
HH(xj—xi):det T S, xixjeR n=1,2,....
i=1i<j Do e
1 ox, x2 ... x1
I j—1 k . ~ ~
Se mj(x) =x/+Y;_qaux,x€Re j=0,1,..., entdo fazendo operagdes elementares em cada

coluna da matriz de Vandermonde, temos, para x;,x; E Ren=1,2...,

-1 X1+ 0o x% xrllil
L 1 m+oap x5 ... x71
HH(x] x;) = det . 2
i—1i<)
2 n—1
_1 Xp+ 010 X, ... X,
_J'L'()(xl) 7[1()61) x%—l—OCle]—f—OCz() xrll_l
_ det 71'0()62) 7171()62) x%—l—Otlez—{-OCzo xgil
_71'()()6,1) E](xn) x,%+oc21xn+oc20 x;’_l
7[()()61) 7751()61) 77:2()61) ﬂn—l(xl)
7T()(X2) 71']()62) 71'2()62) 71',,_1()62)
= det ) )
| To(xn) T(xn) M2(Xn) ... Tuo1(xn)
Sucintamente,
n n

HH(xj—xi):det[nj,l(xi)]zjzl, xi,ijR n=1,2,....

i=1i<j
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Multiplicando ambos os lados por [ %V e QW) x; e Ren=1,2,...,edepois elevando ao
quadrado, obtemos

[Tre 2 T~ = [T [ve 20 -0

i<j i=li<j

_ (det[ e—Q(xi)(’}/l'TCj—l(xi))}Zj_1>2
_ (det [\/mpfl(x")]:j—l)z’

n
parax;,x;ERen=12,....Se A = [Ve*Q(xi)pi_l(xj)] o ,comx,x;eRen=1,2,...,

i,j=1
entao
(detA)? = det(AAT)
n
= det Z Qi) pr_y (x;) CQ(XJ')Pkl(Xj)]
ij=1
= det [Iz'n(x,-,xj)]zjzl.
Portanto,
n
det[[Zn(xi,x] Ll = <Hy2> ¥in1 Olxi) H(xj—xi)z, xip,xje =11, n=12....
i<j
(3.14)
Como,
1
P()(M)dM:—/ e Lt QW T —xj)%d"x =1, n=1.2,...,
H, Zy Jr i=1i<]
entdo, por (3.9) e (3.14),
n 2 -
Zo=\I1r /ndet (K, (x,,x])]” ,d"x
i=1
n
=n![]v> (3.15)
i=1
Por (3.14) e (3.15) temos,
1 —XiL Qi) 208 2_ 1 K "
et [TI 1 —x) = —det [Ky(xi,x))] 1y »
n i=li<j '
parax;,x; € Ren=1,2,.... O

Da proposi¢ao anterior segue direto que a distribui¢do do UE (3.2) é dada em termos do

nticleo de reproducio dos polindmios ortogonais com relacdo ao peso e 20, isto &,

1,
PU) (M)dM = — det(R, (xi,x))} j— ", (3.16)
n: ’
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paraM € H,, x;,x; € Ren=1,2,.... Além disso, por (3.9) e (3.13), a fun¢do de correlagio
(3.5) é dada por

Ri(x1, ... ,xp) = det[K, (xi,x;)]F

i j=1> X, x  €R, 1<k<n, n=12.... (3.17)

3.2 Processo pontual determinante

A relagdo (3.17) entre a k-ésima funcao de correlagdo e o nucleo reprodutor K,, define
um processo pontual determinante. Um processo pontual pode ser visto tanto como pontos
distribuidos aleatoriamente em R quanto como a medida associada a esses pontos. Manteremos

as mesmas notacdes e construcdes da se¢do acima.

Seja & uma medida em R tal que & (B) < oo para todo subconjunto mensurdvel e limitado
B C R e seja 4 (R) o conjunto de todas medidas desse tipo. Para cada uma dessas medidas
&, podemos encontrar um conjunto de pontos {xj,x3,...} C R tal que & =} Jy;, onde 6. é a

medida de Dirac em x;. Um processo pontual em R é um espaco de probabilidade
(‘/V(R)ﬂgz/V(R)?]P)))

onde .7, _y(r) € a menor o-dlgebra de A (R) que torna mensuravel as fungdes & — & (B), com

B C R limitado e mensuravel.

A definicdo de processo pontual dada acima pode ser encontrada em (BAIK; DEIFT;
SUIDAN, 2016). Como dito anteriormente, um processo pontual pode ser entendido como
um conjunto de pontos aleatérios em R, o que pode ser visto em (FERRARI, 2020). Uma

configuracio de pontos X = {xj,x2,... } C R é dita localmente finita se
#{X,’ €B } < oo,

para todo subconjunto mensurdvel limitado B C R. Seja o conjunto de todas configuragdes
localmente finitas. Assim, um processo pontual em R é um espaco de probabilidade (,.%,P)
onde .# é a menor o-dlgebra que torna mensuravel as fungdes X — #{X NB} < oo, com B C R
limitado e mensurdvel. Observe que essas fun¢des (assim como as fungdes & — &(B)) sdo

varidveis aleatdrias que retorna o nimero de pontos do processo no conjunto B.

Da maneira como foi definido, um processo pontual permite a existéncia de uma configu-
ragdo X que admita pontos repetidos. Dizemos que X (ou & € 4/ (R)) é simples quando todos
os pontos séo distintos (£ ({x}) < 1 para todo x € R). Um processo pontual é simples quando
P(X é simples) = 1. Dizemos que um processo pontual ¢ um processo pontual de n pontos
quando P(#X =n) = 1.

Uma densidade de probabilidade P(xp,...,x,) em R" simétrica, isto é,

P(xg(l), cee ,xc(n)) = P(xl, cee ,x,,),
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para qualquer permutagdo o de {1,...,n}, induz naturalmente um processo pontual de n pontos.
Com isso em mente, podemos definir a k-ésima funcdo de correlacdo para um processo pontual

assim como na Definicdo 3.1.1,

n!

Rk(X1,...,Xk) = M/Rnkp(xlv'";xkvkarl?"'vxn)d-karl ~+-dxy (3.18)

com Xxp,...,x, € R. Quando K : R x R — R é uma fung¢do que satisfaz

Rk()C], cee ,Xk) = det[K(xl‘rxj)]ﬁj:lu

para todo x;,x; € R, dizemos que o processo pontual associado a Ry € um processo pontual
determinante com niicleo de correlacao K. Logo, como vimos anteriormente em (3.17), o

ensemble Gaussiano unitario € um processo pontual determinante.

No caso do GUE, o nicleo de correlagdo € um nicleo reprodutor associado aos po-
linbmios de Hermite. O préximo teorema mostra que, na verdade, nucleos reprodutores de

polindmios ortogonais arbitrdrios induzem processos pontuais determinantes.
Teorema 3.2.1. Suponha que K : R x R — R é um ntcleo que satisfaz as seguintes condicoes:

a) R K(x,x)dx=n,n=12,...;

b) det[K (x;,x;)]} ;_; > 0 para todos x1,...,x, € R;

¢) K tem a propriedade reprodutora:

K(x,y) = /RK(x,t)K(t,y)dt, x,y€R.
Entao,
P(x1,. . %) = %det[l((xi,xj)]?,j:l, o €R, n=12,...,

¢ uma densidade de probabilidade em R” simétrica e consequentemente induz um processo

pontual determinante em R.

Demonstracao. Primeiramente, usando as hipéteses a) e ¢) obtemos de maneira andloga a

demonstracdo do Lema 3.1.2
/R oy QeUK () - doy = (n— K)1det K ()

para xi,...,x; € R. Logo, a k-ésima funcdo de correlacio associada ao processo pontual definido

pela densidade P é dada por

n! 1
Ri(x1,...,x¢) = —/ —det[K(x,',xj)]ijldka <dxy,

Por defini¢do, o processo pontual P induz um processo pontual determinante. Aqui, a hipdtese b)

se faz necessdria, ja que a densidade de probabilidade é uma funcido nao-negativa. U
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O limite de universalidade para as m-ésimas funcdes de correlagdo € dado por

o E g\ (se(E—g))”
r}%wlgn(x,x)mRm< +Izn(x,x)"”’ +Kn(x,x)> dt( n(&—&;) >i,j1, (3.19)

para x em algum subconjunto compacto de [—1,1] e {&;}?" |, em algum subconjunto compacto
de R. Como o limite acima vale para qualquer distribuicao do tipo (3.2) (DEIFT, 1999), o

chamamos de limite de universalidade. Se m = 1, temos o caso mais simples de universalidade:

- a b

K, — —
lim " <x+ K (x,x) ¥ Kn(x,x)) _ senm(a—b)
n—yeo K, (x,x) - mla—-b)

(3.20)

Como as fungdes de correlagdo podem ser escritas conforme equagao (3.16), é possivel obter o
limite de universalidade no caso geral (3.19) a partir do caso mais simples a partir do processo de
passar o limite (3.20) para dentro do determinante na equagao (3.16). No préximo cépitulo vamos
nos dedicar a enfraquecer as hipdteses sobre as medidas para as quais o limite de universalidade

¢é valido.
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CAPITULO

UNIVERSALIDADE

Neste capitulo vamos entrar em detalhes nos resultados da referéncia principal deste
trabalho (LUBINSKY, 2009). Nosso objetivo € provar o caso mais simples do limite de universa-
lidade

I?n(x,x)> _ senm(a—b)
n—oo (X, X) -~ wla—b) "’

4.1)

para nucleos reprodutores associados a uma medida p Stahl-Totik regular com derivada de

Radon-Nikodym ' = w, conforme definidos anteriormente e dados por (2.1).

A primeira secao € dedicada as funcoes de Christoffel e seu comportamento assintotico
no caso de estarem associadas a uma medida Stahl-Totik regular. O resultado apresentado nesta
secdo serd usado em todos os outros que o sucedem e € aqui que a hipdtese da medida ser
regular se faz extremamente necessaria. Alguns resultados que ndo estdo no artigo principal sdo

apresentados antes do teorema com o intuito de esclarecer cdlculos futuros.

Na segunda secdo vamos apresentar o resultado de localizagcdo que, em poucas palavras,
mostra que nucleos reprodutores associados a medidas Stahl-Totik regulares com derivadas
iguais em algum subconjunto compacto de [—1, 1] ttm o mesmo comportamento assintético
neste conjunto. Além disso, aqui serd mostrada a desigualdade de Lubinsky (4.2) que € a grande

ideia para obter o limite de universalidade a partir das assintéticas obtidas na primeira se¢ao.

A contribui¢do de Kuijlaars e Vanlessen (2002) mostra que a universalidade vale para o
caso do nucleo reprodutor de Legendre. Na terceira se¢do veremos um resultado que suaviza
nucleos reprodutores regulares no sentido de que, assintoticamente, nicleos reprodutores asso-
ciados a medidas Stahl-Totik regulares, localmente sao iguais ao nucleo de Legendre. Tendo
1sso em mente, na ultima sec¢ao € provado o limite de universalidade para nucleos reprodutores

associados a medidas Stahl-Totik regulares.
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4.1 Funcoes de Christoffel

Neste texto as fungoes de Christoffel servirdo como ferramenta para a prova do limite de

universalidade a partir da seguinte desigualdade que serd provada na préxima secao:

e Kot (B, uto] @2

K (x,x) An(y) Ay (x)

que vale para x,y € [—1,1], quando u < u* em [—1,1].

Definicao 4.1.1. A n-ésima funcao de Christoffel associada a medida u € definida por

An(x) = Ko(rx)’ xe€[-1,1]

paran=1,2,....

A n-ésima fun¢do de Christoffel associada ao peso de Legendre (@ = 1 em [—1,1))
serd denotada por QL,f , e por A, a fungdo associada a medida u*. A préxima proposi¢ao mostra
que a n-ésima funcao de Christoffel € solu¢cdo de um problema de minimizacdo no espaco de

polindmios .77;,.

Proposicao 4.1.1. A n-ésima fungio de Christoffel associada a u, para todo x € [—1,1], é

= min m 2' xe|—
An(x) = {(p(x)) .pE%ﬁ}, e[-1,1].

Demonstragio. Sejamx € [—1,1]e p = ZZ;(I) oy px € H;,, com p(x) # 0. Pela propriedade de

caracterizada por

reproducdo (R2) e a desigualdade de Cauchy-Schwartz temos

1p(X)* = [(p, Kn(x,))nl”
< |lpll3 1K (x, )%

= Ku(x,2)| Pl

uma vez que ||Kp(x, )Hi = (Ku(x, -),Kn(x, -)) = Ky(x,x). Finalmente, para p, = Y{_} QP
k=0,

com o = K12 (x,x) pr(x) 1,..., obtemos a igualdade. O
Essa proposi¢ao nos fornece uma ferramenta importante para manipular as fungdes de
Christoffel e que nos serd titil futuramente: elas sio mondtonas com relacdo a medida, isto é, se

u e u* sdo medidas que satisfazem u < p*, entdo

1Pl < 1Pl
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e, portanto, pela proposicao anterior, para todo x € [—1,1],

= min m 2' min [Pllu- 2' =A% (x
An(x) = {(Mw)-pe%&é {(Mﬂ)'p&%}_%() (4.3)

No teorema principal desta secdo assim como nas proximas seg¢oes serd necessario definir

uma fun¢do peso auxiliar ®*(x) e para isso o lema a seguir serd necessdrio. Além disso, para
x € R e 6 > 0 definimos

I(x,0) :=[x—68,x+9]. 4.4)
Denotamos por dist(x,J) a distancia de x até um subconjunto J C R, e assim definimos
1(J,6) :={x e R :dist(x,J) < 8}. 4.5)

Lema 4.1.1. Sejam J C R um subconjunto compacto, A C R um subconjunto aberto tal que
JCAef:A— R ¢uma funcdo. Se f continua e positiva em J entdo para qualquer € > 0 existe
0 > 0 tal que

~

(%)

(1+e)7 ' < o

<(1+e),xe€l(J,8), |x—y| <. (4.6)

~

Demonstracdo. Seja € > 0. Dado xq € J, pela continuidade de f em J e por f|; > 0, existem
01,0, > 0 de modo que:

* f(x) > 0 para todo x € (xo — 8;,x0+ 61);

* [f(x) = f(x0)| < & :=&f(x0) sempre que |x —xo| < &.

Seja g(x) = (f(x)/f(x0))? para x € (xo — 8,X0 + &) onde & = min{J;,8}. Dos dois itens
acima temos

lg(x) — 1] = ‘%—1‘ <& /f(xo) =€.

sempre que |x —xo| < &y. Logo g é continua em xg, e portanto, g_1

(F) < e |(Z) s

sempre que |x — xp| < 8. Como xq € arbitrario, temos uma cobertura de J:

JC U (XO—50/4,)C0+50/4).

xo€J

é continua em xp. Assim,

podemos concluir

<E, 4.7)

Pela compacidade de J, temos uma subcobertura finita

Jc U (xj—8;/4,x;+8;/4).

1<j<m
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onde paracadax;€J, j=1,...,m, o §; correspondente ¢ dado pela mesma relagdo construida

acima entre xo € J € 0.

Tome § =min{;/4:1 < j<m}execl(J,8). Assim, existe X' € J e j € {1,2,...,m}
de modo que |x—x'| < 8 e |x' — x| < §;/4. Dai,

o; O
x—xj] < e =X+ x —xj| < 5+Z] < EJ

Logo, por (4.7),

IN

(1+¢)71/2 < (14¢)'/2. (4.8)

Agora seja y tal que |x —y| < §. Entéo

0, 39;
=] < v+l — g < 5+ 2 < 2L,

Dai,

f(x0)

~1/2
(1te) < f)

< (14¢)'/2 (4.9)

Multiplicando (4.8) e (4.9), temos
(1+e) ' <= < (1+e).
O

Para os resultados a seguir, utilizaremos fortemente o lema a seguir, que € consequéncia

da regularidade da medida.

Lema 4.1.2 (MaTé; NEVAI; TOTIK, 1991)). Suponha que y é uma medida Stahl-Totik regular
no compacto § C R e que a componente ilimitada do complementar de S € regular com relagao
ao problema de Dirchlet. Entdo para qualquer ¢ > 1 existe N natural de modo que para qualquer

n > N e qualquer polindmio P de grau no maximo n
2 n 2
max |P() < & / PPy
xeS S

No lema a seguir serd utilizado fortemente a regularidade da medida (e do peso de
Legendre (w = 1). A regularidade do peso de Legendre é consequéncia direta do Teorema 2.2.3.
Na demonstracdo do préximo resultado utilizaremos as fun¢des de Christoffel associadas ao
peso de Legendre l,f (Definicao 4.1.1).

Lema 4.1.3. Sejam p uma medida Stahl-Totik regular em [—1,1], J C (—1, 1) um subconjunto

compacto e xg € J. Suponha que 1 € absolutamente continua num aberto que contém J e que sua
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derivada de Radon-Nikodym, y’ = o, é positiva e continua em J. Ento, para quaisquer €, 1 > 0,
existe 0 > 0 tal que

In(x) < 0(x0)(1+)AL (x)(140(1)), x€l(xo,9), (4.10)

Ax) <o) (1+8)An(x)(140(1)), xel(xo,d), (4.11)

onde o(1) é independente de xo € J e m =n—2|nn /2], com |y| sendo o maior inteiro menor

ouigualay.

Demonstracao. A prova desta estimativa envolve a constru¢do de uma medida auxiliar. Dado
€ >0, seja 6 > 0 de modo que u seja absolutamente continua em /(J,6) C (—1,1) e que
satisfaca (4.6). Fixe xo € J e defina a medida u* como u* = g em [—1,1]\ I(xp,0), e

du*(x) = o*(x)dx = o(x0) (14 €)dx, x€I(xo,0).
Dado x € I(xg, 6), temos, por (4.6),

< ®(xo)

(14+¢€)”

pois xp € J. Logo o < o* em I(xp,8) e, consequentemente, 4 < pu* em [—1,1]. Como con-
sequéncia de (4.3), se denotarmos por A,* a n-ésima func¢do de Christoffel (Defini¢do 4.1.1)

associada a medida u* e ao nicleo K, i.e.,

entdo A, < A’ paratodon=1,2,....
Agora, observe que existe r € (0, 1), dependendo somente de §, de modo que

2
ogl—(th> <r, x€l(x,8),t€[~1,1]\I(x0,8). (4.12)

De fato, basta tomar r = 1 — (8/4)? e a desigualdade segue. Na sequéncia, consideremos

n €(0,1/2) e o > 1 (préximo o suficiente de 1) de modo que
ol <A, (4.13)

Note que, como r~1/% > 1, basta considerar ¢ < r~ /4 para que a desigualdade acima valha.

Dado n € (0,1/2), sejam =m(n) :=n—2|nn/2], onde |y| representa o maior inteiro
menor ou igual a y. Fixado x € I(xg, 8 /2), pela Proposi¢do 4.1.1 podemos escolher um polindmio

P,, de grau menor ou igual a m — 1 de modo que

Ao (%) = 1Pl 2 /P2 e Pix)=1. (4.14)
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Seja

2 [nn/2]
Su(t) := Po(t) (1— (t%x) ) L ore[-1,1). 4.15)

Observe que S, € um polindmio de grau menor ou igual a n — 1 e que S,(x) = 1. Dai, pela

Proposicao 4.1.1, temos
Ay (x) < ”Sn||%2(“*) =N+, (4.16)
onde

= oy SOPA @) e b= / 1S,(6)2du* ().

(=11 (x0,6)

Observe que para x,t € [—1, 1], temos

1 t—x\°

—<1-{—) <1

(5
logo, para t € I(xg,8), temos S, (t)> < P,(¢)%. Como du*(x) = @(xo)(1 + €)dx e S2 < P2 em
I(xp,0), temos

h < o)1 +e) [ oy PPl < OL0)(1+€)2 (3,

onde a ultima desigualdade segue direto de (4.14). Por fim, de (4.12), temos
b < [Pyl P2 ([ 1,1)).
Pelo Lema 4.1.2, existe mo(o) tal que para m > my(o),
1Bl < 0 1Pul2s(y) = " 24(5)
Consequentemente, uniformemente para x € I(xg,0/2) e para n > ng(xg,6) vale

I < 6" A ()P (=1, 1]).

Combinando as estimativas acima e a férmula (4.16), segue que
T () < (@(0) (1 + €)A(3) ) + (0" A ()22 ((=1,1)) ).

Colocando o primeiro termo da soma no lado direito da desigualdade acima em evidéncia,

concluimos que

A3 (x) < o(x0)(1+€)A5(x) (1 +c6mr2mn/zj>

< 0(x0)(1+€)A4(x) [1 +C (G]_nrn/2>n] ’
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onde C = (@(xo)(1 +8)A£(x))_l. Como decorre de (4.13) que 6! ~1/1/2 < r < 1, temos
2y (x) < @ (x0) (1+€) A, () (1 +0(1))

onde o(1) é independente de xy € J uma vez que ® é continua no compacto J. Finalmente, como

A, < A concluimos a prova de (4.10).

Analogamente a (4.14), podemos escolher um polindmio de grau menor ou igual a m — 1

de modo que

1

Mantendo S,, definido como anteriormente e com calculos andlogos, temos

M [ st [ s;
X0, [ 1,1\ (x0,6)

<

<

+
1(x0,6)
o(xo) '(1+¢€ / Pn%du} + [ P, r2Lnn/2J/ dx}
(x0) " (1+e€) o) 1P| Z2= (= 1.1\ 1.8 L)
o (x0) " (

I

[

Como u € regular, podemos usar o Lema 4.1.2 para obter

1
1+ 8)An(x)] + [HPm”iwuLH)rzW/zJ / 1dx] '

L) < [0(x0) " (1+ &) An(0)] {1 —f—C[G]—an]/Z]n}.

De modo anélogo ao que foi feito para provar (4.10), obtém-se (4.11). U

O teorema a seguir nos ajudard a entender melhor o comportamento assintético do lado

direito da desigualdade de Lubinsky (4.2). Vamos utilizar a nota¢do A, () ~ B,(t) para
c1B,(t) <A, (t) < cBy(t),
com ¢ € ¢ constantes independentes de ¢ e n.

Teorema 4.1.1. Sejam p uma medida Stahl-Totik regularem [—1, 1], J C (—1, 1) um subconjunto
compacto e xg € J. Suponha que u € absolutamente continua num aberto que contém J e que sua

derivada de Radon-Nikodym, u’ = @, é positiva e continua em J. Dado A > 0, temos
-1
tim 4, (x+ )[4 (x+2)] " = o) 4.17)
n—oo n n
uniformemente para a € [—A,A] e x € J. Adicionalmente, existe um natural ns := n(A) tal que

M(w%) L (4.18)

n

uniformemente paran > ny, x € J e a € [—A,A],
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Demonstracdo. A provade (4.17) envolve uma aplicag@o do lema anterior e ideias desenvolvidas
na demonstracdo. Logo, as notacdes e construgdes na prova do resultado serdo reutilizadas aqui.

Primeiramente, provaremos que

A
limsup sup n(x¥+a/n)

<l1. (4.19)
neo laj<a,xes Ay (X +a/n)o(x)

Dados € > 0exp € J,sejam 6 >0e n € (0,1/2) como no Lema 4.1.3. Vamos obter

uma cota superior para

An(x)
sup . (4.20)
xel(x0,8/2) M (X)
Um aplicacao direta do Lema 4.1.3 implica
‘
sup A’é(x) <o) (1+¢€)(14+0(1)) sup )er(x). (4.21)
xel(x0,8/2) M (%) xel(x0,8/2) Mn (%)

Agora vamos estimar o quociente das fun¢des de Christoffel associadas ao peso de Legendre na
desigualdade acima. Se pi (x) é 0 k-ésimo polindmio de Legendre, k =0, 1,..., entdo temos a
seguinte limitacao (NEVAI, 1979, p. 170)

, o1 1/4
|pn<x>|gc(1-x+k—2> L xel[-11],
onden=1,2... e C > 0 ndo depende de n e nem de x. Lembrando que m =n—2|nn /2|, temos,

uniformemente parax € [—1,1],

2() = 2
0<I-F5 M0 L (ri)

—-1/2
< CnnAl(x) (1—x2+k—2)

<(Cn, 4.22)

onde a ultima desigualdade decorre de (NEVAI 1979, p. 108 Lema 5):

1
ALx) ~ =, (4.23)
n
para x € [—1,1]. De (4.22), obtemos
Ao (%)
o< <(1+cn)7 !, xel-1,1]. 4.24
Segue direto da desigualdade acima que
)Lé
sup ml®) (1+cn) !, (4.25)
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onde C ndo depende de x e nem de n. Desta maneira, por (4.21) e pela desigualdade (4.25),

obtemos
An(x) 1
sup <ox)(l+e)(1+Cn) 7,
rel(x0,8/2) M (%) o)1) )

uma cota superior para (4.20), como queriamos. Agora, por (4.6), existe ng(xg, 6 ), um nimero

natural, tal que

sup ln (X)

— < 1+821+C 71, o~ x,6,
x€l(x0,8/2) AL(x) o (x) ( )°( n) 0(x0,0)

Para finalmente obter (4.19), cobrimos J com um niimero finito de intervalos /(xp,5/2) a fim de

obter, paran > n(g,68,J),

sup }Ln (X)

Tam < (1Her+em 4.26
vel(1,8/2) M () ©(x) < (1) n) (4.26)

SejaA > 0 e tome a € [—A,A]. Entdo existe ny = ny(A) € {1,2,...} tal que, para n > n, e para
todo a € [—A,A] e todo x € J,

x+4er,8)2).
n

De fato como |a| e 8 /2 sdo niimeros reais positivos, existe n € {1,2,... } de modo que |a|/n <
0/2,isto é,

a la| o
-~ (g)|- <2
n n 2
Dati, trocando x por x+a/n com n > n; em (4.20) e tomando o limite superior, obtemos
Mi(x+a/n)
limsup sup
oo |a|<a, xes My (X Fa/n)o(x)

<(1+e’(1+cn)~".

Como € e 1 sdo arbitrarios, obtemos (4.19). De maneira andloga podemos obter

14
limsup  sup A, (x+a/n)o(x)

(4.27)
e lo<Axes Mn(x+a/n)

De fato, mantendo a notagdo, por (4.11), temos
Ay (x) < 0(x0) ™" (14 €) A (x) (14 0(1)),

para x € I(xp, 0). Multiplicando ambos os lados da desigualdade acima por

A (%)
A () Aon (%)
e tomando o sup em I(xp, 0), obtemos
AL (x) » Do (%)
sup - < o(x I+e){l+o(1 sup UL
xel(x0,8/2) Am (%) (xo) (1)l +of )}xez(xo,a/z) A (x)
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Por (4.25),
l
sup A () <o(x) ' (1+e){l+o(1)}(1+Cn)~".
xel(x0,6/2) Am(X)
Por (4.6),
1
sup  2mIOW) g 26y ()31 Cn) L (4.28)

el(x,8/2)  Am(x)
Comom=n—2|nn/2|e
m(n+1)—m(n) =1-2([(n+1)n/2] - [nn/2]) <1,

entdo, quando n percorre todos os naturais tendendo a infinito, 0 mesmo acontece com m. Assim
tomando o limite superior em (4.28), obtemos (4.27). De (4.19) e (4.27) temos

Jalx+a/n) (hmsup ?Lf(era/n)w(x))—
(x) —

limsup sup
n—e  |g|<A xeJ k,f(x—i—a/n)a)

sup
ne la<axes Mn(x+a/n)

A
=liminf sup 7 n(x+a/n) .
N 1a|<A,xel )Ln ()C + a/n)a)(x)

Assim, uniformemente parax € J e a € [—A,A], temos

lim Ay (”%) [x,f (x—{—%)]l — o).

n—oo

Falta mostrar a estimativa (4.18). Sejam xo € J e £, > 0. Pela estimativa (4.10) do
Lema 4.1.3, existe 6 > 0 tal que

A‘n(x) Sw(x())(l_i_g)krﬁ(x)

(I+0(1)), x€l(xg,0),

AL(x) Ay (x)
com m =n—2|nn/2]. Por (4.24),
An(x)

20 < @)(1+e) +Cn) " (1+0(1)), x€l(x,6).

Cobrindo J por intervalos do tipo (xo — &,xp + 6) e tomando uma subcobertura finita
{(xi— 8.5 +8)}iy,
temos, paran = 1,2,...,
An(x) SCIAL(x), x€J,

onde C; > 0 é uma constante tal que ®(x;)(1+¢€)(1+Cn)~! <C) paratodoi=1,...,k. Como
ja vimos, dado a € [—A,A], temos x+a/n € J para n > ny. Dai,

In(x+a/n) <CAM (x+a/n), xel, ac|[-AA] (4.29)
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para n > ny. Por (4.23), existe M| > 0 que ndo depende de n, x e A tal que
M(x+a/n) <M/n, x€J, ac[—-AA], (4.30)

para n > n4. Usando a estimativa (4.11), obtemos de maneira analoga que existe M> que nao

depende de n, x e A tal que
My/n < Ay(x+a/n), x€J, ac|[-AA], 4.31)

para n > ny. Pelas desigualdades (4.30) e (4.31) podemos concluir (4.18). ]

4.1.1 Localizacao

Como dito no inicio deste capitulo, Kuijlaars e Vanlessen (2002) mostram que o limite
de universalidade (4.1) vale para o peso de Legendre. Para estimar o limite de universalidade
para medidas regulares quaisquer, utilizaremos as assintéticas obtidas no Teorema 4.1.1 e, por

isso, a desigualdade a seguir € de grande importancia.

Lema 4.1.4 (Desigualdade de Lubinsky). Sejam y e u* medidas em [—1, 1] tais que 4 < u* em
[—1,1]. Entao,

1 1
K (x,x) An(y) Ay (x)
paratodox,y € [—1,1]en=1,2,....
Demonstraciio. A ideia aqui é estimar a norma L? do polindmio dado pela relagdo
el-1,1]— Ky(x,t) = K, (x,8), xe[-1,1], n=1,2,...,
para depois usar a desigualdade abaixo:
PO < Ka(3o3)'21Pll2 v € [1,1], (4.33)

valida para um polindmio P de grau n — 1. Esta desigualdade foi provada na demonstracio da

Proposi¢ao 4.1.1.

Utilizando a propriedade reprodutora de K,,, temos
* 2 * * 2
(Koo, ) = K (e, ) 1 = 11K Cx, ) 1 — 2/ n (6 1)K () (8) + (1K, (%) [
= Kn(x7x) - 2K;<x,x) + HK:;('XJ ')Hu;

parax € [—1,1]en=1,2,.... Utilizando o fato de que du < du* em [—1,1] e a propriedade

reprodutora de K;;, obtemos

G (e, < G ) e = K (x,0)
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e, assim,
||(Kﬂ(x7)_K:(xa))||,%t SKH(X,X)—K:()C,X), X e [_171]7 n=172,.... (4.34)

Agora vamos usar a desigualdade (4.33) para estimar |K,,(x,7) — K\ (x,7)|, com x,t € [-1,1] e

n=1,2,.... Tomando
P(y):Kn<x7y>_K;lk(‘x’y)7 ‘x7ye[_171]7 n:1727""
em (4.33) e usando (4.34), temos

1Ko(x,y) = K;: (6, 9)] < Kn(y,0) Y2 (Ko (x,%) — K (x,%)) /2.

Com isso, para todo x,y € [—1, 1], dividindo ambos os lados da desigualdade acima por

K,(x,x),comn=1,2,..., concluimos

[Kn(x,y) = K ()| _ Kn(9)'/2 P @@@rﬂ

K, (x,x) K, (x,x)1/2 K, (x,x)
()12 An(x) 112
= M) {1 A:(x)] |

i

A Desigualdade de Lubinsky (4.32) revela que a medida que n — oo, 0 lado direito vai
para 0 e ganha-se a convergéncia uniforme do lado esquerdo da desigualdade. O préximo teorema
nos diz que o comportamento assintético dos nucleos reprodutores de medidas que coincidem

num compacto € 0 mesmo neste Conjunto.

Teorema 4.1.2. Sejam 1 e u* medidas Stahl-Totik regulares em [—1, 1] que sejam absolutamente
continuas num aberto que contém um compacto J C (—1,1). Suponha que @ = p’ € positiva e
continuaemJ e dyu =du* emJ. Se A > 0, entdo

(1), n— oo, (4.35)

N a b
sup  |(Ky—K;) | x+—,x+—
xeJ n n
a,be[—A A]

Demonstracgao. Inicialmente vamos supor que du < du* em [—1,1] e utilizar a desigualdade
de Lubinsky (4.32) e as assintdticas para as fun¢des de Christoffel A4, e A’ obtidas no Teorema
4.1.1 para obter (4.35).

Sejam x = xo+a/n e y =x9+b/n onde a,b € [-A,A], n=1,2,... e xo € J. Pelo

Teorema 4.1.1, mais especificamente por (4.18), temos, para n suficientemente grande,

)Ln(xvx)l/z 1 |Kn(x,y)—Kn(x,y)| ~ ’Kn<x7y)_Kn(x7y)|

An(yoy) 172 © Ky (x,x) n (430
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Assim, pela desigualdade de Lubinsky (4.32) e por (4.36),

Kaey) — Kalo)] - [Ka(ty) — Kaly)
n =€ Ky (x,x)
ln(x)l/Z | ln(x) 1/2
A‘n(y)l/2|: _%T(X)]

1/2
<c {1 _ %} , (4.37)

n

<C

onde C > 0 € uma constante que nao depende n e xo. Novamente, pelo Teorema 4.1.1, mais

especificamente por (4.17),

An(x) _ Ay ()

n

M AT = O e gy = @)

Como du = du* em J, temos

M) o)
e e (39

uniformemente em J. Assim, por (4.38) e (4.37), temos

a b
sup ‘(Kn -K;) <XO + —,x0+ —)
xo&J n n
a,be[—AA]

/n=o(l).

Isso prova o teorema para o caso em que d < du*. Para provar o caso geral, defina a medida v

porv=puemJe
dv(x) = max{dist(x,J), @(x), ®"(x) }dx + ds(x) + du; (x)

em [—1,1]\J, onde g e u’ sdo as partes singulares de u e u*, respectivamente. Como
dist(x,J) > 0 para todo x ¢ J, temos dv(x) > 0 para todo x € [—1,1]\ J. Logo, como d
e du* sdo positivas, a parte absolutamente continua de v é positiva em [—1, 1]. Pelo critério de
Erd6s-Turdn (Teorema 2.2.3), v é Stahl-Totik regular. Além disso, V' = ® = w* em J,du <ve
du* < v. Aplicando o que foi obtido para i e v e depois para * e v, os niicleos reprodutores
de u e u* ttm o mesmo comportamento assintético que v, logo ambos possuem 0 mesmo

comportamento assintdtico. 0

4.1.2 Suavizacao

Nesta sec@o, vamos aproximar o nucleo reprodutor K, associado a uma medida Stahl-
Totik regular u do niicleo reprodutor do peso de Legendre (@ = 1), K, obtendo uma suavizagio
de K,,.

Teorema 4.1.3. Seja u uma medida Boreliana e Stahl-Totik regular em [—1, 1]. Suponha que u

é absolutamente continua num conjunto aberto contendo o compacto J e que (' = @ € positiva e
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continua em J. Dados A > 0, € > 0, seja 0 > 0 de modo que (4.6) seja valido para @. Se xo € J,
entdo existem C > 0 e ng € {1,2,3,...} de modo que, para n > ny,

sup /n < CyE. (4.39)
a,be[—AA]

x€l(xp,0/2)NJ

_ b
K,,—K,f (x—l—g,x—l— )

n

Demonstracao. Fixe xo € J e seja
o' (x) = o(x), xe[-1,1].

A ideia aqui é aproximar u pelo peso @* numa vizinhanga compacta de algum xo € J utilizando
o Teorema 4.1.2. Depois vamos mostrar que o peso ®" e o peso de Legendre t8ém o mesmo
comportamento assintético no sentido do Teorema 4.1.2, o que implicard na suavizagdo, ou seja
(4.39), de K,,.

Seja K* o n-ésimo nicleo reprodutor associado ao peso ®*, n = 1,2,.... Neste caso,
paratodon=1,2,... e x,y € [~1,1], as propriedades reprodutoras de K" e K-, respectivamente,

implicam

1
ki) = [ KEeKEGde = oo k). (@40)

@ (Xo

Agora, mostremos que K, e K tém 0o mesmo comportamento assintético, no sentido do

Teorema 4.1.2. Defimos

A (1) = wir)dt, t € 1(xp,0) @41
o"(t)dt, te[—1,1]\1(xg,0),

onde /(xp,0) é o compacto definido em (4.4). As medidas pu* e p sdo Stahl-Totik regulares
e satisfazem as hipéteses do Teorema 4.1.2 para I(xp,0). Isto significa que, localmente, os
nucleos reprodutores K, e K, possuem o mesmo comportamento assintético. Por isso, podemos

considerar @ = ®* e assim o faremos até o fim da demonstracao.

Pela desigualdade (4.6), temos
1 @
(1+¢) SES(H_E) em [—1,1]. (4.42)
Agora, de maneira andloga a demonstracdo do Lema 4.1.4, vamos estimar
K, (x,y) —K*(x,y)|, xye[-1,1], n=1,2,...
e em seguida, estimar a norma L? do polindmio

te[-1,1] = K(x,t) =K' (x,1), x€[-1,1], n=1,2,....
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Novamente, pela propriedade reprodutora de K, e K, obtemos

2 ! # # # 2

1K (6, ) = Koy (2, )26 = (1K, )||w#—2/_1Kn(x,l)Kn(x7t)w (0)dt + || K5 (x, ) gy
= (1Ko, 1) [56 — (2Kn(x,%) — Ky (%,x))
comx € [—1,1]en=1,2,... Como
" (1) = 0(1) + (0" (1) = (1)) Xi(.5) (1), 1€ [~1,1]
onde Xj(y,,5)(¢) € a fungdo caracteristica de /(xo, 6 ), temos
1K (6, ) = Koy (x,) |12 = |1 K (x ||w+/ 2 (0" — o) (t)dr — (2K (x,x) — K} (x,x))
— K (x,%) — Ko (3, +/ (0" — ©)(1)dr,
.X(),

parax € [~1,1]en=1,2,.... Por (4.42), temos (& — 0)(¢) < ®(t)e em [—1,1]. Logo,

1K (x, ) — K2 (2, )24 < K (x, %) —Kn(x,x)—f—s/ K, (x,1)?@(t)dt

1(x0,6)
< Ky (x,x) = (1 - 8)Ka(x,), (4.43)
parax € [—1,1]en=1,2,..., onde a dltima desigualdade segue pela propriedade reprodutora

de K,. Agora que estimamos a norma L? de ¢ € [—1,1] = K, (x,t) — K#(x,t), com x € [1,1]

fixo, vamos seguir de modo anédlogo ao que foi feito no Lema 4.1.4. Tomando
P(y) =Ku(x,y) —K'(x,y), x,ye[-1,1], n=1.2,...,
em (4.33), temos
| K (3, 9) = K5 (6,3) | < K5 (3, 0) 2 ([ K, ) — K () [ -

Por (4.43), a desigualdade acima pode ser estimada como a seguir:

1

1
Ko (x,) — Ky ()| < K5 (3,7)? [Kf (x,) — (1 — &) Ky (x,2)] %
paratodox,y € [—1,1]en=1,2,... e assim

Ku(3) ~ K| _ (K,f(y,y))% (R

K (x,x) K} (x,x)

o=

(4.44)

Por (4.42) e pela Proposicao 4.1.1,
(1+&) "4 (x) <Af(x), xe[-1,1], n=12,...,

logo,
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Usando (4.40) e a desigualdade acima em (4.44), obtemos
Ka) = KR _ (KR )], (-e)]'
Kj(x,%) Ki(x,%) (1+e)
Ky (1)

1/2 1/2
= (K%(x,m) L+e] ’

parax,y € [—1,1]en=1,2,.... Pela Defini¢do 4.1.1,

o P 1/2
’Kn(x}ﬁ(xl(x};(x’y)‘S(f&gi) Vae, xyel-1,1], n=12,.... (4.45)

Sejax; € J e a,b € [—A,A] para algum A > 0. Pelo Teorema 4.1.1, mais especificamente por

(4.18), temos, para n suficientemente grande,

l,f(xﬁ—a/n)
AL(x;+b/n)

onde a constante implicita em ~ nio depende de €, § e x;. Por (4.40), A (x) = o(x0)A! (x),

1 a)(xo)

#
1 e Af(xi+a/n)= Kf(xi +a/nxi+a/n)  n

Y

€ [-1,1]. Entdo, existem C e ng € {1,2,3,...} dependendo somente de A e J de modo que,

para n > no,

a b b
K, <x1—|—ﬁ,x1+ﬁ) K#<x1—|——x1+ )‘
< Cv/e,

@(xo) -

e o lado esquerdo da desigualdade acima, por (4.40), pode ser reescrito como

a b y a b
O (x0)Ky | X1+ —,x1+— | =Ky, | x1 +—,x1 +—
n n n n

n

Assim,

b
sup ‘a)(xo)Kn (Xl + L—l,xl + —) Kg (x1 +—,x1+ ) /n < Cv/e. (4.46)
a,be[—AA] n n

x1€l(x,6/2)NJ

Agora, por (4.6), temos

o(x;+a/n)

_ CO(xl +b/n)
o(t) =

< o) < (1+¢),

(14+¢)7 1 < <(14+¢&) e (14¢)

para todo ¢ € I(xp,8/2). De onde segue que

o(x;+a/n)' ?o(x; +a/n)'/?
o(t)

(1+¢)! <(1+e). (4.47)

Logo,

. a b y a b
Kp(xi+—x1+—- ) =K, | x1+—-,x+ -
n n n n

n

b b
‘a)(xo)(l + &)k, (x1 +g,x1 +—> —K,f (x1 +L—l,x1 +—> ‘
n n n n

n

<
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e, portanto,

N a b a b

K (Xl + =X+ —> ~K, (xl + =X+ —> ‘
n n n n

n
a b y a b
0(x0)Ky Xl*l‘;,xl‘i‘ - K, X1+;,x1+

n n

<

n
Finalmente, por (4.40) e pela desigualdade acima, obtemos

_ a b a b
K (Xl + =X+ —> ~K, (xl + =X+ —> ‘
n n n n
n
a b 4 a b
Kilxi+—=x1+—-)—K, | x1+—=,x1+—]].

n n n n

Portanto, por (4.46), concluimos que

sup  |Ka(x,y) =Ky (x,y)| /n < CVe,
a,be[—AA|
X1 GI(XO,S/Z)HJ

@(xo)

<

para n > ng. O

4.1.3 Limite de Universalidade

Finalmente, utilizando o resultado de suavizacdo e o fato de que o limite de universalidade
vale para o peso de Legendre (KUIJLAARS; VANLESSEN, 2002), vamos demonstrar o limite de
universalidade para o caso geral de medidas Stahl-Totik regulares. Pelo critério de Erdos-Turan
(Teorema 2.2.3), polindmios ortogonais associados a medidas Stahl-Totik regulares generalizam

os polindmios ortogonais com relacdo aos pesos e 20 em [—1,1], onde
O(x) = (ijxzj+"'+a0 0 >0,

além dos polindmios ortogonais cldssicos, como, por exemplo os polindmios de Jacobi. Isso
mostra a generalidade do resultado de Lubinsky. Antes, o limite

b Ky (x+a/Ka(x,x),x+b/K,(x,x))  senm(a—b)

n—reo K, (x,x) -~ mla—b) ’

foi provado apenas para medidas especificas, como por exemplo para 0s pesos e 2™ com Q um
polindmio como definido acima (DEIFT, 1999; DEIFT er al., 1999; KUIJLAARS; VANLESSEN,
2002).

Teorema 4.1.4. Seja u uma medida Stahl-Totik regular em [—1,1]. SejaJ C (—1,1) um sub-
conjunto compacto suponha que u € absolutamente continua num aberto que contem J e que
® = p’ é positiva e continua em J. Entdo, uniformemente para x € J € a, b em algum subconjunto
compacto de R,

I K, (x+ a/I?n(ic,x),x—l— b/Ky(x,x)) _ senz(a —b)

n—yoo K, (x,x) n(a—b)
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Demonstracao. A ideia aqui é cobrir o compacto J com subintervalos do tipo
I(x0,0/2) ={x:|x—xo| < 8/2},

com xg € J, e utilizar a suavizag@o obtida no Teorema 4.1.3 em cada I(xp, 0 /2) para em seguida
obter a suavizacdo em todo J. A suavizacido em J e a universalidade para o peso de Legendre

implicam na universalidade para U.

Dados A, € > 0 arbitrérios, seja > 0 como no teorema anterior. Como J é compacto

podemos cobri-lo por intervalos I(xp, 8 /2), isto é,

M
Jc J1(xj,8/2),

j=1
para algum M € {1,2,...}. Pelo Teorema 4.1.3, para cada j = 1,2,...,M, existe ny(j) €
{1,2,...} tal que
sup

a,be[—AA|
x€l(x;,6/2)NJ

/n < Cv/e,

_ I a b
Kn_Kn x—i—;,x—i—;

para n > ng(j). Denotando por n; o maior desses ng(j)’s, temos

/n < Cve,

_ L a b
sup  |(K,—K;) [x+—,x+—
xeJ n n
a,be[—AA]

paran > ny. Como € > 0 ¢ arbitrario e C > 0 nao depende de n e nem de €,

lim | sup ‘(IZ”—K,‘}) (x+‘—’,x+b) /n|=o. (4.48)
n

n—yoco n

xelJ
a,be[—A Al
A universalidade para o peso de Legendre (KUIJLAARS; VANLESSEN, 2002) nos da
( umy/'1 —x2 VI 1—x2> sent(u—v)
x+ + =

a (u—v)

o omV/1—x2
lim —K,f
n—yoo n

n n

localmente uniforme para u,v € R e uniformemente para x em subconjuntos compactos de

(—1,1). Tomando a = umv'1 —x?> e b =vmv/1 — x? em (4.48) e usando o limite anterior, obtemos

1—x2 . b —-b
im Y " g (@ B 2 sennla—b)
n—e n n m(a—Db)
Pelo Teorema 4.1.1 e pela férmula (46) em (M4Té; NEVAI; TOTIK, 1991), temos, para x € J,
An(x 1 1 7V 1—x2
L L o)) = P (),
o(x)  K,(x,x) KE(x,x) n

quando n — e. Além disso, 1/n ~ A, (x) = 1/K,(x,x) paratodox € [-1,1] etodon=1,2,....
Logo,

. Ky (x+u/Ky(x,x),x+v/Ky(x,x)) _ sent(a—b)
n—seo K, (x,x) n(a—b)

uniforme para x € J e u,v em compactos de R. U
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Totik (2009), utilizando técnicas exploradas por Geronimo e Assche (1988), além de
obter resultados em espacamentos de zeros de polindmios ortogonais, generalizou o limite
de universalidade de Lubinsky para compactos gerais da reta, ndo se limitando somente ao
caso do intervalo [—1,1]. Mais adiante, Kro6 e Lubinsky (2013) obtiveram novos resultados
de universalidade e fungdes de Christoffel, dessa vez em R". Com isso abre-se um leque de

possibilidades a ser explorado por este trabalho.
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