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Abstract

In this work, we present a variation-of-constants formula for linear generalized ordinary
differential equations in Banach spaces. More specifically, we are interested in establishing
a relation between the solutions of the Cauchy problem for a linear generalized ordinary
differential equation

dx ~
— = D[A(?)x], x(tp) =X
drt

and the solutions of the perturbed Cauchy problem

dx ~
— = D[A(f)x + F(x, )], x(tp) = X,
drt

where the functions involved are generalized Perron integrable and, hence, admit many dis-
continuities and oscillations. We also prove that there exists a one-to-one correspondence

between the Cauchy problem for a linear functional differential equations of the form

y=2y:
Yoy =9,

where £ is a bounded linear operator and ¢ is a regulated function, and a certain class of
linear generalized ordinary differential equations. As a consequence, we are able to obtain
a variation-of-constants formula relating the solutions of the linear functional differential

equation and the solutions of the perturbed problem

{ J=LWOyi+ ),
yto = (,0;

where the application ¢ — f(y;, t) is Perron integrable, with ¢ in an interval of R, for each

regulated function y.






Resumo

Neste trabalho, apresentamos uma férmula da variacao das constantes para EDOs gene-
ralizadas lineares em espacos de Banach. Mais especificamente, estamos interessados em
estabelecer uma relagdo entre as solucdes do problema de Cauchy para uma EDO generali-
zada linear

dx ~
— = D[A(?)x], x(tp) =X
drt

e as solucoes do problema de Cauchy perturbado

dx ~
— = D[A(f)x + F(x, )], x(tp) = X,
drt

em que as funcdes envolvidas sdo Perron integraveis e, portanto, admitem muitas desconti-
nuidades e oscilacdoes. Também provamos a existéncia de uma correspondéncia biunivoca

entre o problema de Cauchy para uma EDF linear da forma
V=20,
Vo =@,

em que .Z é um operador linear e limitado e ¢ é uma funcdo regrada, e uma certa classe de
EDOs generalizadas lineares. Como consequéncia, obtemos uma féormula da variacao das

constantes relacionando as solucdes da EDF linear e as solu¢oes do problema perturbado
{ y=LOyi+ D,
Yty =@,

em que a aplicacdo ¢ — f(y;, t) é Perron integravel, com ¢ em um intervalo de R, para cada

funcao regrada y.
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Introducao

Sabemos que a classe de funcdes integraveis segundo Riemann é muito restrita e ndo
possui boas propriedades de convergéncia. No final do século XIX, foram feitas vérias tenta-
tivas no sentido de remediar alguns defeitos dessa integral e, dentre elas, merece destaque a
trabalho de Henry Lebesgue de 1902. Sua teoria ampliou muito a classe das fungoes integra-
veis e, além disso, deu condi¢Oes mais satisfatorias de convergéncia. No entanto, a integral
de Lebesgue ndao contém suas integrais improprias. Outro inconveniente dessa teoria diz
respeito as condicdes necessdrias para que a derivada de uma funcao seja integrével.

Em resposta a todos esses problemas, procurou-se criar um conceito de integral que ge-
neralizasse a integral de Lebesgue. Essa meta foi alcancada por Arnold Denjoy em 1912 e,
dois anos mais tarde, por Oscar Perron (veja [7] e [32]). Apesar da definicdo das integrais de
Denjoy e Perron serem bastante diferentes, provou-se que ambas sdo equivalentes.

Nas décadas de 50 e 60 do século passado, o matemadtico tcheco Jaroslav Kurzweil e o
matematico inglés Ralph Henstock conseguiram, de modo independente, apresentar uma
definicao para as integrais de Denjoy e de Perron baseada em somas de Riemann. Além de
ser equivalente aos conceitos de integral segundo Denjoy e Perron, a definicao de integral
de Kurzweil-Henstock é notavelmente mais simples. Veja [18]. Hoje, sdo conhecidas ou-
tras possibilidades de extensao da integral de Lebesgue que estdo contidas propriamente no
espaco de funcdes Kurzweil-Henstock integraveis. Veja [5] e [28].

A fim de generalizar certos resultados sobre dependéncia continua de solugdes de EDOs
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com respeito aos dados iniciais, J. Kurzweil introduziu, em 1957, a no¢do de equacdes di-
ferenciais ordindrias generalizadas para funcdes a valores em espacos euclideanos e de Ba-
nach. Esta generalizacdo da nocao de EDO inclui a no¢ao de integral de Perron generalizada
ou integral de Kurzweil como é chamada hoje em dia. N6s nos referimos a estas novas equa-

¢coes como EDOs generalizadas. Veja as referéncias [3], [23] a [27] e, também, [33].

A correspondéncia entre EDOs generalizadas e EDOs classicas € bem simples. Sabe-se
que o sistema ordindrio

x=f(x1), 0.1)

onde X =dx/dt, QcR" é abertoe f: Q xR — R, é equivalente a equacao integral

t
x()=x(ty)+ | fx(@),1)dr, t=1y, (0.2)
fo

quando a integral existe em algum sentido. Sabe-se, também, que se a integral em (0.2) for
no sentido de Riemann, Lebesgue (com a defini¢do equivalente de McShane) ou Kurzweil-

Henstock, por exemplo, entdo ela pode ser aproximada por uma soma da forma

Y fx@y),Tolsi —si-1

i=1

onde fy = o < §1 < ... < 5, = t é uma particdo fina do intervalo [fy, ] e, para cada i =
1,2,...,m, 7; esta suficientemente “perto” do intervalo [s;_1,s;]. Alternativamente, se de-
finirmos

t
Fx,t)=| f(x,8)ds, (x,1)eQxR,

To

entdo a integral em (0.2) podera ser aproximada por

S

Y l fx(@y),0)do =) [F(x(t;),s:) — F(x(T}), si-1)]. (0.3)

i=1vSi-1 i=1

Neste caso, o lado direito de (0.3) aproxima-se da integral ndo-absoluta de Kurzweil a qual,
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quando considerada em (0.2), d4 origem a uma equacao diferencial do tipo (0.1), porém
num sentido mais amplo. Tal equacao diferencial é conhecida como equacao diferencial or-
dindria generalizada. Escreveremos EDOs generalizadas por simplicidade. Veja [33]. Assim
como para EDOs cléssicas (veja [3]), uma das constru¢oes basicas na aplicagdo da teoria de

dindmica topolégica a EDOs ndo-auténomas do tipo

X=f(x0

é dada considerando-se os pontos limites (quando |s| — oo) das transladadas f;, onde

fs(x, ) = f(x, t+5).

Entretanto, um fendmeno interessante pode ocorrer, se f ou sua integral indefinida satisfi-
zerem condicdes do tipo Carathéodory e Lipschitz mais gerais do que as usuais: as equacoes
limites podem nao ser EDOs. Um exemplo para este fato é apresentado em [3]. Nestas con-
dicoes, identificando-se esta classe de EDOs com uma classe de EDOs generalizadas apro-
priada, é possivel construir um fluxo local para um problema de valor inicial para esta classe
de EDOs generalizadas e diversas aplicacoes podem ser obtidas e traduzidas para o contexto

de EDOs cléssicas. Veja [1] e [16].

Em [16], foi provado que EDFRs podem ser identificadas com EDOs generalizadas e algu-
mas aplicacdes provenientes desta relacdo foram investigadas. Em [14], com a colaboracdo
do professor Stefan Schwabik, foi provado que EDFRs suijeitas a efeitos impulsivos também
podem ser relacionadas com certa classe de EDOs generalizadas numa correspondéncia biu-
nivoca. A partir destes trabalhos, ficou evidente a importancia de desenvolvermos a teoria
de EDOs generalizadas para utilizar os resultados obtidos em investigagdes nas teorias de
EDOs, EDFRs, Equacdes Diferenciais em Medida e, mais recentemente, Equacdes Dinami-
cas em Escalas Temporais (veja as referéncias [4], [9], [10] e [11]) e Equag¢des Diferenciais do

tipo neutro (veja [8]).
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A teoria das Equacoes Diferenciais Funcionais Retardadas (EDFRs) é um ramo das Equa-
¢oes Diferenciais Funcionais (EDFs). Uma das razdes do nosso interesse em EDFRs é por elas
se constituirem em exemplos de sistemas dinamicos de dimensao infinita, apresentando di-
namica complexa. Do ponto de vista das aplicacoes, o interesse em EDFRs estd em que,
para muitos fendmenos naturais, notadamente fisicos e biolégicos, a aplicacao do principio
de causalidade envolve um lapso de tempo entre causa e efeito. Desta forma, os modelos
deterministicos mais realistas sdo frequentemente descritos por equagdes que envolvem re-
tardos. Como mencionamos acima, uma das ferramentas principais na investigacao e reso-

lucdo de problemas da teoria de EDFs sera a utilizagdo das EDOs generalizadas.

A correspondéncia entre EDOs generalizadas e EDFRs impulsivas foi estabelecida no ar-
tigo [14] para o caso de impulsos pré-fixados e no artigo [2] para o caso de impulsos em

tempo variavel.

Neste trabalho, consideramos o seguinte problema de valor inicial para uma equacao

diferencial funcional linear
y=Zy:,

Vio =,
e também o correspondente problema perturbado

y =Ly + [y, 1),
y yet+ f(y:e 0.4)

Vio =&,
em que ¢ € G([-1,0],R") e £L(t): G([-r,0],R") — R" é linear e limitada para todo ¢ € [f, t +
o], isto é, Z(t) € L(G([-r,0],R™),R") paratodo € [y, th+ 0] e f: G([-1,0],R"™) x [£p, o + O] —

R” e as funcdes envolvidas sdo integraveis no sentido de Kurzweil.

Nosso objetivo nesse trabalho é encontrar uma férmula da variacdo das constantes para
a EDF perturbada (0.4). Isto seré feito usando a teoria das EDOs generalizadas para a qual,
também provamos uma férmula da variacdo das constantes mais geral que as encontradas

na literatura.
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Este trabalho esta dividido em 4 capitulos. Iniciaremos vendo a definicao e proprieda-
des bésicas da integral de Kurzweil. Como mencionamos acima, essa integral ¢ muito im-
portante para o desenvolvimento desse trabalho, pois é através dela que iremos definir as
equacoes diferenciais ordindrias generalizadas no Capitulo 2. Ainda no primeiro capitulo,
introduzimos uma nova integral que chamaremos de integral de Kurzweil-Cauchy. Veremos
que propriedades equivalentes as propriedades basicas da integral de Kurzweil valem para
essa nova integral. No final do capitulo, usando a integral de Kurzweil-Cauchy, apresentare-

mos uma nova versao para o Teorema de Representacado de Riesz para func¢des regradas.

No Capitulo 2, apresentaremos as equacoes diferencias ordindrias generalizadas e um
pouco da teoria basica dessa classe de equagoes. Além da teoria bédsica geral de EDOs gene-
ralizadas, estudaremos o caso particular das EDOs generalizadas lineares, apresentaremos
o operador fundamental associado a uma EDO generalizada linear e veremos algumas de
suas propriedades. Na sequéncia, apresentaremos alguns resultados auxiliares, tais como
uma versdo da férmula de Dirichilet para a integral de Kurzweil, encerrando o capitulo com
uma férmula da variacao das constantes pra uma EDO generalizada linear perturbada. Esses

ultimos resultados sao novos e podem ser encontrados em [6].

O terceiro capitulo relaciona as EDFs lineares com EDOs generalizadas lineares. Essa
correspondéncia é fundamental para o obtencdo da férmula da variacao das constantes para
EDFs lineares perturbadas. Iniciaremos vendo a construcao dos operadores envolvidos na
EDO generalizada linear associada a EDF linear e, no fim do capitulo, apresentamos tal cor-

respondéncia.

O ultimo capitulo trata da férmula da variacao das constantes para equacoes com retar-
damento. Nele, aplicaremos a férmula da variacdo das constantes para EDOs generalizadas
obtida no Capitulo 2 em outros tipos de equacao, tais como EDFs, EDFs com impulso e
EDFNs em medida. Esses resultados reforcam a importancia das EDOs generalizadas, que
tém sido uma grande ferramenta para generalizacdo de diversos resultados em equagoes di-

ferencias, tais como existéncia e unicidade de solu¢des, dependéncia continua das solugoes
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com relacdo aos dados iniciais, estabilidade de solugdes, entre outros.



Capitulo

1

A integral de Kurzweil

O primeiro capitulo deste trabalho estd dividido em quatro partes. Comecaremos defi-
nindo as classes das funcoes regradas e também das funcoes de variacao limitadas de in-
tervalo compacto [a,b] c R em um espaco de Banach X. Essas duas classes de funcoes
sdo muito importantes no contexto da integral de Kurzweil que serd definida na sequéncia,
juntamente com algumas propriedades bdsicas de integracdo. Na secdo seguinte, vamos
introduzir uma nova integral que chamaremos de integral de Kurzweil-Cauchy. Também
para esta integral, veremos algumas propriedades bdsicas. Por fim, através da integral de
Kurzweil-Cauchy, apresentaremos uma versao do Teorema de Representacao de Riesz para

funcoes regradas.

1.1 Funcoes regradas e funcoes de variacao limitada

Nesta primeira secdo, vamos definir duas classes de funcoes que serdao muito importan-
tes ao longo do trabalho, principalmente por estarem relacionas com a integral de Kurzweil
que veremos na sequéncia.

Sejam X um espaco de Banach com norma |- || e a,b ntimeros reais tais que

—oco<a<b<oo.
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Uma funcao f: [a, b] — X seré dita regrada, se os limites laterais
lirg f(s), te(abl, e lim f(s), telab)
S§— s— t+

existirem. Neste caso, denotamos f(¢7) = slir? fs)ef (th) = slir?+ f(s).

O espaco das funcoes regradas f: [a, b] — X serd um espago de Banach, se considerar-
mos a norma do supremo || fllooc = Sup,ci,p I f(#)ll € vamos denotar esse espago por
G([a, b], X). O espaco das funcoes continuas f: [a,b] — X serd denotado por C([a, b], X)
e é claro que C([a, b], X) < G([a, b], X) quando consideramos a norma induzida. Denotare-
mos por G~ ([a, b], X) o subespaco das func¢des regradas f: [a,b] — X que sdo continuas a
esquerda e, analogamente, G* ([a, b], X) o subespaco das funcoes regradas f: [a, b] — X que
sdo continuas a direita.

Todo conjunto finito D = {f, #;,...,ip)} < [a,b] tal que, a =t < t; < ... < fip| = b, serd
dito uma divisdo de [a, b], onde |D| denota o nimero de subintervalos da forma [¢;_1, ;] de
[a, b]. O conjunto das divisdes de [a, b] serd denotado por Z|a, b].

Uma funcdo f: [a,b] — X serd dita uma funcdo escada, se existir uma divisdo
D = {1, 11,...,4ip;} de [a,b] tal que f é constante em todo intervalo aberto (f;_1,1;),
i=1,...,|Dl.

O primeiro resultado desse capitulo nos d4 uma importante caraterizagdo do espaco das
funcoes regradas e serd muito ttil para a demostracdo de vérios resultados ao longo do tra-

balho. A prova desse resultado é baseada no Teorema 3.1 de [21]. Veja também [17].

Teorema 1.1. Seja f uma fungdo de [a, b] em X. Entdo as seguintes propriedades sdo equiva-

lentes:
(@) f:la,b] — X élimite uniforme de fungées escadas,

() f:la,b] — X éregrada,
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(iii) Dadoe >0, existe uma divisido D = {1y, t1,..., ip|} dela, D] tal que

supill f(£) = f(l, t,s€ (ti-1,8), i=1,...,|Dl} <e.

Demonstragdo. (i) = (ii) Seja t € [a, b). Mostremos que lim;_. .+ f(s) existe. O outro caso é

analogo.

Sejam {f,} uma sequéncia em [a, b] tal que t,, \\ ¢, isto é, £, = t paratodo n € N e ¢,
converge para t, e {f,} uma sequéncia de funcoes escadas de [a,b] em X tal que f, — f
uniformemente. Entdo, dado € > 0, existe k € N tal que | f(£) — fx(?)|l < €/4, para todo t €
[a, b]. Além disso, como f; € uma fungao escada, existe Ny € N tal que || fi(t,) — fi(t7)Il <€/4,

para todo n = Nj. Portanto, se n, m = Ny

I f(tn) = f &) < I f (t0) = fie () | + 1l fie (80) = fie(£D) I
+ 1 fe ) = et I+ I fi(tm) = fE) | <€.

Como X é um espaco de Banach, lim;_, ;+ f(s) existe.

(ii) = (iii) Seja e > 0 dado. Como f: [a, b] — X é uma func¢do regrada, para todo ¢ € (a, b),

existe 6; > 0 tal que

sup  lfw)-fS)l<e e sup lf(w)-f(9)ll <e.

w,SE(t—0¢,t) w,Se(t,t+0;)

Analogamente, existem 64,6 > 0 tais que

sup [If(w)-f©)l<e e sup  If(w)—=f©)l<e.

w,se(a,a+0q) w,s€(b—0p,b)

O conjunto de intervalos {[a,a+ 6,),(t —0;,t+ ), (b—0p, bl; t € (a,b)} forma uma co-

bertura do intervalo [a, b] e, portanto, existe uma divisao D = {fy, t1,..., fjp|} de [a, b] tal que
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{la,a+6,),(t1 64,1 +64),...,(b—0p, bl} é uma cobertura finita de [a, b] e
sup{ll f () = f()l, t,s€ (ti-1,8), i =1,...,|Dl} <e.
(iii) = (i) Dado n €N, sejam D, = {fy, 1,..., fip,|} uma divisao de [a, b] tal que
. 1
sup{ll f() = f()l, t,s€ (ti-1,8), i =1,...,|Dpl} < -

eT; € (ti—lyti)) i= 1;;|Dn|

Defina
| Dyl | Dyl
=Y FE)xw @+ Y fE)x 0.
i=1 i=0

E claro que {f,} é uma sequéncia de funcdes escadas que converge uniformemente

para f. O
O coroldrio a seguir ¢ uma consequéncia imediata do teorema que acabamos de provar.

Corolario 1.2. Seja f: [a, bl — X uma fungdo regrada. Entdo, para todo € > 0, os conjuntos
{tela,b),Ift)-f)lzet e {te(abllIf®)-f)l=¢€

sao finitos. Além disso, o conjunto dos pontos de descontinuidade da fungéo | é enumerdvel.

Outra classe de fun¢des importante para o trabalho é a das funcoes de variacao limitada,
que definiremos a seguir.

Sejam f: [a,b] — X e D = {1y, 1, ..., fjp|} uma divisao de [a, b]. Considere

|D|

S(f,D) =) If(t) = fti-)l
i=1

var(q,p f :Vafgf = sup S(f,D),
DeZ|a,b)
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em que VaI‘Z f édita variagdo de f em |[a, b].

Uma funcéo f: [a, b] — X serd dita de variagdo limitada em [a, b], se VarZ f <o0. O con-
junto das fung¢des de variacao limitada de [a, b] em X denotaremos por BV ([a, b], X). Este
conjunto serd um espaco de Banach quando munido da norma | fligy = I f(@)llx + varg f-
E facil ver que BV ([a, b], X) < G(la, b], X).

Um estudo completo sobre fun¢oes regradas pode ser encontrado em [17]. Veja também

[21].

1.2 Aintegral de Kurzweil em espaco de Banach

Nesta secdo, apresentaremos a defini¢do da integral de Kurzweil e também algumas de
suas propriedades. Esta integral serd usada para definir equacdes diferenciais ordindrias
generalizadas que serdo introduzidas no proximo capitulo. A principal referéncia para esta
secdo é o Capitulo 1 de [33]. Veja também [23] e [24].

Iniciaremos apresentando os conceitos de divisdo marcada e calibre.

Uma divisdo marcada do intervalo [a, b] serd uma colecao finita de pontos

a:t()STlfljSTgSth...S[|D|_1ST|D|S[|D|:I9

em que D = {fy, t1,..., [jp;} € uma divisdo de [a, b] e T; € [t;—1, t;] serd dito marca de [t;-1, t;],
i =1,...,|D|. Denotaremos por D = (7;,t;) ou também D = (t;,[t;—1, t;]) uma tal divisao
marcada.

Um calibre do intervalo [a, b] serd uma fung¢do 6: [a, b] — (0,00). Dado um calibre 6 de

[a, b], diremos que uma divisdo marcada D = (1, t;) é 6 -fina, se

[ti—1, tilc(T;=6(r)),T;+6(x), i=1,...,|DI.

Através desses conceitos, podemos definir a integral de Kurzweil.
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Definicao 1.3. Uma fungdo U: [a, b] x [a, b] — X serd dita Kurzweil integrdvel em [a, b], se
existir I € X tal que dado € > 0, existe um calibre § de |a, b] tal que para toda divisdo marcada
O0-finaD = (t;,t;) dela, b]

”S(U)D) _I” <€,

emqueS(U,D) = Zli[——)ll [U(t;, t;) — U(1;, ti—1)]. Neste caso, I serd dito a integral de Kurzweil de

U em [a, b] e denotaremos por I = ffDU(T, 1).
Observe quese f: [a,b] — R" e g: [a, b] — R forem fungdes tais que U: [a, b] x [a, b] — R"

é definida por U(7, 1) = f(7)g(1), entao

|D| |D|
SWU,D)=) UGy, ) -Ury, ti-)l =) fa)lgt) — gz,

i=1 i=1

em que S(U, D) representa uma soma do tipo Riemann-Stieltjes. Portanto, a integral definida
acima é uma generalizacdo da conhecida integral de Riemann-Stieltjes, isto é, se
f: [a, bl — R" for uma fungao Riemann-Stieltjes integravel com respeito a g, entao a fun-

¢do U definida por U(7, t) = f(7)g(¢) serd Kurzweil integravel e

b b
ff(t)dg(t):f DU(1,1).

Antes de apresentarmos algumas propriedades dessa integral, vamos ver um resultado
que garante a existéncia de uma divisdo 0-fina para um calibre 6 dado. Esse resultado é
conhecido como Lema de Cousin e a sua prova pode ser encontra em [19], Teorema 4.1, por

exemplo.

Lema 1.4 (Lema de Cousin). Dado um calibre § de [a, b, existe uma divisdo marcada 6 -fina

dela,b].

Observacdo 1.5. Suponha que a integral |, f DU(z, t) exista. Entdo definimos

a b
f DU(t,t) = —f DU(t,1).
b a
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A integral de Kurzweil possui as propriedades usuais de linearidade e aditividade com
respeito a intervalos adjacentes. Um importante resultado que serd usado posteriormente é

a integrabilidade em subintervalos (veja [33], Teorema 1.10).

Teoremal.6. SeU': [a, b] x[a, b] — X for Kurzweil integrdvel em |a, b, entdo U serd Kurzweil

integrdvel em todo intervalo [c,d]  [a, D].

O préximo resultado é conhecido como Lema de Saks-Henstock. Uma prova pode ser
encontrada em [33], Lema 1.13, para o caso em que dim X < co. No caso em que dim X = oo,

a prova segue de modo andlogo.

Lema 1.7 (Lema de Saks-Henstock). SejaU: [a, b] x [a,b] — X. Dado e > 0, sejad um calibre

de|a, b] tal que para toda divisdo marcada 6 -fina D = (1, t;) de|a, b]

b
HS(U,D)—[ DU(t,1)| <e.

Seas<scism<sdi<sco<n<dy<...<cm<Nm<dm=<Db fortal que

nj€lcj,djlcmi-=6m),n;+é6m;), j=1,...,m,

entao

<E.

m dj
Z[U(nj,dj)—U(nj,Cj)—f DU(z,1)
j=1 gl

A seguir, veremos um importante resultado do tipo Hake (veja [33],Teorema 1.14 e

Observacao 1.15).
Teorema 1.8. SejaU: [a,b] x [a,b] — X.

(i) SeU for Kurzweil integrdvel em todo intervalo [a, cl, c € [a, b) e o limite

lim [/ DU(zr,)-U(b,c)+U(b,b)| =1 X
a

c—b
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existir, entdo a fungdo U serd Kurzweil integrdvel em [a, b] e

b
f DU(t, 1) =1,
a

(ii) SeU for Kurzweil integrdvel em todo intervalo [c, b], c € (a, b] e o limite
b
lim [[ DU, t)+U(a,c)—-U(a,a)| =1€ X
c—a* |J¢
existir, entdo a fungdo U serd Kurzweil integrdvel em [a, b] e
b
f DU(t,t)=1.
a

Esse resultado nos leva ao seguinte teorema (veja [33], Teorema 1.16).

Teorema 1.9. SeU': [a, b] x [a, b] — X for Kurzweil integrdvel em [a, b], entdo

lim [[ DU(t,t)—U(c,s)+Ul(c, )

S—C

:f DU(t, 1),

para todo c € |a, b].

Observacao 1.10. O feorema anterior nos mostra que a fungdo definida por
N
s€la,b] Hf DU(t,t) e X,
a

isto é, a integral indefinida de U ndo é continua em geral. A integral indefinida serd continua

em um ponto c € [a, b] se, e somente se, a fungdo U(c,-): a,b] — X for continua em c.

O ultimo resultado desta se¢do é uma importante desigualdade do tipo Grownwall para

a integral de Kurzweil. Este resultado pode ser visto em [33], Corolério 1.43.

Teorema 1.11. Sejam h: [a, b] — [0,00) uma funcgdo ndo decrescente e continua a esquerda,
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k>0el=0.Sey: [a,b] — [0,00) for uma fun¢do que satisfaz a desigualdade

¢
W) <k+1 f W@ dh(@), Eelabl,

entdoy (&) < ke!(h@)—h(a) para todo¢ € [a, b].

Vejamos, agora, um importante caso particular da integral de Kurzweil: a integral de

Perron-Stieltjes.

Seja U: [a, b] x [a,b] — X dado por U(t,t) = F(t)g(r) com F: [a,b] — L(X) e g: [a, b] —
X, em que L(X) é o espago de Banach dos operadores lineares e limitados em X com a norma

usual de operadores. Entdo a integral
b b
f DU(1,1) = f DIF(1)g(1)]
a a
€ definida a partir de somas de Riemann da forma
Y [F(t;) = F(t;-1)1g (1)
e, portanto, pode ser reescrita na forma mais convencional
b
f dlF(s)1g(s),
a

a qual chamaremos de integral de Perron-Stieltjes.

A seguir, veremos alguns resultados para a integral de Perron-Stieltjes envolvendo opera-
dores lineares. Come¢amos vendo uma importante estimativa para essa integral (veja [34],

Proposicao 10).

Proposicao 1.12. Sejam g: [a, bl — X uma fungdo regrada e F: [a, b] — L(X) uma fungdo de
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variagao limitada em [a, b). Se a integral [ : d[F(s)]1g(s) existir, entdo

b b
f dIF()1g(s)] < f lg(s)ldIvar’.F] < var’Fl gl

Em geral, temos o seguinte resultado que garante a existéncia da integral de Perron-

Stieltjes em espacos de Banach (veja [34], Proposicdo 15).

Teorema 1.13. Se g: [a, b] — X for uma fungdo regrada e F: [a, bl — L(X) for uma fungdo de

variagdo limitada em |a, b], entdo a integral

t
f d[F(s)]g(s)

existird, para todo t € [a, D].

A seguir, veremos um teorema de convergéncia uniforme para a integral de Perron-Stieltjes.

Este resultado é um caso particular do Teorema 11 de [34].

Teorema 1.14 (Teorema da Convergéncia Uniforme). Sejam F: [a, b] — L(X) uma fungdo de
variagdo limitada em [a, b] e{g,} uma sequénciaem G([a, b], X) que converge uniformemente

para um fungdo g € G([a, b], X) em [a, b]. Entdo a integral ff d[F(s)]g(s) existee
b b
n[ﬂg()f A[F(s)1gn(s) :f d[F(s)]g(s).
a a

Observacao 1.15. No teorema anterior, podemos considerar {F,},en uma sequéncia de fun-
¢oes de variagdo limitada tal que F,, converge uniformemente para uma fungdo F, também

de variagdo limitada, que o teorema continua vdlido, isto é,

b b
’}l_r)rolof d[Fn(S)]gn(S):f A[F(s)1g(s).

O proximo resultado é um caso particular dos Lemas 12 e 13 de [34]. Ele trata da existén-

cia da integral de Perron-Stieltjes de funcdes caracteristicas.
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Lema 1.16. Seja F: [a, b] — L(X) uma fungdo de variagdao limitada em |a, b].

(@) Sexpe X ece [a,b], entdo

lim F(s)xo— F(a)xy, c=a,
b s—at
f AlF ()i (s)xo=1 F(b)xo— lir}; F(s)xo, c=b,
a Nnd

lim F(s)xy— lim F(s)xy, ce€ (a,b).
s—ct §—=¢

(b) Sex;eXel(cd) cla,bl], entdo

b
f dlF($)]Xc,a)(8)x1 = lim F(s)x; — lim F(s)x;.
a s—d s—ct

1.3 Aintegral de Kurzweil-Cauchy em espaco de Banach

Com a finalidade de obter alguns resultados novos e mais gerais que os encontrados na
literatura, tais como uma versdao do Teorema de Representacao de Riesz para funcoes re-
gradas e uma formula de variacdo das constantes para equacoes diferenciais funcionais no
contexto de funcoes regradas, apresentamos uma integral, que chamaremos de integral de
Kurzweil-Cauchy, com boas propriedades para esses fins. A grosso modo, essa integral pode
ser vista como a integral de Cauchy-Stieltjes no sentido da integral de Kurzweil. Iniciaremos
apresentando sua definicdo e veremos que essa integral satisfaz as mesmas propriedades da

integral de Kurzweil apresentada na se¢do anterior.

Definicao 1.17. Uma funcgdo U: [a, b] x [a, b] — X serd dita Kurzweil-Cauchy integrdvel em
[a, b] se existir I € X tal que dado € > 0, existe um calibre continuo a esquerda 6 de |a, b] tal

que, para toda divisdo marcada 6 -fina D de |a, b], vale
IS(U,D) -1l <e.

Neste caso, I serd dito a integral de Kurzweil-Cauchy de U em [a, b], que denotaremos por



30 A integral de Kurzweil

1= [’DU, 1.

Observacao 1.18. Segue direto da definicdo que, se uma fungdo U: [a,b] x [a,b] — X for
Kurzweil-Cauchy integrdvel em |a, b], entdo U serd Kurzweil integrdvel em [a, b] e suas in-

tegrais coincidirao.

O Lema de Cousin (Lema 1.4), visto na se¢do anterior, garante a existéncia de uma divisao
marcada d-fina de [a, b] para um calibre 6 dado. Veremos, agora, uma nova versao do Lema
de Cousin que garante a existéncia de uma divisdo marcada a esquerda (isto é, a marca de
cada subintervalo da divisao é o extremo esquerdo desse intervalo ) -fina de [a, b], quando
0 for uma funcao continua a esquerda. Esse resultado serd muito importante no decorrer
do trabalho, pois ele permite que a integral de Kurzweil-Cauchy possa ser aproximada por
uma soma com marcas especificas, neste caso o extremo esquerdo dos subintervalos da di-
visdo. Isso permitird que provemos uma versao do Teorema de Representacao de Riesz para
funcoes regradas e, também, que obtenhamos uma férmula de variagdo das constantes para
equacoes diferenciais funcionais lineares perturbadas, através de um teorema de correspon-
déncia.

Aversdo do Lema de Cousin que apresentamos a seguir é nova e sua demonstracao segue

0os mesmos passos da demonstracdo do Teorema 4.1 em [19].

Lema 1.19 (Lema de Cousin). Dado um calibre continuo a esquerda 6 de |a, b], existe uma

divisao marcada a esquerda 6 -fina de | a, b].

Demonstragdo. Suponha que o resultado seja falso. Entdo, se ¢ for o centro do intervalo
[a, b], o resultado também sera falso para pelo menos um dos intervalos [a, c] ou [c, b]. Repe-
tindo esse processo, podemos encontramos uma sequéncia de intervalos fechados
I > I > I3... tal que I; ndo possui uma divisdo marcada a esquerda §-fina, para todo
i=1,2,....

Sejam I = [xj,y;], com j =1,2,..., e xo =(1;I;. Como 0(xp) > 0, existe k € N tal que
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Ij = (xo —6(xp), X0 + 6(x0)), para todo j = k, isto é

Xo—0(xp) <xj<yj<x+06(x0), j=k.

Como x;j / Xo, ¥j "\ Xo, isto €, x; < xo € y; = xo para todo j €N, x; e y; convergem para

Xo, € 0 é continua a esquerda, existe k; € N tal que

Xj=0(xj) <xj<yj<xj+0(xj), jzhk

0 que € um absurdo, pois contradiz o fato de I; ndo possuir uma divisao marcada a esquerda

O0-fina. O

Os resultados seguintes sdo novos e decorrentes da definicao apresentada acima. As de-
monstracdes seguem os passos das demonstracdo do Capitulo 1 de [33]. Faremos algumas
delas nesta secdo. O primeiro resultado é um critério de Cauchy para fun¢oes Kurzweil-

Cauchy integraveis.

Teorema 1.20. Um fungdo U': [a,b] x [a,b] — X serd Kurzweil-Cauchy integrdvel se, e so-

mente se, dado e > 0, existir um calibre continuo a esquerda 6 de [a, b] tal que

IS(U,D1) - S(U, Dyl <€

para quaisquer divisées marcadas 6 -finas Dy, D, de [a, b].

Demonstragdo. Suponha que dado n € N, existe um calibre continuo a esquerda 6 de [a, b]
tal que

IS(U,D1) - S(U,Dy)l <1/n (1.1)

para quaisquer divisdes marcadas 6-finas D;, D, de [a, b] e n € N. Para todo n € N, denote
por M(n) o conjuntos de todas as somas S(U, D) que satisfazem (1.1). Note que, pelo Lema

de Cousin, M(n) é nao vazio, para todo n € N.
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Seja

I=[MmneX.

neN
Portanto,

IS(U,D)-1Il<1/n

para toda divisdo marcada d-fina D de [a, b] e para todo n € N. Dai, pela Defini¢do 1.17, U é
Kurzweil-Cauchy integravel e

b
f DU(t, 1) =1.

Por outro lado, se U: [a, b] x [a, b] — X for Kurzweil-Cauchy integravel, entdo dado € > 0,
existird um calibre continuo a esquerda 6 de [a, b] tal que, para toda divisdao marcada D de
[a, b], vale

b €
HS(U,D)—[ DU(t,1t) <§.

Portanto, se D;, D> forem duas divisdes marcadas d-fina de [a, b], entao

b b
IS(U, D1) - S(U, D)l = S(U,Dl)—f DUz, 1) || + S(U,Dz)—f DU, 1| <e
a a

e terminamos a prova. O

E claro que a integral de Kurzweil-Cauchy ¢é linear pois, dados c¢;,c; € R,

U,V: [a,b] x [a,b] — X e uma divisdo marcada D de [a, b], é facil ver que

S(ciU+cV,D) =c1S(U, D)+ c2S(V, D).

Vejamos mais alguns resultados, comecando pela integrabilidade em subintervalos.

Teorema 1.21. SeU': [a, b] x [a, b] — X for Kurzweil-Cauchy integrdvel em [a, b], entdo U serd

Kurzweil-Cauchy integrdvel em todo intervalo [c,d] < [a, b].

Demonstragdo. Seja € > 0 dado. Pelo teorema anterior, existe um calibre continuo a es-
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querda d de [a, b] tal que

”S(UrDl) - S(UrDZ)” <€

para quaisquer divisdes marcadas 0-finas D1, D, de [a, b].

Suponha que a < ¢ < d < b e sejam D1, D, divisdes marcadas §-finas de [c, d]. Sejam,
também, D, e D; divisbes marcadas 0-finas de [a,c] e [c,d] respectivamente. Sejam
Dy =D,uDjuU DyeD,=D,U Dy U Dy,. E claro que D; e D, sdo divisdes marcadas §-finas
de [a,b] e

IS(U,D1) =S, D)l = IS, Dy) = SW, D)l <e,
o que conclui a prova. O
Teorema 1.22. Sejam c € [a,b] eU: [a,b] x [a,b] — X. Se U for Kurzweil-Cauchy integrdvel

em|a,c] eem|c,bl, entdo U serd Kurzweil-Cauchy integrdvel em |a, b] e

c b b
fDU(T,t)+f DU(T,t):f DU(z,1).

Demonstragdo. Como U é Kurzweil-Cauchy integravel em [a, c] e em [c, b], existem calibres
continuos a esquerda 8, e 0, tais que, para toda divisao marcada D, 6,-fina de [a, c] e para
toda divisdo marcada D» 6»-fina de [c, b]

€
<-.

2

c b
HS(U,DI)—f DU(t,1) <§ e HS(U,DZ)—f DU(t,1)

Seja 5 [a, b] — (0,00) um calibre continuo a esquerda tal que 5(1) < 01(1),se T € [a,c] e
5(1) <d-(1), se T € [c, b]. Defina

min{d(r), |t —cl}, T#c,
o) =

5(c), T=c.

Observe que §: [a, b] — (0,00) é um calibre continuo a esquerda de [a, b]. Seja D = (1}, ;)

uma divisao marcada de [a, b]. Pela construcdo do calibre §, existe m € {1,...,|D|} tal que
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¢ = T,,. Portanto,

|D|
S(U,D) = Z Ui, t) - Uy, i)+ U, t) — U (¢, tn-1) + Y, (U@, 1) = U(T), ti-1)]

i=1 i=m+1

m-

Z [U(ti, t;) - U(ti, ti-)] + U(c,0) = U(C, tp—1)

|D|
U, tm)—Ulc, 00+ Y, U@, ) —U(T), ti-1)]
i=m+1
=S(U,D1) +S(U, D)
emque Dy =1{a,71,4,....,tm-1,Tm=cteDy={c=Ty, tym...,ip|-1,T|D}, {ip| = D} s@o divisGes

marcadas 01-fina e 0»-fina de [a, c] e [c, b] respectivamente. Assim,

c b c b
HS(U, D) — (f DU(t,1) +f DU(z, L‘))H = HS(U,DI) +S(U, Dy) —f DU(t,1) —f DU(z, L‘)H
a c a c

< ||S(U,Dy) - +|SWU, D2) -

Pela definigdo da integral de Kurzweil-Cauchy, [ f DU(1, t) existe e vale

c b b
fDU(T,L‘)+[ DU(T,t)zf DU(t,1)

o que completa a demonstracao. O

O proximo resultado € uma versdo do Lema de Saks-Henstock para a intergral de Kurzweil-

Cauchy. A prova segue os passos de [33], Lema 1.13.

Lema 1.23 (Lema de Saks-Henstock). SejaU': [a, b] x [a,b] — X. Dadoe >0, sejad um calibre
continuo a esquerda de [a, b] tal que, para toda divisdo marcada 6-fina D = (t;, t;) de [a, b],
temos

[sw.pr-
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Seas<cisé1sdi<scp<é<dry<...<cp<&m=dpy<=<Dbfortal que

[C]’d]] C(é-]_é(f]),é-]+6(€])), j: 1’---) m,

entdao

<e€.

m dj
Y [U(éj,dj)— U cj) —f DU, 1)
j=1 ¢

Demonstragdo. Sem perda de generalidade, podemos assumir que ¢; < dj, j =1,...,m. De-

note dyp = a e ¢py1 = b. Se dj < cjy1 para algum j = 0,...,m, entdo f;],'“ DU(t,t) existira
7

e, para todo n > 0 dado, existird um calibre continuo a esquerda 6; de [d},c;+1] tal que

6j(r)<6(1), T€ldj, cjs1] e para toda divisao marcada D; de [d}, cj41],

n

< .
+1

Cj+1
S(U,Dj)—f DU(t,1t)
dj

Se dj = cj;1, entdo tomamos S(U,D;) = 0.

Observe que a expressao

Y UE},dj)-UEj,cpl+ Y. SW,Dj)
j=1 j=1

representa a soma de uma certa divisdo marcada J-fina de [a, b] e, consequentente,

<E.

m m b
Y UEj,dj)-UEj,cpl+ Y SWU,Dj) —f DU(1,1)
j=1 j=1 @

Portanto,

m m b
Y WUE,d)-UEj,cpl+ )Y SWU,Dj) —f DU(z,1)
j=1 j=1 a

m dj
Y [U(fj,dj)—U(éj,cj)—f DU(z, 1)
=1 j

=<

Cj+1
S(U,Dj)—f DU(z,1)
j=1 dj

<€+1.



36 A integral de Kurzweil

Como a desigualdade vale para todo n > 0 o resultado segue. O

A seguir, veremos dois resultados do tipo Hake para a integral de Kurzweil-Cauchy. As

demonstra¢des sdo andlogas as demonstracoes dos Teoremas 1.14 e 1.16 em [33].
Teorema 1.24. SejaU: [a,b] x [a, b] — X.

(i) SeU for Kurzweil-Cauchy integrdvel em todo intervalo [a,c], c € a, b) e o limite

lim
c—b~

c
f DU(t,t)-Ub,c)+Ub,b)| =1 X
a
existir, entdo a fungdo U serd Kurzweil-Cauchy integrdvel em [a, b] e
b
f DU(t,t) =1,
a
(ii) Se U for Kurzweil-Cauchy integrdvel em todo intervalo [c, b], c € (a, b] e o limite
b
lim [f DU((t,t)+U(a,c)—U(a,a)| =1 X
c—a* |Je¢
existir, entdo a fungdo U serd Kurzweil-Cauchy integrdvel em [a, b] e
b
f DU(t,t)=1.
a

Teorema 1.25. Se U: [a, b] x [a, b] — X for Kurzweil-Cauchy integrdvel em |a, b], entdo

lim
S—C

f DU(t,t)-Ul(c,s)+U(c,c)

:f DU(z, 1),

para todo c € |a, b].

Observacao 1.26. Novamente, o teorema anterior nos diz que a integral indefinida de Kurzweil-
Cauchy de uma fungdo U serd continua em um ponto c € [a, b] se, e somente se, a funcdo

Ul(c,): la, bl — X for continua em c.
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Para finalizar esta se¢do, vamos apresentar o exemplo cldssico de uma func¢ado que possui
muita oscilacao e que é Kurzweil integravel. Vamos ver que, de fato, tal funcao é Kurzweil-

Cauchy integravel.
Exemplo 1.27. Seja f: [0,1] — R um funcdo definida por

2tsen(%) — %cos(f—z), te(0,1],

f=

0, t=0.
Observe que f ndo é Lebesgue integrdvel em [0,1], pois f é muito oscilante proximo de 0 e,
portanto, ndo é absolutamente integrdavel em [0,1]. Como a integral de Riemann impropria
de f existe, usando um teorema do tipo Hake para a integral de Kurzweil-Cauchy, o qual nos
diz que a integral de Kurzweil-Cauchy é invariante por extensoes de Cauchy (ou seja, a integral
de Kurzweil-Cauchy contém suas integrais improprias), a integral de Kurzweil-Cauchy de f

também existe e tem o mesmo valor da integral de Riemann da fungdo f .

1.4 Teorema de Representacdo de Riesz

Para enunciar uma versao do Teorema de Representacdo Riesz para func¢oes regradas,
precisamos encontrar o espaco dual dessas funcoes. Para isto, vejamos o conceito de semi-
variacao limitada. Uma referéncia para esse assunto € [34].

Seja L(X) o espago Banach dos operadores lineares e limitados em X com a norma usual
IFllLcx) = sup{llF(X)I, x € X, | x|l = 1}.

Sejam F: [a, b] — L(X) e D = {1y, t1,..., fjp;} uma divisdo de [a, b]. Considere

|D|

Y IF(t) = F(ti-)]x;

SV(E D)= sup{
i=1

, Xi € X, || x; |l 51}

(s)vary, p F = (s)var’F = sup SV(F D)
De9la,b)



38 A integral de Kurzweil

em que (s)varZF é dita semivariacdo de F em [a, b].

Diremos que uma funcao F: [a,b] — L(X) é de semivariagdo limitada em |a,b], se
(s)varp, p F < oo e denotaremos o conjunto das fungdes de semivariacao limitada de [a, b] em
L(X) por SV(la,b],L(X)). Similarmente ao caso das funcdes de variacdo limitada,

SV(la, b], L(X)) serd um espac¢o de Banach quando munido da norma
IFlsy = IF(@ L) + (s)var2F.

Mais ainda, podemos definir || Fllsy = | F(c)llLx) + (s)varZF, para todo c € [a, b] e teremos
uma norma em SV([a,b],L(X)), tornando-o um espaco de Banach. Claramente

BV(la, b], L(X)) = SV(la, b], L(X)).

Seja SV ([a, b], L(X)) o conjunto das fungdes F: [a,b] — L(X) que sdo de semivariacdao
limitada em [a, b] e F(b) = 0. Entdo SV} ([a, b], L(X)) serd um espaco de Banach, se conside-
rarmos a norma

IFllsv = IF(b)llLx) + (s)varsF = (s)varsF.

Considere, também, G* ([a, b], X) o espaco das funcdes regradas f: [a, b] — X que sdo conti-
nuas adireitae L(G"([a, b], X), X) o espaco dos operadores lineares e limitados de G*([a, b], X)

em X.

Nesta se¢do, vamos considerar a integral de Kurzweil-Cauchy escrita na forma

b
f dla(D1f (1)

em que a: [a,b] — L(X) e f: [a,b] — X. Observe que, se U: [a,b] x [a,b] — X for tal que
U(t,t) = a(t)f (1), entdo dada uma divisao marcada D = (7;, ;) de [a, b], a soma S(U, D)

representa uma soma do tipo Riemann-Stieltjes

1D |D|
SWU,D) =} [U(r;, 1) = Uty ti-1)) = ) la(t) - alti-)] f ()

i=1 i=1
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0 que nos motiva a usar essa notacao mais convencional.
O resultado seguinte é um caso particular da Proposi¢do 10 e do Teorema 11 ambos de-

monstrados em [34].
Proposicao 1.28. Sejam a: [a,b] — L(X) e f: [a,b] — X.

(i) SeaeSVy(la,b]l,L(X)) e feG*(la,bl],X), entdo

< (s)vargallfll.

b
f dla(n]f (1)

(i) Sejam a € SVy(la, b], L(X)), f € G*(la, b], X) e f, uma sequéncia de funcoes em G*([a, b], X)

que converge uniformemente para f. Entdo

b b
| atan s = jim [ diatongo.

O préximo lema é uma consequéncia dos Lemas 12 e 13 em [34] para o caso da integral

de Kurzweil-Cauchy.

Lema 1.29. Sejam a € SVj,([a, b],L(X)), T € [a,b) e x € X. Entdo
b
f dla(Dxe,p (DX =-a(r)x,
a

em que a integral é no sentido de Kurzweil-Cauchy.

Demonstragdo. Sejam a € SVy(la, b], L(X)), T € [a,b) e x € X. Dado € > 0, sejam 6 um calibre
continuo a esquerda de [a, b] tal que 6(t) < |t —7|,se t #T e D = (tj_1,[t;—1, t;]) uma divisao

marcada 6-fina de [a, b] tais que

|D| b
Z [a(t;) —alti—)]X[z,p) (ti—l)x_f dla(D]x,n(Dx

i=1

<E.
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Pela definicdo de 6, existe m € {1,...,|D| — 1} tal que 7 = t;,. Assim,
|D| |D|
Y lalt) — alti-)xmp (tim)x =Y, lalt) — alti-)xp (ti-) X = —a(T)x
i=1 i=m+1
e, portanto, ffd[a(t)])([ryb)(t)x =-—a(r)x. O

Agora, vamos apresentar uma versdao do Teorema de Representacdo de Riesz no subes-

paco das funcdes regradas continuas a direita a valores num espaco de Banach.

Teorema 1.30 (Teorema de Representacao de Riesz). Um operador F: G*([a, b], X) — X serd
um operador linear e limitado se, e somente se, existir « € SVy([a, b], L(X)) tal que, para toda
feG*([a,b], X),

F(f) :fabd[a(t)]f(t),

em que a integral é no sentido de Kurzweil-Cauchy.

Demonstragdo. Primeiramente, suponha que a € SVj([a, b], L(X)) e que

b
F(f) =f dla(n]f (1)

para toda f € G*([a, b], X). Segue direto da definicdo da integral que F é um operador linear

e, pelo item (i) da Proposicao 1.28,

< (s)varlall f|

IEH)I =

b
f dla(D1f (1)

para toda f € G*([a, b], X), isto é, F é um operador linear limitado.
Suponha, agora, que F € L(G* ([a, b], X), X). Seja a € SV, ([a, b], L(X)) definida por

_F(X[I,b) x)) re [a’ b)’
a(t)x =

0, t=b
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para quaisquer ¢ € [a, b] e x € X. Note que a € SV, ([a, b], L(X)), pois

|D|

Yo la(t) —alti-)lx;

SV(a,D) = sup{
i=1

:sup{

para toda divisdo D = (t;) de [a, D] e, portanto, (s)varga < oo.

, Xi € X, |1 x; |l 51}

|D|
F

X[tl’_l,tl’)xi) y Xi € X) ”xl” = ]-} = ”F”

i=1

Para provar que F(f) = ffd[a(t)]f(t) para toda f € G*([a, b], X), basta provar a igual-
dade para fungdes da forma y(; X, T € [a,b) e x € X, pois toda funcdo em G*([a, b], X) é
limite uniforme de funcdes dessa forma (Teorema 1.1). Sejam 7 € [a,b) e x € X. Logo, pelo

Lema 1.29, temos

b
f dlaO]xr,p(0)x=—a@)x = F(x,pX).

O resultado segue pelo Teorema da Convergéncia Uniforme (item (ii) da Proposicdo 1.28).

O

Em [29] (Teorema 4.1.1), podemos encontrar uma versdao do Teorema de Representacdo
de Riesz para o G~ ([a, b], X) em escalas temporais usando integral de Cauchy-Stieltjes. Uma

outra referéncia para esse assunto € [38] (Teorema 2.4.8).






Capitulo

2

EDOs generalizadas

Neste segundo capitulo, apresentaremos as Equacoes Diferencias Ordinédrias Generali-
zadas (EDOs generalizadas) em um espaco de Banach. Iniciaremos relembrando a teoria
bésica de EDOs generalizadas e, também, uma classe particular dessas equacoes, as EDOs
generalizadas lineares. Na sequéncia, veremos a defini¢cao e algumas propriedades do opera-
dor fundamental de uma EDO generalizada linear e, finalizando o capitulo, apresentaremos
alguns resultados novos, tais como uma versdo da férmula de Dirichilet para a integral de
Kurzweil em espaco de Banach e uma férmula da variacdo das constantes mais geral que as

encontradas na literatura (veja [33], por exemplo).

2.1 EDOs generalizadas

Nesta secdo, apresentaremos a defini¢do de uma equacao diferencial ordinéaria genera-
lizada (vamos escrever EDO generalizada ou ainda EDOG) e algumas propriedades de suas
solucoes. Além disso, veremos um teorema de existéncia local e unicidade de solugées para
uma certa classe de EDOs generalizadas. As principais referéncias para esta secdo sao [23],
[24] e [33].

Sejam O c X x Rum aberto e G: O — X uma funcdo, onde X é um espaco de Banach.



44 EDOs generalizadas

Definicao 2.1. Uma fungdo x: [a, f] — X serd dita uma solugdo da equacdo ordindria gene-
ralizada
dx

e =DG(x, 1) (2.1)

no intervalo [a, B] R, se (x(1),t) € Q para todo t € [a, B] e se a igualdade
v
x(v) —x(y) =f DG(x(7), 1) (2.2)
Y

valer para quaisquery, v € [a, B].

A integral do lado direito de (2.2) é no sentido da integral de Kurzweil introduzida no
dx

primeiro capfitulo, Definicdo 1.3. A notacdo (2.1) é apenas simbdlica. O simbolo e nao sig-
T

nifica que a solucdo possui derivada. Vejamos um simples exemplo extraido de [33], pagina

100.

Exemplo 2.2. Ser: [0,1] — R for uma funcdo continua que ndo tem derivada em nenhum

ponto do intervalo 0, 1], entdo podemos tomar G(x, t) = r (t) e, neste caso,

f 2DG(x(T), ) :f ZDr(t) =r(s2) —r(s1).

Pela Definicdo 2.1, x: [0,1] — R definida por x(s) = r(s), s € [0,1] é solugdo da EDO generali-
zada
dx

a7 = DG(x,t) = Dr(1)

e ndo possui derivada em nenhum ponto do intervalo [0, 1].

Sejam —co<a<b<ooe

Q=0x]a,b],

em que O c X é um conjunto aberto (por exemplo, O = B, = {x € X; ||x|| < ¢} para algum

c>0).
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Definicao 2.3. Diremos que uma fungdo G: Q — X pertence a classe F (Q, h), se existir uma

fungdo ndo decrescente h: [a, b] — R tal que
1G(x, 52) = G(x, s1) | < |h(s2) — h(s1)] (2.3)
para quaisquer pares (x, s2), (x,51) € Q e
1G(x, 52) = G(x, 51) = G(y, 82) + G(y, U < 1 x = yll| h(s2) — h(s1)]

para quaisquer pares (x, s2), (x, s1), (¥, $2), (3, $1) € Q.

A seguir, veremos que as solu¢des da EDO generalizada (2.1) serdo funcoes de variacao
limitada, quando G: Q — X pertencer a classe % (€2, h), para alguma funcao h: [a,b] — R
ndo decrescente. Mais geralmente, basta que G: 2 — X satisfaca (2.3). Uma prova desse
fato para X com dimensao finita pode ser encontrada em [33]. A prova para o caso em que

X é um espago de Banach qualquer segue de modo andlogo.
Proposicao 2.4. Suponha que G: Q — X satisfaca a condigcdo (2.3). Se [a,B] < (a,b) e
x: [a, B] — X for uma solugdo da EDO generalizada (2.1), entdo para quaisquer sy, s2 € [a, ]
llx(s2) = x(s) Il = |h(s2) — h(s1)] (2.4)
e, consequentemente,
Vargx < h(B)—h(a) <oco

isto é, x serd de variagdo limitada em |a, B]. Além disso, se h for continua num ponto c € [a, f],

entdo x também serd continua em c.

A seguir, veremos um resultado que descreve as descontinuidades das solucdes da EDO
generalizada (2.1), quando a fun¢do G pertence a classe & ({2, h). Este resultado pode ser

encontrado em [33], Lema 3.12 para o caso em que a dimensao de X é finita. O caso geral
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tem demonstracao analoga.

Lema 2.5. Se x: [a, ] — X for uma solugdo da EDO generalizada (2.1) e G: Q — X satisfizer

a condigdo (2.3), entdo

x(oc+)—x(0) = SE%l+ x(8)—x(0) =Gx(0),0+) — G(x(0),0)
parao € a,p) e

x(o)—x(o-) =x(o) — Sl_i)%l_ x(8) = G(x(0),0) - G(x(0),0-)

parao € (a, Bl, em que

G(x,0+) = Slirgl+ G(x,s), o€la,p)

G(x,0-) = Slirgl_ G(x,s), o€(a,pl.

Observe que os limites laterais G(x,0+), G(x,0-), x(0+) e x(c—) existem em X, pois & é
uma funcdo nado descrescente.

Agora apresentaremos um resultado que garante a existéncia da integral de Kurzweil en-
volvida na definicao de solu¢do da EDO generalizada (2.1). Este resultado pode ser encon-

trado em [1], Lema 2.7.

Lema 2.6. Sejam G: QQ — X uma fungdo que pertence a classe #(Q, h) e x: [a, f] — X uma
fungdo regrada em [a, B] < [0,+00) e suponha que (x(s),s) € Q para todo s € [a, B]. Entdo
a integral ff DG(x(7),t) existe e a fun¢do s — f; DG(x(1),t) € X é de variacdo limitada em

[a, B] (e, portanto, regrada).

O préximo resultado garante a existéncia e unicidade de solugdo para a EDO generali-

zada (2.1) (veja [14], Teorema 2.15).
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Teorema 2.7. Suponha que G: QO — X pertenga a classe & (Q, h), onde a fungdo h é con-
tinua a esquerda. Entdo para todo (X, ty) € Q tal que X, = X+ G(X, tp+) — G(X, tp) satisfaz
(X4, to) € Q, existem A > 0 e uma tinica solugdo x: [y, ty + A] — X da EDO generalizada (2.1)

no intervalo [ty, to + A] satisfazendo x(ty) = X.

Observacao 2.8. A hipdtese de h ser uma fungdo continua a esquerda no Teorema 2.7 implica
que as solugoes da EDO generalizada (2.1) também sdo continuas a esquerda (veja equagdo

(2.4)).

2.2 EDOs generalizadas lineares

Nesta secdo, vamos apresentar a classe das EDOs generalizadas lineares. Veremos que,
sob certas condicdes, podemos garantir existéncia global e unicidade de solucdo. As princi-
pais referéncias para esta secdo sao [6] e [35].

Sejam (X, fy) € X x [a, b], onde X é um espaco de Banach, e L(X) o espago de Banach
dos operadores lineares e limitados em X com a norma usual de operadores. Suponha que
F: X x|a,b] — X sejadada por F(x, t) = A(t)x, com A: [a, b] — L(X) de variacdo limitada em

[a, b]. Além disso, vamos supor que A satisfaca as seguintes condicdes:

(I+[A(t+) = ADD T =[T+ATAD] e LX), tela,b)
(2.5)

I-[A@)-A-)D'=I-A"AWN] ' e LX), te(a,b]

em que [ € L(X) é o operador identidade, A(t+) = lirp+ A(s)e A(t—) = lirP A(s).
s— s—t—

Observacao 2.9. Como A: [a, b] — L(X) é de variagdo limitada em [a, b], os limites laterais

A(r") = lim A(r) e L(X), t€la,b)
r—tt
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A(tT) = rlgltl— A(r)e L(X), te(a,b]

existem, pois A€ BV ([a, b], L(X)) < G(la, bl, L(X)). Entdo, pelo item (iii) doTeorema 1.1, dado

€ >0, os conjuntos
{tela,b);|ACT) - A =€} e {te(a,bl|AM)—-A( )] =€

sao finitos. Portanto, tomando € = 1, existe um conjunto finito {t1, to,..., ty,} < la, b] tal que
IA(tT) — A(D))|l < 1 para todo t € [a,b), t # t;, i =1,...,m, e ||A(t) — A(t7))|| < 1 para todo

te(a,bl, t#t;,i=1,...,m. Logo, os operadores
I+ATAe LX) e I-A"A()eLX)
sdo invertiveis, isto é,

I+AYAM) Y e L(X), telab),t#t,i=1,...,m,

[I-A"ADI P e LX), te(abl, t#t,i=1,...,m.

A observacgdo acima nos diz que, se A: [a, b] — L(X) for um operador de variagdo limi-
tada em [a, b], entdo as condicdes em (2.5) sdo vélidas a menos de uma quantidade finita de

pontos em [a, b].

Agora, considere o seguinte problema de valor inicial para EDO generalizada linear

dx
— = DF(x, t) = D[A()x],
dr (2.6)

x(ty) = X.

Pela Definicdo 2.1, uma funcao x: [a, b] — X serd uma solucdo da EDO generalizada linear
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(2.6) no intervalo [a, b], se

82
x(s2) :x(sl)+f DIA(?)x(7)], 2.7)
$1

para quaisquer sy, s> € [a, b]. Em particular, uma funcao x: [a, b] — X serd uma solucao do

problema de valor inicial (2.6) em [a, b] se

s
x(s)=x+ D[A(t)x(T)], (2.8)
fo

paratodo s € [a, b].
Observe que, pelas propriedades da integral de Kurzweil, a integral do lado direito de
(2.7) é formada por somas de tipo Riemann-Stieltjes, isto é, as somas de Riemann para a

integral [, D[A(#)x(7)] tém a forma
Y [A(t) — A(ti—)]x(14),

0 que nos leva a uma nota¢do mais convencional na forma |, tf) d[A(t)]x(t). Neste caso, a

integral serd chamada de integral de Perron-Stieltjes. Entdo (2.7) se torna

52
x(s2) —x(s1) = f dlA($)]x(s), s1,82€[a,b]
$1
e, similarmente, a equacao (2.8) pode ser reescrita na forma

x(8)=x+ | d[A(M)]x(r), sela,b],
To

com as integrais acima sdo no sentido de Perron-Stieltjes.

Observacao 2.10. Quando a funcio F: X x [a, b] — X tem a forma F(x, t) = A(t)x, com A(t) €

L(X) para todo t € [a, b, a integral de Kurzweil

b b
f DE(x(1), 1) = f DIA(D) x(T)]
a a
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coincide com a integral de Perron-Stieltjes, isto é,

b b b
fDF(x(r),t):f D[A(t)x(r)]:f dlA)]x(2).

Uma referéncia para a integral de Perron-Stieltjes, onde esta integral foi bastante estudada, é

[35].
A prova do lema seguinte segue os passos da prova do Lema 6.1 em [33].
Lema2.11. Sex: [a, b] — X for uma solugdo de (2.6) em [a, b], entdo x € BV ([a, b], X).

O préximo resultado garante a existéncia e unicidade de solucdo para o problema de
valor inicial (2.6) no intervalo [a, b] inteiro. Este resultado é consequéncia do Teorema 2.10

e da ultima observacao do artigo [35].

Teorema 2.12. Se A € BV ([a, b], L(X)) satisfizer (2.5), entdo o problema de valor inicial (2.6)

terd uma tinica solucdo em [a, b]. Além disso, essa solucdo serd de variacao limitada em [a, b].

Observacao 2.13. Se considerarmos A: R — L(X) localmente de variagdo limitada, isto é, A
é de variagdo limitada em todo intervalo fechado de R, juntamente com a hipdtese (2.5), o
teorema anterior garante a existéncia global e unicidade de solucdo para EDOs generalizadas

lineares.

2.3 Operador fundamental

A fim de obter uma férmula da variagdo das constantes para EDOs generalizadas, vamos
definir e enunciar algumas propriedades do operador fundamental para as EDOs generali-
zadas lineares.

Do mesmo modo que a equagao

ﬂ = DI[A(?)x]
dr
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em (2.6), podemos considerer a equacao

d_(D = D[A(})D]
dr ’

em que ® € L(X). Uma solu¢do dessa equacdo no intervalo [a,b] é um operador

®: [a,b] — L(X) tal que
D(s2) =®(81)+f D[A(D)P(7)] =®(81)+f d[A(s)]D(s)

para quaisquer sy, S € [a, b].

Seja®: [a, b] — L(X) dado por

r
D) =D(ty)+ | d[A(S)]D(s), tela,bl. (2.9)

Ip

Pelo Teorema 2.12, se o operador @ definido por (2.9) for de variacdo limitada em [a, b] e
satisfizer (2.5), entdo @ serd unicamente determinado. Além disso, se (2.9) for satisfeita para

todo ¢ € [a, b], entdo ®: [a, b] — L(X) serd uma solucao da EDO generalizada

d_CD = D[A(?)D]
dr '

Agora, vamos definir o operador fundamental para EDOs generalizadas lineares. Veja
Teorema 6.13 em [33]. Reproduzimos a prova aqui, agora para o caso de X ter dimensao

infinita.

Teorema 2.14. Suponha que A € BV ([a, b], L(X)) satisfaca (2.5). Entdo existe um tinico ope-

rador U: [a, b] x [a,b] — L(X), chamado operador fundamental, tal que
t
U(t,s) = I+f dlA(r)U(r,s) (2.10)
S

para quaisquer t, s € [a, b], onde I denota o operador identidade em L(X). Além disso, para
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todo s € [a, b] fixado, U(-, s) serd um operador de variagdo limitada em [a, b].
Demonstragdo. A demonstracao desse resultado segue os passos da prova do Teorema 6.13
em [33]. Dado s € [a, b], U(-,s) é uma solucao de

t
o) =1+ f ALA()]O(r)

e, pelo Teorema 2.12, esta solucao existe e é de variacado limitada em [a, b], paratodo s € [a, b]

fixado. O

O préximo resultado relaciona o operador fundamental da EDO generalizada com a so-
lucao do problema de valor inicial correspondente. O caso em que dim X < oo pode ser

encontrado em [33], Teorema 6.14.

Teorema 2.15. Suponha que A€ BV ([a, b, L(X)) satisfaca (2.5). Entdo, para todo s € [a, b], a

tinica solugdo x: [a, b] — X do problema de valor inicial

dx
— = D[A(#)x],
dz 2.11)
x(s)=xe X,
é dada pela relacdo
x()=U(t,s)X, te]a,b], (2.12)

emqueU: |a,b] x [a, b] — L(X) é o operador fundamental dado pelo Teorema 2.14.

Demonstragdo. Pelo Teorema 2.14, a funcao x: [a, b] — X dada por (2.12) é de variacao limi-
tada em [a, b]. Portanto, para todo ¢ € [a, b], a integral fstd [A(r)]x(r) existe (Teorema 1.13) e

vale

r ¢
f d[A(r)]x(r):f dl[ANU(r,s)Xx=[U(t,s)— 11X = x(1) - X.

Isto significa que x é uma solucdo do problema de valor inicial (2.11) e esta solu¢do é unica-

mente determinada pelo Teorema 2.12. O
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Veremos, a seguir, um teorema com algumas propriedades do operador fundamental U

dado por (2.10). A prova desse resultado segue os passos da prova do Teorema 6.15 em [33].

Teorema 2.16. Suponha que A € BV ([a, b], L(X)) satisfaga (2.5). Entdo o operador funda-

mental U: [a, b] x [a, b] — L(X), dado por (2.10), satisfaz as seguintes propriedades:

(i) U(t,t) =1, paratodo t € [a,b];

(i) Existe uma constante M > 0 tal que

1U(, )l =M, t,s€a,bl,
varbU(t,") < M, t€ [a, D),

varbU(.,s) < M, s € [a, ];

{ii) U(t,s)=U(t,r)U(r,s), para quaisquer t,1, s,€ [a, b];

(iv) [U(t,9)]7' € L(X) existee [U(t,s)]! = U(s, t), para quaisquer t, s € [a, b);

(v) Valem as igualdades:

U(t+,s)=[I+AT AUt s),

Ult—,s)=[I-A"ANIU(t, s),

U(t,s+)=U(t,s)[I+AT A,

U(t,s—)=U(t,s)[I- A~ A(D] 7Y,

para quaisquer t, s € [a, b].

Demonstragdo. A propriedade (i) segue direto da definicao do operador fundamental. Va-

mos provar a propriedade (ii).
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Sejam s, t € [a, b] fixados tais que a < s < t < b. Para todo r € [s, b] defina

A(s), r=s,
Ar) =

A(r7), ref(sbl.

Como U(:,s) € BV([a, b], L(X)) (Teorema 2.14), valem as igualdades

t t
fd[A(r)]U(r,s):f dIAMIU(r,s) + [A(t) = AUNU (L, 5)

t
:f dIA(MU(r, )+ A A UL, s),
paratodo t € (s, b]. Logo,
t t R
Ul(t,s) = I+f dlA(NU(r,s) = I+f d[ANU(r,s) + A" A(HU(¢t, s)

e, assim,

t
[I-A"AD]U(L,s) = I+f dlA(MIU(r, s).

Portanto

t
Ut,s)=[I-A"A@)]! (I+f dlA(NU(r, s))

e, pela Proposicao 1.12,
1 ! N
N, )l <III-A"A@D] | (1 +f dvar{ AlllU(r, S)II),
S
paratodo t € (s, b].
Como A satisfaz (2.5), existe uma constante C > 0 tal que
t ~
UG, sl <C+ Cf divar! AU, 91,
S

para todo ¢ € (s,b]. Como A é uma funcio continua 2 esquerda em (s, b], a funcéo Vargﬁ
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também é continua a esquerda em (s, b]. Portanto, pelo Teorema 1.11 (desigualdade do tipo
Gronwall), obtemos

ta b
IU(t, s)|| < CeCV¥sA < CeCVaal .= My,

para quaisquer s, t € [a, b], com s < t.

Se s, t € [a, b] forem tais que a < f < s, entdo para todo r € [a, s] definimos

A(s), r=s,
A(r) =

A(rY), rela,s).
De maneira andloga, podemos concluir que
1T, )]l < CeCvaA,
para quaisquer s, t € [a, b] com t < s. Finalmente,
UL, s)ll <M, s,tela,b].
Usando a estimativa obtida acima e a Proposicao 1.12, obtemos
15

dlA(NIU(r, )

5]

1U(t2,8) = U(ty, )|l = < MlvarZA

e, portanto,

varZU(.,s) < Myvarl A := My,

paratodo s € [a, b].

Se a < s < sy, < b, entdo

t t
U(t,sz)—U(t,sl):f dlAMIU(r,s2) = | dlAMIU(r, $1)

$1

t ) t
=f d[A(r)]U(r,sz)—f d[A(r)]U(r,Sl)—f dlA(N]U(r, s1)
S S1 S$2
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S2 t
= —f d[A(r)]U(r,sl)+f d[AMWU(r,s2) = U(r, $1)),
S1 2
isto é, a fungao S: [a, b] — L(X), definida por S(¢) = U(t, s2) — U(t, s1), com ¢ € [a, b], satisfaz

a equacao

ax
— = D[A(p)X],
drt

com condicao inicial X(s) = — fsslz d[A(r)]U(r, s1). Entdo, pelo Teorema 2.15, temos
$2
S)=U(t,s2)-U(t,51)=-U(s, Sz)f dlA(NIU(r, 51),
s1
paratodo € [a, b]. Logo,
IU(t,s2) = U, sl < | U2, sp) | Myvar A < Myvarg A

e, portanto,

VarZU(t, )< vaargA = Ms,

paratodo ¢ € [a, b]. Tomando M = max{M,, M,, M3}, concluimos a prova da propriedade (ii).

Pela definicao do operador fundamental U, é facil ver que
t
ut,s)=Ul(rs) +f dl[A(NU(r,s),
r
para quaiquer t, s, 7 € [a, b] e, portanto, pelo Teorema 2.15, concluimos que
ult,s)=U(t,nU(r,s),

para quaisquer t, s, r € [a, b], isto é, a propriedade (iii) vale.

A propriedade (iv) segue direto da relacao

ut,s)Us,t)=U(t,t)=1, t,sela,bl.
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A propriedade (v) é consequéncia do Teorema 1.9. O

2.4 Foérmula da variacao das constantes

Para finalizar o capitulo, vamos apresentar uma féormula da variacao das constantes para
EDOs generalizadas lineares perturbadas por funcoes que dependem do tempo e do estado.
Iniciamos a secao apresentando dois lemas auxiliares para se obter uma féormula do tipo
Dirichilet que, por sua vez, serd ttil na obtencao da férmula da variagdo das constantes. Os

resultados presentes nessa se¢do sdo novos e podem ser encontrados em [6].

Lema 2.17. Sejam ty € [a,b] e U: [a,b] x [a,b] — L(X) o operador fundamental dado por

(2.10) no Teorema 2.14. Entdo, se ¢ € G([a, b], X), a func¢do §: [a,b] — X dada por

Q)= d;U(r,9)le(s)

fo

serd regrada.

Demonstragdo. Sejam 1 € [a, b] e ¢ € G([a, b], X) fixados. Considere r € [fy, b) e seja r,, uma
sequéncia em [a, b] tal que r,, \\ 1, isto é, r, =, ne€ N e {r,} converge para r. Pelo Teorema
2.16, lim,,_.o, U(rp, s) = U(r+, s) existe, para todo s € [a, b], e existe uma constante M > 0 tal
que VarZU (rn,) < M, para todo n € N. Entao, pelo Teorema da Escolha de Helly ([21], Teo-
remal.5.8), U(r+,-) € BV([a, b], L(X)) e, portanto, a integral ft(r) ds[U(r+, s)l@(s) tem sentido.

Defina U(o, s) = U(a, s), paraa<s<o<bh,e U(o,s) =0 paraa<o<s<b. E facil ver
que a funcdo U tem as mesmas propriedades da funcéo U e, além disso, U(c+,s) = U(o+, 5)

paraasssasbeU(a+,s)z0paraa$a<ssb. Entao

b r
dslUm, ) ) = | dslUT9)] @) + | im U(r,$) = U1 1)

[0 [0 S—r

1im+ U(r,s)-U(r, r)](p(r)-

S—r

=)+ |
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Pela propriedade (v) no Teorema 2.16, o limite

lim lim+ U(rp,s)—U(rp, ) | @(ry)

n—ool g— T

existe e, pelo Teorema da Convergénca Uniforme (Teorema 1.14), é claro que

b
lim | ds(U(ry,s)—Ur+,5)]e(s) =0.

n—oo to

Entao, o limite lateral a direita lim;_.,+ ¢(s) existe, para todo r € [f, t). Similarmente po-
demos provar que o limite lateral a esquerda lim;_.,- {(s) existe, para todo r € (f, t]. Por-
tanto, a funcdo @: [a,b] — X, dada por @(r) = ft(r) ds[U(r, s)]p(s), é regrada para toda ¢ €
G(la, b], X). O

Lema 2.18. Sejam fy,t € [a,b], ty <t e K € BV([a,b],L(X)). SeU: [a,b] x [a,b] — L(X) for
o operador fundamental dado por (2.10) no Teorema 2.14, entdo a funcao U: [to, t] — L(X)
definida por

t
U(s) = f d, (KU (r,s)

serd de variacdo limitada em [t, t].

Demonstragdo. Primeiramente, note que a propriedade (ii) no Teorema 2.16 e o fato que

K e BV([a,b], L(X)) implicam que a funcao U estd bem definida (Teorema 1.13).

Seja U(o,s) = U(o,s) paraa<s<o<beU(o,s) =0paraa <o <s<b. Efcil ver
que a funcio U tem as mesmas propriedades que a fungio U e que, para todo o € [a, b],

VarZ(UU) <vary(U%) + |Ua(0) |, em que Up(0) = U(o,0). Além disso, para todo s € [, t],

t

t
dIK(N1U(r,s) =[ dlK(r)]U(r,s)+[K(s)— lim K(r)]Ua(s)
fo s r—s

=U(s) +[K(s) = im K(r)]Ua(s).
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Seja D = (a;), j =1,...,|D|, uma divisao de [f, t]. Entdo

|D|
Z |Ua)-0a;- 1)||<Z H d[K(r) (Oa)-Ta;-)|

|D|
+Z [ISCHERY: lim K(nlUsta)) = [Klaj-1) =, lim K(MIUs(a- |
D N
<vary (K) sup Y |U(ra)-Uraj1)
re[to,t]jzl
|D|
+ Z [ICHE lim K()|Usa)) - Ustay- D)

|D|
+Z H[K(a])— hm K(r) = K(@j-)+ hm ' KOUs (@) 1)H

|D|
<var} (K) sup var, U(r,)+2 sup Kl Y 1Ua(a;)—Uas(aj-1)l
relt,t] relt,tl j=1
|D| |D|
+ sup IIUA(r)II(ZIIK(a] — K(atj- 1)||+ZH hm K- hm K(r)H)

re(ty,t]

<varj (K) sup (vary U(r,) +|Ua(r))+2 sup [K(r)|lvar; (Ua)

refty,t] refty,t]

+2 sup |Ua(r)llvary (K)

re(fy, 1]

=var; (K) sup (varj U(r,)) +3|Ux(n))+2 sup [IK(r)|vary (Un).

re(fo,t] relto,t]

Portanto U € BV ([ty, t], L(X)) e a prova estd completa. O

Observacao 2.19. Os dois lemas acima generalizam os Lemas 2.10 e 2.12 em [38] respecti-
vamente, no seguinte sentido: enquanto em [38] o intervalo de integragdo é fixado, aqui este
intervalo varia, tornando os cdlculos mais dificeis de se obter. De fato, as demonstragoes dos
Lemas 2.17 e 2.18 vistas aqui sdo mais complicadas do que as demonstracoes dos Lemas 2.10

e2.12de [38].

O préximo lema nos d4 uma fé6rmula do tipo Dirichilet para fun¢ées regradas em espaco
de Banach e serd ttil para provar uma férmula da variagdo das constantes para EDOs ge-

neralizadas. Este lema generaliza o Lema 6.16 de [33], o qual lida com funcdes de variacdo
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limitada em R”. A técnica que vamos utilizar aqui é diferente da usada em [33]. Primeiro,
calculamos as integrais de funcdes caracteristicas e, depois, aplicamos um teorema de con-
vergéncia uniforme. Em [33], o autor usa um teorema do tipo Tonelli. Em [38], também
temos um resultado similar (veja [38], Teorema 2.13), mas pelas mesmas razoes apresenta-
das na tltima observacao, o resultado presente aqui é mais geral.

Lema 2.20. Sejam A,K € BV ([a, b], L(X)) e suponha que A satisfaga (2.5). Entdo, seU: |a, b] x

[a, b] — L(X) for o operador fundamental dado por (2.10) no Teorema 2.14, a igualdade

t r t t t
d[K(r)]( ds[U(r,S)]<p(S))= d[K(S)JqD(SHf ds[f d,[K(nU(r,s)|p(s) (2.13)
to S

N to fo

valerd para todo ty, t € [a, bl e € G([a, b], X).

Demonstragdo. Primeiramente, vamos supor que f, t € [a, b], com fy < t.
Observe que, pelos Lemas 2.17 e 2.18, todas as integrais envolvidas em (2.13) estdo bem
definidas.

Sejam (a, P) € [1y, t] e xp € X fixados. Pelo Lema 1.16, temos

0, h<r<a;

.
ds[U(1, 91X (a,p) ()Xo =1 Xo— lim U(r,s)xo, a<r<p;

to s—at

lim U(r,s)xo— lim U(r,8)xg, Pp<r<t.
s—p~ s—at
Entao,

t r
AKW( | AU 91k (%)

t N
= lim (hrg K(8)xg— K(c)xp+ hm [K(B) — K($)]U (B, s)xo
c—at \s—
+f/5 d[K(r)](li%l U(r,s)x0)+f d[K()](- lim U(r,s)xo)) (2.14)
s—p~ c s—at

= hm K(8)xo— hm K(8)xo + hm [K(B) — K()]U(B, s)xo

t
f d[K(r)] (hm U(r, s)xp) — hm d[K(m)U(r, s)xg.

s—at S
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Por outro lado,
t
f d[K(8)]X(a,p ($)Xo = lim K(s)xo— lim K(s)xo (2.15)
% s—p~ s—at

e, usando o Teorema 1.9, obtemos

t t
f di| f dr KU, 9] Xiap(5)%

t
11m d [K(NOIU(r, $)xo — hm d [K(N)1U(r, $)xo

s—at

(2.16)

lim [K(B) = K()IU(B, ) xo + dr[K(r)]( 11%1 U(r, $)xo)
L 5 iy

- hm d [K(r)]U(r, s)xo.

s—at

Portanto, comparando as igualdades (2.14), (2.15) e (2.16), aigualdade (2.13) vale para ¢(s) =

X(a,p) (8)Xo.
Seja x; € X e suponha #, <y < t. Usando as mesmas idéias acima, teremos

0, h=r<y,

.
ds[U(r, )]y (9)x1 =4 X1 _slif?- Uy, s)xi, r=vy;

fo

hm Ul(r,s)x; — hm U(r,s)x, y<r<st
s=y*

t r
AK( | dsU9xim (9]

To To

Y r t r
aik( [ atue i en)+ [ akol( [ dive s en)
t t Y

fo

t
sligl,[K(y)—K(S)](xl—U(% S)xl)_f dlK(n](lim U(r, 5)x1)
2.17)
+ lim ( d[K(r)]( lim U(r,0)x1) + [K(s) - K(y)]xl)

s—yt g—y*

= 11m K(s)x;— hm K(s)x; — hm [K(y) = K($)]U(y, s)x1
s=y*

+ lim d[K(r)]U(r,s)xl—f d[K(r)](ligl U(r, s)x1)
s—yt s Y =
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Para o lado direito de (2.13), obtemos

t
dIK($)]xy(s)x; = lim K(s)x; — lir}rlg K(8)x; (2.18)
s—yt s—

To

t t
f dq| f AIKENU(5)| i ()2
t S

t t
= lim+ d[K(r)]U(r,s)xl—SEmf dlK(nU(r,s)x;
s s 2.19)

t
—tim [ AU ) — f dIKI(lim U, 5)x1)
Y =

s=y*Js

- Sl_igl} [K(y) = K(s)1U(y, $)x;.

Novamente, comparando as igualdades (2.17), (2.18) e (2.19), a igualdade (2.13) vale para
@ () = X3 (s)x1. Analogamente, podemos provar a igualdade (2.13) para os casos y = fy €
y="t.

Agora, sejam ¢ € G([1, t], X) e ¢, uma sequéncia de funcdes escadas que converge uni-

formemente para ¢ em [, t], isto é

lim sup ll@,(s)—@(s)lx.

=00 se (15, 1]

Como ¢, é uma funcao escada para todo n € N, aigualdade (2.13) vale para todo n € N. Pelo
Teorema da Convergéncia Uniforme para a integral de Perron (Teorema 1.14), (2.13) também

vale para ¢, o que conclui a demonstracao. O

Corolario 2.21. Suponha que A€ BV ([a, b], L(X)) satisfaca (2.5). Entdo, seU: |a, b] x [a, b] —

L(X) for o operador fundamental dado por (2.10) no Teorema 2.14, a igualdade

t r t t
A | alUae®)= | diAs)e® + | dlUE e

fo fo To To

valerd para quaisquer ty, t € [a, b] e p € G([a, b], X).
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Demonstracdo. Considere K = Ano Lema 2.20. Entao

t r t t t
aami( [ ave9ipe)= [ dasiew + [ d] [ diamueses
t S

To To To

e, por (2.10),

t r t t
AN | dlUGe®)= | diAs)e® + | dlUE e

fo fo To To

para quaisquer f, t € [a, b] e ¢ € G([a, b], X). O

Agora, vamos apresentar uma férmula da variacao das constantes para EDOs generaliza-
das lineares perturbadas por funcdes ndo necessariamente autonomas e nao lineares. Este
resultado é novo e generaliza o Teorema 6.17 de [33] (veja também [36], Teorema 3.4), cuja
EDO generalizada envolvida é constituida de uma parte linear mais uma perturbacao auto-

noma. A referéncia para esse resultado € [6].

Teorema 2.22. Sejam A€ BV ([a,b],L(X)) e F: X x [a,b] — L(X). Se la, Bl < [a, b], 1 € |a, B]

ex e G([a, Bl, X) for uma solugdo do problema de valor inicial

dx
— = D[A(D)x + F(x, D],

ar (2.20)
X(t()) = :xvr
entdao x pOderd ser escrita como
t t o
x()=U(t,10)X+ | DF(x(1),8)— | dslU(t,0)] ( DF(X(T),S)), tela, pl, (2.21)
N to N

emqueU: [a,b] x [a,b] — L(X) é o operador fundamental dado por (2.10).

Demonstragdo. Sejam x € G([a, f], X) uma solucao de (2.20) e fy, ¢ € [, f] tal que £ = . O

caso em que t < ty pode ser provado de maneira anéloga.
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Defina (o) = f;; DF(x(1),s), parao € [fy, t]. Por (2.21) e (2.10), temos

t t t r
d[A(r)]x(r) dl[A(NNU(r, tp) X + d[A(r)][ DF(x(T),S)]

fo To To fo

t r g
- d[A(r)]( da[U(r,U)][ DF(X(T),S)D

fo fo lo

t t r
[U(t,t0) - 11X+ | dIAN]@(r) - d[A(r)]( da[U(r,G)kp(O))-

fo o N
e, pelo Coroldrio 2.21,

t t
dlA(N)]x(r) Ut t0)x—x— | dslU(t,0)]¢(0)

To fo

(2.22)

t
x()—=xX— | DF(x(1),9)
fo

uma vez que ¢ é regrada. Isto conclui a prova, pois (2.22) significa que x, dada por (2.21), é

uma solucao de (2.20). O



Capitulo

3

EDFs no contexto de EDOs generalizadas

O objetivo desse capitulo é estabelecer uma correspondéncia entre as solucdes de uma
equacao diferencial funcional linear (EDF linear) e as solucdes de uma equacao diferencial
ordindria generalizada linear (EDO generalizada linear). Iniciaremos apresentando a cons-
trucdo da EDO generalizada linear a partir de uma EDF linear dada.

Recordamos que G([a, b],R") denota o espaco de Banach das func¢des regradas do in-
tervalo fechado [a, b] no espaco euclidiano R”, equipado com a norma usual do supremo.
Denote por | -| qualquer norma em R”.

Sejam r,0 >0 e fy € R. Dada uma funcdo y: R — R", seja y;: [-r,0] — R" definida por

ye@)=yt+0), 0¢€[-r0],

para cada t € R. E claro que, se y € G([ty — 1, tp + 0],R"), entdo y; € G([-r,0],R") para todo
L€ [ty, to +O].
Agora, vamos considerar o seguinte problema de valor inicial para uma equagao diferen-

cial funcional linear

y=2y:
(3.1

Vio =,
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em que ¢ € G([-r,0],R™) e Z(1): G([-r,0],R") — R" é linear e limitada para todo ¢ € [, tp +
o], isto é, Z(t) € L(G([-1,0],R™),R") para todo t € [fy, tp + T].
Iremos mostrar que uma equacao diferencial funcional da forma (3.1) pode ser transfor-

mada em um equagao diferencial ordinaria generalizada da forma

dx

— = D[A(f)x],

dr (3.2)
X(t()) = kvr

em que A: [ty, to+0] — L(G([ty—T1, to+0],R™)), X € G([ty—T, tp+0],R™), e cuja solugdo x toma
valores em um subespaco de G([ty—r, ty+0o],R"). Para esse propésito, vamos introduzir duas

condicoes que a funcao £ deve satisfazer:

(A) Para todo y € G([tp — 1, tp + 0],R"), a aplicacdo t — Z(1)y; é Kurzweil integravel em

[to, Io + O],

(B) Existe uma funcao Lesbesgue integravel M: [ty —r, fp + o] — R tal que

f C L) (s — 29)ds

2
< f M)l ys — zsllds
NI

para quaisquer sy, 2 € [ty — 1, g+ 0l e y,z€ G([fy, tp + 0], R™).

Observacio 3.1. A condigdo (B) vale na seguinte situagdo particular. Sejan: R xR — L(R")
uma fungdo tal quen(t,-) é continua a esquerda e de variagdo limitada em [—r,0] para todo t

fixado. Suponha que M(t) = Vargrn(t, -) é Lebesgue integrdvel em [ty — 1, o + O] e seja

0
LWy =| doln(t,N)ly(0). (3.3)

Pelo Teorema 1.13, a integral de Perron-Stieltjes do lado direito de (3.3) existe para todo t €

[to, to + O]. Note que, se t € [ty, ty + 0] ey € G([-1,0],R™), entdo

0
|$(t)w|:‘ don(t,) ]y (0)| <var’ n(t, )yl = M|y
-r
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e isso, juntamente com a condigdo (A), implica (B).

Observacdo 3.2. Se considerarmos o espago G* ([—r,0],R") das funcdes regradas e continuas
a direita de [-1,0] em R", entdo o Teorema de Representagdo de Riesz visto no primeiro capi-
tulo (Teorema 1.30) nos dard uma representacdo, com a mesma forma de (3.3), para a funcgéo

Z(t): G([-r,0],R") - R", com t € [ty, ty + T].

Seguindo os mesmos passos de [14], para y € G([to — 1, tp + 0],R™) e t € [£y, tp + 0], defina

0, h-r<d=<1i
Fiy,0@) =1 [L2(s)yds, t<dststy+o, (3.4)

ftf)jf(s)ysds, fh<st<9<ty+o.

Para quaisquer y € G([to — 1, o + 0],R™) e t € [ty, th + 0] podemos observar, olhando para

(3.4), que F(y, t) define uma funcao continua em [fy — 1, fp + O], isto é,
F(y,t) e C([to—r1, 1y +0],R").

Isto significa que, para todo f € [fy, fp+ 0] fixado, um operador agindo em G([ty—r1, fo+0],R")

esta definido. Formalmente, temos
F(,0): G([to—r1,to+0],R") = G([to—r1, o + 0], R™).

Olhando para (3.4) podemos observar, também, que F(y, t) é linear na primeira variavel, isto

<,

Flayi1+By2 t) =aF(y1,t) + BF(y2, 1)

para quaisquer t € [ty, fo+ 0], a,FER e y1,y2 € G([ty — 1, tp + 0], R™). Este fato segue da linea-

ridade da integral e do operador £ (t), com t € [fy, tp + T].
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Reescrevendo F em uma forma mais convencional, F(y, t) = A(f)y, teremos

0, to—rSﬁS fo
[AOYI@D) =8 [ L($)ysds, tysdststy+o, (3.5)

ftgfﬁ(s)ysds, h<t<9<ty+o.

em que, para todo f € [fy, o+ o] fixado, A(?): G([typ—r1, to+0],R™") — G([tp— 1, tp+0],R™) é um

operador linear.

Considere a norma

A yl= sup |F(y 0@

Yelty—r,tp+0]

Pela definicao (3.4) do operador F e pelas condicoes (A) e (B), a estimativa

t
<lyl | M(s)ds.

fo

t
ZL(s)ysds

fo

IF(y, D) =

é valida, para quaisquer t € [ty, to+ o], D€ [ty—r1,ty+0l e ye G([ty — 1, th + o], R™). Entdo
t
IA@Dyl <yl | M(s)ds
fo
e, portanto, o operador linear A(#) é limitado para todo ¢ € [f, ty + 0], e assim, a aplicacdo

A: [ty, to+ 0] — L(G([to — 1, to + 0],R™)

satisfaz a estimativa

t
AN LG (1—r, 10 +01,R™)) Sft M(s)ds.
0

Além disso, se y € G([tp—r1, to+0],R"™) e ty < 51 < $» < fp + 0, entdo (3.5) e as condi¢oes (A)

e (B) implicam que
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I[A(s2) — A(sD1yl

sup  [[A(s2)y1(9) — [A(s) y1(D)]

196[[0—7‘,[()+U]

sup [[A(s2)y](0) - [A(s1) y1(D)]

J€[s1,52]

sup
J€[s1,52]

$2
M(s)dsllyll.

$1

9
f L(s)ysds
$1

IA

Portanto,

2
| A(s2) — A(SDII LG ty—r,10+01,RP)) Sf M(s)ds (3.6)
$1

para quaisquer sy, S € [y, to + 0], $1 < s2. Disso, concluimos que
A: [ty to+0] — L(G([to— 1, o + 0], R™)

é de variacao limitada em [#y, fp + 0] e

toto
Varigff(A) < M(s)ds.

to—r
Mais ainda, (3.6) implica que A: [ty, fo+0] — L(G([ty—T1, th+0],R™)) é continua em [ty, to+0].

A construcao do operator A(¢) definido por (3.5) é baseada nas ideias presentes em [31] e
[22] e nos resultados apresentados em [13] e [14] que relacionam problemas de valor inicial
para EDFs, em particular, problemas lineares do tipo (3.1), com uma classe de EDOs gene-
ralizadas em espaco de Banach. Vamos, no que segue, descrever esta conexao com mais

detalhes.

Dado ¢ € G([-r,0],R™), defina

~ G (0 - 1o), to—r<9=<1,
x(19)(9) = X(9) = 57

¢0) =x(1p)(fo), fo<I=<t+o.

E facil ver que X € G([fy — 1, fp + 0],R"™) e essa funcdo é construida a partir da condicao inicial
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do problema (3.1).
A EDO generalizada associada ao problema (3.1) € linear e tem a forma de (3.2) com

espaco de fase G([ty — r, fp + 0],R"). A forma integral do problema (3.2) é dada por

x(v)=X+| DIAMDx@] =X+ | dlAS)]x(s)

fo To

em que v € [fp— 1, fp + 0] e a ultima integral é no sentido de Perron-Stieltjes. Por (3.6), o ope-
rador A em (3.2) satisfaz as hip6teses do Teorema 2.12 e, portanto, temos existéncia global e
unicidade de solu¢do para o problema de valor incial (3.2).

Antes de apresentar a correspondéncia entre as solu¢des da EDF linear do tipo (3.1) e as
solucdes de uma certa classe de EDOs generalizadas lineares do tipo (3.2), vamos enunciar

um resultado importante que pode ser encontrado em [14], Lema 3.3.
Lema3.3. Sejax: [ty, to+0] — G([to—T, th+0]1,R") asolugdo da EDO generalizada linear (3.2)

no intervalo [ty, to + o). Se v € [ty, ty + 0], entdo

x()@)=x)(v), 9=v,9€(ty—r, 1ty +0]

x()@D) =xNWD), v=9,9€(ty—r,ty+0].

Os préximos dois teoremas relacionam as solucdes da EDF linear (3.1) e da EDO genera-

lizada linear (3.2).

Teorema 3.4. Sejay: [ty—r1, to+0] — R" asolucdo da EDF linear (3.1) no intervalo [ty, ty+0].

Dado t € [y, ty + 0], defina

y@), 9elto—r1]
x(W) = (3.8)

y), JYelt, top+0l.

Entdo x: [ty, th+0] — G([ty—r1, th+0],R") definida acima é solugdo da EDO generalizada (3.2)
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no intervalo [ty, to + 0], com condigdo inicial x(ty) = X dada por (3.7).
Demonstragdo. Pela Definicao 2.1, precisamos mostrar que, para todo t € [ty — 1, ty + 7],

t
x(t)—x(tp) = | d[A(s)]x(s).

fo

Sejam € > 0 arbitrério e ¢ > 7y fixado. Pela continuidade de y no intervalo [, f] (pois
a integral indefinida de uma funcao Perron integravel é continua, veja Observacao 1.10),

podemos tomar um calibre § em [y, t] tal que, para toda divisdo J-fina D = (7, si) de [y, ],
ly(e)—y@l<e, peltTr+6(p), k=1,...,m.

Logo, se D = (1, Sx) for uma divisdo §-fina de [, f], entdo (3.8) implicara

0, 19€[t0—r,8k_1],
Lx(se) = x(sk-01@) =4 [ L(s)yeds, D€ sy, s,

[k L(s)ysds, D€ sk, by+0T].

Sk-1

e, por (3.5), teremos

0, € lto—1,Sk-1],
[AGsx(Te) = Alsk-Dx @) =1 [7 L(s)(x(x))ds, € lse1, k],

S L) (xpgds, De sy to+0).

Portanto,
[x(sk) — x(sk-1)1(0) — [A(sg) x(T k) — Alsg-1) X(T )] (D)
0, € [to—r1,Sk-11,
=1 O LS ys-x@ds, 9€lseo, sk,

[E L) (ys—x(t)g)ds, O€lsg to+0].

Sk-1
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e, tomando a norma do supremo, obtemos

I [x(sk) — x(Sk—1)] — [A(sK) X (Tx) — A(Sp—1) x(T )]l

= sup |[x(sg) = x(sp—D]) = [A(sp) x(Tr) — A(Sk—1) X(T )1 (D)]

Yelty—r,tp+0]

9
f L) (ys—x(Tr)g)ds|.
Sk-1

= sup
f)E[Sk,l,Sk]

Note que, se s < Tk, entao x(7x)s = ys €, consequentemente,

? O’ De [Sk—lka])
[ 20w xads=
! fgcff(s)(ys—x(m)s)ds, D€ [Tk, Skl

Entdo, pela condicao (B), temos

9 9 Sk
f L) (ys—x(Tr)g)ds 5f M(s)llys—x(rk)sIIdSSf M) lys—x(Tr)slds.
Tk Tk Tk

Se s € [Tk, Sl, entdao

yis+9) =y:(D), s+I=<tg,
xT)s@) =xT)(s+9) =

v(Tr), Tr<s+40.

Portanto, pela definicao do calibre 9, temos

lys—x(@)sll= sup |y(p)-y@El<e

PE[T Skl

Sk Sk
f M(S)”J/s_x(Tk)s”dSS(’:f M(s)ds.
Tk Tk

Logo,
t
<e| M(s)ds.
To

x(1) = x(tp) — Y [A(sp) x(Tk) — A(sg—1)x(T1)]
k=1
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Finalmente, como € > 0 é arbitrario, obtemos

t
x(1)—x(f) = | d[A(S)]x(s)

fo

para todo t = fy, 0 que conclui da prova. O

Observacao 3.5. Em [14] (veja Teoremas 3.4 e 3.5) uma correspondéncia entre EDFs (ndo ne-
cessariamente lineares) e EDOs generalizadas é apresentada. Em particular, EDFs lineares
podem ser vistas como EDOS generalizadas. Mas o Teorema 3.4 que acabamos de ver garante
mais do que isso: que EDFs lineares podem ser tratadas como EDOs generalizadas lineares.
Tal resultado é novo e pode ser encontrado em [6]. Por outro lado, como um caso particular do
Teorema 3.5 de [14], uma solugédo de uma EDO generalizada linear pode ser vista como uma
solugdo de uma EDE Veremos a seguir que, na verdade, uma solugdo de uma EDO generali-

zada linear pode ser relacionada com uma solugdo de uma EDF linear.

O proximo resultado é um caso particular da Proposicao 4.2 de [30]. A prova sera repetida
aqui parareforcar as técnicas utilizadas nas demonstragoes dos resultados de correspondén-

cia de solucoes de EDFs e EDOs generalizadas.

Teorema 3.6. Seja x: [ty, ty + 0] — G([ty — 1, tp + 0],R™) uma solugdo da EDO generalizada
linear (3.2) no intervalo [ty, ty + 0], com condig¢ao inicial x(ty) = X dada por (3.7). Para todo

delty—r, ty+0l, defina

x(th)(D), tH—-r<I=<g
y@) = 3.9)
x(NWO), th=sI<t+o.

Entao y: [ty—r1, ty + 0] — R" serd solugdo da EDF linear (3.1) no intervalo [ty — 1, tp + O].

Demonstragdo. Primeiramente, observe que y;, = ¢, por (3.7) e (3.9). Resta-nos provar que

9
Yy =yt) =] ZL($)ysds

To
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paratodo 9 € [ty, th + T].

Seja J € [1y, tp + o] fixado. Pela definicdo de y e pelo Lema 3.3, temos

9
y(@) = y(to) = x(9)(9) — x(0) (to) = x(9)(I) — x(£p) (I) = ( d[A(S)]X(S))(ﬁ)- (3.10)

fo
Seja e > 0 fixado. Como x: [ty, th + 0] — G([ty — 1, tp + 0],R™) é uma funcao regrada, existe
uma sequéncia em [fy, 9], o <...< t, =9, tal que [|x(t) — x(s)|| <€, sempre que fx_1 < t,5<

e, k=1,...,m.

Pela definicdo da integral de Perron-Stieltjes, f tf d[A(s)]x(s), seja 6 um calibre em [#, J]
tal que

U — Tk—1

6(T)<min{ ,kzl,...,m}, T € [t, by,

6(7:) < mln{|T - tkl) |T - tk—llr TE [tk—l! tk]r k = 17---ym}r

e, além disso,
|D| 9
| X tawoxo - Atsenx) - f dIAE)1x()| <e, (3.11)
k=1 to

para toda divisao d-fina D = (7, si) de [£p,I].

Esta escolha de 6 garante que se D = (7, sx) for uma disivao 6-fina de [fy, J], entdo cada
subintervalo [sx_1, Sg] conterd no méaximo um dos pontos f,..., I;; €, neste caso, fj sera a
marca correspondente deste intervalo. Mais ainda, pela continuidade da integral indefinida

de Perron, podemos considerar, também, que

tk+5(tk) €
M(s - x(t)sllds< ——, k=0,...,m.
ftk )1y = x(t0)llds < 5——

Se D = (1, sg) for uma divisao 0-fina de [f, J], entdo, por (3.10) e (3.11), teremos

9 9 9
YO -yt~ | Z@ysds|=|( | dlasIx@)@) - | Zs)y.ds]

To To To
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|D| 9

<e+| Y IAGOxT0 - Alse )@ @) - | L(ysds|
k=1

fo
|D| Sk

<e+ ). ‘[A(Sk)x('[k)—A(sk—l)x(Tk)](ﬁ)—f ££(S)ysd8(.
k=1 Sk—1

Pela definicao em (3.5), vale

Sk
[A(sk) x(T k) — A(Sg-1) X(T4)1() :f ZL(s)(x(tr)s)ds
Sk-1

e isto implica que

Sk
L) (x(Tr)s—ys)ds|.

Sk-1

Sk
[A(si)x(Tx) — A(Sk—1) x(T)]1(9) —f $(S)ysd8‘ =
Sk-1

Pelo Lema 3.3, se s € [Sx_1,Txl, entdo x(tx)s = ys €, se s € [Tk, Skl, entdo

yis+9) =y, s+I=<ty,
X(TR)s@) =x(Tp)(s+9) = s

v(Tr), Tr<s+40.

Logo,
Sk
L) (x(Tr)s — ys)ds\ =

Sk-1

Sk
f L5 - y)ds
Tk

e, pela definicao do calibre 0,

Ix(TK)s—ysll= sup |y(Tr)—yp)l<e.

PE[Tk,Sk]

Portanto, pela condicao (B), obtemos

Sk Sk
f ££(s)(x(rk)s—ys)d8( Sf M) x(Ti)s— ysllds.
Tk Tk

Note que, se a intersecao de [si_1, Sl e {f1,..., t;} ndo for vazia, entdo 7 = tj, para j €
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{1,..., m}. Neste caso, teremos

tj+5(tj)

Sk
M —ysllds < M ti)s— ysld .
frk O lx(Tr)s— sl s<ft' (O x(tj)s = ysli S< o1

Por outro lado, se a intersecao de [si_1, Skl € {f1,..., t;;} for vazia, entdo
Sk Sk
f M(s)llx(rk)s—yslldSSe‘f M(s)ds.
Tk Tk

Portanto,

9

‘J’(ﬁ) — y(to) - ff(s)ysds‘

D] Sk
<e+ ) ‘ [A(sr) X(Tg) — A(Sk-1) x(T )] (D) —f ZL(s)ysds
k=1 Sk-1

To

9 2me
<e+e| M(s)ds+ .
to 2m+1

Por fim, como € > 0 € arbitrario, concluimos que

9
Yy —y)=| ZL(s)ysds

To

paratodo 9 € [ty — 1, fp + 0], 0 que finaliza a demonstracao. O

Os dois ultimos resultados (Teoremas 3.4 e 3.6), produzem uma correspondéncia biuni-
voca entre a solucdo da EDF linear (3.1) e a solu¢do da EDO generalizada linear (3.2). Entao,
para resultados envolvendo as solucoes, € possivel transferir propriedades da solucdao de um
problema para a solu¢do do outro problema e vice-versa. Neste trabalho, vamos usar a f6r-
mula da variacdo das constantes que obtivemos para EDOs generalizadas (Teorema 2.22)
para conseguir uma férmula da variacdo das constantes para EDFs lineares perturbadas que

generalize os resultados existentes na literatura. Vejamos essa aplicacao no capitulo a seguir.



Capitulo

4

Aplicacoes

Neste capitulo, vamos apresentar algumas aplica¢ées da férmula da variacdo das cons-
tantes para EDOs generalizadas que obtivemos no Capitulo 2. Veremos uma fémula da vari-
acdo das constantes para EDFs sob condi¢oes mais fracas que aquelas encontradas na lite-

ratura, assim como para EDFs com impulsos prefixados.

4.1 Férmula da variacao das constantes para EDFs

Considere a EDF linear perturbada

y =Ly + [y, 1),
y ye+ f(y:e @

Vo = (P’
emque f: G([-1,0],R™") x[ty, tp+0] — R" e Z(t): G([-r,0],R") — R" satisfazem as condi¢oes
(A) e (B) (veja pagina 66), £ (t) é um operador linear e limitado para todo ¢ € [y, f) + o] e

¢ € G([-r,0],R™).



78 Aplicagoes

Assim como em [14], definimos, para toda y € G([-r,0],R?) e t € [ty — 1, ty + O],

0, th—-r<9=<ty,
Fy, 0@ =9 [2f(yss)ds, thysdst, 4.2)

ft(t)f(J/s,S)dS, t<d= hh+o.

Os Teoremas 3.4 e 3.5 em [14] e os Teoremas 3.4 e 3.6 neste trabalho implicam que existe

uma correspondéncia biunivoca entre a equacao (4.1) e a seguinte EDO generalizada

dx
— =D[A()x+ F(x, )],
g (4.3)

X(t()) = :xvr
emque A: [ty—r1,t+0] — L(G([ty — 1, tn + 0],R™)) é dado por

0, to—r<9<ty
[ADNWD) =1 [P L()ysds, tw<Oststy+o, (4.4)

ftf)jf(s)ysds, h<t<d<t+o.

e X é dado por
_ G0 - ty), Lh—-r<9=<ty,
x(to)(9) = X(9) =
¢0) = x(1p)(fn), fHH=I=<Ip+o0.
Antes de estabelecer uma férmula da variagdo das constantes para a EDF linear pertur-
bada (4.1), precisamos de alguns resultados auxiliares que apresentaremos a seguir. O pri-

meiro resultado (Lema 4.1) relaciona as integrais da perturbagdo nao linear dos problemas

(4.1) e (4.3).

Lema 4.1. Sejam y e x solugbes dos problemas perturbados (4.1) e (4.3) respectivamente. En-

tao, para ty < t < ty + o, vale
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0, Lh—-r<9=<ty,
t

DF(x(t), s)(9) = ft f(ys,s)ds, to<9=<t,

fo

Ju fyss)ds, t<s9<ty+o.

Demonstragdo. Pela definicdo de F em (4.2), é facil ver que ftf) DF(x(t),s)(¥) =0, parad €

[to— 1, tol.

Sejae >0 dado. Como y: [fo—T, fH+0] — R" é uma funcao regrada, existe uma sequéncia
em [fy, t], HhH <ty <...< t, =t, tal que |y(p) — y(s)| <€, quando ty_1 < p,s<ty, k=1,....,m

(veja Teorema 1.1).
Seja 6 um calibre em [¢, £y] tal que

I — Tk—1

6(T)<min{ ,kzl,...,m}, T € [t, to]

6 () <min{|t — txl, IT — tg_1l, T € [5x—1, k], k=1,..., m}.

Esta escolha de § garante que, se (1, sx) for uma divisdo 6-fina de [#, f], entdo cada
subintervalo [si_1, Sl ird conter no méximo um dos pontos f, ..., t;; €, neste caso, f; serd a
marca correspondente deste intervalo. Pela continuidade da integral indefinida de Perron

(veja Observacao 1.10), podemos assumir, também, que

tk+5(tk) €
M(s - x(t)sllds< ——, k=1,...,m.
ftk )1y = x(t0)llds < 5——

Seja D = (1, sx) uma divisdo d-fina de [#, 7] tal que

|D|

H t DEG(x), 5) Z[F(x(rk),sk) Fla(e ), sel| <e.
0 k=
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Por (4.2), temos

0) ﬁE[fo—r,Sk—l],
[F(x(Tk), Sk) — F(xX(Tg-1), Sx-1)1(0) = fsi_lf(x(rk)s,s)ds, 0 € [Sk—1, Skl

fsskk,l f(x(Tk)SyS)ds, Je (S, o +O).

paratodo k=1,...,|D|.

Seja d € 1y, t]. Entdao J € [s;_1,s;] paraalgum j=1,...,|D| e

|D|

9
| X tFttra), 0~ Flatrie, sel® - |y ay
(Z[F(x(rk) 50— Fx(Te1), se-)1(@0) - f FOwwdu

+[F(x(t)),s7) = F(x(1j-1),sj-1)1(9) —f fyu,wdu
Sj_l

|D|

+ ) [F(x(Th), ) —
k—j

9
( Z [f(x(Tk)u,u)—f(yu,u)]du+f [f(xTPuw) = f(yuwldu
Sk-1

Sj-1

Note que, se u < 7, entdo x(7x), = yu €, consequentemente,

Sk Sk
f [f(x(Tk)u,u)—f(yu,u)]duzf [f(xTr)w w) = f(yu, wldu
Tk

Sk-1

paratodok=1,...,j—1e

9 0, Je [Sj_l,‘[]'],
f [f(x(‘[])ur u) —f(J/u; u)]du: S,
R ij] [f(x(‘[])uy u) —f(J/u, u)]dur "9 € [Tj,sj].

Pela condicao (B), obtemos

Sk
u)—f(yu,u)]du‘ Sf MW xTK)u—yuldu
Tk
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paratodok=1,...,j—1e
9 9
f 0 1) f G 0] dut] < f M@Ix()— yulldu.
Tj Tj
Se u € [1g, Sil, entdo
yu+9)=y,0), u+9d=<tyg,
X(T) @) =x(T)(u+9) =
Y@K, Tr<=u+d.

paratodo k =1,..., j — 1. Portanto, pela definicdao do calibre §, temos

X(TK)u—yull = sup |y(p)—y)l<e

PE[Tk Uk]

e, se a intersecao de [sy—1, Skl € {fo,..., t;y} for vazia, entao

Sk Sk

f Aﬂuwxhwu—yﬂdusef Muwdu.

Tk Tk

paratodo k=1,...,j—1.
De maneira anéloga, temos
9 9
f M)l x(Tj)y— yulldu < e[ Mu)du.

Tj Tj

Se a interse¢ao de [s¢-1, skl € {fy, ..., Iy} ndo for vazia, entdo 7 = ¢;, para algum j € {1,..., m}

e, neste caso,

Sk l‘j+5(tj)
f M($)lys - x(7)sllds < f M($)lys - x(1))sllds <
Tk

]

2m+1"

Logo,

|D| 9 9

| Y 1P, 50 - Fe), se )l @ = | frwwdu|<e | Mwdu+e.
k=1 o fo
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Por fim, como € > 0 é arbitrario, obtemos

t

9
DF(x(t),s)(9) = f flywuwdu,
fo

To

para todo 9 € [1y, t].

Seguindo os mesmos passos acima, podemos provar o caso em que 9 € [t, fy + 7. O

Antes de apresentarmos o préximo lema, vamos recordar a definicdo do operador fun-
damental para EDO generalizada linear e, também, apresentar uma defini¢dao de operador
solucdo para EDFs lineares.

Considere a EDO generalizada linear

dx
— = DI[A(t)x] (4.5)
dr

em que A: [a, b] — L(X). O operador fundamental associado a EDO generalizada linear (4.5)

é o operador U: [a, b] x [a, b] — L(X) que satisfaz a equagao
t
u(t,s) = I+[ dlA(MIU(r,s).
S

Além disso, se X € X, entdo x: [a,b] — X definido por x(t) = U(t, s)X serd solucao do pro-

blema de valor inicial

@ = D[A(1) x]
dr ’
x(s) = X.
Considere, agora, a EDF linear
V=2L)y: (4.6)

em que Z(t) € L(G([-r,0],R™),R") para todo f € [, ty + 0], e seja ¢ € G([—r,0],R™). Vejamos

a definicao de operador solucao para EDFs lineares.

Definicdo 4.2. Seja y: [ty — 1,1 + 0] — R” solugdo da EDF linear (4.6) com condigdo inicial
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ys=¢. Parat,s€ [ty, ty+0l, t = s, 00 operador T(t,s): G([—r,0],R") — G([-r,0],R") definido
por

T(I,S)(,b:J/t, t,SE[tO, t0+0]) r=s,

serd chamado operador solucao da EDF linear (4.6).

Pela existéncia e unicidade de solucao da EDF linear (3.1), o operador T'(¢, s) safisfaz:

(i) T(t,t)=1,te |ty ty+ o] (propriedade de identidade),

i) T, w)T(w,s)=T(t,5s),t,w,s€[ty,th+0]let=w=s (propriedade de semigrupo).

Esta definicao de operador solucdo apresentada acima, restrita as funcdes continuas,

coincide com a definicao de operador solucao presente em [20] (veja Secao 6.2 em [20]).

Observacao 4.3. Podemos generalizar a defini¢do acima no seguinte sentido. Seja g: [ty —
1, t + o] — R" uma fungdo dada e, para todo s € [t,, ty + 0] fixado, seja y: [ty—r, 1ty + 0] — R"
solucdo da EDF linear

y=2{)y:

com condigdo inicial ys = g;. Entdo, para t € [ty, ty+ 0], t = s, definimos T(t,s): G([t,—1, 1o+
o],R") — G([-r,0],R") por

T(t,8)g=1y:.

Lema 4.4. Sejam y e x solugoes dos problemas perturbados (4.1) e (4.3) respectivamente. Se-
jam T(t,s) o operador solugdo da EDF linear (4.6) e U(t, s) o operador fundamental da EDO

generalizada linear associada (4.5). Entdo, para ty < w < s<t < ty + 0, temos

u(t, S)( DF(x(1), u)) (1) = T'(¢, s) (h(w))(0),

To
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em que

0, Lh-r<9<ty,
hw) @) =1 [P fywwdu, thsdsw, 4.7)

Jo frwwdu, w<d<p+o.
Demonstragdo. Pelo Lema 4.1, temos

DF(x(1),u) = h(w), wEeE /[ty ly+0].
Ip

Além disso, a Definicao 4.2 implica que T'(¢, s)(h(w);)(0) descreve a solucao da EDF linear

y=21ys,

Vs = h(w)s

e, pelo Teorema 2.15, U(t, s) h(w) descreve a solucao da EDO generalizada linear associada

dx = D[A()x]
dr ’
x(s) = h(w),

em que A é dada por (4.4). Entdo, Teorema 3.6 implica que

w

U(t,s)( DF(x(T),u))(t)=T(t,s)(h(W)s)(O),

fo

para quaisquer £, s, w € [fy, fp+ 0] com w < s < [. O

O préximo resultado é novo e serd ttil para se obter uma férmula da variacdo das cons-

tantes para a EDF linear perturbada (4.1).

Lema 4.5. Sejam y e x solugoes dos problemas perturbados (4.1) e (4.3) respectivamente. Se-

jam T(t,s) o operador solugdo da EDF linear (4.6) e U(t, s) o operador fundamental da EDO
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generalizada linear associada (4.5). Entdo, para ty < t < ty + 0, temos

t N t
ds[U(t,S)]( DF(X(T),M))(I)Z ds[T(t, s)1h(s)(0),

fo fo fo

em que h é dada por (4.7) e as integrais envolvidas sdo no sentido da integral de Kurzweil-

Cauchy (veja Definicdo 1.17).

Demonstragdo. Dado € > 0, a Definicdo 1.17 e o Lema 1.19 implicam que existe um calibre
continuo a esquerda 6 em |[f, t] tal que, para toda divisdao marcada a esquerda 6-fina D =

(si-1,[si-1, s:]) de [fo, ], temos

N
<e€.

|D| si—1 t
Y [U(t,s:) = UL, 5i-1)] (f DF(x(7), u)) - | dslU(t,9)] (

i=1 To fo

DFMULW)

To

Pelo Lema 4.4, obtemos

|D| si—1 |D|
S UL, ) - Ult, si-1)] ( f DF(x(z), u)) (0) = Y [T(t,5) - T(t,5i-1)1h(s;-1)(0).
= i=1

i=1 fo

e isto implica que

t N t
ds[U(l‘,S)]( DF(X(T),U))(I)= ds[T(t, s)1h(s)(0)

fo To fo
0 que completa a prova. O

O proéximo resultado nos d4 um férmula da variacao das constantes para a EDF linear

pertubada (4.1).

Teorema 4.6. Seja y solugdo do problema linear perturbado (4.1), onde supomos que as inte-
grais envolvidas sdo no sentido da integral de Kurzweil-Cauchy. Seja T(t, s) o operador solu-

¢do da EDF linear (4.6). Entdo, para ty < t < tp + 0, temos

t t
y() =T(t, fo)¢(0)+f fwwdu— | ds[T(t,$)]h(s)(0).
fo

To
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em que h é definida por (4.7).
Demonstragdo. Dado t € [y, th+ 0], os Teoremas 3.4 e 3.5 de [14] implicam que y(f) = x(£) ()

e, pelos Teorema 2.22, obtemos

t t N
x(0)(0) =U(t, t)X(0)+ | DF(x(1),s) (1) - ds[U(t,S)]( DF(X(T),M))(I)

To To fo

em que x é a solucdo do problema linear perturbado (4.3) e U(¢, s) é o operador fundamental
da EDO generalizada linear (4.5).

Note que, pelos Teoremas 3.4 e 3.6,
U(t,t0)x(1) = T (¢, 1)¢p(0)
e, pelos Lemas 4.1 and 4.5,

t t
DF(x(t),s)(t) = f fyuwwdu
fo

To

e
t s t
ds[U(t,s)] ( DF(x(t), u)) (D)= | dsT(t,$)]h(s)(0).
to Iy fo
Portanto,
t t
y() =T, t0)p0)+ | f(ywwdu— | ds[T(t,s)]h(s)(0)
to Ip
e a prova esta completa. O

4.2 Férmula da variacao das constantes para EDFs com im-
pulso

Agora estamos interessados em obter uma fé6rmula da variacao das constantes para EDFs

lineares perturbadas que sofrem a acao de impulsos prefixados. Considere o problema de
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valor inicial
yzg(t)%*‘f(J/t,t), t#h

Ay(t;) = 1 (y(tr), i=12,...,m, (4.8)

Vip =,
em que as hip6teses sobre a equacao (4.1) estao satisfeitas e, além disso, fp < f1 <... <l <

... <ty < to + 0 sdao momentos de impulsos conhecidos de antemao e

Ay(t) == y(te+) —y(t—) = y(te+) — y(tr), k=1,2,...,m,

isto é, a funcdo y é continua a esquerda em ¢ = f; e o limite lateral y(#;+) existe para k =
1,2,...,m. Vamos supor, também, que os operadores de impulsos I;.: R” - R", k=1,...,m,

satisfacam as seguintes condicdes:

(A) Existe uma constante Kj > 0 tal que, paratodo k=1,...,m e x € R", temos
que, p

[T (%) = Ky

(B’) Existe uma constante K, > 0 tal que, paratodo k=1,...,me x,y € R", vale

[ (x) = I (V)| = Ka|x = yl.

Para ye G([ty—r1,tp+0],R") e t € [1y, tp + 0], seja

H(y,t) =F(y, )+ J(y, 1)

em que F é dada por (4.2) e, assim como em [14], J: G([ty, to+0],R?) x [ty —1,tp+0] — G([tp—

1, to+o],R™) é dada por

m

Jy,00) = ) Hy(OHy (D Ik (y(t)), Ode€lto—r1 1 +0],
k=1
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com H; sendo a fun¢do de Heaviside continua a esquerda concentrada em .
Entdo o problema de valor inicial (4.8) se corresponde com a EDO generalizada pertur-

bada J
d_)TC =D[A()x+ H(x,t)] =D[A(O)x+ F(x, 1)+ J(x, 1)1,
x(tp) = X,

e pelo Teorema 2.22 e a correspondéncia de equacdes (veja [14], Teoremas 3.4 e 3.5), a solu-

cdo y de (4.8) pode ser descrita como

y(8) = x(£)(2)

¢ t s
=U(t,t0)X(1)+ | DH(x(7),8)(8)— | ds[U(t,5)] ( DH(x(7), u)) (1)
I ) )

t t s
=U(t, ) X(0)+ | DF(x(7),9)(t)— | ds[U(t,9)] ( DF(x(7), u)) (1)

N N to
t t N
+ | DJ(x(1),$)(1) - ds[U(t,S)]( D](x(r),u))(t)
to To

fo

e, seguindo as ideias presentes nos Teoremas 3.4 e 3.5 de [14], obtemos

t m
DJ(x(1),5)®) = ) Hy, (1) Hy, D) I (y (1),

fo k=1

para quaisquer t,9 € [fy, fp + 0], e pelos mesmos argumentos do Teorema 4.6, temos

t t m
y) =T, 10)PpO) + | fyuwdu— | diT(t,$)1h(s)0)+ Y L(y(t)Hy, (1)
) fo k=1

t m
~| 4T, )] (Z Ik(y(tk))Htk(s)) (0).

lo k=1

4.3 Formula da variacao das constantes para EDFNs em me-
dida

Para finalizar as aplicacoes, veremos uma férmula da variacao das constantes para as

equacoes diferenciais funcionais neutras em medida (EDFN em medida). Este tipo de equa-
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¢do é mais geral que as equacgoes vistas até o momento neste trabalho, porém as construcoes
e ideias apresentadas até aqui podem ser traduzidas de maneira andloga. Iremos apenas
apresentar a classe das EDFNs em medida e a féormula da variagdo das constantes para a
equacao perturbada. Todos os resultados que vimos anteriormente para as EDFs lineares,
assim como o os teoremas de correspondéncia, possuem anédlogos para EDFNs em medida.

Veja, por exemplo, [8].

Considere a equacao na forma

em que D[N(y;, )] e Dg(t) sdo as derivadas distribucionais de N(y;, t) e g(¢) respectiva-
mente, no sentido de L. Schwartz. A equagao (4.9) é dita equacdo diferencial funcional neu-
tra em medida, ou simplesmente, EDFN em medida. Uma referéncia para EDFNs em medida

é [8].

No que segue, vamos assumir que f: G([-1,0],R") x [fy, tp + 0] — R" é dada por f(y, ) =
Z(t)y, em que Z(t) € L(G([-r,0],R"™),R™), para todo ¢ € [f, tp + o]. Além disso, vamos su-
por que a aplicacdo t — Z(t)y; é Kurzweil-Stieltjes integravel em [y, fp + o] com respeito a

funcdo nao decrescente g: [fy, fo + o] — R.

Vamos supor que exista uma matriz p: R x R — R"*" tal que
w(t,0)=0, 6=0 e u(t,0)=u(t,-r), 6=<-r

Suponha, também, que u(t,-) seja continua a esquerda em (—r,0), de variacao limitada em
[—1,0] e que var[s o) u(,-) tende a zero quando s — 0, para todo ¢ € R fixado, e que o operador

N seja dado por
0
N(p, 1) =@0)— | dglu(t,0)]e©), (4.10)

em que ¢ € G([-r,0],R"™).
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Portanto, usando (4.10) a equacao
DIN(y:, 1)l = L) y:Dg, (4.11)

a qual chamaremos de equagdo diferencial funcional neutra linear em medida (EDFN linear

em medida), sujeita a condigao inicial y;, = ¢ € G([-r,0],R") pode ser reescrita na forma

t 0 0
y(1) Z(P(O)-l-f L) ysdg(s)+ | dolu(t,D]y(t+0)— | dolu(ty,D)]p(to+06).  (4.12)
N -r -r

Em [8], podemos encontrar um resultado de correspondéncia entre solucoes de EDFNs
em medida e EDOs generalizadas. Usando os mesmos argumentos e hipoteses apresentados
neste trabalho, pode-se provar que existe uma correspondéncia entre solu¢oes de EDFNs

lineares em medida e EDOs generalizadas lineares.

Se, assim como na Defini¢do 4.2, T (¢, s) for o operador solu¢cdao da EDFN linear em me-
dida em (4.11), entao, repetindo as construcoes e os resultados deste capitulo para o caso

envolvendo equacdes neutras em medida, a solugao da equagao perturbada
DIN(y, 0] =L@y + [ (yr, D1Dg,
Vip =¢

pode ser escrita na forma

t t
y(O) =T, 1)p0) + | f(yuwdgw) — | ds[T(t,$)]11(s)(0)
fo

lo
em que [ é dada por
0, Lh—-r<9=<ty,

(W) =3 [)fywwdgw), th<9suw,

Ji fwwdgw), w<d<p+o.
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