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Abstract

In this work, we present a variation-of-constants formula for linear generalized ordinary

differential equations in Banach spaces. More specifically, we are interested in establishing

a relation between the solutions of the Cauchy problem for a linear generalized ordinary

differential equation
d x

dτ
= D[A(t )x], x(t0) = x̃

and the solutions of the perturbed Cauchy problem

d x

dτ
= D[A(t )x +F (x, t )], x(t0) = x̃,

where the functions involved are generalized Perron integrable and, hence, admit many dis-

continuities and oscillations. We also prove that there exists a one-to-one correspondence

between the Cauchy problem for a linear functional differential equations of the form
{

ẏ =L (t )yt ,

yt0 =ϕ,

where L is a bounded linear operator and ϕ is a regulated function, and a certain class of

linear generalized ordinary differential equations. As a consequence, we are able to obtain

a variation-of-constants formula relating the solutions of the linear functional differential

equation and the solutions of the perturbed problem
{

ẏ =L (t )yt + f (yt , t ),

yt0 =ϕ,

where the application t !→ f (yt , t ) is Perron integrable, with t in an interval of R, for each

regulated function y .





Resumo

Neste trabalho, apresentamos uma fórmula da variação das constantes para EDOs gene-

ralizadas lineares em espaços de Banach. Mais especificamente, estamos interessados em

estabelecer uma relação entre as soluções do problema de Cauchy para uma EDO generali-

zada linear
d x

dτ
= D[A(t )x], x(t0) = x̃

e as soluções do problema de Cauchy perturbado

d x

dτ
= D[A(t )x +F (x, t )], x(t0) = x̃,

em que as funções envolvidas são Perron integráveis e, portanto, admitem muitas desconti-

nuidades e oscilações. Também provamos a existência de uma correspondência biunívoca

entre o problema de Cauchy para uma EDF linear da forma
{

ẏ =L (t )yt ,

yt0 =ϕ,

em que L é um operador linear e limitado e ϕ é uma função regrada, e uma certa classe de

EDOs generalizadas lineares. Como consequência, obtemos uma fórmula da variação das

constantes relacionando as soluções da EDF linear e as soluções do problema perturbado
{

ẏ =L (t )yt + f (yt , t ),

yt0 =ϕ,

em que a aplicação t !→ f (yt , t ) é Perron integrável, com t em um intervalo de R, para cada

função regrada y .
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Introdução

Sabemos que a classe de funções integráveis segundo Riemann é muito restrita e não

possui boas propriedades de convergência. No final do século XIX, foram feitas várias tenta-

tivas no sentido de remediar alguns defeitos dessa integral e, dentre elas, merece destaque a

trabalho de Henry Lebesgue de 1902. Sua teoria ampliou muito a classe das funções integrá-

veis e, além disso, deu condições mais satisfatórias de convergência. No entanto, a integral

de Lebesgue não contém suas integrais impróprias. Outro inconveniente dessa teoria diz

respeito às condições necessárias para que a derivada de uma função seja integrável.

Em resposta a todos esses problemas, procurou-se criar um conceito de integral que ge-

neralizasse a integral de Lebesgue. Essa meta foi alcançada por Arnold Denjoy em 1912 e,

dois anos mais tarde, por Oscar Perron (veja [7] e [32]). Apesar da definição das integrais de

Denjoy e Perron serem bastante diferentes, provou-se que ambas são equivalentes.

Nas décadas de 50 e 60 do século passado, o matemático tcheco Jaroslav Kurzweil e o

matemático inglês Ralph Henstock conseguiram, de modo independente, apresentar uma

definição para as integrais de Denjoy e de Perron baseada em somas de Riemann. Além de

ser equivalente aos conceitos de integral segundo Denjoy e Perron, a definição de integral

de Kurzweil-Henstock é notavelmente mais simples. Veja [18]. Hoje, são conhecidas ou-

tras possibilidades de extensão da integral de Lebesgue que estão contidas propriamente no

espaço de funções Kurzweil-Henstock integráveis. Veja [5] e [28].

A fim de generalizar certos resultados sobre dependência contínua de soluções de EDOs
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com respeito aos dados iniciais, J. Kurzweil introduziu, em 1957, a noção de equações di-

ferenciais ordinárias generalizadas para funções a valores em espaços euclideanos e de Ba-

nach. Esta generalização da noção de EDO inclui a noção de integral de Perron generalizada

ou integral de Kurzweil como é chamada hoje em dia. Nós nos referimos a estas novas equa-

ções como EDOs generalizadas. Veja as referências [3], [23] a [27] e, também, [33].

A correspondência entre EDOs generalizadas e EDOs clássicas é bem simples. Sabe-se

que o sistema ordinário

ẋ = f (x, t ), (0.1)

onde ẋ = d x/d t , Ω⊂R
n é aberto e f : Ω×R→R, é equivalente à equação integral

x(t ) = x(t0)+
∫t

t0

f (x(τ),τ)dτ, t ≥ t0, (0.2)

quando a integral existe em algum sentido. Sabe-se, também, que se a integral em (0.2) for

no sentido de Riemann, Lebesgue (com a definição equivalente de McShane) ou Kurzweil-

Henstock, por exemplo, então ela pode ser aproximada por uma soma da forma

m∑

i=1
f (x(τi ),τi )[si − si−1]

onde t0 = s0 ≤ s1 ≤ . . . ≤ sm = t é uma partição fina do intervalo [t0, t ] e, para cada i =

1,2, . . . ,m, τi está suficientemente “perto” do intervalo [si−1, si ]. Alternativamente, se de-

finirmos

F (x, t ) =
∫t

t0

f (x, s)d s, (x, t ) ∈Ω×R,

então a integral em (0.2) poderá ser aproximada por

m∑

i=1

∫si

si−1

f (x(τi ),σ)dσ=
m∑

i=1
[F (x(τi ), si )−F (x(τi ), si−1)]. (0.3)

Neste caso, o lado direito de (0.3) aproxima-se da integral não-absoluta de Kurzweil a qual,
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quando considerada em (0.2), dá origem a uma equação diferencial do tipo (0.1), porém

num sentido mais amplo. Tal equação diferencial é conhecida como equação diferencial or-

dinária generalizada. Escreveremos EDOs generalizadas por simplicidade. Veja [33]. Assim

como para EDOs clássicas (veja [3]), uma das construções básicas na aplicação da teoria de

dinâmica topológica a EDOs não-autônomas do tipo

ẋ = f (x, t )

é dada considerando-se os pontos limites (quando |s|→∞) das transladadas fs , onde

fs(x, t ) = f (x, t + s).

Entretanto, um fenômeno interessante pode ocorrer, se f ou sua integral indefinida satisfi-

zerem condições do tipo Carathéodory e Lipschitz mais gerais do que as usuais: as equações

limites podem não ser EDOs. Um exemplo para este fato é apresentado em [3]. Nestas con-

dições, identificando-se esta classe de EDOs com uma classe de EDOs generalizadas apro-

priada, é possível construir um fluxo local para um problema de valor inicial para esta classe

de EDOs generalizadas e diversas aplicações podem ser obtidas e traduzidas para o contexto

de EDOs clássicas. Veja [1] e [16].

Em [16], foi provado que EDFRs podem ser identificadas com EDOs generalizadas e algu-

mas aplicações provenientes desta relação foram investigadas. Em [14], com a colaboração

do professor Štefan Schwabik, foi provado que EDFRs sujeitas a efeitos impulsivos também

podem ser relacionadas com certa classe de EDOs generalizadas numa correspondência biu-

nívoca. A partir destes trabalhos, ficou evidente a importância de desenvolvermos a teoria

de EDOs generalizadas para utilizar os resultados obtidos em investigações nas teorias de

EDOs, EDFRs, Equações Diferenciais em Medida e, mais recentemente, Equações Dinâmi-

cas em Escalas Temporais (veja as referências [4], [9], [10] e [11]) e Equações Diferenciais do

tipo neutro (veja [8]).
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A teoria das Equações Diferenciais Funcionais Retardadas (EDFRs) é um ramo das Equa-

ções Diferenciais Funcionais (EDFs). Uma das razões do nosso interesse em EDFRs é por elas

se constituírem em exemplos de sistemas dinâmicos de dimensão infinita, apresentando di-

nâmica complexa. Do ponto de vista das aplicações, o interesse em EDFRs está em que,

para muitos fenômenos naturais, notadamente físicos e biológicos, a aplicação do princípio

de causalidade envolve um lapso de tempo entre causa e efeito. Desta forma, os modelos

determinísticos mais realistas são frequentemente descritos por equações que envolvem re-

tardos. Como mencionamos acima, uma das ferramentas principais na investigação e reso-

lução de problemas da teoria de EDFs será a utilização das EDOs generalizadas.

A correspondência entre EDOs generalizadas e EDFRs impulsivas foi estabelecida no ar-

tigo [14] para o caso de impulsos pré-fixados e no artigo [2] para o caso de impulsos em

tempo variável.

Neste trabalho, consideramos o seguinte problema de valor inicial para uma equação

diferencial funcional linear 




ẏ =L (t )yt ,

yt0 =φ,

e também o correspondente problema perturbado






ẏ =L (t )yt + f (yt , t ),

yt0 =φ,
(0.4)

em que φ ∈G([−r,0],Rn) e L (t ) : G([−r,0],Rn) → R
n é linear e limitada para todo t ∈ [t0, t0 +

σ], isto é, L (t ) ∈ L(G([−r,0],Rn),Rn) para todo t ∈ [t0, t0+σ] e f : G([−r,0],Rn)×[t0, t0+σ] →

R
n e as funções envolvidas são integráveis no sentido de Kurzweil.

Nosso objetivo nesse trabalho é encontrar uma fórmula da variação das constantes para

a EDF perturbada (0.4). Isto será feito usando a teoria das EDOs generalizadas para a qual,

também provamos uma fórmula da variação das constantes mais geral que as encontradas

na literatura.
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Este trabalho está dividido em 4 capítulos. Iniciaremos vendo a definição e proprieda-

des básicas da integral de Kurzweil. Como mencionamos acima, essa integral é muito im-

portante para o desenvolvimento desse trabalho, pois é através dela que iremos definir as

equações diferenciais ordinárias generalizadas no Capítulo 2. Ainda no primeiro capítulo,

introduzimos uma nova integral que chamaremos de integral de Kurzweil-Cauchy. Veremos

que propriedades equivalentes às propriedades básicas da integral de Kurzweil valem para

essa nova integral. No final do capítulo, usando a integral de Kurzweil-Cauchy, apresentare-

mos uma nova versão para o Teorema de Representação de Riesz para funções regradas.

No Capítulo 2, apresentaremos as equações diferencias ordinárias generalizadas e um

pouco da teoria básica dessa classe de equações. Além da teoria básica geral de EDOs gene-

ralizadas, estudaremos o caso particular das EDOs generalizadas lineares, apresentaremos

o operador fundamental associado a uma EDO generalizada linear e veremos algumas de

suas propriedades. Na sequência, apresentaremos alguns resultados auxiliares, tais como

uma versão da fórmula de Dirichilet para a integral de Kurzweil, encerrando o capítulo com

uma fórmula da variação das constantes pra uma EDO generalizada linear perturbada. Esses

últimos resultados são novos e podem ser encontrados em [6].

O terceiro capítulo relaciona as EDFs lineares com EDOs generalizadas lineares. Essa

correspondência é fundamental para o obtenção da fórmula da variação das constantes para

EDFs lineares perturbadas. Iniciaremos vendo a construção dos operadores envolvidos na

EDO generalizada linear associada à EDF linear e, no fim do capítulo, apresentamos tal cor-

respondência.

O último capítulo trata da fórmula da variação das constantes para equações com retar-

damento. Nele, aplicaremos a fórmula da variação das constantes para EDOs generalizadas

obtida no Capítulo 2 em outros tipos de equação, tais como EDFs, EDFs com impulso e

EDFNs em medida. Esses resultados reforçam a importância das EDOs generalizadas, que

têm sido uma grande ferramenta para generalização de diversos resultados em equações di-

ferencias, tais como existência e unicidade de soluções, dependência contínua das soluções
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com relação aos dados iniciais, estabilidade de soluções, entre outros.



Capítulo

1

A integral de Kurzweil

O primeiro capítulo deste trabalho está dividido em quatro partes. Começaremos defi-

nindo as classes das funções regradas e também das funções de variação limitadas de in-

tervalo compacto [a,b] ⊂ R em um espaço de Banach X . Essas duas classes de funções

são muito importantes no contexto da integral de Kurzweil que será definida na sequência,

juntamente com algumas propriedades básicas de integração. Na seção seguinte, vamos

introduzir uma nova integral que chamaremos de integral de Kurzweil-Cauchy. Também

para esta integral, veremos algumas propriedades básicas. Por fim, através da integral de

Kurzweil-Cauchy, apresentaremos uma versão do Teorema de Representação de Riesz para

funções regradas.

1.1 Funções regradas e funções de variação limitada

Nesta primeira seção, vamos definir duas classes de funções que serão muito importan-

tes ao longo do trabalho, principalmente por estarem relacionas com a integral de Kurzweil

que veremos na sequência.

Sejam X um espaço de Banach com norma ‖ · ‖ e a,b números reais tais que

−∞< a < b <∞.
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Uma função f : [a,b] → X será dita regrada, se os limites laterais

lim
s→t−

f (s), t ∈ (a,b], e lim
s→t+

f (s), t ∈ [a,b)

existirem. Neste caso, denotamos f (t−) = lim
s→t−

f (s) e f (t+) = lim
s→t+

f (s).

O espaço das funções regradas f : [a,b] → X será um espaço de Banach, se considerar-

mos a norma do supremo ‖ f ‖∞ = supt∈[a,b] ‖ f (t )‖ e vamos denotar esse espaço por

G([a,b], X ). O espaço das funções contínuas f : [a,b] → X será denotado por C ([a,b], X )

e é claro que C ([a,b], X ) ⊂ G([a,b], X ) quando consideramos a norma induzida. Denotare-

mos por G−([a,b], X ) o subespaço das funções regradas f : [a,b] → X que são contínuas à

esquerda e, analogamente, G+([a,b], X ) o subespaço das funções regradas f : [a,b] → X que

são contínuas à direita.

Todo conjunto finito D = {t0, t1, . . . , t|D|} ⊂ [a,b] tal que, a = t0 < t1 < . . . < t|D| = b, será

dito uma divisão de [a,b], onde |D| denota o número de subintervalos da forma [ti−1, ti ] de

[a,b]. O conjunto das divisões de [a,b] será denotado por D[a,b].

Uma função f : [a,b] → X será dita uma função escada, se existir uma divisão

D = {t0, t1, . . . , t|D|} de [a,b] tal que f é constante em todo intervalo aberto (ti−1, ti ),

i = 1, . . . , |D|.

O primeiro resultado desse capítulo nos dá uma importante caraterização do espaço das

funções regradas e será muito útil para a demostração de vários resultados ao longo do tra-

balho. A prova desse resultado é baseada no Teorema 3.1 de [21]. Veja também [17].

Teorema 1.1. Seja f uma função de [a,b] em X . Então as seguintes propriedades são equiva-

lentes:

(i) f : [a,b] → X é limite uniforme de funções escadas,

(ii) f : [a,b] → X é regrada,
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(iii) Dado ε> 0, existe uma divisão D = {t0, t1, . . . , t|D|} de [a,b] tal que

sup{‖ f (t )− f (s)‖, t , s ∈ (ti−1, ti ), i = 1, . . . , |D|} < ε.

Demonstração. (i) ⇒ (ii) Seja t ∈ [a,b). Mostremos que lims→t+ f (s) existe. O outro caso é

análogo.

Sejam {tn} uma sequência em [a,b] tal que tn ↘ t , isto é, tn ≥ t para todo n ∈ N e tn

converge para t , e { fn} uma sequência de funções escadas de [a,b] em X tal que fn → f

uniformemente. Então, dado ε > 0, existe k ∈ N tal que ‖ f (t )− fk (t )‖ < ε/4, para todo t ∈

[a,b]. Além disso, como fk é uma função escada, existe N0 ∈N tal que ‖ fk(tn)− fk(t+)‖< ε/4,

para todo n ≥ N0. Portanto, se n,m ≥ N0

‖ f (tn)− f (tm)‖ ≤ ‖ f (tn)− fk (tn)‖+‖ fk (tn)− fk (t+)‖

+‖ fk(t+)− fk (tm)‖+‖ fk (tm)− f (tm)‖< ε.

Como X é um espaço de Banach, lims→t+ f (s) existe.

(ii) ⇒ (iii) Seja ε> 0 dado. Como f : [a,b] → X é uma função regrada, para todo t ∈ (a,b),

existe δt > 0 tal que

sup
w,s∈(t−δt ,t)

‖ f (w)− f (s)‖< ε e sup
w,s∈(t ,t+δt )

‖ f (w)− f (s)‖< ε.

Analogamente, existem δa ,δb > 0 tais que

sup
w,s∈(a,a+δa )

‖ f (w)− f (s)‖< ε e sup
w,s∈(b−δb ,b)

‖ f (w)− f (s)‖< ε.

O conjunto de intervalos {[a, a +δa), (t −δt , t +δt ), (b −δb ,b]; t ∈ (a,b)} forma uma co-

bertura do intervalo [a,b] e, portanto, existe uma divisão D = {t0, t1, . . . , t|D|} de [a,b] tal que
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{[a, a+δa ), (t1 −δt1 , t1 +δt1 ), . . . , (b −δb ,b]} é uma cobertura finita de [a,b] e

sup{‖ f (t )− f (s)‖, t , s ∈ (ti−1, ti ), i = 1, . . . , |D|} < ε.

(iii) ⇒ (i) Dado n ∈N, sejam Dn = {t0, t1, . . . , t|Dn |} uma divisão de [a,b] tal que

sup{‖ f (t )− f (s)‖, t , s ∈ (ti−1, ti ), i = 1, . . . , |Dn |} <
1
n

e τi ∈ (ti−1, ti ), i = 1, . . . , |Dn |.

Defina

fn(t ) =
|Dn |∑

i=1
f (τi )χ(ti−1,ti )(t )+

|Dn |∑

i=0
f (ti )χti (t ).

É claro que { fn} é uma sequência de funções escadas que converge uniformemente

para f .

O corolário a seguir é uma consequência imediata do teorema que acabamos de provar.

Corolário 1.2. Seja f : [a,b] → X uma função regrada. Então, para todo ε> 0, os conjuntos

{t ∈ [a,b),‖ f (t+)− f (t )‖ ≥ ε} e {t ∈ (a,b],‖ f (t )− f (t−)‖ ≥ ε}

são finitos. Além disso, o conjunto dos pontos de descontinuidade da função f é enumerável.

Outra classe de funções importante para o trabalho é a das funções de variação limitada,

que definiremos a seguir.

Sejam f : [a,b] → X e D = {t0, t1, . . . , t|D|} uma divisão de [a,b]. Considere

S( f ,D) =
|D|∑

i=1
‖ f (ti )− f (ti−1)‖

e

var[a,b] f = varb
a f = sup

D∈D[a,b]
S( f ,D),
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em que varb
a f é dita variação de f em [a,b].

Uma função f : [a,b] → X será dita de variação limitada em [a,b], se varb
a f <∞. O con-

junto das funções de variação limitada de [a,b] em X denotaremos por BV ([a,b], X ). Este

conjunto será um espaço de Banach quando munido da norma ‖ f ‖BV = ‖ f (a)‖X + varb
a f .

É fácil ver que BV ([a,b], X ) ⊂G([a,b], X ).

Um estudo completo sobre funções regradas pode ser encontrado em [17]. Veja também

[21].

1.2 A integral de Kurzweil em espaço de Banach

Nesta seção, apresentaremos a definição da integral de Kurzweil e também algumas de

suas propriedades. Esta integral será usada para definir equações diferenciais ordinárias

generalizadas que serão introduzidas no próximo capítulo. A principal referência para esta

seção é o Capítulo 1 de [33]. Veja também [23] e [24].

Iniciaremos apresentando os conceitos de divisão marcada e calibre.

Uma divisão marcada do intervalo [a,b] será uma coleção finita de pontos

a = t0 ≤ τ1 ≤ t1 ≤ τ2 ≤ t2 ≤ . . . ≤ t|D|−1 ≤ τ|D| ≤ t|D| = b

em que D = {t0, t1, . . . , t|D|} é uma divisão de [a,b] e τi ∈ [ti−1, ti ] será dito marca de [ti−1, ti ],

i = 1, . . . , |D|. Denotaremos por D = (τi , ti ) ou também D = (τi , [ti−1, ti ]) uma tal divisão

marcada.

Um calibre do intervalo [a,b] será uma função δ : [a,b] → (0,∞). Dado um calibre δ de

[a,b], diremos que uma divisão marcada D = (τi , ti ) é δ-fina, se

[ti−1, ti ] ⊂ (τi −δ(τi ),τi +δ(τi )), i = 1, . . . , |D|.

Através desses conceitos, podemos definir a integral de Kurzweil.
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Definição 1.3. Uma função U : [a,b]× [a,b] → X será dita Kurzweil integrável em [a,b], se

existir I ∈ X tal que dado ε> 0, existe um calibre δ de [a,b] tal que para toda divisão marcada

δ-fina D = (τi , ti ) de [a,b]

‖S(U ,D)− I‖< ε,

em que S(U ,D) =
∑|D|

i=1[U (τi , ti )−U (τi , ti−1)]. Neste caso, I será dito a integral de Kurzweil de

U em [a,b] e denotaremos por I =
∫b

a DU (τ, t ).

Observe que se f : [a,b] →R
n e g : [a,b] →R forem funções tais que U : [a,b]×[a,b] →R

n

é definida por U (τ, t )= f (τ)g (t ), então

S(U ,D) =
|D|∑

i=1
[U (τi , ti )−U (τi , ti−1)] =

|D|∑

i=1
f (τi )[g (ti )− g (ti−1)],

em que S(U ,D) representa uma soma do tipo Riemann-Stieltjes. Portanto, a integral definida

acima é uma generalização da conhecida integral de Riemann-Stieltjes, isto é, se

f : [a,b] → R
n for uma função Riemann-Stieltjes integrável com respeito a g , então a fun-

ção U definida por U (τ, t ) = f (τ)g (t ) será Kurzweil integrável e

∫b

a
f (t )d g (t ) =

∫b

a
DU (τ, t ).

Antes de apresentarmos algumas propriedades dessa integral, vamos ver um resultado

que garante a existência de uma divisão δ-fina para um calibre δ dado. Esse resultado é

conhecido como Lema de Cousin e a sua prova pode ser encontra em [19], Teorema 4.1, por

exemplo.

Lema 1.4 (Lema de Cousin). Dado um calibre δ de [a,b], existe uma divisão marcada δ-fina

de [a,b].

Observação 1.5. Suponha que a integral
∫b

a DU (τ, t ) exista. Então definimos

∫a

b
DU (τ, t )=−

∫b

a
DU (τ, t ).
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A integral de Kurzweil possui as propriedades usuais de linearidade e aditividade com

respeito a intervalos adjacentes. Um importante resultado que será usado posteriormente é

a integrabilidade em subintervalos (veja [33], Teorema 1.10).

Teorema 1.6. Se U : [a,b]×[a,b] → X for Kurzweil integrável em [a,b], então U será Kurzweil

integrável em todo intervalo [c,d ] ⊂ [a,b].

O próximo resultado é conhecido como Lema de Saks-Henstock. Uma prova pode ser

encontrada em [33], Lema 1.13, para o caso em que dim X <∞. No caso em que dim X =∞,

a prova segue de modo análogo.

Lema 1.7 (Lema de Saks-Henstock). Seja U : [a,b]× [a,b] → X . Dado ε> 0, seja δ um calibre

de [a,b] tal que para toda divisão marcada δ-fina D = (τi , ti ) de [a,b]

∥∥∥∥S(U ,D)−
∫b

a
DU (τ, t )

∥∥∥∥< ε.

Se a ≤ c1 ≤ η1 ≤ d1 ≤ c2 ≤ η2 ≤ d2 ≤ . . . ≤ cm ≤ ηm ≤ dm ≤ b for tal que

η j ∈ [c j ,d j ] ⊂ (η j −δ(η j ),η j +δ(η j )), j = 1, . . . ,m,

então ∥∥∥∥∥

m∑

j=1

[

U (η j ,d j )−U (η j ,c j )−
∫d j

c j

DU (τ, t )

]∥∥∥∥∥< ε.

A seguir, veremos um importante resultado do tipo Hake (veja [33],Teorema 1.14 e

Observação 1.15).

Teorema 1.8. Seja U : [a,b]× [a,b] → X .

(i) Se U for Kurzweil integrável em todo intervalo [a,c], c ∈ [a,b) e o limite

lim
c→b−

[∫c

a
DU (τ, t )−U (b,c)+U (b,b)

]
= I ∈ X
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existir, então a função U será Kurzweil integrável em [a,b] e

∫b

a
DU (τ, t )= I ,

(ii) Se U for Kurzweil integrável em todo intervalo [c,b], c ∈ (a,b] e o limite

lim
c→a+

[∫b

c
DU (τ, t )+U (a,c)−U (a, a)

]
= I ∈ X

existir, então a função U será Kurzweil integrável em [a,b] e

∫b

a
DU (τ, t )= I .

Esse resultado nos leva ao seguinte teorema (veja [33], Teorema 1.16).

Teorema 1.9. Se U : [a,b]× [a,b] → X for Kurzweil integrável em [a,b], então

lim
s→c

[∫s

a
DU (τ, t )−U (c, s)+U (c,c)

]
=

∫c

a
DU (τ, t ),

para todo c ∈ [a,b].

Observação 1.10. O teorema anterior nos mostra que a função definida por

s ∈ [a,b] !→
∫s

a
DU (τ, t ) ∈ X ,

isto é, a integral indefinida de U não é contínua em geral. A integral indefinida será contínua

em um ponto c ∈ [a,b] se, e somente se, a função U (c, ·) : [a,b] → X for contínua em c.

O último resultado desta seção é uma importante desigualdade do tipo Grownwall para

a integral de Kurzweil. Este resultado pode ser visto em [33], Corolário 1.43.

Teorema 1.11. Sejam h : [a,b] → [0,∞) uma função não decrescente e contínua à esquerda,
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k > 0 e l ≥ 0. Se ψ : [a,b] → [0,∞) for uma função que satisfaz a desigualdade

ψ(ξ) ≤ k + l

∫ξ

a
ψ(τ)dh(τ), ξ ∈ [a,b],

então ψ(ξ) ≤ kel (h(ξ)−h(a)) para todo ξ ∈ [a,b].

Vejamos, agora, um importante caso particular da integral de Kurzweil: a integral de

Perron-Stieltjes.

Seja U : [a,b]× [a,b] → X dado por U (τ, t ) = F (t )g (τ) com F : [a,b] → L(X ) e g : [a,b] →

X , em que L(X ) é o espaço de Banach dos operadores lineares e limitados em X com a norma

usual de operadores. Então a integral

∫b

a
DU (τ, t ) =

∫b

a
D[F (t )g (τ)]

é definida à partir de somas de Riemann da forma

∑
[F (ti )−F (ti−1)]g (τi )

e, portanto, pode ser reescrita na forma mais convencional

∫b

a
d [F (s)]g (s),

a qual chamaremos de integral de Perron-Stieltjes.

A seguir, veremos alguns resultados para a integral de Perron-Stieltjes envolvendo opera-

dores lineares. Começamos vendo uma importante estimativa para essa integral (veja [34],

Proposição 10).

Proposição 1.12. Sejam g : [a,b] → X uma função regrada e F : [a,b] → L(X ) uma função de
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variação limitada em [a,b]. Se a integral
∫b

a d [F (s)]g (s) existir, então

∥∥∥∥

∫b

a
d [F (s)]g (s)

∥∥∥∥≤

∫b

a
‖g (s)‖d [vars

aF ] ≤ varb
aF‖g‖.

Em geral, temos o seguinte resultado que garante a existência da integral de Perron-

Stieltjes em espaços de Banach (veja [34], Proposição 15).

Teorema 1.13. Se g : [a,b] → X for uma função regrada e F : [a,b] → L(X ) for uma função de

variação limitada em [a,b], então a integral

∫t

a
d [F (s)]g (s)

existirá, para todo t ∈ [a,b].

A seguir, veremos um teorema de convergência uniforme para a integral de Perron-Stieltjes.

Este resultado é um caso particular do Teorema 11 de [34].

Teorema 1.14 (Teorema da Convergência Uniforme). Sejam F : [a,b] → L(X ) uma função de

variação limitada em [a,b] e {gn} uma sequência em G([a,b], X ) que converge uniformemente

para um função g ∈G([a,b], X ) em [a,b]. Então a integral
∫b

a d [F (s)]g (s) existe e

lim
n→∞

∫b

a
d [F (s)]gn(s)=

∫b

a
d [F (s)]g (s).

Observação 1.15. No teorema anterior, podemos considerar {Fn}n∈N uma sequência de fun-

ções de variação limitada tal que Fn converge uniformemente para uma função F , também

de variação limitada, que o teorema continua válido, isto é,

lim
n→∞

∫b

a
d [Fn(s)]gn(s) =

∫b

a
d [F (s)]g (s).

O próximo resultado é um caso particular dos Lemas 12 e 13 de [34]. Ele trata da existên-

cia da integral de Perron-Stieltjes de funções características.
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Lema 1.16. Seja F : [a,b] → L(X ) uma função de variação limitada em [a,b].

(a) Se x0 ∈ X e c ∈ [a,b], então

∫b

a
d [F (s)]χ{c}(s)x0 =






lim
s→a+

F (s)x0 −F (a)x0, c = a,

F (b)x0 − lim
s→b−

F (s)x0, c = b,

lim
s→c+

F (s)x0 − lim
s→c−

F (s)x0, c ∈ (a,b).

(b) Se x1 ∈ X e (c,d) ⊂ [a,b], então

∫b

a
d [F (s)]χ(c,d)(s)x1 = lim

s→d−
F (s)x1 − lim

s→c+
F (s)x1.

1.3 A integral de Kurzweil-Cauchy em espaço de Banach

Com a finalidade de obter alguns resultados novos e mais gerais que os encontrados na

literatura, tais como uma versão do Teorema de Representação de Riesz para funções re-

gradas e uma fórmula de variação das constantes para equações diferenciais funcionais no

contexto de funções regradas, apresentamos uma integral, que chamaremos de integral de

Kurzweil-Cauchy, com boas propriedades para esses fins. A grosso modo, essa integral pode

ser vista como a integral de Cauchy-Stieltjes no sentido da integral de Kurzweil. Iniciaremos

apresentando sua definição e veremos que essa integral satisfaz as mesmas propriedades da

integral de Kurzweil apresentada na seção anterior.

Definição 1.17. Uma função U : [a,b]× [a,b] → X será dita Kurzweil-Cauchy integrável em

[a,b] se existir I ∈ X tal que dado ε > 0, existe um calibre contínuo à esquerda δ de [a,b] tal

que, para toda divisão marcada δ-fina D de [a,b], vale

‖S(U ,D)− I‖< ε.

Neste caso, I será dito a integral de Kurzweil-Cauchy de U em [a,b], que denotaremos por
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I =
∫b

a DU (τ, t ).

Observação 1.18. Segue direto da definição que, se uma função U : [a,b] × [a,b] → X for

Kurzweil-Cauchy integrável em [a,b], então U será Kurzweil integrável em [a,b] e suas in-

tegrais coincidirão.

O Lema de Cousin (Lema 1.4), visto na seção anterior, garante a existência de uma divisão

marcada δ-fina de [a,b] para um calibre δ dado. Veremos, agora, uma nova versão do Lema

de Cousin que garante a existência de uma divisão marcada à esquerda (isto é, a marca de

cada subintervalo da divisão é o extremo esquerdo desse intervalo ) δ-fina de [a,b], quando

δ for uma função contínua à esquerda. Esse resultado será muito importante no decorrer

do trabalho, pois ele permite que a integral de Kurzweil-Cauchy possa ser aproximada por

uma soma com marcas específicas, neste caso o extremo esquerdo dos subintervalos da di-

visão. Isso permitirá que provemos uma versão do Teorema de Representação de Riesz para

funções regradas e, também, que obtenhamos uma fórmula de variação das constantes para

equações diferenciais funcionais lineares perturbadas, através de um teorema de correspon-

dência.

A versão do Lema de Cousin que apresentamos a seguir é nova e sua demonstração segue

os mesmos passos da demonstração do Teorema 4.1 em [19].

Lema 1.19 (Lema de Cousin). Dado um calibre contínuo à esquerda δ de [a,b], existe uma

divisão marcada à esquerda δ-fina de [a,b].

Demonstração. Suponha que o resultado seja falso. Então, se c for o centro do intervalo

[a,b], o resultado também será falso para pelo menos um dos intervalos [a,c] ou [c,b]. Repe-

tindo esse processo, podemos encontramos uma sequência de intervalos fechados

I1 ⊃ I2 ⊃ I3 . . . tal que I j não possui uma divisão marcada à esquerda δ-fina, para todo

j = 1,2, . . ..

Sejam I j = [x j , y j ], com j = 1,2, . . ., e x0 =
⋂

j I j . Como δ(x0) > 0, existe k ∈ N tal que
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I j ⊂ (x0 −δ(x0), x0 +δ(x0)), para todo j ≥ k, isto é

x0 −δ(x0) < x j < y j < x0 +δ(x0), j ≥ k.

Como x j ↗ x0, y j ↘ x0, isto é, x j ≤ x0 e y j ≥ x0 para todo j ∈N, x j e y j convergem para

x0, e δ é contínua à esquerda, existe k1 ∈N tal que

x j −δ(x j ) < x j < y j < x j +δ(x j ), j ≥ k1

o que é um absurdo, pois contradiz o fato de I j não possuir uma divisão marcada à esquerda

δ-fina.

Os resultados seguintes são novos e decorrentes da definição apresentada acima. As de-

monstrações seguem os passos das demonstração do Capítulo 1 de [33]. Faremos algumas

delas nesta seção. O primeiro resultado é um critério de Cauchy para funções Kurzweil-

Cauchy integráveis.

Teorema 1.20. Um função U : [a,b]× [a,b] → X será Kurzweil-Cauchy integrável se, e so-

mente se, dado ε> 0, existir um calibre contínuo à esquerda δ de [a,b] tal que

‖S(U ,D1)−S(U ,D2)‖< ε

para quaisquer divisões marcadas δ-finas D1,D2 de [a,b].

Demonstração. Suponha que dado n ∈N, existe um calibre contínuo à esquerda δ de [a,b]

tal que

‖S(U ,D1)−S(U ,D2)‖< 1/n (1.1)

para quaisquer divisões marcadas δ-finas D1,D2 de [a,b] e n ∈ N. Para todo n ∈ N, denote

por M(n) o conjuntos de todas as somas S(U ,D) que satisfazem (1.1). Note que, pelo Lema

de Cousin, M(n) é não vazio, para todo n ∈N.
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Seja

I =
⋂

n∈N

M(n) ∈ X .

Portanto,

‖S(U ,D)− I‖< 1/n

para toda divisão marcada δ-fina D de [a,b] e para todo n ∈N. Daí, pela Definição 1.17, U é

Kurzweil-Cauchy integrável e
∫b

a
DU (τ, t ) = I .

Por outro lado, se U : [a,b]× [a,b] → X for Kurzweil-Cauchy integrável, então dado ε> 0,

existirá um calibre contínuo à esquerda δ de [a,b] tal que, para toda divisão marcada D de

[a,b], vale
∥∥∥∥S(U ,D)−

∫b

a
DU (τ, t )

∥∥∥∥<
ε

2
.

Portanto, se D1,D2 forem duas divisões marcadas δ-fina de [a,b], então

‖S(U ,D1)−S(U ,D2)‖ ≤
∥∥∥∥S(U ,D1)−

∫b

a
DU (τ, t )

∥∥∥∥+
∥∥∥∥S(U ,D2)−

∫b

a
DU (τ, t )

∥∥∥∥< ε

e terminamos a prova.

É claro que a integral de Kurzweil-Cauchy é linear pois, dados c1,c2 ∈ R,

U ,V : [a,b]× [a,b] → X e uma divisão marcada D de [a,b], é fácil ver que

S(c1U +c2V ,D) = c1S(U ,D)+c2S(V ,D).

Vejamos mais alguns resultados, começando pela integrabilidade em subintervalos.

Teorema 1.21. Se U : [a,b]×[a,b] → X for Kurzweil-Cauchy integrável em [a,b], então U será

Kurzweil-Cauchy integrável em todo intervalo [c,d ] ⊂ [a,b].

Demonstração. Seja ε > 0 dado. Pelo teorema anterior, existe um calibre contínuo à es-
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querda δ de [a,b] tal que

‖S(U ,D1)−S(U ,D2)‖< ε

para quaisquer divisões marcadas δ-finas D1,D2 de [a,b].

Suponha que a < c < d < b e sejam D̃1,D̃2 divisões marcadas δ-finas de [c,d ]. Sejam,

também, Da e Db divisões marcadas δ-finas de [a,c] e [c,d ] respectivamente. Sejam

D1 = Da ∪ D̃1 ∪Db e D2 = Da ∪ D̃2 ∪Db . É claro que D1 e D2 são divisões marcadas δ-finas

de [a,b] e

‖S(U ,D̃1)−S(U ,D̃2)‖= ‖S(U ,D1)−S(U ,D2)‖< ε,

o que conclui a prova.

Teorema 1.22. Sejam c ∈ [a,b] e U : [a,b]× [a,b] → X . Se U for Kurzweil-Cauchy integrável

em [a,c] e em [c,b], então U será Kurzweil-Cauchy integrável em [a,b] e

∫c

a
DU (τ, t )+

∫b

c
DU (τ, t ) =

∫b

a
DU (τ, t ).

Demonstração. Como U é Kurzweil-Cauchy integrável em [a,c] e em [c,b], existem calibres

contínuos à esquerda δ1 e δ2 tais que, para toda divisão marcada D1 δ1-fina de [a,c] e para

toda divisão marcada D2 δ2-fina de [c,b]

∥∥∥∥S(U ,D1)−
∫c

a
DU (τ, t )

∥∥∥∥<
ε

2
e

∥∥∥∥S(U ,D2)−
∫b

c
DU (τ, t )

∥∥∥∥<
ε

2
.

Seja δ̃ : [a,b] → (0,∞) um calibre contínuo à esquerda tal que δ̃(τ) < δ1(τ), se τ ∈ [a,c] e

δ̃(τ) < δ2(τ), se τ ∈ [c,b]. Defina

δ(τ) =






min{δ̃(τ), |τ−c|}, τ 0= c,

δ̃(c), τ= c.

Observe que δ : [a,b] → (0,∞) é um calibre contínuo à esquerda de [a,b]. Seja D = (τi , ti )

uma divisão marcada de [a,b]. Pela construção do calibre δ, existe m ∈ {1, . . . , |D|} tal que
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c = τm . Portanto,

S(U ,D) =
m−1∑

i=1
[U (τi , ti )−U (τi , ti−1)]+U (c, tm )−U (c, tm−1)+

|D|∑

i=m+1
[U (τi , ti )−U (τi , ti−1)]

=
m−1∑

i=1
[U (τi , ti )−U (τi , ti−1)]+U (c,c)−U (c, tm−1)

+U (c, tm )−U (c,c)+
|D|∑

i=m+1
[U (τi , ti )−U (τi , ti−1)]

= S(U ,D1)+S(U ,D2)

em que D1 = {a,τ1, t1, . . . , tm−1,τm = c} e D2 = {c = τm , tm . . . , t|D|−1,τ|D|, t|D| = b} são divisões

marcadas δ1-fina e δ2-fina de [a,c] e [c,b] respectivamente. Assim,

∥∥∥∥S(U ,D)−
(∫c

a
DU (τ, t )+

∫b

c
DU (τ, t )

)∥∥∥∥=

∥∥∥∥S(U ,D1)+S(U ,D2)−
∫c

a
DU (τ, t )−

∫b

c
DU (τ, t )

∥∥∥∥

≤

∥∥∥∥S(U ,D1)−
∫c

a
DU (τ, t )

∥∥∥∥+
∥∥∥∥S(U ,D2)−

∫b

c
DU (τ, t )

∥∥∥∥< ε.

Pela definição da integral de Kurzweil-Cauchy,
∫b

a DU (τ, t ) existe e vale

∫c

a
DU (τ, t )+

∫b

c
DU (τ, t ) =

∫b

a
DU (τ, t )

o que completa a demonstração.

O próximo resultado é uma versão do Lema de Saks-Henstock para a intergral de Kurzweil-

Cauchy. A prova segue os passos de [33], Lema 1.13.

Lema 1.23 (Lema de Saks-Henstock). Seja U : [a,b]×[a,b] → X . Dado ε> 0, seja δ um calibre

contínuo à esquerda de [a,b] tal que, para toda divisão marcada δ-fina D = (τi , ti ) de [a,b],

temos
∥∥∥∥S(U ,D)−

∫b

a
DU (τ, t )

∥∥∥∥< ε.
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Se a ≤ c1 ≤ ξ1 ≤ d1 ≤ c2 ≤ ξ2 ≤ d2 ≤ . . . ≤ cm ≤ ξm ≤ dm ≤ b for tal que

[c j ,d j ] ⊂ (ξ j −δ(ξ j ),ξ j +δ(ξ j )), j = 1, . . . ,m,

então ∥∥∥∥∥

m∑

j=1

[

U (ξ j ,d j )−U (ξ j ,c j )−
∫d j

c j

DU (τ, t )

]∥∥∥∥∥< ε.

Demonstração. Sem perda de generalidade, podemos assumir que c j < d j , j = 1, . . . ,m. De-

note d0 = a e cm+1 = b. Se d j < c j+1 para algum j = 0, . . . ,m, então
∫c j+1

d j
DU (τ, t ) existirá

e, para todo η > 0 dado, existirá um calibre contínuo à esquerda δ j de [d j ,c j+1] tal que

δ j (τ) < δ(τ), τ ∈ [d j ,c j+1] e, para toda divisão marcada D j de [d j ,c j+1],

∥∥∥∥∥S(U ,D j )−
∫c j+1

d j

DU (τ, t )

∥∥∥∥∥<
η

m +1
.

Se d j = c j+1, então tomamos S(U ,D j ) = 0.

Observe que a expressão

m∑

j=1
[U (ξ j ,d j )−U (ξ j ,c j )]+

m∑

j=1
S(U ,D j )

representa a soma de uma certa divisão marcada δ-fina de [a,b] e, consequentente,

∥∥∥∥∥

m∑

j=1
[U (ξ j ,d j )−U (ξ j ,c j )]+

m∑

j=1
S(U ,D j )−

∫b

a
DU (τ, t )

∥∥∥∥∥< ε.

Portanto,

∥∥∥∥∥

m∑

j=1

[

U (ξ j ,d j )−U (ξ j ,c j )−
∫d j

c j

DU (τ, t )

]∥∥∥∥∥

≤

∥∥∥∥∥

m∑

j=1
[U (ξ j ,d j )−U (ξ j ,c j )]+

m∑

j=1
S(U ,D j )−

∫b

a
DU (τ, t )

∥∥∥∥∥+
m∑

j=1

∥∥∥∥∥S(U ,D j )−
∫c j+1

d j

DU (τ, t )

∥∥∥∥∥

< ε+η.
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Como a desigualdade vale para todo η> 0 o resultado segue.

A seguir, veremos dois resultados do tipo Hake para a integral de Kurzweil-Cauchy. As

demonstrações são análogas às demonstrações dos Teoremas 1.14 e 1.16 em [33].

Teorema 1.24. Seja U : [a,b]× [a,b] → X .

(i) Se U for Kurzweil-Cauchy integrável em todo intervalo [a,c], c ∈ [a,b) e o limite

lim
c→b−

[∫c

a
DU (τ, t )−U (b,c)+U (b,b)

]
= I ∈ X

existir, então a função U será Kurzweil-Cauchy integrável em [a,b] e

∫b

a
DU (τ, t )= I ,

(ii) Se U for Kurzweil-Cauchy integrável em todo intervalo [c,b], c ∈ (a,b] e o limite

lim
c→a+

[∫b

c
DU (τ, t )+U (a,c)−U (a, a)

]
= I ∈ X

existir, então a função U será Kurzweil-Cauchy integrável em [a,b] e

∫b

a
DU (τ, t )= I .

Teorema 1.25. Se U : [a,b]× [a,b] → X for Kurzweil-Cauchy integrável em [a,b], então

lim
s→c

[∫s

a
DU (τ, t )−U (c, s)+U (c,c)

]
=

∫c

a
DU (τ, t ),

para todo c ∈ [a,b].

Observação 1.26. Novamente, o teorema anterior nos diz que a integral indefinida de Kurzweil-

Cauchy de uma função U será contínua em um ponto c ∈ [a,b] se, e somente se, a função

U (c, ·) : [a,b] → X for contínua em c.
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Para finalizar esta seção, vamos apresentar o exemplo clássico de uma função que possui

muita oscilação e que é Kurzweil integrável. Vamos ver que, de fato, tal função é Kurzweil-

Cauchy integrável.

Exemplo 1.27. Seja f : [0,1] →R um função definida por

f (t ) =






2t sen
(

2
t2

)
− 2

t cos
(

2
t2

)
, t ∈ (0,1],

0, t = 0.

Observe que f não é Lebesgue integrável em [0,1], pois f é muito oscilante próximo de 0 e,

portanto, não é absolutamente integrável em [0,1]. Como a integral de Riemann imprópria

de f existe, usando um teorema do tipo Hake para a integral de Kurzweil-Cauchy, o qual nos

diz que a integral de Kurzweil-Cauchy é invariante por extensões de Cauchy (ou seja, a integral

de Kurzweil-Cauchy contém suas integrais impróprias), a integral de Kurzweil-Cauchy de f

também existe e tem o mesmo valor da integral de Riemann da função f .

1.4 Teorema de Representação de Riesz

Para enunciar uma versão do Teorema de Representação Riesz para funções regradas,

precisamos encontrar o espaço dual dessas funções. Para isto, vejamos o conceito de semi-

variação limitada. Uma referência para esse assunto é [34].

Seja L(X ) o espaço Banach dos operadores lineares e limitados em X com a norma usual

‖F‖L(X ) = sup{‖F (x)‖, x ∈ X ,‖x‖ ≤ 1}.

Sejam F : [a,b] → L(X ) e D = {t0, t1, . . . , t|D|} uma divisão de [a,b]. Considere

SV (F,D) = sup

{∥∥∥∥∥

|D|∑

i=1
[F (ti )−F (ti−1)]xi

∥∥∥∥∥ , xi ∈ X ,‖xi‖ ≤ 1

}

e

(s)var[a,b]F = (s)varb
aF = sup

D∈D[a,b]
SV (F,D)
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em que (s)varb
aF é dita semivariação de F em [a,b].

Diremos que uma função F : [a,b] → L(X ) é de semivariação limitada em [a,b], se

(s)var[a,b]F <∞ e denotaremos o conjunto das funções de semivariação limitada de [a,b] em

L(X ) por SV ([a,b],L(X )). Similarmente ao caso das funções de variação limitada,

SV ([a,b],L(X )) será um espaço de Banach quando munido da norma

‖F‖SV = ‖F (a)‖L(X ) + (s)varb
aF.

Mais ainda, podemos definir ‖F‖SV = ‖F (c)‖L(X ) + (s)varb
aF , para todo c ∈ [a,b] e teremos

uma norma em SV ([a,b],L(X )), tornando-o um espaço de Banach. Claramente

BV ([a,b],L(X )) ⊂ SV ([a,b],L(X )).

Seja SVb([a,b],L(X )) o conjunto das funções F : [a,b] → L(X ) que são de semivariação

limitada em [a,b] e F (b) = 0. Então SVb([a,b],L(X )) será um espaço de Banach, se conside-

rarmos a norma

‖F‖SV = ‖F (b)‖L(X ) + (s)varb
aF = (s)varb

aF.

Considere, também, G+([a,b], X ) o espaço das funções regradas f : [a,b] → X que são contí-

nuas à direita e L(G+([a,b], X ), X ) o espaço dos operadores lineares e limitados de G+([a,b], X )

em X .

Nesta seção, vamos considerar a integral de Kurzweil-Cauchy escrita na forma

∫b

a
d [α(t )] f (t )

em que α : [a,b] → L(X ) e f : [a,b] → X . Observe que, se U : [a,b]× [a,b] → X for tal que

U (τ, t ) = α(t ) f (τ), então dada uma divisão marcada D = (τi , ti ) de [a,b], a soma S(U ,D)

representa uma soma do tipo Riemann-Stieltjes

S(U ,D)=
|D|∑

i=1
[U (τi , ti )−U (τi , ti−1)] =

|D|∑

i=1
[α(ti )−α(ti−1)] f (τi )
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o que nos motiva a usar essa notação mais convencional.

O resultado seguinte é um caso particular da Proposição 10 e do Teorema 11 ambos de-

monstrados em [34].

Proposição 1.28. Sejam α : [a,b] → L(X ) e f : [a,b] → X .

(i) Se α ∈ SVb([a,b],L(X )) e f ∈G+([a,b], X ), então

∥∥∥∥

∫b

a
d [α(t )] f (t )

∥∥∥∥≤ (s)varb
aα‖ f ‖.

(ii) Sejamα∈ SVb([a,b],L(X )), f ∈G+([a,b], X ) e fn uma sequência de funções em G+([a,b], X )

que converge uniformemente para f . Então

∫b

a
d [α(t )] f (t ) = lim

n→∞

∫b

a
d [α(t )] fn(t ).

O próximo lema é uma consequência dos Lemas 12 e 13 em [34] para o caso da integral

de Kurzweil-Cauchy.

Lema 1.29. Sejam α ∈ SVb([a,b],L(X )), τ ∈ [a,b) e x ∈ X . Então

∫b

a
d [α(t )]χ[τ,b)(t )x =−α(τ)x,

em que a integral é no sentido de Kurzweil-Cauchy.

Demonstração. Sejam α ∈ SVb([a,b],L(X )), τ ∈ [a,b) e x ∈ X . Dado ε> 0, sejam δ um calibre

contínuo à esquerda de [a,b] tal que δ(t ) < |t −τ|, se t 0= τ e D = (ti−1, [ti−1, ti ]) uma divisão

marcada δ-fina de [a,b] tais que

∥∥∥∥∥

|D|∑

i=1
[α(ti )−α(ti−1)]χ[τ,b)(ti−1)x −

∫b

a
d [α(t )]χ[τ,b)(t )x

∥∥∥∥∥< ε.



40 A integral de Kurzweil

Pela definição de δ, existe m ∈ {1, . . . , |D|−1} tal que τ= tm . Assim,

|D|∑

i=1
[α(ti )−α(ti−1)]χ[τ,b)(ti−1)x =

|D|∑

i=m+1
[α(ti )−α(ti−1)]χ[τ,b)(ti−1)x =−α(τ)x

e, portanto,
∫b

a d [α(t )]χ[τ,b)(t )x =−α(τ)x.

Agora, vamos apresentar uma versão do Teorema de Representação de Riesz no subes-

paço das funções regradas contínuas à direita a valores num espaço de Banach.

Teorema 1.30 (Teorema de Representação de Riesz). Um operador F : G+([a,b], X ) → X será

um operador linear e limitado se, e somente se, existir α ∈ SVb([a,b],L(X )) tal que, para toda

f ∈G+([a,b], X ),

F ( f ) =
∫b

a
d [α(t )] f (t ),

em que a integral é no sentido de Kurzweil-Cauchy.

Demonstração. Primeiramente, suponha que α ∈ SVb([a,b],L(X )) e que

F ( f ) =
∫b

a
d [α(t )] f (t )

para toda f ∈G+([a,b], X ). Segue direto da definição da integral que F é um operador linear

e, pelo item (i) da Proposição 1.28,

‖F ( f )‖=
∥∥∥∥

∫b

a
d [α(t )] f (t )

∥∥∥∥≤ (s)varb
aα‖ f ‖

para toda f ∈G+([a,b], X ), isto é, F é um operador linear limitado.

Suponha, agora, que F ∈ L(G+([a,b], X ), X ). Seja α ∈ SVb([a,b],L(X )) definida por

α(t )x =






−F (χ[t ,b) x), t ∈ [a,b),

0, t = b
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para quaisquer t ∈ [a,b] e x ∈ X . Note que α ∈ SVb([a,b],L(X )), pois

SV (α,D) = sup

{∥∥∥∥∥

|D|∑

i=1
[α(ti )−α(ti−1)]xi

∥∥∥∥∥ , xi ∈ X ,‖xi‖ ≤ 1

}

= sup

{∥∥∥∥∥F

(
|D|∑

i=1
χ[ti−1,ti )xi

)∥∥∥∥∥ , xi ∈ X ,‖xi‖ ≤ 1

}

≤ ‖F‖

para toda divisão D = (ti ) de [a,b] e, portanto, (s)varb
aα<∞.

Para provar que F ( f ) =
∫b

a d [α(t )] f (t ) para toda f ∈ G+([a,b], X ), basta provar a igual-

dade para funções da forma χ[τ,b)x, τ ∈ [a,b) e x ∈ X , pois toda função em G+([a,b], X ) é

limite uniforme de funções dessa forma (Teorema 1.1). Sejam τ ∈ [a,b) e x ∈ X . Logo, pelo

Lema 1.29, temos
∫b

a
d [α(t )]χ[τ,b)(t )x =−α(τ)x = F (χ[τ,b)x).

O resultado segue pelo Teorema da Convergência Uniforme (item (ii) da Proposição 1.28).

Em [29] (Teorema 4.1.1), podemos encontrar uma versão do Teorema de Representação

de Riesz para o G−([a,b], X ) em escalas temporais usando integral de Cauchy-Stieltjes. Uma

outra referência para esse assunto é [38] (Teorema 2.4.8).





Capítulo

2

EDOs generalizadas

Neste segundo capítulo, apresentaremos as Equações Diferencias Ordinárias Generali-

zadas (EDOs generalizadas) em um espaço de Banach. Iniciaremos relembrando a teoria

básica de EDOs generalizadas e, também, uma classe particular dessas equações, as EDOs

generalizadas lineares. Na sequência, veremos a definição e algumas propriedades do opera-

dor fundamental de uma EDO generalizada linear e, finalizando o capítulo, apresentaremos

alguns resultados novos, tais como uma versão da fórmula de Dirichilet para a integral de

Kurzweil em espaço de Banach e uma fórmula da variação das constantes mais geral que as

encontradas na literatura (veja [33], por exemplo).

2.1 EDOs generalizadas

Nesta seção, apresentaremos a definição de uma equação diferencial ordinária genera-

lizada (vamos escrever EDO generalizada ou ainda EDOG) e algumas propriedades de suas

soluções. Além disso, veremos um teorema de existência local e unicidade de soluções para

uma certa classe de EDOs generalizadas. As principais referências para esta seção são [23],

[24] e [33].

Sejam Ω⊂ X ×R um aberto e G : Ω→ X uma função, onde X é um espaço de Banach.
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Definição 2.1. Uma função x : [α,β] → X será dita uma solução da equação ordinária gene-

ralizada

d x

dτ
= DG(x, t ) (2.1)

no intervalo [α,β] ⊂R, se (x(t ), t ) ∈Ω para todo t ∈ [α,β] e se a igualdade

x(v)−x(γ) =
∫v

γ
DG(x(τ), t ) (2.2)

valer para quaisquer γ, v ∈ [α,β].

A integral do lado direito de (2.2) é no sentido da integral de Kurzweil introduzida no

primeiro capítulo, Definição 1.3. A notação (2.1) é apenas simbólica. O símbolo
d x

dτ
não sig-

nifica que a solução possui derivada. Vejamos um simples exemplo extraído de [33], página

100.

Exemplo 2.2. Se r : [0,1] → R for uma função contínua que não tem derivada em nenhum

ponto do intervalo [0,1], então podemos tomar G(x, t ) = r (t ) e, neste caso,

∫s2

s1

DG(x(τ), t ) =
∫s2

s1

Dr (t ) = r (s2)− r (s1).

Pela Definição 2.1, x : [0,1] → R definida por x(s) = r (s), s ∈ [0,1] é solução da EDO generali-

zada

d x

dτ
= DG(x, t ) = Dr (t )

e não possui derivada em nenhum ponto do intervalo [0,1].

Sejam −∞< a < b <∞ e

Ω=O × [a,b],

em que O ⊂ X é um conjunto aberto (por exemplo, O = Bc = {x ∈ X ; ‖x‖ < c} para algum

c > 0).
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Definição 2.3. Diremos que uma função G : Ω→ X pertence à classe F (Ω,h), se existir uma

função não decrescente h : [a,b] →R tal que

‖G(x, s2)−G(x, s1)‖ ≤ |h(s2)−h(s1)| (2.3)

para quaisquer pares (x, s2), (x, s1) ∈Ω e

‖G(x, s2)−G(x, s1)−G(y, s2)+G(y, s1)‖ ≤ ‖x − y‖|h(s2)−h(s1)|

para quaisquer pares (x, s2), (x, s1), (y, s2), (y, s1) ∈Ω.

A seguir, veremos que as soluções da EDO generalizada (2.1) serão funções de variação

limitada, quando G : Ω → X pertencer à classe F (Ω,h), para alguma função h : [a,b] → R

não decrescente. Mais geralmente, basta que G : Ω → X satisfaça (2.3). Uma prova desse

fato para X com dimensão finita pode ser encontrada em [33]. A prova para o caso em que

X é um espaço de Banach qualquer segue de modo análogo.

Proposição 2.4. Suponha que G : Ω → X satisfaça a condição (2.3). Se [α,β] ⊂ (a,b) e

x : [α,β] → X for uma solução da EDO generalizada (2.1), então para quaisquer s1, s2 ∈ [α,β]

‖x(s2)−x(s1)‖ ≤ |h(s2)−h(s1)| (2.4)

e, consequentemente,

varβαx ≤ h(β)−h(α) <∞

isto é, x será de variação limitada em [α,β]. Além disso, se h for contínua num ponto c ∈ [α,β],

então x também será contínua em c.

A seguir, veremos um resultado que descreve as descontinuidades das soluções da EDO

generalizada (2.1), quando a função G pertence à classe F (Ω,h). Este resultado pode ser

encontrado em [33], Lema 3.12 para o caso em que a dimensão de X é finita. O caso geral
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tem demonstração análoga.

Lema 2.5. Se x : [α,β] → X for uma solução da EDO generalizada (2.1) e G : Ω→ X satisfizer

a condição (2.3), então

x(σ+)−x(σ) = lim
s→σ+

x(s)−x(σ) =G(x(σ),σ+)−G(x(σ),σ)

para σ ∈ [α,β) e

x(σ)−x(σ−) = x(σ)− lim
s→σ−

x(s) =G(x(σ),σ)−G(x(σ),σ−)

para σ ∈ (α,β], em que

G(x,σ+) = lim
s→σ+

G(x, s), σ ∈ [α,β)

e

G(x,σ−) = lim
s→σ−

G(x, s), σ ∈ (α,β].

Observe que os limites laterais G(x,σ+), G(x,σ−), x(σ+) e x(σ−) existem em X , pois h é

uma função não descrescente.

Agora apresentaremos um resultado que garante a existência da integral de Kurzweil en-

volvida na definição de solução da EDO generalizada (2.1). Este resultado pode ser encon-

trado em [1], Lema 2.7.

Lema 2.6. Sejam G : Ω→ X uma função que pertence à classe F (Ω,h) e x : [α,β] → X uma

função regrada em [α,β] ⊂ [0,+∞) e suponha que (x(s), s) ∈ Ω para todo s ∈ [α,β]. Então

a integral
∫β
α DG(x(τ), t ) existe e a função s !→

∫s
α DG(x(τ), t ) ∈ X é de variação limitada em

[α,β] (e, portanto, regrada).

O próximo resultado garante a existência e unicidade de solução para a EDO generali-

zada (2.1) (veja [14], Teorema 2.15).
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Teorema 2.7. Suponha que G : Ω → X pertença à classe F (Ω,h), onde a função h é con-

tínua à esquerda. Então para todo (x̃, t0) ∈ Ω tal que x̃+ = x̃ +G(x̃, t0+) −G(x̃, t0) satisfaz

(x̃+, t0) ∈Ω, existem ∆> 0 e uma única solução x : [t0, t0 +∆] → X da EDO generalizada (2.1)

no intervalo [t0, t0 +∆] satisfazendo x(t0) = x̃.

Observação 2.8. A hipótese de h ser uma função contínua à esquerda no Teorema 2.7 implica

que as soluções da EDO generalizada (2.1) também são contínuas à esquerda (veja equação

(2.4)).

2.2 EDOs generalizadas lineares

Nesta seção, vamos apresentar a classe das EDOs generalizadas lineares. Veremos que,

sob certas condições, podemos garantir existência global e unicidade de solução. As princi-

pais referências para esta seção são [6] e [35].

Sejam (x̃, t0) ∈ X × [a,b], onde X é um espaço de Banach, e L(X ) o espaço de Banach

dos operadores lineares e limitados em X com a norma usual de operadores. Suponha que

F : X ×[a,b] → X seja dada por F (x, t ) = A(t )x, com A : [a,b] → L(X ) de variação limitada em

[a,b]. Além disso, vamos supor que A satisfaça as seguintes condições:

(I + [A(t+)− A(t )])−1 = [I +∆
+A(t )]−1 ∈ L(X ), t ∈ [a,b)

(I − [A(t )− A(t−)])−1 = [I −∆
−A(t )]−1 ∈ L(X ), t ∈ (a,b]

(2.5)

em que I ∈ L(X ) é o operador identidade, A(t+) = lim
s→t+

A(s) e A(t−) = lim
s→t−

A(s).

Observação 2.9. Como A : [a,b] → L(X ) é de variação limitada em [a,b], os limites laterais

A(t+) = lim
r→t+

A(r ) ∈ L(X ), t ∈ [a,b)
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e

A(t−) = lim
r→t−

A(r ) ∈ L(X ), t ∈ (a,b]

existem, pois A ∈ BV ([a,b],L(X )) ⊂G([a,b],L(X )). Então, pelo item (iii) doTeorema 1.1, dado

ε> 0, os conjuntos

{t ∈ [a,b);‖A(t+)− A(t ))‖ ≥ ε} e {t ∈ (a,b];‖A(t )− A(t−))‖ ≥ ε}

são finitos. Portanto, tomando ε = 1, existe um conjunto finito {t1, t2, . . . , tm} ⊂ [a,b] tal que

‖A(t+)− A(t ))‖ < 1 para todo t ∈ [a,b), t 0= ti , i = 1, . . . ,m, e ‖A(t )− A(t−))‖ < 1 para todo

t ∈ (a,b], t 0= ti , i = 1, . . . ,m. Logo, os operadores

I +∆
+A(t ) ∈ L(X ) e I −∆

−A(t ) ∈ L(X )

são invertíveis, isto é,

[I +∆
+A(t )]−1 ∈ L(X ), t ∈ [a,b), t 0= ti , i = 1, . . . ,m,

e

[I −∆
−A(t )]−1 ∈ L(X ), t ∈ (a,b], t 0= ti , i = 1, . . . ,m.

A observação acima nos diz que, se A : [a,b] → L(X ) for um operador de variação limi-

tada em [a,b], então as condições em (2.5) são válidas a menos de uma quantidade finita de

pontos em [a,b].

Agora, considere o seguinte problema de valor inicial para EDO generalizada linear






d x

dτ
= DF (x, t ) = D[A(t )x],

x(t0) = x̃.
(2.6)

Pela Definição 2.1, uma função x : [a,b] → X será uma solução da EDO generalizada linear
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(2.6) no intervalo [a,b], se

x(s2) = x(s1)+
∫s2

s1

D[A(t )x(τ)], (2.7)

para quaisquer s1, s2 ∈ [a,b]. Em particular, uma função x : [a,b] → X será uma solução do

problema de valor inicial (2.6) em [a,b] se

x(s) = x̃ +

∫s

t0

D[A(t )x(τ)], (2.8)

para todo s ∈ [a,b].

Observe que, pelas propriedades da integral de Kurzweil, a integral do lado direito de

(2.7) é formada por somas de tipo Riemann-Stieltjes, isto é, as somas de Riemann para a

integral
∫s

t0
D[A(t )x(τ)] têm a forma

∑
[A(ti )− A(ti−1)]x(τi ),

o que nos leva a uma notação mais convencional na forma
∫s

t0
d [A(t )]x(t ). Neste caso, a

integral será chamada de integral de Perron-Stieltjes. Então (2.7) se torna

x(s2)−x(s1) =
∫s2

s1

d [A(s)]x(s), s1, s2 ∈ [a,b]

e, similarmente, a equação (2.8) pode ser reescrita na forma

x(s) = x̃ +

∫s

t0

d [A(r )]x(r ), s ∈ [a,b],

com as integrais acima são no sentido de Perron-Stieltjes.

Observação 2.10. Quando a função F : X ×[a,b] → X tem a forma F (x, t ) = A(t )x, com A(t ) ∈

L(X ) para todo t ∈ [a,b], a integral de Kurzweil

∫b

a
DF (x(τ), t ) =

∫b

a
D[A(t )x(τ)]
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coincide com a integral de Perron-Stieltjes, isto é,

∫b

a
DF (x(τ), t ) =

∫b

a
D[A(t )x(τ)] =

∫b

a
d [A(t )]x(t ).

Uma referência para a integral de Perron-Stieltjes, onde esta integral foi bastante estudada, é

[35].

A prova do lema seguinte segue os passos da prova do Lema 6.1 em [33].

Lema 2.11. Se x : [a,b] → X for uma solução de (2.6) em [a,b], então x ∈BV ([a,b], X ).

O próximo resultado garante a existência e unicidade de solução para o problema de

valor inicial (2.6) no intervalo [a,b] inteiro. Este resultado é consequência do Teorema 2.10

e da última observação do artigo [35].

Teorema 2.12. Se A ∈ BV ([a,b],L(X )) satisfizer (2.5), então o problema de valor inicial (2.6)

terá uma única solução em [a,b]. Além disso, essa solução será de variação limitada em [a,b].

Observação 2.13. Se considerarmos A : R→ L(X ) localmente de variação limitada, isto é, A

é de variação limitada em todo intervalo fechado de R, juntamente com a hipótese (2.5), o

teorema anterior garante a existência global e unicidade de solução para EDOs generalizadas

lineares.

2.3 Operador fundamental

A fim de obter uma fórmula da variação das constantes para EDOs generalizadas, vamos

definir e enunciar algumas propriedades do operador fundamental para as EDOs generali-

zadas lineares.

Do mesmo modo que a equação

d x

dτ
= D[A(t )x]
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em (2.6), podemos considerer a equação

dΦ

dτ
= D[A(t )Φ],

em que Φ ∈ L(X ). Uma solução dessa equação no intervalo [a,b] é um operador

Φ : [a,b] → L(X ) tal que

Φ(s2) =Φ(s1)+
∫s2

s1

D[A(t )Φ(τ)] =Φ(s1)+
∫s2

s1

d [A(s)]Φ(s)

para quaisquer s1, s2 ∈ [a,b].

Seja Φ : [a,b] → L(X ) dado por

Φ(t ) =Φ(t0)+
∫t

t0

d [A(s)]Φ(s), t ∈ [a,b]. (2.9)

Pelo Teorema 2.12, se o operador Φ definido por (2.9) for de variação limitada em [a,b] e

satisfizer (2.5), então Φ será unicamente determinado. Além disso, se (2.9) for satisfeita para

todo t ∈ [a,b], então Φ : [a,b] → L(X ) será uma solução da EDO generalizada

dΦ

dτ
= D[A(t )Φ].

Agora, vamos definir o operador fundamental para EDOs generalizadas lineares. Veja

Teorema 6.13 em [33]. Reproduzimos a prova aqui, agora para o caso de X ter dimensão

infinita.

Teorema 2.14. Suponha que A ∈ BV ([a,b],L(X )) satisfaça (2.5). Então existe um único ope-

rador U : [a,b]× [a,b] → L(X ), chamado operador fundamental, tal que

U (t , s) = I +

∫t

s
d [A(r )]U (r, s) (2.10)

para quaisquer t , s ∈ [a,b], onde I denota o operador identidade em L(X ). Além disso, para
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todo s ∈ [a,b] fixado, U ( · , s) será um operador de variação limitada em [a,b].

Demonstração. A demonstração desse resultado segue os passos da prova do Teorema 6.13

em [33]. Dado s ∈ [a,b], U ( · , s) é uma solução de

Φ(t ) = I +

∫t

s
d [A(r )]Φ(r )

e, pelo Teorema 2.12, esta solução existe e é de variação limitada em [a,b], para todo s ∈ [a,b]

fixado.

O próximo resultado relaciona o operador fundamental da EDO generalizada com a so-

lução do problema de valor inicial correspondente. O caso em que dim X < ∞ pode ser

encontrado em [33], Teorema 6.14.

Teorema 2.15. Suponha que A ∈ BV ([a,b],L(X )) satisfaça (2.5). Então, para todo s ∈ [a,b], a

única solução x : [a,b] → X do problema de valor inicial






d x

dτ
= D[A(t )x],

x(s) = x̃ ∈ X ,
(2.11)

é dada pela relação

x(t ) =U (t , s)x̃, t ∈ [a,b], (2.12)

em que U : [a,b]× [a,b] → L(X ) é o operador fundamental dado pelo Teorema 2.14.

Demonstração. Pelo Teorema 2.14, a função x : [a,b] → X dada por (2.12) é de variação limi-

tada em [a,b]. Portanto, para todo t ∈ [a,b], a integral
∫t

s d [A(r )]x(r ) existe (Teorema 1.13) e

vale
∫t

s
d [A(r )]x(r ) =

∫t

s
d [A(r )]U (r, s)x̃ = [U (t , s)− I ]x̃ = x(t )− x̃ .

Isto significa que x é uma solução do problema de valor inicial (2.11) e esta solução é unica-

mente determinada pelo Teorema 2.12.
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Veremos, a seguir, um teorema com algumas propriedades do operador fundamental U

dado por (2.10). A prova desse resultado segue os passos da prova do Teorema 6.15 em [33].

Teorema 2.16. Suponha que A ∈ BV ([a,b],L(X )) satisfaça (2.5). Então o operador funda-

mental U : [a,b]× [a,b] → L(X ), dado por (2.10), satisfaz as seguintes propriedades:

(i) U (t , t ) = I , para todo t ∈ [a,b];

(ii) Existe uma constante M > 0 tal que

‖U (t , s)‖≤ M , t , s ∈ [a,b],

varb
aU (t , ·) ≤ M , t ∈ [a,b],

varb
aU (·, s) ≤ M , s ∈ [a,b];

(iii) U (t , s)=U (t ,r )U (r, s), para quaisquer t ,r, s,∈ [a,b];

(iv) [U (t , s)]−1 ∈ L(X ) existe e [U (t , s)]−1 =U (s, t ), para quaisquer t , s ∈ [a,b];

(v) Valem as igualdades:

U (t+, s) = [I +∆
+A(t )]U (t , s),

U (t−, s) = [I −∆
−A(t )]U (t , s),

U (t , s+) =U (t , s)[I +∆
+A(t )]−1,

U (t , s−) =U (t , s)[I −∆
−A(t )]−1,

para quaisquer t , s ∈ [a,b].

Demonstração. A propriedade (i) segue direto da definição do operador fundamental. Va-

mos provar a propriedade (ii).
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Sejam s, t ∈ [a,b] fixados tais que a ≤ s < t ≤ b. Para todo r ∈ [s,b] defina

Â(r ) =






A(s), r = s,

A(r−), r ∈ (s,b].

Como U (·, s) ∈BV ([a,b],L(X )) (Teorema 2.14), valem as igualdades

∫t

s
d [A(r )]U (r, s) =

∫t

s
d [Â(r )]U (r, s)+ [A(t )− A(t−)]U (t , s)

=

∫t

s
d [Â(r )]U (r, s)+∆

−A(t )U (t , s),

para todo t ∈ (s,b]. Logo,

U (t , s)= I +

∫t

s
d [A(r )]U (r, s) = I +

∫t

s
d [Â(r )]U (r, s)+∆

−A(t )U (t , s)

e, assim,

[I −∆
−A(t )]U (t , s) = I +

∫t

s
d [A(r )]U (r, s).

Portanto

U (t , s)= [I −∆
−A(t )]−1

(
I +

∫t

s
d [A(r )]U (r, s)

)

e, pela Proposição 1.12,

‖U (t , s)‖≤ ‖[I −∆
−A(t )]−1‖

(
1+

∫t

s
d [varr

s Â]‖U (r, s)‖
)

,

para todo t ∈ (s,b].

Como A satisfaz (2.5), existe uma constante C > 0 tal que

‖U (t , s)‖≤C +C

∫t

s
d [varr

s Â]‖U (r, s)‖,

para todo t ∈ (s,b]. Como Â é uma função contínua à esquerda em (s,b], a função varr
s Â
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também é contínua à esquerda em (s,b]. Portanto, pelo Teorema 1.11 (desigualdade do tipo

Gronwall), obtemos

‖U (t , s)‖≤C eCvart
s Â ≤C eCvarb

a A := M1,

para quaisquer s, t ∈ [a,b], com s ≤ t .

Se s, t ∈ [a,b] forem tais que a ≤ t < s, então para todo r ∈ [a, s] definimos

Â(r ) =






A(s), r = s,

A(r+), r ∈ [a, s).

De maneira análoga, podemos concluir que

‖U (t , s)‖≤C eCvarb
a A ,

para quaisquer s, t ∈ [a,b] com t ≤ s. Finalmente,

‖U (t , s)‖≤ M1, s, t ∈ [a,b].

Usando a estimativa obtida acima e a Proposição 1.12, obtemos

‖U (t2, s)−U (t1, s)‖=
∥∥∥∥

∫t2

t1

d [A(r )]U (r, s)
∥∥∥∥≤ M1vart2

t1
A

e, portanto,

varb
aU (·, s) ≤ M1varb

a A := M2,

para todo s ∈ [a,b].

Se a ≤ s1 ≤ s2 ≤ b, então

U (t , s2)−U (t , s1) =
∫t

s2

d [A(r )]U (r, s2)−
∫t

s1

d [A(r )]U (r, s1)

=

∫t

s2

d [A(r )]U (r, s2)−
∫s2

s1

d [A(r )]U (r, s1)−
∫t

s2

d [A(r )]U (r, s1)
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=−

∫s2

s1

d [A(r )]U (r, s1)+
∫t

s2

d [A(r )](U (r, s2)−U (r, s1)),

isto é, a função S : [a,b] → L(X ), definida por S(t ) =U (t , s2)−U (t , s1), com t ∈ [a,b], satisfaz

a equação
d X

dτ
= D[A(t )X ],

com condição inicial X (s2) =−
∫s2

s1
d [A(r )]U (r, s1). Então, pelo Teorema 2.15, temos

S(t ) =U (t , s2)−U (t , s1) =−U (t , s2)
∫s2

s1

d [A(r )]U (r, s1),

para todo t ∈ [a,b]. Logo,

‖U (t , s2)−U (t , s1)‖ ≤ ‖U (t , s2)‖M1vars2
s1 A ≤ M2

1 vars2
s1 A

e, portanto,

varb
aU (t , ·) ≤ M2

1 varb
a A := M3,

para todo t ∈ [a,b]. Tomando M = max{M1, M2, M3}, concluimos a prova da propriedade (ii).

Pela definição do operador fundamental U , é fácil ver que

U (t , s)=U (r, s)+
∫t

r
d [A(r )]U (r, s),

para quaiquer t , s,r ∈ [a,b] e, portanto, pelo Teorema 2.15, concluimos que

U (t , s)=U (t ,r )U (r, s),

para quaisquer t , s,r ∈ [a,b], isto é, a propriedade (iii) vale.

A propriedade (iv) segue direto da relação

U (t , s)U (s, t )=U (t , t ) = I , t , s ∈ [a,b].
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A propriedade (v) é consequência do Teorema 1.9.

2.4 Fórmula da variação das constantes

Para finalizar o capítulo, vamos apresentar uma fórmula da variação das constantes para

EDOs generalizadas lineares perturbadas por funções que dependem do tempo e do estado.

Iniciamos a seção apresentando dois lemas auxiliares para se obter uma fórmula do tipo

Dirichilet que, por sua vez, será útil na obtenção da fórmula da variação das constantes. Os

resultados presentes nessa seção são novos e podem ser encontrados em [6].

Lema 2.17. Sejam t0 ∈ [a,b] e U : [a,b]× [a,b] → L(X ) o operador fundamental dado por

(2.10) no Teorema 2.14. Então, se ϕ ∈G([a,b], X ), a função ϕ̂ : [a,b] → X dada por

ϕ̂(r ) =
∫r

t0

ds[U (r, s)]ϕ(s)

será regrada.

Demonstração. Sejam t0 ∈ [a,b] e ϕ ∈G([a,b], X ) fixados. Considere r ∈ [t0,b) e seja rn uma

sequência em [a,b] tal que rn ↘ r , isto é, rn ≥ r , n ∈N e {rn} converge para r . Pelo Teorema

2.16, limn→∞U (rn, s) =U (r+, s) existe, para todo s ∈ [a,b], e existe uma constante M > 0 tal

que varb
aU (rn , ·) < M , para todo n ∈ N. Então, pelo Teorema da Escolha de Helly ([21], Teo-

rema I.5.8), U (r+, ·) ∈BV ([a,b],L(X )) e, portanto, a integral
∫r

t0
ds[U (r+, s)]ϕ(s) tem sentido.

Defina Ũ (σ, s) = U (σ, s), para a ≤ s ≤ σ ≤ b, e Ũ (σ, s) = 0 para a ≤ σ < s ≤ b. É fácil ver

que a função Ũ tem as mesmas propriedades da função U e, além disso, Ũ (σ+, s) =U (σ+, s)

para a ≤ s ≤σ≤ b e Ũ (σ+, s)= 0 para a ≤σ< s ≤ b. Então

∫b

t0

ds [Ũ (r, s)]ϕ(s)=
∫r

t0

ds [U (r, s)]ϕ(s)+
[

lim
s→r+

U (r, s)−U (r,r )
]
ϕ(r )

= ϕ̂(r )+
[

lim
s→r+

U (r, s)−U (r,r )
]
ϕ(r ).



58 EDOs generalizadas

Pela propriedade (v) no Teorema 2.16, o limite

lim
n→∞

[
lim

s→r+
n

U (rn , s)−U (rn ,rn)
]
ϕ(rn)

existe e, pelo Teorema da Convergênca Uniforme (Teorema 1.14), é claro que

lim
n→∞

∫b

t0

ds[Ũ (rn , s)−Ũ (r+, s)]ϕ(s)= 0.

Então, o limite lateral à direita lims→r+ ϕ̂(s) existe, para todo r ∈ [t0, t ). Similarmente po-

demos provar que o limite lateral à esquerda lims→r− ϕ̂(s) existe, para todo r ∈ (t0, t ]. Por-

tanto, a função ϕ̂ : [a,b] → X , dada por ϕ̂(r ) =
∫r

t0
ds[U (r, s)]ϕ(s), é regrada para toda ϕ ∈

G([a,b], X ).

Lema 2.18. Sejam t0, t ∈ [a,b], t0 ≤ t e K ∈ BV ([a,b],L(X )). Se U : [a,b]× [a,b] → L(X ) for

o operador fundamental dado por (2.10) no Teorema 2.14, então a função Û : [t0, t ] → L(X )

definida por

Û (s) =
∫t

s
dr [K (r )]U (r, s)

será de variação limitada em [t0, t ].

Demonstração. Primeiramente, note que a propriedade (ii) no Teorema 2.16 e o fato que

K ∈BV ([a,b],L(X )) implicam que a função Û está bem definida (Teorema 1.13).

Seja Ũ (σ, s) = U (σ, s) para a ≤ s ≤ σ ≤ b e Ũ (σ, s) = 0 para a ≤ σ < s ≤ b. É fácil ver

que a função Ũ tem as mesmas propriedades que a função U e que, para todo σ ∈ [a,b],

varb
a(Ũσ) ≤ varσa (Uσ)+‖U∆(σ)‖, em que U∆(σ) =U (σ,σ). Além disso, para todo s ∈ [t0, t ],

∫t

t0

d [K (r )]Ũ (r, s)=
∫t

s
d [K (r )]U (r, s)+ [K (s)− lim

r→s−
K (r )]U∆(s)

= Û (s)+ [K (s)− lim
r→s−

K (r )]U∆(s).
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Seja D = (α j ), j = 1, . . . , |D|, uma divisão de [t0, t ]. Então

|D|∑

j=1

∥∥Û (α j )−Û (α j−1)
∥∥≤

|D|∑

j=1

∥∥∥
∫t

t0

d [K (r )]
(
Ũ (r,α j )−Ũ (r,α j−1)

)∥∥∥

+
|D|∑

j=1

∥∥∥[K (α j )− lim
r→α−

j

K (r )]U∆(α j )− [K (α j−1)− lim
r→α−

j−1

K (r )]U∆(α j−1)
∥∥∥

≤ vart
t0

(K ) sup
r∈[t0,t]

|D|∑

j=1

∥∥Ũ (r,α j )−Ũ (r,α j−1)
∥∥

+
|D|∑

j=1

∥∥∥[K (α j )− lim
r→α−

j

K (r )](U∆(α j )−U∆(α j−1))
∥∥∥

+
|D|∑

j=1

∥∥∥[K (α j )− lim
r→α−

j

K (r )−K (α j−1)+ lim
r→α−

j−1

K (r )]U∆(α j−1)
∥∥∥

≤ vart
t0

(K ) sup
r∈[t0,t]

vart
t0

Ũ (r, ·)+2 sup
r∈[t0,t]

‖K (r )‖
|D|∑

j=1
‖U∆(α j )−U∆(α j−1)‖

+ sup
r∈[t0,t]

‖U∆(r )‖
( |D|∑

j=1
‖K (α j )−K (α j−1)‖+

|D|∑

j=1

∥∥∥ lim
r→α−

j

K (r )− lim
r→α−

j−1

K (r )
∥∥∥
)

≤ vart
t0

(K ) sup
r∈[t0,t]

(vart
t0

U (r, ·)+‖U∆(r )‖)+2 sup
r∈[t0,t]

‖K (r )‖vart
t0

(U∆)

+2 sup
r∈[t0,t]

‖U∆(r )‖vart
t0

(K )

= vart
t0

(K ) sup
r∈[t0,t]

(
vart

t0
U (r, ·)+3‖U∆(r )‖

)
+2 sup

r∈[t0,t]
‖K (r )‖vart

t0
(U∆).

Portanto Û ∈ BV ([t0, t ],L(X )) e a prova está completa.

Observação 2.19. Os dois lemas acima generalizam os Lemas 2.10 e 2.12 em [38] respecti-

vamente, no seguinte sentido: enquanto em [38] o intervalo de integração é fixado, aqui este

intervalo varia, tornando os cálculos mais difíceis de se obter. De fato, as demonstrações dos

Lemas 2.17 e 2.18 vistas aqui são mais complicadas do que as demonstrações dos Lemas 2.10

e 2.12 de [38].

O próximo lema nos dá uma fórmula do tipo Dirichilet para funções regradas em espaço

de Banach e será útil para provar uma fórmula da variação das constantes para EDOs ge-

neralizadas. Este lema generaliza o Lema 6.16 de [33], o qual lida com funções de variação
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limitada em R
n . A técnica que vamos utilizar aqui é diferente da usada em [33]. Primeiro,

calculamos as integrais de funções características e, depois, aplicamos um teorema de con-

vergência uniforme. Em [33], o autor usa um teorema do tipo Tonelli. Em [38], também

temos um resultado similar (veja [38], Teorema 2.13), mas pelas mesmas razões apresenta-

das na última observação, o resultado presente aqui é mais geral.

Lema 2.20. Sejam A,K ∈BV ([a,b],L(X )) e suponha que A satisfaça (2.5). Então, se U : [a,b]×

[a,b] → L(X ) for o operador fundamental dado por (2.10) no Teorema 2.14, a igualdade

∫t

t0

d [K (r )]
(∫r

t0

ds[U (r, s)]ϕ(s)
)
=

∫t

t0

d [K (s)]ϕ(s)+
∫t

t0

ds

[∫t

s
dr [K (r )]U (r, s)

]
ϕ(s) (2.13)

valerá para todo t0, t ∈ [a,b] e ϕ ∈G([a,b], X ).

Demonstração. Primeiramente, vamos supor que t0, t ∈ [a,b], com t0 ≤ t .

Observe que, pelos Lemas 2.17 e 2.18, todas as integrais envolvidas em (2.13) estão bem

definidas.

Sejam (α,β) ∈ [t0, t ] e x0 ∈ X fixados. Pelo Lema 1.16, temos

∫r

t0

ds [U (r, s)]χ(α,β)(s)xo =






0, t0 ≤ r ≤α;

x0 − lim
s→α+

U (r, s)x0, α< r <β;

lim
s→β−

U (r, s)x0 − lim
s→α+

U (r, s)x0, β≤ r ≤ t .

Então,

∫t

t0

d [K (r )]
(∫r

t0

ds [U (r, s)]χ(α,β)(s)x0

)

= lim
c→α+

(
lim

s→β−
K (s)x0 −K (c)x0 + lim

s→β−
[K (β)−K (s)]U (β, s)x0

+

∫t

β
d [K (r )]( lim

s→β−
U (r, s)x0)+

∫t

c
d [K (r )](− lim

s→α+
U (r, s)x0)

)

= lim
s→β−

K (s)x0 − lim
s→α+

K (s)x0 + lim
s→β−

[K (β)−K (s)]U (β, s)x0

+

∫t

β
d [K (r )]( lim

s→β−
U (r, s)x0)− lim

s→α+

∫t

s
d [K (r )]U (r, s)x0.

(2.14)
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Por outro lado,

∫t

t0

d [K (s)]χ(α,β)(s)x0 = lim
s→β−

K (s)x0 − lim
s→α+

K (s)x0 (2.15)

e, usando o Teorema 1.9, obtemos

∫t

t0

ds

[∫t

s
dr [K (r )]U (r, s)

]
χ(α,β)(s)x0

= lim
s→β−

∫t

s
dr [K (r )]U (r, s)x0 − lim

s→α+

∫t

s
dr [K (r )]U (r, s)x0

= lim
s→β−

[K (β)−K (s)]U (β, s)x0 +

∫t

β
dr [K (r )]( lim

s→β−
U (r, s)x0)

− lim
s→α+

∫t

s
dr [K (r )]U (r, s)x0.

(2.16)

Portanto, comparando as igualdades (2.14), (2.15) e (2.16), a igualdade (2.13) vale para ϕ(s)=

χ(α,β)(s)x0.

Seja x1 ∈ X e suponha t0 < γ< t . Usando as mesmas idéias acima, teremos

∫r

t0

ds[U (r, s)]χ{γ}(s)x1 =






0, t0 ≤ r < γ;

x1 − lim
s→γ−

U (γ, s)x1, r = γ;

lim
s→γ+

U (r, s)x1 − lim
s→γ−

U (r, s)x1, γ< r ≤ t

e

∫t

t0

d [K (r )]
(∫r

t0

ds[U (r, s)]χ{γ}(s)x1

)

=

∫γ

t0

d [K (r )]
(∫r

t0

ds[U (r, s)]χ{γ}(s)x1

)
+

∫t

γ
d [K (r )]

(∫r

t0

ds[U (r, s)]χ{γ}(s)x1

)

= lim
s→γ−

[K (γ)−K (s)](x1 −U (γ, s)x1)−
∫t

γ
d [K (r )]( lim

s→γ−
U (r, s)x1)

+ lim
s→γ+

(∫t

s
d [K (r )]( lim

σ→γ+
U (r,σ)x1)+ [K (s)−K (γ)]x1

)

= lim
s→γ+

K (s)x1 − lim
s→γ−

K (s)x1 − lim
s→γ−

[K (γ)−K (s)]U (γ, s)x1

+ lim
s→γ+

∫t

s
d [K (r )]U (r, s)x1 −

∫t

γ
d [K (r )]( lim

s→γ−
U (r, s)x1)

(2.17)
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Para o lado direito de (2.13), obtemos

∫t

t0

d [K (s)]χ{γ}(s)x1 = lim
s→γ+

K (s)x1 − lim
s→γ−

K (s)x1 (2.18)

e

∫t

t0

ds

[∫t

s
d [K (r )]U (r, s)

]
χ{γ}(s)x1

= lim
s→γ+

∫t

s
d [K (r )]U (r, s)x1 − lim

s→γ−

∫t

s
d [K (r )]U (r, s)x1

= lim
s→γ+

∫t

s
d [K (r )]U (r, s)x1 −

∫t

γ
d [K (r )]( lim

s→γ−
U (r, s)x1)

− lim
s→γ−

[K (γ)−K (s)]U (γ, s)x1.

(2.19)

Novamente, comparando as igualdades (2.17), (2.18) e (2.19), a igualdade (2.13) vale para

ϕ(s) = χ{γ}(s)x1. Analogamente, podemos provar a igualdade (2.13) para os casos γ = t0 e

γ= t .

Agora, sejam ϕ ∈G([t0, t ], X ) e ϕn uma sequência de funções escadas que converge uni-

formemente para ϕ em [t0, t ], isto é

lim
n→∞

sup
s∈[to ,t]

‖ϕn(s)−ϕ(s)‖X .

Como ϕn é uma função escada para todo n ∈N, a igualdade (2.13) vale para todo n ∈N. Pelo

Teorema da Convergência Uniforme para a integral de Perron (Teorema 1.14), (2.13) também

vale para ϕ, o que conclui a demonstração.

Corolário 2.21. Suponha que A ∈ BV ([a,b],L(X )) satisfaça (2.5). Então, se U : [a,b]×[a,b] →

L(X ) for o operador fundamental dado por (2.10) no Teorema 2.14, a igualdade

∫t

t0

d [A(r )]
(∫r

t0

ds [U (r, s)]ϕ(s)
)
=

∫t

t0

d [A(s)]ϕ(s)+
∫t

t0

ds [U (t , s)]ϕ(s)

valerá para quaisquer t0, t ∈ [a,b] e ϕ ∈G([a,b], X ).
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Demonstração. Considere K = A no Lema 2.20. Então

∫t

t0

d [A(r )]
(∫r

t0

ds [U (r, s)]ϕ(s)
)
=

∫t

t0

d [A(s)]ϕ(s)+
∫t

t0

ds

[∫t

s
dr [A(r )]U (r, s)

]
ϕ(s)

e, por (2.10),

∫t

t0

d [A(r )]
(∫r

t0

ds [U (r, s)]ϕ(s)
)
=

∫t

t0

d [A(s)]ϕ(s)+
∫t

t0

ds [U (t , s)]ϕ(s)

para quaisquer t0, t ∈ [a,b] e ϕ ∈G([a,b], X ).

Agora, vamos apresentar uma fórmula da variação das constantes para EDOs generaliza-

das lineares perturbadas por funções não necessariamente autônomas e não lineares. Este

resultado é novo e generaliza o Teorema 6.17 de [33] (veja também [36], Teorema 3.4), cuja

EDO generalizada envolvida é constituida de uma parte linear mais uma perturbação autô-

noma. A referência para esse resultado é [6].

Teorema 2.22. Sejam A ∈ BV ([a,b],L(X )) e F : X × [a,b] → L(X ). Se [α,β] ⊆ [a,b], t0 ∈ [α,β]

e x ∈G([α,β], X ) for uma solução do problema de valor inicial






d x

dτ
= D[A(t )x +F (x, t )],

x(t0) = x̃,
(2.20)

então x poderá ser escrita como

x(t ) =U (t , t0)x̃ +

∫t

t0

DF (x(τ), s)−
∫t

t0

dσ[U (t ,σ)]
(∫σ

t0

DF (x(τ), s)
)

, t ∈ [α,β], (2.21)

em que U : [a,b]× [a,b] → L(X ) é o operador fundamental dado por (2.10).

Demonstração. Sejam x ∈ G([α,β], X ) uma solução de (2.20) e t0, t ∈ [α,β] tal que t ≥ t0. O

caso em que t ≤ t0 pode ser provado de maneira análoga.
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Defina ϕ(σ) =
∫σ

t0
DF (x(τ), s), para σ ∈ [t0, t ]. Por (2.21) e (2.10), temos

∫t

t0

d [A(r )]x(r ) =

∫t

t0

d [A(r )]U (r, t0)x̃ +

∫t

t0

d [A(r )]
[∫r

t0

DF (x(τ), s)
]

−

∫t

t0

d [A(r )]
(∫r

t0

dσ[U (r,σ)]
[∫σ

t0

DF (x(τ), s)
])

= [U (t , t0)− I ]x̃ +

∫t

t0

d [A(r )]ϕ(r )−
∫t

t0

d [A(r )]
(∫r

t0

dσ[U (r,σ)]ϕ(σ)
)

.

e, pelo Corolário 2.21,

∫t

t0

d [A(r )]x(r ) = U (t , t0)x̃ − x̃ −

∫t

t0

dσ[U (t ,σ)]φ(σ)

= x(t )− x̃ −

∫t

t0

DF (x(τ), s)

(2.22)

uma vez que ϕ é regrada. Isto conclui a prova, pois (2.22) significa que x, dada por (2.21), é

uma solução de (2.20).



Capítulo

3

EDFs no contexto de EDOs generalizadas

O objetivo desse capítulo é estabelecer uma correspondência entre as soluções de uma

equação diferencial funcional linear (EDF linear) e as soluções de uma equação diferencial

ordinária generalizada linear (EDO generalizada linear). Iniciaremos apresentando a cons-

trução da EDO generalizada linear a partir de uma EDF linear dada.

Recordamos que G([a,b],Rn) denota o espaço de Banach das funções regradas do in-

tervalo fechado [a,b] no espaço euclidiano R
n , equipado com a norma usual do supremo.

Denote por | · | qualquer norma em R
n .

Sejam r,σ> 0 e t0 ∈R. Dada uma função y : R→R
n , seja yt : [−r,0] →R

n definida por

yt (θ) = y(t +θ), θ ∈ [−r,0],

para cada t ∈ R. É claro que, se y ∈ G([t0 − r, t0 +σ],Rn), então yt ∈ G([−r,0],Rn) para todo

t ∈ [t0, t0 +σ].

Agora, vamos considerar o seguinte problema de valor inicial para uma equação diferen-

cial funcional linear 




ẏ =L (t )yt ,

yt0 =φ,
(3.1)
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em que φ ∈G([−r,0],Rn) e L (t ) : G([−r,0],Rn) → R
n é linear e limitada para todo t ∈ [t0, t0 +

σ], isto é, L (t ) ∈ L(G([−r,0],Rn),Rn) para todo t ∈ [t0, t0 +σ].

Iremos mostrar que uma equação diferencial funcional da forma (3.1) pode ser transfor-

mada em um equação diferencial ordinária generalizada da forma






d x

dτ
= D[A(t )x],

x(t0) = x̃,
(3.2)

em que A : [t0, t0+σ]→ L(G([t0−r, t0+σ],Rn)), x̃ ∈G([t0−r, t0+σ],Rn), e cuja solução x toma

valores em um subespaço de G([t0−r, t0+σ],Rn). Para esse propósito, vamos introduzir duas

condições que a função L deve satisfazer:

(A) Para todo y ∈ G([t0 − r, t0 +σ],Rn), a aplicação t !→ L (t )yt é Kurzweil integrável em

[t0, t0 +σ];

(B) Existe uma função Lesbesgue integrável M : [t0 − r, t0 +σ] →R tal que

∣∣∣∣

∫s2

s1

L (s)(ys − zs )d s

∣∣∣∣≤
∫s2

s1

M(s)‖ys − zs‖d s

para quaisquer s1, s2 ∈ [t0 − r, t0 +σ] e y, z ∈G([t0, t0 +σ],Rn).

Observação 3.1. A condição (B) vale na seguinte situação particular. Seja η : R×R→ L(Rn)

uma função tal que η(t , ·) é contínua à esquerda e de variação limitada em [−r,0] para todo t

fixado. Suponha que M(t ) = var0
−rη(t , ·) é Lebesgue integrável em [t0 − r, t0 +σ] e seja

L (t )ψ=

∫0

−r
dθ[η(t ,θ)]ψ(θ). (3.3)

Pelo Teorema 1.13, a integral de Perron-Stieltjes do lado direito de (3.3) existe para todo t ∈

[t0, t0 +σ]. Note que, se t ∈ [t0, t0 +σ] e ψ ∈G([−r,0],Rn), então

|L (t )ψ| =

∣∣∣∣

∫0

−r
dθ[η(t ,θ)]ψ(θ)

∣∣∣∣≤ var0
−rη(t , ·)‖ψ‖= M(t )‖ψ‖
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e isso, juntamente com a condição (A), implica (B).

Observação 3.2. Se considerarmos o espaço G+([−r,0],Rn) das funções regradas e contínuas

à direita de [−r,0] em R
n, então o Teorema de Representação de Riesz visto no primeiro capí-

tulo (Teorema 1.30) nos dará uma representação, com a mesma forma de (3.3), para a função

L (t ) : G([−r,0],Rn) →R
n, com t ∈ [t0, t0 +σ].

Seguindo os mesmos passos de [14], para y ∈G([t0 − r, t0 +σ],Rn) e t ∈ [t0, t0 +σ], defina

F (y, t )(ϑ) =






0, t0 − r ≤ϑ≤ t0

∫ϑ
t0

L (s)ys d s, t0 ≤ϑ≤ t ≤ t0 +σ,

∫t
t0

L (s)ysd s, t0 ≤ t ≤ϑ≤ t0 +σ.

(3.4)

Para quaisquer y ∈G([t0 − r, t0 +σ],Rn) e t ∈ [t0, t0 +σ] podemos observar, olhando para

(3.4), que F (y, t ) define uma função contínua em [t0 − r, t0 +σ], isto é,

F (y, t ) ∈C ([t0 − r, t0 +σ],Rn).

Isto significa que, para todo t ∈ [t0, t0+σ] fixado, um operador agindo em G([t0−r, t0+σ],Rn)

está definido. Formalmente, temos

F (·, t ) : G([t0 − r, t0 +σ],Rn) →G([t0 − r, t0 +σ],Rn).

Olhando para (3.4) podemos observar, também, que F (y, t ) é linear na primeira variável, isto

é,

F (αy1 +βy2, t ) =αF (y1, t )+βF (y2, t )

para quaisquer t ∈ [t0, t0 +σ], α,β ∈R e y1, y2 ∈G([t0 −r, t0 +σ],Rn). Este fato segue da linea-

ridade da integral e do operador L (t ), com t ∈ [t0, t0 +σ].
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Reescrevendo F em uma forma mais convencional, F (y, t ) = A(t )y , teremos

[A(t )y](ϑ) =






0, t0 − r ≤ϑ≤ t0

∫ϑ
t0

L (s)ys d s, t0 ≤ϑ≤ t ≤ t0 +σ,

∫t
t0

L (s)ysd s, t0 ≤ t ≤ϑ≤ t0 +σ.

(3.5)

em que, para todo t ∈ [t0, t0+σ] fixado, A(t ) : G([t0−r, t0+σ],Rn) →G([t0−r, t0+σ],Rn) é um

operador linear.

Considere a norma

‖A(t )y‖= sup
ϑ∈[t0−r,t0+σ]

|F (y, t )(ϑ)|.

Pela definição (3.4) do operador F e pelas condições (A) e (B), a estimativa

|F (y, t )(ϑ)|≤
∣∣∣∣

∫t

t0

L (s)ys d s

∣∣∣∣≤ ‖y‖

∫t

t0

M(s)d s.

é válida, para quaisquer t ∈ [t0, t0 +σ], ϑ ∈ [t0 − r, t0 +σ] e y ∈G([t0 − r, t0 +σ],Rn). Então

‖A(t )y‖ ≤ ‖y‖

∫t

t0

M(s)d s

e, portanto, o operador linear A(t ) é limitado para todo t ∈ [t0, t0 +σ], e assim, a aplicação

A : [t0, t0 +σ] → L(G([t0 − r, t0 +σ],Rn))

satisfaz a estimativa

‖A(t )‖L(G([t0−r,t0+σ],Rn)) ≤

∫t

t0

M(s)d s.

Além disso, se y ∈G([t0−r, t0+σ],Rn) e t0 ≤ s1 ≤ s2 ≤ t0+σ, então (3.5) e as condições (A)

e (B) implicam que
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k[A(s2)° A(s1)]yk = sup
#2[t0°r,t0+æ]

|[A(s2)y](#)° [A(s1)y](#)|

= sup
#2[s1,s2]

|[A(s2)y](#)° [A(s1)y](#)|

= sup
#2[s1,s2]

ØØØØ
Z#

s1

L (s)ysd s
ØØØØ

∑
Zs2

s1

M(s)d skyk.

Portanto,

kA(s2)° A(s1)kL(G([t0°r,t0+æ],Rn )) ∑
Zs2

s1

M(s)d s (3.6)

para quaisquer s1, s2 2 [t0, t0 +æ], s1 ∑ s2. Disso, concluimos que

A : [t0, t0 +æ] ! L(G([t0 ° r, t0 +æ],Rn))

é de variação limitada em [t0, t0 +æ] e

vart0+æ
t0°r (A) ∑

Zt0+æ

t0°r
M(s)d s.

Mais ainda, (3.6) implica que A : [t0, t0+æ] ! L(G([t0°r, t0+æ],Rn)) é contínua em [t0, t0+æ].

A construção do operator A(t ) definido por (3.5) é baseada nas ideias presentes em [31] e

[22] e nos resultados apresentados em [13] e [14] que relacionam problemas de valor inicial

para EDFs, em particular, problemas lineares do tipo (3.1), com uma classe de EDOs gene-

ralizadas em espaço de Banach. Vamos, no que segue, descrever esta conexão com mais

detalhes.

Dado ¡ 2G([°r,0],Rn), defina

x(t0)(#) = ex(#) =

8
><

>:

¡(#° t0), t0 ° r ∑#∑ t0,

¡(0) = x(t0)(t0), t0 ∑#∑ t0 +æ.
(3.7)

É fácil ver que ex 2G([t0 ° r, t0 +æ],Rn) e essa função é construída a partir da condição inicial
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do problema (3.1).

A EDO generalizada associada ao problema (3.1) é linear e tem a forma de (3.2) com

espaço de fase G([t0 − r, t0 +σ],Rn). A forma integral do problema (3.2) é dada por

x(v) = x̃ +

∫v

t0

D[A(t )x(τ)] = x̃ +

∫v

t0

d [A(s)]x(s)

em que v ∈ [t0 −r, t0 +σ] e a última integral é no sentido de Perron-Stieltjes. Por (3.6), o ope-

rador A em (3.2) satisfaz as hipóteses do Teorema 2.12 e, portanto, temos existência global e

unicidade de solução para o problema de valor incial (3.2).

Antes de apresentar a correspondência entre as soluções da EDF linear do tipo (3.1) e as

soluções de uma certa classe de EDOs generalizadas lineares do tipo (3.2), vamos enunciar

um resultado importante que pode ser encontrado em [14], Lema 3.3.

Lema 3.3. Seja x : [t0, t0+σ] →G([t0−r, t0+σ],Rn) a solução da EDO generalizada linear (3.2)

no intervalo [t0, t0 +σ]. Se v ∈ [t0, t0 +σ], então

x(v)(ϑ) = x(v)(v), ϑ≥ v, ϑ ∈ [t0 − r, t0 +σ]

e

x(v)(ϑ) = x(ϑ)(ϑ), v ≥ϑ, ϑ ∈ [t0 − r, t0 +σ].

Os próximos dois teoremas relacionam as soluções da EDF linear (3.1) e da EDO genera-

lizada linear (3.2).

Teorema 3.4. Seja y : [t0−r, t0+σ] →R
n a solução da EDF linear (3.1) no intervalo [t0, t0+σ].

Dado t ∈ [t0, t0 +σ], defina

x(t )(ϑ) =






y(ϑ), ϑ ∈ [t0 − r, t ]

y(t ), ϑ ∈ [t , t0 +σ].
(3.8)

Então x : [t0, t0+σ] →G([t0−r, t0+σ],Rn) definida acima é solução da EDO generalizada (3.2)
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no intervalo [t0, t0 +σ], com condição inicial x(t0) = x̃ dada por (3.7).

Demonstração. Pela Definição 2.1, precisamos mostrar que, para todo t ∈ [t0 − r, t0 +σ],

x(t )−x(t0) =
∫t

t0

d [A(s)]x(s).

Sejam ε > 0 arbitrário e t > t0 fixado. Pela continuidade de y no intervalo [t0, t ] (pois

a integral indefinida de uma função Perron integrável é contínua, veja Observação 1.10),

podemos tomar um calibre δ em [t0, t ] tal que, para toda divisão δ-fina D = (τk , sk) de [t0, t ],

|y(ρ)− y(τk )|≤ ε, ρ ∈ [τk ,τk +δ(τk )), k = 1, . . . ,m.

Logo, se D = (τk , sk ) for uma divisão δ-fina de [t0, t ], então (3.8) implicará

[x(sk )−x(sk−1)](ϑ) =






0, ϑ ∈ [t0 − r, sk−1],

∫ϑ
sk−1

L (s)ysd s, ϑ ∈ [sk−1, sk],

∫sk
sk−1

L (s)ysd s, ϑ ∈ [sk , t0 +σ].

e, por (3.5), teremos

[A(sk )x(τk )− A(sk−1)x(τk )](ϑ) =






0, ϑ ∈ [t0 − r, sk−1],

∫ϑ
sk−1

L (s)(x(τk )s )d s, ϑ ∈ [sk−1, sk ],

∫sk
sk−1

L (s)(x(τk )s )d s, ϑ ∈ [sk , t0 +σ].

Portanto,

[x(sk )−x(sk−1)](ϑ)− [A(sk )x(τk )− A(sk−1)x(τk )](ϑ)

=






0, ϑ ∈ [t0 − r, sk−1],

∫ϑ
sk−1

L (s)(ys −x(τk )s )d s, ϑ ∈ [sk−1, sk ],

∫sk
sk−1

L (s)(ys −x(τk )s )d s, ϑ ∈ [sk , t0 +σ].
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e, tomando a norma do supremo, obtemos

‖[x(sk )−x(sk−1)]− [A(sk )x(τk )− A(sk−1)x(τk )]‖

= sup
ϑ∈[t0−r,t0+σ]

|[x(sk )−x(sk−1)](ϑ)− [A(sk )x(τk )− A(sk−1)x(τk )](ϑ)|

= sup
ϑ∈[sk−1,sk ]

∣∣∣∣

∫ϑ

sk−1

L (s)(ys −x(τk )s)d s

∣∣∣∣ .

Note que, se s ≤ τk , então x(τk )s = ys e, consequentemente,

∫ϑ

sk−1

L (s)(ys −x(τk )s)d s =






0, ϑ ∈ [sk−1,τk],

∫ϑ
τk

L (s)(ys −x(τk )s )d s, ϑ ∈ [τk , sk].

Então, pela condição (B), temos

∣∣∣∣

∫ϑ

τk

L (s)(ys −x(τk )s )d s

∣∣∣∣≤
∫ϑ

τk

M(s)‖ys −x(τk )s‖d s ≤

∫sk

τk

M(s)‖ys −x(τk )s‖d s.

Se s ∈ [τk , sk], então

x(τk )s (ϑ) = x(τk )(s +ϑ)=






y(s +ϑ) = ys(ϑ), s +ϑ≤ τk ,

y(τk ), τk ≤ s +ϑ.

Portanto, pela definição do calibre δ, temos

‖ys −x(τk )s‖= sup
ρ∈[τk ,sk ]

|y(ρ)− y(τk )|≤ ε

e
∫sk

τk

M(s)‖ys −x(τk )s‖d s ≤ ε

∫sk

τk

M(s)d s.

Logo, ∥∥∥∥∥x(t )−x(t0)−
m∑

k=1
[A(sk )x(τk )− A(sk−1)x(τk )]

∥∥∥∥∥≤ ε

∫t

t0

M(s)d s.
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Finalmente, como ε> 0 é arbitrário, obtemos

x(t )−x(t0) =
∫t

t0

d [A(s)]x(s)

para todo t ≥ t0, o que conclui da prova.

Observação 3.5. Em [14] (veja Teoremas 3.4 e 3.5) uma correspondência entre EDFs (não ne-

cessariamente lineares) e EDOs generalizadas é apresentada. Em particular, EDFs lineares

podem ser vistas como EDOS generalizadas. Mas o Teorema 3.4 que acabamos de ver garante

mais do que isso: que EDFs lineares podem ser tratadas como EDOs generalizadas lineares.

Tal resultado é novo e pode ser encontrado em [6]. Por outro lado, como um caso particular do

Teorema 3.5 de [14], uma solução de uma EDO generalizada linear pode ser vista como uma

solução de uma EDF. Veremos a seguir que, na verdade, uma solução de uma EDO generali-

zada linear pode ser relacionada com uma solução de uma EDF linear.

O próximo resultado é um caso particular da Proposição 4.2 de [30]. A prova será repetida

aqui para reforçar as técnicas utilizadas nas demonstrações dos resultados de correspondên-

cia de soluções de EDFs e EDOs generalizadas.

Teorema 3.6. Seja x : [t0, t0 +σ] → G([t0 − r, t0 +σ],Rn) uma solução da EDO generalizada

linear (3.2) no intervalo [t0, t0 +σ], com condição inicial x(t0) = x̃ dada por (3.7). Para todo

ϑ ∈ [t0 − r, t0 +σ], defina

y(ϑ) =






x(t0)(ϑ), t0 − r ≤ϑ≤ t0

x(ϑ)(ϑ), t0 ≤ϑ≤ t0 +σ.
(3.9)

Então y : [t0 − r, t0 +σ] →R
n será solução da EDF linear (3.1) no intervalo [t0 − r, t0 +σ].

Demonstração. Primeiramente, observe que yto =φ, por (3.7) e (3.9). Resta-nos provar que

y(ϑ)− y(t0) =
∫ϑ

t0

L (s)ysd s
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para todo ϑ ∈ [t0, t0 +σ].

Seja ϑ ∈ [t0, t0 +σ] fixado. Pela definição de y e pelo Lema 3.3, temos

y(ϑ)− y(t0) = x(ϑ)(ϑ)−x(t0)(t0) = x(ϑ)(ϑ)−x(t0)(ϑ) =
(∫ϑ

t0

d [A(s)]x(s)
)
(ϑ). (3.10)

Seja ε> 0 fixado. Como x : [t0, t0 +σ] →G([t0 − r, t0 +σ],Rn) é uma função regrada, existe

uma sequência em [t0,ϑ], t0 < . . . < tm = ϑ, tal que ‖x(t )− x(s)‖ < ε, sempre que tk−1 < t , s <

tk , k = 1, . . . ,m.

Pela definição da integral de Perron-Stieltjes,
∫ϑ

t0
d [A(s)]x(s), seja δ um calibre em [t0,ϑ]

tal que

δ(τ) < min
{

tk − tk−1

2
, k = 1, . . . ,m

}
, τ ∈ [t , t0],

e

δ(τ) < min{|τ− tk |, |τ− tk−1|, τ ∈ [tk−1, tk ], k = 1, . . . ,m},

e, além disso,
∥∥∥

|D|∑

k=1
[A(sk )x(τk )− A(sk−1)x(τk )]−

∫ϑ

t0

d [A(s)]x(s)
∥∥∥< ε, (3.11)

para toda divisão δ-fina D = (τk , sk ) de [t0,ϑ].

Esta escolha de δ garante que se D = (τk , sk) for uma disivão δ-fina de [t0,ϑ], então cada

subintervalo [sk−1, sk] conterá no máximo um dos pontos t0, . . . , tm e, neste caso, tk será a

marca correspondente deste intervalo. Mais ainda, pela continuidade da integral indefinida

de Perron, podemos considerar, também, que

∫tk+δ(tk )

tk

M(s)‖ys −x(tk )s‖d s <
ε

2m +1
, k = 0, . . . ,m.

Se D = (τk , sk ) for uma divisão δ-fina de [t0,ϑ], então, por (3.10) e (3.11), teremos

∣∣∣y(ϑ)− y(t0)−
∫ϑ

t0

L (s)ysd s
∣∣∣=

∣∣∣
(∫ϑ

t0

d [A(s)]x(s)
)
(ϑ)−

∫ϑ

t0

L (s)ys d s
∣∣∣
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< ε+
∣∣∣
|D|∑

k=1
[A(sk )x(τk )− A(sk−1)x(τk )](ϑ)−

∫ϑ

t0

L (s)ysd s
∣∣∣

< ε+
|D|∑

k=1

∣∣∣[A(sk )x(τk )− A(sk−1)x(τk )](ϑ)−
∫sk

sk−1

L (s)ys d s
∣∣∣.

Pela definição em (3.5), vale

[A(sk )x(τk )− A(sk−1)x(τk )](ϑ) =
∫sk

sk−1

L (s)(x(τk )s )d s

e isto implica que

∣∣∣[A(sk )x(τk )− A(sk−1)x(τk )](ϑ)−
∫sk

sk−1

L (s)ysd s
∣∣∣=

∣∣∣
∫sk

sk−1

L (s)(x(τk )s − ys)d s
∣∣∣.

Pelo Lema 3.3, se s ∈ [sk−1,τk], então x(τk )s = ys e, se s ∈ [τk , sk], então

x(τk )s (ϑ) = x(τk )(s +ϑ)=






y(s +ϑ) = ys(ϑ), s +ϑ≤ τk ,

y(τk ), τk ≤ s +ϑ.

Logo,
∣∣∣
∫sk

sk−1

L (s)(x(τk )s − ys)d s
∣∣∣=

∣∣∣
∫sk

τk

L (s)(x(τk )s − ys )d s
∣∣∣

e, pela definição do calibre δ,

‖x(τk )s − ys‖= sup
ρ∈[τk ,sk ]

|y(τk )− y(ρ)|≤ ε.

Portanto, pela condição (B), obtemos

∣∣∣
∫sk

τk

L (s)(x(τk )s − ys)d s
∣∣∣≤

∫sk

τk

M(s)‖x(τk )s − ys‖d s.

Note que, se a interseção de [sk−1, sk ] e {t1, . . . , tm} não for vazia, então τk = t j , para j ∈
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{1, . . . ,m}. Neste caso, teremos

∫sk

τk

M(s)‖x(τk )s − yS‖d s ≤

∫t j +δ(t j )

t j

M(s)‖x(t j )s − ys‖d s <
ε

2m +1
.

Por outro lado, se a interseção de [sk−1, sk ] e {t1, . . . , tm} for vazia, então

∫sk

τk

M(s)‖x(τk )s − ys‖d s ≤ ε

∫sk

τk

M(s)d s.

Portanto,

∣∣∣y(ϑ)− y(t0)−
∫ϑ

t0

L (s)ys d s
∣∣∣

< ε+
|D|∑

k=1

∣∣∣[A(sk )x(τk )− A(sk−1)x(τk )](ϑ)−
∫sk

sk−1

L (s)ys d s
∣∣∣

< ε+ε

∫ϑ

t0

M(s)d s +
2mε

2m +1
.

Por fim, como ε> 0 é arbitrário, concluimos que

y(ϑ)− y(t0) =
∫ϑ

t0

L (s)ysd s

para todo ϑ ∈ [t0 − r, t0 +σ], o que finaliza a demonstração.

Os dois últimos resultados (Teoremas 3.4 e 3.6), produzem uma correspondência biuní-

voca entre a solução da EDF linear (3.1) e a solução da EDO generalizada linear (3.2). Então,

para resultados envolvendo as soluções, é possível transferir propriedades da solução de um

problema para a solução do outro problema e vice-versa. Neste trabalho, vamos usar a fór-

mula da variação das constantes que obtivemos para EDOs generalizadas (Teorema 2.22)

para conseguir uma fórmula da variação das constantes para EDFs lineares perturbadas que

generalize os resultados existentes na literatura. Vejamos essa aplicação no capítulo a seguir.



Capítulo

4

Aplicações

Neste capítulo, vamos apresentar algumas aplicações da fórmula da variação das cons-

tantes para EDOs generalizadas que obtivemos no Capítulo 2. Veremos uma fómula da vari-

ação das constantes para EDFs sob condições mais fracas que àquelas encontradas na lite-

ratura, assim como para EDFs com impulsos prefixados.

4.1 Fórmula da variação das constantes para EDFs

Considere a EDF linear perturbada






ẏ =L (t )yt + f (yt , t ),

yt0 =φ,
(4.1)

em que f : G([−r,0],Rn)×[t0, t0+σ]→R
n e L (t ) : G([−r,0],Rn) →R

n satisfazem as condições

(A) e (B) (veja página 66), L (t ) é um operador linear e limitado para todo t ∈ [t0, t0 +σ] e

φ ∈G([−r,0],Rn).
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Assim como em [14], definimos, para toda y ∈G([−r,0],Rn) e t ∈ [t0 − r, t0 +σ],

F (y, t )(ϑ) =






0, t0 − r ≤ϑ≤ t0,

∫ϑ
t0

f
(
ys , s

)
d s, t0 ≤ϑ≤ t ,

∫t
t0

f
(
ys , s

)
d s, t ≤ϑ≤ t0 +σ.

(4.2)

Os Teoremas 3.4 e 3.5 em [14] e os Teoremas 3.4 e 3.6 neste trabalho implicam que existe

uma correspondência biunívoca entre a equação (4.1) e a seguinte EDO generalizada






d x

dτ
= D[A(t )x +F (x, t )],

x(t0) = x̃,
(4.3)

em que A : [t0 − r, t0 +σ] → L(G([t0 − r, t0 +σ],Rn)) é dado por

[A(t )y](ϑ) =






0, t0 − r ≤ϑ≤ t0

∫ϑ
t0

L (s)ys d s, t0 ≤ϑ≤ t ≤ t0 +σ,

∫t
t0

L (s)ysd s, t0 ≤ t ≤ϑ≤ t0 +σ.

(4.4)

e x̃ é dado por

x(t0)(ϑ) = x̃(ϑ) =






φ(ϑ− t0), t0 − r ≤ϑ≤ t0,

φ(0)= x(t0)(t0), t0 ≤ϑ≤ t0 +σ.

Antes de estabelecer uma fórmula da variação das constantes para a EDF linear pertur-

bada (4.1), precisamos de alguns resultados auxiliares que apresentaremos a seguir. O pri-

meiro resultado (Lema 4.1) relaciona as integrais da perturbação não linear dos problemas

(4.1) e (4.3).

Lema 4.1. Sejam y e x soluções dos problemas perturbados (4.1) e (4.3) respectivamente. En-

tão, para t0 ≤ t ≤ t0 +σ, vale



4.1 Fórmula da variação das constantes para EDFs 79

∫t

t0

DF (x(τ), s)(ϑ) =






0, t0 − r ≤ϑ≤ t0,

∫ϑ
t0

f
(
ys , s

)
d s, t0 ≤ϑ≤ t ,

∫t
t0

f
(
ys , s

)
d s, t ≤ϑ≤ t0 +σ.

Demonstração. Pela definição de F em (4.2), é fácil ver que
∫t

t0
DF (x(τ), s)(ϑ) = 0, para ϑ ∈

[t0 − r, t0].

Seja ε> 0 dado. Como y : [t0−r, t0+σ]→R
n é uma função regrada, existe uma sequência

em [t0, t ], t0 < t1 < . . . < tm = t , tal que |y(ρ)− y(s)| < ε, quando tk−1 < ρ, s < tk , k = 1, . . . ,m

(veja Teorema 1.1).

Seja δ um calibre em [t , t0] tal que

δ(τ) < min
{

tk − tk−1

2
, k = 1, . . . ,m

}
, τ ∈ [t , t0]

e

δ(τ) < min{|τ− tk |, |τ− tk−1|, τ ∈ [tk−1, tk ], k = 1, . . . ,m}.

Esta escolha de δ garante que, se (τk , sk) for uma divisão δ-fina de [t0, t ], então cada

subintervalo [sk−1, sk] irá conter no máximo um dos pontos t0, . . . , tm e, neste caso, tk será a

marca correspondente deste intervalo. Pela continuidade da integral indefinida de Perron

(veja Observação 1.10), podemos assumir, também, que

∫tk+δ(tk )

tk

M(s)‖ys −x(tk )s‖d s <
ε

2m +1
, k = 1, . . . ,m.

Seja D = (τk , sk) uma divisão δ-fina de [t0, t ] tal que

∥∥∥
∫t

t0

DF (x(τ), s)−
|D|∑

k=1
[F (x(τk ), sk )−F (x(τk−1), sk−1)]

∥∥∥< ε.
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Por (4.2), temos

[F (x(τk ), sk)−F (x(τk−1), sk−1)](ϑ) =






0, ϑ ∈ [t0 − r, sk−1],

∫ϑ
sk−1

f (x(τk )s , s)d s, ϑ ∈ [sk−1, sk ],

∫sk
sk−1

f (x(τk )s , s)d s, ϑ ∈ [sk , t0 +σ].

para todo k = 1, . . . , |D|.

Seja ϑ ∈ [t0, t ]. Então ϑ ∈ [s j−1, s j ] para algum j = 1, . . . , |D| e

∣∣∣
|D|∑

k=1
[F (x(τk ), sk )−F (x(τk−1), sk−1)](ϑ)−

∫ϑ

t0

f (yu ,u)du
∣∣∣

=
∣∣∣

j−1∑

k=1
[F (x(τk ), sk )−F (x(τk−1), sk−1)](ϑ)−

∫sk

sk−1

f (yu ,u)du

+ [F (x(τ j ), s j )−F (x(τ j−1), s j−1)](ϑ)−
∫ϑ

s j−1

f (yu ,u)du

+
|D|∑

k= j

[F (x(τk ), sk )−F (x(τk−1), sk−1)](ϑ)
∣∣∣

=
∣∣∣

j−1∑

k=1

∫sk

sk−1

[ f (x(τk )u ,u)− f (yu ,u)]du +

∫ϑ

s j−1

[ f (x(τ j )u ,u)− f (yu ,u)]du
∣∣∣

Note que, se u ≤ τk , então x(τk )u = yu e, consequentemente,

∫sk

sk−1

[ f (x(τk )u ,u)− f (yu ,u)]du =

∫sk

τk

[ f (x(τk )u ,u)− f (yu ,u)]du

para todo k = 1, . . . , j −1 e

∫ϑ

s j−1

[ f (x(τ j )u ,u)− f (yu ,u)]du =






0, ϑ ∈ [s j−1,τ j ],

∫s j
τ j

[ f (x(τ j )u ,u)− f (yu ,u)]du, ϑ ∈ [τ j , s j ].

Pela condição (B), obtemos

∣∣∣
∫sk

τk

[ f (x(τk )u ,u)− f (yu ,u)]du
∣∣∣≤

∫sk

τk

M(u)‖x(τk )u − yu‖du
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para todo k = 1, . . . , j −1 e

∣∣∣
∫ϑ

τ j

[ f (x(τ j )u ,u)− f (yu ,u)]du
∣∣∣≤

∫ϑ

τ j

M(u)‖x(τk )u − yu‖du.

Se u ∈ [τk , sk ], então

x(τk )u(ϑ) = x(τk )(u +ϑ) =






y(u +ϑ) = yu(ϑ), u +ϑ≤ τk ,

y(τk ), τk ≤ u +ϑ.

para todo k = 1, . . . , j −1. Portanto, pela definição do calibre δ, temos

‖x(τk )u − yu‖= sup
ρ∈[τk ,uk ]

|y(ρ)− y(τk )|≤ ε

e, se a interseção de [sk−1, sk ] e {t0, . . . , tm} for vazia, então

∫sk

τk

M(u)‖x(τk )u − yu‖du ≤ ε

∫sk

τk

M(u)du.

para todo k = 1, . . . , j −1.

De maneira análoga, temos

∫ϑ

τ j

M(u)‖x(τ j )u − yu‖du ≤ ε

∫ϑ

τ j

M(u)du.

Se a interseção de [sk−1, sk] e {t0, . . . , tm} não for vazia, então τk = t j , para algum j ∈ {1, . . . ,m}

e, neste caso,

∫sk

τk

M(s)‖ys −x(τk )s‖d s ≤

∫t j+δ(t j )

t j

M(s)‖ys −x(t j )s‖d s <
ε

2m +1
.

Logo,

∣∣∣
|D|∑

k=1
[F (x(τk ), sk )−F (x(τk−1), sk−1)](ϑ)−

∫ϑ

t0

f (yu ,u)du
∣∣∣≤ ε

∫ϑ

t0

M(u)du +ε.
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Por fim, como ε> 0 é arbitrário, obtemos

∫t

t0

DF (x(τ), s)(ϑ) =
∫ϑ

t0

f (yu ,u)du,

para todo ϑ ∈ [t0, t ].

Seguindo os mesmos passos acima, podemos provar o caso em que ϑ ∈ [t , t0 +σ].

Antes de apresentarmos o próximo lema, vamos recordar a definição do operador fun-

damental para EDO generalizada linear e, também, apresentar uma definição de operador

solução para EDFs lineares.

Considere a EDO generalizada linear

d x

dτ
= D[A(t )x] (4.5)

em que A : [a,b] → L(X ). O operador fundamental associado a EDO generalizada linear (4.5)

é o operador U : [a,b]× [a,b] → L(X ) que satisfaz a equação

U (t , s)= I +

∫t

s
d [A(r )]U (r, s).

Além disso, se x̃ ∈ X , então x : [a,b] → X definido por x(t ) = U (t , s)x̃ será solução do pro-

blema de valor inicial 




d x

dτ
= D[A(t )x],

x(s) = x̃.

Considere, agora, a EDF linear

ẏ =L (t )yt (4.6)

em que L (t ) ∈ L(G([−r,0],Rn),Rn) para todo t ∈ [t0, t0 +σ], e seja φ ∈G([−r,0],Rn). Vejamos

a definição de operador solução para EDFs lineares.

Definição 4.2. Seja y : [t0 − r, t0 +σ] → R
n solução da EDF linear (4.6) com condição inicial
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ys =φ. Para t , s ∈ [t0, t0+σ], t ≥ s, o o operador T (t , s) : G([−r,0],Rn) →G([−r,0],Rn) definido

por

T (t , s)φ= yt , t , s ∈ [t0, t0 +σ], t ≥ s,

será chamado operador solução da EDF linear (4.6).

Pela existência e unicidade de solução da EDF linear (3.1), o operador T (t , s) safisfaz:

(i) T (t , t ) = I , t ∈ [t0, t0 +σ] (propriedade de identidade),

(ii) T (t , w)T (w, s) = T (t , s), t , w, s ∈ [t0, t0 +σ] e t ≥ w ≥ s (propriedade de semigrupo).

Esta definição de operador solução apresentada acima, restrita às funções contínuas,

coincide com a definição de operador solução presente em [20] (veja Seção 6.2 em [20]).

Observação 4.3. Podemos generalizar a definição acima no seguinte sentido. Seja g : [t0 −

r, t0 +σ] →R
n uma função dada e, para todo s ∈ [to , t0 +σ] fixado, seja y : [t0 − r, t0 +σ] →R

n

solução da EDF linear

ẏ =L (t )yt

com condição inicial ys = gs . Então, para t ∈ [t0, t0 +σ], t ≥ s, definimos T (t , s) : G([to − r, t0 +

σ],Rn) →G([−r,0],Rn) por

T (t , s)g = yt .

Lema 4.4. Sejam y e x soluções dos problemas perturbados (4.1) e (4.3) respectivamente. Se-

jam T (t , s) o operador solução da EDF linear (4.6) e U (t , s) o operador fundamental da EDO

generalizada linear associada (4.5). Então, para t0 ≤ w ≤ s ≤ t ≤ t0 +σ, temos

U (t , s)
(∫w

t0

DF (x(τ),u)
)

(t ) = T (t , s)(h(w)s)(0),
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em que

h(w)(ϑ) =






0, t0 − r ≤ϑ≤ t0,

∫ϑ
t0

f (yu ,u)du, t0 ≤ϑ≤ w,

∫w
t0

f (yu ,u)du, w ≤ϑ≤ t0 +σ.

(4.7)

Demonstração. Pelo Lema 4.1, temos

∫w

t0

DF (x(τ),u) = h(w), w ∈ [t0, t0 +σ].

Além disso, a Definição 4.2 implica que T (t , s)(h(w)s)(0) descreve a solução da EDF linear






ẏ =L (t )yt ,

ys = h(w)s

e, pelo Teorema 2.15, U (t , s)h(w) descreve a solução da EDO generalizada linear associada






d x

dτ
= D[A(t )x],

x(s) = h(w),

em que A é dada por (4.4). Então, Teorema 3.6 implica que

U (t , s)
(∫w

t0

DF (x(τ),u)
)

(t ) = T (t , s)(h(w)s)(0),

para quaisquer t , s, w ∈ [t0, t0 +σ] com w ≤ s ≤ t .

O próximo resultado é novo e será útil para se obter uma fórmula da variação das cons-

tantes para a EDF linear perturbada (4.1).

Lema 4.5. Sejam y e x soluções dos problemas perturbados (4.1) e (4.3) respectivamente. Se-

jam T (t , s) o operador solução da EDF linear (4.6) e U (t , s) o operador fundamental da EDO
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generalizada linear associada (4.5). Então, para t0 ≤ t ≤ t0 +σ, temos

∫t

t0

ds [U (t , s)]
(∫s

t0

DF (x(τ),u)
)

(t ) =
∫t

t0

ds[T (t , s)]h(s)(0),

em que h é dada por (4.7) e as integrais envolvidas são no sentido da integral de Kurzweil-

Cauchy (veja Definição 1.17).

Demonstração. Dado ε > 0, a Definição 1.17 e o Lema 1.19 implicam que existe um calibre

contínuo à esquerda δ em [t0, t ] tal que, para toda divisão marcada à esquerda δ-fina D =

(si−1, [si−1, si ]) de [t0, t ], temos

∥∥∥∥∥

|D|∑

i=1
[U (t , si )−U (t , si−1)]

(∫si−1

t0

DF (x(τ),u)
)
−

∫t

t0

ds[U (t , s)]
(∫s

t0

DF (x(τ),u)
)∥∥∥∥∥< ε.

Pelo Lema 4.4, obtemos

|D|∑

i=1
[U (t , si )−U (t , si−1)]

(∫si−1

t0

DF (x(τ),u)
)

(t ) =
|D|∑

i=1
[T (t , si )−T (t , si−1)]h(si−1)(0).

e isto implica que

∫t

t0

ds [U (t , s)]
(∫s

t0

DF (x(τ),u)
)

(t ) =
∫t

t0

ds [T (t , s)]h(s)(0)

o que completa a prova.

O próximo resultado nos dá um fórmula da variação das constantes para a EDF linear

pertubada (4.1).

Teorema 4.6. Seja y solução do problema linear perturbado (4.1), onde supomos que as inte-

grais envolvidas são no sentido da integral de Kurzweil-Cauchy. Seja T (t , s) o operador solu-

ção da EDF linear (4.6). Então, para t0 ≤ t ≤ t0 +σ, temos

y(t ) = T (t , t0)φ(0)+
∫t

t0

f (yu ,u)du −

∫t

t0

ds[T (t , s)]h(s)(0).
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em que h é definida por (4.7).

Demonstração. Dado t ∈ [t0, t0+σ], os Teoremas 3.4 e 3.5 de [14] implicam que y(t ) = x(t )(t )

e, pelos Teorema 2.22, obtemos

x(t )(t ) =U (t , t0)x̃(t )+
∫t

t0

DF (x(τ), s)(t )−
∫t

t0

ds [U (t , s)]
(∫s

t0

DF (x(τ),u)
)

(t )

em que x é a solução do problema linear perturbado (4.3) e U (t , s) é o operador fundamental

da EDO generalizada linear (4.5).

Note que, pelos Teoremas 3.4 e 3.6,

U (t , t0)x̃(t ) = T (t , t0)φ(0)

e, pelos Lemas 4.1 and 4.5,

∫t

t0

DF (x(τ), s)(t ) =
∫t

t0

f (yu ,u)du

e
∫t

t0

ds [U (t , s)]
(∫s

t0

DF (x(τ),u)
)

(t ) =
∫t

t0

ds[T (t , s)]h(s)(0).

Portanto,

y(t ) = T (t , t0)φ(0)+
∫t

t0

f (yu ,u)du −

∫t

t0

ds[T (t , s)]h(s)(0)

e a prova está completa.

4.2 Fórmula da variação das constantes para EDFs com im-

pulso

Agora estamos interessados em obter uma fórmula da variação das constantes para EDFs

lineares perturbadas que sofrem a ação de impulsos prefixados. Considere o problema de
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valor inicial 




ẏ =L (t )yt + f (yt , t ), t 0= ti

∆y(ti ) = Ik (y(tk )), i = 1,2, . . . ,m,

yt0 =φ,

(4.8)

em que as hipóteses sobre a equação (4.1) estão satisfeitas e, além disso, t0 < t1 < . . . < tk <

. . . < tm ≤ t0 +σ são momentos de impulsos conhecidos de antemão e

∆y(tk ) := y(tk+)− y(tk−) = y(tk+)− y(tk ), k = 1,2, . . . ,m,

isto é, a função y é contínua à esquerda em t = tk e o limite lateral y(tk+) existe para k =

1,2, . . . ,m. Vamos supor, também, que os operadores de impulsos Ik : Rn → R
n , k = 1, . . . ,m,

satisfaçam as seguintes condições:

(A’) Existe uma constante K1 > 0 tal que, para todo k = 1, . . . ,m e x ∈R
n , temos

|Ik (x)|≤ K1;

(B’) Existe uma constante K2 > 0 tal que, para todo k = 1, . . . ,m e x, y ∈R
n , vale

|Ik (x)− Ik (y)|≤ K2|x − y |.

Para y ∈G([t0 − r, t0 +σ],Rn) e t ∈ [t0, t0 +σ], seja

H(y, t ) = F (y, t )+ J (y, t )

em que F é dada por (4.2) e, assim como em [14], J : G([t0, t0+σ],Rn)×[t0−r, t0+σ]→G([t0−

r, t0 +σ],Rn) é dada por

J (y, t )(ϑ) =
m∑

k=1
Htk

(t )Htk
(ϑ)Ik(y(tk )), ϑ ∈ [t0 − r, t0 +σ],
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com Htk
sendo a função de Heaviside contínua à esquerda concentrada em tk .

Então o problema de valor inicial (4.8) se corresponde com a EDO generalizada pertur-

bada 




d x

dτ
= D[A(t )x +H(x, t )] = D[A(t )x +F (x, t )+ J (x, t )],

x(t0) = x̃,

e pelo Teorema 2.22 e a correspondência de equações (veja [14], Teoremas 3.4 e 3.5), a solu-

ção y de (4.8) pode ser descrita como

y(t ) = x(t )(t )

=U (t , t0)x̃(t )+
∫t

t0

DH(x(τ), s)(t )−
∫t

t0

ds [U (t , s)]
(∫s

t0

DH(x(τ),u)
)

(t )

=U (t , t0)x̃(t )+
∫t

t0

DF (x(τ), s)(t )−
∫t

t0

ds [U (t , s)]
(∫s

t0

DF (x(τ),u)
)

(t )

+

∫t

t0

D J (x(τ), s)(t )−
∫t

t0

ds[U (t , s)]
(∫s

t0

D J (x(τ),u)
)

(t )

e, seguindo as ideias presentes nos Teoremas 3.4 e 3.5 de [14], obtemos

∫t

t0

D J (x(τ), s)(ϑ) =
m∑

k=1
Htk

(t )Htk
(ϑ)Ik(y(tk )),

para quaisquer t ,ϑ ∈ [t0, t0 +σ], e pelos mesmos argumentos do Teorema 4.6, temos

y(t ) = T (t , t0)φ(0)+
∫t

t0

f (yu ,u)du −

∫t

t0

ds[T (t , s)]h(s)(0)+
m∑

k=1
Ik(y(tk ))Htk

(t )

−

∫t

t0

ds[T (t , s)]

(
m∑

k=1
Ik (y(tk ))Htk

(s)

)

(0).

4.3 Fórmula da variação das constantes para EDFNs em me-

dida

Para finalizar as aplicações, veremos uma fórmula da variação das constantes para as

equações diferenciais funcionais neutras em medida (EDFN em medida). Este tipo de equa-
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ção é mais geral que as equações vistas até o momento neste trabalho, porém as construções

e ideias apresentadas até aqui podem ser traduzidas de maneira análoga. Iremos apenas

apresentar a classe das EDFNs em medida e a fórmula da variação das constantes para a

equação perturbada. Todos os resultados que vimos anteriormente para as EDFs lineares,

assim como o os teoremas de correspondência, possuem análogos para EDFNs em medida.

Veja, por exemplo, [8].

Considere a equação na forma

D[N (yt , t )] = f (yt , t )Dg , (4.9)

em que D[N (yt , t )] e Dg (t ) são as derivadas distribucionais de N (yt , t ) e g (t ) respectiva-

mente, no sentido de L. Schwartz. A equação (4.9) é dita equação diferencial funcional neu-

tra em medida, ou simplesmente, EDFN em medida. Uma referência para EDFNs em medida

é [8].

No que segue, vamos assumir que f : G([−r,0],Rn)× [t0, t0 +σ] → R
n é dada por f (y, t ) =

L (t )y , em que L (t ) ∈ L(G([−r,0],Rn),Rn), para todo t ∈ [t0, t0 +σ]. Além disso, vamos su-

por que a aplicação t !→ L (t )yt é Kurzweil-Stieltjes integrável em [t0, t0 +σ] com respeito a

função não decrescente g : [t0, t0 +σ] →R.

Vamos supor que exista uma matriz µ : R×R→R
n×n tal que

µ(t ,θ) = 0, θ ≥ 0 e µ(t ,θ) =µ(t ,−r ), θ ≤−r.

Suponha, também, que µ(t , ·) seja contínua à esquerda em (−r,0), de variação limitada em

[−r,0] e que var[s,0]µ(t , ·) tende a zero quando s → 0, para todo t ∈R fixado, e que o operador

N seja dado por

N (ϕ, t ) =ϕ(0)−
∫0

−r
dθ[µ(t ,θ)]ϕ(θ), (4.10)

em que ϕ ∈G([−r,0],Rn).
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Portanto, usando (4.10) a equação

D[N (yt , t )] =L (t )yt Dg , (4.11)

a qual chamaremos de equação diferencial funcional neutra linear em medida (EDFN linear

em medida), sujeita à condição inicial yt0 =φ ∈G([−r,0],Rn) pode ser reescrita na forma

y(t ) =φ(0)+
∫t

t0

L (s)ysd g (s)+
∫0

−r
dθ[µ(t ,θ)]y(t +θ)−

∫0

−r
dθ[µ(t0,θ)]φ(t0 +θ). (4.12)

Em [8], podemos encontrar um resultado de correspondência entre soluções de EDFNs

em medida e EDOs generalizadas. Usando os mesmos argumentos e hipóteses apresentados

neste trabalho, pode-se provar que existe uma correspondência entre soluções de EDFNs

lineares em medida e EDOs generalizadas lineares.

Se, assim como na Definição 4.2, T (t , s) for o operador solução da EDFN linear em me-

dida em (4.11), então, repetindo as construções e os resultados deste capítulo para o caso

envolvendo equações neutras em medida, a solução da equação perturbada






D[N (yt , t )] = [L (t )yt + f (yt , t )]Dg ,

yt0 =φ

pode ser escrita na forma

y(t ) = T (t , t0)φ(0)+
∫t

t0

f (yu ,u)d g (u)−
∫t

t0

ds[T (t , s)]l (s)(0)

em que l é dada por

l (w)(ϑ) =






0, t0 − r ≤ϑ≤ t0,

∫ϑ
t0

f (yu ,u)d g (u), t0 ≤ϑ≤ w,

∫w
t0

f (yu ,u)d g (u), w ≤ϑ≤ t0 +σ.
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