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Resumo

Neste trabalho, estabelecemos a teoria de dicotomias para equacoes diferenciais ordinarias
generalizadas, introduzindo os conceitos de dicotomias para essas equagoes generalizadas,
estudando as suas propriedades e propondo resultados novos. Investigamos condigoes para
a existéncia de solugoes limitadas e condigOes para a existéncia de dicotomia exponencial.
Utilizando teoremas de correspondéncia entre equagoes diferenciais ordinarias generalizadas
e outras equacoes, traduzimos os resultados obtidos para os casos particulares de dicotomias
para equacoes diferenciais em medida e para equacoes diferenciais com impulsos. O fato
de trabalharmos no ambiente das equacOes diferenciais ordindrias generalizadas faz com
que os resultados obtidos para os casos particulares possam envolver funcgoes com muitas

descontinuidades e de variagao ilimitada.

Palavras Chaves: Dicotomias, Equagoes Diferenciais Ordinédrias Generalizadas, Integral
de Kurzweil, Integral de Perron-Stieltjes, Equacoes Diferenciais em Medida, Equagoes

Diferenciais Impulsivas.






Abstract

In this work we establish the theory of dichotomies for generalized ordinary differential
equations, introducing the concepts of dichotomies for these equations, studying their
properties and proposing new results. We investigate conditions of existence of exponential
dichotomies and bounded solutions. Using correspondence theorems between generalized
ordinary differential equations and other equations, we translate the obtained results to the
particular cases of dichotomies for measure differential equations and for impulsive differential
equations. The fact that we work in the framework of generalized ordinary differential
equations allows us to obtain results for the particular cases where the functions involved

can have many discontinuities and be of unbounded variation.

Keywords: Dichotomies, Generalized Ordinary Differential Equations, Kurzweil
Integral, Perron-Stieltjes Integral, Mesure Differential Equations, Impulsive Differential

Equations.
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Introducao

A evolucdo da teoria de estabilidade em equacoes diferenciais depende, em grande
parte, de resultados obtidos para equacoes diferenciais lineares. As defini¢cdes cldssicas
de estabilidade dadas por Lyapunov podem ser adequadas para equagoes autonomas, por
exemplo. Entretanto equagoes nao autonomas requerem uma noc¢ao mais sutil de estabilidade
uniforme: a dicotomia exponencial.

A dicotomia exponencial é uma generalizacdo do conceito de hiperbolicidade de
equacoes lineares autonomas para equagoes lineares nao autonomas, onde os subespagos sao
substituidos por fibrados vetoriais invariantes e as propriedades de estabilidades das solugoes
nesses conjuntos invariantes nao triviais sao uniformes.

Na teoria de equagoes diferenciais ordindrias (EDOs), o Teorema de Lineariza¢ao de
Hartman e Grobman e o Primeiro Método de Lyapunov sao bem conhecidos. Entretanto,
eles sao suficientes somente para sistemas autonomos. Palmer (1973) aplica a dicotomia
exponencial para generalizar o Teorema de Linearizacao de Hartman e Grobman de sistemas
autonomos para sistemas nao autonomos e aplica a técnica da dicotomia exponencial para
simplificar a prova original do Teorema de Linearizacao de Hartman e Grobman.

Introducgoes minuciosas sobre a dicotomia exponencial para EDOs podem ser encontradas
nos livros Daleckii e Krein [9] e Coppel [8], sendo que Palmer publicou uma série de trabalhos
sobre dicotomia exponencial para EDOs nos ultimos anos. Para equagoes diferenca, a
literatura é mais esparsa, mas Coffman e Schéifer [6] sdo pioneiros aqui. Para equagoes
diferenciais impulsivas (EDIs), a teoria de dicotomia exponencial pode ser encontrada em
Bainov et al [4], por exemplo.

Na teoria de sistemas dinamicos nao auténomos, a importancia da dicotomia exponencial

deve-se ao fato dela ser muito utilizada para resolver problemas nao lineares como



perturbacoes de problemas lineares (veja Henry [19] e Sakamoto [32], por exemplo). Além
disso, devido ao fato da dicotomia ser um tipo de estabilidade condicional, ela pode ser usada
para estudarmos estabilidade na teoria moderna do caos (Palmer [30]). Em [26], Lin utiliza
a dicotomia exponencial para caracterizar a estabilidade estrutural do campo de vetores
e dd uma prova da Conjectura de Smale. Deste modo, dicotomia exponencial também é
importante na teoria de conjunto de pontos hiperbdlicos.

O interesse mais recente em se estudar a teoria de Equacgoes Diferenciais Ordinarias
Generalizadas (escreveremos abreviadamente EDOs generalizadas) estd no fato de que
estas equagoes compreendem varios tipos de outras equagoes como EDOs,; EDIs, equagoes
diferenciais em medida (EDMs) e equagoes diferenciais funcionais retardadas (EDFRs),
veja [14], [23], [24] e [29]. O leitor pode consultar [13] para o estudo que relaciona
EDOs generalizadas com EDIs e EDFRs, e [12] e [34] para o estudo que relaciona EDOs
generalizadas e EDMs. Além disso, EDFRs com impulsos em tempo variavel também podem
ser consideradas no contexto das EDOs generalizadas, veja [1] e [2]. Assim, o contexto
das EDOs generalizadas vem se mostrando um excelente ambiente para se tratar problemas
de outras classes de equagoes, principalmente as equagoes em que as fungoes envolvidas
apresentam muitas descontinuidades e/ou sao de variagao ilimitada. E, como se ndo bastasse,
o ambiente das EDOs generalizadas é bastante amigavel, sendo mais simples do que qualquer
das equacoes mencionadas acima.

O presente trabalho descreve a teoria de dicotomias no ambito das EDOs generalizadas e
aplica os resultados obtidos as EDMs e EDIs. Esse texto esta organizado em quatro capitulos,
que compoe os resultados preliminares e os resultados principais. No que segue, descrevemos
um resumo de cada capitulo.

No Capitulo 1, apresentamos a teoria da integral de Kurzweil e da teoria das EDOs
generalizadas. Na Secao 1.1, recordamos os conceitos basicos de fungoes regradas e de fungoes
de variacao limitada. A Secao 1.2 introduz os conceitos das integrais de Kurzweil e de Perron-
Stieltjes. Além disso, vérias propriedades dessas integrais sdo apresentadas. A Secao 1.3 lida
com a teoria das equagdes diferenciais ordinarias generalizadas. Como o objetivo principal
desse trabalho é o estudo de dicotomias de EDOs generalizadas lineares, apresentamos na

Subsecao 1.3.1 a teoria para essa classe de equagbes lineares. Finalizamos o Capitulo 1,



com a Subsec¢ao 1.3.2, onde um breve resumo das EDOs generalizadas lineares perturbadas
¢é apresentado.

O Capitulo 2 dedica-se ao estudo da teoria de dicotomias para EDOs generalizadas. Na
Secao 2.1, apresentamos os conceitos de dicotomias ordindrias e exponencial para a EDO

generalizada linear da forma

jf = D[A(t)x], (0.1)
em que A : J C R — L(X) é um operador satisfazendo algumas condic¢oes particulares e
X é um espago de Banach. A Proposicao 2.5 apresenta condigoes suficientes e necessérias
para que a equagao (0.1) possua dicotomia exponencial. No Teorema 2.1.1, apresentamos
condigoes suficientes para que a equacao (0.1) admita dicotomia exponencial. A Segao 2.2,
apresenta resultados que caracterizam a existéncia de solugoes limitadas para a equagao (0.1)
e para a equagao

W DA + (1)

em que f:J — X é uma fungdo regrada, veja a Proposicao 2.11, Corolario 2.12, Proposicao
2.13 e Proposicao 2.14. Na Proposicao 2.16, analisamos a existéncia de solugoes periddicas
para a EDO generalizada Zf = D[A(t)x + f(t)].

No Capitulo 3, consideramos a EDO generalizada (0.1) com dicotomia exponencial e
estabelecemos condigoes suficientes para um operador B : [0,00) — L(X) de tal forma que
EDO generalizada perturbada

iAW) + B(D)a]
permanega com dicotomia exponencial, veja Teorema 3.12.

Finalizamos esse trabalho com o Capitulo 4. Na Secao 4.1, utilizamos o teorema de

correspondéncia entre EDOs generalizadas e EDMs, veja Teorema 4.3, e obtemos resultados

de dicotomia nas Proposigoes 4.10 e 4.11 e no Teorema 4.1.1, para uma EDM da forma
Dx = F(t)x + G(t)xDu,

em que F,G : J — L(X) sao operadores satisfazendo algumas condigoes especiais e Dz e

Du representam as derivadas distribucionais de = e u no sentido de L. Schwartz. No caso em



que J =Reh:R — X éuma funcao du—integréavel em R, exibimos na Proposicao 4.12,

condicoes suficientes para que uma EDM da forma
Dx = F(t)x + h(t)Du

possua no maximo uma solucao limitada. Na Secao 4.2, utilizamos o teorema de
correspondéncia entre EDOs generalizadas e EDIs, veja Teorema 4.2.1, e obtemos resultados

de dicotomia para uma EDI da forma

T = f(t)$7 t#ti,
Ala(t)) = o(tit) — 2(t:) = Biz(t), i = 1,2, ..,

em que f:J — L(X)e B, € L(X), i = 1,2,..., satisfazem condi¢oes adicionais. Tais
resultados estao nas Proposicoes 4.19 e 4.20 e o Teorema 4.2.2. Finalizamos o trabalho com
a Proposicao 4.21, onde apresentamos condi¢oes suficientes para que uma EDI perturbada

da forma
&= f(t)x+ h(t), t #t;,
Ala(t)) = 2(t+) — a(t) = Bi(ty), i =1,2,....

possua no maximo uma solucgao limitada.



Capitulo 1

Preliminares

Iniciaremos este primeiro capitulo relembrando as classes das fungoes regradas e das
fungoes de variagao limitada. Relembraremos definigoes e resultados conhecidos que serao
utilizados no decorrer deste trabalho. Em seguida, apresentaremos a defini¢ao da integral de
Kurzweil e exibiremos algumas de suas propriedades. Por fim, apresentaremos a teoria de
equacoes diferenciais ordinarias generalizadas introduzida por J. Kurzweil em 1957 em [24].

Por todo esse capitulo, a menos que seja dito o contrario, X e Y denotardo espacos de
Banach com normas || - ||x e || - ||y, respectivamente. Quando nao causar equivoco, isto é,
quando estiver claro a qual espago estamos nos referindo, escreveremos apenas || - || no lugar
de || - [|x ou || - |ly- O conjunto de todas as transformagoes lineares limitadas de X em Y
serd denotado por L(X,Y). No caso particular em que X =Y, escreveremos apenas L(X)

no lugar de L(X, X).

1.1 Funcoes regradas e funcoes de variagao limitada

Nessa secao, apresentamos duas importantes classes de fungoes, a saber, a classe das
funcoes regradas e a classe das funcoes de variacao limitada. Para um melhor entendimento
sobre estas classes de fungoes, o leitor pode consultar, por exemplo, [16], [21], [22] e [35].

Sejam a e b nimeros reais com a < b e X um espago de Banach. Uma funcao f: [a,b] — X

serd denominada regrada, quando os limites laterais

lim f(s), te€(a,b], e lim f(s), tE€]la,b),

s—t— s—tt
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existirem. Neste caso, denotaremos f(t7) = Slgg f(s)e f(th) = slirg f(s). O conjunto de
todas as fungoes regradas f: [a,b] — X serd denotado por G ([a, b], X). O espago G ([a, b], X),
quando munido com a norma usual do supremo || - ||, definida por || f]loc = sup ||f(¢)|lx,
se torna um espago de Banach. Veja, por exemplo, [22, Teorema 3.6]. e

O resultado a seguir mostra que o conjunto dos pontos de descontinuidade de uma fungao

regrada é pequeno em certo sentido.
Proposigao 1.1 [22, Corolério 3.2] Seja f: [a,b] — X uma fun¢do regrada. Entao:

(1) Para todo € > 0, os conjuntos

{telad): /6 = f@lx 2 e} e {te(ab]: 1f() = f(E)]x = €}

sdo finitos.
(17) O conjunto dos pontos de descontinuidade da fungdo f € enumerdvel.

No que segue, apresentaremos o conceito de funcao de variagao limitada. Considere,
novamente, um intervalo fechado [a, b] da reta com a < b. Um conjunto D = {t¢,t1,...,tx} C
[a,b], tal que a =ty < t; < ... <t = b, serd dito uma divisdo de [a,b]. Denotaremos por
|D| o nimero de subintervalos da forma [t;_;,t;] de uma divisdo D de [a,b] e escreveremos
D = {to,t1,...,tp }. Denotaremos por D[a,b] o conjunto de todas as divisdes de [a, b].

A wariagdo de uma funcado f : [a,b] — X em [a, b] é definida por

|D|

var f = sup Y| f(t:) = f(ti)x

DeDla] <=
Note que var’ f € [0, 00]. Entretanto, se var® f < oo, diremos que f é uma funcao de variacdo
limitada no intervalo [a, b] ou simplesmente que f é de variacao limitada. Representaremos
o espago de todas as fungoes f: [a,b] — X de variagao limitada por BV ([a,b], X). O espago
BV ([a,b], X) munido com a norma da variagao, ||f||zv = ||f(a)|/x + varlf, é um espago de
Banach, veja [21, Resultado 2.3, pagina 27).

Nao é dificil mostrar que se f € BV ([a,b], X), entao a funcao [a,b] 3 t — varl f € [0, 00)

serd nao decrescente e aditiva, isto é,
b c b
var, f = var;, f + var_f,

em que ¢ € [a,b], veja [21, Resultado 2.2, pagina 26].
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Observacgao 1.2 Valem as seguintes inclusoes
C ([a,b, X) € G ([a,b, X) e BV (la,8],X) € G (a.b], X),

em que C' ([a, b], X) representa o conjunto de todas as fungoes f: [a,b] — X continuas. Uma

prova para a segunda inclusdo pode ser encontrada, por exemplo, em [21, Teorema 2.7].

Sejam, agora, A : [a,b] — L(X) e D = {to,t1,...,t} uma divisdo de [a,b]. Podemos
definir

V' (A, D) = sup

Z [A(t;) — Atj-1)] v

X

em que o supremo ¢ tomado para todas as escolhas possiveis de y; € X,7 = 1,...,k, com

llyjllx < 1. Nesse caso, definimos a B-varia¢do de A em [a, b] por

(BjvarttA = sup VP(A, D).
DeD[ab]

No caso em que (B)var’A < oo, diremos que A é um operador de B-variacdo limitada.
Denotaremos por (B)BV ([a,b], L(X)) o conjunto de todos os operadores A : [a,b] — L(X)

de B-variacao limitada.

Observagao 1.3 Segue diretamente da definigao, que se o operador A € BV ([a,b], L(X)),
entdo A € (B)BV ([a,b], L(X)). Além disso, vale

(B)varb A < varb A.
Veja [33, Proposicao 1] para mais detalhes.

O leitor pode consultar [35] para obter mais detalhes sobre operadores de B-variagao

limitada.

1.2 As integrais de Kurzweil e de Perron-Stieltjes

Nesta secao, apresentamos a definicao da integral de Kurzweil e algumas de suas

propriedades que serao utilizadas no decorrer deste trabalho. Um leitor mais interessado no
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tema pode consultar [33] e [34]. Como caso particular da integral de Kurzweil, mencionaremos
resultados para a integral de Perron-Stieltjes.

Antes de introduzirmos a definicdo da integral de Kurzweil, vamos relembrar alguns
conceitos preliminares.

Seja [a,b] C R um intervalo com a < b. Uma divisdo marcada do intervalo [a,b] é uma
colecao finita de pares D = {(7, [ti—1,t:]) : ¢ = 1,2,...,|D|} tal que {ti,%2,...,tp|} é uma
divisao de [a,b] e 7; € [ti_1,t:], i = 1,2,...,|D|. Os elementos 7; € [t;_1,;] sdo ditos marcas
dos subintervalos [t;_1,t;], i =1,2,...,|D|.

Uma fungao positiva d: [a,b] — (0,00) é chamada de calibre de [a,b]. Sejam [a,b] um
intervalo e § um calibre de [a,b]. Uma divisao marcada D = {to,7i,t1,..., -1, 7|p|> t|D|}

serd dita d-fina, se tivermos
[ti—1,ts] C (1i — 0(7), 7 +0(73)) ,

para cada i =1,2,...,|D|.
A seguir, vamos enunciar um lema que serd importante na definicao da integral de

Kurzweil.

Lema 1.4 (Lema de Cousin) [20, Teorema 4.1] Dado um calibre § de [a,b], existe uma

divisao marcada 6-fina de |a,b].

No que segue, apresentamos a definicao da integral de Kurzweil de uma funcao

U :[a,b] x [a,b] - X, em que X é um espago de Banach.

Definicao 1.5 Seja U : [a,b] X [a,b] — X uma func¢ao. Diremos que U é Kurzweil integrdvel,
se existir um I € X com a sequinte propriedade: dado € > 0, existe um calibre § de |a, b] tal

que
|D|

ST t) = Ulritia)] = I|| < e

i=1
para toda divisao marcada D = {to,T1,t1,...,tp|-1, T\, tip|} 0-fina de [a,b]. O elemento
I € X € chamado de integral de Kurzweil de U sobre o intervalo |a,b] e serd denotado por
I= ff DU(t,t). Denotaremos por K ([a,b], X) o espago das fungoes de [a,b] em X que sao

Kurzweil integrdveis.
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Observagao 1.6 O Lema de Cousin (Lema 1.4) garante que a integral de Kurzweil esteja

bem definida.

Observagao 1.7 Quando fab DU(7,t) existir, definiremos [ DU(7,t) = —fab DU(t,t) e

usaremos a Convencao fab DU(t,t) = 0 quando a = b.

Observacao 1.8 A integral de Kurzweil pode ser extendida para intervalos ilimitados, ou
seja, intervalos onde um dos extremos sdo —oo ou co. Ao invés de lidarmos com processo
limite, impomos que U(T, s2) — U(7,s1) = 0 sempre que s; = —00, S2 = 00 ou ambos. Nao
importa o valor de U(7, s) quando 7 € {—00, 00}, ja que intervalos ilimitados possuem —oo

e oo como marcas. O leitor pode consultar [5] para obter mais detalhes.

Vamos, agora, apresentar algumas propriedades da integral de Kurzweil. Comecaremos
exibindo resultados que mostram que esta integral possui as propriedades de linearidade,
aditividade com respeito a intervalos adjacentes e integrabilidade em subintervalos.
Suas demonstragoes podem ser encontradas em [34], nos Teoremas 1.9, 1.10 e 1.11,
respectivamente. Cabe observar que, apesar de em [34] os resultados estarem enunciados
para o caso em que X possui dimensao finita, as demonstracoes seguem de modo analogo

para o caso em que X possui dimensao infinita.

Teorema 1.9 Sejam U,V € K([a,b], X) e c1,co € R. Entio c,U + oV € K([a,b], X) e vale
a igualdade

/DCl —I-CQV(Tt —Cl/DUTt +Cg/ DV )
Teorema 1.10 Se U € K([a,b], X), entao, para todo [c,d] C [a,b], teremos U € K([c,d], X).

Teorema 1.11 Se ¢ € (a,b) e U : [a,b] X [a,b] — X for tal que U € K([a,c],X) e
U e K([¢,b], X), entao U € K([a,b], X) e valerd a igualdade

/DUTt /DUTt /DUTt

A seguir, vamos enunciar um importante teorema a respeito da integral de Kurzweil.
Sua demonstracao pode ser encontrada em [34, Teorema 1.14] para o caso em que X possui
dimensao finita. A demonstragao desse fato para X com dimensao infinita segue de modo

analogo.
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Teorema 1.12 Seja U : [a,b] X [a,b] = X uma funcao tal que U € K([a,c|, X) para todo

¢ € [a,b) e suponha que o limite
lim [/ DU(r,t) — U(b,¢) + Ub,b)| =1
c—0— a

exista. Entao U € K ([a,b], X) e vale a igualdade

/ab DU(r 1)

Observagao 1.13 Vale um resultado andlogo do teorema acima no caso em que U €

K([e,b], X) para todo ¢ € (a,b].

O teorema a seguir decorre do anterior e é conhecido como Teorema de Hake. Sua prova
para o caso em que X é um espaco de Banach de dimensao finita pode ser encontrado em

[34, Teorema 1.16]. A prova para X com dimensao infinita é andloga.

Teorema 1.14 Seja U : [a,b] X [a,b] = X uma funcao tal que U € K([a,b], X) e c € |a,b].

lim[/DU Ule, s) +Ucc] /DU
Ss—cC

lim [/szU(T,t)—i—U(c,s) —U(c,c)} :/cbDU(T,t).

Entao

Ss—cC

Observagao 1.15 O Teorema 1.14 acima nos mostra que a fungao s € [a,b] — [ DU(7,1),
isto é, a integral indefinida de U, nao é necessariamente continua. A integral indefinida sera

continua em ¢ € [a, b] se, e somente se, a fun¢ao Ulc,-) : [a,b] — X for continua em c.

Seja U: [a,b] x [a, b] — X uma funcao dada por U(7,t) = F(t)g(7) com F': [a,b] — L(X)

e g: la,b] = X. Nesse caso particular, obtemos a soma do tipo Riemann

> Ulniti) =Y [F(t:) — F(tiz)]g(m)

e a integral de Kurzweil fab DU(7,t) coincide com a integral de Perron-Stieltjes a qual é

usualmente denotada por

/ d[F(s)]g(s).
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Observacao 1.16 Como caso particular da integral de Kurzweil, segue do Teorema 1.9 que a
integral de Perron-Stiltjes é linear e aditiva em intervalos subjacentes. Além disso, a integral

indefinida de Perron-Stieltjes nao é necessariamente continua.

O resultado a seguir apresenta condigbes que garantem a existéncia da integral de Perron-
Stieltjes em espagos de Banach. Para uma demonstracao, o leitor pode consultar [33,

Proposicao 15].

Teorema 1.17 Se g: [a,b] — X for uma fun¢do regrada e F: [a,b] — L(X) for uma fun¢do

de varia¢ao limitada em [a,b], entao a integral de Perron-Stieltjes fab d[F(s)]g(s) existird.

Apresentaremos, na sequéncia, um resultado de integracao por partes para a integral de
Perron-Stieltjes. Uma demonstragao para o caso em que X tem dimensao finita pode ser
encontrada em [34, Corolédrio 1.23]. A demonstracao para o caso em que X tem dimensao

infinita pode ser encontrada em [28, Teorema BJ.

Proposigao 1.18 Sejam F : [a,b] — L(X) e g : [a,b] — X fungoes de variag¢io
limitada. FEntdo as integrais de Perron-Stieltjes fab d[F(r)]g(r) e fab F(r)d[g(r)] existem e

vale a igualdade

/ d[F(r)lg(r) + / F(r)dg(r)] = F(b)g(b) — F(a)g(a)
—ZNF )A*g( ZAF VA" g(7),

onde ATF(t) = F(r7) — F(r), A"F(r) = F(r) — F(t7), Atg(r) = g(r%) — g(7) ¢
A~g(r) = g(1) — g(77).

A proposigao a seguir é uma consequéncia de [34, Coroldrio 1.36] que, apesar de estar
enunciado para dimensao finita, também é véalido para dimensao infinita, veja [33, Proposi¢ao

10)].

Proposigao 1.19 Sejam g: [a,b] — X uma func¢ao de variagao limitada e F': [a,b] — L(X)

uma fungao regrada em |a,b|. Se a integral f;d[F(s)]g(s) existir, entdo

[ Fetao] < [ 1P e < Gao)l L
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A Proposicao 1.20 segue diretamente de [33, Coroldrio 21]. As notagoes de AT e A~ que

estao na Proposicao 1.20 sao as mesmas notagoes que aparecem na Proposicao 1.18.

Proposigao 1.20 Sejam f: [a,b] — L(X) e g: [a,b] — X fungdes tais que fab fdg exista.
Entao a fungdo h(t) = fj fdg estd definida para todo t € |a,b]. Além disso, se g € G([a,b], X)
entdo h € G([a,b], X) e

ATh(t) = f()ATg(t) e ATh(t) = f(H)Ag(),
para todo t € [a,b)].

Por fim, vamos apresentar um teorema que mostra uma desigualdade do tipo Grownwall
para a integral de Perron-Stieltjes. Este resultado pode ser encontrado em [34, Coroldrio

1.43].

Teorema 1.21 Sejam h: [a,b] — [0,00) uma fun¢ao nao decrescente e continua a esquerda,

k>0 el>0 constantes. Se v: [a,b] — [0,00) for uma fun¢ao que satisfaz a desigualdade

£
W(E) < k4 / W(r)dh(r), €€ [a,b],

entdo (&) < ke~ parg todo € € [a,b].

1.3 EDOs generalizadas

Nesta secao, vamos apresentar a teoria fundamental das equagoes diferenciais ordindarias
generalizadas (escreveremos EDOs generalizadas ou EDOGs). Em seguida, vamos nos
restringir as EDOs generalizadas lineares e exibiremos algumas propriedades de suas solugoes
bem como uma “férmula da variacdo das constantes”. As principais referéncias para esta
segao sao [7], [24], [25], [34] e [35].

Sejam X um espago de Banach, Q@ C X x R um aberto e F: @ — X uma funcdo. A
definigao a seguir ¢ devida a J. Kurzweil e pode ser encontrada em [24], [25] ou em [34,

Definigao 3.1] para X com dimensao finita.
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Definicao 1.22 Diremos que uma fun¢ao x: [a, 5] — X € solugao da equagao diferencial
ordindria generalizada
dx

o = DF(x.1) (1.1)

no intervalo [a, 5] C R, se (z(t),t) € Q para todo t € [, B] € se para quaisquer vy, v € [«, 5],

a igualdade
mw—xm>=/qDF@w»w (1.2
gl
for verdadeira, em que a integral do lado direito de (1.2) € no sentido da integral de Kurzweil

(vide Definig¢ao 1.5).

~ ~ , . o , x .
Observagao 1.23 A notagao (1.1) é apenas simbdlica. O simbolo e nao significa que a
T
solucdo possui uma derivada como mostra o exemplo a seguir extraido de [34], Capitulo 3,

pagina 100.

Exemplo 1.24 Seja r: (0,1) — R wma fun¢do continua que nao possui derivada em
qualquer ponto do intervalo (0,1). Defina F: R x (0,1) — R por F(z,t) = r(t). Note
que

/82 DF(z:(T),t):/SQD[r(t)]:r(SQ)—T(Sl), 51,8 € (0,1),

para qualquer fungao x: (0,1) — R. Assim, pela Definicio 1.22, x: [a,b] > R, 0 <a <b<
1, definida por x(s) = r(s), para s € [a,b], € solu¢ao da EDO generalizada

dx
i DF(z,t) = D|r(t)],

porém x nao possui derivada em qualquer ponto do intervalo |a,b].

No que segue vamos consider Q = O X [a,b], em que O C X é um subconjunto aberto e

a,b € R com a < b.

Definicao 1.25 Diremos que a fung¢ao F : Q — X pertence a classe F (S, h), se existir uma

fungao nao decrescente h : [a,b] — R satisfazendo as condigoes:
(1) [|G(x,s2) — G(x,s1)||x < |h(s2) — h(s1)| para todos (x,s1), (x, s2) € Q;

(i) [G(2,55) = G(a,s1) = Gly,) + Gy s1)[x < [z = yllxlh(s2) = h(s1)] para todos
(CU, 81)7 (1‘7 52)7 <y7 51)7 (y7 52) € Q.
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A classe F(Q, h) definida acima permite obtermos vérias propriedades qualitativas para
as solugoes de uma EDO generalizada. No seguinte resultado, exibimos condigbes suficientes

para que a EDO generalizada (1.1) admita uma tnica solu¢ao.

Teorema 1.26 [13, Teorema 2.15] Suponha que F : Q — X pertenca a classe F(S,h),
em que h € uma fung¢ao continua a esquerda. Assuma que para cada (T,ty) € §2 tem-se
(Ty,t0) € Q, em que Ty = T+ F(Z,ty+) — F(Z,t). Entao existem A > 0 e uma unica
solugao x : [to, to + A] = X da EDO generalizada (1.1) no intervalo [to, to + A] satisfazendo

E importante mencionar que a continuidade & esquerda da fung¢ao h no Teorema 1.26

garante que as solugoes da EDO generalizada (1.1) sejam continuas a esquerda.

1.3.1 EDOs generalizadas lineares

Nesta secao, vamos considerar EDOs generalizadas para o caso particular em que a fungao
F: X xa,b] = X é dada pela lei F(x,t) = A(t)x, em que A: [a,b] — L(X) é um operador.
Neste caso, a equagao

lei = D[A(t)x] (1.3)
é conhecida como EDO generalizada linear.

Uma solugdo para a equagao (1.3) no intervalo [a,b] é uma funcao

x: [a,b] — X que satisfaz a igualdade:

aﬁﬂ=w@0+/&DM®MﬂL

1
para quaisquer sy, sy € [a, b].

Note que a integral de Kurzweil da expressao acima é representada por somas de
Riemann-Stieltjes da forma ) [A(t;) — A(tj_1)]z(7;). Assim, podemos denotar a integral
52 . 52 . . .
f81 DI[A(t)z(1)] pela forma convencional f81 d[A(s)]z(s) para a integral de Perron-Stieltjes.

Portanto, x serd solucao de (1.3) no intervalo [a, b] se valer
52
ss2) = a(s) + [ dlA)a(s),
S1

para quaisquer i, 2 € [a, b].
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No caso de problema de valor inicial (PVI), dados ty € [a,b] ¢ & € X, diremos que uma

fungao z : [a,b] — X serd uma solugao do PVI

dx
< = DIA()), -

.I(to) = .'i',

se

x(t) =17 +/ d[A(s)]x(s),

to

para quaisquer t € [a, b].

Por [34, Lema 6.1] e [7, Lema 2.11], se x : [a,b] — X for uma solugao para o PVI (1.4),
entao « € BV ([a, b], X).

Para obtermos propriedades de existéncia e unicidade de solugao para o PVI (1.4), vamos

assumir que o operador A: [a,b] — L(X) satisfaca as seguintes condigoes:
(Hl) A€ BV ([CL7 b]a L(X))

(Hy) (I+[A@tT)—A@)]) ™t € L(X), t€a,b) e (I—[A{t)—A{)]) € L(X), t € (a,b] em
que I € L(X) é o operador indentidade, A(tT) = lim A(s) e A(t7) = lim A(s).

s—=i+ s—t—

Observagao 1.27 Como A € BV ([a,b], L(X)) C G([a,b], L(X)), os limites laterais

A(tY) = lim A(r) € L(X), t€ [a,b),

r—st+

A(t™) = lim A(r) € L(X), te (a,b],

r—t—

existem. Dado e > 0, segue pela Proposicao 1.1, item (i), que os conjuntos
{telab): [AET) - A =€} e {te(ab]: [|A®) —A{7))] > €}

sao finitos. Desta forma, tomando € = 1, existe um conjunto finito {t1,ta, ..., ¢} C [a,b] tal
que |JA(tT) — A(t))|| < 1 paratodot € [a,b), t #t;,i=1,...,m,e||A(t)— A(t7))| < 1 para

todo t € (a,b], t #t;, i =1,...,m. Logo, os operadores

[+ATA(#) € L(X) e I—A"A(t) € L(X)
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sao invertiveis, isto €,

[[+ATAM] ™ € L(X), t€ab),t#t,i=1,...,m,

[I—AAQM) ' e L(X), te(ab),t#t,i=1,...m.

Assim, se A: [a,b] — L(X) for um operador de variagao limitada em [a, b], a condi¢ao (Hs) é
vélida, exceto por uma quantidade finita de pontos em [a, b]. Seja B = {t1,...,t,} e considere

A = Axp, entdao A € BV ([a,b], L(X)) e a hipétese (Hs) é vélida para todo t € [a, D).

No préximo resultado exibimos o teorema que lida com a existéncia e unidade de solucao
para o PVI (1.4). Esse resultado é consequéncia tanto do Teorema 2.10 em [35] como da

ultima observagao do artigo [35].

Teorema 1.28 Assuma que o operador A : [a,b] — L(X) satisfaca as condigoes (Hy) e

(Hy). Entao o PVI (1.4) possui uma tinica solugao definida no intervalo [a, b].

O préximo resultado trata da existéncia de um operador que serd bastante utilizado no
decorrer desse trabalho e serd chamado de operador fundamental da EDO generalizada linear
(1.3). Para sua demonstracao, o leitor pode consultar [34, Teorema 6.13] no caso em que X

possui dimensao finita e [7, Teorema 2.14] para o caso em que X possui dimensao infinita.

Teorema 1.29 Suponha que A satisfaca as condi¢oes (Hy) e (Hy). Entdo existe um tinico

operador U : [a,b] X [a,b] — L(X) tal que

Ult,s)=1 —|—/ d[A(r)|U(r, s) (1.5)

para quaisquer t,s € la,b], em que I denota o operador identidade em L(X). Além disso,
para cada s € |a,b] fizado, U(-,s) serd um operador de variagao limitada. FEste operador é

chamado operador fundamental da EDO generalizada linear

dx
— = D[A(t)x].
= D[A(1)a]
A seguir, vamos exibir um teorema que relaciona solugoes de EDOs generalizadas lineares
com o seu operador fundamental correspondente. Uma demonstragao para tal resultado pode

ser encontrada em [34, Teorema 6.14], no caso em que X possui dimensao finita, e em [7,

Teorema 2.15], para o caso em que X possui dimensao infinita.
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Teorema 1.30 Suponha que A satisfa¢a as condi¢oes (Hy) e (Hy). FEntao, para todo

s € [a,b], a dnica solu¢ao x: [a,b] — X do problema de valor inicial

— = D[A(t)x],
= DIA() )
z(s) =z,
serd dada pela relacao
x(t) =Ul(t,s)z, te€la,b, (1.7)

em que U: [a,b] X [a,b] = L(X) € o operador fundamental dado pelo Teorema 1.29.

Demonstragao. Reproduziremos, aqui, a demonstracao apresentada em [7, Teorema 2.15].

Pelo Teorema 1.29, a fungao = : [a,b] — X definida por z(t) = U(t, s)Z é de variagao limitada
¢

em [a,b] (logo regrada em [a, b]). Dessa forma, pelo Teorema 1.17, a integral / d[A(r)]z(r)

existe para todo ¢ € [a,b]. Além disso,

/ d[A(r)]z(r) = / d[AMU(r,s)T = [U(t,s) — 11T = z(t) — .

Isso mostra que z : [a,b] — X ¢é solugao do problema de valor inicial (1.6). A unicidade
segue do Teorema 1.28. |
O teorema a seguir mostra varias propriedades interessantes do operador fundamental U
dado por (1.5). Uma demonstragao para este teorema pode ser encontrada em [34, Teorema
6.15], para o caso em que X possui dimensdo finita. O caso em que X possui dimensao

infinita foi apresentado em [7, Teorema 2.16].

Teorema 1.31 Suponha que A : [a,b] — L(X) satisfaca as condigoes (Hy) e (Hy). Entdo
o operador fundamental U: [a,b] X [a,b] — L(X), dado por (1.5), satisfard as sequintes

propriedades:
(1) U(t,t) =1, para todo t € [a,b];

(it) Ewiste uma constante M > 0 tal que
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(13i) Ul(t,s) =U(t,r)U(r,s), para quaisquer t,r, s, € [a,b];
(iv) [U(t,s)]™' € L(X) existe e [U(t,s)]"t = Ul(s,t), para quaisquer t,s € [a,b];

(v) Valem as igualdades:

U(t™,s) = [+ ATA@®)|U(L, 5),
Ut™,s) = [I = ATA@)]U(L, 5),
Ut,s) =U(t,s)[I + AT A(t)]7!,
U(t,s™) = Ult,s)[I — AA(1)]

para quaisquer t,s € [a,b].

1.3.2 EDOs generalizadas lineares perturbadas

Dados A: [a,b] — L(X) e f: [a,b] = X, consideremos a funcao F' : X X [a,b] — L(X)
definida por F(x,t) = A(t)z + f(t). Dizemos que uma EDO generalizada do tipo

W DA + ()

é uma EDO generalizada linear perturbada.

Dados tg € [a,b] e € X, diremos que a fungao z: [a,b] — X é uma solu¢ao para o PVI

dx
& = DlA) + f(1)], s
.T(to) = i‘,

2(to) / DIA(s)(r) + £(s)] = / (DIA(s)2(r)] + D)), (19)

para todo ¢ € [a, b].

Como ja foi observado antes,

/t D[A(s)z(r)] = / dA(s)a(s) e / DIf(s)] = £(t) — f(to).

Portanto z: [a,b] — X serd uma solugao para o problema de valor inicial (1.8) em |[a, b] se,

e somente se, tivermos

o(t) = 7 + / ALA($))(s) + (1) — f(to), ¢ € [a,B]. (1.10)
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Dessa forma, a EDO generalizada linear (1.8) pode ser reescrita na forma integral dada em
(1.10).

Além das condigoes (H;) e (Hz), vamos assumir, também, a condigao:
(Hs) f € G([a,b], X).

A seguir, vamos exibir um resultado que mostra que, sob as hip6teses (H;) e (Hs), toda
solugdo do problema de valor inicial (1.8) serd regrada. Este fato é consequéncia direta de

[35, Proposicao 2.2].

Proposigao 1.32 Assuma que as condi¢oes (Hy) e (Hj) estejam satisfeitas. — Se

x: [a,b] = X for uma solugdo para o PVI (1.8) em [a,b], entdo x € G([a,b], X).

O proximo resultado garante a existéncia e unicidade de solugdo para o problema de
valor inicial (1.8) em todo o intervalo [a,b]. A demonstragao aqui apresentada foi retirada

dos comentarios que aparecem apds o Teorema 2.11 na pagina 456 do artigo [35].

Teorema 1.33 Considere a EDO generalizada linear perturbada (1.8) em que as condigoes
(Hy), (H3) e (H3) estejam satisfeitas. Entao o problema de valor inicial (1.8) terd uma unica

solugcdo x € G([a,b], X).

Observagao 1.34 Sejam f: R — X satisfazendo (H3) em R e A: R — L(X) um operador
localmente de variacao limitada, isto é, A é de variacao limitada em cada intervalo fechado
de R e satisfazendo (Hs). O Teorema 1.33 garante a existéncia global e unicidade de solugao

para o problema de valor inicial (1.8).

Para finalizar este capitulo, vamos enunciar a féomula da variacdo das constantes,

introduzida em [7], Teorema 2.22, para o PVI (1.8).

Teorema 1.35 Sejam A satisfazendo as condicoes (Hy) e (Hs) e F': X x [a,b] — X uma
fungao tal que, para cada x € G([a,b],X), a aplicagiao t € [a,b] — F(x(t),t) é Kurzweil
integrdvel. Se [, B] C [a,b], ty € [, 8] e x € G([a, B], X) for uma solugdo do problema de

valor inicial

= = D[A(t)x + F(z,1)], (1.11)

x(to) = i‘,
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entdo x poderd ser escrita como

x(t) = U(t, to)T + /t: DF(x(1),s) — /t: d,[U(t,0)] (/t: DF(I(T),S)) , tela,p], (1.12)

em que U: [a,b] X [a,b] — L(X) € o operador fundamental da EDO generalizada linear

— = D[A(t)z] dado por (1.5) e d,[U(t,0)] representa a derivada de U(t,o) com relagio a

Note que, no caso particular em que F(z,t) = f(t), com f: [a,b] — X regrada, temos

B B
| DP9 = [ Dl = 1(6) - (@)

quaisquer que sejam «, 5 € [a,b] e x: [a,b] — X. Dessa forma, o resultado a seguir é

consequéncia imediata do Teorema 1.35 e do Teorema 1.17.

Corolario 1.36 Sejam A satisfazendo as condi¢oes (Hy) e (Hy) e f: [a,b] — X uma fun¢ao

regrada. Entao a inica solugao x: [a,b] — X de

L = DA + (1),
l‘(to) = i‘,

em que ty € [a,b], serd dada por

x@—U@mﬁﬂﬂﬂamm—/d#WJMﬂﬂ—ﬂm%temw

to



Capitulo 2

Dicotomia exponencial para EDOs

generalizadas

A teoria de dicotomia exponencial para EDOs generalizadas é inexistente até o presente
momento. Desta forma, dedicamos esse capitudo a investigacao dessa nova teoria. O capitulo
estd dividido em duas segoes. Na Secao 2.1, iremos introduzir a definicdo de dicotomia
exponencial para EDOs generalizadas e estenderemos alguns resultados existentes na teoria
de dicotomia exponencial para EDO cléssicas para o caso de EDOs generalizadas. Na Secao
2.2, vamos obter alguns resultados de solugoes limitadas para EDOs generalizadas lineares

perturbadas.

2.1 Dicotomia exponencial

Sejam X um espago de Banach, J C R um intervalo e consideremos a EDO generalizada

linear
dx
— =DI[A(t 2.1
W DlAa, (2.)
onde o operador A : J — L(X) satisfaz as condigoes:

(Hy<) A€ BV ([a,b], L(X)), para todo subintervalo [a,b] C J;

(Hy) (I+[A@tT)—A@)]) e L(X)e (I —[A(t)— A7) € L(X), para todo t € J.

21
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Seja U : J x J — L(X) o operador fundamental da EDO generalizada linear (2.1), o
qual foi definido no Teorema 1.29. Fixado ty € J, definimos o operador U : J — L(X) por
U(t) = Ult,ty) e, portanto, U (t) = U(ty,t) para t € J. Também denotaremos por U(t) o
operador fundamental da EDO generalizada linear (2.1).

As proximas definigoes exibem os conceitos de dicotomia ordindria e de dicotomia

exponencial para a EDO generalizada linear (2.1).

Definicao 2.1 A EDO generalizada linear (2.1) possuira dicotomia exponencial, se existirem
constantes positivas K7, Ky, a1 e as e uma projegao P : X — X (isto é, P € L(X) tal que

P? = P) tais que:
a) [UG)PU(s)|| € Kie==9) parat, s € J com t > s;

b) U — P)U(s)|| € Kpe @257 parat,s € J com s > t.

Definicao 2.2 A EDO generalizada linear (2.1) possuird dicotomia ordinéria, se existirem

constantes positivas My e Ms e uma projecao P : X — X tais que:
a) |U#)PU(s)|| < My, parat,s € J com t > s;

b) |U@)(I — P)U (s)|| < My, para t,s € J com s > t.

Podemos notar que a Definicdo 2.1 generaliza a definicdo correspondente de dicotomia

exponencial conhecida para EDOs classicas. Com efeito, no caso particular em que
t
At) = / B(s)ds, te€J, (2.2)
0

dx
temos que se o= D[A(t)x] possui dicotomia exponencial, entdo a EDO cléssica & = B(t)z
T
também possui dicotomia exponencial. Para ver isso, note que A satisfaz as condigdes (H{) e
(H,), assim podemos considerar o operador fundamental U : J — L(X) da EDO generalizada
dz

i D[A(t)z]. Como

Uty=1+ /td[A(r)]U(r) =1+ /tB(r)U(r)dr, ted, (2.3)

segue que U(t) é o operador fundamental da EDO & = B(t)x.
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Observagao 2.3 Se J for um intervalo limitado, as Definigdes 2.1 e 2.2 serao equivalentes.
Com efeito, suponha que J seja um intervalo limitado e considere J = [a,b] (o fecho de
J). Suponhamos, inicialmente, que a EDO generalizada (2.1) possua dicotomia exponencial

ai(b=a) ; — 1 2. Assim, teremos

como na Definicao 2.1. Tome M; = Kie
o |U)PU(s)|| < Kiem@=9) < Kje*1(=9) = M, parat,s € J com t > s;
o |U)I —P)U\(s)|| < Kpem@267D < Kye2(=9) = M, para t,s € J com s > L.

Portanto, a EDO generalizada (2.1) possui dicotomia ordinaria.
Por outro lado, suponha que a EDO generalizada (2.1) possua uma dicotomia ordindria

como na Definicao 2.2. Tome K; = M;e(*~%, i =1,2. Entéo

o |UM)PU(s)|| < My = Mye==9elt=0) < [ 1e~(=9) parat,s € .J com t > s;

o |UM)I —PYU(s)|| € My = Mye™ == < e~ parat,s € J com s > t.
Isso mostra que (2.1) possui uma dicotomia exponencial.

Observagao 2.4 Considere, agora, a EDO generalizada linear (2.1), no caso em que J =
[0,00). Suponha que exista a € J tal que esta equacao possua uma dicotomia exponencial
(respectivamente dicotomia ordindria) no intervalo [a, 00). Entao a EDO generalizada linear
(2.1) possuirda uma dicotomia exponencial (respectivamente dicotomia ordinéria) no intervalo
[0,00). De fato, denotemos por K e K3 as constantes, ;e ag 0s expoentes e P a projegao da

dicotomia exponencial conforme a Defini¢do 2.1. Pela condigao (i7) do Teorema 1.31, existe

M >0 tal que |U(t)|| < M e |[UTL(t)|| < M para t € [0, a]. Logo,
e Parat >a > s> 0, temos
IUGPUNs)|| = [[UGPU N a)U(a)U(s)|| < Kre U @)U (s)]]
< Klefal(tfa)ealsMQ — KlealaMQ(afal(tfs).
e Paraa >t > s > 0, temos

IU@PU(s)]| = M?||P|| < M?||Plle o=t = || Pllemeps2emor (=),
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e Paras>a >t >0, temos

U = P)UNs)| = UBU (@)U (a)(I = P)U(s)]|
< Kaer U @)U @)

< K2€—a2(s—a)ea2tM2 — K2€a2aM2€—a2(S—t)_

e Paraa > s>t >0, temos

U@ = P)U(s)|

M1+ || P|l) < M*(1+ || P||)eczle=(=0)

= (L | Plpetare e,

Portanto, tomando Ky = max[ Ko™ M2 [Pleod2) e Ry = max{Koe™e M2 (1 +
| P|)e*2M?}, valem as desigualdades

U PU(s)|| < Kie=*¢=*) para t > s;
U (I — P)UY(s)|| < Kae 26" para s > t.

O préximo resultado mostra condigoes necessdrias e suficientes para que a EDO
generalizada linear (2.1) possua uma dicotomia exponencial. Sua demonstracdo segue os

passos encontrados em [8], Capitulo 2, pagina 11.

Proposigao 2.5 A EDO generalizada linear (2.1) possuird uma dicotomia exponencial se,
e somente se, existirem constantes positivas Ly, Lo, M, [B1e Bo, tais que, para todo & € X,

as sequintes estimativas sdo satisfeitas:
(@) [U@)PE < Lie™™ U (s)PE||, parat,s € J com t > s;
(i1) IU()(I = P)E|| < Loe™PC0|[U(s)(I = P)E]l, parat,s € J comt < s;

(iit) |U@)PU(t)|| < M, parat € J.

Demonstragao. Suponha que a EDO generalizada linear (2.1) possua uma dicotomia
exponencial com constantes K; e K5 e expoentes a; e as como na Definicdo 2.1. Assim,

para todo & € X, obtemos as seguintes desigualdades:
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e Parat > s, vale

1U(t) Pé]| lUP*e|| = U@ PU()U(s)PE|| < U PU ()| [U(s) Pl

IN

Kre=|U(s) PE]l;

e Parat < s, vale

IU@I =Pyl = U =Pl = lU@)I = PYUH(s)U(s)(I — Pl
< U@ = PYU )1V () = P
< Kaem U (s)(T - P)E];

e Para qualquer ¢t € J, podemos tomar s = t, e dai

[U@OPU ()] < Kiem@ ¢ = K.

Basta tomarmos L1 = M = Ky, Ly = Ms, ag = 51 € g = [o.
Suponhamos, agora, que a EDO generalizada linear (2.1) seja tal que existem constantes
positivas Ly, Lo, M, B e (s satisfazendo as condigoes (7), (i7) e (i7). Entao
e Para t > s, temos
U@ PU ()| < Lie ) ||U(s)PUT(s)€|| < M Lye 1¢=9)||¢]|, para todo € € X.
Portanto,

|U#)PU(s)|| < MLie #1079 = [ e P 9),

com Kl = ML1

e Parat < s, temos
[T = PYUT(s)&]| < Lae™2C=0U(s)(I = P)U (s)€]| < (1 + M) Lae 2E70|]],
para todo £ € X. Portanto,

U@ = PYUTH ()] < (14 M) Lye™ 2670 = Kpem 2070,
com Ky = (1+ M)Ls.

Portanto, a proposicao estd demonstrada. |
Vamos, agora, introduzir a noc¢do de crescimento limitado para EDOs generalizadas

lineares.



2. Dicotomia exponencial para EDOs generalizadas 26

Definicao 2.6 Diremos que a EDO generalizada linear (2.1) possui crescimento limitado
sobre o intervalo J, se existirem constantes h > 0 e C' > 1 tais que para qualquer solucao

z:J— X de (2.1), temos
llz(@®)|l < Cllz(s)||, para s,t € J, com s <t < s+ h.

O resultado a seguir mostra que se a EDO generalizada linear (2.1) possuir um crescimento
limitado, entao a condigao (ii¢) da Proposi¢ao 2.5 serd consequéncia das condigdes (i) e (i7)
desta mesma proposicdo. A demonstracio desse resultado segue os passos encontrados em

[8], pagina 11.
Lema 2.7 Se a EDO generalizada linear (2.1) possuir um crescimento limitado sobre o
intervalo J e existirem constantes positivas K1, Ko, a1 e g satisfazendo as condigdes
(i) |Ut)PE|| < Kiem )| U (s)PE||, parat,s € J, comt > s;
(i) |U@#)(I — P)¢|| < Koem 26| U(s)(I — P)¢||, parat,s € J, comt < s,
entao existe M > 0 tal que ||U(#)PU(t)|| < M, para todo t € J.

Demonstragao. Primeiramente, mostremos a afirmacao seguinte.

Afirmacao: Existem constantes C' > 1 e p > 0 tais que
|[UU(s)|| < Ce"t) parat,s € J, comt > s.

De fato, sejam C' > 1 e h > 0 constantes como na Defini¢do 2.6. Tome p/ > 0 tal que
e’ = C e defina p = Sejam, também, t,s € J com t > s e tome n € N tal que

. Assim, para todo £ € X, como U(t)U~!(s)¢ é solugao da EDO

==

tels+nh,s+(n+1)h

~—

generalizada linear (2.1), temos
|U@OU (s)é|| < C Ut = n)U T (s)E]| < ... <" |U(s)U H(s)€]| = ™ €] -
Dessa forma,
[UOU (s)€]] < C™H|[Ell = Cle )™ €]l = C(e)™ [|él] < Cet =) €]

e a afirmacao segue.
Agora, sejam K = max{Ki, K>} ¢ a = min{ay,as}. Entdo, podemos reescrever as

condigoes (i) e (i7) da seguinte forma
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(i") U@ PE|| < Ke 9| U (s)P¢||, para t,s € J et > s;
(ii") [|[Ut)(I — P)¢|| < Ke G D|U(s)(I — P)¢||, parat,s € Jet < s.
Assim, dados t € J e h > 0, a hipdtese (i') implica que
lU(t+h)PUTH ()€l < Ke™ U () PU (¢)é]|
para todo ¢ € X. Portanto,
lU(t+h)PUTH )] < Ke*"|U @) PUT ()]
Por outro lado, da hipédtese (i7’), temos
U = P)UT#)E] < Ke ®"|[U(t+ h)(I — PYU' (£)é]|
para todo & € X. Dessa forma,
Ut +h) (I = PYUT )] = K~ e[ U)(T = P)UT (D).
Agora, defina
p=pt) = UG =PI e o=a(t)=UG)PU )]
e tome h suficientemente grande tal que
y=Kteh — Kem®" > 0.
Note que [p—o| <1le
lp™" Ut +R)(I = P)UH(t) + o7 Ut + h)PU (1)]| >
> p U+ h)(I = PYUT )| = o Ut + ) PUTN(L)]| >
> K e — Ke ™" =~ > 0.
Com isso, temos

v < N7 UE+h)I = P)UTH () + 07 Ut +h)PU ()|
lU(t+hUT @)~ U = PYUTHE) + o UPU (1)

IN

Celp7U)(I = P)UTH(t) + o7 U PUT (H)]],
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onde utilizamos a Afirmacao inicial na dltima desigualdade. Assim
VCTle M < T UM = P)UTH() + o ' U)PU (1)

= |lo7 I+ (p7" =0T HU)(I = P)UT'(t)]

< ot =T p=0" 1+ polpt =07

= o (L+]po(p™ —oT)) =07 1+ o~ p])

< 207%
Finalmente,

|U@)PU ()] = o < 2y *Cet™,

como queriamos demonstrar. |
Lema 2.8 Seja J = [0,00). Suponha que existam constantes positivas aq, s, K1 e Ky tais

que o operador fundamental U : J — L(X) da EDO generalizada linear (2.1) satisfa¢a as

condigoes
(@) |U@)PE]| < Kiem=I|[U(s)PE]|, parat,s € J, comt > s,
(i1) |Ut)(I = P)E|| < Fapem 26| U(s)(I = P)E|, para t,s € J, comt < s,

para todo & € X. Entdo, dado 6 € (0,1), existird T > 0 tal que, para toda solugio x : J — X

da EDO generalizada linear (2.1), vale a implica¢ao

s2T = |z(s)] <0 sup [lz(u)]].

u—s|<T

Demonstragao. Primeiramente, sejam K = max{K;, Ky} e &« = min{ay, as}. Assim, para

todo £ € X, temos
o |U(t)PE|| < Ke ®t=9)||U(s)P¢||, para t,s € J, com t > s;
o |U@)(I — P)| < Ke @G| U(s)(I — P)¢||, para t,s € J, com t < s.
Sejam z : J — X uma solugao da EDO generalizada linear (2.1) e s € J. Defina, entao,

U)PU(t)x(t), t € J,
U) (I —P)U N (t)x(t), t € J.

z1(t)
.732(75)
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Logo z(t) = z1(t) + 22(t) e

w(t) = UM)U ™ (s)a(s) = U)U(s)(x1(s) + wa(s)) =

=U(t)PU(s)x(s) + U#)(I — P)U *(s)x(s).

Se ||z2(s)|| > ||z1(s)||, tomando t > s, obtemos

[z

v

AV

v

IU(PU (s)(s) + Ut)(I = P)U(s)z(s)]|

lUO(I = PYU (s)a(s)l| = U PU (s)a(s)|

K71 INU(s)(I = P)U (s)a(s)]| = Ke U (s)PUT" (s)a(s)l]
K71 an(s)]| = Ke™U [l (s)

(K—lea(t—s) . Ke—a(t—s)) ||=T2(3)||

Dado 6 € (0,1), escolha T7 > 0 tal que

K teoTt — Ke 0Tt > 9971,

Dai, se t; = s + 11, entao

Logo,

le(t)ll = 207 [oa(s)l| = 6| (s)]]-

[z ()] < Ol

Portanto, vale a implicacao

s>Ty = |[la(s) §9| sup [[#(u)]-
u—s|<Ti

De modo andlogo, se ||z2(s)|| < ||z1(s)||, tomamos t < s, o que implica em

lz(@)]

AV | AV A Y

AV

lU(OPU (s)x(s) + U ()T — P)U(s)z(s)]|

lUOPU (s)z(s)]| = (U@ = PYU (s)a(s)]
K100 (s)PU (s)a(s)]| — Ke DU (s)(I — PYU(s)a(s)l|
K1ty (s)]| — Ke™ 9 flag(s)|

K71t ay(s)]| = Ke™ 9l (s)

[K—lea(s—t) _ K(i’_a(s_t)] ||£Ul(8)H
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Escolha Ty > 0 tal que

Kt — Ke T2 > 9971

Dai, se ty = s — T5, entao
[z (t2)]] > 207 |21 (s)]| = 67 ||(s)]]-

Logo,
lz(s)]| < O]l (t2)]

Portanto, vale a implicacao
s2Ty = |z(s)[[ <0 sup [lz(u)].
|lu—s|<T»
Tome T = max{Ty,T>}. Entao
s2T = |[lz(s)[| <0 sup |lz(u)]|.
lu—s|<T
Portanto, concluimos a demonstracao. |
No préximo resultado, exibimos condigoes suficientes para que a EDO generalizada (2.1)
admita uma dicotomia exponencial. Vamos denotar por (¢, xy) a solu¢ao de (2.1) tal que

x(0,xg) = xo e vamos considerar J = [0, 00).
Teorema 2.1.1 Seja
Vo={xo € X : ||| =1 e x(t,z0) € ilimitada}

um subconjunto compacto de X. Suponha que existam constantes T > 0,C >1e0 <0 < 1

tais que toda solugao x(t) de (2.1) satisfaz as condigoes
(@) [le@)ll < Cllz(s)l, para 0 < s <t < s+ T;

(@) =@l <6 sup [lz(u)l, parat>T.
|lu—t|<T

Além disso, assuma que para cada xy € Vy eziste uma sequéncia {t2°},en C Ry estritamente
crescente com t;°, < t7° + T para todo n € N tal que ||z(t,z0)| < 07"C para t € [0,t7°)
e ||z(tio, xg)|| > 07"C, n € N. Entao a EDO generalizada (2.1) admite uma dicotomia

exponencial em [0, 00).
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Demonstragao. Inicialmente, consideremos que x(t) seja uma solugao limitada nao trivial

de (2.1). Para s > 0, defina

pu(s) = sup ||z (u)].

u>s

Sejat > s+ T. Entao
(@) <0 sup |lz(u)]] < Osup|lz(u)] = Ou(s). (2.4)
|lu—t|<T u>s

Logo, sup [lz(t)]] < 0u(s), com 6 < 1 e, portanto,
t>s+T

p(s) = sup |lz(u)].

s<u<s+T

Dessa forma, pela condicao (i), temos

lz@) < pls) = sup flz(u)]] < Cllz(s)ll, 0<s <t <oo. (2.5)

s<u<s+T
Afirmacao: Set > (n+ 1)T, vale
sup lz(u)[| <0 sup  flz(u)].
lu—t|<nT |lu—t|<(n+1)T
De fato, seja n tal que |n —t| < nT. Logo,n >t—nT =(t—(n+1)T)+T > T. Pela
condicao (ii), obtemos
[zl <6  sup [lz(u)]| <0 sup lz(u)| =0  sup |lz(u)]
N=T<un+T t—(n+1)T<u<t+(n+1)T lu—t|<(n+1)T

e, portanto,

sup |lz(n) <0 sup  [[z(u)].
[n—t|<nT lu—t|<(n+1)T

Desta forma, a afirmacao fica demonstrada.

Agora, seja t > s. Entao existe n € N tal que s+ nT <t < s+ (n+ 1)T. Sen =0,

t s)

obtemos s <t < s+ T e, entao (=) 1. Logo, pela condicao (i), temos

lz@)ll < Cllz(s)| = 07 0C |2 (s)]| < 6~

()l

Sen=1,temos s+ T <t < s+ 2T. Portanto, t —T > s e @ < 2. Dessa forma, pela
condigao (ii) e pela desigualdade (2.5), obtemos
lz(@)] <6 swp lz(w)]| < Osup flz(u)]| < 6C]l(s)]l = 071 COla(s)| < 07'CO°T a(s)].

lu—t|<

(2.6)
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Sen > 2 temos s +nT <t < s+ (n+ 1)T. Logo, t —nT > s e (t;TS) <n+ 1. Dessa
forma, pela condigao (i7) e pela Afirmacao, temos

lz@)] < 0 sup flz(u)]| <6 sup |lz(u)]| <--- < 0" sup |la(u)] < 0" sup ||lz(u)]
|lu—t|<T |lu—t|<2T lu—t|<nT u>s

0"Clla(s)|| = 67 CO | (s)|| < 07100 T || (s)]].

IN

Portanto, fazendo K = 07'C' > 1e a = —~T"11Inf > 0, obtemos
|z(t)|| < Ke *t=9||z(s)||, para 0 < s < t < 0.

Agora, consideremos que x(t) seja uma solugao ilimitada de (2.1) tal que [|z(0)|] = 1.
Como z é ilimitada, segue da hipétese que existe uma sequéncia {t, },en C Ry (que depende
da condicao inicial z(0)) estritamente crescente, t,11 < t, + T para todo n € N, tal que
|lz(t)|| < 6"C para t € [0,t,) e ||x(t,)|| > 07"C, n € N. Se 0 <t < T, segue da condi¢ao
(i) que

lz@)] < Cllz(0) =€ < 67'C

eassim ty >7T. Logo, T'<t; <ta<...<t, <---,et, — oo quando n — 00.

Suponha que t < s, t,, <t < tpi1 et, <s<t, 1. Note que
S—t <tpsr —tm <ty +T =ty <ty1 +2T —ty < ... <tm+@m—m+1T —t,

ou seja,
s—1t

<n-— 1.
T n—m-+

Entéao, usando as propriedades da sequéncia {t, },en C R, e a condicao (i), obtemos

lz@)]] < 7" IC =0""CoT T <OV (b))
(s—t)

T llz(s)ll-

< 0o a(s)|| < 007t
pois s < tpy1 <t, +T <s+T. Logo, como K =071C >1ea=-T"1In6 > 0, obtemos
|z(t)|| < Ke *C=D|jz(s)|| parat; <t < s < oo. (2.7)

Seja X1 ={{ € X : x(t,§) é limitada em [0, 00)}. Entao X; é um subespago vetorial de
X. Seja Xy um subespago de X tal que X = X; @ X,. Para £ € Xy, com [€]| = 1, seja
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t; = t1(€) tal que x(t1,€) > 071C e ||z(t,€)|| < 07'C para 0 < ¢t < t;. Vamos mostrar
que o conjunto {t1(€) : £ € Xy e [|€|| = 1} é limitado. De fato, se {t1(§) : £ € Xy e €] = 1}
for ilimitado, existe uma sequéncia de vetores unitérios {&,}neny C Xa tal que ||€,]] = 1 e
t§”) = t1(&,) — oo quando n — oo. Pela compacidade de Vj, podemos supor, a menos de
subsequéncias de {&, }nen, que &, — & quando n — oo, para algum &, € X5 com ||&|| = 1.

Dessa forma, obtemos
z(t, &) =&, + /Otd[A(s)]:Jc(s) — &+ /Ot d[A(s)]z(s) = x(t, &), quando n — oo,
para todo ¢ > 0. Como ||z(t,&,)]| < 07'C para 0 < t < tﬁ"), n € N, vale
|x(t, &) < 671C, para 0 <t < oo,

o que contradiz o fato que & € X,. Assim, existe T} > 0 tal que ¢,(§) < T} para todo & € X,

com ||| = 1. Pela desigualdade (2.7), para toda solugao z(t) ilimitada, vale
|z(t)|| < Ke ®C=D||z(s)|, para Ty <t < s < co. (2.8)

Seja P € L(X) a projegao da decomposicao X = X; @ X, sobre o subespaco X;. Dessa

forma, para todo &, valem as desigualdades

U0 PE] < Ke U (s)PE]l, t 2 s > T

[T = P)E|| < Ke®C DU (s)(I = P)E|l, s >t > Ty,
Consequentemente, segue do Lema 2.7, que existe L > 0 tal que
IU®PU ()] < L.

Logo, pela Proposicao 2.5, a EDO generalizada (2.1) possui uma dicotomia exponencial
sobre o intervalo [T}, 00) e, pela Observagao 2.4, a EDO generalizada possui uma dicotomia
exponencial sobre o intervalo [0, 00). [ |

O resultado a seguir mostra que, se a EDO generalizada linear (2.1), com J = [0, 00),
possuir uma dicotomia exponencial com projecao P e se P’ for uma outra projecao
satisfazendo certas condigoes, entdao a EDO generalizada linear (2.1) também possuird uma
dicotomia exponencial com projecdo P’. Para sua demonstracio, usaremos a técnica que

aparece em [8], Capitulo 2, pagina 16.
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Proposigao 2.9 Suponha que a EDO generalizada (2.1) possua dicotomia exponencial em
J = [0,00) com proje¢cao P. Suponha, ainda, que U(0) = I (U(t) = U(t,0)) e que exista
uma projecao P’ tal que

PPP=P ¢ PP=P
Entao a EDO generalizada linear (2.1) possuird dicotomia exponencial com a projecao P’.
Demonstragao. Como PP’ = P, PP = P e P2 = P, temos

P—P =pP>*— PP =PP-P) (2.9)

P—-P =P-P —(PP~PP)=P—-P —(P-P)P=(P-P)I-P). (210

Sejam £ € X e t,s > 0. Utilizando os parametros da Defini¢do 2.1 e as igualdades (2.9)
e (2.10), obtemos

IU@P = P = [U@)PP = P
= [U@®)PUT0)U(0)(P — P

IN

Kiem™||(P = P)g]|
Kyem™||(P = P)(I = P)|

IN

Kyem™||P = P'|[|(I - P)¢]|

IN

Kye=®||P = P|U(0)(1 — PYU(s)U(s)¢]|

IN

Kiem™||P = P'|| Kae™ (U (s)€]l.

Assim, para s > t, vale

U@ - PYUNs)l| = U~ P+P—P)U(s)]
< U@ = P (s)|| + |UE)(P = PYU (s)]|
< Kope 207 4 ||P — P'||Ke 1 Kpe ™28
< Koe @26 4 ||P — PY||Kjem ) e (o2t
< Kpe 2B 4 ||P — P'|Kye 2t YE,

[1+]|P — Pl K] Kpe 2~
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e, parat > s, vale

lUOPT )l = [lUWP =P+ P)Us)|

IN

lUOPU ()]l + IU ()P = PYU ()]

IN

Kiem® =) 4+ || P — P'|| Ky Kpe o2

IN

Klefocl(tfs) + ||P o P/HKlefoq(tfs)Kzef(znwLocg)s

IN

Klefoq(tfs) + ||P o 1,:)/H[(167()(1(1‘,78)[(2

[1+||P — P'|| ] Kyem ™2,

Finalmente, fazendo L; = [1+ ||[P — P'||K3] Ky e Ly = [1 4 ||P — P'||K1] K>, obtemos
i) |U@)P'UY(s)|| < Lie~®#=%) para todo t > s;
i) |U®#)(I — PYU(s)|| < Lae=®2(7) | para todo s > t.

Desta forma, concluimos que a EDO generalizada linear (2.1) também possui dicotomia

exponencial com projecao P’ e a prova estd completa. |

2.2 Dicotomia exponencial e solucoes limitadas

Nesta se¢ao, vamos investigar a relacao entre dicotomia exponencial e solucoes limitadas.
Se A: R — L(X) for um operador continuo, é conhecido na literatura o fato que a EDO

linear do tipo

T = A(t)x

possui dicotomia exponencial se, e somente se, para cada f € C' (R, X), a EDO perturbada
T =A(t)xr + f(t)

tem uma unica solugao limitada. Vamos demonstrar alguns resultados nessa direcao para o
caso de dicotomia exponencial em EDOs generalizadas.
Sejam X um espago de Banach, A : R — L(X) um operador e consideremos a EDO

generalizada

dx
i D[A(t)x]. (2.11)
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Definicao 2.10 A EDO generalizada (2.11) satisfaz a condigao (D), se o operador A
satisfizer as condigoes (H{*) e (Hy) e a EDO generalizada (2.11) possuir uma dicotomia
exponencial com projecio P € L(X), constantes positivas Ky e Ko, e expoentes positivos oy

€ i, oU seja,
U@ PU(s)]| < Kiem@lt=9) | ¢ > s,

IU@I = PYU(s)]| < Kaem2C70 s >,
em que U : R — L(X) € o operador fundamental de (2.11) com U(0) = 1.

(2.12)

Proposigao 2.11 A dnica solugao limitada da EDO generalizada linear (2.11) satisfazendo

a condi¢ao (D), € a solugao nula.

Demonstracao. Seja z : R — X uma soluc@o limitada de (2.11). Fixe £ = x(0). Pela

Observagao 1.34, o problema de valor inicial

dx
— = DJA(t
W DlA@
z(0) =&,
possui uma unica solugao = : R — X dada por z(t) = U(t)&, em que U representa o operador

fundamental da EDO generalizada linear (2.11).
Defina z1,x9 : R — L(X) pelas leis

=

—
=
~—

I
3
=
e,
Iy

Note que z(t) = z1(t) + x2(t), t € R. Por (2.12), temos

ler ()] = IV Pell = |UE) PUTH0)E]] < e |lg]l, ¢ >0, (2.13)

lz2 ()] = U = Pl = U = PYUTH0)¢]l < Koe™[¢]l, t <0. (2.14)
Seja K = igﬂ}g |z(t)||. Entao

[z @] = [l2(@) — 2] < [le@] + [l2(0)] < K+ Kall]l, ¢ <0, (2.15)

[z2(O)] = [l2(t) — 21 (O] < [le@] + [le2 (O] < K+ Killgll, ¢ = 0. (2.16)
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De (2.13), (2.14), (2.15) e (2.16), podemos obter L > 0 tal que
sup [z (£)|| + sup [|lz2(t)[| < L.
teR teR

Agora, note que

1Pell = Nlz1(0)|l = [U0)PEl = IUO)PU U ) PEN < [UO)PU (1)1 (1)]

< Kie®'L para todo t <0,
e que

I =P)ell = [lz2(0)] = IUO0)I = P&l = IU(0)(I = PYUH(H)U () — P)g]|

IA

|U0)(I — PYU Y (t)||[|a2(t)|| € Kye*2'L para todo t > 0.
Das desigualdades acima, concluimos que P¢ =0 e (I — P){ = 0. Portanto

§=PE+(I—-P)E=0

e, pela unicidade de solugoes, obtemos x(t) = 0 para todo t € R, como querfamos demonstrar.

Corolério 2.12 Assuma que a EDO generalizada linear (2.11) satisfaca a condi¢ao (D) e

f€GR,X). Entao a EDO generalizada perturbada
dx
dr

possuird, no mdrimo, uma solu¢do limitada.

= D[A(t)x + f(t)] (2.17)

Demonstragao. Sejam z,y : R — X duas solucoes limitadas de (2.17). Defina z : R — X

por z(t) = z(t) — y(t). E claro que z é uma funcio limitada. Diretamente do Corolario 1.36,

podemos escrever
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em que U(t) = U(t,0) é o operador fundamental de (2.11). Assim,
z(t) =U(t)z(0) = U(t)y(0) = U(t)z(0), t € R.

Portanto, z é solugao da EDO generalizada linear (2.11). Como z é limitada, segue da
Proposicao 2.11 que z(t) = 0 para todo ¢t € R. Logo, z(t) = y(t) para todo t € R. [
As Proposigoes 2.13 e 2.14 apresentam condicoes suficientes para que a EDO generalizada

perturbada (2.17) possua uma unica solucao limitada.

Proposigao 2.13 Consideremos a EDO generalizada perturbada (2.17) com f € G(R, X) e
limitada. Suponha que a EDO generalizada linear correspondente (2.11) satisfa¢a a condigdo

(D), que as integrais de Perron-Stieltjes

/ ds [U@)PU(s)] (f(s) = f(0)) e /too ds [U()(1 = PYU ()] (f(s) — £(0))

—00

existam para cada t € R e que as funcdes

teR — /_ ", [U(t)PU~Y(s)] (f(5) — f(0)) € X

veRe [T d U0 - PTG (76) - 0) € X

sejam limitadas, em que U(t) = U(t,0) € o operador fundamental de (2.11). Entdio a EDO

generalizada perturbada (2.17) possuird, uma inica solu¢ao limitada.

Demonstragao. Seja x : R — X solugao do seguinte problema de valor inicial

L~ D[A@+ £()
2(0) = — [° do [PUY()] (£(s) = FO) + f5° du [(1 = PYU=(s)] (f(s) — £(0)).

Pelo Corolério 1.36, podemos escrever

z(t) = U(t)x(0) + f(t) — f(0) —/0 ds [UOU(s)] (f(s) = f(0)), tER.
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Assim,

w(t) = U@)x(0) + f(t) - f(0) -

_/0 ds [U®)(I — PYU(s)] (f(s) — £(0))
= U(t)z(0)+ f(t) — f(0) .
—U(t) </0 d, [PU(s)] (f(s) = £(0)) i/ ds [PU™Y(s)] (f(s) = £(0))

o

; / d. [(T = PYU 1 ()] ((s) — (0)) = /
= Ut)2(0) + £(1) — £(0)
U ( | aPure)] ) - so)

4, [(1 — PYU(s)] (F(5) f<o>>>

- [Tl Pute) () - fo) + :c<o>)
— f(t) - 0) - / 4. [U®PU(s)] (f(s) — £(0))
+ / T4 U@ - PYU(s)] (f(s) — £(0)).

Como as fungoes da ultima igualdade sao limitadas, segue que x é limitada. Pelo Corolario

2.12, concluimos que z é a tnica solugao limitada de (2.17). |

Proposigao 2.14 Consideremos a EDO generalizada perturbada (2.17), onde a EDO
generalizada linear (2.11) satisfaz a condi¢ao (D) e f € G(R, X). Suponha que as integrais
de Perron-Stieltjes

t o]
| v i) - 5o e [ U= PUedse - 1)
—00 t
existam para cadat € R e sejam limitadas. Suponha, ainda, que a funcdo g: R — X, definida

por

U(t) (Z ATUTHO)AT(f(r) = f(0) = D ATUTHT)A™(f(7) —f(O))> , t>0

o<r<t o<r<t

90 =9y (Z ATUTH AT (f(r) = £(0) = D AUl(T)A(f(T)—f(O))> ;<0

t<7<0 t<7<0

0, t=0



2. Dicotomia exponencial para EDOs generalizadas 40

seja limitada. Entdo a EDO generalizada perturbada (2.17) possui uma tnica solu¢do

limitada.

Demonstragao. Seja r : R — X solucao de

{ W~ DIA® + (1)
= [2 PUTH(s)d (f(s) = F(0) = [oo(T = PYU Y (s)d (f(s) — [ (0)).
Pelo Corolério 1.36, podemos escrever

2(t) = U(t)z(0) + f(t) — f(0) = /Ot ds [UU(s)] (f(s) = f(0)), t € R.

Pela Proposicao 1.18, para todo t € R, vale

w(t) = Ut)x(0) + f(1) —f(tO)
- (f(t) - f0) - /O U@U (s)d[f(s) — f(0)] - g(t)>

= U0+ o)+ [ UOPUd15(5) - F10)
+ [ v - P sals) - o)

— U(s(0) +gt0) + U0 (| Ul - 7o)+ [ OO PU ) [f(s) - J(0)
- (1= P (s)d [ (s) - £(0) + [T Po@atse - o)

- / U()PU (s)d[f(s) — F(0)] — / T UM — PYU (8)d[f(s) — FO)) + g0,

Como as fungoes da ultima igualdade sao limitadas, a solucao z é limitada em R. Pelo

Corolario 2.12, x é a tnica solugao limitada da EDO generalizada perturbada (2.17). |

Observagao 2.15 Suponha que a EDO generalizada perturbada (2.17) com f € G(R, X),
seja dada de tal forma que a EDO generalizada linear (2.11) correspondente satisfaca a

condicao (D) e, para Y : R — L(X) localmente de variacao limitada, a desigualdade

/Y )df (r /||y )|6dr
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seja satisfeita para algum d > 0 e para quaisquer a,b € R com a < b. Entao as hipdteses da

Proposicao 2.14 sao satisfeitas. De fato, fixe ty € R. Para cada n € N, defina

_— / " Ulto) PU- (r)df (r).

Note que, para n > m > |ty|, temos

—m

|20 — 2wl = H/ Ulto) PU (r)df (r) / Kieosdr < K (56_a1t°/ e dr

—n

1
= Kfe 1o — (e*alm — e*m”) — 0, quando n,m — oo.
g

Dessa forma, (,)nen € uma sequéncia de Cauchy e, portanto, o limite lim x,, existe. Assim,

n—o0

a integral de Perron-Stieltjes
to
| vtorueare)
existe. A existéncia dessa integral segue pelo Teorema de Hake (Teorema 1.14), no caso em

que o intervalo nao ¢ limitado (veja Observacao 1.8).

Note que, de modo andlogo ao feito acima, temos

< —1(56_a1t0 (eoqto o e—aln) < &5
aq aq

ol = | [ v 1)

Portanto, obtemos

<—6

H/ U (to) PU (r)df ()

K
Como ty € R é arbitrario e a constante —15nao depende da escolha do £y € R, concluimos
aq
que a integral de Perron-Stieltjes ffoo U(t)PU(r)df (r) existe e vale a desigualdade

|| vwruwae

De modo andlogo, pode-se mostrar que a integral de Perron-Stieltjes

< L
aq

para t € R.

/th<><! PYU (r)df (r)

existe e vale
K
< 225
D)

/th<><1 PYU(r)df (r)

para t € R.
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Suponhamos, agora, que a EDO generalizada linear (2.11) satisfaca a condigao (D),
A R — L(X) seja um operador 7-periédico e que a projecao da dicotomia exponencial
seja unicamente determinada. Defina YV : R — L(X) por Y(t) = U(t + 7), em que
U(t+7)=U(t+T7,0). Note que

Y(t) = I+ /0 T AU () = U(r) + / T AU (s) =

= U(r)+ /0 d[A(s+1)|U(s+71)=U(1) + /0 d[A(s)]Y (s).

Logo, Y é solucao da EDO generalizada linear

C?: — D[A(t)Y]
Y(0) =U(r)

e, portanto, Y (t) = U(t)U(1), ou seja, U(t 4+ 7) = U(t)U(7).
Defina P = U(r)PU (7). Assim, P é uma projecio e vale

UWPU ' (s) = UGUT)PU N T)U Ys)
= UUT)PUB)U(T))  =Urt+7)PU s+ 7)

Ut —P)UNs) = Ult+7)I—P)U  (s+7).
Dessa forma,

[UOPU () = [U(E+n)PU (s +7)]| < Kyemttre)

= Kt >

T =P (s)| = |UE+7)(I = P)U (s +7)]

< Kzefag(erTfth) _ Kzefaz(sft)’ s>t

Como estamos supondo que a projecao da definicho de dicotomia exponencial é

unicamente determinada, temos P = P = U(7)PU~}(7). Com isso, obtemos

Ut +7)PUNt+71) = U})PU(t) = U(t)PU (1),
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ou seja, a aplicacdo t — U(t)PUY(t) é -periédica. Analogamente, temos que a aplicacao
t— U(t)(I — P)U(t) também é T-periddica.
A Proposicao 2.16 exibe condicoes suficientes para que a EDO generalizada perturbada

(2.17) possua uma tnica solugao T-periddica.

Proposicao 2.16 Suponha que valham as hipoteses da Proposicdo 2.13. Suponha, também,
que a projecao P em (2.12) seja unicamente determinada e que A e f sejam T-periddicas.

Entao a EDO generalizada perturbada (2.17) possuird uma inica solu¢ao T-periddica.

Demonstragao. Seja r : R — X solugao de

dr
2(0) = — [ d [PU ()] (£(s) = f(0)) + [;7de [(I = PYUY(s)] (£(s) — £(0)).

Como mostramos na prova da Proposicao 2.13, x pode ser escrita da seguinte maneira

{ 9 _ DA + f(t)

t

a(t) = f(t)—f(o)—/ d, [U®)PU(s)] (f(s) = £(0))

—00

+ / T4 U@ - PYUN)] (Fs) - F0), tER.

Note que, para cada t € R, vale
t+1

wt+7) = f(t+7)—f(0)—/ ds [U(t+7)PU(s)] (f(s) = £(0))

—0Q

n / T A U+ ) - PYUN)] (f(s) — £(0)

+7

— f(t)- (0) - / 4, [U(t+7)PU~ (s +7)] (f(s +7) — £(0))
+/tood5 [U(t+r)([ — P)U’1(5+T)] (f(s+7)— f(0))

t

= f(t)—f(O)—/_ d [Ut+ 1)U (s +1)U(s +7)PU (s +7)] (f(s) — f(0))
+/too ds [Ut+71)U s+ 1) U(s+7)I = P)U (s +71)] (f(s) = f(0))
= f(t)—f(O)—/ d, [UU(n)UH()U (s)U(s)PU(s)] (f(s) — f(0))

+ / T4 [UOUEU U U - PO ()] (f(s) - £(0)
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Assim, x é uma solu¢ao T-periddica da EDO generalizada perturbada (2.17). Do Corolério

2.12, concluimos que z é a unica solugao de (2.17) o qual é T-periddica. |



Capitulo 3

Dicotomia exponencial para sistemas

perturbados

Neste capitulo, iremos estudar condigoes para que uma EDO generalizada linear com
dicotomia exponencial permaneca com dicotomia quando essa equacao “sofrer pequenas”

perturbacoes.

3.1 EDOs generalizadas perturbadas

Sejam X um espago de Banach, J = [0,00) e A : J — L(X) um operador tal que a EDO

generalizada linear

dx
= DlA()] (3.1)

possua dicotomia exponencial, isto é, existem constantes positivas Ki, Ko, a1, a0 € uma
projecao P tais que
o |U)PU(s)|| < Kie~®=*) para todo t > s > 0;

o |U)(I — P)U\(s)]| < Kye 27 para todo s >t > 0.

Estamos denotando U(t) = U(t,0), t € J.
Seja, agora, B : J — L(X) um operador tal que a EDO generalizada perturbada

Zf = D[(A(t) + B(t))x] (3.2)

45
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possua um operador fundamental V' : J x J — L(X). Queremos encontrar condigbes sobre
B tais que a equagao (3.2) também possua uma dicotomia exponencial, ou seja, queremos
encontrar condigoes sobre o operador B que garantam a existéncia de constantes positivas

Ly, Lo, By e Bs e uma projecao P satisfazendo as seguintes estimativas
o |[V(t)PV=Y(s)|| < Lie #(=) para todo ¢ > s > 0,
o |[V()(I = P)V1(s)| < Lye 6D para todo s >t > 0,

em que V() =V (t,0).
Iniciaremos com a apresentagdao de alguns resultados auxiliares que serao de grande
importancia nesse capitulo. A demonstracao do primeiro lema segue os passos do Lema

6.2 em [18].

Lema 3.1 Sejam a,y > 0, K,L,M > 0 constantes e u : [1,00) — [0,00) uma fun¢ao

limitada tal que as integrais de Perron
t o}
/ e =y (s)ds e / e 76Dy (s)ds
T t

L M
existem para todo t > 7. Suponha que := — + — < 1 e que a desigualdade
oy

— — )

t ]
u(t) < Ke (=7 4 L/ et =)y (s)ds + M/ e Dy(s)ds, t>7T
T t

seja satisfeita. Entdo, temos

K
1=p

Demonstragao. Primeiramente, mostraremos que u(t) — 0 quando ¢ — oo. Suponha o

ut) < ek,

para todo t > T.

contrario. Entao § := tlim supu(t) > 0. Assim, dado 6 € (5, 1), existe t; > 7T tal que
—00

>

t>t = u(t) <

Logo, para t > t1, temos

t1 t e’}
ut) < Ke o7 4 L/ e =)y (s)ds + L/ e~y (s)ds + M/ e 7Dy (s)ds
T t1 t
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t1 5 t 5 [e’s)
< Ke ot 4 L/ e*“(t*s)u(s)ds + L@ / e =9 s + M@ / e N
T t1
h § 1 51
= Ke ot 4 L/ e~y (s)ds + Loe '~ (eat - ) +M-—
- 0 @ 0~

t L M L
_ efozt KeaT+L/ easu(s)ds +(=Z+= 0 0 fa(t t1)
- o 9 af’

t1 5
< e (Kem + L/ eo‘su(s)ds> + 65

Seja € > 0 dado. Como e~ — 0 quando t — oo, existe t > 7 tal que u(t) < e + 55

sempre que t > t. Portanto,
d := lim supu(t) < éé <0
t—o0 -0

o que é um absurdo. Logo u(t) — 0 quando t — oo.

Seja, entdo, v(t) = supu(s). Dessa forma, v é mondtona nio crescente (note que v é
s>t

regrada em [7,00) e variv < sup wu(t) para todo [s1, so] C [7,00)).
t€[s1,00)
Como foi mostrado acima, u(t) — 0 quando t — oco. Assim, dado ¢ € 7, 00), existe t; > ¢

tal que v(t) = v(s) = v(t;) para s € [t,t1] e v(s) < v(t) para s > t;. Logo, como t; > t,

temos
t1
v(t) = wu(ty) <Ke“(t17)+L/ ey (s )dS-i—M/ e 1 y(s)ds
i1 ©
< Ke—oti-n 4 / e~ M=)y (s)ds + L / e = Ny(s)ds + M [ e Ty(s)ds
¢ t
t1 Ool
< Ke ot +L/ e—a(t=s) ds+L/ e_o‘(tl_s)v(t)dSwLM/ e y(t)ds
+ t
L M
< Ke o7 +L/ e o) ds+< +>v(t)
a9

= Ke “(tT+L/ —ot=9)y(s)ds + Bu(t).

Portanto, para todo ¢ > 7, obtemos

K L ¢
e“u(t) < e + / e v(s)ds.

Pelo Teorema 1.21, temos
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—at

Dai, multiplicando a desigualdade acima por e~**, concluimos que

K (e L))

u(t) < oft) < 17

, para todo t > T,

como queriamos demonstrar. |

De modo andlogo, podemos demonstrar o seguinte lema.

Lema 3.2 Sejam o,y > 0, K,L,M > 0 constantes e u : (—oo,7] — [0,00) uma fun¢ao

limitada tal que as integrais de Perron

t T
/ e 1=y (s)ds e / ey (s)ds
—oo t

L M
existem para todo t < 7. Suponha que := — + — < 1 e que a desigualdade
a
T t
u(t) < Ke =9 4 L/ e y(s)ds + M/ e y(s)ds, t<,
t —00
seja satisfeita. Entdo

K L
1) < —(a—155)(r—1)
u(t) < . 56

para todo t < T.

Observacgao 3.3 O Lema 3.2 continuara verdadeiro, se o intervalo de definicdo da fungao u
for um intervalo da forma [, 7] e se trocarmos —oo por 7 no limite de integra¢ao. O mesmo

se aplica para o Lema 3.1.

Com o intuito de encontrar uma dicotomia exponencial para a EDO generalizada linear

3.2, consideremos os conjuntos auxiliares
Jy=A{(t,s)e JxJ: t>s} e

B(Jy)={A:J; — L(X): sup ||A(t,9)|| < oo e A(-,s) é regrada, para todo s € J}.

(t,8)eJ+

Consideremos B(J;) com a norma ||A|| = sup [|A(t,s)]].
(t,s)ed+

Lema 3.4 O conjunto B(Jy) é um espago de Banach.
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Demonstragao. Seja {A,},en C B(J4) uma sequéncia de Cauchy. Assim, dado € > 0 existe
N € N tal que

|A, — Anll, <€, param,n > N.

Dessa forma, para todo (t,s) € J,, temos
|An(t,s) — An(t, s)|| <€, param,n > N. (3.3)

Logo, para cada par (t,s) € Jy fixado, a sequéncia {A,(t,s)})neny C L(X) é de Cauchy.
Como L(X) é um espago de Banach, {A,(t, s) }nen converge em L(X). Dessa forma, existe
uma fungao A : J, — L(X) tal que {A, },en converge pontualmente para A. Vamos mostrar
que essa convergéncia é uniforme.

Seja €1 > 0 dado. Como {4, },en é uma sequéncia de Cauchy, existe N; € N tal que
|An(t, s) — An(t, s)|| < €1, para todo par (t,s) € J, e quaisquer m,n > Nj. (3.4)
Afirmamos que
|AL(t,s) — A(t, s)|| < e, para todo par (t,s) € Jy e para todo n > Nj. (3.5)
Suponha o contrario que existam (¢, sg) € J4 e ny > Nj tais que
| An, (Lo, s0) — Alto, so)|| > €.

Defina €3 = || Ay, (to, s0) — A(to, so)|| — €1 > 0. Como {A, (o, So) }nen converge para A(tg, so),
existe Ny € N tal que

HAn(to, So) — A(to, SQ)H < €9, para todo n > NQ. (36)
Seja ng > max{Ny, Na}. Assim, pela desigualdade (3.6), obtemos

| An, (to, s0) — Any(to; s0)ll = || An, (fo, s0) — Alto, s0)l| — [[A(to, s0) — An, (to, s0) |

> [ An, (to, 50) = Alto, s0)l| — €2 = €1,

o que contradiz a desigualdade (3.4). Portanto (3.5) é verdade e, consequentemente,

|A,, — Al|., = 0 quando n — co. Logo, a convergéncia ¢ uniforme.
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Vamos, agora, mostrar que A € B(J;). Primeiramente, mostraremos que A é limitado.

De fato, tome € = 1. Como |4, — Al|, — 0 quando n — oo, existe N € N tal que
|4, (t, s) — A(t, s)|| < 1, para todo par (t,s) € J; e para todo n > N. (3.7)
Assim, para todo (t,s) € J,, temos
[A(E, 9l < [1A®E s) = An(E, )l + [[AN(E s)] < 1+ [[An oo

Portanto ||A|l ., = sup [|A(t,9)|] <1+ || AN]co-
(t,s)e]s

Vamos, agora, mostrar que A(-,s) é regrada para todo s > 0. Para isso, precisamos
mostrar que A(tT,s) e A(t7,s) existem para todo t > s e que A(s™,s) existe. Sejam,
entdo, s > 0 e t > s dados. Fixe T' > t e defina os operadores Y : [s,T] — L(X) e
Y, : [s,T] = L(X) por Y (1) = A(7,s) e por Y,,(17) = A,(7,8), n € N. Dessa forma, Y, =Y
quando n — oo. Como {Y; }nen C G([s,T], L(X)) e G([s,T], L(X)) é um espaco de Banach,
obtemos Y € G([s, T], L(X)) e, assim, Y (7~) existe para todo 7 € (s, 7] e Y () existe para
todo 7 € [s,T). Portanto A(t~,s) =Y (t7), A(tT,s) = Y(t*) e A(st,s) = Y (sT) existem.
Logo A(-, s) é regrada, para todo s > 0.

Dessa forma, {A, }nen converge em B(J,) e, assim, B(J;) é um espaco de Banach. W
No caso do intervalo J = [0,00), temos a seguinte definigao para funcoes de variagdo
limitada.

Definicao 3.5 Uma aplicagio H : J — L(X) € chamada de variacio limitada em J =

[0,00), se vary;H = sup{var’H : a,b € J,a < b} < o0.

De mesma forma apresentada no Capitulo 1, vamos denotar por BV (J, L(X)) o conjunto

de todas as fungoes definidas em J & valores em L(X) com varia¢ao limitada em J = [0, c0).

Lema 3.6 Sejam B € BV(J,L(X)) e Y € G(J,L(X)), com ||Y|ew = sup||Y(s)|] < oo.
seJ
Entao, para todo t € J, a integral de Perron-Stieltjes

/t T U - PYU (0)d[B))Y (o)

existe e vale a estimativa

< KoY [l (var, B),

/t T U~ PYU (0)d[B(o)]Y (o)
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em que U é o operador fundamental da EDO generalizada (3.1), P é a projecao e Ky é a

constante da defini¢ao da dicotomia exponencial da EDO generalizada (3.1).

Demonstragao. A integral de Perron-Stieltjes

[ U(t)(I - P)UY(0)d[B(0)]Y (o)

existe para T' >t > 0, veja [27, Teorema 3.8].
Seja {t, tnen C [0,00) uma sequéncia crescente arbitraria com ¢, — oo quando n — oo.

Fixe t € J e defina a sequéncia {z, }nen C L(X) por
tn
T = / U@ — PYU~ (0)d[B()]Y (o).
t

A sequéncia {x, }nen é de Cauchy. De fato, sejam n,m € N com n > m. Segue da Proposi¢ao

1.19 que

|Zn — 2wl =

/t U@ - PYU (0)d[B(0)]Y (o)

IN

/t U@~ PYU )Y dlvarf, B]

< sup [[U@#)I = P)U ' (0)||[|Y ||o(var)" B)

Ue[tmytn}
< Kye™' sup e‘“””YHOO(VMi:ZB)
oc [tm 7tn}
< Ke™e 'Y || o (vary: B)

< Kae®lem 2 ||Y || (vary B).

Portanto, quando m,n — oo, ||z, — .| — 0. Dessa forma, {z,},en é uma sequéncia de
Cauchy. Como L(X) é um espago de Banach, existe I € L(X) tal que z,, — I quando
n — oo. E facil ver que o elemente I € L(X) nao depende da escolha particular da sequéncia
{tn}nen C [0, 00) crescente com t,, — oo quando n — oco. Com isso, concluimos que a integral

de Perron-Stieltjes
| v - PuedB@Y @)
t
existe e é igual a I.

Agora, note que, de modo andlogo ao feito acima, para T" > ¢ > 0, temos

| vt = PUm@dBE o) < KallY (o, 5)
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como queriamos demonstrar. |

e dessa forma

< KoY [l (var, B),

/t T U - PYU (0)d[B(o))Y (o)

Observacgao 3.7 De modo andlogo ao feito na demonstragdao do Lema 3.6, para t > s > 0,

O proximo resultado nos permitird definir um operador que nos auxiliard a encontrar a

vale

[ VOPU @B@IY (@) < Kl (v, ), (3.8)

projecao desejada para obter a dicotomia exponencial para a EDO generalizada (3.2). A

demonstragao desse resultado segue os passos do Lema 3.1 em [31].

Proposigao 3.8 Suponha que (K + Ks)(var;B) < 1 e que exista uma constante 6 > 0,
K K\
< <1+2> , tal que

\ [ B )| < / 811, () ||| o (1) (3.9)

para todo Hy, Hy € G (J,L(X)), coma,be J ea <b. Dado A € B(J;), considere o operador
TA:J. — L(X) definido por

(TA)(t,s) = U@)PU(s)+ / U(t)PUY (0)d[B(o)] Ao, 5)

_ /t T U = PYU (0)d[B(o)] Ao, 5),

para todo (t,s) € Jy. Entao o operador T : B(Jy) — B(J4) possui um unico ponto fizo A

satisfazendo
|A(t, s)|| < Lie 9, parat > s >0, (3.10)
K1 K1(S Kl K2
Li=—— 0= — =—+—7])0d.
com Ly =5 <oq 1_5>65 <a1+a2

Demonstracao. Seja A € B(Jy). Do Lema 3.6 e da Observagao 3.7, temos

Il = |owroo+ [ vorroselA@,s)

- /t T U@ - PYU (0)d[B(o)]A(o, 5)
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IN

/ U(t)PU(0)d[B(0)])A(o, s)

S

(U@ PU(s)| + ‘

+

/t T U - PYU0)d[B(0)| Ao, )
< Kie 09 4 (K| 4 K5)||Al|so(var; B),

para todo t > s > 0. Dessa forma T : B(J1) — B(J3).

De modo andlogo, para A;, Ay € B(J,), vale
(T AL, 5) = (TA2)(t, 5)]| < (K1 + Ka)(var,B)|[Ar — As||.

Portanto, pela hipétese, temos que 1" é uma contracao e, assim, possui um tnico ponto fixo

A€ B(J,) dado por
Alt,s) = U®)PU\(s)+ / U PU- o) d[B(0)| Ao, )
- /t T U = YU (0)d[B(o)] Ao ).
Utilizando a Hiptese (3.9), obtemos a seguinte estimativa
1A, s)| = HU(t)PU‘l(S) + /: U(t)PU~ (o)d[B(0)]A(o, )

_ /t T UM - PYU N (0)d[B(o)] Ao 5)

t
< Kpemot=o) 4 / Kie~ =96 A(o, s)||do
+/ Kye™ 26| |A(o, 5)]||do,  (t,s) € J,.
t
Portanto, pelo Lema 3.1, temos

|A(t, s)|| < Lie™ %) parat>s>0,

K K0 K, K.
em que com L; = Ly = (al — 1 15) e f = (al + 042) 4, como queriamos
- 1 2

demonstrar.
O lema a seguir nos mostra que o ponto fixo A do operador T apresentado na Proposicao
3.8 possui uma propriedade de semigrupo. Sua demonstracao segue os passos do Lema 3.2

em [31].
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Lema 3.9 Suponha que (K, + K)(varyB) < 1. Para7,t,s € J com7 >t > s, vale
A(r D A(t,s) = A(r, ),
em que A é o ponto fizo do operador T definido na Proposicio 3.6,
Demonstragio. Para 7,t,s € J com 7> ¢ > s > 0, valem as igualdades
A(r, DAL s) = <U(7)PU1(t) + /t " U(r)PU (0)d[B(0)) (o, 1)
_ / T U = PYU (0)d[B(o)) Alo, t)> A(t,s)
U PU (DAL, ) + ( /t U () PU (0)d[B(0)| Alo, t)) Alt,s)
- < / T U = PYU (0)d[B(o)) Ao, t)> Alt,s)
U@ PU U PU(s)
LU(HPU (1) ( / U PU o) d[Blo)Ale, 5))
(

n /t U PU (0)d[B(o)Alo, D Alt, 5)

- / T UM = PYU(0)d[B(0)] Ao, )AL, ).

onde na tltima igualdade usamos o fato que P(I — P) = 0. Assim,
t
A(T,t)A(t,s) — A(1,s) = U(r)PU(s) +/ U(r)PU(0)d[B(c)]A(a, s)

T

+ / U(r (0)]A(o, ) A(t, 5)
/ e (0)d[B(0)] Ao, ) Alt, s)

TYPU(s) — /U(T)PUl(U)d[B(U)]A(ms)

S



3. Dicotomia exponencial para sistemas perturbados 55

+ /00 U(r)(I — P)U (0)d[B(0)]A(0, 5)
= /tT U(r)PU Yo)d[B(0)]|(A(o,t)A(t, s) — A(o, s))
- /OO U(r)(I — P)U (0)d[B(0)](A(o,t)A(t, s) — A(a, 5)).

Portanto, definindo ¢(u) = A(u, t)A(t,s) — A(u, s), segue que ¢ é ponto fixo do operador
T definido por

(TY)(u) = /tu U(u)PU(o)d[B(0)]Y (o)
- / T U (I = PYUN(0)d[B(o)]Y (o).

De modo anélogo ao feito para o operador 7' na demonstracao da Proposicao 3.8, podemos

mostrar que T possui um tnico ponto fixo e este é ¢ = 0. Portanto
AT, t)A(t,s) — A(T,5) = @(7) = 0

e, assim, o resultado segue. |
Segue diretamente do Lema 3.9 que A(t,t) é uma projecao para todo t € J. Defina a
projecao P = A(0,0) (3.11)

e o operador
Q) =U)PU(t), teJ (3.12)

Usando as ideias desenvolvidas em [31], vamos encontrar as relagoes entre P e P.

Note que, para ¢t > 0, temos
QA(t,t) = UM®PU () <U(t)PU‘1(t) - /t h U(t)(I — P)U Y(0)d[B(c)]A(o, t))

= U)PU(t) - /t T UMPU — PYU (0)d[B(0)) Ao, 1)
= U@MPUT(t) = Q)

A(t,0)P = U®)PU0)P+ < /0 tU(t)PUfl(a)d[B(a)}A(a, 0)> P

- ( /t h U(t)(I — P)U*(0)d[B(c)|A(o, 0)> P
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= Ut)PU(0) + /O t U(t)PU Y (0)d|B(c)]A(c,0)P

- [ v - P @dBE)Ae.0p
t
= T(AP)(t,0).
Pela unicidade do ponto fixo de T', obtemos A(t,0)P = A(t,0). Em particular, temos

PP = PA(0,0) = Q(0)A(0,0) = Q(0) = P (3.13)

PP = A(0,0)P = A(0,0) = P. (3.14)
Consideremos o seguinte resultado auxiliar.

Lema 3.10 Suponha que a condi¢ao (3.9) seja vdlida. Entao

/ AU (o) [ / " ABMIAG 0)] - VWU ()d [ / T AB(A, O)} .

+ /0 d[B(r)]A(r,0).

Demonstragao. Dados a,b € J, a < b, segue pela condi¢ao (3.9) que

‘/abd[B(r)]A(r,o)H g/abéuAHoodr:5||A||Oo(b_a>_

A* < /O "B Al 0)> _A- < /O " dIB(r)A(r, 0)> 0,

para todo 7 € [0,t). Agora, usando a Proposigao 1.18, obtemos

[avwuo)| [ asmiac.o) -~ [voue] [ aseiaco]+

Entao

+ /o d[B(r)]A(r,0),

como queriamos demonstrar. |

Proposigao 3.11 Suponha que a condi¢io (3.9) seja vdlida. O operador A(-,0) € solugao

da EDO generalizada perturbada
az
- = DI(A®) + B(1))Z]

Z(0) = A(0,0) = P — /0 S (1= PYUN(0)d[B(0)] A(o,0)

em que A € o ponto fixo do operador T encontrado na Proposi¢cdo 3.8.
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o7

Demonstragao. Para t > 0, valem as seguintes igualdades

A(t,0)

U(t)PU(0) + /0 t U(t)PU(0)d[B(c)]A(c,0)
- /t T U~ PYU (0)d[B(0) A0, 0)
U(H)PU(0) + /0 U PU (0)d[B(0)] A0, 0)
LU /0 (I - PYUY(0)d[B(0)] A(0.0)

~0te) [ 1= P @B A0

- [ v - PUedBe)Aeo

()P~ Ut) / (1 - PYU (0)d[B(0)] (0, 0)

=

+ [ UM PU " (0)d[B(o)]A(o,0)

Ut)(I = P)U™(0)d[B(0)]A(0, 0)

d

+
~

P /O S (= PYU (o) d[B(o)] Ao, 0)>

_l’_

/0 U(H)U (0)d[B(0)] A(0,0)

U (1) A0,0) + /0 TU (o) [ /0 " B A, 0)]
U000+ [ de)ae0 - [ aueu o) [ aseaco] .

onde a ultima igualdade decorre do Lema 3.10. Portanto, a afirmacao segue pelo Teorema

1.35.

No préximo resultado, vamos mostrar que a proje¢io P definida em (3.11) é a projegao

desejada para a dicotomia exponencial da EDO generalizada (3.2). Para isso utilizaremos

técnicas encontradas em [8], Capitulo 4.

Teorema 3.12 Sejam X um espago de Banach e A : [0,00) — L(X) um operador tal que a

EDO generalizada

dx
o= DI[A(t)x]
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possua uma dicotomia exponencial com constantes Ky e Ko, expoentes aq e ao e projecao P.

Seja B € BV ([0, 00), L(X)) um operador satisfazendo (3.9) tal que § satisfaz

K K
5<1+2><1
aq [6%) 2

e
K, K Ki(2Ky+1 K, K Ko(2K, +1
max{5[<1+2>+1( 2 >],5[<1+2>+2( 1+)]}<1.
Qq Qg a1+ Qg g Qo a1 + Qg
Além disso, se (K1 + Ky)(var;B) < 1, entdao a EDO generalizada linear perturbada
dz
— = DJ[(A(t) + B(t
U D(AW) + B)

também possuird dicotomia exponencial.

Demonstracao. Utilizando a Proposigao 3.11, podemos escrever A(t,0) = V(t)A(0,0) =
V(t)P, em que V : J — L(X) é o operador fundamental da EDO generalizada (3.2).

Para s > 0, temos

A(s,0) = U(s)PUl(O)—l—/OS U(s)PU *(o)d[B(c)]A(s,0)

- / T Us) (I = PYU N (0)d[B(o)) A0, 0).
Portanto, para t > s > 0, vale
Ut)PU *(s)A(s,0) = U(t)P + /0S U(t)PU(0)d[B(0)]A(c,0).
Dessa forma, para t > s > 0, temos

At,0) = U)PUY0) + /OtU(t)PU1(a)d[B(a)}A(a,0)

_ /t T UM = PYU N (0)d[B(o)] A, 0)

— U)PU(s)A(s,0) — /0 U PU (0)d[B()] A(0, 0)

t

U(t)PU~"(0)d[B(c)] A(c, 0)

o]

Ut)(I = P)U~(0)d[B(0)]A(0, 0)

+

J
J

— U{)PU"Y(s)A(s,0) + / U(t)PU~ (o)d[B(o)]A(0, 0)

_ /too Ut)(I — PYU Y (0)d][B(c)]A(c,0).
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Portanto, parat > s> 0e ¢ € X, temos

V(t)PE = A(t,006 = U@R)PU ' (s)V(s)PE + / U(t)PU(o)d[B(o)]V (0) P¢

- /too Ut)(I — P)U " (0)d[B(a)]V (o) PE.

Defina, agora, Y (t) = V(t)(I — P), t € J. Usando o Teorema 1.35 e a Proposicdo 1.18,

obtemos

Y(t) =

Ut U (o)d[B(o)]Y (o), t>0.

Como (1'—P)(I—ﬁ):I—ﬁ—P—FPﬁ:I—]B7 para s >t > 0, temos
Ut)(I - P)U  (s)Y(s) =U(t)(I — ﬁ) + /S Ut)(I — P)U Y (o)d[B(o)]Y (o).

0

Assim, para s >t > 0, valem as desigualdades

Y(t) = U)(I-P)+ / V()0 (0)d[B(0)]Y (o)
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Dessa forma, para s >t > 0 e £ € X, obtemos

V(I - P = UM -PU" ( )V (s)(I = P)¢
+ / U(O)PU )dlBo) V()] - P
U U ()d[B(o)]V (o)(I = P)E.
Utilizando as expressoes de V (£)P€ e V(£)(I — P)¢ obtidas anteriormente, concluimos as

seguintes estimativas:
e Parat > s >0,
[vPe| < e

V(s)Pe| + Klé/t e |[V(0) Pe|| do

[ e
t

J)ﬁﬁ” do.

e Paras>1t >0,

[ =Py < w0 Vs - P

t
+K:6 / emr(t=o)
0

+K50 / e—02l7 1)
t

Com as desigualdades acima, utilizando o Lema 3.1 e a Observacao 3.3, conseguimos as

‘V(J)([ . ﬁ)gH do

V(o)(I - ﬁ)gH do.

seguintes estimativas:

|V () PE| < Lye P19V (s)PE|, parat > s >0, (3.15)
|V (£)(I — P)|| < Lye 9|V (s)(I — ?)éll para s >t > 0, (3.16)
K, Ky K6 K56 Ky
=(—+= = L =y — Ly = ——.
emque0 <a1+a2)6’ﬁl a1 — 1_9 _ 762 1_06 2 1_6

K, K 1

Noteque61>Oeﬁg>Opois5<+2> < —.
a o7 2

Pela Proposigao 2.5, para provarmos que a EDO generalizada (3.2) possui uma dicotomia

exponencial, falta apenas mostrar que existe uma constante L' > 0, tal que

V@) PV~ (1) < L', para todo t > 0.
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Lembremos que, para t > s > 0, temos

)V (s)P + / U(t)PU " (0)d[B(0)]V (c)P
I — P)U Y (0)d[B(o)]V (0)P.

V)P = U{t)PU
Ut)I - (@)]V (o)

_[m

Ut (I — PU VP = — /t T UM = PYUN0)d[B(o))V ()P,

!

Assim,

Portanto, usando (3.15), tem-se

|owa - Pvevinre| < /°°Kew<“t>||v< ) Pe0de

IN

SKoLy ||V (t Pgu/ ~(@2481)(0=1) 4 5

KoL
= 0 IV®Pell, 20 e X.
2+

Note, agora, que, para t > 0
V(t)(I—P)=U(t)I—P)+ /Ot U)U Y o)d[B(o)V(o)(I — P).
Assim, como PP = P, parat>0eéec X
U)PU )V (#)(I — P)¢ = /Ot U(t)PU " (0)d[B(0)]V (o) (I — P)E.
Portanto, de modo anélogo ao feito acima com uso de (3.16), obtemos

[vorvavou-pe) < | e V()1 - Pglodo

IN

< KiL,
ay + B

Agora, note que

Ut)(I - PYUT V)PV H(t) — U t)V()(I PyV=l(t) =
(

) -U

~+
~— ~— ~— ~
Q
,_\
—~
~
e —~ ~— —~
<
—
~+
\_/

() = UBPUT(D).

t
5K1L2IIV(t)(I—P)§||/ o (@ +82)(t=0) g r
0

V() = P)|, t>0, £€X.

HPU NV (1) PV~

(3.17)

(3.18)

(1)

T HVEPYTHE) - UGPUT OV (V1)
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Sendo 7 (t) = HV(t)ﬁv—l(t)(
(3.17) e (3.18), obtemos

, Ya(t) = HV(t)(I — ]S)V_l(t)H e trocando ¢ por V~1(t) em

%) = [[UOPU @]

IN

HV(t)ﬁV*l(t) - U(t)PU*l(t)H
- HU(t)(I — PYUTN V) PVL(t)
—U)PU V()T — ﬁ)v*@)”

Kyl KL,
t) + t).
as + B 1) a +5272( )
Dessa forma,
_ Kyl KL,
t) < ([UHPU@)||+6 t)+ 0 t
n(t) < |U(#) @l a24_5171() (11+_ﬁ272()
Kyl KL,
< K;+9§6 t)+9 t).
< K a2+61%() a1+5272()

Por outro lado, para todo t > 0, vale

VIOPV Yt —UWPU () = UQU ) —U@PU(t) = VOV L(E) + V() PV ()

= U)I—-PUNt) -V ()T - P)V1).
Logo,

w(t) -~ U - P < [V - Pyve - v - P
- HV(t)ﬁv—l(t) - U(t)PU‘l(t)H

KLy KLy
< 2L ()46 ), t>0
042—1‘51%() 1+/3272()
Portanto, para todo t > 0
_ KoLy K1L,
t)y < |[u)I—-P)UO)||+9 t)+0 t
) < [UO = P + 620 + 522t

KoLy KLy

< Ky4+6 1) 4+ 6172 (1),
< K, a2+/6’1%(> a1+5272()

Ky, K, Ly
as+ 51 a1+ Bs

Seja 1 := max {(5 } Pela condigao de 6, obtemos n < % De fato



3. Dicotomia exponencial para sistemas perturbados

0K L, - 1 - 0K K, - 1 - 0K K, - 1
— K
ar+p1 2 (g +B)(1—0) 2 (a2+a1_ 15_10) (1-0) 2

<~ 26K1K2 < ap + g — (Oll + 042)9 — K15
Ky K
& 20K Ky <ar+ay— (g +a)d | —+— | =K

a a1
20K K. K K K6
& ! 2<1—5<1+2>— -
ay + Qg aq Qo o1 + o
K K K{(2K, +1
o 5K1+2>+1(2+)}<1.
Qq Qo a1+ Qg

De modo anélogo,

0K L 1 K K Ky(2K 1
12<<:>6K1+2>+2( 1+)}<1.
o+ By 2 Qg (o7 a1+ o

Dessa forma,
() +72(t) < 29((t) + (1) + K1 + Ko
e, entao,

K+ K,
() +7(t) < ——, t > 0.
0+ 7alt) < T






Capitulo 4
Aplicacoes

Neste capitulo, utilizaremos os resultados de dicotomias para equagoes diferenciais
ordinarias generalizadas lineares para obtermos dicotomia para equagoes diferenciais em
medida e equagoes diferenciais com impulsos. Como consequéncia dos resultados desse

capitulo, obtemos dicotomia para as equagoes diferenciais ordinarias lineares classicas.

4.1 Equacoes diferenciais em medida

Sejam J C R um intervalo, X um espaco de Banach e B. = {z € X : ||z|| < ¢}, em que
¢ > 0. Agora, sejam F : J — L(X), g: B.x J — X ewu: J — R fungdes satisfazendo as

condicoes:

a) F(-) é Perron integravel e localmente limitada em J, isto é, sup ||F(t)|] < oo para
t€(a,b]
todo a,b € J.

b) para cada x € B, g(x,-) é du—integravel em J, em que du é a medida de Lebesgue-

Stieltjes gerada pela fungao wu.
¢) u é de variagao limitada em J e continua a esquerda em J \ {inf J}.

Consideremos equacao diferencial da forma

Dx = F(t)x + g(x,t)Du, (4.1)

65
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em que Dx e Du representam as derivadas distribucionais de x e u no sentido de L. Schwartz.
A equagao (4.1) é chamada de equagao diferencial em medida (EDM). O leitor pode consultar

[17] para obter mais detalhes sobre a teoria de equagoes diferenciais em medida.

Definicao 4.1 Uma funcdo x : [, B] C J — X € chamada de solug¢io do PVI

Dz = F(t)z + g(z,t) Du (4.2)
x(ty) = o,

em [a, f], com ty € [, B], se x for uma fun¢do continua a esquerda, de variagdo limitada,

x(to) = xo € a derwada distribucional de x satisfaz a equagdo (4.1) para todo t € [a, (].

Pelo Teorema da Representagdo Integral apresentado em [15, Teorema 2.3|, podemos
estabelecer o seguinte resultado: a funcao = : [, f] C J — X ¢é solugao do PVI (4.2) se, e

somente se,

—xo+/ F(s d8+/t (x(s), s)du(s),

to

para todo t € [«, f].
No proximo resultado, vamos estabelecer o teorema de existéncia e unicidade para o PVI

(4.2). Para isso, vamos considerar as seguintes hipéteses adicionais:

Al) Existe uma funcdo Lebesgue mensurdvel m; : J — R tal que para quaisquer a,b € J,

/a ’ Foyas| < / " i (s)ds

) Existe uma funcao du—mensuravel my : J — R tal que para quaisquer a,b € J, tem-se

/mg Jdu(s) < oo e
b
‘/g(msdu

A3) Existe uma fun¢ao du—mensuravel ¢ : J — R tal que para quaisquer a,b € J, tem-se

/ab ((s)du(s) < oo e
‘ /abg@c, s)du(s) — /abg(y, s)du(s)| < /abz(s)nx —yllds

para todos z,y € B..

tem-se / my(s)ds < oo e
a

/ me(s)du(s) paratodo z € B..
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A demonstracao do Teorema 4.2 a seguir, segue os passos da demonstracao do Teorema

3.7, apresentado em [17].

Teorema 4.2 (Existéncia Local) Sejam F e g fun¢des satisfazendo as condigéoes a), b),
c), Al), A2) e A3). Sejaty € J\{inf J}. Entdo existe A > 0 tal que no intervalo [to,to+ A]
eziste uma unica solugdo x : [to,to + Al — X do PVI (4.2).

No que segue, apresentamos o teorema de correspondéncia entre a EDM (4.1) e a sua

EDOG correspondente.

Teorema 4.3 (34, Teorema 5.17] A funcdo x : [, B] C J — X € solugdo do PVI (4.2) em

[a, B] se, e somente se, x € solugao do PVI

dx
= - D[A(t)x + F(x,t)] (4.3)
z(ty) = o,

t
em que A(t / F(s)ds e F(x,t) = / g(x, s)du(s) para todo t € [a, 5] e x € B,.

to
Demonstragao. Suponhamos que z : [a, 5] C J — X seja solugao do PVI (4.2) em |[a, f].

Entao
t
= Zg +/ F(s)x(s)ds +/ g(x(s), s)du(s),
para todo t € [a, f].
t t
Sejam A(t) = / F(s)dse F(x,t) = / g(x, s)du(s) para todo t € [, ] e x € B.. Agora,

to

/ F(s)a(s)ds = / t d[A(s)]z(s) = /t tD[A(s)x<T)]

notemos que

/t gla(s).s)duts) = [ DFGa(r). s
Dai, z(t) = xo +/ D[A(s)x(T) + F(z(7),s)], t € [, ], e isso mostra que z é solugao do

PVI (4.3). A reciproca segue de forma andloga. [ |
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4.1.1 Dicotomia para EDMs

Seja g(x,t) = G(t)x, t € J e x € X, e assuma que G : J — L(X) satisfaga as seguintes

condigoes:

G1) G(-) é du—integravel em J, em que du ¢é a medida de Lebesgue-Stieltjes gerada pela

fungao u satisfazendo a condigao c).

) Existe uma fungao du—mensuravel m), : J — R tal que para quaisquer a,b € J, tem-se

/m2 Jdu(s) < oo e

/Qdu /mzdu

<1 ctim [ g(s)du(s)> e

r—t+ t

G3)

para todo t € {conjunto dos pontos de descontinuidades de u}.

Agora, consideremos a EDM
Dz = F(t)x + G(t)zDu. (4.4)
Pelo Teorema 4.3, temos o seguinte resultado.

Teorema 4.4 Seja ty € J. A fungio x : [a, ] C J — X € solugao da EDM (4.4) com

condi¢ao inicial x(ty) = x¢ se, e somente se, x € solu¢ao do PVI

dz
= DIA()z + F(t)q] (4.5)
z(to) = o,

em que A(t) /f )ds e F(t /g )du(s) para todo t € [, B] e x € B,.

Observagao 4.5 Vamos assumir que as solugoes da EDM (4.4) estdo definidas em todo

intervalo J.

O Teorema 4.6 apresenta a definicdo do operador fundamental para a EDM (4.4).
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Teorema 4.6 Eziste um unico operador V: J x J — L(X) tal que

s)—]—l—/st]-'(r) rsdr—i—/g V(r, s)du(r), (4.6)

para quaisquer t,s € J. Além disso, para cada s € J fixado, V (-, s) serd um operador
localmente de variacdo limitada. FEste operador é chamado de operador fundamental da
EDM (4.4). Além disso, dado ty € J, a funcdo x(t) = V(t,t9)T € solugao da EDM (4.4)

satisfazendo a condigdo x(ty) = &, com T € X.

Demonstragao. Fixe s € J. Defina os operadores

—/:]—"(r)dr e Fs(t)—/:g(r)dum

para cada t € J. Dados t1,ts € J, obtemos

1 44(ts) — / " Frar| < / Y ()
t1 t1
e
IFs(t2) \ [ s < [ msiertut
t
Isso mostra que A, € C(J,L(X)) e Fy é continua nos pontos em que u é continua.
Consequentemente,

(I = [(As + F)(t) = (As + F))) ™" = (I = K(t) + Fy(t7)) ™ =1 € L(X)
pois u é continua a esquerda, e pela condi¢do G3) segue que

(I +[(As+ F)(E) — (A + F)O) T = (I + F(t) = Fu(t) ™ =

- <I+ lim Oég(r)du(r)) h € L(X).

a—=tt f;

Portanto, As + Fy satisfaz a condi¢ao (H2).

Por outro lado, sejam a,b € J,a < b, e D = {to,t1,...,tx} uma divisdo de [a, b], entao

ZHAs(ti) + Fo(t;) — As(ti) — Fo(timn)]| < Z /t Frydr|| +) /t G(r)du(r)

<Z/ ma(s ds+2/ my(s)du(s /m1 als—k/m2 )du(s
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Logo,
var’(A, + F,) < oo para todo a,b € J,

e a condigao (H{*°), também estd satisfeita.

De acordo com o Teorema 1.29, existe um tnico operador Vi: J — L(X) tal que
t
Vi(t) =1 —I—/ d[As(r) + Fs(r)|Vs(r), teJ,

e Vi(+) é um operador localmente de variacao limitada em .J.

Defina V': J x J — L(X) por V(t,s) = Vi(t), t,s € J. Agora note que

[ aaowin = [Foves o [ anewe - [ v,

ou seja,

t
V(t,s)z[+/.7-'(r) rsdr—i—/g Vir, s)du(r), tscJ.

Para terminar a demonstragao, seja z(t) = V (¢,19)Z com & € X, entao

/t:f (s)als)ds + / gls / F(s)V (s, to)ds + / ' G(s)V (s, to)pdu(s) =

= (V(t,ty) — Iz = z(t) — 7,

ou seja, x(t) = V(t, to)x é solucao da EDM (4.4) satisfazendo a condicao z(tg) = 7. [

Observacgao 4.7 Usando o Teorema 1.31 e um argumento andlogo ao da demonstracao do

Teorema 4.6, podemos mostrar que o operador V satisfaz:
(1) V(t,t) =1, para todo t € J;
(i7) Para cada [a,b] C J existe uma constante M > 0 tal que

IVt s)l <M, t, s € [a,b],
vartV(t,-) < M, t € [a,b],
vartV (-, s) < M, s € [a,b];

(1ii) V(t,s) =V (t,r)V(r,s), para quaisquer ¢, s, € J;

(iv) [V(t,s)]7! € L(X) existe e [V (t,s)]"t = V(s,t), para quaisquer t,s € J;
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(v) Valem as igualdades:

V(tt,s) = [T+ ATA®)V(t,s),
V(™ s)=[I = A"A@)V (L, s),
Vi(t,sT)=V(t,s)[I + ATA()] L,
Vt,s™)=V(t,s)[I —A-A()] ™,

para quaisquer t,s € J.

A definicdo de dicotomia exponencial é apresentada a seguir. Vamos considerar
V(t) = V(t,ty) o operador fundamental da EDM (4.4) e vamos denotar V~1(t) = V (o, 1),
tto € J.

Definicao 4.8 A EDM (4.4) possui dicotomia exponencial, se existirem constantes positivas

K, K5, a1 e as e uma projecao P : X — X tais que:
a) |[V()PVY(s)|| < Kiemt=9) parat,s € J com t > s;

b) V() — P)V1(s)|| < Koe=@2(7Y | parat,s € J com s > t.

A seguir, obtemos a equivaléncia de dicotomia entre a EDM (4.4) e sua EDO generalizada

correspondente. Antes de exibirmos o resultado, apresentamos um lema auxiliar.

Lema 4.9 [10, Teorema 11] Sejam Y : R — L(X) localmente de variagio limitada,
v:R—= X e f:R— X localmente Perron integrdavel com respeito a v. Entdao as integrais

de Perron-Stieltjes f;Y(r)df(r) e de Perron fabY(r)f(r)dv(r) existem e vale a igualdade
b y b
[ Ywiie) = [ Yo

para todo a,b € R, com a < b, emquef R%X@dadaporf /f )du(s), t € R.

Proposigao 4.10 A EDM (4.4) possui dicotomia exponencial se, e somente se, a EDO

generalizada
d
' _ DIA(t)x + F(t)z] (4.7)
dr

possui dicotomia exponencial, em que A(t / F(s)ds e F(t / G(s)du(s) para todo

teJ.
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Demonstragao. Utilizando o Teorema 4.4, podemos obter a correspondéncia entre as
d

solucoes da EDM (4.4) e da EDO generalizada correspondente d—x = D[A(t)x + F(t)x].
T

Se U(t) = Ul(t,tg), t € J, denota o operador fundamental para a EDO generalizada

dx

i DI[A(t)x + F(t)x], segue que
-

t t t

Ult) = I+/ dlA(r)+ F(r)|U(r) =1 +/ F(r)U(r)dr +/ G(r)U(r)du(r), t e J,
to to to

onde a ultima integral obtemos utilizando o Lema 4.9. Pela unicidade do operador

fundamental da EDM (4.4), veja Teorema 4.6, segue que U(t) = V(t) e isso conclui o

resultado. |

Como consequéncia das Proposicoes 2.5 e 4.10, obtemos o seguinte resultado.

Proposigao 4.11 A EDM (4.4) possuird uma dicotomia exponencial se, e somente se,

existirem constantes positivas L1, Lo, L, oy e a tais que:

[V () PE|| < Ly 9|V (s) PE]|, para t,s € J comt > s;
IV (t)(I— P)| < Lge*%(s*t)HV(s)(I — P)¢|l, para t,s € Jcoms >t
|V(t)PV=L(t)| < L, para teld

O préximo teorema mostra condigoes suficientes para que a EDM (4.4) admita dicotomia

exponencial.
Teorema 4.1.1 Seja J = [0,00) e
Vo ={z0 € X : ||lwo|| =1 e x(t, o) € ilimitada}

um subconjunto compacto de X, em que x(t,xo) denota a solu¢ao da EDM (4.4) satisfazendo
a condigdo x(0) = xy. Suponha que existam constantes T > 0,C > 1 e 0 < 0 < 1 tais que

toda solugao x(t) de (4.4) satisfaz as condigoes
(@) [l@) < Cllz(s)l, para 0 < s <t < s+T;

(i) =) <60 sup |lz(u)|, parat >T.
lu—t|<T
Além disso, assuma que para cada xo € Vg existe uma sequéncia {t2°},en C Ry estritamente

crescente com %, < tr° + T para todo n € N tal que ||z(t,z0)|| < §7"C para t € [0,t2°) e

|x(tZo, zo)|| > 6 "C, n € N. Entao a EDM (4.4) admite uma dicotomia exponencial.
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Demonstragao. A EDO generalizada associada a EDM (4.4) é dada por

W DA+ (1)),

¢ t

em que A(t) = / F(s)ds e F(t) = / G(s)du(s) para todo t € J. Pela prova do Teorema
0 0

4.6, a funcao A + F satisfaz as condigoes (H{>*) e (Hz). O resultado segue pelo Teorema 4.4

e pelo Teorema 2.1.1. |

Para a préxima proposi¢ao, vamos supor que J = R e que u seja localmente de variagao

limitada.

Proposicao 4.12 Seja J = R e u localmente de variacao limitada. Suponha que a EDO
linear & = F(t)x possua uma dicotomia exponencial e considere h : R — X wma fung¢do

du—integrdvel em R. Entdo a EDM
Dz = F(t)x + h(t)Du
possut no mdximo uma solucao limitada.

Demonstragao. Seja A : R — L(X) dado por

At) = /Ot F(s)ds, t € R.

Note que A satisfaz as condigoes (HI°) e (Hs). Pelo Teorema 1.29, existe o operador

fundamental U : R x R — L(X) da EDO generalizada

dx
L = DlA(1)), (48)

t
em que U(t,s) = I + / d[A(r)]U(r,s) para todo t,s € R. Sejam U(t) = U(t,0) e
O(t) = O(t,0) o operador fundamental da EDO y = F(t)y. Entao

t t
O(t) =1 +/ F(r)®(r)dr = I+/ d[A(r)]®(r)dr,
0 0
para todo ¢t € R. Pela unicidade do operador fundamental obtemos ®(¢) = U(t) para todo
t € R. Portanto a EDO generalizada (4.8) possui uma dicotomia exponencial
|U#)PU(s)|| < Kyem@ ) ¢ >,

I = P)U(s)]| < Kae @270, s > ¢,
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em que K7, Ks, a1 e ap s@o as constantes da dicotomia da EDO & = F(t)x.

Agora, defina, g : R — X por

g(t) = /0 h(s)du(s) + ¢(0), t € R.

Assim, g € G(R,X) e a condigao (Hj) estd satisfeita. Note que a EDO generalizada

perturbada
dx

% e
é a equagao correspondente a EDM Dx = F(t)x + h(t)Du. Pelo Coroldrio 2.12, a EDO

D[A(t)x + g(t)] (4.9)

generalizada perturbada

Zi — D[A(t)z + g(t)] (4.10)

possui, no maximo, uma solucdo limitada. Como x : R — X é solucao da EDM
Dx = F(t)x + h(t)Du se, e somente se, z for solugdo da EDO generalizada perturbada
(4.10), concluimos que a EDM Dz = F(t)x + h(t)Du possui, no méaximo, uma solucao

limitada. [ |

4.2 Equacoes diferenciais ordinarias com impulsos

Sejam J C R um intervalo, X um espaco de Banach e B, = {x € X : |z]| < ¢}

Consideremos uma fungao f : J — L(X) satisfazendo as condigoes:
B1) f(-) é Perron integravel em J.

B2) Existe uma func¢do Lebesgue mensurdvel m : J — R tal que para quaisquer a,b € J,

b
tem-se / m(s)ds < oo e
a

/abf(s)ds < /abm(s)ds.

Consideremos o conjunto {ti,...,tx,...} C J com t; < t3 < ... < tp < .... Se J

for ilimitado superiormente assumiremos que klim ty = co. Se J for limitado o conjunto
—00

{t1,...,tg, ...} serd finito. Agora, considere os operadores B; € L(X), i = 1,2,..., tais que

I+ B; € L(X) paracadai=1,2,....
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Vamos estudar condigoes de dicotomia para a seguinte equacgao diferencial impulsiva (EDI)

(4.11)
A(x(t)) = 2(tit) — (t;) = Bia(ty), i = 1,2, ...

Definicao 4.13 Suponha que {ti,...,tx} C |, ] € tgy1 > 5. Uma fungao z : o, f] — X,
[, B] C J, € uma solugdo para a EDI (4.11) se x(t) € B. para todo t € |o, (], a fungao

x € absolutamente continua em todo intervalo da forma (—oo,t1] N [a, B], (ti, ti1] N [, 5],

i=1,2,....k—1, e em (ty, +00) N [a, f],

Z'(t) = f(t)x(t) para todo t € [, B)\ {t1,...,tx}

e x(t;+) = lim x(t) = z(t;) + Bix(t;) parai=1,2,... k.

t—=t;+

No préximo lema caracterizamos a solugao da EDI (4.11) pela representagao integral. Na

caracterizacao, utilizaremos a fungao de Heaviside em um ponto d € J \ {sup J}, isto é,

0 se t<d
Hq(t) =
1 se t>d.
No Lema 4.14 e no Teorema 4.2.1, vamos assumir que {t1,...,t} C [a, ] e tgr1 > 5.

Lema 4.14 Sejam to € J e xg € B.. A fungdo x : [, B] C J — X € solugao do PVI
T = f(t)x, t#t;,
Az(ti) = z(ti+) — x(t;) = Biz(t;), i =1,2,... .k, (4.12)
l’(to) = T

se, e somente se,

para todo t € |a, (.

O Teorema 4.2.1 trata-se da correspondéncia entre a EDI (4.12) e sua EDO generalizada
associada. A demonstracao desse resultado é analoga a prova do Teorema 5.20 apresentado

em [34].
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Teorema 4.2.1 Sejamty € J exy € B.. A funcao x : [o, 5] — X, [a, ] C J, é uma solugao
d
do PVI (4.12) se, e somente se, x for solu¢ao da EDO generalizada d—x = D[A(t)x], em que
T

A € dada por
t k
AW = [ 1)+ Y BH ), te (1.13)
to i=1

Observagao 4.15 Vamos assumir que as solugoes da EDI (4.11) estao definidas em todo

intervalo J.

Observagao 4.16 O operador A definido em (4.13) satisfaz as seguintes condigdes:

T+ATAt) =1 se t#t;, i=12,...k,

IT+ATAt)=1+B; se t=t;, i=12 ...k
Como A é continua a esquerda, temos
I—A"A(t)=1 paratodo teJ

Portanto, A satisfaz as condigoes (H!°¢) e (H,). Veja o Exemplo 6.20 em [34] para mais

detalhes. Note que A satisfaz essas condigoes mesmo que J seja ilimitado.

Seja @ : J x J — L(X) o operador fundamental da EDO & = f(¢)z. Defina o operador
V:iJxJ— L(X) pela lei

j+1

V(t,s) = B(t.4) (HU AT tkn) 1+ B9 (1, 5)

k=i
set>s,te(t,tipn|NJese(tj,t;]NJ (se(—oo,tijNJsej=1), e

V(t,s)=[V(s,t)] ' =@, t;)[[ + By " [ + B] ' ®(t;,5)

set<s,s€ (ti,tHl]ﬂJetE (tj_l,tj]ﬂj(te (—OO,tl]mJSG_]Zl)

De acordo com o Exemplo 6.20, pagina 194 em [34], temos o seguinte lema.

Lema 4.17 O operador V(t,s) é o operador fundamental da EDI (4.11) e x(t) = V(t,s)%
¢ solu¢ao da EDI (4.11) com condigdo inicial x(s) = &, para t > s, t € (t;,tiy1] N J e
s € (tj_1,t]NJ (s € (—oo,ti)NJ se j =1). Além disso, U(t,s) =V (t,s) para todo t,s € J,
em que U(t,s) € o operador fundamental da EDO generalizada Zi = D[A(t)z] e A(t) € dado
por (4.13).
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4.2.1 Dicotomia para EDIs

Seja V(t,s), t,s € J, o operador fundamental da EDI (4.11). O conceito de dicotomia

exponencial para a EDI (4.11) é apresentado a seguir.

Definicao 4.18 A EDI (4.11) possui dicotomia exponencial, se existirem constantes

positivas K, Ks, ay e ap e uma projecao P : X — X tais que:
a) [Vt)PV=Y(s)|| € Kiem=9) parat,s € J comt > s;
b) [V#)(I - P)V(s)|| < Keem2(7) parat,s € J com s > t.
Como consequéncia do Teorema 4.2.1 e do Lema 4.17, temos o seguinte resultado.

Proposigao 4.19 A EDI (4.11) possui dicotomia exponencial se, e somente se, a EDO

dx
generalizada correspondente P D[A(t)x] possui dicotomia exponencial, em que A é dado
T

por (4.13).
Como consequéncia das Proposicoes 2.5 e 4.19, obtemos o seguinte resultado.

Proposigao 4.20 A EDI (4.11) possuird uma dicotomia exponencial se, e somente se,

existirem constantes Ly, Ly, L, o, s > 0 tais que

[V () PE|| < Lie 19|V (s) PE]|, para t,s € J comt > s;
IV (t)(I— P)| < Lge_C“?(s_t)HV(s)(I — P)||, para t,s€ Jcoms >t;
|V(t)PV=L(t)| < L, para teld

O proximo teorema mostra condigoes suficientes para que a EDI (4.11) possua dicotomia

exponencial, no caso em que J = [0,00). A demonstragdo segue pelo Teorema 4.2.1 e
pelo Teorema 2.1.1. Lembre-se que como J = [0,00), estamos considerando os impulsos
th <ty <...<tp<...,com lim t; = cc.

k—o0

Teorema 4.2.2 Seja J = [0,00) e
Vo ={zo € X : ||| =1 e x(t,z0) € ilimitada}

um subconjunto compacto de X, em que z(t,xo) denota a solu¢ao da EDI (4.11) satisfazendo
a condigcio x(0) = xy. Suponha que existam constantes T > 0,C > 1 e 0 < 0 < 1 tais que

toda solugao x(t) de (4.11) satisfaz as condigoes
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(@) @) < Cllz(s)ll, para 0 < s <t < s+ T}

(@) l=@)[| <0 sup |[x(u)|, parat >T.
lu—t|<T

Além disso, assuma que para cada xy € Vy eziste uma sequéncia {t2°},en C Ry estritamente
crescente com %, < tr° + T para todo n € N tal que ||z(t,z0)|| < §7"C para t € [0,t7°) e

|z(tZo, zo)|| > 0 "C, n € N. Entao a EDI (4.11) admite uma dicotomia exponencial.

A Proposicao 4.21 apresenta condigOes suficientes para que uma EDI perturbada possua

no maximo uma tnica solugao limitada, no caso em que J = R.

Proposigao 4.21 Seja J = R. Suponha que a EDI (4.11) possua dicotomia exponencial e

considere h : R — L(X) uma fun¢ao Perron integrdvel. Entao a EDI perturbada

&= f(t)z+h(t), t £,

possui no mdxrimo uma solucdo limitada.

Demonstragao. Seja A: R — L(X) dado por

A(t) = /Otf(s)ds -

ie{1,2,...
t;<t

BiH,(t), t € R.
}

Note que A satisfaz as condigoes (H!°) e (Hy) (veja Observacio 4.16). Pelo Teorema 1.29,
existe o operador fundamental U : R x R — L(X) da EDO generalizada

dx
o= DI[A(t)z], (4.14)

i
em que U(t,s) =1 +/ d[A(r)]U(r, s) para todo ¢, s € R.
Como a EDI (4.11) possui dicotomia exponencial, existem constantes positivas K, Ko, oy
e ay tais que:
V)PV H(s)|| < Kaiem @)t > 5,

|V (t)(I — P)V~1(s)|| < Koe @270 5 > ¢,



4. Aplicagoes 79

Agora pelo Lema 4.17, temos U(t) = V/(¢) para todo t € R. Logo,

|U#)PU(s)|| < Kie~@ W) ¢ > s,

IO~ P)U(s)]| < Kae @2t s > ¢,

e a EDO generalizada (4.14) possui dicotomia exponencial.

Agora, defina, g : R — X por

g(t) = /Oth(s)ds +¢(0), t € R.

Assim, g € G(R,X) e a condicao (Hj) estd satisfeita. Note que a EDO generalizada

perturbada
dx

7 D[A(t)x + g(t)] (4.15)

é a equacao correspondente a EDI

= [+ h(D), t A,

(4.16)
Az(t;) = x(ti+) — x(t;) = Bix(t;), i =1,2,....

Pelo Corolario 2.12, a EDO generalizada perturbada (4.15) possui, no maximo, uma
solugao limitada. Como = : R — X é solucao da EDI (4.16) se, e somente se, x for solucao
da EDO generalizada perturbada (4.15), segue que a EDI (4.16) possui, no maximo, uma

solugao limitada. [ ]

Observacgao 4.22 Se B; = 0 para todo ¢ = 1,2, ..., obtemos resultados de dicotomias para

as equacoes diferenciais ordindrias classicas.
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