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Resumo

MELO, J. L. F. Sobre a multiplicidade de soluções positivas

para uma classe de problemas elípticos de quarta-ordem

via categoria de Lusternik-Schnirelman. 2014. 112 p. Tese

(Doutorado) - Instituto de Ciências Matemáticas e de Computação,

Universidade de São Paulo, São Carlos, 2014.

Neste trabalho estudamos a existência e a multiplicidade de soluções

clássicas positivas para uma classe de problemas de quarta-ordem sob

a condição de fronteira de Navier, relacionando o número de soluções

com a topologia do domínio, mais precisamente, com sua categoria de

Lusternik-Schnirelman. Introduzimos também uma noção de regiões

crítica e não-crítica associadas a um de nossos problemas, a �m de

garantir condições para existência de solução.

Palavras-chave: Operador biharmônico, Problema de quarta-ordem,

Regiões crítica e não-crítica, Categoria de Lusternik-Schnirelman.
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Abstract

MELO, J. L. F. On the multiplicity of positive solutions

for a class of fourth-order elliptic problems by Lusternik-

Schnirelman category. 2014. 112 p. Ph.D. thesis - Instituto de

Ciências Matemáticas e de Computação, Universidade de São Paulo,

São Carlos, 2014.

In this work we study the existence and multiplicity of positive classical

solutions for a class of fourth-order problems under Navier boundary

condition, relating the number of solutions to the domain topology, more

speci�cally, to its Lusternik-Schnirelman category. We also introduce

the notion of critical and noncritical regions related to one of our

problems, in order to ensure conditions to existence of solutions.

Keywords: Biharmonic operator, Fourth-order problem, Critical and

noncritical regions, Lusternik-Schnirelman category.
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Índice de Notações

Ω é um domínio suave e limitado de RN ;
Br(y) bola aberta de centro y e raio r;

|Ω| é a medida de Lebesgue de um subconjunto Ω ⊂ RN ;
Ω− y := {x− y;x ∈ Ω};
∆2u = ∆(∆u) biharmônico da função u;

catΩ(Ω) categoria de Lusternik-Schnirelman de Ω em Ω;

E(Ω) = W
2, p+1

p (Ω) ∩W 1, p+1
p

0 (Ω), quando p = 1, E(Ω) = H2(Ω) ∩H1
0 (Ω);

µ1(Ω) primeiro autovalor de

{
∆(|∆u|

1
p
−1

∆u) = µ|u|
1
p
−1
u em Ω,

u,∆u = 0 sobre ∂Ω;

2∗ =
2N

N − 4
expoente crítico da imersão de H2(Ω) ∩H1

0 (Ω) ↪→ L2∗(Ω), para N ≥ 5;

|u|r = |u|r,Ω =
(∫

Ω |u|rdx
)1/r

norma de u ∈ Lr(Ω);

‖u‖ = |∆u| p+1
p

norma de u ∈ E(Ω);

1

p+ 1
+

1

q + 1
=
N − 2

N
, hipérbole crítica para N ≥ 3;

D2, p+1
p (RN ) = {u ∈ Lq+1(RN ),∆u ∈ L

p+1
p (RN )}, 1

p+1 + 1
q+1 = N−2

N ; quando p = 1, q+1 = 2∗;

S = inf

{∫
RN
|∆u|

p+1
p dx; u ∈ D2, p+1

p (RN ),

∫
RN
|u|q+1dx = 1

}
constante de Sobolev;

‖λ‖ norma da medida λ;

u∗ simetrizada de Schwarz da função u;

u+(x) = max{u(x), 0} parte positiva da função u;

u−(x) = max{−u(x), 0} parte negativa da função u;

A fecho do conjunto A;

Se u : Ω→ R, suppu = {x ∈ Ω, u(x) = 0};
C∞c (RN ) = {u ∈ C∞(RN ); suppu ⊂⊂ RN};
δx função de Dirac em torno do ponto x.
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Introdução

O objetivo principal deste trabalho é estudar a existência e a multiplicidade de soluções

positivas para uma classe de problemas elípticos de quarta-ordem sob a condição de Navier

em um domínio limitado Ω ⊂ RN .
No Capítulo 1 estudamos a existência de múltiplas soluções clássicas para o problema

de quarta-ordem envolvendo o operador biharmônico
∆2u = µu+ u2∗−1 em Ω,

u,−∆u > 0 em Ω,

u,∆u = 0 sobre ∂Ω,

(P1)

onde Ω é um domínio suave e limitado em RN , N ≥ 8, 0 < µ < µ1(Ω), µ1(Ω) é o primeiro

autovalor do problema {
∆2u = µu em Ω,

u,∆u = 0 sobre ∂Ω,
(1)

E(Ω) := H2(Ω) ∩ H1
0 (Ω), e 2∗ = 2N/(N − 4) é o expoente crítico da imersão de E(Ω) em

L2∗(Ω). A motivação para o estudo desse problema é dada a seguir.

Brezis e Nirenberg [12] investigaram a questão sobre a existência de solução clássica para

o problema de segunda ordem −∆u = λu+ u2∗−1, u > 0 em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,
(BN)

onde 2∗ = 2N/(N − 2), N ≥ 3 e Ω ⊂ RN é um domínio suave e limitado. Seja λ1(Ω) o

primeiro autovalor de (−∆, H1
0 (Ω)). Foi provado em [12] que:

(i) (BN) não possui solução para λ ≥ λ1(Ω). Se Ω é também estrelado, então a identidade

de Pohoºaev [38] garante que (BN) não possui solução para λ ≤ 0.



4 Introdução

(ii) Para N ≥ 4 o problema (BN) possui solução para todo 0 < λ < λ1(Ω).

(iii) No caso N = 3, também chamado de dimensão crítica, o problema é mais complexo. De

fato, no caso em que Ω é estrelado, (BN) não possui solução quando o parâmetro λ é

positivo e su�cientemente pequeno e, no caso particular em que Ω é uma bola aberta,

(BN) possui solução se, e somente se, λ1(Ω)
4 < λ < λ1(Ω).

Em contraste ao caso em que Ω é estrelado, considere N ≥ 3 e um anel Ω ⊂ RN . Sabemos

que a imersão H1
0,rad(Ω) ↪→ L2∗(Ω) é compacta; ver Ni [36, Radial Lemma]. Portanto, (BN)

possui uma solução radial para todo λ ∈ (−∞, λ1(Ω)).

A descrição dada anteriormente mostra que o formato do domínio Ω e a dimensão N

interferem no conjunto de soluções de (BN). Rey [41, 43] observou que o número de soluções de

(BN) é fortemente in�uenciado pela topologia de Ω. De fato, usando argumentos baseados na

categoria de Lusternik-Schnirelman [30], foi provado por Rey [41] para N ≥ 5, posteriormente

por Lazzo [28] para N ≥ 4, que (BN) possui, no mínimo, catΩ(Ω) soluções se o parâmetro

λ > 0 é su�cientemente pequeno. A extensão dos resultados de Lazzo [28] para o problema

correspondente envolvendo o operador p-Laplaciano foi apresentado por Alves e Ding [3].

No Capítulo 1, inspirados pelos resultados descritos, estudamos a existência de múltiplas

soluções clássicas para a equação de quarta-ordem com condição de Navier em (P1). Em [47],

van der Vorst provou que se N ≥ 5, µ ≥ µ1(Ω) ou, µ ≤ 0 e se o domínio Ω é estrelado, então

(P1) não possui solução. No mesmo artigo, supondo que Ω é um domínio regular geral em

RN , N ≥ 8 e µ ∈ (0, µ1(Ω)), foi provado que (P1) possui solução. Posteriormente, Gazzola et

al. [21] provaram que N = 5, 6, 7 são as dimensões críticas para o problema (P1) no sentido

de que (P1) não possui solução se µ > 0 é su�cientemente pequeno e Ω é uma bola aberta em

RN .
Nossa principal contribuição no Capítulo 1 deste trabalho é apresentar um resultado de

existência de múltiplas soluções clássicas para (P1) para todas as dimensões não críticas, mais

precisamente, para todo N ≥ 8.

Teorema 1.1. Se Ω é um domínio suave limitado em RN , N ≥ 8, então existe 0 < µ < µ1(Ω)

tal que, para cada 0 < µ < µ, o problema (P1) possui, pelo menos, catΩ(Ω) soluções clássicas.

Mencionamos que El-Mehdi & Selmi [16], inspirados pelos procedimentos empregados

em [41, 42, 43] para lidar com (BN), provaram que para N > 8 o problema (P1) possui, pelo

menos, catΩ(Ω) soluções se o parâmetro µ > 0 é su�cientemente pequeno. Mais recentemente,

Abdelhedi [1] usou técnicas similares aquelas em [16] para provar a existência de múltiplas

soluções para um problema similar.

Destacamos que a condição N > 8 parece essencial nos argumentos em [1] e [16] bem

como N ≥ 5 foi exigido por Rey em [41]. Em particular, �cou como problema em aberto a

in�uência da topologia do domínio na existência de múltiplas soluções para o problema (P1)

no caso N = 8; ver [16, Remark 1.4].

Para provar nosso resultado usamos uma abordagem diferente daquela em [1, 16], que

aparenta ser mais direta e funciona para N ≥ 8. Ressaltamos também que em vez de
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projeções nós empregamos extensões apropriadas; por exemplo compare [16, p. 419] e

(1.34) neste trabalho. Além disso, acreditamos que as técnicas de extensão e simetrização

aplicadas aqui para funções em H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) serão úteis para tratar outros problemas de

quarta-ordem. Em particular, as provas dos Lemas 1.11 e 1.13 e eq. (1.40) exempli�cam

como nosso procedimento de extensão substitui a extensão por zero convencional usada para

tratar problemas de segunda-ordem, ou mesmo problemas de quarta-ordem com condição de

Dirichlet na fronteira. Já ressaltamos que essas extensões serão bastante utilizadas ao longo

dos próximos capítulos desta tese.

O resultado obtido neste primeiro capítulo encontra-se em forma de artigo, aceito para

publicação, cf. [32].

No Capítulo 2 estudamos a existência e a multiplicidade de soluções para uma versão

do problema (P1), considerando agora também pertubações superlineares, mas precisamente

o problema 
∆2u = µus + u2∗−1 em Ω,

u,−∆u > 0 em Ω,

u,∆u = 0 sobre ∂Ω,

(P2)

onde Ω é um domínio limitado suave em RN , N ≥ 5, µ > 0, 2 ≤ s+ 1 < 2∗.

O primeiro resultado que obtivemos neste segundo capítulo foi a existência de solução para

(P2), e o resultado principal desse capítulo a�rma que se Ω possui topologia rica, descrita

por sua categoria de Lusternik-Schnirelman, então múltiplas soluções para o problema (P2)

existem desde que µ > 0 seja su�cientemente pequeno.

Teorema 2.1. Sejam Ω ⊂ RN um domínio limitado suave em RN , N ≥ 5, e µ > 0. No

caso s = 1 suponha 0 < µ < µ1(Ω), µ1(Ω) primeiro autovalor do problema (1). Supondo

2 ≤ s+ 1 < 2∗ se N ≥ 8 e 2∗ − 2 < s+ 1 < 2∗ para as dimensões críticas N = 5, 6, 7, então

(P2) possui uma solução clássica.

Teorema 2.2. Seja Ω ⊂ RN um domínio limitado suave em RN , N ≥ 5. Suponha

2 ≤ s + 1 < 2∗ se N ≥ 8 e 2∗ − 2 < s + 1 < 2∗ para as dimensões críticas N = 5, 6, 7.

Então existe µ > 0 tal que, para cada 0 < µ < µ, o problema (P2) possui, pelo menos,

catΩ(Ω) soluções clássicas.

Primeiramente observamos que, cf. [47], se 2 ≤ s+ 1 < 2∗ e µ ≤ 0 então (P2) não possui

solução em domínios estrelados Ω ⊂ RN , N ≥ 5. Se s = 1, então a condição 0 < µ < µ1(Ω)

é necessária para a existência de solução para domínios gerais. Observamos também que

o Teorema 2.2, no caso particular em que s = 1 se reduz ao Teorema 1.1. Entretanto, a

abordagem neste segundo capítulo é baseada em algumas análises da variedade de Nehari

associada ao problema (P2), sendo assim diferente do procedimento adotado no primeiro

capítulo deste trabalho.



6 Introdução

Mencionamos que o Teorema 2.2 foi provado por Alves e Figueiredo [4] para o contexto

do correspondente problema sob condição de Dirichlet ∆2u = µ|u|s−1u+ |u|2∗−2u em Ω,

u,
∂u

∂ν
= 0 sobre ∂Ω.

(AF)

Theorem 1.1 em [4]. Seja Ω ⊂ RN um domínio suave e limitado com N ≥ 5. Suponha

2 ≤ s + 1 < 2∗ se N ≥ 8 e, 2∗ − 2 < s + 1 < 2∗ para as dimensões críticas N = 5, 6, 7.

Então existe µ > 0 tal que para todo 0 < µ < µ o problema (AF) possui, no mínimo, catΩ(Ω)

soluções clássicas não-triviais.∗

Existe uma diferença entre [4, Theorem 1.1] e Teorema 2.2 nesse trabalho, que envolve

uma propriedade qualitativa das soluções. Enquanto nenhuma informação sobre o sinal das

soluções de (AF) foi dada, pois, como é bem sabido, um princípio de comparação para o

operador biharmônico sob a condição de Dirichlet não existe para domínios gerais, cf. [22,

Chapter 5], aqui e no Capítulo 1 fazemos uso de um princípio de comparação válido para o

operador biharmônico sob a condição de fronteira de Navier, ver Lema 2.4.

Para um resultado de existência de solução para perturbações sublineares, isto é, no caso

1 < s+ 1 < 2, mencionamos [8, Theorem 7.1].

Como feito para o resultado obtido no Capítulo 1, os resultados obtidos neste segundo

capítulo foram submetidos em forma de artigo, aceito para publicação, cf. [33].

O Capítulo 3 é dedicado ao estudo da existência de solução para o problema de quarta-

ordem não linear  ∆(|∆u|
1
p
−1

∆u) = µ|u|s−1u+ |u|q−1u em Ω,

u,∆u = 0 sobre ∂Ω,
(P3)

satisfazendo

u,−∆u > 0 em Ω,

onde Ω é um domínio suave limitado de RN , N ≥ 3, µ > 0. Observe que (P3) pode ser

re-escrito como 
−∆u = |v|p−1v em Ω,

−∆v = µ|u|s−1u+ |u|q−1u em Ω,

u, v = 0 sobre ∂Ω.

(S3)

Assumiremos que (p, q) pertence a hipérbole crítica

1

p+ 1
+

1

q + 1
=
N − 2

N
, (2)

∗Há um pequeno erro em [4, Theorem 1.1] e, de acordo com a notação nesse artigo, a condição

2∗∗ − 2 ≤ q < 2∗∗ deve ser lida como 2∗∗ − 2 < q < 2∗∗. As potências s+1 e 2∗ nesse trabalho correspondem,

respectivamente, as potências q e 2∗∗ em [4]. Veja a prova do Lema 2.6 desta tese para mais detalhes.
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e p+1
p ≤ s + 1 < q + 1. Denotamos agora E(Ω) := W

2, p+1
p (Ω) ∩W 1, p+1

p

0 (Ω). Seja também

µ1(Ω) o primeiro autovalor do problema{
∆(|∆u|

1
p
−1

∆u) = µ|u|
1
p
−1
u em Ω,

u,∆u = 0 sobre ∂Ω.
(3)

Observe que a condição p+1
p < s+ 1 diz que a perturbação |u|s−1u é do tipo �superlinear�

para o operador ∆(|∆u|
1
p
−1

∆u) e no caso p+1
p = s + 1 então |u|s−1u e ∆(|∆u|

1
p
−1

∆u) têm

mesma homogeneidade.

Lembramos que a hipérbole crítica (3.1) é um determinante para a existência de solução

positiva para o sistema (S3) no caso em que µ = 0. Neste caso o sistema (S3) não tem solução

positiva se (p, q) pertence ou está acima da hipérbole crítica, isto é,

1

p+ 1
+

1

q + 1
≤ N − 2

N
.

Este tipo de resultado, baseado em um identidade do tipo Pohoz�aev foi observado por Clément

et al. [15] e van der Vorst [48]; veja também Pucci e Serrin [39], Mitidieri [34] e Peletier e van

der Vorst [37].

Para obtermos solução para o problema (P3), analisamos a existência de pontos críticos

não-triviais do funcional

Iµ(u) :=
p

p+ 1

∫
Ω
|∆u|

p+1
p dx− µ

s+ 1

∫
Ω
|u|s+1dx− 1

q + 1

∫
Ω
|u|q+1dx, u ∈ E(Ω), (4)

e ao constatarmos que o mesmo possui a geometria do passo da montanha, Lema 3.9,

procuramos condições nas quais o funcional Iµ satisfaz a condição (PS), Lema 3.18, e onde

estaria localizado o nível do passo da montanha, Lema 3.19.

Visando tornar claro a de�nição que será dada a seguir, voltemos ao problema clássico de

Brezis e Nirenberg (BN). Sabemos que as funções que realizam a constante de Sobolev

inf

{∫
RN
|∇u|2dx; u ∈ D1,2(RN ),

∫
RN
|u|2∗dx = 1

}
, N ≥ 3,

comportam-se no in�nito como r−(N−2). Segundo os argumentos de Brezis e Nirenberg [12,

Lemma 1.2], a de�nição de dimensão crítica e não-crítica associada ao problema (BN) surge

naturalmente da L2-integrabilidade de |x|−(N−2) em RN\B1(0), mais precisamente

2(N − 2) ≥ N corresponde as dimensões não-críticas para (BN), e

2(N − 2) < N corresponde as dimensões críticas para (BN),

isto é,

N ≥ 4 são as dimensões não-críticas para (BN), e

N = 3 é a dimensão crítica para (BN).
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Argumentos semelhantes foram introduzidos em [19, �7 e �8] para classi�car as dimensões

críticas e não-críticas associadas ao problema{
−∆pu = λup−1 + up

∗−1, u > 0 em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,
(P')

onde p∗ = pN/(N − p). Sabendo que as funções que realizam

inf

{∫
RN
|∇u|pdx; u ∈ D1,p(RN ),

∫
RN
|u|p∗dx = 1

}
, N > p,

comportam-se no in�nito como r−
N−p
p−1 , a de�nição de dimensão crítica e não-crítica associada

ao problema (P') surge da Lp-integrabilidade de |x|−
N−p
p−1 em RN\B1(0), mais precisamente

N ≥ p2 são as dimensões não-críticas para (P'), e

p < N < p2 são as dimensões críticas para (P').

Ao analisar o comportamento assintótico dos instantons que realizam a constante de

Sobolev

S = inf

{∫
RN
|∆u|

p+1
p dx; u ∈ D2, p+1

p (RN ),

∫
RN
|u|q+1dx = 1

}
, (5)

ver [25, (1.14), (1.15) e (1.16)], ou (3.5), (3.6) e (3.7) neste trabalho, observamos que, para

p < N
N−2 , o instanton, no in�nito, comporta-se como r−[p(N−2)−2]. Logo, visando proceder

como Brezis e Nirenberg [12, Lemma 1.2], para garantir a existência de solução para o

problema (P3) com perturbação de mesma ordem, isto é, s = 1/p, faz-se necessário considerar

[p(N − 2)− 2]

(
p+ 1

p

)
≥ N, ou equivalentemente,

2 +
√

2N

N − 2
≤ p < N

N − 2
.

Note que 2+
√

2N
N−2 < N

N−2 se, e somente se, N ≥ 6. Observe também que

[p(N − 2)− 2]

(
p+ 1

p

)
≥ N é equivalente a N ≥ 2

(
p+ 1

p

)2

.

Isto indica a naturalidade desta restrição quando a comparamos com as dimensões não-críticas

do biharmônico e fazemos um paralelo da restrição N ≥ p2 para o p-Laplaciano com as

dimensões não-críticas do Laplaciano. Para p ≥ N
N−2 , o comportamento no in�nito dos

instantons associados a (5) é descrito por r−(N−2), veja (3.6) e (3.7), e somos induzidos a

considerar

(N − 2)

(
p+ 1

p

)
≥ N, ou equivalentemente,

N

N − 2
≤ p ≤ N − 2

2
.

Mais uma vez, observe que a desigualdade N
N−2 ≤ N−2

2 é válida se, e somente se, N ≥ 6.

Com isso, introduzimos a noção de região não-crítica e região crítica da hipérbole crítica,

dada em (2), associadas ao problema (P3).
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De�nição 3.1. Dizemos que o ponto (p, q) da hipérbole crítica (2) está em uma região:

(a) Não-crítica se N ≥ 6 e p satisfaz

2 +
√

2N

N − 2
≤ p ≤ N − 2

2
. (6)

(b) Crítica, se N ≥ 6 e p não satisfaz (6); ou N = 3, 4, 5 e p qualquer.

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24

−1
−2

1 2 3 4 5 6 7 8 9 101112131415161718192021222324−1−2 pa

a

b c d e

qq

a = 2
N−2 b = 2+

√
2N

N−2
c = N

N−2 d = N+2
N−2 e = N−2

2

Região cŕıtica Região não-cŕıtica

Ao longo do terceiro capítulo, a hipótese (H), relativa a potência s+ 1, indica a seguinte

situação:

(a) Na região não-crítica, i.e., N ≥ 6 e 2+
√

2N
N−2 ≤ p ≤ N−2

2 , suponha
p+1
p ≤ s+ 1 < q + 1.

(b) Nas regiões críticas,

(b1) N ≥ 6 e 2
N−2 < p < 2+

√
2N

N−2 , suponha q − p < s+ 1 < q + 1;

(b2) N ≥ 6 e p > N−2
2 , suponha (p−1)(q+1)

p < s+ 1 < q + 1;

(b3) N = 3, 4, 5 e 2
N−2 < p < N

N−2 , suponha q − p < s+ 1 < q + 1;

(b4) N = 3, 4, 5 e p ≥ N
N−2 , suponha

(p−1)(q+1)
p < s+ 1 < q + 1.


(H)

Observe que no caso biharmônico, isto é, no caso p = 1, a hipótese (H) é reduzida à

hipótese sobre s+1 do Teorema 2.1, de modo que a hipótese na região não-crítica é equivalente

a hipótese nas dimensões não-críticas para o problema (P2), enquanto as hipóteses relativas

as regiões críticas correspondem a hipótese nas dimensões críticas para o problema (P2).
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Também vale ressaltar que hipóteses semelhantes a (H) foram introduzidas em [12, eq.

(0.6)] para estudar o problema

−∆u = λus−1 + u2∗−1, u > 0 em Ω, u = 0 sobre ∂Ω.

e em [19, �7 e �8] e [20, Section 3] para estudar

−∆pu = λus−1 + up
∗−1, u > 0 em Ω, u = 0 sobre ∂Ω.

Teorema 3.3. Sejam Ω ⊂ RN , N ≥ 3, um domínio suave limitado e µ > 0. No caso s = 1/p,

supomos também 0 < µ < µ1(Ω), µ1(Ω) primeiro autovalor do problema (3). Então, sob a

hipótese (H), o problema (P3) admite uma solução clássica u ∈ C4(Ω) ∩ C2(Ω) satisfazendo

u,−∆u > 0 em Ω.

Na Seção 3.3, onde faremos a demonstração do Lema 3.19 �cará claro onde a condição sob

a perturbação s + 1 de cada linha na hipótese (H) é necessária; mais especi�camente, para

cada dimensão N ≥ 3 a condição sob a perturbação s + 1 nas regiões críticas e não-críticas

da hipérbole crítica, quando esta última existir. Como consequência direta dos Lemas 3.18 e

3.19, e do teorema clássico do passo da montanha [6], obtivemos um resultado de existência

de solução para o problema (P3).

É importante destacar que o Teorema 3.3 inclui todos os resultados em [24, Theorem 2]

para o sistema (S3), uma vez que [24, Theorem 2] trata o caso particular s = 1 e que, neste

caso, nossa hipótese (H) é equivalente as hipóteses em [24]. Também acreditamos ser mais

natural trabalhar com (S3) com s = 1
p em lugar de s = 1.

No Capítulo 3 também apresentamos alguns resultados que descrevem propriedades

qualitativas das soluções de energia mínima do problema (P3); cf. Teorema 3.6.

Ainda no Capítulo 3, indicamos o que devem ser as regiões crítica e não-crítica da hipérbole

crítica associada ao sistema
−∆u = λ|v|

1
q
−1
u+ |v|p−1v em Ω,

−∆v = µ|u|
1
p
−1
u+ |u|q−1u em Ω,

u, v = 0 sobre ∂Ω.

(S1)

Por �m, no Capítulo 4 estudamos a existência de múltiplas soluções para o problema

(P3) no caso em que a perturbação |u|s−1u tem a mesma homogeneidade do operador

∆(|∆u|
1
p
−1

∆u), isto é, no caso s = 1/p. Mais precisamente, dedicamos este capítulo ao

estudo de múltiplas soluções para o problema de quarta-ordem ∆(|∆u|
1
p
−1

∆u) = µ|u|
1
p
−1
u+ |u|q−1u em Ω,

u,∆u = 0 sobre ∂Ω,
(P ′3)

satisfazendo

u,−∆u > 0 em Ω,
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onde Ω é um domínio suave limitado de RN , N ≥ 6, 0 < µ < µ1(Ω), onde µ1(Ω) é dado

por (3) e (p, q) pertence a região não-crítica da hipérbole crítica dada pela De�nição 3.1 (a).

Novamente, relacionamos o número de soluções do problema (P ′3) com a topologia do domínio

Ω, mais precisamente, com a sua categoria de Lusternik-Schnirelman, trabalhando mais uma

vez como o parâmetro µ > 0 su�cientemente pequeno.

Teorema 4.1. Sejam Ω um domínio limitado suave de RN e (p, q) um ponto da hipérbole

crítica na região não-crítica associada ao problema (P ′3). Então existe 0 < µ < µ1(Ω), µ1(Ω)

dado por (3), tal que, para 0 < µ < µ, o problema (P ′3) possui, no mínimo, catΩ(Ω) soluções

clássicas.

Neste quarto capítulo aplicamos um procedimento semelhante àquele aplicado no Capítulo

1 para obter múltiplas soluções para o problema (P ′3). De fato, o caso p = 1 no problema

(P ′3) torna-se o problema (P1), e a hipótese 2+
√

2N
N−2 ≤ p do Teorema 4.1 é reduzida a N ≥ 8

(dimensões não-críticas para o biharmônico). Entretanto, ao trabalharmos agora no espaço

de Banach W
2, p+1

p (Ω) ∩W 1, p+1
p

0 (Ω) em vez do espaço de Hilbert H2(Ω) ∩ H1
0 (Ω), algumas

di�culdades extras surgem.

Uma diferença a ser citada é a hipótese (4.18) necessária para a demonstração do Lema de

concentração e compacidade 4.4, que é dispensável no Lema de concentração e compacidade

1.4, este último usado nos Capítulos 1 e 2. Com essa hipótese adicional, foram necessários

alguns resultados complementares, ver Lemas 4.5 e 4.12, para que o Lema 4.4 pudesse ser

aplicado. Outro fato a ser destacado é que, enquanto foi possível, nos Capítulos 1 e 2,

aplicarmos um princípio de comparação válido para o operador biharmônico sob a condição de

fronteira de Navier, neste quarto capítulo �zemos uso de um argumento de energia, juntamente

com o resultado de regularidade Teorema 3.8, para obtermos a positividade das múltiplas

soluções; cf. Lema 4.2.

Finalizamos esta tese com o Apêndice A, no qual fazemos uma análise sobre os caminhos

que caracterizam o nível do passo da montanha do funcional Iµ dado em (4), e assim concluir

que o ponto crítico u ∈ E(Ω) do funcional Iµ obtido através dessa geometria pode ser tomado,

a menos de substituir u por −u, de modo que u,−∆u ≥ 0, apresentando assim uma maneira

alternativa para concluir a positividade de u e −∆u no Teorema 3.3. Ressaltamos que com

este argumento não é necessário considerar µ > 0 pequeno.





Capítulo

1

Multiplicidade de soluções para o

problema (P1)

Neste capítulo provamos a existência de múltiplas soluções clássicas para o problema de

quarta-ordem envolvendo o operador biharmônico


∆2u = µu+ u2∗−1 em Ω,

u,−∆u > 0 em Ω,

u,∆u = 0 sobre ∂Ω,

(P1)

onde Ω é um domínio limitado em RN , N ≥ 8, 2∗ = 2N/(N − 4) e 0 < µ < µ1(Ω), onde

µ1(Ω) é o primeiro autovalor de

{
∆2u = µu em Ω,

u,∆u = 0 sobre ∂Ω.
(1.1)

Teorema 1.1. Se Ω é um domínio suave limitado em RN , N ≥ 8, então existe 0 < µ < µ1(Ω)

tal que, para cada 0 < µ < µ, o problema (P1) possui, pelo menos, catΩ(Ω) soluções clássicas.

13



14 Capítulo 1 � Multiplicidade de soluções para o problema (P1)

1.1 Preliminares

Primeiramente, �xaremos algumas notações. Consideramos o espaço E(Ω) := H2(Ω) ∩
H1

0 (Ω) munido da norma ‖u‖ := |∆u|2, que por sua vez é induzida pelo produto interno

〈u, v〉 =

∫
Ω

∆u∆vdx, u, v ∈ E(Ω). (1.2)

Nesta parte, temos as seguintes hipóteses: Ω ⊂ RN , N ≥ 5, é um domínio suave limitado

e 0 < µ < µ1(Ω).

Considere a constante de Sobolev da imersão E(Ω) ↪→ L2∗(Ω), dada por

S(Ω) = inf

{∫
Ω
|∆u|2dx; u ∈ E(Ω),

∫
Ω
|u|2∗dx = 1

}
. (1.3)

É sabido que S(Ω) não depende de Ω e S(Ω) nunca é atingido, exceto quando Ω = RN [46].

Mais ainda, S(Ω) = S, onde

S = inf

{∫
RN
|∆u|2dx; u ∈ D2,2(RN ),

∫
RN
|u|2∗dx = 1

}
, (1.4)

que é atingido precisamente pelas funções S
4−N

8 ϕδ,a, com

ϕδ,a(x) =
[(N − 4)(N − 2)N(N + 2)]

N−4
8 δ

N−4
2

(δ2 + |x− a|2)
N−4

2

=
CNδ

N−4
2

(δ2 + |x− a|2)
N−4

2

, (1.5)

para todo a ∈ RN e δ > 0 [21, Lemma 1]. Lembramos também que as funções dadas por (1.5)

são precisamente as soluções positivas e regulares da equação

∆2u = u2∗−1 em RN .

De�na, para µ ∈ (0, µ1(Ω)), a norma

‖u‖µ :=
(
|∆u|22 − µ|u|22

)1/2
, ∀u ∈ E(Ω), (1.6)

e observe a equivalência

‖u‖µ ≤ ‖u‖ ≤ c(Ω)‖u‖µ, ∀u ∈ E(Ω), (1.7)

onde c(Ω) =
(

1− µ
µ1(Ω)

)−1/2
> 0.

Para estudar a existência de soluções para o problema (P1), consideramos o funcional

I(u) :=
1

2

∫
Ω
|∆u|2dx− µ

2

∫
Ω

(u+)2dx− 1

2∗

∫
Ω

(u+)2∗dx, u ∈ E(Ω). (1.8)

De�nição 1.2. Seja Ω ⊂ RN , N ≥ 8, um domínio suave e limitado e 0 < µ < µ1(Ω).

Dizemos que u ∈ E(Ω) é uma solução fraca do problema (P1) se u é um ponto crítico de I,

isto é, u ∈ E(Ω) satisfaz∫
Ω

∆u∆vdx = µ

∫
Ω

(u+)vdx+

∫
Ω

(u+)2∗−1vdx, ∀ v ∈ E(Ω). (1.9)
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Lema 1.3. Seja Ω ⊂ RN , N ≥ 8, um domínio suave e limitado e 0 < µ < µ1(Ω). Então as

soluções clássicas C4(Ω) de (P1) são precisamente os pontos críticos não triviais do funcional

I de�nido em (1.8).

Demonstração. Os resultados em [46, Appendix B], [2, Theorem 12.7] e [22, Theorems 2.19 e

2.20] garantem que os pontos críticos não triviais de I são precisamente as soluções clássicas

de (P1). Argumentamos como em [14, p. 375] para provar que todo ponto crítico não trivial

de I satisfaz u,−∆u > 0 em Ω: se u é ponto crítico não trivial de I, então u satisfaz (1.9),

para todo v ∈ E(Ω). Como −∆ : E(Ω) → L2(Ω) é um isomor�smo isométrico [23, Chapter

9] temos∫
Ω

∆u(−w)dx = µ

∫
Ω

(u+)[(−∆)−1w]dx+

∫
Ω

(u+)2∗−1[(−∆)−1w]dx, ∀w ∈ L2(Ω),

e (−∆)−1w ≥ 0, para todo w ∈ L2(Ω), w ≥ 0. Dessa maneira,∫
Ω

∆u(−w)dx ≥ 0, ∀w ≥ 0,

e portanto −∆u ≥ 0 e consequentemente u ≥ 0. Sendo u não trivial, segue do princípio do

máximo forte que u,−∆u > 0 em Ω.

Estudar o funcional I é equivalente a estudar o funcional

Iµ(u) :=

∫
Ω
|∆u|2dx− µ

∫
Ω

(u+)2dx, (1.10)

restrito a variedade

V := {u ∈ E(Ω);ψ(u) = 1} onde ψ(u) :=

∫
Ω

(u+)2∗dx. (1.11)

Também de�nimos

m(µ,Ω) := inf{Iµ(u);u ∈ V } (1.12)

e, se Ω = Bρ(0), denotamos m(µ, ρ) := m(µ,Bρ(0)).

Provaremos que o funcional Iµ|V possui, pelo menos, tantos pontos críticos quanto a

categoria de Lusternik-Schnirelman de Ω, que a menos de multiplicação por constantes

apropriadas serão soluções clássicas para o problema (P1).

1.2 Compacidade

O próximo lema descreve a falta de compacidade da imersão de D2,2(RN ) em L2∗(RN ).

Um resultado similar para a imersão de D1,2(RN ) em L2∗(RN ) é provado em [49, Lemma

1.40]; ver também [7, 9, 29].
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Lema 1.4 (Concentração e compacidade). Seja (un) ⊂ D2,2(RN ) uma sequência tal que

un ⇀ u em D2,2(RN ), (1.13)

|∆(un − u)|2 ∗⇀ λ no sentido das medidas em RN , (1.14)

|un − u|2∗ ∗⇀ ν no sentido das medidas em RN , (1.15)

un → u q.t.p. em RN . (1.16)

De�na

λ∞ = lim
R→∞

lim
n→∞

∫
|x|≥R

|∆un|2dx, ν∞ = lim
R→∞

lim
n→∞

∫
|x|≥R

|un|2∗dx.

Temos então

‖ν‖2/2∗ ≤ S−1‖λ‖, (1.17)

ν2/2∗
∞ ≤ S−1λ∞, (1.18)

lim
n→∞

|∆un|22 = |∆u|22 + ‖λ‖+ λ∞, (1.19)

lim
n→∞

|un|2∗2∗ = |u|2∗2∗ + ‖ν‖+ ν∞. (1.20)

Mais ainda, se u = 0 e ‖ν‖2/2∗ = S−1‖λ‖, então λ e ν estão concentradas em um único ponto

em comum.

Demonstração. Ver Seção 1.4.

Lema 1.5. Suponha 0 < µ < µ1(Ω). Toda sequência (PS) para I é limitada.

Demonstração. Segue de argumentos padrões, pois

‖u‖µ =

(∫
Ω
|∆u|2dx− µ

∫
Ω

(u+)2dx

)1/2

, u ∈ E(Ω),

é uma norma em E(Ω) e 2∗ > 2.

Lema 1.6. Suponha 0 < µ < µ1(Ω). Toda sequência (un) ⊂ E(Ω) tal que

I(un)→ d < c∗ :=
2

N
SN/4 e I ′(un)→ 0

admite uma subsequência convergente, onde I é dado em (1.8).

Demonstração. Do Lema 1.5 segue que, a menos de subsequência,

un ⇀ u em E(Ω), un → u em L2(Ω) e un → u q.t.p. em Ω.

Para todo ϕ ∈ E(Ω) temos∫
Ω

∆un∆ϕdx− µ
∫

Ω
(u+
n )ϕdx =

∫
Ω

(u+
n )2∗−1ϕdx+ on(1). (1.21)
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Da imersão contínua E(Ω) ↪→ L2∗(Ω), (u+
n ) é limitada em L2∗(Ω) e consequentemente

((u+
n )2∗−1) é limitada em L

2∗
2∗−1 (Ω); temos também u+

n → u+ q.t.p. em Ω. Portanto, como

uma consequência do lema de Brezis-Lieb, ver por exemplo [27, Lemma 4.8], (u+
n )2∗−1 ⇀

(u+)2∗−1 em L
2∗

2∗−1 (Ω), e obtemos∫
Ω

(u+
n )2∗−1ϕdx→

∫
Ω

(u+)2∗−1ϕdx, ∀ϕ ∈ L2∗(Ω), (1.22)

em particular, (1.22) é válido para todo ϕ ∈ E(Ω). De un → u em L2(Ω) obtemos∫
Ω

(u+
n )ϕdx→

∫
Ω

(u+)ϕdx, ∀ϕ ∈ E(Ω). (1.23)

Agora, como un ⇀ u em E(Ω),∫
Ω

∆un∆ϕdx =: 〈un, ϕ〉 → 〈u, ϕ〉 :=

∫
Ω

∆u∆ϕdx, ∀ϕ ∈ E(Ω). (1.24)

Dessa maneira, fazendo n→∞ em (1.21) e usando (1.22)-(1.24) concluímos que∫
Ω

∆u∆ϕdx− µ
∫

Ω
(u+)ϕdx =

∫
Ω

(u+)2∗−1ϕdx, ∀ϕ ∈ E(Ω), (1.25)

ou seja, u é uma solução fraca do problema{
∆2u = µ(u+) + (u+)2∗−1 em Ω,

u,∆u = 0 sobre ∂Ω,

e, argumentando como no Lema 1.3, fazendo uso do princípio do máximo fraco, concluímos

que u,−∆u ≥ 0 em Ω.

Fazendo ϕ = u em (1.25) obtemos

|∆u|22 − µ|u+|22 = |u+|2∗2∗ (1.26)

e

I(u) =
1

2

[
|∆u|22 − µ|u+|22

]
− 1

2∗
|u+|2∗2∗ =

(
1

2
− 1

2∗

)
|u+|2∗2∗ ≥ 0. (1.27)

Fazendo agora vn = un − u, ver [49, p. 33], o lema de Brezis-Lieb [11] nos fornece

|u+
n |2∗2∗ = |u+|2∗2∗ + |v+

n |2∗2∗ + on(1). (1.28)

De un → u em L2(Ω), temos também

|u+
n |22 = |u+|22 + |v+

n |22 + on(1). (1.29)

Usando (1.28) e (1.29) temos

I(un) =
1

2
|∆un|22 −

µ

2
|u+
n |22 −

1

2∗
|u+
n |2∗2∗ = I(u) +

1

2
|∆vn|22 −

µ

2
|v+
n |22 −

1

2∗
|v+
n |2∗2∗ + on(1),
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pois vn ⇀ 0 em E(Ω). Assumindo que I(un)→ d < c∗, obtemos

I(u) +
1

2
|∆vn|22 −

µ

2
|v+
n |22 −

1

2∗
|v+
n |2∗2∗ → d. (1.30)

Usando novamente (1.28) e (1.29)

I ′(un)un = |∆un|22 − µ|u+
n |22 − |u+

n |2∗2∗
= |∆vn|22 + 2〈vn, u〉+ |∆u|22 − µ|u+|22 − µ|v+

n |22 − |u+|2∗2∗ − |v
+
n |2∗2∗ + on(1)

e como I ′(un)un → 0, concluímos, agora usando (1.26), que

|∆vn|22 − µ|v+
n |22 − |v+

n |2∗2∗ → |∆u|
2
2 − µ|u+|22 − |u+|2∗2∗ = 0.

Dessa forma, podemos assumir que

|∆vn|22 − µ|v+
n |22 → b e |v+

n |2∗2∗ → b.

Como vn → 0 em L2(Ω), em particular, v+
n → 0 em L2(Ω). Então segue que |∆vn|22 → b. Da

de�nição de S, temos

|∆vn|22 ≥ S|vn|22∗ ≥ S|v+
n |22∗

o que implica b ≥ Sb
2

2∗ = Sb
N−4
N . Assim, ou b = 0 ou b ≥ S N

4 . De (1.30),

I(u) +

(
1

2
− 1

2∗

)
b = I(u) +

2

N
b = d

e de (1.27), d ≥ 2
N b. Se b ≥ S

N
4 então

c∗ =
2

N
S
N
4 ≤ 2

N
b ≤ d < c∗,

uma contradição. Portanto, b = 0, e a prova está completa, pois

‖un − u‖2 = ‖vn‖2 = |∆vn|22 → 0, isto é, un → u em E(Ω).

Lema 1.7. Suponha 0 < µ < µ1(Ω). Toda sequência (un) ⊂ V tal que

Iµ(un)→ c < S, ‖I ′µ(un)‖∗ → 0, (1.31)

admite uma subsequência convergente, onde ‖.‖∗ denota a norma da derivada de Iµ|V , e é

dada por

‖I ′µ(u)‖∗ = min
λ∈R
‖I ′µ(u)− λψ′(u)‖, ∀u ∈ V.

Demonstração. Se (un) satisfaz (1.31), então

0 ≤ Iµ(un)→ c,

‖I ′µ(un)‖∗ = ‖I ′µ(un)− λnψ′(un)‖ → 0, λn ∈ R.
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Então, existe (σn) ⊂ [0,+∞), σn → 0 tal que∣∣∣∣∫
Ω

∆un∆wdx− µ
∫

Ω
(u+
n )wdx− λn

∫
Ω

(u+
n )2∗−1wdx

∣∣∣∣ ≤ σn‖w‖, ∀w ∈ E(Ω), λn ∈ R.

A sequência (un) é limitada em E(Ω). De fato,

‖un‖2 = ‖un‖2 − µ|u+
n |22 + µ|u+

n |22 = c+ on(1) + µ|u+
n |22,

e da imersão contínua de L2∗(Ω) em L2(Ω), segue que (un) é limitada em E(Ω). Dessa maneira∣∣∣∣∫
Ω

[|∆un|2 − µ(u+
n )2]dx− λn

∫
Ω

(u+
n )2∗dx

∣∣∣∣ ≤ σn‖un‖ ⇒ Iµ(un)− λn → 0,

isto é, λn → c ≥ 0.

Se c = 0, então

0 ≤
(

1− µ

µ1(Ω)

)
‖un‖2 = ‖un‖2 −

µ

µ1(Ω)
‖un‖2 ≤ ‖un‖2 − µ|un|2 ≤ ‖un‖2 − µ|u+

n |2

= Iµ(un)→ 0,

e (un) converge forte para 0 em E(Ω).

Se c > 0, então λn > 0 para n su�cientemente grande. Faça vn = λ
1

2∗−2
n un. Tomando I

dado por (1.8) temos

I(vn) =
1

2

∫
Ω

[
|∆(λ

1
2∗−2
n un)|2 − µ(λ

1
2∗−2
n u+

n )2

]
dx− 1

2∗

∫
Ω

(λ
1

2∗−2
n u+

n )2∗dx

=
1

2
λ

2
2∗−2
n Iµ(un)− 1

2∗
λ

2∗
2∗−2
n → 1

2
c

2
2∗−2 c− 1

2∗
c

2∗
2∗−2 =

2

N
c
N
4

e∣∣I ′(vn)w
∣∣ =

∣∣∣∣∫
Ω

[∆(λ
1

2∗−2
n un)∆w − µ(λ

1
2∗−2
n u+

n )w]dx−
∫

Ω
(λ

1
2∗−2
n u+

n )2∗−1wdx

∣∣∣∣
= λ

1
2∗−2
n

∣∣∣∣∫
Ω

[∆un∆w − µ(u+
n )w − λn(u+

n )2∗−1w]dx

∣∣∣∣ ≤ λ 1
2∗−2
n σn‖w‖, ∀w ∈ E(Ω).

Portanto

I(vn)→ 2

N
c
N
4 <

2

N
S
N
4 = c∗ e I ′(vn)→ 0.

Do Lema 1.6, (vn) admite uma subsequência convergente, e então (un) também admite uma

subsequência convergente.

1.3 Multiplicidade de soluções

Primeiramente, recordaremos um resultado clássico da teoria de categoria de Lusternik-

Schnirelman [30].
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Teorema 1.8. [49, Theorem 5.20] Sejam X um espaço de Banach, ϕ ∈ C1(X,R), ψ ∈
C2(X,R), V = {v ∈ X;ψ(v) = 1}, e suponha que para todo v ∈ V , ψ′(v) 6= 0. Se ϕ|V é

limitado inferiormente e satisfaz a condição (PS)c para todo c ∈ [inf
V
ϕ, d], então ϕ|V possui

um mínimo e o conjunto ϕd := {v ∈ V ;ϕ(v) ≤ d} possui, pelo menos, catϕd(ϕ
d) pontos

críticos de ϕ|V .

No nosso contexto, X = E(Ω), ψ(u) =
∫

Ω(u+)2∗dx e ϕ = Iµ.

Lema 1.9. Sejam N ≥ 8 e 0 < µ < µ1(Ω). Existe v ∈ E(Ω)\{0}, com v > 0 em Ω tal que

‖v‖2µ
|v|22∗

=
|∆v|22 − µ|v|22
|v|22∗

< S. (1.32)

Demonstração. Ver Seção 1.5.

Lema 1.10. Se 0 < µ < µ1(Ω) e N ≥ 8, então

m(µ,Ω) < S

e existe u ∈ V , tal que u,−∆u > 0 em Ω e Iµ(u) = m(µ,Ω), com m(µ,Ω) como de�nido em

(1.12).

Demonstração. Do Lema 1.9, existe v ∈ E(Ω)\{0} não-negativa tal que

|∆v|22 − µ|v|22
|v|22∗

< S.

Fazendo w = v/|v|2∗ , temos w ∈ V e

Iµ(w) = |∆w|22 − µ|w+|22 = |∆w|22 − µ|w|22 =
|∆v|22 − µ|v|22
|v|22∗

< S,

e portanto

m(µ,Ω) = inf
u∈V

Iµ(u) ≤ Iµ(w) < S.

Do Lema 1.7, Iµ|V satisfaz a condição (PS)c, com c = m(µ,Ω). Pelo Teorema 1.8, Iµ|V
possui um mínimo, isto é, existe u ∈ V tal que

Iµ(u) = m(µ,Ω) = min
u∈V

Iµ(u).

Agora mostraremos que u,−∆u > 0 em Ω. Como u é tal que

|u+|2∗2∗ = 1, Iµ(u) = |∆u|22 − µ|u+|22 = m(µ,Ω) > 0,

segue do teorema dos multiplicadores de Lagrange que u satisfaz∫
Ω

∆u∆vdx = µ

∫
Ω

(u+)vdx+m(µ,Ω)

∫
Ω

(u+)2∗−1vdx, ∀ v ∈ E(Ω).
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Logo,∫
Ω

∆u(−w)dx = µ

∫
Ω

(u+)[(−∆)−1w]dx+m(µ,Ω)

∫
Ω

(u+)2∗−1[(−∆)−1w]dx, ∀w ∈ L2(Ω),

e (−∆)−1w ≥ 0, para todo w ∈ L2(Ω), w ≥ 0. Assim,∫
Ω

∆u(−w)dx ≥ 0, ∀w ≥ 0,

e então, do princípio do máximo fraco, −∆u ≥ 0 e consequentemente u ≥ 0. Como u é não

trivial e, a menos de multiplicação por constante, é ponto crítico do funcional I dado em (1.8),

segue agora do Lema 1.3 que u,−∆u > 0 em Ω.

Lema 1.11. Se Ω1 e Ω2 são domínios regulares limitados de RN , N ≥ 8, tais que Ω1 ⊂⊂ Ω2

e 0 < µ < µ1(Ω2), então m(µ,Ω1) > m(µ,Ω2).

Demonstração. Primeiro, recordamos que µ1(Ω2) < µ1(Ω1). Seja u ∈ E(Ω1) uma função tal

que u,−∆u > 0 em Ω e∫
Ω1

(u+)2∗dx = 1,

∫
Ω1

[|∆u|2 − µ(u+)2]dx = m(µ,Ω1),

e tome w solução de {
−∆w = −̃∆u em Ω2,

w = 0 sobre ∂Ω2,

onde ∼ denota a extensão por zero fora de Ω1. Note que w > 0 em Ω2 e w > u em Ω1.

Fazendo w = w
|w|2∗,Ω2

, temos |w+|2∗,Ω2 = 1 e

m(µ,Ω2) ≤
∫

Ω2

[|∆w|2 − µ(w+)2]dx =
1

|w|22∗,Ω2

∫
Ω2

[|∆w|2 − µ(w+)2]dx

<

∫
Ω2

[|∆w|2 − µ(w+)]dx <

∫
Ω1

[|∆u|2 − µ(u+)2]dx = m(µ,Ω1).

Lema 1.12. Se Ω = Bρ(0) ⊂ RN , N ≥ 8 e 0 < µ < µ1(Ω), então m(µ, ρ) é atingido por uma

função u tal que u,−∆u > 0 em Bρ(0) e u,−∆u são radialmente simétricas. Mais ainda, tal

solução u é única.

Demonstração. Seja u uma função tal que u,−∆u > 0 em Bρ(0) e que realizam(µ, ρ). Denote

por u∗ e (−∆u)∗ as simetrizações de Schwarz de u e −∆u, respectivamente. Se v é a solução

de {
−∆v = (−∆u)∗ em Bρ(0),

v = 0 sobre ∂Bρ(0),

então v = v∗. Provaremos que u = v. De [5], ver também [10, Lemma 2.8], temos v ≥ u∗ e

|v > u∗| = 0⇔ −∆u = (−∆u)∗.
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Se |v > u∗| > 0, escreva w = v
|v|2∗

. Logo, |w+|2∗ = 1 e

m(µ, ρ) ≤
∫
Bρ(0)

[|∆w|2 − µ(w+)2]dx =
1

|v|22∗

∫
Bρ(0)

[|∆v|2 − µ(v+)2]dx

<
1

|v|22∗

∫
Bρ(0)

[|(−∆u)∗|2 − µ(u∗)2]dx <
1

|u∗|22∗

∫
Bρ(0)

[|(−∆u)∗|2 − µ(u∗)2]dx

=
1

|u+|22∗

∫
Bρ(0)

[| −∆u|2 − µ(u+)2]dx = m(µ, ρ),

uma contradição. Dessa maneira, −∆u = (−∆u)∗ e como u e v são soluções do problema{
−∆w = (−∆u)∗ em Bρ(0),

w = 0 sobre ∂Bρ(0),

segue que u = v.

Finalmente, mencionamos que a unicidade de u pode ser provada argumentando como em

[17, Section 3] através do princípio da comparação para funções radiais [31].

De�na agora a aplicação baricentro β : V → RN por

β(u) =

∫
Ω
|∆u|2xdx∫

Ω
|∆u|2dx

. (1.33)

Lema 1.13. Se (un) ⊂ V é tal que ‖un‖2 = |∆un|22 → S, então dist(β(un),Ω)→ 0.

Demonstração. Suponha, por contradição, que dist(β(un),Ω) 6→ 0. Logo, existe r > 0 tal

que, a menos de subsequência,

dist(β(un),Ω) > r.

Escreva vn = un/|∆un|2 ∈ E(Ω) e wn como o potencial Newtoniano de ˜| −∆vn|, onde ∼
denota a extensão por zero fora de Ω. Então, de [23, Theorem 9.9], segue que wn ∈ D2,2(RN )

e

−∆wn = ˜| −∆vn| q.t.p. in RN . (1.34)

Em particular, (wn) é uma sequência limitada em D2,2(RN ). Logo, a menos de subsequência,

wn ⇀ w em D2,2(RN ),

|∆(wn − w)|2 ∗⇀ λ no sentido das medidas em RN ,

|wn − w|2∗ ∗⇀ ν no sentido das medidas em RN ,

wn → w q.t.p. em RN .

Do Lema 1.4, levando em conta que λ∞ = ν∞ = 0 (pois Ω é limitado) e wn ≥ |ṽn| em RN ,

1 = |∆w|22 + ‖λ‖, (1.35)
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1

S2∗/2
≤ |w|2∗2∗ + ‖ν‖, (1.36)

e

‖ν‖2/2∗ ≤ 1

S
‖λ‖, |w|22∗ ≤

1

S
|∆w|22. (1.37)

Segue que o par (|∆w|22, ‖λ‖) ∈ {(1, 0), (0, 1)}. De fato, de (1.36) e (1.37)
1

S2∗/2
≤ |w|2∗2∗ + ‖ν‖ ≤ 1

S2∗/2
[|∆w|2∗2 + ‖λ‖2∗/2],

isto é,

|∆w|2∗2 + ‖λ‖ 2∗
2 ≥ 1. (1.38)

De (1.35), (1.38) e como 2∗/2 > 1, obtemos que o par (|∆w|22, ‖λ‖) ∈ {(1, 0), (0, 1)}.
Suponha agora que |∆w|22 = 1 e ‖λ‖ = 0. Logo, de (1.37), ‖ν‖ = 0, o que implica, de

(1.36),
1

S
≤ |w|22∗ ≤

1

S
|∆w|22 =

1

S

e então |∆w|22/|w|22∗ = S. Assim, a menos de multiplicação, w é uma solução não-trivial e

não-negativa para a equação

∆2w = w2∗−1 em RN ,

e então, w,−∆w > 0 em RN . Entretanto, para todo ϕ ∈ C∞c (RN ) temos∫
RN
|∆wn −∆w|2ϕdx→

∫
RN

ϕdλ = 0,

o que implica, em particular,∫
Ω
|∆wn −∆w|2ϕdx+

∫
RN\Ω

|∆w|2ϕdx→ 0, ∀ϕ ∈ C∞c (RN\Ω),

e então −∆w = 0 em RN\Ω, o que gera uma contradição.

Dessa maneira, |∆w|22 = 0 (e de (1.37), segue que w = 0) e ‖λ‖ = 1. De (1.36) e

(1.37), obtemos ‖ν‖2/2∗ = S−1‖λ‖. Dessa maneira, do Lema 1.4, segue que a medida λ está

concentrada em um único ponto y ∈ RN .
A�rmamos agora que y ∈ Ω. De fato, suponha por contradição que y ∈ RN\Ω. Tome

ψ ∈ C∞c (RN ) tal que ψ ≡ 1 em BR(y), para algum R > 0, e supp(ψ) ∩ Ω = ∅. Então,

1 = λ({y}) =

∫
RN

ψdλ = lim
n→∞

∫
RN

ψ|∆wn|2dx = 0,

o que é claramente uma contradição. Portanto, y ∈ Ω e tomando η ∈ C∞c (RN ), η ≡ 1 em Ω,

temos

β(un) =

∫
Ω
|∆un|2xdx∫

Ω
|∆un|2dx

=

∫
Ω
|∆vn|2xdx =

∫
RN
|∆wn|2xη(x)dx

→
∫
RN

xη(x)dλ = yη(y) = y ∈ Ω,

o que contradiz a nossa hipótese inicial dist(β(un),Ω) 6→ 0.
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Sem perda de generalidade, podemos assumir que 0 ∈ Ω. Seja r > 0 su�cientemente

pequeno tal que

Ω+
r := {x ∈ RN ; dist(x,Ω) ≤ r} e Ω−r := {x ∈ Ω; dist(x, ∂Ω) ≥ r}

sejam homotopicamente equivalentes a Ω e tais que Br(0) ⊂ Ω. De�nimos também o conjunto

Im(µ,r)
µ := {u ∈ V ; Iµ(u) ≤ m(µ, r)},

que é não-vazio; ver Lema 1.11.

Lema 1.14. Existe 0 < µ < µ1(Ω) tal que, para 0 < µ < µ,

u ∈ Im(µ,r)
µ ⇒ β(u) ∈ Ω+

r .

Demonstração. Se u ∈ V , então segue da desigualdade de Hölder

|u+|22 ≤ |u+|22∗ |Ω|
2∗−2

2∗ = |Ω|4/N . (1.39)

Do Lema 1.13, existe ε > 0 tal que

u ∈ V, ‖u‖2 ≤ S + ε⇒ β(u) ∈ Ω+
r .

Faça µ := ε/|Ω|4/N , para ε > 0 su�cientemente pequeno tal que 0 < µ < µ1(Ω). Logo, se

0 < µ < µ e u ∈ Im(µ,r)
µ , obtemos, de (1.39) e Lema 1.10,

‖u‖2 = ‖u‖2 − µ|u+|22 + µ|u+|22 = Iµ(u) + µ|u+|22 ≤ m(µ, r) + µ|u+|22
< S +

ε

|Ω| 4
N

|Ω| 4
N = S + ε,

de modo que β(u) ∈ Ω+
r .

Seja µ como no Lema 1.14. Para cada 0 < µ < µ de�nimos γµ : Ω−r → I
m(µ,r)
µ por

γµ(y) : Ω −→ R

x 7−→ γµ(y)(x) =
wy(x)

|wy|2∗
,

(1.40)

onde wy é solução para o problema{
−∆wy = zy em Ω,

wy = 0 sobre ∂Ω,
com zy(x) =

{
−∆vµ(x− y), se x ∈ Br(y),

0, se x ∈ Ω\Br(y),

onde, ver Lema 1.12, vµ é radialmente simétrica com respeito a origem, vµ,−∆vµ > 0 in Br(0)

e ∫
Br(0)

(v+
µ )2∗dx = 1,

∫
Br(0)

[
|∆vµ|2 − µ(v+

µ )2
]
dx = m(µ, r).

Observação 1.15. Argumentando como na prova do Lema 1.3, obtemos vµ ∈ C4(Br(0)) .
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Lema 1.16. Seja 0 < µ < µ, onde µ é dado pelo Lema 1.14. Então γµ : Ω−r → I
m(µ,r)
µ é bem

de�nida, contínua e

(β ◦ γµ)(y) = y, ∀ y ∈ Ω−r . (1.41)

Demonstração. Primeiramente, observe que [23, Theorem 9.15] garante que γµ(y) ∈ E(Ω) e,

pelo princípio do máximo forte, temos wy(x) > vµ(x − y), para todo x ∈ Br(y) e y ∈ Ω−r .

Então ∫
Ω
|∆wy|2dx =

∫
Br(0)

|∆vµ|2dx,
∫

Ω
|wy|2dx >

∫
Br(0)

|vµ|2dx

e
∫

Ω
|wy|2∗dx >

∫
Br(0)

|vµ|2∗dx = 1.

Logo,

Iµ(γµ(y)) = Iµ

(
wy(x)

|wy|2∗

)
=

1

|wy|22∗

[∫
Ω
|∆wy|2dx− µ

∫
Ω

(w+
y )2dx

]
<

∫
Ω
|∆wy|2dx− µ

∫
Ω

(w+
y )2dx ≤

∫
Br(0)

|∆vµ|2dx− µ
∫
Br(0)

(v+
µ )2dx = m(µ, r),

ou seja, γµ(y) ∈ Im(µ,r)
µ para todo y ∈ Ω−r e daí γµ : Ω−r → I

m(µ,r)
µ está bem de�nida.

A continuidade de γµ é uma consequência da regularidade de vµ. Para provar que γµ
é contínua, é su�ciente mostrar que γµ : Ω−r → E(Ω), de�nida por γµ(y)(x) = wy(x), é

contínua. Se yn → y em Ω−r , então

‖γµ(yn)− γµ(y)‖2 = |∆(γµ(yn)− γµ(y))|22 = |∆wyn −∆wy|22 = |zyn − zy|22
= |zyn |22 − 2

∫
Ω
zyn(x)zy(x)dx+ |zy|22

= 2

[∫
Br(0)

|∆vµ(z)|2dz −
∫

Ω
zyn(x)zy(x)dx

]
→ 0,

pois ∆vµ : Br(0)→ R é contínua.

Finalmente, para todo y ∈ Ω−r

(β ◦ γµ)(y) =

∫
Ω

∣∣∣∣∆( wy
|wy|2∗

)∣∣∣∣2 xdx∫
Ω

∣∣∣∣∆( wy
|wy|2∗

)∣∣∣∣2 dx
=

∫
Ω
|∆wy|2xdx∫

Ω
|∆wy|2dx

=

∫
Br(y)

|∆vµ(x− y)|2xdx∫
Br(y)

|∆vµ(x− y)|2dx

=

∫
Br(0)

|∆vµ(z)|2(z + y)dz∫
Br(0)

|∆vµ(z)|2dz
=

∫
Br(0)

|∆vµ(z)|2zdz∫
Br(0)

|∆vµ(z)|2dz
+

y

∫
Br(0)

|∆vµ(z)|2dz∫
Br(0)

|∆vµ(z)|2dz

= y,

pois ∆vµ é radialmente simétrica.
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Lema 1.17. Se N ≥ 8 e 0 < µ < µ, onde µ é dado pelo Lema 1.14, então cat
I
m(µ,r)
µ

(I
m(µ,r)
µ ) ≥

catΩ(Ω).

Demonstração. Se cat
I
m(µ,r)
µ

(I
m(µ,r)
µ ) = ∞, então nada a fazer. Se cat

I
m(µ,r)
µ

(I
m(µ,r)
µ ) = n,

então

Im(µ,r)
µ = A1 ∪A2 ∪ ... ∪An,

onde Aj é fechado e contrátil em I
m(µ,r)
µ , para todo j = 1, . . . , n. Para cada j = 1, . . . , n,

sejam hj : [0, 1]×Aj → I
m(µ,r)
µ aplicação contínua tal e wj ∈ Im(µ,r)

µ tais que

hj(0, u) = u, hj(1, u) = wj , ∀u ∈ Aj . (1.42)

Considere Bj = γ−1
µ (Aj), onde γµ é dada por (1.40). Os conjuntos Bj são fechados e

Ω−r = B1 ∪B2 ∪ ... ∪Bn. De�na, para 0 < µ < µ, a deformação

gj : [0, 1]×Bj −→ Ω+
r

(t, y) 7−→ gj(t, y) = β(hj(t, γµ(y))).

Pelo Lema 1.14, a deformação gj está bem de�nida, e de (1.41) e (1.42)

gj(0, y) = β(hj(0, γµ(y))) = β(γµ(y)) = y, ∀ y ∈ Bj ,

gj(1, y) = β(hj(1, γµ(y))) = β(wj), ∀ y ∈ Bj .
Portanto, os conjuntos Bj são contráteis em Ω+

r , donde

catΩ(Ω) = catΩ+
r

(Ω−r ) ≤ n = cat
I
m(µ,r)
µ

(Im(µ,r)
µ ).

Conclusão da prova do Teorema 1.1

Dos Lemas 1.7 e 1.10, para c ≤ m(µ,Ω) < m(µ, r) < S, Iµ|V satisfaz a condição (PS)c. Pelo

Teorema 1.8, com d = m(µ, r), segue que Im(µ,r)
µ possui, no mínimo, cat

I
m(µ,r)
µ

(I
m(µ,r)
µ ) pontos

críticos de Iµ|V . Então, pelo Lema 1.17, para 0 < µ < µ, segue que Iµ|V possui, pelo menos,

n = catΩ(Ω) diferentes pontos críticos, digamos v1, ..., vn ∈ V .
Para cada j = 1, ..., n, existe λj ∈ R tal que vj satisfaz{

∆2vj = µ(v+
j ) + λj(v

+
j )2∗−1 em Ω,

vj ,∆vj = 0 sobre ∂Ω.

Como vj ∈ V temos vj 6= 0, e

λj = λj

∫
Ω

(v+
j )2∗dx = Iµ(vj) =

∫
Ω

[|∆vj |2 − µ(v+
j )2]dx > 0.

Portanto, para cada j = 1, . . . , n, segue que uj := λ
1/(2∗−2)
j vj é uma solução não-trivial de{

∆2u = µu+ + (u+)2∗−1 em Ω,

u,∆u = 0 sobre ∂Ω,
(1.43)

ou seja, uj é um ponto crítico de I. Como vj 6= vi se j 6= i, segue que uj 6= ui se j 6= i. Por

�m, aplicamos o Lema 1.3 para �nalizar essa demonstração.
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1.4 Prova do Lema 1.4

Demonstração.

Caso particular: u = 0. Provaremos (1.17) e (1.18), e que λ e ν são concentradas em um

único ponto em comum.

Para cada h ∈ C∞c (RN ), obtemos de (1.4) que(∫
RN
|hun|2∗dx

)2/2∗

≤ S−1

∫
RN
|∆(hun)|2dx. (1.44)

Usando (1.14) e (1.15) temos

(∫
RN
|h|2∗ |un|2∗dx

)2/2∗

→
(∫

RN
|h|2∗dν

)2/2∗

(1.45)

e ∫
RN
|h|2|∆un|2dx→

∫
RN
|h|2dλ. (1.46)

Note que

∆(hun)− h∆un = un∆h+ 2∇h.∇un. (1.47)

Temos

|un∆h|22 =

∫
BR(0)

|∆h|2|un|2dx ≤ C
∫
BR(0)

|un|2dx,

onde R > 0 é tal que supp(h) ⊂ BR(0) e C = max
BR(0)

|∆h|2. Então

|un∆h|22 → 0, (1.48)

pois un → 0 em L2
loc

(RN ). Temos também

|∇h.∇un|22 ≤
∫
BR(0)

|∇h|2|∇un|2dx ≤ C
∫
BR(0)

|∇un|2dx,

onde C = max
BR(0)

|∇h|2, e consequentemente

|∇h.∇un|22 → 0, (1.49)

pois ∇un → 0 em [L2
loc

(RN )]N . De (1.47)-(1.49) segue que

||∆(hun)|2 − |h∆un|2| ≤ |∆(hun)− h∆un|2 = |un∆h+ 2∇h.∇un|2
≤ |un∆h|2 + 2|∇h.∇un|2 → 0,

isto é,

lim
n→∞

∫
RN
|∆(hun)|2dx = lim

n→∞

∫
RN
|h∆un|2dx =

∫
RN
|h|2dλ.
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Portanto, de (1.44)-(1.45) obtemos(∫
RN
|h|2∗dν

)2/2∗

≤ S−1

∫
RN
|h|2dλ. (1.50)

Tomando agora uma sequência (hn) ⊂ C∞c (RN ) tal que

hn ≡ 1 em Bn(0), supp(hn) ⊂ Bn+1(0), 0 ≤ hn ≤ 1,

segue do teorema da convergência dominada que

lim
n→∞

∫
RN
|hn|2∗dν =

∫
RN

1dν = ‖ν‖ e lim
n→∞

∫
RN
|hn|2dλ =

∫
RN

1dλ = ‖λ‖.

Assim, obtemos (1.17) usando (hn) em (1.50) e fazendo n→∞.

Agora procederemos para provar (1.18). Fixe R > 0 e seja ψR ∈ C∞(RN ) tal que

ψR(x) = 1 para |x| ≥ R+ 1, ψR(x) = 0 para |x| ≤ R e 0 ≤ ψR ≤ 1 em RN . Da desigualdade

de Sobolev,

lim
n→∞

(∫
RN
|ψRun|2∗dx

)2/2∗

≤ S−1 lim
n→∞

∫
RN
|∆(ψRun)|2dx. (1.51)

Temos

0 ≤
∫
RN
|un∆ψR|2dx ≤

∫
|x|≤R+1

|∆ψR|2|un|2dx ≤ CR
∫
|x|≤R+1

|un|2dx,

onde CR = max
BR+1(0)

|∆ψR|2, e

0 ≤
∫
RN
|∇ψR.∇un|2dx ≤

∫
|x|≤R+1

|∇ψR|2|∇un|2dx ≤ DR

∫
|x|≤R+1

|∇un|2dx,

onde DR = max
BR+1(0)

|∇ψR|2. Dessa maneira

||∆(ψRun)|2 − |ψR∆un|2| ≤ |unψR|2 + |2∇ψR.∇un|2 → 0,

pois un,∇un → 0 em L2
loc

(RN ), [L2
loc

(RN )]N , respectivamente. De (1.51) concluímos que

lim
n→∞

(∫
RN

ψ2∗
R |un|2∗dx

)2/2∗

≤ S−1 lim
n→∞

∫
RN

ψ2
R|∆un|2dx. (1.52)

Por outro lado, temos∫
RN
|∆un|2ψ2

Rdx =

∫
|x|≥R

|∆un|2ψ2
Rdx ≤

∫
|x|≥R

|∆un|2dx

e ∫
|x|≥R+1

|un|2∗dx =

∫
|x|≥R+1

|un|2∗ψ2∗
R dx ≤

∫
RN
|un|2∗ψ2∗

R dx

e de (1.52) segue que

ν2/2∗
∞ = lim

R→∞
lim
n→∞

(∫
|x|≥R+1

|un|2∗dx
)2/2∗

≤ S−1 lim
R→∞

lim
n→∞

(∫
|x|≥R

|∆un|2dx
)

= S−1λ∞,
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o que prova (1.18).

Suponha agora que ‖ν‖2/2∗ = S−1‖µ‖. Mostraremos que λ e ν são concentradas em um

único ponto em comum. Dada h ∈ C∞c (RN ) temos, de (1.50),(∫
RN
|h|2∗dν

)1/2∗

≤ S− 1
2

(∫
RN
|h|2dλ

)1/2

, (1.53)

e da desigualdade de Hölder obtemos∫
RN
|h|2∗dν ≤ S−2∗/2‖λ‖4/(N−4)

∫
RN
|h|2∗dλ, ∀h ∈ C∞c (RN ), (1.54)

o que implica

ν(Ω) ≤ S−2∗/2‖λ‖4/(N−4)λ(Ω), ∀Ω ⊂ RN mensurável.

Provaremos agora que ν(Ω) = S−2∗/2‖λ‖4/(N−4)λ(Ω), para todo Ω ⊂ RN mensurável.

Suponha que existe Ω0 ⊂ RN tal que ν(Ω0) < S−2∗/2‖λ‖4/(N−4)λ(Ω0). Por hipótese,

‖ν‖2/2∗ = S−1‖λ‖, o que implica

ν(RN ) = S−2∗/2‖λ‖4/(N−4)λ(RN ). (1.55)

Note então que

ν(RN ) = ν(Ω0) + ν(RN\Ω0) < S−2∗/2‖λ‖4/(N−4)λ(Ω0) + S−2∗/2‖λ‖4/(N−4)λ(RN\Ω0)

= S−2∗/2‖λ‖4/(N−4)[λ(Ω0) + λ(RN\Ω0)] = S−2∗/2‖λ‖4/(N−4)λ(RN ),

contradizendo (1.55). Segue de (1.53), ν(Ω) = S−2∗/2‖λ‖4/(N−4)λ(Ω) e ‖ν‖2/2∗ = S−1‖λ‖
que (∫

RN
|h|2∗dν

)1/2∗

‖ν‖2/N ≤
(∫

RN
|h|2dν

)1/2

, ∀h ∈ C∞c (RN ).

Logo, para cada conjunto aberto Ω ⊂ RN ,

ν(Ω)1/2∗ν(RN )2/N ≤ ν(Ω)1/2.

Como 1
2 − 1

2∗
= 2

N , temos

ν(Ω) = 0 ou ν(Ω) ≥ ν(RN ), para todo conjunto aberto Ω ⊂ RN .

Portanto, ν é concentrada em único ponto, que é o mesmo ponto em que λ está concentrada,

pois ν = S−2∗/2‖λ‖4/(N−4)λ.

Caso geral: u não é necessariamente nula e provaremos (1.17)-(1.20).

Escreva vn := un−u. Logo, vn ⇀ 0 em D2,2(RN ), |∆vn|2 ∗⇀ λ e |vn|2∗ ∗⇀ ν no sentido das

medidas em RN , e vn → 0 q.t.p. em RN , e dessa maneira, do caso estudado anteriormente,

(1.17) é válido.
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Temos∫
|x|≥R

|∆un|2dx =

∫
|x|≥R

|∆vn + ∆u|2dx

=

∫
|x|≥R

|∆vn|2dx+ 2

∫
|x|≥R

∆vn∆udx+

∫
|x|≥R

|∆u|2dx,

o que implica

lim
n→∞

∫
|x|≥R

|∆un|2dx = lim
n→∞

∫
|x|≥R

|∆vn|2dx+ 2 lim
n→∞

∫
|x|≥R

∆vn∆udx+

∫
|x|≥R

|∆u|2dx

e, como vn ⇀ 0 em D2,2(RN ), concluímos que

lim
n→∞

∫
|x|≥R

|∆un|2dx = lim
n→∞

∫
|x|≥R

|∆vn|2dx+

∫
|x|≥R

|∆u|2dx. (1.56)

Logo, (1.56) implica que

λ∞ = lim
R→∞

lim
n→∞

∫
|x|≥R

|∆un|2dx = lim
R→∞

lim
n→∞

∫
|x|≥R

|∆vn|2dx.

Pelo lema de Brezis-Lieb [11],∫
|x|≥R

|u|2∗dx = lim
n→∞

(∫
|x|≥R

|un|2∗dx−
∫
|x|≥R

|vn|2∗dx
)
,

e então

ν∞ = lim
R→∞

lim
n→∞

∫
|x|≥R

|un|2∗dx = lim
R→∞

lim
n→∞

∫
|x|≥R

|vn|2∗dx.

Do caso particular estudado anteriormente, segue (1.18).

Agora procederemos para provar (1.19). Primeiramente, a�rmamos que

|∆un|2 ∗⇀ λ+ |∆u|2. (1.57)

De fato, da identidade |∆un|2 = |∆vn + ∆u|2 = |∆vn|2 + 2∆vn∆u+ |∆u|2, temos∫
RN

ϕ|∆un|2dx =

∫
RN

ϕ|∆vn|2dx+ 2

∫
RN

∆vn∆uϕdx+

∫
RN

ϕ|∆u|2dx, ∀ ϕ ∈ C0(RN ).

Como vn ⇀ 0 em D2,2(RN ) e |∆vn|2 ∗⇀ λ, obtemos

lim
n→∞

∫
RN

ϕ|∆un|2dx =

∫
RN

ϕdλ+

∫
RN

ϕ|∆u|2dx, ∀ϕ ∈ C0(RN ),

que é precisamente (1.57).

Fixe R > 0 e seja ψR ∈ C∞(RN ) tal que ψR(x) = 1 para |x| ≥ R + 1, ψR(x) = 0 para

|x| ≤ R e 0 ≤ ψR ≤ 1 em RN . De (1.57) temos

lim
n→∞

∫
RN
|∆un|2dx = lim

n→∞

∫
RN

ψR|∆un|2dx+

∫
RN

(1− ψR)dλ+

∫
RN

(1− ψR)|∆u|2dx.
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Tomando agora R→∞, segue do teorema da convergência dominada que

lim
R→∞

lim
n→∞

∫
RN
|∆un|2dx = λ∞ +

∫
RN

1dλ+

∫
RN
|∆u|2dx

e dessa maneira

lim
n→∞

|∆un|22 = |∆u|22 + ‖λ‖+ λ∞.

Para provar (1.20), primeiramente observe que

|un|2∗ ∗⇀ ν + |u|2∗ . (1.58)

De fato, para todo f ∈ C0(RN ) temos, do lema de Brezis-Lieb [11] aplicado a f+ e f−,∫
RN

f |u|2∗dx = lim
n→∞

(∫
RN

f |un|2∗dx−
∫
RN

f |vn|2∗dx
)
,

de onde (1.58) segue, pois |vn|2∗ ∗⇀ ν.

Fixe R > 0 e seja ψR ∈ C∞(RN ) tal que ψR(x) = 1 para |x| ≥ R + 1, ψR(x) = 0 para

|x| ≤ R e 0 ≤ ψR ≤ 1 em RN . Então,

lim
n→∞

∫
RN
|un|2∗dx = lim

n→∞

∫
RN

ψR|un|2∗dx+

∫
RN

(1− ψR)dν +

∫
RN

(1− ψR)|u|2∗dx.

Tomando R→∞, segue do teorema da convergência dominada que

lim
R→∞

lim
n→∞

∫
RN
|un|2∗dx = ν∞ +

∫
RN

1dν +

∫
RN
|u|2∗dx

e assim

lim
n→∞

|un|2∗2∗ = |u|2∗2∗ + ‖ν‖+ ν∞.

1.5 Prova do Lema 1.9

Demonstração. Sem perda de generalidade, suponha 0 ∈ Ω. Seja ξ ∈ C∞c (RN ) uma função tal

que 0 ≤ ξ(x) ≤ 1, para todo x ∈ RN , ξ ≡ 1 em B(0, ρ/2), ξ ≡ 0 em B(0, ρ)c, e B(0, ρ) ⊂⊂ Ω,

ρ > 0. Escreva

Uδ(x) := ξ(x)ψδ(x), x ∈ RN , 0 < δ < ρ,

onde ψδ = S
4−N

8 ϕδ e ϕδ(x) = ϕδ,0(x) é dado por (1.5). Então∫
RN
|∆ψδ|2dx = S e

∫
RN
|ψδ|2∗dx = 1,

e, ver [35, eq. (6.4) and eq. (6.3)] respectivamente, temos

|∆Uδ|22,Ω = S +O(δN−4), (1.59)
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|Uδ|2∗2∗,Ω = 1 +O(δN ). (1.60)

Para obter (1.32), estimaremos |Uδ|22,Ω. Temos

|Uδ|22,Ω =

∫
Ω
|ξ(x)ψδ(x)|2dx =

∫
B(0,ρ)

|ψδ(x)|2dx+

∫
B(0,ρ)

[|ξ(x)|2 − 1]|ψδ(x)|2dx.

Note que∫
B(0,ρ)

||ξ(x)|2 − 1||ψδ(x)|2dx =

∫
B(0,ρ)

||ξ(x)|2 − 1||ψδ(x)|2dx ≤
∫
B(0,ρ)\B(0,ρ/2)

|ψδ(x)|2dx

=

∫
B(0,ρ)\B(0,ρ/2)

CδN−4

(δ2 + |x|2)N−4
dx ≤

∫
B(0,ρ)\B(0,ρ/2)

CδN−4

|x|2(N−4)
dx = O(δN−4).

Logo, obtemos ∫
Ω
|Uδ(x)|2dx =

∫
B(0,ρ)

|ψδ(x)|2dx+O(δN−4). (1.61)

Agora, ∫
B(0,ρ)

|ψδ(x)|2dx =

∫
B(0,δ)

|ψδ(x)|2dx+

∫
δ<|x|<ρ

|ψδ(x)|2dx. (1.62)

Note que∫
B(0,δ)

|ψδ(x)|2dx =

∫
B(0,δ)

CδN−4

(δ2 + |x|2)N−4
dx ≥

∫
B(0,δ)

CδN−4

(2δ2)N−4
dx = Cδ4, (1.63)

e ∫
δ<|x|<ρ

|ψδ(x)|2dx =

∫
δ<|x|<ρ

CδN−4

(δ2 + |x|2)N−4
dx ≥

∫
δ<|x|<ρ

CδN−4

(2|x|2)N−4
dx

= CδN−4

∫
δ<|x|<ρ

1

|x|2(N−4)
dx = CδN−4

∫ ρ

δ

∫
Sr

1

r2(N−4)
dSdr,

o que implica

∫
δ<|x|<ρ

|ψδ(x)|2dx ≥ CδN−4

 log r
∣∣∣ρ
δ
, se N = 8,

− 1
N−8

1

rN−8

∣∣∣ρ
δ
, se N > 8.

(1.64)

Finalmente, combinando (1.61), (1.62), (1.63) e (1.64), concluímos que

|Uδ|22,Ω ≥
{
Cδ4| log δ|+O(δ4), se N = 8,

Cδ4 +O(δN−4), se N > 8.
(1.65)

Assim, de (1.59), (1.60) e (1.65), existe uma constante C = C(N) > 0 tal que

|∆Uδ|22 − µ|Uδ|22
|Uδ|22∗

≤
{
S − µCδ4| log δ|+O(δ4), N = 8

S − µCδ4 +O(δN−4), N > 8

}
< S,

para N ≥ 8 e δ > 0 su�cientemente pequeno.



Capítulo

2

Existência e multiplicidade de

soluções para o problema (P2)

Neste capítulo estudamos a existência de múltiplas soluções clássicas para o problema de

quarta-ordem 
∆2u = µus + u2∗−1 em Ω,

u,−∆u > 0 em Ω,

u,∆u = 0 sobre ∂Ω,

(P2)

onde Ω é um domínio limitado suave em RN , N ≥ 5, µ > 0, 2 ≤ s+1 < 2∗, e 2∗ = 2N/(N−4)

é o expoente crítico da imersão de E(Ω) := H2(Ω)∩H1
0 (Ω) em L2∗(Ω). Neste capítulo, µ1(Ω)

denota o primeiro autovalor do problema (1.1).

Teorema 2.1. Sejam Ω ⊂ RN um domínio limitado suave em RN , N ≥ 5, e µ > 0. No caso

s = 1 suponha 0 < µ < µ1(Ω). Se N ≥ 8 e 2 ≤ s+1 < 2∗, ou N = 5, 6, 7 e 2∗−2 < s+1 < 2∗,

então (P2) possui uma solução clássica.

Teorema 2.2. Seja Ω ⊂ RN um domínio limitado suave em RN , N ≥ 5. Suponha

2 ≤ s + 1 < 2∗ se N ≥ 8 e 2∗ − 2 < s + 1 < 2∗ para as dimensões críticas N = 5, 6, 7.

Então existe µ > 0 tal que, para cada 0 < µ < µ, o problema (P2) possui, pelo menos,

catΩ(Ω) soluções clássicas.

33
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2.1 Preliminares e prova do Teorema 2.1

Primeiramente, enfatizamos que grande parte dos nossos resultados preliminares são

válidos para domínios suaves limitados Ω ⊂ RN com N ≥ 5. Esta é nossa hipótese geral.

Destacaremos nesse capítulo onde as condições N ≥ 5 ou N ≥ 8 são su�cientes.

Considere o espaço E(Ω) := H2(Ω)∩H1
0 (Ω), dotado com a norma ‖u‖ := |∆u|2, induzida

pelo produto interno

〈u, v〉 =

∫
Ω

∆u∆vdx, u, v ∈ E(Ω).

Considere a constante de Sobolev da imersão E(Ω) ↪→ L2∗(Ω), dada por (1.4),

S = inf

{∫
RN
|∆u|2dx; u ∈ D2,2(RN ),

∫
RN
|u|2∗dx = 1

}
,

que é atingido precisamente pelas funções S
4−N

8 ϕδ,a, com

ϕδ,a(x) =
[(N − 4)(N − 2)N(N + 2)]

N−4
8 δ

N−4
2

(δ2 + |x− a|2)
N−4

2

=
CNδ

N−4
2

(δ2 + |x− a|2)
N−4

2

, (2.1)

para a ∈ RN e δ > 0 [21, Lemma 1].

Para estudar a existência de soluções para o problema (P2), consideramos o funcional

Iµ(u) :=
1

2

∫
Ω
|∆u|2dx− µ

s+ 1

∫
Ω

(u+)s+1dx− 1

2∗

∫
Ω

(u+)2∗dx, u ∈ E(Ω), (2.2)

e a variedade de Nehari associada ao funcional Iµ, dada por

Nµ := {u ∈ E(Ω)\{0}; I ′µ(u)u = 0}. (2.3)

De�nição 2.3. Sejam Ω ⊂ RN , N ≥ 5 um domínio suave limitado, 2 ≤ s+ 1 < 2∗ e µ > 0.

Dizemos que u ∈ E(Ω) é uma solução fraca de (P2) se u é um ponto crítico de Iµ, isto é, u

satisfaz ∫
Ω

∆u∆vdx = µ

∫
Ω

(u+)svdx+

∫
Ω

(u+)2∗−1vdx, ∀v ∈ E(Ω).

Lema 2.4. Sejam Ω ⊂ RN , N ≥ 5, um domínio suave e limitado, 2 ≤ s + 1 < 2∗ e µ > 0.

Então as soluções clássicas C4(Ω) de (P2) são precisamente os pontos críticos do funcional Iµ

de�nido em (2.2).

Demonstração. A equivalência entre os pontos críticos não triviais de Iµ e as soluções clássicas

de (P2) seguem de [46, Appendix B], [2, Theorem 12.7] e [22, Theorems 2.19 e 2.20]. O

princípio do máximo forte para operadores elípticos de segunda ordem é aplicado, como em

[14, p. 375], para reescrever (P2) como{
−∆u = v, −∆v = µ(u+)s + (u+)2∗−1 em Ω,

u, v = 0 sobre ∂Ω, u 6= 0 em Ω,

e então provar que todo ponto crítico não trivial de Iµ satisfaz u,−∆u > 0 em Ω.
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Lema 2.5. Seja Ω ⊂ RN , N ≥ 5, um domínio suave e limitado. No caso 2 < s + 1 < 2∗

consideramos µ > 0 e, no caso s = 1, consideramos 0 < µ < µ1(Ω). Então o funcional Iµ

satisfaz a geometria do passo da montanha em torno do seu mínimo local em zero, com o

associado nível do passo da montanha

cµ = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Iµ(γ(t)),

onde

Γ = {γ ∈ C([0, 1], E(Ω)); γ(0) = 0, Iµ(γ(1)) < 0}.

Mais ainda,

cµ = c̃µ = ĉµ, (2.4)

onde

c̃µ = inf
u∈E(Ω)\{0}

max
t≥0

Iµ(tu) e ĉµ = inf
u∈Nµ

Iµ(u), (2.5)

onde Nµ é dada por (2.3).

Demonstração. A prova de que Iµ satisfaz a geometria do passo da montanha é feita usando

argumentos padrões e será aqui omitida. Argumentando como [40, Proposition 3.11] prova-se

a igualdade (2.4).

Lema 2.6. Seja Ω ⊂ RN , N ≥ 5, um domínio suave e limitado. No caso 2 < s + 1 < 2∗

consideramos µ > 0 e, no caso s = 1, consideramos 0 < µ < µ1(Ω). Então Iµ satisfaz a

condição (PS)c para todo c < 2
N S

N/4. Mais ainda, se N ≥ 8 e 2 ≤ s+ 1 < 2∗, ou N = 5, 6, 7

e 2∗ − 2 < s+ 1 < 2∗, então cµ ∈
(
0, 2

N S
N/4
)
.

Demonstração. A demonstração da primeira parte do lema segue de maneira análoga a do

Lema 1.6. Para a segunda parte, ver Seção 2.5.

Destacamos que o próximo resultado é uma consequência direta do Lema 2.6 e do teorema

clássico do passo da montanha [6]. Para um resultado para pertubações sublineares, isto é,

para o caso 1 < s+ 1 < 2, mencionamos [8, Theorem 7.1].

Proposição 2.7. Sejam Ω ⊂ RN , N ≥ 5, um domínio limitado suave e µ > 0. No caso s = 1,

assumimos 0 < µ < µ1(Ω). Se N ≥ 8 e 2 ≤ s+ 1 < 2∗, ou N = 5, 6, 7 e 2∗ − 2 < s+ 1 < 2∗,

então o nível do passo da montanha cµ é um valor crítico de Iµ, isto é, existe uµ ∈ E(Ω) tal

que

Iµ(uµ) = cµ, I
′
µ(uµ) = 0.

A seguir apresentamos um resultado sobre a monotonicidade de cµ(Ω) com respeito a Ω.

Lema 2.8. Sejam N ≥ 5, µ > 0 para 2 < s + 1 < 2∗ e 0 < µ < µ1(Ω) para s = 1. Se Ω1 e

Ω2 são domínios regulares limitados em RN tais que Ω1 ⊂ Ω2 e µ > 0, então cµ,Ω1 ≥ cµ,Ω2.

Mais ainda, se Ω1 ⊂⊂ Ω2 e se assumimos as hipóteses extras

N ≥ 8 e 2 ≤ s+ 1 < 2∗; ou N = 5, 6, 7 e 2∗ − 2 < s+ 1 < 2∗,
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então temos a desigualdade estrita cµ,Ω1 > cµ,Ω2. Aqui, cµ(Ω) é como de�nido em (2.4) e

adicionamos o subíndice Ω para enfatizar sua dependência no domínio considerado.

Demonstração. Primeiramente, observe que o conjunto

ΓΩ = {γ ∈ C([0, 1], E(Ω)); γ(0) = 0, Iµ(γ(1)) < 0}

usado para de�nir cµ,Ω pode ser substituído pelo seu subconjunto

ΓΩ = {γ ∈ C([0, 1], E(Ω)); γ(0) = 0, Iµ(γ(1)) < 0, −∆(γ(t))(x) ≥ 0 ∀ t ∈ [0, 1], q.t.p. x ∈ Ω},

e note que, pelo princípio do máximo, se γ ∈ ΓΩ então γ(t)(x),−∆(γ(t))(x) ≥ 0 para todo

t ∈ [0, 1] e q.t.p. x ∈ Ω. De fato, dado γ ∈ ΓΩ, seja para cada t ∈ [0, 1] o elemento γ(t) ∈ E(Ω)

de�nido pelas soluções de {
−∆(γ(t)) = |∆(γ(t))| em Ω,

γ(t) = ∆(γ(t)) = 0 sobre ∂Ω.

Então γ ∈ ΓΩ e Iµ(γ(t)) ≤ Iµ(γ(t)) pois, pelo princípio do máximo, γ(t)(x) ≥ |γ(t)(x)| para
todo t ∈ [0, 1], q.t.p. x ∈ Ω.

Dada uma função u de�nida em Ω1, denotamos por ũ a função de�nida em Ω2 por

ũ(x) = u(x) se x ∈ Ω1 e ũ(x) = 0 se x ∈ Ω2\Ω1.

Agora, dada γ ∈ ΓΩ1 de�nimos γ̂ ∈ ΓΩ2 escrevendo, para cada t ∈ [0, 1], a solução de{
−∆(γ̂(t)) = −̃∆γ(t) em Ω2,

γ̂(t) = 0 sobre ∂Ω2.

Então, pelo princípio do máximo, segue que γ̂(t)(x) ≥ γ̃(t)(x) para todo t ∈ [0, 1] e q.t.p.

x ∈ Ω2. Portanto

cµ,Ω1 = inf
γ∈ΓΩ1

max
t∈[0,1]

1

2

∫
Ω1

|∆γ(t)|2dx− µ

s+ 1

∫
Ω1

(γ(t))s+1dx− 1

2∗

∫
Ω1

(γ(t))2∗dx

≥ inf
γ∈ΓΩ1

max
t∈[0,1]

1

2

∫
Ω2

|∆γ̂(t)|2dx− µ

s+ 1

∫
Ω2

(γ̂(t))s+1dx− 1

2∗

∫
Ω2

(γ̂(t))2∗dx

≥ inf
γ̂∈ΓΩ2

max
t∈[0,1]

1

2

∫
Ω2

|∆γ̂(t)|2dx− µ

s+ 1

∫
Ω2

(γ̂(t))s+1dx− 1

2∗

∫
Ω2

(γ̂(t))2∗dx = cµ,Ω2 .

A a�rmação acerca da desigualdade estrita cµ,Ω1 > cµ,Ω2 segue da Proposição 2.7, Lema

2.4, a caracterização (2.5) para o nível do passo da montanha e, argumentamos como

anteriormente, agora usando o princípio do máximo forte.

Denotamos por c0 e N0 o nível do passo da montanha e a variedade de Nehari associados

ao funcional

I0(u) :=
1

2

∫
Ω
|∆u|2dx− 1

2∗

∫
Ω

(u+)2∗dx, u ∈ E(Ω).
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Sem perda de generalidade, suponha 0 ∈ Ω. Seja ξ ∈ C∞c uma função tal que 0 ≤ ξ(x) ≤ 1,

para todo x ∈ RN , ξ ≡ 1 em B(0, ρ/2), ξ ≡ 0 em B(0, ρ)c e B(0, ρ) ⊂⊂ Ω, ρ > 0. Escreva

Uδ(x) = ξ(x)ψδ(x), x ∈ RN , 0 < δ < ρ,

onde ψδ = S
4−N

8 ϕδ e ϕδ(x) = ϕδ,0(x) é dada por (2.1). Temos então,∫
RN
|∆ψδ|2dx = S e

∫
RN
|ψδ|2∗dx = 1,

e, ver [35] eq. (6.4) e eq. (6.3) respectivamente,

|∆Uδ|22,Ω = S +O(δN−4),

|Uδ|2∗2∗,Ω = 1 +O(δN ).

De�nindo

Vδ(x) =
Uδ(x)

|Uδ|2∗
, x ∈ RN , (2.6)

segue que

|∆Vδ|22 = S +O(δN−4). (2.7)

Lema 2.9. Sejam N ≥ 5, µ > 0 para 2 < s + 1 < 2∗ e 0 < µ < µ1(Ω) para s = 1. Então

c0 = 2
N S

N
4 .

Demonstração. Seja Vδ a função de�nida em (2.6). Como |Vδ|2∗ = 1 temos S ≤ |∆Vδ|22 e de

(2.7) temos

|∆Vδ|22 → S, δ → 0.

Escrevendo

g(t) = I0(tVδ) =
t2

2
|∆Vδ|22 −

t2∗

2∗
|Vδ|2∗2∗ =

t2

2
|∆Vδ|22 −

t2∗

2∗
,

note que g atinge seu máximo em tδ = |∆Vδ|
2

2∗−2

2 . Daí,

c0 = inf
u∈E(Ω)\{0}

max
t≥0

I0(tu) ≤ max
t≥0

I0(tVδ) = I0(tδVδ) =
t2δ
2
|∆Vδ|22 −

t2∗δ
2∗

=
2

N
|∆Vδ|

2.2∗
2∗−2

2 ,

ou seja,

c0 ≤
2

N
(|∆Vδ|22)

2∗
2∗−2 → 2

N
S

2∗
2∗−2 =

2

N
S
N
4

e portanto

c0 ≤
2

N
S
N
4 . (2.8)

Por outro lado, seja (un) ⊂ E(Ω) tal que

I0(un)→ c0, I
′
0(un)→ 0.

A sequência (un) é limitada, donde, a menos de subsequência, ‖un‖2 → l > 0. Temos também

I ′0(un)un = ‖un‖2 − |u+
n |2∗2∗ → 0



38 Capítulo 2 � Existência e multiplicidade de soluções para o problema (P2)

e assim |u+
n |2∗2∗ → l. Fazendo vn = un/|un|2∗ , temos |vn|2∗ = 1 e

S ≤ |∆vn|22 =
|∆un|22
|un|22∗

≤ |∆un|
2
2

|u+
n |22∗

=
|∆un|22

(|u+
n |2∗2∗)2/2∗

→ l

l2/2∗
= l4/N ,

o que implica S ≤ l4/N . Note que, de

I0(un) =
1

2
‖un‖2 −

1

2∗
|u+
n |2∗2∗ → c0,

concluímos que l = (N/2)c0; então, S ≤ [(N/2)c0]4/N , ou seja

c0 ≥
2

N
S
N
4 . (2.9)

De (2.8) e (2.9) segue o resultado.

Observação 2.10. Se Θ é um domínio limitado e regular de RN , N ≥ 5, o nível do passo

da montanha referente ao funcional

I0(u) =
1

2

∫
Θ
|∆u|2dx− 1

2∗

∫
Θ

(u+)2∗dx

será (2/N)SN/4, ou seja, o nível do passo da montanha de I0 independe do domínio Θ.

Lema 2.11. Suponha N ≥ 8 e 2 ≤ s + 1 < 2∗, ou N = 5, 6, 7 e 2∗ − 2 < s + 1 < 2∗. Se

µn → 0+ então cµn → c0.

Demonstração. Sabemos que cµn ≤ c0, para todo n ∈ N. Da Proposição 2.7, seja (un) ⊂ E(Ω)

tal que

Iµn(un) = cµn , I
′
µn(un) = 0,

e seja (tn) ⊂ (0,∞) tal que tnun ∈ N0. Para cada n ∈ N temos

c0 = inf
u∈E(Ω)\{0}

max
t≥0

I0(tu) ≤ max
t≥0

I0(tun) = I0(tnun) = Iµn(tnun) +
µnt

s+1
n

s+ 1
|u+
n |s+1
s+1;

como un ∈ Nµn , então

Iµn(tnun) ≤ max
t≥0

Iµn(tun) = Iµn(un) = cµn

e daí

c0 ≤ cµn +
µnt

s+1
n

s+ 1
|u+
n |s+1
s+1. (2.10)

Temos (
1

2
− 1

s+ 1

)
‖un‖2 ≤ Iµ(un)− 1

s+ 1
I ′µ(un)un = cµ ≤ c0,

e (un) é limitada. Mostremos que a sequência (tn) também é limitada. Suponha, por

contradição, que tn → ∞. Como cµn ≤ c0, mostra-se que (un) é limitada em E(Ω). De

tnun ∈ N0 segue que max
t≥0

I0(tun) = I0(tnun), ou seja, d
dtI0(tun)|t=tn = 0, o que implica

‖un‖2 = t2∗−2
n |u+

n |2∗2∗ ,
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donde |u+
n |2∗2∗ → 0. Por interpolação, segue que |u+

n |s+1
s+1 → 0. Como I ′µn(un)un = 0 temos

‖un‖2 = µn|u+
n |s+1
s+1 + |u+

n |2∗2∗ ,

e daí ‖un‖2 → 0, e de

cµn = Iµn(un) =
1

2
‖un‖2 −

µn
s+ 1

|u+
n |s+1
s+1 −

1

2∗
|u+
n |2∗2∗

segue que cµn → 0, um absurdo, pois

lim
n→∞

cµn ≥ cµ1 > 0.

Portanto, (tn) é limitada, e de (2.10) segue que

c0 ≤ lim inf
n→∞

(
cµn +

µnt
s+1
n

s+ 1
|u+
n |s+1
s+1

)
= lim inf

n→∞
cµn ≤ lim sup

n→∞
cµn ≤ c0,

e portanto lim
n→∞

cµn = c0.

Prova do Teorema 2.1. Segue do Lema 2.4 e da Proposição 2.7.

2.2 Um importante resultado de compacidade

Nesta seção enunciaremos e provaremos um resultado de compacidade de extrema

importância para demonstração do Teorema 2.2. Para a sua demonstração, faremos uso do

Lema 1.4. Através do próximo lema poderemos relacionar a categoria do conjunto Ω com a

categoria de um conjunto de nível apropriado do funcional Iµ, a �m de aplicarmos o Teorema

1.8.

Lema 2.12. Seja Ω ⊂ RN um domínio suave limitado com N ≥ 5. Seja (un) ⊂ E(Ω) uma

sequência tal que

|un|2∗ ≥ 1, ‖un‖2 = |∆un|22 = S + on(1).

Para cada n ∈ N, seja wn o potencial Newtoniano de ˜| −∆un|, onde ∼ denota a extensão por

zero fora de Ω. Então, existem uma sequência (yn, αn) ⊂ RN × (0,+∞) e v ∈ D2,2(RN ) tais

que

vn(x) := α
N−4

2
n wn(αnx+ yn)

satisfaz, a menos de subsequência, vn → v em D2,2(RN ), yn → y ∈ Ω e αn → 0.

Demonstração. Lembramos que, se wn é o potencial Newtoniano de ˜| −∆un|, então de [23,

Theorem 9.9] segue que wn ∈ D2,2(RN ) e

−∆wn = ˜| −∆un| q.t.p. em RN . (2.11)

Considere as funções de concentração de Lévy dadas por

Qn(α) = sup
y∈RN

∫
Bα(y)

|wn|2∗dx, α > 0.
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Para cada n ∈ N, lim
α→0+

Qn(α) = 0, pois |wn|2∗ ∈ L1(RN ). Mais ainda, lim
α→∞

Qn(α) ≥ 1,

pois wn ≥ |ũn| em RN . Então, como Qn : (0,∞) → R é contínua, existe αn > 0 tal que

Qn(αn) = 1/2 e existe yn ∈ RN tal que

1

2
= Qn(αn) = sup

y∈RN

∫
Bαn (y)

|wn|2∗dx =

∫
Bαn (yn)

|wn|2∗dx,

já que

lim
|y|→∞

∫
Bαn (y)

|wn|2∗dx = 0.

De�nindo então vn(x) := α
N−4

2
n wn(αnx+ yn) temos

|vn|2∗ = |wn|2∗ ≥ |ũn|2∗ = |un|2∗ ≥ 1,

|∆vn|22 = |∆wn|22 = |∆un|22 = S + on(1),

e ∫
Bαn (yn)

|wn|2∗dx =

∫
B1(0)

|vn|2∗dx =
1

2
= sup

y∈RN

∫
B1(y)

|vn|2∗dx. (2.12)

Como (vn) é limitada em D2,2(RN ), a menos de subsequência segue que

vn ⇀ v em D2,2(RN ),

|∆(vn − v)|2 ∗⇀ λ no sentido das medidas em RN ,

|vn − v|2∗ ∗⇀ ν no sentido das medidas em RN ,

vn → v q.t.p. em RN .

Do Lema 1.4 temos

S = |∆v|22 + ‖λ‖+ λ∞, (2.13)

1 ≤ |v|2∗2∗ + ‖ν‖+ ν∞, (2.14)

e

‖ν‖2/2∗ ≤ 1

S
‖λ‖, ν2/2∗

∞ ≤ 1

S
λ∞, |v|22∗ ≤

1

S
|∆v|22. (2.15)

Segue então que |v|2∗2∗ , ‖ν‖, ν∞ ∈ {0, 1}. De fato, de (2.13) e (2.15),

S = |∆v|22 + ‖λ‖+ λ∞ ≥ S[(|v|2∗2∗)
2/2∗ + ‖ν‖2/2∗ + ν2/2∗

∞ ],

isto é,

(|v|2∗2∗)
2/2∗ + ‖ν‖2/2∗ + ν2/2∗

∞ ≤ 1. (2.16)

Como 2/2∗ < 1, segue de (2.14) e (2.16) que

|v|2∗2∗ , ‖ν‖, ν∞ ∈ {0, 1} e que 1 = |v|2∗2∗ + ‖ν‖+ ν∞. (2.17)



2.2 Um importante resultado de compacidade 41

Passo 1: Provemos que ν∞ = 0.

Pelo lema de Brezis-Lieb [11],∫
B1(0)

|v|2∗dx+

∫
B1(0)

|vn − v|2∗dx =

∫
B1(0)

|vn|2∗dx+ on(1).

Tome ϕ ∈ C∞c (RN ) tal que ϕ(x) = 1 para x ∈ B1(0) e 0 ≤ ϕ ≤ 1 em RN , daí∫
B1(0)

|v|2∗ϕdx+

∫
B1(0)

|vn − v|2∗ϕdx =

∫
B1(0)

|vn|2∗dx+ on(1)

e então, de (2.12),∫
RN
|v|2∗ϕdx+

∫
RN
|vn − v|2∗ϕdx ≥

∫
B1(0)

|v|2∗ϕdx+

∫
B1(0)

|vn − v|2∗ϕdx

=

∫
B1(0)

|vn|2∗ + on(1) =
1

2
+ on(1).

Fazendo n→∞ na última desigualdade obtemos∫
RN
|v|2∗ϕdx+ 〈ν, ϕ〉 ≥ 1

2
.

Dessa maneira, ∫
RN
|v|2∗ϕdx+ ‖ν‖ ≥

∫
RN
|v|2∗ϕdx+ 〈ν, ϕ〉 ≥ 1

2
,

o que implica |v|2∗2∗ + ‖ν‖ ≥ 1/2. Assim, de (2.17), segue que ν∞ = 0.

Passo 2: Provemos que ‖ν‖ = 0 e |v|2∗2∗ = 1.

Por contradição, de (2.17), suponha que v = 0 e ‖ν‖ = 1. Neste caso, de (2.13),

S = ‖λ‖+ λ∞ ≥ ‖λ‖ ⇒ S−1‖λ‖ ≤ 1 = ‖ν‖2/2∗ ,

e de (2.15) temos ‖ν‖2/2∗ = S−1‖λ‖. Então, do Lema 1.4, as medidas λ e ν estão concentradas

em um único ponto z ∈ RN . Considere ϕ,ψ ∈ C∞c (RN ) tais que

ϕ(x) =


1, |x− z| ≤ 1/2,

0, |x− z| ≥ 1,

0 ≤ ϕ(x) ≤ 1,∀x ∈ RN ,

e ψ(x) =


1, |x− z| ≤ 1,

0, |x− z| ≥ 2,

0 ≤ ψ(x) ≤ 1, ∀x ∈ RN .

Obtemos então∫
B1(z)

|vn|2∗dx ≥
∫
B1(z)

|vn|2∗ϕdx =

∫
RN
|vn|2∗ϕdx→ 〈ν, ϕ〉 = ‖ν‖ϕ(z) = ‖ν‖

e ∫
B1(z)

|vn|2∗dx =

∫
B1(z)

|vn|2∗ψdx ≤
∫
RN
|vn|2∗ψdx→ 〈ν, ψ〉 = ‖ν‖ψ(z) = ‖ν‖.

Daí, ∫
B1(z)

|vn|2∗dx→ ‖ν‖ = 1,
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e assim, de (2.12),

1

2
= sup

y∈RN

∫
B1(y)

|vn|2∗dx ≥
∫
B1(z)

|vn|2∗dx→ ‖ν‖ = 1,

um absurdo.

Passo 3: Provemos que vn → v em D2,2(RN ).

Como |v|2∗ = 1, pela de�nição de S, temos S ≤ |∆v|22 e, de (2.13),

S = |∆v|22 + ‖λ‖+ λ∞ ≥ |∆v|22.

Portanto

|v|2∗ = 1 e |∆v|22 = S. (2.18)

Mostramos então que lim
n→∞

|∆vn|22 = S = |∆v|22. Como vn ⇀ v em D2,2(RN ), que é

uniformemente convexo, segue que vn → v em D2,2(RN ).

Passo 4: Provemos que αn → 0 e yn → y ∈ Ω.

De (2.18), e a menos de multiplicação por constantes apropriadas, segue que v é uma

solução não-trivial da equação

∆2v = v2∗−1 em RN . (2.19)

Mostremos agora que αn → 0 e yn → y ∈ Ω. Primeiro provemos que (αn) é limitada.

Suponha, por contradição, que, a menos de subsequência, αn → ∞. Como un,∆un ∈ L2(Ω)

e |Ω| <∞, segue que un,∆un ∈ L1(Ω) e de (2.11) segue então que ∆wn ∈ L1(RN ). Logo,

0 ≤
∫
RN
|∆vn|dx =

∫
RN
|∆(α

N−4
2

n wn(αnx+ yn))|dx = α
N−4

2
n

∫
RN
|∆(wn(αnx+ yn))|dx

= α
N−4

2
n α2

n

∫
RN
|∆wn(αnx+ yn)|dx = α

N−4
2

n α2
nα
−N
n

∫
RN
|∆wn(z)|dz =

1

α
N
2
n

|∆wn|1

≤ K

α
N
2
n

→ 0.

Por outro lado, vn → v em D2,2(RN ) e do lema de Fatou,

0 = lim

∫
RN
|∆vn|dx ≥

∫
RN

lim|∆vn| =
∫
RN
|∆v|dx ≥ 0,

donde ∆v = 0 em RN , um absurdo.

Logo, a menos de subsequência, αn → α0 ≥ 0. Uma vez que (αn) um sequência limitada,

concluímos que (yn) também é limitada. Com efeito, suponha por contradição, que |yn| → ∞.

Sendo Ω limitado, para n su�cientemente grande, temos

αnx+ yn 6∈ Ω, ∀x ∈ Ω,

e então ∆wn(αnx + yn) = 0, ∀x ∈ Ω e n su�cientemente grande. Mas então ∆vn(x) =

α
N/2
n ∆wn(αnx + yn) = 0, para todo x ∈ Ω, e como ∆vn → ∆v q.t.p. em RN , segue que
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∆v(x) = 0, para todo x ∈ Ω, uma contradição, pois v é uma solução não-trivial da equação

(2.19), o que implica que v,−∆v são simultaneamente positivas ou negativas em RN .
Portanto, a menos de subsequência, yn → y ∈ RN e αn → α0 ≥ 0. Suponha agora que

αn → α0 > 0. Então, se Ω− yn := {x− yn;x ∈ Ω},

Ωn :=
Ω− yn
αn

→ Ω− y
α0

= Ω̃ ( RN .

Note que se x 6∈ Ωn então ∆vn(x) = 0. Seja então R > 0 tal que Ωn, Ω̃ ⊂ BR(0), para todo

n. Para x ∈ BR(0)c temos ∆vn(x) = 0 para todo n, donde ∆v(x) = 0, para x ∈ BR(0)c, uma

contradição. Portanto αn → 0.

Finalmente, supondo que y 6∈ Ω, obteríamos, para n su�cientemente grande αnx+yn 6∈ Ω,

para todo x ∈ Ω, e vimos que isso gera uma contradição. Portanto y ∈ Ω e a prova está

concluída.

2.3 Lemas Técnicos

Seja r > 0 su�cientemente pequeno tal que

Ω+
r := {x ∈ RN ; dist(x,Ω) ≤ r}, Ω−r := {x ∈ Ω; dist(x, ∂Ω) ≥ r}

são homotopicamente equivalentes a Ω e tal que Br = Br(0) ⊂ Ω. Considere agora a aplicação

Iµ,r : E(Br)→ R dada por

Iµ,r(u) :=
1

2

∫
Br

|∆u|2dx− µ

s+ 1

∫
Br

(u+)s+1dx− 1

2∗

∫
Br

(u+)2∗dx,

onde E(Br) := H2(Br) ∩H1
0 (Br), e escreva

Nµ,r := {u ∈ E(Br)\{0}; I ′µ,r(u)u = 0}

e

m(µ) := inf
u∈Nµ,r

Iµ,r(u) = inf
u∈E(Br)\{0}

max
t≥0

Iµ,r(tu).

Lema 2.13. Sejam N ≥ 5 e µ > 0. No caso s = 1, assumimos 0 < µ < µ1(Ω). Se N ≥ 8 e

2 ≤ s+ 1 < 2∗, ou N = 5, 6, 7 e 2∗ − 2 < s+ 1 < 2∗, então m(µ) é atingida por uma função

u ∈ E(Br). Mais ainda, quaisquer dessas funções satisfazem u,−∆u > 0 em Br e u,−∆u

são radialmente simétricas.

Demonstração. De acordo com o Lema 2.4 e a Proposição 2.7, seja u ∈ E(Br)\{0} tal que
u,−∆u > 0 e

m(µ) = Iµ,r(u) = max
t≥0

Iµ,r(tu).

Denote por u∗ e (−∆u)∗ as simetrizações de Schwarz de u e −∆u, respectivamente. Se v é a

solução de {
−∆v = (−∆u)∗ em Br,

v = 0 sobre ∂Br,
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então v = v∗. É su�ciente provar que u = v. De [5], ver também [10, Lemma 2.8], temos

v ≥ u∗ e
|v > u∗| = 0⇔ −∆u = (−∆u)∗.

Se |v > u∗| > 0, temos

m(µ) ≤ max
t≥0

Iµ,r(tv) = max
t≥0

{
t2

2

∫
Br

|∆v|2dx− µ

s+ 1
ts+1

∫
Br

vs+1dx− t2∗

2∗

∫
Br

v2∗dx

}
< max

t≥0

{
t2

2

∫
Br

|(−∆u)∗|2dx− µ

s+ 1
ts+1

∫
Br

(u∗)s+1dx− t2∗

2∗

∫
Br

(u∗)2∗dx

}
= max

t≥0

{
t2

2

∫
Br

| −∆u|2dx− µ

s+ 1
ts+1

∫
Br

us+1dx− t2∗

2∗

∫
Br

u2∗dx

}
= max

t≥0
Iµ,r(tu) = m(µ)

um absurdo. Dessa maneira, −∆u = (−∆u)∗ e como u e v são soluções para o problema{
−∆w = (−∆u)∗ em Br,

w = 0 sobre ∂Br,

segue que u = v.

De�na agora a aplicação baricentro β : Nµ → RN por

β(u) =

∫
Ω
|∆u|2xdx∫

Ω
|∆u|2dx

. (2.20)

Também de�nimos o conjunto

Im(µ)
µ := {u ∈ E(Ω); Iµ(u) ≤ m(µ)}.

Observação 2.14. Seja Ω ⊂ RN um domínio suave limitado. Sejam N ≥ 5 e µ > 0 e no

caso s = 1 assumimos 0 < µ < µ1(Ω). Se N ≥ 8 e 2 ≤ s + 1 < 2∗, ou N = 5, 6, 7 e

2∗ − 2 < s+ 1 < 2∗, então do Lema 2.8 temos

Im(µ)
µ ∩Nµ 6= ∅.

Lema 2.15. Seja Ω ⊂ RN um domínio suave limitado. Sejam N ≥ 5 e µ > 0 e no caso s = 1

assumimos 0 < µ < µ1(Ω). Se N ≥ 8 e 2 ≤ s+ 1 < 2∗, ou N = 5, 6, 7 e 2∗ − 2 < s+ 1 < 2∗

então existe µ > 0 tal que, se µ ∈ (0, µ) e u ∈ Nµ com Iµ(u) ≤ m(µ), então β(u) ∈ Ω+
r .

Demonstração. Suponha, por contradição, que existem µn → 0, un ∈ Nµn , Iµn(un) ≤ m(µn)

tais que β(un) 6∈ Ω+
r . Temos

cµn ≤ Iµn(un) =
1

2

∫
Ω
|∆un|2dx−

µn
s+ 1

∫
Ω

(u+
n )s+1dx− 1

2∗

∫
Ω

(u+
n )2∗dx ≤ m(µn)
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e

0 = I ′µn(un)un =

∫
Ω
|∆un|2dx− µn

∫
Ω

(u+
n )s+1dx−

∫
Ω

(u+
n )2∗dx. (2.21)

Então (un) é limitada em E(Ω). Logo

cµn + on(1) ≤ 1

2

∫
Ω
|∆un|2dx−

1

2∗

∫
Ω

(u+
n )2∗dx ≤ m(µn) + on(1) (2.22)

e ∫
Ω
|∆un|2dx−

∫
Ω

(u+
n )2∗dx = on(1). (2.23)

Dos Lemas 2.9 e 2.11 e de (2.22) segue que

2

N
SN/4 ≤ lim

n→∞

(
1

2

∫
Ω
|∆un|2dx−

1

2∗

∫
Ω

(u+
n )2∗dx

)
≤ 2

N
SN/4

e, de (2.23), a menos de subsequência,

lim
n→∞

∫
Ω
|∆un|2dx = lim

n→∞

∫
Ω

(u+
n )2∗dx = l,

e concluímos que l = SN/4. Note que, como un ∈ Nµn , segue de (2.21) que u+
n 6= 0. Se

zn = un/|u+
n |2∗ ∈ E(Ω), então

|zn|2∗ =
|un|2∗
|u+
n |2∗

≥ |un|2∗|un|2∗
= 1,

|∆zn|22 =
|∆un|22
|u+
n |22∗

=
|∆un|22

(|u+
n |2∗2∗)2/2∗

→ SN/4

(SN/4)
N−4
N

= S.

Logo, se wn é o potencial Newtoniano de ˜| −∆zn|, segue do Lema 2.12 que existe (yn, αn) ⊂
RN × (0,∞) tal que a sequência vn(x) = α

N−4
2

n wn(αnx + yn) admite uma subsequência que

converge forte para v em D2,2(RN ), yn → y ∈ Ω e αn → 0. Fixando ϕ ∈ C∞c (RN ) tal que

ϕ(x) = x, para todo x ∈ Ω obtemos

β(un) =

∫
Ω |∆un(z)|2zdz∫
Ω |∆un(z)|2dz =

∫
Ω |∆un(z)|2ϕ(z)dz∫

Ω |∆un(z)|2dz =
|u+
n |22∗

|∆un|22

∫
Ω
|∆zn(z)|2ϕ(z)dz

=
|u+
n |22∗

|∆un|22

∫
RN
|∆wn(z)|2ϕ(z)dz =

|u+
n |22∗

|∆un|22

∫
RN
|∆(α

N−4
2

n wn(αnx+ yn))|2ϕ(αnx+ yn)dx

=
|u+
n |22∗

|∆un|22

∫
RN
|∆vn(x)|2ϕ(αnx+ yn)dx.

Como vn → v em D2,2(RN ), pelo teorema da convergência dominada e (2.18) segue que,

a menos de subsequência,

β(un)→ (SN/4)2/2∗

SN/4
Sy = y ∈ Ω,

o que contradiz a nossa hipótese inicial β(un) 6∈ Ω+
r .
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De agora em diante assumimos todas as hipóteses do Lema 2.15 e seja µ como neste lema.

Para cada 0 < µ < µ de�nimos γµ : Ω−r → I
m(µ)
µ por

γµ(y) : Ω −→ R
x 7−→ γµ(y)(x) = wy(x),

(2.24)

onde wy é solução do problema{
−∆wy = zy em Ω,

wy = 0 sobre ∂Ω,
com zy(x) =

{
−∆vµ(x− y), se x ∈ Br(y),

0, se x ∈ Ω\Br(y),

onde, ver Lema 2.13, vµ é radialmente simétrica com respeito a origem, vµ,−∆vµ > 0 em Br

e

Iµ,r(vµ) = m(µ), I ′µ,r(vµ) = 0.

Observação 2.16. Argumentando como na prova do Lema 2.4, obtemos vµ ∈ C4(Br(0)) .

Argumentando como no Lema 1.16, temos γµ bem de�nida e contínua. Pelo princípio do

máximo forte temos wy(x) > vµ(x− y) > 0, para todo x ∈ Br(y) e y ∈ Ω−r . Então∫
Ω
|∆wy|2dx =

∫
Br(0)

|∆vµ|2dx,
∫

Ω
(w+

y )s+1dx >

∫
Br(0)

(v+
µ )s+1dx

e
∫

Ω
(w+

y )2∗dx >

∫
Br(0)

(v+
µ )2∗dx.

Então, para todo y ∈ Ω−r ,

I ′µ(γµ(y))γµ(y) =

∫
Ω
|∆wy|2dx− µ

∫
Ω

(w+
y )s+1dx−

∫
Ω

(w+
y )2∗dx

<

∫
Br(0)

|∆vµ|2dx− µ
∫
Br(0)

(v+
µ )s+1dx−

∫
Br(0)

(v+
µ )2∗dx = I ′µ,r(vµ)vµ = 0,

ou seja, γµ(y) 6∈ Nµ. Entretanto, para cada y ∈ Ω−r existe um único ty > 0 tal que

tyγµ(y) ∈ Nµ. (2.25)

Observe também que, para todo t > 0,

Iµ(tγµ(y)) =
t2

2

∫
Ω
|∆wy|2dx−

µ

s+ 1
ts+1

∫
Ω

(w+
y )s+1dx− t2∗

2∗

∫
Ω

(w+
y )2∗dx

<
t2

2

∫
Br(0)

|∆vµ|2dx−
µ

s+ 1
ts+1

∫
Br(0)

(v+
µ )s+1 − t2∗

2∗

∫
Br(0)

(v+
µ )2∗dx

= Iµ,r(tvµ) ≤ Iµ,r(vµ) = m(µ),

(2.26)

pois vµ ∈ Nµ,r implica que Iµ,r(vµ) = max
t≥0

Iµ,r(tvµ). De�na então

γµ(y) : Ω−r −→ I
m(µ)
µ ∩Nµ

y 7−→ γµ(y) = tyγµ(y),
(2.27)
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Lema 2.17. Suponha todas as hipóteses do Lema 2.15 e seja µ como neste lema. Então, para

cada 0 < µ < µ, a função γµ é bem de�nida, contínua e satisfaz

(β ◦ γµ)(y) = y, ∀ y ∈ Ω−r . (2.28)

Demonstração. De (2.25) e (2.26), segue que γµ está bem de�nida. A continuidade de γµ
segue da continuidade de γµ e da aplicação

E(Ω)\{0} → (0,∞) : u 7→ t(u)

onde t(u) > 0 é tal que t(u)u ∈ Nµ. Por �m, para todo y ∈ Ω−r

(β ◦ γµ)(y) =

∫
Ω
|∆(tyγµ(y))|2xdx∫

Ω
|∆(tyγµ(y))|2dx

=

t2y

∫
Ω
|∆wy|2xdx

t2y

∫
Ω
|∆wy|2dx

=

∫
Br(y)

|∆vµ(x− y)|2xdx∫
Br(y)

|∆vµ(x− y)|2dx

=

∫
Br(0)

|∆vµ(z)|2(z + y)dz∫
Br(0)

|∆vµ(z)|2dz
=

∫
Br(0)

|∆vµ(z)|2zdz∫
Br(0)

|∆vµ(z)|2dz
+

y

∫
Br(0)

|∆vµ(z)|2dz∫
Br(0)

|∆vµ(z)|2dz

= y,

pois ∆vµ é radialmente simétrica.

2.4 Prova do Teorema 2.2

Os lemas desta seção auxiliarão na demonstração do Teorema 2.2.

Lema 2.18. Seja Ω ⊂ RN , N ≥ 5, um domínio suave e limitado. No caso 2 < s + 1 < 2∗

consideramos µ > 0 e, no caso s = 1, supomos 0 < µ < µ1(Ω). Se uµ é um ponto crítico de

Iµ restrito a Nµ, então u é um ponto crítico de Iµ em E(Ω).

Demonstração. Fazendo

Jµ(u) = I ′µ(u)u = ‖u‖2 − µ|u+|s+1
s+1 − |u+|2∗2∗ , (2.29)

do Teorema dos Multiplicadores de Lagrange existe θ ∈ R tal que

I ′µ(uµ) = θJ ′µ(uµ). (2.30)

Observe que

J ′µ(uµ)uµ = 2‖uµ‖2 − µ(s+ 1)|u+
µ |s+1
s+1 − 2∗|u+

µ |2∗2∗
e como

0 = I ′µ(uµ)uµ = Jµ(uµ) = ‖uµ‖2 − µ|u+
µ |s+1
s+1 − |u+

µ |2∗2∗
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temos

J ′µ(uµ)uµ = 2(µ|u+
µ |s+1
s+1 + |u+

µ |2∗2∗)− µ(s+ 1)|u+
µ |s+1
s+1 − 2∗|u+

µ |2∗2∗
= µ(2− (s+ 1))|u+

µ |s+1
s+1 + (2− 2∗)|u+

µ |2∗2∗ < 0

donde, de

0 = I ′µ(uµ)uµ = θJ ′µ(uµ)(uµ)

segue que θ = 0, ou seja, de (2.30), I ′µ(uµ) = 0 e uµ é ponto crítico de Iµ em E(Ω).

Lema 2.19. Nas hipóteses do Lema 2.18, o funcional Iµ restrito a variedade Nµ satisfaz a

condição (PS)c para c < (2/N)SN/4.

Demonstração. Seja (un) uma sequência (PS)c para Iµ restrita a Nµ, com c < (2/N)SN/4.

Então Iµ(un)→ c e do Teorema dos Multiplicadores de Lagrange existe (θn) ⊂ R tal que

I ′µ(un) = θnJ
′
µ(un) + on(1),

onde Jµ é dada em (2.29). Na demonstração do Lema 2.18 vimos que J ′µ(u)u < 0 para todo

u ∈ Nµ. Como (un) é limitada podemos supor J ′µ(un)un → l ≤ 0. Se J ′µ(un)un → 0, então de

‖un‖2 = µ|u+
n |s+1
s+1 + |u+

n |2∗2∗

segue que

J ′µ(un)un = 2‖un‖2−µ(s+ 1)|u+
n |s+1
s+1− 2∗|u+

n |2∗2∗ = µ(2− (s+ 1))|u+
n |s+1
s+1 + (2− 2∗)|u+

n |2∗2∗ → 0,

o que implica |u+
n |s+1
s+1, |u+

n |2∗2∗ → 0 e consequentemente ‖un‖2 → 0. Por outro lado, das

imersões contínuas,

‖un‖2 = µ|u+
n |s+1
s+1 + |u+

n |2∗2∗ ≤ µC‖un‖
s+1 + C‖un‖2∗

e assim

1 ≤ C(µ‖un‖(s+1)−2 + ‖un‖2∗−2)→ 0,

um absurdo. Logo, l < 0 e assim de

0 = I ′µ(un)un = θnJ
′
µ(un)un + on(1)

segue que θn → 0 e consequentemente

Iµ(un)→ c <
2

N
SN/4, I ′µ(un)→ 0,

e a conclusão segue da primeira parte do Lema 2.6.

O próximo lema estabelece a relação entre catΩ(Ω) e a categoria de um conjunto de nível

apropriado, a �m de aplicarmos o resultado clássico da teoria de Lusternik-Schnirelman.
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Lema 2.20. Suponha todas as hipóteses do Lema 2.15 e seja µ como naquele lema. Então,

para cada µ ∈ (0, µ), temos

cat
I
m(µ)
Nµ

(I
m(µ)
Nµ ) ≥ catΩ(Ω),

onde

I
m(µ)
Nµ := {u ∈ Nµ; Iµ(u) ≤ m(µ)}.

Demonstração. Primeiramente, do Lema 2.14, segue que Im(µ)
Nµ 6= ∅.

Se cat
I
m(µ)
Nµ

(I
m(µ)
Nµ ) =∞, nada a demonstrar. Se cat

I
m(µ)
Nµ

(I
m(µ)
Nµ ) = n, então

I
m(µ)
Nµ = A1 ∪A2 ∪ ... ∪An,

onde Aj é fechado e contrátil em I
m(µ)
Nµ , para todo j = 1, ..., n, ou seja, existem hj : [0, 1]×Aj →

I
m(µ)
Nµ contínuas tais que

hj(0, u) = u, hj(1, u) = wj , ∀u ∈ Aj , (2.31)

onde wj ∈ Im(µ)
Nµ é �xo, para cada j = 1, ..., n. Considere Bj = γ−1

µ (Aj), onde γµ é dada por

(2.27). Os conjuntos Bj são fechados e Ω−r = B1 ∪ B2 ∪ ... ∪ Bn. De�na, para 0 < µ < µ, a

deformação

gj : [0, 1]×Bj −→ Ω+
r

(t, y) 7−→ gj(t, y) = β(hj(t, γµ(y))),

onde β é dada por (2.20). Do Lema 2.15, a deformação gj está bem de�nida e de (2.28) e

(2.31)

gj(0, y) = β(hj(0, γµ(y))) = β(γµ(y)) = y, ∀ y ∈ Bj ,
gj(1, y) = β(hj(1, γµ(y))) = β(wj), ∀ y ∈ Bj .

Portanto, os conjuntos Bj são contráteis em Ω+
r , e então

catΩ(Ω) = catΩ+
r

(Ω−r ) ≤ n = cat
I
m(µ)
Nµ

(I
m(µ)
Nµ ).

Conclusão da prova do Teorema 2.2

Denote por INµ a restrição de Iµ a Nµ. Do Lema 2.6 sabemos que

cµ,m(µ) <
2

N
SN/4,

se N ≥ 8 e 2 ≤ s + 1 < 2∗, ou N = 5, 6, 7 e 2∗ − 2 < s + 1 < 2∗. Além disso, do Lema

2.19, INµ satisfaz a condição (PS)c, para todo c ∈ (0, (2/N)SN/4). Da teoria padrão de

categoria de Lusternik-Schnirelman, Teorema 1.8, concluímos que Im(µ)
Nµ contém, pelo menos,

cat
I
m(µ)
Nµ

(I
m(µ)
Nµ ) pontos críticos de INµ , ou seja, do Lema 2.20, Im(µ)

Nµ contém, pelo menos,

catΩ(Ω) pontos críticos de INµ . Agora, do Lema 2.18, concluímos en�m que Iµ contém, pelo

menos, catΩ(Ω) pontos críticos e resultado segue portanto do Lema 2.4.
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2.5 Prova do Lema 2.6 completa

Demonstração. Mostremos que, considerando µ > 0 se 2 < s + 1 < 2∗ e 0 < µ < µ1(Ω) se

s = 1, se N ≥ 8 e 2 ≤ s+ 1 < 2∗ ou 5 ≤ N ≤ 7 e 2∗ − 2 ≤ s+ 1 < 2∗, então o nível do passo

da montanha cµ pertence ao intervalo (0, (2/N)SN/4). Sem perda de generalidade, suponha

0 ∈ Ω. Seja ξ ∈ C∞c (RN ) uma função tal que 0 ≤ ξ(x) ≤ 1, para todo x ∈ RN , ξ ≡ 1 em

B(0, ρ/2), ξ ≡ 0 em B(0, ρ)c e B(0, ρ) ⊂⊂ Ω, ρ > 0. Escreva

Uδ(x) := ξ(x)ψδ(x), x ∈ RN , 0 < δ < ρ/2,

onde ψδ = S
4−N

8 ϕδ e ϕδ(x) = ϕδ,0(x) é dado por (2.1). Então∫
RN
|∆ψδ|2dx = S e

∫
RN
|ψδ|2∗dx = 1,

e, ver [35] eq. (6.4) and eq. (6.3) respectivamente, temos

|∆Uδ|22,Ω = S +O(δN−4), (2.32)

|Uδ|2∗2∗,Ω = 1 +O(δN ). (2.33)

Fazendo

Vδ(x) =
Uδ(x)

|Uδ|2∗
, x ∈ RN , (2.34)

segue que

|∆Vδ|22 = S +O(δN−4). (2.35)

O nosso objetivo é mostrar que para δ su�cientemente pequeno temos

max
t≥0

Iµ(tVδ) <
2

N
SN/4. (2.36)

Para isto, estimaremos |Vδ|s+1
s+1. Observe que∫

Ω
|Uδ|s+1dx =

∫
Ω
|ξ(x)ψδ(x)|s+1dx

=

∫
B(0,ρ/2)

|ψδ(x)|s+1dx+

∫
B(0,ρ)\B(0,ρ/2)

|ξ(x)|s+1|ψδ(x)|s+1dx,

e por sua vez, do teorema da convergência dominada,∫
B(0,ρ)\B(0,ρ/2)

|ξ(x)|s+1|ψδ(x)|s+1dx = Cδ
(N−4)(s+1)

2

∫
B(0,ρ)\B(0,ρ/2)

|ξ(x)|s+1

(δ2 + |x|2)
(N−4)(s+1)

2

dx

= Cδ
(N−4)(s+1)

2

(∫
B(0,ρ)\B(0,ρ/2)

|ξ(x)|s+1

|x|(N−4)(s+1)
dx+ o(1)

)
= Cδ

(N−4)(s+1)
2 + o(δ

(N−4)(s+1)
2 )

e portanto ∫
Ω
|Uδ|s+1dx =

∫
B(0,ρ/2)

|ψδ(x)|s+1dx+ Cδ
(N−4)(s+1)

2 + o(δ
(N−4)(s+1)

2 ). (2.37)

A seguir, consideramos 3 casos distintos:
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Caso 1: s+ 1 < N
N−4 .

Segue, do teorema da convergência dominada, que∫
B(0,ρ/2)

|ψδ(x)|s+1dx = Cδ
(N−4)(s+1)

2

∫
B(0,ρ/2)

1

(δ2 + |x|2)
(N−4)(s+1)

2

dx

= Cδ
(N−4)(s+1)

2

[∫
B(0,ρ/2)

1

|x|(N−4)(s+1)
+ o(1)

]
dx = Cδ

(N−4)(s+1)
2 + o(δ

(N−4)(s+1)
2 ),

e de (2.37) segue então que∫
Ω
|Uδ|s+1dx = Cδ

(N−4)(s+1)
2 + o(δ

(N−4)(s+1)
2 ). (2.38)

Caso 2: s+ 1 > N
N−4 .

Temos∫
B(0,ρ/2)

|ψδ(x)|s+1dx =

∫
B(0,δ)

|ψδ(x)|s+1dx+

∫
δ<|x|<ρ/2

|ψδ(x)|s+1dx; (2.39)

por sua vez,∫
B(0,δ)

|ψδ(x)|s+1dx = Cδ
(N−4)(s+1)

2

∫
B(0,δ)

1

(δ2 + |x|2)
(N−4)(s+1)

2

dx

= Cδ
(N−4)(s+1)

2

∫
B(0,δ)

1

δ(N−4)(s+1)(1 + |xδ |2)
(N−4)(s+1)

2

dx

= CδN−
(N−4)(s+1)

2

∫
B(0,1)

1

(1 + |x|2)
(N−4)(s+1)

2

dx = CδN−
(N−4)(s+1)

2 . (2.40)

Temos também∫
δ<|x|<ρ/2

|ψδ(x)|s+1dx = Cδ
(N−4)(s+1)

2

∫
δ<|x|<ρ/2

1

(δ2 + |x|2)
(N−4)(s+1)

2

dx

= CδN−
(N−4)(s+1)

2

∫
1<|x|<ρ/(2δ)

1

(1 + |x|2)
(N−4)(s+1)

2

dx

= CδN−
(N−4)(s+1)

2

∫
|x|>1

1

(1 + |x|2)
(N−4)(s+1)

2

dx

− CδN−
(N−4)(s+1)

2

∫
|x|>ρ/(2δ)

1

(1 + |x|2)
(N−4)(s+1)

2

dx = CδN−
(N−4)(s+1)

2 + o(δN−
(N−4)(s+1)

2 )

Logo, de (2.37), ∫
Ω
|Uδ|s+1dx = CδN−

(N−4)(s+1)
2 + o(δN−

(N−4)(s+1)
2 ), (2.41)

pois s+ 1 > N/(N − 4).
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Caso 3: s+ 1 = N
N−4 .

É válido (2.39) e (2.40). Temos∫
δ<|x|<ρ/2

|ψδ(x)|s+1dx = CδN/2
∫

1<|x|<ρ/(2δ)

1

(1 + |x|2)N/2
dx

= CδN/2
∫ ρ/(2δ)

1

∫
Sr

1

(1 + r2)N/2
dSdr

= CδN/2
∫ ρ/(2δ)

1

1

r
dr + CδN/2

∫ ρ/(2δ)

1

[
rN−1

(1 + r2)N/2
− 1

r

]
dr

= CδN/2| log δ|+O(δN/2),

e assim, de (2.37), ∫
Ω
|Uδ|s+1dx = CδN/2| log δ|+O(δN/2). (2.42)

Portanto, usando (2.38), (2.41) e (2.42), e a estimativa (2.33), concluímos que

|Vδ|s+1
s+1 =


Cδ

(N−4)(s+1)
2 + o(δ

(N−4)(s+1)
2 ), se s+ 1 < N

N−4 ,

CδN/2| log δ|+O(δN/2), se s+ 1 = N
N−4 ,

CδN−
(N−4)(s+1)

2 + o(δN−
(N−4)(s+1)

2 ), se s+ 1 > N
N−4 .

(2.43)

Note que

Iµ(tVδ) =
t2

2
|∆Vδ|22 −

µ

s+ 1
ts+1|Vδ|s+1

s+1 −
t2∗

2∗
, lim

t→∞
Iµ(tVδ) = −∞,

e então max
t≥0

Iµ(tVδ) é atingido em algum tδ > 0. Dessa maneira,

d

dt
Iµ(tVδ)

∣∣∣∣
t=tδ

= 0⇒ |∆Vδ|22 − µts−1
δ |Vδ|s+1

s+1 − t2∗−2
δ = 0,

ou seja,

|∆Vδ|22 = µts−1
δ |Vδ|s+1

s+1 + t2∗−2
δ ≥ t2∗−2

δ

donde

tδ ≤ |∆Vδ|
2

2∗−2

2 . (2.44)

A última desigualdade implica que

|∆Vδ|22 = t2∗−2
δ + µts−1

δ |Vδ|s+1
s+1 ≤ t2∗−2

δ + µ|∆Vδ|
2(s−1)
2∗−2

2 |Vδ|s+1
s+1

donde

t2∗−2
δ ≥ |∆Vδ|22 − µ|∆Vδ|

2(s−1)
2∗−2

2 |Vδ|s+1
s+1 = |∆Vδ|22

[
1− µ|∆Vδ|

2(s−1)
2∗−2

−2

2 |Vδ|s+1
s+1

]
;

usando agora as estimativas em (2.35) e em (2.43), e a desigualdade (3.62), concluímos que

tδ → S
1

2∗−2 , δ → 0. (2.45)
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Considere agora função

g(t) =
t2

2
|∆Vδ|22 −

t2∗

2∗
, t ≥ 0,

e observe que g atinge máximo em t0 = |∆Vδ|
2

2∗−2

2 e que g é crescente no intervalo

[0, |∆Vδ|
2

2∗−2

2 ]. Dessa maneira, de (2.35) e (3.62),

max
t≥0

Iµ(tVδ) = Iµ(tδVδ) = g(tδ)− µ
ts+1
δ

s+ 1
|Vδ|s+1

s+1

≤ (|∆Vδ|
2

2∗−2

2 )2

2
|∆Vδ|22 −

(|∆Vδ|
2

2∗−2

2 )2∗

2∗
− µ t

s+1
δ

s+ 1
|Vδ|s+1

s+1

=
2

N
(|∆Vδ|22)N/4 − µ t

s+1
δ

s+ 1
|Vδ|s+1

s+1 =
2

N
SN/4 +O(δN−4)− µ t

s+1
δ

s+ 1
|Vδ|s+1

s+1.

Então, para δ su�cientemente pequeno, segue de (2.45) que

max
t≥0

Iµ(tVδ) ≤
2

N
SN/4 +O(δN−4)− µ

s+ 1

(
S

1
2∗−2

2

)s+1

|Vδ|s+1
s+1

=
2

N
SN/4 +O(δN−4)− Ĉ|Vδ|s+1

s+1.

Usamos agora as estimativas (2.43) para concluir que (2.36) é válido, se N ≥ 8 e 2 ≤ s+1 < 2∗

ou 5 ≤ N ≤ 7 e 2∗ − 2 < s + 1 < 2∗. Em particular, observe que 2∗ − 2 < s + 1, no caso

N = 5, 6, 7 é necessário a �m de obter cµ < (2/N)SN/4 quando aplicamos a terceira linha de

(2.43).





Capítulo

3

Existência de soluções para o

problema (P3)

Neste capítulo estudamos a existência de solução para o problema de quarta-ordem não

linear  ∆(|∆u|
1
p
−1

∆u) = µ|u|s−1u+ |u|q−1u em Ω,

u,∆u = 0 sobre ∂Ω,
(P3)

satisfazendo

u,−∆u > 0 em Ω,

onde Ω é um domínio suave limitado de RN , N ≥ 3, µ > 0.

Vale observar que (P3) pode ser reescrito como
−∆u = |v|p−1v em Ω,

−∆v = µ|u|s−1u+ |u|q−1u em Ω,

u, v = 0 sobre ∂Ω,

(S3)

e a condição u,−∆u > 0 em Ω é equivalente a u, v > 0 em Ω.

Neste capítulo assumiremos que (p, q) pertence a hipérbole crítica

1

p+ 1
+

1

q + 1
=
N − 2

N
, (3.1)

55
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e
p+ 1

p
≤ s+ 1 < q + 1.

Observe que a condição p+1
p < s + 1 diz que a perturbação |u|s−1u é do tipo �superlinear�

para o operador ∆(|∆u|
1
p
−1

∆u) e no caso p+1
p = s + 1 então |u|s−1u e ∆(|∆u|

1
p
−1

∆u) têm

mesma homogeneidade.

Lembramos que a hipérbole crítica (3.1) é um determinante para a existência de solução

positiva para o sistema (S3) no caso em que µ = 0. Neste caso o sistema (S3) não tem solução

positiva se (p, q) pertence ou está acima da hipérbole crítica, isto é,

1

p+ 1
+

1

q + 1
≤ N − 2

N
.

Este tipo de resultado, baseado em um identidade do tipo Pohoz�aev foi observado por Clément

et al. [15] e van der Vorst [48]; veja também Pucci e Serrin [39], Mitidieri [34] e Peletier e van

der Vorst [37].

Visando tornar claro a de�nição a seguir lembremos o problema clássico de Brezis e

Nirenberg [12]

−∆u = λu+ u2∗−1, u > 0 em Ω, u = 0 sobre ∂Ω. (BN)

Sabemos que as funções que realizam a constante de Sobolev

inf

{∫
RN
|∇u|2dx; u ∈ D1,2(RN ),

∫
RN
|u|2∗dx = 1

}
, N ≥ 3,

comportam-se no in�nito como r−(N−2). Segundo os argumentos de Brezis e Nirenberg [12,

Lemma 1.2], a de�nição de dimensão crítica e não-crítica associada ao problema (BN) surge

naturalmente da L2-integrabilidade de |x|−(N−2) em RN\B1(0), mais precisamente

2(N − 2) ≥ N corresponde as dimensões não-críticas para (BN), e

2(N − 2) < N corresponde as dimensões críticas para (BN)

isto é,

N ≥ 4 são as dimensões não-críticas para (BN), e

N = 3 é a dimensão crítica para (BN).

Argumentos semelhantes foram introduzidos em [19, �7 e �8] para classi�car as dimensões

críticas e não-críticas associadas ao problema{
−∆pu = λup−1 + up

∗−1, u > 0 em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω.
(P')

Sabendo que as funções que realizam

inf

{∫
RN
|∇u|pdx; u ∈ D1,p(RN ),

∫
RN
|u|p∗dx = 1

}
, N > p,
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comportam-se no in�nito como r−
N−p
p−1 , a de�nição de dimensão crítica e não-crítica associada

ao problema (P') surge da Lp-integrabilidade de |x|−
N−p
p−1 em RN\B1(0), mais precisamente

N ≥ p2 são as dimensões não-críticas para (P') e,

p < N < p2 são as dimensões críticas para (P').

Voltemos para o problema (P3). Considere o espaço E(Ω) := W
2, p+1

p (Ω) ∩W 1, p+1
p

0 (Ω),

dotado da norma ‖u‖ := |∆u| p+1
p
. Considere a constante de Sobolev para a imersão

E(Ω) ↪→ Lq+1(Ω), dada por

S(Ω) = inf

{∫
Ω
|∆u|

p+1
p dx; u ∈ E(Ω),

∫
Ω
|u|q+1dx = 1

}
. (3.2)

É sabido que S(Ω) não depende de Ω e S(Ω) nunca é atingido, exceto quando Ω = RN . Mais

ainda, S(Ω) = S, onde

S = inf

{∫
RN
|∆u|

p+1
p dx; u ∈ D2, p+1

p (RN ),

∫
RN
|u|q+1dx = 1

}
. (3.3)

Lions [29] provou que S é atingida e que toda solução de S tem sinal de�nido e é

radialmente simétrica em relação a algum ponto e que, as soluções positivas, são radialmente

decrescentes em relação ao ponto de simetria.

Seja ϕ ∈ D2, p+1
p (RN ) radialmente simétrica em relação à origem, ϕ > 0 em RN , onde S é

atingida. Lions [29, Corollary I.1] provou que todas as funções positivas que realizam S são

dadas por

ϕδ,a(x) = δ
− N
q+1ϕ

(
x− a
δ

)
, x ∈ RN , (3.4)

onde a ∈ RN e δ > 0. Podemos então escolher ϕ com ϕ(0) = 1. Recordamos também que

as funções dadas por Sαϕδ,a, com ϕδ,a como em (3.4) e α = p(p(N−2)−2)
2(p+1)2 , são precisamente as

soluções positivas regulares de

∆(|∆u|
1
p
−1

∆u) = uq em RN .

Segundo [25, (1.14), (1.15) e (1.16)], a função ϕ possui o seguinte comportamento assintótico:

lim
r→∞

rp(N−2)−2ϕ(r) = b, se p <
N

N − 2
, (3.5)

lim
r→∞

rN−2

log r
ϕ(r) = b, se p =

N

N − 2
, (3.6)

e

lim
r→∞

rN−2ϕ(r) = b, se p >
N

N − 2
, (3.7)

onde b > 0 é uma constante.

Observe que, para p < N
N−2 , a função ϕ, no in�nito, comporta-se como r−[p(N−2)−2].

Logo, visando proceder como Brezis e Nirenberg [12, Lemma 1.2], para garantir a existência
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de solução para o problema (P3) com perturbação de mesma ordem, isto é, s = 1/p, faz-se

necessário considerar

[p(N − 2)− 2]

(
p+ 1

p

)
≥ N, ou equivalentemente,

2 +
√

2N

N − 2
≤ p < N

N − 2
.

Note que 2+
√

2N
N−2 < N

N−2 se, e somente se, N ≥ 6.

Observe também que

[p(N − 2)− 2]

(
p+ 1

p

)
≥ N é equivalente a N ≥ 2

(
p+ 1

p

)2

.

Isto indica a naturalidade desta restrição quando a comparamos com as dimensões não-críticas

do biharmônico, cf. van der Vorst [47], e fazemos um paralelo da restrição N ≥ p2 para o

p-Laplaciano com as dimensões não críticas do Laplaciano.

Para p ≥ N
N−2 , o comportamento de ϕ no in�nito está relacionado com r−(N−2), veja (3.6)

e (3.7), e somos induzidos a considerar

(N − 2)

(
p+ 1

p

)
≥ N, ou equivalentemente

N

N − 2
≤ p ≤ N − 2

2
.

Mais uma vez, observe que a desigualdade N
N−2 ≤ N−2

2 é válida se, e somente se, N ≥ 6.

Com isto, introduzimos a noção de região não-crítica e região crítica da hipérbole crítica

associadas ao problema (P3).

De�nição 3.1. Considere o problema (P3). Dizemos que o ponto (p, q) da hipérbole crítica

(3.1) está em uma região:

(a) Não-crítica se N ≥ 6 e p satisfaz

2 +
√

2N

N − 2
≤ p ≤ N − 2

2
. (3.8)

(b) Crítica, se N ≥ 6 e p não satisfaz (3.8); ou N = 3, 4, 5 e p qualquer.
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1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24

−1
−2

1 2 3 4 5 6 7 8 9 101112131415161718192021222324−1−2 pa

a

b c d e

qq

a = 2
N−2 b = 2+

√
2N

N−2
c = N

N−2 d = N+2
N−2 e = N−2

2

Região cŕıtica Região não-cŕıtica

Note que a região não-crítica associada à equação (P3) não é necessariamente simétrica

em relação ao eixo p = q pois (P3), isto é (S3), não é uma perturbação simétrica do sistema
−∆u = |v|p−1v em Ω,

−∆v = |u|q−1u em Ω,

u, v = 0 sobre ∂Ω.

Neste capítulo, µ1(Ω) denota o primeiro autovalor do problema{
∆(|∆u|

1
p
−1

∆u) = µu
1
p em Ω,

u,∆u = 0 sobre ∂Ω.
(3.9)

Ao longo deste capítulo a hipótese (H), relativa a potência s+ 1, indica a seguinte situação:

(a) Na região não-crítica, i.e., N ≥ 6 e 2+
√

2N
N−2 ≤ p ≤ N−2

2 , suponha
p+1
p ≤ s+ 1 < q + 1.

(b) Nas regiões críticas,

(b1) N ≥ 6 e 2
N−2 < p < 2+

√
2N

N−2 , suponha q − p < s+ 1 < q + 1;

(b2) N ≥ 6 e p > N−2
2 , suponha (p−1)(q+1)

p < s+ 1 < q + 1;

(b3) N = 3, 4, 5 e 2
N−2 < p < N

N−2 , suponha q − p < s+ 1 < q + 1;

(b4) N = 3, 4, 5 e p ≥ N
N−2 , suponha

(p−1)(q+1)
p < s+ 1 < q + 1.


(H)

Vale observar que nos casos (b1) e (b3) tem-se

p+ 1

p
< q − p,
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e nos casos (b2) e (b4) tem-se
p+ 1

p
<

(p− 1)(q + 1)

q
;

cf. (3.64) e (3.67) para mais detalhes.

Vale dizer que no caso biharmônico, isto é, no caso p = 1, a hipótese (H) é reduzida à

hipótese sobre s+1 do Teorema 2.1, de modo que a hipótese na região não-crítica é equivalente

a hipótese nas dimensões não-críticas para o problema (P2), enquanto as hipóteses relativas

as regiões críticas correspondem a hipótese nas dimensões críticas para o problema (P2).

De�nição 3.2. Sejam Ω ⊂ RN , N ≥ 3, um domínio suave limitado e µ > 0. No caso

s = 1/p, supomos também 0 < µ < µ1(Ω). Dizemos que u é uma solução clássica de (P3) se

u ∈ C2(Ω), |∆u|
1
p
−1

∆u ∈ C2(Ω) e u satisfaz (P3) pontualmente.

Teorema 3.3. Sejam Ω ⊂ RN , N ≥ 3, um domínio suave limitado e µ > 0. No caso s = 1/p,

supomos também 0 < µ < µ1(Ω). Então, sob a hipótese (H), o problema (P3) admite uma

solução clássica satisfazendo u,−∆u > 0 em Ω.

Na Seção 3.3, onde faremos a demonstração do Lema 3.19, �cará claro onde a condição

sob a perturbação s+1 em cada item na hipótese (H) é necessária; mais especi�camente, para

cada dimensão N ≥ 3 a condição sob a perturbação s + 1 nas regiões críticas e não-críticas

da hipérbole crítica, quando esta última existir.

Observação 3.4. Salientamos que o Teorema 3.3 inclui todos os resultados em [24, Theorem

2] para o sistema (S3), uma vez que [24, Theorem 2] trata o caso particular s = 1 e que, neste

caso, nossa hipótese (H) é equivalente as hipóteses em [24]. Também acreditamos ser mais

natural trabalhar com (S3) com s = 1
p em lugar de s = 1.

De�nição 3.5. Sejam Ω ⊂ RN , N ≥ 3, um domínio suave limitado e µ > 0. No caso

s = 1/p, supomos também 0 < µ < µ1(Ω). Dizemos que u ∈ E(Ω) é solução de energia

mínima para o problema (P3) se u é solução não-trivial de (P3) e tem menor energia

Iµ(u) :=
p

p+ 1

∫
Ω
|∆u|

p+1
p dx− µ

s+ 1

∫
Ω
|u|s+1dx− 1

q + 1

∫
Ω
|u|q+1dx

entre as soluções não-triviais de (P3).

Teorema 3.6 (Solução de energia mínima). Sejam Ω ⊂ RN , N ≥ 3, um domínio suave

limitado, µ > 0 e no caso s = 1/p, suponha também 0 < µ < µ1(Ω). Suponha (H) satisfeita.

Então:

(i) O problema (P3) tem uma solução u de energia mínima.

(ii) As soluções de energia mínima de (P3) são soluções do tipo Passo da Montanha para o

funcional Iµ.

(iii) Se u é solução de energia mínima de (P3) então, a menos de substituir u por −u, tem-se

u,−∆u > 0 em Ω.
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(iv) Se Ω é uma bola centrada na origem de RN , então toda solução de energia mínima de

(P3) é tal que u e −∆u são radiais.

3.1 Compacidade e prova do Teorema 3.3

De�na, para 0 < µ < µ1(Ω), µ1(Ω) dado por (3.9),

‖u‖µ :=

(
|∆u|

p+1
p
p+1
p

− µ|u|
p+1
p
p+1
p

) p
p+1

, ∀u ∈ E(Ω). (3.10)

Assim ‖ · ‖µ satisfaz

‖u‖µ ≤ ‖u‖ ≤ c(Ω, µ)‖u‖µ e ‖tu‖µ = |t|‖u‖µ ∀u ∈ E(Ω), ∀ t ∈ R, (3.11)

onde c(Ω, µ) =
(

1− µ
µ1(Ω)

)− p
p+1

> 0.

Para estudar a existência de solução para o problema (P3), consideramos o funcional

Iµ(u) :=
p

p+ 1

∫
Ω
|∆u|

p+1
p dx− µ

s+ 1

∫
Ω
|u|s+1dx− 1

q + 1

∫
Ω
|u|q+1dx, u ∈ E(Ω), (3.12)

e a variedade de Nehari associada ao funcional Iµ, dada por

Nµ := {u ∈ E(Ω)\{0}; I ′µ(u)u = 0}. (3.13)

De�nição 3.7. Sejam Ω ⊂ RN , N ≥ 3, um domínio suave limitado e µ > 0. No caso

s = 1/p, supomos também 0 < µ < µ1(Ω). Dizemos que u ∈ E(Ω) é uma solução fraca de

(P3) se u é um ponto crítico de Iµ, isto é, u satisfaz∫
Ω
|∆u|

1
p
−1

∆u∆vdx = µ

∫
Ω
|u|s−1uvdx+

∫
Ω
|u|q−1uvdx, ∀ v ∈ E(Ω).

Lema 3.8. Sejam Ω ⊂ RN , N ≥ 3, um domínio suave limitado e µ > 0. No caso s = 1/p,

supomos também 0 < µ < µ1(Ω). Então as soluções clássicas de (P3) são precisamente

os pontos críticos do funcional Iµ. Além disso, no caso em que u,−∆u > 0 em Ω temos

u ∈ C4(Ω) ∩ C2(Ω).

Demonstração. O problema ∆(|∆u|
1
p
−1

∆u) = µ|u|s−1u+ |u|q−1u em Ω,

u,∆u = 0 sobre ∂Ω,
(P3)

é equivalente ao sistema 
−∆u = |v|p−1v em Ω,

−∆v = µ|u|s−1u+ |u|q−1u em Ω,

u, v = 0 sobre ∂Ω.

(S3)
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Então usamos os argumentos em [26, Section 3] para mostrar que o par (u, v) solução do

sistema (S3) está em Lr(Ω) × Lr(Ω) para todo 1 ≤ r < ∞. Logo, aplicando os resultados

clássicos de regularidade para operador elípticos de segunda ordem ao sistema (S3) obtemos

(u, v) ∈ C2,α(Ω)×C2,α(Ω) para algum α que depende de p e q. Observe que no caso em que

−∆u = |v|p−1v > 0 em Ω então |v|p−1v é C2(Ω) e portanto, podemos aplicar os resultados

clássicos da teoria de regularidade para operadores elípticos de segunda ordem para obter que

u ∈ C4(Ω).

Lema 3.9. Sejam Ω ⊂ RN , N ≥ 3, um domínio suave limitado, µ > 0. No caso s = 1/p,

supomos também 0 < µ < µ1(Ω). Então o funcional Iµ satisfaz a geometria do passo da

montanha em torno do seu mínimo local em zero, com o associado nível do passo da montanha

cµ = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Iµ(γ(t)), (3.14)

onde

Γ = {γ ∈ C([0, 1], E(Ω)); γ(0) = 0, Iµ(γ(1)) < 0}. (3.15)

Mais ainda,

cµ = c̃µ = ĉµ, (3.16)

onde

c̃µ = inf
u∈E(Ω)\{0}

max
t≥0

Iµ(tu) e ĉµ = inf
u∈Nµ

Iµ(u), (3.17)

onde Nµ é dada por (3.13).

Demonstração. A prova de que Iµ satisfaz a geometria do passo da montanha é feita usando

argumentos padrões e será aqui omitida. Argumentando como [40, Proposition 3.11] prova-se

a igualdade (3.16).

Para contornar a falta de compacidade da imersão de E(Ω) em Lq+1(Ω), o seguinte

resultado devido a Lions [29] será extremamente útil para demonstração de alguns resultados

desse trabalho.

Lema 3.10. Dada uma sequência limitada (un) ⊂ E(Ω), temos, a menos de subsequência:

(1) un ⇀ u em E(Ω);

(2) un → u q.t.p. em Ω e em Lθ(Ω), para todo 1 ≤ θ < q + 1;

(3) |∆un|
p+1
p
∗
⇀ λ no sentido das medidas em Ω;

(4) |un|q+1 ∗⇀ ν no sentido das medidas em Ω;

(5) existem um conjunto de índices J no máximo enumerável, uma família de pontos {xj ; j ∈
J} ⊂ Ω e duas sequências {λj ; j ∈ J}, {νj ; j ∈ J} ⊂ (0,+∞) tais que

λ ≥ |∆u|
p+1
p +

∑
j∈J

λjδxj , ν = |u|q+1 +
∑
j∈J

νjδxj ,
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Sν
p+1
p

1
q+1

j ≤ λj , para todo j ∈ J, em particular
∑
j∈J

ν
p+1
p

1
q+1

j < +∞;

(6) ∇un ⇀ ∇u em (W
1, p+1

p (Ω))N ;

(7) ∇un → ∇u q.t.p. em Ω e em (Lσ(Ω))N , para todo 1 ≤ σ < σ∗, com σ∗ > p+1
p dependendo

da imersão crítica de Sobolev de W
1, p+1

p (Ω).

Demonstração. Ver [29, Lemma I.1].

Lema 3.11. Sejam Ω ⊂ RN , N ≥ 3, um domínio suave limitado e µ > 0. No caso s = 1/p,

supomos também 0 < µ < µ1(Ω). Então toda sequência (PS) para Iµ é limitada.

Demonstração. Suponha que

Iµ(un)→ d, I ′µ(un)→ 0.

Caso 1: s = 1
p e 0 < µ < µ1(Ω).

Existem C > 0 e (σn) ⊂ [0,+∞), σn → 0, tais que, para todo n ∈ N e todo w ∈ E(Ω)

|Iµ(un)| =
∣∣∣∣ p

p+ 1

∫
Ω
|∆un|

p+1
p dx− µ p

p+ 1

∫
Ω
|un|

p+1
p dx− 1

q + 1

∫
Ω
|un|q+1dx

∣∣∣∣ ≤ C
e

|I ′µ(un)w| =
∣∣∣∣∫

Ω
|∆un|

1
p
−1

∆un∆wdx− µ
∫

Ω
|un|

1
p
−1
unwdx−

∫
Ω
|un|q−1unwdx

∣∣∣∣ ≤ σn‖w‖.
De (3.10) e (3.11) segue que

(q + 1)Iµ(un)− I ′µ(un)un =

[
p

p+ 1
(q + 1)− 1

] ∫
Ω

[|∆un|
p+1
p − µ|un|

p+1
p ]dx

=
pq − 1

p+ 1
‖un‖

p+1
p

µ ≥ 1

c(Ω)

pq − 1

p+ 1
‖un‖

p+1
p ,

e portanto

1

c(Ω)

pq − 1

p+ 1
‖un‖

p+1
p ≤ (q + 1)Iµ(un)− I ′µ(un)un ≤ (q + 1)C + σn‖un‖

o que prova que (un) é limitada em E(Ω).

Caso 2: p
p+1 < s+ 1 < q + 1 e µ > 0.

Existem C > 0 e (σn) ⊂ [0,+∞), σn → 0, tais que, para todo n ∈ N e todo w ∈ E(Ω)

|Iµ(un)| =
∣∣∣∣ p

p+ 1

∫
Ω
|∆un|

p+1
p dx− µ

s+ 1

∫
Ω
|un|s+1dx− 1

q + 1

∫
Ω
|un|q+1dx

∣∣∣∣ ≤ C
e

|I ′µ(un)w| =
∣∣∣∣∫

Ω
|∆un|

1
p
−1

∆un∆wdx− µ
∫

Ω
|un|s−1unwdx−

∫
Ω
|un|q−1unwdx

∣∣∣∣ ≤ σn‖w‖.
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Segue que

Iµ(un)− 1

s+ 1
I ′µ(un)un =

(
p

p+ 1
− 1

s+ 1

)
‖un‖

p+1
p +

(
1

s+ 1
− 1

q + 1

)
|un|q+1

q+1

≥
(

p

p+ 1
− 1

s+ 1

)
‖un‖

p+1
p ,

e portanto(
p

p+ 1
− 1

s+ 1

)
‖un‖

p+1
p ≤ Iµ(un)− 1

s+ 1
I ′µ(un)un ≤ C +

1

s+ 1
σn‖un‖

o que prova que (un) é limitada em E(Ω).

Lema 3.12. (i) Se u ∈ E(Ω) e ϕ ∈ C∞c (RN ), então uϕ ∈ E(Ω).

(ii) Seja (un) uma sequência em E(Ω). Então un ⇀ u em E(Ω) se, e somente se, ∆un ⇀ ∆u

em L
p+1
p (Ω).

Demonstração. Ver [35], Lemas 3.4 e 2.4, respectivamente.

A �m de aplicarmos o teorema clássico do passo da montanha [6], é preciso mostrar para

quais níveis o funcional Iµ satisfaz a condição (PS)c. É esse o objetivo dos Lemas 3.13 a 3.18

a seguir, cujas demonstrações foram baseadas nos argumentos em [35], que por sua vez foram

inspirados nos argumentos em [44].

Lema 3.13. Sejam Ω ⊂ RN , N ≥ 3, um domínio suave limitado e µ > 0. No caso s = 1/p,

supomos também 0 < µ < µ1(Ω). Se (un) é uma sequência (PS) para Iµ, então (un) satisfaz

(1)-(7) do Lema 3.10, com o adicional de que J é, no máximo, �nito.

Demonstração. Do Lema 3.11, segue (un) é limitada, donde vale (1)-(7) do Lema 3.10.

Supondo J 6= ∅ seja xk ∈ Ω um ponto no suporte singular de λ e ν. Seja ξ ∈ C∞c (RN )

tal que 0 ≤ ξ ≤ 1 em RN , ξ ≡ 1 em B1(0) e supp(ξ) ⊂ B2(0); para cada θ > 0

de�na ξθ(x) = ξ
(
x−xk
θ

)
. Existem então constantes C1, C2 > 0 independentes de θ tais

que |∇ξθ(x)| ≤ C1/θ e |∆ξθ(x)| ≤ C2/θ
2, para todo x ∈ RN , e do Lema 3.12-(i) segue que

ξθun ∈ E(Ω) para todo n ∈ N e para todo θ > 0.

Fixe θ > 0. A sequência (ξθun) é limitada em E(Ω), donde I ′µ(un)(ξθun) = on(1), ou seja,

on(1) =

∫
Ω
|∆un|

p+1
p ξθdx+

∫
Ω
|∆un|

1
p
−1

∆unun∆ξθdx+ 2

∫
Ω
|∆un|

1
p
−1

∆un∇un.∇ξθdx

− µ

∫
Ω
|un|s+1ξθdx−

∫
Ω
|un|q+1ξθdx.

(3.18)

Do item (2) do Lema 3.10, segue que un → u em Ls+1(Ω) e, consequentemente, ξθun → ξθu

em Ls+1(Ω); por outro lado, ξθ(x)→ δxk(x) para todo x ∈ Ω, quando θ → 0. Logo

lim
n→∞

∫
Ω
|un|s+1ξθdx =

∫
Ω
|u|s+1ξθdx (3.19)
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e do teorema da convergência dominada segue que

lim
θ→0

∫
Ω
|u|s+1ξθdx = 0. (3.20)

Da desigualdade de Hölder, existe uma constante C > 0 independente de θ e n tal que

∣∣∣∣∫
Ω
|∆un|

1
p
−1

∆unun∆ξθdx

∣∣∣∣ ≤ C
(∫

Ω
|un|q+1

∣∣∣∣∣∆ξ
(
x− xk
θ

) q+1
2

∣∣∣∣∣ dx
) 1

q+1

. (3.21)

Da de�nição de convergência fraco-* temos

lim
n→∞

∫
Ω
|un|q+1

∣∣∣∣∆ξ(x− xkθ

)∣∣∣∣ q+1
2

dx =

∫
Ω

∣∣∣∣∆ξ(x− xkθ

)∣∣∣∣ q+1
2

dν, (3.22)

e como |∆ξ(x−xkθ )| q+1
2 → 0 quando θ → 0 para todo x ∈ Ω, segue novamente do teorema da

convergência dominada que

lim
θ→0

∫
Ω

∣∣∣∣∆ξ(x− xkθ

)∣∣∣∣ q+1
2

dν = 0. (3.23)

Agora, note que

∣∣∣∣∫
Ω
|∆un|

1
p
−1

∆un∇un.∇ξθdx
∣∣∣∣ ≤ C

(∫
Ω

1

θ
p+1
p

∣∣∣∣∇ξ(x− xkθ

)∣∣∣∣ p+1
p

|∇un|
p+1
p dx

) p
p+1

, (3.24)

e que

lim
n→∞

∫
Ω

1

θ
p+1
p

∣∣∣∣∇ξ(x− xkθ

)∣∣∣∣ p+1
p

|∇un|
p+1
p dx =

∫
Ω

1

θ
p+1
p

∣∣∣∣∇ξ(x− xkθ

)∣∣∣∣ p+1
p

|∇u|
p+1
p dx,

(3.25)

e como N > p+1
p , de [18, Theorem 8.15] segue que

∫
Ω

1

θ
p+1
p

∣∣∣∣∇ξ(x− xkθ

)∣∣∣∣ p+1
p

|∇u|
p+1
p dx = O(θ

N− p+1
p ). (3.26)

Logo, fazendo n→∞ em (3.18), e depois θ → 0, segue de (3.19)-(3.26) que

0 = λk − νk, ∀ k ∈ J. (3.27)

Como λk ≥ Sν
p+1
p

1
q+1

k , obtemos νk ≥ Sν
p+1
p

1
q+1

k para todo k ∈ J , ou seja, para todo k ∈ J
temos νk = 0 ou νk ≥ S

pN
2(p+1) . Por �m, como

∑
j∈J

ν
p+1
p

1
q+1

j < ∞ segue então que J deve ser,

no máximo, �nito.

Lema 3.14. Sejam Ω ⊂ RN , N ≥ 3, um domínio suave limitado e µ > 0. No caso

s = 1/p, supomos também 0 < µ < µ1(Ω). Suponha (un) uma sequência (PS) para Iµ.

Se K ⊂⊂ Ω\{xj ; j ∈ J} é compacto, então un → u em Lq+1(K).
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Demonstração. Do Lema 3.13, as hipóteses do Lema 3.10 são veri�cadas com J , no máximo,

�nito. Seja δ = dist(K, {xj ; j ∈ J}). Para cada θ ∈ (0, δ), considere Aθ = {x ∈
Ω; dist(x,K) < θ} e ξθ ∈ C∞c (Ω), 0 ≤ ξθ ≤ 1, ξθ ≡ 1 em Aθ/2 e ξθ ≡ 0 em Ω\Aθ. Então∫

K
|un|q+1dx =

∫
K
|un|q+1ξθdx ≤

∫
Aθ

|un|q+1ξθdx =

∫
Ω
|un|q+1ξθdx

e daí

lim sup
n

∫
K
|un|q+1dx ≤

∫
Ω
ξθdν =

∫
Ω
ξθ|u|q+1dx =

∫
Aθ

ξθ|u|q+1dx ≤
∫
Aθ

|u|q+1dx. (3.28)

Fazendo θ → 0 em (3.28), segue do teorema da convergência dominada que

lim sup
n

∫
K
|un|q+1dx ≤

∫
K
|u|q+1dx.

Por outro lado, como un ⇀ u em Lq+1(K), obtemos∫
K
|u|q+1dx ≤ lim sup

n

∫
K
|un|q+1dx.

donde |un|q+1,K → |u|q+1,K . Sendo Lq+1(K) uniformemente convexo, segue por �m que

un → u em Lq+1(K).

Lema 3.15. Sejam Ω ⊂ RN , N ≥ 3, um domínio suave limitado e µ > 0. No caso

s = 1/p, supomos também 0 < µ < µ1(Ω). Suponha (un) uma sequência (PS) para Iµ.

Se K ⊂⊂ Ω\{xj ; j ∈ J} é compacto, então ∆un → ∆u em L
p+1
p (K).

Demonstração. Para cada r > 1 existe uma constante Cr > 0 tal que

(|t|r−2t− |s|r−2s)(t− s) ≥


Cr|t− s|r, se r ≥ 2,

Cr
|t− s|2

(|t|+ |s|)2−r , se 1 < r < 2,
(3.29)

(ver [45, (2.2)]). Considere ξθ como no lema anterior. De (3.29) temos

0 ≤
∫
K

(|∆un|
1
p
−1

∆un − |∆u|
1
p
−1

∆u)(∆un −∆u)dx

=

∫
K

(|∆un|
1
p
−1

∆un − |∆u|
1
p
−1

∆u)(∆un −∆u)ξθdx

≤
∫

Ω
(|∆un|

1
p
−1

∆un − |∆u|
1
p
−1

∆u)(∆un −∆u)ξθdx

=

∫
Ω

[|∆un|
p+1
p ξθ − |∆un|

1
p
−1

∆unξθ − |∆u|
1
p
−1

∆u(∆(un − u))ξθ]dx

(3.30)

Fixe θ > 0. Como I ′µ(un) → 0 e (ξθ) é limitada em E(Ω), então I ′µ(un)(ξθun) = on(1) e

I ′µ(un)(ξθu) = on(1), ou seja,∫
Ω
|∆un|

1
p
−1

∆un(u∆ξθ+2∇u∇ξθ+ξθ∆u)dx−
∫

Ω
|un|s−1unξθudx−

∫
Ω
|un|q−1unξθudx = on(1)

(3.31)
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e∫
Ω
|∆un|

1
p
−1

∆un(un∆ξθ + 2∇un∇ξθ + ξθ∆un)dx−
∫

Ω
|un|s+1ξθdx−

∫
Ω
|un|q+1ξθdx = on(1).

(3.32)

De (3.31) e (3.32) segue que∫
Ω

[|∆un|
1
p
−1

∆un(un−u)∆ξθ+2|∆un|
1
p
−1

∆un(∇un−∇u)∇ξθ+|∆un|
1
p
−1

∆un(∆un−∆u)ξθ]dx

−
∫

Ω
|un|s−1un(ξθun − ξθu)dx−

∫
Ω
|un|q−1un(ξθun − ξθu)dx = on(1),

e como ξθun ⇀ ξθu em Ls+1(Ω) e em Lq+1(Ω) temos

on(1) =

∫
Ω

[
|∆un|

1
p
−1

∆un(un − u)∆ξθ + 2|∆un|
1
p
−1

∆un(∇un −∇u)∇ξθ

+ |∆un|
1
p
−1

∆un(∆un −∆u)ξθ

]
dx

o que implica∫
Ω
|∆un|

1
p
−1

∆un(∆un −∆u)∆ξθdx

=

∫
Ω

[|∆un|
1
p
−1

∆un(u− un)∆ξθ + 2|∆un|
1
p
−1

∆un(∇u−∇un)∇ξθ]dx+ on(1)

e então∫
Ω
|∆un|

1
p
−1

∆un(∆un −∆u)∆ξθ − |∆u|
1
p
−1

∆u(∆un −∆u)∆ξθdx =∫
Ω

[|∆un|
1
p
−1

∆un(u− un)∆ξθ + 2|∆un|
1
p
−1

∆un(∇u−∇un)∇ξθ]dx

−
∫

Ω
|∆u|

1
p
−1

∆u(∆un −∆u)∆ξθdx+ on(1)

Logo, de (3.30), do Lema 3.12-(ii), do Lema 3.14 e do fato de que ξθun ⇀ ξθu em E(Ω) temos

0 ≤
∫
K

(|∆un|
1
p
−1

∆un − |∆u|
1
p
−1

∆u)(∆un −∆u)dx

≤
∫

Ω
|∆un|

1
p
−1

∆un∆ξθ(u− un)dx+ 2

∫
Ω
|∆un|

1
p
−1

∆un∇ξθ(∇u−∇un)dx

−
∫

Ω
|∆u|

1
p
−1

∆u(∆un −∆u)ξθdx+ on(1)

≤ C

(∫
Aθ

|u− un|q+1dx

) 1
q+1

+ C

(∫
Aθ

|∇u−∇un|
p+1
p dx

) p
p+1

−
∫

Ω
|∆u|

1
p
−1

∆u(∆un −∆u)ξθdx+ on(1)

= −
∫

Ω
|∆u|

1
p
−1

∆u(∆un −∆u)ξθdx+ on(1) = on(1).
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Portanto ∫
K

(|∆un|
1
p
−1

∆un − |∆u|
1
p
−1

∆u)(∆un −∆u)dx→ 0, n→ 0. (3.33)

No caso em que (p+ 1)/p ≥ 2, obtemos de (3.29) e (3.33) que

lim
n→∞

∫
K
|∆un −∆u|

p+1
p dx = 0,

e no caso em que 1 < (p+ 1)/p < 2, segue da desigualdade de Hölder que

∫
K
|∆un −∆u|

p+1
p dx =

∫
K

|∆un −∆u|
p+1
p

(|∆un|+ |∆u|)
p+1
p

p−1
p

2

(|∆un|+ |∆u|)
p+1
p

p−1
p

2 dx

≤
(∫

K

|∆un −∆u|2

(|∆un|+ |∆u|)1− 1
p

dx

) p+1
2p (∫

K
(|∆un|+ |∆u|)

p+1
p dx

) p−1
2p

→ 0,

quando n→∞. Em ambos os casos concluímos que ∆un → ∆u em L
p+1
p (K).

Uma vez que

Ω\{xj ; j ∈ J} =

∞⋃
n=1

Kn

onde cada conjunto Kn é compacto, aplicamos um argumento diagonal para obter o seguinte

resultado.

Corolário 3.16. Sejam Ω ⊂ RN , N ≥ 3, um domínio suave limitado e µ > 0. No caso

s = 1/p, supomos também 0 < µ < µ1(Ω). Se (un) uma sequência (PS) para Iµ, então, a

menos de subsequência, (un) satisfaz (1)-(7) do Lema 3.10 com J no máximo �nito e

(8) un → u em Lq+1(K), ∀K ⊂⊂ Ω\{xj ; j ∈ J};

(9) ∆un → ∆u em L
p+1
p (K), ∀K ⊂⊂ Ω\{xj ; j ∈ J};

(10) ∆un → ∆u q.t.p em Ω.

Lema 3.17. Sejam Ω ⊂ RN , N ≥ 3, um domínio suave limitado e µ > 0. No caso s = 1/p,

supomos também 0 < µ < µ1(Ω). Se (un) é uma sequência (PS) para Iµ, então, a menos de

subsequência, un ⇀ u em E(Ω) e u é solução fraca de (P3), com Iµ(u) ≥ 0.

Demonstração. A sequência (un) satisfaz todas as propriedades do Corolário 3.16. Usando a

imersão contínua de E(Ω) em Lq+1(Ω), concluímos, usando o lema de Brezis-Lieb [11], que

|un|q−1un ⇀ |u|q−1u em L
q+1
q (Ω); em particular,∫

Ω
|un|q−1unϕdx→

∫
Ω
|u|q−1uϕdx, ∀ϕ ∈ E(Ω). (3.34)

Analogamente, mostra-se que∫
Ω
|un|s−1unϕdx→

∫
Ω
|u|s−1uϕdx, ∀ϕ ∈ E(Ω). (3.35)
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Como ∆un é limitada em L
p+1
p (Ω), e ∆un → ∆u q.t.p. em Ω, usamos novamente o lema de

Brezis-Lieb para concluir que |∆un|
1
p
−1

∆un ⇀ |∆u|
1
p
−1

∆u em Lp+1(Ω), isto é,∫
Ω
|∆un|

1
p
−1

∆unzdx→
∫

Ω
|∆u|

1
p
−1

∆uzdx, ∀ z ∈ L
p+1
p (Ω),

e usamos agora o isomor�smo isométrico −∆ : E(Ω) −→ L
p+1
p (Ω) (ver [23, Chapter 9]) para

concluir �nalmente que∫
Ω
|∆un|

1
p
−1

∆un∆ϕdx→
∫

Ω
|∆u|

1
p
−1

∆u∆ϕdx, ∀ϕ ∈ E(Ω). (3.36)

Se (un) é uma sequência (PS) para Iµ, temos

I ′µ(un)ϕ =

∫
Ω
|∆un|

1
p
−1

∆un∆ϕdx−µ
∫

Ω
|un|s−1unϕdx−

∫
Ω
|un|q−1unϕdx = on(1), ∀ϕ ∈ E(Ω),

e fazendo n→∞ e usando (3.34)-(3.36), obtemos∫
Ω
|∆u|

1
p
−1

∆u∆ϕdx− µ
∫

Ω
|u|s−1uϕdx−

∫
Ω
|u|q−1uϕdx = 0, ϕ ∈ E(Ω), (3.37)

ou seja, u é solução fraca do problema (P3). Fazendo ϕ = u em (3.37), temos∫
Ω
|∆u|

p+1
p dx = µ

∫
Ω
|u|s+1dx+

∫
Ω
|u|q+1dx,

donde

Iµ(u) =
p

p+ 1

∫
Ω
|∆u|

p+1
p dx− µ

s+ 1

∫
Ω
|u|s+1dx− 1

q + 1

∫
Ω
|u|q+1dx

=
p

p+ 1

[
µ

∫
Ω
|u|s+1dx+

∫
Ω
|u|q+1dx

]
− µ

s+ 1

∫
Ω
|u|s+1dx− 1

q + 1

∫
Ω
|u|q+1dx

= µ

(
p

p+ 1
− 1

s+ 1

)∫
Ω
|u|s+1dx+

(
p

p+ 1
− 1

q + 1

)∫
Ω
|u|q+1dx

≥
(

p

p+ 1
− 1

q + 1

)∫
Ω
|u|q+1dx =

2

N
|u|q+1

q+1 ≥ 0.

Lema 3.18. Sejam Ω ⊂ RN , N ≥ 3, um domínio suave limitado e µ > 0. No caso s = 1/p,

supomos também 0 < µ < µ1(Ω). Então Iµ satisfaz a condição (PS)c para todo c < 2
N S

pN
2(p+1) .

Demonstração. Seja (un) uma sequência (PS)d para Iµ, com d < 2
N S

pN
2(p+1) , isto é

Iµ(un)→ d, I ′µ(un)→ 0.

Podemos supor (1)-(7) do Lema 3.10 e (8)-(10) do Corolário 3.16, com J no máximo �nito, e

λk = νk, para todo k ∈ J , νk = 0 ou νk ≥ S
pN

2(p+1) (ver demonstração do Lema 3.13). Suponha
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que existe k ∈ J tal que νk 6= 0. Então

d = lim
n→∞

Iµ(un) = lim
n→∞

(
p

p+ 1

∫
Ω
|∆un|

p+1
p dx− µ

s+ 1

∫
Ω
|un|s+1dx− 1

q + 1

∫
Ω
|un|q+1dx

)
≥ p

p+ 1

∫
Ω
|∆u|

p+1
p dx+

p

p+ 1

∑
j∈J

νj −
1

q + 1

∫
Ω
|u|q+1dx− 1

q + 1

∑
j∈J

νj −
µ

s+ 1

∫
Ω
|u|s+1dx

= I(u) +

[
p

p+ 1
− 1

q + 1

]∑
j∈J

νj ≥ I(u) +
2

N
νk ≥ I(u) +

2

N
S

pN
2(p+1) ;

como u é solução fraca do problema (P3), temos I(u) ≥ 0, donde

d ≥ I(u) +
2

N
S

pN
2(p+1) ≥ 2

N
S

pN
2(p+1) ,

uma contradição. Portanto, νk = 0, para todo k ∈ J , e como Lq+1(Ω) é uniformemente

convexo, segue que un → u em Lq+1(Ω). Escreva agora vn := un − u. Então vn ⇀ 0 em

E(Ω), ∆vn → 0 q.t.p. em Ω e vn → 0 em Lq+1(Ω). Mostremos agora vn → 0 em E(Ω), ou

equivalentemente, que ∆vn → 0 em L
p+1
p (Ω). Do lema de Brezis-Lieb [11]

|∆un|
p+1
p
p+1
p

= |∆u+ ∆vn|
p+1
p
p+1
p

= |∆u|
p+1
p
p+1
p

+ |∆vn|
p+1
p
p+1
p

+ on(1);

sendo u é solução fraca de (P3), temos

on(1) = I ′(un)un = |∆un|
p+1
p
p+1
p

− µ|un|s+1
s+1 − |un|q+1

q+1

= |∆u|
p+1
p
p+1
p

+ |∆vn|
p+1
p
p+1
p

− µ|u|s+1
s+1 − |u|q+1

q+1 + on(1) = |∆vn|
p+1
p
p+1
p

+ on(1),

ou seja, vn → 0 em E(Ω), e portanto, un → u em E(Ω), se d < 2
N S

pN
2(p+1) .

Lema 3.19. Sejam Ω ⊂ RN , N ≥ 3, um domínio suave limitado e µ > 0. No caso s = 1/p,

supomos também 0 < µ < µ1(Ω). Então, sob a hipótese (H), o nível do passo da montanha

do funcional Iµ, dado por (3.14) é tal que

cµ ∈
(

0,
2

N
S

pN
2(p+1)

)
.

Demonstração. Ver Seção 3.3.

Destacamos que o próximo resultado é uma consequência direta dos Lemas 3.18 e 3.19, e

do teorema clássico do passo da montanha [6].

Proposição 3.20. Sejam Ω ⊂ RN , N ≥ 3, um domínio suave limitado e µ > 0. No caso

s = 1/p, supomos também 0 < µ < µ1(Ω). Então, sob a hipótese (H), o nível do passo da

montanha cµ é um valor crítico de Iµ, isto é, existe uµ ∈ E(Ω) tal que

Iµ(uµ) = cµ, I
′
µ(uµ) = 0.
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Prova do Teorema 3.3

A existência de solução clássica não trivial para o problema (P3) segue do Lema 3.8 e

Proposição 3.20, como consequência do teorema do passo da montanha. Na Seção 3.2 veremos

que toda solução u do tipo passo da montanha do problema (P3), a menos de substituir u

por −u, satisfaz u,−∆u > 0 em Ω; veja prova do Teorema 3.6 (iii). No Apêndice A deste

trabalho, mostramos uma prova alternativa para este fato.

3.2 Prova do Teorema 3.6

Nesta parte nossos argumentos serão baseados nas caracterizações do nível do passo da

montanha cµ dadas pelo Lema 3.9.

Prova do Teorema 3.6 (i) e (ii). Provamos no Teorema 3.3 a existência de uma solução do

tipo passo da montanha para o problema (P3) associada ao nível crítico cµ. Das igualdades

dadas por (3.16) segue que toda solução passo da montanha de (P3) é de energia mínima e

vice-versa.

Prova do Teorema 3.6 (iii). Seja u uma solução de energia mínima de (P3). Segundo o Lema

3.8 sabemos que u ∈ C2(Ω). Assim, usando o princípio do máximo forte para operadores

elípticos de segunda ordem, basta provar que ∆u não troca de sinal em Ω.

Por contradição suponha que ∆u muda de sinal em Ω. Seja w a solução de{
−∆w = |∆u| em Ω,

w = 0 em ∂Ω.

Então, do princípio do máximo forte, tem-se w > |u| em Ω. Como w ∈ E(Ω), temos

cµ ≤ max
t≥0

Iµ(tw)

= max
t≥0

{
p

p+ 1
t
p+1
p

∫
Ω
|∆w|

p+1
p dx− µ

s+ 1
ts+1

∫
Ω
|w|s+1dx− tq+1

q + 1

∫
Ω
|w|q+1dx

}
< max

t≥0

{
p

p+ 1
t
p+1
p

∫
Ω
|∆u|

p+1
p dx− µ

s+ 1
ts+1

∫
Ω
|u|s+1dx− tq+1

q + 1

∫
Ω
|u|q+1dx

}
= max

t≥0
Iµ(tu) = cµ,

um absurdo.

Prova do Teorema 3.6 (iv). Suponha Ω = Br = Br(0). Seja u uma solução de energia mínima

de (P3). Segundo o item (iii) deste teorema, podemos admitir que u,−∆u > 0 em Br.

Denote por u∗ e (−∆u)∗ as simetrizações de Schwarz de u e −∆u, respectivamente. Se w

é a solução de {
−∆w = (−∆u)∗ em Br,

w = 0 sobre ∂Br,
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então w = w∗ e w ∈ E(Br). Para a prova deste item basta mostrar que u = w.

De [5], ver também [10, Lemma 2.8], temos w ≥ u∗ e

|w > u∗| = 0⇔ −∆u = (−∆u)∗.

Se |w > u∗| > 0, então

cµ ≤ max
t≥0

Iµ(tv)

= max
t≥0

{
p

p+ 1
t
p+1
p

∫
Br

|∆w|
p+1
p dx− µ

s+ 1
ts+1

∫
Br

|w|s+1dx− tq+1

q + 1

∫
Br

|w|q+1dx

}
< max

t≥0

{
p

p+ 1
t
p+1
p

∫
Br

|(−∆u)∗|
p+1
p dx− µ

s+ 1
ts+1

∫
Br

|u∗|s+1dx− tq+1

q + 1

∫
Br

|u∗|q+1dx

}
= max

t≥0

{
p

p+ 1
t
p+1
p

∫
Br

| −∆u|
p+1
p dx− µ

s+ 1
ts+1

∫
Br

|u|s+1dx− tq+1

q + 1

∫
Br

|u|q+1dx

}
= max

t≥0
Iµ(tu) = cµ

um absurdo. Dessa maneira, −∆u = (−∆u)∗ e como u e w são soluções para o problema{
−∆z = (−∆u)∗ em Br,

z = 0 sobre ∂Br,

segue que u = w.

3.3 Prova do Lema 3.19

Mostremos que, sob a hipótese (H), o nível do passo da montanha cµ, dado por (3.14),

pertence ao intervalo (0, (2/N)S
pN

2(p+1) ). Sem perda de generalidade, suponha 0 ∈ Ω. Seja

ξ ∈ C∞c (RN ) uma função tal que 0 ≤ ξ(x) ≤ 1, para todo x ∈ RN , ξ ≡ 1 em B(0, ρ/2), ξ ≡ 0

em B(0, ρ)c e B(0, ρ) ⊂⊂ Ω, ρ > 0. Escreva

Uδ(x) := ξ(x)ψδ(x), x ∈ RN , 0 < δ < ρ/2,

onde ψδ = S
p[p(2−n)+2]

2(p+1)2 ϕδ e ϕδ(x) = ϕδ,0(x) é dado por (3.4). Então∫
RN
|∆ψδ|

p+1
p dx = S e

∫
RN
|ψδ|q+1dx = 1,

e, ver [35] eq. (6.4) and eq. (6.3) respectivamente, temos

|∆Uδ|
p+1
p
p+1
p
,Ω

=


S +O(δp(N−2)−2), se p < N

N−2 ,

S + | log δ|
p+1
p O(δ

N
p ), se p = N

N−2 ,

S +O(δ
N
p ), se p > N

N−2 ,

(3.38)

e

|Uδ|q+1
q+1,Ω =


1 +O(δpN ), se p < N

N−2 ,

1 + | log δ|q+1O(δq(N−2)−2), se p = N
N−2 ,

1 +O(δq(N−2)−2), se p > N
N−2 .

(3.39)
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Fazendo

Vδ(x) =
Uδ(x)

|Uδ|q+1
, x ∈ RN , (3.40)

segue que

|∆Vδ|
p+1
p
p+1
p
,Ω

=


S +O(δp(N−2)−2), se p < N

N−2 ,

S + | log δ|
p+1
p O(δ

N
p ), se p = N

N−2 ,

S +O(δ
N
p ), se p > N

N−2 ,

(3.41)

Vamos agora estimar |Vδ|s+1
s+1.

Lema 3.21. Suponha p+1
p ≤ s+ 1 < q + 1. Então

(i) Se p < N
N−2 então

|Vδ|s+1
s+1 =


Cδ

(s+1) p
p+1

[p(N−2)−2]
+ o(δ

(s+1) p
p+1

[p(N−2)−2]
), se s+ 1 < N

p(N−2)−2 ,

Cδ
Np
p+1 | log δ|+O(δ

Np
p+1 ), se s+ 1 = N

p(N−2)−2 ,

Cδ
N−N(s+1)

q+1 + o(δ
N−N(s+1)

q+1 ), se s+ 1 > N
p(N−2)−2 .

(3.42)

(ii) Se p > N
N−2 então

|Vδ|s+1
s+1 =


Cδ

N(s+1)
p+1 + o(δ

N(s+1)
p+1 ), se s+ 1 < N

N−2 ,

Cδ
N2

(p+1)(N−2) | log δ|+O(δ
N2

(p+1)(N−2) ), se s+ 1 = N
N−2 ,

Cδ
N−N(s+1)

q+1 + o(δ
N−N(s+1)

q+1 ), se s+ 1 > N
N−2 .

(3.43)

(iii) Se p = N
N−2

|Vδ|s+1
s+1 =


Cδ

N(s+1)
p+1 | log δ|s+1 + | log δ|s+1o(δ

N(s+1)
p+1 ), se s+ 1 < N

N−2 ,

Cδ
N2

(p+1)(N−2) | log δ|+ | log δ|s+1O(δ
N2

(p+1)(N−2) ), se s+ 1 = N
N−2 ,

Cδ
N−N(s+1)

q+1 + o(δ
N−N(s+1)

q+1 ), se s+ 1 > N
N−2 .

(3.44)

Demonstração.

Caso 1: p < N
N−2 .

De (3.5), existem constantes C,D > 0 tais que

Dδ
(s+1) p

p+1
[p(N−2)−2]

(δp(N−2)−2 + |x|p(N−2)−2)s+1
≤ 1

δ
N(s+1)
q+1

ϕs+1
(x
δ

)
≤ Cδ

(s+1) p
p+1

[p(N−2)−2]

(δp(N−2)−2 + |x|p(N−2)−2)s+1
, ∀x ∈ RN .

Observe que∫
Ω
|Uδ|s+1dx =

∫
Ω
|ξ(x)ψδ(x)|s+1dx

=

∫
B(0,ρ/2)

|ψδ(x)|s+1dx+

∫
B(0,ρ)\B(0,ρ/2)

|ξ(x)|s+1|ψδ(x)|s+1dx,
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e por sua vez

Dδ
(s+1) p

p+1
[p(N−2)−2]

∫
B(0,ρ)\B(0,ρ/2)

|ξ(x)|s+1

(δp(N−2)−2 + |x|p(N−2)−2)s+1
dx

≤
∫
B(0,ρ)\B(0,ρ/2)

|ξ(x)|s+1|ψδ(x)|s+1dx

≤ Cδ(s+1) p
p+1

[p(N−2)−2]
∫
B(0,ρ)\B(0,ρ/2)

|ξ(x)|s+1

(δp(N−2)−2 + |x|p(N−2)−2)s+1
dx

donde, do teorema da convergência dominada,∫
B(0,ρ)\B(0,ρ/2)

|ξ(x)|s+1|ψδ(x)|s+1dx = Cδ
(s+1) p

p+1
[p(N−2)−2]

+ o(δ
(s+1) p

p+1
[p(N−2)−2]

)

e portanto∫
Ω
|Uδ|s+1dx =

∫
B(0,ρ/2)

|ψδ(x)|s+1dx+Cδ
(s+1) p

p+1
[p(N−2)−2]

+ o(δ
(s+1) p

p+1
[p(N−2)−2]

). (3.45)

A seguir, consideramos 3 casos distintos.

Caso 1.1: s+ 1 < N
p(N−2)−2 .

Segue que

Dδ
(s+1) p

p+1
[p(N−2)−2]

∫
B(0,ρ/2)

1

(δp(N−2)−2 + |x|p(N−2)−2)s+1
dx ≤

∫
B(0,ρ/2)

|ψδ(x)|s+1dx

≤ Cδ(s+1) p
p+1

[p(N−2)−2]
∫
B(0,ρ/2)

1

(δp(N−2)−2 + |x|p(N−2)−2)s+1
dx

donde, do teorema da convergência dominada,∫
B(0,ρ/2)

|ψδ(x)|s+1dx = Cδ
(s+1) p

p+1
[p(N−2)−2]

+ o(δ
(s+1) p

p+1
[p(N−2)−2]

)

e de (3.45) segue então que∫
Ω
|Uδ|s+1dx = Cδ

(s+1) p
p+1

[p(N−2)−2]
+ o(δ

(s+1) p
p+1

[p(N−2)−2]
). (3.46)

Caso 1.2: s+ 1 > N
p(N−2)−2 .

Temos∫
B(0,ρ/2)

|ψδ(x)|s+1dx =

∫
B(0,δ)

|ψδ(x)|s+1dx+

∫
δ<|x|<ρ/2

|ψδ(x)|s+1dx; (3.47)

por sua vez,∫
B(0,δ)

|ψδ(x)|s+1dx =
C

δ
N(s+1)
q+1

∫
B(0,δ)

ϕs+1
(x
δ

)
dx

= Cδ
N−N(s+1)

q+1

∫
B(0,1)

ϕs+1(x)dx = Cδ
N−N(s+1)

q+1 .
(3.48)
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Temos também∫
δ<|x|<ρ/2

|ψδ(x)|s+1dx =
C

δ
N(s+1)
q+1

∫
δ<|x|<ρ/2

ϕs+1
(x
δ

)
dx

= Cδ
N−N(s+1)

q+1

∫
1<|x|<ρ/(2δ)

ϕs+1(x)dx

= Cδ
N−N(s+1)

q+1

∫
|x|>1

ϕs+1(x)dx− CδN−
N(s+1)
q+1

∫
|x|>ρ/(2δ)

ϕs+1(x)dx

= Cδ
N−N(s+1)

q+1 + o(δ
N−N(s+1)

q+1 ).

(3.49)

Logo, de (3.45), ∫
Ω
|Uδ|s+1dx = Cδ

N−N(s+1)
q+1 + o(δ

N−N(s+1)
q+1 ), (3.50)

pois s+ 1 > N
p(N−2)−2 .

Caso 1.3: s+ 1 = N
p(N−2)−2 .

É válido (3.47) e (3.48). Temos∫
δ<|x|<ρ/2

|ψδ(x)|s+1dx = Cδ
N−N(s+1)

q+1

∫
1<|x|<ρ/(2δ)

ϕs+1(x)dx

= Cδ
N−N(s+1)

q+1

∫ ρ/(2δ)

1

∫
Sr

ϕs+1(x)dSdr

= Cδ
N−N(s+1)

q+1

∫ ρ/(2δ)

1
ϕs+1(x)rN−1dr

= Cδ
N−N(s+1)

q+1

∫ ρ/(2δ)

1

1

r
dr + Cδ

N−N(s+1)
q+1

∫ ρ/(2δ)

1

[
ϕs+1(r)rN−1 − 1

r

]
dr

= Cδ
N−N(s+1)

q+1 | log δ|+ o(δ
N−N(s+1)

q+1 ),

(3.51)

e assim, de (3.45), ∫
Ω
|Uδ|s+1dx = Cδ

Np
p+1 | log δ|+O(δ

Np
p+1 ). (3.52)

Caso 2: p > N
N−2 .

De (3.7), existem constantes C,D > 0 tais que

Dδ
N(s+1)
p+1

(δN−2 + |x|N−2)s+1
≤ 1

δ
N(s+1)
q+1

ϕs+1
(x
δ

)
≤ Cδ

N(s+1)
p+1

(δN−2 + |x|N−2)s+1
, ∀x ∈ RN .

Observe que∫
Ω
|Uδ|s+1dx =

∫
Ω
|ξ(x)ψδ(x)|s+1dx

=

∫
B(0,ρ/2)

|ψδ(x)|s+1dx+

∫
B(0,ρ)\B(0,ρ/2)

|ξ(x)|s+1|ψδ(x)|s+1dx,

e por sua vez

Dδ
N(s+1)
p+1

∫
B(0,ρ)\B(0,ρ/2)

|ξ(x)|s+1

(δN−2 + |x|N−2)s+1
dx ≤

∫
B(0,ρ)\B(0,ρ/2)

|ξ(x)|s+1|ψδ(x)|s+1dx

≤ Cδ
N(s+1)
p+1

∫
B(0,ρ)\B(0,ρ/2)

|ξ(x)|s+1

(δN−2 + |x|N−2)s+1
dx



76 Capítulo 3 � Existência de soluções para o problema (P3)

donde, do teorema da convergência dominada,∫
B(0,ρ)\B(0,ρ/2)

|ξ(x)|s+1|ψδ(x)|s+1dx = Cδ
N(s+1)
p+1 + o(δ

N(s+1)
p+1 )

e portanto ∫
Ω
|Uδ|s+1dx =

∫
B(0,ρ/2)

|ψδ(x)|s+1dx+ Cδ
N(s+1)
p+1 + o(δ

N(s+1)
p+1 ). (3.53)

Novamente, consideramos 3 casos distintos.

Caso 2.1: s+ 1 < N
N−2 .

Segue que

Dδ
N(s+1)
p+1

∫
B(0,ρ/2)

1

(δN−2 + |x|N−2)s+1
dx ≤

∫
B(0,ρ/2)

|ψδ(x)|s+1dx

≤ Cδ
N(s+1)
p+1

∫
B(0,ρ/2)

1

(δN−2 + |x|N−2)s+1
dx

donde, do teorema da convergência dominada,∫
B(0,ρ/2)

|ψδ(x)|s+1dx = Cδ
N(s+1)
p+1 + o(δ

N(s+1)
p+1 )

e de (3.53) segue então que∫
Ω
|Uδ|s+1dx = Cδ

N(s+1)
p+1 + o(δ

N(s+1)
p+1 ). (3.54)

Caso 2.2: s+ 1 > N
N−2 .

É válido (3.47), (3.48) e (3.49). Logo, de (3.53),∫
Ω
|Uδ|s+1dx = Cδ

N−N(s+1)
q+1 + o(δ

N−N(s+1)
q+1 ), (3.55)

pois s+ 1 > N
N−2 .

Caso 2.3: s+ 1 = N
N−2 .

É válido (3.47), (3.48) e (3.51). Logo, de (3.53)∫
Ω
|Uδ|s+1dx = Cδ

N2

(p+1)(N−2) | log δ|+O(δ
N2

(p+1)(N−2) ). (3.56)

Caso 3: p = N
N−2 .

De (3.6), existem constantes C,D > 0 tal que

D(| log |x||s+1 + 1)| log δ|s+1δ
N(s+1)
p+1

(δN−2 + |x|N−2)s+1
≤ 1

δ
N(s+1)
q+1

ϕs+1
(x
δ

)
≤ C(| log |x||s+1 + 1)| log δ|s+1δ

N(s+1)
p+1

(δN−2 + |x|N−2)s+1
, ∀x ∈ RN ,
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se | log δ| ≥ 1.

Observe que∫
Ω
|Uδ|s+1dx =

∫
Ω
|ξ(x)ψδ(x)|s+1dx

=

∫
B(0,ρ/2)

|ψδ(x)|s+1dx+

∫
B(0,ρ)\B(0,ρ/2)

|ξ(x)|s+1|ψδ(x)|s+1dx,

e por sua vez

Dδ
N(s+1)
p+1 | log δ|s+1

∫
B(0,ρ)\B(0,ρ/2)

(| log |x||s+1 + 1)|ξ(x)|s+1

(δN−2 + |x|N−2)s+1
dx

≤
∫
B(0,ρ)\B(0,ρ/2)

|ξ(x)|s+1|ψδ(x)|s+1dx

≤ Cδ
N(s+1)
p+1 | log δ|s+1

∫
B(0,ρ)\B(0,ρ/2)

(| log |x||s+1 + 1)|ξ(x)|s+1

(δN−2 + |x|N−2)s+1
dx

donde, do teorema da convergência dominada,∫
B(0,ρ)\B(0,ρ/2)

|ξ(x)|s+1|ψδ(x)|s+1dx = Cδ
N(s+1)
p+1 | log δ|s+1 + | log δ|s+1o(δ

N(s+1)
p+1 )

e portanto∫
Ω
|Uδ|s+1dx =

∫
B(0,ρ/2)

|ψδ(x)|s+1dx+ Cδ
N(s+1)
p+1 | log δ|s+1 + | log δ|s+1o(δ

N(s+1)
p+1 ). (3.57)

Mais uma vez, consideramos 3 casos distintos.

Caso 3.1: s+ 1 < N
N−2 .

Segue que

Dδ
N(s+1)
p+1 | log δ|s+1

∫
B(0,ρ/2)

| log |x||s+1 + 1

(δN−2 + |x|N−2)s+1
dx ≤

∫
B(0,ρ/2)

|ψδ(x)|s+1dx

≤ Cδ
N(s+1)
p+1 | log δ|s+1

∫
B(0,ρ/2)

| log |x||s+1 + 1

(δN−2 + |x|N−2)s+1
dx

donde, do teorema da convergência dominada,∫
B(0,ρ/2)

|ψδ(x)|s+1dx = Cδ
N(s+1)
p+1 | log δ|s+1 + | log δ|s+1o(δ

N(s+1)
p+1 )

e de (3.57) segue então que∫
Ω
|Uδ|s+1dx = Cδ

N(s+1)
p+1 | log δ|s+1 + | log δ|s+1o(δ

N(s+1)
p+1 ). (3.58)

Caso 3.2: s+ 1 > N
N−2 .

É válido (3.47), (3.48) e (3.49). Logo, de (3.57),∫
Ω
|Uδ|s+1dx = Cδ

N−N(s+1)
q+1 + o(δ

N−N(s+1)
q+1 ), (3.59)

pois s+ 1 > N
N−2 .
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Caso 3.3: s+ 1 = N
N−2 .

É válido (3.47), (3.48) e (3.51). Logo, de (3.57)∫
Ω
|Uδ|s+1dx = Cδ

N2

(p+1)(N−2) | log δ|+ | log δ|s+1O(δ
N2

(p+1)(N−2) ). (3.60)

Conclusão da prova do Lema 3.19

O nosso objetivo é mostrar que para δ su�cientemente pequeno temos

max
t≥0

Iµ(tVδ) <
2

N
S

pN
2(p+1) . (3.61)

Note que

Iµ(tVδ) =
p

p+ 1
t
p+1
p |∆Vδ|

p+1
p
p+1
p

− µ

s+ 1
ts+1|Vδ|s+1

s+1 −
tq+1

q + 1
, lim

t→∞
Iµ(tVδ) = −∞,

e então max
t≥0

Iµ(tVδ) é atingido em algum tδ > 0. Dessa maneira,

d

dt
Iµ(tVδ)

∣∣∣∣
t=tδ

= 0⇒ |∆Vδ|
p+1
p
p+1
p

− µts−
1
p |Vδ|s+1

s+1 − t
q− 1

p

δ = 0,

ou seja,

|∆Vδ|
p+1
p
p+1
p

= µt
s− 1

p |Vδ|s+1
s+1 + t

q− 1
p

δ ≥ tq−
1
p

δ

donde

tδ ≤ |∆Vδ|
p+1
pq−1
p+1
p

. (3.62)

A última desigualdade implica que

|∆Vδ|
p+1
p
p+1
p

= t
q− 1

p

δ + µt
s− 1

p

δ |Vδ|s+1
s+1 ≤ t

q− 1
p

δ + µ|∆Vδ|
p+1
pq−1

ps−1
p

p+1
p

|Vδ|s+1
s+1

e então

t
q− 1

p

δ ≥ |∆Vδ|
p+1
p
p+1
p

− µ|∆Vδ|
p+1
pq−1

ps−1
p

p+1
p

|Vδ|s+1
s+1 = |∆Vδ|

p+1
p
p+1
p

[
1− µ|∆Vδ|

p+1
pq−1

ps−1
p
− p+1

p
p+1
p

|Vδ|s+1
s+1

]
.

Usando agora as estimativas em (3.41), as estimativas em (3.42), (3.43) e (3.44), e a

desigualdade (3.62), concluímos que

tδ → S
p

pq−1 , δ → 0. (3.63)

Considere agora função

g(t) =
p

p+ 1
t
p+1
p |∆Vδ|

p+1
p
p+1
p

− tq+1

q + 1
, t ≥ 0,
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e observe que g atinge máximo em t0 = |∆Vδ|
p+1
pq−1
p+1
p

e que g é crescente no intervalo

[0, |∆Vδ|
p+1
pq−1
p+1
p

]. Dessa maneira, de (3.62),

max
t≥0

Iµ(tVδ) = Iµ(tδVδ) = g(tδ)−
µ

s+ 1
ts+1
δ |Vδ|s+1

s+1

≤ p

p+ 1
(|∆Vδ|

p+1
pq−1
p+1
p

)
p+1
p |∆Vδ|

p+1
p
p+1
p

−
(|∆Vδ|

p+1
pq−1
p+1
p

)q+1

q + 1
− µ

s+ 1
ts+1
δ |Vδ|s+1

s+1

=
2

N
(|∆Vδ|

p+1
p
p+1
p

)
pN

2(p+1) − µ

s+ 1
ts+1
δ |Vδ|s+1

s+1.

Caso 1: p < N
N−2 .

Segue de (3.41) que

max
t≥0

Iµ(tVδ) ≤
2

N
S

pN
2(p+1) +O(δp(N−2)−2)− µ

s+ 1
ts+1
δ |Vδ|s+1

s+1,

e então, para δ su�cientemente pequeno, segue de (3.63) que

max
t≥0

Iµ(tVδ) ≤
2

N
S

pN
2(p+1) +O(δp(N−2)−2)− µ

s+ 1

(
S

p
pq−1

2

)s+1

|Vδ|s+1
s+1

=
2

N
S

pN
2(p+1) +O(δp(N−2)−2)− Ĉ|Vδ|s+1

s+1.

Note que a 1a linha em (3.42) não é útil para os nossos propósitos pois, da hipótese geral,

s+ 1 ≥ p+ 1

p
⇒ (s+ 1)

p

p+ 1
≥ 1⇒ (s+ 1)

p

p+ 1
[p(N − 2)− 2] ≥ [p(N − 2)− 2].

Agora, a 3a linha (3.42) será útil se

N − N(s+ 1)

q + 1
< p(N − 2)− 2,

e como q + 1 = N(p+1)
p(N−2)−2 , a última desigualdade é equivalente a

N − N(s+ 1)

q + 1
<
N(p+ 1)

q + 1
, isto é, q − p < s+ 1.

Lembrando que p+1
p ≤ s+ 1 é hipótese geral, temos

q − p > p+ 1

p
⇔ p <

2 +
√

2N

N − 2
. (3.64)

De fato, observe que se p e q satisfazem (3.1) então

q + 1 =
N(p+ 1)

p(N − 2)− 2
. (3.65)
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Logo,

q − p > p+ 1

p
⇔ q >

1

p
+ 1 + p⇔ q + 1 > (p+ 1)

(
p+ 1

p

)
;

de (3.65),

N(p+ 1)

p(N − 2)− 2
> (p+ 1)

(
p+ 1

p

)
⇔ N

p(N − 2)− 2
>
p+ 1

p
⇔ (N − 2)p2 − 4p− 2 < 0,

ou seja,

q − p > p+ 1

p
⇔ p <

2 +
√

2N

N − 2
.

Ressaltamos também que

min

{
N

N − 2
,
2 +
√

2N

N − 2

}
=


N
N−2 , se N = 3, 4, 5,

2+
√

2N
N−2 , se N ≥ 6.

(3.66)

Portanto,

(i) se N ≥ 6

(i.1) e 2+
√

2N
N−2 ≤ p < N

N−2 , e considerando também a 2a linha de (3.42), temos (3.61)

válido para todo p+1
p ≤ s+ 1 < q + 1;

(i.2) e 2
N−2 < p < 2+

√
2N

N−2 , segue de (3.64) e (3.66) que (3.61) é válido se

q − p < s+ 1 < q + 1;

(ii) se N = 3, 4, 5 e 2
N−2 < p < N

N−2 , segue de (3.64) e (3.66) que (3.61) é válido se

q − p < s+ 1 < q + 1.

Caso 2: p > N
N−2 .

Segue de (3.41) que

max
t≥0

Iµ(tVδ) ≤
2

N
S

pN
2(p+1) +O(δ

N
p )− µ

s+ 1
ts+1
δ |Vδ|s+1

s+1,

e então, para δ su�cientemente pequeno, segue de (3.63) que

max
t≥0

Iµ(tVδ) ≤
2

N
S

pN
2(p+1) +O(δ

N
p )− µ

s+ 1

(
S

p
pq−1

2

)s+1

|Vδ|s+1
s+1

=
2

N
S

pN
2(p+1) +O(δ

N
p )− Ĉ|Vδ|s+1

s+1.

Note que a 1a linha em (3.43) não é útil para os nossos propósitos pois, da hipótese geral,

s+ 1 ≥ p+ 1

p
⇒ s+ 1

p+ 1
≥ 1

p
⇒ N(s+ 1)

p+ 1
≥ N

p
.

Agora, a 3a linha (3.43) será útil se

N − N(s+ 1)

q + 1
<
N

p
,
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e a última desigualdade é equivalente a

(p− 1)(q + 1)

p
< s+ 1.

Lembrando que p+1
p ≤ s+ 1 é hipótese geral, temos

(p− 1)(q + 1)

p
>
p+ 1

p
⇔ p >

N − 2

2
. (3.67)

De fato, de (3.65),

(p− 1)
N(p+ 1)

p(N − 2)− 2
> p+ 1⇔ p− 1 >

p(N − 2)− 2

N
,

ou seja,
(p− 1)(q + 1)

p
>
p+ 1

p
⇔ p >

N − 2

2
.

Ressaltamos também que

max

{
N

N − 2
,
N − 2

2

}
=


N
N−2 , se N = 3, 4, 5,

N−2
2 , se N ≥ 6.

(3.68)

Portanto,

(i) se N ≥ 6

(i.1) e N
N−2 < p ≤ N−2

2 , e considerando também a 2a linha de (3.43), temos (3.61)

válido para todo p+1
p ≤ s+ 1 < q + 1;

(i.2) e p > N−2
2 , segue de (3.67) e (3.68) que (3.61) é válido se (p−1)(q+1)

p < s+ 1 <

q + 1;

(ii) se N = 3, 4, 5 e p > N
N−2 , segue de (3.67) e (3.68) que (3.61) é válido se (p−1)(q+1)

p <

s+ 1 < q + 1.

Caso 3: p = N
N−2 .

Segue de (3.41) que

max
t≥0

Iµ(tVδ) ≤
2

N
S

pN
2(p+1) + | log δ|

p+1
p O(δ

N
p )− µ

s+ 1
ts+1
δ |Vδ|s+1

s+1,

e então, para δ su�cientemente pequeno, segue de (3.63) que

max
t≥0

Iµ(tVδ) ≤
2

N
S

pN
2(p+1) + | log δ|

p+1
p O(δ

N
p )− µ

s+ 1

(
S

p
pq−1

2

)s+1

|Vδ|s+1
s+1

=
2

N
S

pN
2(p+1) + | log δ|

p+1
p O(δ

N
p )− Ĉ|Vδ|s+1

s+1.

A análise nesse caso é análoga a do Caso 2, usando agora as estimativas em (3.44).

Portanto,
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(i) se N ≥ 6

(i.1) e N
N−2 = p ≤ N−2

2 , e considerando também a 2a linha de (3.44), temos (3.61)

válido para todo p+1
p ≤ s+ 1 < q + 1;

(i.2) e p > N−2
2 , segue de (3.67) e (3.68) que (3.61) é válido se (p−1)(q+1)

p < s+ 1 <

q + 1;

(ii) se N = 3, 4, 5 e p ≥ N
N−2 , segue de (3.67) e (3.68) que (3.61) é válido se (p−1)(q+1)

p <

s+ 1 < q + 1.

Por �m, combinando os itens (i.1) nos 3 casos obtemos (a) da hipótese (H). Os itens (i.2)

e (ii) no Caso 1 equivalem a (b1) e (b3) de (H), enquanto os itens (i.2) e (ii) nos Casos 2 e 3

equivalem a (b2) e (b4) de (H).

3.4 Regiões crítica e não-crítica da hipérbole crítica para um

sistema Hamiltoniano

Neste capítulo introduzimos na De�nição 3.1 a noção de região não-crítica e região crítica

da hipérbole crítica associadas ao operador ∆(|∆u|
1
p
−1

∆u). No caso particular ∆(|∆u|
1
p
−1

∆u) = µ|u|
1
p
−1
u+ |u|q−1u em Ω,

u,∆u = 0 sobre ∂Ω,
(P ′3)

|u|
1
p
−1
u tem a mesma homogeneidade do operador ∆(|∆u|

1
p
−1

∆u). Tenhamos em mente os

resultados clássicos de Brezis e Nirenberg [12] para o −∆, Garcia Azorero e Peral Alonso

[19] para o −∆p e van der Vorst [47] para ∆2, conforme já apresentados na introdução deste

capítulo.

Observamos que a região não-crítica associada ao problema (P ′3) não é necessariamente

simétrica em relação ao eixo p = q, pois o sistema associado ao problema (P ′3), dado por
−∆u = |v|p−1v em Ω,

−∆v = µ|u|
1
p
−1
u+ |u|q−1u em Ω,

u, v = 0 sobre ∂Ω,

(S′3)

não é uma perturbação simétrica do sistema
−∆u = |v|p−1v em Ω,

−∆v = |u|q−1u em Ω,

u, v = 0 sobre ∂Ω.

(S)

Se (p, q) pertence a região não-crítica associada ao problema (P ′3), isto é,

N ≥ 6 e
2 +
√

2N

N − 2
≤ p ≤ N − 2

2
, (3.69)
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segue de q + 1 = N(p+1)
p(N−2)−2 que

4

N − 4
≤ q ≤ N2 + 2

√
2N√

2N(N − 2)
. (3.70)

De forma semelhante, obtemos que a região não-crítica associada ao sistema
−∆u = λ|u|

1
q
−1
u+ |v|p−1v em Ω,

−∆v = |u|q−1u em Ω,

u, v = 0 sobre ∂Ω,

(S′′3 )

é

N ≥ 6 e
2 +
√

2N

N − 2
≤ q ≤ N − 2

2
. (3.71)

Considere o sistema 
−∆u = λ|v|

1
q
−1
u+ |v|p−1v em Ω,

−∆v = µ|u|
1
p
−1
u+ |u|q−1u em Ω,

u, v = 0 sobre ∂Ω,

(S1)

o qual é uma perturbação simétrica do sistema (S). Então é de se esperar que a região não-

crítica associada ao sistema (S1) seja dada pela interseção das regiões não-críticas associadas

a (S′3) e (S
′′
3 ), isto é, que a região não-crítica associada a (S1) seja dada por

4
N−4 ≤ p, q ≤ N−2

2 , se N = 6, 7, 8,

2+
√

2N
N−2 ≤ p, q ≤ N2+2

√
2N√

2N(N−2)
, se N ≥ 9,

(3.72)

e que a região complementar seja crítica.
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Resultados sobre o sistema do tipo
−∆u = λ|v|r−1u+ |v|p−1v em Ω,

−∆v = µ|u|s−1u+ |u|q−1u em Ω,

u, v = 0 sobre ∂Ω,

(S2)

sob as hipóteses

1

p+ 1
+

1

q + 1
=
N − 2

N
,

q + 1

q
≤ r + 1 < p+ 1,

p+ 1

p
≤ s+ 1 < q + 1

estão sendo estudados pela autora.



Capítulo

4

Multiplicidade de soluções para o

problema (P ′3)

No Capítulo 3 estudamos a existência de soluções para o problema (P3). Dedicamos este

capítulo ao estudo de múltiplas soluções para o problema (P3) no caso em que a perturbação

|u|s−1u tem a mesma homogeneidade do operador ∆(|∆u|
1
p
−1

∆u), isto é, no caso s = 1/p.

Mais precisamente, dedicamos este capítulo ao estudo de múltiplas soluções para o problema

de quarta-ordem  ∆(|∆u|
1
p
−1

∆u) = µ|u|
1
p
−1
u+ |u|q−1u em Ω,

u,∆u = 0 sobre ∂Ω,
(P ′3)

satisfazendo

u,−∆u > 0 em Ω,

onde Ω é um domínio suave limitado de RN , 0 < µ < µ1(Ω), onde µ1(Ω) denota o primeiro

autovalor do problema (3.9), e

(p, q) é um ponto da hipérbole crítica
1

p+ 1
+

1

q + 1
=
N − 2

N

na região não-crítica associada ao problema (P ′3) conforme apresentado pela De�nição 3.1,

isto é,

N ≥ 6 e
2 +
√

2N

N − 2
≤ p ≤ N − 2

2
.

85



86 Capítulo 4 � Multiplicidade de soluções para o problema (P ′3)

Teorema 4.1. Sejam Ω um domínio limitado suave de RN e (p, q) um ponto da hipérbole

crítica na região não-crítica associada ao problema (P ′3). Então existe 0 < µ < µ1(Ω) tal que,

para 0 < µ < µ, o problema (P ′3) possui, no mínimo, catΩ(Ω) soluções clássicas que satisfazem

u,−∆u > 0 em Ω.

Observe que no caso p = 1 no problema (P ′3) torna-se o problema (P1), e a hipótese
2+
√

2N
N−2 ≤ p do Teorema 4.1 é reduzida a N ≥ 8 (dimensões não-críticas para o biharmônico).

Isto diz que o Teorema 4.1 estende o Teorema 1.1.

Como já de�nido no Capítulo 3, considere para 0 < µ < µ1(Ω)

‖u‖µ :=

(
|∆u|

p+1
p
p+1
p

− µ|u|
p+1
p
p+1
p

) p
p+1

, ∀u ∈ E(Ω) = W
2, p+1

p (Ω) ∩W 1, p+1
p

0 (Ω). (4.1)

Lembremos também da seguinte equivalência

‖u‖µ ≤ ‖u‖ ≤ c(Ω)‖u‖µ, ∀u ∈ E(Ω), (4.2)

onde c(Ω) =
(

1− µ
µ1(Ω)

)− p
p+1

> 0. Trabalharemos com o funcional

Jµ(u) :=

∫
Ω
|∆u|

p+1
p dx− µ

∫
Ω
|u|

p+1
p dx (4.3)

na variedade

Vq := {u ∈ E(Ω);ψ(u) = 1} onde ψ(u) :=

∫
Ω
|u|q+1dx. (4.4)

De�nimos

m(µ,Ω) := inf{Jµ(u);u ∈ Vq}, (4.5)

e se Ω = Bρ(0), denotamos m(µ, ρ) := m(µ,Bρ(0)).

Provaremos que o funcional Jµ|V q
possui, pelo menos, tantos pontos críticos quanto

a categoria de Lusternik-Schnirelman de Ω, que a menos de multiplicação por constantes

apropriadas são soluções clássicas para o problema (P ′3).

4.1 Positividade das soluções do problema (P ′3)

Como veremos nas seções que seguem, as soluções obtidas no Teorema 4.1 serão, a menos

de multiplicação por constantes apropriadas, pontos críticos de Jµ|V q
com nível crítico menor

que S, onde S é a constante de Sobolev associada a imersão D2, p+1
p (RN ) ↪→ Lq+1(RN ). O

lema a seguir mostra que tais soluções são positivas.

Lema 4.2. Seja (p, q) um ponto sobre a hipérbole crítica. Então existe 0 < µ̃ < µ1(Ω) tal que

se u ∈ Vq é um ponto crítico de Jµ|Vq com Jµ(u) < S então, a menos de substituir u por −u,
tem-se u,−∆u > 0 em Ω.
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Demonstração. Seja u ∈ Vq é um ponto crítico de Jµ|Vq com

Jµ(u) < S. (4.6)

Logo existe λ ∈ R tal que∫
Ω
|∆u|

1
p
−1

∆u∆vdx = µ

∫
Ω
|u|

1
p
−1|u|vdx+ λ

∫
Ω
|u|q−1uvdx, ∀ v ∈ E(Ω). (4.7)

Como u ∈ Vq temos u 6= 0 e

λ = λ

∫
Ω
|u|q+1dx =

∫
Ω
|∆u|

p+1
p dx− µ

∫
Ω
|u|

p+1
p dx = Jµ(u) < S, (4.8)

e também

λ = λ

∫
Ω
|u|q+1dx = Jµ(u) =

∫
Ω

[|∆u|
p+1
p − µ|u|

p+1
p ]dx > 0. (4.9)

Portanto, usando (4.7), segue que w := λ
p

pq−1u é solução de (P ′3). Pelo Lema 3.8, sabemos

que w e portanto u ∈ C2(Ω).

Suponha, por contradição, que −∆u troca de sinal em Ω. Sejam u1 e u2 tais que{
−∆u1 = (−∆u)+ em Ω,

u1 = 0 sobre ∂Ω,
e

{
−∆u2 = −(−∆u)− em Ω,

u2 = 0 sobre ∂Ω,

onde (−∆u)+ = max{−∆u, 0} e (−∆u)− = max{−(−∆u), 0}. Segue então que u1, u2 ∈
E(Ω), u = u1 + u2, u1 ≥ 0, u2 ≤ 0 em Ω. Temos também∫

Ω
|∆u|

p+1
p dx =

∫
Ω
|∆u1|

p+1
p dx+

∫
Ω
|∆u2|

p+1
p dx, (4.10)

e, para i = 1, 2, são válidas as desigualdades

|u(x)|
1
p
−1
u(x)ui(x) ≤ |ui(x)|

p+1
p , |u(x)|q−1u(x)ui(x) ≤ |ui(x)|q+1 q.t.p. x ∈ RN . (4.11)

Veja [21, p. 126] onde um argumento semelhante foi utilizado.

Logo, de (3.2), (4.7), (4.8) e (4.11), e da imersão Lq+1(Ω) ↪→ L
p+1
p (Ω) temos

S|ui|
p+1
p

q+1 ≤ |∆ui|
p+1
p
p+1
p

=

∫
Ω
|∆u|

1
p
−1

∆u∆uidx = µ

∫
Ω
|u|

1
p
−1
uuidx+ λ

∫
Ω
|u|q−1uuidx

≤ µ

∫
Ω
|ui|

p+1
p dx+ λ

∫
Ω
|ui|q+1dx < µC|ui|

p+1
p

q+1 + S|ui|q+1
q+1,

donde

|ui|
pq−1
p

q+1 >
S − µC

S
, i = 1, 2. (4.12)

Assim, usando novamente (3.2), (4.10) e (4.12) temos

Jµ(u) = |∆u|
p+1
p
p+1
p

−µ|u|
p+1
p
p+1
p

= |∆u1|
p+1
p
p+1
p

+ |∆u2|
p+1
p
p+1
p

−µ|u|
p+1
p
p+1
p

≥ S|u1|
p+1
p

q+1 +S|u2|
p+1
p

q+1−µ|u|
p+1
p
p+1
p

> 2S

(
S − µC

S

) p+1
pq−1

− µ|u|
p+1
p
p+1
p

→ 2S,
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quando µ → 0, ou seja, para µ su�cientemente pequeno Jµ(u) ≥ S, o que contradiz (4.6).

Portanto, −∆u possui sinal de�nido em Ω, digamos, −∆u ≥ 0 e consequentemente, pelo

princípio do máximo forte, −∆u > 0 em Ω. Segue então do princípio do máximo forte para o

operador Laplaciano aplicado ao sistema associado a (P ′3) e do Lema 3.8 que u > 0 em Ω.

4.2 Compacidade

O Lema 4.4 descreve a falta de compacidade da imersão de D2, p+1
p (RN ) em Lq+1(RN ). O

caso em que p = 1 foi provado no Lema 1.4, sem a necessidade da hipótese (4.18). Destacamos

que as sequências minimizantes para as quais aplicaremos o Lema 4.4, mostraremos que essas

satisfazem (4.18). Em relação a hipótese extra (4.18) lembramos também do seguinte resultado

de Browder e de Figueiredo [13, Proposition 2.1].

Observação 4.3. Sejam r, s > 1 tais que 1
r + 1

s = 1. O operador de Nemytskii N : Lr(Ω)→
Ls(Ω) de�nido por N(w) = |w|r−2w não é fracamente sequencialmente contínuo se r 6= 2.

Isto diz que dada uma sequência (un) ⊂ D2, p+1
p (RN ) com un ⇀ u em D2, p+1

p (RN ) não tem-se

necessariamente∫
RN
|∆un|

1
p
−1

∆un∆ϕdx −→
∫
RN
|∆u|

1
p
−1

∆u∆ϕdx, ∀ϕ ∈ D2, p+1
p (RN ). (4.13)

No caso p = 1, a convergência un ⇀ u em D2,2(RN ) é precisamente (4.13), e foi esse fato

utilizado na demonstração do Lema 1.4. Para a validade da convergência integral (4.13) para

p qualquer faz-se necessário assumir ∆un → ∆u q.t.p. em RN . Mas, nesse caso, podemos

também aplicar o lema de Brezis-Lieb [11] para prosseguir com a demonstração.

Lema 4.4 (Concentração e compacidade). Seja (p, q) um ponto da hipérbole crítica. Seja

(un) ⊂ D2, p+1
p (RN ) uma sequência tal que

un ⇀ u em D2, p+1
p (RN ), (4.14)

|∆(un − u)|
p+1
p
∗
⇀ λ no sentido das medidas em RN , (4.15)

|un − u|q+1 ∗⇀ ν no sentido das medidas em RN , (4.16)

un → u q.t.p. em RN , (4.17)

∆un → ∆u q.t.p. em RN . (4.18)

De�na

λ∞ = lim
R→∞

lim
n→∞

∫
|x|>R

|∆un|
p+1
p dx, ν∞ = lim

R→∞
lim
n→∞

∫
|x|>R

|un|q+1dx.

Temos então

‖ν‖
p+1
p

1
q+1 ≤ S−1‖λ‖, (4.19)

ν
p+1
p

1
q+1

∞ ≤ S−1λ∞, (4.20)
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lim
n→∞

|∆un|
p+1
p
p+1
p

= |∆u|
p+1
p
p+1
p

+ ‖λ‖+ λ∞, (4.21)

lim
n→∞

|un|q+1
q+1 = |u|q+1

q+1 + ‖ν‖+ ν∞. (4.22)

Mais ainda, se u = 0 e ‖ν‖
p+1
p

1
q+1 = S−1‖λ‖, então λ e ν são concentradas em um único

ponto em comum.

Demonstração.

Caso particular: u = 0. Provaremos (4.19) e (4.20), e que λ e ν são concentradas em um

único ponto em comum.

A prova segue de maneira idêntica à demonstração do Lema 1.4.

Caso geral: u não é necessariamente nula e provaremos (4.19)-(4.22).

Escreva vn := un − u. Então vn ⇀ 0 em D2, p+1
p (RN ), |∆vn|

p+1
p

∗
⇀ λ e |vn|q+1 ∗

⇀ ν no

sentido das medidas em RN , e vn → 0 q.t.p. em RN , donde, do caso particular, segue (4.19).

Usando a hipótese (4.18), segue do lema de Brezis-Lieb [11] que∫
|x|≥R

|∆u|
p+1
p dx = lim

n→∞

(∫
|x|≥R

|∆un|
p+1
p dx−

∫
|x|≥R

|∆vn|
p+1
p dx

)
,

donde

λ∞ = lim
R→∞

lim
n→∞

∫
|x|≥R

|∆un|
p+1
p dx = lim

R→∞
lim
n→∞

∫
|x|≥R

|∆vn|
p+1
p dx.

Usando agora a hipótese (4.17) e novamente o lema de Brezis-Lieb, obtemos∫
|x|≥R

|u|q+1dx = lim
n→∞

(∫
|x|≥R

|un|q+1dx−
∫
|x|≥R

|vn|q+1dx

)
,

donde

ν∞ = lim
R→∞

lim
n→∞

∫
|x|≥R

|un|q+1dx = lim
R→∞

lim
n→∞

∫
|x|≥R

|vn|q+1dx.

Do estudo feito no caso particular, segue (4.20).

Agora procederemos para provar (4.21). Temos

|∆un|
p+1
p
∗
⇀ λ+ |∆u|

p+1
p . (4.23)

Com efeito, para toda f ∈ C0(RN ) temos, do lema de Brezis-Lieb aplicado a f+ e f−,∫
RN

f |∆u|
p+1
p dx = lim

n→∞

(∫
RN

f |∆un|
p+1
p dx−

∫
RN

f |∆vn|
p+1
p dx

)
.

donde (4.23) segue pois |∆vn|
p+1
p
∗
⇀ λ.

Fixe R > 0 e considere ψR ∈ C∞(RN ) tal que ψR(x) = 1 se |x| ≥ R + 1, ψR(x) = 0 se

|x| ≤ R e 0 ≤ ψR ≤ 1 em RN . De (4.23) temos

lim
n→∞

∫
RN
|∆un|

p+1
p dx = lim

n→∞

∫
RN

ψR|∆un|
p+1
p dx+

∫
RN

(1− ψR)dλ+

∫
RN

(1− ψR)|∆u|
p+1
p dx.
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Fazendo agora R→∞, segue do teorema da convergência dominada que

lim
R→∞

lim
n→∞

∫
RN
|∆un|

p+1
p dx = λ∞ +

∫
RN

1dλ+

∫
RN
|∆u|

p+1
p dx

e portanto

lim
n→∞

|∆un|
p+1
p
p+1
p

= |∆u|
p+1
p
p+1
p

+ ‖λ‖+ λ∞,

que é precisamente (4.21).

Para provar (4.22), primeiramente observe que

|un|q+1 ∗⇀ ν + |u|q+1. (4.24)

Basta notar que para toda f ∈ Cc(RN ) temos, de Brezis-Lieb,∫
RN

f |u|q+1dx = lim
n→∞

(∫
RN

f |un|q+1dx−
∫
RN

f |vn|q+1dx

)
.

e argumentar como anteriormente, usando o fato de que |vn|q+1 ∗⇀ ν.

Fixe R > 0 e considerando, ψR ∈ C∞(RN ) tal que ψR(x) = 1 se |x| ≥ R + 1, ψR(x) = 0

se |x| ≤ R e 0 ≤ ψR ≤ 1 em RN . De (4.24) temos

lim
n→∞

∫
RN
|un|q+1dx = lim

n→∞

∫
RN

ψR|un|q+1dx+

∫
RN

(1− ψR)dν +

∫
RN

(1− ψR)|u|q+1dx,

e portanto

lim
n→∞

|un|q+1
q+1 = |u|q+1

q+1 + ‖ν‖+ ν∞,

que é exatamente (4.22), encerrando a demonstração do lema.

Lema 4.5. Seja (p, q) um ponto da hipérbole crítica. Se (un) ⊂ Vq é tal que ‖un‖
p+1
p =

|∆un|
p+1
p
p+1
p

→ S, então, a menos de subsequência, un ⇀ u em E(Ω) e ∆un → ∆u q.t.p. em Ω.

Demonstração. Se (un) ⊂ Vq é tal que ‖un‖
p+1
p = |∆un|

p+1
p
p+1
p

→ S, então do princípio

variacional de Ekeland [49, Theorem 8.5] segue que existe (vn) ⊂ Vq tal que

(a) F (vn) := |∆vn|
p+1
p
p+1
p

→ S;

(b) ‖un − vn‖ = |∆un −∆vn| p+1
p
→ 0;

(c) ‖F ′(vn)‖∗ = min
α∈R
‖F ′(vn)− αψ′(vn)‖ → 0, onde ψ é dada em (4.4),

ou seja, (vn) é uma sequência (PS)S para o funcional F |Vq.
Como (un) e (vn) são limitadas em E(Ω), existem u, v ∈ E(Ω) tais que, a menos de

subsequência, un ⇀ u e vn ⇀ v em E(Ω). Segue então de (b) que u = v. Para provar o nosso

lema, é su�ciente mostrar que ∆vn → ∆v q.t.p. em Ω, pois assim

∆un−∆vn → 0 em L
p+1
p (Ω)⇒ ∆un−∆vn → 0 q.t.p. em Ω⇒ ∆un → ∆v = ∆u q.t.p. em Ω.
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Do item (c), para cada n ∈ N existe αn ∈ R tal que

|F ′(vn)w − αnψ′(vn)w| =

∣∣∣∣p+ 1

p

∫
Ω
|∆vn|

1
p
−1

∆vn∆wdx− αn(q + 1)

∫
Ω
|vn|q−1vnwdx

∣∣∣∣
≤ on(1)‖w‖, ∀w ∈ E(Ω).

Como a sequência (vn) é limitada temos

F ′(vn)vn − αnψ′(vn)vn =
p+ 1

p

∫
Ω
|∆vn|

p+1
p dx− αn(q + 1)

∫
Ω
|vn|q+1dx

=
p+ 1

p
[S + on(1)]− αn(q + 1) = on(1),

ou seja,

αn =
p+ 1

p

1

q + 1
S + on(1)

e assim concluímos que∣∣∣∣∫
Ω
|∆vn|

1
p
−1

∆vn∆wdx− [S + on(1)]

∫
Ω
|vn|q−1vnwdx

∣∣∣∣ ≤ on(1)‖w‖, ∀w ∈ E(Ω). (4.25)

Do Lema 3.10, podemos supor que:

vn ⇀ v em E(Ω),

vn → v q.t.p. em Ω e em Lθ(Ω) para todo 1 ≤ θ < q + 1,

|∆vn|
p+1
p
∗
⇀ λ no sentido das medidas de Ω,

|vn|q+1 ∗⇀ ν no sentido das medidas de Ω,

e existem um conjunto de índices J no máximo enumerável, {xj ; j ∈ J} ⊂ Ω, {νj ; j ∈
J}, {λj ; j ∈ J} ⊂ (0,∞) tais que

ν = |v|q+1 +
∑
j∈J

νjδxj , λ ≥ |∆u|
p+1
p +

∑
j∈J

λjδxj ,

Sν
p+1
p

1
q+1

j ≤ µj , ∀j ∈ J, e
∑
j∈J

ν
p+1
p

1
q+1

j <∞.

Para dar continuidade a nossa demonstração, provaremos três a�rmações.

A�rmação 1: Se (vn) satisfaz (4.25) então J é, no máximo, �nito.

Seja xk ∈ Ω um ponto no suporte singular de λ e ν. Seja ξ ∈ C∞c (RN ), 0 ≤ ξ ≤ 1 em

RN , ξ ≡ 1 em B1(0), suppξ ⊂ B2(0); para θ > 0 de�na ξθ(x) = ξ
(
x−xk
θ

)
. Do Lema 3.12 (i),

ξθun ∈ E(Ω) e é limitada. Fixado θ > 0, temos, de (4.25),

on(1) =

∫
Ω
|∆vn|

1
p
−1

∆vn∆(ξθvn)dx− [S + on(1)]

∫
Ω
|vn|q−1vn(ξθvn)dx

=

∫
Ω
|∆vn|

1
p
−1

∆vn(ξθ∆vn + 2∇ξθ.∇vn + vn∆ξθ)dx− [S + on(1)]

∫
Ω
|vn|q+1ξθdx

=

∫
Ω
|∆vn|

p+1
p ξθdx− [S + on(1)]

∫
Ω
|vn|q+1ξθdx

+

∫
Ω

[|∆vn|
1
p
−1

∆vnvn∆ξθ + 2|∆vn|
1
p
−1

∆vn∇ξθ.∇vn]dx.

(4.26)
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Logo, argumentando como no Lema 3.13, ao tomarmos o limite quando n → ∞ em (4.26) e

depois fazendo θ → 0, obtemos

0 = λk − Sνk, ∀k ∈ J.

Como Sν
p+1
p

1
q+1

k ≤ λk, obtemos νk ≥ ν
p+1
p

1
q+1

k para todo k ∈ J , donde νk = 0 ou

ν
1− p+1

p
1
q+1

k ≥ 1, e consequentemente νk ≥ 1. Por �m, como
∑
j∈J

ν
p+1
p

1
q+1

j < ∞ segue que

J deve ser, no máximo, �nito.

A�rmação 2: Se K ⊂⊂ Ω\{xj ; j ∈ J} é compacto, então vn → v em Lq+1(K).

O argumento é idêntico ao do Lema 3.14.

A�rmação 3: Se K ⊂⊂ Ω\{xj ; j ∈ J} é compacto, então ∆vn → ∆v em L
p+1
p (K).

Seja ξθ como na demonstração do Lema 3.14. Então, de (3.29)

0 ≤
∫
K

(|∆un|
1
p
−1

∆un − |∆u|
1
p
−1

∆u)(∆un −∆u)dx

≤
∫

Ω
(|∆un|

1
p
−1

∆un − |∆u|
1
p
−1

∆u)(∆un −∆u)ξθdx

=

∫
Ω

[|∆un|
p+1
p ξθ − |∆un|

1
p
−1

∆unξθ − |∆u|
1
p
−1

∆u(∆(un − u))ξθ]dx.

Fixe θ > 0. Como (ξθvn) é limitada em E(Ω), segue de (4.25) que

on(1) =

∫
Ω
|∆vn|

1
p
−1

∆vn(vn∆ξθ + 2∇vn.∇ξθ + ξθ∆vn)dx− [S + on(1)]

∫
Ω
|vn|q+1ξθdx

e

on(1) =

∫
Ω
|∆vn|

1
p
−1

∆vn(v∆ξθ + 2∇v.∇ξθ + ξθ∆v)dx− [S + on(1)]

∫
Ω
|vn|q−1vnξθvdx.

Então

on(1) =

∫
Ω
|∆vn|

1
p
−1

∆vn(vn − v)∆ξθ + 2|∆vn|
1
p
−1

∆vn(∇vn −∇v).∇ξθ

+ |∆vn|
1
p
−1

∆vn(∆vn −∆v)ξθ − [S + on(1)]

∫
Ω
|vn|q−1vn(ξθvn − ξθv)dx,

e como ξθvn ⇀ ξθv em Lq+1(Ω) temos

on(1) =

∫
Ω
|∆vn|

1
p
−1

∆vn(vn − v)∆ξθ + 2|∆vn|
1
p
−1

∆vn(∇vn −∇v).∇ξθ

+ |∆vn|
1
p
−1

∆vn(∆vn −∆v)ξθdx

e argumentando como no Lema 3.15, usando a A�rmação 2, concluímos então que ∆vn → ∆v

em L
p+1
p (K). Consequentemente, a menos de subsequência, ∆vn → ∆v q.t.p. em Ω.
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Lema 4.6. Seja (p, q) um ponto da hipérbole crítica. Toda sequência (un) ⊂ Vq tal que

Jµ(un)→ c < S, ‖J ′µ(un)‖∗ → 0 (4.27)

admite subsequência convergente, onde ‖.‖∗ denota a norma da derivada da restrição do

funcional Jµ à variedade Vq, e é dada por

‖J ′µ(u)‖∗ = min
λ∈R
‖J ′µ(u)− λψ′(u)‖, ∀u ∈ Vq

e S é a constante de Sobolev para a imersão D2, p+1
p (RN ) ↪→ Lq+1(RN ).

Demonstração. Se (un) satisfaz (4.27), então

0 ≤ Jµ(un)→ c,

e existe sequência (λn) ⊂ R tal que

‖J ′µ(un)‖∗ = ‖J ′µ(un)− λnψ′(un)‖ → 0.

Logo existe (σn) ⊂ R, com σn → 0, tal que∣∣∣∣∫
Ω
|∆un|

1
p
−1

∆un∆wdx− µ
∫

Ω
|un|

1
p
−1
unwdx− λn

∫
Ω
|un|q−1unwdx

∣∣∣∣ ≤ σn‖w‖, ∀w ∈ E(Ω).

A sequência (un) é limitada em E(Ω). De fato,

‖un‖
p+1
p = ‖un‖

p+1
p − µ|un|

p+1
p
p+1
p

+ µ|un|
p+1
p
p+1
p

= c+ on(1) + µ|un|
p+1
p
p+1
p

.

Como (un) ⊂ Vq, segue da imersão de Lq+1(Ω) em L
p+1
p (Ω) que (un) é limitada em L

p+1
p (Ω)

e portanto a limitação de (un) em E(Ω).

Assim∣∣∣∣∫
Ω

[|∆un|
p+1
p − µ|un|

p+1
p ]dx− λn

∫
Ω
|un|q+1dx

∣∣∣∣ ≤ σn‖un‖ ⇒ Jµ(un)− λn → 0,

ou seja, λn → c ≥ 0.

Se c = 0, então

0 ≤
(

1− µ

µ1(Ω)

)
‖un‖

p+1
p = ‖un‖

p+1
p − µ

µ1(Ω)
‖un‖

p+1
p ≤ ‖un‖

p+1
p − µ|un|

p+1
p
p+1
p

= Jµ(un)→ 0,

donde (un) converge fortemente para 0 em E(Ω).

Se c > 0 então λn > 0 para n su�cientemente grande. Faça então vn = λ
p

pq−1
n un. Temos

Iµ(vn) =
p

p+ 1

∫
Ω

[|∆(λ
p

pq−1
n un)|

p+1
p − µ|λ

p
pq−1
n un|

p+1
p ]dx− 1

q + 1

∫
Ω
|λ

p
pq−1
n un|q+1dx

=
p

p+ 1
λ
p+1
pq−1
n Jµ(un)− 1

q + 1
λ
p(q+1)
pq−1
n → p

p+ 1
c
p+1
pq−1 c− 1

q + 1
c
p(q+1)
pq−1 =

2

N
c

pN
2(p+1)
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e

|I ′µ(vn)w| =

∣∣∣∣∫
Ω

[|∆(λ
p

pq−1
n un)|

1
p
−1

∆(λ
p

pq−1
n un)∆w − µ|λ

p
pq−1
n un|

1
p
−1

(λ
p

pq−1
n un)w]dx

−
∫

Ω
|λ

p
pq−1
n un|q−1(λ

p
pq−1
n un)wdx

∣∣∣∣
= λ

1
pq−1
n

∣∣∣∣∫
Ω

[|∆un|
1
p
−1

∆un∆w − µ|un|
1
p
−1
unw − λn|un|q−1unw]dx

∣∣∣∣
≤ σn‖w‖ → 0, ∀w ∈ E(Ω),

com Iµ dado por (3.12). Logo

Iµ(vn)→ 2

N
c

pN
2(p+1) <

2

N
S

pN
2(p+1) e I ′µ(vn)→ 0.

Do Lema 3.18 segue então que (vn) admite uma subsequência convergente, donde (un) também

admite subsequência convergente, �cando provada a condição (PS)c para o funcional Jµ, se

c < S.

4.3 Multiplicidade de soluções

Nesta seção, faremos novamente uso do Teorema 1.8. Em nosso contexto, X = E(Ω),

ψ(u) =
∫

Ω |u|q+1dx and ϕ = Jµ.

Lema 4.7. Sejam 0 < µ < µ1(Ω) e (p, q) um ponto da hipérbole crítica na região não-crítica

associada ao problema (P ′3). Então existe v ∈ E(Ω)\{0}, com v > 0 em Ω, tal que

‖v‖
p+1
p

µ

|v|
p+1
p

q+1

=

|∆v|
p+1
p
p+1
p

− µ|v|
p+1
p
p+1
p

|v|
p+1
p

q+1

< S. (4.28)

Demonstração. Sem perda de generalidade, suponha 0 ∈ Ω. Seja ξ ∈ C∞c (RN ) uma função tal

que 0 ≤ ξ(x) ≤ 1, para todo x ∈ RN , ξ ≡ 1 em B(0, ρ/2), ξ ≡ 0 em B(0, ρ)c e B(0, ρ) ⊂⊂ Ω,

ρ > 0. Escreva

Uδ(x) := ξ(x)ψδ(x), x ∈ RN , 0 < δ < ρ/2,

onde ψδ = S
p[p(2−n)+2]

2(p+1)2 ϕδ e ϕδ(x) = ϕδ,0(x) é dado por (3.4). Então∫
RN
|∆ψδ|

p+1
p dx = S e

∫
RN
|ψδ|q+1dx = 1,

e, ver [35] eq. (6.4) and eq. (6.3) respectivamente, temos

|∆Uδ|
p+1
p
p+1
p
,Ω

=


S +O(δp(N−2)−2), se p < N

N−2 ,

S + | log δ|
p+1
p O(δ

N
p ), se p = N

N−2 ,

S +O(δ
N
p ), se p > N

N−2 ,

(4.29)
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e

|Uδ|q+1
q+1,Ω =


1 +O(δpN ), se p < N

N−2 ,

1 + | log δ|q+1O(δq(N−2)−2), se p = N
N−2 ,

1 +O(δq(N−2)−2), se p > N
N−2 .

(4.30)

Fazendo s = 1/p no Lema 3.21 obtemos das estimativas (3.42), (3.43) e (3.44) que

|Uδ|
p+1
p
p+1
p

=


Cδp(N−2)−2 + o(δp(N−2)−2), se N < 2

(
p+1
p

)2
,

Cδ
2 p+1

p | log δ|+O(δ
2 p+1

p ), se N = 2
(
p+1
p

)2
,

Cδ
2 p+1

p + o(δ
2 p+1

p ), se N > 2
(
p+1
p

)2
,

(4.31)

se p < N
N−2 ; que

|Uδ|
p+1
p
p+1
p

=


Cδ

N
p + o(δ

N
p ), se N < 2(p+ 1),

Cδ
2 p+1

p | log δ|+O(δ
2 p+1

p ), se N = 2(p+ 1),

Cδ
2 p+1

p + o(δ
2 p+1

p ), se N > 2(p+ 1),

(4.32)

se p > N
N−2 ; e que

|Uδ|
p+1
p
p+1
p

=


C| log δ|

p+1
p δ

N
p + | log δ|

p+1
p o(δ

N
p ), se N < 2(p+ 1),

Cδ
2 p+1

p | log δ|+ | log δ|
p+1
p O(δ

2 p+1
p ), se N = 2(p+ 1),

Cδ
2 p+1

p + o(δ
2 p+1

p ), se N > 2(p+ 1),

(4.33)

se p = N
N−2 .

No caso em que p < N
N−2 , segue de (4.29), (4.30) e (4.31) que existe uma constante

C = C(N) > 0 tal que

|∆Uδ|
p+1
p
p+1
p

− µ|Uδ|
p+1
p
p+1
p

|Uδ|
p+1
p

q+1

=


S − µCδp(N−2)−2 +O(δp(N−2)−2), se N < 2

(
p+1
p

)2
,

S − µCδ2 p+1
p | log δ|+O(δ

2 p+1
p ), se N = 2

(
p+1
p

)2
,

S − µCδ2 p+1
p +O(δ

2 p+1
p ), se N > 2

(
p+1
p

)2

 < S,

para N ≥ 2
(
p+1
p

)2
e δ > 0 su�cientemente pequeno. Uma conclusão análoga é obtida para

o caso em que p > N/(N − 2) e N ≥ 2(p+ 1), usando-se (4.29), (4.30) e (4.32), e para o caso

em que p = N/(N − 2) e N ≥ 2(p+ 1), usando-se (4.29), (4.30) e (4.33).

Lema 4.8. Se 0 < µ < µ1(Ω) e (p, q) um ponto da hipérbole crítica na região não-crítica

associada ao problema (P ′3), então

m(µ,Ω) < S

e existe u ∈ Vq tal que Jµ(u) = m(µ,Ω), com m(µ,Ω) dado por (4.5). Além disso, qualquer

u ∈ Vq satisfazendo Jµ(u) = m(µ,Ω) é, a menos de substituir u por −u, tal que u,−∆u > 0

em Ω.
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Demonstração. Do Lema 4.7, existe v ∈ E(Ω)\{0} não negativa tal que

|∆v|
p+1
p
p+1
p

− µ|v|
p+1
p
p+1
p

|v|
p+1
p

q+1

< S.

De�nindo w = v/|v|q+1, temos w ∈ Vq e

Jµ(w) = |∆w|
p+1
p
p+1
p

− µ|w|
p+1
p
p+1
p

=

|∆v|
p+1
p
p+1
p

− µ|v|
p+1
p
p+1
p

|v|
p+1
p

q+1

< S,

donde

m(µ,Ω) = inf
u∈Vq

Jµ(u) ≤ Jµ(w) < S.

Pelo Lema 4.6, Jµ|Vq satisfaz a condição (PS)c, com c = m(µ,Ω). Do Teorema 1.8, Jµ assume

um mínimo, isto é, existe u ∈ Vq tal que

Jµ(u) = m(µ,Ω) = min
u∈Vq

Jµ(u).

Mostremos agora que, a menos de substituir u por −u, temos u,−∆u > 0 em Ω. Como

u ∈ E(Ω) é tal que

|u|q+1 = 1, |∆u|
p+1
p
p+1
p

− µ|u|
p+1
p
p+1
p

= m(µ,Ω) > 0,

segue do teorema dos multiplicadores de Lagrange que u é solução da equação{
∆(|∆u|

1
p
−1

∆u) = µ|u|
1
p
−1
u+m(µ,Ω)|u|q−1u em Ω,

u,∆u = 0 sobre ∂Ω.

Considere então w a solução do problema{
−∆w = | −∆u| em Ω,

w = 0 sobre ∂Ω.

Como −∆u ∈ L
p+1
p (Ω), segue que w ∈ E(Ω) [23, Theorem 9.15] e do princípio do máximo

segue que w ≥ |u| em Ω. Logo, −∆u tem sinal de�nido em Ω ou w > |u| em Ω. Suponha

então w > |u| em Ω e tome w = w/|w|q+1; então |w|q+1 = 1 e

m(µ,Ω) ≤
∫

Ω
[|∆w|

p+1
p − µ|w|

p+1
p ]dx =

1

|w|
p+1
p

q+1

∫
Ω

[|∆w|
p+1
p − µ|w|

p+1
p ]dx

<

∫
Ω

[|∆w|
p+1
p − µ|w|

p+1
p ]dx <

∫
Ω

[|∆u|
p+1
p − µ|u|

p+1
p ]dx = m(µ,Ω),

uma contradição. Portanto, −∆u tem sinal de�nido em Ω, digamos, −∆u ≥ 0 em Ω, e

consequentemente u ≥ 0 em Ω. É fácil veri�car então que v = m(µ,Ω)
p

pq−1u é ponto crítico

não negativo do funcional Iµ dado em (3.12), e do Lema 3.8 e do princípio do máximo forte

temos v,−∆v > 0 em Ω, e o resultado segue.
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Lema 4.9. Se Ω1 e Ω2 são domínios regulares limitados em RN tais que Ω1 ⊂⊂ Ω2,

0 < µ < µ1(Ω2) e (p, q) é um ponto da hipérbole crítica na região não-crítica associada

ao problema (P ′3), então m(µ,Ω1) > m(µ,Ω2).

Demonstração. Primeiramente observe que µ1(Ω2) < µ1(Ω1). A prova deste fato pode ser

feita usando argumentos de extensão exatamente como o que segue nesta demonstração.

Do Lema 4.8, seja u ∈ E(Ω1) tal que u,−∆u > 0 em Ω1 e∫
Ω1

|u|q+1dx = 1,

∫
Ω1

[|∆u|
p+1
p − µ|u|

p+1
p ]dx = m(µ,Ω1),

e seja w solução do problema {
−∆w = −̃∆u em Ω2,

w = 0 sobre ∂Ω2,

onde ∼ denota a extensão por zero fora de Ω1. Note que w > 0 em Ω2 e w > u em Ω1.

Escrevendo w = w/|w|q+1,Ω2 temos |w|q+1,Ω2 = 1 e

m(µ,Ω2) ≤
∫

Ω2

[|∆w|
p+1
p − µ|w|

p+1
p ]dx =

1

|w|
p+1
p

q+1,Ω2

∫
Ω2

[|∆w|
p+1
p − µ|w|

p+1
p ]dx

<

∫
Ω2

[|∆w|
p+1
p − µ|w|

p+1
p ]dx <

∫
Ω1

[|∆u|
p+1
p − µ|u|

p+1
p ]dx = m(µ,Ω1),

e o resultado segue.

Lema 4.10. Se Ω = Bρ(0) ⊂ RN , 0 < µ < µ1(Bρ(0)) e (p, q) é um ponto da hipérbole crítica

na região não-crítica associada ao problema (P ′3), então m(µ, ρ) é atingido por uma função u.

Além disso, qualquer função u nestas condições é tal que u e −∆u são radialmente simétricas

e, a menos de substituir u por −u, tem-se u,−∆u > 0 em Bρ(0).

Demonstração. Ver Teorema 3.6 (iv).

De acordo com [23, Theorem 9.9], se f ∈ Lr(RN ), 1 < r <∞, e w é o potencial Newtoniano

de f então w ∈ D2,r(RN ) e −∆w = f q.t.p. em RN . A partir disso podemos construir uma

isometria entre os espaços Lr(RN ) e D2,r(RN ).

Lema 4.11. Se 1 < r <∞, então −∆ : D2,r(RN )→ Lr(RN ) é um isomor�smo isométrico.

Demonstração. Observe que −∆ está bem de�nida e é linear. É uma isometria, pois

| −∆u|r = ‖u‖D2,r ;

e é injetora, pois

−∆u = 0⇔ ‖u‖D2,r = 0⇔ u = 0.

Para mostrar que −∆ é sobrejetiva, basta mostrar que −∆(D2,r(RN )) é denso em Lr(RN ).

Para isso, é su�ciente mostar que

C∞c (RN ) ⊂ −∆(D2,r(RN ))
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ou seja, que dada f ∈ C∞c (RN ) existe u ∈ D2,r(RN ) tal que

−∆u = f q.t.p. em RN .

Mas isto é garantido por [23, Theorem 9.9].

Lema 4.12. Sejam 1 < r < ∞ e (un) uma sequência em D2,r(RN ). Então un ⇀ u em

D2,r(RN ) se, e somente se, ∆un ⇀ ∆u em Lr(RN ).

Demonstração. A demonstração segue o mesmo raciocínio do Lema 3.12 (ii), usando-se agora

o resultado do Lema 4.11.

De�na agora a aplicação baricentro β : Vq → RN por

β(u) =

∫
Ω
|∆u|

p+1
p xdx∫

Ω
|∆u|

p+1
p dx

. (4.34)

Lema 4.13. Seja (p, q) um ponto da hipérbole crítica. Se (un) ⊂ Vq é tal que ‖un‖
p+1
p → S,

então dist(β(un),Ω)→ 0.

Demonstração. Suponha, por contradição, que dist(β(un),Ω) 6→ 0; existe então r > 0 tal que,

a menos de subsequência,

dist(β(un),Ω) > r.

Sejam vn = un/|∆un| p+1
p
∈ E(Ω) e wn o potencial newtoniano de ˜| −∆vn|, onde ∼ denota a

extensão por zero fora de Ω. Então, de [23, Theorema 9.9] sabemos que wn ∈ D2, p+1
p (RN ) e

−∆wn = ˜| −∆vn| q.t.p. em RN .

Em particular, (wn) é limitada em D2, p+1
p (RN ), donde, a menos de subsequência,

wn ⇀ w em D2, p+1
p (RN ),

|∆(wn − w)|
p+1
p
∗
⇀ λ no sentido das medidas em RN ,

|wn − w|q+1 ∗⇀ ν no sentido das medidas em RN ,

wn → w q.t.p. em RN ;

combinando agora os resultados dos Lemas 4.5 e 4.12 concluímos também que

∆wn → ∆w q.t.p. em RN .

Então como wn ≥ |ṽn| em RN , temos do Lema 4.4 que (por Ω ser limitado λ∞ = ν∞ = 0)

1 = |∆w|
p+1
p
p+1
p

+ ‖λ‖, (4.35)
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1

S
(q+1) p

p+1

≤ |w|q+1
q+1 + ‖ν‖, (4.36)

e

‖ν‖
p+1
p

1
q+1 ≤ 1

S
‖λ‖, |w|

p+1
p

q+1 ≤
1

S
|∆w|

p+1
p
p+1
p

. (4.37)

Com isso segue que o par (|∆w|
p+1
p
p+1
p

, ‖λ‖) ∈ {(1, 0), (0, 1)}. Com efeito, de (4.37) temos

‖ν‖ ≤ 1

S
(q+1) p

p+1

‖λ‖(q+1) p
p+1 , |w|q+1

q+1 = (|w|
p+1
p

q+1)
(q+1) p

p+1 ≤ 1

S
(q+1) p

p+1

|∆w|q+1
p+1
p

,

e então de (4.36)

1

S
(q+1) p

p+1

≤ |w|q+1
q+1 + ‖ν‖ ≤ 1

S
(q+1) p

p+1

[|∆w|q+1
p+1
p

+ ‖λ‖(q+1) p
p+1 ]

ou seja,

|∆w|q+1
p+1
p

+ ‖λ‖(q+1) p
p+1 ≥ 1. (4.38)

De (4.35) e (4.38) e como (q + 1) p
p+1 > 1, segue que (|∆w|

p+1
p
p+1
p

, ‖λ‖) ∈ {(1, 0), (0, 1)}.

Suponha agora que |∆w|
p+1
p
p+1
p

= 1 e ‖λ‖ = 0. Então, de (4.37), segue que ‖ν‖ = 0, o que

implica, de (4.36),
1

S
≤ |w|

p+1
p

q+1 ≤
1

S
|∆w|

p+1
p
p+1
p

=
1

S

e então |∆w|
p+1
p
p+1
p

/|w|
p+1
p

q+1 = S. Logo, a menos de multiplicação por escalar, w é uma solução

não trivial e positiva da equação

∆(|∆u|
1
p
−1

∆u) = uq em RN ,

e então, w,−∆w > 0 em RN . Mas, para toda ϕ ∈ C∞c (RN ) temos∫
RN
|∆wn −∆w|

p+1
p ϕdx→

∫
RN

ϕdλ = 0

o que implica, em particular,∫
Ω
|∆wn −∆w|

p+1
p ϕdx+

∫
RN\Ω

|∆w|
p+1
p ϕdx→ 0, ∀ϕ ∈ C∞c (RN\Ω),

e então −∆w = 0 em RN\Ω, o que é uma contradição.

Dessa maneira, |∆w|
p+1
p
p+1
p

= 0 (e de (4.37) segue que w = 0) e ‖λ‖ = 1. De (4.36) e (4.37)

segue que ‖ν‖
p+1
p

1
q+1 = S−1‖λ‖. Portanto, do Lema 4.4, segue que λ está concentrada em um

único ponto y ∈ RN . A�rmamos agora que y ∈ Ω.

De fato, supondo que y ∈ RN\Ω, tome ψ ∈ C∞c (RN ) tal que ψ ≡ 1 em BR(y), para algum

R > 0 e supp(ψ) ∩ Ω = ∅. Então,

1 = λ({y}) =

∫
RN

ψdλ = lim
n→∞

∫
RN

ψ|∆wn|
p+1
p dx = 0,
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o que é claramente uma contradição. Portanto, y ∈ Ω e tomando η ∈ C∞c (RN ), η ≡ 1 em Ω,

temos

β(un) =

∫
Ω |∆un|

p+1
p xdx∫

Ω |∆un|
p+1
p dx

=

∫
Ω
|∆vn|

p+1
p xdx =

∫
RN
|∆wn|

p+1
p xη(x)dx

→
∫
RN

xη(x)dλ = yη(y) = y ∈ Ω,

o que contradiz nossa hipótese inicial.

Sem perda de generalidade, suponha 0 ∈ Ω. Seja r > 0 su�cientemente pequeno tal que

Ω+
r := {x ∈ RN ; dist(x,Ω) ≤ r} e Ω−r := {x ∈ Ω; dist(x, ∂Ω) ≥ r}

são homotopicamente equivalentes a Ω e tal que Br(0) ⊂ Ω. De�na também o conjunto

Jm(µ,r)
µ =: {u ∈ Vq; Jµ(u) ≤ m(µ, r)},

que é não vazio; ver Lema 4.9.

Lema 4.14. Seja (p, q) um ponto da hipérbole crítica na região não-crítica associada ao

problema (P ′3). Então existe 0 < µ < µ1(Ω) tal que, para 0 < µ < µ,

u ∈ Jm(µ,r)
µ ⇒ β(u) ∈ Ω+

r .

Demonstração. Se u ∈ Vq, da desigualdade de Hölder segue que

|u|
p+1
p
p+1
p

≤ |u|
p+1
p

q+1 |Ω|
pq−1
p(q+1) = |Ω|

2(p+1)
pN . (4.39)

Do Lema 4.13, existe ε > 0 tal que

u ∈ Vq, ‖u‖
p+1
p
p+1
p

≤ S + ε⇒ β(u) ∈ Ω+
r .

Tome então µ := ε/|Ω|
2(p+1)
pN , para ε > 0 tal que 0 < µ < µ1(Ω). Logo, se 0 < µ < µ e

u ∈ Jm(µ,r)
µ , obtemos, de (4.39) e do Lema 4.8,

‖u‖
p+1
p = ‖u‖

p+1
p − µ|u|

p+1
p
p+1
p

+ µ|u|
p+1
p
p+1
p

= Jµ(u) + µ|u|
p+1
p
p+1
p

≤ m(µ, r) + µ|u|
p+1
p
p+1
p

< S +
ε

|Ω|
2(p+1)
pN

|Ω|
2(p+1)
pN = S + ε

de modo que β(u) ∈ Ω+
r .

Considere as hipóteses e µ como no Lema 4.14. Para 0 < µ < µ de�na γµ : Ω−r → J
m(µ,r)
µ

por

γµ(y) : Ω −→ R

x 7−→ γµ(y)(x) =
wy(x)

|wy|q+1
,

(4.40)
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onde wy é solução do problema{
−∆wy = zy em Ω,

wy = 0 sobre ∂Ω,
com zy(x) =

{
−∆vµ(x− y), se x ∈ Br(y),

0, se x ∈ Ω\Br(y),

onde, ver Lema 4.10, vµ é radialmente simétrica, vµ,−∆vµ > 0 em Br(0) e∫
Br(0)

|vµ|q+1dx = 1,

∫
Br(0)

[|∆vµ|
p+1
p − µ|vµ|

p+1
p ]dx = m(µ, r).

Lema 4.15. Seja (p, q) um ponto da hipérbole crítica na região não-crítica associada ao

problema (P ′3). Seja 0 < µ < µ, onde µ é dado pelo Lema 4.14. Então γµ : Ω−r → J
m(µ,r)
µ

está bem de�nida, é contínua e

(β ◦ γµ)(y) = y, ∀y ∈ Ω−r . (4.41)

Demonstração. Primeiramente, observe que [23, Theorem 9.15] garante que γµ(y) ∈ E(Ω) e,

pelo princípio do máximo forte, temos wy(x) > vµ(x − y), para todo x ∈ Br(y) e y ∈ Ω−r .

Então ∫
Ω
|∆wy|

p+1
p dx =

∫
Br(0)

|∆vµ|
p+1
p dx,

∫
Ω
|wy|

p+1
p dx >

∫
Br(0)

|vµ|
p+1
p dx

e
∫

Ω
|wy|q+1dx >

∫
Br(0)

|vµ|q+1dx = 1.

Logo,

Jµ(γµ(y)) = Jµ

(
wy(x)

|wy|q+1

)
=

1

|wy|
p+1
p

q+1

[∫
Ω
|∆wy|

p+1
p dx− µ

∫
Ω
|wy|

p+1
p dx

]

<

∫
Ω
|∆wy|

p+1
p dx− µ

∫
Ω
|wy|

p+1
p dx ≤

∫
Br(0)

|∆vµ|
p+1
p dx− µ

∫
Br(0)

|vµ|
p+1
p dx

= m(µ, r),

ou seja, γµ(y) ∈ Jm(µ,r)
µ para todo y ∈ Ω−r e daí γµ : Ω−r → J

m(µ,r)
µ está bem de�nida.

A continuidade de γµ é uma consequência da regularidade de vµ. Para provar que γµ
é contínua, é su�ciente mostrar que γµ : Ω−r → E(Ω), de�nida por γµ(y)(x) = wy(x), é

contínua. Se yn → y em Ω−r , então

‖γµ(yn)− γµ(y)‖
p+1
p = |∆(γµ(yn)− γµ(y))|

p+1
p
p+1
p

= |∆wyn −∆wy|
p+1
p
p+1
p

= |zyn − zy|
p+1
p
p+1
p

=

∫
Br(yn)∩Br(y)

|∆vµ(x− yn)−∆vµ(x− y)|
p+1
p dx+

∫
Br(yn)\Br(y)

|∆vµ(x− yn)|
p+1
p dx

+

∫
Br(y)\Br(yn)

|∆vµ(x− y)|
p+1
p dx→ 0,

pois ∆vµ : Br(0)→ R é contínua.
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Finalmente, para todo y ∈ Ω−r

(β ◦ γµ)(y) =

∫
Ω

∣∣∣∣∆( wy
|wy|q+1

)∣∣∣∣ p+1
p

xdx∫
Ω

∣∣∣∣∆( wy
|wy|q+1

)∣∣∣∣ p+1
p

dx

=

∫
Ω
|∆wy|

p+1
p xdx∫

Ω
|∆wy|

p+1
p dx

=

∫
Br(y)

|∆vµ(x− y)|
p+1
p xdx∫

Br(y)
|∆vµ(x− y)|

p+1
p dx

=

∫
Br(0)

|∆vµ(z)|
p+1
p (z + y)dz∫

Br(0)
|∆vµ(z)|

p+1
p dz

=

∫
Br(0)

|∆vµ(z)|
p+1
p zdz∫

Br(0)
|∆vµ(z)|

p+1
p dz

+

y

∫
Br(0)

|∆vµ(z)|
p+1
p dz∫

Br(0)
|∆vµ(z)|

p+1
p dz

= y,

pois ∆vµ é radialmente simétrica.

Lema 4.16. Se (p, q) é um ponto da hipérbole crítica na região não-crítica associada ao

problema (P ′3) e 0 < µ < µ, onde µ é dado no Lema 4.14, então cat
J
m(µ,r)
µ

(J
m(µ,r)
µ ) ≥ catΩ(Ω).

Demonstração. Se cat
J
m(µ,r)
µ

(J
m(µ,r)
µ ) =∞, nada a fazer. Se cat

J
m(µ,r)
µ

(J
m(µ,r)
µ ) = n, então

Jm(µ,r)
µ = A1 ∪A2 ∪ ... ∪An,

onde Aj é fechado e contrátil em J
m(µ,r)
µ , para todo j = 1, ..., n, ou seja, existem aplicações

hj : [0, 1]×Aj → J
m(µ,r)
µ contínuas tais que

hj(0, u) = u, hj(1, u) = wj , ∀u ∈ Aj . (4.42)

Considere então Bj = γ−1(Aj), onde γ é dada em (4.40). Os conjuntos Bj são fechados e

Ω−r = B1 ∪B2 ∪ ... ∪Bn. De�na, para 0 < µ < µ, as funções

gj : [0, 1]×Bj −→ Ω+
r

(t, y) 7−→ gj(t, y) = β(hj(t, γ(y))).

Do Lema 4.14, as funções gj estão bem de�nidas, e de (4.41) e de (4.42) segue que

gj(0, y) = β(hj(0, γ(y))) = β(γ(y)) = y, ∀ y ∈ Bj ,

gj(1, y) = β(hj(1, γ(y))) = β(wj), ∀ y ∈ Bj ,

Portanto, os conjuntos Bj são contráteis em Ω+
r , donde

catΩ(Ω) = catΩ+
r

(Ω−r ) ≤ n = cat
J
m(µ,r)
µ

(Jm(µ,r)
µ ).
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Conclusão da prova do Teorema 4.1

Dos Lemas 4.6 e 4.8, para c ≤ m(µ,Ω) ≤ m(µ, r) < S, Jµ|Vq satisfaz a condição (PS)c.

Do Teorema 1.8, com d = m(µ, r), segue que Jm(µ,r)
µ contém, pelo menos, cat

J
m(µ,r)
µ

(J
m(µ,r)
µ )

pontos críticos de Jµ|Vq, ou seja, do Lema 4.16, para 0 < µ < µ, temos a existência de, pelo

menos, catΩ(Ω) pontos críticos de Jµ|Vq.
Seja n = catΩ(Ω). Sejam u1, u2, ..., un ∈ Vq pontos críticos do funcional Jµ|Vq tais que

Jµ(uj) ≤ m(µ, r) < S, i = 1, . . . , n (4.43)

descritos no parágrafo anterior. Pelo Lema 4.2 sabemos que, a menos de substituir uj por

−uj , temos uj ,−∆uj > 0 em Ω.

Por outro lado, para cada j = 1, ..., n, existem λj ∈ R tais que uj satisfazem∫
Ω
|∆uj |

1
p
−1

∆uj∆vdx = µ

∫
Ω
|uj |

1
p
−1|uj |vdx+ λj

∫
Ω
|uj |q−1ujvdx, ∀ v ∈ E(Ω).

Como uj ∈ Vq temos uj 6= 0 e

λj = λj

∫
Ω
|uj |q+1dx = Jµ(uj) =

∫
Ω

[|∆uj |
p+1
p − µ|uj |

p+1
p ]dx > 0. (4.44)

Portanto, para cada j = 1, ..., n, wj := λ
p

pq−1

j uj é ponto crítico não-negativo do funcional

Iµ dado em (3.12), e como uj 6= ui se j 6= i, segue que wj 6= wi se j 6= i, o que conclui a

demonstração do teorema.





Apêndice

A

Sobre o teorema do passo da

montanha

No Capítulo 3, mostramos a existência de solução para o problema (P3) através da

geometria do passo da montanha do funcional Iµ, dado por (3.12); ver Proposição 3.20.

O objetivo deste apêndice é apresentar uma prova alternativa, sem exigir que µ > 0 seja

pequeno, de que ponto crítico u ∈ E(Ω) do funcional Iµ obtido através dessa geometria pode

ser tomado de modo que u,−∆u ≥ 0 em Ω.

Teorema A.1 (Teorema do passo da montanha, Ambrosetti-Rabinowitz, 1973). Sejam X

um espaço de Banach, I ∈ C1(X,RN ), e ∈ X e r > 0 tais que ‖e‖ > r e

b := inf
‖u‖=r

I(u) > I(0) ≥ I(e).

Se I satisfaz a condição (PS)c com

c := inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

I(γ(t)),

Γ := {γ ∈ C([0, 1], X); γ(0) = 0, I(γ(1)) < 0},

então c é um valor crítico de I.

De�na agora

c+
µ := inf

γ∈Γ+
max
t∈[0,1]

Iµ(γ(t)),

105
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Γ+ := {γ ∈ C([0, 1], E(Ω)); γ(0) = 0, Iµ(γ(1)) < 0,−∆γ(t)(x) ≥ 0,∀t ∈ [0, 1], q.t.p. x ∈ Ω};

então

Γ+ ⊂ Γ⇒ cµ ≤ c+
µ ,

onde Γ é dado por (3.15) e cµ por (3.14).

Agora, dado γ ∈ Γ, para cada t ∈ [0, 1] de�na γ+(t) por{
−∆γ+(t) = | −∆γ(t)| em Ω,

γ+(t) = 0 sobre ∂Ω.

Segue então que:

(i) γ+(t) ∈ E(Ω) e −∆γ+(t) ≥ 0 em Ω, para todo t ∈ [0, 1].

(ii) γ+ ∈ C([0, 1], E(Ω)):

‖γ+(t)− γ+(t′)‖ = |∆(γ+(t))−∆(γ+(t′))| p+1
p

= ||∆(γ(t))| − |∆(γ(t′))|| p+1
p

≤ ||∆(γ(t))−∆(γ(t′))|| p+1
p

= |∆(γ(t))−∆(γ(t′))| p+1
p

= ‖γ(t)− γ(t′)‖,

e a continuidade segue, pois γ ∈ C([0, 1], E(Ω)).

(iii) Temos {
−∆γ+(0) = | −∆γ(0)| = 0 em Ω,

γ+(0) = 0 sobre ∂Ω,

e da unicidade de solução segue que γ+(0) = 0; do princípio do máximo, γ+(t) ≥ |γ(t)| ≥
0 em Ω, para todo t ∈ [0, 1], donde

Iµ(γ+(t)) =
p

p+ 1

∫
Ω
|∆(γ+(t))|

p+1
p dx− µ p

p+ 1

∫
Ω
|γ+(t)|

p+1
p dx− 1

q + 1

∫
Ω
|γ+(t)|q+1dx

≤ p

p+ 1

∫
Ω
|∆(γ(t))|

p+1
p dx− µ p

p+ 1

∫
Ω
|γ(t)|

p+1
p dx− 1

q + 1

∫
Ω
|γ(t)|q+1dx

= Iµ(γ(t)), ∀t ∈ [0, 1],

(A.1)

e segue que

Iµ(γ+(1)) ≤ Iµ(γ(1)) < 0.

Assim, concluímos que γ+ ∈ Γ+. Logo, se γ ∈ Γ, segue de (A.1) que

max
t∈[0,1]

Iµ(γ+(t)) ≤ max
t∈[0,1]

Iµ(γ(t)),

e portanto

cµ = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Iµ(γ(t)) ≥ inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Iµ(γ+(t)) ≥ inf
β∈Γ+

max
t∈[0,1]

Iµ(β(t)) = c+
µ ,



107

e cµ = c+
µ . Concluímos então que os caminhos γ do passo da montanha para de�nir o nível cµ

(ín�mo em relação aos caminhos) podem ser tomados, sem perda de generalidade, de modo

que

−∆γ(t)(x) ≥ 0,∀t ∈ [0, 1], q.t.p. x ∈ Ω.

Teorema A.2 (Princípio Minimax Geral). Seja X um espaço de Banach. Sejam M0 um

subespaço fechado do espaço métrico M e Γ0 ⊂ C(M0, X). De�na

Γ := {γ ∈ C(M,X), γ|M0 ∈ Γ0}.

Se ϕ ∈ C1(X,R) satisfaz

∞ < c := inf
γ∈Γ

sup
u∈M

ϕ(γ(u)) > a := sup
γ0∈Γ0

sup
u∈M0

ϕ(γ0(u)),

então, para todo ε ∈ (0, (c− a)/2), δ > 0 e γ ∈ Γ tais que

sup
M

(ϕ ◦ γ) ≤ c+ ε,

existe u ∈ X tal que

a) c− 2ε ≤ ϕ(u) ≤ c+ 2ε,

b) dist(u, γ(M)) ≤ 2δ,

c) ‖ϕ′(u)‖ ≤ 8ε/δ.

Demonstração. Ver [49], Theorem 2.8.

A demonstração do Teorema A.1 segue do Teorema A.2, fazendo M = [0, 1], M0 = {0, 1},
Γ0 = {γ0 : {0, 1} → X; γ0(0) = 0, ϕ(γ0(1)) < 0}. Além disso, o item (b) do Teorema A.2

fornece uma localização da sequência (PS)c obtida pela geometria do passo da montanha.

Do exposto anteriormente, podemos substituir Γ por Γ+. Logo, para cada n ∈ N existe

(un) ⊂ E(Ω) uma sequência (PS)cµ e γn ∈ Γ+ com sup
t∈[0,1]

Iµ(γn(t)) ≤ c+ on(1) tal que

dist(un, γn([0, 1])) = min
t∈[0,1]

‖un − γn(t)‖ = ‖un − γn(tn)‖ = |∆un −∆γn(tn)| p+1
p
≤ 1

n
. (A.2)

Como Iµ satisfaz a condição (PS)cµ , ver Lemas 3.18 e 3.19, a menos de subsequência, existe

u ∈ E(Ω) tal que

un → u em E(Ω), o que implica ∆un → ∆u em L
p+1
p (Ω),

e então, de (A.2),

∆γn(tn)→ ∆u em L
p+1
p (Ω),

e como −∆γn(tn) ≥ 0 q.t.p. em Ω, segue que −∆u ≥ 0 q.t.p. em Ω e, por �m, do princípio

do máximo temos então u ≥ 0 q.t.p. em Ω.
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Temos ainda γn(tn) uma sequência (PS)cµ para Iµ. De fato

γn(tn)→ u em E(Ω)⇒ Iµ(γn(tn))→ Iµ(u) = cµ;

e

‖I ′µ(γn(tn))‖ = ‖I ′µ(γn(tn))− I ′µ(un) + I ′µ(un)− I ′µ(u) + I ′µ(un)‖
≤ ‖I ′µ(γn(tn))− I ′µ(u)‖+ ‖I ′µ(u)− I ′µ(un)‖+ ‖I ′µ(un)‖
= on(1),

pois Iµ ∈ C1(E(Ω),R).

Observação A.3. Para operadores elípticos de segunda ordem um argumento semelhante

pode ser usado. Desta vez substituindo o caminho γ(t) por |γ(t)|.
Mais geralmente, o argumento anterior também pode ser empregado para o poliharmônico

∆k com condição de contorno de Navier.
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