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Resumo

MELO, J. L. F. Sobre a multiplicidade de solugoes positivas
para uma classe de problemas elipticos de quarta-ordem
via categoria de Lusternik-Schnirelman. 2014. 112 p. Tese
(Doutorado) - Instituto de Ciéncias Mateméticas e de Computagao,
Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2014.

Neste trabalho estudamos a existéncia e a multiplicidade de solucoes
cléssicas positivas para uma classe de problemas de quarta-ordem sob
a condicdo de fronteira de Navier, relacionando o nimero de solucoes
com a topologia do dominio, mais precisamente, com sua categoria de
Lusternik-Schnirelman. Introduzimos também uma noc¢ao de regides
critica e néo-critica associadas a um de nossos problemas, a fim de

garantir condigoes para existéncia de solucao.

Palavras-chave: Operador biharmoénico, Problema de quarta-ordem,

Regides critica e nao-critica, Categoria de Lusternik-Schnirelman.






Abstract

MELO, J. L. F. On the multiplicity of positive solutions
for a class of fourth-order elliptic problems by Lusternik-
Schnirelman category. 2014. 112 p. Ph.D. thesis - Instituto de
Ciéncias Mateméticas e de Computacdo, Universidade de Sao Paulo,
Sao Carlos, 2014.

In this work we study the existence and multiplicity of positive classical
solutions for a class of fourth-order problems under Navier boundary
condition, relating the number of solutions to the domain topology, more
specifically, to its Lusternik-Schnirelman category. We also introduce
the notion of critical and noncritical regions related to one of our

problems, in order to ensure conditions to existence of solutions.

Keywords: Biharmonic operator, Fourth-order problem, Critical and

noncritical regions, Lusternik-Schnirelman category.
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Indice de Notacoes

Q é um dominio suave e limitado de RY;

B, (y) bola aberta de centro y e raio r;

Q| é a medida de Lebesgue de um subconjunto Q ¢ RYV;
Q—y:={z—y;z e}

A2y = A(Au) biharménico da funcio u;

catn(?) categoria de Lusternik-Schnirelman de Q em €;
ptl

1,4==
EQ) =W>" (@) nw, " (Q), quando p = 1, B(%2) = H2(2) N H} ();
A(Aulr " Au) = plulr 'y em €,

11 (§2) primeiro autovalor de
u, Au=0 sobre 0€;

2N
2, = N 1 expoente critico da imersio de H2(Q) N HY () — L?(Q), para N > 5;
ulr = |ulro = (Jq \u!rd:c)l/T norma de u € L"(Q);

|lul] = |Au|p+1 norma de u € E(Q);
P

1 1 N -2
+ = , hipérbole critica para N > 3;
ptl gr1 N P P

D" (RY) = {u € L7 (RN), Au e L' (RV)}

; ]ﬁ—i-q% = %; quando p =1, g+1 = 24;
S = inf /N \Au|pTTldx; u € DZ%(RN), /N Ju|" dx = 1} constante de Sobolev;

IIA|| norma da medida A; -

u* simetrizada de Schwarz da fungado wu;

ut(z) = max{u(z),0} parte positiva da fungio u;

u” () = max{—u(z),0} parte negativa da funcao u;

A fecho do conjunto A;

Se u:Q — R, suppu = {z € Q,u(x) = 0};

CX(RYN) = {u € C*®°(RY);suppu cC RV};

6, funcao de Dirac em torno do ponto x.







Introducao

O objetivo principal deste trabalho é estudar a existéncia e a multiplicidade de solucoes
positivas para uma classe de problemas elipticos de quarta-ordem sob a condicao de Navier
em um dominio limitado Q@ C RV.

No Capitulo 1 estudamos a existéncia de miltiplas solucdes classicas para o problema

de quarta-ordem envolvendo o operador biharmoénico

A%y = pu+ vt em Q,
u,—Au >0 em € (P1)
u, Au =0 sobre 0f),

onde ¢ um dominio suave e limitado em RY, N > 8, 0 < u < u1(), u1(Q) é o primeiro
autovalor do problema

(1)

A’u=pu em £,
u, Au=0 sobre 01,

E(Q) :== H?(Q) N H(Q), e 2, = 2N/(N — 4) & o expoente critico da imersdo de E({) em
L?+(Q). A motivacio para o estudo desse problema ¢ dada a seguir.
Brezis e Nirenberg [12] investigaram a questao sobre a existéncia de solugdo classica para

o problema de segunda ordem

—Au=X u~+u>"!, u>0 em Q,
(BN)
u =0 sobre 01,

onde 2* = 2N/(N —2), N > 3 e Q C RY ¢ um dominio suave e limitado. Seja A;(Q) o
primeiro autovalor de (—A, H}(£2)). Foi provado em [12] que:

(1) (BN) nao possui solu¢do para A > A;(€2). Se Q é também estrelado, entao a identidade
de Pohozaev [38] garante que (BN) ndo possui solugdo para A < 0.



4 Introducao

(ii) Para N >4 o problema (BN) possui soluc¢do para todo 0 < A < A\ (£2).

(iii) No caso N = 3, também chamado de dimensao critica, o problema é mais complexo. De
fato, no caso em que 2 é estrelado, (BN) nao possui solugdo quando o parametro \ é
positivo e suficientemente pequeno e, no caso particular em que €2 é uma bola aberta,
(BN) possui solugao se, e somente se, ’\IELQ) <A< A ().

Em contraste ao caso em que ) ¢ estrelado, considere N > 3 e um anel Q ¢ RY. Sabemos
que a imersao H&}rad(ﬂ) — L¥(Q) é compacta; ver Ni [36, Radial Lemma]. Portanto, (BN)
possui uma solugdo radial para todo A € (—o0, A\1(92)).

A descricdo dada anteriormente mostra que o formato do dominio € e a dimensio N
interferem no conjunto de solugoes de (BN). Rey [41, 43| observou que o namero de solugdes de
(BN) é fortemente influenciado pela topologia de €. De fato, usando argumentos baseados na
categoria de Lusternik-Schnirelman [30], foi provado por Rey [41]| para N > 5, posteriormente
por Lazzo [28] para N > 4, que (BN) possui, no minimo, catq(£2) solugdes se o parametro
A > 0 ¢ suficientemente pequeno. A extensao dos resultados de Lazzo [28| para o problema
correspondente envolvendo o operador p-Laplaciano foi apresentado por Alves e Ding [3].

No Capitulo 1, inspirados pelos resultados descritos, estudamos a existéncia de multiplas
solucoes classicas para a equagao de quarta-ordem com condi¢ao de Navier em (P;). Em [47],
van der Vorst provou que se N > 5, 1 > p1(€Q) ou, p < 0 e se o dominio € é estrelado, entdo
(P1) nao possui solu¢do. No mesmo artigo, supondo que 2 é um dominio regular geral em
RN, N >8e u€ (0,u1(Q)), foi provado que (P;) possui solucio. Posteriormente, Gazzola et
al. [21] provaram que N = 5,6,7 sdo as dimensdes criticas para o problema (P;) no sentido
de que (P;) nao possui solucdo se p > 0 ¢é suficientemente pequeno e € é uma bola aberta em
RV,

Nossa principal contribuicdo no Capitulo 1 deste trabalho é apresentar um resultado de
existéncia de multiplas solugdes classicas para (P)) para todas as dimensoes nao criticas, mais

precisamente, para todo N > 8.

Teorema 1.1. Se Q ¢ um dominio suave limitado em RN, N > 8, entdo ewiste 0 < i < pu1(£2)

tal que, para cada 0 < p < @, o problema (Py) possui, pelo menos, catq(QY) solugées cldssicas.

Mencionamos que El-Mehdi & Selmi [16], inspirados pelos procedimentos empregados
em [41, 42, 43| para lidar com (BN), provaram que para N > 8 o problema (P;) possui, pelo
menos, cato () solucoes se o parametro p > 0 é suficientemente pequeno. Mais recentemente,
Abdelhedi [1] usou técnicas similares aquelas em [16] para provar a existéncia de multiplas
solugoes para um problema similar.

Destacamos que a condicdo N > 8 parece essencial nos argumentos em [1]| e [16] bem
como N > 5 foi exigido por Rey em [41]. Em particular, ficou como problema em aberto a
influéncia da topologia do dominio na existéncia de multiplas solu¢oes para o problema (P;)
no caso N = 8; ver [16, Remark 1.4|.

Para provar nosso resultado usamos uma abordagem diferente daquela em [1, 16], que

aparenta ser mais direta e funciona para N > 8. Ressaltamos também que em vez de
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projecdes nos empregamos extensdes apropriadas; por exemplo compare [16, p. 419] e
(1.34) neste trabalho. Além disso, acreditamos que as técnicas de extensdo e simetrizac¢ao
aplicadas aqui para fungdes em H?2(Q) N H{ () serdo titeis para tratar outros problemas de
quarta-ordem. Em particular, as provas dos Lemas 1.11 e 1.13 e eq. (1.40) exemplificam
como nosso procedimento de extensdo substitui a extensdo por zero convencional usada para
tratar problemas de segunda-ordem, ou mesmo problemas de quarta-ordem com condigao de
Dirichlet na fronteira. Ja ressaltamos que essas extensoes serdo bastante utilizadas ao longo
dos proximos capitulos desta tese.

O resultado obtido neste primeiro capitulo encontra-se em forma de artigo, aceito para
publicagao, cf. [32].

No Capitulo 2 estudamos a existéncia e a multiplicidade de solugoes para uma versao
do problema (P;), considerando agora também pertubagoes superlineares, mas precisamente

o problema
A%y = pus + v~ em Q,
u,—Au>0 em €, (P)
u, Au =0 sobre OS2,

onde © & um dominio limitado suave em RV, N >5 1 >0,2<s+1 < 2,.

O primeiro resultado que obtivemos neste segundo capitulo foi a existéncia de solucao para
(P2), e o resultado principal desse capitulo afirma que se €2 possui topologia rica, descrita
por sua categoria de Lusternik-Schnirelman, entdao multiplas solu¢oes para o problema (P)

existem desde que p > 0 seja suficientemente pequeno.

Teorema 2.1. Sejam Q C RN um dominio limitado suave em RN, N > 5, e u > 0. No
caso s = 1 suponha 0 < p < pi1(Q), pi1(Q) primeiro autovalor do problema (1). Supondo
2<s+1<2,se N>8¢e2,—2<s+1<2, para as dimensoes criticas N = 5,6,7, entao

(Py) possui uma solugdo cldssica.

Teorema 2.2. Seja Q@ C RN um dominio limitado suave em RN, N > 5. Suponha
2 <s4+1<2,85¢eN>8¢e¢2—2<s+1< 2, para as dimensées criticas N = 5,6,7.
Entao existe @ > 0 tal que, para cada 0 < p < [, o problema (P3) possui, pelo menos,

catn () solugdes cldssicas.

Primeiramente observamos que, cf. [47],se 2 <s+1 < 2, e pp <0 entdo (P) nao possui
solucio em dominios estrelados © C RN, N > 5. Se s = 1, entdo a condicio 0 < p < pu1(Q)
é necessaria para a existéncia de solucdo para dominios gerais. Observamos também que
o Teorema 2.2, no caso particular em que s = 1 se reduz ao Teorema 1.1. FEntretanto, a
abordagem neste segundo capitulo é baseada em algumas andlises da variedade de Nehari
associada ao problema (P), sendo assim diferente do procedimento adotado no primeiro

capitulo deste trabalho.
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Mencionamos que o Teorema 2.2 foi provado por Alves e Figueiredo [4] para o contexto

do correspondente problema sob condicdo de Dirichlet

A?u = plul*tu + [u/>*2u em Q,
ou (AF)

U, e 0 sobre 0f).

Theorem 1.1 em [4]. Seja Q C RY um dominio suave e limitado com N > 5. Suponha
2<s+1<2,s¢eN>8e¢€ 2, —2 < s+ 1< 2, para as dimensées criticas N = 5,6,7.
Entao existe @ > 0 tal que para todo 0 < p < o problema (AF) possui, no minimo, catqo(Q2)
solugées cldssicas nao-triviais.*

Existe uma diferenca entre [4, Theorem 1.1] e Teorema 2.2 nesse trabalho, que envolve
uma propriedade qualitativa das solu¢des. Enquanto nenhuma informagao sobre o sinal das
solucoes de (AF) foi dada, pois, como é bem sabido, um principio de comparagdo para o
operador biharménico sob a condi¢do de Dirichlet nao existe para dominios gerais, cf. [22,
Chapter 5|, aqui e no Capitulo 1 fazemos uso de um principio de comparagao valido para o
operador biharmoénico sob a condicdo de fronteira de Navier, ver Lema 2.4.

Para um resultado de existéncia de solucao para perturbacdes sublineares, isto é, no caso
1 < s+ 1 < 2, mencionamos |8, Theorem 7.1].

Como feito para o resultado obtido no Capitulo 1, os resultados obtidos neste segundo
capitulo foram submetidos em forma de artigo, aceito para publicagdo, cf. [33].

O Capitulo 3 ¢ dedicado ao estudo da existéncia de solucao para o problema de quarta-

ordem nao linear

A(\Au]%_lAu) = plul*tu+ |u[?lu em Q,
(P3)
u, Au =0 sobre 0f),

satisfazendo

u,—Au >0 em £,

onde Q ¢ um dominio suave limitado de RV, N > 3, u > 0. Observe que (P3) pode ser
re-escrito como

~Au= |[v|P~'v em Q,
—Av = plul*tu+ ju[Tu em Q, (S3)
u,v =0 sobre 0f.

Assumiremos que (p, q) pertence a hipérbole critica

1 1 N -2

+ = , 2
p+1 g+1 N )

*Ha um pequeno erro em [4, Theorem 1.1] e, de acordo com a notagdo nesse artigo, a condigao
2.ux — 2 < g < 2.4 deve ser lida como 2, —2 < ¢ < 2... As poténcias s+ 1 e 2, nesse trabalho correspondem,

respectivamente, as poténcias g e 2** em [4]. Veja a prova do Lema 2.6 desta tese para mais detalhes.
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p+1

P> 177 .
e p;%l < s+ 1 < g+ 1. Denotamos agora E({2) := w2 () NW, * (). Seja também

11 (€2) o primeiro autovalor do problema

{ A(]Auﬁ*lAu) :u\uﬁ*lu em €, )

u, Au =0 sobre 0O9.
‘s 1

Observe que a condl(;ao L« s+1diz que a perturbacao |u|*~"u é do tipo “superlinear”

para o operador A(\Au|5_ Au) € no caso p%l = s+ 1 entdo |u|*tu e A(|Au|%_1Au) tém
mesma homogeneidade.

Lembramos que a hipérbole critica (3.1) é um determinante para a existéncia de solucao
positiva para o sistema (S3) no caso em que p = 0. Neste caso o sistema (S3) nao tem solugao

positiva se (p, q) pertence ou esté acima da hipérbole critica, isto é,

1 1 N -2
+ <
p+1 qg+1 N
Este tipo de resultado, baseado em um identidade do tipo Pohozédev foi observado por Clément
et al. [15] e van der Vorst [48]; veja também Pucci e Serrin [39], Mitidieri [34] e Peletier e van
der Vorst [37].

Para obtermos solugdo para o problema (Ps3), analisamos a existéncia de pontos criticos

nao-triviais do funcional

I,(u) - p+1/ ]Au\ d:c—/| St dy — / lu|Tdz, u € B(Q), (4)

e ao constatarmos que o mesmo possui a geometria do passo da montanha, Lema 3.9,
procuramos condigdes nas quais o funcional I, satisfaz a condicao (PS), Lema 3.18, e onde
estaria localizado o nivel do passo da montanha, Lema 3.19.

Visando tornar claro a definicdo que serd dada a seguir, voltemos ao problema cléssico de

Brezis e Nirenberg (BN). Sabemos que as funcoes que realizam a constante de Sobolev

inf{/ \Vul|?dz; u € 13172(]1@),/ lul? dx = 1} , N>3,
RN RN

comportam-se no infinito como r=(N=2)

. Segundo os argumentos de Brezis e Nirenberg [12,
Lemma 1.2|, a defini¢ao de dimensao critica e nao-critica associada ao problema (BN) surge

naturalmente da L2-integrabilidade de |z|~(N=2) em R\ B;(0), mais precisamente

2(N —2) > N corresponde as dimensdes nao-criticas para (BN), e

2(N —2) < N corresponde as dimensoes criticas para (BN),
isto é,
N >4 sao as dimensbes nao-criticas para (BN), e

N =3 ¢ a dimensao critica para (BN).
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Argumentos semelhantes foram introduzidos em [19, §7 e §8| para classificar as dimensoes

criticas e nado-criticas associadas ao problema

—Ayu = P! p*_l, >0 Q,
{ pl w +u U em (P’)

u =0 sobre 01,

onde p* = pN/(N — p). Sabendo que as fun¢oes que realizam

inf {/ |VulPdz; u € Dl’p(RN),/ lulP" dx = 1} , N >p,
RN RN

N7
comportam-se no infinito como r »-1 | a defini¢cao de dimensao critica e ndo-critica associada

ao problema (P’) surge da Lp—mtegrablhdade de |z| T em RN\ B1(0), mais precisamente

N > p? sido as dimensdes ndo-criticas para (P’), e

p < N <p? sdo as dimensdes criticas para (P’).

Ao analisar o comportamento assintético dos instantons que realizam a constante de
Sobolev

S:inf{/ \Au|"" d; u € D* (]RN)/ |uq+1dx=1}, (5)
RN RN

ver (25, (1.14), (1.15) e (1.16)], ou (3.5), (3.6) e (3.7) neste trabalho, observamos que, para
[ ] ( ’ ) ’ ’ q ’ p

p < NL_Q, o instanton, no infinito, comporta-se como rp(N=2)-2]

Logo, visando proceder
como Brezis e Nirenberg [12, Lemma 1.2|, para garantir a existéncia de solu¢do para o

problema (P3) com perturbagao de mesma ordem, isto é, s = 1/p, faz-se necessério considerar

p+1 . 2+ V2N N
N-2)-2/|—— | >N lent t — < —_.
[p( ) ]( . ) 2 N, ou equivalentemente, ———=<p< g

2+\/ 2N

Note que < % se, e somente se, N > 6. Observe também que

ptl

o p+1\?
> N éequivalentea N > 2| ——
b

p

(v - 2) 2

Isto indica a naturalidade desta restricdo quando a comparamos com as dimensoes ndo-criticas
do biharménico e fazemos um paralelo da restricio N > p? para o p-Laplaciano com as

dimensbes nao-criticas do Laplaciano. Para p > o comportamento no infinito dos

N
N2’
instantons associados a (5) é descrito por = (V=2) veja (3.6) e (3.7), e somos induzidos a

considerar

p+1 : N N-2
N -2 > N, lent t <p< .
( )( » > ou equivalentemente, N _2 <p< 5

Mais uma vez, observe que a desigualdade §— < ¢é valida se, e somente se, N > 6.

Com isso, introduzimos a nog¢ao de regido nao- rltlca e regido critica da hipérbole critica,

dada em (2), associadas ao problema (Ps).



Introdugao 9

Defini¢ao 3.1. Dizemos que o ponto (p,q) da hipérbole critica (2) esté em uma regido:
(a) Nao-critica se N > 6 e p satisfaz

2+ V2N N —2
SEVEN < . (6)
N —2 2

(b) Critica, se N > 6 e p nao satisfaz (6); ou N =3,4,5 e p qualquer.

q

apcd e p
_ 2 _ 242N _ _N _ N+2 . N—2
= xN=>3 b= C=N=3 d= x5 €= "3

=]

—— Regido critica —— Regiao nao-critica

Ao longo do terceiro capitulo, a hipotese (H), relativa a poténcia s + 1, indica a seguinte

situacao:

(a) Na regiao nao-critica, i.e., N > 6 e 2}@ <p< %, suponha
p%l <s+1l<q+1.
(b) Nas regioes criticas,
(bl)NZGe%<p<%,suponhaq—p<3+1<q+1; (H)
(b2) N266p>¥, suponha(p_l)pﬁ<s+l<q+l;
(b3)
(b4)

:3,4,5eﬁ<p<%, suponha g —p<s+1<qg+1;

N
N=345ep> 5, suponha(p_l)pﬁ<s+1<q+1.

Observe que no caso biharmonico, isto é, no caso p = 1, a hipotese (H) é reduzida a
hipotese sobre s+1 do Teorema 2.1, de modo que a hipdtese na regido ndo-critica é equivalente
a hipotese nas dimensdes nao-criticas para o problema (P»), enquanto as hipoteses relativas

as regioes criticas correspondem a hipotese nas dimensoes criticas para o problema (P).
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Também vale ressaltar que hipoteses semelhantes a (H) foram introduzidas em [12, eq.

(0.6)] para estudar o problema
—Au=X "T14u>"Y wu>0 em Q, u=0 sobre 09Q.
e em [19, §7 e §8] e |20, Section 3| para estudar
—Apu = M 4w >0 em Q, w=0 sobre 9.

Teorema 3.3. Sejam Q C RY, N > 3, um dominio suave limitado e 1 > 0. No caso s = 1/p,
supomos também 0 < p < p1(92), p1(2) primeiro autovalor do problema (3). Entdo, sob a
hipétese (H), o problema (Ps) admite uma solugdo cldssica u € C(Q) N C?(QY) satisfazendo
u, —Au >0 em €.

Na Secao 3.3, onde faremos a demonstracao do Lema 3.19 ficard claro onde a condicao sob
a perturbagao s + 1 de cada linha na hipotese (H) é necessaria; mais especificamente, para
cada dimensdo N > 3 a condi¢do sob a perturbagdo s + 1 nas regides criticas e ndo-criticas
da hipérbole critica, quando esta dltima existir. Como consequéncia direta dos Lemas 3.18 e
3.19, e do teorema classico do passo da montanha [6], obtivemos um resultado de existéncia
de solugdo para o problema (P3).

E importante destacar que o Teorema 3.3 inclui todos os resultados em [24, Theorem 2]
para o sistema (S3), uma vez que [24, Theorem 2| trata o caso particular s = 1 e que, neste
caso, nossa hipotese (H) é equivalente as hipoteses em [24]. Também acreditamos ser mais
natural trabalhar com (S3) com s = z% em lugar de s = 1.

No Capitulo 3 também apresentamos alguns resultados que descrevem propriedades
qualitativas das solugoes de energia minima do problema (Ps); cf. Teorema 3.6.

Ainda no Capitulo 3, indicamos o que devem ser as regides critica e nao-critica da hipérbole

critica associada ao sistema
14 _1
—Au=Av|s "u+ [vP7v em €,
1
—Av = plulp 4 u|T em €, (S1)
u,v =0 sobre 0f.
Por fim, no Capitulo 4 estudamos a existéncia de miltiplas solucbes para o problema
(P3) no caso em que a perturbacdo |u[*"'u tem a mesma homogeneidade do operador

1
A(\Au!E_lAu), isto €, no caso s = 1/p. Mais precisamente, dedicamos este capitulo ao

estudo de mailtiplas solucoes para o problema de quarta-ordem

1 9 1 9 _1
A(|Aulr™ " Au) = plul? u+ |[u|7 u em €,
u, Au = 0 sobre 01,

(P3)

satisfazendo
u,—Au >0 em €,
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onde © ¢ um dominio suave limitado de RY, N > 6, 0 < u < p1(f2), onde p1(Q) é dado
por (3) e (p, q) pertence a regido nao-critica da hipérbole critica dada pela Definigdo 3.1 (a).
Novamente, relacionamos o ntimero de solugoes do problema (P4) com a topologia do dominio
), mais precisamente, com a sua categoria de Lusternik-Schnirelman, trabalhando mais uma

vez como o parametro p > 0 suficientemente pequeno.

Teorema 4.1. Sejam Q um dominio limitado suave de RN e (p,q) um ponto da hipérbole
critica na regiao nao-critica associada ao problema (P3). Entao existe 0 < @ < p1(€2), p1(2)
dado por (3), tal que, para 0 < pu < [, o problema (Pj) possui, no minimo, cato(Q2) solugdes

cldssicas.

Neste quarto capitulo aplicamos um procedimento semelhante aquele aplicado no Capitulo
1 para obter multiplas solugoes para o problema (P}). De fato, o caso p = 1 no problema
(P}) torna-se o problema (P), e a hipétese Zb¥2¥ < p do Teorema 4.1 ¢é reduzida a N > 8

(dimensoes nao-criticas para o biharmonico). Entretanto, ao trabalharmos agora no espago
p+1

de Banach W2PTT1(Q) N WolT(Q) em vez do espago de Hilbert H2(Q2) N HE(Q), algumas
dificuldades extras surgem.

Uma diferenca a ser citada é a hipotese (4.18) necessaria para a demonstracao do Lema de
concentracao e compacidade 4.4, que é dispensavel no Lema de concentracdo e compacidade
1.4, este dltimo usado nos Capitulos 1 e 2. Com essa hip6tese adicional, foram necessarios
alguns resultados complementares, ver Lemas 4.5 e 4.12, para que o Lema 4.4 pudesse ser
aplicado. Qutro fato a ser destacado é que, enquanto foi possivel, nos Capitulos 1 e 2,
aplicarmos um principio de comparacao valido para o operador biharmoénico sob a condicao de
fronteira de Navier, neste quarto capitulo fizemos uso de um argumento de energia, juntamente
com o resultado de regularidade Teorema 3.8, para obtermos a positividade das miltiplas
solucgoes; cf. Lema 4.2.

Finalizamos esta tese com o Apéndice A, no qual fazemos uma anélise sobre os caminhos
que caracterizam o nivel do passo da montanha do funcional I, dado em (4), e assim concluir
que o ponto critico u € E(£2) do funcional I, obtido através dessa geometria pode ser tomado,
a menos de substituir u por —u, de modo que u, —Awu > 0, apresentando assim uma maneira
alternativa para concluir a positividade de u ¢ —Awu no Teorema 3.3. Ressaltamos que com

este argumento nao é necessario considerar u > 0 pequeno.






CAPITULO

1

Multiplicidade de solucoes para o

problema (P;)

Neste capitulo provamos a existéncia de multiplas solucoes classicas para o problema de

quarta-ordem envolvendo o operador biharmonico

A%y = pu+ v~ em Q,
u,—Au>0 em €, (P1)
u, Au =0 sobre 0f,

onde © ¢ um dominio limitado em RN, N > 8 2, = 2N/(N —4) e 0 < pu < p1(Q), onde

11 (€2) € o primeiro autovalor de

{Azu—uu em £, (11)

u, Au =0 sobre 0fQ.

Teorema 1.1. Se Q2 é um dominio suave limitado em RN, N > 8, entdo ewiste 0 < i < p1(f)

tal que, para cada 0 < p < [, o problema (Py) possui, pelo menos, catq(Y) solugdes cldssicas.

13
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1.1 Preliminares

Primeiramente, fixaremos algumas notagdes. Consideramos o espaco F(f) := H?(Q) N

HZ(Q) munido da norma |jul| := |Auls, que por sua vez é induzida pelo produto interno
(u,v) —/AuAvdx, u,v € E(Q). (1.2)
Q

Nesta parte, temos as seguintes hipoteses: @ € RV, N > 5, ¢ um dominio suave limitado
e0<p<pu(9).
Considere a constante de Sobolev da imersdo E(Q) < L*(Q), dada por

S(Q) = inf {/Q |Aul|?dz; u € E(Q),/Q ul?dx = 1}. (1.3)

E sabido que S(2) ndo depende de © e S(f) nunca é atingido, exceto quando = RY [46].
Mais ainda, S(€2) = S, onde

S = inf {/ |Aul?dx; u € DM(RN),/ |u|? dx = 1} , (1.4)
RN RN

. . - 4-N
que é atingido precisamente pelas fungoes S™8 5,4, com

o) = [(N—4)(N —2)N(N —|—i_)JTdT _ Cné 2z _— (1.5)
(02 + |x —a|?) 2 (02 + |z —al?) 2

para todo a € RY e § > 0 [21, Lemma 1]. Lembramos também que as funcées dadas por (1.5)

sao precisamente as solugoes positivas e regulares da equacao
A’y =u*>"1 em RV,
Defina, para p € (0, 1£1(£2)), a norma

1/2
lull == (|Auf2 — pful3) "

, Yue EQ), (1.6)
e observe a equivaléncia

[ully < Nlull < c(@)lull;, Vue EEQ), (1.7)

~1/2
onde ¢(Q) = (1 - %) > 0.

Para estudar a existéncia de solu¢oes para o problema (P;), consideramos o funcional

1 1
I(u) := / |Au]2dx—'u/(u+)2d$— /(u+)2*dx, u € E(Q). (1.8)
2 Jo 2 Ja 2: Jo
Definicao 1.2. Seja Q € RN, N > 8, um dominio suave e limitado ¢ 0 < p < p1(Q).

Dizemos que u € E() é uma solug¢ao fraca do problema (P1) se u é um ponto critico de I,
isto é, u € E(Q) satisfaz

UAVAL = uvdz w2 lode v . .
/QAAd “/Q( )d+/ﬁ() dz, Vv e E(Q) (1.9)
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Lema 1.3. Seja Q@ C RN, N > 8, um dominio suave e limitado e 0 < pu < p1(Q). Entdo as

solugoes cldssicas C*(Q) de (Py) sdo precisamente os pontos criticos ndo triviais do funcional

I definido em (1.8).

Demonstragao. Os resultados em |46, Appendix B|, |2, Theorem 12.7| e |22, Theorems 2.19 e
2.20] garantem que os pontos criticos nao triviais de I sdo precisamente as solugoes cléassicas
de (Pp). Argumentamos como em [14, p. 375| para provar que todo ponto critico nao trivial
de I satisfaz u, —Au > 0 em : se u é ponto critico ndo trivial de I, entdo u satisfaz (1.9),
para todo v € E(Q2). Como —A : E(Q) — L*(2) é um isomorfismo isométrico [23, Chapter

9] temos

/Au(—w)da::u/(uﬂ[(—A)1w]dx+/(u+)2*1[(—A)1w]da:, Yw € L*(Q),
Q Q Q

e (=A)"lw > 0, para todo w € L?(Q), w > 0. Dessa maneira,
/ Au(—w)dz >0, Vw > 0,
Q

e portanto —Awu > 0 e consequentemente u > 0. Sendo u n#o trivial, segue do principio do

méximo forte que u, —Au > 0 em €. O

Estudar o funcional I é equivalente a estudar o funcional

I,(u) :—/ ]Au\2dx—,u/(u+)2dx, (1.10)
Q Q
restrito a variedade
Ve fuc BQ:v(u) =1} onde w(u) = /(u+)2*daz. (1.11)
Q
Também definimos
m(p, Q) = inf{l,(u);u e V} (1.12)

e, se Q = B,(0), denotamos m(u, p) := m(p, B,(0)).
Provaremos que o funcional I,|}, possui, pelo menos, tantos pontos criticos quanto a
categoria de Lusternik-Schnirelman de 2, que a menos de multiplicacdo por constantes

apropriadas serao solucoes classicas para o problema (Pp).

1.2 Compacidade

O proximo lema descreve a falta de compacidade da imersao de D2(RY) em L2(RY).
Um resultado similar para a imersio de DY2(RY) em L2 (RY) ¢ provado em [49, Lemma
1.40]; ver também |7, 9, 29].
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Lema 1.4 (Concentragio e compacidade). Seja (u,) C D*2(RY) uma sequéncia tal que

U, —u em D¥ARY), (1.13)
|A(up —u)|> 2 X no sentido das medidas em RY, (1.14)
lun, — ul>* 2> v no sentido das medidas em RY, (1.15)
Uy = u g.tp. em RY. (1.16)
Defina
Ao = lim lim |Aup|?dz, veo = lim lim |t |** d.
R—00 n—00 |z|>R R—o00 n—00 |z|>R
Temos entao
)2 < STHAL (1.17)
V2% < ST, (1.18)
Hm [Aug|3 = |Aul3 + [|A]] + Ao, (1.19)
n—oo
Jim Jun 57 = Jul3: + [l + veo. (1.20)

Mais ainda, se w =0 e ||v]|?>/?* = S~Y|\||, entio \ e v estio concentradas em wm unico ponto

em comum.
Demonstra¢do. Ver Secao 1.4. O
Lema 1.5. Suponha 0 < p < p1(Q2). Toda sequéncia (PS) para I € limitada.

Demonstracao. Segue de argumentos padroes, pois

1/2
||u|u=</ Aude—p [ <u+>2czx) . e BQ),
Q Q

¢ uma norma em E(Q) e 2, > 2. O
Lema 1.6. Suponha 0 < p < p1(2). Toda sequéncia (u,) C E(Q) tal que
I(up) > d < c = %SNM e I'(up) =0
admite uma subsequéncia convergente, onde I é dado em (1.8).
Demonstracdo. Do Lema 1.5 segue que, a menos de subsequéncia,
U, = u em E(Q), up, —u em L*Q) e u, —u qtp. em Q.

Para todo ¢ € E(Q) temos

/AunAgodac—u/(uf{)g@d:r—/(u,‘f)Q*_lgodx—i—on(l). (1.21)
Q Q Q
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Da imersdo continua E(Q) < L?(Q), (u}) é limitada em L?*(Q) e consequentemente

((u)%~1) ¢ limitada em L2%-1(12); temos também u} — ut q.t.p. em Q. Portanto, como

uma consequéncia do lema de Brezis-Lieb, ver por exemplo [27, Lemma 4.8], (u})*~1 —
24
()%~ em L2--1(Q), e obtemos

/(u:)Q*_lwdx — /(u+)2*_1gpdm, Ve L*(Q), (1.22)
Q Q
em particular, (1.22) ¢é valido para todo ¢ € E(2). De u, — u em L?(2) obtemos

/(u:)gpd/x—)/(uﬂcpdx, Ve e E(Q). (1.23)
Q Q

Agora, como u, — u em E(Q),

/ AupApdr =: (up, @) — (u, @) := / Aulpdzr, Vo e E(Q). (1.24)
Q Q

Dessa maneira, fazendo n — oo em (1.21) e usando (1.22)-(1.24) concluimos que

/ AuApdx — u/(u“')godac = /(u+)2*_1g0dx, Ve E(Q), (1.25)
Q Q Q
ou seja, u é uma solucao fraca do problema

A%y = p(ut) + (w71 em Q,
u, Au =0 sobre 09,
e, argumentando como no Lema 1.3, fazendo uso do principio do méaximo fraco, concluimos

que u, —Au > 0 em €.
Fazendo ¢ = u em (1.25) obtemos

|Aulf — a3 = [ut 3 (1.26)

1 1 1 1
) = 5 1808 = ) = 5 = (5 - 5 ) Wt 20 (127)
* *

Fazendo agora vy, = u,, — u, ver [49, p. 33|, o lema de Brezis-Lieb [11]| nos fornece
s Iy = Ju 152+ Tog 152+ on(1): (1.28)
De u,, — u em L?(f2), temos também
it 13 = [u™ 3 + [ 3 + 0n(1). (1.29)
Usando (1.28) e (1.29) temos

1 I 1 . 1 I 1 .
I(up) = i\Aun\g - 5\@’% - 2—|uj{|§* = I(u) + i\Avn\g - 5\”:”% - 2*’”:{‘3* + on(1),
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pois v, — 0 em E(R). Assumindo que I(u,) — d < c¢*, obtemos
Ling 2 Ptz L+
T(u) + 3 1 Avalf — ot B~ o B . (1.30)
Usando novamente (1.28) e (1.29)
+’2 +’2*
n 12 n 12,

I/(“n)un = |Aun|§—,u,\u — |u

= A+ 20, ) + 1Al — pfrt = o B — B — e + 0u(1)
e como I’ (up)u, — 0, concluimos, agora usando (1.26), que
2 2
|Av 3 = plvy 3 = ot 57 = |[Aul3 — pluf; - u]3; = 0.
Dessa forma, podemos assumir que
|Avn 3 — o3 = b e [yl — 0.

Como v, — 0 em L?(Q), em particular, v;} — 0 em L?(). Entdo segue que |Av,|3 — b. Da

definicao de S, temos
\Avn\% > S’Ung* > S‘”I‘%*

o que implica b > Shze = Sb'F Assim, ou b =0 ou b > ST, De (1.30),

ede (1.27),d > 2b. Se b> S entiio
c*:%S% §%b§d<(3*,
uma contradigdo. Portanto, b = 0, e a prova estd completa, pois
|tun — ul|? = ||va]|? = |Av,|3 = 0, istoé, u, - u em E(Q). O
Lema 1.7. Suponha 0 < 1 < p1(2). Toda sequéncia (u,) C 'V tal que
Iu(un) = ¢ < S, |1, (un)]l« =0, (1.31)

admite uma subsequéncia convergente, onde ||.||« denota a norma da derivada de I,|y;, e ¢
dada por
()l = min LI, (w) = W' ()], VueV.

Demonstracao. Se (u,) satisfaz (1.31), entao
0 <I,(un) —c,

177, () [ = 12}, (un) = At (un) | = 0, Ay € R
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Entao, existe (o,) C [0, +00), 0y, — 0 tal que

/AunAwdx—u/(uj)wdaz—)\n/(ufl)z*1wda:
Q Q Q

<oplw|, Ywe E(Q), A\, €R.
A sequéncia (uy,) é limitada em E(2). De fato,
lunll* = llunl® = phey |3 + pluf |3 = ¢ + 0n(1) + plusy 3,
e da imersdo continua de L?*(Q) em L%(Q), segue que (uy,) ¢ limitada em E(Q). Dessa maneira

<opllunll = Iu(un) — A — 0,

‘/{)HAMP — )z — )\n/Q(uTJLr)de

isto é, A, = ¢ > 0.

Se ¢ =0, entao

19 2 2 12 2 2 2 9 2
0<(1-—t_ _ _ - - _ -
< ( u1(9)> [t | [ M(Q)Hu"” < unll? = plun|? < Jun]|? — plut]

= Iu(un) =0,

e (un) converge forte para 0 em E(Q).
1

Se ¢ > 0, entdo A\, > 0 para n suficientemente grande. Faca v, = \y* *u,. Tomando I

dado por (1.8) temos

1 1 1 1 1
) = g [’AW”%)P —u(Azﬂuﬂ d— 5 [OF s
Q « Jo
I 2t 1 2 1 2. 2 n
= 5)\5**2_[“(’11’”) - Z)\ﬁ*72 N 562*726 — 27*62*72 o Nc4
e
_1 1 1
' (vp)w| = /[A( 7P un) Aw — p( EL*‘QUI)w]dq;_/( 22y Ly dy
& Q
1 L
Q
Portanto
2 2
I(v,) — Nc% < NS% =c* e I'(vy) — 0.

Do Lema 1.6, (v,) admite uma subsequéncia convergente, e entdo (u,) também admite uma

subsequéncia convergente. O

1.3 Multiplicidade de solucdes

Primeiramente, recordaremos um resultado cléssico da teoria de categoria de Lusternik-
Schnirelman [30].
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Teorema 1.8. [49, Theorem 5.20] Sejam X um espaco de Banach, ¢ € C*(X,R), ¢ €
C}*X,R), V = {v € X;9(v) = 1}, e suponha que para todo v € V, ¢'(v) # 0. Se |y €
limitado inferiormente e satisfaz a condi¢io (PS). para todo c € [ir‘}fap,d], entdo |y, possui

um minimo e o conjunto ? = {v € V;p(v) < d} possui, pelo menos, cat@d(god) pontos

criticos de ply/.
No nosso contexto, X = E(Q), ¥(u) = fQ(u+)2*daz e =1,
Lema 1.9. Sejam N > 8 ¢ 0 < u < p1(Q). Eziste v e E(Q)\{0}, com v >0 em Q tal que

lol2 _ 1Al — ol

5. [vf3,

<S. (1.32)

lv
Demonstracdo. Ver Secao 1.5. 0l
Lema 1.10. Se 0 < pp < p11(Q2) e N > 8, entdo

m(p, ) < S

e existe u € V, tal que u, —Au >0 em Q e I,(u) = m(u, ), com m(u, Q) como definido em
(1.12).

Demonstra¢ao. Do Lema 1.9, existe v € E(Q2)\{0} ndo-negativa tal que

A 2 2
|Avl; M’U|2<S_

[0f3,

Fazendo w = v/|v|a,, temos w € V e

|Aw[3 — gl
Ly(w) = [Aw]3 — plw™ [} = |[Aw]3 — pluwl3 = |2v‘2 2 <8,
2
e portanto

m(p, Q) = in‘f/lﬂ(u) <I,(w)<S8S.
ue

Do Lema 1.7, I,,|y; satisfaz a condigdo (PS)., com ¢ = m(i,(2). Pelo Teorema 1.8, I,,[y/

possui um minimo, isto é, existe u € V tal que

I,(u) = m(p, Q) = min I, (u).

ueV

Agora mostraremos que u, —Awu > 0 em 2. Como u é tal que

+

Wt =1, Lu(u) = [Auli — plutlz = m(p, Q) >0,

segue do teorema dos multiplicadores de Lagrange que u satisfaz

/ AuAvdr = ,u/ (uH)vdx +m(p, Q) / (uh)> tode, Yove EQ).
Q Q Q
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Logo,

/Au w)dz = /Q(qu)[(—A)_lw]d:U—l—m(u, Q)/(u+)2*_1[(—A)_1w]da:, Yw e L2(Q),

Q

e (=A)~lw > 0, para todo w € L3(Q), w > 0. Assim,
/ Au(—w)dz >0, Yw >0,

e entdo, do principio do méximo fraco, —Awu > 0 e consequentemente u > 0. Como u é ndo
trivial e, a menos de multiplicagao por constante, é ponto critico do funcional I dado em (1.8),

segue agora do Lema 1.3 que u, —Au > 0 em . O

Lema 1.11. Se Qi e Qs sdo dominios requlares limitados de RN, N > 8, tais que QO CC Qs
e 0 < p<p1(), entdo m(p, Q1) > m(p, Q).

Demonstrag¢ao. Primeiro, recordamos que p1(Q2) < p1(€1). Seja u € E(21) uma funcao tal
que u, —Au > 0em Qe

| =1, [ 18P = pat e = min,00),
Q1 Q1

e tome w solucao de
{ —Aw = —Au em o,

w =0 sobre 0o,

onde ~ denota a extensao por zero fora de €2;. Note que w > 0 em 29 e w > u em Q.

Fazendo w = m, temos [wt|s, 0, =1e
min Q) < / (AT — p(w))de = / [Aw]? — j(w*)?)de
Qo ‘ 2* 92

< /Q A — / A2 — ()] = m(u, ).
O

Lema 1.12. Se Q = B,(0) C RN, N>8¢e0<p< (), entdo m(p, p) € atingido por uma
fungao u tal que u, —Au > 0 em B,(0) e v, —Au sdo radialmente simétricas. Mais ainda, tal

soluc¢do u € unica.

Demonstrag¢ao. Seja u uma funcao tal que u, —Au > 0 em B,(0) e que realiza m(u, p). Denote
por u* e (—Au)* as simetrizagoes de Schwarz de u e —Auw, respectivamente. Se v ¢ a solucao

de
{ —Av = (=Au)* em B,(0),

v =0 sobre 0B,(0),

entao v = v*. Provaremos que u = v. De [5], ver também [10, Lemma 2.8|, temos v > u* e

v >u*"|=0< —Au = (—Au)*.
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Se |v > u*| > 0, escrevauw—‘| . Logo, |wT|s, =1e

1
mn,p) < / [Aw] — p(wt)2)de = —- / A2 = u(v*)?]da
B,(0) vl3, JB, ()

1 * * 1 * *
< o [ AP R < e [ AP e
v, /5,0 (s, JB, 0
1

= ot [0 AP e = ),
2* BP(O)
uma contradi¢do. Dessa maneira, —Au = (—Au)* e como u e v s30 solugdes do problema

—Aw = (—Au)* em B,(0),
w =0 sobre 0B,(0),

segue que u = v.
Finalmente, mencionamos que a unicidade de u pode ser provada argumentando como em

[17, Section 3] através do principio da comparagao para fungoes radiais [31]. O]

Defina agora a aplicacdo baricentro 3 : V — RN por

/]Au|2xdx
/]Au| dz

Lema 1.13. Se (u,) CV € tal que ||u,||? = |Au,|3 — S, entdo dist(B(uy), ) — 0.

(1.33)

Demonstra¢do. Suponha, por contradi¢do, que dist(5(uy),2) 4 0. Logo, existe r > 0 tal

que, a menos de subsequéncia,

dist(B(un), 2) > 7.

Escreva v, = uy,/|Auy|2 € E(2) e wy, como o potencial Newtoniano de | — Aw,|, onde ~
denota a extensdo por zero fora de Q. Entdo, de [23, Theorem 9.9], segue que w, € D*?(R")
e

“Awy, = | = Avy| qtp. in RV, (1.34)

Em particular, (w,) é uma sequéncia limitada em D?2(RY). Logo, a menos de subsequéncia,
w, —w em D**(RY),
|A(w, —w)[? 2 X no sentido das medidas em RY,

* . .
2 X 1 no sentido das medidas em RY,

|wy, —w
wy, — w q.t.p. em RV,

Do Lema 1.4, levando em conta que Ao, = Voo = 0 (pois Q é limitado) e w,, > |v,| em RV,

1= |Aw[3 +[|All, (1.35)
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1
w7z <l + v, (1.36)

1
1P < SIAL fwl, < glaw (137

Segue que o par (JAw|3, |Al) € {(1,0),(0,1)}. De fato, de (1.36) e (1.37)

I,

1 1
73 <l + vl < SopllAw >

isto é,
24
Al + NIF > 1 (1.38)
e (1.35), (1.38) e como 2,/2 > 1, obtemos que o par (|Awl3, |A|]) € {(1,0),(0,1)}.
Suponha agora que |Aw|3 = 1 e ||A| = 0. Logo, de (1.37), |lv|]| = 0, o que implica, de

(1.36),
1

S S
e entdo [Awl3/|wl3, = S. Assim, a menos de multiplica¢do, w ¢ uma solugdo néo-trivial e

< |w|2 > S]Aw|2 =

nao-negativa para a equacao

A’w =w?>"! em RY,
e entdao, w, —Aw > 0 em RY. Entretanto, para todo ¢ € C°(R"Y) temos
/ |Aw, — Aw|?pdz — wd\ =0,
RN RN

o que implica, em particular,

/\Awn—Aw\chdx—i—/ |Aw|*pdz — 0, V¢ € CRN\Q),
Q RN\Q

e entdo —Aw = 0 em RM\Q, o que gera uma contradicio.

Dessa maneira, |[Aw|2 = 0 (e de (1.37), segue que w = 0) e ||\ = 1. De (1.36) e
(1.37), obtemos ||v||>/?* = S~1||A||. Dessa maneira, do Lema 1.4, segue que a medida ) esta
concentrada em um tnico ponto y € RV,

Afirmamos agora que y € Q. De fato, suponha por contradicio que y € RN \Q. Tome
Y € C(RYN) tal que v = 1 em Bg(y), para algum R > 0, e supp(y) N Q = (). Entdo,

A = [ var=Jim [ vldw,de =0,

o que & claramente uma contradi¢do. Portanto, y € Q e tomando n € C°(RY), n =1 em Q,

/ | Auy, | zda

Bluy) = |Avn|2xdac—/ | Awy, |22n(z)dz
/\Au |*dx @ RY

— zn(z)d\ = yn(y) =y € Q,
]RN

temos

o que contradiz a nossa hipotese inicial dist(8(uy, ), 2) /4 0. O
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Sem perda de generalidade, podemos assumir que 0 € . Seja r > 0 suficientemente

pequeno tal que
QF = {z e RN dist(2,Q) <r} e Q. :={z e Qdist(z,0) >r}
sejam homotopicamente equivalentes a 2 e tais que B, (0) C Q. Definimos também o conjunto
70 = {u € Vi () < miu, )},
que é nao-vazio; ver Lema 1.11.
Lema 1.14. Existe 0 < i < p1(R2) tal que, para 0 < p < @,
u € Iﬁ(“’r) = B(u) € Q.
Demonstracao. Se u € V, entao segue da desigualdade de Holder

2x—2

Q|72 = QYN (1.39)

w3 < |ut

2
2

Do Lema 1.13, existe € > 0 tal que
wueV, |ul><S+e=Bu)ecQ .

Faca @ := 5/\(2]4/]\[, para € > 0 suficientemente pequeno tal que 0 < 1 < p1(€2). Logo, se
O<pu<pieuc ILH(”’T), obtemos, de (1.39) e Lema 1.10,

lull> =l = pla® 3+ plu™ 3 = Lu(w) + plu® 3 < mu,r) + @t 3
< S+ —|OF =5+e,
€~
de modo que B(u) € QF. O
Seja 11 como no Lema 1.14. Para cada 0 < o < @ definimos v, : 2,7 — IZL(“’T) por
Yuly) : Q@ — R
wy () (1.40)

T w(y)(m)zmyh*,

onde w, & solugao para o problema

—Avy(z —y), sex € B, (y),

—Awy = 2z, em (),
0, se x € Q\B,(y),

com z,(x) =
wy =0 sobre 012, () {

onde, ver Lema 1.12, v, é radialmente simétrica com respeito a origem, v,,, —Av, > 0in B,(0)

[
[ wirde =1 [ (8w - )] de = miun).
B, (0) B, (0)

Observagao 1.15. Argumentando como na prova do Lema 1.3, obtemos v, € C*(B,(0)) .
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Lema 1.16. Seja 0 < u <71, onde 1t € dado pelo Lema 1.14. Entao v, : Q0 — I;n(“’r) é bem

definida, continua e

(Bom)y) =y, VyeQ,. (1.41)

Demonstrag¢ao. Primeiramente, observe que [23, Theorem 9.15] garante que v,(y) € E(f) e,
pelo principio do méximo forte, temos wy(x) > vu(x — y), para todo z € B.(y) e y € Q.

Entao
/]Awy\Qd:c:/ |Av,|*d, /\wy\Zdaz>/ vy ?da
Q B, (0) Q B, (0)
e /|wy|2*d:v>/ [ |?de = 1.
Q B, (0)
Logo,
o) =1, (P20 ) = | 8wy = [ i
’wy’h |wy 2, LJQ o 7

< / | Aw, |*dx — ,u/ (w;)2da§ < / |Av,,|*dx — ,u/ (v:)ng; =m(u,r),

(p,r) IZZL(M’T)

ou seja, vu(y) € I)' para todo y € Q e daf v, : Q7 — esta bem definida.

A continuidade de 7, é uma consequéncia da regularidade de v,. Para provar que 7,
¢ continua, ¢ suficiente mostrar que %, : 7 — E(Q), definida por 7,(y)(z) = wy(x), &

continua. Se y, — y em (2, entao

7 (wn) =TI = AT (n) = T, W))I3 = [Dwy, — Awyl3 = |2y, — 23

= ‘Zyn|% -2 0 Zyn (x)zy(x)dx + |Zy|%
- 2 [ | isupd: - | zyn<x>zy<x>dw] 0,
B, (0) Q

pois Av, : B,(0) — R é continua.
Finalmente, para todo y €

A< it > xdz /|Awy|2xdaj / |Av,(z — y)Pzds
|wyla, Q Br(y)

2 f— p—
A( w, )‘ i / |Auw, [2dz / |Av(z — y)Pde
"U}y 2 Q Br(y)

/ |Av,(2) 2 (2 + y)dz / |Av,(2)2dz y/ |Av,(2)d>
B(0) B-(0) Br(0)

= -
[ su@pe [ anePe [ AR
B (0) r(0) Br(0)

2

(Bom)ly) =

= Y

pois Av,, é radialmente simétrica. O
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Lema 1.17. Se N > 8 ¢0 < u < i, onde i € dado pelo Lema 1.14, entdo catlm(#,r)(I/T(“’T)) >
m
catq(Q).

Demonstracio. Se Catmnw” (Iﬁn(u,r)) = oo, entdo nada a fazer. Se catlﬁ(w)(]/f@(um)) =n,
entao
) = Ay U Ay U ..U Ay,
onde A; ¢é fechado e contratil em I,T(“’T), para todo j = 1,...,n. Paracada j = 1,...,n,
sejam hj: [0,1] x A; — IZL(“’T) aplicacao continua tal e w; € IT(”’T) tais que
hj(O,u) = u, hj(l,u) = Wy, VU,EA]‘. (1.42)

Considere B; = v, '(A;), onde 7, é dada por (1.40). Os conjuntos Bj sdo fechados e
Q. = By UByU...UB,. Defina, para 0 < u < 1, a deformagao

gj - [0,1] XBj — Q;r
ty)  — gi(ty) = Bhi(t,7u(y)))
Pelo Lema 1.14, a deformacao g; esta bem definida, e de (1.41) e (1.42)
9i(0,y) = B(hj(0,7vu(y)) = B(u(y)) =y, Yy € By,
9i(Ly) = B(hi(L,7u(y))) = B(w;), Vy € Bj.
Portanto, os conjuntos B; sdo contrateis em Q. donde

cato(2) = catg+ () < n = cat men (IAT(#’T))' ]
r w

Conclusdo da prova do Teorema 1.1

Dos Lemas 1.7 e 1.10, para ¢ < m(u, Q) < m(u,r) < S, I,|y/ satisfaz a condi¢ao (PS).. Pelo
Teorema 1.8, com d = m(u,r), segue que IZL(“’T) possui, no minimo, Cat[,ﬁ"(“’” (IZZL(‘L’T)) pontos
criticos de Iu|V- Entao, pelo Lema 1.17, para 0 < p < [, segue que IM‘V possui, pelo menos,
n = catq(2) diferentes pontos criticos, digamos vy, ..., v, € V.

Para cada j = 1,...,n, existe A\; € R tal que v; satisfaz
A2y = u(vj) + )\j(vj)Q*_l em
vj,Av; =0 sobre S,

Como v; € V temos vj # 0, e

A= [ Prde = w) = [ (180 = (w)?lde >0,

1/(2.-2)

Portanto, para cada j = 1,...,n, segue que u; := )\j v; € uma solucao nao-trivial de

{ A%y = put + (ut)>71 em Q, (1.43)

u, Au =0 sobre 0f),
ou seja, uj ¢ um ponto critico de I. Como v; # v; se j # 4, segue que u; # u; se j # i. Por

fim, aplicamos o Lema 1.3 para finalizar essa demonstragdo. [
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1.4 Provado Lema 1.4

Demonstragao.

Caso particular: u = 0. Provaremos (1.17) e (1.18), e que A e v sao concentradas em um

inico ponto em comum.
Para cada h € C°(RY), obtemos de (1.4) que

2/2,
( / |hun|2*dl‘> <5 [ AP
RN RN

Usando (1.14) e (1.15) temos

2/2, 2/2.
(/ h\2*]un]2*dx> o </ |h|2*du>
RN RN

e
/ |h|?|Auy, |2dr — / |h|2d).
RN RN
Note que
A(huy) — hAuy, = upAh + 2Vh.Vu,.
Temos

|unAh|§:/ |Ah|2|un|2d:v§0/ fun|2d,
Ba(0) BA(0)

onde R > 0 & tal que supp(h) C Br(0) e C = max |Ah|?. Entao

Br(0)
lunAR|3 — 0,
pois u, — 0 em L _(RY). Temos também
IVh.Vu,|3 < / |Vh|* | Vu,|*dz < C |V, |2dz,
Br(0) Br(0)
onde C' = max |Vh|?, e consequentemente
Br(0)
|Vh.Vu,|3 — 0,

pois Vu,, — 0 em [LZ_(RV)]V. De (1.47)-(1.49) segue que

[|A(huy)|2 — [hAu, 2| < |A(huy) — hAuy|2 = |unAh + 2Vh.Vuy,lo

(1.44)

(1.45)

(1.46)

(1.47)

(1.48)

(1.49)

< JupAhls + 2|V h.Vat|s — 0,

isto é,

lim |A(huy) |de = hm/ |hAun\2d:):—/ |h2d\.
n—oo RN ]RN

n—oo RN
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Portanto, de (1.44)-(1.45) obtemos

(Lo

Tomando agora uma sequéncia (h,) C C°(RY) tal que

2/2.
2*d1/> <5t |h|2d\. (1.50)
[RN

hp =1em B,(0), supp(hyp) C Bpt1(0), 0<h, <1,
segue do teorema da convergéncia dominada que

lim |,
n—0o0o RN

2*d1/:/ ldv =|v|| e lim \hn2d/\:/ LdX = ||\
RN RN RN

n—oo

Assim, obtemos (1.17) usando (hy,) em (1.50) e fazendo n — oc.

Agora procederemos para provar (1.18). Fixe R > 0 e seja g € C®(RY) tal que
Yr(z) =1 para |z| > R+ 1, ¢Yp(x) =0 para |[z| < Re 0 < g < 1 em RY. Da desigualdade
de Sobolev,

2/2.
lim </ |¢Run\2*dx> < S 'lim |A(Yru,) | d. (1.51)
n—oo RN n—oo RN
Temos
0 g/ |wn Atpg|*d §/ |AYg|?[u,|?de < C’R/ |y, |2de,
RN |z| <R+1 |z|<R+1
onde Cr = max |Avg|? e
Br41(0)
0 S/ \Vepg.Vu,|?dr < / |Vpg|? | Vu, 2dz < DR/ |V, |?dz,
RN |z| <R+1 |z|<R+1
onde Dp = max |Vig|?. Dessa maneira
Br+1(0)

[[A(YRUR)|2 — [YRAUL2| < [untbrl2 + [2VYR. Vuy|2 — 0,

pOis Up, Vu, — 0 em L2 (RY), [LE (RM)]Y, respectivamente. De (1.51) concluimos que
2/2.
lim (/ w%|un|2*da¢> < S~ 1Tim / V& Ay |?d. (1.52)
n—oo RN n—oo RN

Por outro lado, temos

/]RN | Ay |?p%de = /| |>R|Aun|2w12%d:c §/ | Auy|?dx

|z[>R
/ [ ** dar = / [t
|z|>R+1 |z|>R+1

e de (1.52) segue que

V2% = lim lim / |t
R—oon=00 \ Jiz|>R+1

ey d

2*¢§{dm§/ [t
RN

2/2.
Zeda <87 lim lim / |Auy|?de | = S7 Ao,
R—00 n—00 |z|>R
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o que prova (1.18).

Suponha agora que ||v||?/?* = S~1||u||. Mostraremos que A e v sdo concentradas em um

tinico ponto em comum. Dada h € C°(RY) temos, de (1.50),

1/2. . 1/2
</ |h|2*dz/) <54 </ |h|2d)\> , (1.53)
RN RN

e da desigualdade de Holder obtemos
L
RN

v(Q) < STE2A|YV-DNQ), VO c RY mensurédvel.

Zdy < 5—2*/2M||4/<N—4>/ \h|2dX, Yh e CPRY), (1.54)
RN

o que implica

Provaremos agora que v(Q) = S~2/2|\[¥N=Y\(Q), para todo @ C RN mensurével.
Suponha que existe Qp C RN tal que v(Qy) < S™2/2\|¥PV-DX(Qp). Por hipotese,
[v]|2/% = S~YA, o que implica

V(RN) = S22 AV N=DN(RNM). (1.55)
Note entao que

v(Qo) + v(RM\Qo) < ST AV IN(Qp) + 572 AN TIARY\ Q)
STHPIAY NI Q) + ART\Q)] = 5732 AV VTINRY),

v(RY)

contradizendo (1.55). Segue de (1.53), v(Q) = S22 A|YN=DN(Q) e ||v|>? = S\

que
1/2. 1/2
(/ hQ*dy> HVH?/Ng(/ |h|2dy> , VheC ®Y).
RN RN

Logo, para cada conjunto aberto Q C R,

V(Q)1/2*V(RN)2/N < I/(Q)l/Q.

Como % — % = %, temos
*

() =0 ou v(Q)>v(RY), paratodo conjunto aberto Q c RY.

Portanto, v é concentrada em tinico ponto, que é o mesmo ponto em que A estd concentrada,
pois v = S~ 2/2| \[|Y/(N=4) ),

Caso geral: u nao é necessariamente nula e provaremos (1.17)-(1.20).

Escreva vy, := u, —u. Logo, v, — 0 em D>2(RN), |Av,[?2 2 X e [vn|** = v no sentido das
medidas em RY, e v, — 0 q.t.p. em RY, e dessa maneira, do caso estudado anteriormente,
(1.17) & valido.
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Temos

/ |Auy|dz = / |Avy, + Aul?dz
|z|>R |z|>R

= / | Av, |2 da + 2/ Av, Audz —|—/ |Au|?dz,
lz|>R |z|>R |z|>R

o que implica

lim |Au, [*dz = Tim |Av,|2d2 + 2 Tim Avy, Audz + / | Aul?da
e, como v, — 0 em D??(RY), concluimos que
lim |Auy,|?dz = Tim |Avy,|?dx + / |Au|?dz. (1.56)
n=0 Jiz1>R o0 iz >R |lz[>R
Logo, (1.56) implica que
Ao = lim lim |Auy|?dz = lim lim |Avy, |2 dz.
R—o00n—00 lz|>R R—o00 n—00 |z|>R
Pelo lema de Brezis-Lieb [11],
/ |u|?dz = lim / |t | > daz — / o[> d |,
|z|>R n—=00 \ J|z|>R |z|>R
e entao
Voo = lim lim [un|?**dz = lim Tim v |* dax.
R—o00o n—o0 |z|>R R—ocon—o0 |z|>R
Do caso particular estudado anteriormente, segue (1.18).
Agora procederemos para provar (1.19). Primeiramente, afirmamos que
|Au, > 2 X+ |Aul?. (1.57)

De fato, da identidade |Auy,|? = |Av, + Aul? = |Av,|? + 2Av,Au + |Aul?, temos
/ ©|Auy,|*dx —/ @\Avn\QdaE+2/ AvnAugada:—i—/ olAul?dz, Y ¢ € Co(RY).
RN RN RN RN
Como v, — 0 em D*2(RN) e |Av,|? = A, obtemos

lim <p|Aun|2d:c:/ cpd)\Jr/ o|Au|?dz, Vo e Co(RY),
RN RN RN

n—oo

que é precisamente (1.57).
Fixe R > 0 e seja g € C°(RY) tal que ¥g(z) = 1 para || > R+ 1, Yp(x) = 0 para
lz| < Re0<v¢pr <1em RY. De (1.57) temos

lim |Auy|?dz = lim/ wR\AunPda:Jr/ (1—¢R)d)\+/ (1 — ¢p)|Aul?dz.
N n—o0 JpN RN RN

n—oo R
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Tomando agora R — 0o, segue do teorema da convergéncia dominada que

lim lim ]Aunlzdx—/\oo—i—/ ld)\—i—/ | Aul?da
RN RN RN

R—o0n—00

e dessa maneira
lim |Auy |3 = |Aulz + || A + Aso-
n—oo

Para provar (1.20), primeiramente observe que

2, (1.58)

A vt |u

|,

De fato, para todo f € Co(RY) temos, do lema de Brezis-Lieb [11] aplicado a f+ e f~,

/ flu/**dz = lim (/ f]un|2*dx—/ f\vnQ*dx),
RN n—:00 RN RN

de onde (1.58) segue, pois |v,|* = v.
Fixe R > 0 e seja ¥r € C(RY) tal que ¢g(x) = 1 para |z| > R+ 1, ¥r(z) = 0 para
lz| < Re0<v¢pr <1em RY. Entdo,

lim |, |** da = lim/ wR]un|2*d:c+/ (1—¢R)du+/ (1 — r)|ul>dx.
N n—oo JpN RN RN

n—o0 R

Tomando R — oo, segue do teorema da convergéncia dominada que

lim lim \un2*dac—1/oo+/ 1d1/+/ |u|* dx
N RN RN

R—oon—oo Jp

e assim

. 2
T B = [l + ] + voo.

1.5 Prova do Lema 1.9

Demonstragio. Sem perda de generalidade, suponha 0 € €. Seja & € C°(RY) uma fungao tal
que 0 < &(z) < 1, para todo x € RV, € =1 em B(0,p/2), £ =0 em B(0,p)¢, e B(0,p) CC Q,
p > 0. Escreva

Us(x) = &(x)s(x), = €RY, 0<d<p,

onde ¥5 = S%cp(; e @5(z) = ps0(z) é dado por (1.5). Entao

/ MW%MZSG(/IWWMZL
RN RN

e, ver [35, eq. (6.4) and eq. (6.3)] respectivamente, temos

|AUs|3.0 =S+ 0N 1), (1.59)
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\Us

S a=1+0(0"). (1.60)

Para obter (1.32), estimaremos |U5|%,Q. Temos

2 = i i 2 T = X 2 X X 2— X 2 X.
Uso = /Q\a s () /B(O’p) s () */B(O,m“ﬂ )2 — () 2

Note que

o

()2 — 1][hs (2) 2z = / g(a) Pz
p)

B(0,p

CcsN—4 / COgN—4
= SN idr < ———dz = O(6" ).
/B(o,m\B(o,p/z) (62 4 |z[2)~ BOp\B(0,p/2) |72

Logo, obtemos

€(2)]? = 15 () [Pdz < /
) B(0,p)\B(0,p/2)

)

/ Us(a) Pdz = / () P + OV, (1.61)
Q B(0,p)
Agora,
/ s () [P = / s ()| 2der + / () 2. (1.62)
B(0,p) B(0,6) I<|z|<p
Note que
CdN_4 C(;N—él
W5 2d:1::/ dxz/ 20 iy = O, 1.63
/Bm,g)’ OFdr= | oo TPV Z 05 @ (1.63)

05N74 05N74
s (x de:/ _d:BZ/ ————dx
/5<|x<p' @Fdr= | e, RPN e, R

1 p 1
_ 1sN—4 _ 1sN—4
=C6 /5<x|<p 2D der=C6 /5 /s oy dSdr,

o que implica

logr p, se N =8,
/ () P > CON S (1.64)
0<|z|<p —ﬁm 5, se N > 8.
Finalmente, combinando (1.61), (1.62), (1.63) e (1.64), concluimos que
Co*logé| + O(6*), se N =S8,
Uslzo =9 ., N (1.65)
Cé* 4+ 0O(6" %), se N >8.

Assim, de (1.59), (1.60) e (1.65), existe uma constante C' = C(N) > 0 tal que

|AU; |5 — p|Us|3 < S — pCé*logd| + O(6%), N =38 g
|Us13, “ | S—pucst+ 06N, N>8 ’

para N > 8 e § > 0 suficientemente pequeno. O



CAPITULO

2

Existéncia e multiplicidade de

solucdes para o problema (P)

Neste capitulo estudamos a existéncia de miltiplas solucbes classicas para o problema de
quarta-ordem
A%y = puf + v~ em Q,
w,—Au>0 em €, (P2)
u, Au =0 sobre 052,

onde 2 ¢ um dominio limitado suave em RV, N > 5 1> 0,2 < s+1 < 2,, e 2, = 2N/(N —4)
& 0 expoente critico da imersdo de E(2) := H2(Q)N H} () em L* (). Neste capitulo, u1 ()

denota o primeiro autovalor do problema (1.1).

Teorema 2.1. Sejam Q C RN um dominio limitado suave em RN, N > 5, ¢ > 0. No caso
s=1suponha 0 < p < pi(Q). Se N >8e2<s+1<2,0uN=56,7e2,—2<s+1<2,,

entao (P) possui uma solucao cldssica.

Teorema 2.2. Seja Q@ C RN um dominio limitado suave em RN, N > 5. Suponha
2<s4+1<2,85¢eN>8¢e¢2—2< s+1< 2, para as dimensoes criticas N = 5,6,7.
Entao existe i > 0 tal que, para cada 0 < p < Ji, o problema (P3) possui, pelo menos,

caln () solugdes cldssicas.

33
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2.1 Preliminares e prova do Teorema 2.1

Primeiramente, enfatizamos que grande parte dos nossos resultados preliminares sio
vélidos para dominios suaves limitados © C RY com N > 5. Esta é nossa hipotese geral.
Destacaremos nesse capitulo onde as condicoes N > 5 ou N > 8 sao suficientes.

Considere o espago E(Q) := H?(Q) N HE (), dotado com a norma ||ul| := |Auls, induzida
pelo produto interno

(u,vy = / AulAvdz, u,v € E().
Q

Considere a constante de Sobolev da imersdo E(2) < L*(Q), dada por (1.4),

S:inf{/ | Au|?dz; uEDQ’Q(RN),/ |u Q*daszl},
RN RN
N—4 N-—-4

(N (N 2NV 256 Cyo 2 .
Pl (@t |e —aP) T Gt

L . - 4-N
que ¢ atingido precisamente pelas fungoes S™s s 4, com

para a € RN e § > 0 [21, Lemma 1].
Para estudar a existéncia de solu¢oes para o problema (P»), consideramos o funcional

1 1
I,(u) = 5 /Q |Au|?dz — s—i—Ll /Q(uJF)S'de En /Q(qu)z*dx, u € E(Q), (2.2)

*

e a variedade de Nehari associada ao funcional I, dada por
N, = {u € B@)\{0}: I (u)u = 0}. (2.3)

Definicao 2.3. Sejam Q C RN, N > 5 um dominio suave limitado, 2 < s+1 < 2* e u > 0.
Dizemos que u € E(Q) é uma solugdo fraca de (P2) se u é um ponto critico de I, isto é, u

satisfaz

/ AuAvdx = u/(u*)svdx + / (ut)*lude, Yo € B(Q).
Q Q Q

Lema 2.4. Sejam Q C RN, N > 5, um dominio suave e limitado, 2 < s +1 < 2" e u > 0.

Entao as solugdes cldssicas C1(Q) de (P2) sdo precisamente os pontos criticos do funcional I,

definido em (2.2).

Demonstrag¢ao. A equivaléncia entre os pontos criticos nao triviais de I, e as solugoes classicas
de (P2) seguem de [46, Appendix B|, |2, Theorem 12.7| e [22, Theorems 2.19 e 2.20]. O
principio do méaximo forte para operadores elipticos de segunda ordem é aplicado, como em

[14, p. 375|, para reescrever (P2) como

—Au = v, —Av = p(ut)® + (uh)>71 em Q,
u,v =0 sobre 0, u#0 em

e entdo provar que todo ponto critico nao trivial de I, satisfaz u, —Au > 0 em 2. 0l
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Lema 2.5. Seja Q C RN, N > 5, um dominio suave e limitado. No caso 2 < s +1 < 2,
consideramos (1 > 0 e, no caso s = 1, consideramos 0 < p < p1(?). Entdo o funcional I,
satisfaz a geometria do passo da montanha em torno do seu minimo local em zero, com o

associado nivel do passo da montanha

= inf I
¢u = Inf max (v(2)),

onde
I = {7 € (0, 1), E(Q)):7(0) = 0, L, (+(1)) < 0}.

Mais ainda,

Cu = Cu = Cps (2.4)
onde
- ueEl(Islzg\{O} Tﬁ(ﬁd‘t(tu) ¢ = uler}\ffu Lu(w), (2:5)

onde N,, é dada por (2.3).

Demonstrag¢ao. A prova de que I, satisfaz a geometria do passo da montanha ¢é feita usando
argumentos padroes e serd aqui omitida. Argumentando como [40, Proposition 3.11] prova-se
a igualdade (2.4). O

Lema 2.6. Sejo Q2 C RN, N > 5, um dominio suave e limitado. No caso 2 < s+ 1 < 2,
consideramos (1 > 0 e, no caso s = 1, consideramos 0 < p < p1(QQ). Entao I, satisfaz a
condigao (PS). para todo ¢ < %SN/‘L. Mais ainda, se N >8 e2<s+1<2,, ou N=5,6,7
€2, —2<s+1<2, entio c, € (0, ZSN4).

Demonstracdo. A demonstragdo da primeira parte do lema segue de maneira andloga a do

Lema 1.6. Para a segunda parte, ver Segao 2.5. Ul

Destacamos que o préximo resultado é uma consequéncia direta do Lema 2.6 e do teorema
classico do passo da montanha [6]. Para um resultado para pertubagoes sublineares, isto é,

para o caso 1 < s+ 1 < 2, mencionamos |8, Theorem 7.1].

Proposicao 2.7. Sejam Q C RN, N > 5, um dominio limitado suave e 1 > 0. No caso s = 1,
assumimos 0 < p < u1(R). Se N>8e2<s+1<2,,0u N=56,7T¢e2,—2<s+1<2,,
entdo o nivel do passo da montanha c, é um valor critico de 1, isto é, existe u, € E(Q) tal
que

Tu(uy) = cp, IL(“/L) = 0.

A seguir apresentamos um resultado sobre a monotonicidade de ¢, (£2) com respeito a 2.

Lema 2.8. Sejam N >5, p>0para2 < s+1<2, e0<p<pu () para s=1. Se Q e
Q9 sdo dominios regulares limitados em RN tais que 31 C Qo e > 0, entdo c,0, > Cu,-

Mais ainda, se Q1 CC Qo e se assumimos as hipdteses extras

N>8 e 2<s+1<2y; ou N=5,6,7T e 2,—2<s+1<2,,
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entdo temos a desigualdade estrita c, o, > cu0,. Aqui, ¢, () é como definido em (2.4) e

adicionamos o subindice Q para enfatizar sua dependéncia no dominio considerado.

Demonstracao. Primeiramente, observe que o conjunto
Fo = {v € C([0,1], E(2));7(0) = 0, L,(v(1)) <0}
usado para definir ¢, o pode ser substituido pelo seu subconjunto
Lo ={y€C([0,1], E()); 7(0) = 0, L(v(1)) <0, —A(y())(z) 20Vt €[0,1], g-tp. x € Q},

e note que, pelo principio do maximo, se v € T'g entdo y(t)(z), —A(y(t))(x) > 0 para todo
t €[0,1] e g.t.p. x € Q. De fato, dado v € T'q, seja para cada t € [0, 1] o elemento 7(t) € E()
definido pelas solugbes de

{ ~AF() = [A((®)] em @
~F(t) = AF(t)) =0 sobre 9.

Entdo 7 € T e I,(%(t)) < I,(y(t)) pois, pelo principio do maximo, ¥(t)(x) > |y(t)(x)| para
todo t € [0,1], g.t.p. x € Q.

Dada uma funcdo v definida em )1, denotamos por u a funcdo definida em €y por
u(z)=u(zr) se z€ e ulx)=0 se zeN\Q.
Agora, dada v € T'q, definimos 5 € T'q, escrevendo, para cada t € [0,1], a solugio de

~AGF®) = ~A(1) em 0,
~(t) =0 sobre 0Qs.

Entao, pelo principio do maximo, segue que 5(t)(x) > ~(t)(x) para todo ¢t € [0,1] e q.t.p.
x € Q9. Portanto

. 1 I 1
c = inf max/ A~(t)Pdx — t S'de—/ )% dx
wor = it mas s [ g~ g [ @y ta o [ ae)
1 ~ I N 1
> inf max/ AF(t)|dx — t 8+1dw—/ F(t))* dx
R MSICIRE e NGI) - [ @

1 1
> inf max 5 / A5 Pde — L | Gy e — - / (F(1)> dx = c,.0,.
QQ QQ

7€Tq, tef0,1] 2 s+1 o 2,
A afirmacao acerca da desigualdade estrita c, 0, > ¢, segue da Proposi¢ao 2.7, Lema
2.4, a caracterizacdo (2.5) para o nivel do passo da montanha e, argumentamos como

anteriormente, agora usando o principio do maximo forte. O

Denotamos por ¢y e Ny o nivel do passo da montanha e a variedade de Nehari associados

ao funcional

1 1
Iy(u) := 5 /Q |Aul?dz — o /Q(u+)2*dx, u € E(Q).
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Sem perda de generalidade, suponha 0 € Q. Seja & € C° uma funcao tal que 0 < ¢(z) < 1
para todo x € RV, £ =1 em B(0,p/2), £ =0 em B(0,p)¢ e B(0,p) CC Q, p > 0. Escreva

Us(x) = E(a)ds(x), z € RN, 0 <6 < p,

onde 95 = 5%905 e ps(x) = pso(x) é dada por (2.1). Temos entdo,

/ mw%m:sel/\%&m:L
RN RN
e, ver [35] eq. (6.4) e eq. (6.3) respectivamente,

|AUs|3.0 = 5+ 0N,

’Uéb Q =1+ O(5N)

Definindo U
Vi) = 229 4 e Y, (2.6)
Us 2.,
segue que
IAV3[3 = S+ 0N ). (2.7)

Lema 2.9. Sejam N > 5, p>0para2 < s+1<2, ¢ 0 < pu < p1(Q) para s = 1. Entao
CQI%S%.

Demonstragio. Seja Vs a fungao definida em (2.6). Como |Vs|o, = 1 temos S < |AVs|3 e de
(2.7) temos
|AVs3 = S, 6 — 0.

Escrevendo 5

g(t) = Io(tVs) = §’AV;5’2 - ?’%’2* = gm‘/&’z — 5

2
note que g atinge seu méaximo em t5 = |AVs|2*~2. Dai,

* 2.24
t(s

0= ueE(gg\{O} o To(tu) < gy Io(tVs) = Lo(t5Vs) = fs 5 |AVs 53— 24 = |AV 2:-2
ou seja,
2 (avsB) == » 2om = 2ot
e portanto ,
co < NSI. (2.8)

Por outro lado, seja (u,) C E(Q) tal que
I()(un) — Cp, I(l)(’u,n) — 0.
A sequéncia (uy,) é limitada, donde, a menos de subsequéncia, ||u,||?> — I > 0. Temos também

I (un)un = Jun||* = |uf3; — 0
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e assim |u} |5 — I. Fazendo vy, = uy/|unl2,, temos |vplo, =1 e

2 2 2
S < |Av,l3 = [Aunly JAunly __|Awaly L = 1YV,

unls, = Junl3, ()2 B

o que implica S < I*N. Note que, de

1 1
Io(uy) = iHuan - ;!u;ﬂéz — Co,

concluimos que [ = (N/2)co; entdo, S < [(N/2)co]*N, ou seja

=

CoZ S

2
N
De (2.8) e (2.9) segue o resultado. O

Observagao 2.10. Se © é um dominio limitado e reqular de RN, N > 5, o nivel do passo

da montanha referente ao funcional

1 1
Io(u) = 2/@]Au|2d:p— 2/@(u+)2*dx

serd (2/N)SNA, ou seja, o nivel do passo da montanha de Iy independe do dominio ©.

Lema 2.11. Suponha N > 8 ¢e2 < s+1<2,, ou N =56,7Te¢2,—-2<s+1<2,. Se
pn — 0 entdo ¢, — co.

Demonstrag¢ao. Sabemos que ¢, < cg, para todon € N. Da Proposicao 2.7, seja (u,) C E(Q)
tal que

L, (un) = ¢y, ILH(Un) =0,
e seja (t,) C (0,00) tal que tpu, € Ny. Para cada n € N temos

fnty ™

= inf Io(tu) < Io(tuy,) = Io(t =1, (t +stl
0= pinf o) T foltu) < mascTo(bun) = To(tntin) = Ty (tnttn) + =55 un |53
como u, € N, , entao
e dai .
o < o, + HmIE et (2.10)
— “Hn S+ 1 n ls+1
Temos

s+1

e (un) é limitada. Mostremos que a sequéncia (t,) também é limitada. Suponha, por

1 1 1
(5 57 Tl? < Bulw) = i = <

contradicdo, que t, — oco. Como ¢, < ¢p, mostra-se que (u,) € limitada em E(§2). De

taun € Np segue que max Ip(tuy) = Ip(tnuy), ou seja, %Io(tun)h:tn =0, o que implica

lunl* = €52 152



2.2 Um importante resultado de compacidade 39

s+1

donde |u;} |37 — 0. Por interpolago, segue que |u;|5f] — 0. Como I}, (un)un = 0 temos

2
lunl® = pnlust [57 + Lt 13

e dai ||u,||?> — 0, e de

fin
s+1

1 2
s = ol s
*

1 2
i = T () = 3l
segue que ¢, — 0, um absurdo, pois
i > .
Jim ¢y, > ey >0

Portanto, (t,) é limitada, e de (2.10) segue que

1
o Pty ™ 4 o .
< = < <
co < lim inf <cun + o lue sy | =liminfe,, < limsupe,, < c,
e portanto lim c¢,, = cop. O
n—oo
Prova do Teorema 2.1. Segue do Lema 2.4 e da Proposicao 2.7. O

2.2  Um importante resultado de compacidade

Nesta secao enunciaremos e provaremos um resultado de compacidade de extrema
importancia para demonstracao do Teorema 2.2. Para a sua demonstracao, faremos uso do
Lema 1.4. Através do proximo lema poderemos relacionar a categoria do conjunto 2 com a
categoria de um conjunto de nivel apropriado do funcional I,,, a fim de aplicarmos o Teorema
1.8.

Lema 2.12. Seja @ C RN wm dominio suave limitado com N > 5. Seja (u,) C E(Q) uma
sequéncia tal que
2. 2 1, [[unl* = |Aun|3 = S + 0a(1).

e~ —

Para cada n € N, seja w, o potencial Newtoniano de | — Auy,|, onde ~ denota a extensao por

|,

zero fora de Q. Entdo, evistem uma sequéncia (yn, o) C RY x (0,4+00) e v € D*2(RYN) tais

que
N—-4

Un(x) = ap’ wn(anx + yn)

satisfaz, a menos de subsequéncia, v, — v em D*2(RN), y, =y €Q e o, — 0.

Demonstra¢ao. Lembramos que, se w, ¢ o potencial Newtoniano de | — Auy,|, entdao de [23,
Theorem 9.9] segue que w, € D>?(RV) e

—Aw, = | — Aup| q.t.p. em RY. (2.11)
Considere as fungoes de concentracido de Lévy dadas por

Zde, a > 0.

Qn(a) = sup / |wp,
Ba(y)

yeRN
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Para cada n € N, lim Q,(a) = 0, pois |w,|?>* € LY(RY). Mais ainda, lim Qn(a) > 1,
a—0+ a—00

pois w, > |uy| em RY. Entdo, como @, : (0,00) — R é continua, existe a;,, > 0 tal que

Qn(an) = 1/2 e existe y, € RY tal que

1
S

|wy,|** dx = / lwy,|?* da,
yeRN (v) Ban (yn)

ja que
lim |wy|**dz = 0.
lyl=00 J Ba,, ()
N—4
Definindo entao vy, (z) := an? wy(anz + y,) temos

|Avn|§ = |Awn’% = ’A“n’% =S5+ on(1),

1
/ |wn\2*dx = / |Un 2dr = = = sup / |vn\2*dx. (2.12)
B (yn) B1(0) 2 yerV JBi(y)

Como (vy,) & limitada em D?2(RY), a menos de subsequéncia segue que
v, = v em DF2(RY),

|A(v, —v)|2 2 X no sentido das medidas em RY,
lu, — v]?* = v no sentido das medidas em RV,
v, — v q.t.p. em RV,

Do Lema 1.4 temos

S = |Av|3 + IA]] 4 Moo, (2.13)
1< o2 4 o] + oo, (2.14)
e
22 < LA 022 < o ol < S|, (2.15)
> S y Voo = S 9 - S

Segue entdo que [v]3", [|[V], vso € {0,1}. De fato, de (2.13) e (2.15),
S = A3 + [\ + Ao > S[([v]37)%% + ||v||¥/> + v2?],

isto €,
([05)>% + |2 + 3> < 1. (2.16)

Como 2/2, < 1, segue de (2.14) e (2.16) que

o3 IVl vee € {01} e que 1= [of3 + v + v, (2.17)
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Passo 1: Provemos que v, = 0.

Pelo lema de Brezis-Lieb [11],

/ |v2*dx+/ |Unv2*d:c:/ |vn 2*dx+on(1).
B1(0) By (0) Bi(0)

Tome ¢ € C(RYN) tal que p(z) = 1 para z € B1(0) e 0 < » <1 em RV, dai

/ lv|** pdx + / v, — v|** pda = / |vn,
B1(0) B1(0) By (0)

e entdo, de (2.12),

/|v]2*<pdm+/ |v, — v
RN RN

Zedx + 0,(1)

Y

Lo

B1(0)

= / |’Un
B1(0)

Fazendo n — oo na tdltima desigualdade obtemos

2*<pdx—|—/ vy, — v|** @dx
By (0)

1
2 +on(1) = B + on(1).

IR

N =

Dessa maneira,

/ o[> ode + [1v]] > / ol pdz + (v, ) >
RN RN

o que implica [v[5* + [[v|| > 1/2. Assim, de (2.17), segue que v = 0.

Passo 2: Provemos que |v| =0 e |v[3 = 1.

1
9’

Por contradicao, de (2.17), suponha que v =0 e ||v|| = 1. Neste caso, de (2.13),

S = A+ Ao 2 Al = STHA < 1= [lv]*?,

e de (2.15) temos ||v||?/> = S~Y|A||. Entdo, do Lema 1.4, as medidas A e v estdo concentradas
em um tnico ponto z € RY. Considere ¢,1 € C°(RY) tais que

17|‘/L‘72|§1/27

p(r) =

1Lle—2 <1,
0,|r —z| > 1,

e Yx) =

0,’$—Z|Z2,
0< p(z) <1,Vz eRY,

0<(x) <1,Ver € RV,
Obtemos entao

/ o2 d > / o[ pdz = / fonl2 ode = (n,0) = [Wllo(z) = Iv]
Bi(2) Bi(2) RN
/ o2 dr = / ol < / fon 2z = (v, ) = l(2) = ]l
Bi(2) Bi(2) RN
Dai,

/ |on|*dz — |[v]| = 1,
Bi(2)
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e assim, de (2.12),

dr — |v|| =1,

2edy > / |vn
Bi(z)

1
[
2 yeRN J B1(y)

um absurdo.

Passo 3: Provemos que v, — v em D>2(RV).

Como |v|z, = 1, pela defini¢io de S, temos S < |Av|3 e, de (2.13),

S = |AvZ + A + Ao > |Avf2.

Portanto
2, =1 e |Av|3=S8. (2.18)

|v

Mostramos entdo que lim |Av,|3 = S = |Av[3. Como v, — v em D*%(RV), que é
n—oo

uniformemente convexo, segue que v, — v em D?2(RY).

Passo 4: Provemos que o, — 0 e y, =y € (0.
De (2.18), e a menos de multiplicacdo por constantes apropriadas, segue que v é uma
solucao nao-trivial da equacao
A%y =01 em RV, (2.19)

Mostremos agora que a,, — 0 e y, — y € Q. Primeiro provemos que (ay,) é limitada.
Suponha, por contradi¢do, que, a menos de subsequéncia, a;, — co. Como uy,, Au, € L*()
e |Q| < oo, segue que uy,, Au, € L'(Q) e de (2.11) segue entdo que Aw,, € L'(RY). Logo,

N—d N—4
0 < / Avnd:z::/ |A(an? wp(an + yn))|de = ap? / |A(wy (px + yp))|dx
RN RN RN

N—4 N—4 1
= ap? 04%/ |Awy, (anz + yp)|dz = a2 a%a;N/ |Awy, (2)|dz = — | Awy |1
RN RN a?
K
< — —0.
a?

Por outro lado, v, — v em D>?(RY) e do lema de Fatou,

Ozlim/ \Avn\de/ lim|Avn|:/ |Av|dz > 0,
RN RN RN

donde Av =0 em RY, um absurdo.
Logo, a menos de subsequéncia, o, — ag > 0. Uma vez que («,) um sequéncia limitada,
concluimos que (y,,) também ¢ limitada. Com efeito, suponha por contradigao, que |y,| — oco.

Sendo 2 limitado, para n suficientemente grande, temos
anx +yp €Q, VreQ,

e entdo Awy(anz + yn) = 0, Vo € Q e n suficientemente grande. Mas entdao Av,(x) =

afy/QAwn(oznm + ) = 0, para todo 2 € Q, e como Av, — Av q.t.p. em RV, segue que
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Av(z) = 0, para todo z € 2, uma contradi¢do, pois v é uma solu¢do nao-trivial da equagao
(2.19), o que implica que v, —Awv sdo simultaneamente positivas ou negativas em RY.
Portanto, a menos de subsequéncia, y, — y € RY e o, — ag > 0. Suponha agora que
an — ap > 0. Entao, se Q — yp, := {x — yn;z € O},
_Q-yn  Q—y
Qn Qg

Qe :fZQ]RN.

Note que se z & Q,, entdo Av,(z) = 0. Seja entao R > 0 tal que Qn,ﬁ C Bg(0), para todo
n. Para z € Br(0)¢ temos Av,(x) = 0 para todo n, donde Av(xz) = 0, para x € Br(0)¢, uma
contradicao. Portanto a,, — 0.

Finalmente, supondo que y ¢ ), obteriamos, para n suficientemente grande a,,x +y, € Q,
para todo z € (), e vimos que isso gera uma contradi¢io. Portanto y € e a prova estd

concluida. O

2.3 Lemas Técnicos

Seja r > 0 suficientemente pequeno tal que
QfF = {z e RN dist(z,Q) <}, Q. = {z € Q; dist(z,90Q) > r}

sao homotopicamente equivalentes a 2 e tal que B, = B,.(0) C Q. Considere agora a aplicacao

1., : E(B,) = R dada por
1 lu’ S 1 *
qu(u) = 2/B7 |Au\2d:r — 3_’_1/ (U+) +1d.’L‘ - Z /BT(U+)2 d.’lﬁ'v

r

onde E(B,) := H?(B,) N H}(B,), e escreva

Ny = fu € BBINOK I, (u)u = 0}

m(p) == inf I,,.(u) = uEE(iJIBlf)\{O} max I (tu).

Lema 2.13. Sejam N > 5 e u > 0. No caso s = 1, assumimos 0 < p < pu1(2). Se N > 8 ¢
2<s4+1<2,0uN=56,7e2,—2<s+1<2, entao m(u) € atingida por uma funcao
u € E(By). Mais ainda, quaisquer dessas fungoes satisfazem u,—Au > 0 em B, e u, —Au

sao radialmente simétricas.

Demonstragao. De acordo com o Lema 2.4 e a Proposigao 2.7, seja u € E(B,)\{0} tal que
u,—Au >0e

m(p) = Ly (u) = ;8( T (tu).

t
Denote por u* e (—Au)* as simetrizagoes de Schwarz de u e —Auwu, respectivamente. Se v é a
solucao de
—Av = (—Au)* em By,
{ v =0 sobre 0B,
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entdo v = v*. E suficiente provar que u = v. De [5], ver também [10, Lemma 2.8], temos
v>ute
lv>u"| =0 —Au = (—Au)*.

Se |[v > u*| > 0, temos

t2 12
m(p) max Iy, (tv) = max 4 — / |AvfPde — —E gt / vitde — — / v¥dx
>0 >0 | 2 Jp, s+1 : 2. In,
12 12+
< max / |(_AU)*|2dﬂ§ — /‘LtSJrl/ (u*)s+1dﬂf _ / (U*)Q*dﬂ’j
2012 Jp, s+1 , 2« JB,

t2 t2*
= max / | — Aul*dz — Mtsﬂ/ ut e — / u? dx
>0 | 2 Jp, s+1 . 2, .

= maxlyq(tu) = m(u)

IN

um absurdo. Dessa maneira, —Au = (—Au)* e como u e v sdo solugdes para o problema

—Aw = (—Au)* em B,,
w =0 sobre 085,

segue que u = v. O

Defina agora a aplicacao baricentro 8 : N, — RY por

/]Au\Qa:da:
_Jo
/]Au|2d:v

Q

70 = {u € B(Q): I,(u) < m(u)}.

B(u) (2.20)

Também definimos o conjunto

Observaciao 2.14. Seja Q C RY um dominio suave limitado. Sejam N > 5 ey > 0 e no
caso s = 1 assumimos 0 < p < p1(Q). Se N >8e¢2 < s+1< 2, ou N=256,7c¢e¢
2, —2< s+ 1< 2, entao do Lema 2.8 temos

MW AN, # 0.

Lema 2.15. Seja Q C RN um dominio suave limitado. Sejam N >5 e >0 e no caso s = 1
assumimos 0 < pu < p1(Q). Se N>8e2<s+1<2,,0ou N=56,7T¢e2,—2<s+1<2,
entdo eziste i > 0 tal que, se pp € (0,) e u € Ny com I,(u) < m(p), entao f(u) € Q.

Demonstragio. Suponha, por contradicao, que existem p, — 0, uy, € Ny, Iy, (un) < m(pn)
tais que B(uy,) € Q,F. Temos

1

= / (w2 dz < m(jin)
Q

1
G < () = 5 [ |AuafPde = 2 [ iy - 3

+1
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2 s+1 2.
0=1, (un)un —/ | Ay, | dx—,un/( st lde — /Q(u;';) dx. (2.21)

Entao (uy,) € limitada em F(2). Logo

1 1
Cun +0n(1) < 2/ | Auy, |*dz — o / ()2 dx < m(pn) + 0n(1) (2.22)
Q * JQ

u2x— u+2*$:0 . .
[ 18w e = [ (e = 0,(1) (2.23)

Dos Lemas 2.9 e 2.11 e de (2.22) segue que

2 N4 : 1 2 1 +32 2 N/
J— < — _ * < —
NS nhm <2 /Q | Auy,|“dx 2. Q(un) dz NS

e, de (2.23), a menos de subsequéncia,

lim / |Auy|?dz = lim ( Ve de =1,

n—oo n—o0

e concluimos que | = SN/4. Note que, como u, € N, segue de (2.21) que uf # 0. Se
9, € E(Q), entao

2 =

|2nl2, = =1

)

|Az,|3 = Aunly __Aunly il =S
TR (B (5V/4)

Logo, se wy, é o potencial Newtoniano de | — Az,|, segue do Lema 2.12 que existe (yn, a,) C
RN x (0,00) tal que a sequéncia v, (z) = a% wp(an® + yn) admite uma subsequéncia que
converge forte para v em D*2(RV), 4, — y € Qe a,, — 0. Fixando ¢ € CX(RY) tal que
¢(z) = z, para todo = € Q) obtemos

Blun) =

Jo|Aun(2)Pzdz [ |Aun(2)Pe(2)dz Jutl3, /|A o(2)dz

JolAun(z)Pdz o |Aun(2)Pdz |Au n|2

U+ 2
= ‘ n’2*2/ |Awn(z)|2<p(z)dz: | T 2*2/ |A(Oén2 wn(anl:"i'yn)” @(anfl:"i'yn)dl'
‘Aunb RN |Aun|2 RN

i,
|Aun|§

/RN |Avn(x)\2g0(anx + yp)dx.

Como v, — v em D?2(RY), pelo teorema da convergéncia dominada e (2.18) segue que,

a menos de subsequéncia,

(SN/4)2/2*

SNV Sy=yeQ,

o que contradiz a nossa hipotese inicial 8(u,) & .. O
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De agora em diante assumimos todas as hipoteses do Lema 2.15 e seja [ como neste lema.

Para cada 0 < p < 1z definimos v, : Q. — I,T(“) por

YWwly): 2 — R

(2.24)
r o yu(y)(r) = wy(z),

onde w, & solugao do problema

—Avy(z —y), sex € B.(y),

—Awy =z, em
0, se x € Q\B,(y),

com zy(x)=
wy = 0 sobre 01, () {

onde, ver Lema 2.13, v, ¢ radialmente simétrica com respeito a origem, v,, —Av, > 0 em B,

e
[u,r(vu) = m(ﬂ)7 IL,r(”u) =0.

Observacao 2.16. Argumentando como na prova do Lema 2.4, obtemos v, € C*(B,(0)) .

Argumentando como no Lema 1.16, temos 7y, bem definida e continua. Pelo principio do

maximo forte temos wy(x) > v,(x —y) > 0, para todo x € B,(y) e y € ;. Entao

/]Awy\de:/ |Avu|2dx,/(w;j)s+1dw>/ (U:)Sﬂdx
Q B (0) Q B (0)

e /(w;)Q*d1:>/ (U:)Q*d:p.
Q B,(0)

Entao, para todo y € Q7
LOW@u) = [ 18w, Pde = p [ @) e = [ () do
Q Q Q
< / |Av,[*dz — u/ (v:)erldx - / (UI)Q*d:c =1, . (v,)v, =0,
B:(0) »(0) B:(0) ’

ou seja, v, (y) € N,. Entretanto, para cada y € 2, existe um tnico t, > 0 tal que

tyYu(y) € Ny (2.25)
Observe também que, para todo ¢t > 0,
L(ty(y) = t2/ | Aw, Pz — “t8+1/(w+)8+1dm— tQ*/(er)Q*dm
Iz I 22 Q Yy s+ 1 Q Y 2* 2Q Y
t H & 2.26
< = Av,|?dz — tS'H/ vh)st - / v 2dg  (2:20)
2 JB.(0) 1A s+1 B7»(0)( ) 24 r(U)( 2

= I(tv,) < I, (v,) = m(p),

pois v, € Ny, implica que I, »(v,) = max 1,,,(tv,). Defina entao

.0 : Q7 — I AN,

(2.27)
y — .y =tyny),
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Lema 2.17. Suponha todas as hipdteses do Lema 2.15 e seja i como neste lema. Entao, para

cada 0 < p <@, a fungdao 7, € bem definida, continua e satisfaz

BoF, )W) =y, YyeQ.. (2.28)

Demonstragdo. De (2.25) e (2.26), segue que 7, estd bem definida. A continuidade de 7,

segue da continuidade de 7y, e da aplicagao
E(Q)\{0} — (0,00) : u > t(u)

onde t(u) > 0 é tal que t(u)u € N,. Por fim, para todo y € Q°

/Q|A(ty%(y))|2$dx t§/§2|Awy|2xd$ /B(y)Avu(:By)de:c

(o700 = — - — - 2

J R R TN R O R
Q Q Br(y)

/ |Av,(2)2(2 + y)dz / |Av,(2)22dz y/ |Av,,(2)dz
(0) _ B L /B0

[ sw@pe [ jan@Pe [ AP
B;(0) B (0) B (0)
= Y
pois Av,, é radialmente simétrica. O

2.4 Prova do Teorema 2.2

Os lemas desta secao auxiliardo na demonstracdo do Teorema 2.2.

Lema 2.18. Seja Q2 C RN, N > 5, um dominio suave e limitado. No caso 2 < s+ 1 < 2,
consideramos > 0 e, no caso s = 1, supomos 0 < pr < p1(2). Se u, é um ponto critico de

I, restrito a N, entao u é um ponto critico de I, em E(Q).
Demonstracio. Fazendo
Julu) = T (wu = a2 — plut 3 — ft i, (2:29)
do Teorema dos Multiplicadores de Lagrange existe 6 € R tal que
I (u) = 0.7, (uy). (2.30)

Observe que

T () up = 2| = ps + w1577 — 24w

2*
H 24

€ Como

+s+1

2*
0= I;/L(Uu)uu = Ju(uy) = HUuH2 - M|Uu s+1 |U;Jf 2.
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temos
Tp(w ), = 2(pluf |51+ uf13:) = uls + Dlwf 35 = 2]u]3:
= (2= (s+1)up 3]+ (2= 2.)[ui 3 <0
donde, de
0= IL(uu)uu = QJIL(UM)(UM)
segue que 0 = 0, ou seja, de (2.30), IL(UH) =0 e u, é ponto critico de I, em E(Q). O]

Lema 2.19. Nas hipdteses do Lema 2.18, o funcional I, restrito a variedade N, satisfaz a
condi¢do (PS). para ¢ < (2/N)SN/4,

Demonstragio. Seja (uy,) uma sequéncia (PS). para I, restrita a N, com ¢ < (2/N)SN/4,
Entao I,(u,) — ¢ e do Teorema dos Multiplicadores de Lagrange existe (6,) C R tal que

IL(un) = HHJL(un) + on(1),
onde J,, é dada em (2.29). Na demonstracdo do Lema 2.18 vimos que J),(u)u < 0 para todo
u € Nj,. Como (uy) ¢ limitada podemos supor J),(un)un, — 1 < 0. Se J;,(up)u, — 0, entao de

s+1

lunl® = pluf 1351 + [t 15

segue que

T (n)un = 2l|un||* = u(s + 1) |u 1311 — 24w

" 20 = 2= (s+ D)l 30 + 2 - 2)luf 5 =0,

s+l g — 0 e consequentemente ||unH2 — 0. Por outro lado, das

s+12 |U;L’—

o que implica |u,’|

imersoes continuas,

| = gl 1557 + it 157 < pClfun " 4 Cllun |
e assim
1< Cpllun]| D72 + Jlun)|*7%) = 0,

um absurdo. Logo, I < 0 e assim de

0= IL(un)un = OnJl;(un)un + onp(1)
segue que 0, — 0 e consequentemente

() = ¢ < 2SN [ (u) = 0

12 n N Ea) n )

e a conclusdo segue da primeira parte do Lema 2.6. O

O proximo lema estabelece a relagao entre catq(£2) e a categoria de um conjunto de nivel

apropriado, a fim de aplicarmos o resultado cléssico da teoria de Lusternik-Schnirelman.
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Lema 2.20. Suponha todas as hipéteses do Lema 2.15 e seja i como naquele lema. Entdo,
para cada p € (0,1), temos
Cat]}\%w ([f\nfil‘)) > calq(92),

onde
LE = {u € Nys Tu(w) < m(u)}.

Demonstra¢ao. Primeiramente, do Lema 2.14, segue que If\%“) # (.

m(p)y m(p)y _ 5
Se catjmu) (INM ) = oo, nada a demonstrar. Se catlmm (INH ) = n, entao

I/’\”fs“) — A UAsU.. UA,,
(w)

L

onde A; é fechado e contratil em IXZ , paratodo j = 1,...,n, ou seja, existem h; : [0,1]xA; —

ij\nfiu ) continuas tais que
h;i(0,u) = u, hj(l,u) = wj, Yu € Aj, (2.31)

onde w; € IX}(“)

n

(2.27). Os conjuntos Bj sao fechados e - = By U By U ...U B,,. Defina, para 0 < u < fi, a

deformacao

é fixo, para cada j = 1,...,n. Considere B; = ﬁﬁl(Aj), onde 7, ¢ dada por

gj - [0,1] XB]' — Q;!_
(ty)  — gi(t.y) = Bh;t,7,.(1)),
onde 8 & dada por (2.20). Do Lema 2.15, a deformacao g; estd bem definida e de (2.28) e
(2.31)

9;(0,y) = B(h;(0,7,(y))) = BH,.(v) =y, Yy€ By,
9i(Ly) = B(h;i(1,7,(y))) = B(w;), Vy € Bj.

Portanto, os conjuntos B, sdo contrateis em Q7 e entdo

cato(€) = catg+ () <n = catww) (I}\n/;f“)).
"

Conclusao da prova do Teorema 2.2

Denote por Iy, a restrigao de I, a N, Do Lema 2.6 sabemos que
2
cu, m(p) < NSNM,

se N >8e2<s+1<2,0ulN=256,Te2,—2<s+1< 2, Além disso, do Lema
2.19, Iy, satisfaz a condigdao (PS)., para todo ¢ € (0, (2/N)SN/*). Da teoria padrao de

categoria de Lusternik-Schnirelman, Teorema 1.8, concluimos que Iﬁ(“ )

contém, pelo menos,
I

catlm(u)(lf\nf‘f“)) pontos criticos de Iy, ou seja, do Lema 2.20, I}\n/‘f“) contém, pelo menos,
Nu

cato(f2) pontos criticos de In;,. Agora, do Lema 2.18, concluimos enfim que I, contém, pelo

menos, cato(€2) pontos criticos e resultado segue portanto do Lema 2.4. [
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2.5 Prova do Lema 2.6 completa

Demonstra¢io. Mostremos que, considerando pp > 0se 2 < s+1<2,e0 < pu < pui(Q) se
s=1,5e N>8e2<s+1<2,0ub< N<Te2,—2<s+1<2,, entdo o nivel do passo
da montanha ¢, pertence ao intervalo (0, (2/N)SN/*). Sem perda de generalidade, suponha
0 € Q. Seja &£ € CX(RY) uma funcio tal que 0 < &(x) < 1, para todo x € RV, ¢ =1 em
B(0,p/2), ¢ =0em B(0,p)¢ e B(0,p) CC Q, p> 0. Escreva

Us(x) := &(x)s(x), © € RN, 0 < § < p/2,
onde 95 = 8%905 e ps(x) = pso(x) é dado por (2.1). Entdo

/ mw&m:se!/|%&m:L
RN RN

e, ver [35] eq. (6.4) and eq. (6.3) respectivamente, temos

|AUs|3.0 =S+ 0N 1), (2.32)
Usly: o =1+ O(5"Y). (2.33)
Fazendo U
Vs(w) = 2&) gy, (2.34)
Us 2.
segue que
|AV;[2 = S+ O0(sN 4. (2.35)

O nosso objetivo é mostrar que para § suficientemente pequeno temos
2
L(tVs) < — SN/, 2.36
max [,(tVs) < (2.36)

: : s+1
Para isto, estimaremos |Vs|;] . Observe que

[ stds = [ fe@sta)tias
& Q
= / ’¢6($)|s+1dﬂf+/ |§($)’s+1|¢5($)‘8+1d$,
B(0,0/2)

B(0,0)\B(0,p/2)

e por sua vez, do teorema da convergéncia dominada,

s s (N=4)(s+1) z)[st
(o)l us(e) o = 0554 [ O s
B(0.p)\B(0,p/2) (

24l 2

—4)(s s+1 —4)(s —4)(s
_ ot / ‘fjsfai)l)(s—ij) dr +o(1) | = 063 Lo
B(0.0)\B(0,0/2) ||

/B<o,p>\B<o,p/2>

e portanto

(N—4)(s+1) (N—4)(s+1)
2 2

/ Uy | L = / s ()| Hod + O +o(s . (237)
Q B(0,0/2)

A seguir, consideramos 3 casos distintos:
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Caso 1: 8+1<%.

Segue, do teorema da convergéncia dominada, que

) (V1) (s41) 1
/ Y5 ()] Pz = €6 2 / (N—4)(s+1) dux
B(0,0/2) B(0.p/2) (02 + |z2) 2

(N—4)(s+1) 1 (N—4)(s+1) (N—4)(s+1)
=Cé 2 — 4+ 0(1
[/B(O,p/Q) 2] N0+ (1)

de =Co 2 +o(6 2 ),
e de (2.37) segue entao que

st = €5 o, (2.35)
Q
N
Caso 2: s+ 1> 5
Temos
/B(O ) |¢5(:v)8+1d;p:/B(05) |@Zﬁ<s(x)|s+1d:c+/(S y /2|¢5(x)‘s+1d$; (2.39)
» ) <|z|<p
por sua vez,
(=1)(s+1) 1
/ s ()" de = 5~ / e
B(0,9) B(0,8) (52 + |z|2) 4
_ 05(1\7 4%(5+1)/ 1 S -
B(0,8) §(N=4)(s+1)(1 4 ’%‘g)f
A / ! dr = CsN=5 0 (2.40)
BOY (14 |22) 2

Temos também

s (N—4)(s+1) 1
/ s (2)| " de = 6> / [EEDES) dx
d<|z|<p/2 s<lel<p/2 (62 + |z|?)

= C(sNﬁ (N_4%(S+1) / 1(]\1 4)(e+1) d(L’
1<|z|<p/(28) (1 + |x|?)
N (=4t 1
=9 / N—D(1D) dx
z|>1 (1 + [z[?) 2
_C(SN_W;(HD/ 1 dIE:C(SN—W_FO((SN_W)
)(s+l
|lz[>p/(20) (1 4 |x|? )
Logo, de (2.37),
(N=4)(s+1) (N—4)(s+1)
/ Uy |l = 6N~ SR | oV Oy (2.41)
Q

pois s +1> N/(N —4).
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Caso 3: s+ 1= %.
E vélido (2.39) e (2.40). Temos

1
[s(x)*Hde = C&N/2/ e
/5<|$|<p/2 1<|al<p/(20) (14 |z]?)N/2

p/(26) 1
= O§N/? / / — —_dSd
1 s, (L+r2)N/2 '

p/(20) | p/(26) [ N-1 1
_ N/2 - N/2 s
cs /1 ~dr + 05 /1 [(Hr?)N/? J dr

= C§V?|log | + O(6N/?),

e assim, de (2.37),
/ sl dz = Co™2[log 6| + O(6Y72). (2.42)
Q

Portanto, usando (2.38), (2.41) e (2.42), e a estimativa (2.33), concluimos que

(N—4)(s+1) (N —4)(s+1)
2 2

o) +o0(4 ), se s+ 1< 2,
Vs iﬂ =< CoN2|logd| + O(0N?), se s+1= %, (2.43)

(N=4)(s+1) (N=4)(s+1)
CgN-E=E —|—o(5N_N42 = ), se s+1>
Note que
I,(tVs) = ﬁmv 2 E gttt = lim I,,(tV) = —o0
I 1) 9 612 s+ 1 0ls+1 2*7 o ) )

e entao max I,,(tVs) é atingido em algum ¢; > 0. Dessa maneira,

d

T IultVs)| = 0= |AVs[3 — pt5 T Va|3E — 15 =0,
t=ts
ou seja,
AVSB =ty VoI 4 22 > 2
donde ,
ts < |AV5|Z 2. (2.44)
A dltima desigualdade implica que
2 2,2 1 1 2 =y 1
|AVsl3 = 57 4 pts | Vs| Ty < 6570 + plAVs|, 7 Ve[S

donde

2(s—1) 2(s—1)

_ — —5—2
B > AV - AVl VAL = AVAE |1 - mlAVal vl

usando agora as estimativas em (2.35) e em (2.43), e a desigualdade (3.62), concluimos que

ts — ST, 5 5 0. (2.45)
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Considere agora funcao
t2 5 t2*
t)=—|AVsls ——,t>0
o(t) = SIAVAE — -t > 0,

_2
2+—2

e observe que g atinge maximo em tp = [AVjl, e que g & crescente no intervalo
2
0, |AVs|5*~*]. Dessa maneira, de (2.35) e (3.62),
AR
L(tVs) = L,(tsVs) = g(ts) — ot
max w(tVs) = 1(tsVs) = g(ts) MS+1! 5let1
2 2
7,3 7, 3\2, 1
< (’A%ZQ 2)2|AV;;|2 _ (’A%Zz 2)2 — t§+ ‘ s s5+1
- 2 2 24 s+1 s+l
2 2\N/4 tfs“ 1 _ 2 oNpa N—4 t§+1 +1
= AV — V s = —S O 5 - — s .

Entao, para ¢ suficientemente pequeno, segue de (2.45) que

1 s+1
2 N/4 N—4 H S22 s+1
< _—
I?Zagclﬂ(tv(s) NS +0(0 ) o1 5 [Vsloii

2 — -~ s
= NSN/4+O(5N Y — C|vslst.

Usamos agora as estimativas (2.43) para concluir que (2.36) é valido,se N > 8e2 < s+1 < 2,
oub<N<Te2,—2<s+1<2, Em particular, observe que 2, —2 < s+ 1, no caso
N =5,6,7 é necessario a fim de obter ¢, < (2/N)SN/* quando aplicamos a terceira linha de
(2.43). O






CAPITULO

3

Existéncia de solucoes para o

problema (P;)

Neste capitulo estudamos a existéncia de solucao para o problema de quarta-ordem nao

linear
1
A(|Au|r " Au) = plullu+ [ulflu em Q,

u, Au =0 sobre 0f),

satisfazendo

u,—Au >0 em ),

onde  é um dominio suave limitado de RV, N >3, > 0.

Vale observar que (P3) pode ser reescrito como

~Au= |[v|P~' em Q,
—Av = plul*lu+ [ulT 'y em Q,
u,v =0 sobre 0,

e a condicdo u, —Awu > 0 em () é equivalente a u,v > 0 em €.

Neste capitulo assumiremos que (p, q) pertence a hipérbole critica

1,1 _N-2
p+1 g+1 N

95

(Ps)

(S3)



56 Capitulo 3 — Existéncia de solucoes para o problema (Ps3)

e
+1
P csi1<qgr
p
Observe que a condicdo L 511 diz que a perturbacio |ul*"!u é do tipo “superlinear”

p
para o operador A(\Auﬁ_lAu) e no caso p;%l = s+ 1 entdo |ul*lu e A(|Au|%_1Au) tém
mesma homogeneidade.

Lembramos que a hipérbole critica (3.1) é um determinante para a existéncia de solucao
positiva para o sistema (S3) no caso em que u = 0. Neste caso o sistema (S3) nao tem solugao

positiva se (p,q) pertence ou estd acima da hipérbole critica, isto é,

1,1 N-—2
p+1 g¢g+1- N

Este tipo de resultado, baseado em um identidade do tipo Pohozdev foi observado por Clément
et al. [15] e van der Vorst [48]; veja também Pucci e Serrin [39], Mitidieri [34] e Peletier e van
der Vorst [37].

Visando tornar claro a definicao a seguir lembremos o problema cléssico de Brezis e
Nirenberg [12]

~Au=Xu+u¥l, u>0 em Q, u=0 sobre 0Q. (BN)

Sabemos que as funcoes que realizam a constante de Sobolev

inf{/ \Vul|?dz; u € DLQ(]R{N),/ lu|* do = 1} ., N>3,
RN RN

N—-2)

comportam-se no infinito como 7~ . Segundo os argumentos de Brezis e Nirenberg [12,

Lemma 1.2|, a defini¢do de dimensdo critica e nao-critica associada ao problema (BN) surge

naturalmente da L%-integrabilidade de |z|~(V=2) em RN\ B;(0), mais precisamente

2(N —2) > N corresponde as dimensdes nao-criticas para (BN), e
2(N —2) < N corresponde as dimensdes criticas para (BN)
isto &,
N >4 sao as dimensbes nao-criticas para (BN), e
N =3 ¢ a dimensdo critica para (BN).

Argumentos semelhantes foram introduzidos em [19, §7 e §8| para classificar as dimensoes

criticas e nao-criticas associadas ao problema

(P")

—Apu = AP L+ "1 4w >0 em Q,
u =0 sobre 0f.

Sabendo que as fun¢oes que realizam

inf {/ |VulPdz; u € Dl’p(RN),/ ]u\p*dx = 1} , N>np,
RN RN
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_Nop .. . . . - . .
comportam-se no infinito como r~ »=1, a defini¢do de dimensao critica e ndo-critica associada

N —
ao problema (P’) surge da LP-integrabilidade de ]m|_ﬁ em R\ B;(0), mais precisamente

N > p? sdo as dimensdes ndo-criticas para (P’) e,

p < N < p? sdo as dimensdes criticas para (P’).

pt1

ptl 1,=—=
Voltemos para o problema (P3). Counsidere o espago E(§2) := w25 Q)nNw, " (Q),
dotado da norma ||u|| := |Au|pti. Considere a constante de Sobolev para a imersao
p

E(Q) — LITY(Q), dada por

S(Q) = inf{/ \Au|" d; u e E(Q),/ |+ dz = 1}. (3.2)
Q Q

E sabido que S(Q) nio depende de Q e S(€) nunca ¢é atingido, exceto quando Q = R, Mais
ainda, S(2) = S, onde

S = inf {/ \Au]pr#dav; u € DQ’T(RN),/ lu| T da = 1} . (3.3)
RN RN

Lions [29] provou que S ¢ atingida e que toda solu¢do de S tem sinal definido e é
radialmente simétrica em relacdo a algum ponto e que, as solugoes positivas, sdo radialmente
decrescentes em relacao ao ponto de simetria.

Seja ¢ € DQ’pTH(RN) radialmente simétrica em relacdo a origem, ¢ > 0 em RV, onde S é
atingida. Lions [29, Corollary 1.1| provou que todas as fungdes positivas que realizam S sao

dadas por

©s5,a(T) = 5_‘1TN1s0 (m g a> , z€RY, (3.4)

onde a € RV e § > 0. Podemos entdo escolher ¢ com ¢(0) = 1. Recordamos também que

p(p(N—-2)-2)

SpIDZ sao precisamente as

as fung¢bes dadas por S%ps 4, com s, como em (3.4) e o =

solugoes positivas regulares de
1
A(|Aul»'Au) = u? em RV,

Segundo [25, (1.14), (1.15) e (1.16)], a fungdo ¢ possui o seguinte comportamento assintotico:

lim P(N—2)-2 _ _v .
lim 7 o(r) =10, se PN o (3.5)
N-2
. N
Tlggo log r p(r) =0, se p= N_2 (3.6)
e
lim rV2p(r) =b, se p> (3.7)

r—00 N -9’
onde b > 0 é uma constante.
Observe que, para p < %, a funcdo ¢, no infinito, comporta-se como plP(N=2)=2]

Logo, visando proceder como Brezis e Nirenberg [12, Lemma 1.2|, para garantir a existéncia
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de solucdo para o problema (P3) com perturbac¢do de mesma ordem, isto ¢, s = 1/p, faz-se

necessario considerar

ptl
p

2+\/2N< N

(v —2) -2 VN, N

) > N, ou equivalentemente,

Note que 2}”722]\[ < % se, e somente se, N > 6.

Observe também que

ptl

o p+1\?
> N éequivalentea N >2|—— | .
b

(v - 2) 2]
p

Isto indica a naturalidade desta restricao quando a comparamos com as dimensdes nao-criticas

do biharmoénico, cf. van der Vorst [47], e fazemos um paralelo da restricio N > p? para o

p-Laplaciano com as dimensoes nao criticas do Laplaciano.

Parap > %, o comportamento de ¢ no infinito esta relacionado com r~(V=2)_ veja (3.6)

e (3.7), e somos induzidos a considerar

ptl
p

N N —2
<p< .
N—2 2

-2

> > N, ou equivalentemente

Mais uma vez, observe que a desigualdade % < % é valida se, e somente se, N > 6.

Com isto, introduzimos a noc¢ao de regido ndo-critica e regido critica da hipérbole critica

associadas ao problema (P3).

Defini¢ao 3.1. Considere o problema (Ps). Dizemos que o ponto (p,q) da hipérbole critica

(3.1) estd em uma regido:

(a) Nao-critica se N > 6 e p satisfaz

24+ V2N N -2
SEVER p< (3.8)
N -2 2

(b) Critica, se N > 6 e p nao satisfaz (3.8); ou N = 3,4,5 e p qualquer.
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—— Regiao critica —— Regido nao-critica

Note que a regido nao-critica associada a equagdo (P3) nao é necessariamente simétrica

em rela¢do ao eixo p = g pois (P3), isto ¢ (S3), ndo é uma perturbagao simétrica do sistema
—Au = |[v|P~v em Q,
—Av = |u|Ttu em Q,
u,v =0 sobre Of).

Neste capitulo, p1(2) denota o primeiro autovalor do problema

(3.9)

A(|Au]%_1Au):uu% em (2,
u, Au =0 sobre 0.

Ao longo deste capitulo a hipotese (H), relativa a poténcia s + 1, indica a seguinte situagao:

(a) Na regiao nao-critica, i.e., N > 6 e % <p< %, suponha
P <s41<q+1.
(b) Nas regioes criticas,
(bl)N26eﬁ<p<2}‘giN, suponha ¢ —p<s+1<qg+1; (H)

(b2)N26ep>¥, suponha(pfl)pﬁ<s+l<q+l;
(b3)N=3,4,5e%<p<%, suponha ¢ —p<s+1<qg+1;
(b4) N

bd) N =3,4,5¢ep> 5, suponha(p_l)pﬁ<s+l<q+l.

Vale observar que nos casos (bl) e (b3) tem-se

p+1
— < q—p,
p
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e nos casos (b2) e (b4) tem-se
p+1l _ -+l

p q ’
cf. (3.64) e (3.67) para mais detalhes.

Vale dizer que no caso biharménico, isto ¢, no caso p = 1, a hipotese (H) é reduzida a

hipétese sobre s+1 do Teorema 2.1, de modo que a hip6tese na regiao nao-critica é equivalente
a hipotese nas dimensoes nao-criticas para o problema (P»), enquanto as hipoteses relativas

as regioes criticas correspondem a hipdtese nas dimensoes criticas para o problema (P).

Definicao 3.2. Sejam Q C RN, N > 3, um dominio suave limitado e pn > 0. No caso
s=1/p, supomos também 0 < p < p1(R2). Dizemos que u é uma solugao cldssica de (Ps) se
u € C*(Q), ]Au| "Au € C3(Q) e u satisfaz (P3) pontualmente.

Teorema 3.3. Sejam Q C RY, N > 3, um dominio suave limitado e 1 > 0. No caso s = 1/p,
supomos também 0 < p < pi1(Q). Entdo, sob a hipétese (H), o problema (P3) admite uma

solugao cldssica satisfazendo u,—Au > 0 em 2.

Na Secao 3.3, onde faremos a demonstracao do Lema 3.19, ficard claro onde a condigao
sob a perturbacdo s+ 1 em cada item na hipotese (H) é necesséria; mais especificamente, para
cada dimensao N > 3 a condicao sob a perturbacgdo s 4+ 1 nas regioes criticas e nao-criticas

da hipérbole critica, quando esta tltima existir.

Observagao 3.4. Salientamos que o Teorema 3.3 inclui todos os resultados em [24, Theorem
2] para o sistema (Ss3), uma vez que [24, Theorem 2] trata o caso particular s = 1 e que, neste
caso, nossa hipétese (H) é equivalente as hipdteses em [24]. Também acreditamos ser mais

natural trabalhar com (S3) com s = % em lugar de s = 1.

Deﬁnigéo 3.5. Sejam Q C RN, N > 3, um dominio suave limitado e ;1 > 0. No caso
= 1/p, supomos também 0 < p < pi(Q). Dizemos que u € E(Q) € solugao de energia

minima para o problema (P3) se u € solugao nao-trivial de (P3) e tem menor energia

I,(u) : /]Au| P dx/| 1St dx / lu| dx
p+1

entre as solugées nao-triviais de (P3).

Teorema 3.6 (Solucdo de energia minima). Sejam Q C RN, N > 3, um dominio suave
limitado, p > 0 e no caso s = 1/p, suponha também 0 < p < p1(2). Suponha (H) satisfeita.
Entao:

(i) O problema (P3) tem uma solugao u de energia minima.

(1) As solugoes de energia minima de (P3) sao solugdes do tipo Passo da Montanha para o

Juncional 1,,.

(11i) Se u € solugdo de energia minima de (P3) entdo, a menos de substituir u por —u, tem-se

u, —Au >0 em €.
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(iv) Se Q é uma bola centrada na origem de RY, entdo toda solucdo de energia minima de

(Ps3) € tal que u e —Au sao radiais.

3.1 Compacidade e prova do Teorema 3.3

Defina, para 0 < p < p1(Q), u1(Q2) dado por (3.9),

pt1 P\ 7hT
full = (12, = wlal,7) ™ e B@), (3.10)
P
Assim || - ||, satisfaz
fulla < lull < (@ pllally e el = dllul, Yue B@),VieR, (311

onde ¢(Q, u) = (1 - u1l(LQ)> o > 0.

Para estudar a existéncia de solucdo para o problema (P3), consideramos o funcional

I,(u): /!Au\ P da:—/ lul*Tdx — / lu|" tdz, u € B(Q), (3.12)
p—l—l

e a variedade de Nehari associada ao funcional I, dada por
Ny = {u € E(Q)\{0}; I},(u)u = 0}. (3.13)

Definicao 3.7. Sejam Q C RN, N > 3, um dominio suave limitado e pn > 0. No caso
s = 1/p, supomos também 0 < p < p1(). Dizemos que u € E(Q) € uma solugao fraca de

(P3) se u € um ponto critico de I,,, isto €, u satisfaz
1
/ |Aulr ! AuAvdz = u/ lu|*Luvdz +/ lu|" tuvdz, Vv € E(Q).
Q Q Q

Lema 3.8. Sejam Q C RN, N > 3, um dominio suave limitado e p > 0. No caso s = 1/p,
supomos também 0 < p < pi1(Q2). Entao as solugoes clissicas de (P3) sao precisamente

0s pontos criticos do funcional I,,. Além disso, no caso em que u,—Au > 0 em Q temos

u € CH) N C?*(Q).
Demonstracao. O problema

A(\Auﬁ*lAu) = plul*tu+ |u[ilu em Q,

(Ps)
u, Au =0 sobre 012,
é equivalente ao sistema
~Au= |[v|P~' em Q,
—Av = plul*tu+ |ul? 'y em Q, (S3)

u,v =0 sobre Of).
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Entao usamos os argumentos em [26, Section 3| para mostrar que o par (u,v) solugdo do
sistema (S3) estd em L" () x L"(2) para todo 1 < r < oo. Logo, aplicando os resultados
classicos de regularidade para operador elipticos de segunda ordem ao sistema (S3) obtemos
(u,v) € C%%(Q) x C*%(Q) para algum « que depende de p e ¢. Observe que no caso em que
—Au = |[v|P~lv > 0 em Q entdo |v[P~tv ¢ C?() e portanto, podemos aplicar os resultados

classicos da teoria de regularidade para operadores elipticos de segunda ordem para obter que
u € CHQ). O

Lema 3.9. Sejam Q C RN, N > 3, um dominio suave limitado, > 0. No caso s = 1/p,
supomos também 0 < p < p1(Y). Entdo o funcional I, satisfaz a geometria do passo da

montanha em torno do seu minimo local em zero, com o associado nivel do passo da montanha

= inf, max (2 (1)), (3.14)
onde
I'={~ € C([0,1], E(2));7(0) = 0, I, (v(1)) < 0} (3.15)
Mais atnda,
Cu = Cu = Cp, (3.16)
onde
Cy = ueEi(?zg\{o} max I,(tu) e ¢, = ulér}\f/:u I,(u), (3.17)

onde N, é dada por (8.13).

Demonstragao. A prova de que I, satisfaz a geometria do passo da montanha ¢ feita usando
argumentos padroes e serd aqui omitida. Argumentando como [40, Proposition 3.11] prova-se
a igualdade (3.16). O

Para contornar a falta de compacidade da imersdo de E(Q2) em LYT1(Q), o seguinte
resultado devido a Lions [29] sera extremamente util para demonstracao de alguns resultados

desse trabalho.

Lema 3.10. Dada uma sequéncia limitada (u,) C E(S2), temos, a menos de subsequéncia:
(1) up — u em E(Q);

(2) wp — u g.t.p. em Qe em L(Q), para todo 1 <60 < g+ 1;

(3) \Aun\p% X\ no sentido das medidas em €

(4) |un|Tt 2 v no sentido das medidas em €;

(5) existem wm conjunto de indices J no mdzimo enumerdvel, uma familia de pontos {z;;j €

J} C Q e duas sequéncias {\;;7 € J},{vj;j € J} C (0,400) tais que

+1
A > |Au|pT + Z)\jérj, v=|u/Tt! + Zvjdrj,
jeJ jed
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p+1l 1 pt+1l 1
Sv;” <N\, para todo j € J, em particular ZV Pt < 4oo;
JjeJ

p+1

(6) Vu, — Vu em (Wh o (Q)N;

(7) Vu, = Vu ¢.t.p. em Qe em (L7(Q)N, para todo 1 < o < o*, com o* > % dependendo

+1
da imersao critica de Sobolev de WIPT(Q)
Demonstragao. Ver [29, Lemma I.1]. O

Lema 3.11. Sejam Q C RN, N > 3, um dominio suave limitado e u > 0. No caso s = 1/p,
supomos também 0 < p < p1(?). Entdo toda sequéncia (PS) para I, € limitada.

Demonstra¢ao. Suponha que
Iu(un) = d, I, (up) — 0.

Caso 1: s:%eO<,u<,u1(Q).
Existem C' > 0 e (0,) C [0,+00), 05y — 0, tais que, para todo n € N e todo w € E(Q)

21
|1, (up)| = p+1/\Aun\ rodr — -];1/ lun| da:—/ [un, |q+1da: <
Q
e
’I//i(un)w‘ - ‘/ ‘Aun‘;lAunAwdx_,u/ unlélunwd‘x—/ ‘un‘qiluanl' SanHwH'
Q Q Q
e (3.10) e (3.11) segue que
ptl ptl
(a+ D) = Ty )n = [piqqm—l] 180l = ] 5
pq — e 1 pq— Pl
= — > U P,
e portanto
P L 1 < (g 4+ D) = D n)un < (g + 1)C + ol
(Q)p-i-l Un, q u\Un plUn)Un > G On||Un

o que prova que (uy,) ¢ limitada em E(f2).

Caso 2: by <s+1<g+lepn>0.
Existem C' > 0 e (0,) C [0,+00), 05y — 0, tais que, para todo n € N e todo w € E(Q)

ptl 1
|1, (up)| = /\Aun\ da:—/ |, |5 da — /]un|q+1dx <C
+1 Q

|1, (un)w| = ’/ |Aun|;_1AunAwda¢—,u,/ \uns_lunwdac—/ |t |7 upwda
Q Q Q

< onwl-
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Segue que
1, B p 1 pt1 1 1 1
I (un) — s+ 1IM(un)un = (p—i—l - s—l—l) Junll » + <S+ 1 q—i—l) |“n|q+1
1 ptl
> (- aall 7"
p+1 s+1
e portanto
P 1 pt1 1 1
(2 = ) Tl < Fuln) = S T < €%
o que prova que (uy,) é limitada em FE(2). O

Lema 3.12. (i) Seu € E(Q) e ¢ € C°(RY), entio up € E(Q).

(1) Seja (un) uma sequéncia em E(Q). Entdo u, — u em E(Q) se, e somente se, Au, — Au
1
em LPT(Q)

Demonstragao. Ver [35], Lemas 3.4 e 2.4, respectivamente. O

A fim de aplicarmos o teorema classico do passo da montanha [6], é preciso mostrar para
quais niveis o funcional I, satisfaz a condicao (PS).. E esse o objetivo dos Lemas 3.13 a 3.18
a seguir, cujas demonstragoes foram baseadas nos argumentos em [35], que por sua vez foram

inspirados nos argumentos em [44].

Lema 3.13. Sejam Q C RN, N > 3, um dominio suave limitado e u > 0. No caso s = 1/p,
supomos também 0 < p < pi(2). Se (u,) € uma sequéncia (PS) para I, entio (u,) satisfaz

(1)-(7) do Lema 3.10, com o adicional de que J é, no mdzimo, finito.

Demonstra¢ao. Do Lema 3.11, segue (uy) é limitada, donde vale (1)-(7) do Lema 3.10.
Supondo J # ) seja 7, € Q um ponto no suporte singular de A e v. Seja & € CZ(RY)
tal que 0 < ¢ < 1 em RY, ¢ = 1 em B1(0) e supp(§) C By(0); para cada 6 > 0
defina &(z) = 5(%). Existem entao constantes Cp,C2 > 0 independentes de 6 tais
que |V&(x)| < C1/0 e |Aéy(z)] < Co/6?, para todo x € RY | e do Lema 3.12-(i) segue que
&pun € E(Q) para todo n € N e para todo 6 > 0.

Fixe 6 > 0. A sequéncia (§pu,) € limitada em F(Q2), donde I}, (un)(€pun) = on(1), ou seja,

on(l) = /Q|Aun|T§9dx+/ |Aun|;_1AununA§9dx+2/Q|Aun|;_1AunVun.V§9da:

- / funlH Epdz — [ Jun|" €pda.
Q Q

(3.18)
Do item (2) do Lema 3.10, segue que u,, — uem L*t1(Q) e, consequentemente, &u, — &pu
em L5T1(Q); por outro lado, &y(z) — &, (z) para todo x € Q, quando 6 — 0. Logo

lim / | / ey da (3.19)



3.1 Compacidade e prova do Teorema 3.3 65

e do teorema da convergéncia dominada segue que

lim/ lu|*€gdx = 0. (3.20)
0—0 Jo

Da desigualdade de Hélder, existe uma constante C' > 0 independente de 6 e n tal que

T+
<C (/ |, |11 da:) : (3.21)
Q

r—ap\ 2
A
Da defini¢ao de convergéncia fraco-* temos
g+l

1Lm/|un|q+1 Ag (“f’f) i da::/ Ag <$_9$k>

1
e como \A{(%)\% — 0 quando # — 0 para todo z € Q, segue novamente do teorema da

(%)

1 r—x % p+l pFT
<C / — vg( ’“) Vun| » dz |, (3.24)
Q9 0

g+1

/ | Ay, %_lAununAfgdx
Q

-

q+
2

dv, (3.22)

convergéncia dominada que

lim
0—0 Jq

dv = 0. (3.23)

Agora, note que

/ | Ay %&AunVun.Vfgdx
Q

e que
1 2 1 2
i T —xE\| P ptl T —xE\| P ptl
nh_)rrolo 97% Vf( 7 > N pdx_/g@”j;l V{( 7 > |Vu| 7 dz,
(3.25)
e como N > p%l, de [18, Theorem 8.15] segue que
1 ptl
— v +1 +1
/pH /3 (x Gm’f) (V|7 dz = 0OV ). (3.26)
QY
Logo, fazendo n — oo em (3.18), e depois § — 0, segue de (3.19)-(3.26) que
0= )\k — Vg, Vk e J (327)
ptl 1 ptl 1
Como A\, > Sv,.” 1 obtemos v, > Sy, * 7' para todo k € J, ou seja, para todo k € J
N ptl _1
temos v = 0 ou v > S2<§+1>_ Por fim, como ) v, Pt < o0 segue entdao que J deve ser,
jeJ
no maximo, finito. O

Lema 3.14. Sejam Q C RY, N > 3, um dominio suave limitado ¢ n > 0. No caso
s = 1/p, supomos também 0 < p < pi(Q). Suponha (u,) wma sequéncia (PS) para I,.
Se K cC Q\{x;;j € J} é compacto, entio u, — u em LITH(K).
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Demonstra¢do. Do Lema 3.13, as hipdteses do Lema 3.10 sdo verificadas com J, no méaximo,
finito. Seja § = dist(K,{z;;j € J}). Para cada 6 € (0,6), considere A9 = {z €
Q;dist(z, K) <0} e & €C(Q),0<& <1, =1em Ay e =0 em Q\Ay. Entdo

/ 7 d = / g g < /A g T e = / |7 g
K K 0 Q
e dai

limsup/ |un|q“d$§/gng:/£9|u|q+1dm:/ £9|u|q+1d:v§/ lu|dz.  (3.28)
n K Q Q Ay Ag

Fazendo 6 — 0 em (3.28), segue do teorema da convergéncia dominada que
limsup/ |1, |7 da < / lu|1 dz.
n K K
Por outro lado, como u, — u em LIT!(K), obtemos
/ lu|" dz < limsup/ |y, |7 d.
K n K

donde |up|g+1,x — |ulg+1,k. Sendo LI (K) uniformemente convexo, segue por fim que
up — u em LITHK). O

Lema 3.15. Sejam Q@ C RN, N > 3, um dominio suave limitado e pn > 0. No caso
= 1/p, supomos também 0 < p < p1(Q2). Suponha (u,) uma sequéncia (PS) para I,.
i
Se K cC Q\{z;;j € J} é compacto, entido Au, — Au em L% (K).
Demonstragdo. Para cada r > 1 existe uma constante C, > 0 tal que
Crlt —s|", se r>2,
(|t =2t — |s|"2s)(t — 5) > It — s|? (3.29)
T L T aN2—r se l<r< 2,
(It + Is])

(ver |45, (2.2)]). Considere £ como no lema anterior. De (3.29) temos

p+1 19 1_4q
= [|Aun| P & — |Aun|P ™ Aupy — |Aulr " Au(A(u, — u))épldx

0 < / (\Aun\%_lAun |Au\ "Au)(Auy, — Au)dz
= /((\Aun\;_lAun ]Au\ A (Auy, — Au)égda
) (3.30)
< (|Aun|? ™' Ay, — \Au!EilAu)(Aun — Au)&ydx
[2

Fixe 6 > 0. Como I} (u,) — 0 e (£p) € limitada em E(S2), entdo I}, (us)(Epun) = on(1) e
IL(un)(fgu) = o0,(1), ou seja,

/ |Aun|11»_1Aun(uA@+2VUV§9+59Au)d$—/ |un|8_1un§9udx—/ |t |9 upguda = 0, (1)
Q Q Q
(3.31)
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€

/ |Aun|%_1Aun(unA§9 + 2V u, V& + {pAuy )dr — / |, |* T Egda — / | |7 pdz = 0, (1).
Q Q Q

(3.32)
De (3.31) e (3.32) segue que

/ [| Ay %_1Aun(un—u)A§9+2\Aun\ %_1Aun(Vun—Vu)Vfg+\Aun\ %_1Aun(Aun—Au)§9]dx
Q

| al* € = o) = [ a1 (G = g = 0,0,
e como &pu, — pu em LTH(Q) e em LIT1(Q) temos
on(1) = /Q [|Aun|%—1Aun(un — WAL + 2| Aun| P Ay (Vi — V) Vg
+ [ At |7 Aun (Aun — Au)gy| do
o que implica
/Q At |7~ At (A — Au)Aépda
= /Q[|Aun|zl)_1Aun(u — up) A&y + 2|Aun|%_1Aun(VU — Vu,)Vé|dx + o,(1)
e entao
/Q | At |7~ At (Atn, — Au)AEy — |Aulr ™ Au(Aup — Au)Abpda =
/Q[Auné—lmn(u ) Al + 2| At | P At (Y — Vun)Veg]da
. /Q | Az Au(Auy — Au)Apda + op(1)
Logo, de (3.30), do Lema 3.12-(ii), do Lema 3.14 e do fato de que &u,, — {yu em E(£2) temos
0 < /K(|Aun|1171Aun — ]Au\%flAu)(Aun — Au)dz
< /Q |Aun|%_1AunAfg(u — up)dx + 2/Q |Aun|%_1AunV§9(Vu — Vuy,)dr

- / |Aulr "  Au(Aup — Au)égdz + 0n(1)
Q

. |atl o _ w1\ BT
< C lu — up T dx +C |IVu — Vu,| » dr
A9 AG

- / |Aulr " Au(Auy — Au)égdz + 0n(1)
Q

= —/ \Au]%_lAu(Aun — Au)épdx + 0p(1) = 0, (1).
Q
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Portanto
1 1
/ (|AU| 7" Auy — | Au|p ™ Au) (A, — Au)dz — 0, n — 0. (3.33)
K

No caso em que (p+ 1)/p > 2, obtemos de (3.29) e (3.33) que

p+1
lim / |Auy, — Au| ? dz =0,
K

n—oo

e no caso em que 1 < (p+1)/p < 2, segue da desigualdade de Holder que

+1 ptl pe
ptl |Auy, —Au|p7 By ept
|Auy, — Au| 7 dx = it ([Aun| + [Au|) ™2 dx
K K p_p

(|Aun| + [Aul) ™

p+1

-1
Ay — Aul? 2 pr1 \ %
< / Ben = A0l (/ (|Aun| + | Au))5 d:c) "o,
K ([Aup| +[Aul) 7 K
1
quando n — oco. Em ambos os casos concluimos que Au,, — Au em L%(K) O

Uma vez que

oo
N\{zj;je€J} = Kn
n=1
onde cada conjunto K, é compacto, aplicamos um argumento diagonal para obter o seguinte
resultado.

Corolario 3.16. Sejam Q C RN, N > 3, um dominio suave limitado e i > 0. No caso
s = 1/p, supomos também 0 < p < p1(Q2). Se (un) uma sequéncia (PS) para 1,, entdo, a

menos de subsequéncia, (uy) satisfaz (1)-(7) do Lema 3.10 com J no mdzimo finito e
(8) up — u em LITHK), VK cC O\{z;j € J};
(9) Ay — Au em L7 (K), VK cC O\{zj:j € J};

(10) Auy, — Au g.t.p em €.

Lema 3.17. Sejam Q C RN, N > 3, um dominio suave limitado e u > 0. No caso s = 1/p,
supomos também 0 < p < p1(Q). Se (uyn) € uma sequéncia (PS) para I, entdo, a menos de

subsequéncia, u, — u em E(Q) e u € solugdo fraca de (P3), com I,(u) > 0.

Demonstragio. A sequéncia (uy,) satisfaz todas as propriedades do Corolario 3.16. Usando a
imersdo continua de E(Q) em LIT1(Q), concluimos, usando o lema de Brezis-Lieb [11], que

+1
|t |9 Yy, — ul? u em LqT(Q); em particular,

/]un|q_1ung0dx%/ ju|" tupdz, Yo e E(Q). (3.34)
Q Q

Analogamente, mostra-se que

/\un\s_lungodx—)/ lul*tupdz, Vo€ E(Q). (3.35)
Q Q
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ptl
Como Au, é limitada em L' (Q), e Au,, — Au q.t.p. em £, usamos novamente o lema de

1 1
Brezis-Lieb para concluir que |Au,|? *Au, — [Au|?  Au em LPTL(Q), isto ¢é,

/IAunI;_lAunzdx%/ |Au|%_1Auzdx, vzeLp%l(Q),
Q Q

+1

e usamos agora o isomorfismo isométrico —A : E(Q)) — L » () (ver |23, Chapter 9]) para

concluir finalmente que
/Q |Aun|%_1AunAgodx — /Q \Auﬁ_lAuAcpdx, Vo e E(Q). (3.36)
Se (uy,) € uma sequéncia (PS) para I, temos
I (un)p = /Q AunélAunAgod:c—,u/ﬂ ]unPluncpdx—/Q |un |9 unpde = 0,(1), Yo € E(Q),
e fazendo n — oo e usando (3.34)-(3.36), obtemos
/Q |Au|%_1AuAgpd:E - ,u/Q Jul*tupdr — /Q lu|" L updz =0, e E(Q), (3.37)

ou seja, u é solucao fraca do problema (Ps3). Fazendo ¢ = u em (3.37), temos

/]Au| rdr = /|us+1da:+/ lu| T d,

1
L(u) = le/ |Aul dm— o /|u|s+1daz—/ ||+ da
p
= +1[ /|u\s+1dx+/ |u|q+1dx} —/| s da —/ lu| T dx
p
s+ld _ fH-ld
”(p+1 s+1)/’u m+(p+1 q+1>/“‘ v

b 1 +1
<p+1 B q+1> / e = g > 0

O

Lema 3.18. Sejam Q C RN, N > 3, um dominio suave limitado e u > 0. No caso s = 1/p,
N
supomos também 0 < p < p1(Q). Entdo 1, satisfaz a condigio (PS). para todo ¢ < %SQ(ZH).
N
Demonstragio. Seja (uy) uma sequéncia (PS)q para I, com d < %S%ZH), isto &
1

u(un) — d, IL(un) — 0.

Podemos supor (1)-(7) do Lema 3.10 e (8)-(10) do Corolario 3.16, com J no maéximo finito, e

N
A = v, paratodo k € J, vy =0 ou vy > S?(Ll) (ver demonstracao do Lema 3.13). Suponha
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que existe k € J tal que v, # 0. Entdo

1
d=lim I,(u,) = lim (p A / run|s+1dx—— [l
n—00 n—oo \ p+ 1 Q
s atlge — s+1
p+1/\Aul dx—i— g vj q+1/‘ dx Z] s—l—l/’u dx

—I(u)—l—[—]ZV]_ 3y,€>1'( )+ Nsm;

p+1 qg+1

como u é solugdo fraca do problema (Ps), temos I(u) > 0, donde

d>1(u)+ NS2(P+1) > %52@“

uma contradi¢do. Portanto, v, = 0, para todo k € J, e como Lit1(Q) é uniformemente
convexo, segue que u, — % em Lq“(Q). FEscreva agora v, := u, — u. Entao v, — 0 em
E(Q), Av, — 0 q.t.p. em Q e v, — () em LiTY(Q). Mostremos agora v, — 0 em FE(f2), ou
equivalentemente, que Av, — 0 em L7 v (Q) Do lema de Brezis-Lieb [11]

p+1 pt1 p+1 pt1
|Aup |t = [Au+ Avy| 0 = [Aul b, + ]Avnli on(1);
P p

p

sendo u é solugao fraca de (P3), temos

+

5 +1
on(1) = I'(up)up = |Aun|i plun, ii} - |Un|g+1

pt1 ptf . » ptl

= IAU\p+1 +[Avn] 2y — pluliT) = fulgy +on(1) = [Aval 0y + on(1),
P p
N
ou seja, v, — 0 em E(), e portanto, u, — u em E(Q), se d < %SQ(?)H). O]

Lema 3.19. Sejam Q C RN, N > 3, um dominio suave limitado e u > 0. No caso s = 1/p,
supomos também 0 < p < p1 (). Entao, sob a hipétese (H), o nivel do passo da montanha

do funcional I,,, dado por (3.14) € tal que

0, 2 gxtiin

J— P .

€ "N

Demonstracdo. Ver Secao 3.3. 0

Destacamos que o proximo resultado é uma consequéncia direta dos Lemas 3.18 e 3.19, e

do teorema classico do passo da montanha [6].

Proposicao 3.20. Sejam Q C RN, N > 3, um dominio suave limitado e 1 > 0. No caso
s = 1/p, supomos também 0 < p < u1(2). Entdo, sob a hipétese (H), o nivel do passo da

montanha ¢, é um valor critico de I, isto €, existe u, € E(Q) tal que

I,(uu) = cpu, I;L(u#) =0.
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Prova do Teorema 3.3

A existéncia de solugao classica nao trivial para o problema (Ps3) segue do Lema 3.8 e
Proposi¢ao 3.20, como consequéncia do teorema do passo da montanha. Na Se¢do 3.2 veremos
que toda solu¢do u do tipo passo da montanha do problema (Ps), a menos de substituir u
por —u, satisfaz u, —Au > 0 em ; veja prova do Teorema 3.6 (iii). No Apéndice A deste

trabalho, mostramos uma prova alternativa para este fato. O

3.2 Prova do Teorema 3.6

Nesta parte nossos argumentos serao baseados nas caracterizacoes do nivel do passo da

montanha ¢, dadas pelo Lema 3.9.

Prova do Teorema 3.6 (i) e (ii). Provamos no Teorema 3.3 a existéncia de uma solugdo do
tipo passo da montanha para o problema (P3) associada ao nivel critico ¢,. Das igualdades
dadas por (3.16) segue que toda solugdo passo da montanha de (P3) é de energia minima e

vice-versa. 0

Prova do Teorema 3.6 (iii). Seja u uma solucao de energia minima de (P3). Segundo o Lema
3.8 sabemos que u € C%(Q). Assim, usando o principio do maximo forte para operadores
elipticos de segunda ordem, basta provar que Awu néao troca de sinal em €.

Por contradigdo suponha que Au muda de sinal em . Seja w a solugdo de

—Aw =|Au| em Q,
w=0 em 0N

Entao, do principio do méximo forte, tem-se w > |u| em Q. Como w € E(f2), temos

< I,(t
o= ghlt)

= max{ 2% /Aw[ v de — ts+1/w|s+1dx
t>0 (p+1 +1 q

tat
< max{t P /Au| »dx — tSH/ lu|*da — /|uq+1daj}
t>0 s+ 1 q+

max I, (tu) = ¢y,

|

um absurdo. O

Prova do Teorema 3.6 (iv). Suponha Q = B, = B,(0). Seja u uma solugao de energia minima
de (P3). Segundo o item (iii) deste teorema, podemos admitir que u, —Au > 0 em B,.
Denote por u* e (—Au)* as simetrizacoes de Schwarz de u e —Auw, respectivamente. Se w
é a solucao de
—Aw = (—Au)* em By,
{ w =0 sobre 9B,,
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entdo w = w* e w € E(B,). Para a prova deste item basta mostrar que u = w.

De [5], ver também |10, Lemma 2.8|, temos w > u* e
lw>u"| =0 —Au = (—Au)*.
Se |w > u*| > 0, entao

cu < maxly(tv)

pt1 pt1 ta+l
= max{ -2 t% / \Aw]pp dx — 'utSH/ Jw|$Tdx —
>0 |p+1 B, s+1 . qg+1

ptl ptl t
< max{ 2t / \(—Au)*\pp dx — 'utsﬂ/ lu* 5T de —
>0 |p+1 . s+1 .
ptl 1 gatt
= max{ -2t | — Au\pp dr — 'utSH/ lu|*da —
>0 |p+1 B, s+1 . qg+1

gy u(tu) = ¢y

/ |w]q+1dx}

o
) ]
q By

/ \u|q+1daz}
By

um absurdo. Dessa maneira, —Au = (—Au)* e como u e w sdo solugdes para o problema

—Az = (—Au)* em B,,
z=0 sobre 0B,

segue que u = w.

3.3 Prova do Lema 3.19

Mostremos que, sob a hipétese (H), o nivel do passo da montanha c,, dado por (3.14),

N
pertence ao intervalo (0, (2/N)SQ(Z+1)). Sem perda de generalidade, suponha 0 € €. Seja
€ € C°(RY) uma funcdo tal que 0 < &(z) < 1, para todo z € RY, £ =1 em B(0,p/2), £ =0

em B(0,p)¢ e B(0,p) CC Q, p> 0. Escreva

Us(x) := &(x)ys(x), € RN, 0 < 6 < p/2,
plp(2—n)+2]

onde ¢5s = S 20tD% 5 e ps(z) = wso(z) € dado por (3.4). Entao

/ A7 dr =S e / 5|9 dr = 1,

RN RN

e, ver [35] eq. (6.4) and eq. (6.3) respectivamente, temos
S+0(PN=2-2) se p< 5,

ptl )

AUs| 2, =< S+ |logs|s O@7), se p=
Rl N—2
, S+0@7), se p> 2,

1+0(5PN), se p< 25,
l _ —
|U5‘311,Q = 1+ “Og 5|q+10(5q(N 2) 2), se p= %7
L+O(N=272), se p> gy

(3.38)

(3.39)
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Fazendo U
Vi(z) = Us@) o erM, (3.40)
|U§‘q+1
segue que
- S+ 0(PN=2-2) ge p< %,
mwj ={ S+logd|"F O@%), se p=, (3.41)

N
S+0(r), se p>%,

: s+1
Vamos agora estimar |Vs[ 1.

Lema 3.21. Suponha p%l <s+1<q+ 1. Entao

(i) Se p < 25 entdo

C(S(s+1)p+1[ (N72)72} + 0(5(34’1)#@(1\[72)72})’ se s + 1 < p(NiV2)727

) Np Np
Volet1 = CWIHOE?’ i O(M;? o 1= vrae
CoN T T 4 o(6N T T ), se s+ 1> m.
(3.42)
(ii) Sep > 5 entio
N(s+1) N
Cé »r1 P+1 +0((5 ), se s+ 1< 5,
N2
Vslsli = C’émllogcﬂ—i—O( GIOED), se s+ 1= g, (3.43)
N(s+1) N(s+1)
CoN T +0(5N_ ol ), se s+1> %
(iii) Se p = {5
N(s+1) N(s+1)
C5 v+ |logd*t1 + |log 6*to(6 7F1 ), se s+1< s,
N2 N2
Vslii =4 Commm=2|logd| + [log S| HOGTIED), se s+ 1=, (344)
_ N(s+1) _ N(s+1)
CsN ™ ar1 —|—0(5N 1), se s+1> %
Demonstracao.
) N
Caso 1: p < v
De (3.5), existem constantes C, D > 0 tais que
D lpP(NV=2)-2] CsE D P(N=2)-2] Ve B
T .

1 s+1
(6P(N=2)=2 1 |g|p(N—2)=2)s+1 < 5N§f11) ¥ <5> = (6P(N=2)=2 4 |g|p(N=2)=2)s+1’

Observe que

/‘U ]8+1da:—/\§ ‘S+1dx

— [ @i [ €@ g ()|,
B(0,p/2) B(0,0)\B(0,0/2)
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e por sua vez

()"

D6(5+1)p§1[p(1\/2)2}/
BO.A\BO.5/2) (0p(N=2)=2 | [p(N-2)-2)s+1

dx

</ )" )]
B(0,0)\B(0,p/2)
s+1
< 0§D PN -2)-2] / € ()] p
= P BOpN\B(0.p/2) (0PN D2 4 [g[p(N-2)-2)s51 x

donde, do teorema da convergéncia dominada,

st1 s+l _ gt s p(V=2)-2] (s+1) 525 [p(N—2)~2)
|€(@) " s (z) " da = C'§ +0(é )
B(0,0)\B(0,/2)

e portanto
/ |U5|S+1d$ _ / |¢5($)’S+1d$ + 05(34-1)#[?(]\7—2)—2] + 0(5(54-1)%[1'(1\7—2)—2})‘ (3.45)
Q B(0,p/2)

A seguir, consideramos 3 casos distintos.

C(J/SO 1.1: s+ 1 < W
Segue que
1
D5(5+1)Iﬁl[p(1v—2)—2}/ dx</ Do) da
B(0,p/2) (PN =272 4 |g[p(N=2)=2)s+1 B(0,0/2) il

(s1) 2 [p(N—2)—2] 1
s GO /B(O,p/2) (op(N=2)=2 4 ’x\p(N_m_z)stx

donde, do teorema da convergéncia dominada,
/ s ()| L = CHEFVFETPN=2-2 s+ D S p(V-2)-2]
B(0,p/2)
e de (3.45) segue entao que
/ U5 = CoCH DR =2-21 | (641 gy p(N=2)-2]) (3.46)
Q

C(J/SO 12 s+ 1 > W

Temos

/ ()| = /
B(0,p/2) B(0

por Sua vez,

C T
11[} T s+1d$ _ S/ s+1 (< dx
Lo ) s [ o (5)

0 a+t
N— N(s+1) N— N(s+1)

= C6 a+1 / O (2)dr = C§ aFl .
B(0,1)

s (2)[Hdz + / s ()| Ld; (3.47)
8) 5

<lz|<p/2

)

(3.48)
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Temos também

C T
s ()| de = / e (<) dw
/5<z|<p/2 s Js<ial<pr2 <5>

q+1

(S 9]
— oV / ot (2)dz
. 1<|z|<p/(26) e (3.49)
s41 +1
= 6N et / o (z)dx — coN / o (z)dx
N(ot1) |z[>1 N(et1) |z[>p/(20)
= N TR o6 e ),
Logo, de (3.45),
N(s+1) N(s+1)
/ |Us|Hda = CON7am T 4 o6V TR, (3.50)
Q
pOiS S+ 1 > [)(N_ij\g)_Q
) _ N
Cas? 1.8:s4+1= N=9)=2
E valido (3.47) e (3.48). Temos
_ (.5+1)
[ st = e o (z)de
0<|z|<p/2 /(26) 1<|z|<p/(26)
N(s 1) p
= coN T / / 1 (2)dSdr
_ oV / o (2)r N Ldr (3.51)
1
N(s+1) p/(26) 1 _ N(s+1) [P/(20) 1
= 05 / ;d?" + C(SN T+l / |:SOS+1(7")TN_1 — ; dr
1 1
N(s+1) N(s+1)
= 6N e |logd| + 0((5N7 a1 ),
e assim, de (3.45),
Np Np
/ \Us|*t1dax = C5#+1|log 5| + O(57F1). (3.52)
Q
Caso 2: p > %
e (3.7), existem constantes C, D > 0 tais que
N(s+1) N(s+1)
D pt1 Cd pri

s+1 N
(5N72 + |$’N72)5+1 < 5N¢§j—t1) ® (g) < (5N*2 n |x’N72)s+1’ VreRY.

Observe que

/‘U ]5+1da:—/\§ ‘S+ld$

=/ |¢5(x)ls+1d:c+/ 1€(2) P s ()| * L da,
B(0,0/2)

B(0,0)\B(0,p/2)
e por sua vez

N(s+1) |€(x)|s+1 / X 1
D6 p+1 / dl‘ S é- T |s+ ¢6 T s+ d.’B
B(0,p)\B(0,p/2) (ON=2 4 [g|N=2)st1 B(O,p)\B(Qp/Q)‘ (z) s ()]
N(s+1) ’5(:(:)’34»1
< 5 / "
B(0,p)\B(0,p/2) (0N 72 4 |x|N=2)sH1
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donde, do teorema da convergéncia dominada,

N(s+1) N(s+1)
/ €(@) " s (@) [ de = C5 TP 4 o8 )
B(0,0)\B(0,0/2)
e portanto
N(s+1) N(s+1)
/|U5|S+ld$:/ s ()| + €5 +o(3 ). (3.53)
@ B(0,p/2)

Novamente, consideramos 3 casos distintos.

Caso 2.1: s+1< %

Segue que

N(s+1) 1

D4 o / dx < / Vs (x) S dx
B(0,p/2) (N 72 + [w|N=2)sH1 B(0,p/2) |

<0 N(ngl) / 1 d
< p+ X
B(0,p/2) (0N 72 4 || N=2)sH1

donde, do teorema da convergéncia dominada,

N ) N(s+1)

(s
/B<o | f@pias=cs S fo(d )
5P,

e de (3.53) segue entao que

N(s+1) N(s+1)
/ |Us|*Tlde = Co »iT +o(6 »Fl ). (3.54)
Q
Caso 2.2: s+1 > %
E valido (3.47), (3.48) e (3.49). Logo, de (3.53),

N(s+1) N— N(s+1)

/ U5l de = NS 4 oo, (3.55)
Q

poiss+1>%.

Caso 2.3: s+1= %

E valido (3.47), (3.48) e (3.51). Logo, de (3.53)

2 2
/ \Us|*Hdz = COTFOND | log 6| + O(FTFHE=D ), (3.56)
Q

N
N-2*

De (3.6), existem constantes C, D > 0 tal que

Caso 3: p=

N(s+1)
D(|log |z[|**! + 1)[log |**'4"»71 1 en (E)
CERE U R G

N(s+1)
_ Cllloglall**! + Dl log 316”5

N
> (ON=2 1 [g|N-2)s+1 , VreRY,
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se |logd| > 1.

Observe que

/‘U ]5+1da:—/\§ ‘S+ldx

— [ Wi [ 6@) " g ()|,
B(0,p/2) B(0,0)\B(0,p/2)

e por sua vez

N(s+1) 1 s+1 1 s+1
D55 gy ([og |+ D@ 4
BO\B(0,p/2) ( + [z[V2)

< / 1€(2) [+ s () de
B(0,0)\B(0,0/2)

N(s+1) s+l s+l
§C<5p++1\log5!3+1/ ([log [z|[* + 1)[£()|

dx
BO)\B(0,p/2) (0N 4 [z N=2)st1

donde, do teorema da convergéncia dominada,

N(s+1)

6@ s @) da = €5 7T |log 61! + | log * o8 7T )

/B<o,p>\B<o,p/2>

e portanto
/\U5|S+1dw:/ (5 (2) [ dz + C6 w1 |log 611 + |log 8" o(d #1°).  (3.57)
0 B(0.0/2)

Mais uma vez, consideramos 3 casos distintos.

Caso 3.1: s+1< %

Segue que
N(s+1) |log |x||*T! + 1 1
D5 logs**1 [ do< [ Justa)| s
B(0,p/2) (N 72 4 ||V =2)sH1 B(0,p/2)

N(s+1) s+1
SC(Siijl ’10g5‘5+1/ |10g|$” +1 d

B(0,p/2) (0N 2+ [2[N=2)s+1

donde, do teorema da convergéncia dominada,

(s+1)
/ |1bs (@ )|s+1d37_05 i |10g5‘s+1 + |log d|*tto(s Ny )
(0,p/2)

e de (3.57) segue entao que

N(s+1) N(s+1)
/ UslHdz = €675 | 1og 61 + | Tog 8"+ Lo(5” Fir). (3.58)
Q)
Caso 8.2: s+1 > %
E valido (3.47), (3.48) e (3.49). Logo, de (3.57),
N(s+1) N(s+1)
/ Uy |l = CoN "0 4 ooV, (3.59)
Q

poiss+1>%.
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Caso 3.3: s+1= %

E valido (3.47), (3.48) e (3.51). Logo, de (3.57)

N2 N2
Q

(3.60)
O
Conclusao da prova do Lema 3.19
O nosso objetivo é mostrar que para J suficientemente pequeno temos
L(tV) < 2 5764m 3.61
< — p . .
max [, (tVs) < (3.61)
Note que
p ptl 2+l )2 +1 +1 tq+1 .
I,(tVs) = ]mt v |AVs[ 5 — s 1t Vslsin — 1 Jim 7, (tV5) = —oo,
e entao max 1,,(tVs) é atingido em algum ¢5; > 0. Dessa maneira
d pTng s—1 s+1 =5
e I,(tVs) =0=[AVs[ 5 —pt™ ? V5[5 —t; 7 =0,
t=ts p
ou seja,
ptl ol g1
AVs| 2y = ut*# [Va|3t] + 5 7 > ts "
p
donde
sy
N (3.62)
p
A 1ltima desigualdade implica que
p+1 g—1 S*l 41 p+1 pa 1 41
‘Avé‘i =ts ' + pts " Vs §+1 < ta p +N’A%’p+1 " Vs §+1
p
e entao
q—1* ptl p+1 ps—1 otl p+1 p+l ps—1 _ p+1 i1
ls P> |AV5|i ‘AV& p+1 % s+1 = |AV6|p+1 1 — p|AVs| S p+1 ? ? |V5|s+1
p
Usando agora as estimativas em (3.41), as estimativas em (3.42), (3.43) e (3.44), e a
desigualdade (3.62), concluimos que
ts — S7T, 6 — 0. (3.63)

Considere agora funcao
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p+1

e observe que ¢ atinge maximo em ¢ty |AV5|p Hl e que g é crescente no intervalo
p+1
0, |AVs|?%7']. Dessa maneira, de (3.62),
pt+1
p
_ H s+ +1
max I,(tVs) = Lu(tsVe) = g(ts) — 5" [Vslh
ptl
p e (VLT
1 P S S
< ﬁ(\AVJ pi1 ) “ \AVd\i i+ 1 L Vsl5i1
2 gan e - e
N PTfl +1 s+1°

Caso 1: p < %
Segue de (3.41) que

N—-2 ,u 1 1
r?%d (tVs) < —52(p+1) + O(PN=2)=2) ] AR\ AL

e entdo, para J suficientemente pequeno, segue de (3.63) que

s+1
2 pN Spa—1
< 2(p+1) p(N-2)-2y _ _H s+1
r{1>agcl (tVs) < NS P+ O(6 ) | 5 Vslsia

2 _BN_ o o
= NS2<p+1> —|—O(5P(N 2) 2)_0“/6 sﬂ

Note que a 1? linha em (3.42) nao é util para os nossos propositos pois, da hipotese geral,

p+1 P P
s+Hl1>2—=(s+1)—>1=(s+1)—[|p(N —=2) = 2] > [p(N — 2) — 2]
B ) s ) PV -2 -2 2 (V-2 -
Agora, a 3% linha (3.42) sera ttil se
N(s+1)
N2 N —2) -2
PR )

ecomo g+ 1= %, a ultima desigualdade é equivalente a

~ N(s+1) - N(p+1)

, isto é, —-p<s+1.
g+1 g+1 1-p

Lembrando que p;%l < s+ 1 é hip6tese geral, temos

p+1 2+ V2N
— e —. 3.64
¢-p>— P< (3.64)
De fato, observe que se p e ¢ satisfazem (3.1) entdo
N 1
gi1= Yo+l (3.65)

p(N—2)—2
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Logo,
+1 1 +1
q—p>p<:>q>+1+p<:>q+1>(p+1)<p>;
p p p
de (3.65),

N(p+1) <p+1> N p+1 9
———— > (p+1 & > & (N -2)p”—4p—2 <0,
-2 -2 Y N-2-2 p W

ou seja,
S+l 2T V2N
1—r>— P< N5
Ressaltamos também que
_ N 242N 5, se N =345,
min , = (3.66)
N-2" N-2 2’;\,\{227\7, se N > 6.
Portanto,
(i) se N >6

(i.l)e 2+F <p< ﬁ, e considerando também a 2 linha de (3.42), temos (3.61)
valido para todo p%l <s+1<qg+1;

(i2) e %5 < p < 2}@, segue de (3.64) e (3.66) que (3.61) ¢é valido se
g—p<s+1l<qg+1;

(i) se N = 3,4,5 e 125 < p < w5, segue de (3.64) e (3.66) que (3.61) ¢ valido se
g—p<s+1l<qg+1

Caso 2: p > %
Segue de (3.41) que

1% +1 +1
1?38(1 (tVa) < 752(p+1) + O((Sp ) — ﬁtg |V;5‘§+1,

e entdo, para J suficientemente pequeno, segue de (3.63) que

s+1
2 __pN N “ Spa-1
< 2 g3t . s+1
rilzagclu(t%) S NS P +0(07) 5—|—1< 9 > Vslsa

2 _pN_ N St
= 5% +0(87) - CVslii

Note que a 12 linha em (3.43) nao é util para os nossos propositos pois, da hipotese geral,

+1>p+1 s+1 :>N(5+1)
D p+1 p+1

Agora, a 3* linha (3.43) sera tutil se

N(s+1) N
7<7
q+1 P
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e a nltima desigualdade é equivalente a

(p—1(g+1)
P

< s+ 1.

Lembrando que p;%l < s+ 1 é hipbtese geral, temos

—1 1 1 N —2
(p )(q+)>p+ aps .

3.67
) ) 5 (3.67)
De fato, de (3.65),
N(p+1) p(N —2)—2
1) lep—1>——F—
(p )p<N_2)_2>p+ p—1> N :
ou seja,
-1 1 1 N -2
p-Dlg+D) _p+l .
p p 2
Ressaltamos também que
N
N N -2 N_95, S€ N:374757
maX{N } = N2 (3.68)
—2 2 %, se N>6
Portanto,
(i) se N >6

(i.1) e % <p< %, e considerando também a 2% linha de (3.43), temos (3.61)
valido para todo p%l <s+1<qg+1;

(i.2) e p > 852 segue de (3.67) e (3.68) que (3.61) & valido se @—1)}& <s+1<
q+1;

(ii) se N = 3,4,5 e p > 5, segue de (3.67) e (3.68) que (3.61) ¢ valido se “"”pﬁ <

s+1<qg+1.
Caso 3: p:%.

Segue de (3.41) que

2 gttty L sy B sty s+l
max [ (tV5) < 157050 + [logd| 7 0(67) — 157 [Vslih,

e entdo, para J suficientemente pequeno, segue de (3.63) que

P s+1
2 __pN p+1 N 7 Spa—1 1
R Iu(tVe) < NS”““llogé\p0<5p>—3+1< 2 ) vl

2 7171\] M N = S+1
= NSZ(HI) +|logd| » O(6») — C|Vs Sl

A anélise nesse caso é andloga a do Caso 2, usando agora as estimativas em (3.44).

Portanto,
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(i) se N >6
(i.1) e 5% = p < Y52, e considerando também a 2? linha de (3.44), temos (3.61)
valido para todo }%1 <s+1l<gq+1;
(i.2) e p > &2, segue de (3.67) e (3.68) que (3.61) & valido se % <s+1<
q+1;
(ii) se N = 3,4,5 e p > 55, segue de (3.67) e (3.68) que (3.61) & valido se (pfl)pﬂ <
s+1<g+1.

Por fim, combinando os itens (i.1) nos 3 casos obtemos (a) da hipotese (H). Os itens (i.2)
e (ii) no Caso 1 equivalem a (bl) e (b3) de (H), enquanto os itens (i.2) e (ii) nos Casos 2 e 3
equivalem a (b2) e (b4) de (H). O

3.4 Regiodes critica e nao-critica da hipérbole critica para um

sistema Hamiltoniano

Neste capitulo introduzimos na Definicao 3.1 a nocao de regiao nao-critica e regido critica

1
da hipérbole critica associadas ao operador A(JAu|? ' Au). No caso particular

1 9 1 9 _1
A(|Aulr ™ Au) = plulr u+ |[ulf e em €,
u, Au = 0 sobre 0f,

(P3)

1 1
lu|» 'u tem a mesma homogeneidade do operador A(|Au|? ' Au). Tenhamos em mente os
resultados classicos de Brezis e Nirenberg [12] para o —A, Garcia Azorero e Peral Alonso
[19] para 0 —A,, e van der Vorst [47] para A?, conforme ja apresentados na introdugao deste
capitulo.
Observamos que a regido nao-critica associada ao problema (Pj) ndo é necessariamente
simétrica em relagdo ao eixo p = ¢, pois o sistema associado ao problema (Pj), dado por
~Au=|[v|P~'v em Q,
1
—Av = plulr w4 u|T em €, (S%)
u,v =0 sobre 01,

nao é uma perturbacdo simétrica do sistema
—Au = v~y em Q,
—Av = |u| u em Q, (S)
u,v =0 sobre 0f2.

Se (p, q) pertence a regiao nao-critica associada ao problema (P5), isto é,

2+ V2N N -2
SEVAN B (3.69)

N> 6
=0 ¢ TN I3 2
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segue de ¢ + 1 = % que
4 N?%+2V2N
S g VR (3.70)
N -4 V2N(N - 2)
De forma semelhante, obtemos que a regido nao-critica associada ao sistema
1
—Au=Aula "u+ [Pl em Q,
—Av = |[u| u em (53)
u,v =0 sobre 0f),
é AN
2+ V2N N -2
N>6 — < g< —. 3.71
- N-2 —1="73 (3.71)
Considere o sistema
1
—Au= At w4 vPlo em €,
1
—Av = plulp '+ u)T e em €, (S1)

u,v =0 sobre 01,

o qual é uma perturbagao simétrica do sistema (S). Entdo é de se esperar que a regiao nao-

critica associada ao sistema (S7) seja dada pela intersegao das regides nao-criticas associadas

a (S5) e (5%), isto é, que a regido ndo-critica associada a (S7) seja dada por

5 <pa< P2 se N=6,7,8,
2
2N o NN o g,

V2N(N-2)’
e que a regido complementar seja critica.
d
b
b d €
a=w5 b= c=1  d=5 e=3F

—— Regiao critica —— Regiao nao-critica

(3.72)
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Resultados sobre o sistema do tipo

—Au = A" lu+ [P~y em Q,
—Av = plul*tu + Julflu em Q, (S2)
u,v =0 sobre 01,
sob as hipoteses
1 1 N-2 g+1 p+1
+ = ; <r+l<p+1, —<s+1<qg+1
p+1 g¢+1 N q P P 1

estao sendo estudados pela autora.



CAPITULO

4

Multiplicidade de solucoes para o

problema (P%)

No Capitulo 3 estudamos a existéncia de solu¢oes para o problema (Ps). Dedicamos este
capitulo ao estudo de miltiplas solugdes para o problema (P3) no caso em que a perturbacio
1
lul*"'u tem a mesma homogeneidade do operador A(|Aul»'Au), isto ¢, no caso s = 1/p.
Mais precisamente, dedicamos este capitulo ao estudo de miltiplas solucées para o problema
de quarta-ordem
1 9 1 9 _1
A(|Aulr ™ Au) = plulp " u+ |[ulf e em €, )
(Ps)
u, Au = 0 sobre 0f),
satisfazendo
u,—Au>0 em £,

onde 2 é um dominio suave limitado de RY, 0 < u < p1(f2), onde 11(2) denota o primeiro
autovalor do problema (3.9), e
1 N -2
+ =
p+1 g+1 N

(p,q) € um ponto da hipérbole critica

na regido nao-critica associada ao problema (Pj) conforme apresentado pela Definicdo 3.1,
isto &,
2+ V2N < N -2

SpS ——-

N>6
=0 ¢ TN 2

85
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Teorema 4.1. Sejam Q um dominio limitado suave de RY e (p,q) um ponto da hipérbole
critica na regido nao-critica associada ao problema (P5). Entdo existe 0 < i < p1(Q) tal que,
para 0 < p < @, o problema (Pj) possui, no minimo, cato () solugdes cldssicas que satisfazem
u, —Au >0 em €.

Observe que no caso p = 1 no problema (Pj) torna-se o problema (P;), e a hipétese
T2l V_QQN < p do Teorema 4.1 é reduzida a N > 8 (dimensoes nao-criticas para o biharmoénico).
Isto diz que o Teorema 4.1 estende o Teorema 1.1.

Como ja definido no Capitulo 3, considere para 0 < pu < u1(2)

p

ptl P\ pi1 o PEL 1,ptL
u||y == (\Au]pil - u|u]pi1> , YVue E(Q=W>7» (QnW, * (Q). (4.1)
Lembremos também da seguinte equivaléncia
[ullp < Jull < c(@)ully, Vue EQ), (4.2)
-
onde ¢(Q2) = (1 - m?@) "1 > 0. Trabalharemos com o funcional
ptl ptl
T () ::/ A% d:r—u/ 55 e (4.3)
Q Q
na variedade
V, = {u € B(Q):v(u) = 1} onde w(u) = / |t d (4.4)
Q
Definimos
m(p, Q) = inf{J,(u);u € Vg}, (4.5)

e se () = B,(0), denotamos m(u, p) := m(p, B,(0)).
Provaremos que o funcional Ju|Vq possui, pelo menos, tantos pontos criticos quanto
a categoria de Lusternik-Schnirelman de €2, que a menos de multiplicagdo por constantes

apropriadas sdo solugoes classicas para o problema (Pj).

4.1 Positividade das solucdes do problema (F;)

Como veremos nas se¢des que seguem, as solu¢des obtidas no Teorema 4.1 serdo, a menos

de multiplicagdo por constantes apropriadas, pontos criticos de Ju|Vq com nivel critico menor

+1
que S, onde S é a constante de Sobolev associada a imersao DQ’%(RN) — LITYRN). O

lema a seguir mostra que tais solucoes sao positivas.

Lema 4.2. Seja (p,q) wm ponto sobre a hipérbole critica. Entao existe 0 < p < pu1(Q) tal que
sew € Vy é um ponto critico de J#|Vq com J,(u) < S entdo, a menos de substituir u por —u,
tem-se u, —Au > 0 em €.



4.1 Positividade das soluces do problema (Pj) 87

Demonstracao. Seja u € V; ¢ um ponto critico de JM|Vq com
Ju(u) < S. (4.6)
Logo existe A € R tal que
/Q|Au117_1AuAvdx = ,u,/Q \u|;_1]u\vdx+)\/g lu|? tuvdz, Yo e E(Q). (4.7)

Como u € V; temos u # 0 e

ptl ptl
/\:A/ |uyq+1dx=/ |Au| > d.fc—,u,/ lul 7 dx = J,(u) < S, (4.8)
Q Q Q

e também

A=A |u|Tde = J,(u) = [ [|[Au| P — plu| * ]dz > 0. (4.9)
Q Q

Portanto, usando (4.7), segue que w := APa Ty ¢ solugdo de (P}). Pelo Lema 3.8, sabemos
que w e portanto u € C?(1).

Suponha, por contradi¢ao, que —Awu troca de sinal em €. Sejam u; e us tais que

—Auy = (—Au)T em Q, —Aug = —(—Au)” em
e
up =0 sobre 01, ug =0 sobre 0f),

onde (—Au)T = max{—Au,0} e (—Au)~ = max{—(—Au),0}. Segue entdo que uj,uy €
E(Q), u=uy + uz, u; >0, ug <0 em . Temos também

pl pl pl
/|Au| » dx:/ |Auq| » dm+/ |Aug| » dx, (4.10)
Q Q Q

e, para ¢ = 1,2, sdo validas as desigualdades

p+1

\u(x)\%flu(x)uz(a:) <ui(x)| P, Ju(@)| () (z) < ui(x)]TT qtp. z€ RN, (4.11)

Veja [21, p. 126] onde um argumento semelhante foi utilizado.
+1
Logo, de (3.2), (4.7), (4.8) e (4.11), e da imersdo L1 (Q) — LPT(Q) temos

p+1 pt+1

pT2 1 1
Sluil, 71 < A0 :/ \AulplAuAuida::u/ |u]P1uuida:+>\/ Ju|? P da
P Q Q Q

ol Pl
< u/ ]ui\pp dx—i—)\/ ;|7 de < pCluil 44 +S\uilgﬁ,
Q Q

donde wl G 0
pa=1 — .
luil, 1 > g o 1= 1,2. (4.12)
Assim, usando novamente (3.2), (4.10) e (4.12) temos
p+1 pt+1 pt+1 pt+l pt+l pt+1 p+1 p+1
Ju(u) = |Aul iy —plul 2y = [Aw] i +[Ausl 5 —plul i > Slul iy +Slual,§y —plul 2
P p P P P p

S

pt1
_ pa-T ptl
> 28 (S SMC> - plul b — 28,
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quando p — 0, ou seja, para p suficientemente pequeno J,(u) > S, o que contradiz (4.6).
Portanto, —Aw possui sinal definido em §2, digamos, —Au > 0 e consequentemente, pelo
principio do maximo forte, —Au > 0 em 2. Segue entao do principio do maximo forte para o

operador Laplaciano aplicado ao sistema associado a (P4) e do Lema 3.8 que u > 0 em Q. [

4.2 Compacidade
pt+l
O Lema 4.4 descreve a falta de compacidade da imersao de p*"% (RN) em Lat1(RN). O
caso em que p = 1 foi provado no Lema 1.4, sem a necessidade da hipotese (4.18). Destacamos
que as sequéncias minimizantes para as quais aplicaremos o Lema 4.4, mostraremos que essas
satisfazem (4.18). Em relagdo a hipotese extra (4.18) lembramos também do seguinte resultado

de Browder e de Figueiredo [13, Proposition 2.1].

Observacgao 4.3. Sejam r,s > 1 tais que % + % = 1. O operador de Nemytskii M : L"(Q) —

L3(Q) definido por N(w) = |w|" 2w ndo € fracamente sequencialmente continuo se r # 2.
Isto diz que dada uma sequéncia (u,) C DQ’PPLI(RN) com Uy — u em DQ’%(RN) nao tem-se
necessariamente
19 13 2,24 N
/]RN |Auy|? ™ AupApdr — o |Au|r " AulApdr, Y eD” v (RY). (4.13)

No caso p = 1, a convergéncia u, — u em D>2(RY) ¢ precisamente (4.13), e foi esse fato
utilizado na demonstragao do Lema 1.4. Para a validade da convergéncia integral (4.13) para
p qualquer faz-se necessdrio assumir Au, — Au q.t.p. em RN. Mas, nesse caso, podemos
também aplicar o lema de Brezis-Lieb [11] para prossegquir com a demonstragao.

Lema 4.4 (Concentragao e compacidade). Seja (p,q) um ponto da hipérbole critica. Seja
(un) C DQ’%(RN) uma sequéncia tal que

Up — U em DQ’%(RN), (4.14)
|A(uy, — u)|ppi1 2\ no sentido das medidas em RV, (4.15)
lup — u|?™ 2 v no sentido das medidas em RY, (4.16)
Up = u q.t.p. em RY, (4.17)
Au, — Au q.t.p. em RY. (4.18)
Defina
Aoo = lim lim |Aun|p%1d:1:, Voo = lim lim |y, |7 dx.
R=oon=00 Jig|>R R=o0n=00 Jiz|>R

Temos entao
[v| 7 at T < STHIAYL (4.19)

p+l 1

vod T < ST, (4.20)
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ptl pt1
T | At = [8u]s + A + Aoo, (121)
n—oo D D
T +1 +1
nll_{%o‘u”‘gﬂ = |u\g+1 + ||v]] + Voo- (4.22)
+1 1
Mais ainda, se u = 0 e ||u\|p7m = S7Y\|, entdo X\ e v sio concentradas em um 1inico

ponto em comum.

Demonstragao.
Caso particular: u = 0. Provaremos (4.19) e (4.20), e que A\ e v sdo concentradas em um
Gnico ponto em comum.

A prova segue de maneira idéntica & demonstragio do Lema 1.4.

Caso geral: u nio é necessariamente nula e provaremos (4.19)-(4.22).
p+1 p+1
Escreva v, = u, — u. Entdo v, — 0 em D*'7 (RN, |Avn\pp S e |u,]|?t 2 vono
sentido das medidas em RV, e v, — 0 q.t.p. em RY, donde, do caso particular, segue (4.19).

Usando a hipotese (4.18), segue do lema de Brezis-Lieb [11] que

ptl , ptl ptl
|Au| 7 dx = h_>m |Auy,| 7 dr — |Avy,| 7 dz |,
|z|>R n—oo |z|>R |z|>R

Aoo = lim lim |Auy,| 7 dxr = lim lim |Avy,| P dz.
R—oon=00 Jiz|>R R—00n=00 Ji4|>R

donde

Usando agora a hipotese (4.17) e novamente o lema de Brezis-Lieb, obtemos
/ g = Tim / L — / o da | |
|z[>R " \Jel >R o[> R

Voo = lim lim |, |7 dz = lim lim v, |9 daz.

donde

Do estudo feito no caso particular, segue (4.20).

Agora procederemos para provar (4.21). Temos
ptl p+1
|Auy| 77 = XN+ |Au| 7. (4.23)

Com efeito, para toda f € Co(RY) temos, do lema de Brezis-Lieb aplicado a f* e f~,

ptl . ptl ptl
/ flAu| » dz = lim / flAuy| » d:n—/ flAv,| » dx | .

p+1

donde (4.23) segue pois |Av,| » = \.
Fixe R > 0 e considere ¢r € C®(RY) tal que ¢¥p(z) = 1 se |x| > R+ 1, Yp(x) = 0 se
lz| < Re0<v¢r <1em RYN. De (4.23) temos

S ptl S ptl ptl
lim |Auy,| P dx = lim / Yr|Auy,| P dm—i—/ (l—wR)d)\—l—/ (1 —¢r)|Au| 7 dx.
N n—o0 JpN RN RN

n—oo R
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Fazendo agora R — oo, segue do teorema da convergéncia dominada que

_ p+1 pt+l
lim lim |Auy,| P da::)\oo—l—/ 1d)\+/ |Au| » dx
RN RN

R—oon—o0 JpN

e portanto

p+l
nlLH;O\Aun\f%l = |Au

p+1
pin A+ Ao,
P

que é precisamente (4.21).

Para provar (4.22), primeiramente observe que
| |97 5 v |7 (4.24)

Basta notar que para toda f € C.(RY) temos, de Brezis-Lieb,

/ fluldz = lim (/ f]un]q+1d:v—/ fvn]q+1dw>.
RN n—0o0 RN RN

e argumentar como anteriormente, usando o fato de que |v, |97 = v,
Fixe R > 0 e considerando, g € C(RY) tal que ¢gr(z) = 1 se |x| > R+ 1, Yr(z) =0
se|z] <Re0<9r<1em RY. De (4.24) temos

lim lup, |7 dz = Tim / ¢R|un|q+1d:c+/ (1—¢R)du+/ (1 —g)|ulT dz,
RN n—oo JpN RN RN

n—oo
e portanto
e +1 +1
nlgglo\un\gﬂ = |U‘Z+1 + V]| + Voos
que é exatamente (4.22), encerrando a demonstracao do lema. O]

+1
Lema 4.5. Seja (p,q) um ponto da hipérbole critica. Se (u,) C V, € tal que HuanT =
pt1

]Aunlg — S, entdo, a menos de subsequéncia, u, — u em E(Q) e Au, — Au g¢.t.p. em S.
P

i1 il
Demonstracio. Se (u,) C V, é tal que HuanP = |Auy|,}y — S, entdo do principio

variacional de Ekeland [49, Theorem 8.5] segue que existe (vn)pC Vq tal que
p+l
(a) F(vn) := |Avy| 5 — S;
P
() flun — vnll = [Aup — Avy[pr1 — 0;
P
() [|1F'(va)|ls = miﬁ | F' (vy) — a)’(vy)]] — 0, onde ¢ é dada em (4.4),
[e7S]

ou seja, (vp) é uma sequéncia (PS)gs para o funcional F'|y, .
Como (uy) e (v,) s@o limitadas em FE(Q), existem w,v € E(Q) tais que, a menos de
subsequéncia, u, — u e v, — v em E(Q). Segue entdo de (b) que u = v. Para provar o nosso

lema, é suficiente mostrar que Av, — Av q.t.p. em €2, pois assim

Auy,—Av, — 0 em L%(Q) = Aup—Av, — 0 q.t.p. em Q= Au, = Av=Au gq.t.p. em .
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Do item (c), para cada n € N existe a,, € R tal que

|F'(vp)w — ant’ (vp)w| =
< op(D)]w|, Vw € E(Q).

1 1
p+/ \Avn\; "Avy Awdz — ap (g + 1)/ v |9 Lo wde
Db Ja Q

Como a sequéncia (vy,) é limitada temos

F'(vp)vn — ant) (vy)vp, = p+1/ |Avn| v dx—ozn (g+1 /|v |9
1
= P15 4 o] - anla + 1) = ouD),

ou seja,

e assim concluimos que

< op(D|wl]|, Vw € E(2).  (4.25)

/ |Avn|%_1AvnAwdx —[S+ on(l)]/ [0 |9 Lo wdz
Q Q

Do Lema 3.10, podemos supor que:

v, = v em FE(Q),

Vp — v q.t.p. em Qe em LY(Q) paratodo 1 <0 < q+1,

]Avn]p%l XX no sentido das medidas de €,

[0, |71 2 v no sentido das medidas de €,

e existem um conjunto de indices J no maximo enumeravel, {z;;j € J} C Q, {v;;j €
J},{Nj; 5 € J} C (0,00) tais que

V—]v|q+1+ZV]x, )\>|Au] -I—Z)\ Oz

jeJ jeJ
ptl _1 i#
Sv;* <, Vied, e ZV” ot
JjeJ

Para dar continuidade a nossa demonstracao, provaremos trés afirmacoes.
Afirmacgao 1: Se (v,) satisfaz (4.25) entdo J €, no maximo, finito.

Seja x3, € Q um ponto no suporte singular de A e v. Seja £ € C(RY), 0 < ¢ < 1 em
RY, £ =1 em By(0), suppé C By(0); para § > 0 defina &y(z) = £ (Y52). Do Lema 3.12 (i),
Eoun € E(Q) e € limitada. Fixado 6 > 0, temos, de (4.25),

on(1) = /]Avn];_lAvnA(ggvn)d:L‘— [S—i—on(l)]/ [0 |7 0 (Eguy, ) da
Q
= / ]Avn]p Avn(ngvn + 2V &y.Vu, +v,A&)dx — [S + o, (1 / |0, |9 Egd
= /ymny v &odx — [S + on(1) /|v |9 egda

+ /[]Avn]P AvnvnA§9+2|Avn|P AvnV@.an]dx
0
(4.26)
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Logo, argumentando como no Lema 3.13, ao tomarmos o limite quando n — oo em (4.26) e

depois fazendo 6 — 0, obtemos

0=\ — Sw, Vk € J.

p+1 1 p+1 1
Como Sv,” 7t < )\, obtemos v, > v’ ' para todo k € J, donde v, = 0 ou
+1 1 +1 1
1_pp q+1 pp q+1
vy, > 1, e consequentemente v, > 1. Por fim, como } v; < 00 segue que

JEJ
J deve ser, no méaximo, finito.
Afirmagao 2: Se K cC Q\{x;;j € J} & compacto, entdo v, — v em LI (K).
O argumento é idéntico ao do Lema 3.14.

p+l

Afirmacao 3: Se K CC Q\{z;;j € J} é compacto, entdo Av, — Avem L 7 (K).

Seja & como na demonstracao do Lema 3.14. Entao, de (3.29)

o
IN

/ (]Aun]%_lAun — \Au]%_lAu)(Aun — Au)dz
K

IA

/ (A7 Ay — |Auls " Au) (Aun — Au)Epda
Q
= /[|Aun| P o — |Aup P Aunéy — |Aulr T Au(A(uy, — u))éplde.
Q
Fixe 6 > 0. Como (&pvy,) € limitada em E(2), segue de (4.25) que

on(1) = /ﬂ vl P Avn (0 A + 2V 00V + & Avn)dar — [ + on(1)] /Q o+ g

on(l) = /Q \Avn\%_lAvn(vA@ +2Vu.V& + {Av)dr — [S + 0n(1)] /Q |vn\q_1vn§9vdx.
Entao
on(1) = /Q A5~ Ay (1 — ) A + 2/ A b~ A (Vo — V0).VE
| A7 Avp (Avy — Av)Ep — [S + 0 (1)] /Q |on| T L0 (Egvm — Egv)d,
e como &yv, — v em LITL(Q) temos
on(1) = /Q A7 Avp (vn — 0) AL + 2| Avy| 7 Avn (Vo — V). Ve
+ |Avn|%_1Avn(Avn — Av)&ydx

e argumentando como no Lema 3.15, usando a Afirmacao 2, concluimos entao que Av, — Av

ﬁ
em L7 (K). Consequentemente, a menos de subsequéncia, Av, — Av q.t.p. em . O
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Lema 4.6. Seja (p,q) um ponto da hipérbole critica. Toda sequéncia (u,) C Vy tal que
Ju(un) = ¢ <8, |1, (un)[l« = 0 (4.27)

admite subsequéncia convergente, onde ||.||« denota a norma da deriwada da restri¢io do

funcional J, a variedade Vg, e ¢ dada por

175 ()l = min |7} (u) = X (u)ll, Vu eV,

e S € a constante de Sobolev para o imersio p>* 2 (RN) < LITL(RN).

Demonstracao. Se (uy) satisfaz (4.27), entao
0 < Ju(up) —c,
e existe sequéncia (\,) C R tal que
1T}, ()l = (17}, (n) = Ant" (un )| = 0.
Logo existe (oy,) C R, com o, — 0, tal que

|Aun|%71AunAwdx — ,u/ \unﬁflunwdaz - )\n/ | upwdz| < oy ||lw|], Yw € E(Q).
Q Q Q

A sequéncia (uy) é limitada em E(). De fato,

1

+

p

ptl ptl
lunll > = lfunll 7 — pilund 2 + pltinl o = €+ 0n(1) + pluin] 2
p p

»:‘m‘

p+1 p+1

Como (uy,) C V;, segue da imersdo de LITH(Q) em L » () que (uy) é limitada em L » ()
e portanto a limitacdo de (uy) em E(Q).

Assim

‘/[Aun”f N e )\n/ |0 dx
Q Q

ou seja, A, — ¢ > 0.

< opllun|| = Ju(un) — Ay =0,

Se ¢ =0, entao

1

+

pt+l pt+l p
0= <1_M> lanll > = anll > = L~ anll % < ol — il 2y = ulutn) = 0,

p1(92) 1 (S2)

donde (u,) converge fortemente para 0 em E(f).

sfis]

D
Se ¢ > 0 entdo A\, > 0 para n suficientemente grande. Faca entdo v, = A\;* ' u,. Temos

_p p+1
L) = 0 [IAOF )P = N Flde = — [ Il da
p+1 p(g+1)
— P T ) — —apr T o P L 2
p+1 qg+1 p+1 qg+1
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L (op)w| = [\A(A,Fun)y%*A(AFun)Aw—mAFuny%*(AF%)w]dm

_p
— /|)\pq Y9 1 P g )wdx

— )\pq—l
— n

1
/ [|Aun|5_1AunAw — ptlun|? P w — An|un| 7 upw]de
Q

< opllw|| =0, Ywe E(Q),
com I, dado por (3.12). Logo
2 _pN_ 2 ,_pN_ ,
Ii(vn) — NcZ(pH) < NS%)H) e I(vn) — 0.

Do Lema 3.18 segue entao que (v, ) admite uma subsequéncia convergente, donde (u,,) também
admite subsequéncia convergente, ficando provada a condicao (PS). para o funcional J,, se
c<S. O

4.3 Multiplicidade de solucoes

Nesta se¢do, faremos novamente uso do Teorema 1.8. Em nosso contexto, X = E(Q),
u) = [q [u|"dz and ¢ = J,.

Lema 4.7. Sejam 0 < p < p1(Q2) e (p,q) um ponto da hipérbole critica na regido nao-critica
associada ao problema (Pj). Entao existe v € E(Q)\{0}, com v >0 em Q, tal que

p+1l p+l
ol _ AvTed vl
T = T <S. (4.28)
‘”’qil ”U|q+1

Demonstragio. Sem perda de generalidade, suponha 0 € Q. Seja & € C°(RY) uma funcao tal
que 0 < &(x) < 1, para todo z € RV, £ =1 em B(0,p/2), £ =0 em B(0,p) e B(0,p) CC L,
p > 0. Escreva

Us(x) := &(x)ihs(x), © € RN, 0 < § < p/2,

plp(2—n)+2]

onde 5 =S 20t0% 5 e ps(x) = pso(z) & dado por (3.4). Entao

1
[ s Far=s e [ plrtids =1
RN RN
e, ver [35] eq. (6.4) and eq. (6.3) respectivamente, temos

- S+ O0(PIN=2=2) g p< %,
el +1 N

AUs|, 0, =4 S+]logd]» O(F7), se p= 5y, (4.29)
’ 5’+O(5%), se p> s,
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1+0(PN), se p<%,
Usl7H g = 3 1+ log 87 0(80V22) se p= L (430)
—2)— N
1+ 0(81N=2-2) " se p> 5

Fazendo s = 1/p no Lema 3.21 obtemos das estimativas (3.42), (3.43) e (3.44) que

OFHN=D2 4 (D) se N <2(281)
pt1l
Usl 20 =4 C825 |log 8| + O(82"% ), se N=2(1), (4.31)
P P P 2
8" +0(52%1), se N>2 (pH) ,
sep < %; que

N N
Cér +o(d7), se N<2(p+1),

e gp+tl opt+l
IUsliz O 7 |logd|+0(8° 7 ), se N =2(p+1), (4.32)
gp+tl opt+l
Cé" v +o(6"7 ), se N>2(p+1),
se p> %; e que
+1
X 0|log<s| o +[1ogd] '+ o8 5%), se N <2(p+1),
= +
Us| i = " log 8] + |log 8|7 O(8*7 ), se N=2(p+1), (4.33)

)

052’%1 o827, se N>2(p+1),

_ _N
se p= x5-

No caso em que p < w5, segue de (4.29), (4.30) e (4.31) que existe uma constante
C =C(N) > 0 tal que

2
pil pt1 S — uCsPIN=2-2 4 O(P(N-2)-2) o N < 2 (2F1)"
AT, — lUsl 2y 8 ol b (*5.)
» » gp+1 2m +1
— =9 §—pucCs P\log<5!+0( ), se NZQ(%) ) <5
Us|, 2 2
|Usly 1 S — uCs? 5 +O(5 ), se N > 2<p+1)

2
para N > 2 <%) e 0 > 0 suficientemente pequeno. Uma conclusio anéloga é obtida para
o caso em que p > N/(N —2) e N > 2(p+ 1), usando-se (4.29), (4.30) e (4.32), e para o caso
em que p=N/(N —2) e N >2(p+ 1), usando-se (4.29), (4.30) e (4.33). O

Lema 4.8. Se 0 < u < pu1(Q) e (p,q) um ponto da hipérbole critica na regiao nao-critica
assoctada ao problema (Pj), entao

m(p, Q) < S

e existe u € Vg tal que J,(u) = m(p,2), com m(u, Q) dado por (4.5). Além disso, qualquer
u € Vy satisfazendo J,,(u) = m(u, Q) é, a menos de substituir v por —u, tal que u, —Au >0

em SQ.
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Demonstra¢ao. Do Lema 4.7, existe v € E(Q2)\{0} ndo negativa tal que

pt+l p+1
[Avl 0y = plol 5y
e <S5
|,U|q—il
Definindo w = v/|v|g41, temos w € V, e
pt1 pt1
pt+1 pt1 |Av|é 7M|U‘é
Ju(w) = |Aw] 2, — plwl 2, = e <5,
3 g |U‘q—i1

donde

Pelo Lema 4.6, ‘]M|Vq satisfaz a condigao (PS)., com ¢ = m(u,€2). Do Teorema 1.8, J,, assume

um minimo, isto &, existe u € V; tal que

Ju(u) =m(p, Q) = 521‘2 Ju(w).

Mostremos agora que, a menos de substituir u por —u, temos u, —Au > 0 em ). Como
u € E(Q) é tal que

Pt Pt
o1 — plul i =m(p, Q) >0,

P p

|U|Q+1 =1, |Au

segue do teorema dos multiplicadores de Lagrange que u é solugao da equacao

A(\Auﬁ_lAu) :u\u]%_lu—i—m(u,ﬁ)]u\q*lu em €,
u, Au =0 sobre 0f).

Considere entao w a solucao do problema

—Aw =|—Au| em €,
w =0 sobre 0Of).

+1
Como —Au € LPT(Q), segue que w € E(Q) [23, Theorem 9.15] e do principio do maximo
segue que w > |u| em Q. Logo, —Awu tem sinal definido em  ou w > |u| em Q. Suponha

entdo w > |u| em Q e tome W = w/|w|g41; entdo [Wlg41 =1e

_ p+l _ pt1 1 p+1 p+1
m(n, Q) < LﬁAwp —va1m=ﬁ,/wmwp—uww]w

‘w|qil

pt1 ptl ptl ptl
< AﬂAww)—umpwm<AﬁAup | )z = m(p, ),

uma contradicao. Portanto, —Aw tem sinal definido em 2, digamos, —Au > 0 em (2, e
consequentemente u > 0 em €. E facil verificar entdo que v = m(p, Q)ﬁu é ponto critico
nao negativo do funcional I, dado em (3.12), e do Lema 3.8 e do principio do méaximo forte

temos v, —Av > 0 em (2, e o resultado segue. 0
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Lema 4.9. Se Q e Qo sdo dominios requlares limitados em RN tais que Q1 CC o,
0 < pu < () e (p,q) é um ponto da hipérbole critica na regiGo ndao-critica associada

ao problema (Pj), entdo m(p, Q1) > m(u, Q).

Demonstrag¢ao. Primeiramente observe que p1(€Q2) < p1(£21). A prova deste fato pode ser
feita usando argumentos de extensdo exatamente como o que segue nesta demonstracao.
Do Lema 4.8, seja u € F(4) tal que u, —Au >0 em Q e

+1 +1
[ teirttds =1 [ =l e = i 00),
1 1
e seja w solucao do problema

“Aw=_Au em o,
w =0 sobre 09,

onde ~ denota a extensdo por zero fora de 2. Note que w > 0 em 9 e w > u em .

Escrevendo w = w/|w|g41,0, temos |W]g41,0, =1 €

__ ptl _ptl 1 p+l p+l
m(u, Q) < /Q (8w — ) de = —a— /Q 18w — |5 Jda
2 ’w|q—il,92 2

pt1 ptl pt1 ptl
< [ 18wl e < [ aalT = el e = m(n00),
QQ Q1
e o resultado segue. O

Lema 4.10. Se Q = B,(0) CRY, 0 < pu < 11(B,(0)) e (p,q) é um ponto da hipérbole critica
na regido nao-critica associada ao problema (P}), entao m(u, p) € atingido por uma fungdo u.
Além disso, qualquer funcdo u nestas condigoes € tal que u e —Au sio radialmente simétricas

e, a menos de substituir u por —u, tem-se u, —Au >0 em B,(0).

Demonstragao. Ver Teorema 3.6 (iv). O

De acordo com [23, Theorem 9.9],se f € L"(RV), 1 < r < 00, e w & o potencial Newtoniano
de f entdo w € D>"(RN) e —Aw = f q.t.p. em RY. A partir disso podemos construir uma
isometria entre os espacos L"(RY) e D27 (RV).

Lema 4.11. Se 1 < r < oo, entdo —A : D>"(RN) — L"(RN) € um isomorfismo isomélrico.
Demonstragio. Observe que —A esta bem definida e é linear. E uma isometria, pois
| = Aulr = [lullp2r;

e é injetora, pois
—Au=0<% ||ullpzr =0 u=0.

Para mostrar que —A é sobrejetiva, basta mostrar que —A(D?"(RY)) é denso em L"(RY).

Para isso, é suficiente mostar que

CZ(RY) € —A(D*(RY))
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ou seja, que dada f € C°(RY) existe u € D?"(RY) tal que
—Au=f qt.p. em RV,
Mas isto é garantido por [23, Theorem 9.9]. O

Lema 4.12. Sejam 1 < r < 0o e (u,) uma sequéncia em D>"(RN). Entdo u, — u em
D27 (RN) se, e somente se, Au, — Au em L™ (RY).

Demonstragio. A demonstragao segue o mesmo raciocinio do Lema 3.12 (ii), usando-se agora
o resultado do Lema 4.11. O]

Defina agora a aplicacao baricentro 3 : Vy; — RN por

/\Au! v xdr
(4.34)

/\Au] »dx

+1
Lema 4.13. Seja (p,q) um ponto da hipérbole critica. Se (un,) C Vy € tal que ||uanT — S,
entio dist(B(uy),2) — 0.

Demonstra¢go. Suponha, por contradi¢ao, que dist(5(uy),2) /4 0; existe entdao r > 0 tal que,
a menos de subsequéncia,
dist(B(uy), ) > r.

—_——

Sejam vy, = Uy /|Aup|pr1 € E(Q) e wy, o potencial newtoniano de | — Awv,|, onde ~ denota a
P

+1
extensao por zero fora de Q. Entao, de [23, Theorema 9.9] sabemos que w,, € DQ’pT(RN) e
—Aw, = | — Av,| q.tp. em RY.

Em particular, (w,) é limitada em D> (RN) donde, a menos de subsequéncia,

2Jrl

(RY),

wy, —w em DY

ptl . . N
|A(wy, —w)| » — X no sentido das medidas em R,

* . .

lw, —w|?™ 2 v no sentido das medidas em RY,
N.
wy, = w q.t.p.em RY;

combinando agora os resultados dos Lemas 4.5 e 4.12 concluimos também que
Aw, = Aw q.t.p. em RV,

Entdo como wy, > |, em RY, temos do Lema 4.4 que (por 2 ser limitado Ao = Vs = 0)

\+~a\+

1—¢Aw| + 1Al (4.35)
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1
- <« g+1
e wlgry + vl (4.36)
) ptl 1 1 ptl 1 ptl
vl 7 a1 < SIAlL - wldy < S\Awli (4.37)

ptl
Com isso segue que o par (|Aw|,%,,[|Al]) € {(1,0),(0,1)}. Com efeito, de (4.37) temos
p

1 )P 1 ptl . 1
lv] < WH)\H(H )p+17 |w,gil = (|wl,” )(q+ )32 < mm |3i1,
’ P
e entao de (4.36)
1 1 1 1 bp.
m = |w‘tqlil + HVH < m“Aw"& + ||)\||(Q+ )p+1]
P ? .
ou seja,
Al + AR > 1 )

pt1
De (4.35) e (4.38) e como (g +1);%7 > 1, segue que (JAw|,f,, [|Al]) € {(1,0),(0,1)}.

p
p+1
Suponha agora que [Awl|,}, =1 e |[A[| = 0. Entdo, de (4.37), segue que [|v|| = 0, o que

implica, de (4.36),

=

1 pt1
§<| |q+1 —= S

p+1 1
P —
p+1 ptl
e entdo ]Aw|é/|w\q_’;l = S. Logo, a menos de multiplicacdo por escalar, w é uma solucao

P
nao trivial e positiva da equacao
1
A(|Aul»'Au) = u? em RV,

e entdo, w, —Aw > 0 em RY. Mas, para toda ¢ € C3°(RY) temos

1
/ |Awn—Aw]pZ<pd:r—>/ wdA =0
RN RN

o que implica, em particular,
p+1 p+l oo (mN
|Aw, — Aw| 7 @dx + |Aw| 7 pdr — 0, V¢ eC(RM\Q),
Q RN\Q

e entdo —Aw = 0 em RV\Q, o que é uma contradicio.
pt+1

Dessa maneira, |Aw\g =0 (e de (4.37) segue que w =0) e ||A|| = 1. De (4.36) e (4.37)
P
+1
segue que ||V||p7q$1 = S7L|A||l. Portanto, do Lema 4.4, segue que \ estd concentrada em um
tinico ponto y € RY. Afirmamos agora que y € €.
De fato, supondo que y € RV\Q, tome 1 € C°(RY) tal que ¢ = 1 em Br(y), para algum
R > 0 e supp(v) NQ = (. Entdo,

. pt1
=\{y}) = / Pd\ = lim / Y| Awy,| P dz =0,
RN n—oo RN
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o0 que é claramente uma contradicio. Portanto, y € Q e tomando n € C*(RY), n =1 em Q,

temos
Jo 18| 5 d
Up| P xdx p+l ptl
Blu,) = =L - pzs) :/ |Avy| » xdx:/ |Aw,| P axn(z)dx
Jo [Auy| 7 da Q RN
- an(x)d\ = yn(y) =y € Q,
RN
o que contradiz nossa hipdtese inicial. O

Sem perda de generalidade, suponha 0 € 2. Seja r > 0 suficientemente pequeno tal que
QF = {z e RN dist(2,Q) <r} e Q. = {z € Q;dist(z, Q) > r}
sao homotopicamente equivalentes a € e tal que B,.(0) C €. Defina também o conjunto
T = {u € Vi Ju(w) < mp,r)},
que é nao vazio; ver Lema 4.9.

Lema 4.14. Seja (p,q) um ponto da hipérbole critica na regido nao-critica associada ao

problema (P3). Entdo existe 0 < i < p1(2) tal que, para 0 < p < i,
we JMET) = Bu) € QF.

Demonstracao. Se u € V,, da desigualdade de Holder segue que

ptl 2(p+1)

pr2 pg—1
11 [QPED = Q7PN (4.39)

ptl
lu| 21 < [ul
P
Do Lema 4.13, existe € > 0 tal que
ptl
ueVy, |ull,fy <S+e=Bu) e Q.
P

2(p+1)

Tome entao @ := ¢/|Q »N | para € > 0 tal que 0 < 1 < p1(2). Logo, se 0 < u < e
u € J,T(”’T), obtemos, de (4.39) e do Lema 4.8,

o1 pil ptl ptl ptl
ful 77 = ull 7 = plul iy + plul by = Ju(u) + pluf 2
p p P
el 5 2(p+1)
< m(p,r) ol <S4+ — 7|9 =S +e
P Q|7
de modo que B(u) € QF. O
Considere as hip6teses e 1z como no Lema 4.14. Para 0 < p < iz defina v, : 2,7 — Jﬁl(“’r)
por
YWwly): 2 — R
wy(z) (4.40)

r — () (o)
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onde w, € solugao do problema

—Avy(z —y), sex € B.(y),

—Awy =z, em (),
0, se x € Q\B,(y),

com z,(x) =
wy = 0 sobre 0}, () {

onde, ver Lema 4.10, v, ¢ radialmente simétrica, v,, —Av, > 0 em B,.(0) e
+1 +1
/ ol de = 1, / (805 = ploal* ]de = m(u, ).
B;-(0) B;-(0)

Lema 4.15. Seja (p,q) um ponto da hipérbole critica na regido nao-critica associada ao
problema (P3). Seja 0 < p < T, onde T € dado pelo Lema 4.14. Entao vy, : Q. — J,T(“’T)

estd bem definida, é continua e

(Bov)(y) =y, Vy € Q. (4.41)

Demonstrag¢ao. Primeiramente, observe que |23, Theorem 9.15| garante que v,(y) € E(2) e
pelo principio do méximo forte, temos wy(x) > vu(x — y), para todo € B,(y) e y € Q.

Entao
/|Awy| ? dq:—/ |Av,| 7 de, /\wy|’de>/ ol % da
B(0) Q Br(0)
/ |w, |7 e > / v, |9 e = 1.
) B,(0)
Logo,
wy () ptl
L) = g (s +1> e VA e
- Q+1
pt1 ptl ptl pt1
< /|Awy| P dx—u/ ]wy\ P da:ﬁ/ |Avul P d:c—u/ o] P dx
= m(p7),
(pr) (kr)

ou seja, v, (y) € J.' para todo y € Q e daf v, : Q7 — J," esta bem definida.
A continuidade de 7, ¢ uma consequéncia da regularidade de v,. Para provar que 7,
¢ continua, ¢ suficiente mostrar que ¥, : . — E(Q), definida por 7,(y)(z) = wy(x), &

continua. Se y, — y em )7, entdo

p+1 ptl ptl ptl
1Vu () =T, W7 = AT (Yn) = T (W) 51 = [Awy, — Awyl 01 = |2y, — 2], 00
p p
1
-/ [Av(o = ) = Aoyl )] P o+ Avu(z =yl '+ da
B (yn)mB (y) BT'(y’!L)\BT'(y)

_l’_

p+1
/ |Avy,(z —y)| » de — 0,
Br(y)\Br(yn)

pois Av, : B,(0) — R é continua.
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Finalmente, para todo y € Q-

ptl ptl ptl
/ |Av(2)| 5 (2 + ) / Av(2)|F 2dz / Av(2)|F dz
_ /B _ /B L B0

/ |Avu(z)|p%ldz / |Avu(z)|pTJfldz / |Avu(z)|p7+1dz
r(0) By (0) B(0)

pois Av,, é radialmente simétrica. O

p+1
/ Ay e / Avu(z — )|+ ade
Br(y)

N N N
Br(y)

(Bov)(y) =

Lema 4.16. Se (p,q) é um ponto da hipérbole crilica na regiGdo ndo-critica associada ao
problema (Py) e 0 < u < @i, onde [t é dado no Lema 4.14, entio catJm(M,w(J[Ln(”’r)) > catq ().
n

Demonstracao. Se cat P T)(J m(j,r )) o0, nada a fazer. Se cat P T)(J (e )) = n, entdo

T = AU A U ..U Ay,

m(p,r)

onde A; é fechado e contratil em J, , para todo j = 1,...,n, ou seja, existem aplicacoes

h; :[0,1] x A; — J;n(“’r) continuas tais que
hj(0,u) =u, h;j(l,u) =w;, Yue A (4.42)

Considere entdo B; = v 1(4;), onde v ¢ dada em (4.40). Os conjuntos B; sio fechados e
Q- =By UBaU...UDB,. Defina, para 0 < p < 11, as fungoes

gj - [0,1] XBj — Qj_
(t,y) = gi(t,y) = B(hi(t,v(y)))-

Do Lema 4.14, as func¢oes g; estao bem definidas, e de (4.41) e de (4.42) segue que

9i(0,y) = B(hj(0,7(y))) = B(Y(y)) =y, Yy e B,
9i(Ly) = B(h;(1,7(y))) = B(w;), Yy € By,
Portanto, os conjuntos B; sao contrateis em Q;F, donde

cato(2) = catg+(2,) < n = cat m(,”)(J m(pr)),
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Conclusao da prova do Teorema 4.1

Dos Lemas 4.6 e 4.8, para ¢ < m(u,Q) < m(u,r) < S, JH|Vq satisfaz a condicao (PS)..

(.“"r) Jm(#v"'))

o
pontos criticos de JN|Vq7 ou seja, do Lema 4.16, para 0 < p < @, temos a existéncia de, pelo

Do Teorema 1.8, com d = m(u, ), segue que JZZL contém, pelo menos, catJm(M,,«)(
N

menos, cato(2) pontos criticos de JM‘Vq'

Seja n = catq(Q2). Sejam ui,ug, ..., u, € V; pontos criticos do funcional JM‘Vq tais que
Ju(u;) <m(p,r) < S, i=1,...,n (4.43)

descritos no paragrafo anterior. Pelo Lema 4.2 sabemos que, a menos de substituir u; por
—uj, temos u;, —Au; > 0 em €.

Por outro lado, para cada j = 1,...,n, existem \; € R tais que u; satisfazem
1 1
/ |Auj|17_1AujAvdx = u/ |uj|P_1]ujvdx+)\j/ ;| tujude, Vo € E(Q).
Q Q Q
Como u; € V; temos u; # 0 e

ptl ptl
3= [ e = g = [ 180l =y o> (4.44)

P
Portanto, para cada j = 1,...,n, w; := )\j‘.’qfluj é ponto critico nao-negativo do funcional

I, dado em (3.12), e como u; # u; se j # 4, segue que w; # w; se j # i, o que conclui a

demonstracao do teorema. [






A

Sobre o teorema do passo da

montanha

No Capitulo 3, mostramos a existéncia de solu¢do para o problema (P;) através da
geometria do passo da montanha do funcional I,, dado por (3.12); ver Proposicao 3.20.
O objetivo deste apéndice é apresentar uma prova alternativa, sem exigir que p > 0 seja

pequeno, de que ponto critico u € E() do funcional I, obtido através dessa geometria pode

ser tomado de modo que u, —Awu > 0 em 2.

Teorema A.l (Teorema do passo da montanha, Ambrosetti-Rabinowitz, 1973). Sejam X

um espago de Banach, I € CH(X,RN), e € X er >0 tais que || > r e

b:= inf I(u)> I(0) > I(e).

[ull=r

Se I satisfaz a condigdo (PS). com

:= inf I(~(t
¢:= inf max (v(®))

[:={y€C([0,1], X);7(0) = 0, I(¥(1)) < 0},
entao ¢ é um valor critico de I.
Defina agora
C: = inf max I,(y(t)),

~eT+ te[0,1]

105
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= {y €C([0,1], E(2));7(0) = 0, I,(v(1)) < 0,—Ax(t)(x) > 0,Vt € [0,1], qt.p. z€Q};

entao

F+CI’:>CMSCZ,

onde I' ¢ dado por (3.15) e ¢, por (3.14).
Agora, dado v € T, para cada t € [0, 1] defina y*(¢) por

A = |- A1) em 9,
v*(t) =0 sobre 9.

Segue entao que:
(i) v (t) € E(Q) e —AyT(t) > 0 em §, para todo t € [0,1].

(ii) v* € C([0,1], E(Q2)):

v () =T @) = JAGT() - A(v*(t’))l%l = [|A(y(t))] — \A(v(t’))!\%1
< JJA((t) - A(v(t’))ll% = |A(y(t) — A(’Y(t/))|PTH
= v =),

e a continuidade segue, pois v € C([0, 1], E(R)).

(iii) Temos

SAYH0) = |~ Ay(0) =0 em ©,
7+(0) =0 sobre 99,

e da unicidade de solugao segue que v (0) = 0; do principio do maximo, y*(t) > |y(t)| >
0 em €, para todo ¢ € [0, 1], donde

I p+1/'A N F o=t [0 F do = — [ o1
< —

<2 /A<<>>|pda:—u+1 Iv(t)”dw—q/g (O] ds

= I,(v(t)), Vtel0,1],
(A1)

e segue que
I(v*(1) < L,(»(1)) <0.

Assim, concluimos que vyt € I't. Logo, se v € T, segue de (A.1) que

max I, (v*(t)) < max I,(v(t)),

te[0,1] te(0,1]

e portanto

= inf L,(y(t)) > inf I £)) > inf L,(B(
Cp = i%rf&%’ﬁ p((1)) ;grtrg[% L)) ﬂlenmfé“[a”i p(B(t) =

=
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ec, = c;f. Concluimos entao que os caminhos v do passo da montanha para definir o nivel ¢,
(infimo em relagdo aos caminhos) podem ser tomados, sem perda de generalidade, de modo
que

—Ax(t)(xz) > 0,vt € [0,1], q.t.p. =€ Q.

Teorema A.2 (Principio Minimax Geral). Seja X um espag¢o de Banach. Sejam My um
subespago fechado do espago métrico M e T'y C C(My, X). Defina

= {7 € C(MvX)aﬁy’Mo € FO}
Se ¢ € C1(X,R) satisfaz

oo < ¢:= inf sup p(y(u)) > a:= sup sup p(yo(u)),
Y€l ueM Y0€lo u€My

entdo, para todo € € (0,(c —a)/2), § >0 ey €T tais que
sup(pon) <c+e,
M
existe u € X tal que
a) c—2e < p(u) <c+ 2,
b) dist(u,y(M)) < 24,
c) llg'(u)|l < 8¢/d.
Demonstragao. Ver [49], Theorem 2.8. O

A demonstragao do Teorema A.1 segue do Teorema A.2, fazendo M = [0, 1], My = {0,1},
I'o = {y : {0,1} = X;7(0) = 0,¢(y0(1)) < 0}. Além disso, o item (b) do Teorema A.2
fornece uma localizagao da sequéncia (PS). obtida pela geometria do passo da montanha.

Do exposto anteriormente, podemos substituir I' por I'". Logo, para cada n € N existe

(un) C E(Q2) uma sequéncia (PS)., e v, € 't com sup I,(7a(t)) < ¢+ on(1) tal que
te[0,1]

(A.2)

S |-

dist(un, ¥ ([0, 11)) = min flun = (O] = lun = 3n{tn)| = [Atn = Agn(tn)lon <

Como I, satisfaz a condigao (PS).,, ver Lemas 3.18 e 3.19, a menos de subsequéncia, existe
u € E(Q) tal que
p+1

u, = u em FE(Q), o queimplica Au, — Au em L » (),

e entao, de (A.2),
ptl

Ay (tn) = Au em L7 (Q),

e como —Av,(t,) > 0 q.t.p. em £, segue que —Au > 0 g.t.p. em Q e, por fim, do principio

do méaximo temos entdo u > 0 q.t.p. em €.
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Temos ainda v, (t,) uma sequéncia (PS)., para I,,. De fato

Yn(tn) = u em E(Q) = I,(y(tn)) = Iu(u) = cu;

I (mEDN = I (a(tn)) = I (un) + L (un) — I, (u) + I (un) |
< ML (m(tn)) = L)) + [11,(w) = L (un) || + (1], (un) |
= on(1),

pois I, € CH(E(Q),R).

Observacao A.3. Para operadores elipticos de sequnda ordem um argumento semelhante
pode ser usado. Desta vez substituindo o caminho ~(t) por |y(t)].
Mais geralmente, o argumento anterior também pode ser empregado para o poliharmonico

A¥ com condicio de contorno de Nawier.
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