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The topological principle of Wazewski for
integro-differential equations and its
applications to the asymptotic Dbehavior

of repulsive systems.

SUMM ARY

Luiz Antonio Vieira de Carvalho Adviser: A.F. Izé

In this work we present, in Chapter I, some re-
sults about existence, uniqueness, continuation and con
tinuous dependence upon initigl data,:of the solutions °

of systems of integro-differential equations of the type

x'(t) = £(t,x(t)) + jﬁg(t,s,x(s))ds.:
: a ,

Then, in Chapter II, we use the abéve mentioned
results to present an extension of Vlaze&ski*s topological
principle for these equations, following the ideas of N.
Cnuchic's work [if], which vis devoted to retarded

functionagl-differentigl equations.

Chapter III is devoted to some applications of
" the method presented in Chapter II to the study of the
behavior of the solutions.of‘syStems of . second order,
including the systems with repulsive forces, These appli
cations are based on the works of V.D. Tiédorov [7,@

Also, in this chépter, we present some resultsabout the'
ésymptotic behavior of solutions of systems.of integro-

~differential of second order,'due ﬁo N.Onuchic [ii]for

the case of retarded functional-differential equations.
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INTRCDUCAQ

§ 1. Histdérico.

Em 1947, Wazewski [22] introduziu um novo método de
angdlise qualitativa das solucoes de sistemas de equagOes
diferenciais, o qual é atualmente conhecido por ™método
topoldgico de Wazewski". O método topoldgico de Wazewski

tem grande alcance, por exemplo, na investigagéqxdo come

1,
Wi

portamento (limitagao, periodicidade, assintoé@cidade)
it
das solugdes de um sistema de equacdes diferenciais do ti

Po
(1-1) dx/dt = £(t,x),

escrito sob a formg vetorigl.

A utilizagdo do método topoldgico de Wazewski em di
ferentes problemas concretos tem conduzido &s suas virias
generalizagoes. Assim, para se ter umg idéia, Albrecht
E,Z], usando o conceito de retrato por deformacao, esta-
beleceu um'anélogo do teorema de Wazewski que é aplicéa-
vel gos sistemas autdnomos para demonstrar a ex}sténcia
de solugoes periddicas, em 1954; nesse mesmo anég A.Plis
[}éj, usando g idéia de re%rato por deformacao quase-iso
tédpica, demonstrou um teorema do qual, comocasos particu
lares, se deduzem os teoremas de Wazewski e Albrecht, co
mo mostra A.F. Izé'[ié]; posteriormente, Bielecki[2,3,4]
estendeu os teoremas de Wazewski e Plis para o oaéo em
que é violada a unicidade da solugao do problema de Cau-
chy para o sistema (I-1); em 1961, V.D. Piddorov [T7],
utilizou o conceito de fungao polivalente pars conseguir

uma extensao do método topoldgico de Wazewski aos siste-
mas de equagbes integro-diferenciais do tipo
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t
(1-2) X'(t)‘;f(trx(t))”‘ f g(t,s,x(s)) ds,

a

escrito sob a forma vetorial; ainda nesse artigo e tam-
bém em [8], Fiédorov estende &s equagOes integro-dife
renciais alguns resultados de Wintner [23] eMikolajska
[13, l{] referentes a'sistemas de equagoes diferenciais
ordindrias de segundé-ordem com forcas repulsivas; fi-
nalmente, em 1967, N. Onuchic [:lﬂ estendeu as equagoes
diferencigis funcionais com retardamento os resultados

de Wazewski, Wintner e Mikolajska.

§ 2. Este trabalho.

Na verdade, na extensdo feita por Fiédorov em [ 7],
apesar de utilizar na maior parte de seu ‘trabalho 0s
conceitos de fﬁngEo polivalente e de quase-retrato (es
te dltimo, introduzido pelo préprio Fiédorov), ele se
restringe ao conjunto dos pontos onde (I-2) admite S0
lugao unica e considera (I-2) essencialmente como ten
do um comportamento anidlogo ao das equagoes diferenciais
ordindrias. Desse modo, os conceitos de ponto de saida,

salda estrita e de conjunto polifacial regular por ele

introduzidos sao os mesmos dados por Wazewski em_[?é].

0 presente trabalho pretende apresentar uma exten-
sao do método topoldgico de Wazewski para sistemas de

equagoes integro-diferenciais do tipo (I-2) adotando

uma linha semelhante & estabelecida em E’Lﬂpor N.Onuchic.
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‘Isto se deve ao fato de termos dbsefvado que as equa-
¢des integro-diferenciais e as equagles diferenciais fin
cionais com retardamento apresentam certas analogias no

" que diz respeito & exist@ncia, unicidade e prolongamen-

to das solugdes.

Assim procedendo, conseguimos o0s mesmos resultados
obtidos por Fiédorov, porém, pensamos, em um contexto que
torpa as definigOes acima citadas muito mais natﬁrais.
Una outra vantagem de termos seguido a linha do profes-
sor N. Onuchic, consiste no fato de que, desta forma,
pudemos estender aos sistemas de equagOes integro-dife-
renciais os resultados por ele obtidos referentes ao com
portamento no futuro das solugoes de sistemas de equa-
¢0es diferenciais funcionais de segunda ordem. Destar
te, os teoremas 3-2il, 3-2.2, 3-2.3 e 3-2.4 &0 no

vos no que diz respeito ae equagdes integro-diferenciais.
0 trabalho & constitufdo de trés capitulos.

Yo Capf{tulo I, apresentamos os conceitos e fatos
bdsicos ao desenvolvimento do método  topoldgico de
Wazewski. Os teoremas l-2.1, 1l-2.2 e 1-4.1 apre~
sentados neste capitulo sao inspirados nos hom8nimos dg
dos em [ii]. As hipéteses sobre f e g que ali faze-
mos nao sa0 as mais gerais poseiveis, mas as mais ade —
quadas g0 objetivo de justificar a hipétese (B) formulg

da no fim do capitulo.

No Cap{tulo II desenvolvemos o método topolégico de

Wazewskl para sistemas de equagdes integro-diferenciais

do tipo (I-2).



No Capitulo III fazemos aplicagdes do método desen
volvido no Capitulo II, para estudar o comportamento as
sintédtico das solugdes de sistemas de segunda ordem, re
pulsivos, adaptando os resultados de Fiédorov E],é_-] Ain
da nesse capitulo, apresentamos para as equagoes inte-
gro-diferenciais os resultados j& mencionados de N. Onu
chic, obtidos originalmente para as equagbes diferenci-

ais funcionais com retardamento.

Para finalizar este paragrafo, resta-nos  afirmar
que a simbologia aqui utilizada é, em sua maioria, a con
sagrada pelo uso. Alguma variagao que aparecer, seri

devidamente esgseclarecids.



" GAPITULO I

0 principel objetivo deste capitulo é o"de apresen.
tar alguns resultados da teoria das equagdes integro-di
ferenciais relativos & exist@ncia, unicidade, prolonga-
mento e depend&ncia continua em relagao s condigdes ini
ciais, das solugdes de tais equagdes, reéultados estes
bésicos para o desenvolvimento dos capitulos II e III.
Na maior pa‘rte das vezes, a utilizagao de tais resulta-
dos estara implicita, dai uma forte razao para' dedicar-
-lhes este capitulo inicial.

§ 1. Bquagdes integro-diferenciais.

A8 equagOes integro-diferenciais, como o préprio
nome indica, sao e'quaqb’-es' onde as fungGes incégnitas apa
recem sob os sinais de derivagao e integragao. Tais

equagdes surgem naturalmente em certos problemas da Fi-

sica (veja 1:22!:], p.138).

Estaremos, neste trabalho, interessados em siste —
mas de equagdoes integro-diferenciais de primeira ordem,

no 'séntido que, abaixo, tornamos preciso:

Seja E= R*_ an onde R denota a reta real,R+= E;,m),

k k ..'2‘)'1/2.

R" munido da norma |x|= (3 X, onde X= (Xy4.0ey %, )
: . 1 _ A ,
denota um ponto do Rk. Sejam ainda f= (fl,...,fn): E+Rn

e &= (le"" gn): R"'xE-o-Rn fungoes continuas dadas.
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Coloca-se, entao, o seguinte problema:

S.e.i.d.ga). i“Encontrar un intervalo IC:R+ e uma

funcao diferencigvel P: (?l,..., ?n): I >R  tal que

, s |
P'(6)= 206, 9 (1)) + [ alt,s, P(s)) as
: Coa
para todo +t €I",

onde g é uma constante arbitrariasmente pré-fixada.

0 problema acima_é chamado de um sistema de equa-

coes integro~diferenciaig de primeira ordem e denotado

por

| t
(1-1.1) x(8) = 2(6,x(8)) + [ &(t,8,x(s)) ds
a

e referido suscintamente por "s.e.i.d.(a). (1-1.1)".

A um par (?;I) satisfazendoaos.ed,d.(aj. (1-1.1)
chamamos de solugao desse problema. No entanto, para
simplificar a linguagem, diremos apenas “‘P é solugao.."
ficando a mengao ao intervalo I sujeita &s convenién-
cias do contexto.

A rigor, uma solugao do sg.e.i.d.(a).(1-1.1). n3o

precisa, necessariamente, estar definida no ponto a. Is

to & comprovado pelo exemplo abaixo



. : +
x'(t) = (_t3- x(t)) x(t) +f tex(s) ds,
0

‘que tem como uma sua solugao a fungao ?: (o, @) + R, de

finida por ¢ (t)= 1/t, como & ficil de ver.

Uma outra observagao muito importante concernente
as solugdes do s.e.i.d.(a)(1-1l.1) & a seguinte: o
s.efi;d.(a).(l-l.l) descfeve feﬁﬁmeﬂos hereditéarios,
isto &, fenlmenos cujo estado atual depende de sua his-
tSria.passada desde o instante +t=a. Assim, o mesmo fe
nﬁmeno pode ter descrigoes distintas do seu estado atual,

ou futuro se f8r alterada a sua histdria passada.

Além disso, outras informagoes qualitativas e quan
titativas sobre as solugdes do s.e.i.d.(a).(1-1.1) po-
dem ser dadas dependendo de condigdes suplementares que
sejam impostas &s fungdes f e g e também do que se re

queira das solucoes.

‘Uma condigao suplementar muito importante consiste
em requerer que o(s) grafico(s) da(s) soluggo(des) pas

gse(m) por um dado ponto, o que conduz ao

Problema do Valor Inicial-(P.V.I.): "Seja Gt,xo)um

ponto de B.  Bncontrar uma solugzo do s.e.i.d.(1-1.1)

gue satisfaga 3 condigao (inicial).
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(1-1.2) X(T):xo,"

0 p.v.i. &, &s vezes, chamado de "problema de Cau
chy para o s.e.i.d.(a)(1-1.1)". Nuito dtil serd o se-

guinte

Lema 1. O p.v.i. & equivalente & equagao integral

(1-1.3) ;c(t) = x° +ftf(s x(s)) ds +ft fsg(s,u,x(u))duds.
Prova. Se x(t) f£8r uma solugao de (1-1.1) satig
fazendo & condigmo (1-1.2) entao, integrando entre os
limites Te t obtemos (1-1.3). E, inversamente, se
x(t) f6r solugao de (1-1.3), pondo t=T obtemos x(T):xo,
que & (1-1.2). Além disso, x(t) serd uma fungao con-

tinua de seu limite superior de integragdo. Assim, co

mo f e g sao continuas, f(.,x(.)) e Jﬁg(.,u,x(u)) du
a

serzo continuas. Segue entao de (1-1.3) que x(t) & di-
ferencidvel e que
t

x'(t) = £(t,x(t)) +f g(t,s,x(s)) ds
a

que & (1-1.1).

Seja T2 0 e ponhamos E(‘U:{(‘(,X) € E} Ao con-
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junto E(T) chamaremos de "corte de E por T",

Um caso particular do0 p.v.i., nuito importénte
para 08 nossos propdsitos ocorre quando T=a e seri de

notado por p.v.i.(a). s

§ 2. Exist®ncia e unicidade locais.

Seja J um intervalo da reta e seja A um subconjun-
%o do Rn_, ambos: compaétos. 0 sfmbolo €¢(J,A) denotars
o espago de Banach de todas as fungdes continuas 9: J+4A

munido da horma
111 = sup {19(0)]: tes).

Hipétese (A). Para cada conjunto fechado BCSR" e

cada intervalo fechado JCR*', existem em correspond@n.

:J+R" e K,: JxJ+RY  tais

“cia fungdee contfinuas X ot

1

que
(1-2.1) 206,27 - 2(8,2) | £ K, (8) | <= %%]

para todo ted e todo xl, xzeB, e
(1-2.2)  |g(t,5,2") - g(t,8,x2) | €K, (t,8) |z} - x|

para todo t,sed e todo xl,x2eB.

Temos oBeguinte
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Teoremg 1-2.1. Se para o s.e.i.d.(a) (1-1.1) esti
ver satisfeita a hipdtese (A4), entao existe §>o0 tal que

0 p.v.i.(a) tem uma Ynica solugao em Ea, a+8].

Prova. Sejam J um intervglo compacto de R* esco —
. n 0
lhido de forma que ae€d e B={x€R : |x-x ,é.r} onde
r é un nlmero positivo menor que 1.
A existéncia de constantes positivas U

WMo, e M

1772773 ~ 74

sgtisfazendo

M, > sup { | £(t,x)]| : (t,x) €JxB },

M, 2 sup { le(s,u,z)| : (s,u,x) €JXJXB},
M3-.>. sup { Kl(s) i s eJ} e
M4=\ sup { ;1{2(s,u)du: s GJ}

-é assegurada, respectivamente, pelas continuidades de

f,g, Kl e K2.

Seja agora $>0 tal que Eﬁ a+5]= JlCJ e tal
que

(1-2.3)  S<min {r/zml, r/2M,, /3y, T/3M, }

Para cada Y€ ‘é(Jl,B) ponhamos T¢=VY onde

5 t s
Y (t)= x° + f £(s,9 (s) ds+ f fg(s,u,ﬁ[’(u))duds.

a a
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Se ‘Fe‘g(Jl,B) e teJl, temos

W(t)-x°l£§f 1£(s, P (s)) |ds f{ _{lg(S,u,‘F(u))ldudsé'

1 191
£ M18 + MZS £ r, o que mostra que ﬂ,‘ij*B'

" temos

Além disso, se h>o ‘e t,t+h€J,,

teh t+h s
|V (t+h) - YV ()] .ef 1£(s, P (sNas+ S - flg(s,u,‘F(u)dudsé
t : -t a

£ Mlhf 5M2h, o que mostra que ‘[f(taf‘h) +V(t) quando
hsot. Analogamente se mostra que V(t+h) Y (t) pa
ra h+0", o'que prova que T9= \}/e%(Jl,B), ou seja,
que T: ‘6(Jl,B) > fg(Jl,B). |

Por outro lado, se tedJ, e g, B e’g(Jl,B) entao

[T<P(t)-Tp(t)]é![f(s,‘F(s)) - (s, ()| ds4..s
. | .

cre ¥ ff lg(s,u,9 (u) - g(syu,p(u))]| duds <

J1 93

€ 19l Sy [ gl S, < 2/3 ]| 9ol
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pois r & menor que 1, logo, T & contragao. Como 4(J.,B)

l’
é de Banach segue que existe um nico ponto fixo ‘f’eg(Jl,B)
de T, isto é, uma Unica funcao continua (e diferencié-

vel) P J,»B tal que T9= P, ou seja, satisfazendo

t t s
(1~2.4) "P(t)yz x%ff(s,‘[)(s))ds-;-j‘ fg(s,u,‘?(u))du ds
a

a a

que, em virtude do Lema 1 é a tnica solugao do p.v.i.(a)

no interwvalo Jl’ encerrando assim a demonstragao do teo

rema.

Se a»o0, com raciocinio andlogo se podemostrar que
existe ¥'>0 tal que o p.v.i.(a) tem uma dYnica solu -
¢ao no intervalo [a- X‘,a] cuja expressao é ainda dada

por (1-2.4), de forma que podemos enunciar o seguinte

Teorema 1-2.2. Se a»o0 e o S.e.,i.d.(a)(@~1.1) sg

tisfizer & hipdtese (A), entao existe €>0 tal que
o p.ve.i.(a) tem uma Gnica solugao no intervalo Ea— E,a+-_s:|,

a qual é dada por (1l-2.5).

§ 3. Prolongamento de solucgles.

Diremos que uma solugao P do s.e.i.d.(a)(1-1.1) de

finida em um intervalo J §é prolongavel se existir uma
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solugao ;f‘desse mesmo sistemg, definida em um interva103
tal que 3 contém J propriamente e %’(t) = ¢ (%) para todo
t €J, Entre todas as' solugoes do p.v.i.(a) pelo menos
uma & nao prolongdvel. Isto é evidente se as solugOes do
p.v.i.(a) forem univocamente determinadas pelos seus va-
lores inicisis (a,x’) pois nesse caso duas solugdes quais
quer que passem pelo ponto (a,x?}) coincidem em seu inter
valo comum de definigao. BEste serd o caso, como veremos,
se o‘ s.e.i.d.(a)(1-1.1) satisfizer & hipéitese (A). No

i caso geral,v é exist@ncia de uma solucao nao prolongdvel
segue do Lemé de Zox;n. Se P& uma solugao n3o ‘prolongé

vel, ela & uma solucgao saturada e o seu intervalo de de-

finig@o é chamado de jntervalo maximgl de ..
. X,

Teorema 1-3.1. Se o s.e.i.d.(a)(1-1.1) satisfaz &

hipétese (A) e ‘F é a solugao do p.v.i.(a) em[-_;a,ﬂ (b>a),
entdio f mde ser estendida como a Unica solugdo do p.v.i.(a)

4 direita de b, isto &, a um intervalo Ea,c:l onde ¢ > b,

Prova. Consideremos o s.e.i.d.(b) auxiliar, abai
X0

, _ +
(1-3.1) y' (8) = F(6,7()) + [ G(t,s,y(s))ds
- , Ny

S b |
onde F(t,y) =f(t,y)+ [ &(t,5,9 E)ds e Glt,s,5) = g(t,s,y) .
. - a
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Em seguida, consideremos o p.v.i.(b)
(1-3.2) ‘ © o ay(p) =9 (b)
relativo ao s.e.i.d.(b)(1-3.1).

E claro que, em virtude de sua definigao, se o
s.e.i.d.(a)(1~1.1) satisfaz & hipétese (A), entao o
s.e.i.d.(b)(l;-:}.l) também a s;atisfaz. Portanto, de
acordo com o teor,éma (1-2.1) o p.ev.i.(b)(1-3.2) tem
uma unica solug§6 Y definida em um intervalo En,c] com

c>b. Definamos

(1-3.4) —(t)z ? (t) para tel}’a
' | V(t) para te€[b,c].

E claro que, assim definida, ¢ & contfnua em [a,c|
e "P ¢ solugao do p.v.i.(a) em [a,b]. Como § & tam
bém solugdo do p.v.i.(b)(1-3.2) em [b,c], temos, para

t2 D,

- b t

Pe)=2(5, P (8)) + [ e(t,5, P (sNas+ [ g(t,5,P(s)) a5 =
a b

- t -
= £(t,9 (1)) + [ g(t,5,9(s)) ds

a

em virtude de (1-3.4). Segue que § é solugzo do pv.i.(a)
em [a.c]. A unicidade segue da seguinte observagao:

Seja B Ea,e] +Rn uma solugao do p.v.i.(a). En



_15-
tao, para t=b, temos

b t
R (8) = £05,p() + [ &(t,8,p(sNas + [ e(t,s,p(s)ds=

b U]
= f(t,'l(‘t)) + f g(t,s,P @) ds + f g(t,s,‘x(s))ds ,
: a b

em virtude de § ser a tnica solugao do p.v.i.(a) en [a,b].
Portanto, p é solugao 40 s.e.i.d(b)(1-3.1) em Eo,c}] com,

é claro, p(0) = P (v).

Teoremg 1-3.2. Se 9 & solugdo do p.v.i.(a) defini

da e limitada em Ea,b) (b cw), entao ‘{’ pode ser estendi

da como solugao do p.v.i.(a) ao intervalo Ea,tﬂ.

Prova. Como ‘F é¢ continua e limitada em l:a,b), ‘temos
que
{(’G,‘P (t)): te E,b)} c v cr?t
onde U é un reténgulo compacto. Como f e g sao conti-
nuas, sao também limitadas em U e Ea,b] x U respectivamen
te. Sejam Ml e M2 majorantes para f e g nesses domini-
0s. Dada uma sequéncia qualquer (tn} CEa,b), crescente,

tal que tn-.»-b, temos, para m »n,

. tm
90k = P e [ 2 (e d (D) | ae s
n
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t S : : S
fm f Ig(S_,u,‘P(u))ldudséMl(tm-tn)+M2(b-a)(tm-tn) +0
t a

n

guando n-o . Isto mostra que {‘P(tn)} é uma sequén

cia de Cauchy no Rn, 0 qual'é completo, logo, existe o
lim P (s )= (®7). Como {tn} & arbitriria, vem
n -+ @

im_{ (£) = P (7).

t b

Definimos V: [@,b]+R" por

9 (t) para té€ [a,b)

V(%)=
V()= P(v7).

B claro que, assim definida, V¥ & continua em Ea,b]

e diferencigvel em [a,b). Por outro lado,

RACHEL ACRIPRECIR G {CIN AR I

t t
+£ 8 lg@m,s,\ws»1as+£m1g<tm,s,ws>) - g(t,sY6) | ds =
n

= Ll+L2+ L3 , onde {tn}, m e n estad nas mesmas condi —

~ . *
goes anteriormente descritas.

Mas,
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Ll-»O quando n- o devido as continuidades de f

e de VY,

£ -
L,+0 quando n+, pois 0£1L -Mz(tm tn), e

2

L3-)-0 quando n- ® devido &s continuidades de g

e de V.
Portanto, [‘{/'(tn)} é de Cauchy. Pelas mesmas ra-

~ - (] - o l ~
zdes jé mencionadas, existe o lim VY{(t). A express&o

t b
de Y'en [a,b) nos mostra que
b
V' (0) = £(b,¥ (b)){g(b,s,ﬁf (s))ds= lim ¥'(t),
a t+b

e que, portanto, & solugao do p.v.i.(a) em [},@.

Os teoremas 1-3.1 e 1l1l-3.2 conduzem-nos a0 SCmm

guinte resultado fundamental:

Teorema 1-3.3. Se o s.e.i.d.(a)(1-1.1) satisfaz
a4 hipétese (A), ent@o o p.v.i.(a) admite uma Ynica so~
lugdo 9 nBo prolongével ¥ direita, definida no intervg

10 [a,b) onde b= 0 ou lin |@(t)= o.
tab

Prova. O teorema 1-2.1 afirma que existe uma Uni-
ca soluggo do p.v.i.(a) definida em um intervalo [é,a+8]

suficientemente pequeno. De gcordo com o teoremal-3.1,



-18-

essa solugao pode ser prolongada como a Unica solugao do
p.vei.{(a) a um intervalo Ea,a+£j, €> 3, e assim sucesgi-
vamente. Tomemos uma solugao (¥, Ea,c]), qualquer, do

p.v.i.(a) e ponhamos

b= sup{oﬁeR: (‘i’o(, [a,%]) & prolongamento de (‘{’,[:a,é_-l)}.

b3

E fdcil de ver que, devido & unicidade de cada so-

lugao (‘Fo(, [___a,o<:[), b ngo depende da particular (Y, a,c]).
Vamos construir uma solugdo ({, [:a,b)) & p.v.i.(a):

Seja t"€ [a,b) um ponto arbitrariamente fixado.Pe
la definigao de b, existe uma solugao (“Fﬁ, [a,,a]) tal
que t*el:a,Pj . Entao, pomos ‘F(t*) = ‘})[a(t*). 0 valor
cf’(’ca’f) nao depende da particular °P[.5 escolhida, ainda
em virtude da unicidade de cada (“FO(,Ea,O(] ).  Assim, a
fungao § estd univocamente definida sobre todo o inter-
valo [a,b) e & solugdo do p.v.i.(a) nesse intervalo,
pois coincide com uma solug¢@o do p.v.i.(a) nas vizi -

nhancas de cada ponto t*el—_.a,b).

Seja agora (p,[a,b')) um prolongamento de (‘P,Ea,b)),

isto é, uma solugao do p.v.i.(a) tal que b'2b.  Como

(s [a,)) & tambén prolongamento de (¥,[a,c]), segue

que b'£ Db, devido a definigao de b. Em virtude da uni
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cidade de cada soluéEo do p.v.i.(a), concluimos ¢ e R
coiﬁcidem.

Decorre dessas consideragOes que (?,[},5)) é a Uni
ca solugao do p.v.i.(a) n8o prolongével & direita. As
outras afirmagtivas do'teorema 880 consequéﬁcias imedia-
tas dos teoremas 1-3.1 e 1-3.2.

| Observe-se que todos os resultados deste paragrafo
podem, sem maiores dificuldades, ser transpostos para a

esquerda do ponto a.

§ 4. Depend&ncia continua da solugBo em relagdo  condi

cgo inicial,

Seja P um ponto de E. Se as solugoes do s.e.i.d.(a)
que passam por P forem univocamente determinadas por P,
isto &, se duas solugoes gquaisquer que passem por P coin
cidirem em seu intervalo comum de definigao, diremos que

P é um ponto ordindrio e poremos.

0= {PEE: P& ordinério}.

De acordo com os resultados dos parégrafos prece —

denfes, temos
E(a) €0

se 0 s.e.i.d.(a)(1l-1.1) satisfizer & hipdtese (A).



-2Q-

Seja agora ‘{) uma solugdo do s.e.i.d.(a)(1-1.1), =a

turada, passando pelo ponto P= (T,x) € E. Para ressal
tar o fato "passando por P", escreveremos P(.,P) paraﬂFe
denotaremos por A(P) ao intervalo de &finigao de (., P).
Por L(t,P) indicamos o ponto (t,P(t,P)). Se JeA (P) &
um intervalo, pomos L(J,P)= {(t,? (t,P)) : t € J}. Para

simplificar, poremos L(A (P),P) = L(P) e, também,
L+ (P)= {(t,‘P (£,P)): t2 T},

L(P) chamag-se "integral do s.e.i.d.(a)(1-1.1) pas-
sando pelo ponto P", L(J,P) chama-se “arco de integral..."
e L+(P) chama-se semi-integral saturada & direita.

Se P €0, ou mais particularmente, se P= (a,x) e o
s.e.i.d(a)(1-1.1) satisfizer % hipdtese (A), entao as no
tagbes e denominagoes acima tornam~se incisivas, de for-
mg a podermos dizer "a curva integral ...", "a semi-in-
tegral saturada>..." etc.. A figura abaixo ajuda a es —

clarecer estes conceitos, no plano:

@JL

v

Rt
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No que seg{ié, sem perda de generaglidade, vamos fi-

Xar a=0.

Teorema 1l-4.1. Seja {Pn}co (Pn=(tn,xn)),n=l,2,...

uma sequéncia de pontos convergindo parsa o ponto

P = (to,x°)eo. Entdo, dado b>t  tal que Eco,b]c A(R),
para todo indice n suficientemente grande, vamos ter
.8l a(®) e
?(., Pn) +9 (., P ) uniformemente em E‘:O,IZ] .

Prova. Suponhamos para fixar as idéias que t,> 0.
0 céso to-.:o é facilmente dedﬁt:’.vel da demonstracao
abaixo.

Como E é normgl, existe XCE, fechado, tal que
. L( Ebo,ﬂ, Po) c.inf(X-,E), onde int(X,E) denota o interior
de X relativamente g E. Como °P (. ,Po) é continua, po-
demos tomar X limitado, ou seja, compacto. Seja M um nd

mero positivo tal que

M2 sup {lf(t,x)l: (t,x) eX};

M2 sup {[g(t,s,x)l::(t,s,x) e [o0,b] xX},
éuja existépciavé‘garantida pelas continuidades de f e
g.

Tomemos &, 0<8 <1, ta0 pequeno que o retangulo



U={(t,x)€Rn+1:lt-t°|éS e [x-x°[£'2M(2+b)}

esteja contido em X, (veja a figura abaixo).

gt
th totatges R

Para simplificar, ponhamos J= Eto -6, to + SJ .

Existe m tal que n>m acarreta t €J e |x"- x°|<us.
Entdo, se n>m, o ponto 'Pn pertence a U e L(Pn) atin

ge a fronteira de U. Além disso,
19 (t, B ) x| €M|t-t | +M|t-t | b<2ME+ 2MEb= 2ME(1+D)
para todo ted. ITogo,
o n (9] -
[P (t, ) -x |« ]x - x| +2M8(1+b) = 2ME (2+D)

pai‘a todo n>m e todo ted, o que significa que parsa
ny>m ‘P(., Pn) esta definida em J e L(J,Pn)CU. Mais ain-

da, a sequéneia ¢ (., Pn) & equicontinua em J:

| ‘-P(tl,Pn) -9 (tz,Pn)lé Mit -ty | +Mb[t,-t, | £ 2M8(1+D).
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‘Portanto, pelo Lema de Ascoli, existe uma subsequén
cié {f (++Pny )} convergindo uniformemente para uma fun -
¢ao continua Y:J +Rr?. | |

- Temos que

-t ,
(1-4.1) | P (+,2 )= xn+{ £(s,f (s,2)) as +

n

+ f fsg(s,u.‘l’(u,Pn)) duds =

t 0
n

1 £ % S |
=X +£f(s,\f’(s,1’n))ds+f fg(s,u,‘?(u,Pn))duds-r

t 0
0 ‘ o}

\ t &
+‘£° £(s,9 (S,Pn))ds+{° fg(s,u,t?(u,l’n))duds

0
n n

onde as duas Ultimas parcelas tendém a zero guandon-+ m,
devido ao fato de que nao excedem, respectivamente, a

M]tngto] e M]tn-tolb, e ltn—tol +0 quandon+m,

Tembém, £(., ¢ (., Pnk)) »f(.y Y(.)) uniformemente
em J devido & contiﬂuidade de £ e & convergéncig unifor-

me de ¢ (., Pn,) a VY. Pelas mesmes razdes, g(s,.P (.,Pyy))

en

converge_uniformemente para g(8,.,¥Y(.)). Pondo n= n,

(1-4.1) e fazendo k+ ® vem que
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t U] S
Y (%) = x°+f s,V (s)) ds + f j g(s,u,¥V(u)) duds
to to (o]

no intervalo J. O lema 1 e o fato de que POEO acar-
retam que <P (t, P0)=‘[/(t) para todo teJ. Assim, to

da subsequéncia convergente de {‘P (., Pn)} converge uni

formemente para ¢ (., P ) em J. Isto estabelece a exig

t&ncia de um ndmero t'>t  tal que (., P ) estd defi-
nida em Ebo,t’:] para todo indice n suficientemente gran
de e tal que ¢ (., Pn) converge uniformemente  para

*P(.,Po) em [:1:0,1:’:] quando n+ ®. Seja t* o supremo
de todos tais t' £ b. Escolhamos &, o0< €<l tal que

v* = {(6,x): |5-t%] £ 2 €, [x-9 (¢), P)| £ 4ME]} este-
ja contido em X.

Escolha também t" tal que t* - & <" ¢ t*_ e

10 (+%,2) - $(+",B)| < ME.

Destg forma, .o reténgulo
vr= {(t,0): |t-t"] 2 & |x-P (s, )] £3ME}
estd contido em U?, pois se (t,x) € U", entao
o t¥] = [totr et -tT] 2 [t-t |+ [t0-tT[228 e

lx-9 (+7,B) €] x= 9 (7,80 + |§ (87, B~ ¢ (6", B0)}< 4ME.
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Se pusermos yn.= ‘P (", Pn) e y° = ‘f (t",Po) entao
. . | 0
a -sequdncia {(t Y )} converge para (t",y ) quando n+o.

Portanto, pela primeira parte do teorema, ‘P(.,Pn) estéd

definida no intervalo [t", £ 4 €] para n suficientemen-
te grande e converge uniformemente para ‘P (o, PO) nesse
intervalo. O mesmo ocorre entao com o intervalo Eco,t"+ €]
Como t"+E&>t", isto contradiz a definigdo de t" a menos
que" seja t* - b, 0 que encerra a demonstragao do teore-
ma.

As demonstracgoes dos teoremas abaixo baseiam-se no

‘teorema 1-4.1.

Teoremg 1l-4.2, Seja {Pn}co uma sequéncia de pon

tos convergindo para o ponto Poe 0. Sejam aindg X um

subconjunto aberto de E e g e ¢ ,mimerqs Tinitos tais
que [a,clc A (PO) e L([a,c], PO)CX. Entao, para to
do {ndice k suficientemente grande teremos

fa,c]eca (Px) e

(fe,q], PA<T.

Teoremg l-4.3. Sejam {Pn} c0 uma sequdncia con

vergindo para o ponto Po €0, TeA (Po) e X um subcon-

junto 'avbeAr'bo de E tais que L('Z’,PO) € X. Entao, para
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todo indice k suficientemente grande, L(T}Pk) é um ponto

bem definido, L(‘T,Pk) € Xe L(‘C’,Pk) -q»—L('Z‘,Po-) pera k »m.

§5. Exist8ncia e prolonggmentd de solugoes fora do cor-
te.

Teorema 1-5.1. Se o s.e.i.d.(o)(1-1.1) satisfaz a
hipétese (A) e P= (a,x)€E, a>0, entao existe uma so-
lugdo ¢ desse sistema satisfazendo ¢ (a)= x, definida em

um intervalo [é, a+6] suficientemente pequeno.

Prova. Seja p:[§,é}»—Rn una fung¢ao continua qual-
quer, fixada, tal que p(a)=x. Consideremos em seguida,

o s.e.i.d.(a) auxiliar

v t
(1-5.1) 3 () =P(t,3(8)) + [ 6(t,5,y(s))ds
) |

, +
onde F(t,y(t))=f(t,y(t))+fg(t,s,p(8))ds e G(t,s,y)=
a
g(t,s,y), e também o p.v.i(a)

(1-5.2) y(a) = x
a ele gssociado.

0 s.e.i.d.(a)(1-5.1) & semelhante ao s.e.i.d.(a)
/
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| (1-1.1) e, & fdcil de ver, satisfaz também & hipdtese(A)
Estamos, portanto, nas condigoes do enunciado do teoremg
1-2.1. Isto significa que o p.v.i.(a)(1-5.2) possui
uma Unica soluggo V¥ definida em um intervalo [a,a+8] su-

ficientemente pequeno. Ponhgmos

p(t) para te [0,a]
P (t) = .
V&) para t € [a,a+§]

B claro que Y assim definida é continua e gque

]
P(t) = (5,9 (t)) + J’G(t,s,“})(s))ds para t€ [a, a+8] ,
a

ou, levando em conta as expressoes de F e G, que

a t
P'(t) = f(t?Y(t))+-j’g(t,s,p(6>)d8-+j~g(t,SCP(S))ds pa-

o) a

ra te Ea,a+5_']. Agora, & vista da definigao de '-P y pode

mos escrever

%
P(t) = £(5,P (1)) + f g(t,s,P(s)) ds para te€ [a,a+d],
O .

o'que significa que, para t € [:a,a+8:] , ¢ & solugdo do

s.e.i.d.(0)(1-1.1) (veja figura seguinte), como desejéva

mos mostrar,
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[ 3 it
-

E interessante observar que § ngo &, em geral, solu

¢ao do s.e.i.d.(0)(1-1.1) em E),a].

Teoremag 1-5.2. Se o s.e.i.d.(0)(1~1.1) satisfaz &

hipétese (4), P= (a,x) €8, a>0, e ¢ & una solugso des
se sistema em [:a,b](b>a), entao ¢ pode ser estendida co
mo soluczo do s.e.i.d.(0)(1-1.1) a um intervalo [é,é]og

de ¢>h.

Prova. A prova deste teorema & inteiramente anéloga
a prova do teorema l-3.l, utilizando-se aqui, o s.e.i.

d.(a)(1-5,1) guxiliar.

Andlogos dos teoremas 1l-3.1 e 1-3.2 também s80

validos para o s.e.iid.(0)(1-1.1) para o caso do p.vd.

(a)(1-5.2) de modo a nos conduzir & formulagao da
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Hiptese (B). 0 s.e.i.d.(0)(1-1.1) é tal que:

1) por cada ponto P€E passa pelo menos uma inte

gral L(P) desse sistema;

2) toda integral L(P) desse sistema & prolongével

a4 direita até atingir a fronteira de E;

3) E(O)C()’
a qual, a vista doé resultados dos paréigrafos anterio-
res, nao é vasia, isto 4, é satisfeita por pelomenos um

s.e.i.d.



CAPITULO II

Desenvolvemos, neste capitulo, o método topoldgico
def Wazewski para o s.e.i.d.(0)(1-1.1) quando & vAalida
a hipdtese (B). Como consequéncia, podemos usar o0s re-
sultados sobre continuidade em relagao as condigOes ini

ciais obtidos no Capitulo I, para os pontos de ZE(o).

§1. "l‘ubo, ponto de saida, ponto de safdg estrita, semi

-irntegral assintdtica, sombra esguerdas.

Seja W um agberto do le

tal que E(o)NW#ZF. Po
nhamos w=WNE. Assim, w é um aberto de E. A todo
conjunto w nas condigdoes acima, chamamos tubo. Para sim

plificar, poremos w(o)=E(o) N w.

RA

/\\\\\\\\‘l‘\‘
|

:

Se w é un tubo, Pew e L(P) & uma integral qual-
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quer do s.e.i.d.(o0)(1l-1.1), diremos que L(P) & gssinté
E;ggbrelativamente a w se L+ (P)cw. O problema central
deste capitulo serd o da determinagao de condigSés que
garantam a exist@ncia de integrais assintéficaS'relativg
mente a un tubo gualgquer dado, sem exibir explicitamente
as solugdes do s.e2.i.d.(0)(1-1.1).

Vamos indicar por fr(w,E) a fronteira de w relati-

vamente g E.

Definiclo 2-1.1. A um ponto P= (7,x) € fr(w,E) cha-

maremos de ponto de saida do s.e.i.d.(o)(1-1.1) relati-

vamente a um tubo w se existir pelo menos uma integral
L(P) desse sistema prolongdvel & esguerda e tal que
I( CT- §,7), P)cw, onde &= 6‘(L(P)) >0 & suficientemen
te pequeno.

0 conjunto de todos os pontos de saida serd denota-~

do por S.

Definigao 2-1.2. 4 um ponto P= (7,x)efr(w,E) cha

maremos de ponto de safdg estrita do s.e.i.d.(o)(1-1.1)

relativamente a um tubo w se para toda integral L(P) des

gse sistema, ocorrer

(#) L((T, 7+ §],P) e ext(w,E)

(*¥) ext(w,E) = exterior de w relativamente a E.



e, se L(P) f£f8r prolongidvel & esquerda, que
L(E?-S,T), P) cw, onde 8=8(L(P))>o0 & suficientemen

te pequeho.

O conjunto de todos os pontos de saida estrita seri

denotado por s¥.

B interessante observar, a estas alturas, que as de
finigOes de ponto de saida e de ponto de safida estrita,
dadas por Wazewski {?é] e conservadas em todas extensoes
mencionadas (com excegao da extensao do prof. N. Onuchic
[17]), implicavam a inclusdo "S'cS". J4 agui, em contra
partida, ha uma reviravolta completa: S e s* podem, ari
gor, manter qualquer relagao entre si, sem que seja alte
rado o cariter extensivo de nossas definigOes, isto é,as

"antigas" sao um cgso particular destas.

Definicao 2-1.3. Sejam w um tubo e P = (€,x)

um ponto de w. Se alguma L(P) nao f£8r assintd
tica relativamente a w, ao ponto Q = L(T.P)e fr{w,E)
para o qual L(E?,Q”), P) cw, chamaremos de conse—

quente do ponto P, e escreveremos Q= C(P).
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A un ponto genérico P ew corresponde, em geral uma
infinidade de consequentes. Observe-se, no entantd, que
se Pe€O enf;'éo o C(P) é univocamente determinado por
P. Este serd o caso, por exemplo, se P eE(o).

Vamos pdr

G(o) = {P €w(o) : existe o C(P)}
e chamar ao conjﬁnto G(o) de sombra esquez;da do s.e.i.
d.(0)(1-1.1) relagtivamente a w.
.De acordo com as observagdes e definigOes acima, a
correspond@ncia P-C(P) entre pontos de G(o) e S, res‘—
pectivamente, & uma aplicagao bem definida, a qual ser§

indicada por K, isto 6, K: G(o) »5 e K(P)= G(P).

Temos 0 seguinte

Teorema 2-1.1. Se P= (0,x) €G(o) e C(P)es* a

aplicacao K & continua no ponto P.

4
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Prova. Seja {Pn}, n=1,2,... ,una sequéncia de pon
tos de G(o) convergindo para o ponto P. Devemos mos-—
trar que K(Pn) converge para K(P). Vamos pér
K(P) = C(P) = (T,y), Pn= (o, x). ‘Suponhamos dado €>o0.
Entao, para todo indice n suficientemente grande, esta-

rao satisfeitas simultaneamente as seguintes relagoes
1) fo,7+8]lc 2(P)
2) 0¢T-6<T¢T+8§
3) L([0,D), Plcw
4) (T, T+ 8], P) c ext(w,E)

5) |L(%',P) - L(%",P)|< &2 para todos t',t" do
intervalo [¢-§, T+ §], onde 8=G8(€)>0. A dUltima de
sigualdade é devida & continuidade de L(.,P). De acor-
do com os teoremas 1l-4.1, 1-4.2 e 1-4.3 wvamos ter,
para todo indice suficientemente grande, & vista de 1),

2), 3) e 4):
6) [0, 7+ §] < A(R)
7) (o, T-8), P)cw
8) L(T+§, Pn) € ext(w,E)

Como w é aberto, tendo em vista 7) e 8) segue

que L(E’Z-—S, ’Z+5__J,Pn) Nfr(w,B) £ 4. Seja 7 0 menor
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valor de t€[7-8, T+8§] tal que L(Tn,Pn) e fr(w,E).

Segue que L([o, T),P ) cw,isto &, que Q = L(7,P )8
| n'' “n’ n” " n'n
consequente de Pn:
Qn= K(Pn).
Usando 6) e o teoréma 1-4,1 concluimos que L(.,Pn)
converge uniformemente para L(.,P) enm [‘2’-6’, ‘Z'+6].

Entao, para todo n suficientemente grande, vamos
ter

lL<Tn,P)—L(%’Pn)l< €/2, ou seja,

K(P) - %(2 )| = |K(7P) - LT ,P )| ¢ 1L('r,P);L(?r-1,P).l .
+ |L(7,P) - L(T, P )< &2+ &2=¢,

como deviamos mostrar.

§ 2. Retrato.

Definicao 2-2.1. Sej‘am A um espago topolégico e

B, um subconjunto de A. Dizemos que B & retrato de A
gse existir uma aplicacao continua F: A+3B tal gue F(P=
=P para todo P€B. Neste caso, a aplicagzao F é cha-

mada de retragao.
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Lema 2. Se B & retrato de A e BCcCcA entao B &

retrato de C.

Prova. Se B & retrato de A, existe uma retragso

F: A+ B.

A restricio F/C: C+ B & ainda continua e satisfaz

a definigzo de retragao.

Teorema 2-2.1. Se Sc8* a aplicagdo K:G(o)US»S

definida por
K(P)=C(P) se PeG(o)
K(P)=P se PeS

é continua.

Prova. Como G(o)cw que & aberto, nenhuma sequén-
cia de pontos de fr(w,E), em particular de S, pode con
vergir para ponto de G(o). ILogo, & suficiente mostrar que
para toda sequdnciag {?ﬁ}c:G(o), n=1,2, ... , convergin
do para um ponto PeG(o)N S teremos K(Pn)-rf, uma

vez que 0 cgso P eG(0) j& foi coberto pelo teorema an-

terior.
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Sejam entao {Pn} e P nas condigdes acima. Suponha

mos dado £>0. Ponhamos Pn= (0,x%), P= (0,x%). Como

Pes* ¢ PeE(o), a tnica L(P) é tal que
L( (o, 5], P) c ext(w,B) para §>0 suficientemente pe-

queno. De acordo com o teorema 1l-4.1, teremos, para to-

do n suficientemente grande, E), 8]c A(Pn) e, de acor-
do com o teorema 1l-4.3, L(S,Pn) € ext(w,E). Devido i
continuidade de L(.,P) podemos escolher § tao pequeno que

1) |L(t,P) - P]< &2 (observe que P=L(0,P)), para
todo t€[o0,8].

Como Pn= L(o,Pn) eEw e L(S,Pn)e ext(w,E), exis-
te o<'z‘;1<3 tal que L(‘cTn,Pn)efr(w,E) e L(E),*zr'l),Pn)c.w.
Assim, & claro que L('Zn,Pn)z C(Pn).-:K(Pn). De acordo
com o teorema 1l-4.1, para‘ todo indice n suficientemente
grande, vamos ter, em E),S], |L(t,P) -L(t,Pn)[< &/2. Co
mo consequénecia, teremos também

2) [L(Tn,P)-L(fzn‘,Pn)l < E/2.

De 1) e 2) vem ‘
!K(Pn)-—Pl= lL(Tn,Pn)-?l £ IL(Tn:Pn) ~L(Tn’P” +
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+ lL(?h,P)—?P{< &2+ €/2=€, como devigmos mostrar.

Corolério 2-2.1. Se S<V<S®, asplicagio KG(o) UV

- V definida por
K(P)=C(F) se PeG(o)
K(P)=P se PeV

é retracao.

Prova. -Este coroldrio é uma consequdncia imediata

da definigao de retragzo, do lema 2 e do teorema 2-2.1,

§ 3. Andlogo do Teorema de Wazewski, Conjunto Polifaci-

al Regular, Conjunto Polifacial Generalizado.

Teoremg 2-3.1l. Se ScVcs® e existe um conjunto

Z, Z<w(o)UV tal que Z NV & retrato de V e ZOv
nao & retrato de Z, ent@o existe pelo menos um ponto
PeZ-V tal que a integral L(P) & assintética relati-

vamente a w.

Prova., Suponhamos que o teorema seja falso. Entao,
a todo ponto Pe 2-V corresponde um consequente C(P),
isto é,

(z-V)< (o).
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Como Z= (2-V)U(ZNV), segue que

(2-3.1) : 7cG(o) UV,

Como a aplicacg@o X do coroldrio 2-2.1 & uma retra-
ggo.de G(o)UV em V e, por hipdtese, existe umg re —
traggo F de V em ZNV, a composta XoF:G(o)UV+2Z0NV &
ainda uma retragac. Este dltimo fato, a relagzo (2-3.1)
e 0 Lemag 2 acarretam que ZNV & retrato de 2, o que &

absurdo, logo, 0 teorema & verdadeiro.

0 teorema acima é um analogo 4o teorema de Wazewski
[?é] ey, foi formulado para o caso das equagdes diferen-

ciagis funcionais com retardamento por N.Onuchic [if].

Ohservemos agora que o teorema 2-3.1 8§ & vélido
guando scs*. Portanto, é importante indicar critérios
segundo os quais ocorra a referida inclusgo. De fato,

este serd o objetivo do restante deste capitulo.

Na maior parte das vezes em gue se aplica o método
topoldgico de Wazewski, o tubo w é limitado por um nimg
ro finito de hipersuperficies lisas, isto é, hipersuper
fi{cles cujos planoe tangentes debendem continuamente da

posicao do ponto de contato. Tais hipersuperficies sao

definidas por equagdes do tipo
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n+l - :
onde H: R "»R. DPortanto, as condigoes sob as quais
ocorra a incluszo S<S¥, podem ser dadas por algumas
propriedades analiticas das fungdes que definem as men-

cionadas superficies.

Com efeito, suponhamos que a fungao H: Rn+l-yR seja

de classe Cl, isto é, que possua todas as derivadas de
primeira ordem continuas. Seja P um ponto de E e L(P)
uma integral do s.e.i.d.(o)(1-1.1) passando por P. Po

nhamos
h(t) = H(L(t,P)).

Se P=(T,x), & derivada h'(T) chamamos de "incli-
nacao H no ponto P, relativamente & curva integral L(P)"

Parg individualizi-la, escreveremos

Dy (pyH= 1",
isto é,
NCRCEINCES HORNE-S ~NORECE

onde x(t)= (Xl(t), cee oy xn(t)) é g solucao do s.e.i.

d.(0)(1-1.1) correspondente & integral L(P). Levando

em conta este Ultimo fato, vem

N
DL(P)H(P)-at( P) + >=.". 5———(13). fi(P)+ofgi(’Cs,X(s))ds .
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. “1‘. I . ' - .
A inclinagBo de H no ponto P relativamente 3 inte-

grai'; L(P) serd dita positiva (negativa) se DL(P)H(‘P))o (<0).

Suponhamos que H(P)=o0. Se a inclinagdo de H relg
tivamente & integral L(P) f8r positiva, existe, evidente
mente, um ndmero &=3(L(P)) > o tal que

3 H(L(t,P)) <0 para T-0 € t <7 ()
(2-3.2) H(L(ﬁ,P)))O | para 7<t< 7+ 8.
Se, por outro lado, a inclinagao fér negatiira, exig
te Y= Y¥(L(P))>o tal que
H(L(t,P)) >0 para -3 t<7T ()
| (2-3.3) H(L(t,P)) <o para T<t £7+72.

n+l—»‘R de classe Cl,

Dgfinigaq 2-3,1. Sejam li, quzR

i=1, ces s P e J=1y eve y Q3
w= {P en: %, (?) <o, M(P)<o, 1£1 £, 12 £ a}

.{aiz PeB: 11(1:)=o, lk(P)éo, ‘mj(P)éo,léké D
q

1j =

para l£i £ .

J’g.—.;peE: mj(P)f':O’ li(P)éo, WI{(P)éo,léié p
B o 1z k<gq

pera l€ j'€ q. ' -

(#) Se L.(P) far 'p'rolélngévé'lhé esquerda.
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Se wnNE(0o)ZA e para todos i, todonﬁé%L_ ‘e toda
|

L(P) ocorrer D_L(P)'ﬂi(‘P)' >0, e para‘ t.odosl j,,to‘do Q fs e

toda L(Q) ocorrer D

L(Q) Tnj(Q')-< 0, }di'zuem}og que w éum con

junto polifacial regular relativamente ao " s.e.i.d.(0)
(1-1.1) e chamamos aos conjuntos :&1 e 'Mj’ respectiva~
mente, de facés poéitivas e faces negativas de w. Como
w é aberto em E, w é um tubo.

A caracteristica essencial dos conjuntos polifaci

ais regulares & dada pelo Séguinte}v

Teorema 2-3.2. Se w & um conjunto polifacial re-

gular rela'fivament‘e,‘ao: s.'e.i.d‘.(o)‘(l-l.l)‘ "‘ent::"'a'_o
| o scvcsf |
onde V= U,{?L_UJS | o ’ ‘
._P_r_g_v_a., E clgro que ‘(U.{pi)»t‘I (UJS) ="f1.f(w,‘E) . |
Seja P= (T,X)éél. Da definigao de .'éi seéué que
L(P)=0 e DL (p) £ (P) >0 para toda L(P).. As rela-

¢oes (2-3.2) mostram que para cada L(P) existe encor
respond&ncia un 8>o0, &=8(L(P)) tal que »ei(L(t,P))>o

para T<t= T+ &, o que acarreta, pela definigao dew,
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que L((T, T+ ﬂ;P) c ext(w,E) e, portanto, Pe g . Como

cbnsequéncia, temos
(2-3.3) Ui?.L—UJ(jC s*.

Suponhamos agora que P= (7,x)€S. BEntao, pelo me-
nos umg integral do s.e.i.d.(o)(1-1.1l) que passa por P
& prolongével 3 esquerda de P. Seja L(P) uma tal inte~

gral. Se por ventura ocorresse que P £ (Ua&i-lUﬂj) entgo
terfamos que T eUJg. Seja k um fndice tal que Ped’(k .
De acordo com a definigao de J‘k terfamos M = o e

DL'(P)”%(P) <0, o0 que acarretaria, 3 vista das relacgdes
(2-303) gue

'mk(L(t,P))> o para 7-80¢€ t<T
onde 8=8(L(P)) >0 & tal que,evidentemente E’-S,ZjCA(P).
De acordo com a definicho de w, teriamos
L([z-8,7),P) c ext(w,E),
0 que contradiria o fato pressuposto de que PeS. Assim,
concluimos que
(2-3.5) 5c (U4 -UHK).

As relagdes (2-3.4) e (2-3.5) mostram que o teorema
é verdadeiro, como querigmos.

No teorema acima reside toda a forga do método de Wazewski.
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De fato, ele da substi@ncias ao teorema 2-3/1, mostrando,
de uma forma nao trivial, um método eficiente para a cons

trugso de conjuntos satisfazendo Sc<S*.

Nge aplicagdes, frequentemente aparecem tubos para
0s quais é v4lida a inclusao SCS*, mas que nao se apre
sentam como conjuntos polifaciais regulares (veja [:12:])
Tal é 0 caso, por exemplo, do Conjunto Polifacial Regu —
lar Generalizado, cujo conceito foi introduzido ém E.G:I e

que agora passamos a considergr.

Suponhamos que f e g sejam de classe Ck em E e em

1

+ \ . n+ ~
R x B, respectivamente, e seja H: R + R uma fungao de

classe Ck+l. Se P= (T,x)€E e L(P) & umaintegral do
s.e.i.d.(0)(1-1.1) passando por P, vamos pdr h(t) =

= H(L(%,P)). Como f e g s@o de classe Ck,h(t)é de clas_

se Ck+l em A(P).

A derivada de ordem g<k+1 de h(t) no ponto t=T
’ q
serd denotada por DL(P)H(P).
Sejam agora Hi: Rn+l-yR, i=1l, ... , m, m funcgoes

de classe Ck+l. Consideremos 0s conjuntos

W= {PQE: Hi(P)<0, i-‘-l, (XX ,m]”

L={(Pemu(® =0, B (P €0, j#1, 157 <]

paI‘a i: l, o s e ] m.
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Se wNE(o)##, w, que & evidentemente um tubo, se
r4 chemado de Conjunto Polifacial Regular Generalizado
(relativo ao s.e.i.d.(0)(1-1.1)) e os cﬁnjuntos ]’; se
rao chamados de faces de w se, para cada i e cada P eTi

f8r valida uma das seguintes alternativas:

1) para cada L(P), o menor fndice q#£k+1 tal que
D%(P)H(P) Zo0 & impar e a derivada correspondente & po-
sitiva;

2) P nao & ponto de saida.

Seja ‘&i o conjunto dos pontos de I:L paraos quais
& verificada a condicao 1) e J’bi o conjunto dos pon —

tos de Ti para os quais & verificada a condigao 2).

Para constatar~se se um ponto P= (T,x) e]:L estd em

J‘g é suficiente uma das seguintes condigoes:

a) para cada L(P), o menor indice q#£ k+1 para o

qual D%(P)H(P) Zo &, ou impar_com a correspondente de-

rivada negativa, ou par com valor positivo da derivada;

 b) existem, para cada L(P), a= a(L(P)) e b=b(L(P)

tais que [a,b]cA(P), a<r«b e L([a,b),P)c I; -

O seguinte teorema, de grande alcance, é um andlo-
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go do teorema 2-3.2 para conjuntos polifacigis generali-

zados, também devido a N.Onuchic [16].

Teorema 2-3.3. Se w é um conjunto polifacial regu-

lar generalizado entao
scves®

onde V=Ub - UK.
i i

Provg. B claro que fr(w,E)= Ufi. Como nenhum ponto

de-‘6i ¢ de saida, temos que Sn-f‘g=¢’. Portanto, temos:

(2-3.6) Sc:(Ul“i..Ufg):U(foi UJ*%L.UJ»{:U%-UJ%.

Seja agora P= (7,x)e (Ufai..U.Mi).

Entao, Hi(P)éo para i=1, ... , m. Seja k um indi
ce tal que Peiﬁ(' Nestas condigles, Hk(P)= o e,pela
condicgo 1), para cada L(P), teremos

Hk(L(t,P))>o para T < t£€ 7+ &

onde 8§=8(L(P))>0 & suficientemente pequeno. Isto &
a definicao de w mostram que IL((T, 7T+ 8:] ,P) cext(w,E) ou
seja, que PeS*. Dai, concluimos que

(2-3.7) U—i’i—U./'(j_CS*.

(2-3.6) e (2-3.7) mostramque a afirmagao do teorema é verdadei_
ra.



- CAPITUIQ III

Nesfe capitulo, fazeﬁos aplicag'é'es do método topo-
légico de Wazewski para estudar as solugdes de um siste
ma de equag¢oes integro-diferenciagis de segunda ordem em
um campo de forgas repulsivas, quanto & assintoticidade,

no-sentido que, abaixo, tornamos preciso.

§ 1. Sistemas Repulsivos.
Por um sistema de equagdes integro-diferenciais de

segunda ordem, entendemos o problema

t
(3-1.1) =x"(k=£,x0), x' () +fg(t,s,x(t),X(s),x' (t),x'(s) ds
)

n 4n

20 B% ¢ g:R'xR xR

onde f:R¥ xR +RY  sBo fungdes
continuas dadas e x:[o,T) »R® e T s3o procurados.

0 s.e.i.d. (3=1.1) & equivalente a0 seguinte

ot
™

1

y

fo !
ct

(-1 |

; |
= £(t,x,5) + [ &(t,5,x(t),x(s),5(t),y(s))ds
o]

('Q"Lg'
ct

no sentido de que a cada solugdo x(t) do s.e.i.d.(3-1.1)

corresponde a solugao (x(t),y(t)) do s.e.i.d.(3-1.2) e

vice-versa. No que segue, para simplificar as notagdes,
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poremos U=:R+XR2n

y 8,8,x(®, x(s), y(t),y(s)) =g (...) e,
se x(t) f8r uma solugao do s.e.i.d. (3-1.1), a solugao
correspondente do s.é.i.d.’(3-l.2) serd denotada por X(t),
isto é,

X(t) = (x(t), y(£)) = (x(t),x' (¢)).

v_)

Além disso, se u= (ul, cee un) e V= (vl,..., N

. n -
forem dois vetores do R, 0 seu produto escalar serg de~-

notado por u.v, isto §é,

Formulamos a seguinte

Hipdtese (H). 0 s.e.i.d. (3-1.2) & +tal que

1) satisfaz & hipétese (B);

2) x(8). [F(4,2(4),7(8)) + [ 6(...)ad 20 para toda
o)

funcao xeCQ(E),’g],Rn), t2o0.

Quando quisermos ressaltar que o s.e.i.d. (3-1.2)
satisfaz & condig¢ao 2) da hipdtese (H), diremos que es-

se Sistema é repulsivo. A condigao 1), ressaltamos, sig

nifica que o corte U(o)=t{§}}cR2n é constituido somen-

te de pontos ordindrios e que por todo ponto PeU passa

pelo menos uma solugao do s.e.i.d. (3-1.2), prolongdvel
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até & fronteira de U, o que nos coloca & disposigao o mé

todo topoldgico de Wazewski desenvolvido no Capitulo II.

Exemplo. Vamos construir aqui uma classe de siste-
mas de equagdes integro-diferenciéis que satisfazem & hi
pdtese (H).

Sejam P: R+R, Q: R3+R e h:R—+R fungles conti-

nugs tais que

P(t)= o0, Q(t,s,x)20 para teo,IQ(t,s,xl)-Q(t,s,xz)] £

£ ¥(t,s) [xl- X para todos t,s,xl,x € R, onde K: 32 R

2 | 2

é contfnua e K(s,t)20, |h(x)|eM e =x.h(x)=o parsa
todo xeR. Por exemplo, Q(t,s,x)=ZXk(t,s)|x| e h(x)=

= tg"lx satisfazem &s condigoes acima.
Definimos F: RY x R+R por T(t,x)=DP(t).x e
+ + 2 :
G:R xR xR >R por G(t,s,x,u) = Q(t,s,u).h(x).

Congideramos em seguida, 0 sistemg

t
x"(t) = P(t,x(t)) + fG(’c,s,X(t),X(s))ds,
0

ou seja, 0 sistema

‘ 1t
2" (£) = P(1) . x(t) +{ alt,s,x(e)). n(xk))ds,

que‘ é do tipo (3-1.1) e & equivalente a0 s.e.i.d.



-50-

x' () = y(%)
(E-1) o |
y' ()= B(t) .x(t) + [ Qlb,5,x(s) . h(x(t))ds,
o

que é do tipo (3-1.2).

Se pusermos X(t) = (x(t), y(t)), o (E-1) pode ser es

crito como

0 1 t 0
(E-2) X%t)=<"* _ x@+j" ds.
P(t) o .0 G(t,s,x(s)).h(x(t))

glt,s,x,u)= < ’ >
Q(t,s,u) . h(x)

vemos que 0 s.e.i.d. (E-2) & um sistema do tipo

+
X°(8) = £(4,X(8)) + [ &(t,5,x(t),x(s))ds,
[e]

0o qual difere do s.e.i.d.(0)(1-1.1) apenas no apareci-
mento de maisg uma varidvel na expressao de g, que no en-

tanto nao estd sujeita & integracao: x(t).
Asgim sendo, € fgcil de ver que se mostrarmos que I

e g satisfazen a condigOes andlogas a (1-2.1) e (1-2.2),

respectivamente, entao, como consequdncia dos resultados
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do Capitulo I, o (E-2) satisfard & hipdtese (B), que §
a condigao 1) da hipétese (H). Passemos & demonstragao

deste fato:
0 1l
lf(t,Xl)-f(t,Xz)ls Il P8 o 1 . le-XZI para todos

2 +
e
Xl’x2 do R™ e todo t ER .

o} 1
Logo, pondo Kl(t)= 1 || estabelecemos
P(t) o

(1~-2.1) para f.

lg(t 9S’X’ul) - g(tvsvxsuz)[ = lQ(t,s,ul) . hx)- Q(t,s,uz).h(x)lé

£ [n(x)| . [Q(t,8,u,) - Q(t,s,uz)lé—MK(t,s)}ul-uz[ para
todos %, _s€R+ e todos Xy Uy, Uy€ R, devido s defi-

nicoes e propriedades de h,K e Q.

Logo, pondo Kz(t,s)-.:MK(t,s) estabelecemos uma ang
loga a (1-2.2) para g, como querfamos.

Por outroe lgde, temos

, t
x(t) . @(t,x(t)) + fG(t,s,x(t), x(s))dsj =

0

‘ b
x(t). [P(8) + x(8) + h(x($)) . [ Q(s,8,x(s))ag] =
o]

). x2 )+ x(t). h(x(t)).{“b At,s,x(s))ds > o,
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ainda em virtude das definigoes e propriedades de P,h e
Q, e o s.e.i.d. (E-2) satisfaz & condigio 2) da hipéte-
se (H).

O exemplo acima & de construgao relativamente elabo
rada, porém, exemplos mais corriqueiros podem ser obti —
dos a partir de equagOes integro-diferencigis redutiveis
a equacgdes diferenciais.

Em seguida, estabelecemos algumas notagées e nomen-
claturgs.

Seja P= (0,x) €U(0). Vamos denotar a solugao do s;
e.i.d. (3-1.1) que parte de P por x(t,P). A solugdo cor
respondente do s.e.i.d.(3-1.2) serd denotada por X(t,P)
Vamos pér §(P)= [0,t") e A(P)= [0,T") para os interva-
los maximais de x(t,P) e X(t,P), respectivamente. Em ge
ral, t7£7". Se x(t,P) £6r limitada em O(P) diremos.que

ela é limitada & direita. DefinigB0o equivalente é feita

para a solucado X(t,P). Se x(t,P) (equivalentemente,
X(%,P)) f£8r limitada & direita com t'= o (T =) dire-

mos que ela é limitada no futuro.

De acordo com os resultados do Capitulo I, se fbr

(st lence sore teald) abio U=, elen

+ ~ + . N .
que ge T =0, entao t = ®. A proposicgao inversa nem

sempre & verdadeira, e trataremos disto no §2 do presen
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te capitulo.

Definicao 3-l.l. Uma solugao x(t) (equivalentemen

te, uma solucao X(t)) do s.e.i.d.(3-1.1) do s.e.i.d.
(3-1.2)) diz-se assintética no sentido de Wintner se

r(t) = x(t) . x(t) é decrescente para t= algum to.

Geometricamente, a assintoticidade no sentido de
Wintner significa que a dist@incia de =x(t) & origem &
eixo x nao aumenta quando t-+>w . B ficil ver, portan-
to, que umg solugac x(t) do s.e.i.d. (3-1.1) assinté-

tica no sentido de Wintner é limitada & direita.

Devemos observar que os gistemas atrativos, isto

: t
&, satisfazendo x. [F(t,x,x')+J g(...)ds]€ o nem sem
)

pre possuem solugoes limitadas & direita, como mostra

0 exemplo

1
x" (% —= x(t) = o
( )+4t2 ( ) [}

dado por A.F. Izé, onde (-l/4t2)x2 £ 0 para t.>o,

cujas solugles sao combinagdes lineares das solugdes

V2 o M2 00 (441)

t
e, portanto, nenhumas delas é limitada. Mesmo no caso

particular dos sistemas de forcas centraisa cuja clas-

se pertence 0 nosso sistema gravitacional, existem so-

-
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lug5es limitadas, $rbitgs elipticas, somente quandozaene;

gia do sistema é pequena. Para o caso dos sistemas repul
sivos, como veremos, sempre existem solugoes limitadas, o
que de certa forma contraria a nossa intuigao, pois, no cag

so, as forgas divergem de um centro.

O seguinte teorema, devido a Wintner para o caso de
sistemas de equagoes diferenciais ordinirias lineares de
segunda ordem, foi estendido a0 caso nao linear por Miko-

lajska e, para o caso de sistemas do tipo (3-1.1) por Fié

dorov, [8].

Teoremg 3-1.1. Se o s.e.i.d.(3-1.2) satisfaz & hi

pStese (H), entao esse sistema admite uma familia de solu
goes assintéticas no sentido de Wintner que depende de pe

lo menos n parametros.

Prova. Seja X(t) uma solucgao qualquer do s.e.i.d.

(3-1.2). ©Ponhamos r(t)=x(t) . x(t) . Temos que
(3-1.3)  r'(t)=2x(t) . x'(t)=2x(t) . y(t).

Consideremos o conjunto D:{(t,x,y)EU:x.yé o,t:—éo}.

Se no instante t= to a curva integral estiver em D e,para

t >to al permanecer, entao, de acordo com (3-1.3), temos
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que r'(t)<o. Consequentemente, para esta curva inte

gral, a disténcia de x(t) & origem x=0 nao aumenta.

Portanto, para demonstrar o teorema, & suficiente mos-
trar que existe uma familia de curvas integrais que par
tem de U(o) e sao assintéticas relativemente a D. Pag

semos a demonstraczo deste fato.

Sejem <o e @>o dois nimeros arbitrariamente
fixados e consideremos as funcgOes ,P_(t,x,y)zxy-(? e

m(t,x,y)=o<-xy' e  ponhamos

Wk p= {(t,x,y)eU: R(t,x,y) <o, mM{t,x,y) < o } B 4

cil de ver que fr(wcx

% U) = UK onde b= {PEU: a@(P):%

e M= {P EU:M(P) = o}. Vamos mostrar que WGP é un con-

junto polifacial regular relativamente ao s.e.i.d.
(3-1,2) com face positiva 4o face negativa HG. Com

efeito, usando as notagdes do Capitulo II, temos

(3-1.4)  Dppy L@ =57 (8) + x(8) . [(6x(8), 3(8))

+jg(...) ds] >o- para todo P€4 e  toda
)

soluggo X(%t,P), pois enm L, y{o.

Analogamente, em J% obtemos



(3-1.5) DL(P)m(P)z'y (+) - x(8) . [£,x(t), y(t)) +
T
+fg(...)ds§j<o.
0
No RZ, figura ao lado,
uma secgao de Wo((3 por

um plano t:toeo - é

a parte achurada inclu -

indo os eixos x e y. A

.,
N

secgao de 5§ o grafi- .
co da hipérbole xy= (3, contido em R2- D. A seccao

correspondente deJSG é o grafico da hipérbole =xy= .

% f4cil de ver, entao, que estamos nas condigdes
do teorema 2-3.1 e que, portanto, tomando como Z um seg
mento de retg unindo as corﬁponen’ces conexas de £ y
zZcU(o), existe Pe€Z-4,tal que a integral que parte
de P é assintética relativamente a AL Como no pla
no U(o) podemc';s. tomar Z dependendo de 2n parBmetros e
n desses parametros sao fixados por é, segue g €Xis —
t‘éncia de uma curva integral L(P) dependendo de n parg

metros assintdética relativamente a w Como isso €

of R

verdade para qualquer P>o0, concluimos g exist@ncia de

una curva integral assintética relativamente a W
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Com efeito, consideremos uma sequdncia de numeros reais
U’}a Pn>°a tal que Pn-ro quando n+® . Im cor
i | -

respondéncia, consideremos os conjuntos polifaciaisw‘ﬁ1
e suas faces positivas fa. Tomemos, para cada n,seg
mentos ZnC-U(o) ligando as componentes conexas de ih.
Podemos imaginar todos os Zn situados sobre uma mesma
reta suporte. Para cada n existe um ?nSZ-ion tal
que a integral L(Pn) ¢ assintética relativamente a ‘mxﬁ{
Quando n- ®, Pn-+P. Afirmamos que L(P) é assintdti-
ca relativamente g Woor Do contririo, existiria um
ponto Q= L(7,P) & LA Como L(T,Pn) > L(T,P) quando
n-®, para n suficientemente grande ter{amos L(T,Pn)ﬁwdﬁf
o que é absdrdo.

Tomando uma familia {?K}, gk como Z acima, com
Zk(\Zj==¢ para k£ j, concluimos pela exist@ncia de uma
fam{lia de curvas integrais dependendo de pelo menos n

parametros, que sao assintdticas relativamente a w e

xo’

consequentemente a D, como gueriamos demonstrar.
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02, Soluches limitadas no futuro,

Teoremag 3-2.1. Se o s.e.i.d. (3-1.2) satisfaz &

hipétese (H), as seguintes afirmagGes sao verdadeiras:

(i) <ee a solugzo X(t) f6r assintdtica no sentido
de Wintner, entao

g
(3-2.1) .f yz(t) dt < o3

(ii) se x(t) f6r limitada no futuro, entao X(t) &
assintética no sentido de Wintner e, portanto;

r(t) converge para uma constante quando t -+ .

Prova. Integrando (3-2.1) por partes, entre os ins

tantes t_ e T, vem

Pie (4 , T
{y?‘(t)dt--f y(t) . y(t)dt:f x'(t) . x' () dt =
b t
0 o] 0

.
= x(D)s x (D) = x(t) o x () = [ x(v). x"(6)av£-x_).x' ()
t
o)

para todo T e todo t,» 0 que mostra (i).

Para mostrar (ii), notemos que
0 () = 25% (1) + 2x(t) . y' (£) 20

devido & hipétese (H). Logo, r'(t) é crescente. Como
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r(t) & limitada enm Eto, ®), segue que r'(t)<€o quando

t>o. Ioto acarreta que r'(t) 0" quando oo, ig
to. é, que x(t) (e X(t)) é assintética no sentido de Wint
ner, com r(t) convergindo para uma constante quando t+,

encerrando assim a demonstracao do teoremsa.

Uma classe de sistemas nos quais a condigzo "x (%)
limitada & direita" acarreta "X(t) limitada no futuro"é

apresentada pelo seguinte

Teorema 3-2.2. Suponhamos gque para todo c¢» o exis

. 1 2
tam KlzKl(c) e I£2=K2(c) tais que |f(t,x ,x )]éIl e

£
. l fwg(t’S’X19X2’X39X4)dSI<'K
0

o Para todas xl,xz,x3,x4€ R™ com

[xl|<c e t2algum T2o0,

Ent3o, se x(t) £8r uma solugao s.e.i.d.(3-1.1) 1i

mitada & direita, segue que X(t) é limitada no futuro.

_Prova. Basta mostrar que x'(t) é limitada no futu-

Io.

Vamos mostrar, em primeiro lugar, que x'(t) é defi~
nida no futuro: ‘ £
lxt ()] = | (1) ] +{ lx" (s)]|as.
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ias,
t
| x"(8) | £ (%,x(),x"(t)) | +f lg(t,8,x(),x(8),x" (t),x'(s))ds| <
. 0
£ K. +K,, de acordo com as hipéteses do teorema, lo-~

172

go, x"(t) & limitada & direita. Assim, pondo f{'2= K1+K2,
vem

|z ()] & |x(T) | + (¢-T) K, € Ky + ($-1) K, .

2

Portanto, de acordo com os resultados do capitulo

I, x'(t) estd definida no futuro.

Em seguida, mostremos que x'(t) & limitada & direi
ta:

Seja xi(t) uma coordenada genédrica de x(t). Entao,
Xi(t) e x;(t) sao as correspondentes coordenadas de
x'(t) e x"(t), respectivamente.

Suponhamos por um momento que x;l(t) nao seja limi~

tada & direita. Entao, ou lim x'(t) =% o ou
to>®

lim x!(t)= @ e lim x'(t)<o ou lim x'(t)=-0 e

t > to>® t+o

lim x' (%) > - .
i
T o
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A primeira alternativa nao pode ocorrer porque, do

contrério, existiria +t., tal que t>t acarretaria

1 1

Ixi(t)bl e, daf, =x(t) n30 seria limitads & direi-
ta, absurdo.

A segunda alternativa também nao pode ocorrer,pois

do contrdrio, poderfamos tomar duas sequéncias ftm} e
o

8 } com s <t <s s com as suintes  prow-

£m 0 S < Spe1r St @ as segui pro

priedades:

] - .
xi(tm) =g »® quando m+ @;
x! (sm) =a< ®©;

-l s * é ! é é £ .
(3-2.2.) a xi(t) a, Dpara s t tm

Pelo teorema do valor médio vem
i) = 1 ) = x" - \ g .
xi(tm) xi(sm) xi(gm)(tm s, onde “bm< E’m s

Tomgndo o limite em ambos os membros da iguaidade
acima para m-® e lembrando que xg(t) é limitada,
vem

lim (t_ -8 ) = ®
m m

Utilizando novamente o teorema do valor médio,
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Vel

Xi(tm)-xi(sm)zzxi(nm)(tm-sm) com tm<'nm < s

Levando em conta (3-2.2) e calculando o limite de

ambos os membros da Ultima igualdade para m->®, vem
lun(xi Oﬁn)——xi(ﬁn))z o, o gque & absurdo, pois
xi(t) é limitada no futuro (jé& que &, por hipdtese, li-

mitada & direita.e, em virtude de sua derivada x'(t) ser

definida no futuro, x(t) o ser também).

Com raciocinio andlogo se mostra que a terceira al
ternativa também n3o ocorre e, portanto, segueque x'(t)

¢ limitada no futuro, como deviamos mostrar.

E interessante observar que x'(t) é limitadano fu-
turo sempre que x(t) e x"(t) o forem, independentemen
te de x(t) ser ou nzo soluglo de qualquer problema, co-
mo é f4cil de ver na demonstracgao acima.

Fara o caso em que X(t) & limitada no futuro,temos

0 seguinte

Teorema 3-2.3. Suponhamos que o s.e.i.d.(3-1.2)sa

tisfaz & hipdtese (H) e que para cada c>0  existanm

K1 =Ki1(c}) e EKp=ZKp(c) tais que
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[f(t,xl,xz)[éK e

1

t
lofg(t,s,xl,xz,x3,x4)ds] <K,

2
quando t2algum T20 e lxlléc,'lxlfc,]x‘g]fc e
|x*] < c.

Entao, se X(t) f8r uma solugao do s.e.i.d.(3-1,2)1i

mitada no futuro, segue que x'(t) +0 quando +t- ®.

Prova. Suponhamos por um momento que

Tim x' (%) . x' (%) > lim x'(t) . x'(t). Sejam xe [® esco
€ -+ t+®

lhidos de modo que

lim x'(t) . x' (8) << 1im x' (%) . x' (4).
t® t -+

Entao, existem sequlncias {tm]- e {em} com s <%, <

ﬁ"iﬁ#i?*;ﬁ""?-:ﬂ‘."m"'m*m’ tals que x'(tm) . x'(tm) =

= (3, x'(fam).x'(sm)-o: e x<x'(%) .x'(t)<@ para
sm<'b<tm.

Devemoe ter ('bm- am) »0 quando m- ® pois, do contrd

© ]
rio, teriamos { x'(t) . x'(t)dat > % X(tm~ em) m® 0 que
1l
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contradiria o teorema 3-2.1, (i)

Como, pelo teorema da média,

o f-x=x'(t ). x'(t ) - x'(s ). x'(s ) =

- ' " - < -
=2x'(§).x"(8)(t -s ) com s <E <t e t -5 —0
guando m- W, vem

x! (Em) . x"(im) -0 guando m —+®.

Mas, isto nao & verdade, pois

£,
(€)X (E)=x(5) . F(E,x(E), x' (EN+) ()

0
é uma sequéncia limitada.
Agora, como pelo teorema 3-2.1 (ii), x(t) é assin-

tética no sentido de Wintner, existe o limx'(t).x'(t),o0

t 5o
qual nao pode ser positivo, pois
™
f x' () . x' (t)dt < o,
(o

0 gue encerra a demonstragao do teorema.
Quando toda componente do s.e.,i.d.(3-1.1) é repul

siva, isto &, quando

t
(3-2.3) Xi(t)- [fi(t,x(t),y(t))-+£—gi(...)ds >0
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para i=1, +++ 5 n, para toda x.€ ‘g(E),’c:],R), o seguin

te teoremag é verdadeiro.

Teoremg 3-2.4. Se X(t) é uma solugao do s.e.i.d.

(3-1.2) assintética no sentido de Wintner, segue que x(t)

é definida no futuro, x(t) converge para uma constante

xoeRn e x'(t)+0 quando t+ .

Prova. Para cada ieI:{l, cee n} temos

(3-2.4) xi(‘c) . xg(t) >0 para t20 em virtude de

(3-2.3).
Se, para algum T=20 tivermos

xi(?') . xi('t‘) > 0

~ d
entao, em virtude de ser P (xi(t) . x:'l(t)) =
= xiz(t) + xi(t) . x"(t)20 (veja 3-2.4),°teremos pa-
ra todo te€ ET,t+),

(3-2.5) xi(t) .x'i(t)>o.

Isto acarreta, em virtude de ser x(t) limiteda &

+
direita, que xi(t) > e xi(t) -a-(Bi quando t+1t , on-
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de o< |x|<wm, 0<|[B,]& ® e o< .B,¢ ®». Escre
i i 1°V1 =

vamos I= IlUI2 onde

. +)
= : . X! T <
Il_{n_eI. xi(t) xi(t)>o, t< by
+
e . Z
12_{1{61. Xk(t)'X]:{(t)"o’ Tt < t]

B claro que Il('\Izz-.Qf.

Se keI,, temos: xk(t).xl'{(t)é.o e, por (3-2.3),

2’

Xlé(t) . xi\':(t) >0 para T< t<t'. logo, existem reais
X _ , ‘ +
o e (, tais que xk(t) +0 e Xk(t) .-,»-@k para t >t .

-+
Mostremos agora que t = .
como ,

o>x(t) .x'(t)= T xi(t) ] x'i(t) + T xk(t)‘.xl'{(t) e

i €
1EIl K 12

7 Xk(t)'xl'c(t) & limitada em ET,t+) segue que
1{612

Xi(t) . x'i(t) & limitada em [’Z',t+) para todo ,jeIle,

portanto, t+= ™.

Desde que t7 = @, segue do teorema 3-2.1, (i), que

Q©

f ' (t) . x' (4)at < .

.
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Isto acarreta que Il=¢', x'(t) »0 quando t 400, e

que existe x € R"® de modo que x(t) - X com t- .

Para o caso em que n=l no s.e.i.d.(3-1.2), uma
propriedade assintética bastante forte das soiu(gfé'es, é dg

[
da pelo seguinte teorema, devido a Fiédorov [8:]

Teorema 3-2.5. Se o s.e.i.d.(3-1.2) satisfaz & hi

pétese (H) e existem fungles continuas ¥, $R+R e unma

constante a<o %tais que, para t=20,
(3-2.6) ¥(t) >0, P(t)2 o3

(3-2.7) lf(t,xl,xg)[é X(t)]xl[ para todo xl,xze R;

t _ .
(3-2.8) {fg(t,s,xl,xz,x3,x4)ds[éﬂP &) para tod xl,...,x4eR;
0

® s
(3-2.9) [ fx‘(u)dudsé 1/x < 1/3;
0 a
( ) ® S‘P( X / /
3-2.10 ds £ 1/ < 1/3;
‘g- ja' u u. S \

entao, para todo ndmero real c, Icl >l/£x, existe uma fa-
milig de solugdes X(t) dependendo de pelo menos um pari-

metro, definidas em W<t < ®, tais que

(3-2.11) lim x(t) = c.
T o '
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Prova. Ponhamos
+ ® g
B(t):fﬂu)du_ e A(t).—.f f ¥(u)duds,
a t a

X7
@(t):f' P (u)du e Y(t)= f (u)duds

a . A a

para t=2o0.
- De acordo com as hipdteses (3-2.6), (3-2.9)e (3~2.10),

temos, para t=2o0:

B(t)>0, A(t)>o0, §(t)20 e \:f(t)eo;

A(t) £1/x<1/3; Y(t) £ I/ < 1/3.
- B claro gue
lim A (%) = o e 1im V¥ (t) = o.

t 4+ . t+m
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Seja entao o satisfazendo (3-2.9) e (3-2.10).

Dado c€R tal que le| >1/x,  definamos

Wya= {(t,x,y)eU: |x-c|<ofc| [At)+V(t) e ]y|<(3[c]13('t)+¢(4¢}},-

onde > (3>3.

Se colocarmos

2 (t,x,5) = x-c — || [A(t) + W (£)] ;
IQQ(‘G,x,:»').= -x+c-x|c| [A(t) + V(%) ];
™ (t,x,) = -0 |e| B(t) - §(t)
| - M (6,x,¥) = -y - @ |e] B(t) - §(t),
entio podemos escrever
woqf{(t,x,y)e U: 4 (6,x,5)<0, ™ (t,x,5) <o, 1=1,2}.

Vamos mostrar que é um conjunto polifacial re

W“',5

gular relativamente ao s.e,i.d.(3-1.2) com faces positi

vas o{’j_:{(t,x,y)e.U: Ii(t,x,y)=o},

lj(t,x,y)éo,‘lﬂj(‘t,x,y)éo, j=l92}
para i=1,2, e, com faces negativas

JQ1= {(t,x,y)e U: ™M (%,x,y) = 0},

‘Qj(ttx9Y) £ O,mj(‘t,x,y) £ O, j==l,2}
Para i=l’2o
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Com efeito, 6 f4cil de ver gque fr(wo( ,0) = U (Li'UMi)'

P

Se TE€ :61, temos

Dy py 4 (B = x' (8) - fe] [ (8) + V(1] =
=y(t) + o lc] BE) +9() J2 -ly(t) | + ] [B(E) + 0(t) ]2

le]|B(t) (o -B) + §(t) (x|c]| -1)> o,
para toda L(P).

De maneira idéntica se mostra que

DL(P) -192(}?) >0

para todo ponto Pea&é e toda L(P).
Se PeJ&Q
DL(P)ml(P) = Y'(t)-@lcl X\(t)"(P(t)'-'-

| t
= £0t,x(8),3(8)) + [ g(...)ds - plc| ¥() - (8) £

0

£ 1(8) x(t)] + 8 (5) - ple] ¥(8) -9 (2)= ) et - el

em virtude das hipéteses (3-2.7) e (3-2.8).

Mlas, da definigao da face ‘Ml concluimos que

|x(t) - c]eo|c] [A(E) + V()] .



-T1-

Logo, . |
|x(£)]| = [x(t) = c| + |ec]| = |c] {1+0( (A(t) +¥V (+) ] }<3[c[,

em virtude de (3-2.9) e (3-2.10)

Portanto, ‘
1x(t)| - Rle] € [e](3-B) <o."
Voltando com esta ltima desigualdade na expressao

de DL(P)“ml(P) e levando .em conta (3-2,6), obtemos

DL(P)"YLl(P) <o

para todo Péﬂle toda L(P). De modo semelhante se mos-

™M (T L(T
tra que DL(P) 2(1’)49 para todo PGJ‘(.Z e toda L(P). 4s

“gim, w é um conjunto polifacial regular relativamente

ocp
a0 s.e.i.d.(3-1.2) e, portanto, temos
Scves?

s Ve (B UD
onde V= ( IU .2) - (Mluwz)f

Seja agora y, um nimero tal que

.(3-2‘~12) {yol< Blc| B(o) +¢(0).

Denotemos por Z(yo) a0 segmento de reta definido pe
las relagoes _
t=o0, y=y , |x-c|€x]c] [A(o) +W (o) _].

B claro que Z(y,) = woq;(o)u V eque Z(yo)NVnzo 6



retrato de Z(yo).
Mostremos que Z(yo)ﬂV & retrato de V:

Com efeito, a inclus3o VnZ(yo)CV é evidente.

Definames uma aplicag@o K:V4+VN Z(yo) da seguinte manel
ra:
_
(0,c+a|c| [Al0) +V¥ (o) ], v,
o |ee (tyx,y)e oy - (H UH);
K(taX',y) = "(40’0_@10[ EA(o) +\l/(o) ]’ yo) se

(t9X|Y)§‘ 102 - (‘M‘IU"M?) .

“

E fdcil de ver que, assim definida, K é uma retra-
cao. 'i’ortanto, de acordo comHo teorema de Wazewski,exi_g
te um ponto PeZ(yo) -V tal que a curva integral L(P)
é gssintdtica relativamente a w e, consequentemente,

xf

definida em E), ®), satisfazendo, para t=9,

|x(t) - c]< || [ACt) +V($)],
[y(t) [< B lc|B(t) + d(t).

Nas desigualdades acima, tomando os limites para
t> o obtemos (3-2.11), como queriamos. Agora, é cla

ro que fazendo variar yo sempre dentro das limitagoes

(3"2.12) obtemos a desejada familia de curvas inte-—

grals.
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