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The topological principle of Wazewski for
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applications to the asymptotic behavior
of repulsive systems.
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In this work we present, in Chapter I, some re—

sults about existence, uniqueness, Continuation and con
tinuous dependence upon initial data, of the “solutions *

of systems of integro-differential equations of'Mnetype

x'(t) = f(t,x(t)) + jtg(t,s,x(s))ds.:
_ a

,

Then, in Chapter 11, we use the above mentioned

results to present an extension of Wazevvsli'i's topological'
principle for these equations, following the ideas of N.

Onuchic's work [ªf], whiche vis devoted to retarded
functional—differential equations.,

Chapter III is devoted to some applications of
' the method presented in Chapter II to the study of the
behavior of the solutions.of systems of esecond order,_
including the systems with repulsive forces. ?hese appli
cation's are based on the works of V.D. 'Fiédorov E?,ª.
Also, in this chapter, we present some resultsabout the,
asymptotic behavior of solutions of systems of integro-
—differential of second order, due to N.Dnuchic EÃÍJfor
the case of retarded functional-differential equations.
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INTRQDUQÃO

% 1. Histórico.
Em 1947, Wazewski [ªê] introduziu um novo método de

análise qualitativa das soluções de sistemas de equações
diferenciais, o qual é atualmente conhecido por .”método
topológico de Wazewski". O método topológico de Wazewski
tem grande alcance, por exemplo, na investigaçãoxdo com-

1

th: .

portamento (limitação, periodicidade, assintoéàcidade)
Jdas soluções de um sistema de equações diferenciaisch ti

po

(1—1) dx/dt=.f(t,x),

escrito sob a forma vetorial.
A utilização do método topológico de Wazewski em di

ferentes problemas concretos tem conduzido às suasxérias
generalizações. Assim, para se ter uma idéia, Albrecht
E,ã], usando o conceito de retrato por deformação, esta-
beleceu um análogo do teorema de Wazewski que é aplicá-
vel aos sistemas autônomos para demonstrar a existência
de soluções periódicas, em 1954; nesse mesmo anõ3 ALPlis

[lá], usando a idéia de retrato por deformação quase-isº
tópica, demonstrou um teorema do qual, comooasos particu
lares, se deduzem os teoremas de Wazewski e Albrecht; co
mo mostra A.F. Izé [lá]; posteriormente,lãelecki[?,3,4]
estendeu os teoremas de Wazewski e Plis para o caso 'em

que é violada a unicidade da solução do problema de Cau—

chy para o sistema (1-1); em 1961, V.D. Fiédorov [7],
utilizou o conceito de função polivalente_para conseguir
uma eXtensão do método topológico de Wazewski aos siste—
mas de equações“integro4diferenciais do tipo
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_t

(]:—2) X'(t)=f(t,X(t))+j g(t,s,x(s)) ds!
e

escrito sob a forma vetorial; ainda nesse artigo e tam-
bém em [E], Fiédorov estende às equações integro-difg
renciais alguns resultados de Wintner [23] eMikolajska
[l3, lé] referentes a sistemas de equações diferenciais
ordinárias de segunda-ordem com forças repulsivas; fi-
nalmente, em 1967, N. Onuchic [17] estendeu às equações

diferenciais funcionais com retardamento os resultados
de Wazewski, Wintner e Mikolajska.

5 2. Este trabalhº.
Na verdade, na extensão feita por Fiédorov an [7],

apesar de utilizar na maior parte de seu trabalho os
conceitos de função polivalente e de quase-retrato (eg
te último, introduzido pelo próprio Fiédorov), ele se
restringe ao conjunto dos pontos onde (1—2) admite sg
lução única e considera (1-2) essencialmente cºmo ten
do um comportamento análogo ao das equaçõeS(hferenciais
ordinárias. Desse modo, os conceitos de ponto de saída,
saída estrita e de conjunto polifacial regular por ele
introduzidos são os mesmos dados por Wazewski em [22].

O presente trabalho pretende apresentar uma exten-
são do método tºpológico de Wazewski para sistemas de

equações integro-diferenciais do tipo (1—2) adotando

uma linha semelhante à estabelecida em EL'Úpor N.Onuchic.
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Isto se deve ao fato de termos observado que as equa-
ções integro-diferenCiais e as equações diferenciaisfug
cionais com retardamento apresentam certas analogias no

' que diz resPeito à existência, unicidade e prolongamen-
to das soluções.

Assim procedendo, conseguimos os mesmos resultados
obtidos por Fiédorov, porém, pensamos, em um mxmextaque

torna as definições acima citadas muito mais naturais.
Uma outra vantagem de termos seguido e linha do profes-
sor N. Onuchic, consiste no fato de que, desta forma,
pudemos estender aos sistemas de equações integro-dife-
renciais os resultados por ele obtidos referentes ao cor_n_

portamento no futuro das soluções de sistemas de eque-
ções diferenciais funcionais de segunda ordem. Desta;
te, os teoremas 3-2Ll, 3-2.2, 3-2;3 e 3-2.4 são nº
vos no que diz respeito as equaçõesintegro-dnhrenciais.

0 trabalho é constituído de três capítulos.
No Capitulo I, apresentamos os conceitos e fatos

básicos ao desenvolvimento do método topológiCO de

Wazewski. Os teoremas l-2.l, l-2.2 e l—4.l apre-
sentados neste capítulo são inspirados nos homônimos dª
dos em [lã]. As hipóteses sobre f e g que ali feze-
,mos não são as mais gerais possiveis, mas as mais ade-
quedas ao objetivo de justificar a hipótese (B) formulª
de no fim do capítulo.

No Capítulo II desenvolvemos o métodO'kmológico de

Wezewski para sistemas de equações integro-diferenciais
do tipo (1-2).



No Capítulo III fazemos aplicações do método deseª
volvido no Capítulo II, para estudar o comportamento ªê
sintático das soluções de sistemas de segunda ordem, rg
pulsivos, adaptando os resultados de Fiédorov Elª. Ain
da nesse capítulo, apresentamos para as equaçães ínte-
gro-diferenciais os resultados já mencionados de N. Ong

chic, obtidos originalmente para as equações diferenci-
ais funcionais com retardamento.

Para finalizar este parágrafo, resta-nos afirmar
que a simbologia aqui utilizada é, em sua maioria,a coª
sagrada pelo uso. Alguma variação que aparecer, será
devidamente esclarecida.



'

CAPITULO i

O principal objetivo deste capítulo é o'lde apreseg
tar alguns resultados da teoria das equações integro-«ij=
ferenciais relativos à existência, unicidade, prolonga-
mento e dependência continua 'em relação às condições ini
ciais, das soluções de tais equações, resultados estes
básicos para o desenvolvimento dos capitulos II e 111.
Na maior parte das vezes, a utilização de tais resulta-
dos estará implícita, daí uma forte razão para. dedicar-
-lhes este capítulo inicial.

Sl. Equações integro—diferenciais..

As equações integro-diferenciais, como o próprio
nome indica, são equações onde as funções incógnitas epª
recem sob os sinais de derivação e integração.' Tais

equações surgem naturalmente em certos problemas de Pi-

sica (veja [21], 13.138).

Estaremos, neste trabalho, interessados em siste-
mas de equações integro-diferenciais de primeira ordem,

no sentido que, abaixo, tornamos preciso:

Seja Eu E+ an onde R denota a reta real,R+= Gmc),

k k :251/2R munido da norma [xl : (2 ::1 onde x= (xl,..., xk)
-

. ,
1

.

. ,

denota um ponto do Bk. Sejam ainda f= (fl,...,fn): E+Rn

e g= (Elvºº'º gn): R+xE+Rn funções contínuas dadas.
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Coloca-se, então, o seguinte problema:

S.e.i.d.$a). Y"Encontrar um intervalo IC.".R+ e uma

função diferenciável ?: (?l,..., ?n): I 4-Rn tal que

, ,.
: ' t ,

aº<w= fumº <t»+ [ g(t,S,'P'(S))ds
&

para todo t GI",
onde ª é uma constante arbitrariamente pré—fixada.

O problema acima é chamado de um sistema de equa-

ções integro—diferenciais de primeira ordem e denotado

por

. t
(1-1.1) x'Ct)=_f(t,x(t))+ ] g(t,s,x(s)) ds

&

e referido suscintamente por "s.e.i.d.(a). (l-l.l)".
A um par (“P; I) satisfazendo ao s.e.i.d.(a). (IL-1.1)

chamamos de solução desse problema. No entanto, para

simplificar a linguagem, diremos apenas "'? é solução.J'
ficando a menção ao interValo I sujeita às conveniên-

cias do contexto.

A rigor, uma solução do s.e.i.d.(a).(l-l.l), não

preciSa, necessariamente, estar definida no ponto ª. Ig

to é comprovado pelo exemplo abaixo



' ' t
x' (t) = (_t3- x(t)) x(t) +f tsx(s) ds,

*e

,que tem como uma sua solução a função + :(o,<n)-+R, dg

finida por + (t): l/t, como é fácil de ver.

Uma outra observação muito importante concernente

às soluções do s.e.i.d.(a)(l-l.l) é a seguinte: o

s.efi;d.(a).(l-l.l) descreve fenômenos hereditários,
isto é, fenômenos cujo estado atual depende de sua his—

toria passada desde o instante t=a. Assim, o mesmo fg
nômeno pode ter descrições distintas do seu estadoaâmal“

cu futuro se fôr alterada a sua história passada.

Além disso, outras informações qualitativas e quaº

titativas sobre as soluções do s.e.i.d.(a).(l-l.l) po-

dem ser dadas dependendo de condições suplementares que

sejam impostas às funções f e g e também do que se rg

queira das soluções.

'Uma condição suplementar muito importante consiste
em requerer que o(s) gráfico(s) da(s) solução(ões) pag

se(m) por um dado ponto, o que conduz ao

Problema do Valor Inicial-(P.V.I.): "Seja Cr,xº)um

ponto de E. Encontrar uma solução do s.e.i.d.(l-L.l)
que satisfaça à condição (inicial).
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(].—1.2) X(T)=Xº,"

O p.V.i. é, às vezes, chamado de "práúena de Caº

chy para o s.e.i.d.(a)(l-l.l)". Muito útil será o se-

guinte

gema l. O p.v.i. é equivalente à equaçãointegral

(l-l.3) x(t) = xº +ftf(s,x(s)) ds +ft fsg(s,u,x(u))duds.

Éãºlâº Se x(t) fôr uma solução de (l—l.1) satig
fazendo e condição (l-l.2) então, integrando entre os

limites “Ze t obtemos (l-l.3). E, inversamente, se

x(t) fôr solução de (l-l.3), pondo t=€'obtemos x(T)=xº,

que é (l—l.2). Além disso, x(t) será uma função con—

tínua de seu limite superior de integração. Assim, cº
mo f e g são contínuas, f(.,x(.)) e Jªg(.,u,x(u)) du

&

serão continuas. Segue então de (l-l.3) que x(t) é di-

ferenciável e que

't
X'(t)=f(t,X(t)) «ºf g(t,s,X(S)) ds

&

que é (l—l.l).

Seja Tao e ponhamos E(T)=4[(T,X) € E). Ao con-
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junto EC?) chamaremos de f'oorte de E por 'C'".

Um caso particular 'do p.v.i., muito importante

para-os nossos propósitos ocorre quando T=a e será d_e_

notado por p.v.i.(a). &,

5 2. Existência e unicidade locais.

Seja J um intervalo da reta e seja A um subconjun-
* to do E", ambos.» compaotos. O símbolo '6(J,A) denotará

o espaço de Banach de todas as funções continuas ?: J-i-A

munido de' nome

um = sup (mm: teJ].
Hiºótese 55). Para cada conjunto fechado BC:-Rn e

cada intervalo fechado JCRf existem em correspondên-

=J+Rf e K-JxJ->R+ tais'cia funções contínuas K 2.1

que

(1-2.1) [f(tv,xl)-f(t,xº)lºKl<t>lxl—x2|
.

para todo tEJ etodo xl, xzeB, e

(1-2.2)
'

wls(t,s,xl) - g(t.s.xº) | e K2(t,s) 1x1- xºl

2
para! todo t,seJ etodo xl,x eB.

Temos o zaeguinte'
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Teorema l-2.l. Se para o s.e.í.d.(a) (l-l.l) estª
ver satisfeita a hipótese (A), então existe 6>o talque
o p.v.i.(a) tem uma única solução em [a, e+8].

Prova. Sejam J um intervalo compacto de H+ esco—
. n ºllhido de forma que aeJ e B: xeR : [x.-x ler) onde

r é um número positivo menor que l.
A existência de constantes" positivas M

_

e M,M2,M31 4

satisfazendo

Mlà sup í lf(t,x)| : (tnt) GJXB ],

Mºª sup £ ]g(s,u,x)[ : (s,u,x) €JxeB),
M3à sup (KJ-(s) : s eJ] e

M4àsup [ÁK2(s,u)du: s GJ)

'é assegurada, respectivamente, pelas continuidades de

f,g, Kl e K2'

Seja agora S>o tal que Eª, a+õj= JlCJ e tal
que

(14.3) Ss min (r/zml, r/2M2, r/3M3, r/3'M4 ].
Para cada ªPe %(JrB) ponhamos Tª?=Y onde

.t 't s
'Nª/“);“ XO+ Í “SWP (S)) dS+ [ [g(s,u,<P(u))duds.

& a
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Se “FE'K(J1,B) e teJl, temos

W<t>-xºl£3flf<s.1º<s»las fíglg(s,u,ªfª(u))ldudse
1 .1 ,1

é MIS + M28 £ r, o que mostra que *,ng'fB'

' temosAlém disso, se h>o 'e t,t+heJl,
“t+h t+h s

|V(t+h)-Y(t)[.a.f 'If(s,ªP(s))[ds+f ' flg(3,u,«fº(u))duasg
t - t a

6 M1h+ SMZh, o que mostra que “[f(t+h) +Y(t) quando

h-rºf. Analogamente se mostrª que' “Uta-h) aº], (ºc) pª

ra h+o', O'que prova que T?=Ye£(Jl,B), ou seja,

que T: '6(Jl,B) + IGU-PB).
'

Por outro lado, se t eJl e *? 'FeaJl'B) então

[TCP(t)-T,F(t)|£!|f(s,ªf)(s)) .. f(s,P(s))[ da+
1

, .

. + ff [g(s,u,ª[º(u)) - g(s,u,y(u))| duds 6
J]. Jl

e lhº— pu 8M3+ [Hª—FH 8M4<2/3:1«P-prr
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pois r é menor que 1, logo, T é contração. Como 4(J B)1,
é de Banach segue que existe um único pontofixo *feáJrB)

de T, isto é, uma única função contínua (e diferenciá-
vel) “P: Jl+B tal que Tº?: ºf) , ou seja, satisfazendo

t t s
(l.-2.4) ?(t); xº+ff(s,ª[º(s))ds+f fg(s,u,ªF(u))du ds

&a a

que, em virtude do Lema 1 é a única solução do p.v.i.(a)
no intervalo Jl, encerrando assim a demonstração do teº
rema.

Se a >o, com raciocínio análogo se pode mostrar que

existe X>o tal que o p.v.i.(a) tem uma única solu-
ção no intervalo [a- una] cuja eXpressão é ainda dada

por (l-2.4), de forma que podemos enunciar o seguinte

Teorema l-2.2. Se a7o e o S.e.i.d.(a)(.l-l.l) s_a_

tisfizer à hipótese (A), então existe E7o tal que

o p.v.i.(a) tem uma única solução no intervalo [a— E,a+ª,

a qual é dada por (l-2.5).'

53. Prolongamento de solucLõ'es.

Diremos que uma solução ? do s.e.i.d.(a)(l-l.l)dg
finida em um intervalo J é prolongável se existir uma
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s'oluç'ão ;fldesse mesmo sistema, definida em um intervalo:?

tal que & contém J prºpriamente e %(t) = LF (t) para todo

1; GJ. Entre todas as. soluções do p.v.i.(a) pelo menos

uma é não prolongável. Isto é evidente se as soluçõesdo

p.v.i.(a) forem'wunivocamente determinadas pelos seus va—

lores iniciais (a,xº) pois nesse caso duas soluções quais

quer que passem pelo ponto (aptº?!) coincidem em seu inter
valo comum de definição. Este será o caso, como veremos,

se o. s.e.i.d.(a)(l-l.l) satisfizer à hipótese (A). No

ªcaso geral, a existência de uma solução não prolongável

segue do Lema de Zorn. Se “Fé uma solução não prolongª

vel, ela é uma solução saturada e o seu intervalo de de—

finição é chamado de intervalo mgximgl de <P.
.

k..

Teorema ,l-3.l. Se o s.e.i.d.(a)(l-l.l) satisfaz a

hipótese (A) e ª? é a solução do p.v.i.(a) anª,,tgwm),

então “dee ser estendida como a única solução do p.v.i. (a)

à direita de b, isto é, aum intervalo [a,c] onde c7b.

Prova. Consideremoso s.e.i.d.(b) auxiliamabai
XO:

,

. t
(l'-3.1) y'(t)=F<t,y(t)) + [Gema,ymnds ,

.
_

,

. ,b
.

'

,

b
.

onde F(t,y)=f(t,y)+fg(t,s,<P(s))ds e G('t,s,y)= g(t,s,y) .
'a
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Em seguida, consideremos o p.v.i.(b)

(1-3.2) . «:ªy(b)=f(b)

relativo ao s.e;i;d.(b)(l—3.l).

E claro que; em virtude de sua definição, se o

s.e.i.d.(a)(l—l.l)- satisfaz à hipótese (A), então o

s.e.i.d.(b)(l;-3.l) também a satisfaz. Portanto, de

acordo com o teorema (].-2.1.) o p.v.i.(b)(l-3.2) tem

uma única solução Y definida em um intervalo Enc] com

c >b. Definamos

(1—3.4)

»

%“): “P(t) para ”seca,-é]
' “if(t) para ªªª—[há].

E claro que, assim definida, ª? é contínua em [3,6
e ? é solução do p.v.i.(aí) em [afã]. Como ºf é tarª
bém solução do p.v.'i.(b)(l-3.2) em Emª], temos, para

tàb,

_ b ”6

ºF'<t)=-f(t,ê<t_»+fg<t,s,íº<s»as+ fg<t,s,«?<s> ) as =
"a ' b

_ t _=f<t,«F<t>)r+fg<t,s,=?<s» as
a

em virtude de (1-3.4). Segue que ª? é solução do pv.i.(a)

em [sua A unicidade segue da seguinte observação:

Seja 11: [5,6] +Rn uma solução do p.v.i.(a). Eª
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tão, para tº b, temos

b ”C

P'(t)=f(t,)l(t»+]g(t,s,]1(s))ds+fg(t,s,v.(s))ds=

b t
=f(t,,1(t))+fg(t,s,cp(s)) ds+fg(t,s,1x(s))ds,

- a b

em virtude de º? ser a única solução do p.v.i.(a) em Cafª.

Portanto, F é solução do s.e.i.d(b)(l-3.l) em Emo] com,

é claro, Y(b)=<P(b).

Teorema, l-3.2. Se L? é solução do p.v.i.(a)'defin;_
da e limitada em E?:b) (b <o>), então “? pode ser estendª
da como solução do p.v.i.(a) ao intervalo [23,13].

Prova. Como =P é contínua e limitada em E;,b), temos

que

((hª? (t)): ”66 Em») 6. U aaª“
onde U é um "retângulo compacto. Como f e g são contí-

nuas, são também limitadas em U e E;,b] xU reSpeotivameg

te. Sejam Ml e M2 majorantes para f e. g nesses domíni-

os. Dada uma sequência qúalquer (tn]— Citam), crescente,

tal que tua-b, temos, para m >n,

. tm
'?(tm)r?(tn)lé£ lf(s,ªP (S)) | ds +

n.
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t s , .

'
.

fm f [g(S,u,ªP(u))ldudséMl(tm-tn)+M2(b-a)(tm-tn)+o
ªº an

quando n+oa. “Isto mostra que (“P(tn)) é uma sequêg

cia de Cauchy no Rn, o qual'é completo, logo, existe 0

lim «P(tn)= «P(b'). Cómo [tn] é arbitrária, vem
n-+'-o:>

lim_ «? (t) = C? (b“) .
t-rb

Definimos ª-lffEaJª-ylín por

ªP(Jc) para teªm)
“VW):

Y(b)= <P<b').

E claro que, assim definida, “li é contínua em Gajª

e diferenciável em E;,b). Por outro lado,

thm) _«thné [f(tmâf (tm)) _mny (tn»! +

t t
+41“|g<tm,s,v<s)>|as+£m1g<tm,s,ws»-g<tdsnf<s»1as:

n

: Ll+L2+ L3 , onde (tn), m e n estao nas mesmas condi-
N . .çoes anteriormente descritas.

Mas,
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Ll+0 quando n+co devido às continuidades de :?

edeY,
L 4—0 quando n+oo, poisoéL «4 ..2 ”M2(tm tn)' e2

L3+O quando n+oo devido às continuidades de g

e de ªff.

Portanto, [Y'(tn)) é de Cauchy. Pelas mesmas ra-
” ' ' u . | Nzoes Já mencmnadas, ex1ste o 11111 *Ht). A expressao

t +b'
de “Peru [a,b) nos mostra que

b

Vander? <b>)+jg<b,s,1f (sms: ugly-(t),
& t+b'

e que, portanto, é solução do p.v.i.(a) em EJB.

Os teoremas l-3.l e 1-3.2 conduzem—nos ao se—

guinte resultado fundamental:

Teorema l-ã.3. Se o s.e.i.d.(a)(l—l.l) satisfaz
a hipótese (A), então o p.v.i.(a) admite uma única so—

lução <P não prolongável à direita, definida no intervª

lo [a,b) onde b: 00 ou lim I<P(t)l= m.
“l?-rb—

PrOVa. O teorema l—2.1 afirma que existe uma úni-

ca soluçãodo p.v.i.(a) definida em um intervalo [ªªª]
suficientemente pequeno. De acordo com o teorema l-3.l,
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essa solução pode ser prolongada como a única solução do

p.v,i.(a) a um intervalo [a,ewsj, E>8, e assim sucessi-
vamente. Tomemos uma solução (+, [a,QJ), qualquer, do

p.v.i. (a) e ponhamos

b= supíocE-R: (**)“, [a,ocj) é prolongamento de (Kºsugi-I)].

!É fácil de ver que, devido a unicidade de cada so-

lução (fd, (151,06), b não depende da particular(Y,[-a,cª).

Vamos construir uma solução (“F , Ehh» &) p.v.i.(a):

Seja tªke [a,b) um ponto arbitrariamente fixado.P_e_

la definição de b, existe uma solução (“Pra, [adsl-]) tal
que tºiEL—aqa] . Então, pomos <?(tª) : %;(tªª). O valor

f(tª'f) não depende da particular “Fp escolhida, ainda

em virtude da unicidade de cada (“F“,Eamj ). Assim, a

função ? está univocamente definida sobre todo o inter-
valo [a,b) e é solução do pºvºi.(a) nesse intervalo,
pois coincide com uma solução do p.v.i.(a) nas vizi—

nhanças de cada ponto tªketam).

Seja agora (u,[a,b')) um prolongamento de (“F,Eam»,

isto é, uma solução do p.v.i.(a) tal que b' .>.b. Como

(p, [a,b'H étambém prolongamento de (%%,cj), segue

que bº éb, devido à definição de b. Em virtude da uni
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cidade de cada solucao do_ p.v.i.(a), concluímos ? e p '

coincidem.

Decorre dessas considerações que (?,[ê,o)) é a unª

ca solução do p.v.i.(a) não prolongável à direita. As

outras afirmativas do teorema são consequências imedia-

tas dos teoremas l-3.l e l-3.2.
,

Observe-se que todos os resultados deste parágrafo

podem, sem maiores dificuldades, ser transpostos para a

esquerda do ponto ª.

54. Dependência contínuª dª solução em relação à condí
ção iniciªl.

Seja P um ponto de E. Se as soluçõesdo s.ei.d(a)

que paSSam por P forem univocamente determinadas por P,

isto é, se duas soluções quaisquer que passem por Pcnig

cidirem em seu intervalo comum de definição, diremos que

P é um ponto ordinário e poremos.

0: (PEE: P é ordinário].

De acordo com os resultados dos parágrafos prece-
denies, temos

E(a) CO

se o s.e.i.d.(a)(l-l.l) satisfizer à hipótese (A).
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Seja agora ? uma solução do s.e.i.d.(a)(l-l.l), sª
turada, passando pelo ponto P: (13x) e E. Para ressaª
tar o fato "passando por P", escreveremos ?(.,P) paraªFe

denotaremos por AU?) ao intervalo de nbfiniç'ão de “P(.,P).

Por L(t,P) indicamos o ponto (t,?(t,P)). Se JCA (P) é

um intervalo, pomos L(J,P)= [(t,+(t,P» :1:€1J]. Para

simplificar, poremos L(AK(P),P) = L(P) e, também,

L+ (P) : [(tgfª (up)): te 7].
L(P) chama—se "integral do s.e.i.d.(a)(l_l.l) pas—

sando pelo ponto P", L(J,P) chama-se “arco dezintegral.u"

e L+(P) chama-se semi—integral saturada à direita.
Se P eo, ou mais particularmente, se P: (a,x) e o

s.e.i.d(a)(l—l.l) satisfizer à hipótese (A), então as ng

tações e denominações acima tornam-se incisivas, de for—

ma a podermos dizer "a curva integral ...", "a semi-in-

tegral saturada,..." etc.. A figura abaixo ajuda a es.-
clarecer estes conceitos, no plano:

«A

+V

R
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No que segne, sem perda de generalidade, vamos fi...

xar a=-O.

, , .
'

nTeorema l.-4.l. Sega [PIJCO (Pn: (tunc )) , n=l,2,...

uma sequência de pontos convergindo para o ponto

Po: (tº,xº)€O. Então, dado b>tº tal que [30,13]: Awó),

para todo índice nsuficientemente grande, vamos ter

[tom] ; A (Pn) e

ª? (. , Pn) +“? (. , Po) uniformemente em [170,6] .

gºzª. Suponhamos para fixar as idéias que %> o.
O caso tozo é facilmente dedntível da demonstração

abaixo.

Como E é normal, existe XCE, fechado, tal que

L( [31032], Pº) cini:(Xv,E), onde int(X,E) denota o interior
de X relativamente a E. Como “P(-9130) é contínua, po..

demos tomar X limitado, ou seja, compacto. Seja M um n_1_í_

mero positivo tal que

Me sup []f(t,x)l: (Lx) eX);

'Me sup [lg(t,s,x)l::(t,s,x) e Ent-il XX],
ouja existência é garantida pelas continuidades de f e

g.
Tomemos 8, o<8 <l, tão pequeno que o retângulo
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U: ((#,x) € Rn+1: It.-tol 65 e [Jc-xº! 5,2M(2+b))

esteja contido em X, (veja a figura abaixo).

,

' ;. a l

m tºt-£,“ R+

Para simplificar, ponhamos J= [tº - 5, to + SJ .

Existe m tal que n>m acarreta tnGJ e lxn- xºl<Mô.

Então, se n>m, o ponto “Pn pertence a U e L(Pn) atig
ge & fronteira de U. Além disso,

|? (17, Pn) .. xª: emlntnl +M|t_tn| b<2M8+ 2M6b= 2Mô(l+b)

para todo teJ. Logo,

0 n 0 -

lª?(t,1ºn)- )( ls lx _ x | + 2M$<1+b> = 2M8(2+b)

pára todo n>m e todo teJ, o que significa que para

n>m “PL, Pn) está definida em J e >L(J,Pn)CU. Mais ain-

da, a sequência ',º(., Pn) é equicontínua em J:

[ +(tl'Pn) _? (t2,Pn)leM|t2_tl[ +Mblt2-tl[ .A. 2Mô(1+b).
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"Pºrtantº“, pelo Lema de Ascoli, existe uma subsequêg

cie [? (. 'Pnk )) convergindc uniformemente para uma fun—.—

ç'ão contínua Y: J +Rª.
.

.

,

Temos que
t ,

(l'-4.1)
.

“P(tJPn): xn+£ f(s,ªF(s,Pn)) ds +

n

O

+ JG. fg(9,u.ªP(u,Pn)) duds ___

n

. n t ,

"G e
:X +£f(s,ªf (s,PH))ds+f fg(s,u,ªP(u,Pn))duds+

t o
.

o o

t 1: &

tt,; ºf(s,ª? (S,Pn))ds+£º bíg(s,u,f«P(u1,'.Pn))auds
n n

onde as duas últimas parcelas tendem a zero quando.,n-p—oo,

devido ao fato de que não excedem, respectivamente, &

Mltngtº] e Mltn-tºlb, e [tn-to! +o quandon-rcc,

Também, f(., ª“., Iºnk)) +f(., YÇ.)) uniformemente

em J devido à continuidade de f e à convergência unifor-
me de “P(-'Pnk) a “F. Pelas mesmas razões, g(s,.ªF(.,Pnk))

emconvergeuniformemente para g(a,.,Y(.)). Pondo n= nk

(14.1) e" fazendo by 0) vem que
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t t e
Y(t) :: xº+ff(s,*ll(s)) de + ] f g(s,u,NV(u)) duds

tº to 0

no intervalo J. O lema 1 e o fato de que 13060 acar-
retam que '?(t, P0)=Y(t) para todo teJ. Assim, tº
da subsequênoia convergente de (ª? (., Pn)) converge unj;

formemente para “P(" Po) em J. Isto estabelece a exi_s_

tência de um número t'7to tal que “P(-, Pn) está defi—

nida em [to,t'] para todo índice n suficientemente gran

de e tal que ªP(. , Pn) converge uniformemente para

“P(.,Pº) em [to,t'] quando n+ 03. Seja t”IE o supremo

de todos tais t'éb. Escolhemos. £, o<e<l tal que

Uªª = ((tm): [t.-tªtª] e 2 €, ]x_«P(t*,Pº)1-.s me] este-

ja contido em X.

Escolha também t" tal que tª .. & <t"< tªk e

:? (*o*,Po) .. ?(tmrºon 4 me.

Desta forma, .o retângulo

U"=[(t,x): [t-t"[ & &, [Jc—“P(t",Po)[ eme)

está contido em Uºl“, pois se (t,;ç) 6 U", então

[t_t*[=[t-t"+t"_t*lsit_t"1+ít"_t*[52& e

lX—ªF (t”,Po) lé] x-? (t",Po)l + H” (521303- «p (t" ,PO)Í£ me.



_25_

Se pusermos ynw= “? (t", Pn) e yº =.— ªf (t",Po) então

.

.“
" n " ºa sequêncm ((t ,y )] converge para (t ,y )quando n+co.

Portanto, pela primeira parte do teorema, “P(.,Pn) está

definida no interValo Et", t" + E] para “n suficientemen-

te grande e converge uniformemente para *? (., PO) nesse

intervalo.
_

O mesmo ocorre então como intervalo Ecº,t"+ E].

Como t"+8>t*, isto contradiz a definição de tªtt a menos

que” seja tiª: b, o que encerra a demonstração do teore-
ma.

As demonstrações dos teoremas aba-ixo baseiam—se no

'teorema 1-4.l.

Teorema Sl.—4.2. Seja (PIJCO uma sequência de pop;

tos convergindo para o ponto Poe 0. Sejam ainda X um

subconjunto aberto de E e _a_ e 3 ,números finitos tais
que [a,ªCÁ(Pº) e L(Ea,c],Po)C-X. Então, para tº
do índice k suficientemente grande teremos

[a,CJCA (Pk) ª
L( [3,63 , PQCX.

Teorema l-4.3. Sejam [Pn] cO uma sequência con

vergindo 'para o ponto 30 610, ere A (Pº) e X um subcon-

junt'o aberto de E tais que L('Z',PO) & X. Então, para
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todo índice k suficientemente grande, L(T)Pk) é um ponto

bem definido, L(T,Pk) 6 x e L('C',Pk) +L('Z',Pº-) para k-rco.

55. Existência e prolongªmento de soluções forª*do cor-
te.

Teorema l-5.ª. Se o s.e.i.d.(o)(l-l.l) satisfaz a

hipótese (A) e P: (a,x)€ E, a><), então existeuma so-

lução ? desse sistema satisfazendo ?(a)== x,definidaem
um intervalo [à, a+$j suficientemente pequeno.

greve. Seja p:[ê,é]4—Rn uma função contínua qual-

quer, fixada, tal que p(a)=.x. Cºnsideremos em seguida,

o s.e.i.d.(a) auxiliar
t

u_u) y'<t>=F<t,y<t» +fe<t,s,y<s»as
& .

, t
onde F(t,y(t))=f(t,y(t))+fg(t,s,p(8))ds e G(t,s,y)=

a

g(t,s,y), e também o p.v.i(a)

(1-5.2) y(a) = x

a ele associado.

o s.e.i.d.(a)(l-5.l)ª é semelhante ao s.e.i.d.(a)
;
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(l—l.l) e, é fácil de ver; satisfaz também % hipótese(A)

Estamos, portanto, nas condições do enunciado do teorema

J...-2.1. Isto significa que o p.v.i.(a)(l-5.2) possui

uma única solução Y definida em um intervalo [à,wô] su-

ficientemente pequeno. Ponhamos

').(t) para 1: e [3,3]
«Mb) =

,

Yaz) para 1: e [a,a+6]

E claro que ? assim definida é contínua e que

t
'P'(t)= FM,? (t)) + íG(t,s,ªP(s))ds para te Ea, a+6j ,

a

ou, levando em conta as expressões de F e G, que

a t
<P'<t)= f(t,*1,f(t))+fg(tys,p(8>)d8+fg(t,s,“I/(S)) da P&—

0 &

. na 1: e [a,a+8_']. Agora, à vista da definição de “P , pode

mos escrever

- t
ªF'(t) : f(t,ªF (t)) + I g(t,s,kP (s)) ds para 1: & Ea,a+8:_| ,

o .

oque significa que, para. +. e [a,a+8:] , *? é solução do

»

s.e.i.d.(o)(l-l.l) (veja figura seguinte), como desejávª

mos mostrar.
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Paº—"""

'.

E interessante observar que ? não é, em geral, solª
ção do s.e.i.d.(o)(l—l.l) em Eua].

Teorema l-5.2. Se o s.e.i.d.(o)(l—l.l) satisfaz à

hipótese (A), P: (a,x) GE, a>o, e ª? é uma solução de_s_

se sistema em [a,tZ](b>a), então º? pode ser estendida c_o_

mo solução do s.e.i.d.(o)(l-l.l) a um intervalo [a,êjog
de e) b.

Prova. A prova deste teorema é inteiramente análoga

à prova do teorema l-3.l, utilizando-se aqui, o s.e.i.
d.(a)(l—5.l) auxiliar.

Análogos dos teoremas 1-3.1 e l-3.2 também são

_válidos para o s.e.iaad.(o)(l-l.l) para o caso do p.v.i.

(a)(l_5.2) de modo a nos conduzir à formulação da
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Higótese (BL. 0 s.e.i.d.(o)(l-l.l) é tal que:

1) por cada ponto PGE passa pelo menos uma intº
gral L(P) desse sistema:

2) toda integral L(P) desse sistema é prolongável
à direita até atingir a fronteira de E;

3) E(º)C09
& qual, à vista 605 resultados dos parágrafos “anterio-

res, não é vasia, isto é, é satisfeita por peloumnos um

Soeoiod.



CAPITULO II

Desenvolvemos, neste capítulo, o método topológico

de Wazewski para o s.e.i.d.(o)(l—l.l) quando é válida

a hipótese (E). Como consequência, podemos usar os re-
sultados sobre continuiêade em relação às condições ini
ciais obtidos no Capítulo I, para os pontos de E(o).

5 l. Tubo, ponto de saídª, ponto de saída estrita, semi

-integral assintótica, sombra esquerda.

Seja W um aberto do Brªl tal que E(o)n w;!p'. Pg

nhamos w: WfíE. Assim, w é um aberto de E. A todo

conjunto w nas condições acima, chamamos tubo. Para sim

plificar, poremos w(o)= E(o) 0 W.

KA

/XX!KHNI4H

!

“&

Se w é um tubo, I>eW1 e L(P) é uma integral qual-



_31-

quer do s.e.i.d.(o)(l-l.l), diremos que L(P) é ªggigtg

Elºª relativamente a wise L4—(P)c;w. O problema central
deste capitulo será o da determinação de condições que

garantam a existência de integrais assintóticas relativª
mente a um tubo qualquer dado, sem exibir explicitamente

as soluções do s.e.i.d.(o)(l-l.l).
Vamos indicar por fr(w,E) & fronteira de w relati—

vamente & E.

Definição 2—l.l. A um ponto P:.(Z3x)eafr(w,E) cha—

maremos de ponto de saida do s.e.i.d.(o)(l-l.l) relati—

vamente a um tubo w se existir pelo menos uma integral
L(P) desse sistema prolongável à esquerda e tal que

L( ['(-. 8,2") , P) c. W, onde 8= 51(L(P))> o é suficientemen

te pequeno.
O conjunto de todos os pontos de saída será denota—

do por S.

Definição 2_.__1_Lg. A um pºnto P: (T,x)efr(W,E) ch_a_

maremos de ponto de saídª estritª do s.e.i.d.(o)(l—l.l)
relativamente a um tubo w se para toda integral L(P) deg

se sistema, ocorrer

(») L( (fr, T+ 63,1») :: ext(w,E)
(*) ext(w,E)= exterior de w relativamente a E.



e, se L(P) fôr prolongável à esquerda, que

L(EÍ-8,T), P) CAN, onde 5: 8(L(P))> o é suficientemeg

te pequeno.

O conjunto de todos os pontos de saída estrita será
denotado por S*.

É interessante observar, a estas alturas, que as dº

finições de ponto de saída e de ponto de saída estrita,
dadas por Wazewski [ªê] e conservadas em todas extensões

mencionadas (com exceção da extensão do prof. N. Onuchic

ªí!), implicavam & inclusão "S*cS". Já aqui, em contrª
partida, há uma reviravolta completa: 8 e S* podem,zari

gor, manter qualquer relação entre si, sem que seja alte
rado o caráter extensivo de nossas definições, isto é,as

"antigas" são um caso particular destas.

gºiªnigãg_g:làâ. Sejam w um tubo e P : (QSX)

um ponto de w. Se alguma L(P) não fôr assintá
tica relativamente a w, ao ponto Q = L(T'P)£í&(w,E)

para o qual MEE/Z“) , P) cw, chamaremos de conse-

quente do ponto P, e escreveremos Q: G(P).
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A um ponto genérico P ew corresponde, em geralglma

infinidade de consequentes. Observe-se, no entanto, que

se 1360 então o C(P) é univocamente determinado por

P. Este será .o caso, por exemplo, se P G.E(o).

Vamos pôr “

G(o) = £P€w(o) : existe o MP)]

e chamar ao conjnnto 'G(o) de sombra esquerda do s.e.i.
d.(o)(l—l.l) relatiVamente & w.

“De acordo com as observações e definições acima, a

corresPondência P+C(P) entre pontos de G(o) e S, res-
pectivamente, é uma aplicação bem definida, a qual será

indicada po'r K, isto é, K: 'G(0)+s e MP): O(P).

Temos o seguinte

Teorema 2;l.l.' Se P: (o,x) €G(o) e C(P)€S* &

aplicação K é contínua no ponto P.
?
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gºlª“ Seja [Pn], n= l,2,..4. ,uma sequênciade pon

tos de G(o) convergindo para o ponto P. Devemos mos-

trar que K(Pn) converge para K(P). Vamos pôr

K(P) = C(P)= ('Cy), Pn: (o, xn). Suponhamos dado E>o.

Então, para todo índice n suficientemente grande, esta-
rão satisfeitas simultaneamente as seguintes relações

1) E),T+õ:]c A(P)

2) O(T—8<T< T+8

3) LHEH'Ú. P)Cw

4) L(('Z, % 63,1») c: ext(w,E)

5) lL(t',P)—-L(t“,P)I< 5/2 para todos t',t" do

intervalo ['C- 5, T+ 6], onde 8: 8(E) > o. A última d_e_

sigualdade é devida à continuidade de L(.,P). De acor—

do com os teoremas II.-4.1, l-4.2 e l-4.3 vamos ter,
para todo índice suficientemente grande, à vista de l),
2), 3) e 4):

6) [6,1% 8] <: Miºn)

7) L<[o,'Z-8), Pn)c:w

8) L('Z+8, Pn) e ext(w,E)

Como w é aberto, tendo em vista 7) e 8) segue

que MEI—5, (Gª-Lª) nfr(w,E);!;zí. Seja 7.5 o menor
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valor de tê ['E'—8, T+ój tal que L(Tn,Pn) e.fr(w,E).

Segue que MB, I),? )Çw,1sto é,.que Q .-.L(T,P )é
,

n_ n' n >n n

consequente de Pn:

Qn=K(Pn).

Usando 6) e o teorema l—4.l concluímos que L(.,Pn)

converge uniformemente para L(.,P) em [“Z"-8, 246].

Então, para todo n suficientemente grande, vamos

ter
|L(Tn,P)_L(<rn,Pn)[< 8/2, ou seja',

|K(1>) —K(Pn)|= |L(ºZ',P) -L('Z;1,Pn)[£ [Lamimçvml +.

+ [L('z;1,P)- L('Z;1,Pn)[< 5/2 + 5/2 :s,
como deví amo e mo strar .

5 2. Retrato .

Definição 2-2.l. Sejlam A um espaço topológico e

B, um subconjunto de A. Dizemos que B é retrato de A

se existir uma aplicação contínua ?: A+B tal que F(P)=

=P para todo PGE. Neste caso, a aplicação F é cha-

mada de retração.
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Lemai. Se B é retrato de A e BCCCA então E é

retrato de C.

Proyª. Se B é retrato de A, existe uma retração

F:.Aa—B.

A restrição F/C:(3+-B é ainda contínua e satisfaz
a definição de retração.

Teorema 2-2.l. Se S<:S# & aplicação K:G(0)L)S+S

definida por

IÇ<P>=C(P) Se PEG(O)

K(P)=P se Pes
é contínua.

23913. Como G(o)c:w que é aberto, nenhuma sequên-

cia de pontos de fr(w,E), em particular de S, pode coª
vergir para ponto de G(o). Logo, é suficiente mostrargue

para toda sequência [É5]<:G(o), n= 1,2, ... , convergig
do para um ponto EªéG(o)t1 S teremos K(Pn)-*É, uma

vez que o caso P e(3(0) já foi coberto pelo teorema an-
terior.
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Sejam então (Pn—) e P nas condições acima. Suponhª

mos dado E>o. Ponhamos Pn: (o,xn), P: (o,x). Como

Pé sº'? e PEE(0), a única L(P) é tal que

L((o, 5], P) Cext(W,E) para 8>o suficientemente pe-

queno. De acordo com o teorema l—4.l, teremos-, para to..

do n suficientemente grande, E), SJC. a(Pn) e, de acor-

do com o teorema 1-4.3, L(5,Pn) € ext(w,E). Devido à

continuidade de L(.,P) podemos escolher 8 tão pequeno que

l) [L(t,P) -P[< 5/2 (observe que P=L(o,P)), para

todo t 6 E) , 8] .

Como Pn: L(o,Pn) & w e L(5,Pn)e ext(w,E), exis-

te o<'z;l<3 tal que L(Tn,Pn)efI-(W,E) e L(E>,2;1),Pn)c.w.

Assim, é claro que L('Zn,Pn)= O(Pn)=K(Pn). De acordo

com o teorema l-4.l, para todo índice n suficientemente

grande, vamos ter, em [3,8], lL(t,P) _L(t,Pn)[< 5/2. C_o_

mo“ consequência, teremos também

2) [L(Tn,P)_L(fzn',Pn)l < 8/2.

De 1) e 2) vem .

“((Ei)-Pl: [L(7n,Pn) -P1 é lL(ºã'n,Pn) ”IAÇU?“ +
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+ [L(TH,P)—Pl< 5/2+ 5/2=E, como devíamos mostrar.

_Qo_r_o_lárío 2-2.1. Se ScVCs'“, ,aaplicaçãom(o)uv
—+-V definida por

K(P)=C(P) se P€G(o)

K(P)=P se PeV

é retração.

Prove. .Este corolário é uma consequência imediata

da definição de retração, do lema 2 e do teorema 2-2.l.

& 3. Análogo do Teorema de Wazewski, Conjunto Polifaci-
31 Regular, Conjunto Polifacial Generalizado.

Teorema gzâiª. Se SCLV<:S* e existe um conjunto

Z, Z<:w(o)L)V tal que Z nV é retrato de V e Z(1V

não é retrato de Z, então existe pelo menos um ponto

Pez- v tal que a integral L(P) é assintótica relati-
vamente 3 W.

Prova. Suponhamos que o teorema seja falso. Então,

a todo ponto PéEZ—V corre8ponde um consequente C(P),

isto é,

(Z_V)CG(o).
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Como Z= (Z-V)()(Z(1V), 'segue que

(2-3.1) A ch(o) uv.

Como a aplicação K do corolário 2-2.1 é uma retra—

ção de G(o)lJV em V e, por hipótese, existe uma re.—

tração F de V em ZI1V, a cºmposta KoF:G(o)(JV-+ ZIWV é

ainda uma retração. Este último fato, & relação(2-3.l)
e o Lema 2 acarretam que ZfNV é retrato de Z, 0 que é

absurdo, logo, o teorema é verdadeiro.

O teorema acima é um análogo do teorema deWàzewski

[ªê] e, foi formulado para o caso das equações diferen—

ciais funcionais com retardamento por N.Onuchic [if].

Observamos agora que o teorema 2-3.l só é válido

quando S<:S*. Portanto, é importante indicarcmitérios

segundo os quais ocorra a referida inclusão. De fato,
este será o objetivo do restante deste capítulo.

Na maior parte das vezes em que se aplica o método

topológico de Wazewski, o tubo w é limitado por um númg

ro finito de hipersuperfícies lisas, isto é, hipersupeg

ficies cujos planos tangentes dependem continuamente da

posição do ponto de contato. Tais hipereuperficiea são

definidas por equações do tipo
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H(t,X) = 0,
1onde H:Rp+.+R. Portanto, as condições sob as quais

ocorra a inclusão S<:S*, podem ser dadas por algumas

propriedades analíticas das funções que definem as men-

cionadas superfícies.

Com efeito, suponhamos que a função H: Rn+l-yB seja
de classe Cl, isto é, que possua todas as deriVadas de

primeira ordem contínuas. Seja P um ponto de E e L(P)

uma integral do s.e.i.d.(o)(l-l.l) passando por P. Pg

nhamos
h(t)=.H(L(t,P)).

Se P: (TQX), a derivada h'(€? chamamos de "incli-
nação H no ponto P, relatiVamente à curva integralIÁP)"

Para individualizá_la, escreveremos

DL(P)H=h',
isto é,

' ' ºª- n ºª— JW !DL(P)H(P)=h (T) = atºª) + 51 & (r, . Kim,

onde x(t): (Xl(t), ... , xn(t)) é a solução do s.e.i.
d.(o)(l-l.l) correspondente a integral L(P). Levando

em conta este_último fato, vem

?,

DL(P)H(P) = gli-(P) + 1%]. aª)-Ig; (P) . %i(P)+Éi(Zs,X(s))ds .
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x,"

'Ahinclínaçáo' de H no ponte, ? relativamente à inte-

graiª DCP) msi-erá dita positiva (negativa) se DL(P)H('P)>0 (<o) .

_Snponhamos que HU?) : o. Se a inclinação de H relª
tivamente a integral 'L(P) fôr positiVa, existe, evidente

mente, um número 8: 5(L(P)) > o tal que

'. H(L(t,P)) 40 para 7-6 e t 4 ?" (*)
(2'3'2) H(L(Í,P))>o

.

para T<t£ 745.

Se, por outro lado, a inclinação fôr negatiífa, exig

te X“: “MP)—)) o ' tal' que
H(L(t,P'))>'o para Zª-Xá t<i'Z' (qu)

.

(2-3'3) H(L(t,P))<o para 'nt é?”-i—X',

“. ..
'

. . n+l
Definlgae 2—3.l. SeJam 11,17%..3 *E de classe Cl,

i=1,... ,p e j=1,..- ,q;

w: (PGE: Qi(P)<o, %(Pwo, léi ép, 153 4 q]-

Zaf Pen: 11(P)=o, £k(P)éo, “mj(P)éo,l£k-_< p

léj áq
para 1.4. 1 é .?!

Já:;PEE: Mj(P)eo, lí(P)='_—o, 77'lk(P)éo,l£i£ p
" "' .lé kãq

para 1.63"£ Q—
"É

(&) Se L-(P)
.

fô'IrA ijroló'ngáve'l'vgà esquerda.
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Se wnE(o);(dw e paratowdos i, todoP'E—â. 'e toda.

'

L(P) ocorrer DL(P)Áã(P):>o, e para todos j,.tqdo Q Jg e

toda L(Q) ocorrer DL(Q) “%(Q)4<0, dizemoe que w éUm Cog

junto polifacial regular relativamente ao m,s.e.i.d.(o)

(l-l.l) e chamamos aos conjuntos 1% Ae—Ag, reSpectiva-

mente, de faces poeitivas e faces negativas de w. Como

w é aberto em E, w é um tubo.

A característica essencial dos conjuntos polifaci
ais regulares é dada pelo seguinte"

Teorema 2-3.2. Se w é um cónjúnto;pelifacial re-

gular relafivamente aq. s;e.i.d.(o)(l—l;l)v eenúão

. .

. scvcsf ,

onde V=U£â-UJ(;"
'

I_P_r_g.v_a., É clero que ((Uái)? (UJS) ='jf1ic'.(w,lE) ..
'

Seja P: (Emei? Da definição de ”41 segue que

Zinª) = o e DME/21%) > o para toda L(1>)._ As rela-

ções (2-3.2) mostram que para cada L(P) existe anca;
respondência um 8) o, 8= 6(L(P)) tal que £í(L(t,P))>o

para '?(tá 'Z'+ 8, o que acarreta, pela definição de w,
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que L(('Z', T+ 8,51?) c ext(w,E) e, portanto, Pegª. 'Como

consequência, temos

(2-3.3) Uíã-UJch sf.

Suponhamos agora Que P: (23x) 6 5. Então, pelo me-

nos uma integral do s.e.í.d.(o)(l-l.l) que passa por P

é prolongável ?; esquerda de P. Seja L(P) uma tal ínte-
gral. Se por ventura ocorresse que P # (Uà'oi-íU—Mj) então

teríamos que P eUJg. Seja k um índice tal que Pedftk .

De acordo com a definição de Jók teríamos "tk: o e

DLI(P)mk(P) <0, 0 que acarretaria, ?; Vista das relações

(2-3.3) que

'mk(L(t,P))> o para 7.89“?
onde 8: 8(L(P)) >o é tal que,evidentemente E—ôJjCAG).

De acordo com a definição de w, teríamos

L(EZ'—8,T),P)cext(w,E),

o que contradiría o fato pressuposto de que PES. Assim, .

concluímos que

(2-3.5)
.

'
sc(U:&i-UJªf_j).

As relações (2-3.4) e (2-3.5) mostram que o teorema
é verdadeiro, como queríamos.

No teorema acima reside toda a força do método deWazewskj,
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De fato, ele dá substância ao teorema 2-331, mostrando,

de uma forma não trivial, um método eficiente para acong

trução de conjuntos satisfazendo SCS*.

Nas aplicações, frequentemente aparecem tubos para
os quais é válida a inclusão sasª“, mas que não se aprg
sentam como conjuntos polifaciais regulares (veja Elª).
Tal é o caso, por exemplo, do Conjunto Polifacial Regu—

lar Generalizado, cujo conceito foi introduzido em 6.6] e

que agora passamos a considerar.

Suponhamos que f e g sejam de classe Ck em E e em

1+R uma função deR+x E, respectivamente, e seja H: Rr“

classe Ck+l. Se lª.—. (T,x)€E e HP) é uma integral do

s.e.i.d.(o)(l-l.l) passando por P, vamos pôr h(t) :
: H(L(t,P)). Como f e g são de classe Ck,h(t)é de clas_

se Ck+l em [)(P).

A derivada de ordem q£k+l de h(t) no ponto tz'r
, qsera denotada por DL(P)H(P).

Sejam agora Hi: RMI-pH, i: l, , m, m funções

de classe Ck+l. Consideremos os conjuntos

W: [PEE3 Hi(P)<º, :|:—11,000 ,m],

Ti.-_[PeEzHi(P)=o,Hj(1=)fo, j;!i, 153 £ m]-

para i: l, con , [It.
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Se w13E(o);!d, w, que é evidentemente um tubo, se
rá [chamado de Conjunto Polifacial Regular Generalizado
(relativo ao s.e.i.d.(o)(l-l.l)) e os conjuntos I; se
rão chamados de 5.3.9.3”: de w se, para cada 1 e cada P GTi

fôr válida uma das seguintes alternativas:

1) para cada L(P), o menor índice q£k+l tal que

D%(P)H(P);lo é ímpar e a derivada correspondente é po-

sitive;

2) P não é ponto de saída.

Seja ªi o conjunto dos pontos de E para os quais
é verificada a condição 1) e Jbi o conjunto dos pon—

tos de Ti para os quais é verificada a condição 2).

Para constatar-se se um ponto P: (73x) GEL está em

Já é suficiente uma das seguintes condições:

a) para cada L(P) , o menor índice q£k+l para o

qual D%(P)H(P) lo é, ou ímpar-com & correspondente! de-

rivada negativa, ou par com valor positivo da derivada;

'

b) existem, para cada L(P), a=a(L(P)) e b=b(L(P))

tais que [a,,tªcAGº), aaa b e L([a,b),1º)c Ti .

O seguinte teorema, de grande alcance, é um análo-
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go do teorema 2—3.2 para conjuntos polifaciais generali—

zados, também devido a N.Dnuchic [16].

Teorema 2-3.3. Se w é um conjunto polifacial regu-
lar generalizado então

Schsªf
onde V= Ufº. -— UJK.

]. 1

Proyâ. E claro que fr(w,E)=Ufí. Como nenhum ponto

deJíi é de saída, temos que anâ=pC Portanto, temos-

(2-3.6) sc(U["i._ UJlg) = mªi Mg) -—- UJgr-Uaéi—Wzl.

Seja agora P: ('Z',x)e (Ubi-mg).

Então, Hi(P)éo para 1: l, , m. Seja k um índ_i_

ce tal que Pelª. Nestas condições, Hk(P)= o e,pela

condição 1), para cada MP), teremos

Hk(L(t,P))>o para T< té T+ 8

onde 5: 8(L(P))>o é suficientemente pequeno. Isto e

a definição de w mostram que L(('2.',T+ &] ,P)cext(w,E) ou

seja, que Pest Daí, concluímos que

(2—3.7) Ubi-U.NiCS*.
(2—306) e (2-3.7) mostram que a afirmação do teorema éverdadei_
ra.



' CAPITULO III

Nesse capítulo, fazeinos aplicações do método topo-

lógico de Wazewski para estudar as soluções de um sistg
ma de equações integro-diferenciais de segunda ordem em

um campo de forças repulsiVas, quanto “a assintoticidade,
nóªªsentido que, abaixo, tornamos preciso.

51. Sistemas Repulsivos.

Por um sistema de equações integro-diferenciais de

segundaordem, entendemos o problema
t

(3-1.1) x"<t>=f<t,x<t>., x' (t» + ] g<t,s,x<t>,x(s> ,x' (t),x'<s» as
0

n 4nºn+R e g: 3%;foºnde 15“: R+xR +Rn são funções

continuas dadas e mto/l') +Rn e T são procurados.

O s.e.i.d. (3-l.l) é equivªlente ao seguinte

=y31?

(34.2)
1;

.

=f<t,x,y> +]g(t,s,x<t>,x<s>,y<t>,y<s)>ds
O

Clipª-
d'

no sentido de que a ca'da'soluç'ão x(t) do s.e.i.d.(3-l.l)
corresponde a solução (x(t),y(t)) do s.e.i.d.(3-1.2) e

vice-versa. No. que segue, para simplificar as notaçõ'es,
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poremos U: R+xR2n, g(t,s,x(t), x(s),y(t),y(s))=g(...) 9,

se x(t) fôr uma solução do s.e.i.d. (3-l.l), & solução

corresPondente do s.e.i.d. (3-1.2) será denotadalanÍtL
isto é,

X(t)= (X(t), y(t))= (x(t),X'(t)).

v )Alem disso, se u= (ul, ... , un) e v: (Vl,..., n

. n ,forem dOlS vetores do R , o seu produto escalar sera de-

notado por u.v, isto é,

Formulamos & seguinte

Higótese SH). 0 s.e.i.d. (3-1.2) é tal que

l) satisfaz a hipótese (B);

2) x(t).[f<t,x<t),y<t)>+ftg<...>as3eo para” toda
0

função xeC2(E>,t],Rn), tao.

Quando quisermos ressaltar que o s.e.i.d. (3-1.2)

satisfaz a condição 2) da hipótese (H), diremos que es-

se Sistema é rgoulsivo. A condição 1), ressaltamos, sig

nifica que o corte U(o)= (o]icRºn é constituído somen—

te de pontos ordinários e que por todo ponto PeáU passa
pelo menos uma solução do s.e.i.d. (3-l.2), prolongável
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até 23 fronteira de U, 0 que nos coloca à disposição o mí

todo topológico de Wazewski deàenvolvido no Capítulo II.

Exemplo. Vamos construir aqui uma classe de siste-
mas de equações integro-diferenciais que satisfazem à h_i_

pótese (H).

Sejam P:.R-rR, Q: R3+R e th+R funções conti-

nuas tais que

P(t)ªº, Q(É,S,X)BO Pªrª tªO,IQ(t,S,Xl)—Q(t,S,X2)I £.

£ K(t,s) [xl-x para todos t,s,xl,x GR, onde L: R2 4-32
l

2

é contínua e I((s,t)ào, ,|h(x)l5M e x.h(x)ao para

todo xeR. Por exemplo, Q(t,s,x)=K(t,s)|xl eh(x)=

-l . . ,- .: tg x satisfazem às condiçoes aeima.

Definimos F: R+xR+R por F(t,x)=P(t).x e

+ + 2
,GzR ;( R XR +12 por G(t,s,x,u) = Q(t,s,u) .h(x).

Consideramos em seguida, o sistema
1:

x"(t) = P(t,x(t)) + fG(t,s,X(t),X(s))ds,
.o

ou seja, o sistema
, t

x"(t) as). x(t) +; Q(t,s,x(s)). Mwm,
que, é do tipo. (3.-l.l) “e. ,é equivalente ao s.e.i.d.
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x'(t)==y(t)
(E-l) t ' '

y'(t)==P(t).x&)+gf'Q&,s,X(s».h(X(t))ds,
O

que é do tipo (3-L2).

'Se pusermos X(t)= (x(t), y(t)), o (E—l) pode ser eg

crito como

o 1 t o

(se) XWth=< É“ _ x©+j" da
P(t) o . o G(t,s,x(s)). h(x(t)>

g(t,s,x,u)=<
o

>º(t,syu) -h(X)

vemos que o s.e.i.d. (E-Z) é um sistema do tipo
t

x"'(t)=f(t,x<t)) +fg(t,s,x(t),x(s))ds,
O

o qual difere do s.e.i.ã.(o)(l-l.l) apenas no apareci-
mento de mais uma variável na expressão de g, que no en-

tanto não está sujeita à integração: x(t).

Assim sendo, é fácil de Ver que se mostrarmos que f

e g satisfazem a condições análogas & (l-2.l) e (l-ZZL

reSpectivamente, então, como consequência dos resultados
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do Capítulo I, o (E—2) satisfará à hipótese (B), que é

a condição 1) da hipótese (H). Passemos a demonstração

deste fato:
o l

|f(t,Xl)-f(t,X2)[5 "
P(t) o

“. le-X2[ para todos

Xl,x do R2 e todo ªs Elf.2

o 1
Logo, pondo Kl(t)= “ “ estabelecemos

P(t) o

(1—2-1) para f.

['g(t,s,x,ul) ' g(t,s,X,u2)[ = [QGHSvU-l) ' hà)“ Q(tasau2)ºh(X)I'-€

£ lh(x)l . [Q(t,s,ul) .. o(t,s,u2)1éMK<t,s):ul_u2| para

todos 13, seR+ e todos x,ul,u & R, devido ”as defi-2

nições e prºpriedades de h,K e Q.

Logo, pondo K2(t,s)==MK(t,s) estabelecemos uma eng

loga a (1-2.2) para g, como queríamos.

Por outro lado, temos

, t
x(t) . É(t,x(t)) + fG(t,s,x(t), x(s))dsj =

O

. tmumu .x(t)+hr(x(t)) .jo(t,s,x(s)')as;] =
O

Kt).xº(t)+X(t)'. Midªs»? Q(t,s,x(s))ds & o,
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ainda em Virtude das definições e propriedades de P,h e

Q, e o s.e.i.d. (E)-2) Satisfaz à condição 2) aa hipóte-
se (H).

O exemplo acima é de construção relativamente elabg

rada, porém, exemplos mais corriqueiros podem ser obti-—

dos a partir de equações integro-diferenciais redutíveis
a equações diferenciais.

Em seguida, estabelecemos algumas notações e nomen-

claturas.
Seja P: (o,x)€ãU(o). Vamos denotar a solução do s;

e.i.d. (3-l.l) que parte de P por x(t,P). A solução cor

respondente do s.e.i.d.(3-l.2) será denotada por X(t,PL

Vamos põr SCP): E),?) e AU?) :: E),T+) para os interva_

los maximais de x(t,P) e X(t,P), respectivamente. Em gg

ral, tfgfrªª. Se x(t,P) fôr limitada em 8(P) diremosque

ela é limitada a direita. Definição equivalente é feita
para a solução X(t,P). Se x(t,P) (equivalentemente,

X(t,P)) fôr limitada “a direita com t+: 93 (T+=oo) dire-
mos que ela é limitada no futuro.

De acordo com os resultados do Capítulo I, se fôr

"MMM para mx entªo mim. Marc
+ N + I N 'que se T :d), entao t = m . A propoSiçao inversa nan

sempre é verdadeira, e trataremos disto no 5 2 do pressª
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te capítulo.

Definigão 3'làí' Uma solução x(t) (equivalentemen

te, uma solução X(t)) do s.e.i.d.(3—l.l) do s.e.i.d.
(3-1.2)) diz—ss assintótica no sentido de Wintner se

r(t)=.x(t). x(t) é decrescente para tà-algmn to.

Geometricamente, a assintotioidade no sentido de

Wintner significa que a distância de x(t) à origemzb

eixo x não aumenta quando teve). E fácil ver, portan—

to, que uma solução x(t) do s.e.i.d. (3-1.1) assintó-
tica no sentido de Wintner é limitada a direita.

Devemos observar que os sistemas atrativos, isto
' t

é, satisfazendo x. [f(t,x,x')+f g(...)ds]é o nen sem
o

pre possuem soluções limitadas a direita, oomo mostra

o exemplo
1x" t ——— x t = o( )+4t2 () ,

dado por _A.F. Izé, onde (-l/4t2)x2 < 0 para t >o,
cujas soluções são combinações lineares das soluções

1/2 e tl/2 log(t+l)t
e, portanto, nenhuma delas é limitada. Mesmo no caso

particular dos sistemas de forças centraiSa<mja elas-

se pertence o nosso sistema gravitacional, existem so-
o
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luções limitadas, órbitas elípticas, somente quandozaeneã

gia do sistema é pequena. Para o oaso dos sistemas repul

sivos, como veremos, sempre existem soluções limitadas, o

que de certa forma contraria a nossa intuição, pois, no cª
so, as forças divergem de um centro.

O seguinte teorema, devido a Wintner para o caso de

sistemas de equações diferenciais ordinárias lineares de

segunda ordem, foi estendido ao caso não linear por Miko-

lajska e, para o caso de sistemas do tipo (3-l.l) por Fig

dorov, [E].

Teorema 3-1.1. Se o s.e.i.d.(3_l.2) satisfaz à hi
pótese (H), então esse sistema admite uma família de solº
ções assintóticas no sentido de Wintner que depende de pº
lo menos n parâmetros.

Prova. Seja X(t) uma solução qualquer do s.e.i.d.
(3-l.2). Ponhamos r(t)=.x(t) . x(t) . Temos que

(3-1o3) r'(t)= 2X(t) . x'(t)= 2x(t) . y(t).

Consideremos o conjunto D=[(t,x,y)€U: x.yé mtºo].
Se no instante t: tO & curva integral estiver em D e,para

t >tº aí permanecer, então, de acordo com (3-l.3), temos



_55_

que r'(t)éo.' Consequentemente, para esta curva int_e_

gral, & distância de x(t) à origem X:: o não aumenta.

Portanto, para demonstrar o teorema, é suficiente mos-

trar que existe uma família de curvas integrais que pai:

tem de U(o) e “são assintóticas relativamente a 1). Pag

semos ?a demonstração deste fato.

Sejam o«o e (3>o dois números arbitrariamente

fixados e consideremos as funções .E(t,x,y) =xy-(3 e

m(t,x,y) = o<- xy. e ponhamos

Waª= [(t9X1Y)eU: ª(tsxyãú <º,m(t9X9Y) < 0 ]'— E fá

cil de ver que fr(wq (3,
U) = ILUJÍ, onde &: [Fev: lapª

e.“: £P6U:M(P) : 0]. Vamos mostrar que wocfà
é um con-

junto polifacial regular relatiVamente ao s.e.i.d.
(3-1.2) com face positiva Zºe face negativa «M:. Com

efeito, usando as notações do Capítulo II, temos

(34.4) DMP) £(P)=yº<t> + x(t) . [f(tncvc), y(t)) +

+fg(...) dsj>o para todo Pªiº e toda
o

solução uwX(t,P), pois em 15, yío.

Analogamente, em JC obtemos



(34.5) DLçP)m(P)='y (t) - x(t) . ª(t,x(t),y<t)) +

”G

+fg(...)dsj<o.
o

No R2, figura ao lado,

uma secção de Woçp por

um plano t=toào ' é

a parte achuradà inclª -'

indo os eixos x e y.'A
secção de [açªí o gráfi—

eo da hipérbole xy: (& , contido em R2- D. A secção

oorresP'ondente de.“) é o gráfico da hipérbole xy: oc.

É fácil de ver, então, que estamos nas condições

do teorema 2-3.l e que, portanto, tomando como Z um eª
mento de reta unindo as componentes conexas de iº ,

ZÇU(0), existe ]? 62—15, tal que a integral que parte
de P é assintótica relativamente a woçB' Como no pl_a_

no U(o) podemos. tomar Z dependendo de 2n parâmetros e

n desses parâmetros são fixados por iº, segue a exis—

tência de uma curva integral L(P) dependendo de n parª
metros assintótica relativamente a w Como isso é

oçfª'
verdade para qualquer Evo, concluímos aexistência de

uma curva integral assintótica relativamente a Wow .
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Com efeito, consideremos uma sequência de números reais

“3 Jl: Pn? ºa tªl que (ªn-?O quando n+oo . Em cor
n

' '"

respondência, consideremos os conjuntos polifaciaisvxkh1

e suas faces positivas là. Tomemos, para cada n,seg

mentos ZnC-U(o) ligando as componentes conexas de la.
Podemos imaginar todos os Zn situados sobre uma mesma

reta suporte., Para cada n existe um iªné'Z-iºn tal

que a integral L(Pn) é assintótica relativamentea wmxãi

Quando n-+<n, Pn.+P. Afirmamos que L(P) é assintóti—

ca relativamente a Wmo' Do contrário, existiria um

ponto Q=L('Z,P) fé Wo<o' Como L(T,Pn) +L(T,P) quando

naar), para n suficientemente grande teriamos LmPnMÉWoLíH

o que é absurdo.

Tomando uma família [ZK), ZK como Z acima, com

zerzj==d para1££j, concluímos pela existência de uma

familia de curvas integrais dependendo de pelo menos n

parâmetros, que são assintóticas relativamente a w e«o'
consequentemente a D, como queriamos demonstrar.
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52. Soluções limitadas no futuro.

Teorema 3-2.l. Se o s.e.i.d. (3-l.2) satisfaz a

hipótese (H), as seguintes afirmações são verdadeiras:

(1) se a solução X(t) fôr assintótica no sentido

de Wintner, então

t+
(3-2.1) ] y2(t) dt<oo;

63) se x(t) fôr limitada no futuro, então X(t) é

assintótica no sentido de Wintner e, portanto;

r(t) converge para uma constante quando t-rcn.

Prova. Integrando (3-2.l) por partes, entreos inª
tantes tº e 73 vem

.

T T , '?
íy2<t)dt=f Y(t) . y(t)dt=f x' (t) . x'(t) dt :t +,

O O o

T
dm. X' (fc) _ x(tº) ..“:X' (to) -] x(t). x"(t)dté-x(tº).x'(to)t 0
para todo T'e todo tº, 0 que mostra (1).

Para mostrar (ii), notamos que

Mt) = 2y2(t) + 2x<t> ,. y' (ºs) ª o

devido à hipótese (H). Logo, r'(t) é crescente. Como
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r(t) é limitada em Eco, 00), segue que r'(t).€ o quando

two. Isto acarreta que Mt) *o" quando t—>C0, ig
to» é, que x(t) (e X(t)) é assintótica no sentido de Wing

ner, com r(t) convergindo para uma constante quando t+03,

encerrando assim a demonstração do teorema.

Uma classe de sistemas nos quais a condição "x(t)

limitada à direita" acarreta "X(t) limitada no futuro"é

apresentada pelo seguinte

Teoríª_3-2.2. Suponhamos que para todo 070 exig

l 2tem K1=Kl(c) e K2=K2(c) tais que [f(t,x ,x )]éll e

Jº
1 2 3 4 1 2 3 4 n *

_[fg(t,s,x ,x ,x ,x )dsI<K2 para todos X ,x ,x ,x GB com

0

[xl|<c e tâalgum Tão“.

Então, se x(t) fôr uma solução s.e..í.d.(3-—l.l) li..

'mitada à direita, segue que X(t) é limitada no futuro.
1

«Provª. Basta mostrar que x'.(t) é limitada no futu—

I'O.
Vamos mostrar, em primeiro lugar, que x'(t) é defi-

nida no futuro: '

t
lx' (t) ! £ |X'(T) ! +á lx"(s) tds.
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Mas,

17

110%)!£If(t,X(t),X'(t))! +f ls(t,s,X(t),X(s),X' (t).X'(S))dSI é
. o

é K +K de acordo com as hipóteses do teorema, lo-l 2'

go, x"(t) é limitada à direita. Assim, pondo 552: K1+K2,

vem

[x'(t)[é [x'(r)l+ (t_T)'1Z é 1721+ (t-T) ãº .2

Portanto, de acordo com os resultados do capítulo

1, X' (13) está definida no futuro.

Em seguida, mostremos que x' (ªs) é limitada ”e direi
ta:

Seja xi(t) uma coordenada genérica de x(t). Então,

Xí<t) e Xã(t) são as correspondentes coordenadas de

x'(t) e x"(t), respectivamente.

Suponhamos por um momento que xí(t) não seja limi-
tada à direita. Então, ou lim X'.(t) =i 03 ou

t+03

lim X'.(t)= 00 e lim X'.(t)<o:> ou lim x'.(t)=-oo e
t+cn t—HZO ”G+-CD

.

lim X'. (13) > - co.].
“CMTD
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A primeira alternativa não pode ocorrer porque, do

contrário, existiria t tal que t >t acarretaria]. ].

lxí(t)í>l e, dai, x(t) não seria limitada “a direi—

ta, absurdo.

A segunda alternativa também não pode ocorrer,pois
do contrário, poderiamos tomar duas sequências (tm)t e

»

s ] com s '<t < 5 S com s fu'ntes “ar .»(m m m m+l' In+03 a seal io
priedades:

: _ .xi(tm) .. eam—>e» quando m+oo,

x' (sm) = a < cn;

_ . o É ' é é — .(3 2 2 ) & xi(t) ªm para sm 1: < 1:

Pelo teorema do valor médio vem

1 ___
l . = n _

N ., < ,xi(tm) Xi(sm) x_i(€m)(tm Sm” onde tm< «Em sm

Tomando o limite em ambos os membros da igualdade

acima para m-ycn e lembrando que xg(t) é limitada,
vem

lim (1: - s ) :o)m m

Utilizando novamente o teorema do valor médio,
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vem

xi(tm)—-xí(ãn)= Xi(nm)(tm"sm) com tm<'nm < sm

Levando em conta (3-2.2) e calculando o limite de

ambos os membros da última igualdade para m-+cn, vem

lim(xi(tm)——Xi(sm))= m, o que e absurdo, pºis

Xi(t) é limitada no futuro (já que é, por hipótese, li-
mitada à direita e, em virtude de sua derivada X'Ct)ser

definida no futuro, x(t) o ser também).

Com raciocínio análogo se mostra que a terceira al
ternativa também não ocorre e, portanto, segueque:x'(t)
é limitada no futuro, como devíamos mostrar.

É interessante observar que X'(t) é limitadarm fu-

turo sempre que x(t) e X"(t) o forem, independentemeª

te de x(t) ser ou não solução de qualquer problema, co-

mo é fácil de ver na demonstração acima.

Para o caso em que X(t) é limitada no futuro,temos
o seguinte

Teorema 3-2.3. Suponhamos que o s.e.i.d.(3-l.2)sª
tisfaz à hipótese (H) e que para cada c:>o existam

K1=K1(c) ve K2=K2(o) tais que
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[f(t,xl,x2)[-£K e1

t
[ºf8(t,s,xl,x2,x3,x4)dsl £K2

2
quando tºalgum Téo e lxlléc,'|x|£c,lx3]£c e

11:41“.

Então., se x(t) fôr uma solução do s.e.i.d.(3—l,2)lâ
mitada no futuro, segue que x'(t) +o quando t+oo.

Provª. Suponhamos por um momento que

E? x'(t) . x'(t) > ª. x'(t) . x' (t). Sejam o< e (3 escg
't-KD t-*G>

1hidos de modo que

& x'(t).x'(t)<o£<pm x'(t) . x'(t).
tu,-oo ”aq-oo

Então, existem sequências Cem]- e (:sm] com sm< tm<

<=,ga;çí?tánoªpmolm+co, tais que x'(tm) ; x'(tm) =

.e, x'(om).x'(sm)-o< e o«x'(t).x'(t)<(ª para

sm<t<tm.

Devemos ter (tm-. em) 9-0 quando m+o> pois, do contrª
oo .“

rio, teríamos "sf x' (+:) . x' (t)“; É: «(tm-. sm) . ao o quel
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contradiría o teorema 3-2.l, (1)

Como, pelo teorema da média,

o< p_.q=.x'(tm). x'(tm) _ x'(sm). X'(Sm) =

.. ' Il _ < __ 2x (Em)» X (En)(ãn Sm) com ªnª Em tm e En Sm -& o

quando m + 00 , vern

X' (Em) . x"(€m) +00 quando rn +03.

Mas, isto não é verdade, pois
Em

x' (Em) » voam) : xº (Em) . [imªgem) , X. (am)) +; goma
o

é uma sequência limitada.

Agora, como pelo teorema 3-2.l (ii), x(t) é assin—

tótica no sentido de Wintner, existe o Jinxx'(t).x'(t),o
t-yw

qual não pode ser positivo, pois

a)[f(t) . x'(t)dt< 00,
o

o que encerra a demonstração do teorema.

Quando toda componente do s.e.i.d.(3-l.l) é repul
Siva, isto é, quando

t
(3-2.3) xím . Éi(t,x(t),y(t))+ígi(...)ds ao
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pára izl, , n, para toda Xie (“5,63% o seguiª
te teorema é verdadeiro.

Teorema 3-2.4. Se x(t) é uma solução do s.e.i.d.
(311.2) aseintótica no sentido de Wihtner, segue que x(t)
é definida no futuro, x(t) converge para .uma constante

xºeRn e x'(t)+o quando t+oo.

Prova. Para cada ieI=[l, ,n] temos

(3-2.4) xi(t) . xg(t) & o para te o em virtude de

(B)-2.3).

Se, para algm Teo tivemos

'Xj-(T) . xih') > o

N dentao, em virtude de ser dt (xi(t) . x'i(t)) =

= xí2(t) + xi(t) . .x"(t)ào (veja 3-2.4),'tererhos pa—

ra todo te E?,tª'),

(3—2-5) xi(t) . x'i(t)> 0.

Isto acarreta, em virtude de ser x(t) limitada à

+direita, que Xi(t)+º(i e xí(t) +91 quando t+t , on..
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de o<lo<.|<oo, o<[[5.[éoo e o<o<.. .éoo. Escre
1 1 1 1 -

vemos I= IlU12 onde

. +?114361: xí(t) .x'i(t)>o, T€t< t ;
+

_. . (12_£k61.x1ç(t).xl'í(t)_o, Tét< t]
É claro que IlnIZ=Q£

Se kel temos: Xk(t)'xl'c(t)éº e, por (3—2-3),29

xª“) . Xíç':(t) & o para T5 1: < t+. Logo, existem reais

. _ , ,

'

+
ozk e (Bk tals que Xk(t) +o<k e xk(t) +(3k para t-H: .

+Mostremos agora que t = 00.

como,

() >x(t) . X' (t) :ieãl xiCt) . x'i(t) +
Kâz xk(t)-.xiç(t) e

Z xk(t).xíç(t) é limitada em [Tm-") segue que
keIZ

Xi(t) . x'i(t) é limitada em [T,t+) para todo jeIle,
portanto, t+: 00“

Desde que t+: 00, segue do teorema 3—2.l, (i), que

CO

[ x'(t) . x' (t)dt < co.
'?
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Isto acarreta que II:;J, x' (t) .;o quando t +00, e

que existe xºe Rn de modo que x(t) + xo com ªca-oo.

Para o caso em que n=l no s.e.i.d.(3-l.2), uma

propriedade assintótica bastante forte das soÍquões, é dª
e.

da pelo seguinte teorema, devido a Fiédorov [8].

Teorema 3-2.5. Se o. s.e.i.d.(3-l.2) satisfaz à h_i_

pótese (H) e existem funções contínuas X', ”BB-rl? e uma

constante a<o tais que, para teo,

(?;-2.6) f(t) >o, ªP(t)à O;»

(3—2.7) |f(t,xl,x2)|£ X(t)]xl[ para todo xl,x2e R;

't ,
.

(B;—2.8) [fg(t,s,xl,x2,x3,x4)ds[étP (t) para todo xl,...,x4eR;
o

O? S

(3-2.9) f [mumudsel/cx < 1/3;
O &

'

( )

aº“,

SW )d / /3-2.10 d éloc<l3;[ £ 11

u.
S

.

então, para todo número real o, [el >l/o<, existe uma fé-

mília'de soluções x(t) dependendo de pelo menos um parâ-

metro, definidas em "353.4. t < os, tais que
(3-2,11) lim: x(t) = o.

t +00 '
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Pro Va . Po nhamo s

t 00 s
B(t)=íX(u)du e A(t)=f [ f(u)duds,

& t a

t 03 s
,

(ª(t) =J”. (P(u)du e Y“): f f “P(u)duds
.

t aa .

para tá o.
' De acordo com as hipóteses (3-2.6), (3-2.9)e (3-2.]O),

temos, para tà o:

B(t)>o, A(t)>o, ima-o e “limão;
Mt) é l/o«l/3; Mt) é l/oc < 1/3.

, E claro qUe

limA (t) = o e limY(t)= 0.
“64—00

.. t+00
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Seja então o( satisfazendo (3-2.9) e (jà-2.10);
Dado CER

' tal que [c] >l/oc, definamos

war [(t1X9Y)€U3 lx-0l<o<ICI BMW/(“une1y|<plclB€t>+Mú5L

o'nde «> (;>3.
'

_Se colocarmos

Qi(t,x,y)= X- o -o< [cl Dut) “VWB ;

£2(t,x,y)_= eX+ c- oclcl Dut) WWW];

“(m,-yhy-plcl Mªc)-Mt)

.

'

W&(texeyH—y -(31c[ B(t) -<b“(t),

então podemos escrever

wmp=«[(t,x,y)€ U: izi(t,x,y)<e,-mi(t,x,y) <o, 14,2].

Vamos mostrar que é um conjunto polifacial rgWarà

gular relativamente ao s,e,i.d.(3-l—.2) corn faces posit_i_

vas iºi=€(t,x,y)eU: £i(t,x,y)=o],

£j(tºxiy) é ºvmj(th!Y) 5- 0! jª'-192]

para i=l,2, e, com faces negativas

iii: f(t,x,y)e U: “mihexm = 0].

£j<t1XQY) é ºme-(tixyy> 5- º, jzl,2)
Para i=l,2o
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Com efeito, é fácil de ver que fr(wo( ,U) : U (Liu—“i).
F

Se P €- ªlº temos

pmmg?) = f(t) _ ale! Cut) + «',/(t)] =

=y(t) + O(ICI EBM) +$(t) jà _ly(t)]+o<lc| T_T-BH) +$("b) ]:“:

[o[B(t)(oc _(3) +Q(t)(o<|c[ _1)> o,

para toda L(P).

De maneira idêntica se mostra que

DMP) £2(P) > o

para todo ponto PE.-Zª e toda L(P).

Se Feels-9

DL(-P)7Vll(P) = f(t)—(ªlºl f(t)—(P(t)=

:

1:

=f(t,x(t),y(t))+fg<...)as-çlc1 “t)-«Eme
O

é WWI mt) .o el f(t)—W >r<t>[-lx<t>l—íªlcll

em Virtude das hipóteses (3.207) e (3-2.8).

Mas, da definição da face “Ml concluímos que

[x(t) _ cl £o<]c[ But) +Y(t)] .
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Logo,
.

?

l'x(t)[,£ [x(t)-ol +, [ol—í [o] fl+0( [ª(t) +Y (t)] ]«3lol,

em virtude de (ji-2.9) e (3-2.10)

Portanto ,
.

,lx(t)l-(3[c] é [c[(3-(3)<o.'
Voltando com esta última desigualdade na expressão

'de DME—mil;?) e leVandoem conta (S.-2,6), obtemos

— DME—miª) < 0

para todo IPE-Kl e toda MP). De modo semelhante se mos.-

m .

*

'

tra que DMP) 2(P)<o 'para todo ]?eJK.2 e toda L(P). Ag

'.sim, w é um conjunto polifacial regular relativamente“F

ao s.e.i.d.(3-l.2) e, portanto, temos

SCVcSª?
'

.. r,« £onde V- ( lU .2)—(M1U“”2)f

Seja agora yO um número tal que

(3-2—12) lyº|<Plol B(o)+$(o).

Denotemos por Z(yo) _ao segmento de reta definido pg

las relações ,

t=o, yzyo, Ix-o|€o<lol EA(o)+Y(o)].
É claro que Z(yo) & wdp(o)U V eque— Z(yº)nVnão é



retrato de Z(yo).

Mostremos que Z(yº)flV é retrato de V:

Com efeito, a inclusão VHZ(yO)CV e' evidente.

Definamos uma aplicação K:V+Vnz(yo) da seguinte manel

ra: , .

(0,0+0<lcl Glºbªl/(º)] , yo)

se (t,X,y)e lºl— (vªlº—“Z);
mtººº”) : 4(«o,c—oclcl [Me) “He) ], yo). se

(1393930? í”2 " ('M'lU'M'Z) '

&

E fácil de ver que, assim definida, K é uma retra-
ção. "Portanto, de acordo como teorema de Wazewski,exi_s

te um ponto PeZ(yº) — V tal que a curva integral HP)

é assintótica relativamente e W e, consequentemente,ºªfª
definida em E), oo), satisfazendo, para tão,

[x(t) _ c|< O(IC! EAM) WWW] ,

]y(t) [< (5 [clB(t) +$(t).

Nas desigualdades acima, tomando os limites para

t+oo obtemosv(3-2.ll), como queríamos, Agora, é ela
ro que fazendo variar yO sempre dentro das limitações

(32.12) obtemos & dese3ada família de curvas inte-.-

grais.



..73...

BIBLIOGRAFIA

[1] ÁLBRECHT, F. .- Remarques sur un théorême de T.
Wazewski relative a l'allure asymptotique des
intégrales des équations différentielles. Bul.
Acad. Pºlo SCí. "C—3, Vn2,7, 1954.

[2:] BIELECKI, A. _ Remarques sur la méthode de T.
Wazewski dans l'étude qualitative des équations
différentielles ordinaires. Bul. Acad. Pol.Sci.

' V.4, 8, 1956.

[3] --——-—-—— - Sur une méthode de régularisation dos
equations différentielles ordinaires dont les
intégrales. ne remplissent pas la' condition
d'unicité. Bul. Acad. Pol. Sci., V. 4,8, 1956.

[Ã_J -——————-———— - Certaines propriétés topologiques
des integrales des équations différentielles
ordinaires. Bul. Acad. Pol. Sci., V.4, 8,1956.

[5] CODDINGTQN & LEVINSON - Theory of Ordinary Differ—
ential Equationsº McGrawaHill Bokaompany,Ina
1955. '

[6] COPPEL, W.A. _ Stability and asymp'totic behavior of
Differential Equations. D.C. Heath & Company,
Boston, 1965.

[7] FTEDOROV, V.D. - Ob analogue topologuitcheskovo
printzipa T.Vajev.skovo Gilda integro-differentzial'
nich uravnienii. V. sbornike "Isledovania po
integro-differentzial'nich uravnieniam v
Kirguizi", lzdat. Akad. Nauk Kirgiz, Vip. 1,
Frunze, 1961.

[8] -—--—-—--—--—-'*- IsledOVanie odnom assimptotitoheskoi
zadatch ãma intagxydifferentzial'nich uravnienii
topologuitcheSkim metodom T. Vájevskovo.
V sbornike "Islodovania po integro-ãúíerentzial'
nich uravnieniam v Kiguisi", Izdat. Akad. Nauk
Kirgiz., Frunze, 1962.



_74-

[9] Hiiiiiiii, P. _ Ordinary Differential Equations. John
Wiley & Sons, Inc., 1964

ELO] HILLE, E. _ Lectures on Ordinary Differential E--
quations. Addison Wesley Publishing Company,l969

[ªl] HU, SZE_TSEN - Theory of Retracts. Wayne State
University Press, 1965.

[lã] IZE, A.F. - O método topológico de Wazewski e suas
aplicações ao Estudo do Comportamento Assintóti-
eo de Sistemas de Equações Diferenciais Ordiná-
rias. .(Tese de Mestrado), ITA, 1965.

[ªi] MIKOLAJSKQ, Z. — Sur les mouvements asymptotiques
d'un point matériel mobile dans un champ des forces
repoussants. Bul. Acad. Pol. Sci., V.l, l, 1953.

[ªê] _ Sur une propriété asymptotique des
integrales d'une équation différentielledusecond
ordre. Bul. Acad. Pol. Sci. V.2,3, 1954.

[35] MILLER, 3.32. _ Nonlinear Volterra Integral Equations
. W.A. Benjamin, Inc., 1971.

[1.6] ONUCHIO, N. .. Applications of the topological method
of Wazewski to certain problems of asymptotic
behavior in ordinary differential equations.
Paciâc Journal of Mathematics, Vol. 11, n.4,l9a.

[ªí] *———-———-—— - On the asymptotic behavior of the so-
lutions of functional differential equations.

_ Differential Equations and Dynamical
Systems, 1967.

[lª] ——————————— _ Estabilidade de sistemas perturbados
e comportamento no infinito de sistemas de equa—
ções diferenciais com retardamento no tempo. (Tg
se) São Carlos, 1968.

Liga] PLIS, A. _ On a tºpological method for studying the
behavior of the integrals of ordinary<hf£aential
equations. Bull. Acad. Pol. Sci.C-l,III,2,l954.



[ao]

&

4213

[223

[23]

[243

_75_

Pontriaguíne, L. _ EquationsiDiãhreúáéUes Ordinaires
Editions Mir, Moscou, 1968.

VOLTERRA, V;_Leçons sur les équations intégrales et
les équations integro-différentielles. Gauthier-
_Villars, Imprimeur-Libraire, 1913

WAZEWSKI, T. _ Surlnlpmhuúçe tmxúqáque de l'examen
de l'allure asymptotique des intégrales des
équations différentielles ordinaires. An. Soc.
Pol. Mat. Tome 20, 1947.

WINTNER, A. - On linear repulsive forces. Am. Journ.
Math. 72, 1949.

WINTNER, A. - Asymptotic Integrations of Adiabatic
Oscilators in its Hiperbolic Range, Duke Math.J.
15, 1948.


