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Resumo

Nesse trabalho, aplicando métodos da Topologia Algébrica,

nós obtivemos novas versões do teorema de equiĺıbrio de Nash.

Nós definimos um conceito de equiĺıbrio local para jogos não coo-

perativos, o chamado equiĺıbrio local fraco, e demonstramos sua

existência quando os espaços de estratégia são variedades diferen-

ciáveis e as funções payoff são continuamente diferenciáveis. Nós

demonstramos a ineficiência do equiĺıbrio local fraco no sentido de

Pareto.





Abstract

In this work, applying methods of Algebraic Topology, we ob-

tain new versions of the Nash equilibrium theorem. We define

a concept of local equilibrium for non-cooperative games, the so-

called weak local equilibrium, and we prove its existence when

the spaces of strategies are differentiable manifolds and the payoff

functions are continuously differentiable. We prove the inefficiency

of weak local equilibrium in the Pareto sense.
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3.1 Jogos não cooperativos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
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Índice Remissivo 98



Introdução

Dados um conjunto X e uma função real p : X → R, uma pergunta pertinente a se

fazer é se f possui ou não pontos de máximo ou de mı́nimo. Da topologia geral, sabemos

que a resposta é afirmativa no caso em que X é um espaço topológico compacto e p é

uma função cont́ınua. Porém, dadas n ≥ 2 funções, p1, . . . , pn : X → R, dificilmente

existirá x ∈ X maximizando simultaneamente cada função pi, 1 ≤ i ≤ n. O interesse

na questão de otimizar simultaneamente várias funções surge naturalmente na Teoria

dos Jogos e em Economia.

Um jogo não cooperativo em n jogadores é caracterizado pelos seguintes elementos:

existem n agentes ou jogadores, numerados de 1 a n. Para cada i entre 1 e n, o i-

ésimo jogador possui um conjunto Si de posśıveis estratégias, no qual ele escolhe algum

elemento si ∈ Si, sendo que as escolhas de cada jogador são feitas simultaneamente.

O resultado da competição para o jogador i é uma função pi : S1 × · · · × Sn → R
que depende das n escolhas s1, . . . , sn, chamada sua função “payoff”. O axioma de

racionalidade que se coloca é que o objetivo de cada jogador é fazer uma escolha si de

modo a maximizar sua função payoff pi(s1, . . . , sn), entendendo que para cada j 6= i,

o j-ésimo jogador está simultaneamente escolhendo sj com o objetivo de maximizar a

sua função payoff pj. Em sua tese de doutorado, John Forbes Nash Jr. estabeleceu um

conceito de solução para jogos não cooperativos, o chamado equiĺıbrio de Nash, que

diz o seguinte: um ponto (s̃1, . . . , s̃n) ∈ S1 × · · · × Sn é um equiĺıbrio de Nash para

p1, . . . , pn se

pi(s̃1, . . . , s̃n) ≥ pi(s̃1, . . . , s̃i−1, si, s̃i+1, . . . , s̃n), para todo si ∈ Si, 1 ≤ i ≤ n.

A interpretação é que no equiĺıbrio nenhum jogador possui incentivo para mudar sua

estratégia se os demais não o fizerem.

Nesse trabalho, nós aplicamos métodos da Topologia Algébrica para a obtenção

de teoremas de equiĺıbrio de Nash, puramente do ponto de vista matemático. Nossa

motivação pelo tema vem do fato de que as condições que garantem a existência do

xv



xvi Introdução

equiĺıbrio encontradas na literarura são, em geral, dadas pela Topologia Algébrica.

Mais especificamente, o problema relaciona-se com problemas de existência de ponto

fixo (por exemplo, [14], [19], [33], [37]). No artigo [32], Jonh Nash provou que se os

espaços de estratégia S1, . . . , Sn são subconjuntos compactos e convexos de algum es-

paço euclideano e se as funções payoff p1, . . . , pn : S1 × · · · × Sn → R são cont́ınuas e

tais que cada pi(s1, . . . , sn) é linear como uma função de si quando as demais coorde-

nadas permanecem fixas, então p1, . . . , pn possuem ao menos um equiĺıbrio de Nash.

A demonstração do resultado é uma aplicação do teorema de ponto fixo de Brouwer.

Ainda, enfraquecendo a hipótese de linearidade de pi(s1, . . . , sn) por uma hipótese de

quaseconcavidade, via o teorema de ponto fixo de Kakutani, Nash demostra a existên-

cia do equiĺıbrio para p1, . . . , pn. No caṕıtulo 3, baseados em resultados de pontos

de coincidência estabelecidos no caṕıtulo 2, nós demonstramos a existência do equi-

ĺıbrio de Nash quando as funções payoff p1, . . . , pn são possivelmente não quasecôn-

cavas, porém elas devem ser uma composição de uma função quasecôncava com uma

função “bem comportada”. Especificamente, nós consideramos a classe das funções

p1, . . . pn : S1 × · · · × Sn → R tais que os espaços de estratégias S1, . . . , Sn são espaços

topológicos compactos e as funções payoff são da forma

pi(s1, . . . , sn) = qi(s1, . . . , si−1, gi(si), si+1, . . . , sn),

onde C1, . . . , Cn são subconjuntos compactos e convexos de algum espaço euclideano,

qi : S1 × · · · × Si−1 × Ci × Si+1 × · · · × Sn → R

é uma função cont́ınua, quasecôncava com respeito a Ci, e gi : Si → Ci é cont́ınua,

1 ≤ i ≤ n. Nesse caso, nós demonstramos que

Teorema 3.3.3. Se existe um subconjunto fechado A de S tal que o homomorfismo

induzido g∗d
: Hd(S,A) → Hd(C, ∂C) é não nulo, então existe ao menos um equiĺıbrio

de Nash para p1, . . . , pn, onde S = S1× · · · × Sn, C = C1× · · · ×Cn e ∂C é o bordo de

C.

Em [2], Carlos Alós-Ferrer e Ana B. Ania explicitaram um conceito de equiĺıbrio

local quando os conjuntos de estratégia S1, . . . , Sn são espaços métricos. O conceito é

o seguinte: sejam S1, . . . , Sn espaços métricos e p1, . . . , pn : S1 × · · · × Sn → R funções

reais. Um ponto s̃ = (s̃1, . . . , s̃n) em S1×· · ·×Sn é um equiĺıbrio local para as funções

p1, . . . , pn se existe ε > 0 tal que

pi(s̃1, . . . , s̃i−1, si, s̃i+1, . . . , s̃n) ≤ pi(s̃), para todo si ∈ B(s̃i, ε), 1 ≤ i ≤ n,
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onde B(s̃i, ε) é a bola aberta em Si com centro em s̃i e raio ε. Assim, numa situação de

competição, a interpretação é que no equiĺıbrio local nenhum jogador possui incentivo

para alterar a sua estratégia a uma outra estratégia próxima se os demais jogadores

permanecerem fixos em suas respectivas estratégias. Nesse sentido, diz-se que o equi-

ĺıbrio local é resistente à pequenas mudanças unilaterais. No caṕıtulo 4, nós definimos

um novo conceito de equiĺıbrio local para funções p1, . . . , pn : S1×· · ·×Sn → R quando

S1, . . . , Sn são espaços métricos: o chamado equiĺıbrio local fraco. É o seguinte

Definição 4.1.1. Sejam (S1, d1), . . . , (Sn, dn) espaços métricos e considere funções

reais p1, . . . , pn : S1×· · ·×Sn → R. Dizemos que s̃ = (s̃1, . . . , s̃n) ∈ S é um equiĺıbrio

local fraco (abrev., e.l.f.) para p1, . . . , pn se para todo ε > 0 existe δ > 0 tal que

pi(s̃1, . . . , s̃i−1, si, s̃i+1, . . . , s̃n) ≤ pi(s̃) + ε · di(si, s̃i),

para todo si ∈ B(s̃i, δ), 1 ≤ i ≤ n.

Desse modo, o equiĺıbrio local e o equiĺıbrio local fraco possuem a mesma inter-

pretação no estudo de competições. Em ambos os casos, não existe motivação para

pequenas mudanças unilaterais de estratégia. Além disso, todo equiĺıbrio local fraco

é candidato a equiĺıbrio local. Nas seções 4.2, 4.3 e 4.4 do caṕıtulo 4, apresentamos

situações nas quais os equiĺıbrios locais fracos aparecem ora como pontos fixos de uma

certa função, ora como pontos de coincidência entre certas funções. Na seção 4.3, nós

introduzimos a seguinte classe de espaços ENR’s: os ENR’s com a propriedade da

retração conveniente. Especificamente

Definição 4.3.1. Diremos que um subconjunto X de Rm possui a propriedade da

retração conveniente (abrev., p.r.c.) quando existir uma retração r : V → X,

onde V é uma vizinhança aberta de X em Rm, satisfazendo: dados x0 ∈ V e ε > 0,

existe δ > 0 tal que

〈x0 − r(x0), x− r(x0)〉 ≤ ε‖x− r(x0)‖,

para todo x ∈ X com ‖x − r(x0)‖ < δ, onde 〈 , 〉 é o produto interno de Rm e ‖ ‖
é a norma por ele induzida. Nesse caso, dizemos que r : V → X é uma retração

conveniente.

Exemplo de ENR’s com a p.r.c. são as subvariedades de Rm de classe C2. Outro

exemplo são os subconjuntos fechados e convexos de Rm e, mais geralmente, os espaços

“proximative neighborhood retract” de Rm. Nós provamos
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Teorema 4.3.6. Sejam p1, . . . , pn : S1 × . . . × Sn → R funções reais cont́ınuas e

suponha cada Si ⊂ Rmi compacto e com a p.r.c., 1 ≤ i ≤ n. Suponha pi(s1, . . . , sn)

continuamente diferenciável em uma vizinhança de si quando as demais variáveis ficam

fixas, 1 ≤ i ≤ n. Se χ(Si) 6= 0 para 1 ≤ i ≤ n então p1, . . . pn admitem ao menos um

e.l.f..

O caṕıtulo 5 surgiu de uma sugestão do Professor Doutor Carlos Alberto Maquera

Apaza. Ele nos apresentou o artigo [11] onde Pradeep Dubey demonstra a ineficiência,

no sentido de Pareto, do equiĺıbrio de Nash para uma classe de jogos com funções

payoff diferenciáveis. O Professor Maquera perguntou-nos se o mesmo não valeria para

os equiĺıbrios locais fracos. Adaptando as ideias do artigo [11], nós demos uma resposta

afirmativa para a questão.

Fugindo um pouco da questão do equiĺıbrio de Nash, o caṕıtulo 6 trata da seguinte

questão de otimização: Sejam X,Y espaços compactos e f : X × Y → R uma função

real cont́ınua. Dada uma função cont́ınua ϕ : X → X, existe (x, y) ∈ X × Y tal que

f(x, y) ≥ f(x, z) e f(ϕ(x), y) ≥ f(ϕ(x), z),

para todo z ∈ Y ? Nós mostramos que as condições para uma resposta afirmativa estão

relacionadas a teoremas do tipo Borsuk-Ulam.

O conceito de equiĺıbrio de Nash é, por si só, um achado. Segundo John Milnor

([28], pag. 11)

“...the ideas in Nash’s thesis are simple and rigorous, and provide a

firm background, not only for economic theory but also for research in evolutionary biology,

and more generally for the study of any situation in which human or nonhuman beings face

competition or conflict.”

Em 1994, Nash foi agraciado com o prêmio Nobel de Economia não somente pela

aplicação de suas ideias nesta área do conhecimento humano como também em diversas

outras áreas.

X



Caṕıtulo

1
Preliminares

Nesse caṕıtulo, apresentamos alguns conceitos básicos utilizados para o desenvolvi-

mento da presente tese. O caṕıtulo é também utilizado para estabelecer notações. Em

toda a tese, os espaços topológicos considerados são supostos de Hausdorff, salvo dito

o contrário.

1.1 Aplicações de Multivalores

A referência principal dessa seção é o texto [16].

Sejam X e Y espaços topológicos e assuma que um subconjunto ϕ(x) fechado em

Y e não vazio é dado, para cada x ∈ X. Nesse caso, dizemos que ϕ é uma aplicação de

multivalores de X em Y e usamos o śımbolo ϕ : X ( Y . Precisamente, uma aplicação

de multivalores pode ser definida como sendo um subconjunto ϕ ⊂ X×Y tal que, para

todo x ∈ X, o conjunto ϕx = {y ∈ Y | (x, y) ∈ ϕ} é fechado em Y e não vazio.

O śımbolo ϕ : X → Y será reservado às funções uńıvocas, i.e., quando ϕ(x) consiste

de um único ponto, para cada x ∈ X.

Seja ϕ : X ( Y uma aplicação de multivalores. O gráfico, Γϕ, de ϕ é definido por

Γϕ = {(x, y) ∈ X × Y | y ∈ ϕ(x)}.

Também, são definidas duas projeções associadas à ϕ. São elas

pϕ : Γϕ → X e qϕ : Γϕ → Y

1



2 Caṕıtulo 1 — Preliminares

dadas por

pϕ(x, y) = x e qϕ(x, y) = y

para todo (x, y) ∈ Γϕ.

Se A é um subconjunto de X então

ϕ(A) =
⋃
{ϕ(x) | x ∈ A}

é chamada a imagem de A pela ϕ.

Se ϕ : X ( Y e ψ : Y ( Z são duas aplicações de multivalores, a composição,

denotada por ψ ◦ ϕ : X ( Z, é definida por

(ψ ◦ ϕ)(x) =
⋃
{ψ(y) | y ∈ ϕ(x)}, para cada x ∈ X.

Se X ⊂ Y e ϕ : X ( Y é uma aplicação de multivalores, um ponto x ∈ X é dito

um ponto fixo de ϕ se x ∈ ϕ(x). Denotamos

Fix(ϕ) = {x ∈ X | x ∈ ϕ(x)}.

Dada uma aplicação de multivalores ϕ : X ( Y e um subconjunto B qualquer de

Y , definimos a contraimagen menor, ϕ−1(B), de B pela ϕ por

ϕ−1(B) = {x ∈ X | ϕ(x) ⊂ B}.

1.1.1 Semicontinuidade Superior

O conceito de semicontinuidade superior das aplicações de multivalores está rela-

cionado à contraimagem menor de conjuntos abertos.

Definição 1.1.1. Uma aplicação de multivalores ϕ : X ( Y é dita semicont́ınua

superiormente (s.c.s.) se, para todo subconjunto aberto U de Y , o conjunto ϕ−1(U) é

aberto em X.

O próximo resultado exprime uma caracterização das aplicações de multivalores

s.c.s. em termos de sequências generalizadas.

Proposição 1.1.2. Sejam X e Y espaços topológicos e suponha Y compacto. Então,

uma aplicação de multivalores ϕ : X ( Y é s.c.s. se, e somente se, para quaisquer

sequências generalizadas convergentes (xα)α∈J → x em X e (yα)α∈J → y em Y tal que

yα ∈ ϕ(xα), para todo α ∈ J , tem-se y ∈ ϕ(x).
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Demonstração:

(=⇒) Seja ϕ : X ( Y uma aplicação s.c.s. e suponha, por absurdo, que existem

sequências generalizadas (xα)α∈J → x em X e (yα)α∈J → y em Y tais que yα ∈ ϕ(xα),

para todo α ∈ J , e, no entanto, y 6∈ ϕ(x). Como Y é compacto e ϕ(x) é fechado em

Y , obtemos subconjuntos abertos U e V de Y tais que ϕ(x) ⊂ U , y ∈ V e U ∩ V = ∅.
Sendo ϕ s.c.s., os conjuntos ϕ−1(U) e ϕ−1(V ) são subconjuntos abertos de X. Além

disso, x ∈ ϕ−1(U). Uma vez que temos a convergência xα → x, existe α ∈ J tal que

α ≤ β ⇒ xβ ∈ ϕ−1(U).

Assim, ϕ(xβ) ⊂ U se α ≤ β e, consequentemente, yβ ∈ U para α ≤ β. Por outro lado,

desde que yα → y e y ∈ V , existe γ ∈ J tal que

γ ≤ β ⇒ yβ ∈ V.

Sendo J um conjunto dirigido, existe ξ ∈ J tal que α ≤ ξ e γ ≤ ξ. Logo, yξ ∈ U ∩ V ,

o que contradiz o fato de que U ∩ V = ∅.
Portanto, para quaisquer sequências generalizadas (xα)α∈J → x em X e (yα)α∈J → y

em Y tais que yα ∈ ϕ(xα) para todo α ∈ J , tem-se y ∈ ϕ(x).

(⇐=) Seja ϕ : X ( Y tal que para quaisquer sequências generalizadas (xα)α∈J → x em

X e (yα)α∈J → y em Y com yα ∈ ϕ(xα) para todo α ∈ J , tem-se y ∈ ϕ(x). Suponha,

por absurdo, que ϕ não é s.c.s.. Então, existe um subconjunto aberto U em Y tal que

ϕ−1(U) não é aberto em X e, desse modo, X − ϕ−1(U) não é fechado. Logo, existe

uma sequência generalizada (xα)α∈J ⊂ X−ϕ−1(U) que converge à x ∈ ϕ−1(U). Como,

para cada α ∈ J , xα 6∈ ϕ−1(U), podemos escolher yα ∈ ϕ(xα) tal que yα 6∈ U . Desde

que Y é compacto e Y − U é fechado em Y , temos que Y − U é compacto. Logo, a

sequência generalizada (yα)α∈J ⊂ Y −U possui subsequência generalizada convergente

em Y − U . Sem perda de generalidade, vamos supor (yα)α∈J → y, y ∈ Y − U . Pela

hipótese, segue que y ∈ ϕ(x). Porém, ϕ(x) ⊂ U e y 6∈ U , uma contradição!

Logo, ϕ é s.c.s..

A hipótese de compacidade do espaço Y na Proposição 1.1.2 é essencial, como

mostra o próximo exemplo.

Exemplo 1.1.3. Considere os conjuntos X = [0, 1] e

Y = {(x, 0) | 0 < x ≤ 1} ∪ {( 1

n
, y) | n ∈ N, 0 ≤ y ≤ 1} ∪ {(0, 1)}.
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O espaço Y , conhecido como “o pente e a pulga”, não é compacto. Defina a aplicação

de multivalores ϕ : X ( Y por

ϕ(x) = {(x, y) ∈ R2 | (x, y) ∈ Y }.
Se denotamos por p : Y → X a projeção p(x, y) = x, temos que ϕ(x) = p−1(x), para

todo x ∈ X.

0 1

p j

Figura 1.1: “o pente e a pulga”

Mostraremos que ϕ não é s.c.s. e, no entanto, satisfaz a propriedade de que para

quaisquer sequências convergentes xn → x em X e yn → y em Y tais que yn ∈ ϕ(xn)

para todo n ∈ N, tem-se que y ∈ ϕ(x).

Suponha que xn → x em X e que yn → y em Y com yn ∈ ϕ(xn), para todo n ∈ N.

Queremos mostrar que y ∈ ϕ(x). Para isso, devemos mostrar que y é da forma

y = (x, z),

com (x, z) ∈ Y . Veja que cada yn é da forma yn = (xn, zn). Como xn → x, segue que

yn converge a um elemento da forma (x, z). Logo, y = (x, z) ∈ Y e, portanto, y ∈ ϕ(x).

Para ver que ϕ não é s.c.s., considere o subconjunto aberto de Y

U = {(x, y) ∈ Y | ‖(x, y)− (0, 1)‖ < 1/2}.
Temos que ϕ−1(U) = {0}, que não é aberto em [0, 1]. Logo, ϕ não é s.c.s..

Exemplo 1.1.4. Seja (M,d) um espaço métrico e K ⊂ M um subconjunto compacto.

Defina a aplicação de multivalores ϕ : M ( K por

ϕ(x) = {y ∈ K | d(x, y) = dist(x,K)},
onde dist(x,K) = inf{d(x, z) | z ∈ K} é a distância de x à K. A aplicação ϕ é s.c.s..

De fato, sejam xn → x em X e yn → y em K tal que yn ∈ ϕ(xn), para todo n ∈ N. Ou

seja,

dist(xn, K) = d(xn, yn), para todo n ∈ N.
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Então, dado z ∈ K, temos

d(xn, yn) ≤ d(xn, z), para todo n ∈ N.

Passando ao limite, segue que

d(x, y) ≤ d(x, z), para todo z ∈ K.

Logo,

d(x, y) = dist(x, K)

e, portanto, y ∈ ϕ(x).

Logo, pela Proposição 1.1.2, ϕ é s.c.s..

Exemplo 1.1.5. Sejam X, Y espaços compactos e f : X×Y → R uma função cont́ınua.

Para cada x ∈ X, definimos fx : Y → R por

fx(y) = f(x, y), para todo y ∈ Y.

Definimos ainda α : X → R por

α(x) = max fx(Y ), para todo x ∈ X.

Assim definida, a função α é cont́ınua.

Definimos a aplicação de multivalores ϕ : X ( Y por

ϕ(x) = {y ∈ Y | f(x, y) = α(x)},

i.e., ϕ(x) constitui-se dos pontos de Y que realizam o valor máximo de fx. Assim

definida, ϕ é s.c.s.. De fato, sejam (xj)j∈J → x em X e (yj)j∈J → y em Y tal

que yj ∈ ϕ(xj), para todo j ∈ J . Então, f(xj, yj) = α(xj), para todo j ∈ J . Da

continuidade de f e de α, conclúımos que f(x, y) = α(x). Logo, y ∈ ϕ(x).

Portanto, pela Proposição 1.1.2, ϕ é s.c.s..

As aplicações de multivalores s.c.s. satistazem as seguintes propriedades.

Lema 1.1.6. Seja X um espaço conexo e ϕ : X ( Y uma aplicação de multivalores

s.c.s.. Suponha ϕ(x) conexo, para todo x ∈ X. Então

ϕ(X) =
⋃
x∈X

ϕ(x)

é conexo.
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Demonstração: Suponha

ϕ(X) = (ϕ(X) ∩ U)
⋃

(ϕ(X) ∩ V )

e

(ϕ(X) ∩ U)
⋂

(ϕ(X) ∩ V ) = ∅,
onde U e V são subconjuntos abertos de Y . Para cada x ∈ X, desde que ϕ(x) é conexo,

temos que ou ϕ(x) ⊂ U ou ϕ(x) ⊂ V , exclusivamente. Desse modo,

X = ϕ−1(U) ∪ ϕ−1(V )

e

ϕ−1(U) ∩ ϕ−1(V ) = ∅.
Como ϕ é s.c.s., os conjuntos ϕ−1(U) e ϕ−1(V ) são abertos em X. Desde que X é

conexo, segue que ϕ−1(U) = ∅ ou ϕ−1(V ) = ∅. Portanto,

ϕ(X) ∩ U = ∅ ou ϕ(X) ∩ V = ∅.

Logo, ϕ(X) é conexo.

Lema 1.1.7. Sejam X um espaço compacto e ϕ : X ( Y uma aplicação de multiva-

lores s.c.s.. Suponha ϕ(x) compacto, para todo x ∈ X. Então, ϕ(X) é compacto.

Demonstração: Seja {Uα}α uma famı́lia de subconjuntos abertos de Y tal que

ϕ(X) ⊂
⋃
α

Uα.

Dado x ∈ X, temos

ϕ(x) ⊂
⋃
α

Uα

e, como ϕ(x) é compacto, existe uma subfamı́lia finita {Uα1 , . . . , Uαk
} tal que

ϕ(x) ⊂ Uα1 ∪ · · · ∪ Uαk
.

Denote Ux = Uα1 ∪ · · · ∪ Uαk
. Então,

X =
⋃
x∈X

ϕ−1(Ux).

Sendo ϕ s.c.s., a famı́lia {ϕ−1(Ux) | x ∈ X} é uma cobertura aberta de X. Como X é

compacto, existem x1, . . . , xj ∈ X tais que

X = ϕ−1(Ux1) ∪ · · · ∪ ϕ−1(Uxj
).
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Segue que

ϕ(X) ⊂ Ux1 ∪ · · · ∪ Uxj
.

Como cada Ux é uma reunião finita de Uα’s, temos que {Uα}α possui uma subcobertura

finita para ϕ(X).

Portanto, ϕ(X) é compacto.

1.2 (Co)Homologia de C̆ech

Nesse trabalho, consideramos o funtor (co)homologia de C̆ech definido em [13]. Uti-

lizamos os śımbolo H̆∗ e H̆∗ para a homologia e a cohomologia de C̆ech, respectivamente.

A teoria de cohomologia de C̆ech é definida sobre a categoriaA1 dos pares de espaços

topológicos (X,A) e suas funções cont́ınuas. O grupo de coeficientes G é tomado numa

categoria GR, onde R é um anel, os objetos de GR são módulos sobre o anel R e os

morfismos de GR são homomorfismos de R-módulos. Os grupos de cohomologia de C̆ech,

H̆q(X, A), q ≥ 0, estão na mesma categoria que o grupo de coeficientes G considerado.

Todos os axiomas de Eilenberg-Steenrod para cohomologia são verificados. Grupos de

cohomologia de C̆ech com coeficientes em grupos compactos não são definidos.

Os grupos de homologia de C̆ech são definidos sob as mesmas circunstâncias que

os grupos de cohomologia de C̆ech. No entanto, temos o fato adicional de que se

(X, A) é um par compacto, então o grupo de homologia de C̆ech, H̆q(X,A), é também

definido para G ∈ GC, onde GC é a categoria cujo os objetos são grupos abelianos

compactos e os morfismos são os homomorfismos cont́ınuos. Nesse caso, H̆q(X, A) está

também em GC. Os axiomas são todos verificados, exceto o axioma da exatidão, que

só é válido após drásticas restrições. A sequência de homologia de qualquer par é

definida e é demonstrado que ela é semiexata, isto é, a composição de quaisquer dois

homomorfismos consecutivos é zero. Para obter a exatidão, devemos nos restringir aos

pares (X,A) compactos e o grupo de coeficientes G deve ser ou compacto ou um espaço

vetorial sobre um corpo. No caso em que o par (X,A) é também triangularizável, a

exatidão da sequência é demonstrada sem a restrição sobre o grupo de coeficientes G.

Isto é feito mostrando diretamente que H̆q(X,A) é isomorfo ao grupo de homologia

simplicial Hq(X, A).

1.3 Variedades de Banach

As referências principais para essa seção são os textos [1] e [23].
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Sejam E e F espaços de Banach; L(E, F ) denota o conjunto das transformações

lineares cont́ınuas de E em F . O espaço L(E,F ) é um espaço vetorial normado com

norma

‖T‖ := inf{c ≥ 0 | ‖T · x‖ ≤ c‖x‖, ∀x ∈ E}
= sup

‖x‖=1

‖T · x‖.

Ainda, L(E, F ) com a topologia induzida pela norma dada acima é um espaço completo

e, portanto, é também um espaço de Banach.

Lk(E, F ) denota o espaço de Banach das aplicações k-multilineares cont́ınuas de E

em F , isto é, L0(E, F ) = F e Lk+1(E, F ) = L(E,Lk(E, F )). Ainda, Lk
S(E,F ) denota

o espaço de Banach das aplicações k-multilineares cont́ınuas simétricas de E em F .

Sejam E e F espaços de Banach, U ⊂ E um subconjunto aberto e f : U → F uma

função. Dizemos que f é diferenciável em x ∈ U se existe uma transformação linear

Df(x) ∈ L(E,F ) (necessariamente única) tal que

lim
h→0

‖f(x + h)− f(x)−Df(x) · h‖
‖h‖ = 0.

A função f é de classe C1 (f ∈ C1(U, F )) se f é diferenciável em todo ponto x ∈ U e a

aplicação

Df : U → L(E, F )

é cont́ınua. E, a classe de diferenciabilidade de f : U → F é definida por indução:

diz-se que f é de classe Ck (f ∈ Ck(U, F )) se sua derivada Df : U → L(E, F ) é de

classe Ck−1. A (k + 1)-ésima derivada de f é definida indutivamente por

Dk+1f = D(Dkf) : U → L(E, Lk(E, F )) = Lk+1(E, F ).

Uma variedade de Banach local é simplesmente um conjunto aberto em um

espaço de Banach. Um morfismo de classe Cr de variedades de Banach locais

é uma função de classe Cr entre variedades locais. Isso forma uma categoria. Nela,

um morfismo f é chamado um isomorfismo se existe um morfismo g que é inverso

de f à direita e à esquerda. Um isomorfismo Cr de variedades locais é chamado um

difeomorfismo Cr.

Seja X um espaço topológico. Uma carta sobre X é um par (U, α), onde U é um

subconjunto aberto de X e α é um homeomorfismo de U sobre uma variedade local.
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Duas cartas (U, α) e (V, β) sobre X são ditas Cr compat́ıveis se a composição

β ◦ α−1 : α(U ∩ V ) → β(U ∩ V )

é um isomorfismo Cr de variedades locais. Um atlas de classe Cr sobre X é uma

coleção de cartas {(U, α)} na qual quaisquer duas cartas são Cr compat́ıveis e tal que

os abertos U ’s cobrem X. Um atlas Cr é dito maximal se ele contém todas as cartas

Cr compat́ıveis com todos os seus elementos. Por fim, uma variedade de Banach

de classe Cr é um espaço de Hausdorff X, segundo enumerável, juntamente com um

atlas maximal de classe Cr.

Sejam X e Y variedades Cr e f : X → Y uma função. Dadas cartas (U, α) e (V, β)

sobre X e Y , respectivamente, tais que f(U) ⊂ V , a representação local de f segundo

essas cartas é dada por

fαβ = β ◦ f ◦ α−1 : α(U) → β(V ).

A função f é um morfismo de variedades Cr se para todo x ∈ X e toda carta (V, β)

sobre Y com f(x) ∈ V , existe uma carta (U, α) sobre X tal que f(U) ⊂ V e fαβ é um

morfismo Cr de variedades locais.

Seja X uma variedade Cr+1, r ≥ 0. Uma curva em X é uma função Cr+1 de um

intervalo aberto de R contendo o 0 e com valores em X. Duas curvas c1 e c2 são

tangentes em x ∈ X se c1(0) = c2(0) = x e para alguma (e, portanto, para toda) carta

(U, α) em torno de x tem-se

(α ◦ c1)
′(0) = (α ◦ c2)

′(0).

Aqui, (α ◦ c)′(0) é definido por

(α ◦ c)′(0) = lim
h→0

α ◦ c(h)− α ◦ c(0)

h
.

Uma curva c é dita em x se c(0) = x. A relação de tangência entre as curvas em x é uma

relação de equivalência. O espaço tangente a X em x é definido como sendo o conjunto

TxX das classes de equivalência das curvas em x. Cada carta (U, α) determina uma

bijeção de TxX sobre um espaço de Banach Eα. Explicitamente, a classe do caminho c

corresponde ao vetor (α ◦ c)′(0). Por essa bijeção, é posśıvel transportar a estrutura de

espaço vetorial topológico de Eα à TxX. Essa estrutura independe da carta selecionada.

O fibrado tangente de X é definido por

TX =
⋃
x∈X

TxX.
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A aplicação pX : TX → X dada por

pX(ẋ) = x para ẋ ∈ TxX

é bem definida. Dado U ⊂ X aberto, seja TU = p−1
X (U). Dada uma carta (U, α) sobre

X com α(U) sendo um conjunto aberto de um espaço de Banach Eα, é bem definida a

seguinte bijeção

Tα : TU → α(U)× Eα

dada por

Tα(ẋ) = (α(pX(ẋ)), v),

onde v = (α ◦ c)′(0), sendo c um elemento da classe de equivalência ẋ.

Dadas duas cartas (U, α) e (V, β) sobre X, a função

Tβ ◦ T−1
α : α(U ∩ V )× Eα → β(U ∩ V )× Eβ

é o homeomorfismo

(y, v) 7→ (β ◦ α−1(y), D(β ◦ α−1) · v).

Segue que TX possui uma topologia que torna cada Tα um homeomorfismo e, ademais,

essa topologia é única. Além disso, como Tβ ◦ T−1
α é um isomorfismo Cr de variedades

locais, temos que as cartas {TU, Tα} constituem um atlas de classe Cr sobre TX. Deste

modo, TX é uma variedade de Banach de classe Cr.

1.3.1 Transversalidade

Sejam Y uma variedade de classe Cr e W ⊂ Y um subconjunto de Y . Dizemos que

W é uma subvariedade de Y se, para todo ponto y ∈ W , existe uma carta (V, β) de Y

tal que β(V ) = V1×V2, onde V1 e V2 são vizinhanças abertas da origem em espaços de

Banach F1 e F2, respectivamente, e tal que β(y) = (0, 0) e β(W ∩ V ) = V1 × {0}. Os

pares (W ∩ V, β|(W∩V )) dão uma estrutura de variedade Cr à W .

Dados um espaço topológico X e um subespaço Y de X, dizemos que Y é localmente

fechado em X se, para todo ponto y ∈ Y , existe uma vizinhança U de y em X tal que

Y ∩ U é fechado em U .

Assim, é claro que toda subvariedade é localmente fechada. Ainda, se Y é uma

variedade Cr e W é uma sua subvariedade, o espaço tangente TyW é um subspaço

fechado de TyY que possui complemento fechado, qualquer que seja y ∈ W .

Sejam X e Y variedades de Banach de classe C1, f : X → Y uma função de classe

C1 e W ⊂ Y uma subvariedade de Y . A função f é transversal à W em um ponto

x ∈ X (notação: f tx W ) se f(x) 6∈ W ou f(x) ∈ W e
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1. a imagem inversa [f ′(x)]−1(Tf(x)W ) possui complemento fechado, isto é, existe

um subespaço vetorial fechado A de TxX tal que

TxX = A⊕ [f ′(x)]−1(Tf(x)W ),

e

2.

Tf(x)Y = f ′(x) · TxX + Tf(x)W.

A função f é transversal à W (notação: f t W ) se f é transversal à W em todo

ponto x ∈ X.

Observe que no caso em que X possui dimensão finita, a condição 1 é redundante.

Sejam A, X e Y variedades Cr, Cr(X, Y ) o conjunto das aplicações de classe Cr de

X em Y , e ρ : A → Cr(X, Y ) uma função. Para cada a ∈ A, escrevemos ρa em lugar

de ρ(a). Dizemos que ρ é uma representação Cr se a aplicação avaliação

avρ : A×X → Y

dada por

avρ(a, x) = ρa(x)

é uma função de classe Cr de A×X em Y .

Agora, para k = 1, . . . , r, seja T k(X) o k-ésimo espaço tangente iterado de X, isto

é, T 0(X) = X e T k+1(X) = T (T k(X)). Se f : X → Y é uma função de classe Cr, seja

T kf : T k(X) → T k(Y ) a k-ésima derivada de f , isto é, T 0f = f e T k+1f = T (T kf). Se

ρ : A → Cr(X, Y ) é uma função qualquer, para cada k = 0, 1, . . . , r, definimos a função

ρ(k) : A → Cr−k(T k(X), T k(Y ))

por

ρ(k)(a) = T kρa

para todo a ∈ A. Dizemos que ρ é uma pseudorepresentação Cr se cada ρ(k) (k =

0, 1, . . . , r) é uma C0 representação. Isto é, para cada k = 0, 1, . . . , r, a aplicação

A× T k(X) → T k(Y ) dada por (a, ẋ) Ã T kρa(ẋ), para a ∈ A e ẋ ∈ T k(X), é cont́ınua.

Claramente, toda representação Cr é uma pseudorepresentação Cr. Ainda, para

r = 0 esses conceitos coincidem.
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Teorema 1.3.1. (Openness of Nointersection) Sejam A, X, Y variedades de Ba-

nach C0, W ⊂ Y um subconjunto fechado de Y (não necessariamente uma subva-

riedade), K ⊂ X um subconjunto compacto de X, e ρ : A → C0(X, Y ) uma represen-

tação C0. Defina A0
KW ⊂ A por

A0
KW = {a ∈ A | ρa(K) ∩W = ∅}.

Então, A0
KW é um subconjunto aberto de A.

Teorema 1.3.2. (Openness of Transversal Intersection) Sejam A, X e Y va-

riedades de Banach de classe C1, onde X possui dimensão finita, W ⊂ Y é uma

subvariedade fechada de classe C1, K ⊂ X é um subconjunto compacto de X, e ρ :

A → C1(X, Y ) é uma pseudorepresentação C1. Então, o subconjunto

AKW = {a ∈ A | ρa tx W para todo x ∈ K}

é aberto. Se ρ for uma representação C1, isso ocorre mesmo que a dimensão de X não

seja finita.

Um subconjunto de um espaço topológico é residual quando pode ser expresso como

interseção de uma famı́lia enumerável de abertos densos. Nem todo conjunto residual é

denso. Um espaço topológico é de Baire se todos os seus subconjuntos residuais forem

densos. O Teorema da categoria de Baire diz que:

Teorema 1.3.3. (Teorema da Categoria de Baire) Todo espaço métrico completo

é um espaço de Baire.

Temos ainda o seguinte resultado sobre os espaços de Baire:

Lema 1.3.4. 1. Espaços de Baire são invariantes por sobrejeções abertas cont́ınuas;

2. Um subconjunto aberto de um espaço de Baire é também um espaço de Baire;

3. Seja X um espaço com a seguinte propriedade: cada ponto x ∈ X possui uma

vizinhança em X que é um espaço de Baire. Então, X é um espaço de Baire.
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Em vista do Teorema da Categoria de Baire e do Lema 1.3.4, conclui-se que:

Proposição 1.3.5. Toda variedade de Banach é um espaço de Baire.

Voltando ao contexto de transversalidade, temos:

Teorema 1.3.6. (Transversal Density Theorem) Sejam A, X e Y variedades

de Banach de classe Cr, ρ : A → Cr(X, Y ) uma representação Cr, W ⊂ Y uma

subvariedade (não necessariamente fechada), e avρ : A×X → Y a aplicação avaliação.

Defina

AW = {a ∈ A | ρa t W}.
Assuma que:

1. X possui dimensão finita n e W possui codimensão finita q em Y ;

2. r > max{0, n− q};

3. avρ t W .

Então, AW é residual (i.e., uma interseção enumerável de conjuntos abertos e densos)

em A. Em particular, como A é um espaço de Baire, temos que AW é denso em A.





Caṕıtulo

2
A Teoria de Coincidência de Lefschetz

A Teoria de Coincidência teve ińıcio com os trabalhos de S. Lefschetz [24], [25], [26]

e [27], do peŕıodo de 1923 à 1927. Nesses tratados, a cada par de funções cont́ınuas

f, g : M → N entre variedades fechadas e orientadas de mesma dimensão, Lefschetz

associa um número inteiro, Λ(f, g), com a propriedade de que Λ(f, g) 6= 0 implica na

existência de x ∈ X tal que f(x) = g(x). O número de Lefschetz é definido pela

fórmula

Λ(f, g) =
∑

i

(−1)itraçoi(f
∗g!) (2.1)

onde f ∗ é o homomorfismo induzido por f sobre os espaços de cohomologia H∗(N ;Q) →
H∗(M ;Q) e g! = D−1

N ◦ g∗ ◦DM . Aqui, g∗ é o homomorfismo induzido por g sobre os

espaços de homologia H∗(M ;Q) → H∗(N ;Q) e DM : H∗(M ;Q) → H∗(M ;Q) e DN :

H∗(N ;Q) → H∗(N ;Q) são os isomorfismos da dualidade de Poincaré das respectivas

variedades, M e N .

Seja B a categoria onde os objetos são pares ordenados M,N de n-variedades orien-

tadas, conexas, compactas e com bordo não vazio, ∂M e ∂N , respectivamente, e os mor-

fismos são pares ordenados f, g : M → N de funções cont́ınuas tal que g(∂M) ⊂ ∂N ,

ou seja, g : (M, ∂M) → (N, ∂N) é uma aplicação de pares. Em [27], Lefschetz estendeu

seu número de coincidência à categoria B, porém não foi totalmente bem sucedido na

generalização de seu teorema de coincidência. Em [30], usando o espaço dobro de uma

variedade com bordo, Nakaoka interpreta o número de Lefschetz definido sobre a cate-

goria B em termos do número de Lefschetz original. Então, o teorema de coincidência

de Lefschetz para a categoria B segue do teorema original de coincidência de Lefschetz.

15
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Dadas duas funções cont́ınuas f, g : Z → N definidas sobre um espaço topológico

Z e com valores em uma n-variedade fechada, conexa e F-orientada N , ainda que Z

não seja uma variedade, sempre existe uma classe de cohomologia L(f, g) ∈ Hn(Z) tal

que L(f, g) 6= 0 implica na existência de um ponto x ∈ Z tal que f(x) = g(x). Nesse

caṕıtulo, sob certas hipóteses, nós escrevemos uma fórmula para a classe L(f, g). Como

consequência, nós explicitamos alguns teoremas de coincidência. Ainda, nós analisamos

a classe de coincidência para funções cont́ınuas f, g : X → M , onde M é uma variedade

conexa, compacta, F-orientada e com bordo não vazio, e g : (X,A) → (M,∂M) é uma

função de pares.

2.1 Uma fórmula para a classe de coincidência L(f, g)

Em todo o caṕıtulo, F denota um corpo. Uma variedade fechada significa uma

variedade compacta sem bordo.

Seja N uma n-variedade fechada, conexa e F-orientada. Dadas duas funções con-

t́ınuas, f, g : Z → N , definidas em um espaço topológico Z e com valores em N , existe

uma classe de cohomologia L(f, g) ∈ Hn(Z;F) tal que se L(f, g) é não nula então

f(z0) = g(z0) para algum z0 ∈ Z. A definição de L(f, g) dá-se do seguinte modo:

sejam

ζ ∈ Hn(N ;F)

a classe fundamental da F-orientação de N e

µ ∈ Hn(N ×N,N ×N −∆;F)

a classe de Thom da F-orientação de N , onde

∆ = {(x, x) | x ∈ N}

é a diagonal de N ×N . Ainda, sejam

j : N ×N → (N ×N, N ×N −∆)

a inclusão e

f × g : Z → N ×N

a função definida por

(f × g)(y) = (f(y), g(y)), para todo y ∈ Z.

Então,

L(f, g) := [j ◦ (f × g)]∗(µ) ∈ Hn(Z;F).
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Com a classe L(f, g) assim definida, temos:

Proposição 2.1.1. Se L(f, g) é um elemento não nulo de Hn(Z;F) então f e g pos-

suem uma coincidência.

Demonstração: Suponha que f(z) 6= g(z) para todo z ∈ Z. Temos então a seguinte

fatoração

Z

²²

(f×g) // N ×N
j // (N ×N,N ×N −∆)

N ×N −∆ // (N ×N −∆, N ×N −∆)

OO

Logo, L(f, g) = [j ◦ (f × g)]∗(µ) = 0.

Da Proposição 2.1.1, para fazer sentido o estudo de coincidências entre funções

f, g : Z → N do ponto de vista da teoria de Lefschetz, é importante que Hn(Z;F) seja

um espaço vetorial não nulo.

No caso em que Z é também uma n-variedade fechada, conexa e F-orientada, de-

notando por ζ ′ ∈ Hn(Z;F) a sua classe fundamental de F-orientação, é sabido que

[ζ ′, L(f, g)] = Λ(f, g) =
∑

i

(−1)itraçoi(f
∗g!) (2.2)

onde [ ] é o produto de Kronecker, f ∗ é o homomorfismo induzido por f sobre os

espaços de cohomologia H∗(N ;F) → H∗(Z;F) e g! = D−1
N ◦ g∗ ◦ DZ . Aqui, g∗ é o

homomorfismo induzido por g sobre os espaços de homologia H∗(Z;F) → H∗(N ;F)

e DZ : H∗(Z;F) → H∗(Z;F) e DN : H∗(N ;F) → H∗(N ;F) são os isomorfismos da

dualidade de Poincaré das respectivas variedades, Z e N (Ver [7], Theorem 14.4, pag.

396).

A seguir, mostraremos que quando g é um fator cohomológico de f , ainda que Z

não seja variedade, é posśıvel obter uma expressão para a classe L(f, g), semelhante a

da equação (2.2).

2.1.1 A classe L(f, g) quando g é fator cohomológico de f

Nessa subseção, N denota uma n-variedade fechada, conexa e F-orientada, com

classe de F-orientação

ζ ∈ Hn(N ;F)
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e com classe de Thom

µ ∈ Hn(N ×N, N ×N −∆;F).

Além disso, en ∈ Hn(N ;F) é tal que [ζ, en] = 1 e e0 ∈ H0(N ;F) é a identidade da

F-álgebra H∗(N ;F).

Definição 2.1.2. Sejam f, g : X → Y duas funções cont́ınuas. Diremos que g é um

fator cohomológico de f em dimensão q > 0 via homomorfismo

ϕq : Hq(Y ;F) → Hq(Y ;F)

se f ∗q = g∗q ◦ ϕq. Isto é, o diagrama abaixo é comutativo.

Hq(Y ;F)

ϕq

²²

f∗q // Hq(X;F)

Hq(Y ;F)

g∗q

88qqqqqqqqqq

Exemplo 2.1.3. a) Se Hq(Y ;F) = 0 então para quaisquer f, g : X → Y tem-se que g

é fator cohomológico de f em dimensão q.

b) Se f e g são homotópicas então g é fator cohomológico de f em todas as dimensões.

c) Se g∗q é um isomorfismo então g é fator cohomológico em dimensão q de toda função

f : X → Y .

O próximo resultado nos fornece uma fórmula para a classe L(f, g) quando g é um

fator cohomológico de f nas dimensões 1 ≤ q ≤ n − 1. Os śımbolos ` e a significam

os produtos cup e cap, respectivamente.

Teorema 2.1.4. Sejam f, g : Z → N funções cont́ınuas. Se g é um fator cohomológico

de f nas dimensões 0 < qp < n via homomorfismos ϕqp : Hqp(N ;F) → Hqp(N ;F), então

L(f, g) = f ∗(en) + Λ(ϕ)g∗(en) + (−1)ng∗(en),

onde Λ(ϕ) :=
∑

qp
(−1)qp traço(ϕqp).
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Demonstração: A prova segue as ideias encontradas na computação de Λf dada em

[18], pag. 222. Seja {αi} uma base para a F-álgebra H∗(N ;F) e denote por qi o número

inteiro tal que αi ∈ Hqi(N ;F). Para i0, j0 tais que αi0 ∈ H0(N ;F) e αj0 ∈ Hn(N ;F),

consideraremos αi0 = e0 e αj0 = en. Pela fórmula de Künneth, os elementos αi × αj

formam uma base para H∗(N ×N ;F) e, portanto, j∗(µ) é da forma

j∗(µ) =
∑
i,j

cijαi × αj

onde cij = 0 se qi + qj 6= n. Segue que

L(f, g)

= (f × g)∗(j∗(µ))

=
∑
i,j

cij(f × g)∗(αi × αj)

=
∑
i,j

cijf
∗(αi) ` g∗(αj)

= ci0j0f
∗(e0) ` g∗(en) + cj0i0f

∗(en) ` g∗(e0)︸ ︷︷ ︸
(I)

+
∑

qi,qj 6=0,n

cijf
∗(αi) ` g∗(αj)

︸ ︷︷ ︸
(II)

Para cada par de inteiros não negativos k, j, seja

ykj = [ζ a αk, αj] = [ζ, αk ` αj].

Então, ykj = 0 se qk + qj 6= n e yjk = (−1)qk(n−qk)ykj se qk + qj = n.

Temos que

(−1)qkαk =
∑

i

(∑
j

cjiyjk

)
αi (ver [18], pag. 223, (29.22).)

Segue que
∑

j cjiyjk = (−1)qkδik, onde

δik =

{
1, se i = k,
0, se i 6= k.

Em particular,

ci0j0yi0j0 = (−1)n e cj0i0yj0i0 = 1.

Desenvolvimento da parte (I): Desde que e0 foi tomado como sendo a identidade

de H∗(N ;F), temos que f ∗(e0) = g∗(e0) é a identidade de H∗(Z;F). Ademais, uma vez
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que [ζ, en] = 1, temos que e0 ` en = ren, onde r = [ζ, e0 ` en] = yi0j0 = yj0i0 . Assim,

ci0j0f
∗(e0) ` g∗(en) = ci0j0g

∗(e0) ` g∗(en)

= g∗(ci0j0e0 ` en)

= g∗(ci0j0yi0j0en)

= (−1)ng∗(en).

e, analogamente,

cj0i0f
∗(en) ` g∗(e0) = f ∗(ci0j0en ` e0)

= f ∗(cj0i0yj0i0en)

= f ∗(en).

Desenvolvimento da parte (II): Como g é um fator cohomológico de f , temos

∑
0<qi<n

cijf
∗(αi) ` g∗(αj) =

∑
0<qi<n

cijg
∗ϕqi

(αi) ` g∗(αj)

= g∗
( ∑

0<qi<n

cijϕqi
(αi) ` αj

)
.

Escrevendo ϕqi
(αi) =

∑
k akiαk, onde aki = 0 se qk 6= qi, temos

∑
0<qi<n

cijϕqi
(αi) ` αj =

∑
i,j

∑

k

akicijαk ` αj

=
∑

i,k

aki

∑
j

cijαk ` αj ∈ Hn(N ;F).

Se escrevemos
∑

i,k aki

∑
j cijαk ` αj = r′en, uma vez que [ζ, en] = 1, segue que

r′ =

[
ζ,

∑

i,k

aki

∑
j

cijαk ` αj

]

=
∑

i,k

aki

∑
j

cij[ζ, αk ` αj]

=
∑

i,k

aki

∑
j

cijykj

=
∑

i,k

aki(−1)qkδik

=
∑

(−1)qktraço(ϕqk
) = Λ(ϕ).
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Logo,

∑
0<qi<n

cijf
∗(αi) ` g∗(αj) = g∗(

∑
0<qi<n

cijϕqi
(αi) ` αj)

= g∗(Λ(ϕ)en) = Λ(ϕ)g∗(en).

Por tudo isso, conclúımos que

L(f, g) = f ∗(en) + Λ(ϕ)g∗(en) + (−1)ng∗(en).

Corolário 2.1.5. Sejam f, g : Z → N funções cont́ınuas. Se g é um fator cohomológico

de f nas dimensões 0 < qp < n via homomorfismos ϕqp : Hqp(N ;F) → Hqp(N ;F) e

f ∗(en) + Λ(ϕ)g∗(en) + (−1)ng∗(en) 6= 0

então f e g possuem coincidência.

Corolário 2.1.6. Sejam f, g : Z → N funções cont́ınuas homotópicas. Então,

L(f, g) = L(g, g) = χ(N)g∗(en).

Em particular, se o homomorfismo g∗ : Hn(N) → Hn(Z) é não nulo e χ(N) 6= 0

então, para toda função cont́ınua f : Z → N homotópica à g, existe x ∈ Z tal que

f(x) = g(x).

Observação 2.1.7. No caso em que Z é também uma n-variedade fechada, conexa

e F-orientada, denotando por ζ ′ ∈ Hn(Z;F) sua classe fundamental de F-orientação,

temos

Λ(g, g) = [ζ ′, L(g, g)] = [ζ ′, χ(N)g∗(en)] = χ(N) · grau(g).

Esse resultado pode ser encontrado em ([7], Corollary 14.7, pag. 398).
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2.2 Variedades com Bordo

Nessa seção, M denota uma n-variedade com bordo ∂M 6= ∅, conexa, compacta e

F-orientada. Os espaços de (co)homologia são todos considerados com coeficientes em

F.

Dadas uma função cont́ınua f : X → M e uma função de pares g : (X, A) →
(M, ∂M), estudamos condições para que exista x ∈ X tal que f(x) = g(x). No caso

em que M é o disco n-dimensional Dn, uma condição suficiente sobre a aplicação g é que

o homomorfismo induzido g∗n : Hn(Dn, Sn−1) → Hn(X, A) seja não nulo. O próximo

teorema mostra que, no caso de uma n-variedade M qualquer, se o homomorfismo

g∗n : Hn(M, ∂M) → Hn(X, A) é não nulo então g possui coincidência com toda função

f : X → M para a qual g é, de um modo especial, fator cohomológico nas dimensões

p = 1, . . . , n− 1.

Teorema 2.2.1. Seja (X, A) um par topológico tal que A é aberto ou fechado em X e

seja g : (X, A) → (M, ∂M) uma função cont́ınua tal que g∗n : Hn(M,∂M) → Hn(X, A)

é não trivial. Se f : X → M é uma função cont́ınua tal que g é fator cohomológico de

f nas dimensões 1 ≤ p ≤ n− 1 via homomorfismos ϕp : Hp(M) → Hp(M) tais que

Λ(ϕ) :=
n−1∑
p=1

(−1)p traço(ϕp) 6= (−1)n+1

então f e g possuem ao menos uma coincidência.

Demonstração:

Passo 1: Seja N o espaço obtido da união disjunta M × {0}⋃
M × {1} por identifi-

cação de (x, 0) com (x, 1) para cada x ∈ ∂M . O espaço N é conhecido como o espaço

dobro de M . O espaço N é uma n-variedade sem bordo, conexa e compacta. Além

disso, existe uma única F-orientação de N que induz a dada F-orientação de M .

A projeção natural π : M × {0}⋃
M × {1} → N leva cada M × {i} homeomorfi-

camente sobre o subconjunto fechado

Mi = {[(y, i)] | y ∈ M}

de N , i = 0, 1, onde [(y, i)] denota a classe de equivalência de (y, i) em N . Denotamos

por ∂Mi a imagem de ∂M×{i} pela projeção natural, isto é, ∂Mi = {[(y, i)] | y ∈ ∂M}.
Obviamente, ∂M0 = ∂M1.
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M x 0{ }

M x 1{ }

N M
1

M
0

p

Figura 2.1: Passo 1

Passo 2: Seja Z = X
⋃

A X o espaço obtido da união disjunta X × {0}⋃
X × {1}

por identificação de (a, 0) com (a, 1) para cada a ∈ A. Sendo A aberto ou fechado

em X, segue que cada X × {i} é levado homeomorficamente pela projeção natural

π′ : X × {0}⋃
X × {1} → Z sobre o subespaço

Xi = {[(x, i)] | x ∈ X}

de Z, i = 0, 1, onde [(x, i)] denota a classe de equivalência de (x, i) em Z. De fato,

claramente π′|X×{i} : X × {i} → Xi é uma bijeção cont́ınua. Para ver que a aplicação

é também aberta(fechada), note que para cada C ⊂ X temos

π′−1(π′(C × {i})) = C × {i} ∪ ((C ∩ A)× {j}), j ∈ {0, 1} − {i}.

Logo, se A é aberto(fechado) então π′|X×{i} : X × {i} → Xi é aberta(fechada).

Passo 3: A função g : (X,A) → (M, ∂M) induz uma função cont́ınua g̃ : Z → N do

seguinte modo: para cada [(x, i)] ∈ Z, definimos

g̃ ([(x, i)]) = [(g(x), i)] .

Desde que g(A) ⊂ ∂M , a função g̃ está bem definida. Temos que X0 é um retrato de

Z e M0 é um retrato de N via retrações

Z → X0

[(x, j)] → [(x, 0)], x ∈ X, j = 0, 1

e

N → M0

[(y, j)] → [(y, 0)], y ∈ N, j = 0, 1.
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Segue que Hp(Z) = Hp(X0)⊕Hp(Z, X0) e Hp(N) = Hp(M0)⊕Hp(N, M0), para todo p.

Além disso, como g̃(X0) ⊂ M0, temos que o homomorfismo induzido

g̃∗p : Hp(N) → Hp(Z)

é fatorado do seguinte modo: para cada (u, v) ∈ Hp(M0)⊕ Hp(N, M0),

g̃∗p(u, v) = (g̃1
∗
p(u), g̃2

∗
p(v)) ∈ Hp(X0)⊕ Hp(Z,X0),

onde g̃1 : X0 → M0 e g̃2 : (Z,X0) → (N, M0) são as funções induzidas por g̃.

Afirmamos que o homomorfismo induzido g̃∗n : Hn(N) → Hn(Z) é não nulo. Afim de

prová-lo, é suficiente mostrarmos que g̃2
∗
n : Hn(N, M0) → Hn(Z, X0) é não nulo. Con-

sidere o subespaço B = {[(x, j)] | x ∈ A, j = 0, 1} de Z. Sejam j : (X1, B) → (Z, X0)

e i : (M1, ∂M1) → (N, M0) as inclusões. Temos o seguinte diagrama comutativo:

(Z, X0)
g̃2 // (N, M0)

(X1, B)
g̃2 //

j

OO

(M1, ∂M1)

i

OO

Note que, uma vez que g̃2 : (X1, B) → (M1, ∂M1) é como a função g : (X,A) →
(M, ∂M), o homomorfismo g̃2

∗
n : Hn(M1, ∂M1) → Hn(X1, B) é não nulo. Outro fato é

que i∗n : Hn(N,M0) → Hn(M1, ∂M1) é um isomorfismo. De fato, temos que ∂M possui

uma vizinhança aberta V em M homeomorfa à ∂M × [0, 1), o chamado colarinho.

Sejam W1 = π(V × {0} ∪ M × {1}) e W2 = π(V × {0}) e considere as inclusões

j1 : (M1, ∂M1) → (W1,W2) e j2 : (W1,W2) → (N,M0). Então, i = j2 ◦ j1. Note que

j2 : (W1, W2) → (N, M0) é uma excisão e que (M1, ∂M1) é um retrato por deformação

forte de (W1,W2). Logo, j∗1 e j∗2 são isomorfismos. Portanto, i∗ é isomorfismo.

Segue que g̃2
∗
n : Hn(N, M0) → Hn(Z, X0) é não nulo. Portanto, g̃∗n : Hn(N) → Hn(Z)

é não nulo.

Passo 4: Seja f : X → M uma função cont́ınua e suponha que para cada 1 ≤ p ≤ n−1

existe um homomorfismo ϕp : Hp(M) → Hp(M) tal que f ∗p = g∗p ◦ ϕp. Da função f ,

definimos f̃ : Z → N por

f̃([(x, i)]) = [(f(x), 0)], x ∈ X, i = 0, 1.

Como f(X0) ⊂ M0, temos que f̃ ∗p : Hp(N) → Hp(Z) é fatorado do seguinte modo: para

cada (u, v) ∈ Hp(M0)⊕ Hp(N, M0), temos

f̃ ∗p (u, v) = (f̃1

∗
p(u), f̃2

∗
p(v)) ∈ Hp(X0)⊕ Hp(Z,X0),
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onde f̃1 : X0 → M0 e f̃2 : (Z, X0) → (N, M0) são as funções induzidas por f̃ . Note que

f̃2

∗
p é um homomorfismo nulo, qualquer que seja p, pois f̃(Z) ⊂ M0. Portanto,

f̃ ∗p (u, v) = (f̃1

∗
p(u), 0), para todo (u, v) ∈ Hp(M0)⊕ Hp(N,M0).

Além disso, a função f̃1 : X0 → M0 é como a função f : X → M . Assim, para cada

1 ≤ p ≤ n− 1, seja ψp : Hp(M0)⊕ Hp(N, M0) → Hp(M0)⊕ Hp(N,M0) dada por

ψp(u, v) = (ϕp(u), 0), para todo u ∈ Hp(M0) e todo v ∈ Hp(N,M0).

Note que

Λ(ψ) :=
n−1∑
p=1

(−1)p traço(ψp) =
n−1∑
p=1

(−1)p traço(ϕp) = Λ(ϕ).

Além disso,

g̃∗p ◦ ψp = (g∗p ◦ ϕp, 0) = (f ∗p , 0) = f̃ ∗p , 1 ≤ p ≤ n− 1.

Logo, pelo Teorema 2.1.4,

L(f̃ , g̃) = f̃ ∗(en) + (−1)ng̃∗(en) + Λ(ϕ)g̃∗(en).

Temos ainda que f̃ ∗(en) = 0, uma vez que f̃(Z) ⊂ M0 e Hn(M0) = 0. Portanto,

L(f̃ , g̃) = (−1)ng̃∗(en) + Λ(ϕ)g̃∗(en).

Vimos no passo 3 que g̃∗(en) 6= 0. Agora, tendo, por hipótese, Λ(ϕ) 6= (−1)n+1, segue

que L(f̃ , g̃) 6= 0. Logo, f̃ e g̃ possuem uma coincidência. Seja [(x, i)] ∈ Z tal que

f̃ [(x, i)] = g̃[(x, i)]. Segue que [(f(x), 0)] = [(g(x), i)] e, portanto, f(x) = g(x).

Observação 2.2.2. O Teorema 2.2.1 continua verdadeiro se consideramos a cohomolo-

gia de C̆ech com coeficientes em F em vez da singular, uma vez que essa teoria satisfaz

todos os axiomas de Eilenberg-Steenrod. Explicitamente:

Teorema 2.2.1’. Seja (X, A) um par topológico tal que A é aberto ou fechado em X e

seja g : (X, A) → (M, ∂M) uma função cont́ınua tal que g∗n : Hn(M,∂M) → H̆n(X, A)

é não trivial. Se f : X → M é uma função cont́ınua tal que g é fator cohomológico de

f nas dimensões 1 ≤ p ≤ n− 1 via homomorfismos ϕp : Hp(M) → Hp(M) tais que

Λ(ϕ) :=
n−1∑
p=1

(−1)p traço(ϕp) 6= (−1)n+1
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então f e g possuem ao menos uma coincidência.

A observação acima será útil na extensão de alguns resultados às aplicações de

multivalores.

Corolário 2.2.3. Seja (X, A) um par topológico tal que A é aberto ou fechado em X e

seja g : (X, A) → (M, ∂M) uma função cont́ınua tal que g∗n : Hn(M,∂M) → Hn(X, A)

é não trivial. Seja f : X → M homotópica à g. Se n é par e χ(M) 6= 0 então f e g

possuem coincidência. Se n é ı́mpar e χ(M) 6= 2 então f e g possuem coincidência.

Demonstração: Uma vez que f é homotópica à g, temos que g é fator cohomológico

de f em qualquer dimensão p via homomorfismo identidade id : Hp(M) → Hp(M).

Considere a famı́lia ϕ = {id : Hp(M) → Hp(M)}n−1
p=1 . Temos

Λ(ϕ) =
n−1∑
p=1

(−1)pdimFH
p(M) = χ(M)− 1.

Do Teorema 2.2.1, se Λ(ϕ) = χ(M) − 1 6= (−1)n+1 então f e g possuem coincidência.

Logo, se n é par e χ(M) 6= 0 então f e g possuem coincidência e se n é ı́mpar e

χ(M) 6= 2 então f e g possuem coincidência.

Exemplo 2.2.4. Considere a variedade produto M = D2l × Sk de dimensão 2l + k,

cujo bordo é ∂M = S2l−1 × Sk. Seja g : (X,A) → (D2l × Sk, S2l−1 × Sk) tal que

g∗2l+k : H2l+k(D2l×Sk, S2l−1×Sk) → H2l+k(X, A) é não nulo. Então, para toda função

f : X → D2l×Sk homotópica à g existe x ∈ X tal que f(x) = g(x). De fato, note que

χ(M) = χ(Sk) =

{
0, se k é ı́mpar.
2, se k é par.

Agora, 2l + k é ı́mpar se k é ı́mpar e 2l + k é par se k é par. Então, o resultado segue

do Corolário 2.2.3.

Um espaço topológico compacto X é dito F-aćıclico (com respeito ao funtor H∗) se

H0(X;F) = F e Hq(X;F) = 0, para todo q > 0.

Corolário 2.2.5. Seja (X, A) um par topológico tal que A é aberto ou fechado em X e

seja g : (X, A) → (M, ∂M) uma função cont́ınua tal que g∗n : Hn(M,∂M) → Hn(X, A)

é não trivial. Se M é F-aćıclico então, para toda função cont́ınua f : X → M existe

x ∈ X tal que f(x) = g(x).
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Corolário 2.2.6. Seja (X, A) um par topológico tal que A é aberto ou fechado em X

e seja g : (X, A) → (Dn, Sn−1) uma função cont́ınua tal que g∗n : Hn(Dn, Sn−1) →
Hn(X, A) é não trivial. Então, para toda função cont́ınua f : X → M existe x ∈ X tal

que f(x) = g(x).

Note que o Corolário 2.2.6 inclui o Teorema de Ponto Fixo de Brouwer. De fato,

basta considerar X = Dn, A = Sn−1 e g : (Dn, Sn−1) → (Dn, Sn−1) a função identidade.

Uma função cont́ınua g : X → Y é dita“coincidence producing” se para toda função

f : X → Y tem-se Coin(f, g) 6= ∅, onde

Coin(f, g) = {x ∈ X | f(x) = g(x)}.

Do Corolário 2.2.5, vemos que se M é uma n-variedade com bordo ∂M não vazio,

conexa, compacta, F-orientada e F-aćıclica e g : (X, g−1(∂M)) → (M, ∂M) é uma

aplicação de pares tal que g∗n : Hn(M, ∂M) → Hn(X, g−1(∂M)) é não trivial, então g é

uma função “coincidence producing”. Em [8], temos o seguinte:

Teorema 2.2.7 ([8], Theorem 7.1). Seja g : (X, ∂X) → (Y, ∂Y ), onde X e Y são

n-variedades com bordo não vazio, triangularizáveis, orientadas, conexas e compactas.

(i) Se n = 1 então g é “coincidence-producing” se, e somente se, g é sobrejetiva.

(ii) Se n ≥ 2 e Y é Q-aćıclico então g é “coincidence-producing” se, e somente se, o

homomorfismo g∗ : Hn(X, ∂X;Q) → Hn(Y, ∂Y ;Q) é não trivial.

Exemplo 2.2.8. Seja g : (Dn, Sn−1) → (Dn, Sn−1) uma função cont́ınua, n ≥ 2.

Então, o homomorfismo g∗n : Hn(Dn, Sn−1) → Hn(Dn, Sn−1) é não nulo se, e somente se,

o homomorfismo g∗n−1 : Hn−1(Sn−1) → Hn−1(Sn−1) é não nulo. Isso segue diretamente

do diagrama comutativo

0 // Hn−1(Sn−1)

g∗n−1

²²

// Hn(Dn, Sn−1)

g∗n
²²

// 0

0 // Hn−1(Sn−1) // Hn(Dn, Sn−1) // 0
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onde as linhas são exatas.

Considere I = [0, 1] e g : I2 → I2 dada por g(x1, x2) = (6x3
1 − 9x2

1 + 4x1, sin
x2π
2

).

Então, g(∂I2) ⊂ ∂I2. Ainda, o homomorfismo g∗2 : H2(I2, ∂I2) → H2(I2, ∂I2) é não

nulo. De fato, basta provar que o grau de g : ∂I2 → ∂I2 é diferente de zero. Considere

c : [0, 1] → C− {1
2

+ i
2
} dada por

c(t) =





4t, 0 ≤ t ≤ 1/4;
1 + (4t− 1)i, 1/4 ≤ t ≤ 2/4;
(3− 4t) + i, 2/4 ≤ t ≤ 3/4;
(4− 4t)i, 3/4 ≤ t ≤ 1.

Então, o grau d de g : ∂I2 → ∂I2 é escrito como

d =
1

2πi

∫

g◦c

1

z − 1
2
− i

2

dz, (2.3)

0

1

c g

g co

Figura 2.2: Exemplo 2.2.8

Calculando a integral complexa dada em (2.3), conclúımos que d = 1. Segue que

o homomorfismo g∗1 : H1(∂I2) → H1(∂I2) é não nulo, o que é equivalente ao homo-

morfismo g∗1 : H1(∂I2) → H1(∂I2) ser não nulo. Logo, pelo Corolário 2.2.6, para toda

função cont́ınua f : I2 → I2 existe x ∈ I2 tal que f(x) = g(x).

Exemplo 2.2.9. Considere X o espaço obtido do toro T 2 retirando-lhe um pequeno

disco aberto
◦

D2. Seja A = ∂X e defina g : (X, A) → (D2, S1) como sugere a figura

2.3: g de A sobre S1 é uma aplicação de grau 1 e g colapsa o conjunto em verde num

ponto do interior de D2. Então, g∗2 : H2(D2, S1) → H2(X,A) é um homomorfismo não

nulo. De fato, como i∗ : H1(A) → H1(X) é nulo, temos o diagrama comutativo

0 // H2(X,A)

g∗2
²²

// H1(A)

g∗1
²²

// 0

0 // H2(D
2, S1) // H1(S

1) // 0



2.3 Teoremas de ponto fixo de Lefschetz para aplicações de multivalores 29

onde as linhas são exatas. Uma vez que g∗1 : H1(A) → H1(S
1) é não nulo, segue

que g∗2 : H2(X, A) → H2(D
2, S1) é não nulo, o que é equivalente ao homomorfismo

g∗2 : H2(D2, S1) → H2(X, A) ser não nulo. Logo, pelo Corolário 2.2.6, para toda

f : X → D2 existe x ∈ X tal que f(x) = g(x).

X

A

f

funçãoqualquer

g

dadafunção

2D

g

1S

Figura 2.3: Exemplo 2.2.9

Mais geralmente, se M e N são n-variedades com bordo, compactas e F-orientadas

e tal que ∂M é conexo então, dada g : (N, ∂N) → (M,∂M) cont́ınua, o homomorfismo

induzido g∗n : Hn(M,∂M) → Hn(N, ∂N) é não nulo se o grau da aplicação g|∂N :

∂N → ∂M é diferente de zero. De fato, temos o diagrama comutativo

0 // Hn(N, ∂N)

g∗n

²²

∂ // Hn−1(∂N)

g∗n−1

²²
0 // Hn(M, ∂M) ∂ // Hn−1(∂M)

onde as linhas são exatas. Sejam ζN ∈ Hn(N, ∂N) e ζM ∈ Hn(M,∂M) as classes

fundamentais. Então, ∂(ζN) e ∂(ζM) são as classes fundamentais de F-orientação de

∂N e ∂M , respectivamente. Assim, supondo o grau da aplicação g|∂N : ∂N → ∂M

diferente de zero, temos ∂(g∗n(ζN)) = g∗n−1(∂(ζN)) 6= 0. Logo, g∗n(ζN) 6= 0 e, portanto,

g∗n é não nula.

2.3 Teoremas de ponto fixo de Lefschetz para apli-
cações de multivalores

Como dissemos no ińıcio desse caṕıtulo, o famoso teorema de ponto fixo de Lefschetz

foi por ele formulado em 1923 para as variedades fechadas. Mais tarde, em 1928, H.

Hopf demonstrou o teorema de Lefschetz para poliedros quaisquer. E, uma vez que
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todo ANR compacto é homotopicamente equivalente a um poliedro, fica demonstrado

que o teorema de Lefschetz é válido também para essa classe de espaços topológicos.

Os primeiros a estudarem teoremas de ponto fixo de Lefschetz para aplicações de

multivalores foram S. Eilenberg e D. Montgomery no artigo [12] de 1946. Nesse artigo,

dados um espaço métrico ANR compacto M e uma aplicação de multivalores ϕ : M (
M aćıclica, os autores definem o número de Lefschetz de ϕ, Λ(ϕ), e demonstram que

Λ(ϕ) 6= 0 implica na existência de x ∈ M tal que x ∈ ϕ(x). A seguir, apresentaremos

a construção de Λ(ϕ). Muito importante para a definição de Λ(ϕ) é o Teorema de

Begle-Vietoris.

Nessa seção, consideramos H̆∗ (respectivamente, H̆∗) o funtor homologia (respecti-

vamente, cohomologia) de C̆ech com coeficientes em Q.

Dizemos que um espaço compacto X é aćıclico (com respeito ao funtor H̆∗) se

H̆0(X) = Q e H̆q(X) = 0, para todo q > 0.

Dizemos que uma aplicação de multivalores s.c.s. ϕ : X ( Y é aćıclica se, para

todo x ∈ X, o conjunto ϕ(x) é aćıclico.

Sejam X,Y espaços compactos. Uma função cont́ınua f : X → Y é chamada uma

função de Vietoris se, para todo y ∈ Y , o conjunto f−1(y) é aćıclico. Em [3], temos o

seguinte resultado sobre as funções de Vietoris:

Teorema de Begle-Vietoris: Sejam X,Y espaços compactos. Se f : X → Y é uma

função de Vietoris então f∗ : H̆∗(X) → H̆∗(Y ) é um isomorfismo.

Como dissemos, a teoria de ponto fixo de Lefschetz para aplicações de multivalores

aćıclicas foi introduzida por S. Eilenberg e D. Montgomery no artigo [12]. Nele, dados

um espaço métrico ANR compacto M e uma aplicação de multivalores ϕ : M ( M

aćıclica, os autores definem o número de Lefschetz de ϕ da seguinte forma:

• Considere Γϕ = {(x, y) ∈ M×M | y ∈ ϕ(x)} o gráfico de ϕ. Sejam p, q : Γϕ → M

as projeções

p(x, y) = x e q(x, y) = y, para todo (x, y) ∈ Γϕ.

• Veja que, para cada x ∈ M , p−1(x) = {x} × ϕ(x) é um espaço aćıclico, uma

vez que ϕ(x) o é. Assim, p é uma função de Vietoris. Logo, pelo teorema de

Begle-Vietoris, p∗ : H̆∗(Γϕ) → H̆∗(M) é um isomorfismo.
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• Finalmente, o número de Lefschetz de ϕ é definido por

Λ(ϕ) =
∑

i

traço(q∗i
p−1
∗i

).

S. Eilenberg e D. Montgomery demonstraram em [12] que:

Teorema 2.3.1 ([12], Theorem 5). Sejam M um espaço métrico ANR compacto e

ϕ : M ( M uma aplicação de multivalores aćıclica. Se Λ(ϕ) 6= 0 então ϕ possui ponto

fixo, isto é, existe x ∈ M tal que x ∈ ϕ(x).

Como consequência do Teorema 2.3.1, eles obtêm:

Teorema 2.3.2 ([12], Theorem 1). Sejam M um espaço métrico ANR compacto aćıclico

e ϕ : M ( M uma aplicação de multivalores aćıclica. Então, existe x ∈ M tal que

x ∈ ϕ(x).

E, por conseguinte, o Teorema de ponto fixo de Kakutani:

Teorema de ponto fixo de Kakutani. Seja M um subconjunto compacto e convexo

de um espaço euclideano e seja ϕ : M ( M uma aplicação de multivalores s.c.s. tal

que ϕ(x) é convexo para todo x ∈ M . Então, existe x ∈ M tal que x ∈ ϕ(x).

Para as aplicações de multivalores, o resultado relativo ao Teorema de Ponto Fixo

de Brouwer é o Teorema de Ponto Fixo de Kakutani. Nós demonstramos que também

o Corolário 2.2.5 possui uma versão com respeito às aplicações de multivalores. É a

seguinte:

Teorema 2.3.3. Sejam (X, A) um par topológico compacto, M uma variedade com

bordo, conexa, compacta e orientada e g : (X, A) → (M, ∂M) uma função cont́ınua

tal que g∗n : Hn(M,∂M) → H̆n(X,A) é não nulo. Se M é aćıclico então, para toda

aplicação de multivalores ϕ : X ( M aćıclica existe x ∈ X tal que g(x) ∈ ϕ(x).
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Para demonstrar o Teorema 2.3.3, fazemos uso do teorema de Begle-Vietoris com

respeito ao funtor cohomologia de C̆ech com coeficiente em Q. Precisamos também do

seguinte:

Proposição 2.3.4. Sejam (X, X0) e (Y, Y0) pares compactos e f : (X,X0) → (Y, Y0)

uma função de pares tal que f−1(Y0) = X0 e f−1(y) é aćıclico para todo y ∈ Y . Então,

f ∗ : H̆∗(X,X0) → H̆∗(Y, Y0) é um isomorfismo.

Demonstração: A demonstração é uma aplicação do teorema de Begle-Vietoris com

respeito ao funtor cohomologia de C̆ech com coeficiente em Q, do axioma de exatidão

para esse funtor e do lema dos cinco.

Demostração do Teorema 2.3.3: Seja ϕ : X ( M uma aplicação de multivalores

aćıclica e considere

Γϕ = {(x, y) ∈ X ×M | y ∈ ϕ(x)}
o gráfico de ϕ. Considere também as projeções

p : Γϕ → X

e

q : Γϕ → M

definidas por

p(x, y) = x e q(x, y) = y, para todo (x, y) ∈ Γϕ.

Assim, p−1(x) = {x} × ϕ(x), para todo x ∈ X e, desde que ϕ é aćıclica, conclúımos

que p é uma função de Vietoris.

Defina

ΓA = {(x, y) ∈ A×M | y ∈ ϕ(x)}
e considere a função

g̃ : (Γϕ, ΓA) → (M, ∂M)

dada por

g̃(x, y) = g(x), para todo (x, y) ∈ Γϕ.

Note que existe x ∈ X tal que g(x) ∈ ϕ(x) se, e somente se, existe (x, y) ∈ Γϕ tal

que g̃(x, y) = q(x, y). Então, para concluir a demonstração, pelo Corolário 2.2.5, é

suficiente provarmos que o homomorfismo induzido

g̃∗n : Hn(M, ∂M) → H̆n(Γϕ, ΓA)
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é não nulo. Note que p−1(A) = ΓA e

g̃(x, y) = (g ◦ p)(x, y), para todo (x, y) ∈ Γϕ.

Pela Proposição 2.3.4,

p∗ : H̆∗(X,A) → H̆∗(Γϕ, ΓA)

é um isomorfismo e, desde que

g∗n : Hn(M, ∂M) → H̆n(X,A)

é não nulo, conclúımos que g̃∗n : Hn(M, ∂M) → H̆n(Γϕ, ΓA) é não nulo. Logo, pelo

Corolário 2.2.5, existe (x, y) ∈ Γϕ tal que g̃(x, y) = q(x, y). Segue que

g(x) = y ∈ ϕ(x).

Corolário 2.3.5. Sejam (X,A) um par topológico compacto e g : (X, A) → (Dn, Sn−1)

uma função cont́ınua tal que g∗n : Hn(Dn, Sn−1) → H̆n(X, A) é não trivial. Então, para

toda aplicação de multivalores ϕ : X ( Dn aćıclica existe x ∈ X tal que g(x) ∈ ϕ(x).





Caṕıtulo

3
Teoremas de Equiĺıbrio de Nash

No artigo [32], John Forbes Nash Jr. apresenta os principais resultados de sua

tese de doutorado. Dentre eles, o seu reconhecido conceito de solução para jogos não

cooperativos - o chamado equiĺıbrio de Nash - e um teorema de existência de equiĺıbrio

cuja prova envolve o teorema de ponto fixo de Brouwer.

Neste caṕıtulo, nós apresentamos generalizações dos teoremas de Nash sobre equi-

ĺıbrio para jogos não cooperativos. Uma envolve um resultado de coincidência entre

funções uńıvocas e a outra envolve um resultado de coincidência entre uma função

uńıvoca e uma aplicação de multivalores.

3.1 Jogos não cooperativos

Um jogo não cooperativo em n jogadores constitui-se do seguinte:

• um conjunto de n jogadores, I = {1, 2, . . . , n}; e

• a cada jogador i associa-se um conjunto Si, chamado o seu espaço de estratégia,

e uma função pi : S1 × · · · × Sn → R, chamada a sua função payoff (função de

retorno ou de pagamento).

Comumente, escreve-se S = S1 × · · · × Sn.

Esse conceito pode ser visto como um modelo para qualquer situação de competição

na qual o resultado de cada competidor não depende apenas de suas escolhas mas

também das escolhas dos demais envolvidos. O axioma de racionalidade que se coloca

35
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é que cada jogador i busca fazer uma escolha si de modo a maximizar sua payoff

pi(s1, . . . , sn), entendido que, para cada j 6= i, o j-ésimo jogador está simultaneamente

escolhendo sj, também com o objetivo de maximizar o valor da sua payoff pj.

Exemplo 3.1.1. (Modelo de Cournot para oligopólios) Suponha n(n ≥ 2) empresas,

{1, 2, . . . , n}, produtoras de um mesmo produto homogêneo. Denote por si a quanti-

dade desse produto produzida pela empresa i e seja fi sua função custo de produção, ou

seja, para produzir a quantidade si, a empresa i tem um gasto fi(si). Suponha ainda

que o preço de venda do produto no mercado, denotado por q, depende da quantidade

total de produção, ou seja, q = q(
∑n

j=1 sj) (função demanda inversa). Supondo que

o mercado consome a quantidade total produzida pelas empresas,
∑n

j=1 sj, o lucro da

empresa i é expresso por

pi(s1, . . . , sn) = q(
n∑

j=1

sj) · si − fi(si).

Aqui, o dilema da empresa i é decidir qual a quantidade si de produção é mais inte-

ressante, lembrando que as demais estão simutaneamente com o mesmo dilema.

Exemplo 3.1.2. (O Dilema do Prisioneiro) Pense na situação em que dois prisioneiros

(os jogadores), I e II, são mantidos em salas isoladas afim de confessarem um crime

que cometeram. As estratégias posśıveis de cada prisioneiro são: confessar ou não

confessar. Suponha que a matriz de retorno (número de anos de prisão) é dada pelo

seguinte

I \ II não confessa confessa
não confessa (1,1) (5,0)

confessa (0,5) (2,2)

onde o par (a, b) indica a anos de prisão para I e b anos de prisão para II. O objetivo

de cada prisioneiro é passar o menor número de anos posśıvel na prisão.

Nesse exemplo, solução interessante para ambos os jogadores é aquela em que os

dois não confessam o crime, que pode ser obtida caso eles consigam agir de forma

cooperativa entre si. Mas, como eles não podem se comunicar, e mesmo que o fizessem,

um não tem garantia de que o outro de fato não confesse e, ainda, a pior situação para

um deles é justamente aquela em que ele não confessa e o outro o faz, cada prisioneiro

pode chegar a conclusão de que o melhor é confessar. Essa solução em que ambos

confessam o crime caracteriza-se exatamente como sendo o equiĺıbrio de Nash para

esse jogo, como ficará claro na próxima seção.
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3.2 O equiĺıbrio de Nash

O conceito de solução para jogos não cooperativos que Nash coloca é o seguinte:

Definição 3.2.1. Sejam S1, . . . , Sn conjuntos e considere funções reais p1, . . . , pn :

S1 × · · · × Sn → R. Dizemos que s̃ = (s̃1, . . . , s̃n) ∈ S é um equiĺıbrio de Nash para

p1, . . . , pn se

pi(s̃1, . . . , s̃i−1, si, s̃i+1, . . . , s̃n) ≤ pi(s̃),

para todo si ∈ Si, 1 ≤ i ≤ n.

No caso em que p1, . . . , pn : S1 × · · · × Sn → R modelam uma competição em n

jogadores, onde o espaço de estratégia do i-ésimo jogador é o conjunto Si e sua função

payoff é a função pi, o equiĺıbrio de Nash é interpretado como uma solução na qual

nenhum jogador possui motivação a mudar de estratégia se os demais não o fizerem.

Os teoremas clássicos de Nash sobre a existência de pontos de equiĺıbrio são os

seguintes:

Teorema 3.2.2 ([32], Theorem 1). Suponha S1, . . . , Sn subconjuntos compactos e con-

vexos de algum espaço euclideano e sejam p1, . . . , pn : S1 × · · · × Sn → R funções

reais cont́ınuas. Se cada função payoff pi(s1, . . . , sn) é linear como uma função de si

quando as demais coordenadas permanecem fixas, então p1, . . . , pn possuem ao menos

um equiĺıbrio de Nash.

Teorema 3.2.3 ([31]). Suponha S1, . . . , Sn subconjuntos compactos e convexos de al-

gum espaço euclideano e sejam p1, . . . , pn : S1 × · · · × Sn → R funções reais cont́ınuas.

Se cada função payoff pi(s1, . . . , sn) é quasecôncava como uma função de si quando as

demais coordenadas permanecem fixas, então p1, . . . , pn possuem ao menos um equi-

ĺıbrio de Nash.

As provas dos teoremas 3.2.2 e 3.2.3 são aplicações dos teoremas de ponto fixo

de Brouwer e de Kakutani, respectivamente. Mais do que isso, em [38] e [39], é de-

monstrado que os teoremas 3.2.2 e 3.2.3 são equivalentes aos teoremas de ponto fixo

de Brouwer e de Kakutani. Existem ainda muitos outros exemplos na literatura onde

teoremas de equiĺıbrio são obtidos via teoremas de ponto fixo (ver [14], [19], [33], [37]).
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Inspirados por 3.2.2 e 3.2.3, nós demonstramos teoremas sobre a existência de equi-

ĺıbrio de Nash quando as funções payoff são possivelmente não quasecôncavas, porém

elas devem ser uma composição de uma função quasecôncava com uma função “bem

comportada”. Explicitamente, nós consideramos os seguintes casos:

Caso 1. Sejam S1, . . . , Sn espaços topológicos compactos e sejam C1, . . . , Cn subcon-

juntos compactos e convexos de algum espaço euclideano. Ainda, considere Ci

mergulhado no espaço euclideano Rdi de mesma dimensão. Estudamos condições

para a existência de equiĺıbrio de Nash para funções

p1, . . . pn : S1 × · · · × Sn → R

da seguinte forma

pi(s1, . . . , sn) = 〈vi(s1, . . . , sn), gi(si)〉+ ui(s1, . . . , sn),

onde 〈 , 〉 é o produto interno em Rdi , as funções vi : S1 × · · · × Sn → Rdi e

ui : S1 × · · · × Sn → R são funções cont́ınuas que não dependem da coordenada

si e gi : Si → Ci é uma função cont́ınua, 1 ≤ i ≤ n. Mostraremos que, neste

caso, os pontos de equiĺıbrio são os pontos de coincidência entre g : S → C com

uma certa função f : S → C, onde S = S1 × · · · × Sn, C = C1 × · · · × Cn e

g(s1, . . . , sn) = (g1(s1), . . . , gn(sn)), para todo s = (s1, . . . , sn) ∈ S.

Veja que se Si = Ci e pi(s1, . . . , sn) é uma função linear afim em si, 1 ≤ i ≤ n,

então, pelo teorema de representação de Riesz, a função pi assume a forma

pi(s1, . . . , sn) = 〈vi(s1, . . . , sn), si〉+ ui(s1, . . . , sn),

onde as funções vi : S1 × · · · × Sn → Rdi e ui : S1 × · · · × Sn → R não dependem

da coordenada si. Assim, as hipóteses do Teorema 3.2.2 estão inclusas no caso 1.

Caso 2. Aqui, consideramos funções p1, . . . pn : S1 × · · · × Sn → R tais que os espaços

de estratégias S1, . . . , Sn são espaços topológicos compactos e as funções payoff

são da forma

pi(s1, . . . , sn) = qi(s1, . . . , si−1, gi(si), si+1, . . . , sn),

onde C1, . . . , Cn são subconjuntos compactos e convexos de algum espaço eu-

clideano,

qi : S1 × · · · × Si−1 × Ci × Si+1 × · · · × Sn → R
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é uma função cont́ınua, quasecôncava com respeito a Ci, e gi : Si → Ci é cont́ınua,

1 ≤ i ≤ n. Neste caso, mostraremos que os pontos de equiĺıbrio aparecem como

pontos de coincidência entre a função g : S → C e uma certa aplicação de

multivalores T : S ( C, isto é, os pontos de equiĺıbrio são os pontos s̃ ∈ S tal

que g(s̃) ∈ T (s̃).

Note que, se Ci = Si e gi é a função identidade, estamos nas hipóteses do

Teorema 3.2.3.

3.3 Novas versões dos teoremas de Nash

3.3.1 Caso 1

Assuma um jogo em n pessoas, {1, . . . , n}, com espaços de estratégias S1, . . . , Sn e

funções payoff p1, . . . pn : S1 × · · · × Sn → R, onde:

1. S1, . . . , Sn são espaços compactos;

2. C1, . . . , Cn são subconjuntos compactos e convexos do espaço euclideano de mesma

dimensão, Rd1 , . . . ,Rdn , respectivamente;

3. vi : S1 × · · · × Sn → Rdi e ui : S1 × · · · × Sn → R são funções cont́ınuas que não

dependem da coordenada si ∈ Si, 1 ≤ i ≤ n;

4. gi : Si → Ci é uma função cont́ınua, 1 ≤ i ≤ n;

5. A função payoff pi : S1 × · · · × Sn → R é definida por

pi(s1, . . . , sn) = 〈vi(s1, . . . , sn), gi(si)〉+ ui(s1, . . . , sn),

1 ≤ i ≤ n.

Com essas hipóteses, mostraremos que o problema de existência de equiĺıbrio de

Nash está relacionado com um problema de coincidência de funções. Para isso, uti-

lizamos o seguinte resultado:

Lema 3.3.1. Sejam H um espaço de Hilbert e C um subconjunto fechado e convexo

de H. Para cada u0 ∈ H existe um único v0 ∈ C tal que

‖u0 − v0‖ = inf
v∈C

‖u0 − v‖.
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A aplicação

u0 → v0

é uma função cont́ınua, que chamaremos de retração natural de H sobre C, a qual

denotaremos por r : H → C. Se H é um espaço vetorial real então a retração natural

r satisfaz a seguinte desigualdade variacional:

〈u0 − r(u0), w − r(u0)〉 ≤ 0, para todo w ∈ C.

Denote S = S1 × · · · × Sn e C = C1 × · · · × Cn. Como C = C1 × · · · × Cn é um

subconjunto compacto e convexo do espaço euclideano Rd, d = d1 + · · ·+dn, pelo Lema

3.3.1, seja r : Rd → C a retração natural que a cada y ∈ Rd associa o ponto r(y) ∈ C

que realiza a distância de y a C. Ainda, sejam f, g : S → C as funções definidas por

f(s) = r(g(s) + v(s))

e

g(s1, . . . , sn) = (g1(s1), . . . , gn(sn)),

para todo s = (s1, . . . , sn) ∈ S.

g(x)

f(x)
v(x)

Figura 3.1: Caso 1

Com essa notação, se f(s̃) = g(s̃) então s̃ é um equiĺıbrio de Nash para p1, . . . , pn.

Além disso, se cada função gi : Si → Ci é sobrejetiva, as coincidências entre f e g

constituem exatamente o conjunto dos equiĺıbrios de Nash para p1, . . . , pn. De fato,

suponha s̃ = (s̃1, . . . , s̃n) ∈ S tal que f(s̃) = g(s̃). A retração natural r : Rd → C é

caracterizada pela desigualdade variacional:

〈y − r(y), w − r(y)〉 ≤ 0, para todo w ∈ C e todo y ∈ Rd. (3.1)
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Sejam y = g(s̃) + v(s̃) e w = g(s), com s = (s1, . . . , sn) ∈ S arbitrário. Por hipótese,

r(y) = r(g(s̃) + v(s̃)) = f(s̃) = g(s̃).

Então, de (3.1), conclúımos que

〈g(s̃) + v(s̃)− g(s̃), g(s)− g(s̃)〉 ≤ 0, para todo s ∈ S.

Assim,

〈v(s̃), g(s)− g(s̃)〉 ≤ 0, para todo s ∈ S. (3.2)

De (3.2), segue que

〈vi(s̃), gi(si)− gi(s̃i)〉 ≤ 0, para todo si ∈ Si. (3.3)

De fato, basta tomar o ponto (s̃1, . . . , s̃i−1, si, s̃i+1, . . . , s̃n) ∈ S e aplicar (3.2).

Por (3.3), e desde que vi e ui não dependem de si, temos

pi(s̃1, . . . , s̃i−1, si, s̃i+1, . . . , s̃n)

= 〈vi(s̃1, . . . , s̃i−1, si, s̃i+1, . . . , s̃n), gi(si)〉+ ui(s̃1, . . . , s̃i−1, si, s̃i+1, . . . , s̃n)

= 〈vi(s̃), gi(si)〉+ ui(s̃)

≤ 〈vi(s̃), gi(s̃i)〉+ ui(s̃)

= pi(s̃).

Portanto, s̃ é um equiĺıbrio de Nash para p1, . . . , pn.

Por outro lado, suponha gi : Si → Ci sobrejetiva, 1 ≤ i ≤ n, e seja

s̃ = (s̃1, . . . , s̃n) ∈ S

um equiĺıbrio de Nash para p1, . . . , pn. Afim de provar que f(s̃) = g(s̃), note que, uma

vez que

f(s̃) = r(g(s̃) + v(s̃)),

pelo Lema 3.3.1, uma condição necessária é que

〈v(s̃), w − g(s̃)〉 ≤ 0, para todo w ∈ C.

Dado w = (w1, . . . , wn) ∈ C, sendo gi sobrejetiva, existe si ∈ Si tal que gi(si) = wi,

1 ≤ i ≤ n. Assim,

〈v(s̃), w − g(s̃)〉 =
n∑

i=1

〈vi(s̃), gi(si)− gi(s̃i)〉.
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Como s̃ é um equiĺıbrio para p1, . . . , pn, temos

pi(s̃1, . . . , s̃i−1, si, s̃i+1, . . . , s̃n) = 〈vi(s̃), gi(si)〉+ ui(s̃)

≤ 〈vi(s̃), gi(s̃i)〉+ ui(s̃),

o que implica que

〈vi(s̃), gi(si)− gi(s̃i)〉 ≤ 0, 1 ≤ i ≤ n.

Portanto,

〈v(s̃), w − g(s̃)〉 =
n∑

i=1

〈vi(s̃), gi(si)− gi(s̃i)〉 ≤ 0.

Para concluirmos efetivamente que f(s̃) = g(s̃), precisamos mostrar que

‖v(s̃)‖ ≤ ‖g(s̃) + v(s̃)− w‖, para todo w ∈ C.

Isso equivale a mostrar que

‖v(s̃)‖2 ≤ ‖g(s̃) + v(s̃)− w‖2, para todo w ∈ C.

De

‖g(s̃) + v(s̃)− w‖2 = ‖g(s̃)− w‖2 + 2〈g(s̃)− w, v(s̃)〉+ ‖v(s̃)‖2,

vemos que é suficiente provar que

2〈v(s̃), w − g(s̃)〉 ≤ ‖g(s̃)− w‖2,

o que de fato ocorre, uma vez que

2〈v(s̃), w − g(s̃)〉 ≤ 0 ≤ ‖g(s̃)− w‖2.

Portanto, f(s̃) = g(s̃).

Em vista do acima discutido, estabelecemos o seguinte:

Teorema 3.3.2. Com as hipóteses do caso 1, se existe um subconjunto fechado A de

S tal que o homomorfismo induzido g∗d
: Hd(S, A) → Hd(C, ∂C) é não nulo, então

existe pelo menos um equiĺıbrio de Nash para p1, . . . , pn, onde ∂C é o bordo de C e

d = d1 + · · · + dn é a dimensão de C. Nesse caso, os equiĺıbrio são exatamente as

coincidências entre f e g.



3.3 Novas versões dos teoremas de Nash 43

Demonstração: Como vimos acima, se s̃ = (s̃1, . . . , s̃n) ∈ S é tal que g(s̃) = f(s̃)

então s̃ é um equiĺıbrio de Nash para p1, . . . , pn. Assim, afim de provar a existência

do equiĺıbrio, é suficiente provar a existência de pontos de coincidência entre f e g. A

existência de coincidências entre f e g é garantida pelo Corolário 2.2.6. Ademais, se

g∗d
: Hd(S, A) → Hd(C, ∂C) é não nulo então g : S → C é sobrejetiva. Segue que cada

gi : Si → Ci é sobrejetiva e, portanto, os equiĺıbrios para p1, . . . , pn são exatamente as

coincidências entre f e g.

3.3.2 Caso 2

Seja Y ⊂ Rn um subconjunto convexo. Uma função f : Y → R é dita quasecôncava

se, para todo λ ∈ R, o conjunto Yλ = {y ∈ Y | f(y) ≥ λ} é convexo. Em particular, se

f : Y → R é quasecôncava e Y é compacto, então o conjunto

{y ∈ Y | f(y) = max f(Y )}

é um subconjunto convexo e não vazio de Y .

Assuma um jogo em n pessoas, {1, . . . , n}, com espaços de estratégias S1, . . . , Sn e

funções payoff p1, . . . pn : S1 × · · · × Sn → R, onde:

1. S1, . . . , Sn são espaços compactos;

2. C1, . . . , Cn são subconjuntos compactos e convexos do espaço euclideano de mesma

dimensão, Rd1 , . . . ,Rdn , respectivamente;

3. vi : S1 × · · · × Sn → Rdi e ui : S1 × · · · × Sn → R são funções cont́ınuas que não

dependem da coordenada si ∈ Si, 1 ≤ i ≤ n;

4. gi : Si → Ci é uma função cont́ınua, 1 ≤ i ≤ n;

5. qi : S1 × · · · × Si−1 × Ci × Si+1 × · · · × Sn → R é uma função cont́ınua tal que

qi(s1, . . . , si−1, yi, si+1, . . . , sn)

é quasecôncava em yi ∈ Ci quando as outras coordenadas estão fixas, 1 ≤ i ≤ n.

6. A função payoff pi : S1 × · · · × Sn → R é definida por

pi(s1, . . . , sn) = qi(s1, . . . , si−1, gi(si), si+1, . . . , sn).
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Com as hipóteses acima, mostraremos que a existência de um equiĺıbrio de Nash está

relacionada a um problema de coincidência entre uma função uńıvoca e uma aplicação

de multivalores.

Denote S = S1 × · · · × Sn, C = C1 × · · · × Cn e considere g : S → C definida por

g(s1, . . . , sn) = (g1(s1), . . . , gn(sn)),

para todo s = (s1, . . . , sn) ∈ S.

Fixado s = (s1, . . . , sn) ∈ S, para cada 1 ≤ i ≤ n, considere a função

Ci → R

dada por

yi → qi(s1, . . . , si−1, yi, si+1, . . . , sn).

Note que o conjunto

Ti(s) = {yi ∈ Ci | qi(s1, . . . , si−1, yi, si+1, . . . , sn) = max
wi∈Ci

qi(s1, . . . , si−1, wi, si+1, . . . , sn)}

é um subconjunto convexo e não vazio de Ci. Isso se deve ao fato de qi ser cont́ınua,

Ci ser compacto e pela aplicação

Ci → R

dada por

yi → qi(s1, . . . , si−1, yi, si+1, . . . , sn)

ser quasecôncava. Segue, em particular, que Ti(s) é aćıclico, para todo s ∈ S, 1 ≤ i ≤ n.

Definimos a aplicação de multivalores

T : S → C

por

T (s) = T1(s)× · · · × Tn(s).

Assim definida, T é uma aplicação de multivalores aćıclica.

Com T assim definida, temos que se g(s̃1, . . . , s̃n) ∈ T (s̃1, . . . , s̃n) então (s̃1, . . . , s̃n)

é um equiĺıbrio de Nash para p1, . . . , pn. De fato, se g(s̃1, . . . , s̃n) ∈ T (s̃1, . . . , s̃n) então

gi(s̃i) ∈ Ti(s̃) para 1 ≤ i ≤ n. Segue que

qi(s̃1, . . . , s̃i−1, wi, s̃i+1, . . . , s̃n) ≤ qi(s̃1, . . . , s̃i−1, gi(s̃i), s̃i+1, . . . , s̃n), para todo wi ∈ Ci,
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1 ≤ i ≤ n. Em particular,

qi(s̃1, . . . , s̃i−1, gi(si), s̃i+1, . . . , s̃n) ≤ qi(s̃1, . . . , s̃i−1, gi(s̃i), s̃i+1, . . . , s̃n), para todo si ∈ Si,

1 ≤ i ≤ n. Logo,

pi(s̃1, . . . , s̃i−1, si, s̃i+1, . . . , s̃n) ≤ pi(s̃), para todo si ∈ Si, 1 ≤ i ≤ n.

Portanto, s̃ é um equiĺıbrio para p1, . . . , pn.

Além disso, se cada gi é sobrejetiva então, para todo ponto de equiĺıbrio (s̃1, . . . , s̃n),

temos g(s̃1, . . . , s̃n) ∈ T (s̃1, . . . , s̃n).

Desse modo, estabelecemos o seguinte:

Teorema 3.3.3. Com as hipóteses do caso 2, se existe um subconjunto fechado A de

S tal que o homomorfismo induzido g∗d
: Hd(S, A) → Hd(C, ∂C) é não nulo, então

existe ao menos um equiĺıbrio de Nash para p1, . . . , pn, onde ∂C é o bordo de C e

d = d1 + · · · + dn é a dimensão de C. Nesse caso, os equiĺıbrios são exatamente os

pontos s̃ ∈ S tais que g(s̃) ∈ T (s̃).

Demonstração: Como vimos acima, se s̃ = (s̃1, . . . , s̃n) é tal que g(s̃) ∈ T (s̃), então s̃

é um equiĺıbrio de Nash para p1, . . . , pn. Como g∗d
: Hd(S, A) → Hd(C, ∂C) é não nulo,

pelo Corolário 2.3.5, existe s̃ ∈ S tal que g(s̃) ∈ T (s̃). Logo, s̃ é um equiĺıbrio de Nash

para p1, . . . , pn.

Exemplo 3.3.4. Considere S1 = S2 = [0, 1] e p1, p2 : [0, 1]× [0, 1] → R definidas por

p1(s1, s2) = s2
2(6s

3
1 − 9s2

1 + 4s1) +
1

2

e

p2(s1, s2) = (1− s1) sin (
π

2
s2).

Note que p1(s1, s2) não é quasecôncava em s1. Logo, os Teoremas 3.2.2 e 3.2.3 não

se aplicam nesse caso. No entanto, esse exemplo satisfaz as hipóteses do caso 1. De

fato, temos que

p1(s1, s2) = q1(g1(s1), s2)

e

p2(s1, s2) = q2(s1, g2(s2)),

onde as funções q1, q2 : [0, 1]× [0, 1] → R são dadas por

q1(x1, x2) = x2
2x1 +

1

2
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e

q2(x1, x2) = (1− x1)x2,

g1 : [0, 1] → [0, 1] é dada por

g1(x1) = 6x3
1 − 9x2

1 + 4x1

e g2 : [0, 1] → [0, 1] é dada por

g2(x2) = sin(
π

2
x2).

Agora, q1(x1, x2) e q2(x1, x2) são lineares em x1 e em x2, respectivamente. Também,

como mostramos no exemplo 2.2.8, a função g : I2 → I2 dada por

g(x1, x2) = (6x3
1 − 9x2

1 + 4x1, sin(
π

2
x2))

satisfaz g(∂I) ⊂ ∂I e o homomorfismo induzido g∗2 : H2(I
2, ∂I2) → H2(I

2, ∂I2) é não

nulo. Logo, pelo Teorema 3.3.2, as funções p1, p2 possuem ao menos um equiĺıbrio de

Nash.

3.4 Equiĺıbrios de Nash vistos como pontos fixos de
uma aplicação de multivalores

Sejam S1, . . . , Sn espaços compactos e p1, . . . , pn : S1 × · · · × Sn → R funções reais

cont́ınuas.

Fixado s = (s1, . . . , sn) ∈ S, para cada 1 ≤ i ≤ n, considere o conjunto

Ti(s) = {xi ∈ Si | pi(s1, . . . , si−1, xi, si+1, . . . , sn) = max
yi∈Si

pi(s1, . . . , si−1, yi, si+1, . . . , sn)}.

Pelo Exemplo 1.1.5, assim definida,

Ti : S ( Si

é uma aplicação de multivalores s.c.s..

Defina T : S ( S por

T (s) = T1(s)× · · · × Tn(s), para todo s ∈ S.

Então, T é uma aplicação de multivalores s.c.s. e s̃ = (s̃1, . . . , s̃n) ∈ S é um equiĺıbrio

de Nash para p1, . . . , pn se, e somente se, s̃ ∈ T (s̃).

Essa correspondência 1-1 entre os equiĺıbrios de Nash de p1, . . . , pn e os pontos fixos

de T é encontrada no artigo [37]. Nesse artigo, como uma aplicação direta do Teorema

2.3.1 de Eilenberg e Montgomery, L. Tesfatsion explicita:
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Teorema 3.4.1. Suponha S1, . . . , Sn espaços métricos ANR’s e T (s) aćıclico, para todo

s ∈ S. Se Λ(T ) 6= 0 então p1, . . . , pn possuem ao menos um equiĺıbrio de Nash.

Caso particular do Teorema 3.4.1 é o Teorema de Nash (Teorema 3.2.3).

Daremos, a seguir, para jogos em dois jogadores, outra maneira de relacionar os

equiĺıbrios de Nash de um jogo com os pontos fixos de uma aplicação de multivalores.

3.4.1 Jogos em dois jogadores

Sejam S1, S2 espaços compactos e sejam p1, p2 : S1×S2 → R funções reais cont́ınuas.

Para cada ponto s1 ∈ S1 e cada ponto s2 ∈ S2, definimos os conjuntos

T1(s1) = {y2 ∈ S2 | p2(s1, y2) = max
y∈S2

p2(s1, y)}

e

T2(s2) = {x1 ∈ S1 | p1(x1, s2) = max
x∈S1

p1(x, s2).

Assim definidas, T1 : S1 ( S2 e T2 : S2 ( S1 são aplicações de multivalores s.c.s..

Considere a composição T : S1 ( S1 dada por

T (s1) = (T2 ◦ T1)(s1) =
⋃
{T2(y) | y ∈ T1(s1)}.

Então, p1, p2 admitem equiĺıbrio de Nash se, e somente se, T possui ponto fixo. De

fato, suponha s̃1 ∈ T (s̃1). Então, existe s̃2 ∈ S2 tal que s̃2 ∈ T1(s̃1) e s̃1 ∈ T2(s̃2).

Segue que p2(s̃1, s2) ≤ p2(s̃1, s̃2) e p1(s1, s̃2) ≤ p2(s̃1, s̃2), para todo (s1, s2) ∈ S1 × S2.

Logo, (s̃1, s̃2) é um equiĺıbrio de Nash para p1, p2. A rećıproca é clara.

Nessas condições, estabelecemos o seguinte resultado:

Proposição 3.4.2. Suponha S1 = [a, b] um intervalo compacto de R, e T1(s1), T2(s2)

conexos, para todo s1 ∈ [a, b] e todo s2 ∈ S2. Então, existe ao menos um equiĺıbrio de

Nash para p1, p2.

Demonstração: Como vimos acima, é suficiente provarmos que T : [a, b] ( [a, b]

possui um ponto fixo. Veja que T (x) = (T2 ◦ T1)(x) é conexo, para todo x ∈ [a, b]. De

fato, basta aplicar o Lema 1.1.6 a T2 : T1(x) ( [a, b].

Considere o gráfico de T

ΓT = {(x, y) ∈ [a, b]× [a, b] | y ∈ T (x)}
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e seja f : ΓT → R definida por f(x, y) = x− y. O gráfico ΓT é um espaço conexo. De

fato, considere a aplicação de multivalores ψ : [a, b] ( [a, b]× [a, b] dada por

ψ(x) = {x} × T (x), para todo x ∈ [a, b].

Então, ψ é uma aplicação de multivalores s.c.s. e com valores conexos. Logo, pelo

Lema 1.1.6,

ψ([a, b]) = ΓT

é conexo. Se a ∈ T (a) ou b ∈ T (b), o resultado segue. Agora, suponha que a 6∈ T (a) e

b 6∈ T (b). Então,

a < c, para todo c ∈ T (a)

e

d < b, para todo d ∈ T (b).

Logo, f assume valores positivos e valores negativos. Como ΓT é conexo, f(x, y) = 0

para algum (x, y) ∈ ΓT . Logo, x = y ∈ T (x).

Exemplo 3.4.3. (Onde não há equiĺıbrio de Nash) Considere p1, p2 : [−1, 1]×D2 → R
dadas por

p1(x, y) = −y1x, x ∈ [−1, 1], y = (y1, y2) ∈ D2

e

p2(x, y) = (2y1 + x)2 + y2
2, x ∈ [−1, 1], y = (y1, y2) ∈ D2.

Então, T1 : [−1, 1] ( D2 é dada por

T1(x) =




{(−1, 0)}, para x ∈ [−1, 0),
{(1, 0)}, para x ∈ (0, 1],
{(±1, 0)}, para x = 0.

e T2 : D2 ( [−1, 1] é dada por

T2(y1, y2) =




{−1}, para y1 ∈ (0, 1],
{1}, para y1 ∈ [−1, 0),
[− 1, 1], para y1 = 0.

Segue que T = T2 ◦ T1 : [−1, 1] ( [−1, 1] é dada por

T (x) =




{−1, 1}, para x = 0,
{−1}, para x > 0,
{1}, para x < 0.

Logo, T não possui ponto fixo e, portanto, p1, p2 não possuem equiĺıbrio de Nash.
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Exemplo 3.4.4. Sejam p1, p2 : [0, 1]× Sn → R da forma

p1(x, y) = v1(y)x + u1(y)

p2(x, y) = 〈v2(x), y〉+ u2(x),

onde v1, u1 : Sn → R, v2 : [0, 1] → Rn+1, u2 : [0, 1] → R são funções cont́ınuas. Então,

T1(x) =

{
Sn, se v2(x) = 0,

v2(x)
‖v2(x)‖ , se v2(x) 6= 0.

e

T2(y) =





[0, 1], se v1(y) = 0,
0, se v1(y) < 0,
1, se v1(y) > 0.

Assim, T1 e T2 assumem apenas valores conexos. Logo, pela Proposição 3.4.2, p1, p2

possuem equiĺıbrio de Nash.





Caṕıtulo

4
Equiĺıbrio Local

Neste caṕıtulo, nós definimos um conceito de equiĺıbrio local para funções p1, . . . , pn :

S1× · · · × Sn → R quando S1, . . . , Sn são espaços métricos: o chamado equiĺıbrio local

fraco. Nosso objetivo é mostrar que o equiĺıbrio local fraco é detectável por pontos

fixos ou por pontos de coincidência. Para isso, nós introduzimos uma classe especial

de espaços ENR’s: os ENR’s com a propriedade da retração conveniente.

4.1 Definições

Dados um espaço métrico (M, d), um número real ε > 0 e um ponto x0 ∈ M ,

denotamos por B(x0, ε) = {x ∈ M | d(x0, x) < ε} a bola aberta com centro em x0 e

raio ε.

Sejam p1, . . . , pn : S1×· · ·×Sn → R, n ≥ 2, funções reais definidas em um produto

cartesiano S = S1 × · · · × Sn. Como vimos no caṕıtulo anterior, um equiĺıbrio de

Nash para as funções p1, . . . , pn é um ponto s̃ = (s̃1, . . . , s̃n) em S1 × · · · × Sn tal que

pi(s̃) ≥ pi(s̃1, . . . , s̃i−1, si, s̃i+1, . . . , s̃n), qualquer que seja si ∈ Si, 1 ≤ i ≤ n.

Em [2], C. Alós-Ferrer e A. B. Ania explicitam um conceito de equiĺıbrio local

quando os conjuntos de estratégia S1, . . . , Sn são espaços métricos. O conceito é o

seguinte: Sejam S1, . . . , Sn espaços métricos e p1, . . . , pn : S1 × · · · × Sn → R funções

reais. Um ponto s̃ = (s̃1, . . . , s̃n) em S1×· · ·×Sn é um equiĺıbrio local para as funções

p1, . . . , pn se existe ε > 0 tal que

pi(s̃1, . . . , s̃i−1, si, s̃i+1, . . . , s̃n) ≤ pi(s̃), para todo si ∈ B(s̃i, ε), 1 ≤ i ≤ n,
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onde B(s̃i, ε) é a bola aberta em Si com centro em s̃i e raio ε. Assim, numa situação de

competição, a interpretação é que no equiĺıbrio local nenhum jogador possui incentivo

para alterar a sua estratégia a uma outra estratégia próxima se os demais jogadores

permanecerem fixos em suas estratégias. É nesse sentido que dizemos que o equiĺıbrio

local é resistente à pequenas mudanças unilaterais.

Introduziremos agora o conceito de equiĺıbrio local fraco.

Definição 4.1.1. Sejam (S1, d1), . . . , (Sn, dn) espaços métricos e considere funções

reais p1, . . . , pn : S1×· · ·×Sn → R. Dizemos que s̃ = (s̃1, . . . , s̃n) ∈ S é um equiĺıbrio

local fraco (abrev., e.l.f.) para p1, . . . , pn se para todo ε > 0 existe δ > 0 tal que

pi(s̃1, . . . , s̃i−1, si, s̃i+1, . . . , s̃n) ≤ pi(s̃) + ε · di(si, s̃i),

para todo si ∈ B(s̃i, δ), 1 ≤ i ≤ n.

Veja que podemos dizer que o equiĺıbrio local e o equiĺıbrio local fraco possuem

a mesma interpretação quando estudamos competições. Em ambos os casos, não ex-

iste motivação para pequenas mudanças unilaterais de estratégia. Além disso, todo

equiĺıbrio local fraco é candidato a equiĺıbrio local.

No que segue, puramente do ponto de vista matemático, apresentamos situações

nas quais os equiĺıbrios locais fracos aparecem ora como pontos fixos de uma certa

função, ora como pontos de coincidência entre certas funções.

4.2 A existência do equiĺıbrio local fraco

O teorema clássico sobre a existência do equiĺıbrio de Nash ([32], Theorem 1) diz

que se as funções p1, . . . , pn : S1×· · ·×Sn → R são tais que cada espaço de estratégia Si

é um subconjunto compacto e convexo de algum espaço euclideano, cada função payoff

pi : S → R é cont́ınua como uma função de n variáveis e pi(s1, . . . , sn) é linear como

uma função de si quando as outras variáveis estão fixas, então existe ao menos um

equiĺıbrio de Nash para p1, . . . , pn. Nosso próximo teorema mostra a existência do e.l.f.

trocando a hipótese de linearidade sobre pi por uma condição de diferenciabilidade.

Teorema 4.2.1. Sejam p1, . . . , pn : S1×· · ·×Sn → R funções reais cont́ınuas e suponha

que cada espaço de estratégia Si é um subconjunto compacto e convexo de algum espaço

euclideano. Se pi(s1, . . . , sn) é continuamente diferenciável em si, 1 ≤ i ≤ n, então

existe ao menos um e.l.f. para p1, . . . , pn.

Demonstração: Considere Si mergulhado no espaço euclidiano Rmi de mesma di-

mensão. Supondo pi : S → R cont́ınua como uma função de n variáveis e pi(s1, . . . , sn)
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continuamente diferenciável em si, 1 ≤ i ≤ n, podemos construir um campo vetorial

cont́ınuo v : S → Rm1 × · · · × Rmn ,

s = (s1, . . . , sn) → (v1(s), . . . , vn(s)) ∈ Rm1 × · · · × Rmn ,

da seguinte forma: a componente vi(s) na direção Rmi é o vetor gradiente ~∇si
pi(s) da

função pi quando considerada como uma função de si, com sj fixo para j 6= i. Isto é,

vi(s) é o vetor gradiente da aplicação

yi ∈ Si → pi(s1, . . . , si−1, yi, si+1, . . . , sn)

no ponto si. Nesse contexto e com essa notação, temos:

Lema 4.2.2. (Formulação do e.l.f. via desigualdade variacional) Com as hipóte-

ses do Teorema 4.2.1, s̃ ∈ S é um e.l.f. para p1, . . . , pn se s̃ é uma solução para a

desigualdade variacional

〈v(s̃), s− s̃〉Rm ≤ 0, para todo s ∈ S, (4.1)

onde 〈 , 〉Rm é o produto interno em Rm, m = m1 + · · ·+ mn.

Demonstração do Lema 4.2.2: Da definição do campo v, dados s = (s1, . . . , sn) ∈ S

e xi ∈ Si, temos

pi(s1, . . . , si−1, xi, si+1, . . . , sn) = pi(s) + 〈vi(s), xi − si〉+ ri(xi − si)‖xi − si‖,

com limh→0 ri(h) = 0. Suponha que s̃ = (s̃1, . . . , s̃n) ∈ S é uma solução de (4.1). Dado

si ∈ Si, tome o ponto s = (s̃1, . . . , s̃i−1, si, s̃i+1, . . . , s̃n) ∈ S. Então,

0 ≥ 〈v(s̃), s− s̃〉Rm = 〈vi(s̃), si − s̃i〉Rmi .

Assim,

pi(s̃1, . . . , s̃i−1, si, s̃i+1, . . . , s̃n) = pi(s̃) + 〈vi(s̃), si − s̃i〉+ ri(si − s̃i)‖si − s̃i‖
≤ pi(s̃) + ri(si − s̃i)‖si − s̃i‖.

Uma vez que limh→0 ri(h) = 0, dado ε > 0 existe δi > 0 tal que se ‖si − s̃i‖ < δi

então ri(si − s̃i) < ε e, portanto,

pi(s̃1, . . . , s̃i−1, si, s̃i+1, . . . , s̃n) ≤ pi(s̃) + ε‖si − s̃i‖.

Considere δ = min{δi, 1 ≤ i ≤ n}. Então,

pi(s̃1, . . . , s̃i−1, si, s̃i+1, . . . , s̃n) ≤ pi(s̃) + ε‖si − s̃i‖,
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para todo si ∈ B(s̃i, δ), 1 ≤ i ≤ n.

Logo, s̃ é um e.l.f. para p1, . . . , pn.

Continuação da demonstração do Teorema 4.2.1: Em vista do Lema 4.2.2, para

concluirmos a prova do Teorema 4.2.1, é suficiente mostrarmos que a desigualdade

variacional (4.1) possui ao menos uma solução. Considere a retração natural

r : Rm → S

onde, para cada x ∈ Rm, r(x) ∈ S é o ponto de S que realiza a distância entre x

e o conjunto S. Como vimos no caṕıtulo anterior, tal retração é caracterizada pela

desigualdade variacional

〈x− r(x), y − r(x)〉 ≤ 0, para todo x ∈ Rm e todo y ∈ S. (4.2)

Considere a função f : S → S dada por

f(s) = r(s + v(s)), para todo s ∈ S.

Desde que f : S → S é cont́ınua e S é um subconjunto compacto e convexo de Rm,

pelo teorema de ponto fixo de Brouwer, existe s̃ ∈ S tal que f(s̃) = s̃. Portanto,

s̃ = r(s̃ + v(s̃)).

Mostraremos que s̃ é um e.l.f. para p1, . . . , pn. Da desigualdade (4.2), sabemos que

〈s̃ + v(s̃)− r(s̃ + v(s̃)), s− r(s̃ + v(s̃))〉 ≤ 0, para todo s ∈ S.

Como r(s̃ + v(s̃)) = s̃, segue que

〈v(s̃), s− s̃〉 ≤ 0, para todo s ∈ S.

Logo, pelo Lema 4.2.2, s̃ é um e.l.f. para p1, . . . pn.

Observação 4.2.3. Dado S ⊂ Rm compacto e convexo, se s ∈ S não está no bordo

de S dizemos que s está no interior relativo de S e denotamos por ir(S) o conjunto

constitúıdo por tais pontos. Sejam p1, . . . , pn : S1 × · · · × Sn → R funções reais como

no Teorema 4.2.1 e seja s̃ ∈ ir(S). Então,

v(s̃) = (v1(s̃), . . . , vn(s̃)) = 0

se s̃ é um e.l.f. para p1, . . . , pn. Isso é uma consequência dos seguinte fatos:
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Proposição 4.2.4. Seja f : [a, b] → R uma função diferenciável em x0 ∈ (a, b) e com

a propriedade de que para todo ε > 0 existe δ > 0 tal que f(x) ≤ f(x0) + ε|x − x0|
quando |x− x0| < δ. Então, f ′(x0) = 0.

Demonstração: Seja ε > 0 um número real positivo qualquer. Por hipótese, existe

δ > 0 tal que se 0 < h < δ então f(x0 + h) ≤ f(x0) + εh. Assim, para 0 < h < δ temos

f(x0 + h)− f(x0)

h
≤ ε

e, portanto,

lim
h→0+

f(x0 + h)− f(x0)

h
≤ ε.

Da arbitrariedade de ε, conclúımos que

lim
h→0+

f(x0 + h)− f(x0)

h
≤ 0.

Analogamente, para −δ < h < 0 temos f(x0 + h) ≤ f(x0)− εh e, portanto,

f(x0 + h)− f(x0)

h
≥ −ε.

Logo,

lim
h→0−

f(x0 + h)− f(x0)

h
≥ −ε.

Novamente, da arbitrariedade de ε, conclúımos que

lim
h→0−

f(x0 + h)− f(x0)

h
≥ 0.

Portanto,

f ′(x0) = lim
h→0+

f(x0 + h)− f(x0)

h
= lim

h→0−

f(x0 + h)− f(x0)

h
= 0.

Corolário 4.2.5. Seja V um subconjunto aberto de Rn e f : V → R uma função

diferenciável. Seja x0 ∈ V e suponha que para todo ε > 0 existe δ > 0 tal que

f(x) ≤ f(x0) + ε‖x− x0‖,

sempre que ‖x−x0‖ < δ. Então, a derivada da função f no ponto x0, Df(x0) : Rn → R,

é identicamente nula.
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Observe também que, por outro lado, se v(s̃) = 0 então s̃ é um ponto fixo da

função f : S → S definida na demonstração do Teorema 4.2.1 por f(s) = r(s + v(s)).

Ainda, pela prova do Teorema 4.2.1, segue que s̃ é um e.l.f. para p1, . . . , pn. Dessas

considerações, se denotamos

ELF (p1, . . . , pn) = {s̃ ∈ S | s̃ é um e.l.f. para p1, . . . , pn},

temos

Lema 4.2.6. ELF (p1, . . . , pn) ∩ ir(S) = {s̃ ∈ ir(S) | v(s̃) = 0}.

Observação 4.2.7. Com as hipóteses do Teorema 4.2.1, vimos que toda solução s̃ ∈ S

para a desigualdade variacional

〈v(s̃), s− s̃〉Rm ≤ 0, para todo s ∈ S,

é um e.l.f. para p1, . . . , pn. Podemos demonstrar ainda mais: os equiĺıbrios locais

fracos para p1, . . . , pn são exatamente as soluções da desigualdade variacional acima e,

portanto, são exatamente os pontos fixos da função f : S → S definida na demonstração

do Teorema 4.2.1. De fato, suponha s̃ = (s̃1, . . . , s̃n) ∈ S um e.l.f. para p1, . . . , pn e

seja s = (s1, . . . , sn) ∈ S qualquer. Temos

〈v(s̃), s− s̃〉Rm =
n∑

i=1

〈vi(s̃), si − s̃i〉Rmi .

Assim, mostraremos que

〈vi(s̃i), si − s̃i〉 ≤ 0, para cada 1 ≤ i ≤ n,

donde seguirá que

〈v(s̃), s− s̃〉 ≤ 0.

Como Si é convexo, temos que s̃i + t(si − s̃i) ∈ Si para todo t ∈ [0, 1]. Pela definição

de vi(s̃), temos

〈vi(s̃), si − s̃i〉 = lim
t→0+

pi(s̃1, . . . , s̃i−1, s̃i + t(si − s̃i), s̃i+1, . . . , s̃n)− pi(s̃)

t
.

Agora, como estamos supondo que s̃ é um e.l.f. para p1, . . . , pn, dado ε > 0, existe

δ > 0 tal que t‖si − s̃i‖ < δ implica em

pi(s̃1, . . . , s̃i−1, s̃i + t(si − s̃i), s̃i+1, . . . , s̃n) ≤ pi(s̃) + ε t ‖si − s̃i‖.
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Desse modo, vemos que, para t suficientemente pequeno,

pi(s̃1, . . . , s̃i−1, s̃i + t(si − s̃i), s̃i+1, . . . , s̃n)− pi(s̃)

t
≤ ε‖si − s̃i‖,

seguindo que

lim
t→0+

pi(s̃1, . . . , s̃i−1, s̃i + t(si − s̃i), s̃i+1, . . . , s̃n)− pi(s̃)

t
≤ ε‖si − s̃i‖.

Da arbitrariedade de ε > 0, conclúımos que

lim
t→0+

pi(s̃1, . . . , s̃i−1, s̃i + t(si − s̃i), s̃i+1, . . . , s̃n)− pi(s̃)

t
≤ 0.

Portanto, 〈vi(s̃), si − s̃i〉 ≤ 0, qualquer que seja 1 ≤ i ≤ n. Segue que

〈v(s̃), s− s̃〉Rm =
n∑

i=1

〈vi(s̃), si − s̃i〉Rmi ≤ 0.

Exemplo 4.2.8. Considere as funções p1, p2 : [−1, 1]× [−1, 1] → R dadas por

p1(x, y) = −xy e p2(x, y) = (2y + x)2.

As funções p1, p2 não admitem equiĺıbrio de Nash. De fato, considere as aplicações de

multivalores T1, T2 : [−1, 1] → [−1, 1] definidas por

T1(y) = {x ∈ [−1, 1] | p1(x, y) = max
t∈[−1,1]

p1(t, y)}

T2(x) = {y ∈ [−1, 1] | p2(x, y) = max
s∈[−1,1]

p2(x, s)}

Vimos no Caṕıtulo 3 que (x̃, ỹ) é um equiĺıbrio de Nash para p1, p2 se, e somente se,

x̃ ∈ (T1 ◦ T2)(x̃) =
⋃

y∈T2(x̃)

T1(y).

Mostraremos que T = T1 ◦ T2 não possui ponto fixo, fato que implicará na impossibili-

dade de um equiĺıbrio de Nash para p1, p2. Dados (x, y) ∈ [−1, 1]× [−1, 1], temos

T1(y) =





[−1, 1], se y = 0
−1, se y > 0
1, se y < 0

e T2(x) =




{−1, 1}, se x = 0
−1, se x < 0
1, se x > 0

Assim,

T1 ◦ T2(x) =




{−1, 1}, se x = 0
−1, se x > 0
1, se x < 0
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Segue que T1 ◦ T2 não possui ponto fixo e, portanto, p1, p2 não admitem equiĺıbrio de

Nash.

No entanto, pelo Teorema 4.2.1, existe e.l.f. para p1, p2. Para identificá-los, em vista

da prova do Teorema 4.2.1, consideramos a retração natural r : R2 → [−1, 1]× [−1, 1],

que é dada por

r(x, y) =





(x, y), se x, y ∈ [−1, 1]
(x, 1), se x ∈ [−1, 1] e y ≥ 1
(x,−1), se x ∈ [−1, 1] e y ≤ −1
(1, y), se x ≥ 1 e y ∈ [−1, 1]
(−1, y), se x ≤ −1 e y ∈ [−1, 1]
(1, 1), se x ≥ 1 e y ≥ 1
(1,−1), se x ≥ 1 e y ≤ −1
(−1,−1), se x ≤ −1 e y ≤ −1
(−1, 1), se x ≤ −1 e y ≥ 1

Consideramos também o campo vetorial

v(x, y) =

(
∂p1

∂x
(x, y),

∂p2

∂y
(x, y)

)
= (−y, 8y + 4x)

e, por fim, resolvemos a equação

r ((x, y) + v(x, y)) = (x, y),

cujas soluções são (0, 0), (−1, 1
2
), (1,−1

2
) e (−1, 1).

Portanto, (0, 0), (−1, 1
2
), (1,−1

2
) e (−1, 1) são todos os equiĺıbrios locais fracos para

p1, p2. Ainda, o e.l.f. (−1, 1) é na verdade um equiĺıbrio local para p1, p2. De fato, veja

que

p1(x, 1) = −x ≤ 1 = p1(−1, 1), para todo x ∈ [−1, 1]

e

p2(−1, y) = (2y − 1)2 ≤ 1 = p2(−1, 1), para todo y ∈ [0, 1].

Exemplo 4.2.9. Considere o modelo clássico de Cournot para oligopólios: suponha

m ≥ 2 empresas, {1, 2, . . . , m}, produtoras de um mesmo produto homogêneo. Denote

por si a quantidade desse produto produzida pela empresa i e seja fi sua função custo

de produção, ou seja, para produzir a quantidade si, a empresa i tem um gasto fi(si).

Suponha ainda que o preço de venda do produto no mercado, denotado por q, depende

da quantidade total de produção, ou seja, q = q
(∑m

j=1 sj

)
, a chamada função demanda

inversa. Então, o lucro da empresa i é expresso por

pi(s1, . . . , sm) = q

(
m∑

j=1

sj

)
· si − fi(si).
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O dilema do produtor j é decidir qual a quantidade sj a ser produzida de modo a

maximizar o seu lucro, dadas as quantidades si produzidas pelos demais produtores

i 6= j. Fixados intervalos compactos I1, I2, . . . , Im em R, se q e fi, 1 ≤ i ≤ m, são

continuamente diferenciáveis, pelo Teorema 4.2.1, esse problema possui ao menos uma

solução s̃ = (s̃1, . . . , s̃m) resistente à pequenas mudanças unilaterais em I1 × · · · × Im.

Essas soluções são exatamente as soluções para a desigualdade variacional

m∑
i=1

[
q′

(
m∑

j=1

s̃j

)
· s̃i + q

(
m∑

j=1

s̃j

)
− f ′i(s̃i)

]
· (si − s̃i) ≤ 0, ∀ s = (s1, . . . , sn) ∈ S,

(4.3)

S = I1 × · · · × Im.

É sabido que se as funções pi são diferenciáveis e côncavas em si então as soluções

de (4.3) constituem exatamente os equiĺıbrios de Nash para p1, . . . , pm (Ver [29], pag.

212).

4.3 Uma classe mais geral de espaços de estratégia

Nessa seção, como uma consequência do teorema de ponto fixo de Lefschetz, provare-

mos que o e.l.f. ocorre para uma classe mais geral de espaços de estratégia, os ENR’s

com a propriedade da retração conveniente.

Seja X um espaço topológico. Denotamos por Hi(X) o i-ésimo espaço vetorial

de homologia singular de X com coeficientes em Q. Dada f : X → Y uma função

cont́ınua, seja f∗i : Hi(X) → Hi(Y ) o homomorfismo induzido por f sobre os espaços

de homologia. Se X = Y e Hi(X) é finitamente gerado então o número traço(f∗i) é

definido como sendo o traço da matriz associada a f∗i com respeito a alguma base de

Hi(X).

Seja X um subconjunto de Rm. Se existe uma retração r : V → X, onde V é uma

vizinhança aberta de X em Rm, o espaço X é dito um retrato euclideano de vizinhança

ou, brevemente, um espaço ENR (“euclidean neighborhood retract”).

Seja X ⊂ Rm um ENR compacto. Então, os espaços Hi(X) são finitamente gerados

e Hj(X) = 0 para todo j suficientemente grande ([10], Proposition 4.11, pag. 103).

Portanto, é bem definido o número

χ(X) =
∞∑
i=0

(−1)idimQHi(X),
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chamado a caracteŕıstica de Euler de X. Além disso, se f : X → X é uma função

cont́ınua, está bem definido o número

Λ(f) =
∞∑
i=0

(−1)itraço(f∗i),

chamado o número de Lefschetz de f . É claro que se f é uma função homotópica à

função identidade então Λ(f) = χ(X). O teorema de ponto fixo de Lefschetz afirma

que se Λ(f) 6= 0 então f possui ao menos um ponto fixo.

Definição 4.3.1. Diremos que um subconjunto X de Rm possui a propriedade da

retração conveniente (abrev., p.r.c.) quando existir uma retração r : V → X,

onde V é uma vizinhança aberta de X em Rm, satisfazendo: dados x0 ∈ V e ε > 0,

existe δ > 0 tal que

〈x0 − r(x0), x− r(x0)〉 ≤ ε‖x− r(x0)‖,
para todo x ∈ X com ‖x − r(x0)‖ < δ, onde 〈 , 〉 é o produto interno de Rm e ‖ ‖
é a norma por ele induzida. Nesse caso, dizemos que r : V → X é uma retração

conveniente.

Exemplo 4.3.2. Todo subconjunto fechado e convexo K de Rm possui a p.r.c.. De

fato, como já mencionado, a retração natural r : Rm → K que a cada x ∈ Rm associa

o ponto r(x) ∈ K que realiza a distância de x a K satisfaz 〈x0 − r(x0), x− r(x0)〉 ≤ 0

para todo x0 ∈ Rm e todo x ∈ K.

A próxima proposição nos dá outro exemplo de espaços com a p.r.c.:

Proposição 4.3.3. Toda variedade M contida em Rm, de classe C2, com ou sem

bordo, possui a p.r.c..

Demonstração: Seja M ⊂ Rm uma variedade de classe C2. Então, M possui uma

vizinhança tubular V em Rm. A retração r : V → M que a cada ponto x ∈ V associa

o pé do único segmento normal que o contém é uma retração conveniente. De fato,

temos que r é uma aplicação diferenciável de classe C1. Assim, dado x0 ∈ V e x ∈ M ,

temos

x = r(x) = r(r(x0)) + r′(r(x0)) · (x− r(x0)) + ρ(x− r(x0))

= r(x0) + r′(r(x0)) · (x− r(x0)) + ρ(x− r(x0))
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com

lim
h→0

ρ(h)

‖h‖ = 0,

onde r′(r(x0)) : Rn → Tr2(x0)M é a derivada de r no ponto r(x0), lembrando que

r2(x0) = r(x0).

Desde que r′(r(x0)) · (x− r(x0)) ∈ Tr(x0)M , segue que

〈x0 − r(x0), r
′(r(x0)) · (x− r(x0))〉 = 0.

Assim,

〈x0 − r(x0), x− r(x0)〉 = 〈x0 − r(x0), ρ(x− r(x0))〉
≤ ‖x0 − r(x0)‖‖ρ(x− r(x0))‖.

Uma vez que limh→0 ρ(h)/‖h‖ = 0, dado ε > 0, existe δ > 0 tal que se ‖x− r(x0)‖ < δ

então

‖ρ(x− r(x0))‖ ≤ ε

‖x0 − r(x0)‖‖x− r(x0)‖.

Logo, para x ∈ M tal que ‖x− r(x0)‖ < δ, temos

〈x0 − r(x0), x− r(x0)〉 ≤ ε‖x− r(x0)‖.

Portanto, M possui a p.r.c..

Seja X um subconjunto fechado do espaço euclideano Rn e seja V uma vizinhança

aberta de X em Rn. Uma função cont́ınua r : V → X é chamada uma “proximative

retraction” (ou projeção métrica) se

‖r(y)− y‖ = dist(y,X), para todo y ∈ V.

Evidentemente, toda “proximative retraction” é uma retração. No entanto, nem

toda retração é uma “proximative retraction”.

Um subconjunto compacto K ⊂ Rn é chamado um “proximative neighborhood

retract” (escreve-se K ∈ PANR) se existem uma vizinhança aberta V de K em Rn e

uma “proximative retraction” r : V → K.

Temos o seguinte:

Proposição 4.3.4. Seja K um subconjunto compacto de Rn. Se K ∈ PANR então K

é um ENR with the p.r.c..
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Demonstração: Suponha K ∈ PANR e seja r : V → K uma“proximative retraction”.

Então, r é uma retração conveniente. De fato, sejam x0 ∈ V e x ∈ K quaisquer. Desde

que r é uma “proximative retraction”, ‖x0 − x‖ ≥ ‖x0 − r(x0)‖.
Dado ε > 0, se ε ≥ ‖x0 − r(x0)‖ então

〈x0 − r(x0), x− r(x0)〉 ≤ ε‖x− r(x0)‖, para todo x ∈ K.

Suponha 0 < ε < ‖x0 − r(x0)‖. Seja 0 < θ < π/2 tal que

cos θ =
ε

‖x0 − r(x0)‖ .

Assim, se tomamos δ = 2ε, é fácil mostrar que, para todo x ∈ K tal que ‖x−r(x0)‖ < δ,

o ângulo α entre (x0 − r(x0)) e (x− r(x0)) está em (θ, π] (Ver figura 4.1).

x0

r(x )0

x
d

|| ||x -r(x )0 0

q

Figura 4.1: Proposição 4.3.4

Logo, para todo x ∈ K tal que ‖x− r(x0)‖ < δ, temos

〈x0 − r(x0), x− r(x0)〉 ≤ ε

‖x0 − r(x0)‖‖x0 − r(x0)‖‖x− r(x0)‖
= ε‖x− r(x0)‖.

Portanto, r é uma retração conveniente e, assim, K é um ENR com a p.r.c..

É fácil provar que o produto cartesiano de um número finito de espaços com a p.r.c.

é também possuidor da p.r.c..

Proposição 4.3.5. Sejam X1 ⊂ Rm1 , . . . , Xn ⊂ Rmn espaços com a p.r.c.. Então o

produto cartesiano X = X1 × · · · ×Xn possui a p.r.c..

Demonstração: Desde que Xi possui a p.r.c., seja ri : Vi → Xi uma retração con-

veniente, 1 ≤ i ≤ n. Sejam V = V1 × · · · × Vn e r : V → X a retração definida

por

r(y1, . . . , yn) = (r1(y1), . . . , rn(yn)), para todo (y1, . . . , yn) ∈ V.
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Dados x = (x1, . . . , xn) ∈ X e ε > 0, existe δ > 0 tal que, para cada 1 ≤ i ≤ n, se

yi ∈ Vi e ‖xi − r(yi)‖ < δ, então

〈yi − r(yi), xi − r(yi)〉 ≤ ε

n
‖xi − r(yi)‖.

Assim, se y = (y1, . . . , yn) ∈ V e ‖x− r(y)‖ < δ, segue que

〈y − r(y), x− r(y)〉 =
n∑

i=1

〈yi − r(yi), xi − r(yi)〉 ≤ ε

n

n∑
i=1

‖xi − r(yi)‖ ≤ ε‖x− r(y)‖.

Logo, r : V → X é uma retração conveniente e, portanto, X possui a p.r.c..

Uma formulação mais geral do Teorema 4.2.1 é a seguinte:

Teorema 4.3.6. Sejam p1, . . . , pn : S1 × · · · × Sn → R funções reais cont́ınuas e

suponha cada Si ⊂ Rmi compacto e com a p.r.c., 1 ≤ i ≤ n. Suponha pi(s1, . . . , sn)

continuamente diferenciável em uma vizinhança de si quando as demais variáveis ficam

fixas, 1 ≤ i ≤ n. Se χ(Si) 6= 0 para 1 ≤ i ≤ n então p1, . . . pn admitem ao menos um

e.l.f..

Afim de provar o Teorema 4.3.6, faremos uso do seguinte lema.

Lema 4.3.7. Seja X um subconjunto compacto de Rm e seja V uma vizinhança aberta

de X em Rm. Então, dado um campo cont́ınuo de vetores, v : X → Rm, existe t1 > 0

tal que x + tv(x) ∈ V para todo x ∈ X e todo t ∈ [0, t1].

Demonstração: Suponha v : X → Rm um campo cont́ınuo de vetores. Se v(x) = 0

para todo x ∈ X, não há o que provar. Agora, se supomos que v(x) 6= 0 para algum

x ∈ X, então o número real u = maxx∈X{‖v(x)‖} é positivo.

Para todo x ∈ X, existe εx > 0 tal que B(x, εx) ⊂ V . Desde que X é compacto,

obtemos uma subcobertura finita {B(xi,
εxi

4
)}l

i=1 com

X ⊂
l⋃

i=1

B(xi,
εxi

4
) ⊂

l⋃
i=1

B(xi, εxi
) ⊂ V.

Tomamos ε = min1≤i≤l{ εxi

4
} e consideramos t1 = ε

u
. Desse modo, x + tv(x) ∈ V para

todo x ∈ X e todo t ∈ [0, t1]. De fato, dado x ∈ X, temos que x ∈ B(xi,
εxi

4
), para

algum xi. Se v(x) = 0, a conclusão é trivial. Se v(x) 6= 0 então, dado t ∈ [0, t1], temos

que

t ≤ t1 =
ε

u
≤ εxi

4u
≤ εxi

4‖v(x)‖ .
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Segue que

‖x + tv(x)− xi‖ ≤ ‖x− xi‖+ t‖v(x)‖ ≤ εxi

4
+

εxi

4‖v(x)‖‖v(x)‖ =
εxi

2
< εxi

.

Portanto, x + tv(x) ∈ B(xi, εxi
) ⊂ V .

Consequentemente, x + tv(x) ∈ V para todo x ∈ X e todo t ∈ [0, t1].

Demonstração do Teorema 4.3.6: Assim como na demonstração do Teorema 4.2.1,

consideramos o campo vetorial cont́ınuo v : S → Rm1 × · · · × Rmn definido por

s = (s1, . . . , sn) → (v1(s), . . . , vn(s)) ∈ Rm1 × · · · × Rmn

onde a componente vi(s) na direção Rmi é o vetor gradiente ~∇si
pi(s) no ponto s para a

função pi quando considerada como uma função continuamente diferenciável em si, com

sj fixo para j 6= i. Como os espaços S1, . . . , Sn possuem a p.r.c., pela Proposição 4.3.5,

o espaço S também possui. Desse modo, seja r : V → S uma retração conveniente e,

como no Lema 4.3.7, seja t1 > 0 tal que s+ tv(s) ∈ V para todo s ∈ S e todo t ∈ [0, t1].

Assim, temos bem definida a função f : S → S dada por

f(s) = r(s + t1v(s)).

Note que a função f é homotópica a função identidade idS : S → S via homotopia

H : X × [0, t1] → X definida por H(x, t) = r(x + tv(x)), para todo x ∈ X e todo

t ∈ [0, t1]. Logo, Λ(f) = χ(S).

Se supomos χ(Si) 6= 0, 1 ≤ i ≤ n, então, χ(S) = χ(S1) · · · · · χ(Sn) 6= 0 ([18], pag.

198). Segue que Λ(f) 6= 0. Logo, pelo teorema de ponto fixo de Lefschetz, f possui ao

menos um ponto fixo. Seja s̃ ∈ S um tal ponto fixo. Afirmamos que s̃ é um e.l.f. para

p1, . . . , pn. De fato, temos que s̃ = f(s̃) = r(s̃ + t1v(s̃)) e, desde que r é uma retração

conveniente, dado ε > 0, existe δ > 0 tal que

‖x− r(s̃ + t1v(s̃))‖ = ‖x− s̃‖ < δ

implica que

〈s̃ + t1v(s̃)− r(s̃ + t1v(s̃)), x− r(s̃ + t1v(s̃))〉 = t1〈v(s̃), x− s̃〉
≤ t1ε

2
‖x− s̃‖.

Além disso, da definição de v(s̃), podemos assumir que se ‖s̃− s‖ < δ então

pi(s̃1, . . . , s̃i−1, si, s̃i+1, . . . , s̃n) ≤ pi(s̃) + 〈vi(s̃), si − s̃i〉+
ε

2
‖si − s̃i‖,
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1 ≤ i ≤ n. Portanto, se s ∈ S e ‖s− s̃‖ < δ então

pi(s̃1, . . . , s̃i−1, si, s̃i+1, . . . , s̃n) ≤ pi(s̃) + ε‖si − s̃i‖,

1 ≤ i ≤ n.

Logo, s̃ é um e.l.f. para p1, . . . , pn.

Corolário 4.3.8. Sejam p1, . . . , pn : S1 × · · · × Sn → R funções reais cont́ınuas e

suponha que cada Si ⊂ Rmi é um “proximative neighborhood retract” compacto, 1 ≤
i ≤ n. Suponha pi(s1, . . . , sn) continuamente diferenciável em si quando as demais

variáveis ficam fixas, 1 ≤ i ≤ n. Se χ(Si) 6= 0 para 1 ≤ i ≤ n então p1, . . . , pn possuem

ao menos um e.l.f..

Demonstração: Pela Proposição 4.3.4, todo“proximative neighborhood retract”com-

pacto possui a p.c.r.. Desse modo, basta aplicar o Teorema 4.3.6.

Corolário 4.3.9. Sejam p1, . . . , pn : S1 × · · · × Sn → R funções reais cont́ınuas e

suponha que cada Si ⊂ Rmi é uma variedade diferenciável compacta de classe C2, com

ou sem bordo, 1 ≤ i ≤ n. Suponha pi(s1, . . . , sn) continuamente diferenciável em si

quando as demais variáveis ficam fixas, 1 ≤ i ≤ n. Se χ(Si) 6= 0 para 1 ≤ i ≤ n então

p1, . . . , pn possuem ao menos um e.l.f..

Demonstração: Pela proposição 4.3.3, toda variedade de classe C2 possui a p.r.c..

Logo, basta aplicar o Teorema 4.3.6.

Outro argumento é que toda variedade compacta de classe C2, com ou sem bordo,

é um “proximative neighborhood retract” (Ver [16], pp. 21). Assim, basta aplicar o

Corolário 4.3.8.

Observação 4.3.10. Sejam p1, . . . , pn : S1 × · · · × Sn → R funções reais como no

Corolário 4.3.9. Analogamente à Observação 4.2.3, se s̃ = (s̃1, . . . , s̃n) é um e.l.f. para

p1, . . . , pn e cada s̃i ∈ Si − ∂Si, então v(s̃) = 0. Reciprocamente, se v(s̃) = 0, pela

demostração do Teorema 4.3.6, s̃ é um e.l.f. para p1, . . . , pn. Assim, denotando por

ELF (p1, . . . , pn) = {s̃ ∈ S | s̃ é um e.l.f. para p1, . . . , pn},

temos

Lema 4.3.11. ELF (p1, . . . , pn) ∩ (S − ∂S) = {s̃ ∈ (S − ∂S) | v(s̃) = 0}.
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4.4 O e.l.f. como coincidência de funções

Nessa seção, apresentamos condições para a existência de e.l.f. para a seguinte

classe de funções p1, . . . , pn : S1 × · · · × Sn → R:

• S1, . . . , Sn são espaços compactos;

• X1, . . . , Xn são variedades, com ou sem bordo, conexas, compactas e F-orientadas,

contidas em algum espaço euclidiano RN , N suficientemente grande;

• vi : S → RN , ui : S → R e gi : Si → Xi são funções cont́ınuas, 1 ≤ i ≤ n, onde

S = S1 × · · · × Sn;

• pi(s1, . . . , sn) = 〈vi(s1, . . . , sn), gi(si)〉 + ui(s1, . . . , sn), onde 〈 , 〉 é o produto

interno em RN .

Denote X = X1 × · · · ×Xn e S = S1 × · · · × Sn. Seja g : S → X definida por

g(s1, . . . , sn) = (g1(s1), . . . , gn(sn)).

Com essas hipóteses, temos:

Teorema 4.4.1. Suponha que cada Xi é uma mi-variedade com a p.r.c., cada função

gi : Si → Xi é lipschitziana e que vi(s1, . . . , sn) e ui(s1, . . . , sn) não dependem de si,

1 ≤ i ≤ n. Além disso, suponha que uma das seguintes condições é satisfeita:

D1. As variedades X1, . . . , Xn são todas sem bordo, χ(Xi) 6= 0 para todo 1 ≤ i ≤ n e

g∗ : Hm(X;F) → Hm(S;F) é um homomorfismo não nulo, onde m = m1 + · · ·+
mn;

D2. ∂Xj 6= ∅ para algum j e g∗ : Hm(X, ∂X;F) → Hm(S, g−1(∂X);F) é um homo-

morfismo não nulo. Além disso, m é par e χ(X) 6= 0 ou m é ı́mpar e χ(X) 6= 2,

onde m = m1 + · · ·+ mn.

Então, p1, . . . , pn possuem ao menos um e.l.f..

Antes de provar o Teorema 4.4.1, estabelecemos alguns resultados preliminares.

Analogamente ao Lema 4.3.7, temos:
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Lema 4.4.2. Sejam S um espaço topológico compacto arbitrário, X um subconjunto

compacto de RN e V uma vizinhança aberta de X em RN . Então, dadas funções

cont́ınuas v : S → RN e g : S → X, existe t1 > 0 tal que g(s) + tv(s) ∈ V para todo

s ∈ S e todo t ∈ [0, t1].

Sejam S um espaço topológico compacto e X ⊂ RN uma n-variedade conexa,

compacta e F-orientada (com ou sem bordo). Suponha que X possui a p.r.c.. Dadas

funções cont́ınuas v : S → RN e g : S → X, temos a seguinte proposição envolvendo

um problema variacional:

Proposição 4.4.3. Suponha que uma das seguintes condições é satisfeita:

C1. ∂X = ∅, χ(X) 6= 0 e g∗ : Hn(X;F) → Hn(S;F) é um homomorfismo não nulo;

C2. ∂X 6= ∅ e g∗ : Hn(X, ∂X;F) → Hn(S, g−1(∂(X));F) é um homomorfismo não

nulo. Além disso, n é par e χ(X) 6= 0 ou n é ı́mpar e χ(X) 6= 2.

Então, existe s̃ com a propriedade: para todo ε > 0, existe δ > 0 tal que

〈v(s̃), x− g(s̃)〉 ≤ ε‖x− g(s̃)‖

para todo x ∈ X com ‖x− g(s̃)‖ < δ.

Demonstração: Uma vez que X ⊂ RN possui a p.r.c., considere r : V → X uma

retração conveniente. Pelo Lema 4.4.2, seja t1 > 0 tal que g(s) + tv(s) ∈ V para todo

s ∈ S e todo t ∈ [0, t1]. Desse modo, fica bem definida a função f : S → X dada por

f(s) = r(g(s) + t1v(s)).

Além disso, f é homotópica à g via homotopia H : S × [0, t1] → X definida por

H(s, t) = r(g(s) + tv(s)).

Logo, tendo satisfeita a condição C1 ou a condição C2, pelo Corolário 2.1.6 (condição

C1) ou pelo Corolário 2.2.3 (condição C2), existe s̃ ∈ S tal que f(s̃) = g(s̃). Seja

ε > 0 qualquer. Como r é uma retração conveniente, existe δ > 0 tal que

〈g(s̃) + t1v(s̃)− r(g(s̃) + t1v(s̃)), x− r(g(s̃) + t1v(s̃))〉 ≤ t1ε‖x− r(g(s̃) + t1v(s̃))‖

para todo x ∈ X com ‖x− r(g(s̃)+ t1v(s̃))‖ < δ. Como g(s̃) = f(s̃) = r(g(s̃)+ t1v(s̃)),

segue que

〈v(s̃), x− g(s̃)〉 ≤ ε‖x− g(s̃)‖
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para todo x ∈ X tal que ‖x− g(s̃)‖ < δ.

Demonstração do Teorema 4.4.1: Supondo que cada Xi possui a p.r.c., pela Proposição

4.3.5, X também possui. Seja v : S → Rn·N a função definida por

v(s) = (v1(s), . . . , vn(s)).

Tendo satisfeita uma das condições D1 ou D2, pela Proposição 4.4.3, existe s̃ ∈ S com

a seguinte propriedade: para todo ε > 0, existe δ > 0 tal que

〈v(s̃), x− g(s̃)〉 ≤ ε‖x− g(s̃)‖
para todo x ∈ X com ‖x− g(s̃)‖ < δ.

Afirmamos que s̃ é um e.l.f. para p1, . . . pn. De fato, para cada 1 ≤ i ≤ n, seja

ci > 0 uma constante de Lipschitz para gi, isto é,

‖gi(si)− gi(yi)‖ ≤ cidi(si, yi), quaisquer si, yi ∈ Si.

Seja c = max1≤i≤n{ci}. Da natureza de s̃, dado ε > 0, existe δ > 0 tal que se x ∈ X e

‖g(s̃)− x‖ < δ então

〈v(s̃), x− g(s̃)〉 ≤ ε

c
‖x− g(s̃)‖.

Agora, pela continuidade de g, obtemos δ′ > 0 tal que

d(s, s̃) < δ′ ⇒ ‖g(s)− g(s̃)‖ < δ.

Seja si ∈ Si com di(si, s̃i) < δ′ e considere o ponto

s = (s̃1, . . . , s̃i−1, si, s̃i+1, . . . , s̃n) ∈ S.

Então, d(s, s̃) = di(si, s̃i) < δ′. Segue que

‖g(s)− g(s̃)‖ = ‖gi(si)− gi(s̃i)‖ < δ

e, portanto,

〈v(s̃), g(s)− g(s̃)〉 = 〈vi(s̃), gi(si)− gi(s̃i)〉 ≤ ε

c
‖gi(si)− gi(s̃i)‖.

Como vi(s1, . . . , sn) e ui(s1, . . . , sn) não dependem de si, temos

pi(s̃1, . . . , s̃i−1, si, s̃i+1, . . . , s̃n) = 〈vi(s̃), gi(si)〉+ ui(s̃)

≤ 〈vi(s̃), gi(s̃i)〉+ ui(s̃) +
ε

c
‖gi(si)− gi(s̃i)‖

≤ 〈vi(s̃), gi(s̃i)〉+ ui(s̃) +
ε

c
· ci · di(si, s̃i)

≤ 〈vi(s̃), gi(s̃i)〉+ ui(s̃) + ε · di(si, s̃i)

= pi(s̃) + ε · di(si, s̃i).

Isso demonstra que s̃ é um e.l.f. para p1, . . . , pn.



Caṕıtulo

5
A ineficiência do equiĺıbrio local fraco

Em economia, uma situação é eficiente no sentido de Pareto quando não for pos-

śıvel melhorar a payoff de um agente sem degradar a payoff de qualquer outro. Nesse

caṕıtulo, nosso objetivo é mostrar a ineficiência, no sentido de Pareto, do equiĺıbrio

local fraco para jogos com funções payoff diferenciáveis.

5.1 A ineficiência do equiĺıbrio de Nash

Como dissemos, a interpretação de um ponto de equiĺıbrio de Nash é que, nele,

nenhum jogador possui motivação para mudar sua estratégia se os demais não o fi-

zerem. Isso não significa que um ponto de equiĺıbrio seja um resultado particularmente

desejável para um jogo. Na verdade, devemos pensar num ponto de equiĺıbrio simples-

mente como uma descrição do que é provável que aconteça em uma situação na qual os

jogadores perseguem seus objetivos individuais sem qualquer tipo de cooperação, quer

por falta de comunicação ou simplesmente por não existir o interesse em cooperar. Um

exemplo clássico é o bem conhecido e estudado Dilema do Prisioneiro no qual existem

dois jogadores (prisioneiros), I e II, que são chamados em salas isoladas para confes-

sarem um crime que cometeram. A matriz de retorno (número de anos de prisão) é a

seguinte:

I \ II não confessa confessa
não confessa (1,1) (5,0)

confessa (0,5) (2,2)

69
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onde o par (a, b) indica a anos de prisão para I e b anos de prisão para II. O objetivo

de cada prisioneiro, é claro, é passar o menor número de anos posśıvel na prisão. O

único equiĺıbrio de Nash para esse jogo é a situação em que ambos confessam o crime.

Porém, solução mais interessante para ambos é aquela na qual ambos não confessam,

que pode ser obtida caso os prisioneiros consigam agir de forma cooperativa entre si.

Assim, o equiĺıbrio de Nash desse jogo não é eficiente no sentido de Pareto.

No artigo [11], P. Dubey apresenta uma prova matemática de que, para uma certa

classe de jogos, os equiĺıbrios de Nash são, “em geral”, ineficientes no sentido de Pareto.

Adaptando suas ideias, mostramos que o mesmo ocorre com o equiĺıbrio local fraco.

5.1.1 Definições

Seja W uma variedade diferenciável e sejam pi : W → R, 1 ≤ i ≤ n, n funções

reais diferenciáveis, onde a dimensão de W é maior ou igual ao número de funções,

isto é, dimW ≥ n. Em geral, é imposśıvel encontrar um ponto x ∈ W que maximize

simultaneamente cada função pi, 1 ≤ i ≤ n. Uma outra noção de otimização que se

coloca é a seguinte:

Definição 5.1.1. Um ponto x ∈ W é dito eficiente Pareto para p1, . . . , pn quando

satisfaz a seguinte condição:

Se pi(y) ≥ pi(x) para todo i ∈ {1, . . . , n} então pi(y) = pi(x) para todo i ∈
{1, . . . , n}.

Essa definição traduz a ideia de Pareto de que uma situação é eficiente se não for

posśıvel aumentar o lucro de um agente sem diminuir o lucro de outro.

Veja que x ∈ W não ser eficiente Pareto para p1, . . . , pn significa que existe y ∈ W

tal que pi(y) ≥ pi(x) para todo i e pj(y) > pj(x) para algum j. Assim, quando

W = S1 × · · · × Sn e p1, . . . , pn : W → R são as funções payoff de uma competição

em n jogadores, com espaços de estratégia S1, . . . , Sn, se s = (s1, . . . , sn) ∈ W não é

eficiente Pareto, significa que existe uma solução s∗ = (s∗1, . . . , s
∗
n) ∈ S tão boa quanto

s para todos os jogadores e mais lucrativa para pelo menos um dos jogadores.

Nesse caṕıtulo, nosso objetivo é mostrar que, em geral, equiĺıbrios locais fracos não

são eficientes Pareto.
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5.2 A ineficiência do e.l.f.

A próxima proposição nos dá uma condição necessária para um ponto x ∈ W ser

eficiente Pareto para p1, . . . , pn. Nela, TxW denota o espaço tangente a W no ponto

x e Dpi(x) : TxW → R é a derivada de pi em x. Ainda, Dpi(x) · v denota o valor da

transformação linear Dpi(x) no ponto v ∈ TxW .

Proposição 5.2.1. Se x ∈ W é um ponto eficiente Pareto para p1, . . . , pn então os

funcionais lineares Dp1(x), Dp2(x), . . . , Dpn(x) : TxW → R são linearmente depen-

dentes.

Para demonstrar a Proposição 5.2.1, faremos uso do seguinte lema:

Lema 5.2.2. Seja V um espaço vetorial real de dimensão r finita. Sejam L1, . . . , Ln :

V → R funcionais lineares linearmente independentes (e, portanto, n ≤ r). Então, a

transformação linear L : V → Rn dada por

L(v) = (L1(v), . . . , Ln(v)), para todo v ∈ V

é sobrejetiva.

Demonstração: Seja B = {v1, . . . , vr} uma base de V . Então, a matriz M da

transformação linear L, relativa à base B de V e à base canônica de Rn, é dada por

M =




L1(v1) · · · L1(vr)
L2(v1) · · · L2(vr)

...
...

...
Ln(v1) · · · Ln(vr)




n×r

Para mostrarmos que L é sobrejetiva é suficiente mostrarmos que as linhas de M

são linearmente independentes. Sejam α1, . . . , αn ∈ R tais que

α1(L1(v1), . . . , L1(vr)) + · · ·+ αn(Ln(v1), . . . , Ln(vr)) = (0, · · · , 0).

Então, 



α1L1(v1) + · · ·+ αnLn(v1) = 0
...
α1L1(vr) + · · ·+ αnLn(vr) = 0
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e, portanto, 



(α1L1 + · · ·+ αnLn)(v1) = 0
...
(α1L1 + · · ·+ αnLn)(vr) = 0

Desde que {v1, . . . , vr} é base de V , conclúımos que α1L1 + · · · + αnLn é o funcional

nulo. Uma vez que L1, . . . , Ln são linearmente independentes, conclúımos que

α1 = α2 = · · · = αn = 0.

Logo, as linhas da matriz M são linearmente independentes e, portanto, a trasformação

linear L é sobrejetiva.

Demonstração da Proposição 5.2.1: Seja x ∈ W e suponha Dp1(x), . . . , Dpn(x)

linearmente independentes. Então, pelo Lema 5.2.2, a aplicação D : TxW → Rn dada

por

D(v) = (Dp1(x) · v, . . . , Dpn(x) · v), para todo v ∈ TxW,

é sobrejetiva. Logo, existe v ∈ TxW tal que Dpi(x) · v > 0 para 1 ≤ i ≤ n. Seja

ϕ : (−ε, ε) → W tal que ϕ(0) = x e ϕ′(0) = v. Então,

pi(ϕ(t)) = pi(x) + tDpi(x) · v + ri(t)

com

lim
t→0

ri(t)

|t| = 0, 1 ≤ i ≤ n.

Tome c = min1≤i≤n{Dpi(x) · v} e seja δ > 0 tal que

−ct < ri(t) < ct

sempre que 0 < t < δ, 1 ≤ i ≤ n. Então, para 0 < t < δ temos:

pi(ϕ(t)) = pi(x) + tDpi(x) · v + ri(t)

≥ pi(x) + tc + ri(t)

> pi(x)

para 1 ≤ i ≤ n. Conclúımos assim que x não é um eficiente Pareto.

Para conhecer condições suficientes para x ∈ W ser eficiente Pareto, sugerimos o

artigo [35] de S. Smale.
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No artigo [11], P. Dubey considerou a seguinte classe de jogos: jogos em n jogadores,

N = {1, 2, . . . , n}, n ≥ 2, onde cada espaço de estratégia Si é um simplexo finito

dimensional. A hipótese adicional é de que cada função payoff pi : S → R é de classe

C2. Isso significa que, considerando S mergulhado em um espaço euclideano, existe

uma vizinhança V de S na qual pi se estende com classe C2.

Considere U o espaço vetorial real das funções reais de classe C2 definidas sobre S.

Ainda, considere U munido da norma C2

‖u‖ = sup{‖u(s)‖, ‖Du(s)‖, ‖D2u(s)‖ | s ∈ S}, ∀u ∈ U.

O espaço (U, ‖ ‖) é um espaço de Banach.

O espaço de jogos não cooperativos considerado em [11] é Un = U × · · · × U︸ ︷︷ ︸
n vezes

: para

cada u = (p1, . . . , pn) ∈ Un, pi denota a função payoff do jogador i.

Um subconjunto de um espaço topológico é dito residual quando pode ser expresso

como interseção de uma famı́lia enumerável de abertos densos. Nem todo conjunto

residual é denso. Um espaço topológico é de Baire se todos os seus subconjuntos

residuais são densos. O Teorema da categoria de Baire diz que todo espaço métrico

completo e todo espaço localmente compacto são espaços de Baire.

Dado u = (p1, . . . , pn) ∈ Un, denote por N(u) e P (u) o conjunto dos equiĺıbrios de

Nash e o conjunto dos pontos eficientes Pareto para p1, . . . , pn, respectivamente. Dubey

demonstrou o seguinte:

Teorema 5.2.3 ([11]). Existe um subconjunto residual U0 de Un (e, portanto, denso)

tal que para todo u ∈ U0

(i) N(u) é um conjunto finito.

(ii) Se s = (s1, . . . , sn) ∈ N(u) ∩ P (u) então ao menos um sj é um vértice.

No nosso contexto, os espaços de estratégia S1, . . . , Sn serão variedades diferen-

ciáveis compactas de classe C2, com ou sem bordo, mergulhadas em algum espaço

euclideano. Assim, seja S = S1 × · · · × Sn ⊂ RN .
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Consideraremos jogos da forma p1, . . . , pn : S → R, onde cada pi é uma aplicação

de classe C2. Com isso, queremos dizer que existe uma vizinhança V de S em RN na

qual cada pi se estende com classe C2.

Fixada uma vizinhança V de S em RN , considere o espaço vetorial real

C2(V,R) = {f : V → R | f ∈ C2}

das funções reais de classe C2 definidas sobre V . Sobre C2(V,R), consideramos a norma

‖f‖2 = sup{‖f(x)‖, ‖Df(x)‖, ‖D2f(x)‖ | x ∈ V }, ∀f ∈ C2(V,R),

e consideramos o subconjunto

B2(V,R) = {f ∈ C2(V,R) | ‖f‖2 < ∞}.

Então:

Proposição 5.2.4. i) B2(V,R) é um subespaço vetorial de C2(V,R);

ii) ‖ ‖2 é uma norma sobre B2(V,R);

iii) B2(V,R) com a norma ‖ ‖2 é um espaço de Banach.

Demonstração: Ver [1], Proposição 10.1 e Teorema 10.2.

Seja U = B2(V,R). Identificaremos nosso espaço de jogos não cooperativos com

o produto cartesiano Un = U × · · · × U︸ ︷︷ ︸
n vezes

: cada u = (p1, . . . , pn) ∈ Un corresponde ao

jogo não cooperativo em n pessoas onde o espaço de estratégia do i-ésimo jogador é a

variedade Si e sua payoff é dada pela restrição pi : S → R.

Dado u = (p1, . . . , pn) ∈ Un, denotaremos por N(u), ELF (u) e P (u) o conjunto

dos equiĺıbrios de Nash, dos equiĺıbrios locais fracos e dos pontos eficientes Pareto para

p1, . . . , pn : S → R, respectivamente. É claro que N(u) ⊂ ELF (u). Nosso objetivo

é mostrar que, para a classe de jogos que estamos considerando, temos, “em geral”,

ELF (u) ∩ P (u) = ∅. Explicitamente:

Teorema 5.2.5. Existe um subconjunto residual U0 de Un (e, portanto, denso em Un)

tal que para todo u ∈ U0

(i) ELF (u) é um conjunto finito.
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(ii) ELF (u) ∩ P (u) ∩ (S − ∂S) = ∅. Ainda, se dimSj ≥ 2 para todo j, U0 pode ser

tomado de modo que ELF (u) ∩ P (u) = ∅, para todo u ∈ U0.

Demonstração: Primeiro, vamos nos focar nos pontos que não estão no bordo da

variedade S.

Passo 1. Seja Λ um conjunto finito de ı́ndices e sejam {Bλ}λ∈Λ, {Aλ}λ∈Λ coberturas

abertas de S tais que:

• Bλ = Bλ
1 × · · · ×Bλ

n, Aλ = Aλ
1 × · · · × Aλ

n, para cada λ ∈ Λ.

• Bλ ⊂ Bλ ⊂ Aλ, para cada λ ∈ Λ.

• Cada Aλ
i é uma vizinhança coordenada em Si via carta ϕλ

i : Aλ
i → Rki .

Passo 2. Seja λ ∈ Λ fixado. Mostraremos que existe um subconjunto residual U∗
λ de

Un tal que: para cada u ∈ U∗
λ ,

ELF (u) ∩ (S − ∂S) ∩Bλ é finito

e

ELF (u) ∩ P (u) ∩ (S − ∂S) ∩Bλ = ∅.

De fato, seja

ϕλ = (ϕλ
1 , . . . , ϕ

λ
n) : Aλ → Rk1 × · · · × Rkn

definida por

ϕλ(x1, . . . , xn) = (ϕλ
1(x1), . . . , ϕ

λ
n(xn)), para todo (x1, . . . , xn) ∈ Aλ.

Temos que

Aλ − ∂Aλ = (Aλ
1 − ∂Aλ

1)× · · · × (Aλ
n − ∂Aλ

n)

é uma variedade de classe C2, sem bordo, de dimensão k = k1 + · · ·+ kn. Além disso,

a restrição

pi : (Aλ
1 − ∂Aλ

1)× · · · × (Aλ
n − ∂Aλ

n) → R

é de classe C2. Seja

D : Un × (Aλ
1 − ∂Aλ

1)× · · · × (Aλ
n − ∂Aλ

n) → Rn·k

definida por: dados

u = (p1, . . . , pn) ∈ Un e s = (s1, . . . , sn) ∈ (Aλ
1 − ∂Aλ

1)× · · · × (Aλ
n − ∂Aλ

n),
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D(u, s) =




~∇(p1 ◦ ϕ−1
λ )(ϕλ(s))
...

~∇(pn ◦ ϕ−1
λ )(ϕλ(s))




n×k

onde a i-ésima linha da matriz D(u, s) é o vetor gradiente de (pi ◦ϕ−1
λ ) no ponto ϕλ(s),

o qual denotamos por ~∇(pi ◦ ϕ−1
λ )(ϕλ(s)).

Fixado u ∈ Un, denotamos

Du : (Aλ
1 − ∂Aλ

1)× · · · × (Aλ
n − ∂Aλ

n) → Rn·k

a função obtida por restrição de D, isto é,

Du(s) = D(u, s), for every s ∈ (Aλ
1 − ∂Aλ

1)× · · · × (Aλ
n − ∂Aλ

n).

Seja

r(j) =

j∑
i=1

ki, j = 1, . . . , n.

Os seguintes subconjuntos de Rn·k serão úteis afim de caracterizarmos os conjuntos

ELF (u) e P (u), respectivamente:

ELF ∗ = {An×k ∈ Rn·k | Aij = 0 para r(i− 1) + 1 ≤ j ≤ r(i)}

e

P ∗ = {An×k ∈ Rn·k | as linhas de A são linearmente dependentes}
pois:

• Como vimos no Lema 4.3.11, se s ∈ S − ∂S é um e.l.f. para p1, . . . , pn : S → R,

então o vetor gradiente ~∇si
pi(s) é nulo, 1 ≤ i ≤ n. Segue que as coordenadas

(r(i− 1) + 1) à (r(i)) do vetor gradiente ~∇(pi ◦ϕ−1)(ϕ(s)) ∈ Rk são todas nulas.

Portanto,

s ∈ (Aλ − ∂Aλ) ∩ ELF (u) =⇒ s ∈ D−1
u (ELF ∗).

• Além disso, pela Proposição 5.2.1, se s ∈ S − ∂S é um ponto ótimo Pareto para

p1, . . . , pn : S → R, então

Dp1(s), . . . , Dpn(s) : Ts1(S1 − ∂S1)× · · · × Tsn(Sn − ∂Sn) → R

são linearmente dependentes. Segue que o conjunto

{~∇(p1 ◦ ϕ−1
λ )(ϕλ(s)), . . . , (pn ◦ ϕ−1

λ )(ϕλ(s))}

é linearmente dependente. Portanto,

s ∈ (Aλ − ∂Aλ) ∩ P (u) =⇒ s ∈ D−1
u (P ∗).
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Segue que

s ∈ (Aλ − ∂Aλ) ∩ ELF (u) ∩ P (u) =⇒ s ∈ D−1
u (ELF ∗ ∩ P ∗).

A seguir, algumas propriedades dos conjuntos ELF ∗ e P ∗.

Lema 5.2.6. i) ELF ∗ é uma subvariedade de Rn·k, que é fechado em Rn·k, de codi-

mensão k.

ii) P ∗ é uma união finita de subvariedades P ∗
1 , . . . , P ∗

l de Rn·k.

iii) ELF ∗ ∩P ∗ é escrito como uma união finita de subvariedades H∗
1 , . . . , H

∗
l de Rn·k,

cada uma com codimensão maior ou igual à k + 1.

Demonstração: O item (i) é trivial.

Para o item (ii), para cada ρ = 0, . . . , n− 1, seja

S(n, k; ρ) = {A ∈ Rn·k | posto A = ρ}.

Então,

P ∗ =
n−1⋃
ρ=0

S(n, k; ρ).

Além disso, cada S(n, k; ρ) é uma subvariedade de Rn·k de dimensão

dρ = nk − (n− ρ)(k − ρ)

e codimensão (n− ρ)(k − ρ) (Ver [20], pag. 78).

Para o item (iii), o conjunto ELF ∗ ∩S(n, k; ρ) é uma subvariedade de S(n, k; ρ) de

codimensão igual à k em S(n, k; ρ), ρ = 1, . . . , n − 1. Portanto, a interseção ELF ∗ ∩
S(n, k; ρ) é uma subvariedade de Rn·k de codimensão k+(n−ρ)(k−ρ), ρ = 1, . . . , n−1.

Para ρ = 0, temos que S(n, k; 0) é o conjunto unitário constitúıdo da matriz nula.

Temos o seguinte fato sobre a função

D : Un × (Aλ
1 − ∂Aλ

1)× · · · × (Aλ
n − ∂Aλ

n) → Rn·k

Lema 5.2.7. Seja M uma subvariedade de classe C1 e com codimensão q > k − 1 em

Rn·k. Então, existe um subconjunto residual UM de Un tal que Du é transversal à M

para todo u ∈ UM .
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Demonstração: A demonstração segue do Transversal Density Theorem. De fato, a

função

Un → C1((Aλ
1 − ∂Aλ

1)× · · · × (Aλ
n − ∂Aλ

n),Rn·k)

dada por

u → Du : (Aλ
1 − ∂Aλ

1)× · · · × (Aλ
n − ∂Aλ

n) → Rn·k

é uma C1-representação. Além disso,

D : Un × (Aλ
1 − ∂Aλ

1)× · · · × (Aλ
n − ∂Aλ

n) → Rn·k

é transversal à M , para toda subvariedade M de Rn·k . De fato, sejam

y =




y11 · · · y1k
...

. . .
...

yn1 . . . ynk




em Rn·k e (u0, s0) ∈ Un × (Aλ
1 − ∂Aλ

1)× · · · × (Aλ
n − ∂Aλ

n) quaisquer, u0 = (p1, . . . , pn).

Defina o caminho diferenciável (ut, st)|t∈R em Un × (Aλ − ∂Aλ) por:

st = s0, para todo t, e ut = (pt
1, . . . , p

t
n)

onde

pt
i(x) = pi(x)+〈tyi, ϕλ(x)〉, para todo x = (x1, . . . , xn) ∈ (Aλ

1−∂Aλ
1)×· · ·×(Aλ

n−∂Aλ
n),

onde yi = (yi1, . . . , yik) ∈ Rk. Assim, a composição pt
i ◦ ϕ−1

λ é dada por

(pt
i ◦ ϕ−1

λ )(w) = (pi ◦ ϕ−1
λ )(w) + 〈tyi, w〉, para todo w ∈ ϕ(Aλ).

Segue que
~∇(pt

i ◦ ϕ−1
λ ) = ~∇(pi ◦ ϕ−1

λ ) + tyi

e, portanto,

D(ut, st) = D(u0, s0) +




ty11 · · · ty1k
...

. . .
...

tyn1 . . . tynk


 .

Portanto,
d

dt
D(ut, st)|t=0 = y.

Isso mostra que

D′(u0, s0) : Un × Ts0(Aλ − ∂Aλ) → Rn·k

é sobrejetiva, para todo (u0, s0) ∈ Un × (Aλ − ∂Aλ).
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Além disso, dada uma subvariedade M de Rn·k,

D′(u0, s0)
−1(TxM)

possui codimensão finita em Un × Ts0(S − ∂S), onde x = D(u0, s0). Assim,

D′(u0, s0)
−1(TxM)

possui complemento fechado em Un × Ts0(Aλ − ∂Aλ). Logo, conclúımos que D é

transversal à M em todo ponto (u0, s0) ∈ Un×(Aλ−∂Aλ), para qualquer subvariedade

M de Rn·k.

Desde que 1 > k − q, pelo Transversal Density Theorem,

UM = {u ∈ Un | Du t M}

é residual em Un. Em particular, UM é denso em Un.

Continuação da demonstração do Teorema 5.2.5: Considere os conjuntos resi-

duais

UELF ∗ , UH∗
1
, . . . , UH∗

l
de Un

dados pelo Lema 5.2.7 para as subvariedades ELF ∗, H∗
1 , . . . , H

∗
l , respectivamente. Seja

U∗
λ = UELF ∗ ∩ UH∗

1
∩ · · · ∩ UH∗

l
.

Então, U∗
λ é residual em Un também. Além disso, para cada u ∈ U∗

λ ,

codimD−1
u (ELF ∗) = codim(ELF ∗) = k.

Uma vez que a dimensão de (Aλ − ∂Aλ) é exatamente k, segue que D−1
u (ELF ∗) é

um conjunto discreto. Note que D−1
u (ELF ∗) ∩ Bλ é fechado em Bλ. Desde que Bλ é

compacto, segue que D−1
u (ELF ∗) ∩Bλ é finito. Como

ELF (u) ∩ (S − ∂S) ∩Bλ ⊂ D−1
u (ELF ∗) ∩Bλ,

temos que

ELF (u) ∩ (S − ∂S) ∩Bλ

é um conjunto finito, para todo u ∈ U∗
λ . Além disso, para cada u ∈ U∗

λ ,

codimD−1
u (H∗

j ) = codimH∗
j ≥ k + 1,

j = 1, . . . , l. Como dim(Aλ − ∂Aλ) = k, segue que

D−1
u (H∗

j ) = ∅, para todo u ∈ U∗
λ ,
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j = 1, . . . , l. Logo, como

ELF (u) ∩ P (u) ∩ (S − ∂S) ∩Bλ ⊂ D−1
u (ELF ∗ ∩ P ∗) =

l⋃
j=1

D−1
u (H∗

j ),

conclúımos que

ELF (u) ∩ P (u) ∩ (S − ∂S) ∩Bλ = ∅,
para todo u ∈ U∗

λ .

Passo 3. Considere o subconjunto residual U∗ de Un dado por

U∗ =
⋂

λ∈Λ

U∗
λ .

Assim, para todo u ∈ U∗,

ELF (u) ∩ (S − ∂S)

é um conjunto finito e

ELF (u) ∩ P (u) ∩ (S − ∂S) = ∅.

Passo 4. Nos focamos agora nos pontos do bordo de S. Dado s = (s1, . . . , sn) ∈ ∂S,

considere a subvariedade X = X1 × · · · ×Xn de RN , onde

Xi =

{
∂Si, se si ∈ ∂Si

Si − ∂Si, se si 6∈ ∂Si

Se dimSi ≥ 2 para cada i tal que si ∈ ∂Si então, analogamente ao caso anterior,

obtemos um subconjunto residual U∗
R de Un tal que

ELF (u) ∩X é finito

e

ELF (u) ∩ P (u) ∩X = ∅
para todo u ∈ U∗

R, onde R = {i | si ∈ ∂Si}.
Se dimSj = 1 para algum j tal que sj ∈ ∂Sj, o subconjunto residual U∗

R de Un

obtido pelo método acima satisfaz apenas ELF (u) ∩X finito, para todo u ∈ U∗
R.

Passo 5. Para finalizar, tomamos U0 como sendo a interseção dos U∗
R obtidos no Passo

4 com o U∗ obtido no Passo 3.
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Observação 5.2.8. Pelo Corolário 4.3.9, se χ(Si) 6= 0 para 1 ≤ i ≤ n, então

ELF (u) 6= ∅ para todo u ∈ Un.

Isso mostra que o Teorema 1.3.6 não é uma trivialidade no caso em que χ(Si) 6= 0 para

cada 1 ≤ i ≤ n.





Caṕıtulo

6
Um problema de otimização e
teoremas do tipo Borsuk-Ulam

Nesse caṕıtulo, nos focamos no seguinte problema de otimização: Sejam X,Y es-

paços compactos e f : X × Y → R uma função real cont́ınua. Dada uma função

cont́ınua ϕ : X → X, existe (x, y) ∈ X × Y tal que

f(x, y) ≥ f(x, z) e f(ϕ(x), y) ≥ f(ϕ(x), z),

para todo z ∈ Y ? Mostraremos que as condições para uma resposta afirmativa estão

relacionadas a teoremas do tipo Borsuk-Ulam.

6.1 O problema

Sejam X, Y espaços compactos e f : X × Y → R uma função real cont́ınua. Para

cada x ∈ X, denotamos por fx : Y → R a função dada por

fx(y) = f(x, y), para todo y ∈ Y.

Definimos também α : X → R por

α(x) = max fx(Y ), para todo x ∈ X.

A função α assim definida é cont́ınua. A sua continuidade decorre do seguinte:

83
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Lema 6.1.1. Sejam X,Y espaços topológicos e f : X → Y uma função tal que f(X)

é compacto. Suponha que f satisfaz a seguinte propriedade: para cada sequência gene-

ralizada (xj)j∈J → x em X, se (f(xj))j∈J converge para y ∈ Y então y = f(x). Então,

f é uma função cont́ınua.

Demonstração: Suponha que f não é cont́ınua. Então, existe um subconjunto

fechado F de Y tal que f−1(F ) não é fechado em X. Segue que existe uma sequên-

cia generalizada (xj)j∈J em f−1(F ) que converge a um ponto x 6∈ f−1(F ). Assim,

(f(xj))j∈J é uma sequência generalizada em F e f(x) 6∈ F . Além disso, desde que

f(X) é um conjunto compacto, a sequência generalizada (f(xj))j∈J possui subsequên-

cia generalizada (f(xj))j∈J ′ que converge a um ponto y ∈ f(X). Como F é fechado,

segue que y ∈ F . Desse modo, obtemos uma sequência generalizada (xj)j∈J ′ tal que

converge a x ∈ X, (f(xj))j∈J ′ converge a y ∈ Y e y 6= f(x), o que contradiz a hipótese

feita sobre f .

Portanto, f é cont́ınua.

Provemos a continuidade de α: Primeiro, note que α(X) é um subconjunto com-

pacto do conjunto f(X×Y ). Assim, pelo Lema 6.1.1, é suficiente mostrarmos que, para

toda sequência generalizada convergente (xj)j∈J → x em X, se (α(xj))j∈J converge a

r ∈ R então r = α(x). Assim, suponha (xj)j∈J → x em X e (α(xj))j∈J → r em R.

Para cada j ∈ J , existe yj ∈ Y tal que f(xj, yj) = α(xj), ou seja,

f(xj, z) ≤ f(xj, yj), para todo z ∈ Y. (6.1)

Uma vez que Y é compacto, a sequência generalizada (yj)j∈J possui subsequência

generalizada (yj)j∈J ′ → y em Y . Da continuidade de f , a sequência generalizada

(f(xj, yj))j∈J ′ converge a f(x, y) e, por hipótese, (f(xj, yj))j∈J ′ converge a r. Assim,

r = f(x, y). Por (6.1), juntamente com a continuidade de f , segue que

f(x, z) ≤ f(x, y), para todo z ∈ Y. (6.2)

Portanto, α(x) = f(x, y) = r, o que demonstra a continuidade de α.

Proposição 6.1.2. Seja X um espaço conexo e ϕ : X → X uma função cont́ınua.

Suponha K um subconjunto compacto e não vazio de X tal que ϕ(K) ⊂ K. Então,

para cada função cont́ınua g : X → R existe x ∈ X tal que g(x) = g(ϕ(x)).
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Demonstração: Seja g : X → R uma função cont́ınua arbitrária e considere a função

h : X → R definida por

h(x) = g(x)− g(ϕ(x)), para todo x ∈ X.

Como K é compacto, existem x0, x1 ∈ K tais que

g(x0) ≤ g(x) ≤ g(x1), para todo x ∈ K.

Como ϕ(K) ⊂ K, temos que ϕ(x0), ϕ(x1) ∈ K. Logo,

g(x0) ≤ g(ϕ(x0)) e g(ϕ(x1)) ≤ g(x1).

Segue que h(x0) ≤ 0 e h(x1) ≥ 0. Como X é conexo, existe x ∈ X tal que h(x) = 0 e,

portanto, g(x) = g(ϕ(x)).

Retornemos ao contexto do ińıcio da seção: X,Y são compactos, f : X × Y → R é

uma função real cont́ınua e α : X → Y é definida por

α(x) = max fx(Y ), para todo x ∈ X.

Vimos que α é uma função cont́ınua. Então, dada uma função cont́ınua ϕ : X → X,

se assumimos X conexo, pela Proposição 6.1.2, existe x ∈ X tal que α(x) = α(ϕ(x)).

Logo, existem y1, y2 ∈ Y tais que

f(x, y1) = f(ϕ(x), y2) e

f(x, y1) ≥ f(x, z) e f(ϕ(x), y2) ≥ f(ϕ(x), z), para todo z ∈ Y.

Em palavras, existe x ∈ X tal que as funções fx e fϕ(x) possuem o mesmo valor de

máximo. Questão mais dif́ıcil é saber se existe um ponto (x, y) ∈ X × Y tal que y

realiza ambos os valores de máximo de fx e fϕ(x). Isto é, existe (x, y) ∈ X × Y tal que

f(x, y) ≥ f(x, z) e f(ϕ(x), y) ≥ f(ϕ(x), z), para todo z ∈ Y ?

Essa questão pode ser formulada em termos de um problema de coincidência. De fato,

defina a aplicação de multivalores T : X ( Y por

T (x) = {y ∈ Y | f(x, y) = α(x)}, para todo x ∈ X.

Com T assim definida, temos que y ∈ Y realiza ambos os valores de máximo de fx e

fϕ(x) se, e somente se, y ∈ T (x) ∩ T (ϕ(x)). Veja que, pelo Exemplo 1.1.5, T é s.c.s..
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No artigo [4], C. Biasi e D. de Mattos desenvolveram a seguinte questão: Dados

X um espaço topológico, ϕ : X → X uma função cont́ınua e f : X → R2 uma

função cont́ınua tal que f(ϕ2(x)) = f(x), para todo x ∈ X, existe x0 ∈ X tal que

f(ϕ(x0)) = f(x0)? Eles provaram o seguinte:

Teorema 6.1.3 ([4], Theorem 1.1). Sejam X um espaço Hausdorff e A um subconjunto

compacto, conexo e localmente conexo por caminhos de X. Seja ϕ : X → X uma

função cont́ınua tal que ϕ(A) ⊂ A. Suponha id∗ − ϕ∗ : i∗(H1(A,Q)) → i∗(H1(A,Q))

sobrejetiva, onde i : A ↪→ X é a inclusão e id : X → X é a identidade. Então, para

toda função cont́ınua f : X → R2 ou existe um ponto x ∈ X tal que f(x) = f(ϕ(x))

ou existe um ponto x ∈ A tal que f(ϕ(x)) ∈ [f(ϕ2(x)), f(x)]. Em particular, se

f(ϕ2(x)) = f(x) para todo x ∈ A, existe um ponto x0 ∈ X tal que f(ϕ(x0)) = f(x0).

Infelizmente, as técnicas por eles usadas não puderam ser aplicadas para funções

f : X → Rn com n > 2.

Nós demonstraremos uma versão do Teorema 6.1.3 substituindo a função cont́ınua

f : X → R2 por uma aplicação de multivalores T : X ( R2 aćıclica com valores

compactos. Como consequência, obtemos situações onde a resposta para a questão

colocada no ińıcio do caṕıtulo é positiva.

6.2 Teoremas de Borsuk-Ulam para aplicações de mul-
tivalores

Dados p, q ∈ R2, denotamos por [p, q] o segmento fechado em R2 que une p e q.

Os próximos resultados são simplesmente as versões de [[4], Theorem 1.1] e [[4],

Corollary 2.10.] para a homologia de C̆ech. Aqui, o espaço A não precisa ser localmente

conexo por caminhos.

Proposição 6.2.1. Sejam X um espaço compacto e A um subconjunto compacto e

conexo de X. Seja ϕ : X → X uma função cont́ınua tal que ϕ(A) ⊂ A e suponha

id∗ − ϕ∗ : i∗(H̆1(A;Q)) → i∗(H̆1(A;Q)) sobrejetiva. Então, para toda função cont́ınua

f : X → R2, ou existe x ∈ X tal que f(ϕ(x)) = f(x) ou existe x ∈ A tal que



6.2 Teoremas de Borsuk-Ulam para aplicações de multivalores 87

f(ϕ(x)) ∈ [f(ϕ2(x)), f(x)]. Em particular, se f(ϕ2(x)) = f(x) para todo x ∈ A, existe

x0 ∈ X tal que f(ϕ(x0)) = f(x0).

Corolário 6.2.2. Sejam X um espaço compacto e A um subconjunto compacto e conexo

de X. Seja ϕ : X → X uma função cont́ınua tal que ϕ(A) ⊂ A e ϕ3 = idX . Se

id∗ − ϕ∗ : i∗(H̆1(A;Q)) → i∗(H̆1(A;Q)) é sobrejetiva, então para toda função cont́ınua

g : X → R existe x ∈ X tal que g(x) = g(ϕ(x)) = g(ϕ2(x)).

Exemplo 6.2.3. Seja n ≥ 2 e ω ∈ S1 uma 2n-ésima raiz da unidade, ω 6= 1. Considere

ϕ0 : S1 → S1 a rotação dada por ϕ0(z) = ωz, para todo z ∈ S1. Agora, considere S2

como sendo a suspensão S(S1) de S1. Definimos ϕ : S2 → S2 por

ϕ[(t, z)] = [(−t, ϕ0(z))], t ∈ [−1, 1], z ∈ S1,

onde [(t, z)] denota a classe de equivalência (t, z) em S(S1). Seja h : S1 → R2 uma

função cont́ınua arbitrária (por exemplo, a inclusão). Seja f0 : S1 → R2 definida

por f0(z) = h(zn), para todo z ∈ S1. Assim, f0(ϕ
2
0(z)) = f0(z), para todo z ∈ S1.

Finalmente, defina f : S2 → R2 por, para cada z ∈ S1,

f [(t, z)] = (t, 0) + (1− |t|)f0(z).

Com essa construção, temos f(ϕ2(x)) = f(x), para todo x ∈ S2, e ϕ não é involução.

Pelo Teorema 6.2.1 de C. Biasi e D. de Mattos, existe x0 ∈ S2 tal que f(ϕ(x0)) = f(x0).

6.2.1 Teoremas principais

Teorema 6.2.4. Sejam X compacto e A ⊂ X compacto e conexo. Seja ϕ : X →
X uma função cont́ınua tal que ϕ(A) ⊂ A. Suponha id∗ − ϕ∗ : i∗(H̆1(A;Q)) →
i∗(H̆1(A;Q)) sobrejetiva. Então, para toda aplicação de multivalores T : X ( R2

aćıclica e com valores compactos, ou existe x ∈ X tal que T (x) ∩ T (ϕ(x)) 6= ∅, ou

existem x ∈ A, u0 ∈ T (x), u1 ∈ T (ϕ(x)) e u2 ∈ T (ϕ2(x)) tais que u1 ∈ [u2, u0].

Demonstração: Seja T : X ( R2 uma aplicação de multivalores aćıclica e considere

o subconjunto X̃ de XN × T (X)N definido por

X̃ = {(x, ϕ(x), ϕ2(x), · · · , u0, u1, u2, · · · ) | x ∈ X, un ∈ T (ϕn(x)), n ∈ N}.

Temos que T (x) é um subconjunto compacto e aćıclico de R2, para cada x ∈ X. Pelo

Lema 1.1.7, T (X) é um subconjunto compacto de R2.
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Pelo teorema de Tychonoff, XN × T (X)N é compacto.

Mostraremos que o espaço X̃ é compacto. Para isso, basta mostrar que X̃ é fechado

em XN × T (X)N. Seja (x̃α)α∈J uma sequência generalizada em X̃, onde

x̃α = (xα, ϕ(xα), ϕ2(xα), . . . , uα0 , uα1 , uα2, . . .), uαi
∈ T (ϕi(xα)),

que converge a x̃ ∈ XN × T (X)N, onde

x̃ = (x0, x1, x2, . . . , y0, y1, y2, . . .).

Portanto, xα → x0 e ϕi(xα) → xi, para todo i ≥ 1. Como ϕ é cont́ınua, segue que

xi = ϕi(x0). Além disso, uαi
→ yi, para todo i ≥ 0. Como T é s.c.s. com valores

compactos, ϕi(xα) → ϕi(x0) e uαi
∈ T (ϕi(xα)), pela Proposição 1.1.2, segue que

yi ∈ T (ϕi(x0)), para todo i ≥ 0. Assim, x̃ ∈ X̃. Logo, X̃ é fechado em XN × T (X)N e,

portanto, X̃ é compacto.

Analogamente,

Ã = {(x, ϕ(x), ϕ2(x), · · · , u0, u1, u2, · · · ) | x ∈ A, un ∈ T (ϕn(x)), n ∈ N}

é um subconjunto compacto de X̃.

Considere a função Φ : X̃ → X̃ dada por

Φ(x, ϕ(x), ϕ2(x), · · · , u0, u1, u2, · · · ) = (ϕ(x), ϕ2(x), · · · , u1, u2, · · · ).

É claro que Φ(Ã) ⊂ Ã. Além disso, podemos provar que

id∗ − Φ∗ : j∗(H̆1(Ã;Q)) → j∗(H̆1(Ã;Q))

é sobrejetiva, onde j : Ã → X̃ é a função inclusão. De fato, seja s : X̃ → X dada por

s(x, ϕ(x), ϕ2(x), · · · , u0, u1, u2, · · · ) = x.

Então, s−1(x) é homeomorfo ao espaço aćıclico
∏∞

i=0 T (ϕi(x)), para cada x ∈ X.

Seque que s é uma função de Vietoris. Portanto, pelo Teorema de Begle-Vietoris,

s∗ : H̆∗(X̃,Q) → H̆∗(X,Q) é um isomorfismo. Note que ϕ ◦ s = s ◦ Φ. Então,

s∗(id∗ − Φ∗) = s∗ − s∗Φ∗ = s∗ − ϕ∗s∗ = (id∗ − ϕ∗)s∗.

Desde que (id∗ − ϕ∗) é sobrejetiva e s∗ é bijetiva, seque que s∗(id∗ −Φ∗) é sobrejetiva.

Ainda, desde que s∗ é bijetiva, segue que (id∗ − Φ∗) é sobrejetiva.

Finalmente, seja f : X̃ → R2 definida por

f(x, ϕ(x), ϕ2(x), · · · , u0, u1, u2, · · · ) = u0.
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Pela Proposição 6.2.1, ou existe x̃ = (x, ϕ(x), ϕ2(x), · · · , u0, u1, u2, · · · ) ∈ X̃ tal que

f(x̃) = f(Φ(x̃)),

ou existe x̃ = (x, ϕ(x), ϕ2(x), · · · , u0, u1, u2, · · · ) ∈ Ã tal que

f(Φ(x̃)) ∈ [f(Φ2(x̃)), f(x̃)].

Assim, ou T (x) ∩ T (ϕ(x)) 6= ∅ para algum x ∈ X, ou existem x ∈ A, u0 ∈ T (x),

u1 ∈ T (ϕ(x)) e u2 ∈ T (ϕ2(x)) tais que u1 ∈ [u2, u0].

Teorema 6.2.5. Sejam X um espaço compacto e ϕ : X → X uma função cont́ınua.

Seja A um subconjunto compacto e conexo de X tal que ϕ(A) ⊂ A e id∗ − ϕ∗ :

i∗(H̆1(A;Q)) → i∗(H̆1(A;Q)) é sobrejetiva. Então, para toda aplicação de multiva-

lores T : X ( R2 aćıclica e com valores compactos tal que T (x) ⊂ T (ϕ2(x)), para todo

x ∈ X, existe x0 ∈ X tal que T (x0) ∩ T (ϕ(x0)) 6= ∅.

Demonstração: Seja T : X ( R2 uma aplicação de multivalores aćıclica tal que,

para cada x ∈ X, T (x) ⊂ T (ϕ2(x)). Considere os conjuntos

X̃ = {(x, ϕ(x), u, v) | x ∈ X, u ∈ T (x), v ∈ T (ϕ(x))}

e

Ã = {(x, ϕ(x), u, v) | x ∈ A, u ∈ T (x), v ∈ T (ϕ(x))}.
Analogamente ao teorema anterior, os conjuntos X̃ e Ã são subconjuntos compactos

de X2 × T (X)2.

Considere a função Φ : X̃ → X̃ definida por

Φ(x, ϕ(x), u, v) = (ϕ(x), ϕ2(x), v, u).

A aplicação Φ é bem definida pois, para cada (x, ϕ(x), u, v) ∈ X̃, temos v ∈ T (ϕ(x)) e

u ∈ T (x) ⊂ T (ϕ2(x)). Além disso, Φ(Ã) ⊂ Ã.

Seja j : Ã → X̃ a inclusão. Então,

id∗ − Φ∗ : j∗(H̆1(Ã;Q)) → j∗(H̆1(Ã;Q))

é sobrejetiva. De fato, como no teorema anterior, a sobrejetividade segue do fato de

que ϕ ◦ s = s ◦Φ, onde s : X̃ → X é dada por s(x, ϕ(x), u, v) = x, a qual é uma função

de Vietoris.

Finalmente, defina f : X̃ → R2 por

f(x, ϕ(x), u, v) = u.
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Assim, f(Φ2(x, ϕ(x), u, v)) = f(x, ϕ(x), u, v), para todo (x, ϕ(x), u, v) ∈ X̃. Portanto,

pela Proposição 6.2.1, existe (x, ϕ(x), u, v) ∈ X̃ tal que

f(Φ(x, ϕ(x), u, v)) = f(x, ϕ(x), u, v).

Segue que u = v ∈ T (x) ∩ T (ϕ(x)).

Corolário 6.2.6. Sejam X um espaço compacto e ϕ : X → X uma involução livre.

Suponha A um subconjunto compacto e conexo de X tal que ϕ(A) ⊂ A e id∗ − ϕ∗ :

i∗(H̆1(A;Q)) → i∗(H̆1(A;Q)) é sobrejetiva. Então, para toda aplicação de multivalores

T : X ( R2 aćıclica e com valores compactos existe x ∈ X tal que T (x)∩T (ϕ(x)) 6= ∅.

Observação 6.2.7. No Corolário 6.2.6, quando X = A = S2 e ϕ é a função antipodal,

temos a versão clássica do teorema de Borsuk-Ulam para as aplicações de multivalores

no caso 2-dimensional.

Teorema 6.2.8. Sejam X compacto e A ⊂ X compacto e conexo. Seja ϕ : X → X

uma função cont́ınua tal que ϕ(A) ⊂ A e ϕ3 = idX . Suponha id∗−ϕ∗ : i∗(H̆1(A;Q)) →
i∗(H̆1(A;Q)) sobrejetiva. Então, para toda aplicação de multivalores G : X ( R
aćıclica e com valores compactos existe x ∈ X tal que G(x)∩G(ϕ(x))∩G(ϕ2(x)) 6= ∅.

Demonstração: Seja G : X ( R uma aplicação de multivalores aćıclica. Considere

os espaços

X̃ = {(x, ϕ(x), ϕ2(x), u, v, w) | x ∈ X, u ∈ G(x), v ∈ G(ϕ(x)), w ∈ G(ϕ2(x))}

e

Ã = {(x, ϕ(x), ϕ2(x), u, v, w) | x ∈ A, u ∈ G(x), v ∈ G(ϕ(x)), w ∈ G(ϕ2(x))}.

Seja s : X̃ → X a função dada por

s(x, ϕ(x), ϕ2(x), u, v, w) = x.

Como nas demonstrações anteriores, X̃ e Ã são espaços compactos e s é uma função

de Vietoris. Portanto, o homomorfismo induzido s∗ : H̆∗(X̃;Q) → H̆∗(X;Q) é um

isomorfismo. Seja Φ : X̃ → X̃ definida por

Φ(x, ϕ(x), ϕ2(x), u, v, w) = (ϕ(x), ϕ2(x), x, v, w, u).
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Note que Φ3 = idX̃ and s ◦ Φ = ϕ ◦ s. Seja j : Ã → X̃ a inclusão. Como nas

demonstrações anteriores, temos que

id∗ − Φ∗ : j∗(H̆1(Ã;Q)) → j∗(H̆1(Ã;Q))

é um homomorfismo sobrejetivo. Seja g : X̃ → R dada por

g(x, ϕ(x), ϕ2(x), u, v, w) = u.

Pelo Corolário 6.2.2, existe x̃ = (x, ϕ(x), ϕ2(x), u, v, w) ∈ X̃ tal que g(x) = g(Φ(x)) =

g(Φ2(x)). Assim, u = v = w. Segue que

G(x) ∩G(ϕ(x)) ∩G(ϕ2(x)) 6= ∅.

6.3 Aplicações

Em vista dos resultados da seção anterior, podemos formular o seguinte:

Proposição 6.3.1. Seja X um espaço compacto e ϕ : X → X uma função cont́ınua.

Suponha A ⊂ X compacto e conexo tal que ϕ(A) ⊂ A e id∗ − ϕ∗ : i∗(H̆1(A;Q)) →
i∗(H̆1(A;Q)) é sobrejetiva. Então, dada uma função cont́ınua f : X × Y → R, onde Y

é um subconjunto compacto e convexo de R2, tal que f(x, y) = f(ϕ2(x), y), para todo

(x, y) ∈ X × Y e fx : Y → R é quasecôncava para todo x ∈ X, existe (x, y) ∈ X × Y

tal que

f(x, y) ≥ f(x, z) e f(ϕ(x), y) ≥ f(ϕ(x), z),

para todo z ∈ Y .

Demonstração: Sejam Y ⊂ R2 compacto e convexo e f : X × Y → R como no

enunciado do teorema. Então, definimos a função α : X → Y por

α(x) = max fx(Y )

e a aplicação de multivalores T : X ( Y dada por

T (x) = {y ∈ Y | f(x, y) = α(x)}.

Então, T (x) é convexo para cada x ∈ X, seguindo que T é aćıclica. Além disso, desde

que f(x, y) = f(ϕ2(x), y) para todo (x, y) ∈ X × Y , temos que T (x) = T (ϕ2(x)), para
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todo x ∈ X. Logo, pelo Teorema 6.2.8, existe x ∈ X tal que T (x) ∩ T (ϕ(x)) 6= ∅.
Como já dissemos, todo (x, y) ∈ X × Y tal que y ∈ T (x) ∩ T (ϕ(x)) satisfaz

f(x, y) ≥ f(x, z) e f(ϕ(x), y) ≥ f(ϕ(x), z),

para todo z ∈ Y .

Exemplo 6.3.2. Seja Y ⊂ R2 compacto e convexo. Sejam g : S2 → R2 e ϕ2 : S2 → S2

funções cont́ınuas tais que g(ϕ2(x)) = g(x) para todo x ∈ S2 (veja o Exemplo 6.2.3).

Assim, f : S2 × Y → R definida por

f(x, y) = 〈g(x), y〉,

onde 〈 , 〉 denota o produto interno em R2, é uma função cont́ınua que satisfaz f(x, y) =

f(ϕ2(x), y) para todo (x, y) ∈ X×Y . Além disso, fx é quasecôncava para todo x ∈ S2.

Corolário 6.3.3. Seja Y ⊂ R2 compacto e convexo. Para cada função cont́ınua f :

S2 × Y → R tal que fx é quasicôncava existe (x, y) ∈ S2 × Y tal que

f(x, y) ≥ f(x, z) e f(−x, y) ≥ f(−x, z),

para todo z ∈ Y .

Observação 6.3.4. O Corolário 6.3.3 é ainda verdadeiro se Y é um subconjunto com-

pacto e convexo de Rn, n > 2. De fato, essa é uma consequência do teorema de

Borsuk-Ulam para aplicações de multivalores aćıclicas no caso n-dimensional.

A hipótese de quaseconcavidade sobre f na Proposição 6.3.1 é essencial, como

mostra o próximo exemplo.

Exemplo 6.3.5. Seja f : S2 ×D2 → R definida por

f(x, y) = 2x1y
2
1 − x2y

2
2 + x3y1,

onde x = (x1, x2, x3) ∈ S2 e y = (y1, y2) ∈ D2. Então, não existe ponto (x, y) ∈ S2×D2

tal que

f(x, y) ≥ f(x, z) e f(−x, y) ≥ f(−x, z),
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para todo z ∈ D2. De fato, para T : S2 → D2 dada por

T (x) = {y ∈ D2 | f(x, y) = max fx(D
2)},

não existe x ∈ S2 tal que T (x) ∩ T (−x) 6= ∅.

Finalizamos com o seguinte:

Proposição 6.3.6. Sejam X compacto e A ⊂ X compacto e conexo. Seja ϕ : X → X

uma função cont́ınua tal que ϕ(A) ⊂ A e ϕ3 = idX . Suponha id∗−ϕ∗ : i∗(H̆1(A;Q)) →
i∗(H̆1(A;Q)) sobrejetiva. Então, para toda função cont́ınua f : X × J → R, onde

J é um intervalo compacto de R, tal que fx é quasecôncava para todo x ∈ X, existe

(x0, t0) ∈ X × J tal que

f(x0, t0) ≥ f(x0, t), f(ϕ(x0), t0) ≥ f(ϕ(x0), t) e

f(ϕ2(x0), t0) ≥ f(ϕ2(x0), t),

para todo t ∈ J .

Demonstração: Como feito anteriormente, defina a função α : X → J por

α(x) = max fx(J)

e a aplicação de multivalores G : X ( J por

G(x) = {t ∈ J | f(x, t) = α(x)}.

Assim definida, G é uma aplicação de multivalores aćıclica e, pelo Teorema 6.2.8, existe

x0 ∈ X tal que G(x0)∩G(ϕ(x0))∩G(ϕ2(x0)) 6= ∅. Agora, todo t0 ∈ G(x0)∩G(ϕ(x0))∩
G(ϕ2(x0)) satisfaz

f(x0, t0) ≥ f(x0, t), f(ϕ(x0), t0) ≥ f(ϕ(x0), t) e

f(ϕ2(x0), t0) ≥ f(ϕ2(x0), t),

para todo t ∈ J .
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