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Resumo

Antes da publicação do trabalho “An ideal-valued cohomological index theory with appli-
cations to Borsuk-Ulam and Bourgin-Yang theorems"de Fadell e Husseini [20], haviam
sido apenas considerados índices numéricos de G -espaços, nos casos G = Z2 e G um
grupo finito. No entanto, tais índices numéricos são obviamente insuficientes no caso de
grupos mais complexos, como por exemplo a 1-esfera S1. Neste contexto, Fadell e Hus-
seini introduziram o chamado Indice cohomológico de valor ideal: a cada G -espaço X
paracompacto, eles associaram um ideal IndG (X ;K) do anel de cohomología Ȟ ∗(BG ;K),
onde a cohomologia de Čech Ȟ ∗ é considerada com coeficientes em um corpoK e BG é
o espaço classificante do grupo G . Além disso, Fadell e Husseini associaram a este ideal
o Índice cohomológico de valor numérico, o qual é definido como sendo a dimensão
do K-espaço vetorial obtido do quociente entre o anel Ȟ ∗(BG ;K) e o ideal IndG (X ;K).
O objetivo principal deste trabalho é apresentar um estudo detalhado deste índice e
utilizá-lo no estudo dos resultados sobre grau de aplicações G -equivariantes provados
por Hara em “The degree of equivariant maps"[24].

Palavras chaves: G -espaços, aplicações G -equivariante, espaços classificantes, G -índice,
cohomologia de Čech.





Abstract

Before the appearance of the paper “An ideal-valued cohomological index theory with
applications to Borsuk-Ulam and Bourgin-Yang theorems"of Fadell and Husseini [20],
had been considered numerical indices of G -spaces, when G =Z2 and when G is a finite
group. However, such numerical indices are obviously insufficient in the case of groups
more complexes, for example, G =S1. In this context Fadell and Husseini, introduced the
called valued-ideal cohomological index: to every paracompact G -space X they associ-
ated an ideal IndG (X ,K) of the cohomology ring Ȟ ∗(BG ;K), where the Čech cohomology
Ȟ ∗ is considered with coefficients in a fieldK and BG is the classifying space of the group
G . Moreover, they associated to this ideal the numerical valued cohomological index, that
is, the dimension ofK-vector space obtained by the quotient between the ring Ȟ ∗(BG ;K)
and the ideal IndG (X ,K). The main objective of this work is to present a detailed study
of this index and use such index on the study of results on degree of equivariant maps
proved by Hara in his paper “The degree of equivariant maps"[24].

keywords: G -spaces, G -equivariant maps, classifying spaces, G -índex, Čech cohomology.
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Notações

Vamos estabelecer a nossa terminologia e convenções de notação

∼= isomorfismo algébrico/ bijeção/ homotopia
≈ homeomorfismo
U , V coberturas abertas de um espaço topológico
⊕

soma direta
∐

união disjunta
lim
→

limite direto

Ȟ ∗ cohomologia de Čech
G grupo topológico | compacto de Lie
G x órbita de x
X/G espaço de órbitas
BG espaços classificantes
qX aplicação classificante
e elemento neutro
(E , p , B ,G ,G ) G -fibrado principal
XG espaço de Borel
fG aplicação de Borel
à produto cup
R anel comutativo com identidade
K corpo
IndG G -índice de Fadell e Husseini de valor ideal
|IndG | G -índice de Fadell e Husseini de valor numérico
ker f kernel do homomorfismo f
deg f grau de uma aplicação
ı ,  , ` inclusões

iii
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Introdução

Dado um grupo topológico G atuando sobre espaços topológicos X e Y , uma aplicação
f : X → Y é G -equivariante se g · f (x ) = f (g · x ), para todo x ∈ X e para todo g ∈ G .
Um problema relevante em topologia é estabelecer a existência ou a não existência de
aplicações G -equivariantes entre G -espaços e, quando possível, determinar o grau de
tais aplicações.

Uma maneira eficaz de se abordar tais problemas é através da chamada teoria de G -
índice. Possivelmente, C.T. Yang [54] foi o primeiro a definir umZ2-índice (co)homológico
de forma explícita, para espaços com ação livre de Z2. Tal índice, o qual está conectado
com o conceito de gênus, possui diversas aplicações em diferentes áreas da matemática.
Para ações livres de grupos finitos arbitrários, tanto os índices homológicos, como os
geométricos, foram primeiramente introduzidos por Shvarts [47],[48] e Conner-Floyd
[15],[16]. Posteriormente, para o estudo dos espaços com ação de um grupo compacto
de Lie, tornou-se necessária a definição de índices mais gerais, particularmente em apli-
cações a equações diferenciais não lineares, bifurcações e pontos críticos de aplicações
G -equivariantes. Muitos autores têm dedicado seus estudos às definições e aplicações
dos índices de tais G -espaços.

No sentido de se obter novas técnicas para a análise de aplicações G - equivariantes,
E. Fadell and S. Husseini, em [20] e [21], desenvolveram uma teoria de índice coho-
mológico denominada teoria de índice de valor ideal.

Anteriormente à publicação dos trabalhos de Fadell e Husseini, haviam sido con-
siderados apenas índices numéricos, os quais associam a cada G -espaço, um número
inteiro positivo (ou o símbolo ∞), com o objetivo de analisar a existência ou não de
aplicações G -equivariantes. Tais resultados, muitas vezes conduzem a consequências
importantes. Por exemplo, o teorema clássico de Borsuk-Ulam, o qual afirma que toda
aplicação contínua de uma esfera n-dimensional no espaço euclidiano Rn colapsa pelo
menos um par de pontos antípodas, é equivalente à afirmação de que não existe uma
aplicação Z2-equivariante Sn →Sn−1, onde Z2 atua livremente sobre as esferas, via uma
involução Z2-equivariante.

No caso de grupos com anéis de cohomología suficientemente simples (por exemplo,
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álgebras polinomiais de uma variável), é conveniente utilizar índices numéricos. No en-
tanto, invariantes numéricos são insuficientes no caso de grupos mais complexos, como
por exemplo o toro e o p-toro. Neste contexto, Fadell e Husseini [20] introduziram o
chamado Índice de valor ideal: associando a cada G -espaço X , um ideal I nd G X do anel
de cohomología Λ = H ∗(BG ), onde H ∗ é uma apropriada teoria de cohomologia, com
coeficientes em um corpo K e BG é o espaço classificante do grupo G . O ideal I nd G X
é considerado como sendo o kernel do homomorfismo entre as cohomologias equivari-
antes induzidas pela aplicação de X em um espaço contendo apenas um ponto. É fácil
mostrar que, se existe uma aplicação G -equivariante de X em Y , então I nd G Y ⊂ I nd G X .

A teoria de índice também está relacionada com a teoria de grau de uma aplicação
G -equivariante. Em topologia algébrica, o grau é um invariante numérico que descreve
uma aplicação contínua f : M → N entre duas variedades compactas, conexas, orien-
tadas e de mesma dimensão. Intuitivamente, o grau representa o número de vezes que a
variedade M “envolve-se"na variedade N , sob a aplicação f . O grau de uma aplicação é
sempre um número inteiro e foi definido pela primeira vez por Brouwer [9], que mostrou
que o grau é um invariante por homotopia. Tal fato foi usado para provar o teorema do
ponto fixo de Brouwer. Mais precisamente,

Definição Dada uma aplicação contínua f : M → N entre duas variedades orientadas
compactas, conexas, sem bordo e de mesma dimensão n , com geradores [M ] e [N ] de
H n (M ;Z) e H n (N ;Z), respectivamente, o grau de f é definido como sendo o inteiro deg f
tal que

f ∗([N ]) = (deg f )[M ].

O objetivo principal deste trabalho é apresentar um estudo detalhado da teoria de G -
índice desenvolvida por Fadell e Husseini em [20] e [21], a qual é uma poderosa ferra-
menta com aplicações em diversas áreas da matemática. Aqui, nos restringiremos às
aplicações no estudo do grau de funções G -equivariantes. Mais especificamente, apre-
sentaremos uma descrição detalhada do seguinte resultado provado por Y.Hara em [24].

Teorema 4.4.4 [24, Theorem 1.1] Sejam G um grupo compacto de Lie e M , N G -variedades
compactas, conexas e sem bordo de dimensão finita n , que admitem uma G -ação livre.
Então,

(1) Se IndG
n−dimG (N ,Z2) = IndG

n−dimG (M ;Z2) 6= H n−dimG (BG ;Z2), então para toda apli-
cação G -equivariante f : M →N , temos que

f ∗ : H n (N ;Z2)→H n (M ;Z2)

é um isomorfismo. Além disso, se M e N são orientáveis, então para toda aplicação G -
equivariante f : M →N , o grau de f é ímpar.

(2) Se IndG
n−dimG (N ,Z2) 6= IndG

n−dimG (M ;Z2) = H n−dimG (BG ;Z2), então para toda apli-
cação G -equivariante f : M →N , temos que

f ∗ : H n (N ;Z2)→H n (M ;Z2)

é o homorfismo trivial. Além disso, se M e N são orientáveis, então para toda aplicação
G -equivariante f : M →N , o grau de f é par.
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J.Jaworowski em [32] provou um resultado similar ao teorema de Hara. Em suas
demonstrações, ambos utilizaram como ferramenta a cohomologia especial de Smith
para Zp -espaços livres.

Gonçalves, Pergher, Jaworowski e Volovikov em [18] mostraram a existência de um
homomorfismo transfer τX : H i (X ; R) → H i (X/G ; R) para G -espaços livres, com G um
grupo finito. Tal homomorfismo possui a propriedade de ser sobrejetor, quando o G -
espaço for um CW- complexo de dimensão finita. Usando este resultado, apresentamos
uma demonstração alternativa do teorema provado por Hara[24] e Jaworowski [32], a
qual simplifica consideravelmente a prova apresentada por eles.
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1
Cohomologia de Čech

Este capítulo introduz a Teoria de cohomologia de Čech, a qual será usada, no Capítulo
3, para definir a cohomologia G -equivariante de Borel. A idéia básica dessa construção
é associar a um par de espaços topológicos (X , A), pares simpliciais (KU , LU ), onde U
é uma cobertura aberta de X . Os R-módulos de cohomologia de Čech do par (X , A)
são definidos então, como sendo o limite direto dos R-módulos de cohomologia sim-
plicial relativos Hq (KU , LU ; R), onde R é um anel comutativo com identidade. Para a
construção da cohomologia de Čech apresentamos inicialmente, na Seção 1.1, uma des-
crição do conceito de limite direto de R-módulos. Na Subseção 1.1.2, é introduzido o
conceito de limite direto de espaços topológicos, que será usado na construção de Mil-
nor, descrita no Capítulo 2. Na Seção 1.2 apresentamos os R-módulos de cohomologia
simplicial relativos, a partir dos quais a cohomologia de Čech é definida, na Seção 1.3.
As referências básicas para este capítulo são o artigo Čech cohomology theory and the
axioms de C.H.Dowker [14] e [53].

1.1 Limite direto

DEFINIÇÃO 1.1.1. Seja (Λ,≤) um conjunto pré-ordenado. 1 Dizemos que (Λ,≤) é um con-
junto dirigido se, para cada par de pontos α1 e α2 ∈ Λ, existe α3 ∈ Λ tal que α1 ≤ α3 e
α2 ≤α3.

OBSERVAÇÃO 1.1.2. Alguns autores consideram na Definição 1.1.1 a relação≤ como sendo
uma relação de ordem parcial 2.

DEFINIÇÃO 1.1.3. Seja (Λ,≤) um conjunto dirigido. Um sistema direto

{Xα, f βα,Λ}

1Uma relação binária ≤ sobre um conjunto Λ é chamada uma pré-ordem se ≤ for reflexiva e transitiva.
Um conjunto Λ munido de uma pré-ordem é chamado um conjunto pré-ordenado e será denotado por
(Λ,≤).

2Seja (Λ,≤) um conjunto pré-ordenado. Se ≤ satisfaz a propriedade adicional: a ≤ b e b ≤ a ⇒ a = b
(antisimétrica), então Λ é chamado um conjunto parcialmente ordenado.



2 Cohomologia de Čech

em uma categoria C, consiste de uma família de objetos {Xα}α∈Λ em C indexados no
conjunto dirigido Λ e uma família de morfismos de C

{ f βα : Xβ →Xα, para cada α≤β},

satisfazendo as seguintes condições

(i) f αα = IdXα : Xα→Xα.

(ii) f γα = f γβ ◦ f βα : Xα→Xγ, se α≤β ≤ γ.

1.1.1 Limite direto de R-módulos

Sejam R um anel comutativo com identidade 1R e

{Mα, f βα,Λ}

um sistema direto de R-módulos, ou seja, {Mα}α∈Λ é um familia de R-módulos indexada
em um conjunto dirigido Λ e

{ f βα : Mα→Mβ ; para cada α≤β}

é uma familia de R-homomorfismos satisfazendo as condições (i) e (ii) da Definição
1.1.3. Consideremos a soma direta dos R-módulos Mα:

⊕

α∈ΛMα e observemos que seus
elementos podem ser escritos de maneira única como uma soma finita mα1+mα2+ · · ·+
mαn , onde cada mαi ∈Mαi e i = 1, . . . , n (Vide [28, Pg.22]). Seja S o seguinte subconjunto
de
⊕

α∈ΛMα,

S = {mα− f βα(mα);α,β ∈Λ, com β ≤α}, (1.1)

onde f βα : Mα → Mβ , para cada α ≤ β e consideremos o submódulo 〈S〉 de
⊕

α∈ΛMα

gerado por S.

DEFINIÇÃO 1.1.4. Definimos o limite direto do sistema direto {Mα, f βα,Λ} de R-módulos
como sendo o R-módulo quociente:

lim
→
α∈Λ

Mα =
⊕

α∈ΛMα

〈S〉
.

OBSERVAÇÃO 1.1.5. Seja {Mα, f βα,Λ} um sistema direto de R-módulos. Se

m ∈ lim
→
α∈Λ

Mα,

então m possui um representante em
⊕

α∈ΛMα, o qual é exatamente um elemento mα ∈
Mα, para algum α∈Λ, ou seja, m =mα+ 〈S〉, para algum α∈Λ (Vide [53, Pg.242]).

OBSERVAÇÃO 1.1.6. Observemos que se mα ∈
⊕

α∈ΛMα é tal que mα ∈ 〈S〉, então existe
β ∈Λ, com α≤β tal que f βα(mα) = 0 (Vide [53, Pg.242]).



1.1 Limite direto 3

DEFINIÇÃO 1.1.7. Sejam {Mα, f βα,Λ} e {Nα′ , g β ′α′ ,Λ′} dois sistemas diretos de R-módulos,
indexados pelos conjuntos dirigidos Λ e Λ′, respectivamente. Seja φ : Λ→ Λ′ uma apli-
cação preservando a relação de ordem. Um sistema direto de R-homomorfismos é uma
família de R-homomorfismos { fα : Mα → Nφ(α);α ∈ Λ}, tal que o seguinte diagrama é
comutativo

Mα
fα //

f βα

��

Nα′

g β ′α′

��
Mβ

fβ // Nβ ′

(1.2)

onde α′ =φ(α)≤φ(β ) =β ′, para todo α≤β .

OBSERVAÇÃO 1.1.8. A familia { fα}α∈Λ induz um R-homomorfismo

⊕ fα :⊕α∈ΛMα→⊕α′∈Λ′Nα′

definido por (⊕ fα)(mα1 + · · ·+mαn ) = fα1 (mα1 )+ · · ·+ fαn (mαn ).

Observemos que o elemento mα − f βα(mα) é levado por esta aplicação no elemento
fα(mα)− fβ ( f βα(mα)) = fα(mα)− g β ′α′ ( fα(mα)), onde a última igualdade segue da co-
mutatividade do diagrama 1.2.

Assim, os elementos de 〈S〉 em
⊕

α∈ΛMα são levados por ⊕ fα em elementos do submó-
dulo correspondente 〈S′〉 de

⊕

α′∈Λ′ Nα′ e, portanto, ⊕ fα induz um homomorfismo entre
os R-módulos quocientes

f = lim
→
α∈Λ

fα : lim
→
α∈Λ

Mα→ lim
→
α′∈Λ′

Nα′ , onde






lim
→
α∈Λ

fα






(mα+ 〈S〉) = fα(mα)+ 〈S′〉. (1.3)

DEFINIÇÃO 1.1.9. O homomorfismo f = lim
→

fα definido em 1.3 é chamado o limite direto

dos R-homomorfismos fα.

OBSERVAÇÃO 1.1.10. Observemos da Definição 1.1.7 que o limite direto dos R-homomorfismos
fα é determinado também pela aplicação φ :Λ→Λ′, a qual preserva a relação de ordem
entre os conjuntos dirigidos Λ e Λ′.

OBSERVAÇÃO 1.1.11. Sejam {Mα, f αβ ,Λ}, {Nα′ , g α′β ′ ,Λ′} e {Pα′′ , hα′′β ′′ ,Λ′′} sistemas diretos,
φ :Λ→Λ′ eψ :Λ′→Λ′′ aplicações preservando as respectivas relações de ordem. Dados
os sistemas diretos de R-homomorfismos

{ fα : Mα→Nφ(α); α∈Λ} e {gα′ : Nα′→ Pψ(α′); α
′ ∈Λ′},
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ondeφ(α) =α′ eψ(α′) =α′′, temos que a composiçãoψ◦φ :Λ→Λ′′ é uma aplicação que
preserva ordem e, desde que pela Definição 1.1.7, cada quadrado no seguinte diagrama
é comutativo,

Mα
fα //

f βα

��

Nα′

g β ′α′

��

gα′ // Pα′′

hβ ′′α′′

��
Mβ

fβ // Nβ ′
gβ ′ // Pβ ′′

(1.4)

segue que o diagrama a seguir também é comutativo

Mα
gα′◦ fα //

f βα

��

Pα′′

hβ ′′α′′

��
Mβ

gβ ′◦ fβ // Pβ ′′ .

(1.5)

Portanto, a família de R-homomorfismos {gα′ ◦ fα : Mα → Pα′′} é um sistema direto de
R-homomorfismos. Além disso, se mα+ 〈S〉 ∈ lim

→
α∈Λ

Mα, temos






lim
→
α′∈Λ′

gα′












lim
→
α∈Λ

fα






(mα+ 〈S〉) = lim

→
α′∈Λ′

gα′
�

fα(mα)+ 〈S′〉
�

= gα′ ◦ fα(mα)+ 〈S′′〉

=






lim
→
α∈Λ

gα′ ◦ fα






(mα+ 〈S〉) .

Portanto, lim
→
α∈Λ

gα′ ◦ fα =






lim
→
α′∈Λ′

gα′












lim
→
α∈Λ

fα






.

DEFINIÇÃO 1.1.12. Seja Λ um conjunto dirigido. Um subconjunto Λ0 de Λ é chamado
cofinal em Λ se, para cada α∈Λ, existe β ∈Λ0 com α≤β .

OBSERVAÇÃO 1.1.13. Seja Λ um conjunto dirigido. Se Λ0 ⊂ Λ for cofinal em Λ, então Λ0 é
um conjunto dirigido pela relação de ordem de Λ. De fato, dados α1α2 ∈ Λ0 ⊂ Λ, desde
que Λ é um conjunto dirigido, existe α3 ∈ Λ tal que α1 ≤ α3 e α2 ≤ α3. Além disso, como
Λ0 é cofinal em Λ, para este α3 ∈ Λ, existe β ∈ Λ0 tal que α1 ≤ α3 ≤ β e α2 ≤ α3 ≤ β .
Portanto, Λ0 é um conjunto dirigido.

PROPOSIÇÃO 1.1.14. Sejam {Mα, f βα,Λ} um sistema direto de R-módulos indexado pelo
conjunto dirigido Λ e Λ0 ⊂Λ cofinal em Λ. Então,

lim
→
α∈Λ0

Mα
∼= lim
→
α∈Λ

Mα (1.6)
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Demonstração: Dado o sistema direto de R-módulos {Mα, f βα,Λ}, indexado pelo con-
junto dirigido Λ, desde que Λ0 é cofinal em Λ, temos da Observação 1.1.13 que
{Mα, f αβ ,Λ0} é um sistema direto de R-módulos. Consideremos a inclusão φ : Λ0 ,→ Λ,
a qual é uma aplicação que preserva a relação de ordem. Assim, temos que a família de
R-homomorfismos

{Id= fα : Mα→Mφ(α) : α∈Λ0}

é um sistema direto de R-homomorfismos. Seja

f = lim
→
α∈Λ0

fα : lim
→
α∈Λ0

Mα→ lim
→
α∈Λ

Mα

o limite direto dos R-homomorfismos fα e mostremos que f é um isomorfismo. Dada
uma classe lateral

mα+ 〈S〉 ∈ lim
→
α∈Λ

Mα,

para algum α ∈ Λ, segue da cofinalidade de Λ0 que existe β ∈ Λ0 tal que α ≤ β . Seja
f βα(mα) =mβ , então mβ + 〈S0〉 ∈ lim

→
α∈Λ0

Mα e

( lim
→
α∈Λ0

fα)(mβ + 〈S0〉) = fβ (mβ )+ 〈S〉

= mβ + 〈S〉
= mβ +[mα− f βα(mα)]+ 〈S〉
= mβ +[mα−mβ ]+ 〈S〉
= mα+ 〈S〉,

desde que, por 1.1, mα− f βα(mα)∈ 〈S〉. Portanto, lim
→
α∈Λ0

fα é sobrejetora.

Seja mα+ 〈S0〉 ∈ lim
→
α∈Λ0

Mα tal que mα+ 〈S0〉 pertence ao núcleo de f . Assim,

( lim
→
α∈Λ0

fα)(mα+ 〈S0〉) = fα(mα)+ 〈S〉=mα+ 〈S〉= 〈S〉,

o que implica que mα ∈ 〈S〉. Segue da Observação 1.1.6 que f βα(mα) = 0, para algum
β ∈ Λ, com α ≤ β . Pela cofinalidade de Λ0, para este β ∈ Λ, existe γ ∈ Λ0 tal que β ≤ γ.
Então,

f γα(mα) = f γβ ◦ f βα(mα) = 0, com α≤β ≤ γ.

Logo, mα =mα − f γα(mα), onde α,γ ∈ Λ0 são tais que α ≤ γ, o que implica de 1.1, que
mα ∈ 〈S0〉, ou seja, mα+ 〈S0〉= 〈S0〉. Portanto, f é injetora.
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1.1.2 Limite direto de espaços topológicos

DEFINIÇÃO 1.1.15. Sejam Λ um conjunto dirigido e {Xα;α ∈ Λ} uma família de espaços
topológicos indexada por Λ. Dada uma família de funções contínuas

{ f βα : Xα→Xβ , para cada par de índices α,β ∈Λ tais que α≤β}

satisfazendo as condições (i) e (ii) da Definição 1.1.3, então {Xα, f βα,Λ} é chamado um
sistema direto de espaços topológicos .

DEFINIÇÃO 1.1.16. Seja {Xα;α ∈ Λ} uma família de espaços topológicos indexada em um
conjunto de índices arbitrário Λ. Para cada α∈Λ, seja

X ∗α = {(x ,α);x ∈Xα}=Xα×{α},

o qual é homeomorfo a Xα. Observemos que X ∗α ∩X ∗β = ;, se α 6= β , ou seja, o conjunto
{X ∗α; α ∈ Λ} é uma família de espaços topológicos dois a dois disjuntos. Definimos uma
topologia sobre

X =
⋃

α∈Λ
X ∗α

como segue: U ⊂ X é aberto em X se, e somente se, U ∩X ∗α for aberto em X ∗α, para cada
α ∈ Λ. X munido desta topologia é chamado a união disjunta, (ou união livre ou ainda
soma topológica ) dos espaços Xα e será denotado por

∑

α∈Λ
Xα.

DEFINIÇÃO 1.1.17. Sejam {Xα, f βα,Λ} um sistema direto de espaços topológicos. Defini-
mos sobre

∑

α∈ΛXα a seguinte relação de equivalência: dados xα ∈Xα e xβ ∈Xβ , então

xα ∼ xβ ⇔ ∃γ∈Λ, com α≤ γ e β ≤ γ tal que f γα(xα) = f γβ (xβ ).

O limite direto do sistema direto {Xα, f βα,Λ}, o qual será denotado por

lim
→
α∈Λ

Xα ou X∞,

é definido como sendo o espaço quociente

lim
→
α∈Λ

Xα =

∑

α∈ΛXα
∼

= {[xα] : xα ∈Xα}

PROPOSIÇÃO 1.1.18. Seja {Xα, f βα,Λ} um sistema direto de espaços topológicos. Supo-
nhamos que para cada α,β ∈ Λ tais que α ≤ β , as aplicações contínuas f βα : Xα ,→ Xβ
sejam inclusões. Então,

lim
→
α∈Λ

Xα
def=

∑

α∈ΛXα
∼

=
∑

α∈Λ
Xα
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Demonstração: Sejam xα,xβ ∈
∑

α∈ΛXα tais que xα ∼ xβ . Então, existe γ ∈ Λ com α ≤ γ
e β ≤ γ tal que xα = f γα(xα) = f γβ (xβ ) = xβ , desde que as aplicações f γα : Xα ,→ Xγ e
f γβ : Xβ ,→ Xγ são inclusões. Portanto, [xα] = {xα}, para todo xα ∈

∑

α∈ΛXα. Segue o
resultado.

OBSERVAÇÃO 1.1.19. Seja {Xα, f βα,Λ} um sistema direto de espaços topológicos nas mes-
mas hipóteses da Proposição 1.1.18. Se cada Xα for um espaço compacto Hausdorff,
então,

lim
→
α∈Λ

Xα =
∑

α∈Λ
Xα

é paracompacto 3, desde que que a união disjunta de espaços pacompactos é um espaço
paracompacto (Vide [27, 9 DUP, Pg.495]).

EXEMPLO 1.1.20. Dado o sistema direto {Sn , ı ,Z+}, onde ı : Sn ,→ Sm , é a inclusão, para
n ≤m , segue da Proposição 1.1.18 que

S∞ = lim
→

n∈Z+
Sn =

⋃

n∈Z+
Sn .

1.2 Cohomologia simplicial

Esta seção introduz a construção dos R-módulos de cohomologia simplicial relativos, os
quais satisfazem os Axiomas de Eilenberg-Steenrod. Para essa construção, usamos como
referências [43] e [49].

1.2.1 A categoria dos pares simpliciais

Inicialmente, apresentamos as noções básicas sobre a categoria dos pares simpliciais e
das aplicações de pares simpliciais, necessárias para o desenvolvimento deste trabalho.

DEFINIÇÃO 1.2.1. Um complexo simplicial abstrato K é um par (V,S) onde V é um con-
junto e S é uma coleção de subconjuntos finitos e não vazios de V satisfazendo as seguin-
tes condições:

(i) Se v ∈V , então {v } ∈S.

(ii) Se τ⊂σ ∈S e se τ 6= ;, então τ∈S.

Os elementos de v ∈ V são chamados vértices e os elementos σ ∈ S são chamados sim-
plexos. Com essa terminologia, a condição (i ) afirma que qualquer conjunto consistindo
de exatamente um vértice é um simplexo e a condição (i i ) diz que qualquer subconjunto
não vazio de um simplexo é um simplexo. Um q-simplexo é um elemento de S com q+1
vértices. Se σ ∈ S for um q-simplexo, dizemos que dim (σ) = q . Se τ ⊂ σ, τ é chamado
uma face de σ, se τ 6=σ, τ é chamada uma face própria de σ e se τ for um p -simplexo,
ele é chamado uma p -face de σ. Se σ for um q-simplexo, então σ é a única q-face de σ
e τ⊂σ é uma face própria deσ se, e somente se, dimτ<q .

3Vide Definição A.3.5
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OBSERVAÇÃO 1.2.2. Seja K um complexo simplicial abstrato. Observemos que qualquer
simplexo σ ∈ K possui um número finito de faces e, desde que, toda face de uma face
de σ é ela própria uma face de σ, os simplexos de K são parcialmente ordenados pela
relação: τ ⊂ σ, se τ for uma face de σ. Segue da condição (i) da Definição 1.2.1 que
existe uma correspondência bijetora entre os 0-simplexos de K e os vértices de K . E, da
condição (ii), temos que qualquer simplexo é determinado por suas 0-faces. Portanto, K
pode ser considerado como sendo igual ao conjunto de seus simplexos e identificamos
um vértice de K com o 0-simplexo correspondente a ele.

EXEMPLO 1.2.3. Existe um complexo simplicial, cujo conjunto de vértices é V = Z e cujo
conjunto de simplexos é

S = {{n}; n ∈Z}∪ {{n , n +1}; n ∈Z}.

Nesse caso, para cada n ∈ Z, K contém os 0-simplexos {n} e os 1-simplexos
{n , n +1}.

DEFINIÇÃO 1.2.4. Um subcomplexo L de um complexo simplicial K , o qual será denotado
por L ⊂ K , é um subconjunto de K (ou seja, σ ∈ L ⇒ σ ∈ K ) que é ele próprio um
complexo simplicial.

EXEMPLO 1.2.5. Dado um complexo simplicial K , o seu q-dimensional esqueleto K (q ) é
definido como sendo o subcomplexo consistindo de todos os p -simplexos de K , para
p ≤q .

OBSERVAÇÃO 1.2.6. Um subconjunto L de K é um subcomplexo de K se, e somente se,
dado qualquer simplexo τ em K que é uma face de um simplexo de L, ou seja, τ ⊂ σ,
para algumσ ∈ L, então τ é um simplexo de L.

DEFINIÇÃO 1.2.7. Se K for um complexo simplicial, sua dimensão, denotada por dimK , é
definida como sendo −1, se K for vazio e é igual a n , se K contém um n-simplexo, mas
não contém nenhum (n +1)-simplexo. Se K contém n-simplexos, para todo n ≥ 0, dize-
mos que dimK é infinita e, nesse caso, K é chamado um complexo simplicial infinito-
dimensional. Assim, dimK = sup{dimσ;σ ∈ K}. Dizemos que K é finito se ele contém
apenas um número finito de simplexos.

OBSERVAÇÃO 1.2.8. Se K for um complexo simplicial finito, então temos que
dim K <∞. Entretanto, se dimK <∞, K não é necessariamente finito. O Exemplo 1.2.3,
mostra um complexo simplicial infinito-dimensional K tal que dimK = 1.

DEFINIÇÃO 1.2.9. Dados dois complexos simpliciais abstratos K1 e K2, uma aplicação
simplicial ϕ : K1 → K2 é uma função ϕ do conjunto de vértices de K1 no conjunto de
vértices de K2 com a seguinte propriedade: para qualquer simplexoσ= {v0, . . . , vq } ∈ K1,
sua imagem ϕ(σ) = {ϕ(v0), . . . ,ϕ(vq )} é um simplexo de K2. Especificamente, uma apli-
cação simplicialϕ : K1→ K2 é da formaϕ({v0, . . . , vq }) = {ϕ0(v0), . . . ,ϕ0(vq )}, para alguma

aplicação ϕ0 : K (0)1 → K (0)2 , chamada aplicação vértice de ϕ, onde K (0)1 e K (0)2 denotam os
0-esqueletos de K1 e K2, respectivamente.
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OBSERVAÇÃO 1.2.10. Para qualquer complexo simplicial abstrato K , existe uma aplicação
simplicial identidade I d K : K → K , a qual corresponde a uma aplicação vértice identi-
dade. Se L ⊂ K , existe uma inclusão natural ı : L ,→ K , a qual é um aplicação simplicial.
Dadas aplicações simpliciais

K1
ϕ
→ K2

ψ
→ K3

então a composição ψ ◦ϕ : K1 → K3 é uma aplicação simplicial, a qual corresponde a
uma aplicação vértice composição.

DEFINIÇÃO 1.2.11. Um par simplicial é um par (K , L), onde K é um complexo simplicial
abstrato e L é um subcomplexo de K . Uma aplicação de pares simpliciais ϕ : (K1, L 1)→
(K2, L 2) é uma aplicação simplicial ϕ : K1 → K2 tal que ϕ(L 1) ⊂ L 2, ou seja, ϕ leva cada
simplexo de L 1 em um simplexo de L 2.

Existe uma categoria, cujos objetos são pares simpliciais (K , L) e cujos morfismos são
aplicações de pares simpliciais ϕ : (K1, L 1)→ (K2, L 2).

1.2.2 Os R-módulos de cohomologia simplicial relativos

Nesta seção, apresentamos um breve resumo sobre a construção dos R-módulos de co-
homologia simplicial relativos, onde R é um anel comutativo com identidade.

DEFINIÇÃO 1.2.12. Sejam K um complexo simplicial abstrato. Um q-simplexo orientado
de K é um q-simplexo σ ∈ K junto com uma classe de equivalência, determinada pelas
ordenações dos vértices de σ. Dadas duas ordenações vi 0 < . . .< vi q e v j0 < . . .< v jq dos
vértices deσ, existe uma permutação P do conjunto {0, . . . ,q} tal que P(i k ) = jk , para k =
0, . . . ,q . Definimos uma relação de equivalência sobre o conjunto de todas as ordenações
dos vértices deσ da seguinte forma: duas ordenações são equivalentes se, e somente se,
elas diferem por uma permutação par dos vértices de σ. Uma escolha de uma classe
de equivalência de ordenações dos vértices de σ é chamada uma orientação para σ. Se
v0, . . . , vq são vértices de σ, então [v0, v1, . . . , vq ] denotará o q-simplexo orientado de K
consistindo do simplexo σ junto com a classe de equivalência da ordenação v0 < v1 <

. . .< vq de seus vértices.

EXEMPLO 1.2.13. Seja K um complexo simplicial abstrato. Se q < 0, não existem q-
simplexos orientados. Para todo vértice v de K , existe um único 0-simplexo orientado
[v ] e, para todo q-simplexo de K , com q ≥ 1, correspondem exatamente dois simplexos
q-orientados. Assim, se σ for um 0-simplexo, existe uma única orientação para σ. Uma
orientação de um 1-simplexo é apenas uma escolha dos vértices inicial e final, a qual
pode ser indicada esquematicamente, desenhando-se uma seta ao longo do simplexo.
Uma orientação de um 2-simplexo é uma escolha de um sentido preferencial de rotação,
a qual pode ser indicada por uma “seta circular"e, assim, sucessivamente.

DEFINIÇÃO 1.2.14. Dado um complexo simplicial abstrato K , seja Cq (K ; R) o
R-módulo livre cuja base são os q-simplexos orientados de K , chamado o R-módulo de
q-cadeias simpliciais de K . Observemos que Cq (K ; R) = {0}, para q < 0 ou q > dimK e,
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para todo q ≥ 0, Cq (K ; R) é o R-módulo livre cujo rank é igual ao número de q-simplexos
orientados de K .
Para cada q ≥ 1, definimos um operador bordo ∂q sobre um q-simplexo orientado pela
fórmula:

∂q [σ] = ∂q [v0, v1, . . . , vq ] =
q
∑

m=0

(−1)m [v0, v1, . . . ,Óvm , . . . , vq ],

onde [v0, v1, . . . ,Óvm , . . . , vq ] denota o (q − 1)-simplexo obtido omitindo-se o vértice vm .
Então, ∂q se estende por R-linearidade a um único homomorfismo

∂q : Cq (K ; R)→Cq−1(K ; R)

definido pela fórmula

∂q

 

l
∑

i=1

ri [σi ]

!

=
l
∑

i=1

ri ∂q [σi ] =
l
∑

i=1

ri

 

q
∑

m=0

(−1)m [v i
0 , v i

1 , . . . ,Óv i
m , . . . v i

q ]

!

Para q ≤ 0, definimos ∂q : Cq (K ; R)→Cq−1(K ; R) como sendo o homomorfismo trivial.

OBSERVAÇÃO 1.2.15. O operador bordo ∂q , dado na Definição 1.2.14, satisfaz ∂q−1 ◦ ∂q = 0
(Vide [43, pg.30, Lema 5.3]). Portanto, existe um complexo de cadeias

C (K ; R) : · · · // Cq+1(K ; R)
∂q+1 // Cq (K ; R)

∂q // Cq−1(K ; R)
∂q−1 // · · ·

chamado complexo de cadeias orientado de K .

DEFINIÇÃO 1.2.16. Dado um par simplicial (K , L), então Cq (L; R) é naturalmente um sub-
módulo de Cq (K ; R) e o R-módulo quociente

Cq (K , L) =
Cq (K ; R)
Cq (L; R)

é um R-módulo livre, chamado o R-módulo de q-cadeias simpliciais relativo de K mó-
dulo L, o qual que tem como base todos os elementos da forma

σi +Cq (L; R),

ondeσi é um q-simplexo orientado de K que não está em L. Temos que

∂q : Cq (K ; R)→Cq−1(K ; R)

satisfaz ∂q (Cq (L; R))⊂Cq−1(L; R). Assim, ∂q : Cq (L; R)→Cq−1(L; R) é a restrição do opera-
dor bordo. Logo, ∂q induz um R-homomorfismo

Cq (K , L)→Cq−1(K , L),
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chamado operador bordo relativo, o qual também será denotado por ∂q e satisfaz
∂q−1 ◦ ∂q = 0. Dessa forma, obtemos um complexo de cadeias

C∗(K , L; R) : · · · //
Cq+1(K ; R)
Cq+1(L; R)

∂q+1 //
Cq (K ; R)
Cq (L; R)

∂q // · · ·

· · · // Cq+1(K , L; R)
∂q+1 // Cq (K , L; R)

∂q // · · ·

Definimos o q-ésimo R-módulo de q-cocadeias simpliciais relativo pela equação

C q (K , L; R) =Hom(Cq (K , L); R) =Hom

�

Cq (K )
Cq (L)

; R

�

.

O operador cobordo relativo δq : C q (K , L; R) → C q+1(K , L; R) é definido como sendo
o dual do operador bordo relativo ∂q : Cq (K , L)→ Cq−1(K , L) e, desde que satisfaz δq ◦
δq−1 = 0, obtemos um complexo de cocadeias,

C ∗(K , L; R) : · · · // C q−1(K , L; R) δ
q−1 // C q (K , L; R) δq // C q+1(K , L; R) δq+1 // · · ·

O q-ésimo R-módulo de cohomologia orientado do par simplicial (K , L), com coefi-
cientes em R , também chamado R-módulo de cohomologia simplicial e denotado por
Hq (K , L; R) é definido como sendo

Hq (K , L; R) =
kerδq

Imδq (1.7)

OBSERVAÇÃO 1.2.17. Dada uma aplicação simplicial de pares

f : (K , L)→ (K1, L 1),

então para q ≥ 0, f induz um R-homomorfismo f ∗ : Hq (K1, L 1; R)→Hq (K , L; R). H ∗(K , L; R)
e portanto Hq é um funtor contravariante da categoria dos pares simpliciais na categoria
dos R-módulos, o qual satisfaz os Axiomas de Eilenberg-Steenrod (Vide [43, Pg.265]).

1.3 Os R-módulos de cohomologia de Čech relativos

Nesta seção, apresentamos a construção dos R-módulos de cohomologia de Čech rela-
tivos. A idéia básica dessa construção é associar a um par de espaços topológicos (X , A),
pares simpliciais (KU , LU ). Os R-módulos de cohomologia de Čech do par (X , A) serão
definidos como sendo o limite direto dos R-módulos Hq (KU , LU ; R). A referência básica
para esta seção é o artigo Čech cohomology theory and the axioms de C.H.Dowker [14].

1.3.1 O nervo de uma cobertura

DEFINIÇÃO 1.3.1. Seja (X , A) um par de espaços topológicos. Uma cobertura aberta do
par (X , A), a qual será denotada por (U ,U |A ), é uma coleçãoU de subconjuntos abertos
de X cuja reunião é X , juntamente com uma subcoleçãoU |A deU , cuja reunião contém
A. Denotaremos por Λ(X , A) a coleção de todas as coberturas abertas do par (X , A).
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DEFINIÇÃO 1.3.2. Uma cobertura aberta (V ,V |A ) em Λ(X , A) é chamada um refinamento
aberto de (U ,U |A ), se todo conjunto aberto de V está contido em algum conjunto
aberto deU e, se além disso, todo conjunto aberto de V |A está contido em algum con-
junto aberto deU |A .

DEFINIÇÃO 1.3.3. Definimos sobre Λ(X , A) a seguinte relação de ordem:

(U ,U |A )≤ (V ,V |A )⇔ (V ,V |A ) é um refinamento de (U ,U |A ).

LEMA 1.3.4. (Λ(X , A),≤) é um conjunto dirigido.

Demonstração: Para qualquer cobertura aberta (U ,U |A ) emΛ(X , A), temos que (U ,U |A )≤
(U ,U |A ). Além disso, se

(U ,U |A )≤ (V ,V |A ) e (V ,V |A )≤ (W ,W|A ),

dado W ∈ W , existe V ∈ V com W ⊂ V . Para este V , existe U ∈ U tal que W ⊂ V ⊂U .
Logo, todo aberto deW está contido em algum aberto deU . Analogamente, mostra-se
que todo conjunto aberto deW|A está contido em algum aberto deU |A . Portanto,

(U ,U |A )≤ (W ,W|A )

e, segue que, (Λ(X , A),≤) é um conjunto pré-ordenado. Para mostrarmos que (Λ(X , A),≤)
é um conjunto dirigido, sejam (U ,U |A ) e (V ,V |A ) duas coberturas abertas em (Λ(X , A) e
consideremos

W = {U ∩V ;U ∈U e V ∈V }
W |A = {U |A ∩V |A ;U |A ∈U |A e V |A ∈V |A}.

Então, dado W ∈ W existem U ∈ U e V ∈ V tais que W =U ∩V ⊂U e W =U ∩V ⊂ V .
Analogamente, mostra-se que todo aberto deW|A está contido em algum aberto deU |A
e em algum aberto de V |A . Assim,

(U ,U |A )≤ (W ,W|A ) e (V ,V |A )≤ (W ,W|A ),

ou seja, (W ,W|A ) refina (U ,U |A ) e (V ,V |A ).

OBSERVAÇÃO 1.3.5. Para simplificar a notação, de agora em diante, denotaremos uma
cobertura (U ,U |A ) do par (X , A) simplesmente por U , ou seja, U = (U ,U |A ). Assim,
a relação ≤ definida sobre Λ(X , A) será representada da seguinte forma

U = (U ,U |A )≤V = (V ,V |A )⇔ V refina U . (1.8)

A cada cobertura abertaU = (U ,U |A ) de um par (X , A), podemos associar um par sim-
plicial (KU , LU ), de tal forma que os vértices de KU são os conjuntos abertos dessa
cobertura; um simplexo de KU é qualquer coleção finita de conjuntos abertos de U ,
cuja intersecção é não vazia. Um simplexo de LU é qualquer coleção finita de conjuntos
abertos deU |A cuja intersecção encontra A . Mais precisamente, temos a seguinte
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DEFINIÇÃO 1.3.6. Dada uma cobertura abertaU = (U ,U |A ) do par (X , A), seja KU o com-
plexo simplicial cujos vértices são os conjuntos abertos U ∈ U . Se σ é um simplexo de
KU , entãoσ= [U0,U1, . . . ,Uq ] é tal que

U0 ∩U1 ∩ . . .∩Uq 6= ;.

Além disso, LU denotará o subcomplexo de KU consistindo de todos os simplexos τ =
[U0,U1, . . . ,Un ] tais que

U0 ∩U1 ∩ . . .∩Un ∩A 6= ;.

O par simplicial (KU , LU ) é chamado o nervo da cobertura U = (U ,U |A ) e será deno-
tado porN (U ,U |A ) =N (U ). Para todo q ≥ 0, os R-módulos de cohomologia simplicial

Hq (KU , LU ; R)

do par simplicial (KU , LU ) também são denotados por

Hq (N (U ); R).

DEFINIÇÃO 1.3.7. Sejam U = (U ,U |A ) e V = (V ,V |A ) duas coberturas abertas do par
(X , A) tais queU ≤ V , ou seja, V refinaU . Assim, para cada V ∈ V , podemos escolher
U ∈U tal que V ⊂U . Analogamente, para cada V |A ∈V |A , podemos escolher U |A ∈U |A
tal que V |A ⊂U |A . Definimos uma aplicação, chamada aplicação projeção , da seguinte
forma

f VU : (KV , LV ) → (KU , LU )

V 7→ f VU (V ) =U , com V ⊂U (1.9)

LEMA 1.3.8. A aplicação projeção f VU : (KV , LV )→ (KU , LU ) é uma aplicação simplicial.

Demonstração: Observemos inicialmente que f VU leva vértices de KV em vértices de
KU . Além disso, dado um simplexoσ= [V0, . . . , Vq ]∈ KV , temos

; 6=V0 ∩ . . .∩Vq ⊂U0 ∩ . . .∩Uq = f VU (V0)∩ . . .∩ f VU (Vq )

e, deste modo, f VU (σ) = [ f VU (V0), . . . , f VU (Vq )] é um simplexo em KU .

Mais ainda, dado um simplexo τ = [V0, . . . , Vn ] ∈ LV , então cada Vi ∈ V |A e, deste modo,
f VU (Vi )∈U |A , para todo i = 0, . . . , n . Assim, temos que

; 6=V0 ∩ . . .∩Vq ∩A ⊂U0 ∩ . . .∩Un ∩A = f VU (V0)∩ . . .∩ f VU (Vn )∩A

e, portanto, f VU (τ) = [ f VU (V0), . . . , f VU (Vq )] é um simplexo em LU .

OBSERVAÇÃO 1.3.9. A aplicação projeção f VU : (KV , LV )→ (KU , LU )não é necessariamente
única, desde que dado um aberto V ∈V , f VU (V ) depende de uma escolha para o aberto
U ∈ U satisfazendo a condição V ⊂U . Entretanto, para cada q ≥ 0, o homomorfismo
induzido em cohomologia simplicial

( f VU )∗ : Hq (KU , LU ; R)→Hq (KV , LV ; R) (1.10)

é independente da escolha para f VU , como mostra o lema a seguir.
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LEMA 1.3.10. [14, Pg. 182] Sejam f VU , g VU : (KV , LV )→ (KU , LU ) aplicações projeções
obtidas a partir de escolhas distintas. Então, os homomorfismos induzidos em cohomolo-
gia simplicial coincidem, ou seja, para cada q ≥ 0,

( f VU )∗ = (g VU )∗ : Hq (KU , LU ; R)→Hq (KV , LV ; R).

Obtemos assim uma coleção de homomorfismos

{( f VU )∗ : Hq (KU , LU ; R)→Hq (KV , LV ; R), para cada U ≤V } (1.11)

e, dessa forma, podemos considerar a seguinte

PROPOSIÇÃO 1.3.11. Seja Λ(X , A) a coleção de todas as coberturas abertas do par (X , A).
Então, para cada q ≥ 0, a coleção

{Hq (KU , LU ; R), ( f VU )∗,Λ(X , A)}

é um sistema direto.

Demonstração: Dada uma aplicação projeção f UU : (KU , LU )→ (KU , LU ), então f UU

induz o homomorfismo identidade

( f UU )∗ = Id : Hq (KU , LU ; R)→Hq (KU , LU ; R).

SeU , V eW são coberturas abertas do par (X , A) tais queU ≤V ≤W e se

f VU : (KV , LV )→ (KU , LU ) e f WV : (KW , LW )→ (KV , LV )

são aplicações projeções, então a composição

f VU ◦ f WV : (KW , LW )→ (KU , LU )

é uma aplicação projeção, desde que dado W ∈W , existe V = f WV (W ) ∈ V tal que W ⊂
V . Para este V ∈V , existe U = f VU (V ) ∈U , com V ⊂U , logo existe U = f VU ◦ f WV (W ),
com W ⊂U .
Como f WU : (KW , LW )→ (KU , LU ) é também uma aplicação projeção, segue do Lema
1.3.10 e do fato da cohomologia simplicial ser um funtor contravariante que

( f WU )∗ = ( f VU ◦ f WV )∗ = ( f WV )∗ ◦ ( f VU )∗ : Hq (KU , LU )→Hq (KW , LW ).

Portanto, para cada q ≥ 0, a coleção {Hq (KU , LU ; R), ( f VU )∗,Λ(X , A)} é um sistema di-
reto.

DEFINIÇÃO 1.3.12. O q-ésimo R-módulo de cohomologia de Čech do par (X , A), denotado
por Ȟq (X , A; R), é definido como sendo o limite direto do sistema direto

{Hq (KU , LU ; R), ( f VU )∗,Λ(X , A)}

(Vide Definição 1.1.4), ou seja, para cada q ≥ 0:

Ȟq (X , A; R) = lim
→

U∈Λ(X ,A)

Hq (KU , LU ; R). (1.12)
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1.3.2 O Homomorfismo induzido em Cohomologia de Čech

Para cada aplicação de pares f : (X , A)→ (Y , B ), nosso objetivo é construir um sistema
direto de R-homomorfismos, (Vide Definição 1.1.7) associado a f , o qual induz um R-
homomorfismo entre os R-módulos de cohomologia de Čech. Para isto, sejam Λ(Y , B )
e Λ(X , A) os conjuntos dirigidos formados pelas coleções de todas as coberturas abertas
dos pares (Y , B ) e (X , A), respectivamente. Dados os sistemas diretos de R-módulos

{Hq (KUY , LUY ; R), ( f VYUY )∗,Λ(Y , B )}

{Hq (KUX , LUX ; R), ( f VXUX )∗,Λ(X , A)}

seja φ : Λ(Y , B )→ Λ(X , A) definida por φ(UY ) =φ(UY ,UY |B ) = (UX ,UX |A ) =UX onde as
coleções são definidos da seguinte forma:

UX = { f −1(U ) : U ∈UY } UX |A = { f −1(U |B ) : U |B ∈UY |B }. (1.13)

LEMA 1.3.13. A aplicaçãoφ :Λ(Y , B )→Λ(X , A) definida em (1.13) preserva ordem.

Demonstração: Desde que f (A) ⊂ B , então φ está bem definida. Agora sejamUY ,VY ∈
Λ(Y , B ) tais que UY ≤ VY , ou seja, VY refina UY e mostremos que φ(UY ) =UX ≤ VX =
φ(VY ). Dado um aberto VX ∈VX , então VX = f −1(VY ), para algum VY ∈VY . ComoVY refina
UY , existe um aberto UY ∈UY tal que VY ⊂UY . Assim,

VX = f −1(VY )⊂ f −1(UY ),

e existe UX = f −1(UY ) ∈UX tal que VX ⊂UX . Portanto,UX ≤VX . Analogamente, mostra-
se queUX |A ≤VX |A .

Dadas duas coberturas abertas UY ∈ Λ(Y , B ) e UX ∈ Λ(X , A) tais que UX = φ(UY ), con-
sideremos os nervos associados a estas coberturas,

(Kφ(UY ), Lφ(UY )) e (KUY , LUY ).

Seja UX ∈ UX = φ(UY ) um vértice no complexo simplicial KUX = Kφ(UY ). Então, UX =
f −1(UY ), para algum UY ∈UY , ou seja, UY é um vértice em KUY . Analogamente, se UX |A
é um vértice em LUX = Lφ(UY ), segue que UX |A = f −1(UY |B ), para algum vértice UY |B
em LUY . Observemos que o aberto UX não é necessariamente único, desde que dois
conjuntos abertos em UY podem possuir a mesma imagem inversa pela aplicação f .
Contudo, fixamos uma escolha para UX e definimos a aplicação

fUY : (Kφ(UY ), Lφ(UY )) → (KUY , LUY ), onde φ(UY ) =UX (1.14)

UX 7→UY , com UX = f −1(UY )

a qual leva os vértices UX = f −1(UY ) de Kφ(UY ) sobre os vértices UY de KUY . Mostremos
que fUY assim definida é uma aplicação simplicial. Com efeito, sejaσ= [U 0

X , . . . ,U
p
X ] um

simplexo em KUX = Kφ(UY ). Desde que

; 6=U 0
X ∩ . . .∩U

p
X = f −1(U 0

Y )∩ . . .∩ f −1(U p
Y ) = f −1(U 0

Y ∩ · · · ∩U
p
Y ),
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isso implica que U 0
Y ∩ · · · ∩U

p
Y 6= ;. Portanto,

fUY (σ) = fUY ([U
0
X , . . . ,U

p
X ]) = [U

0
Y , · · · ,U p

Y ]

é um simplexo de KUY . Mais ainda, dado um simplexo τ= [U 0
X , . . . ,U n

X ] ∈ LUX = Lφ(UY ),
então cada U i

X ∈ UX |A e, como f (A) ⊂ B , deste modo, fUY (U
i
X ) =U i

Y ∈ UY |B , para todo
i = 0, . . . , n . Assim, temos que

; 6=U 0
X ∩ . . .∩U n

X ∩A ⊂ f −1(U 0
Y )∩ . . .∩ f −1(U n

Y )∩ f −1(B )

= f −1(U 0
Y ∩ · · · ∩U n

Y ∩ B )

isso implica que U 0
Y ∩ · · · ∩U n

Y ∩ B 6= ;. Portanto,

fUY (τ) = fUY ([U
0
X , . . . ,U n

X ]) = [U
0
Y , · · · ,U n

Y ]

é um simplexo de LUY .

OBSERVAÇÃO 1.3.14. A aplicação fUY : (Kφ(UY ), Lφ(UY ))→ (KUY , LUY ), onde φ(UY ) =UX ,
definida em (1.14), não é necessariamente única, desde que dado um aberto UX ∈ UX ,
fUY (UX ) depende de uma escolha para o aberto UY ∈UY satisfazendo a condição UX =
f −1(UY ). Entretanto, para cada q ≥ 0, o homomorfismo induzido em cohomologia sim-
plicial

( fUY )
∗ : Hq (KUY , LUY ; R)→Hq (Kφ(UY ), Lφ(UY ); R); φ(UY ) =UX (1.15)

é independente da escolha para fUY , como mostra o lema a seguir.

LEMA 1.3.15. [14, Pg. 283] Sejam fUY , gUY : (Kφ(UY ), Lφ(UY ))→ (KUY , LUY ) aplicações obti-
das a partir de escolhas distintas. Então, os homomorfismos induzidos em cohomologia
simplicial coincidem, ou seja, para cada q ≥ 0,

( fUY )
∗ = (gUY )

∗ : Hq (KUY , LUY ; R)→Hq (Kφ(UY ), Lφ(UY ); R).

Obtemos assim, uma coleção de R-homomorfismos

{( fUY )
∗ : Hq (KUY , LUY ; R)→Hq (Kφ(UY ), Lφ(UY ); R),UY ∈Λ(Y , B )}

e, dessa forma, podemos considerar a seguinte

PROPOSIÇÃO 1.3.16. Dada uma aplicação de pares f : (X , A)→ (Y , B ), consideremos os sis-
temas diretos de R-módulos:

{Hq (KUY , LUY ; R), ( f VYUY )∗,Λ(Y , B )},

{Hq (KUX , LUX ; R), ( f VXUX )∗,Λ(X , A)},

com UX = φ(UY ) ≤ φ(VY ) = VX , para cada UY ≤ VY (Vide Lema 1.3.13), onde
φ : Λ(Y , B )→ Λ(X , A) é a aplicação definida em (1.13), a qual preserva ordem. Então, a
familia de R-homomorfismos

{( fUY )
∗ : Hq (KUY , LUY ; R)→Hq (Kφ(UY ), Lφ(UY ); R), UY ∈Λ(Y , B )},

é um sistema direto de R-homomorfismos.
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Demonstração: Consideremos o seguinte diagrama

(KVX , LVX )
fVY //

f VXUX

��

(KVY , LVY )

f VYUY

��
(KUX , LUX )

fUY // (KUY , LUY )

(1.16)

ondeUX = φ(UY ) ≤ φ(VY ) = VX , para cadaUY ≤ VY em Λ(Y , B ). Dado um aberto VX ∈
VX = φ(VY ), então VX = f −1(VY ), para algum VY ∈ VY . Como VY refina UY , existe um
aberto UY ∈UY tal que VY ⊂UY . Assim,

VX = f −1(VY )⊂ f −1(UY ),

e existe UX = f −1(UY ) ∈ UX tal que VX ⊂UX . Então, segue das Definições (1.9) e (1.14)
que

( f VYUY ◦ fVY )(VX ) = f VYUY ( fVY (VX ))

= f VYUY (VY )

= UY

= fUY (UX )

= fUY ( f
VXUX (VX ))

= ( fUY ◦ f VXUX )(VX ).

Deste modo, segue que o diagrama (1.16) é comutativo. Assim, temos que

( fVY )
∗ ◦ ( f VYUY )∗ = ( f VYUY ◦ fVY )

∗

= ( fUY ◦ f VXUX )∗

= ( f VXUX )∗ ◦ ( fUY )
∗.

e, portanto, o correspondente diagrama em cohomologia

Hq (KUY , LUY ; R)
( fUY )

∗
//

( f VYUY )∗

��

Hq (KUX , LUX ; R)

( f VXUX )∗

��
Hq (KVY , LVY ; R)

( fVY )
∗

// Hq (KVX , LVX ; R)

(1.17)

é comutativo. Portanto, a familia de R-homomorfismos dada é um sistema direto de
R-homomorfismos.

DEFINIÇÃO 1.3.17. Seja f : (X , A)→ (Y , B )uma aplicação de pares. Definimos o homomor-
fismo induzido em cohomologia de Čech, o qual será denotado por f̌ ∗, como sendo o
limite direto do sistema direto de R-homomorfismos

{( fUY )
∗ : Hq (KUY , LUY ; R)→Hq (Kφ(UY ), Lφ(UY ); R),UY ∈Λ(Y , B )},

ou seja, para cada q ≥ 0:

f̌ ∗ = lim
→

UY ∈Λ(Y ,B )

( fUY )
∗ : Ȟq (Y , B ; R)→ Ȟq (X , A; R) (1.18)
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1.3.3 Os Axiomas de Eilenberg-Steenrod

Denotemos por Top2 a categoria dos pares topológicos junto com as aplicações con-
tínuas de pares e por R-mod a categoria que tem como objetos os R-módulos e como
morfismos os R-homomorfismos.

TEOREMA 1.3.18. Para todo q ≥ 0, a função

Ȟq : Top2→R-mod (1.19)

que associa a cada par de espaços (X , A), o R-módulo de cohomologia de Čech

Ȟq (X , A; R)

e a cada aplicação continua de pares f : (X , A)→ (Y , B ) associa o homomorfismo induzido
em cohomologia de Čech

f̌ ∗ : Ȟq (Y , B ; R)→ Ȟq (X , A; R)

é um funtor contravariante, chamado q-funtor Cohomologia de Čech.

Demonstração: [1] Seja Id : (X , A) → (X , A) a aplicação identidade. Então, para cada
cobertura abertaUX ∈Λ(X , A), a aplicação simplicial fUX = Id(KUX ,LUX ) é a aplicação iden-
tidade e, portanto, induz o homomorfismo identidade ( fUX )∗ na cohomologia simplicial
e, deste modo,

f̌ ∗ = ( ˇI d )∗ : Ȟq (X , A; R)→ Ȟq (X , A; R).

[2] Sejam f : (X , A)→ (Y , B ), g : (Y , B )→ (Z ,C ) aplicações de pares. Para cada cobertura
abertaUZ ∈Λ(Z ,C ), sejaUY = g −1(UZ ),UX = f −1(UY ). Consideremos

fUY : (KUX , LUX )→ (KUY , LUY ) , gUZ : (KUY , LUY )→ (KUZ , LUZ )

(g ◦ f )UZ : (KUX , LUX )→ (KUZ , LUZ )

as aplicações simpliciais. Se UX é um vértice de KUX , então fUY (UX ) é um vértice VY de
KUY tal que UX = f −1(VY ) e gUZ (VY ) é um vértice WZ de KUZ tal que VY = g −1(WZ ). Assim,
gUZ ◦ fUY leva o vértice UX no vértice WZ e UX = (g ◦ f )−1(WZ ). Segue do Lema 1.3.15 e
do fato da cohomologia simplicial ser um função contravariante que

((g ◦ f )UZ )
∗ = (gUZ ◦ fUY )

∗ = ( fUY )
∗ ◦ (gUZ )

∗

e, portanto, usando a Observação 1.1.11 temos que

ˇ(g ◦ f )
∗
= lim

→
UZ∈Λ(Z ,C )

((g ◦ f )UZ )
∗

= lim
→

UZ∈Λ(Z ,C )

[( fUY )
∗ ◦ (gUZ )

∗]

=






lim
→

UY ∈Λ(Y ,B )

( fUY )
∗












lim
→

UZ∈Λ(Z ,C )

(gUZ )
∗







= f̌ ∗ ◦ ǧ ∗,
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o que implica que Ȟq é um funtor contravariante.

C.H. Dowker mostrou em [14, pgs. 285-292], que a Teoria de Cohomologia de Čech satis-
faz os axiomas de Eilenberg-Steenrod. Em resumo, a Teoria de Cohomologia de Čech é
a coleção dos q-funtores cohomologia de Čech {Ȟq } que satisfaz os seguintes axiomas:

1. (INVARIÂNCIA HOMOTÓPICA) Se f 1, f 2 : (X , A)→ (Y , B ) são aplicações homotópicas,
então f̌ ∗1 = f̌ ∗2 .

2. (EXATIDÃO) Dados os pares (X , A) e (A, B ), existe um R-homomorfismo

δ : Ȟq (A, B ; R)→ Ȟq+1(X , A; R)

que comuta com os homomorfismos induzidos em cohomologia de Čech e a se-
quência longa

· · · δ // Ȟq+1(X , A; R)
̌ ∗ // Ȟq+1(X , B ; R)

ı̌ ∗ // Ȟq+1(A, B ; R)
δ //

é exata, onde ı : (A, B )→ (X , B ),  : (X , B )→ (X , A) são as inclusões.

3. (EXCISÃO) Se (X , A) é um par e B é um subconjunto de X tal que B ⊂ Int(A), então,
para todo q ≥ 0, o homomorfismo

ı̌ ∗ : Ȟq (X , A; R)→ Ȟq (X − B , A − B ; R)

induzido da inclusão é um isomorfismo.

4. (DIMENSÃO) Se X = {x0} consiste de um apenas ponto, então

Ȟq ({x0}; R) =

¨

R , q = 0
0, q > 0 .

Segue da validade dos Axiomas de Eilenberg-Steenrod , como acontece no caso da co-
homologia singular, que existe a sequência de Mayer-Vietoris na cohomologia de Čech,
dada a seguir:

PROPOSIÇÃO 1.3.19. [49, Corolario 9, pag. 239] Se {(X1, A1), (X2, A2)} for um par excisivo 4

de (X , A) = (X1 ∪X2, A1 ∪A2), então a seguinte sequência longa

· · · → Ȟq (X , A; R)
ζ
→Ȟq (X1, A1; R)⊕ Ȟq (X2, A2; R)

η
→Ȟq (X1 ∩X2, A1 ∩A2; R)→ ·· ·

é exata, onde ζ = (ǐ ∗1,−ǐ ∗2), η = ˇ̀∗
1 + ˇ̀∗

2 com i 1 : (X1, A1) → (X , A), i 2 : (X2, A2) → (X , A),
`1 : (X1 ∩X2, A1 ∩A2)→ (X1, A1) e `2 : (X1 ∩X2, A1 ∩A2)→ (X2, A2).

4Vide [49, Pag. 188]
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DEFINIÇÃO 1.3.20. Dizemos que o par (U , V ) é um par de vizinhanças do par (X , A) se U
for uma vizinhança de X e se V for uma vizinhança de A. Se U e V forem vizinhanças
fechadas em um espaço topológico Y , dizemos que (U , V ) é um par de vizinhanças
fechadas.

SejaN a família de pares de vizinhanças fechadas {(U , V )} do par (X , A) com a seguninte
relação de ordem dada pelas inclusões, ou seja,

(U , V )≤ (U ′, V ′)⇔U ′ ⊂U e V ′ ⊂V. (1.20)

Temos queN conjunto é um dirigido. Com efeito, para todo (U , V )∈N ,

(U , V )≤ (U , V )

pois U ⊂U e V ⊂ V . Dados (U , V ) ≤ (U ′, V ′) ≤ (U ′′, V ′′), então temos as inclusões V ′′ ⊂
V ′ ⊂ V e U ′′ ⊂ U ′ ⊂ U , o que implica que V ′′ ⊂ V e U ′′ ⊂ U , logo, (U , V ) ≤ (U ′′, V ′′).
Finalmente, dados (U , V ), (U ′, V ′) pares de vizinhanças fechadas de (X , A), temos que
U ∩U ′ é uma vizinhança fechada que está contida em U e U ′ e, analogamente V ∩V ′ é
uma vizinhança fechada que está contida em V e V ′ e, portanto,

(U , V )≤ (U ∩U ′, V ∩V ′) (U ′, V ′)≤ (U ∩U ′, V ∩V ′)

ou seja N é um conjunto dirigido. Usando as propriedades da cohomologia de Čech,
temos que a família

{Ȟq (U , V ), ı̌ ∗,N }

onde ı̌ ∗ : Ȟq (U ′, V ′; R)→ Ȟq (U , V ; R) é a induzida em cohomologia de Čech da inclusão
ı : (U ′, V ′)→ (U , V ), é um sistema direto. Deste modo, temos o seguinte

TEOREMA 1.3.21. [53, Teo. 6-16 pag 227 e Teo. 7.10 pag. 250]
(TEOREMA DA CONTINUIDADE) Seja (X , A) um par de espaços, onde A é fechado em X e X é
um subconjunto fechado de um espaço normal Y . Então, existe um isomorfismo

$ : lim
→

(U ,V )∈N

Ȟq (U , V ; R)→ Ȟq (X , A; R),

ou seja,

Ȟq (X , A; R)∼= lim
→

(U ,V )∈N

Ȟq (U , V ; R).

1.3.4 Produto cupà

Sejam (X , A1), (X , A2) pares de espaços tais que {A1, A2} é um par excisivo de A1 ∪ A2 e
Λ(X , A) é o conjunto dirigido de todas coberturas abertas do par (X , A). Suponhamos que
(KU , L1

U ), (KU , L2
U ) e (KU , L12

U ) sejam os pares simpliciais para (X , A1), (X , A2) e (X , A1 ∪
A2), respectivamente.
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Temos que, se {A1, A2} é um par excisivo de A1∪A2, então {L1
U , L2

U } é um par excisivo de
L12
U e, deste modo temos o seguinte diagrama comutativo

H p (KU , L1
U ; R)×Hq (KU , L2

U ; R)
( f VU1 )∗×( f VU2 )∗

//

^

��

H p (KV , LV ; R)×Hq (KV , L2
V ; R)

^

��
H p+q (KU , L12

U ; R)
( f VU12 )∗

// H p+q (KV , L12
V ; R)

com V ≤ U , onde ^ é o produto cup na cohomologia simplicial. Com efeito, dados
x ∈H p (KU , L1

U ; R) e y ∈Hq (KU , L2
U ; R)

( f VU12 )
∗(^ (x , y )) = ( f VU12 )

∗(x à y )

= ( f VU1 )∗(x )à ( f VU2 )∗(y )

= à (( f VU1 )∗(x ), ( f VU2 )∗(y ))

= à [( f VU1 )∗× ( f VU2 )∗](x , y ).

Assim, o homomorfismo produto cupà em cohomologia simplicial

à: H p (KU , L1
U ; R)×Hq (KU , L2

U ; R)→H p+q (KU , L12
U ; R)

é um homomorfismo de sistemas diretos.

DEFINIÇÃO 1.3.22. Sejam (X , A1), (X , A2) pares topológicos tais que {A1, A2} é um par exci-
sivo de A1 ∪A2. O homomorfismo induzido do homomorfismo de limites diretos, deno-
tado porà, é chamado produto cup na cohomologia de Čech, ou seja

à: Ȟ p (X , A1; R)⊗ Ȟq (X , A2; R)→ Ȟ p+q (X , A1 ∪A2; R)

O produto cup na cohomologia de Čech, satisfaz as seguintes propriedades:

PROPOSIÇÃO 1.3.23.

1. (Linearidade) Sejam f : (X , A1 ∪ A2) → (Y , B1 ∪ B2), f 1 : (X , A1) → (Y , B1) e f 2 :
(X , A2)→ (Y , B2) aplicações de pares tais que, para todo x ∈ X , f 1(x ) = f 2(x ) = f (x ).
Suponhamos que u ∈ Ȟ p (Y , B1; R) e v ∈ Ȟq (Y , B2; R), então em Ȟ p+q (X , A1∪A2; R)
temos

f̌ ∗(u à v ) = f̌ ∗1 (u )à f̌ ∗2 (v ).

2. (Identidade) Para qualquer u ∈ Ȟq (X , A; R), temos que

1à u = u à 1= u , com 1∈ Ȟ 0(X ; R).

3. (Associatividade) Sejam u 1 ∈ Ȟ p (X , A1; R), u 2 ∈ Ȟq (X , A2; R) e u 3 ∈ Ȟ r (X , A3; R),
então em Ȟ p+q+r (X , A1 ∪A2 ∪A3; R) temos

u 1à (u 2à u 3) = (u 1à u 2)à u 3.
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4. (Anticomutatividade) Sejam u ∈ Ȟ p (X , A1; R) e v ∈ Ȟq (X , A2; R), então em
Ȟ p+q (X , A1 ∪A2; R) temos

u à v = (−1)pq v à u .

Finalizamos esta seção, observando que existe uma relação entre a cohomologia de Čech
e a cohomologia de Alexander (Para detalhes, vide [49]) mediante um isomorfismo na-
tural, como mostra a seguinte

PROPOSIÇÃO 1.3.24. [49, Capítulo 6, Ex.3, pag.359] Para todo par topológico (X , A) existe
um isomorfismo natural

Ȟq (X , A; R)∼= H̄q (X , A; R),

onde H̄q denota o funtor cohomologia de Alexander.



2
Grupos de transformações compactos

A categoria na qual iremos desenvolver os conceitos e resultados deste trabalho é a ca-
tegoria G-Top2

p c , que contém como objetos os G -pares paracompactos (X , A), onde G
é um grupo compacto de Lie, e cujos morfismos f : (X , A) → (Y , B ) são as aplicações
de pares G -equivariantes, ou seja, pares paracompactos (X , A) com uma determinada
G -ação e aplicações f : (X , A) → (Y , B ) que possuem a propriedade de comutar com a
G -ação dada. Neste capítulo, as seções estão organizadas como segue: na Seção 2.1, a-
presentamos resultados básicos sobre grupos topológicos. Na Seção 2.2 introduzimos a
teoria de ações de um grupo topológico G sobre um espaço topológico X , definindo os
conceitos de G -espaços e de aplicações G -equivariantes. Como um caso particular, na
Subseção 2.2.1 consideramos o caso em que G é um grupo compacto de Lie e X é um
espaço paracompacto, para assim definir os objetos e morfismos da categoria G-Top2

p c .
Na Seção 2.3, apresentamos uma classe especial de fibrados, os chamados G -fibrados
principais, onde G é um grupo topológico. Tais fibrados são caracterizados pela pro-
priedade de que a fibra do fibrado é o próprio grupo G , o qual age sobre si mesmo por
translações. G -fibrados universais, espaços classificantes e aplicações classificantes são
introduzidos, juntamente com a construção de Milnor, segundo a qual o espaço classi-
ficante BG do G -fibrado universal é descrito como sendo o limite direto do quociente
de joins do grupo G . Na Subseção 2.3.4 descrevemos a construção de Borel sobre os es-
paços classificantes de um grupo compacto de Lie. Tal construção é um procedimento
para criar novos espaços e aplicações, através do G -fibrado universal, os quais serão a
base da definição da cohomologia G -equivariante de Borel estudada no Capítulo 3. Em-
bora este capítulo trate dos grupos de transformação compactos, o nosso objetivo aqui
não é proporcionar um estudo sistemático da teoria das G -ações sobre espaços topológi-
cos, mas apenas estabelecer uma linguagem básica para o estudo da teoria de índice de
um G -espaço e o grau de uma aplicação G -equivariante. Exemplos importantes de G -
espaços e G -ações serão detalhados nos Capítulos 3 e 4, no caso de grupos compactos
de Lie.
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2.1 Grupos topológicos

Nesta seção, introduzimos um breve resumo do conceito de grupo topológico e apresen-
tamos algumas de suas principais propriedades. Detalhes desses resultados podem ser
encontrados em [8], [10], [11] e [40].

DEFINIÇÃO 2.1.1. Um grupo topológico é uma tripla (G ,∗,τ) onde (G ,∗) é um grupo al-
gébrico e (G ,τ) é um espaço topológico de Hausdorff, cuja topologia τ é compatível com
a operação ∗ do grupo, ou seja, as aplicações:

µ : (G ×G ,τp rod ) → (G ,τ)

(g , h) 7→µ(g , h) = g ∗h

ι : (G ,τ) → (G ,τ)

g 7→ ι(g ) = g −1,

chamadas multiplicação e inversão, respectivamente, são contínuas, ondeτp rod denota
a topologia produto sobre G ×G . O elemento neutro do grupo (G ,∗) será denotado por
e .

DEFINIÇÃO 2.1.2. Um grupo topológico (G ,∗,τ) é chamado compacto, se (G ,τ) for um
espaço topológico compacto.

OBSERVAÇÃO 2.1.3. Se (G ,∗,τ) for um grupo topológico, dado um subgrupo H de G , então
(H ,∗,τH ) é um grupo topológico, com relação à topologia induzida de subespaço τH . Se
H for um subespaço compacto, então (H ,∗,τH ) é um grupo topológico compacto.

OBSERVAÇÃO 2.1.4. A continuidade da aplicações µ e ι, exigidas na Definição 2.1.1, são
equivalentes às seguintes condições:

1. Dados (g , h) ∈G ×G e W ∈ τ, com µ(g , h) = g ∗h ∈W , existem U , V ∈ τ tais que
(g , h)∈U ×V e µ(U ×V ) =U ∗V ⊂W , onde U ∗V = {g ∗h, g ∈U e h ∈V }.

2. Dados g ∈ G e V ∈ τ, com ι(g ) = g −1 ∈ V , existe U ∈ τ tal que g ∈ U e µ(U ) =
U−1 ⊂V , onde U−1 = {g −1, g ∈U}.

OBSERVAÇÃO 2.1.5. Dados um grupo (G ,∗) e um subgrupo H de G , a coleção

G /H = {g ∗H ; g ∈G },

das classes laterais à esquerda de H em G , munida da operação

(g ∗H ) · (h ∗H ) = (a ∗b ) ∗H ,

é um grupo se, e somente se, H é um subgrupo normal de G , ou seja, g ∗H ∗ g −1 = H ,
∀g ∈ G . Neste caso, G /H = {g ∗H ; g ∈ G } = {H ∗ g , g ∈ G }. Denotaremos a projeção
natural g 7→ g ∗H por ϕ : G →G /H .



2.1 Grupos topológicos 25

PROPOSIÇÃO 2.1.6. Seja (G ,∗,τ) um grupo topológico. Então, são válidos os seguintes re-
sultados:

1. Se H for um subgrupo fechado de (G ,∗,τ), então o espaço quociente G /H,
munido da topologia quociente induzida pela projeção canônica ϕ : G → G /H, é
um espaço de Hausdorff e ϕ é continua e aberta (Vide [8, Proposição 1.4, Pg. 2]).

2. Se H for um subgrupo fechado e normal de (G ,∗,τ), então (G /H , ·,τϕ) é um grupo
topológico (Vide [8, Proposição 1.5, Pg. 2]).

3. Se G0 for a componente conexa de G , contendo o elemento identidade e ∈G , então
G0 é um subgrupo fechado e normal de G (Vide [8, Proposição 1.6, Pg. 3]).

4. As componentes conexas de G estão em correspondência um-a-um com as classes
laterais de G /G0 (Vide [40, Teorema 1.12, Pg.13]).

DEFINIÇÃO 2.1.7. Um grupo topológico (G ,∗,τ) é chamado um Grupo de Lie, se G for
uma C∞-variedade diferenciável tal que as operações multiplicação e inversão do grupo
(G ,∗), dadas na Definição 2.1.1 são aplicações de classe C∞.

PROPOSIÇÃO 2.1.8. Seja G um grupo de Lie.

1. Se H ⊂ G for um subgrupo fechado, então H é um grupo de Lie, com a estrutura
diferenciável de uma subvariedade de G (Vide [40, Teorema 5.13, Pg.43]).

2. Se G for um grupo compacto e se G0 for a componente conexa de G contendo o ele-
mento identidade e ∈G , então G /G0 é um grupo finito (Vide [24, Pg.116]).

EXEMPLO 2.1.9. Qualquer grupo arbitrário (G ,∗) é um grupo topológico com a topologia
discreta, na qual todo subconjunto de G é aberto. Em particular, se G for finito, então G
é um grupo compacto.

EXEMPLO 2.1.10. Seja {(Gα,∗α,τα)}α∈J uma família de grupos topológicos e consideremos
o espaço produto (

∏

α∈J Gα,
∏

τα), onde
∏

τα denota a topologia produto. Então, as
operações

µ :
�
∏

α∈J Gα
�

×
�
∏

α∈J Gα
�

→
∏

α∈J

Gα

((xα)α, (yα)α) 7→ (xα ∗α yα)α

ι :
∏

α∈J Gα →
∏

α∈J

Gα

(xα)α 7→ (x−1
α )α,

são contínuas e, portanto, (
∏

α∈J Gα,
∏

τα) é um grupo topológico.

EXEMPLO 2.1.11. A esfera S1 = {z ∈C : |z |= 1} ∼=R/Z é um subgrupo multiplicativo deC e
o isomorfismoR/Z→S1 é induzido pela aplicação t 7→ e 2πi t . Desde que a multiplicação
em C é associativa e os inversos existem, pois se ||z ||= 1, então z z̄ = ||z ||2 = 1, segue que
S1, munida da topologia induzida de C, é um grupo compacto de Lie.
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EXEMPLO 2.1.12. O grupo G L(n ,R)das matrizes n×n inversíveis com entradas reais, é um
grupo topológico, chamado o Grupo Linear Geral, quando considerado como um sub-
espaço do n 2-dimensional espaço vetorial M (n ,R) de todas as matrizes n ×n . G L n (R)
é um subespaço aberto de M (n ,R), desde que as matrizes inversíveis são aquelas cujo
determinante é não nulo e, a função determinante:

det : M (n ,R)→R
A 7→ det(A).

é de classe C∞. Além disso, a multiplicação e a inversão de matrizes são aplicações de
classe C∞. Portanto, G L(n ,R) é um grupo de Lie. Seus subgrupos clássicos:

SL(n ,R) = {A ∈G L(n ,R); det(A) = 1}
O(n ) = {A ∈G L(n ,R); A.A t = I },

são grupos topológicos, com a topologia induzida de M (n ,R), chamados, respectiva-
mente, Grupo Especial Linear e Grupo Ortogonal, onde A t denota a matriz transposta
de A e I denota a matriz identidade. Desde que ambos são subgrupos fechados de
G L(n ,R) (Vide [40, Pgs.15 e 19]), segue da Proposição 2.1.8(1), que SL(n ,R) e O(n ) são
grupos de Lie (Vide também [40, Corolário 5.14, Pg.43]). Mostra-se ainda que O(n ) é um
grupo compacto (Vide [34, Pg.57]).

2.2 G -espaços e aplicações G -equivariantes

Os conceitos básicos sobre categorias, paracompacidade e join de espaços, citados aqui,
podem ser encontrados nas seções A.2, A.3 e A.4 do Apêndice A. Para um grupo topo-
lógico fixado G , existe uma categoria 1 G -Top, cujos objetos são os espaços topológicos
que admitem uma ação do grupo G , os chamados G -espaços, e cujos morfismos são as
aplicações contínuas chamadas G -equivariantes, as quais comutam com a G -ação. A
partir de agora, grupos topológicos (G ,∗,τ) e espaços topológicos (X ,τ′), serão denota-
dos simplesmente por G e X , respectivamente.

DEFINIÇÃO 2.2.1. Uma ação à esquerda de um grupo topológico G sobre um espaço
topológico X , também chamada uma G -ação à esquerda de G sobre X , é uma função
contínua

ρ : G ×X →X

(g ,x ) 7→ρ(g ,x )
notação
= g x ,

onde G ×X é munido da topologia produto, satisfazendo as seguintes condições:

(1) g (hx ) = (g ∗h)x , ∀ x ∈X e ∀ g , h ∈G .

(2) e x = x , ∀ x ∈X .

1Vide Definição A.2.1 e Exemplo A.2.3
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DEFINIÇÃO 2.2.2. Um G -espaço à esquerda, também chamado Grupo de Transformação,
é um par (X ,ρ), consistindo de um espaço topológico de Hausdorff X e uma G -ação à
esquerda ρ de um grupo topológico G sobre X . Se (X ,ρ) for um G -espaço à esquerda,
dizemos que o grupo G age (ou atua) à esquerda sobre o espaço topológico X .

OBSERVAÇÃO 2.2.3. No caso particular em que o G -espaço (X ,ρ) é uma variedade topoló-
gica, dizemos que X é uma G-variedade topológica.

OBSERVAÇÃO 2.2.4. Também é possível definir uma G -ação à direita de um grupo topológico
G sobre um espaço topológico X da seguinte forma: uma ação à direita de um grupo
topológico G sobre um espaço topológico X , chamada uma G -ação à direita de G sobre
X , é uma função contínua

ρ : X ×G →X

(x , g ) 7→ x g ,

satisfazendo as seguintes condições:

(1) (x h)g = x (h ∗ g ), ∀ x ∈X e ∀ g , h ∈G .

(2) x e = x , ∀ x ∈X .

No contexto deste trabalho, de maneira geral, chamaremos uma G -ação à esquerda sim-
plesmente de G -ação e um G -espaço à esquerda (X ,ρ), será chamado simplesmente um
G -espaço. Quando estivermos nos referindo a ações à direita, usaremos então os termos
G -ação à direita e G -espaço à direita.

EXEMPLO 2.2.5. Dados grupos topológicos G1 e G2, sejam (X1,ρ1) um G1-espaço e (X2,ρ2)
um G2-espaço. Então, o produto X1×X2 e o join 2 X1∗X2 possuem estrutura de (G1×G2)3-
espaço, onde

ρ : (G1×G2)× (X1×X2) →X1×X2
�

(g 1, g 2), (x1,x2)
�

7→ (g 1x1, g 2x2) (2.1)

é a G1-ação sobre o espaço produto X1×X2 e

ρ′ : (G1×G2)× (X1 ∗X2) →X1 ∗X2

((g 1, g 2), t1x1+ t2x2) 7→ t1(g 1x1)+ t2(g 2x2) (2.2)

é a G2-ação sobre o join X1 ∗X2. Esta ação é chamada ação produto.

DEFINIÇÃO 2.2.6. Dados um grupo topológico G e um G -espaço (X ,ρ), para cada g ∈G
fixado, podemos definir uma aplicação,

L g : X →X

x 7→ L g (x ) = g x

chamada translação à esquerda por g .

2Vide Definição A.4.1
3O Exemplo 2.1.10, garante que G1×G2 é um grupo topológico.
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OBSERVAÇÃO 2.2.7. Observemos que, para cada a aplicação g ∈G , L g é a restriçãoρ|{g }×X :
{g } ×X → X , da ação contínua ρ. Assim, L g é contínua, para todo g ∈ G . Além disso,
para cada g ∈G e para cada x ∈X ,

(L g ◦ L g −1 )(x ) = L g (L g −1 (x )) = L g (g −1x )

= g (g −1x ) = (g ∗ g −1)x = e x = x ,

ou seja, (L g )−1 = L g −1 e, portanto, L g é um homeomorfismo, ∀g ∈G .

OBSERVAÇÃO 2.2.8. Dado um espaço topológico X , seja Homeo(X ) o grupo (com a ope-
ração de composição) de todos os homeomorfismos de X em X . Então, a aplicação
g 7→ L g define um homomorfismo

L : G →Homeo(X )

g 7→ L g

O kernel desse homomorfismo L é chamado o “kernel da ação ρ", ou seja,

Ker(ρ) = {g ∈G ; g x = x , ∀ x ∈X }.

DEFINIÇÃO 2.2.9. Seja (X ,ρ) um G -espaço. O conjunto

R = {(x , g x );x ∈X , g ∈G }

é uma relação de equivalência sobre X . O conjunto das classes de equivalência determi-
nado pela relação R será denotado por X/G . A projeção natural π : X → X/G , x 7→ [x ],
também chamada aplicação de órbitas, induz a topologia quociente sobre X/G , ou seja,
U ⊂ X/G é aberto se, e somente se, π−1(U ) é aberto em X . O espaço quociente X/G é
chamado espaço de órbitas do G -espaço (X ,ρ).
A classe de equivalência de um ponto x ∈ X é chamada a órbita de x pela ação de G e
será denotada por G x , isto é,

G x = [x ] = {g x ∈X ; g ∈G }.

OBSERVAÇÃO 2.2.10. Seja (X ,ρ) um G -espaço, então a projeção natural π : X → X/G ,
x 7→G x é uma aplicação aberta. De fato, dado um aberto U ⊂X , temos que

π−1π(U ) =
⋃

g∈G

L g (U )

é aberto, desde que pela Observação 2.2.7, L g é um homeomorfismo. Segue da definição
de topologia quociente que π(U ) é aberto.

OBSERVAÇÃO 2.2.11. Observemos que as órbitas G x e G y de quaisquer dois pontos x , y ∈
X ou são iguais ou são disjuntas.

DEFINIÇÃO 2.2.12. Dados um G -espaço (X ,ρ) e um ponto x ∈X , o conjunto

Gx = {g ∈G ; g x = x }

é um subgrupo topológico de G , chamado o subgrupo de isotropia do G -espaço (X ,ρ)
em x .
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As ações de um grupo topológico G sobre um espaço topológico X , podem ser classifi-
cadas de acordo a seguinte

DEFINIÇÃO 2.2.13. Seja ρ : G ×X → X uma G -ação de um grupo topológico G sobre um
espaço topológico X . Dizemos que

(1) ρ é trivial, se g x = x , ∀g ∈G e ∀x ∈X .

(2) ρ é efetiva, se g x = x , ∀x ∈X ⇒ g = e ou, equivalentemente,

Ker(ρ) = {g ∈G ; g x = x , ∀ x ∈X }= {e }.

Em outras palavras, uma ação é efetiva, se cada elemento g 6= e em G , move pelo menos
um ponto de X .

(3) ρ é livre, se g x 6= x , ∀x ∈ X e ∀g 6= e , ou equivalentemente, se todos os subgrupos de
isotropia são triviais, isto é,

Gx = {g ∈G ; g x = x }= {e }, para todo x ∈X .

Em outras palavras, uma ação é livre se cada elemento não trivial de G , move todo ponto
de X .

(4) ρ é transitiva, se X/G consiste de um único ponto, ou seja, X contém uma única
órbita G x =X , para algum (e, portanto, para todo) x ∈X .

OBSERVAÇÃO 2.2.14. Dada uma G -ação livre de um grupo topológico G sobre um espaço
topológico X , dizemos que (X ,ρ) é um G -espaço livre e que G age livremente sobre X . A
mesma terminologia é usada para os outros tipos de G -ações.

DEFINIÇÃO 2.2.15. Dizemos que um subconjunto A de um G -espaço (X ,ρ) é G-invariante
pela ação ρ de G sobre X , se g x ∈ A, para todo g ∈G e para todo x ∈ A.

OBSERVAÇÃO 2.2.16. Dado um subconjunto G-invariante A de um G -espaço (X ,ρ), então
ρ induz uma G -ação contínua G × A → A, (g , a ) 7→ g a . Dessa forma, A torna-se um
G -espaço.

As aplicações continuas entre G -espaços que comutam com a G -ação são chamadas G -
equivariantes. Formalmente, temos a seguinte

DEFINIÇÃO 2.2.17. Sejam (X ,ρX ) e (Y ,ρY ) G -espaços. Uma função contínua entre G -
espaços f : X → Y é chamada uma aplicação G -equivariante ou uma G -aplicação se
para todo g ∈G e para todo x ∈X

f (g x ) = g f (x ).

OBSERVAÇÃO 2.2.18. Para um grupo topológico fixado G , os G -espaços à esquerda e as
aplicações G -equivariantes formam a categoria G -Top. Essa categoria possui produtos:
dada uma família de G -espaços {(X j ,ρj ); j ∈ J }, então o produto topológico

∏

j∈J X j ,
pode ser munido de uma G -ação à esquerda

ρ : G ×
∏

j∈J X j →
∏

j∈J

X j

(g , (x j )) 7→ (g x j ), (2.3)
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ou seja, (
∏

j∈J X j ,ρ) é um produto na categoria G -Top.

Podemos ainda definir uma G -ação à esquerda sobre o join 4 X = ∗j∈J X j da família de
G -espaços {(X j ,ρj ); j ∈ J } como segue,

ρ : G ×∗j∈J X j →∗j∈J X j

(g ,
∑

t j x j ) 7→
∑

t j g x j . (2.4)

Se os espaços X j forem G -espaços à direita, então

ρ : ∗j∈J X j ×G →∗j∈J X j

(
∑

t j x j , g ) 7→
∑

t j x j g . (2.5)

Ambas definem ações contínuas de G sobre X = ∗j∈J X j . A continuidade é verificada
usando-se a propriedade universal da topologia do join. Portanto, (∗j∈J X j ,ρ) é um G -
espaço à esquerda e à direita, respectivamente.

DEFINIÇÃO 2.2.19. Uma ação ρ definida pelas expressões dadas em (2.3), (2.4) ou (2.5), é
chamada uma G -ação diagonal.

DEFINIÇÃO 2.2.20. Dados G -espaços (X ,ρX ) e (Y ,ρY ), uma aplicação G -equivariante f :
X → Y induz, por passagem ao espaço de órbitas, uma aplicação

f̄ : X/G → Y /G

G x = [x ] 7→G f (x ) = [ f (x )], (2.6)

chamada aplicação induzida nos espaços de órbitas, onde G f (x ) é a órbita do ponto
f (x )∈ Y .

No caso particular em que a G -ação sobre o espaço X é determinada por um grupo com-
pacto, o espaço de órbitas X/G possui importantes propriedades, dadas na seguinte

PROPOSIÇÃO 2.2.21. [8, Teorema 3.1, Pg. 38] Seja (X ,ρ) um G -espaço, onde G é um grupo
compacto. Então,

(1) X/G é Hausdorff.

(2) A projeção natural π : X →X/G é uma aplicação fechada.

(3) π : X →X/G é uma aplicação própria 5.

(4) X é compacto se, e somente se, X/G for compacto.

COROLARIO 2.2.22. Se (X ,ρ) for um G -espaço paracompacto6, então o espaço de órbitas
X/G é paracompacto.

4Vide Definição A.4.6
5Uma função contínua f : X → Y é chamada uma aplicação própria se para todo compacto K ⊂ Y ,

f −1(K )⊂X é compacto.
6Vide Definição A.3.5
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Demonstração: Desde que a projeção π : X → X/G é uma aplicação contínua, fechada e
sobrejetora, segue da Proposição A.3.12, que X/G é paracompacto.

OBSERVAÇÃO 2.2.23. Se G for um grupo compacto de Lie e M for uma variedade diferen-
ciável7, uma G -ação diferenciável é uma aplicação de classe C∞

ρ : G ×M →M

(g , m ) 7→ g m ,

a qual é uma G -ação. Uma variedade diferenciável munida de uma G -ação diferenciável
é chamada uma G -variedade diferenciável. Existe também o conceito de G -variedades
localmente diferenciáveis (Vide [8, Capítulo IV]).
O resultado a seguir, foi provado por Bredon em [8, Capítulo IV, Teoremas 3.3 e 3.8], no
caso em que M é uma G -variedade localmente diferenciável, mas é válido, mais geral-
mente, para G -variedades topológicas (Vide Montgomery [41]).

PROPOSIÇÃO 2.2.24. Suponhamos que G seja um grupo compacto de Lie agindo livremente
sobre uma variedade topológica compacta e conexa de dimensão finita m . Então, M/G
também é uma variedade topológica compacta conexa de dimensão m −dimG .

2.2.1 A categoria G-Top2
p c : G -pares paracompactos

Nesta subseção, estaremos considerando G -ações na categoria G-Top2
p c , cujos objetos

são G -pares paracompactos e cujos morfismos são as aplicações de pares G -equivariantes,
onde G é um grupo compacto de Lie. A partir de agora, um G -espaço (X ,ρ) será deno-
tado simplesmente por X e, quando for necessário, fixaremos a notaçãoρ para a G -ação
sobre X .

DEFINIÇÃO 2.2.25. Um par de espaços8 (X , A), no qual X é um G -espaço e A é um sube-
spaço G -invariante, é chamado um G -par. Em particular, se A = ;, escreveremos sim-
plesmente (X ,;) =X .

DEFINIÇÃO 2.2.26. Dados G -pares (X , A) e (Y , B ), uma aplicação de pares9 f : (X , A) →
(Y , B ) é chamada uma aplicação de pares G -equivariante se f : X → Y for uma aplicação
G -equivariante.

OBSERVAÇÃO 2.2.27. Dados G -pares (X , A) e (Y , B ), uma aplicação de pares G -equivariante
f : (X , A) → (Y , B ) induz, por passagem ao quociente, uma aplicação de pares entre os
espaços de órbitas

f̄ : (X/G , A/G ) → (Y /G , B/G )

G x 7→G f (x ), (2.7)

chamada aplicação induzida nos espaços órbitas. Observemos que dado G a ∈ A/G ,
f̄ (G a ) =G f (a )∈ B/G , desde que f (A)⊂ B .

7Por simplicidade de notação, o termo diferenciável aqui será usado para designar variedades diferen-
ciáveis e aplicações diferenciáveis de classe C∞.

8Vide Definição A.1.1
9Vide Definição A.1.2
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DEFINIÇÃO 2.2.28. Dizemos que duas aplicações de pares G -equivariantes f 0, f 1 : (X , A)→
(Y , B ) são G -homotópicas, se existe uma aplicação de pares G -equivariante F : (X×I , A×
I ) → (Y , B ), chamada uma G -homotopia, tal que F (x , 0) = f 0(x ), F (x , 1) = f 1(x ), onde
I = [0, 1] possui a G -ação trivial e X × I , A × I possuem a G -ação diagonal.

DEFINIÇÃO 2.2.29. Um par paracompacto (X , A) 10 que é também um G -par, onde G é um
grupo compacto de Lie, é chamado um G-par paracompacto.

OBSERVAÇÃO 2.2.30. Para um grupo compacto de Lie fixado G , a coleção de todos os G -
pares paracompactos, juntamente com as aplicações de pares G -equivariantes, formam
uma categoria, a qual será denotada por G-Top2

p c .

2.3 G-fibrados universais

Uma construção direta do G -fibrado universal, para um grupo topológico G arbitrário,
foi dada primeiramente por Milnor[39]. Tal construção utiliza a noção de join de es-
paços topológicos11. A construção de Milnor do espaço classificante BG do G -fibrado
universal ωG = (EG , BG , pG ,G ,G ), é descrita como sendo o limite direto do quociente
de joins do grupo G .

2.3.1 G-fibrados principais

Nosso objetivo nesta seção é apresentar os conceitos e as principais propriedades de
uma classe especial de fibrados, os chamados G -fibrados principais, onde
(G , ·,τ) é um grupo topológico. Tais fibrados são caracterizados pela propriedade de que
a fibra do fibrado é o próprio grupo G , o qual age sobre si mesmo por translações. Estare-
mos adotando aqui a notação multiplicativa para a operação do grupo G . Os resultados
apresentados aqui são baseados nas referências [10], [30] e [50].

DEFINIÇÃO 2.3.1. Dado um grupo topológico G , um G -fibrado principal à direita con-
siste de uma G -ação livre à direita

ρ : E ×G → E

(x , g ) 7→ x g

e uma função contínua e sobrejetora p : E → B , satisfazendo as seguintes condições:

(1) Para cada x ∈ E e g ∈G , p (x g ) = p (x ).

(2) Para cada b ∈ B , existe um aberto V contendo b em B e um G -homeomorfismo ϕ :
p−1(V )→V ×G tal que o seguinte diagrama

p−1(V )

p
##FF

FF
FF

FF
F

ϕ // V ×G

π1
||yy

yy
yy

yy
y

V

(2.8)

10Vide Definição A.3.14
11Vide Definição A.4.6
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é comutativo, onde π1 : V ×G → V é a projeção na primeira coordenada. E é chamado
espaço total, B é chamado espaço base, p : E → B é chamada projeção, G é a fibra do
fibrado e ϕ é chamado uma trivialização de p sobre V , com fibra típica G . Aqui, G age à
direita sobre V ×G via a ação

ρ : (V ×G )×G →V ×G

((v, h), g ) 7→ (v, h g ).

Um fibrado é chamado trivial se existe uma trivialização sobre B .

OBSERVAÇÃO 2.3.2. Usaremos a notação ξ= (E , p , B ,G ,G ) para representar um G -fibrado
principal com espaço total E , espaço base B , projeção p : E → B e grupo G .

EXEMPLO 2.3.3. Dados um espaço topológico B e um grupo G , consideremos a G -ação
trivial sobre B e a G -ação diagonal à direita sobre B ×G dada por

(B ×G )×G → B ×G

((b , h), g ) 7→ (b , h g ).

Então, ξ = (B ×G , p1, B ,G ,G ) é um G -fibrado principal, chamado G-fibrado produto
(Vide [30, Capítulo 3, Exemplo 2.3]).

EXEMPLO 2.3.4. Seja ξ= (E , p , B ,G ,G ) um G -fibrado principal. Para cada espaço topoló-
gico B ∗ e para cada função contínua f : B ∗→ B , o fibrado induzido deξpor f , denotado
por f ∗(ξ), tem como espaço base B ∗ e seu espaço total é definido como sendo o sube-
spaço

f ∗(E ) = {(b ∗,x )∈ B ∗×E ; f (b ∗) = p (x )},

chamado o pull-back de ξ por f . A projeção é dada pela aplicação

p ∗ : f ∗(E )→ B ∗, p ∗(b ∗,x ) =b ∗.

Temos que f ∗(ξ) = ( f ∗(E ), p ∗, B ∗,G ,G ) é um G -fibrado principal, chamado G -fibrado
induzido de ξ por f (Vide [30, Capítulo 4, Proposição 4.1].

No contexto deste trabalho, o exemplo mais importante de G -fibrado principal é dado
pela aplicação de órbitasπ : X →X/G , no caso em que X é um espaço paracompacto e G
é um grupo compacto de Lie que age livremente sobre X . Nesse caso, temos o seguinte
teorema fundamental

TEOREMA 2.3.5. Seja X um G -espaço paracompacto, onde G é um grupo compacto de Lie
agindo livremente sobre X . Então, (X ,π, X/G ,G ,G ) é um G -fibrado principal, onde π :
X →X/G é a aplicação de órbitas.

OBSERVAÇÃO 2.3.6. O teorema 2.3.5 foi provado por Bredon [8, Capítulo II, Teorema 5.8]
no caso em que X é um espaço completamente regular 12. Desde que todo espaço para-
compacto é normal 13 e, pelo Lema de Urysohn, todo espaço normal é um espaço com-
pletamente regular, segue o resultado. Observemos ainda que, nas hipóteses do Teorema
2.3.5, segue do Corolário 2.2.22, que o espaço de órbitas X/G é paracompacto.

12Um espaço de Hausdorff X é completamente regular se dados x ∈ X e um fechado A ⊂ X que não
contém x , existe uma função contínua f : X → [0, 1] tal que f (x ) = 1 e f (a ) = 0, ∀a ∈ A.

13Vide Proposição A.3.10
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DEFINIÇÃO 2.3.7. Sejam ξ = (E , p , B ,G ) e η = (E ′, p ′, B ,G ) dois G -fibrados principais so-
bre o mesmo espaço base B . Um B-morfismo principal u : ξ → η é uma aplicação
G -equivariante u : E → E ′ tal que p = p ′ ◦u , ou seja, o seguinte diagrama é comutativo.

E

p
��?

??
??

??
u // E ′

p ′~~}}
}}

}}
}

B

Um morfismo u : ξ → η entre dois G -fibrados principais sobre B é chamado um B-
isomorfismo, se u : E → E ′ for um homeomorfismo.

2.3.2 Espaços classificantes

O objetivo desta seção é apresentar a construção do espaço classificante segundo
Milnor[39]. Dado um grupo compacto de Lie, existe um espaço BG , chamado espaço
classificante, e um G -fibrado universal EG → BG tal que para qualquer espaço paracom-
pacto B , a construção “pulback"induz uma bijeção entre o conjunto [B , BG ] das classes
de homotopia de aplicações de B em BG e a classe dos isomorfismos de G -fibrados prin-
cipais sobre B . A referência clássica para este tópico é [30].

Apresentamos inicialmente o seguinte resultado fundamental para a construção de um
G -fibrado universal.

LEMA 2.3.8. [30, Capítulo IV, Teorema 9.9] Seja ξ= (E , p , B ,G ,G ) um G -fibrado principal
sobre um espaço paracompacto B e suponhamos que as aplicações u , v : B ∗ → B sejam
homotópicas. Então, os G -fibrados induzidos u ∗(ξ) e v ∗(ξ) são B ∗-isomorfos.

Seja B um espaço paracompacto. Definimos uma relação de equivalência como segue:
dados dois G -fibrados principais ξ e η sobre B ,

ξ∼η se, e somente se, ξ é B-isomorfo a η.

A classe de equivalência de isomorfismos do G -fibrado principalξ sobre B será denotada
por {ξ}. O conjunto de todas as classes de equivalência de isomorfismos de G -fibrados
principais sobre B será denotado por KG (B ).

Seja ω = (E0, p0, B0,G ,G ) um G -fibrado principal sobre um espaço paracompacto B0.
Para cada espaço paracompacto B , definimos uma função:

φω(B ) : [B , B0]→ KG (B ), φω(B )([u ]) = {u ∗(ω),}

onde u ∗(ω) é o G -fibrado induzido de ω por u e [B , B0] denota o conjunto de todas as
classes de homotopia B → B0. Esta função está bem definida, desde que se [u ] = [v ],
então u , v : B → B0 são homotópicas e segue do Lema 2.3.8 que u ∗(ω) e v ∗(ω) são B-
isomorfos. Portanto, {u ∗(ω)}= {v ∗(ω)}.

DEFINIÇÃO 2.3.9. Um G -fibrado principalω= (E0, p0, B0,G ,G ) sobre o espaço paracom-
pacto B0 é chamado um G -fibrado universal se, para cada espaço paracompacto B , a
função φω(B ) : [X , B0]→ KG (B ) for uma bijeção. O espaço topológico B0 é chamado um
espaço classificante do grupo G e usaremos as notações E0 = EG , B0 = BG , p0 = pG e
ω=ωG .
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Temos assim o seguinte teorema de classificação de G -fibrados principais, no caso para-
compacto

TEOREMA 2.3.10. Teorema da Classificação[12, Capítulo 14, Teorema 14.4.1] Associamos
a cada classe de isomorfismo de G -fibrados principais sobre um espaço paracompacto B
a classe de homotopia de uma aplicação classificante, obtendo uma bem definida bijeção
KG (B )∼= [B , BG ].

Seja ωG = (EG , pG , BG ,G ,G ) um G -fibrado universal. Então, são válidos os seguintes
resultados

PROPOSIÇÃO 2.3.11. Para cada G -fibrado principal ξ = (E , p , B ,G ,G ) sobre um espaço
paracompacto B, existe uma aplicação continua q : B → BG tal que ξ e o G -fibrado in-
duzido q ∗(ωG ) são G -fibrados principais B-isomorfos. A aplicação q : B→ BG é chamada
uma aplicação classificante para o G -fibrado principal ξ= (E , p , B ,G ,G ).

Demonstração: Como φωG (B ) é bijetiva, então em particular é sobrejetiva. Logo dado
um G -fibrado principal ξ sobre um espaço paracompacto B , existe uma aplicação q :
B→ BG tal que {ξ}=φωG (B )([q ]) = {q ∗(ωG )} então ξ e q ∗(ωG ) são B-isomorfos.

PROPOSIÇÃO 2.3.12. Sejam u , v : B → BG duas aplicações continuas tais que u ∗(ωG ) e
v ∗(ωG ) são G -fibrados principais B-isomorfos. Então u e u são homotópicas.

Demonstração: Como φωG (B ) é bijetiva, então em particular é injetiva. Logo se dadas
duas aplicações u , v : X → B0 tais que u ∗(ωG ) e v ∗(ωG ) são B-isomorfos então

φωG (B )([u ]) = {u ∗(ωG )}= {v ∗(ωG )}=φωG (B )([v ])

Se segue da injetividade deφωG (B ) que [u ] = [v ]. Portanto u 0 e u 1 são homotópicos.

Do teorema 2.3.5, temos que a aplicação de órbitas determina um G -fibrado principal,
no caso em que G é um grupo compacto de Lie e o espaço total desse fibrado é para-
compacto. Além disso, nesse caso o espaço base é paracompacto. Assim, usando este
fibrado, obtemos o seguinte teorema de grande importância para nosso trabalho:

TEOREMA 2.3.13. Sejam X e Y espaços paracompactos com ação livre de um grupo de
compacto de Lie G . Denotemos por ξX e ξY os G -fibrados principais (X ,π, X/G ,G ,G ) e
(Y ,π, Y /G ,G ,G ), respectivamente, com X/G e Y /G paracompactos. Seja qX : X/G → BG
uma aplicação classificante para ξX e suponhamos que f : X → Y seja uma aplicação
G -equivariante. Se qY : Y /G → BG for uma aplicação classificante para ξY , então a apli-
cação qY ◦ f : X/G → BG também classifica o G -fibrado principal ξX . Em outras palavras,
o seguinte diagrama

X/G

f̄
��

qX // BG

Y /G

qY

<<yyyyyyyy

é homotopicamente comutativo, onde f : X/G → Y /G é a induzida por f entre os espaços
de órbitas.
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Demonstração: Desde que qX : X/G → BG é uma aplicação classificante para ξX , segue
da proposição 2.3.11 queξX e q ∗X (ωG ) são (X/G )-isomorfos e, analogamente,ξY e q ∗Y (ωG )
são (Y /G )-isomorfos. Obtemos assim os seguintes diagramas comutativos

q ∗X (ωG )
∼= //

$$HH
HH

HH
HH

H X //

π

��

EG

π

��
X/G qX

// BG

q ∗Y (ωG )
∼= //

$$HH
HH

HH
HH

H Y //

π

��

EG

π

��
Y /G qY

// BG

Desde que f : X → Y é uma aplicação G -equivariante, temos de [30, Capítulo 4, Teorema
4.2], que ξX e o G -fibrado induzido f̄ ∗(ξY ) são G -fibrados principais (X/G )-isomorfos.
Por outro lado, desde que ξY é isomorfo a q ∗Y (ωG ), segue de [30, Capítulo 4, §10], que
f̄ ∗(ξY ) é isomorfo a f̄ ∗(q ∗Y (ωG )).

f̄ ∗(ξY )
∼=

{{

{{

��

q ∗X (ωG )
∼= //____

##H
H

H
H

H X

f vvvvv

{{vvvvv

//

π

��

EG

��
q ∗Y (ωG )

∼= //____

%%K
K

K
K

K Y

π

��

55kkkkkkkkkkkkkkkkkkkkk X/G
f̄

zzvvvvvvvvv

qX // BG

Y /G

qY

55kkkkkkkkkkkkkkkkkkk

Alem disso, temos de [30, Capítulo 2, Proposição 5.7], que f̄ ∗(q ∗Y (ωG )) e (qY ◦ f̄ )∗(ωG )
são G -fibrados principais (X/G )-isomorfos e, portanto ξX , e (qY ◦ f̄ )∗(ωG ) são G -fibrados
principais (X/G )-isomorfos, o que implica da Proposição 2.3.11, que qY ◦ f̄ é uma apli-
cação classificante para o G -fibrado principal ξX . Segue da Proposição 2.3.12, que qY ◦ f̄
é homotópica a qX .

2.3.3 A construção de Milnor

A construção de Milnor do espaço classificante BG do G -fibrado universal
ωG = (EG , BG , pG ,G ,G ) é descrita como sendo o limite direto do quociente de joins
do grupo G . Embora essa construção seja a mais geral possível, no contexto do nosso
trabalho, estaremos considerando G um grupo compacto de Lie.

Consideremos o join de (n +1)-cópias de G

EG (n ) =G ∗ · · · ∗G ,

munido da topologia de Milnor14. Assim, temos uma sequência de inclusões

G
ı
,→ ·· ·

ı
,→ EG (n )

ı
,→ EG (n +1)

ı
,→ ·· ·

14Vide Definição A.4.6
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Dessa forma, a coleção {EG (n ), f m n = ı ,Z+, n ≤ m } é um sistema direto de espaços
topológicos15, indexado no conjunto dirigido Z+. Segue da Proposição 1.1.18 que

EG = lim
→

n∈Z+
EG (n ) =

∑

n∈Z+
EG (n ) =

⋃

n∈Z+
EG (n ). (2.9)

Milnor define uma G -ação à direita sobre cada EG (n )

EG (n )×G → EG (n )

(t0 g 0+ . . .+ tn g n , g ) 7→ t0(g 0 g )+ . . .+ tn (g n g ),

a qual induz uma G -ação à direita sobre o espaço EG , como foi definido em (2.5). Mostra-
se que essa ação é livre. O espaço de órbitas

EG /G

determinado pela G -ação livre sobre EG será denotado por BG e

pG : EG → EG /G = BG

denotará a aplicação de órbitas.

OBSERVAÇÃO 2.3.14. Desde que G é compacto Hausdorff, temos da Proposição A.4.7, que
cada EG (n ) é compacto Hausdorff e segue da Proposição A.3.7 que cada EG (n ) é para-
compacto. Como a união disjunta de espaços pacompactos é um espaço paracompacto
(Vide Observação 1.1.19), temos que EG é paracompacto, logo EG é normal 16 e, conse-
quentemente, regular. Por outro lado, sendo uma reunião enumerável de espaços com-
pactos, temos da Definição A.3.16, que EG é σ-compacto e assim, concluimos que EG
é um espaço regular e σ-compacto. Portanto, segue da Observação A.3.17, que se X
for um espaço paracompacto, então o produto cartesiano EG ×X , munido da topologia
produto, será um espaço paracompacto.

OBSERVAÇÃO 2.3.15. Segue do Teorema 2.3.5 e das Observações 2.3.14 e 2.3.6, que
(EG , pG , BG ,G ,G ) é um G -fibrado principal com espaço base BG paracompacto.

Enunciamos a seguir o Teorema de Milnor, no caso particular em que G é um grupo
compacto de Lie, cuja demonstração no caso geral pode ser encontrada em [12], Capítulo
14, Teorema 14.4.2 e [39].

TEOREMA 2.3.16. Dado um grupo compacto de Lie G , existe um G -fibrado universal
ωG = (EG , pG , BG ,G ,G ), com EG contrátil e BG = EG /G .

OBSERVAÇÃO 2.3.17. Sejam G1 e G2 grupos compactos de Lie. Então, temos as seguintes
identificações

(G1 ∗ · · · ∗G1)× (G2 ∗ · · · ∗G2)≈ (G1×G2) ∗ · · · ∗ (G1×G2)

as quais nos leva às seguintes identificações:

EG1×EG2 ≈ E (G1×G2) BG1× BG2 ≈ B (G1×G2) (2.10)

15Vide Seção 1.1.2
16Vide Proposição A.3.10
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EXEMPLO 2.3.18. Seja G =Z2, então o espaço EG (n ) é o join

Z2 ∗ · · · ∗Z2,

de (n+1)-cópias deZ2, o qual é homeomorfo à n-esfera Sn e a ação deZ2 sobre EG (n ) =
Sn é definida pela identidade e pela aplicação antipodal. O espaço BG (n ) é RPn . As
inclusões EG (n ) ⊂ EG (n + 1) e BG (n ) ⊂ BG (n + 1) são as inclusões naturais Sn ⊂ Sn+1

e RPn ⊂ RPn+1. O espaço EG é S∞ e BG é RP∞. O Z2-fibrado (Sn+1, p ,RPn+1) é um
Z2-fibrado universal para dimensões menores ou iguais a n .

EXEMPLO 2.3.19. Seja G =S1, então o espaço EG (n ) é o join

S1 ∗ · · · ∗S1,

de (n+1)-cópias de S1, o qual é homeomorfo à esfera S2n+1 e a ação de S1 sobre EG (n ) =
S2n+1 é dada pela relação

e iθ (z 0, z 1, . . . , z n ) = (e iθ z 0, e iθ z 1, . . . , e iθ z n ),

para cada e iθ ∈S1. O espaço BG (n ) é o n-dimensional espaço projetivo complexo CPn .
As inclusões EG (n ) ⊂ EG (n + 1) e BG (n ) ⊂ BG (n + 1) são as inclusões naturais S2n+1 ⊂
S2n+3 e CPn ⊂CPn+1. O espaço EG é S∞ e BG é CP∞. O S1-fibrado (S2n+1, p ,CPn ) é um
S1-fibrado universal para dimensões menores ou iguais a 2n .

OBSERVAÇÃO 2.3.20. Será provado na Proposição 3.4.1 que as ações dadas nos Exemplos
2.3.18 e 2.3.19 são livres.

2.3.4 A Construção de Borel

Nesta seção, descrevemos a construção de Borel sobre os espaços classificantes de um
grupo compacto de Lie. Tal construção é um procedimento para criar novos espaços e
aplicações, através do G -fibrado universal, os quais serão a base da definição da coho-
mologia G -equivariante de Borel estudada no Capítulo 3. Os resultados apresentados
aqui podem ser econtrados nas referências [3], [5] e [10].

Seja G um grupo compacto de Lie e consideremos o G -fibrado universal

(EG , pG , BG ,G ,G ),

com EG contrátil e BG = EG /G , apresentado na Subseção 2.3.3.

Dado um G -espaço X , a ação diagonal17 sobre o produto EG × X , é uma G -ação livre.
Com efeito, desde que a G -ação diagonal sobre EG é livre, temos que g m 6=m , ∀m ∈ EG
e ∀g 6= e . Assim,

g (m ,x ) = (g m , g x ) 6= (m ,x ), ∀ (m ,x )∈ EG ×X e ∀g 6= e .

17Vide Definição 2.2.19
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DEFINIÇÃO 2.3.21. Dado um G -espaço X , definimos o espaço de Borel, o qual será deno-
tado por

XG = EG ×G X

como sendo o espaço de órbitas do produto EG ×X com relação à G -ação diagonal livre,
ou seja,

XG = EG ×G X =
EG ×X

G

As órbitas G (m ,x ), serão denotadas por [m ,x ].

OBSERVAÇÃO 2.3.22. Seja X um G -espaço paracompacto, onde G é um grupo compacto
de Lie. Segue da Observação 2.3.14 que EG×X é paracompacto e, desde que esse espaço
admite ação livre de G , segue do Teorema 2.3.5 que

(EG ×X ,π, XG ,G ,G )

é um G -fibrado principal, com espaço base XG paracompacto (Vide Observação 2.3.6).
Segue da Proposição 2.3.11, que existe uma aplicação classificante para o G -fibrado prin-
cipal (EG ×X ,π, XG ,G ,G ):

qX : XG → BG (2.11)

Por outro lado, a aplicação identidade Id : BG→BG classifica o G -fibrado principalωG =
(EG , pG , BG ,G ,G ). Con efeito, provemos que o G -fibrado induzido Id∗(ωG ) e ωG são
BG -isomorfos. De fato Id∗(EG ) = {(G m , m )∈ BG ×EG : m ∈ EG }, p ∗(G m , m ) =G m e a
aplicação

χ : Id∗(EG )→ EG χ(G m , m ) =m

é um homeomorfismo. Além disso, pG ◦χ = p ∗.
Desde que projeção na primeira coordenada

π1 : EG ×X → EG

é uma aplicação G -equivariante e a aplicação identidade Id : BG→BG classifica o G -
fibrado principal (EG ,π, BG ,G ,G ), segue do Teorema 2.3.13 que a aplicação induzida
nos espaços órbitas faz o seguinte diagrama, comutativo homotopicamente

EG×X
G

qX //

π1

��

BG

EG
G = BG

Id

;;wwwwwwwwww

ou seja, π1 = Id ◦π1 , qX : XG → BG são aplicações homotópicas. Obtemos assim, um
diagrama comutativo

EG ×X
π1 //

π

��

EG

pG

��
XG

qX
∼=π1

// BG

onde as funções verticais π e pG são as respectivas aplicações de órbitas.
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Seja (X , A) um G -par. Então, temos que

EG ×A ⊂ EG ×X , o que implica que AG = EG ×G A =
EG ×A

G
⊂XG .

DEFINIÇÃO 2.3.23. O par (XG , AG ) construído acima é chamado um par de Borel.

OBSERVAÇÃO 2.3.24. Dados G -espaços A e B , então (A ∪ B )G = AG ∪ BG .

Seja f : X → Y uma aplicação G -equivariante. Então, a aplicação

IdEG × f : EG ×X → EG ×Y

(m ,x ) 7→ (m , f (x ))

é uma aplicação G -equivariante, desde que

(IdEG × f )(g (m ,x )) = (IdEG × f )(g m , g x ) = (g m , f (g x ))

= (g m , g f (x )) = g ((IdEG × f )(m ,x ))

Logo, a passagem aos espaços órbitas nos leva à seguinte

DEFINIÇÃO 2.3.25. Seja f : X → Y uma aplicação G -equivariante. Definimos a aplicação
de Borel como sendo a aplicação contínua

fG : I d EG × f : XG → YG , [m ,x ] 7→ [m , f (x )]

Mais geralmente, se f : (X , A)→ (Y , B ) é uma aplicação de pares G -equivariante, então
fG (AG )⊂ BG . A aplicação de pares

fG : (XG , AG )→ (YG , BG )

é chamada aplicação de pares de Borel .

Uma consequência do teorema 2.3.13 para a construção de Borel é o seguinte

TEOREMA 2.3.26. Seja f : X → Y uma aplicação G -equivariante, onde X e Y são paracom-
pactos. Então, o seguinte diagrama

XG
qX //

fG

��

BG

YG

qY

=={{{{{{{{

(2.12)

é homotopicamente comutativo, ou seja, qX
∼=qY ◦ fG .

Demonstração: Sejam qX e qY as aplicações classificantes para os G -fibrados principais
(EG ×X ,π, XG ,G ,G ) e (EG ×Y ,π, YG ,G ,G ). Desde que

IdEG × f : EG ×X → EG ×Y

é uma aplicação G -equivariante entre os G -espaços paracompactos EG × X e
EG ×Y , segue do teorema 2.3.13 que o Diagrama 2.12 é homotopicamente comutativo.
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PROPOSIÇÃO 2.3.27. Se f , f ′ : (X , A)→ (Y , B ) são G -homotópicas no sentido da Definição
2.2.28, então fG é homotópica a f ′G .

Demonstração: Consideremos o seguinte diagrama comutativo

(X , A)× I
F //

π

��

(Y , B )

π

��
(XG , AG )× I

F̃ // (YG , BG )

(2.13)

onde F é uma G -homotopia entre f e f ′, ou seja, F é uma aplicação de pares
G -equivariante satisfazendo as condições F (x , 0) = f (x ) e F (x , 1) = f ′(x ). Obtemos as-
sim, uma aplicação contínua bem definida

F̃ : (XG , AG )× I → (YG , BG )

([m ,x ], t ) 7→ [m , F (x , t )],

a qual satisfaz, para todo [m ,x ]∈XG

F̃ ([m ,x ], 0) = [m , F (x , 0)] = [m , f (x )] = fG ([m ,x ])

F̃ ([m ,x ], 1) = [m , F (x , 1)] = [m , f ′(x )] = f ′G ([m ,x ])

Portanto, F̃ é uma homotopia entre fG e f ′G .

PROPOSIÇÃO 2.3.28. Seja Top2 a categoria dos pares topológicos. Existe um funtor covari-
ante, chamado Funtor construção de Borel,

−G : G-Top2 −→ Top2,

o qual associa a cada G -par (X , A), um par de Borel (XG , AG ) e, para cada aplicação G -
equivariante f : (X , A)→ (Y , B ), associa um aplicação de pares de Borel fG : (XG , AG )→
(YG , BG ).

Demonstração: Seja Id(X ,A) : (X , A)→ (X , A) a identidade em G-Top2,

[Id(X ,A)]G = IdEG × Id(X ,A) = Id(EG×X ,EG×A)

= Id� EG×X
G , EG×A

G

� = Id(XG ,AG ).

Segue que IdG = Id(XG ,AG ). Além disso, dadas aplicações G -equivariantes

f : (X , A)→ (Y , B ) e f ′ : (Y , B )→ (Z ,C )

( f ′ ◦ f )G = IdEG × ( f ′ ◦ f ) = (IdEG × f ′) ◦ (IdEG × f )

= (IdEG × f ′) ◦ IdEG × f = f ′G ◦ fG .

Portanto, −G é um funtor covariante.

Este funtor leva G -pares paracompactos (X , A) em pares paracompactos (XG , AG ). De
fato, XG é paracompacto, pela Observação 2.3.22 e AG é fechado, desde que EG × A é
fechado e a aplicação π : EG ×A→ AG é fechada, segundo a Proposição 2.2.21.
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3
Índice cohomológico de um G-espaço: G-índice

O objetivo principal deste capítulo é apresentar um estudo detalhado da teoria de G -
índice desenvolvida por Fadell e Husseini em [20] e [21]. Possivelmente, Yang [54] foi o
primeiro a definir um Z/2-índice (co)homológico de forma explícita, para espaços com
ação livre de Z/2. Tal índice, que está conectado com o conceito de gênus, possui diver-
sas aplicações em diferentes áreas da matemática.

Para ações livres de grupos finitos arbitrários, tanto os índices homológicos e geo-
métricos foram primeiramente introduzidos por Shvarts [47],[48] e Conner-Floyd [15],[16].
Posteriormente, para o estudo dos espaços com ação de um grupo compacto de Lie,
tornou-se necessária a definição de índices mais gerais, particularmente em aplicações a
equações diferenciais não lineares, bifurcações e pontos críticos de aplicações G -equiva-
riantes. Muitos autores têm dedicado seus estudos às definições e aplicações dos índices
de tais G -espaços, vide por exemplo, [21] e as referências neste artigo.

Antes da publicação do trabalho de Fadell e Husseini [20], haviam sido considerados
apenas índices numéricos, os quais associam a cada G -espaço, um número inteiro pos-
itivo (ou o símbolo ∞), com o objetivo de analisar a existência ou não de aplicações
G -equivariantes. Tais resultados, muitas vezes conduzem a consequências importantes.
Por exemplo, o teorema clássico de Borsuk-Ulam, o qual afirma que toda aplicação con-
tínua de uma esfera n-dimensional no espaço euclidianoRn colapsa pelo menos um par
de pontos antípodas, é equivalente à afirmação de que não existe uma aplicação Z/2-
equivariante Sn → Sn−1, onde Z/2 age livremente sobre as esferas, via uma involução
Z/2-equivariante.

No caso de grupos com anéis de cohomología suficientemente simples (por exemplo,
álgebras polinomiais de uma variável), é conveniente utilizar índices numéricos. No en-
tanto, invariantes numéricos são insuficientes no caso de grupos mais complexos, como
por exemplo o toro e o p-toro. Neste contexto, Fadell e Husseini [20] introduziram o
chamado Índice de valor ideal: associando a cada G -par paracompacto (X , A), um ideal
IndG (X , A;K) do anel de cohomologia Ȟ ∗(BG ;K), onde Ȟ ∗ é a cohomologia de Čech com
coeficientes em um corpoK e BG é o espaço classificante do grupo G . O ideal IndG (X ;K)
é considerado como o kernel do homomorfismo entre as cohomologias G -equivariantes
induzidas pela aplicação de X em espaço contendo apenas um ponto. É fácil mostrar
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que, se existe uma aplicação G -equivariante de X em Y , então IndG (Y ;K)⊂ IndG (X ;K).
As seções estão organizadas como segue. Na Seção 3.1, apresentamos a construção da
cohomologia G -equivariante de Borel, usando a construção de Borel e a cohomologia de
Čech. Na Subeção 3.1.1, induzimos sobre os módulos de cohomologia G -equivariante de
Borel, uma estrutura de módulo graduado sobre o anel graduado Ȟ ∗(BG ; R). Tendo es-
truturado este módulo, podemos associar seu ideal anulador (graduado) e, usando este
ideal, apresentamos na Seção 3.2, a definição do G -índice de Fadell e Husseini, tanto de
valor ideal, como de valor numérico. Nas Subseções 3.2.1 e 3.2.2, estudamos o compor-
tamento deste ideal. Para isto, consideramos primeiramente o caso relativo, com suas
respectivas propriedades e, como um caso particular, estudamos o caso absoluto e suas
propriedades. Para as aplicações no Capítulo 4, nosso maior interese é o caso particu-
lar do G -índice (absoluto). Na Subseção 3.3 apresentamos o G -índice do produto e do
join. Finalmente, na Seção 3.4, relacionamos o G -índice numérico aos índices de Yang e
Fadell-Rabinowitz. Além disso, apresentamos técnicas para o cálculo do O(k )-índice da
variedade de Stiefel, onde O(k ) é o grupo ortogonal.

3.1 Cohomologia G -equivariante de Borel

Na aplicação da teoria de cohomologia para o estudo de grupos de transformações com-
pactos, um formalismo natural e conveniente é definir uma teoria de cohomologia G -
equivariante na categoria G-Top2

p c , que efetivamente reflita o comportamento coho-
mológico do G -espaço e da G -ação. Um dos objetivos desta seção é a construção desta
cohomologia, que será a base para nossas próximas definições. Especificamente, de-
screveremos os principais resultados sobre a Cohomologia equivariante de Borel que
utilizaremos durante o desenvolvimento deste trabalho. Para isso, usaremos os fatos da
Teoria de cohomologia de Čech, descrita no Capítulo 1. Uma apresentação detalhada
sobre esta teoria, pode ser encontrada em [10].

LEMA 3.1.1. Se F :C →D e F ′ :D→E são funtores covariantes e contravariantes, respecti-
vamente, então a composição F ′ ◦ F :C →E é um funtor contravariante.

Demonstração: Inicialmente temos que (F ′ ◦ F )(Id) = F ′(Id) = Id. Agora, se f 1, f 2 são
morfismos na categoriaC , então

(F ′ ◦ F )( f 1 ◦ f 2) = F ′(F ( f 1) ◦ F ( f 2))

= F ′(F ( f 2)) ◦ F ′(F ( f 1))

= (F ′ ◦ F )( f 2) ◦ (F ′ ◦ F )( f 1).

Portanto, F ′ ◦ F é um funtor contravariante.

De agora em diante, G denotará um grupo compacto de Lie fixado e R um anel comu-
tativo com identidade, a menos que se diga o contrário. Sejam Ȟq : Top2 → R-mod
o q-funtor cohomologia de Čech, com coeficientes no anel R (Vide Teorema 1.3.18) e
−G : G-Top2 → Top2 o funtor Construção de Borel. Desde que −G é covariante e Ȟq é
contravariante segue do Lema 3.1.1 que a composição é um funtor contravariante. Com
isso temos a seguinte definição:
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DEFINIÇÃO 3.1.2. O funtor contravariante deduzido da composição

G-Top2 −G // Top2 Ȟq // R-mod , (3.1)

denotado por H
q
G , é chamado o q-funtor cohomologia G -equivariante de Borel. Ou

seja, a cada G -par (X , A), associamos o R-módulo

H
q
G (X , A; R) = Ȟq (XG , AG ; R) (3.2)

e, a cada aplicação de pares G -equivariante f : (X , A)→ (Y , B ), o R-homomorfismo

f ∗G = ( ˇfG )∗ : H
q
G (Y , B ; R)→H

q
G (X , A; R). (3.3)

Da seção 1.3.3, temos que o funtor Ȟq satisfaz os axiomas de Eilenberg-Steenrod e, desde
que o funtor −G preserva homotopias (Vide Proposição 2.3.27), segue da definição do
funtor H

q
G , que este também satisfaz tais axiomas, exceto o axioma da dimensão. Apre-

sentaremos a seguir, a prova dos axiomas da invariância por homotopia e da exatidão, os
quais serão necessários para as próximas demonstrações, as demais serão omitidas.

PROPOSIÇÃO 3.1.3. INVARIÂNCIA POR HOMOTOPIA: Se f 1, f 2 : (X , A) → (Y , B ) são aplicações
G -homotópicas, então f ∗1G = f ∗2G .

Demonstração: Se f 1, f 2 são G -homotópicas então da Proposição 2.3.27 f 1G e f 2G são
homotópicas. Segue do axioma da invariância por homotopia na cohomologia de Čech
que f ∗1G = ( f̌ 1G )∗ = ( f̌ 2G )∗ = f ∗2G .

PROPOSIÇÃO 3.1.4. EXATIDÃO: Dado o G -par (X , A), existe um R-homomorfismo
δ : H

q
G (A; R) → H

q+1
G (X , A; R) que comuta com os homomorfismos induzidos em coho-

mologia G -equivariante de Borel e a sequência

· · · δ // H
q+1
G (X , A; R)

 ∗G // H
q+1
G (X ; R)

ı ∗G // H
q+1
G (A; R)

δ // · · ·

é exata, onde ı : (A, B )→ (X , B ),  : (X , B )→ (X , A) são as inclusões.

Demonstração: Seja (XG , AG ) o par de Borel do G -par (X , A). Pelo axioma da exatidão da
cohomologia de Čech, existe um R-homomorfismo

δ : Ȟq (AG ; R)→ Ȟq+1(XG , AG ; R)

o qual comuta com os homomorfismos induzidos na cohomologia de Čech e tal que a
seguinte sequência longa é exata

· · · δ // Ȟq+1(XG , AG ; R)
( ˇG )∗ // Ȟq+1(XG , BG ; R)

( ˇıG )∗ // Ȟq+1(AG , BG ; R)
δ // ,

onde ıG : (AG , BG )→ (XG , BG ) e  : (XG , BG )→ (XG , AG ) são as inclusões. Portanto, usando
a definição do funtor H

q
G , segue o resultado.

Anteriormente, frisamos que a cohomologia G -equivariante de Borel não satisfaz o ax-
ioma da dimensão, pois o R-módulo desta cohomologia, no caso de um G -espaço que
contém apenas um ponto, não é necessariamente o anel R no nível zero e o módulo nulo
nos níveis q > 0, como mostra a seguinte proposição:
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PROPOSIÇÃO 3.1.5. . Se {xo} for um G -espaço com G -ação trivial, então

H
q
G ({x0}, R)∼= Ȟq (BG ; R).

Demonstração: Consideremos π : EG → BG a aplicação projeção do G -fibrado univer-

sal. Como EG × {x0} é homeomorfo a EG , seja π′ : EG × {x0} ≈ EG
π→ BG a aplicação

quociente. Consideremos também a decomposição

{π′−1(G m ) : m ∈ EG }= {[m ,x0] : m ∈ EG }= EG ×G {x0},

munido da topologia quociente co-induzida pela aplicação natural

p : EG ×{x0}→ EG ×G {x0}.

Logo, usando resultados de topologia quociente, temos que a aplicação quociente π′ :
EG ×{x0}→ BG determina um homeomorfismoψ : EG ×G {x0}→ BG tal que o seguinte
diagrama comuta

EG ×{x0}
π′ //

p

��

BG

EG ×G {x0}
ψ

99ssssssssss
.

Portanto, EG ×G {x0} ≈ BG e, segue que

H
q
G ({x0}, R) = Ȟq (EG ×G {x0}, R)∼= Ȟq (BG ; R).

Se X for um espaço paracompacto e se a G -ação sobre X for livre, temos que o espaço de
Borel XG e o espaço de órbitas X/G possuem seus R-módulos de cohomologia de Čech
isomorfos, como mostra a seguinte:

PROPOSIÇÃO 3.1.6. Seja X um G -espaço paracompacto com G -ação livre. Então,

H
q
G (X ; R)∼= Ȟq (X/G ; R).

Demonstração: Provaremos inicialmente que aplicação π2 : XG → X/G induzida da pro-
jeção na segunda coordenada π2 : EG ×X → X entre os espaços órbitas, é uma projeção
de algum G -fibrado. Com feito, a aplicação π2 é sobrejetiva, pois dada a órbita G x do
ponto x ∈X ,

G x =G (π2(m ,x )) =π2([m ,x ]) e

π2
−1(G x ) = {[m , y ] : G y =G x }= {[m , g x ] : m ∈ EG , g ∈G }= (G x )G

Pelo teorema 2.3.5, a quíntupla (X ,π, X/G ,G ,G ) é um G -fibrado principal, então para
todo x ∈X , G x ≈G o que implica queπ2

−1(G x )≈GG . Por outro lado, se considerarmos a
aplicaçãoµ : EG×G → EG definida porµ(m , g ) = g −1m , temos queµ−1(m ) = {(g m , g ) :
g ∈G }= [y , g ]∈GG . Consideremos também a decomposição

{µ−1(m ) : m ∈ EG }= {[y , g ] : y ∈ EG , g ∈G }=GG
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munida a topologia quociente co-induzida pela aplicação natural p : EG×G →GG . Logo,
usando resultados de topologia quociente, temos que a aplicação quocienteµ : EG×G →
EG determina um homeomorfismoψ : GG → BG tal que o seguinte diagrama comuta

EG ×G
µ //

p

��

EG

GG

ψ

::uuuuuuuuu
.

Então, para todo x ∈ X a fibra π2
−1(G x ) ≈ GG ≈ EG e, portanto, (XG ,π2, X/G , EG ,G ) é

um G -fibrado com fibra EG contrátil (Teorema 2.3.16). Pelo Teorema de Leray-Hirsch
([10, Proposição 1.14, pg. 181]), desde que Ȟq (EG ; R) = 0, para todo q > 0, concluimos
que

Ȟq (XG ; R) =H
q
G (X ; R)∼= Ȟq (X/G ; R)⊗ Ȟ 0(EG ; R)∼= Ȟq (X/G ; R).

A continuidade da cohomologia de Čech, induz uma continuidade sobre a cohomologia
G -equivariante de Borel, como mostra o seguinte

TEOREMA 3.1.7. (TEOREMA DA CONTINUIDADE) Seja (X , A) um G -par paracompacto sendo X
um subconjunto fechado G -invariante do G -espaço paracompacto Y . Então,
{Hq

G (U , V ; R), ı ∗G ,P } é um sistema direto, onde P é a coleção de todos os pares de viz-
inhanças fechadas G -invariantes (U , V ) de (X , A) e ı ∗G é o homomorfismo induzido da in-
clusão ı : (U ′, V ′)→ (U , V ) na cohomologia G -equivariante de Borel. Além disso, existe um
isomorfismo

$q : lim
→

(U ,V )∈N

H
q
G (U , V ; R)→H

q
G (X , A; R),

ou seja,
H

q
G (X , A; R)∼= lim

→
(U ,V )∈N

H
q
G (U , V ; R).

Mais geralmente, existe um isomorfismo

lim
→

(U ,V )∈N

H ∗G (U , V ; R)∼=H ∗G (X , A; R).

Sejam (X , A1), (X , A2) G -pares tais que {A1, A2} é um par excisivo de A1 ∪ A2. Assim,
{A1G , A2G } também é um par excisivo de A1G ∪A2G . Portanto, segue da Definição 1.3.22,
a existência do produto cup em cohomologia de Čech, ou seja, a aplicação

Ȟ p (XG , A1G ; R)× Ȟq (XG , A2G ; R)
à // Ȟ p+q (XG , A1G ∪A2G ; R)

Obs. 2.3.24

H
p
G (X , A1; R)×H

q
G (X , A2; R) à // H

p+q
G (X , A1 ∪A2; R)

Portanto, existe o produto cup na Cohomologia G -equivariante de Borel, satisfazendo
as seguintes propriedades, as quais se deduzem das propriedades da cohomologia de
Čech.
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PROPOSIÇÃO 3.1.8.

1. (Linearidade) Sejam f : (X , A1 ∪ A2) → (Y , B1 ∪ B2), f 1 : (X , A1) → (Y , B1), e
f 2 : (X , A2)→ (Y , B2) aplicações pares G -equivariantes tais que f 1(x ) = f 2(x ) = f (x )
para todo x ∈ X . Se u ∈ H

p
G (Y , B1; R) e v ∈ H

q
G (Y , B2; R), então em

H
p+q
G (X , A1 ∪A2; R) temos

f ∗G (u à v ) = f ∗1G (u )à f ∗2G (v ).

Em particular, para toda aplicação G -equivariante f : X → Y

f ∗G (u à v ) = f ∗G (u )à f ∗G (v ).

2. (Identidade) Para algum u ∈ H
q
G (X , A; R), temos que 1 à u = u à 1 = u , com

1∈H 0
G (X ; R).

3. (Associatividade) Sejam u 1 ∈ H
p
G (X , A1; R), u 2 ∈ H

q
G (X , A2; R) e u 3 ∈ H r

G (X , A3; R).
Então, em H

p+q+r
G (X , A1 ∪A2 ∪A3; R) temos

u 1à (u 2à u 3) = (u 1à u 2)à u 3.

4. (Anticomutatividade) Sejam u ∈ H
p
G (X , A1; R) e v ∈ H

q
G (X , A2; R), então em

H
p+q
G (X , A1 ∪A2; R) temos

u à v = (−1)pq v à u .

COROLARIO 3.1.9. Para todo u ∈H
p
G (X , A1) e 0∈H

q
G (X , A2; R) o elemento neutro, então

u à 0= 0= 0à u

Demonstração: Seja v ∈H
q
G (X , A2; R). Usando a bilinearidade do produto cup, tem-se

u à 0= u à (v −v ) = u à v −u à v = 0

Finalizando os resultados sobre a cohomologia G -equivariante de Borel, apresentamos
a seguir a sequência de Mayer-Vietoris nesta cohomologia equivariante.

PROPOSIÇÃO 3.1.10. Sejam {(X1, A1), (X2, A2)} um par excisivo de (X , A) = (X1∪X2, A1∪A2).
Dados G -pares (X1, A1), (X2, A2) e (X , A), então a seguinte sequência

· · · →H
q
G (X , A; R)

ζ
→H

q
G (X1, A1; R)⊕H

q
G (X2, A2; R)

η
→H

q
G (X1 ∩X2, A1 ∩A2; R)→ ·· ·

é exata, onde ζ = (i ∗0G ,−i ∗1G ), η = `
∗
0G + `

∗
1G com i n : (Xn , An ) → (X , A), n = 0, 1,

`0 : (X1 ∩X2, A1 ∩A2)→ (X1, A1) e `1 : (X1 ∩X2, A1 ∩A2)→ (X2, A2).
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3.1.1 Estrutura de módulo graduado sobre Ȟ ∗(BG ; R)

Definidos os módulos de cohomologia equivariante de Borel, nosso próximo passo é
construir sobre esses módulos uma estrutura algébrica, cujo comportamento cohomo-
lógico seja descrito pelas informações obtidas a partir da cohomologia de Čech dos es-
paços classificantes. Para isso, começamos com a seguinte definição de anel graduado
(Vide [1, pg. 106]).

DEFINIÇÃO 3.1.11. Seja R um anel. Dizemos que R é um anel graduado, se existe uma
família {Rn}n≥0 de subgrupos aditivos de R tal que R = ⊕Rn e Rm Rn ⊂ Rm+n para cada
m , n ≥ 0.

EXEMPLO 3.1.12. Seja X um espaço topológico. Consideremos a soma direta dos R-módulos
Ȟ p (X ; R)

Ȟ ∗(X ; R) =
⊕

p≥0

Ȟ p (X ; R)

= {Σλp : λp ∈ Ȟ p (X ; R) e λp 6= 0 apenas para

um número finito de p ≥ 0}

com a estrutura de soma e multiplicação de R-módulos definida por: dados
λ=Σλl ,ν =Σνp ∈ Ȟ ∗(X ; R) e r ∈R

λ+ν =Σ(λp +νp ), rλ=Σrλl .

Dados λ=Σλl e ν =Σνp elementos de Ȟ ∗(X ; R), o produto de anel sobre Ȟ ∗(X ; R) é dada
por:

λà ν =Σl (Σp (λl à νp )) = Σl ,p (λl à νp )∈ Ȟ ∗(BG ; R)

ondeà: Ȟ l × Ȟ p → Ȟ l+p é o produto cup. Desde que λl à νp ∈ Ȟ l+p (X ; R) para todo
λl ∈ Ȟ l (X ; R) e νp ∈ Ȟ p (X ; R), segue que o R-módulo Ȟ ∗(X ; R) tem uma estrutura de anel
graduado. Usando a propriedade da anticomutatividade (Proposição 3.1.8) do produto
cup, vemos que:

λà ν =Σl ,p (λl à νp ) = Σl p (−1)l p (λl à νp ).

Se λ = Σλl , com λ0 = 1 ∈ Ȟ 0(X ; R) ∼= R e λl = 0 para todo l > 0, então segue da pro-
priedade da identidade (Proposição 3.1.8) e do corolário 3.1.9 do produto cup que

1à ν =Σl ,p (λl à νp ) = Σp (Σl (λl à νp ) = Σp (1à νp ) = Σpνp = ν .

Denotaremos simplesmente o produto λà ν pela soma Σ(λl à νp ) omitindo os índices
l , p e, denotaremos por 1 o elemento Σλl com λ0 = 1 e λl = 0 para todo l > 0, chamado
elemento identidade do produto do anel graduado Ȟ ∗(X ; R).

OBSERVAÇÃO 3.1.13. Como caso particular do exemplo anterior temos que Ȟ ∗(BG ; R) é
um anel graduado.

DEFINIÇÃO 3.1.14. Seja R um anel graduado e M um R-módulo. Dizemos que M é um
R-módulo graduado se existe uma familia {M n} de subgrupos aditivos de M tal que
M =⊕M n e Rm M n ⊂M m+n para todo m , n ≥ 0.
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DEFINIÇÃO 3.1.15. Se M e N são R-módulos graduados, um homomorfismo de R-módulos
graduados é um homomorfismo de R-módulos f : M →N tal que f (M n )⊂Nn para todo
n ≥ 0.

Seja (X , A)um G -par paracompacto. Como no exemplo 3.1.12, consideremos o R-módulo
soma direta dos R-módulos H

q
G (X , A; R);

H ∗G (X , A; R) =
⊕

q≥0

H
q
G (X , A; R)

= {Σxq : xq ∈H
q
G (X , A; R) e xq 6= 0 apenas para

um número finito de q ≥ 0}

com a estrutura de soma e multiplicação análoga ao do exemplo 3.1.12.
O objetivo agora, é mostrar que o R-módulo H ∗G (X , A; R) admite uma estrutura de
Ȟ ∗(BG ; R)-módulo graduado. Para isso, devemos definir uma multiplicação especial do
anel graduado Ȟ ∗(BG ; R) sobre o R-módulo H ∗G (X , A; R), a qual descreveremos a seguir.
Seja λ=Σλp ∈ Ȟ ∗(BG ; R) e consideremos o homomorfismo

⊕q̌ ∗X : Ȟ ∗(BG ; R)→H ∗G (X ; R), (⊕q̌ ∗X )(λ) = Σq̌ ∗X (λp ), (3.4)

onde q̌ ∗X : Ȟ p (BG ; R)→ H
p
G (X ; R) é o homomorfismo induzido na cohomologia de Čech

da aplicação classificante qX : XG → BG (Observação 2.3.22). Denotaremos o homo-
morfismo ⊕q̌ ∗X simplesmente por q ∗X . Assim, dados λ = Σλp ∈ Ȟ ∗(BG ; R) e x = Σxq ∈
H ∗G (X , A; R) definimos

λx =q ∗X (λ)à x =Σp ,q (q̌ ∗X (λp )à xq ),

ondeà: H
p
G (X , R)×H

q
G (X , A; R)→H

p+q
G (X , A; R) é o produto cup.

TEOREMA 3.1.16. Se (X , A) é um G -par paracompacto, então o R-módulo H ∗G (X , A; R) pos-
sui estrutura de módulo graduado sobre o anel graduado Ȟ ∗(BG ; R), determinada pela
multiplicação:

λx =q ∗X (λ)à x =Σp ,q (q̌ ∗X (λp )à xq ). (3.5)

Demonstração: Com efeito:

1. Sejam λ = Σλp ∈ Ȟ ∗(BG ; R), x = Σxq , y = Σyq ∈ H ∗G (X , A; R). Da operação soma
na soma direta temos que x + y = Σ(xq + yq ). Desde que o produto cup é uma
aplicação bilinear, segue que

λ(x + y ) = q̌ ∗X (λ)à (x + y )

= Σp ,q [q̌ ∗X (λp )à (xq + yq )]

= Σp ,q [(q̌ ∗X (λp )à xq )+ (q̌ ∗X (λp )à yq )]

= Σp ,q (q̌ ∗X (λp )à xq )+Σp ,q (q̌ ∗X (λp )à yq )

= (q̌ ∗X (λ)à x )+ (q̌ ∗X (λ)à y )

= λx +λy .
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2. Sejam λ = Σλp ,ν = Σνp ∈ Ȟ ∗(BG ; R), x = Σxq ∈ H ∗G (X , A; R). Desde que q ∗X é um
R-homomorfismo e o produto cup é bilinear, temos que

(λ+ν )x = q ∗X (λ+ν )à x

= Σp ,q (q̌ ∗X (λp +νp )à xq )

= Σp ,q [(q̌ ∗X (λp )à xq )+ (q̌ ∗X (νp )à xq )]

= Σp ,q (q̌ ∗X (λp )à xq )+Σp ,q (q̌ ∗X (νp )à xq )

= (q ∗X (λ)à x )+ (q ∗X (ν )à x )

= λx +νx .

3. Sejam λ= Σλl ,ν = Σνp ∈ Ȟ ∗(BG ; R), x = Σxq ∈H ∗G (X , A;K). Desde que o produto
cup é linear e associativo (Proposição 3.1.8), segue que

(λà ν )x = q ∗X (λà ν )à x

= (q ∗X (λ)àq ∗X (ν ))à x

= q ∗X (λ)à (q
∗
X (ν )à x )

= q ∗X (λ)à (νx )

= λ(νx ).

4. Sejam x = Σxq ∈ H ∗G (X , A; R) e 1 = Σλp ∈ Ȟ ∗(BG ; R). Desde que q ∗X (1) = 1 ∈
H ∗G (X , A;K), segue da propriedade identidade do produto cup (Proposição 3.1.8)
que,

1x =q ∗X (1)à x =Σq (q̌ ∗X (1)à xq ) = Σq (1à xq ) = Σq xq = x .

Além disso,

λp xq = q̌ ∗X (λp )à xq ∈H
p+q
G (X , A; R),

para todo xq ∈ H
q
G (X , A; R) e para todo λp ∈ Ȟ p (BG ; R). Portanto, H ∗G (X , A; R) é um

Ȟ ∗(BG ; R)-módulo graduado.

OBSERVAÇÃO 3.1.17. Se f : X → Y é uma aplicação equivariante, entre G -espaços para-
compactos, então do Teorema 2.3.13, o seguinte diagrama

XG
qX //

fG

��

BG

YG

qY

=={{{{{{{{

é homotopicamente comutativo, ou seja qX é homotópico a qY fG e, deste modo, q̌ ∗X =
(q̌Y ◦ ˇ( fG ))∗ : Ȟ p (BG ; R)→ H

p
G (X ; R). Além disso existe um R-homomorfismo nas somas

diretas f ∗G =⊕ f ∗G : H ∗G (Y ; R)→H ∗G (X ; R), dado por f ∗G (y ) = Σ f ∗G (yq ) onde y =Σyq . Logo

q ∗X (Σλp ) = Σq̌ ∗X (λp )

= Σ(q̌Y ◦ ˇ( fG ))∗(λp )

= (q̌Y ◦ ˇ( fG ))∗(Σλp )

Portanto obtemos que q ∗X = f ∗G ◦q ∗Y .
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OBSERVAÇÃO 3.1.18. Para um para excesio {A1, A2} de A1 ∪A2, podemos definir o produto
cup nas somas diretas da cohomologia G -equivariante de Borel da forma seguinte

à: H ∗G (X , A1; R)×H ∗G (X , A2; R)→H ∗G (X , A1 ∪A2; R) (3.6)

dado por u à v = Σp ,q (u p à vq ), onde u = Σu p e v = Σvq . Esta aplicação bilinear
satisfaz as propriedades da Proposição 3.1.8.

O próximo teorema, mostra que o R-homomorfismo induzido na cohomologia equivari-
ante de Borel, é um Ȟ ∗(BG ; R)-homomorfismo de módulos graduados.

TEOREMA 3.1.19. Seja f : (X , A)→ (Y , B ) uma aplicação equivariante entre G -pares para-
compactos. Então, o R-homomorfismo

f ∗G =⊕ f ∗G : H ∗G (Y , B ; R)→H ∗G (X , A; R),

dado por f ∗G (y ) = Σ f ∗G (yq ) onde y = Σyq , é um homomorfismo de Ȟ ∗(BG ; R)-módulos
graduados.

Demonstração: Sejamλ∈ Ȟ ∗(BG ;K) e y ∈H ∗G (Y , B ;K). Desde que o produto cup é linear
(Proposição 3.1.8 e Observação 3.1.18), temos que

f ∗G (λy ) = f ∗G (q
∗
Y (λ)à y )

= f ∗G (q
∗
Y (λ))à f ∗G (y )

= (qY fG )∗(λ)à f ∗G (y ). (3.7)

Segue da observação 3.1.17 que q ∗X = (qY fG )∗. Logo, substituindo na equação (3.7), temos

f ∗G (λy ) =q ∗X (λ)à f ∗G (yq ) =λ f ∗G (y ).

Portanto, f ∗G é um homomorfismo de Ȟ ∗(BG ; R)-módulos graduados.

3.2 G-índice cohomológico de Fadell e Husseini

Nesta seção, faremos um estudo dos resultados desenvolvidos nos artigos de Fadell e
Husseini [20] e [21]. Eles construiram um ideal em um determinado anel, chamado
índice de valor ideal. A dimensão do quociente do anel com este ideal, foi denominada
índice de valor numérico. Iniciaremos, definindo tal índice no caso relativo, ou seja para
G -pares paracompactos e, posteriormente, definiremos este índice para o caso abso-
luto. A partir de agora, o anel de coeficientes dos módulos de cohomologia equivariante
de Borel será um corpoK.

3.2.1 G-índice relativo

Assim como definimos anéis graduados e módulos graduados sobre anéis graduados,
podemos definir, de maneira análoga, um ideal graduado e, portanto, o anel quociente
graduado. Tais definições são dadas a seguir.
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DEFINIÇÃO 3.2.1. Sejam R um anel graduado e I um ideal de R . Dizemos que I é um ideal
graduado, se I =⊕In , onde In = I ∩Rn .

Se R e I forem graduados, então o anel quociente R/I também é graduado. De fato,

R

I
=
⊕

n≥0

�

R

I

�

n
,

�

R

I

�

n
= {x + I ,x ∈Rn}.

DEFINIÇÃO 3.2.2. Seja (X , A)um G -par paracompacto. Definimos o G-índice cohomológico
de Fadell e Husseini com valor ideal do par (X , A), o qual será denotado por

IndG (X , A;K),

como sendo o ideal anulador do Ȟ ∗(BG ;K)-módulo H ∗G (X , A;K), ou seja :

IndG (X , A;K) = {λ∈ Ȟ ∗(BG ;K) : λx = 0, para todo x ∈H ∗G (X , A;K)}.

Dados λ,λ′ ∈ IndG (X , A;K), e k ∈ K, desde que H ∗G (X , A;K) é um Ȟ ∗(BG ;K)- módulo
graduado e q ∗X é umK-homomorfismo, temos que:

[(kλ)+λ′]x = (kλ)x +λ′x

= (kλ)x

= q ∗X (kλ)à x

= k (q ∗X (λ)à x )

= k (λx )

= k (0)

= 0.

Portanto, IndG (X , A;K) é um submódulo doK-módulo (isto é,K-espaço vetorial) Ȟ ∗(BG ;K)
e, temos assim a seguinte

DEFINIÇÃO 3.2.3. Seja (X , A)um G -par paracompacto. Definimos o G-índice cohomológico
de Fadell e Husseini com valor numérico do par (X , A), o qual será denotado por

|IndG (X , A;K)|,

como sendo a dimensão do K-espaço vetorial obtido do quociente do espaço vetorial
Ȟ ∗(BG ;K) pelo subespaço vetorial IndG (X , A;K), isto é,

|IndG (X , A;K)|= dimK

�

Ȟ ∗(BG ,K)
IndG (X , A;K)

�

.

Como o anel Ȟ ∗(BG ;K) é graduado, é interessante saber se o ideal IndG (X , A;K) também
possui estrutura graduada. Neste sentido, temos a seguinte
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PROPOSIÇÃO 3.2.4. O ideal IndG (X , A;K) de Ȟ ∗(BG ;K) é graduado, com graduação dada
por

IndG (X , A;K) =
⊕

p≥0

IndG
p (X , A;K), (3.8)

onde as componentes são da forma

IndG
p (X , A;K) = IndG (X , A;K)∩ Ȟ p (BG ;K) (3.9)

Demonstração: Como IndG
p (X , A;K)⊂ IndG (X , A;K), segue que

⊕

p≥0

IndG
p (X , A;K)

está contido em IndG (X , A;K). Reciprocamente, dado

λ=Σλp ∈ IndG (X , A;K), então λx =Σp ,q (q̌ ∗X (λp )à xq ) = 0,

o que implicaλp xq = q̌ ∗X (λp )à xq = 0, ou seja,λp ∈ IndG
p (X , A;K) e, portanto, IndG (X , A;K)

está contido em
⊕

p≥0 IndG
p (X , A;K).

A seguir, apresentaremos as propriedades do G -índice de Fadell e Husseini.

TEOREMA 3.2.5. Propriedade da Monotocidade Forte.
Seja f : (X , A) → (Y , B ) uma aplicação equivariante entre G -pares paracompactos. Se o
homomorfismo f ∗G : H ∗G (Y , B ;K)→H ∗G (X , A;K) for sobrejetor, então

IndG (Y , B ;K)⊂ IndG (X , A;K).

Demonstração: Sejam λ ∈ IndG (Y , B ;K) e u ∈ H ∗G (X , A,K). Como f ∗G é sobrejetor, existe
v ∈H ∗G (Y , B ,K) tal que f ∗G (v ) = u . Logo,

λu =λ f ∗G (v ) = f ∗G (λv ) = f ∗G (0) = 0,

ou seja, λ∈AnH ∗G (X , A;K) = IndG (X , A;K). Portanto,

IndG (Y , B ;K)⊂ IndG (X , A;K).

COROLARIO 3.2.6. Seja f : (X , A)→ (Y , B ) uma aplicação equivariante entre G -pares para-
compactos. Se o homomorfismo

f ∗G : H ∗G (Y , B ,K)→H ∗G (X , A,K)

for sobrejetor, então
|IndG (X , A;K)| ≤ |IndG (Y , B ;K)|.

Demonstração: Segue do Teorema 3.2.5 que IndG (Y , B ;K) ⊂ IndG (X , A;K), dessa forma,
está bem definido umK-homomorfismo:

φ :
Ȟ ∗(BG ;K)

IndG (Y , B ;K)
→

Ȟ ∗(BG ;K)
IndG (X , A;K)
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dado por λ+ IndG (Y , B ;K) 7→ λ+ IndG (X , A;K). Como o homomorfismo φ é sobrejetor,
segue do Teorema da Dimensão1 que

dimK

�

Ȟ ∗(BG ;K)
IndG (X , A;K)

�

+dimK kerφ = dimK

�

Ȟ ∗(BG ;K)
IndG (Y , B ;K)

�

e, portanto, |IndG (X , A;K)| ≤ |IndG (Y , B ;K)|.

TEOREMA 3.2.7. Propriedade do Piercing Forte.
Sejam (X , A) um G -par paracompacto, Y = X × I com a G -ação diagonal e Z = A × I ,
onde I = [0, 1] é munido da G -ação trivial. Denotemos por (X t , A t ) = (X , A)× {t }, t ∈ I .
Suponhamos que

Y =X × I = Y0 ∪Y1, X0 ⊂ Y0 e X1 ⊂ Y1,

onde Y0 e Y1 são subconjuntos fechados G -invariantes de Y . Então, se Zi =Z ∩Yi , i = 0, 1,
temos que

IndG (Y0 ∩Y1,Z0 ∩Z1;K)⊂ IndG (X , A;K)

Demonstração: Consideremos as inclusões naturais:

(X0, A0)
k0 //

j0 $$JJJJJJJJJ (Y0,Z0)

i 0zzuuuuuuuuu

(Y ,Z )

, (3.10)

(X1, A1)
k1 //

j1 $$JJJJJJJJJ (Y1,Z1),

i 1zzttttttttt

(Y ,Z )

(3.11)

`0 : (Y0 ∩Y1,Z0 ∩Z1) ,→ (Y0,Z0) e `1 : (Y0 ∩Y1,Z0 ∩Z1) ,→ (Y1,Z1),

as quais induzem Ȟ ∗(BG ;K)-homomorfismos sobre a cohomologia G -equivariante de
Borel. Agora, consideremos a seqüência de Mayer-Vietoris

· · · →H
q
G (Y ,Z ;K)

ζ
→H

q
G (Y0,Z0;K)⊕H

q
G (Y1,Z1;K)

η
→H

q
G (Y0 ∩Y1,Z0 ∩Z1;K)→ ·· ·

onde ζ = (i ∗0G ,−i ∗1G ), η = `
∗
0G + `

∗
1G . Mostremos inicialmente que `∗0G é injetora. Com

efeito, seja x ∈ H
q
G (Y0,Z0;K) tal que `∗0G (x ) = 0. Então, η(x , 0) = `∗0G (x ) + `

∗
1G (0) = 0 e,

segue da exatidão da sequência de Mayer-Vietoris, que existe y ∈H
q
G (Y ,Z ;K) tal que

ζ(y ) = (i ∗0G (y ),−i ∗1G (y )) = (x , 0).

1[29, Corolário 2.14, pg. 187] Se f : V →W é um homomorfismo de espaços vetoriais então dim Im f +
dim ker f = dim V
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Assim, i ∗1G (y ) = 0 e usando o diagrama comutativo (3.11), temos que

k ∗1G i ∗1G = j ∗1G .

Desde que j1 : (X1, A1) ,→ (Y ,Z ) é uma equivalência de homotopia, segue que j ∗1G é um
isomorfismo e, deste modo, y = 0. Assim, x = i ∗0G (y ) = i ∗0G (0) = 0, ou seja, `∗0G é injetora.
Agora, seja γ : (Y0,Z0)→ (X0, A0) a projeção γ(x , t ) = (x , 0), a qual é G -equivariante, desde
que,

γ(g (x , t )) = γ(g x , t )

= (g x , 0)

= g (x , 0)

= g γ(x , t ), ∀g ∈G , ∀(x , t )∈ Y0.

Como

γk0(x , 0) = γ(x , 0) = (x , 0) = Id(x , 0),

segue que k ∗0Gγ
∗
G = Id, ou seja, γ∗G é injetora. Denotemos γ01 = γ`0 e, portanto, γ∗01G =

`∗0Gγ
∗
G . Em outras palavras, temos o seguinte diagrama comutativo

H
q
G (Y0,Z0,K)

`∗0G // H
q
G (Y0 ∩Y1,Z0 ∩Z1,K)

H
q
G (X0, A0;K)

γ∗G

ggOOOOOOOOOOOO γ∗01G

55llllllllllllll

Como `∗0G e γ∗G são injetoras, temos que γ∗01G é injetora. Agora, sejam

λ∈ IndG (Y0 ∩Y1,Z0 ∩Z1;K)

e u ∈H ∗G (X0, A0;K). Desde que γ∗01G é um homomorfismo de Ȟ ∗(BG ;K)-módulos,

γ∗01G (λu ) =λγ∗01G (u ) = 0

e, como γ∗01G é injetora, concluímos que λu = 0. Portanto,

IndG (Y0 ∩Y1,Z0 ∩Z1;K)⊂ IndG (X , A;K).

TEOREMA 3.2.8. Propriedade da Continuidade.
Suponhamos que H ∗G (X , A;K) seja finitamente gerado sobre Ȟ ∗(BG ;K) e seja (X , A) um
G -par paracompacto, onde X é um subconjunto fechado G -invariante do G -espaço para-
compacto Y . Então, dadas vizinhanças G -invariantes em Y : U e V de X e A, respectiva-
mente, existem vizinhanças G -invariantes fechadas N e M , M ⊂ N , de X e A, respectiva-
mente, tais que N ⊂U, M ⊂V e

IndG (N , M ;K)⊂ IndG (X , A;K).
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Demonstração: SejaP a família de todos os pares de vizinhanças G -invariantes fechadas
(N , M ). Segue do Teorema da Continuidade na Cohomologia Equivariante de Borel (Teo-
rema 3.1.7) que

H ∗G (X , A;K) ∼= lim
→

(N ,M )∈P

H ∗G (N , M ;K)

∼=
⊕

(N ,M )∈P H ∗G (N , M ;K)
<S >

Desde que H ∗G (X , A;K) é finitamente gerado sobre Ȟ ∗(BG ;K), sejam x 1, . . . ,x r os gera-
dores deste Ȟ ∗(BG ;K)-módulo, e segue da Observação 1.1.5 que existem pares

(N1, M 1), . . . , (Nr , M r )∈P

tais que

x i = x i
(Ni ,M i )

+ 〈S〉, com x i
(Ni ,M i )

∈H ∗G (Ni , M i ;K), para cada i = 1, . . . , r.

ComoP é um conjunto dirigido, existe um par (N , M )∈P tal que

(Ni , M i )≤ (N , M ),∀i = 1, . . . , r

e, assim

x i = x i
(Ni ,Ni )

+ 〈S〉= x i
(N ,M )+ 〈S〉, com x i

(N ,M ) ∈H ∗G (N , M ;K), i = 1, . . . , r.

Deste modo, o Ȟ ∗(BG ;K)-homomorfismo natural

H ∗G (N , M ;K) → H ∗G (X , A;K)
x (N ,N ) 7→ x (N ,N )+ 〈S〉

é sobrejetor e, segue do Teorema 3.2.5 (Monotocidade Forte) que

IndG (N , M ;K)⊂ IndG (X , A;K)

3.2.2 G-índice absoluto

Nesta seção, estudaremos o caso absoluto da Definição 3.2.2 (ou seja, A = ;). Denotare-
mos o G -índice cohomológico de Fadell e Husseini com valor ideal de X por IndG (X ;K).
Neste caso, temos incialmente o seguinte

TEOREMA 3.2.9. Se X for um G -espaço paracompacto, então

IndG (X ;K) = ker(q ∗X : Ȟ ∗(BG ;K)→H ∗G (X ;K)). (3.12)
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Demonstração: Se λ∈ IndG (X ,K), considerando x = 1∈H ∗G (X ,K) temos

0=λ1=q ∗X (λ)à 1=q ∗X (λ)

e, portanto, λ∈ kerq ∗G . Reciprocamente, se λ∈ kerq ∗X , temos que

λx =q ∗X (λ)à x = 0à x = 0, para todo x ∈H ∗G (X ,K).

Portanto, λ∈ IndG (X ;K).

Como uma consequência, temos o seguinte

COROLARIO 3.2.10. Se X for um G -espaço paracompacto, então o G -índice cohomológico
de Fadell e Husseini com valor numérico é dado por

|IndG (X ;K)|= dimK

�

Ȟ ∗(BG ;K)
kerq ∗X

�

= dimK Imq ∗X (3.13)

Demonstração: Segue do Teorema do Isomorfismo para a aplicação

q ∗X : Ȟ ∗(BG ;K)→H ∗G (X ;K), que dimK

�

Ȟ ∗(BG ;K)
kerq ∗X

�

= dimK Imq ∗X .

Logo, substituindo IndG (X ;K) = kerq ∗X (Teorema 3.2.9) e, usando a definição do G -indice
de valor numérico (Definição 3.2.3), obtemos o resultado.

No caso em que X é um G -espaço livre, temos o seguinte

COROLARIO 3.2.11. Se X for um G -espaço paracompacto com G -ação livre,

IndG (X ;K) = ker(q ∗G : Ȟ ∗(BG ;K)→ Ȟ ∗(X/G ;K)),

onde qG : X/G → BG é uma aplicação classificante para o G fibrado principal X →X/G .

Demonstração: Segue da Proposição 3.1.6 que H ∗G (XG ;K) ∼= Ȟ ∗(X/G ;K). Portanto, do
Teorema 3.2.9 concluímos que

IndG (X ;K) = ker(q ∗G : Ȟ ∗(BG ;K)→H ∗G (X ;K)∼= Ȟ ∗(X/G ;K)).

TEOREMA 3.2.12. Propriedade da Monotocidade Fraca.
Se f : X → Y for uma aplicação G -equivariante entre G -espaços paracompactos, então

IndG (Y ;K)⊂ IndG (X ;K).

Demonstração: Da observação 3.1.17 tem-se que q ∗X = (qY fG )∗ = f ∗G q ∗Y . Deste modo, se
λ∈ IndG (Y ;K) = kerq ∗Y , então q ∗Y (λ) = 0. Assim,

q ∗X (λ) = f ∗G (q
∗
Y (λ)) = 0, ou seja, λ∈ kerq ∗X = IndG (X ;K).

Portanto,
IndG (Y ;K)⊂ IndG (X ;K)
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COROLARIO 3.2.13. Se f : X → Y for uma aplicação G -equivariante entre G -espaços para-
compactos, então

|IndG (X ;K)| ≤ |IndG (Y ;K)|.

Demonstração: Desde que IndG (Y ;K)⊂ IndG (X ;K) (Teorema 3.2.12), a demonstração é
análoga à demonstração do Corolário 3.2.6.

COROLARIO 3.2.14. Se f : X → Y for um homeomorfismo equivariante de G -espaços para-
compactos, então

IndG (X ;K) = IndG (Y ;K) (3.14)

Demonstração: Desde que f : X → Y é um homeomorfismo G -equivariante, existe
f̃ : Y →X inversa G -equivariante. Segue do Teorema 3.2.12 que

IndG (X ;K)⊂ IndG (Y ;K) e IndG (X ;K)⊃ IndG (Y ;K).

PROPOSIÇÃO 3.2.15. Sejam X1 e X2 G -espaços paracompactos tais que o G -espaço produto
X1×X2 com ação diagonal seja paracompacto. Então,

IndG (X1×X2;K)⊃ IndG (X1;K)∩ IndG (X2;K) (3.15)

Demonstração: Consideremos a i -ésima projeção πi : X1×X2→X i para i = 1, 2, as quais
são G -equivariantes. Então, segue do Teorema 3.2.12 que

IndG (X1×X2;K)⊃ IndG (X i ;K), i = 1, 2.

Portanto,
IndG (X1×X2;K)⊃ IndG (X1;K)∩ IndG (X2;K).

PROPOSIÇÃO 3.2.16. Sejam X1 e X2 G -espaços paracompactos tais que o G -espaço join X1 ∗
X2 com ação diagonal seja paracompacto. Então,

IndG (X1 ∗X2;K)⊂ IndG (X1;K)+ IndG (X2;K) (3.16)

Demonstração: Consideremos os mergulhos X i → X1 ∗X2 para i = 1, 2, as quais são G -
equivariantes. Então, segue do Teorema 3.2.12 que

IndG (X1 ∗X2;K)⊂ IndG (X i ;K), i = 1, 2.

Portanto,
IndG (X1 ∗X2;K)⊂ IndG (X1;K)+ IndG (X2;K).

TEOREMA 3.2.17. Propriedade da Aditividade.
Seja X =X1∪X2, onde X , X1 e X2 são G -espaços paracompactos e {X1, X2} é um par excisivo
de X . Então,

IndG (X1;K) · IndG (X2;K)⊂ IndG (X ;K),

onde · é o produto de ideais.
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Demonstração: Sejam λ = Σλp ∈ IndG (X1;K) e ν = Σνp ∈ IndG (X2;K). Mostremos que,
para todo x =Σxq ∈H ∗G (X ;K),

(λà ν )x =λ(νx ) =q ∗X (λ)à νx = 0 (3.17)

Pelo Axioma da Exatidão na Cohomologia G -equivariante de Borel (Proposição 3.1.4), a
seguinte sequência longa é exata

· · · ∆ // H
p
G (X , X1;K)

j ∗1G // H
p
G (X ;K)

i ∗1G // H
p
G (X1,K) ∆ // · · ·

Ȟ p (BG ;K)

q ∗X

OO

q ∗X1

88qqqqqqqqqqq

(3.18)

Desde que, da Proposição 2.3.13, o triângulo do diagrama acima é comutativo e
IndG (X1;K) = kerq ∗X1

, temos que

i ∗1G (q
∗
X (λp )) =q ∗X1

(λp ) = 0

e, deste modo, q ∗X (λp ) ∈ ker i ∗1G . Segue da exatidão da sequência (3.18), que existe β
p
1 ∈

H
p
G (X , X1;K) tal que

j ∗1G (β
p
1 ) =q ∗X (λp ).

Assim, existe β1 ∈H ∗G (X , X1;K) tal que

j ∗1G (β1) =q ∗X (λ). (3.19)

Considerando novamente o Axioma da Exatidão, temos que a seguinte sequência longa
também é exata

· · · ∆ // H
l+q
G (X , X2;K)

 ∗2G // H
l+q
G (X ;K)

ı ∗2G // H
l+q
G (X2;K) ∆ // · · · . (3.20)

Como ı ∗2G é um homomorfismo de H ∗(BG ;K)-módulos graduados, νl ∈ IndG
l (X2;K) e

i ∗2G (xq )∈H
q
G (X2;K) temos que

i ∗2G (νl xq ) = νl i ∗2G (xq ) = 0, ou seja, νl xq ∈ ker i ∗2G .

Segue da exatidão da sequência (3.20), que existe β
l+q
2 ∈H

l+q
G (X , X2;K) tal que

j ∗2G (β
l+q
2 ) = νl xq

e, deste modo, existe β2 ∈H ∗G (X , X2;K) tal que

j ∗2G (β2) = νx . (3.21)

Substituindo as equações (3.19) e (3.21) na equação (3.17) e usando a Proposição 3.1.8 e
a observação 3.1.18 temos que

(λà ν )x = j ∗1G (β1)à j ∗2G (β2) = j ∗G (β1àβ2),

onde j ∗G é a induzida da iclusão j : X → (X , X1 ∪X2). Como {X1, X2} é um par excisivo de
X , segue que β1àβ2 ∈H ∗G (X , X ;K) = 0 e, assim, (λà ν )x = 0. Portanto,

IndG (X1;K) · IndG (X2;K)⊂ IndG (X ;K).
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COROLARIO 3.2.18. Seja X =X1∪X2, onde X , X1 e X2 G -espaços paracompactos e {X1, X2} é
um par excisivo de X . Então,

|IndG (X ;K)| ≤ |IndG (X1;K)|+ |IndG (X2;K)|.

Demonstração: Definimos o homomorfismo sobrejetor

κ :
Ȟ ∗(BG ;K)

IndG (X1;K)
×

Ȟ ∗(BG ;K)
IndG (X2;K)

−→
Ȟ ∗(BG ;K)

IndG (X1;K) · IndG (X2;K)

κ(λ1+ IndG (X1;K),λ2+ IndG (X2;K)) = (λ1+λ2)+ IndG (X1;K) · IndG (X2;K).

Do Teorema 3.2.17, está bem definido um homomorfismo sobrejetor

ψ :
Ȟ ∗(BG ;K)

IndG (X1;K) · IndG (X2;K)
−→

Ȟ ∗(BG ;K)
IndG (X ;K)

definido pela expressão

ψ(λ+ IndG (X1;K) · IndG (X2;K)) =λ+ IndG (X ;K)

Desde queψκ é sobrejor e

dimK

�

Ȟ ∗(BG ;K)
IndG (X1;K)

×
Ȟ ∗(BG ;K)

IndG (X2;K)

�

= dimK

�

Ȟ ∗(BG ;K)
IndG (X1;K)

�

+dimK

�

Ȟ ∗(BG ;K)
IndG (X2;K)

�

,

segue que
|IndG (X ;K)| ≤ |IndG (X1;K)|+ |IndG (X2,K)|.

TEOREMA 3.2.19. Propriedade Piercing Fraco.
Seja X um G -espaço paracompacto, Y = X × I com a G -ação diagonal, onde I = [0, 1] é
munido da G -ação trivial. Denotemos por X t =X ×{t }, t ∈ I . Suponhamos que

Y =X × I = Y0 ∪Y1, X0 ⊂ Y0 e X1 ⊂ Y1

onde Y0 e Y1 são subconjuntos G -invariantes fechados de Y . Então

IndG (Y0 ∩Y1;K) = IndG (X ;K).

Demonstração: Segue do Teorema 3.2.7, para A = ;, que

IndG (Y0 ∩Y1;K)⊂ IndG (X ;K).

Agora, seja γ : Y0 ∩ Y1 → X0 a projeção γ(x , t ) = (x , 0), a qual é G -equivariante. Então,
segue do Teorema 3.2.12

IndG (X ;K) = IndG (X0;K)⊂ IndG (Y0 ∩Y1;K).
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3.3 G-índice do Produto e do Join

Nesta seção, apresentamos os principais resultados que descrevem o G -índice de Fadell
e Husseini com valor ideal dos espaços produto e join, em função dos G -índices dos
espaços fatores, no caso em que o grupo G também é um grupo produto.

Sejam X i um G i -espaço paracompacto, i = 1, 2, com G =G1×G2 tal que o G -espaço pro-
duto X =X1×X2 também seja paracompacto. Consideremos as aplicações classificantes
para os grupos compactos de Lie G1, G2 e G

qX1 : EG1×G1 X1→ BG1, qX2 : EG2×G2 X2→ BG2,

qX : EG ×G X → BG .

Fazendo uma ordenação dos elementos, obtemos a seguinte identificação

(EG1×X1)× (EG2×X2)≈ (EG1×EG2)× (X1×X2). (3.22)

Agora consideremos o produto das aplicações projeções

π×π : (EG1×X1)× (EG2×X2)→ (EG1×G1 X1)× (EG2×G2 X2).

Desde que

(π×π)−1([m1,x1], [m2,x2]) = {((g 1m1, g 1x1), (g 2m2, g 2x2))}
3.22= {((g 1m1, g 2m2), (g 1x1, g 2x2))}
= {(g 1, g 2)((m1, m2), (x1,x2))}
= [((m1, m2), (x1,x2))],

então a decomposição de (EG1×X1)× (EG2×X2) é dada por

{(π×π)−1([m1,x1], [m2,x2])}= (EG1×EG2)×G (X1×X2),

munida da topologia quociente. Logo, usando resultados de topologia quociente, temos
que a aplicação quociente π×π determina um diagrama comutativo

(EG1×X1)× (EG2×X2)

π×π �
��

p

++VVVVVVVVVVVVVVVVVVV EG ×G X

(EG1×G1 X1)× (EG2×G2 X2) ι
//

qX1×qX2 ++WWWWWWWWWWWWWWWWWWW
(EG1×EG2)×G (X1×X2)

qX

��
BG BG1× BG2

onde ι é um homeomorfismo. Sob condições apropriadas de finitude (por exemplo,
Ȟ ∗(BG1;K) e H ∗G1

(X1;K) são do tipo finito sobreK), temos que as aplicações q ∗X e q ∗X1
⊗q ∗X2

podem ser identificadas (Ver [21, pg. 75]) como mostra o seguinte diagrama

Ȟ ∗(BG ;K)
q ∗X //

Kunneth

H ∗G (X ;K)

ι∗ e Kunneth

Ȟ ∗(BG1;K)⊗ Ȟ ∗(BG2;K)
q ∗X1
⊗q ∗X2

// H ∗G1
(X1;K)⊗H ∗G2

(X2;K)
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e escrevemos
q ∗X (λ,ν ) =q ∗X1

(λ)⊗q ∗X2
(ν ). (3.23)

Deste modo, usando esta identificação entre q ∗X e q ∗X1
⊗q ∗X2

, podemos enunciar os resul-
tados a seguir.

PROPOSIÇÃO 3.3.1. Sejam X i um G i -espaço paracompacto ,i = 1, 2 e, G =G1×G2 tais que
o G -espaço produto X =X1×X2 seja paracompacto. Então,

IndG (X ;K) = IndG1 (X1;K)⊗ Ȟ ∗(BG2;K)+ Ȟ ∗(BG1;K)⊗ IndG2 (X2;K) (3.24)

Demonstração: Desde que IndG (X ;K) = kerq ∗X (Teorema 3.2.9), dado qualquer elemento
λ⊗ν ∈ Ȟ ∗(BG1;K)⊗ Ȟ ∗(BG2;K) temos que

λ⊗ν ∈ IndG (X1×X2;K) ⇔ q ∗X1
(λ)⊗q ∗X2

(ν ) = 0

⇔ q ∗X1
(λ) = 0 ou q ∗X2

(ν ) = 0

⇔ λ∈ kerq ∗X1
ou ν ∈ kerq ∗X2

.

Portanto,
λ⊗ν ∈ IndG (X1×X2;K)

m

λ⊗ν ∈ IndG1 (X1;K)⊗ Ȟ ∗(BG2;K)+ Ȟ ∗(BG1;K)⊗ IndG2 (X2;K).

COROLARIO 3.3.2. Sejam X i um G i -espaço paracompacto ,i = 1, 2 e, G =G1×G2 tais que o
G -espaço produto X =X1×X2 seja paracompacto. Se

Ȟ ∗(BG1;K)∼=K[x1, . . . ,xk ], Ȟ ∗(BG2;K)∼=K[y1, . . . , yl ]

e IndG1 (X1;K) = ( f 1, · · · , f m ) e IndG2 (X2;K) = (g 1, · · · , g n ), onde f i e g i são polinômios em
x e y respectivamente, então

IndG (X1×X2;K) = ( f 1, . . . , f m , g 1, . . . , g n )

o ideal gerado pelos polinômios f i e g j .

Demonstração: Segundo a proposição 3.3.1, temos que

IndG (X1×X2;K) = ( f 1, . . . , f m )⊗K[y1, . . . , yl ]+K[x1, . . . ,xk ]⊗ (g 1, . . . , g n )

= ( f 1, . . . , f m , g 1, . . . , g n )

COROLARIO 3.3.3. Sejam X1 um G1-espaço paracompacto, {x0} um espaço topológico com
G2-ação trivial. Se G =G1×G2, então X1 é um G -espaço paracompacto e

IndG (X1;K) = IndG1 (X1;K))⊗ Ȟ ∗(BG2;K)

Caso análogo, temos para X1 = {x0} e, neste caso,

IndG (X2;K) = Ȟ ∗(BG1;K)⊗ IndG2 (X2;K).
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Demonstração: Definindo (g 1, g 2)x1 = g 1x1, temos que X1 é um G -espaço paracom-
pacto. Desde que X1 é homeomorfo a X1 × {x0} (e portanto paracompacto), como G -
espaços paracompactos, então pelo Corolário 3.2.14

IndG (X1;K) = IndG (X1×{x0};K).

Por outro lado, temos que

IndG2 ({x0};K) = ker(q ∗x0
: Ȟ ∗(BG2;K)→H ∗G2

({x0};K) = Ȟ ∗(BG2;K)),

onde q ∗x0
é a induzida em cohomologia da aplicação classificante

qx0 : ({x0}×EG2)/G2 = EG2/G2→ EG2/G2, [x0, e ] = [e ]→ [e ],

então q ∗x0
= Id e, segue que,

IndG2 ({x0};K) = 0.

Portanto, da Proposição 3.3.1 temos que

IndG (X1;K) = IndG1 (X1;K)⊗ Ȟ ∗(BG2;K)+H ∗(BG1;K)⊗0

= IndG1 (X1;K)⊗ Ȟ ∗(BG2;K).

PROPOSIÇÃO 3.3.4. Sejam X1 um G1-espaço paracompacto, X2 um G2-espaço paracom-
pacto e G =G1×G2 tais que o G -espaço join X1 ∗X2 seja paracompacto. Então,

IndG (X1 ∗X2;K)⊂ [IndG1 (X1;K)⊗ Ȟ ∗(BG2;K)]∩ [Ȟ ∗(BG1;K)⊗ IndG2 (X2;K)],

onde ∩ representa a interseção de ideais.

Demonstração: Definindo (g 1, g 2)x1 = g 1x1 e (g 1, g 2)x2 = g 2x2 temos que X1 e X2 são
G -espaços paracompactos. Consideremos as aplicações inclusões G -equivariantes

ı : X1→X1 ∗X2 e  : X2→X1 ∗X2.

Segue do Teorema 3.2.12 que

IndG (X1 ∗X2;K)⊂ IndG (X1;K),

IndG (X1 ∗X2;K)⊂ IndG (X2;K),

logo, do Corolário 3.3.3 temos que

IndG (X1 ∗X2;K)⊂ IndG1 (X1;K)⊗ Ȟ ∗(BG2;K),

IndG (X1 ∗X2;K)⊂ Ȟ ∗(BG1;K)⊗ IndG2 (X2;K),

Portanto,

IndG (X1 ∗X2;K)⊂ [IndG1 (X1;K)⊗ Ȟ ∗(BG2;K)]∩ [Ȟ ∗(BG1;K)⊗ IndG2 (X2;K)].
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3.4 Casos Particulares de G-índices absolutos

Apresentaremos nesta seção, técnicas para o cálculo do G -índice de Fadell e Husseini
para alguns importantes G -espaços, considerando G como sendo os grupos compactos
de Lie: Z2, S1 e O(k ).

3.4.1 Z2-índice

PROPOSIÇÃO 3.4.1. Todo espaço topológico que possui uma involução2 livre de pontos fixos,
é um Z2-espaço com Z2-ação livre.

Demonstração: Seja X um espaço topológico e f : X → X uma involução livre de pontos
fixos. Então, o conjunto discreto G = {IdX , f } junto com a operação composição é um
grupo de Lie compacto isomorfo a Z2. Definimos

ρ : G ×X →X ,

(g ,x ) 7→ g x = g (x ), g ∈G .

Mostremos que ρ é uma G -ação livre. Com efeito, IdXx = IdX(x ) = x e dados g , g ′ ∈ G
g (g ′x ) = g (g ′(x )) = (g ◦ g ′)(x ). Além disso, se x = g x = g (x ) então, g = IdX, desde que
f (x ) 6= x ,∀x ∈X .

COROLARIO 3.4.2. A n-esfera Sn é um Z2-espaço livre.

Demonstração: Consideremos a aplicação antipodal

A : Sn →Sn

x 7→ −x ,

a qual é uma involução livre de pontos fixos, desde que

A(A(x )) = A(−x ) = x e A(x ) =−x 6= x ,∀x ∈Sn .

Logo, da Proposição 3.4.1, temos que Sn é um Z2-espaço livre.

PROPOSIÇÃO 3.4.3. O espaço classificante BZ2 é o plano real projetivo infinito-dimensional
RP∞.

Demonstração: Segue do Exemplo 2.3.18 que EZ2(n ) é o join

Z2 ∗ · · · ∗Z2

de (n + 1)-cópias de Z2, o qual é homeomorfo à n-esfera Sn . Usando o Exemplo 1.1.20,
temos que

EZ2 = lim
→

n∈Z+
EZ2(n ) =S∞

Logo, por definição de espaço classificante segundo a construção de Milnor,

BZ2 =S∞/Z2 =RP∞.

2Uma involução é uma bijeção continua, tal que f ◦ f = I d
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PROPOSIÇÃO 3.4.4. ([8, pg. 373]) O Z2-módulo de cohomologia Ȟ ∗(BZ2;Z2) é o anel poli-
nomial sobre Z2, gerado pela classe característica ω1 =ω1(γ1) ∈ H 1(BZ2.Z2) e de grau 1.
Ou seja,

Ȟ ∗(BZ2,Z2)'Z2[ω1].

Seja X um espaço topológico paracompacto, o qual admite uma ação livre de Z2. Desde
que Z2[ω1] é um anel principal, então existe um inteiro positivo k tal que

IndZ2 (X ;Z2) = ker(q ∗X :Z2[ω1]→H ∗Z2
(X ;Z2))

= 〈(ω1)k 〉.

Por outro lado, o Z2-índice de Fadell e Huseini de valor numérico é dado por

|IndZ2 (X ;Z2)| = dimZ2

�

Z2[ω1]
〈(ω1)k 〉

�

= k =min{i : q ∗X ((ω1)i ) = 0}.

OBSERVAÇÃO 3.4.5. Observemos que o Z2-índice de Fadell e Huseini de valor numérico
|IndZ2 (X ;Z2)|, coincide com o Z2-índice de Yang de X (vide Yang [54] e [55] ), no caso
em que X é um espaço paracompacto com uma ação livre de Z2. No entanto, o Z2-
índice de Yang está definido para espaços não necessariamente paracompactos e, nesta
situação, o cálculo do Z2-índice de Fadell e Huseini de valor numérico é inviabilizado,
pois depende das propriedades topológicas de uma aplicação classificante. Para maiores
detalhes, vide [44].

3.4.2 O α-índice de Fadell e Rabinowitz e o S1-índice

Seja G um grupo de Lie compacto e α ∈ Ȟ ∗(BG ,K) um elemento qualquer tal que
Ȟ ∗(BG ;K) =K[α]. Desde queK[α] é um anel principal, então para todo G -espaço para-
compacto X existe um inteiro positivo k tal que

IndG (X ;K) = ker(q ∗X :K[α]→H ∗G (X ;K))
= 〈αk 〉.

Por outro lado, o G -índice de Fadell e Huseini de valor numérico é dado por

|IndG (X ;K)| = dimK

�

K[α]
〈αk 〉

�

= min{i : q ∗X (α
i ) = 0}.

DEFINIÇÃO 3.4.6. Seja X um G -espaço paracompacto e suponhamos que Ȟ ∗(BG ;K) =
K[α], para algum α ∈ Ȟ ∗(BG ;K). Definimos o α-índice de Fadell e Rabinowitz de X
(vide [22]), o qual será denotado por

Index∗α(X ;K),

como sendo o G -índice de Fadell e Husseini de valor numérico do G -espaço X , ou seja,

Index∗α(X ;K) = |IndG (X ;K)|.
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A esfera S1 = {z ∈ C : |z | = 1} = R/Z é um grupo de Lie compacto, com operação
dada pelo produto de números complexos e com a topologia induzida de C. O espaço
(Cn+1)∗ =Cn+1−{0} é um S1-espaço com ação dado por (z , (z 0, . . . , z n )) 7→ (z z 0, . . . , z z n ).
Temos que S2n+1 ⊂ (Cn+1)∗ é invariante por esta ação, a qual é livre e, o espaço de órbitas
S2n+1/S1 é uma variedade 2n-dimensional, chamada espaço projetivo complexo CPn .

PROPOSIÇÃO 3.4.7. Para cada n ≥ 0, existe um inteiro positivo k tal que

IndS1
(S2n+1;Z2) = 〈(ω2)k 〉, (3.25)

ondeω2 ∈ Ȟ 2(BS1;Z2) é uma classe característica de grau 2.

Demonstração: Do exemplo 2.3.19, ES1(n ) = S1 ∗ · · · ∗S1 (n + 1)-cópias é homeomorfo à
(2n + 1)-esfera S2n+1. Logo, por definição de espaço classificante segundo a construção
de Milnor,

BS1 = lim
→

n∈Z+

S2n+1

S1 = lim
→

n∈Z+
CPn =CP∞.

Temos que o Z2-módulo de cohomologia Ȟ ∗(BS1;Z2) é o anel polinomial sobre Z2, ge-
rado por pela classe característica ω2 = ω2(γ2) ∈ H 2(BS1;Z2) e de grau 2 (Vide [8, pg.
373]). Ou seja,

Ȟ ∗(BS1,Z2)'Z2[ω2].

Portanto, temos que para cada n ≥ 0, existe um inteiro positivo k tal que

IndS1
(S2n+1;Z2) = 〈(ω2)k 〉.

3.4.3 O O(k )-índice de uma Variedade de Stiefel

Para o estudo deste G -índice, usaremos os seguintes artigos: Jaworowski [31] e Komiya
[33]. O grupo linear geral G L n (R), onde R é o corpo dos números reais, é um grupo de
Lie com relação à multiplicação de matrizes (composição de transformações) e com a
topologia induzida de Rn 2 . Também seu subgrupo clássico O(k ), chamado grupo orto-
gonal, é um grupo de Lie. Desde que este subgrupo é fechado e limitado no espaço das
matrizes, segue que O(k ) é compacto.

DEFINIÇÃO 3.4.8. A variedade de Stiefel denotada por Vk (Rn ) é o espaço de k -frames
ortonormais em Rn (k ≤ n ), isto é,

Vk (Rn ) = {(v1, · · · , vk )∈ (Rn )k : 〈vi , v j 〉=δi j , 1≤ i j ≤ k }. (3.26)

Podemos ver que V1(Rn ) = Sn−1 e Vk (Rk ) =O(k ) é o grupo ortogonal. Portanto Vk (Rn ),
é um subespaço do espaço compacto (Sn−1)k . Desde que Vk (Rn ) é um subconjunto
fechado de um espaço compacto, segue que Vk (Rn ) é compacto. Além disso, Vk (Rn ) é
uma variedade orientável de dimensão nk − k (k + 1)/2 e, se k < n , Vk (Rn ) é conexa.
Mostra-se que o grupo ortogonal O(k ) age sobre (Rn )k , por multiplicação de matrizes
à esquerda e que esta O(k )-ação é livre sobre Vk (Rn ). Denotemos o espaço de órbitas
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Vk (Rn )/O(k ) por Gk (Rn ), o qual chamaremos variedade Grassmanniana de dimensão
nk .

Temos que o join EO(k )(n ) =O(k ) ∗ · · · ∗O(k ), de n + 1 cópias do grupo ortogonal O(k ),
é homeomorfo à variedade de Stiefel Vk (Rn )(vide [31]). Logo, pela definição do espaço
classificante segundo a construção de Milnor,

BO(k ) = lim
→

n∈Z+

Vk (Rn )
O(k )

= lim
→

n∈Z+
Gk (Rn ) =Gk (R∞).

O Z2-módulo de cohomologia Ȟ ∗(BO(k );Z2) é o anel polinomial sobre Z2, gerado livre-
mente pelas i -classes de Stiefel-Whitney ω1(γn ), · · · ,ωk (γn ), onde ωi = ωi (γn )
∈ Ȟ i (Gk (R∞);Z2). Ou seja,

H ∗(BO(k ),Z2)'Z2[ω1, · · · ,ωk ].

Sejaω= 1+ω1+ω2+ · · · a classe de Stiefel-Whitney total eω= 1+ω1+ω2 · · · sua classe
dual definida pela relaçãoωω= 1 em Z2[ω1, · · · ,ωk ]

PROPOSIÇÃO 3.4.9. Suponhamos que J̃ (k , l ) seja o ideal em Z2[ω1,ω2, . . .], gerado por
ωl+1,ωl+2 . . . ,ωl+k . Então,

IndO(k )(Vk (Rn );Z2) = J (k , n −k ), (3.27)

onde J (k , l ) denota a imagem de J̃ (k , l ) pela projeção

Z2[ω1,ω2, . . .]→Z2[ω1, . . . ,ωk ].

Demonstração: Desde que O(k ) age livremente sobre Vk (Rn ), segue da proposição 3.1.6
que

H ∗O(k )(Vk (Rn );Z2) ∼= Ȟ ∗(Gk (Rn );Z2)

=
Z2[ω1, . . . ,ωk ,ω1, . . . ,ωk ]

I (k , n −k )

onde I (k , n −k ) é o ideal gerado pelos n termos do produto

(1+ω1+ · · ·+ωk )(1+ω1+ · · ·+ωn−k )

de dimensão positiva. As relações correspondentes aos primeiros termos homogêneos
do último produto fornecem n −k equações

ωk +ωk−1ω1+ · · ·+ω1ωk−1+ωk = 0, k = 1, . . . , n −k ,

as quais podem ser resolvidas paraω1, . . . ,ωn−k . Substituindo os resultados aos k termos
homogêneos restantes do produto (em dimensões n-k+1,. . . ,n) obtendo assim o ideal
J (k , n −k ). Portanto,

H ∗O(k )(Vk (Rn );Z2)∼=
Z2[ω1, . . . ,ωk ,ω1, . . . ,ωk ]

J (k , n −k )
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Ao considerar o diagrama

Ȟ ∗(BO(k );Z2)
q ∗V // H ∗O(k )(Vk (Rn );Z2)

Z2[ω1, · · · ,ωk ]
q ∗V // Z2[ω1, . . . ,ωk ,ω1, . . . ,ωk ]

J (k , n −k )

deduz-se que o O(k )-índice de Fadell e Husseini

IndO(k )(Vk (Rn );Z2) = J (k , n −k ).
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4
Grau de Aplicações equivariantes

Em topologia algébrica, o grau é um invariante numérico que descreve uma aplicação
contínua f : M →N entre duas variedades compactas, conexas, orientadas e de mesma
dimensão. Intuitivamente, o grau representa o número de vezes que a variedade M
“envolve-se"na variedade N sob a aplicação f . O grau de uma aplicação é sempre um
número inteiro e foi definido pela primeira vez por Brouwer [9], que mostrou que o grau
é um invariante por homotopia. Tal fato foi usado para provar o teorema do ponto fixo
de Brouwer. Mais precisamente,

DEFINIÇÃO 4.0.10. Dada uma aplicação contínua f : M →N entre duas variedades orien-
tadas compactas, conexas, sem bordo e de mesma dimensão n , com geradores [M ] e [N ]
de H n (M ;Z) e H n (N ;Z), respectivamente, o grau de f é definido como sendo o inteiro
deg f tal que

f ∗([N ]) = (deg f )[M ]. (4.1)

Nosso objetivo neste capítulo é estudar este grau para aplicações G -equivariantes, us-
ando o G -índice de Fadell e Husseini estudado no Capitulo 3.
Provavelmente, o primeiro resultado desta teoria foi o famoso teorema de Ljusternik-
Schnirelman-Borsuk, que afirma que o grau de uma aplicação ímpar de uma esfera finito
dimensional em si mesma é ímpar [6], [7] e [35]. Este resultado, foi generalizado por
Eilenberg [19] para aplicações simpliciais, as quais comutam com uma ação livre simpli-
cial de um grupo cíclico Zp , com p primo, sobre esferas. Os desenvolvimentos posteri-
ores desta teoria foram, em grande parte, devidos a P. Smith e M. Krasnoselskii.
Este capítulo está organizado como segue. Na Seção 4.1 apresentaremos o resultado
de Gonçalves, Pergher, Jaworowski e Volovikov [18] sobre a existência de um homomor-
fismo transfer τX : H i (X ; R)→H i (X/G ; R) para G -espaços livres, com G um grupo finito.
Tal homomorfismo possui a propriedade de ser sobrejetor, quando o G -espaço for um
CW- complexo de dimensão finita. Usando tal resultado, foi possível apresentar uma
demonstração alternativa do resultado provado por Hara[24] e Jaworowski [32]. Em suas
demonstrações do resultado principal deste capítulo, eles utilizaram a cohomologia es-
pecial de Smith para Zp -espaços livres. A demonstração apresentada neste capítulo,
utilizando o homomorfismo transfer de Gonçalves e Pergher, simplifica consideravel-
mente a prova deste resultado. Na Seção 4.2 apresentamos um breve resumo da teoria de
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sequências espectrais, as quais serão utilizadas na Seção 4.3 para construção de um ho-
momorfismo transfer chamado “integração ao longo da fibra". Fazendo a composição
do homorfismos transfer de Gonçalves e Pergher com o homomorfismo transfer “in-
tegração ao longo da fibra", na Seção 4.4, obtemos um novo homomorfismo transfer,
fundamental na demonstração do Teorema 4.4.4, o qual será o desfecho do nosso tra-
balho, relacionado a Teoria de G -índice de Fadell e Husseini com a Teoria de Grau de
aplicações G-equivariantes.

4.1 O Homomorfismo transfer de Gonçalves e
Pergher

O objetivo desta seção é apresentar um importante resultado sobre a existência de um
homomorfismo transfer τX : H i (X ; R)→H i (X/G ; R) construído por Gonçalves, Pergher,
Jaworowski e Volovikov em [18] a partir de G -espaços livres, com G um grupo finito. Tal
homomorfismo possui a propriedade de ser sobrejetor, quando o G -espaço for um CW-
complexo de dimensão finita, como mostra o seguinte

TEOREMA 4.1.1. ([18, Lemma 3, pg 64]) Sejam X um espaço de Hausdorff, conexo e lo-
calmente conexo por caminhos, e G um grupo finito atuando livremente sobre X . Então,
para todo i ≥ 0 e R um anel comutativo com identidade, existe um homomorfismo trans-
fer τX : H i (X ; R)→H i (X/G ; R) satisfazendo as seguintes propriedades:

(i) Se X for um G -CW-complexo de dimensão k (não necessariamente finito), então τX :
H k (X ; R)→H k (X/G ; R) é sobrejetor.

(ii) Sejam Y nas mesmas hipóteses do teorema, h : X → Y uma aplicação G -equivariante,
e h̄ : X/G → Y /G a induzida da aplicação h entre os espaços de órbitas. Então, τX ◦h∗ =
h̄∗ ◦τY .

Demonstração: Definimos inicialmente τX em nível de cocadeias. Seja µ∈C i (X ; R) uma
i -cadeia singular, isto é, µ é um R-homomorfismo do R-módulo de i -cadeias singulares
C i (X ; R) em R . Consideremos o i -simplexo padrão σi e fixemos um ponto base z ∈ σi .
Sejaφ :σi →X/G um i -simplexo singular e seja

π−1(φ(z )) = {a 1, a 2, · · · , a r },

onde r é a ordem do grupo G e π : X → X/G é a aplicação quociente. Desde que π :
X → X/G é um recobrimento a r -folhas, com X localmente conexo por caminhos eσi é
simplesmente conexo, existem únicos levantamentos

φ1,φ2, . . . ,φr :σi →X ,

deφ tal queφi (z ) = a i , para i = 1, . . . , r . Definimos

µ̄(φ) =µ(φ1)+µ(φ2)+ · · ·+µ(φr ).

Definida desta forma, temos que a aplicação µ 7→ µ̄ é R linear e leva cociclos em cociclos
e cobordos em cobordos e, deste modo, define um R-homomorfismo τX : H i (X ; R) →
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H i (X/G ; R) (o qual depende do ponto base z deσi ). A condição (ii) segue do fato de que
h̄ ◦πX =πY ◦h.

Agora, suponhamos que X seja um G -CW-complexo de dimensão k . Consideremos
C j ( , R) =Hom(C j ( , R), R), onde C j ( , R) é o R-módulo livre gerado pelas j -células aber-
tas. Como X é um G -CW-complexo, temos que é induzido sobre X/G uma estrutura de
C W -Complexo. Assim, em particular se {eα} são as k -células de X/G , então para cada α
existem exatamente r k -células e 1

α, e 2
α, . . . , e r

α de X mapeadas por π sobre eα. Neste caso,
o homomorfismo transfer τX : H i (X ; R)→H i (X/G ; R) é o homomorfismo induzido pela
aplicação de cadeias τX : C k (X , R)→C k (X ; R) dada por

τX (µ)(eα) =µ(e 1
α)+µ(e

2
α)+, . . .+µ(e r

α).

Agora, dado um k -cociclo η ∈C k (X/G ; R), definimos uma k -cocadeia η′ ∈C k (X ; R) por
η′(e j

α) = η(eα), se j = 1 e, η′(e j
α) = 0, se j 6= 1, para todo α. Deste modo, temos que

τX (η′) = η e como X tem dimensão k , segue que C k+1(X ; R) = 0 e, portanto, qualquer
k -cocadeia de X é um k -cociclo. Então η′ representa uma classe em H k (X ; R) tal que
τX ([η′]) = [η].

Se no Teorema 4.1.1, o G -espaço X for uma variedade compacta,conexa e sem bordo
e R = Z2, temos que o homomorfismo transfer τX é um isomorfismo, como mostra a
seguinte

PROPOSIÇÃO 4.1.2. Suponhamos que G seja um grupo finito agindo livremente sobre uma
variedade M compacta, conexa e sem bordo de dimensão m . Então, o homomorfismo
transfer τX : H m (M ;Z2)→H m (M/G ;Z2) é um isomorfismo.

Demonstração: Temos que M e M/G admitem uma estrutura de C W -complexo finito,
desde que ambas são variedades compactas sem bordo (vide [36, Capítulo 20, pg.149]).
Além disso, sendo também conexas, segue que

H m (M ;Z2)∼=H m (M/G ;Z2)∼=Z2.

Assim, desde que pelo Teorema 4.1.1, o homomorfismo transfer

τX : H m (M ;Z2)→H m (M/G ;Z2)

é sobrejetor, concluímos que τX é um isomorfismo.

4.2 Sequências Espectrais

Nesta seção, daremos uma breve descrição dos resultados sobre sequências espectrais
que usaremos mais adiante.

DEFINIÇÃO 4.2.1. Um módulo diferencial bigraduado sobre um anel R , é uma coleção de
R-módulos {E p ,q }, para todo par de inteiros p e q , junto com uma aplicação R-linear
d : E ∗,∗ → E ∗,∗, o diferencial, de bigrau (−r, r − 1) ou (r,−r + 1), para algum inteiro r ,
satisfazendo d ◦d = 0.
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DEFINIÇÃO 4.2.2. O módulo de homologia H (E ) é o módulo bigraduado

Hp ,q (E∗,∗, d ) =
ker(d : Ep ,q → Ep−r,q+r−1)

im(d : Ep+r,q−r+1→ Ep ,q ).
(4.2)

DEFINIÇÃO 4.2.3. O módulo de cohomologia H (E ) é o módulo bigraduado

H p ,q (E ∗,∗, d ) =
ker(d : E p ,q → E p+r,q−r+1)
im(d : E p−r,q+r−1→ E p ,q ).

(4.3)

DEFINIÇÃO 4.2.4. Uma sequência espectral do tipo homológica é uma coleção de R-mó-
dulos diferenciais bigraduados {E r

∗,∗, d r }, para r = 1, 2, . . .; onde os diferenciais têm bigrau
(−r, r −1) e E r+1

p ,q é isomorfo a Hp ,q (E r
∗,∗, d r ).

DEFINIÇÃO 4.2.5. Uma sequência espectral do tipo cohomológica é uma coleção de R-
módulos diferenciais bigraduados {E ∗,∗r , d r }, para r = 1, 2, . . .; onde os diferenciais têm
bigrau (r,−r +1) e E

p ,q
r+1 é isomorfo a H p ,q (E ∗,∗r , d r ).

OBSERVAÇÃO 4.2.6. Embora a sequência espectral esteja indexada para r = 1, 2, . . ., essa
indexação pode começar em qualquer inteiro e, para as nossas aplicações, a sequência
começa em r = 2.

Até o final desta seção, estaremos considerando sequências espectrais do tipo coho-
mológicas. As definições e propriedades apresentadas a seguir, também podem ser obti-
das no caso de uma sequência espectral homológica e uma exposição detalhada nesse
sentido pode ser encontrada em [37, 49].
Para definir o termo limite de uma sequência espectral cohomológica, para todo k ≥ r ,
denotemos por

Z p ,q
r = ker(d r : E p ,q

r → E p+r,q−r+1
r )

B p ,q
r = im(d r : E p−r,q+r−1

r → E p ,q
r ).

A condição d r ◦d r = 0, implica que Br ⊂Zr ⊂ Er , e segue da definição 4.2.3 que Er+1
∼=

Zr /Br . Sejam

Z (Er+1)p ,q = ker(d r+1 : E
p ,q
r+1→ E

p+r+1,q−r
r+1 )

B (Er+1)p ,q = im(d r+1 : E
p−r−1,q+r
r+1 → E

p ,q
r+1).

Segue de [29, Teorema 1.10, pg.173], que existem submódulos bigraduados Zr+1 e Br+1

de Zr , contendo Br , tais que Z (Er+1)p ,q ∼=Z
p ,q
r+1/B

p ,q
r e B (Er+1)p ,q ∼= B

p ,q
r+1/B

p ,q
r , para todo

p ,q . Assim, Br+1 ⊂Zr+1 e temos que

Br ⊂ Br+1 ⊂Zr+1 ⊂Zr ⊂ Er .

Além disso, Er+2
∼= Z (Er+1)/B (Er+1) ∼= Zr+1/Br+1. Continuando esse processo por in-

dução, obtemos uma sequência de submódulos, para todo n ≥ r ,

Br ⊂ Br+1 ⊂ · · · ⊂ Bn ⊂ · · · ⊂Zn ⊂ · · · ⊂Zr+1 ⊂Zr ⊂ Er ,

com a propriedade que En+1
∼=Zn/Bn .
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DEFINIÇÃO 4.2.7. Definimos os módulos bigraduados

Z∞ =
⋂

n

Zn e B∞ =
⋃

n

Bn .

O módulo bigraduado E∞ =Z∞/B∞ é chamado o limite da sequência espectral E .

DEFINIÇÃO 4.2.8. Uma sequência espectral cohomológica {E ∗,∗r , d r } colapsa no N -ésimo
termo se o diferencial d r = 0, para todo r ≥N .

OBSERVAÇÃO 4.2.9. Uma consequência imediata do fato de uma sequência espectral co-
homológica {E ∗,∗r , d r } colapsar no N -ésimo termo, é que E ∗,∗N

∼= E ∗,∗N+1
∼= · · · ∼= E ∗,∗∞ .

DEFINIÇÃO 4.2.10. Uma filtração decrescente F sobre um R-módulo A, é uma família de
submódulos {F p (A)}, com p ∈Z, tal que

· · ·F p+1(A)⊂ F p (A)⊂ F p−1(A)⊂ · · · ⊂ A.

DEFINIÇÃO 4.2.11. Dada uma filtração decrescente F sobre um R-módulo A, o módulo
graduado associado E ∗0(A) é dado por

E
p
0 (A) = F p (A)/F p+1(A).

OBSERVAÇÃO 4.2.12. Se H ∗ é um R-módulo graduado e se F é uma filtração sobre H ∗, en-
tão F p (H n ) = F p (H ∗)∩H n ⊂ F p−1(H ∗)∩H n = F p−1(H n ) e o módulo bigraduado associado
E ∗,∗0 é dado por

E
p ,q
0 (H ∗, F ) = F p (H p+q )/F p+1(H p+q ).

DEFINIÇÃO 4.2.13. Uma sequência espectral {E ∗,∗r , d r } converge para um R-módulo gradu-
ado H ∗, se existe uma filtração F sobre H ∗ tal que

E p ,q
∞
∼= E

p ,q
0 (H ∗, F ),

onde E ∗,∗∞ é o termo limite da sequência espectral.

DEFINIÇÃO 4.2.14. Uma sequência espectral {E ∗,∗r , d r } é uma sequência espectral do primei-
ro quadrante, se existe r tal que E

p ,q
r = 0, para p < 0 ou q < 0.

Agora, recordemos os seguintes teoremas de Leray-Serre para fibrações (para demons-
tração vide [37, Teoremas 5.2 e 6.7]).

TEOREMA 4.2.15. (A Sequência Espectral Cohomológica de Leray-Serre) Seja R um anel

comutativo com identidade. Dada uma fibração F ,→E
p
→ B, onde B é conexo por camin-

hos, existe uma sequência espectral do primeiro quadrante {E ∗,∗r , d r }, com

E
p ,q
2
∼=H p (B ;{Hq (F ; R)}),

a cohomologia de B com coeficientes locais na cohomologia de F , a fibra de p , e con-
vergindo para H ∗(E ; R). Além disso, essa sequência é natural com relação a aplicações
entre fibrações que preservem fibras.

Para mais detalhes sobre sistemas de coeficientes locais vide [37].
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4.3 Integração ao Longo da Fibra

Uma ferramenta importante na construção do homomorfismo transfer de grau dimG 1 é
o homomorfismo integração ao longo da fibra, definido no trabalho de Gottlieb [23].

Assumiremos nesta seção, que X é um G -espaço paracompacto com G -ação livre, onde
G é um grupo de Lie compacto e conexo. Então, do teorema 2.3.5, (X ,π, X/G ,G ,G ) é um
G -fibrado principal. Desde que G é um grupo de Lie compacto, então G pode ser visto
como um subgrupo fechado do grupo ortogonal O(n ), para algum n [8, Teo. 5.1, pag. 23]
e, portanto, G é orientável. Assim, segue da dualidade de Poincaré para o grupo G (vide
[49, Capítulo 6, Teorema 18, Pg. 297]) que

H dimG (G ; R)∼=H0(G ; R) =R e H i (G ; R) = 0, para todo i > dimG .

Segue do Teorema 4.2.15, que existe uma sequência espectral de Leray-Serre associada
ao G -fibrado principal π : X →X/G que se comporta da seguinte forma:

E q−dimG−r,dimG+r−1
r

d r−→ E q−dimG ,dimG
r

é zero para r > 1 e

E q−dimG ,dimG
r

d r−→ E q−dimG+r,dimG−r+1
r

é zero para r > dimG +1. Portanto

E
q−dimG ,dimG
2 ⊃ E

q−dimG ,dimG
3 ⊃ · · · ⊃ E

q−dimG ,dimG
dimG+2 = E q−dimG ,dimG

∞

Também E
q−i ,i
2 =Hq−i (B ; H i (G ; R)) = 0, para i > dimG então E

q−i ,i
∞ também é zero, para

i > dimG . Portanto, a filtração padrão

Hq (X ; R) = F−1,q+1 ⊃ · · · ⊃ F i ,q−i ⊃ · · ·

reduz-se

Hq (X ; R)⊃ F q−dimG ,dimG ⊃ 0

assim

Hq (X ; R)/F q−dimG ,dimG ∼= E q−dimG ,dimG
∞

DEFINIÇÃO 4.3.1. Seja X um G -espaço paracompacto, com G conexo. O homomorfismo
integração ao longo da fibra

$ : Hq (X ; R)→Hq−dimG (X/G ; R)

é definido como sendo a seguinte composição:

$ : Hq (X ; R)� E q−dimG ,dimG
∞ � E

q−dimG ,dimG
2

∼=Hq−dimG (X/G ; R)

1dim denota dimensão topológica.
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PROPOSIÇÃO 4.3.2. Sejam X e Y , G -espaços paracompactos, com G conexo. Se f : X → Y
for uma aplicação G -equivariante, então o seguinte diagrama é comutativo

Hq (Y ; R)
f ∗ //

$

��

Hq (X ; R)

$

��
Hq (Y /G ; R)

f̄ ∗ // Hq (X/G ; R)

Demonstração: Segue do fato de que a sequência espectral dada pelo Teorema 4.2.15 é
natural com relação a aplicações entre fibrações que preservam fibras.

No caso em que X =M é uma variedade compacta, conexa e sem bordo de dimensão m
e o anel R é o corpo Z2, temos a seguinte importante

PROPOSIÇÃO 4.3.3. Suponhamos que G seja um grupo de Lie compacto e conexo de dimen-
são finita k , que age livremente sobre uma variedade M compacta, conexa e sem bordo de
dimensão m . Então, a integração ao longo da fibra$ : H m (M ;Z2)→H m−dimG (M/G ;Z2)
é um isomorfismo.

Demonstração: Segue do Teorema 4.2.15 que existe uma seqüência espectral do primeiro
quadrante {E ∗,∗r , d r }, com

E
i ,j
2
∼=H i (M/G ; H j (G ;Z2)),

convergindo para H i+j (M ;Z2). Temos que os módulos E
i ,j
2 são nulos para i + j = m ,

exceto E m−k ,k
2 . De fato, se j < k então m − j >m −k = dim M/G . Assim,

E
m−j ,j
2

∼=H m−j (M/G ; H j (G ;Z2))∼= 0.

Se j > k = dimG , temos que E
m−j ,j
2

∼= H m−j (M/G ; H j (G ;Z2)) ∼= 0. Além disso, os difer-

enciais com domínio E m−k ,k
2 e imagem E m−k ,k

2 são nulos. Assim, usando o fato que

H m (M ;Z2)∼=H m−k (M/G ;Z2)∼=H k (G ;Z2)∼=Z2,

temos que o homomorfismo integração ao longo da fibra:

$ :Z2
∼=H m (M ;Z2)∼= E m−k ,k

∞ � E m−k ,k
2

∼=H m−k (M ; H k (G ;Z2))∼=H m−k (M ;Z2)∼=Z2,

é um isomorfismo.

4.4 Relação entre o Grau e o G-índice de Fadell e Husseini

Nesta seção, assumiremos o fato de que, se X é uma variedade, então o R-módulo de co-
homologia de Alexander é isomorfo ao R-módulo de cohomologia singular [49, Corolário
6.9.7, pag. 341] e, portanto, pela Proposição 1.3.24

Ȟq (X ; R)∼=Hq (X ; R)
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onde Hq denota o R-módulo de cohomologia singular. Dessa forma, os resultados prova-
dos anteriormente usando a cohomologia de Čech, serão considerados naturalmente na
cohomologia singular.

As principais referências nesta seção, são os artigos de Hara [24] e Jaworowski [32]. Usan-
do as definições das seções anteriores vamos construir um novo homomorfismo que será
de suma importância nas demonstrações dos teoremas principais deste capítulo.

Sejam X um G -espaço paracompacto, com G -ação livre e G0 a componente conexa de
G contendo a identidade e . Sabemos do Corolário 2.1.8 que o grupo quociente G /G0 é
finito e, além disso, age livremente sobre X/G0 da seguinte forma

(g G0,G0x ) 7→G0(g x )

Desde que G /G0 é um grupo finito, então dim(G /G0) = 0 implicando que dimG = dimG0

e dim(X/G0) = dim(X/G ). Por outro lado, a G -ação livre de X , induz uma G0-ação livre
sobre X mediante a restrição. Então, temos o G0-fibrado principal (X ,π, X/G0,G0,G0)
com X/G0 paracompacto (Teorema 2.3.5). Logo, da Definição 4.3.1 para o G0-espaço
paracompacto temos

$ : H i (X ; R)→H i−dimG (X/G0; R)

Pela Teorema 4.1.1, para o G /G0-espaço paracompacto X/G0 temos

τ : H i−dimG (X/G0; R)→H i−dimG
�

X/G0

G /Go

�

∼=H i−dimG (X/G ; R)

Este último isomorfismo deve-se ao fato que X/G0

G /Go
é homeomorfo a X/G .

DEFINIÇÃO 4.4.1. Seja X um G -espaço paracompacto com G -ação livre. Definimos o ho-
momorfismo transfer, denotado por p !, dado pela composição

Hq (X ; R)
$−→Hq−dimG (X/G0; R)

τ−→Hq−dimG (X/G ; R) (4.4)

PROPOSIÇÃO 4.4.2. Seja f : X → Y uma aplicação equivariante entre G -espaços paracom-
pactos, com G -ações livres. Então, temos o seguinte diagrama comutativo

Hq (Y ; R)
f ∗ //

(pY )!
��

Hq (X ; R)

(pX )!
��

Hq−dimG (Y /G ; R)
f̄ ∗ // Hq−dimG (X/G ; R)

onde f̄ : X/G → Y /G é a aplicação induzida por f entre os espaços de órbitas.

Demonstração: Para isso consideremos o seguinte diagrama

Hq (Y ; R)
$Y //

f ∗

��

Hq−dimG (Y /G0; R)
τY //

f̄ 0

��

Hq−dimG (Y /G ; R)

f̄
��

Hq (X ; R)
$X // Hq−dimG (X/G0; R)

τX // Hq−dimG (X/G ; R)
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onde f̄ 0 é a aplicação induzida nos espaços órbitas em relação ao grupo G0. Do Teorema
4.1.1 e da Proposição 4.3.2 temos que os quadrados são comutativos, o que implica que

f̄ ∗ ◦ (pY )! = f̄ ∗ ◦τY ◦$Y =τX ◦ f̄ ∗0 ◦$Y =τX ◦$X ◦ f ∗ = (pX )! ◦ f ∗

A seguinte proposição é essencial na demonstração do teorema principal desta seção.

PROPOSIÇÃO 4.4.3. Suponhamos que G seja um grupo de Lie compacto de dimensão finita
que age livremente sobre uma variedade M compacta, conexa e sem bordo de dimensão
m . Então, o homomorfismo transfer

p ! : H m (M ;Z2)→H m−dimG (M/G ;Z2)

é um isomorfismo.

Demonstração: Temos a decomposição

Hq (M ;Z2)
$−→Hq−dimG (M/G0;Z2)

τ−→Hq−dimG
�

M/G0

G /G0
;Z2

�

∼=Hq−dimG (M/G ;Z2).

Desde que G0 é um grupo de compacto Lie, conexo e de dimensão finita que age livre-
mente sobre M , então pela Proposição 4.3.3 temos que$ é um isomorfismo. Por outro
lado, desde que G /G0 é um grupo finito que age livremente sobre a variedade compacta,
conexa e sem bordo M/G0 de dimensão m −dimG0, então pela Proposição 4.1.2, τ é um
isomorfismo, e portanto, p ! =τ ◦$ é um isomorfismo.

Enunciaremos agora, o teorema principal deste capítulo, o qual será o desfecho do nosso
trabalho, relacionando a Teoria de G -índice de Fadell e Husseini com a Teoria de Grau
de aplicações G-equivariantes.

TEOREMA 4.4.4. Sejam G um grupo compacto de Lie e M , N G -variedades compactas,
conexas e sem bordo de dimensão finita n, que admitem uma G -ação livre. Então,

(1) Se IndG
n−dimG (N ,Z2) = IndG

n−dimG (M ;Z2) 6= H n−dimG (BG ;Z2), então para toda apli-
cação G -equivariante f : M →N , temos que

f ∗ : H n (N ;Z2)→H n (M ;Z2)

é um isomorfismo. Além disso, se M e N são orientáveis, então para toda aplicação G -
equivariante f : M →N , o grau de f é ímpar.

(2) Se IndG
n−dimG (N ,Z2) 6= IndG

n−dimG (M ;Z2) = H n−dimG (BG ;Z2), então para toda apli-
cação G -equivariante f : M →N , temos que

f ∗ : H n (N ;Z2)→H n (M ;Z2)

é o homorfismo trivial. Além disso, se M e N são orientáveis, então para toda aplicação
G -equivariante f : M →N , o grau de f é par.
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Demonstração: (1) Sejam qM : M/G → BG e qN : N /G → BG as aplicações classificantes
para M e N , respectivamente. Por hipótese, usando o Teorema 3.2.9 temos que

kerq ∗M = kerq ∗N 6=H n−dimG (BG ;Z2),

ou seja, q ∗M e q ∗N são não nulos. Agora, considerando o diagrama comutativo

H n (N ;Z2)
f ∗ //

(pN )!
��

H n (M ;Z2)

(pM )!
��

H n−dimG (N /G ;Z2)
f̄ ∗ // H n−dimG (N /G ;Z2)

H n−dimG (BG ;Z2)

q ∗N
iiSSSSSSSSSSSSSSS

q ∗M
55kkkkkkkkkkkkkkk

(4.5)

Como f̄ ∗q ∗N = q ∗M (Teorema 2.3.13) e q ∗M 6= 0, então f̄ ∗ 6= 0. Pela Proposição 4.4.3, temos
que (pM )! e (pN )! são isomorfismos e, assim, usando o quadrado comutativo temos que
f ∗ 6= 0. Com efeito, como f̄ ∗ 6= 0, existe

0 6= ū ∈H n−dimG (N /G ;Z2)

tal que f̄ ∗ū 6= 0. Logo, pela sobrejetividade de (pN )! existe

0 6= u ∈H n (N ;Z2)

tal que (pN )!(u ) = ū . Assim, segue que

0 6= f̄ ∗(pN )!(u ) = (pM )! f ∗(u )

e, da injetividade de (pM )!, concluímos que f ∗(u ) 6= 0. Agora, como

H n (N ;Z2) =H n (M ;Z2) =Z2,

pois M e N são compactas, conexas e sem bordo de dimensão n e

f ∗ : H n (N ;Z2)→H n (M ;Z2)

é não trivial, concluímos que f ∗ é um isomorfismo. Suponhamos agora que M e N sejam
orientáveis e, que o grau de f seja igual a 2k , com k inteiro. Levando a módulo 2, temos
que f ∗ : H n (N ,Z2)→ H n (M ,Z2) é nula, contradizendo o resultado anterior. Portanto, o
grau de f é ímpar.

(2) Por hipótese, usando o Teorema 3.2.9 temos que

kerq ∗N 6= kerq ∗M =H n−dimG (BG ;Z2),

ou seja, q ∗M = 0 e q ∗N é não nulo. Com isto, podemos provar que f̄ ∗ é não injetiva. Com
efeito, como q ∗N é não nulo, seja x ∈H n−dimG (BG ;Z2) tal que q ∗N (x ) 6= 0. Logo, usando o
diagrama 4.5 temos que

ker( f̄ ∗q ∗N ) = kerq ∗M =H n−dimG (BG ;Z2)
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ou seja, f̄ ∗q ∗N é nula e, portanto, f̄ ∗q ∗N (x ) = 0. Além disso,

H n−dimG (M/G ;Z2) =H n−dimG (N /G ;Z2) =Z2

pois M/G e N /G são variedades compactas, conexas e sem bordo de dimensão
n −dimG . Como

f̄ ∗ : H n−dimG (N /G ;Z2)→H n−dimG (M/G ;Z2)

é não injetiva, concluímos que f̄ é trivial. Agora, usando os isomorfismos (pM )! e (pN )!
temos que

(pM )!( f ∗(u )) = f̄ ∗((pN )!(u )) = 0

o que implica f ∗(u ) = 0, para todo u ∈H n (N ,Z2). Portanto, f ∗ : H n (N ;Z2)→H n (M ;Z2)
é o homomorfismo trivial. Suponhamos agora que M e N sejam orientáveis e, que o grau
de f seja igual a 2k +1, com k inteiro. Levando a módulo 2, temos que

f ∗ : H n (N ,Z2)→H n (M ,Z2)

é não trivial, o que é uma contradição. Portanto, o grau de f é par.
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A
Fatos Algébricos e Topológicos

Este apêndice introduz as noções básicas e notações que serão usadas em todo este tra-
balho. Introduziremos a linguagem de categorias e funtores, espaços paracompactos e
join de espaços topológicos. Uma discussão mais completa destes resultados, incluindo
provas e aplicações, pode ser encontrada nas seguintes referências [14], [17], [25], [42],[43],
[53].

A.1 Pares de espaços e aplicações de pares

DEFINIÇÃO A.1.1. Um par de espaços (X , A) consiste de um espaço topológico X e um
subespaço A ⊂X .

DEFINIÇÃO A.1.2. Dados pares de espaços (X , A) e (Y , B ), uma aplicação de pares
f : (X , A)→ (Y , B ) é uma função contínua f : X → Y tal que f (A)⊂ B .

DEFINIÇÃO A.1.3. Duas aplicações de pares f 0, f 1 : (X , A)→ (Y , B ) são homotópicas como
aplicações de pares, se existe uma aplicação de pares

F : (X × I , A × I )→ (Y , B )

tal que F (x , 0) = f 0(x ) e F (x , 1) = f 1(x ), para todo x ∈X .

A.2 Categorias e Funtores

DEFINIÇÃO A.2.1. Uma Categoria C consiste de:

(1) Uma classe de objetos X .

(2) Para cada par ordenado (X , Y ) de objetos deC , um conjunto Hom(X, Y) de morfismos
f . Se f ∈Hom(X, Y), escrevemos f : X → Y .

(3) Uma função, chamada composição de morfismos,

: Hom(X, Y)×Hom(Y, Z)→Hom(X, Z)
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a qual está definida para toda tripla (X , Y ,Z ) de objetos de C. Dados quaisquer dois mor-
fismos f : X → Y e g : Y →Z , a imagem do par ( f , g ) pela operação de composição será
denotada por g ◦ f : X →Z e os seguintes axiomas devem ser satisfeitos:

Axioma 1.(Associatividade) Dados morfismos f : W → X , g : X → Y e h : Y →Z , então:
h ◦ (g ◦ f ) = (h ◦ g ) ◦ f .

Axioma 2.(Existência de identidades) Para cada objeto X , existe um elemento I d X : X →
X tal que

I d X ◦ f = f e g ◦ I d X = g

para todo morfismo f ∈Hom(W, X) e para todo morfismo g ∈Hom(X, Y), onde W e Y são
arbitrários.

OBSERVAÇÃO A.2.2. O morfismo identidade I d X ∈Hom(X, X) é único (vide [43, pg. 155]).

Nos exemplos a seguir, listamos as categorias básicas que estaremos considerando neste
trabalho, a partir das quais serão definidas novas categorias.

EXEMPLO A.2.3. A categoria dos espaços topológicos (às vezes chamados apenas de es-
paços) e das funções contínuas será denotada por Top.

EXEMPLO A.2.4. Pares de espaços e suas aplicações de pares constituem uma categoria,
a qual será denotada por Top2. Note que podemos associar a cada espaço topológico
X , o par (X ,;) e a cada função contínua f : X → Y a correspondente aplicação de pares
f : (X ,;)→ (Y ,;).

DEFINIÇÃO A.2.5. Dados morfismos f ∈ Hom(X, Y) e g , g ′ ∈ Hom(Y, X), se g ◦ f = I d X , g
é chamado um morfismo inverso à esquerda para f e se f ◦ g ′ = I d Y , g ′ é chamado um
morfismo inverso à direita para f .

OBSERVAÇÃO A.2.6. Observemos que se f possui morfismo inverso à esquerda g e inverso
à direita g ′, então g = g ′ (vide [43, pg.156]). Nesse caso, g é chamado morfismo inverso
para f . Além disso, mostra-se que g é único.

DEFINIÇÃO A.2.7. Se f possui morfismo inverso, então f é chamado uma equivalência na
categoria em questão.

OBSERVAÇÃO A.2.8. Uma equivalência na categoria Top é chamada um homeomorfismo.

DEFINIÇÃO A.2.9. Um funtor covariante F de uma categoria C em uma categoria D é uma
função, a qual será denotada por F : C→D, que associa a cada objeto X de C, um objeto
F(X ) em D e, a cada morfismo f : X → Y de C, um morfismo F( f ) : F(X )→ F(Y ) de D,
satisfazendo as seguintes condições:

(i) F(I d X ) = I dF(X ), para todo objeto X de C.

(ii) F(g ◦ f ) =F(g ) ◦F( f ), para todo morfismo X
f
→ Y

g
→Z em C.

Ou seja, um funtor covariante deve preservar composições e identidades.
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OBSERVAÇÃO A.2.10. Seja F : C → D um funtor covariante. Observemos que se
f : X → Y for uma equivalência na categoria C, então existe um único morfismo g :
Y →X tal que g ◦ f = I d X e f ◦g = I d Y . Assim, segue da Definição A.2.9 que F(g )◦F( f ) =
F(g ◦ f ) =F(I d X ) = I dF(X ) e F( f )◦F(g ) =F( f ◦ g ) =F(I d Y ) = I dF(Y ) e, portanto, F( f ) será
uma equivalência na categoria D.

DEFINIÇÃO A.2.11. Um funtor contravariante F de uma categoria C em uma categoria D
é uma função, a qual será denotada por F : C→D, que associa a cada objeto X de C, um
objeto F(X ) em D e, a cada morfismo f : X → Y de C, um morfismo F( f ) : F(Y )→F(X ) de
D, satisfazendo as seguintes condições:

(i) F(I d X ) = I dF(X ), para todo objeto X de C.

(ii) F(g ◦ f ) =F( f ) ◦F(g ), para todo morfismo X
f
→ Y

g
→Z em C.

OBSERVAÇÃO A.2.12. Exemplos importantes de funtores contravariantes que estaremos
considerando neste trabalho serão apresentados no Apêndice B (Cohomologia Simpli-
cial e Cohomologia de Čech) e no Capítulo 2 (Cohomologia G -equivariante de Borel).

A.3 A Categoria dos Pares Paracompactos: Top2
p c

Os resultados apresentados nesta seção podem ser encontrados em [17].

DEFINIÇÃO A.3.1. SejaU = {Uα : α ∈A} uma cobertura de um espaço topológico X . Um
refinamento deU é uma coberturaV = {Vβ : β ∈B} de X tal que para cada β ∈B, existe
α∈A com Vβ ⊂Uα. Se V for um refinamento de uma coberturaU de X , dizemos que V
refinaU .

OBSERVAÇÃO A.3.2. Se os elementos de V são subconjuntos abertos de X , dizemos que V
é um refinamento aberto deU . Se os elementos de V são subconjuntos fechados de X ,
dizemos que V é um refinamento fechado deU .

DEFINIÇÃO A.3.3. Uma coberturaU = {Uα : α∈A}de um espaço topológico X é chamada
localmente finita se para cada x ∈ X , existe um subconjunto aberto V (x ) ⊂ X com x ∈
V (x ) tal que Uα ∩ V (x ) 6= ;, apenas para um número finito de índices α ∈ A, ou seja, o
conjunto

{α∈A : Uα ∩V (x ) 6= ;}

é finito.

OBSERVAÇÃO A.3.4. SeU = {Uα : α∈A} for uma cobertura localmente finita de um espaço
topológico X , então

⋃

α∈A
Uα =

⋃

α∈A
Uα.

(Vide [42, Lema 39.1]).

DEFINIÇÃO A.3.5. Um espaço de Hausdorff X é paracompacto se toda cobertura aberta
de X possui um refinamento aberto localmente finito.
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OBSERVAÇÃO A.3.6. Como parte da definição do termo paracompacto, seguindo a con-
venção de Bourbaki, estamos incluindo a hipótese de que o espaço deve satisfazer a
condição de Hausdorff.

PROPOSIÇÃO A.3.7. Todo espaço compacto Hausdorff é paracompacto.

Demonstração: Seja X um espaço compacto Hausdorff. Dada uma cobertura aberta
U = {Uα;α ∈ A} de X , desde que X é compacto, existe uma subcobertura finita V =
{Uα1 ,Uα2 , · · · ,Uαn } deU , a qual refinaU . Além disso, dado x ∈ X , para todo aberto V (x )
de X contendo x , temos que

V (x )⊂
n
⋃

i=1

Uαi =X ,

ou seja, V (x ) intercepta apenas uma quantidade finita de abertos de V e, portanto, X é
paracompacto.

OBSERVAÇÃO A.3.8. Se X for um espaço regular então X é paracompacto se, e somente
se toda cobertura aberta de X possui um refinamento fechado localmente finito. Esse
resultado foi provado por Ernest Michael em [38, Pg.831, Lema 1] (Vide também [17,
Pg.163, Teorema 2.3]).

PROPOSIÇÃO A.3.9. Todo subespaço fechado de um espaço paracompacto é paracompacto.

Demonstração: Sejam Y um subespaço fechado de um espaço paracompacto X e V =
{Vα,α∈A} uma cobertura aberta de Y por subconjuntos abertos em Y . Para cada Vα ∈V ,
escolhamos um aberto Uα de X tal que Uα ∩Y =Vα. Então, a coleção

U = {Uα : Uα ∩Y =Vα ∈V }∪ {X −Y }

é uma cobertura aberta de X e, desde que X é paracompacto, existe um refinamento
aberto localmente finitoW = {Wβ ,β ∈B} deU . Mostremos que a coleção

WY = {Wβ ∩Y : Wβ ∈W}

é um refinamento aberto localmente finito de V . Com efeito, dado Wβ ∈ W , desde que
W refinaU , existe um aberto Uα ∈U tal que Wβ ⊂Uα, logo Wβ ∩Y ⊂Uα ∩Y = Vα, o que
mostra queWY refina V . Além disso, dado y ∈ Y ⊂ X , desde queW é localmente finito,
existe um aberto V (y ) em X tal que o conjunto {β ∈B : Wβ ∩V (y ) 6= ;} é finito. Assim,
V (y )∩Y é um aberto de Y contendo y tal que o conjunto

{β ∈B : (Wβ ∩Y )∩ (V (y )∩Y ) 6= ;}

é finito e, portanto, Y é paracompacto.

PROPOSIÇÃO A.3.10. Todo espaço paracompacto é normal.
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Demonstração: Seja X um espaço paracompacto e mostremos primeiramente que X é
regular. Dados a ∈X e F um fechado de X tal que a 6∈ F , desde que X é Hausdorff 1, para
cada x ∈ F , podemos escolher um aberto U (x ) que contém x tal que a 6∈U (x ). A coleção

U = {U (x ) : x ∈ F }∪ {X − F }

é uma cobertura aberta de X e, sendo X paracompacto, existe um refinamento aberto
localmente finito V deU . Consideremos a seguinte subcoleção

W = {W ∈V ; W ∩ F 6= ;} ⊂V .

Então,W é uma cobertura aberta de F e, além disso, se W ∈W , então a 6∈W . Desde que
W ∩ F 6= ;, existe U (x )∈U tal que W ⊂U (x ), com a 6∈U (x ). Seja

V =
⋃

W∈W
W

Temos que V é um aberto de X contendo F e, desde que W é uma cobertura aberta
localmente finita (pois V o é) segue de A.3.4 que

V =
⋃

W∈W
W .

Assim, a /∈V . Portanto, V e X−V são abertos disjuntos contendo F e a , respectivamente,
o que implica que X é regular.

Para concluirmos que X é normal, sejam F1 e F2 dois fechados disjuntos de X . Usan-
do a regularidade2 de X , para cada x ∈ F1 podemos escolher um aberto U (x ) de X con-
tendo x tal que U (x )∩F2 = ;. Usando os mesmos argumentos anteriores, é possível exibir
um aberto V de X contendo F1 tal que V ∩ F2 = ;. Dessa forma, V e X −V são abertos
disjuntos contendo F1 e F2, respectivamente, o que implica que X é normal.

OBSERVAÇÃO A.3.11. Usando-se a Proposição A.3.10 e o Teorema de E.Michael [17, Pg.163,
Teorema 2.3(2)], prova-se o resultado a seguir.

PROPOSIÇÃO A.3.12. [17, Pg.165, Teorema 2.6] Sejam X um espaço paracompacto e
f : X → Y uma aplicação contínua, fechada e sobrejetora. Então, Y é paracompacto.

PROPOSIÇÃO A.3.13. O produto de um espaço paracompacto com um espaço compacto
Hausdorff é paracompacto.

Demonstração: Sejam X um espaço paracompacto e Y um espaço compacto Hausdorff.
Dada uma cobertura aberta U de X × Y , para cada x ∈ X fixado, desde que {x } × Y é
compacto, existe uma subcoleção finita {U x

α1
, . . . ,U x

αnx
} deU que cobre {x }×Y . Podemos

1X é Hausdorff se, e somente se, dado p ∈ X , para cada ponto q 6= p em X , existe um aberto U (p )⊂ X tal
que q /∈U (p ) (Vide [17, Pg.138, Teorema 1.2]).

2X é regular se, e somente se, dados um ponto x ∈ X e um fechado F ⊂ X que não contém x , existe um
aberto V ⊂X contendo x tal que V ∩ F = ; Vide [17, Pg.141, Teorema 2.2].
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escolher um aberto V (x )⊂ X contendo x tal que V (x )×Y ⊂
⋃nx

i=1 Uαi
3. Consideremos a

cobertura aberta

UX = {V (x ) : x ∈X }

de X . Como X é paracompacto, existe um refinamento aberto localmente finito VX de
UX e assim, para cada V ∈ VX , V ⊂ V (x ) para algum x ∈ X . Mostremos que a cobertura
aberta

W = {(V ×Y )∩U x
αi

; i = 1, . . . , nx , V ∈VX }

de X ×Y é um refinamento aberto localmente finito deU . Com efeito, temos que (V ×
Y )∩U x

αi
⊂U x

αi
, com U x

αi
∈U . Além disso, dado (x , y )∈X×Y , comoVX é localmente finito,

existe um aberto U de X contendo x tal que U ∩V 6= ;, apenas para um número finito
de elementos V ∈ VX . Então, considerando o aberto U × Y de X × Y contendo (x , y ),
temos que (U × Y ) ∩ [(V × Y ) ∩U x

αi
] 6= ;, apenas para um número finito de elementos

(V ×Y )∩U x
αi
∈W e, portanto, X ×Y é paracompacto.

DEFINIÇÃO A.3.14. Um par de espaços (X , A) é chamado par paracompacto, se X for para-
compacto e se A for um subespaço fechado de X (Vide [4, Pg.7]).

OBSERVAÇÃO A.3.15. A categoria dos pares paracompactos (X , A) e das aplicações de pares
de espaços paracompactos f : (X , A)→ (Y , B ) será denotada por Top2

p c .

DEFINIÇÃO A.3.16. Um espaço topológico X é chamado σ-compacto se ele pode ser es-
crito como uma reunião enumerável de subconjuntos compactos (Vide[38, Pg.833]).

OBSERVAÇÃO A.3.17. Ernest Michael mostrou em [38, Proposição 4, Pg.837] que o produto
cartesiano de um espaço paracompacto com um espaço regular σ-compacto é para-
compacto.

A.4 Join de Espaços Topológicos

Para qualquer espaço topológico X , o cone C X é o espaço quociente (X×I )
∼ , onde I =

[0, 1] e ∼ é a relação de equivalência definida por (x , 1) ∼ (x ′, 1), para todo x ,x ′ ∈ X ou,
equivalentemente,

C X =
X × I

X ×{1}
.

Intuitivamente, o cone C X é obtido a partir de X × I , identificando-se X × {1} em um
único ponto e pode ser visto como sendo a união de todos os segmentos de reta lig-
ando os pontos de X a um ponto que não pertence a X , chamado vértice. De maneira
análoga, a suspensão SX é o espaço quociente (X×I )

∼ , onde ∼ é a relação de equivalên-
cia (x , 0) ∼ (x ′, 0) e (x , 1) ∼ (x ′, 1), para todo x ,x ′ ∈ X . Intuitivamente, SX é obtido de
X × I identificando-se X ×{0} a um vértice e X ×{1} a um outro vértice e pode ser visto
como sendo a união de todos os segmentos de reta ligando pontos de X a dois vértices
distintos, ambos não pertencendo a X . Mais geralmente, temos a seguinte

3Sejam A ⊂ X , B ⊂ Y e W um aberto em X × Y tal que A × B ⊂ W . Se A e B são compactos, existem
abertos U ⊂X e V ⊂ Y tais que A × B ⊂U ×V ⊂W (Vide [42, Pg.171, Exercício 9])
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DEFINIÇÃO A.4.1. O join X ∗Y de dois espaços X e Y é o espaço quociente

X ∗Y =
X × I ×Y

∼
,

onde ∼ é a relação de equivalência definida por

(x , 0, y ) ∼ (x , 0, y ′), ∀ y , y ′ ∈ Y e para cada x ∈X fixado,

(x , 1, y ) ∼ (x ′, 1, y ), ∀ x ,x ′ ∈X e para cada y ∈ Y fixado.

A classe de equivalência de um elemento (x , t , y ) em X ∗ Y será denotada por [x , t , y ].
Observemos que o espaço X torna-se naturalmente um subespaço do join X ∗Y , onde os
pontos de X são pontos finais de segmentos de reta. A inclusão natural é dada por

ı : X ,→X ∗Y

x 7→ [x , 0, y ]. (A.1)

Notemos também que a fórmula A.1 para a inclusão faz sentido e não depende da es-
colha particular do ponto y ∈ Y . Existe um mergulho similar

 : Y ,→X ∗Y

y 7→ [x , 1, y ]. (A.2)

Intuitivamente, X ∗Y é obtido identificando-se o subespaço X×{0}×Y a X e o subespaço
X ×{1}×Y é identificado com Y . Esse espaço pode ser visualizado como sendo a união
de todos os segmentos de reta unindo pontos em X a pontos em Y , onde tais segmentos
não possuem pontos em comum, exceto possivelmente em seus extremos, ou seja, todo
ponto [x , y , t ]∈X ∗Y está sobre um único segmento de reta unindo o ponto x ∈X ⊂X ∗Y
ao ponto y ∈ Y ⊂ X ∗Y ; tal segmento é obtido fixando-se os pontos x , y e variando-se a
coordenada t .

EXEMPLO A.4.2. Seja X um espaço topológico arbitrário.

(i) Se Y = {y0}, então X ∗ {y0} é o cone C X = X×I
X×{1} .

(ii) Se Y = {y1, y2} for o espaço consistindo de dois pontos distintos, então X ∗Y é a sus-
pensão SX discutida anteriormente. Observemos que a suspensão pode ser vista como
a união de dois cones, com vértices y1 e y2 respectivamente, identificados ao longo do
“equador"X , ou seja,

(x , 0, y1) ∼ (x , 0, y2), para cada x ∈X

(x , 1, y1) ∼ (x ′, 1, y1) e (x , 1, y2)∼ (x ′, 1, y2), para todo x ,x ′ ∈X .

(iii) S0 ∗S0 é homeomorfo à esfera S1. Mais geralmente, Sn ∗Sm é homeomorfo à esfera
Sn+m+1, via o homeomorfismo (t1z 1, t2z 2) 7→ (

p
t1z 1,

p
t2z 2). Detahes desse fato no caso

n = 1 e m = 2n −1 podem ser encontrados em [2].

(iv) Se X e Y forem iguais ao intervalo fechado I = [0, 1], então I × I × I é um cubo e I ∗ I
é obtido identificando-se as duas faces opostas desse cubo: X ×{0}×Y e X ×{1}×Y aos
segmentos de reta X × {0} × {0} e {0} × {1} × Y , respectivamente e, deste modo, I ∗ I é
homeomorfo a um tetraedro.
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LEMA A.4.3. As inclusões ı : X ,→ X ∗ Y e  : Y ,→ X ∗ Y definidas em A.1 e A.2 respectiva-
mente, são homotópicas a uma aplicação constante.

Demonstração: Fixemos um ponto y0 ∈ Y . Por definição, o mergulho ı : X ,→ X ∗ Y se
fatora como a composição

ı : X ,→X ∗ {y0} ⊂X ∗Y

x 7→ [x , 0, y0].

Mas, como observado no Exemplo A.4.2 (i), X ∗ {y0} é o cone sobre X e, portanto, con-
trátil. Isso significa que ı é homotópica à constante, como queríamos demonstrar. De
maneira inteiramente análoga, mostra-se que a inclusão  : Y ,→ X ∗ Y é homotópica a
uma aplicação constante.

Desde que todo ponto [x , t , y ] ∈ X ∗ Y está sobre um único segmento de reta unindo o
ponto x ∈ X ⊂ X ∗Y ao ponto y ∈ Y ⊂ X ∗Y , uma forma conveniente de se escrever um
elemento de X ∗ Y é como uma combinação linear formal t1x + t2y , com 0 ≤ t i ≤ 1 e
t1 + t2 = 1, com as seguintes condições: 0x + 1y = y , ∀x ∈ X e 1x + 0y = x , ∀y ∈ Y , as
quais correspondem exatamente às identificações (x , 1, y )∼ (x ′, 1, y ) e (x , 0, y )∼ (x , 0, y ′),
respectivamante, na definição de X ∗Y . De maneira análoga, o join de uma coleção finita
de espaços topológicos {X1, X2, . . . , Xn} é definido como segue.

DEFINIÇÃO A.4.4. O join X1 ∗ · · · ∗Xn de n-espaços X1, . . . , Xn é o espaço das combinações
lineares formais t1x1 + · · ·+ tn xn tais que 0 ≤ t i ≤ 1 e

∑n
i=1 t i = 1, com a convenção de

que os termos 0t i podem ser omitidos.

EXEMPLO A.4.5. Um caso especial da definição acima é quando cada um dos espaços X i

é apenas um ponto. Assim, temos que:

(i) O join de dois pontos {x0} ∗ {x1} é um segmento de reta.

(ii) O join de três pontos {x0} ∗ {x1} ∗ {x2} é um 2-simplexo com vértices x0,x1,x2.

(iii) O join de quatro pontos {x0}∗{x1}∗{x2}∗{x3} é um 3-simplexo com vértices x0,x1,x2,x3.

(iii) Mais geralmente, se {x0,x1, . . . ,xk } for uma coleção de k +1 pontos distintos, então,
o join x0 ∗x1 ∗ . . .∗xk é a envoltória convexa desses pontos e, portanto, é o k -dimensional
simplexo ∆k com vértices {x0,x1, . . . ,xk }. Se os k + 1 pontos {x0,x1, . . . ,xk } são tais que
{x i − x0, i = 1, . . . , k } formam a base canônica do Rk , então o seu join é o k -simplexo
padrão

∆k = {(t0, . . . , tk )∈Rk+1;
k
∑

i=0

t i = 1 e 0≤ t i ≤ 1}.

Mais geralmente, o join4 de uma família arbitrária de espaços topológicos pode ser definido
como segue

4Essa construção é devida a Milnor [39].
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DEFINIÇÃO A.4.6. Dada uma família de espaços topológicos {X j }j∈J , definimos o join X =
∗j∈J X j como sendo o seguinte espaço: os elementos de X são representados por J -uplas

(t j x j )j∈J , onde t j ∈ [0, 1], x j ∈X j e
∑

j∈J

t j = 1,

onde apenas um número finito dos t j ′s são não nulos. Os elementos (t j x j ) e (u j y j ) rep-
resentam o mesmo elemento de X se, e somente se,

(i) para cada j ∈ J , t j = u j ,

(ii) para cada j ∈ J , t j 6= 0, implica que x j = y j .

Temos aplicações coordenadas

t j : X = ∗j∈J X j → [0, 1]

(t i x i ) 7→ t j (A.3)

p j : t −1
j (0, 1] →X j

(t i x i ) 7→ x j . (A.4)

A topologia de Milnor sobre X = ∗j∈J X j é a topologia menos fina que torna contínuas
todas as aplicações t j e p j , a qual pode ser caracterizada pela seguinte propriedade uni-
versal: uma aplicação f : Y →X = ∗j∈J X j é contínua se, e somente se, as aplicações

t j ◦ f : Y → [0, 1] e p j ◦ f : f −1
�

t −1
j (0, 1]

�

→X j

são contínuas, onde Y é arbitrário.

PROPOSIÇÃO A.4.7. O join X1 ∗ · · · ∗ Xn de n-espaços topológicos compactos é um espaço
compacto.

Demonstração: É suficiente provar o caso n = 2 e o resultado seguirá por indução. Da-
dos X1, X2 espaços compactos, o produto cartesiano X1× I ×X2 é um espaço compacto.
Desde que a projeção

p : X1× I ×X2→X1 ∗X2 =
X1× I ×X2

∼

é contínua e sobrejetora, segue que X1 ∗X2 é compacto.
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