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Resumo

Antes da publicacao do trabalho “An ideal-valued cohomological index theory with appli-
cations to Borsuk-Ulam and Bourgin-Yang theorems"de Fadell e Husseini [20], haviam
sido apenas considerados indices numéricos de G-espacos, nos casos G = Zy e G um
grupo finito. No entanto, tais indices numéricos sdo obviamente insuficientes no caso de
grupos mais complexos, como por exemplo a 1-esfera S'. Neste contexto, Fadell e Hus-
seini introduziram o chamado Indice cohomolégico de valor ideal: a cada G-espago X
paracompacto, eles associaram um ideal Ind®(X; K) do anel de cohomologia H*(BG;K),
onde a cohomologia de Cech H* é considerada com coeficientes em um corpo K e BG é
o espaco classificante do grupo G. Além disso, Fadell e Husseini associaram a este ideal
o Indice cohomoldgico de valor numérico, o qual é definido como sendo a dimensao
do K-espaco vetorial obtido do quociente entre o anel H*(BG;K) e o ideal Ind“(X;K).
O objetivo principal deste trabalho é apresentar um estudo detalhado deste indice e
utiliza-lo no estudo dos resultados sobre grau de aplicacdes G-equivariantes provados
por Hara em “The degree of equivariant maps"[24].

Palavras chaves: G-espacos, aplicacoes G-equivariante, espacos classificantes, G-indice,
cohomologia de Cech.






Abstract

Before the appearance of the paper “An ideal-valued cohomological index theory with
applications to Borsuk-Ulam and Bourgin-Yang theorems"of Fadell and Husseini [20],
had been considered numerical indices of G-spaces, when G =Z, and when G is a finite
group. However, such numerical indices are obviously insufficient in the case of groups
more complexes, for example, G = S!. In this context Fadell and Husseini, introduced the
called valued-ideal cohomological index: to every paracompact G-space X they associ-
ated an ideal Ind“(X, K) of the cohomology ring H*(BG;K), where the Cech cohomology
H* is considered with coefficients in a field K and BG is the classifying space of the group
G. Moreover, they associated to this ideal the numerical valued cohomological index, that
is, the dimension of K-vector space obtained by the quotient between the ring H*(BG;K)
and the ideal Ind®(X,K). The main objective of this work is to present a detailed study
of this index and use such index on the study of results on degree of equivariant maps
proved by Hara in his paper “The degree of equivariant maps"[24].

keywords: G-spaces, G-equivariant maps, classifying spaces, G-index, Cech cohomology.
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isomorfismo algébrico/ bijecao/ homotopia
homeomorfismo

coberturas abertas de um espaco topolégico
soma direta

unido disjunta

limite direto

cohomologia de Cech

grupo topolégico | compacto de Lie

orbita de x

espaco de drbitas

espacos classificantes

aplicacdo classificante

elemento neutro

G-fibrado principal

espaco de Borel

aplicacao de Borel

produto cup

anel comutativo com identidade

corpo

G-indice de Fadell e Husseini de valor ideal

G-indice de Fadell e Husseini de valor numérico

kernel do homomorfismo f
grau de uma aplica¢do
inclusoes

iii

Notacoes



iv



Introducdo

Dado um grupo topolégico G atuando sobre espacos topolégicos X e Y, uma aplicacdo
f : X — Y é G-equivariante se g - f(x) = f(g - x), para todo x € X e para todo g € G.
Um problema relevante em topologia é estabelecer a existéncia ou a ndo existéncia de
aplicacdes G-equivariantes entre G-espacos e, quando possivel, determinar o grau de
tais aplicacoes.

Uma maneira eficaz de se abordar tais problemas é através da chamada teoria de G-
indice. Possivelmente, C.T. Yang [54] foi o primeiro a definir um Z,-indice (co)homolégico
de forma explicita, para espagos com acdo livre de Z,. Tal indice, o qual estd conectado
com o conceito de génus, possui diversas aplicacdes em diferentes dreas da matematica.
Para acoes livres de grupos finitos arbitrérios, tanto os indices homolégicos, como os
geométricos, foram primeiramente introduzidos por Shvarts [47],[48] e Conner-Floyd
[15],[16]. Posteriormente, para o estudo dos espacos com ac¢do de um grupo compacto
de Lie, tornou-se necessdria a definicdo de indices mais gerais, particularmente em apli-
cacoes a equacoes diferenciais ndo lineares, bifurcacées e pontos criticos de aplicagcées
G-equivariantes. Muitos autores tém dedicado seus estudos as definicdes e aplicacbes
dos indices de tais G-espacos.

No sentido de se obter novas técnicas para a andlise de aplicacdes G- equivariantes,
E. Fadell and S. Husseini, em [20] e [21], desenvolveram uma teoria de indice coho-
molégico denominada teoria de indice de valor ideal.

Anteriormente a publica¢do dos trabalhos de Fadell e Husseini, haviam sido con-
siderados apenas indices numéricos, os quais associam a cada G-espa¢o, um nimero
inteiro positivo (ou o simbolo co), com o objetivo de analisar a existéncia ou ndo de
aplicacoes G-equivariantes. Tais resultados, muitas vezes conduzem a consequéncias
importantes. Por exemplo, o teorema cléssico de Borsuk-Ulam, o qual afirma que toda
aplicacdo continua de uma esfera n-dimensional no espaco euclidiano R” colapsa pelo
menos um par de pontos antipodas, é equivalente a afirmacdo de que ndo existe uma
aplicacdo Z,-equivariante S — S"~!, onde Z, atua livremente sobre as esferas, via uma
involucao Z,-equivariante.

No caso de grupos com anéis de cohomologia suficientemente simples (por exemplo,



dlgebras polinomiais de uma varidvel), € conveniente utilizar indices numéricos. No en-
tanto, invariantes numeéricos sao insuficientes no caso de grupos mais complexos, como
por exemplo o toro e o p-toro. Neste contexto, Fadell e Husseini [20] introduziram o
chamado Indice de valor ideal: associando a cada G-espaco X, um ideal IndGX do anel
de cohomologia A = H¥(BG), onde H* é uma apropriada teoria de cohomologia, com
coeficientes em um corpo K e BG é o espaco classificante do grupo G. O ideal Ind®X
é considerado como sendo o kernel do homomorfismo entre as cohomologias equivari-
antes induzidas pela aplicacdo de X em um espaco contendo apenas um ponto. E facil
mostrar que, se existe uma aplicagdo G-equivariante de X em Y, entdo Ind®Y c IndC¢X.

A teoria de indice também estd relacionada com a teoria de grau de uma aplicacdo
G-equivariante. Em topologia algébrica, o grau é um invariante numérico que descreve
uma aplicacdo continua f : M — N entre duas variedades compactas, conexas, orien-
tadas e de mesma dimensao. Intuitivamente, o grau representa o nimero de vezes que a
variedade M “envolve-se"na variedade N, sob a aplicacdo f. O grau de uma aplicacao é
sempre um ntmero inteiro e foi definido pela primeira vez por Brouwer [9], que mostrou
que o grau é um invariante por homotopia. Tal fato foi usado para provar o teorema do
ponto fixo de Brouwer. Mais precisamente,

Definicao Dada uma aplicacdo continua f : M — N entre duas variedades orientadas
compactas, conexas, sem bordo e de mesma dimensao n, com geradores [M] e [N] de
H"(M;7Z)e H"(N;Z), respectivamente, o grau de f é definido como sendo o inteiro degf
tal que

FHINY) = (deg M.

O objetivo principal deste trabalho é apresentar um estudo detalhado da teoria de G-
indice desenvolvida por Fadell e Husseini em [20] e [21], a qual € uma poderosa ferra-
menta com aplicacdes em diversas dreas da matemadtica. Aqui, nos restringiremos as
aplicacdes no estudo do grau de funcdes G-equivariantes. Mais especificamente, apre-
sentaremos uma descri¢do detalhada do seguinte resultado provado por Y.Hara em [24].

Teorema 4.4.4 [24, Theorem 1.1] Sejam G um grupo compacto de Lie e M, N G-variedades
compactas, conexas e sem bordo de dimenséo finita 7, que admitem uma G-agdo livre.
Entao,

(1) Se IndgidimG(N, Zy) = IndgidimG(M; Z,) # H"~4mG(BG;7,), entdo para toda apli-
cagdo G-equivariante f: M — N, temos que

[*:H"(N;Z2) — H"(M; Z2)
é um isomorfismo. Além disso, se M e N sdo orientdveis, entdo para toda aplicacao G-
equivariante f: M — N, o grau de f é impar.
(2) Se IndS_dimG(N, 7o) # Indg_dimG(M; Z,) = H"~dmG(BG;7Z,), entdo para toda apli-
cacdo G-equivariante f: M — N, temos que

[FH"(N;Zz) — H"(M; Z2)

é o homorfismo trivial. Além disso, se M e N sdo orientdveis, entao para toda aplicacdo
G-equivariante f: M — N, o grau de f é par.



J.Jaworowski em [32] provou um resultado similar ao teorema de Hara. Em suas
demonstracdes, ambos utilizaram como ferramenta a cohomologia especial de Smith
para Zy,-espacos livres.

Gongalves, Pergher, Jaworowski e Volovikov em [18] mostraram a existéncia de um
homomorfismo transfer 7y : H!(X; R) —» H!(X/G; R) para G-espacos livres, com G um
grupo finito. Tal homomorfismo possui a propriedade de ser sobrejetor, quando o G-
espaco for um CW- complexo de dimensao finita. Usando este resultado, apresentamos
uma demonstragdo alternativa do teorema provado por Hara[24] e Jaworowski [32], a
qual simplifica consideravelmente a prova apresentada por eles.






Cohomologia de Cech

Este capitulo introduz a Teoria de cohomologia de Cech, a qual serd usada, no Capitulo
3, para definir a cohomologia G-equivariante de Borel. A idéia bésica dessa constru¢ao
é associar a um par de espacos topoldgicos (X, A), pares simpliciais (K4, Ls/), onde %
é uma cobertura aberta de X. Os R-médulos de cohomologia de Cech do par (X,A)
sdo definidos entdo, como sendo o limite direto dos R-mdédulos de cohomologia sim-
plicial relativos H9(Ks, L4,; R), onde R é um anel comutativo com identidade. Para a
construcio da cohomologia de Cech apresentamos inicialmente, na Se¢ao 1.1, uma des-
cricdo do conceito de limite direto de R-médulos. Na Subsecdo 1.1.2, é introduzido o
conceito de limite direto de espacgos topolégicos, que sera usado na construcao de Mil-
nor, descrita no Capitulo 2. Na Sec¢do 1.2 apresentamos os R-médulos de cohomologia
simplicial relativos, a partir dos quais a cohomologia de Cech é definida, na Secao 1.3.
As referéncias bésicas para este capitulo siao o artigo Cech cohomology theory and the
axioms de C.H.Dowker [14] e [53].

1.1 Limite direto

DEFINIGAO 1.1.1. Seja (A, <) um conjunto pré-ordenado. ' Dizemos que (A, <) é um con-
junto dirigido se, para cada par de pontos a1 e @, € A, existe as € A tal que a; < az e
(04 S as.

OBSERVAGAO 1.1.2. Alguns autores consideram na Definicado 1.1.1 arelagdo < como sendo
uma relacdo de ordem parcial 2.

DEFINIGAO 1.1.3. Seja (A, <) um conjunto dirigido. Um sistema direto

{X(Z’fﬁa’A}

1'Uma relacdo bindria < sobre um conjunto A é chamada uma pré-ordem se < for reflexiva e transitiva.
Um conjunto A munido de uma pré-ordem é chamado um conjunto pré-ordenado e serd denotado por
(A S).

2Seja (A, <) um conjunto pré-ordenado. Se < satisfaz a propriedade adicional: a <beb<a=a=»>b
(antisimétrica), entdo A é chamado um conjunto parcialmente ordenado.



2 Cohomologia de Cech

em uma categoria C, consiste de uma familia de objetos {X,},ep em C indexados no
conjunto dirigido A e uma familia de morfismos de C

{fP*: X5 — X,, paracada a < f},

satisfazendo as seguintes condicoes
(i) f**=1Idx, : Xqg = Xaq.
(li) f)’a :fYﬁ Ofﬁa :Xa _)XY’ se o S ﬁ S »},

1.1.1 Limite direto de R-mo6dulos

Sejam R um anel comutativo com identidade 1 e
{Mq, fP%, A}

um sistema direto de R-médulos, ou seja, {My}qen € um familia de R-médulos indexada
em um conjunto dirigido A e

{fP%: My — Mg; paracada a < 8}

é uma familia de R-homomorfismos satisfazendo as condicdes (i) e (ii) da Definicao
1.1.3. Consideremos a soma direta dos R-médulos M,: @, M, € observemos que seus
elementos podem ser escritos de maneira tinica como uma soma finita mq, +mg, +---+
Mg,,onde cada my, € My, ei=1,...,n (Vide [28, Pg.22]). Seja S o seguinte subconjunto
de @ae/\ Ma,

S={ma—fﬁ“(ma);a,ﬁ €A, com  <aj, 1.1

onde fP?: M, — Mg, para cada @ < 8 e consideremos o submoédulo (S) de P ,cp Mo
gerado por S.

DEFINICAO 1.1.4. Definimos o limite direto do sistema direto {M, f#%, A} de R-médulos
como sendo o R-médulo quociente:

@aGA MIZ
S

limM, =

acA

OBSERVAGAO 1.1.5. Seja {M, £, A} um sistema direto de R-médulos. Se

melimM,,

aeA
entao m possui um representante em @,y My, 0 qual é exatamente um elemento m, €
M,, para algum a € A, ou seja, m = mg +(S), para algum a € A (Vide [53, Pg.242)).

OBSERVACAO 1.1.6. Observemos que se mqy € @,cp My € tal que m, € (S), entdo existe
B €A, coma<p tal que ff%(mgy)=0 (Vide [53, Pg.242]).



1.1 Limite direto 3

DEFINICAO 1.1.7. Sejam {M, f% A} e {Ny, gF' %, '} dois sistemas diretos de R-médulos,
indexados pelos conjuntos dirigidos A e A’, respectivamente. Seja ¢ : A — A’ uma apli-
cacdo preservando a relacao de ordem. Um sistema direto de R-homomorfismos é uma
familia de R-homomorfismos {f, : My — Ng(); @ € A}, tal que o seguinte diagrama ¢é
comutativo

M, 1" N, (1.2)

o
f

Mg —"~ Ng
onde ¢’ = ¢(a) < ¢(B)=pB’, paratodo a < .

OBSERVAGAO 1.1.8. A familia {f}4er induz um R-homomorfismo
®fa:BacaMy — Sgen Ny

definido por (& fo)(me, + -+ Ma,) = fo,(Mg) + -+ fo,(Mq,).

Observemos que o elemento m, — f#%(m,) é levado por esta aplicacdo no elemento
fa(ma) = fe(fP%(mqa)) = fa(ma) — 8P % (fu(my)), onde a tltima igualdade segue da co-
mutatividade do diagrama 1.2.

Assim, os elementos de (S) em @, M, sdo levados por @ f, em elementos do submé-
dulo correspondente (S’) de @ c)s Ny €, portanto, & f,, induz um homomorfismo entre
os R-médulos quocientes

f=lim f,:limM, — lim Ny, onde

aEeA aeA a’eN

lim fo | (ma+(S)) = fa(ma)+(S"). (1.3)

acA

DEFINIGAO 1.1.9. O homomorfismo f =lim f, definido em 1.3 é chamado o limite direto
dos R-homomorfismos f,.

OBSERVAGAO 1.1.10. Observemos da Defini¢do 1.1.7 que o limite direto dos R-homomorfismos
f« € determinado também pela aplicacdo ¢ : A — A/, a qual preserva a relagdo de ordem
entre os conjuntos dirigidos A e A’.

OBSERVAGAO 1.1.11. Sejam {M,, f®#, A}, {N,, g%F’', A’} e {P,», h*"P", A"} sistemas diretos,
¢:A— AN ey : N — A aplicagdes preservando as respectivas relagdes de ordem. Dados
os sistemas diretos de R-homomorfismos

{fa : Ma i N(p(a); a GA} e {ga’ :Na/ g Pw(a’); a' GA/},



4 Cohomologia de Cech

onde ¢(a)=a’ e(a’)=a”, temos que a composicdo Y o¢ : A — A” é uma aplicacado que
preserva ordem e, desde que pela Definicdo 1.1.7, cada quadrado no seguinte diagrama
é comutativo,

My > Ny 5 p, (1.4)

fﬁal lgﬂ/a/ ihﬂ”aﬂ
Mﬁ L Nﬁ/ i Pﬁ//

segue que o diagrama a seguir também é comutativo

M, 5 p, (1.5)

fﬁal lhﬁ//aﬂ
Mg 2 py

Portanto, a familia de R-homomorfismos {gy o f, : My — P,»} é um sistema direto de
R-homomorfismos. Além disso, se m, + (S) € lim M, temos

acA

lim gy | | imfo | (ma+(S) = lim go (falma)+(5")
a’eN aelA a’eN

= guo falmeg)+ (s”)

= |limgyofa [ (ma+(S).

acA

Portanto, limgy o fe=| lim gy | | lim fq |. |

acA a’eN acA

DEFINIGAO 1.1.12. Seja A um conjunto dirigido. Um subconjunto Ay de A é chamado
cofinal em A se, para cada a € A, existe f € Ag com a < 3.

OBSERVACAO 1.1.13. Seja A um conjunto dirigido. Se Ay C A for cofinal em A, entdo Ay é
um conjunto dirigido pela relacdo de ordem de A. De fato, dados a; a2 € Ag C A, desde
que A é um conjunto dirigido, existe az € A tal que a; < a3 e a2 < a3. Além disso, como
Ap é cofinal em A, para este a3 € A, existe f e Agtalque o) <as < Pear <az <B.
Portanto, Ap € um conjunto dirigido.

PROPOSICAO 1.1.14. Sejam {My, fP%, A} um sistema direto de R-médulos indexado pelo
conjunto dirigido A e Ag C A cofinal em A. Entdo,

lim M, = lim M, (1.6)

achy aeA



1.1 Limite direto 5

Demonstragdo: Dado o sistema direto de R-médulos {M,, f8%, A}, indexado pelo con-
junto dirigido A, desde que Ay é cofinal em A, temos da Observagdao 1.1.13 que
{Myg, f2B, Ag} é um sistema direto de R-moédulos. Consideremos a inclusdo ¢ : Ag — A,
a qual é uma aplicacdo que preserva a relacao de ordem. Assim, temos que a familia de
R-homomorfismos

{Id= fo: Mg — My(q) : a € Ao}
é um sistema direto de R-homomorfismos. Seja

f=1lim f,:lim M, - lim M,

achy ey aeN

o limite direto dos R-homomorfismos f, e mostremos que f é um isomorfismo. Dada
uma classe lateral

meq+(S) €lim M,

ael

para algum a € A, segue da cofinalidade de Ay que existe 8 € Ay tal que a < . Seja
fBe(my)=mg, entdo mg +(So) € lim M, e

achy

(lim fo)(mp +(So))

achg

Jp(mp)+(S)

= mgp +(S)
mpg +[mg — fP4(ma)] +(S)
mpg+[mq—mgl+(S)

= mg+(S),

desde que, por 1.1, mgy — fB%(mg) € (S). Portanto, lim f, é sobrejetora.

aclg
Seja mgy +(So) € lim M, tal que mq + (Sp) pertence ao ntcleo de f. Assim,

aclg

(Hm fo)(ma =+ {So)) = fa(ma)+(S) = ma +(S) =(S),

a€lg

o0 que implica que m, € (S). Segue da Observacdo 1.1.6 que f#%(m,) = 0, para algum
B €A, com a < 8. Pela cofinalidade de Ay, para este § € A, existe y € Ap tal que 8 < 7.
Entao,

fr%mg)=fP o fP¥(my)=0, coma<B <7.

Logo, mgq = mgq — f7%(mg), onde @,y € Ay sdo tais que a < 7, o que implica de 1.1, que
mg € (Sp), ou seja, mq + (So) = (Sp). Portanto, f é injetora. |



6 Cohomologia de Cech

1.1.2 Limite direto de espacos topolégicos

DEFINIGAO 1.1.15. Sejam A um conjunto dirigido e {X,;a € A} uma familia de espagos
topolégicos indexada por A. Dada uma familia de fung¢des continuas

{fPe: X, — Xp, para cada par de indices a, 8 €A tais que a < f§}

satisfazendo as condi¢des (i) e (i) da Defini¢do 1.1.3, entdo {X,, f#%, A} é chamado um
sistema direto de espacos topoldgicos .

DEFINIGAO 1.1.16. Seja {X,;a € A} uma familia de espacos topolégicos indexada em um
conjunto de indices arbitrario A. Para cada a € A, seja

X ={(x,a); x € Xo} = Xo x {a},

0 qual € homeomorfo a X,,. Observemos que X, r‘lX’[; =0, se a # B, ou seja, o conjunto
{X}; a € A} € uma familia de espagos topoldgicos dois a dois disjuntos. Definimos uma
topologia sobre

x=]Jx;
acl

como segue: U C X é aberto em X se, e somente se, unx; for aberto em X7, para cada
a € A. X munido desta topologia é chamado a uniao disjunta, (ou unido livre ou ainda
soma topolégica ) dos espacos X, e serd denotado por

D X

acA

DEFINIGAO 1.1.17. Sejam {X, f#2, A} um sistema direto de espacos topoldgicos. Defini-

mos sobre Y, X, a seguinte relagdo de equivaléncia: dados x, € X, € xg € Xp, entdo

Xq~%xp < IyreA, coma<yef <ytal que f7%x,)= f"P(xp).
O Iimite direto do sistema direto {X,, f#%, A}, o qual serd denotado por
limX, ou X%,
ach

é definido como sendo o espaco quociente

ZaeA Xa

liLnXa == _ = {[xa] : Xa € Xq}

aeA

PROPOSICAO 1.1.18. Seja {Xq, fP?, A} um sistema direto de espacos topoldgicos. Supo-
nhamos que para cada a, 8 € A tais que a < 3, as aplicagdes continuas fP* : X, — Xp
sejam inclusoes. Entdo,

X,
thad:ef@:ZXa

~y
acA acA
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Demonstragdo: Sejam x4, Xg € Z wen X tais que x, ~ xg. Entao, existe y € A coma <7y
e B <7 tal que xq = f7%xq) = f7P(xp) = xp, desde que as aplicagdes f7%: X, — X, e
JiLE Xp — X, s@o inclusoes. Portanto, [x,] = {x}, para todo x, € ZaeAXa‘ Segue o
resultado.

OBSERVAGAO 1.1.19. Seja {X,, /%, A} um sistema direto de espagos topolégicos nas mes-
mas hipéteses da Proposicdo 1.1.18. Se cada X, for um espago compacto Hausdorff,
entao,

lim X, =ZXa

aeA ael

é paracompacto 3, desde que que a unido disjunta de espagos pacompactos é um espacgo
paracompacto (Vide [27, 9 DUP, Pg.495]).

EXEMPLO 1.1.20. Dado o sistema direto {S”,1,Z*}, onde 1 : S” — §™, € a inclusdo, para
n < m, segue da Proposicdo 1.1.18 que

S® = lim §" = U S".

nez+ nez*

1.2 Cohomologia simplicial

Esta secao introduz a construgdo dos R-mdédulos de cohomologia simplicial relativos, os
quais satisfazem os Axiomas de Eilenberg-Steenrod. Para essa construcao, usamos como
referéncias [43] e [49].

1.2.1 A categoria dos pares simpliciais

Inicialmente, apresentamos as nocoes bdsicas sobre a categoria dos pares simpliciais e
das aplicag¢des de pares simpliciais, necessarias para o desenvolvimento deste trabalho.

DEFINICAO 1.2.1. Um complexo simplicial abstrato K é um par (V,S) onde V é um con-
junto e S é uma cole¢do de subconjuntos finitos e nao vazios de V satisfazendo as seguin-
tes condicgoes:

(i) Se v € V, entdo {v} €S.
(ii) SetcoeSeseT#0, entdo T €S.

Os elementos de v € V sdo chamados vértices e os elementos o € S sdo chamados sim-
plexos. Com essa terminologia, a condi¢do (i) afirma que qualquer conjunto consistindo
de exatamente um vértice é um simplexo e a condicao (i) diz que qualquer subconjunto
ndo vazio de um simplexo é um simplexo. Um g -simplexo é um elemento de S com g+1
vértices. Se o € S for um g-simplexo, dizemos que dim (o) =¢q. Se T C o, T é chamado
uma face de o, se T # o, T é chamada uma face prépria de o e se 7 for um p-simplexo,
ele é chamado uma p-face de 0. Se o for um g-simplexo, entdo o é a tinica g-face de o
e T C o é uma face propria de o se, e somente se, dim7 < g.

3Vide Defini¢ao A.3.5
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OBSERVAGAO 1.2.2. Seja K um complexo simplicial abstrato. Observemos que qualquer
simplexo o € K possui um ntimero finito de faces e, desde que, toda face de uma face
de o é ela propria uma face de o, os simplexos de K sao parcialmente ordenados pela
relacdo: 7 C o, se 7 for uma face de o. Segue da condicdo (i) da Defini¢cdo 1.2.1 que
existe uma correspondéncia bijetora entre os 0-simplexos de K e os vértices de K. E, da
condicao (ii), temos que qualquer simplexo é determinado por suas 0-faces. Portanto, K
pode ser considerado como sendo igual ao conjunto de seus simplexos e identificamos
um vértice de K com o 0-simplexo correspondente a ele.

EXEMPLO 1.2.3. Existe um complexo simplicial, cujo conjunto de vértices é V =Z e cujo
conjunto de simplexos é

S={{n,neZlu{in,n+1};neZ}.

Nesse caso, para cada n € Z, K contém os 0-simplexos {n} e os 1-simplexos
{n,n+1%

DEFINIGAO 1.2.4. Um subcomplexo L de um complexo simplicial K, o qual serd denotado
por L C K, é um subconjunto de K (ou seja, 0 € L = ¢ € K) que é ele préprio um
complexo simplicial.

EXEMPLO 1.2.5. Dado um complexo simplicial K, o seu g-dimensional esqueleto K@) é
definido como sendo o subcomplexo consistindo de todos os p-simplexos de K, para

p=gq.

OBSERVAGAO 1.2.6. Um subconjunto L de K é um subcomplexo de K se, e somente se,
dado qualquer simplexo 7 em K que é uma face de um simplexo de L, ou seja, T C T,
para algum o € L, entdo 7 é um simplexo de L.

DEFINIGAO 1.2.7. Se K for um complexo simplicial, sua dimensao, denotada por dimK, é
definida como sendo —1, se K for vazio e é igual a n, se K contém um n-simplexo, mas
ndo contém nenhum (7 + 1)-simplexo. Se K contém n-simplexos, para todo n > 0, dize-
mos que dimK é infinita e, nesse caso, K é chamado um complexo simplicial infinito-
dimensional. Assim, dimK = sup{dimo; o € K}. Dizemos que K é finito se ele contém
apenas um numero finito de simplexos.

OBSERVAGAO 1.2.8. Se K for um complexo simplicial finito, entdo temos que
dim K < 0o. Entretanto, se dimK < 0o, K nao é necessariamente finito. O Exemplo 1.2.3,
mostra um complexo simplicial infinito-dimensional K tal que dimK =1.

DEFINIGAO 1.2.9. Dados dois complexos simpliciais abstratos K; e K, uma aplicagcio
simplicial ¢ : K; — K, é uma funcao ¢ do conjunto de vértices de K; no conjunto de
vértices de K com a seguinte propriedade: para qualquer simplexo o = {vy,...,v4} € K,
sua imagem ¢ (o) = {p(),..., p(v4)} € um simplexo de K». Especificamente, uma apli-
cacdo simplicial ¢ : K; — K3 é daforma ¢({vo, ..., v4}) = {po(vo), ..., po(v4)}, para alguma
aplicagdo g : K%O) — éo), chamada aplicacdo vértice de ¢, onde K{O) e Kéo) denotam os
0-esqueletos de K e K>, respectivamente.
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OBSERVAGAO 1.2.10. Para qualquer complexo simplicial abstrato K, existe uma aplicacao
simplicial identidade Idx : K — K, a qual corresponde a uma aplicagdo vértice identi-
dade. Se L C K, existe uma inclusdo natural 1 : L — K, a qual é um aplicagdo simplicial.
Dadas aplicacdes simpliciais

K55k,

entdo a composicdo Y o ¢ : K3 — K3 é uma aplicacdo simplicial, a qual corresponde a
uma aplicacdo vértice composicao.

DEFINIGAO 1.2.11. Um par simplicial é um par (K, L), onde K é um complexo simplicial
abstrato e L é um subcomplexo de K. Uma aplicagdo de pares simpliciais ¢ : (K1, L) —
(K2, L2) é uma aplicacdo simplicial ¢ : K3 — K3 tal que ¢(L;) C L, ou seja, ¢ leva cada
simplexo de L; em um simplexo de Lj.

Existe uma categoria, cujos objetos sdo pares simpliciais (K, L) e cujos morfismos sdo
aplicagoes de pares simpliciais ¢ : (K3, L1) — (K2, L).

1.2.2 Os R-médulos de cohomologia simplicial relativos

Nesta secdo, apresentamos um breve resumo sobre a construcao dos R-mddulos de co-
homologia simplicial relativos, onde R é um anel comutativo com identidade.

DEFINIGAO 1.2.12. Sejam K um complexo simplicial abstrato. Um q-simplexo orientado
de K é um g-simplexo o € K junto com uma classe de equivaléncia, determinada pelas
ordenagoes dos vértices de 0. Dadas duas ordenagoes v;, <...<v;, € Vj, <...<Uvj, dos
vértices de o, existe uma permutacao P do conjunto {0,...,q} tal que P(ix) = ji, para k =
0,...,q. Definimos uma relacdo de equivaléncia sobre o conjunto de todas as ordenacoes
dos vértices de o da seguinte forma: duas ordenacodes sdo equivalentes se, e somente se,
elas diferem por uma permutacao par dos vértices de o. Uma escolha de uma classe
de equivaléncia de ordenagdes dos vértices de o é chamada uma orientacao para . Se
Vo, ..., Vq sdo vértices de o, entdo [vy, v1,..., V4] denotard o g-simplexo orientado de K
consistindo do simplexo o junto com a classe de equivaléncia da ordenacao vy < v; <
... <vq de seus vértices.

EXEMPLO 1.2.13. Seja K um complexo simplicial abstrato. Se g < 0, ndo existem g-
simplexos orientados. Para todo vértice v de K, existe um tnico 0-simplexo orientado
[v] e, para todo g-simplexo de K, com g > 1, correspondem exatamente dois simplexos
g-orientados. Assim, se o for um 0-simplexo, existe uma Ginica orientacdo para o. Uma
orientacdo de um 1-simplexo é apenas uma escolha dos vértices inicial e final, a qual
pode ser indicada esquematicamente, desenhando-se uma seta ao longo do simplexo.
Uma orientacao de um 2-simplexo é uma escolha de um sentido preferencial de rotacao,
a qual pode ser indicada por uma “seta circular"e, assim, sucessivamente.

DEFINIGAO 1.2.14. Dado um complexo simplicial abstrato K, seja C4;(K;R) o
R-médulo livre cuja base sdo os g-simplexos orientados de K, chamado o R-mdédulo de
q-cadeias simpliciais de K. Observemos que C;(K;R) = {0}, para g < 0 ou g > dimK e,
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para todo g >0, Cy4(K; R) € o R-mddulo livre cujo rank € igual ao nimero de g-simplexos
orientados de K.

Para cada g > 1, definimos um operador bordo J; sobre um g-simplexo orientado pela
féormula:

q
357[0'] :aq[VO,Vl,---, Vq] = Z(_l)m[VO)Vl)'--’@’-'-)vq]r
m=0

onde [vg, v1,...,Um,..., V4] denota o (g — 1)-simplexo obtido omitindo-se o vértice v,,.
Entao, J; se estende por R-linearidade a um tinico homomorfismo

0y:C4(K;R)— Cy-1(K; R)
definido pela férmula
) ! ! q
0 (Z ri[O’i]) =Zr,@,[ai] =Zrl~ ( (D)™ v, vl",...,@,...vé])
i=1 i=1 i=1  \m=0
Para g <0, definimos J; : C4(K; R) — C4-1(K; R) como sendo o homomorfismo trivial.

OBSERVAGAO 1.2.15. O operador bordo J;, dado na Definicao 1.2.14, satisfaz 6, 109, =0
(Vide [43, pg.30, Lema 5.3]). Portanto, existe um complexo de cadeias

a a ;-
C(K;R): - — Cqi1(K; R) ~25 Cy(K;R) — 2> Cy1(K; R) ——> -
chamado complexo de cadeias orientado de K.

DEFINIGAO 1.2.16. Dado um par simplicial (K, L), entdo C4(L; R) € naturalmente um sub-
modulo de Cy4(K; R) e 0 R-m6dulo quociente

Cy(K;R)

Cy(K,L)= i)

é um R-modulo livre, chamado o R-mddulo de q-cadeias simpliciais relativo de K m6-
dulo L, o qual que tem como base todos os elementos da forma

onde o; é um g-simplexo orientado de K que nao estd em L. Temos que
0y:C4(K;R)— Cy-1(K; R)

satisfaz J;(C4(L; R)) C C4—1(L; R). Assim, 0, : C4(L; R) — Cy4—1(L; R) é arestri¢ao do opera-
dor bordo. Logo, g; induz um R-homomorfismo

Cq(K» L) - Cq—l(K) L)’
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chamado operador bordo relativo, o qual também serd denotado por J; e satisfaz
0;-1°0, =0. Dessa forma, obtemos um complexo de cadeias

Cq+1(K; R) Og+1 Cq(K; R) %
Cg+1(L; R) Cy(L;R)

) 0,
o —> Cga(K, L;R) 5 Cy(K, L;R) — > -

C«(K,L;R):

Definimos o g-ésimo R-mddulo de g -cocadeias simpliciais relativo pela equacgdo

CY(K,L; R)=Hom(C,(K, L); R)= Hom C"(K)R
SR DR CyL) )’

O operador cobordo relativo 69 : C4(K,L;R) — C9t(K, L;R) é definido como sendo
o0 dual do operador bordo relativo g, : C4(K, L) — C4-1(K, L) e, desde que satisfaz 67 o
69-1 =0, obtemos um complexo de cocadeias,

CHK,L;R): -+ —> CI-1(K, L;R) *> C4(K, L;R) —*> CT+(K, L; R) 2" -

O g-ésimo R-médulo de cohomologia orientado do par simplicial (K, L), com coefi-
cientes em R, também chamado R-médulo de cohomologia simplicial e denotado por
H49(K, L; R) é definido como sendo

kerod

Im o9

OBSERVAGAO 1.2.17. Dada uma aplicacdo simplicial de pares

H(K,L;R)=

(1.7)

f:(K,L)—(Ky, Ly),

entdo paraqg > 0, f induzum R-homomorfismo f*: H9(Ky, L1; R) = H9(K, L; R). H*(K, L; R)
e portanto HY é um funtor contravariante da categoria dos pares simpliciais na categoria
dos R-médulos, o qual satisfaz os Axiomas de Eilenberg-Steenrod (Vide [43, Pg.265]).

1.3 Os R-mé6dulos de cohomologia de Cech relativos

Nesta secdo, apresentamos a construcio dos R-médulos de cohomologia de Cech rela-
tivos. A idéia basica dessa construcgdo € associar a um par de espacos topolégicos (X, A),
pares simpliciais (K, L4). Os R-médulos de cohomologia de Cech do par (X, A) serdo
definidos como sendo o limite direto dos R-mdédulos H9(K4,, Lo/; R). A referéncia bésica
para esta se¢o é o artigo Cech cohomology theory and the axioms de C.H.Dowker [14].

1.3.1 O nervo de uma cobertura

DEFINIGAO 1.3.1. Seja (X,A) um par de espacos topolégicos. Uma cobertura aberta do
par(X,A), aqual serd denotada por (%, % | ), é uma colecdo % de subconjuntos abertos
de X cuja reunido é X, juntamente com uma subcolecdo % |4 de %, cuja reunidao contém
A. Denotaremos por A(X, A) a colecdo de todas as coberturas abertas do par (X, A).
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DEFINIGAO 1.3.2. Uma cobertura aberta (V, ¥|4) em A(X,A) é chamada um refinamento
aberto de (%, |4), se todo conjunto aberto de ¥ estd contido em algum conjunto
aberto de % e, se além disso, todo conjunto aberto de ¥4 estd contido em algum con-
junto aberto de % |4.

DEFINIGAO 1.3.3. Definimos sobre A(X, A) a seguinte relacdao de ordem:
(U,U\)S(V,V|a) = (V,V|a) é um refinamento de (%, % |4).
LEMA 1.3.4. (A(X, A), <) é um conjunto dirigido.

Demonstragdo: Para qualquer cobertura aberta (%, 2/ |4) em A(X, A), temos que (%, % |4) <
(U,%|4). Além disso, se

(%, wU|) =V, V1a) e (V, VDS (W, W |a),

dado W € ¥/, existe V€ ¥ com W C V. Para este V, existe U € % talque W Cc V C U.
Logo, todo aberto de # estd contido em algum aberto de % . Analogamente, mostra-se
que todo conjunto aberto de #'|4 estd contido em algum aberto de % |4. Portanto,

(%’ %lA) < (7//: W|A)

e, segue que, (A(X,A), <) é um conjunto pré-ordenado. Para mostrarmos que (A(X, A), <)
é um conjunto dirigido, sejam (%, % |4) e (¥, ¥|a) duas coberturas abertas em (A(X,A) e
consideremos

V4
Wla

({UNV;UEU e VeV}
UlaNVi|a;Ula€U|a e ViaeV|a}.

Entdo, dado W e # existem Uc ¥ eVe V¥V taisque W=UnNnVcUeW=UNVcCV.
Analogamente, mostra-se que todo aberto de #/| s estd contido em algum aberto de 2/ |4
e em algum aberto de ¥|4. Assim,

(U, w1 =W, W) eV, VA (W, W a),

ouseja, (W, W\|a) refina (%, %\a) e (V,V|a). [ ]

OBSERVAGAO 1.3.5. Para simplificar a notacado, de agora em diante, denotaremos uma
cobertura (%, % |4) do par (X, A) simplesmente por %, ou seja, % = (%,%|a). Assim,
arelacdo < definida sobre A(X, A) serd representada da seguinte forma

U =(U, U<V =(V,V|s)= ¥V refina %. (1.8)

A cada cobertura aberta % = (%,% |2) de um par (X, A), podemos associar um par sim-
plicial (K9, L), de tal forma que os vértices de Ky, sdo os conjuntos abertos dessa
cobertura; um simplexo de K4 é qualquer colec¢do finita de conjuntos abertos de %,
cuja interseccao é ndo vazia. Um simplexo de Ly, é qualquer colecao finita de conjuntos
abertos de |4 cuja interseccdo encontra A . Mais precisamente, temos a seguinte
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DEFINIGAO 1.3.6. Dada uma cobertura aberta % = (%, % |4) do par (X, A), seja K¢, o com-
plexo simplicial cujos vértices sdo os conjuntos abertos U € 9. Se o é um simplexo de
K, entdo o = [Up, Uy, ..., Uy] é tal que

UoﬂUlﬂ...ﬂUq;éﬂ.

Além disso, Ly, denotard o subcomplexo de K4 consistindo de todos os simplexos 7 =
[Up, Un,...,U,] tais que

UnUin...nU,NA#D.

O par simplicial (K, L4/) é chamado o nervo da cobertura % = (%/,%|4) e sera deno-
tado por N (%, % |a) = N (%). Para todo g > 0, os R-m6dulos de cohomologia simplicial

HY(Ko, Lo R)
do par simplicial (K4, L4,/ ) também sao denotados por
HI(N(U); R).

DEFINIGAO 1.3.7. Sejam % = (%,%|a) e ¥V = (¥, ¥]a) duas coberturas abertas do par
(X,A) tais que % < ¥, ou seja, ¥ refina 9. Assim, para cada V € ¥, podemos escolher
U € 9 tal que V C U. Analogamente, para cada V|4 € ¥ |4, podemos escolher Ul € % |4
tal que V|4 C Ula. Definimos uma aplicacdo, chamada aplicacdo projecdo , da seguinte
forma

" (Ky,Ly) —(Ky,La)
1% — f"%(V)=U, com VcU (1.9)
LEMA 1.3.8. A aplicagao projecdo [ :(Ky, Ly) — (K, L) é uma aplicacdo simplicial.

Demonstragao: Observemos inicialmente que f”# leva vértices de Ky em vértices de
K4,. Além disso, dado um simplexo o = [1p, ..., V] € Ky, temos

0#£V%N...0V,CcUpN...n Uy =" (W)N...0 f7% (V)

e, deste modo, f"%(a)=[f"%(W),..., f”%(V;)] é um simplexo em Ky .

Mais ainda, dado um simplexo 7 = [1,..., V] € Ly, entdo cada V; € V|, e, deste modo,
f7%(V;)€ U|a, paratodo i =0,..., n. Assim, temos que

0#£%N...0nV;NACUpN...nU,NA= "7 (p)N...0 f7 ()N A
e, portanto, f"¥(1)=[f"%(W),..., f"¥%(V;)] é um simplexo em Ly . [ |

OBSERVAGAO 1.3.9. Aaplicacdo projegao f¥# :(Ky, Ly) — (Ko, Lo,) nd0 é necessariamente
unica, desde que dado um aberto V € ¥, f”%(V) depende de uma escolha para o aberto
U € % satisfazendo a condi¢do V C U. Entretanto, para cada g > 0, o homomorfismo
induzido em cohomologia simplicial

(f" ™y : HY(K4, Las; R)— H(Ky, Ly; R) (1.10)

é independente da escolha para f”%, como mostra o lema a seguir.
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LEMA 1.3.10. [14, Pg. 182] Sejam f”%,g"% : (Ky,Ly) — (Ko, La) aplicacbes projecdes
obtidas a partir de escolhas distintas. Entdo, os homomorfismos induzidos em cohomolo-
gia simplicial coincidem, ou seja, para cada q > 0,

(") ="y : H(Ku, Las; R)— HY(Ky, Ly; R).
Obtemos assim uma colecdo de homomorfismos
$(f"*Y :HY(Ky,La;R)— H(Ky, Ly;R), para cada % < ¥} (1.11)
e, dessa forma, podemos considerar a seguinte

PROPOSIGAO 1.3.11. Seja A(X,A) a colegio de todas as coberturas abertas do par (X, A).
Entdo, para cada q > 0, a cole¢do

{H9 (Ko, Ly R), (f 7, A(X, A)}
é um sistema direto.

Demonstragdo: Dada uma aplicagdo projecao f%% :(Kq,La)— (Ko, La), entdao f%%
induz o homomorfismo identidade

(f%*y=1d: HY(Ky, Lo; R)— HY (Ko, Lo/; R).
Se %,V e W sdo coberturas abertas do par (X,A) taisque % <V <# e se
7 (K, Ly) = (Ka, L) e f77 (Ko, Ly) = (K, Ly)
sdo aplicac¢des projegdes, entdo a composicio
"o f77 :(Ky, Ly) = (Ko, Lay)

¢ uma aplicacdo projecdo, desde que dado W € ¥/, existe V.= 77V (W) e ¥ tal que W C
V. Paraeste VeV, existe U= f"%(V)e U, com V C U, logo existe U= f"% o f"7V(W),
com W cCU.

Como f”% :(Ky,Ly)— (Ky,Lg) é também uma aplicacdo projec¢ao, segue do Lema
1.3.10 e do fato da cohomologia simplicial ser um funtor contravariante que

7y =" o f7Y =(f"" Y o (f ") : HY(Kay, Loy) — HI(Ky, Ly).

Portanto, para cada g > 0, a colecdo {H9(Ky, Lo; R),(f”%)*,A(X,A)} é um sistema di-
reto. |

DEFINIGAO 1.3.12. O g-ésimo R-mdédulo de cohomologia de Cechdo par (X, A), denotado
por H9(X, A; R), é definido como sendo o limite direto do sistema direto

{Hq(K“Z/ ’ LOI/; R)r (f"f/“” )*» A(XIA)}
(Vide Definicdo 1.1.4), ou seja, para cada g > 0:

HY(X,A;R)= lim HY(Ky,Ly;R). (1.12)
UeN(X,A)
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1.3.2 O Homomorfismo induzido em Cohomologia de Cech

Para cada aplicacao de pares f : (X,A) — (Y, B), nosso objetivo é construir um sistema
direto de R-homomorfismos, (Vide Defini¢do 1.1.7) associado a f, o qual induz um R-
homomorfismo entre os R-médulos de cohomologia de Cech. Para isto, sejam A(Y, B)
e A(X,A) os conjuntos dirigidos formados pelas colecdes de todas as coberturas abertas
dos pares (Y, B) e (X, A), respectivamente. Dados os sistemas diretos de R-médulos

{HY(Kayy, Lasy; R), (f Y%V Y*, A(Y, B)}

§H(Kasy, Larg; R), (f XY, A(X, A)}

seja ¢ : A(Y, B) — A(X, A) definida por ¢(%y) = ¢ (Uy, Uy|p) = (Ux, Ux|a) = %x onde as
colecdes sao definidos da seguinte forma:

Ux ={fNU): UeUy} Uxla={f""(Ulp): Ulg € Uyls}. (1.13)

LEMA 1.3.13. A aplicagio ¢ : A(Y, B) — A(X, A) definida em (1.13) preserva ordem.

Demonstragdo: Desde que f(A) C B, entdo ¢ estd bem definida. Agora sejam %y, ¥y €

A(Y, B) tais que %y < ¥y, ou seja, ¥y refina %y e mostremos que @(Uy) = Ux < Vx =
¢ (). Dado um aberto Vx € ¥, entdo Vx = f~1(1}), para algum Vy € ¥y. Como ¥y refina
Uy, existe um aberto Uy € %y tal que V4 C Uy. Assim,

V=1 (W) f(Uy),

e existe Ux = f~1(Uy) € %x tal que Vx C Ux. Portanto, %x < ¥x. Analogamente, mostra-
se que Ux|a < ¥xla. u

Dadas duas coberturas abertas %y € A(Y, B) e %x € A(X,A) tais que %x = ¢(%y), con-
sideremos os nervos associados a estas coberturas,

(Kp(ary) Lo(ary)) € (Kary, Layy).

Seja Ux € Ux = ¢(%y) um vértice no complexo simplicial Ky, = Ky(a). Entdo, Ux =
f~1(Uy), para algum Uy € %y, ou seja, Uy é um vértice em Ky, . Analogamente, se Ux|a
¢ um vértice em Lo, = Lg(a,), segue que Ux|a = f~Y(Uylp), para algum vértice Uy|p
em Lq,. Observemos que o aberto Ux nao é necessariamente tnico, desde que dois
conjuntos abertos em %y podem possuir a mesma imagem inversa pela aplicacdo f.
Contudo, fixamos uma escolha para Uy e definimos a aplicacao

fary s (Kpuy) Lo(uy)) — (Kary, Lay,), onde ¢(Uy)= Ux (1.14)
Ux — Uy, com Ux = f~!(Uy)

a qual leva os vértices Ux = f~1(Uy) de Kg(ary) sobre os vértices Uy de Ky,,. Mostremos
que fo, assim definida é uma aplica¢do simplicial. Com efeito, seja o = [UY, ..., U}’?] um
simplexo em Ky, = Ky (a,). Desde que

0A£UIN...nUL =f1UYN...nfY(Uy)=fFH(UIN---NTY),
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isso implica que UpN---N U{? # (. Portanto,
f?/y(a-) = f"?/y([UO»-- o U;;]) = [UO)"' l} pr]

é um simplexo de Ky,. Mais ainda, dado um simplexo 7 = [ue,..., U] € Loy, = L),
entdo cada Uy € %x|a e, como f(A) C B, deste modo, f,(Uy) = Uy, € %y|p, para todo
i=0,...,n. Assim, temos que

0AUYN...nUENA < fHUPN...nf~(UHNf(B)
= fUyn---NnUyNB)
isso implica que Uy N---N U N B #0. Portanto,
f”//y(T):fﬁfly([U)(;)'n’U)r(l]):[Ug»"'yU;l]

é um simplexo de Ly, . |
OBSERVAGAO 1.3.14. A aplicacdo fu, : (Ky(ar), Loy)) — (Kayy, Lay,), onde ¢(Uy) = Ux,
definida em (1.14), ndo é necessariamente tinica, desde que dado um aberto Ux € %x,
far,(Ux) depende de uma escolha para o aberto Uy € %y satisfazendo a condigdo Ux =
f~Y(Uy). Entretanto, para cada g > 0, o homomorfismo induzido em cohomologia sim-
plicial

(fary )"+ HY(Kazy, Larg; R)— HY(Kgary), L)y R); @(Uy)=Ux (1.15)

é independente da escolha para f,, como mostra o lema a seguir.

LEMA 1.3.15. [14, Pg. 283] Sejam fa,, Sy : (Kg(ary), Lo(ary)) — (Kary, Loy, ) aplicagoes obti-
das a partir de escolhas distintas. Entdo, os homomorfismos induzidos em cohomologia
simplicial coincidem, ou seja, para cada q > 0,

(fary ) =(8ary)" : HY(Kayyy Lary; R) = HY(Kgary) Loy R)-

Obtemos assim, uma cole¢do de R-homomorfismos
{(fary )" : HY(Kagyy Lagy; R) = HY(Kp(ary), Loy R), Uy € A(Y, B)}
e, dessa forma, podemos considerar a seguinte

PROPOSIGAO 1.3.16. Dada uma aplicagdo de pares f : (X,A) — (Y, B), consideremos os sis-
temas diretos de R-mddulos:

§HY(Kasy, Lagy; R), (f YY), A(Y, B)},

{H(Kazy, Lag; R), (F X "5), A(X, A)},
com Ux = Q(Uy) < ¢(Vy) = Vx, para cada Uy < Vy (Vide Lema 1.3.13), onde

¢ : A(Y, B) — A(X,A) é a aplicagdo definida em (1.13), a qual preserva ordem. Entdo, a
familia de R-homomorfismos

{(fory )" : HY(Kasy, Lary; R) = HY(Kgy), Loy R), Uy € A(Y, B)},

é um sistema direto de R-homomorfismos.
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Demonstracgdo: Consideremos o seguinte diagrama

I
(nyrL"Vx)%(KVy)L"Vy) (1.16)

i frxux fIruy l
(Kazg, Lagy) (Kazy, Lagy,)

onde %x = ¢(Uy) < ¢(Vy) = Vx, para cada %y < ¥y em A(Y, B). Dado um aberto Vx €
Vx = ¢(Vy), entdo Vx = f~1(1}), para algum Vi € ¥y. Como ¥y refina %y, existe um
aberto Uy € %y tal que V4 C Uy. Assim,

Vi=f"'(W)c f(Uy),

e existe Uy = f~1(Uy) € % tal que Vx C Ux. Entdo, segue das Definicoes (1.9) e (1.14)
que

Sy

(F o fr)V&) = 7" (fr ()
= (%)
= Uy
= fa,(Ux)
= fa (f¥" (%)
= (fa o [N (V).
Deste modo, segue que o diagrama (1.16) é comutativo. Assim, temos que
(f“f/y)* ° (f‘l/yally)* — (f’Vy“i/y ° f”I/y)*
= (fay o f1¥ %5y

(f”l/xayx )* ° (fOZ/y )*

e, portanto, o correspondente diagrama em cohomologia

(fary )
H9(Kayy, Lagy; R) —> H9(Kayy, Lag; R) (1.17)

(f"t/y Uy )* l \L (f'VX Uy )*
(fry )
HI(Kyy, Ly R) 2 HI(Kyy, Ly B)

é comutativo. Portanto, a familia de R-homomorfismos dada é um sistema direto de
R-homomorfismos. [ |

DEFINIGAO 1.3.17. Seja f : (X, A) — (Y, B)uma aplicacao de pares. Definimos o homomor-
fismo induzido em cohomologia de Cech, o qual sera denotado por f*, como sendo o
limite direto do sistema direto de R-homomorfismos

{(f”7/y)* . Hq(K"?ly) L“Zly; R) - Hq(K¢("]/y)! L¢)(”7/y); R)’ %Y € A(Y’ B)}y
ou seja, para cada g > 0:

ff= 1lim (fa,)":HI(Y,B;R)— HI(X,A;R) (1.18)
AUyeN(Y,B)
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1.3.3 Os Axiomas de Eilenberg-Steenrod

Denotemos por Top? a categoria dos pares topoldgicos junto com as aplicagdes con-
tinuas de pares e por R-mod a categoria que tem como objetos os R-mdédulos e como
morfismos os R-homomorfismos.

TEOREMA 1.3.18. Para todo q > 0, a fungdo
HY : Top” — R-mod (1.19)
que associa a cada par de espacos (X, A), o R-médulo de cohomologia de Cech
H9(X,A;R)

e a cada aplicagdo continua de pares f : (X,A) — (Y, B) associa o homomorfismo induzido
em cohomologia de Cech

f*:HI(Y, B;R)— HI(X,A; R)
é um funtor contravariante, chamado q-funtor Cohomologia de Cech.

Demonstragdo: [1] Seja 1d : (X,A) — (X, A) a aplicacdo identidade. Entdo, para cada
cobertura aberta %x € A(X, A), aaplicacao simplicial fo, =1d(k,,L.,,) € @ aplicagdo iden-
tidade e, portanto, induz o homomorfismo identidade ( f«, )* na cohomologia simplicial
e, deste modo,

f*=d)*: H1(X,A; R)— H(X,A;R).
[2] Sejam f :(X,A) — (Y, B), g : (Y, B) — (Z, C) aplicacdes de pares. Para cada cobertura
aberta %z € A(Z, C), seja Uy = g~ (%z), Ux = f~1(Uy). Consideremos

f"]/y : (K“//X’ L“?/x) - (Ka}/y) L”?/y) ’ gallz : (KG]/Y, La]/y) - (Kaflzy L“]/z)

(g ° f)“llz : (K“le’ L“Z/x) - (K(‘le’ L“Z/z)

as aplicacoes simpliciais. Se Ux é um vértice de K4, entdo f4,(Ux) é um vértice V¥ de
Ky, tal que Ux = f~1 (W) e ga,, (V&) é um vértice W de Ky, tal que Vi = g~ 1(Wy). Assim,
8, © far, leva o vértice Uy no vértice Wz e Ux = (g o f)~!(Wy). Segue do Lema 1.3.15 ¢
do fato da cohomologia simplicial ser um fun¢do contravariante que

(80 N, =8y © fary) = (Fary) o (8,)"
e, portanto, usando a Observacdo 1.1.11 temos que
(gof) = lim ((gof)w,)
UzeNZ,C)

= Lm  [(fa) o(gu%)"]
UzeNZ,C)

= | tim || lim g
UyeNY,B) UzeNZ,C)

= f*ogr*,
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o que implica que H9 é um funtor contravariante. |

C.H. Dowker mostrou em [14, pgs. 285-292], que a Teoria de Cohomologia de Cech satis-
faz os axiomas de Eilenberg-Steenrod. Em resumo, a Teoria de Cohomologia de Cech é
a colecdo dos g-funtores cohomologia de Cech {H9} que satisfaz os seguintes axiomas:

1. (INvARIANCIA HoMOTOPICA) Se f1, f2 : (X, A) — (Y, B) sdo aplicacdes homotédpicas,
entdo f; = f;.

2. (ExatipAo) Dados os pares (X, A) e (A, B), existe um R-homomorfismo
6:H(A,B;R)— HT"Y(X,A; R)
que comuta com os homomorfismos induzidos em cohomologia de Cech e a se-
quéncia longa
O fa(X, A R) L HAYI(X, B;R) — > FI9+1(A, B; R) —2>
é exata, onde 1: (A, B) — (X, B), j : (X, B) — (X, A) sdo as inclusoes.

3. (Excisio) Se (X,A) é um par e B é um subconjunto de X tal que B C Int(A), entdo,
para todo g > 0, o homomorfismo

i*:H9(X,A;R)— H9(X — B,A— B;R)
induzido da inclusao é um isomorfismo.
4. (DIMENSAO) Se X = {x(} consiste de um apenas ponto, entio

R, g=0

Hq({xo};m={ 0 90

Segue da validade dos Axiomas de Eilenberg-Steenrod , como acontece no caso da co-
homologia singular, que existe a sequéncia de Mayer-Vietoris na cohomologia de Cech,
dada a seguir:

PROPOSICAO 1.3.19. [49, Corolario 9, pag. 239] Se {(X1,A1),(X2,A2)} for um par excisivo *
de (X,A)=(X1UX,, A1 UA), entdo a seguinte sequéncia longa

oo HI(X, A; R) S H(Xy, Ay R)®© H(Xo, Ags R)5> (X, N X2, Ay N Ag; R) — -+

é exata, onde { = (f’i‘,—fz), n= Z’{ —I—E’z‘ com iy : (X1,A1) — (X, A), ir : (X2,A2) — (X, A),
(1:(X1NX2,A1NA2)— (X1,A1) el : (X1 N X2, A1 NA2) — (X2, A2).

4Vide [49, Pag. 188]
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DEFINIGAO 1.3.20. Dizemos que o par (U, V) é um par de vizinhangas do par (X,A) se U
for uma vizinhanca de X e se V for uma vizinhanca de A. Se U e V forem vizinhancas
fechadas em um espaco topolégico Y, dizemos que (U, V) é um par de vizinhangas
fechadas.

Seja /" a familia de pares de vizinhancas fechadas {(U, V)} do par (X, A) com a seguninte
relacao de ordem dada pelas inclusdes, ou seja,

(U, V)S(U,V)esU cUeV CV. (1.20)
Temos que .4 conjunto é um dirigido. Com efeito, para todo (U, V)€ ./,
(U, V)<(U,V)

poisUcC Ue V c V. Dados (U, V) < (U, V') <(U”, V"), entdo temos as inclusdes V" C
V' cVeU’” CcU cU,oqueimplicaque V/ c Ve U’ C U, logo, (U,V) < (U”,V”").
Finalmente, dados (U, V), (U’, V’) pares de vizinhancas fechadas de (X,A), temos que
U N U’ é uma vizinhanca fechada que esta contida em U e U’ e, analogamente VNV’ é
uma vizinhanca fechada que estd contida em V e V’ e, portanto,

(U, V)<(UNU,VAV) (U, V)<UnU,VnV)

ou seja ./ é um conjunto dirigido. Usando as propriedades da cohomologia de Cech,
temos que a familia

{HI(U, V), i*, N}

onde i*: H1(U’, V; R) — H4(U, V;R) é a induzida em cohomologia de Cech da inclusao
1: (U, V')— (U, V), é um sistema direto. Deste modo, temos o seguinte

TEOREMA 1.3.21. [53, Teo. 6-16 pag 227 e Teo. 7.10 pag. 250]
(TEoREMA DA CONTINUIDADE) Seja (X, A) um par de espagos, onde A é fechadoem X e X é
um subconjunto fechado de um espaco normal Y. Entdo, existe um isomorfismo

@: lim HI(U,V;R)— HI(X,A;R),
(U,V)es

ou seja,
HY(X,A;R)= lim HY(U,V;R).
(U, V)en

1.3.4 Produto cup —

Sejam (X, A1), (X, Az) pares de espacos tais que {A;,A,} é um par excisivo de A UA; e
A(X,A) é o conjunto dirigido de todas coberturas abertas do par (X, A). Suponhamos que
(Ko, Lﬁy), (Ko, L%”) e (Ko, Lifl) sejam os pares simpliciais para (X, A;), (X,A2) e (X, A1 U
A»), respectivamente.
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Temos que, se {41,A,} € um par excisivo de A; UA,, entdo {Lﬁy, L:ﬁ”} é um par excisivo de
L% e, deste modo temos o seguinte diagrama comutativo

1/7/ X(fz‘t 7/)*

Hp(KOHILl‘Z/;R)XHq(KO]/r a]/rR)%HP(K'Vr Vs )XHq(KV! V;R)

\L ( flkz K4 )* \L

HP+4(Ky, L5 R) HP+4(Ky, L% R)

com ¥ < %, onde — é o produto cup na cohomologia simplicial. Com efeito, dados
x € HP(K,L},;R) ey € H1(Ky,L?%,; R)

FL7) (= () = (f)x—y)
= (7)) - "V W)

= = (YT
= <[ < (f " V1x,p).
Assim, o homomorfismo produto cup — em cohomologia simplicial
—:HP(Ky, L,

R)XHq(K“ZZ) R)_>Hp+q(K“1/) L}JZ)R)

(2/’ (][’

é um homomorfismo de sistemas diretos.

DEFINIGAO 1.3.22. Sejam (X, A;), (X, A2) pares topoldgicos tais que {A;,A,} é um par exci-
sivo de A; UA,. O homomorfismo induzido do homomorfismo de limites diretos, deno-
tado por —, é chamado produto cup na cohomologia de Cech, ou seja

—:HP(X,A1;R)® HY(X,As; R)— HP (X, A, UA; R)
O produto cup na cohomologia de Cech, satisfaz as seguintes propriedades:
PROPOSICAO 1.3.23.

1. (Linearidade) Sejam f : (X,A1UAy) — (Y, B1UBy), f1 : (X,A;) = (Y,B1) e fo:
(X,A2) — (Y, By) aplicacoes de pares tais que, para todo x € X, fi(x) = fo(x)= f(x).
Suponhamos que u € HP(Y, B1;R) e ve HI(Y, By; R), entdo em HPT4(X,A1UA2; R)
temos

frlu—v)=fiw) - f;@).
2. (Identidade) Para qualquer u € H1(X, A; R), temos que

l—wu=u—1=u, comleH'(X;R).

3. (Associatividade) Sejam u, € HP(X,A1;R), u; € H9(X,A;R) e uz € H'(X,A3;R),
entdo em HPT+7(X, A, UA, U As; R) temos

uy~ (uz— uz)=(uy — uz)— us.
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4. (Anticomutatividade) Sejam u € HP(X,A;;R) e v € HI(X,AzR), entdo em
HPH4(X, A, UAs; R) temos
u—v=_(-1*v—u.

Finalizamos esta secio, observando que existe uma relacao entre a cohomologia de Cech
e a cohomologia de Alexander (Para detalhes, vide [49]) mediante um isomorfismo na-
tural, como mostra a seguinte

PROPOSIGAO 1.3.24. [49, Capitulo 6, Ex.3, pag.359] Para todo par topoldgico (X, A) existe
um isomorfismo natural
HI(X,A;R) % HI(X, A R),

onde HY denota o funtor cohomologia de Alexander. |



Grupos de transformacoes compactos

A categoria na qual iremos desenvolver os conceitos e resultados deste trabalho € a ca-
tegoria G-TopfJ -» que contém como objetos os G-pares paracompactos (X, A), onde G
é um grupo compacto de Lie, e cujos morfismos f : (X,A) — (Y, B) sdo as aplica¢cbes
de pares G-equivariantes, ou seja, pares paracompactos (X, A) com uma determinada
G-acao e aplicacoes [ : (X,A) — (Y, B) que possuem a propriedade de comutar com a
G-acdo dada. Neste capitulo, as secdes estdo organizadas como segue: na Secdo 2.1, a-
presentamos resultados bésicos sobre grupos topolégicos. Na Secdo 2.2 introduzimos a
teoria de acdes de um grupo topolégico G sobre um espaco topolégico X, definindo os
conceitos de G-espagos e de aplicagdes G-equivariantes. Como um caso particular, na
Subsecdo 2.2.1 consideramos o caso em que G é um grupo compacto de Lie e X é um
espacgo paracompacto, para assim definir os objetos e morfismos da categoria G-Top?j e
Na Secdo 2.3, apresentamos uma classe especial de fibrados, os chamados G-fibrados
principais, onde G é um grupo topolégico. Tais fibrados sdo caracterizados pela pro-
priedade de que a fibra do fibrado é o préprio grupo G, o qual age sobre si mesmo por
translacoes. G-fibrados universais, espacos classificantes e aplicacoes classificantes sdo
introduzidos, juntamente com a construcao de Milnor, segundo a qual o espago classi-
ficante BG do G-fibrado universal é descrito como sendo o limite direto do quociente
de joins do grupo G. Na Subsecdo 2.3.4 descrevemos a construcao de Borel sobre os es-
pacos classificantes de um grupo compacto de Lie. Tal construcao é um procedimento
para criar novos espacos e aplicacdes, através do G-fibrado universal, os quais serdo a
base da definicdo da cohomologia G-equivariante de Borel estudada no Capitulo 3. Em-
bora este capitulo trate dos grupos de transformacdo compactos, o nosso objetivo aqui
ndo é proporcionar um estudo sistematico da teoria das G-acoes sobre espacgos topologi-
cos, mas apenas estabelecer uma linguagem badsica para o estudo da teoria de indice de
um G-espaco e o grau de uma aplicagdo G-equivariante. Exemplos importantes de G-
espacos e G-acoes serdo detalhados nos Capitulos 3 e 4, no caso de grupos compactos
de Lie.
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2.1 Grupos topologicos

Nesta secdo, introduzimos um breve resumo do conceito de grupo topolégico e apresen-
tamos algumas de suas principais propriedades. Detalhes desses resultados podem ser
encontrados em [8], [10], [11] e [40].

DEFINIGAO 2.1.1. Um grupo topolégico é uma tripla (G,*,7) onde (G, *) é um grupo al-
gébrico e (G, 7) é um espaco topolégico de Hausdorff, cuja topologia 7 é compativel com
a operacao * do grupo, ou seja, as aplicagoes:
u: (GxG, Tprod) —(G,71)
(g h) —u(g h)=gx*h

t: (G,7) —(G,7)
-1
g »~—ug=g
chamadas multiplicacao e inversao, respectivamente, sdo continuas, onde 7,4 denota

a topologia produto sobre G x G. O elemento neutro do grupo (G, *) serd denotado por
e.

DEFINIGAO 2.1.2. Um grupo topolégico (G,*,7) é chamado compacto, se (G, 7) for um
espaco topolégico compacto.

OBSERVAGAO 2.1.3. Se (G, *, 7) for um grupo topolégico, dado um subgrupo H de G, entdo
(H,*, ) é um grupo topolégico, com relagdo a topologia induzida de subespaco 7. Se
H for um subespaco compacto, entdo (H,*, Ty) € um grupo topolégico compacto.

OBSERVACAO 2.1.4. A continuidade da aplicacoes u e t, exigidas na Definicao 2.1.1, sdo
equivalentes as seguintes condicoes:

1. Dados (g, h)e GxGe W e, comu(g,h)=g*heW,existem U,V € 7 tais que
(g, h)eUxVeulUxV)=UxVcW,ondeUxV={g*h, gecUeheV}.

2. DadosgeGeVert, comig)=g eV, existe Uettal que g € Ue uU)=
U-'cV,ondeU'={g~!, geU}.
OBSERVAGAO 2.1.5. Dados um grupo (G,*) e um subgrupo H de G, a colecado
G/H={g+H;geG},
das classes laterais a esquerda de H em G, munida da operacao
(g*H)-(h+*H)=(a*xb)xH,

é um grupo se, e somente se, H é um subgrupo normal de G, ou seja, g« Hxg~! = H,
Vg € G. Neste caso, G/H = {g*H;g € G} = {H* g, g € G}. Denotaremos a projecao
natural g— g*Hpor¢:G— G/H.
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PROPOSIGAO 2.1.6. Seja (G,*,7) um grupo topologico. Entdo, sdo vdlidos os seguintes re-
sultados:

1. Se H for um subgrupo fechado de (G,+,7), entdo o espaco quociente G/H,

munido da topologia quociente induzida pela proje¢do canénica ¢ : G — G/H, é
um espago de Hausdorff e  é continua e aberta (Vide [8, Proposi¢ao 1.4, Pg. 2]).

2. Se H for um subgrupo fechado e normal de (G,*,7), entdo (G/H,-,T,) é um grupo
topolagico (Vide [8, Proposicao 1.5, Pg. 2]).

3. Se Gy for a componente conexa de G, contendo o elemento identidade e € G, entéo
Gy é um subgrupo fechado e normal de G (Vide [8, Proposicao 1.6, Pg. 3]).

4. As componentes conexas de G estdo em correspondéncia um-a-um com as classes
laterais de G /Gy (Vide [40, Teorema 1.12, Pg.13]).

DEFINIGAO 2.1.7. Um grupo topolégico (G,*,7) é chamado um Grupo de Lie, se G for
uma C*-variedade diferencidvel tal que as opera¢des multiplicacdo e inversao do grupo
(G, %), dadas na Definicdo 2.1.1 sdo aplica¢des de classe C.

PROPOSIGAO 2.1.8. Seja G um grupo de Lie.

1. Se H C G for um subgrupo fechado, entdo H é um grupo de Lie, com a estrutura
diferencidvel de uma subvariedade de G (Vide [40, Teorema 5.13, Pg.43]).

2. Se G for um grupo compacto e se Gy for a componente conexa de G contendo o ele-
mento identidade e € G, entdo G /Gy é um grupo finito (Vide [24, Pg.116]).

EXEMPLO 2.1.9. Qualquer grupo arbitrério (G,*) é um grupo topolégico com a topologia
discreta, na qual todo subconjunto de G é aberto. Em particular, se G for finito, entdo G
é um grupo compacto.

EXEMPLO 2.1.10. Seja {(Gg, *q, Ta)}aey uma familia de grupos topolégicos e consideremos
o espago produto (] [,c; Ga,] [ 74), onde [ ] 7, denota a topologia produto. Entao, as
operacoes

u: (Hae] Ga) x (Hae] G“) _)l_[Ga

ac]

(x> Ya)a) = (Xg*a Ya)a

vt [ToeGe —] ]Ga

ac]

(Xa)a '_’(X;I)a;

sdo continuas e, portanto, (] [ ; Ga, ] [ 7<) € um grupo topoldgico.

ac]

EXEMPLO 2.1.11. AesferaS! ={z €C : |z] =1} 2 R/Z é um subgrupo multiplicativo de C e
o isomorfismo R/Z — S! é induzido pela aplicacdo ¢t — e27¢, Desde que a multiplicagdo
em C é associativa e os inversos existem, pois se ||z|| =1, entdo zZ = ||z||> = 1, segue que
S!, munida da topologia induzida de C, é um grupo compacto de Lie.
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EXEMPLO 2.1.12. O grupo G L(n,R) das matrizes n x n inversiveis com entradas reais, é um
grupo topolégico, chamado o Grupo Linear Geral, quando considerado como um sub-
espaco do n?-dimensional espaco vetorial M(n,R) de todas as matrizes n X n. GLy(R)
é um subespaco aberto de M(n,R), desde que as matrizes inversiveis sdo aquelas cujo
determinante é nao nulo e, a funcao determinante:

det :M(n,R)—R
A —det(A).

é de classe C®. Além disso, a multiplicacdo e a inversdao de matrizes sdo aplicacdes de
classe C®. Portanto, G L(n,R) é um grupo de Lie. Seus subgrupos classicos:

SL(n,R) = {AeGL(n,R);det(A)=1}
O(n) = {AeGL(n,R);AA =1},

sdo grupos topolégicos, com a topologia induzida de M(n,R), chamados, respectiva-
mente, Grupo Especial Linear e Grupo Ortogonal, onde A' denota a matriz transposta
de A e I denota a matriz identidade. Desde que ambos sdo subgrupos fechados de
GL(n,R) (Vide [40, Pgs.15 e 19]), segue da Proposicdo 2.1.8(1), que SL(n,R) e O(n) sdo
grupos de Lie (Vide também [40, Coroldrio 5.14, Pg.43]). Mostra-se ainda que O(n) é um
grupo compacto (Vide [34, Pg.57]).

2.2 (G-espacos e aplicacoes G-equivariantes

Os conceitos basicos sobre categorias, paracompacidade e join de espacos, citados aqui,
podem ser encontrados nas segoes A.2, A.3 e A.4 do Apéndice A. Para um grupo topo-
légico fixado G, existe uma categoria ! G-Top, cujos objetos sdo os espacos topolégicos
que admitem uma acao do grupo G, os chamados G-espacos, e cujos morfismos sdo as
aplicacoes continuas chamadas G-equivariantes, as quais comutam com a G-acdo. A
partir de agora, grupos topolégicos (G,*,7) e espacos topolégicos (X, 7’), serdo denota-
dos simplesmente por G e X, respectivamente.

DEFINIGAO 2.2.1. Uma acdo a esquerda de um grupo topoldgico G sobre um espago
topolégico X, também chamada uma G-a¢do a esquerda de G sobre X, é uma funcao
continua

p: GxX —X
(gx) —plgx)"="gx,
onde G x X é munido da topologia produto, satisfazendo as seguintes condicoes:
(1) g(hx)=(g*xh)x,VxeXeV g, hegG.
2 ex=x,VxeX.

Vide Defini¢do A.2.1 e Exemplo A.2.3
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DEFINICAO 2.2.2. Um G -espaco a esquerda, também chamado Grupo de Transformacao,
é um par (X, p), consistindo de um espaco topolégico de Hausdorff X e uma G-acdo a
esquerda p de um grupo topolégico G sobre X. Se (X, p) for um G-espaco a esquerda,
dizemos que o grupo G age (ou atua) a esquerda sobre o espaco topolégico X.

OBSERVAGAO 2.2.3. No caso particular em que o G-espaco (X, p) é uma variedade topol6-
gica, dizemos que X é uma G-variedade topoldgica.

OBSERVAGAO 2.2.4. Também é possivel definir uma G-acao a direita de um grupo topolégico
G sobre um espaco topolégico X da seguinte forma: uma acao a direita de um grupo
topolégico G sobre um espaco topoldgico X, chamada uma G -a¢do a direita de G sobre
X, é uma funcao continua
p: XxG —X
(x,8) —xg,

satisfazendo as seguintes condicoes:
(1) (xh)g=x(hxg),VxeXeV g, hedG.
2)xe=x,VxeX.

No contexto deste trabalho, de maneira geral, chamaremos uma G-acao a esquerda sim-
plesmente de G-a¢do e um G-espaco a esquerda (X, p), serd chamado simplesmente um
G-espaco. Quando estivermos nos referindo a acoes a direita, usaremos entao os termos
G-acgdo a direita e G-espaco a direita.

EXEMPLO 2.2.5. Dados grupos topolégicos G; e Gz, sejam (Xi, p1) um G;-espaco e (X, p2)
um G;-espaco. Entdo, o produto X; X X; e 0 join 2 X; X, possuem estrutura de (G; X G»)3-
espaco, onde

P (GIxG)Xx(X1xXy) —=X1xXo
((g1,82),(x1,x2))  —(g1x1, 82%2) 2.1)

é a G;-acao sobre o espaco produto X; x X e

P (G1xG)x(X1%X2) —X1%X>
(81, 82), tix1+12x2) — t1(g1x1)+ t2(g2x2) 2.2)

é a Gp-acao sobre o0 join X; * X,. Esta acdo é chamada acao produto.

DEFINICAO 2.2.6. Dados um grupo topolégico G e um G-espago (X, p), paracada g € G
fixado, podemos definir uma aplicacao,

Lg: X —X
x —Lg(x)=gx

chamada translacdo a esquerdapor g.

2Vide Definicdo A.4.1
30 Exemplo 2.1.10, garante que G; x G, é um grupo topoldgico.
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OBSERVAGAO 2.2.7. Observemos que, para cada aaplicagdo g € G, Lg € arestricao p|igyxx :
{g} x X — X, da agdo continua p. Assim, L ¢ € continua, para todo g € G. Além disso,
para cada g € G e paracada x € X,

(LgoLg1)(x) = Lg(Lg1(x))=Lg(g 'x)

= glg7'x)=(gxg Nx=ex=x,
ou seja, (Lg)*1 = Lg-1 €, portanto, Lg é um homeomorfismo, Vg € G.
OBSERVAGAO 2.2.8. Dado um espaco topolégico X, seja Homeo(X) o grupo (com a ope-
racdo de composicdo) de todos os homeomorfismos de X em X. Entdo, a aplicacdo
g — Lg define um homomorfismo

L: G —Homeo(X)
g§ —Lg

O kernel desse homomorfismo L é chamado o “kernel da acdo p", ou seja,
Ker(p)=1{g<G; gx=x, VxeX}.
DEFINIGAO 2.2.9. Seja (X, p) um G-espaco. O conjunto
R={(x,gx)xeX geG}

é uma relagdo de equivaléncia sobre X. O conjunto das classes de equivaléncia determi-
nado pela relacao R serd denotado por X/G. A projecao natural v : X — X/G, x — [x],
também chamada aplicacdo de érbitas, induz a topologia quociente sobre X/G, ou seja,
U C X/G é aberto se, e somente se, 7~1(U) é aberto em X. O espaco quociente X/G é
chamado espaco de érbitas do G-espaco (X, p).

A classe de equivaléncia de um ponto x € X é chamada a drbita de x pela acdo de G e
serd denotada por Gx, isto é,

Gx=[x]={gxeX,geG}.

OBSERVAGAO 2.2.10. Seja (X, p) um G-espaco, entdo a projecdo natural 7 : X — X/G,
x — Gx é uma aplicacdo aberta. De fato, dado um aberto U C X, temos que

ntn(U) = Lg(U)
geG

¢ aberto, desde que pela Observagao 2.2.7, Lg € um homeomorfismo. Segue da defini¢ao
de topologia quociente que 7t(U) é aberto.

OBSERVACAO 2.2.11. Observemos que as 6rbitas Gx e Gy de quaisquer dois pontos x,y €
X ou sdo iguais ou sao disjuntas.

DEFINIGAO 2.2.12. Dados um G-espaco (X, p) e um ponto x € X, o conjunto
Gy={geG;gx=x}

é um subgrupo topolégico de G, chamado o subgrupo de isotropia do G-espaco (X, p)
emx.



2.2 G-espacos e aplicacoes G-equivariantes 29

As acdes de um grupo topolégico G sobre um espaco topolégico X, podem ser classifi-
cadas de acordo a seguinte

DEFINIGAO 2.2.13. Seja p : G x X — X uma G-agdo de um grupo topolégico G sobre um
espaco topoldgico X. Dizemos que

(1) p é trivial, se gx=x,VgeGeVxeX.
(2) p é efetiva, se gx = x, Vx € X = g = e ou, equivalentemente,
Ker(p)={g<G; gx=x, VxeX}t={e}.

Em outras palavras, uma acao € efetiva, se cada elemento g # e em G, move pelo menos
um ponto de X.

(3) p é livre, se gx #x,Vx € X e Vg # e, ou equivalentemente, se todos os subgrupos de
isotropia sdo triviais, isto €,

Gy ={geG;gx=x}={e}, paratodo x € X.

Em outras palavras, uma acdo € livre se cada elemento nio trivial de G, move todo ponto
de X.

(4) p é transitiva, se X/G consiste de um tnico ponto, ou seja, X contém uma tnica
6rbita Gx = X, para algum (e, portanto, para todo) x € X.

OBSERVAGAO 2.2.14. Dada uma G-acdo livre de um grupo topolégico G sobre um espago
topolégico X, dizemos que (X, p) é um G-espago livre e que G age livremente sobre X. A
mesma terminologia é usada para os outros tipos de G-acdes.

DEFINIGAO 2.2.15. Dizemos que um subconjunto A de um G-espago (X, p) é G-invariante
pela acdo p de G sobre X, se gx € A, paratodo g €G e para todo x € A.

OBSERVAGAO 2.2.16. Dado um subconjunto G-invariante A de um G-espaco (X, p), entao
p induz uma G-acao continua G X A — A, (g,a) — ga. Dessa forma, A torna-se um
G-espaco.

As aplicacOes continuas entre G-espacos que comutam com a G-a¢do sdao chamadas G-
equivariantes. Formalmente, temos a seguinte

DEFINIGAO 2.2.17. Sejam (X, px) e (Y,py) G-espacos. Uma fung¢do continua entre G-
espacos f : X — Y é chamada uma aplicacdo G -equivariante ou uma G -aplicacao se
paratodo g € G e paratodo x € X

f(gx)=g f(x).

OBSERVAGAO 2.2.18. Para um grupo topolégico fixado G, os G-espacos a esquerda e as
aplicagdes G-equivariantes formam a categoria G-Top. Essa categoria possui produtos:
dada uma familia de G-espagos {(Xj,p;);j € J}, entdo o produto topolégico [[..,X;,
pode ser munido de uma G-ag¢do a esquerda

p: xIli, X =[x
j€l
(g (x;))  —(gx)) (2.3)

jeJ
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ouseja, ([ | jey Xj»p) € um produto na categoria G-Top.
Podemos ainda definir uma G-agao a esquerda sobre o join 4 X = *j<;X; da familia de
G-espagos {(Xj, p;); j € J} como segue,
P GXxjerXj —*jesX;
(&2 tx;) — D t;gx;. 2.4)

Se os espagos X; forem G-espagos a direita, entao

P *gXjXG —*jgrX;
(thxj,g) Hthxjg. (2.5)
Ambas definem ag¢des continuas de G sobre X = %jc;X;. A continuidade é verificada

usando-se a propriedade universal da topologia do join. Portanto, (*je;Xj, ) € um G-
espaco a esquerda e a direita, respectivamente.

DEFINIGAO 2.2.19. Uma ag¢do p definida pelas expressdes dadas em (2.3), (2.4) ou (2.5), é
chamada uma G -a¢do diagonal.

DEFINIGAO 2.2.20. Dados G-espacos (X, px) e (Y, py), uma aplicagdo G-equivariante f :
X — Y indugz, por passagem ao espaco de orbitas, uma aplica¢do

f: X/G —Y/G
Gx=[x] —Gf(x)=[fx)], (2.6)

chamada aplica¢do induzida nos espacos de Orbitas, onde G f(x) é a 6rbita do ponto

fx)ey.

No caso particular em que a G-ac¢ao sobre o espaco X é determinada por um grupo com-
pacto, o espaco de 6rbitas X/G possui importantes propriedades, dadas na seguinte

PROPOSIGAO 2.2.21. [8, Teorema 3.1, Pg. 38] Seja (X, p) um G -espago, onde G é um grupo
compacto. Entdo,

(1) X/G é Hausdorff.

(2) A projecdo natural 7 : X — X/G é uma aplicacdo fechada.
(3) m: X — X/G é uma aplicacdo propria °.

(4) X é compacto se, e somente se, X/G for compacto.

COROLARIO 2.2.22. Se (X, p) for um G-espago paracompacto®, entdo o espago de érbitas
X/G é paracompacto.

4Vide Defini¢dao A.4.6

SUma funcéo continua f : X — Y é chamada uma aplicac¢do prépria se para todo compacto K C Y,
f~Y(K) c X é compacto.

6Vide Definicao A.3.5
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Demonstragdo: Desde que a projecdo 7 : X — X/G é uma aplicacdo continua, fechada e
sobrejetora, segue da Proposicao A.3.12, que X/G é paracompacto. |

OBSERVAGAO 2.2.23. Se G for um grupo compacto de Lie e M for uma variedade diferen-
cidvel’, uma G-acdo diferencidvel é uma aplicacao de classe C*®

p: GxM —-M
(g, m) —gm,

aqual é uma G-agdo. Uma variedade diferencidvel munida de uma G-acao diferenciavel
é chamada uma G-variedade diferenciavel. Existe também o conceito de G-variedades
localmente diferenciaveis (Vide [8, Capitulo IV]).

O resultado a seguir, foi provado por Bredon em [8, Capitulo IV, Teoremas 3.3 e 3.8], no
caso em que M é uma G-variedade localmente diferencidvel, mas é valido, mais geral-
mente, para G-variedades topolégicas (Vide Montgomery [41]).

PROPOSIGAO 2.2.24. Suponhamos que G seja um grupo compacto de Lie agindo livremente
sobre uma variedade topoldgica compacta e conexa de dimensdo finita m. Entédo, M /G
também é uma variedade topolégica compacta conexa de dimensdo m —dimG.

2.2.1 A categoria G-Topi .: G-pares paracompactos

Nesta subsecdo, estaremos considerando G-ac¢des na categoria G-Topfg o Cujos objetos
sdo G-pares paracompactos e cujos morfismos sdo as aplicacoes de pares G-equivariantes,
onde G é um grupo compacto de Lie. A partir de agora, um G-espaco (X, p) serd deno-
tado simplesmente por X e, quando for necessario, fixaremos a notacdo p para a G-agao
sobre X.

DEFINIGAO 2.2.25. Um par de espacos® (X, A), no qual X é um G-espaco e A é um sube-
spaco G-invariante, é chamado um G-par. Em particular, se A = 0}, escreveremos sim-
plesmente (X,0) = X.

DEFINIGAO 2.2.26. Dados G-pares (X,A) e (Y, B), uma aplicacdo de pares® f : (X,A) —
(Y, B) é chamada uma aplicacdo de pares G -equivariantese f : X — Y for uma aplicagao
G-equivariante.

OBSERVACAO 2.2.27. Dados G-pares (X, A) e (Y, B), uma aplicacado de pares G-equivariante
f 1 (X,A) — (Y, B) induz, por passagem ao quociente, uma aplicacdo de pares entre os
espacos de Orbitas

f: (X/G,A/G) —(Y/G,B/G)
Gx — G f(x), 2.7)

chamada aplicacao induzida nos espacgos orbitas. Observemos que dado Ga € A/G,
f(Ga)=Gf(a)€ B/G, desde que f(A) C B.

“Por simplicidade de notacao, o termo diferenciavel aqui serd usado para designar variedades diferen-
cidveis e aplicacoes diferencidveis de classe C*.

8Vide Definicdo A.1.1

9Vide Definigao A.1.2
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DEFINIGAO 2.2.28. Dizemos que duas aplicacoes de pares G-equivariantes fy, f1 : (X,A) —
(Y, B) sao G-homotdpicas, se existe uma aplicacdo de pares G-equivariante F : (X x I, A x
I) — (Y, B), chamada uma G-homotopia, tal que F(x,0) = fo(x), F(x,1) = fi(x), onde
I'=1[0,1] possui a G-acgdo trivial e X x I, A x I possuem a G-acdo diagonal.

DEFINIGAO 2.2.29. Um par paracompacto (X, A) 10 que é também um G-par, onde G é um
grupo compacto de Lie, é chamado um G-par paracompacto.

OBSERVAGAO 2.2.30. Para um grupo compacto de Lie fixado G, a colecdo de todos os G-
pares paracompactos, juntamente com as aplicacdes de pares G-equivariantes, formam
uma categoria, a qual serd denotada por G-Topf) o

2.3 G-fibrados universais

Uma construcao direta do G-fibrado universal, para um grupo topolégico G arbitrério,
foi dada primeiramente por Milnor{39]. Tal construcdo utiliza a nocdo de join de es-
pacos topoldgicos!!. A construcdo de Milnor do espaco classificante BG do G-fibrado
universal w¢ = (EG, BG, pg,G,G), é descrita como sendo o limite direto do quociente
de joins do grupo G.

2.3.1 G-fibrados principais

Nosso objetivo nesta secdo é apresentar os conceitos e as principais propriedades de
uma classe especial de fibrados, os chamados G-fibrados principais, onde
(G,-,7) é um grupo topolégico. Tais fibrados sdo caracterizados pela propriedade de que
afibra do fibrado é o préprio grupo G, o qual age sobre si mesmo por translacoes. Estare-
mos adotando aqui a notagdo multiplicativa para a operacao do grupo G. Os resultados
apresentados aqui sdao baseados nas referéncias [10], [30] e [50].

DEFINIGAO 2.3.1. Dado um grupo topolégico G, um G -fibrado principal a direita con-
siste de uma G-acao livre a direita

p: ExG —E
(x,8) —xg
e uma funcdo continua e sobrejetora p : E — B, satisfazendo as seguintes condigdes:
(1) Paracadax € Ee g <G, p(xg)=p(x).
(2) Para cada b € B, existe um aberto V contendo b em B e um G-homeomorfismo ¢ :

p~1(V)— V x G tal que o seguinte diagrama

p~Y(V) VxG 2.8)

N A

14

10Vide Definicao A.3.14
1Vide Defini¢ao A.4.6
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é comutativo, onde 7; : V x G — V é a projecao na primeira coordenada. E é chamado
espaco total, B é chamado espaco base, p : E — B é chamada projecao, G € a fibra do
fibrado e ¢ é chamado uma trivializacdo de p sobre V, com fibra tipica G. Aqui, G age a
direita sobre V x G via a agdo

p: (VxG)xG —-VxG
((v,h),g) —(v,hg).
Um fibrado é chamado trivial se existe uma trivializacdo sobre B.
OBSERVAGAO 2.3.2. Usaremos a notagdo & =(E, p, B, G, G) para representar um G-fibrado
principal com espaco total E, espaco base B, projecdo p : E — B e grupo G.
EXEMPLO 2.3.3. Dados um espaco topolégico B e um grupo G, consideremos a G-acao
trivial sobre B e a G-acdo diagonal a direita sobre B x G dada por
(BxG)xG —BxG
((b,h),g) —(b,hg).

Entdo, £ = (B x G, p1, B,G,G) é um G-fibrado principal, chamado G-fibrado produto
(Vide [30, Capitulo 3, Exemplo 2.3]).

EXEMPLO 2.3.4. Seja & =(E, p, B,G,G) um G-fibrado principal. Para cada espaco topol6-
gico B* e para cada funcdo continua f : B* — B, o fibrado induzido de& por f, denotado
por f*(&), tem como espaco base B* e seu espaco total é definido como sendo o sube-

spaco
F(E)={(b",x)e B* X E; f(b*)=p(x)}},
chamado o pull-back de & por f. A projecdo é dada pela aplicacado
p*: f*(E)— B, p*(b*,x)=Db*.

Temos que f*(&) = (f*(E), p*, B*,G,G) é um G-fibrado principal, chamado G-fibrado
induzido de & por f (Vide [30, Capitulo 4, Proposicdo 4.1].

No contexto deste trabalho, o exemplo mais importante de G-fibrado principal é dado
pela aplicacao de 6rbitas 7 : X — X/G, no caso em que X é um espaco paracompacto e G
é um grupo compacto de Lie que age livremente sobre X. Nesse caso, temos o seguinte
teorema fundamental

TEOREMA 2.3.5. Seja X um G -espago paracompacto, onde G é um grupo compacto de Lie
agindo livremente sobre X. Entdo, (X,n,X/G,G,G) é um G-fibrado principal, onde 7 :
X — X/G éaaplicagdo de 6rbitas.

OBSERVAGAO 2.3.6. O teorema 2.3.5 foi provado por Bredon [8, Capitulo II, Teorema 5.8]
no caso em que X é um espago completamente regular 2. Desde que todo espago para-
compacto é normal 13 e, pelo Lema de Urysohn, todo espago normal é um espaco com-
pletamente regular, segue o resultado. Observemos ainda que, nas hip6teses do Teorema
2.3.5, segue do Coroldrio 2.2.22, que o espaco de 6rbitas X/G é paracompacto.

12Um espaco de Hausdorff X é completamente regular se dados x € X e um fechado A ¢ X que nao
contém x, existe uma funcao continua f: X — [0,1] tal que f(x)=1e f(a)=0, Va € A.
13Vide Proposi¢ao A.3.10
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DEFINIGAO 2.3.7. Sejam & = (E,p, B,G) e n =(E’, p’, B,G) dois G-fibrados principais so-
bre o mesmo espacgo base B. Um B-morfismo principal u : £ — n é uma aplicacado
G-equivariante u : E — E’ tal que p = p’ o u, ou seja, o seguinte diagrama é comutativo.

E—4— >

N

Um morfismo u : £ — n entre dois G-fibrados principais sobre B é chamado um B-
isomorfismo, se u : E — E’ for um homeomorfismo.

2.3.2 Espacos classificantes

O objetivo desta se¢do é apresentar a construcdo do espaco classificante segundo
Milnor[39]. Dado um grupo compacto de Lie, existe um espaco BG, chamado espago
classificante, e um G-fibrado universal EG — BG tal que para qualquer espaco paracom-
pacto B, a construcdo “pulback"induz uma bijecado entre o conjunto [B, BG] das classes
de homotopia de aplicacoes de B em BG e a classe dos isomorfismos de G-fibrados prin-
cipais sobre B. A referéncia classica para este topico € [30].

Apresentamos inicialmente o seguinte resultado fundamental para a constru¢do de um
G-fibrado universal.

LEMA 2.3.8. [30, Capitulo IV, Teorema 9.9] Seja & =(E, p, B,G,G) um G -fibrado principal
sobre um espago paracompacto B e suponhamos que as aplicagoes u,v : B* — B sejam
homotdpicas. Entdo, os G -fibrados induzidos u*(&) e v*(&) s@o B*-isomorfos. |

Seja B um espaco paracompacto. Definimos uma relacao de equivaléncia como segue:
dados dois G-fibrados principais & e 1) sobre B,

E~n se, esomentese, ¢&é B-isomorfoan.

A classe de equivaléncia de isomorfismos do G-fibrado principal £ sobre B serd denotada
por {&}. O conjunto de todas as classes de equivaléncia de isomorfismos de G-fibrados
principais sobre B serd denotado por Kg(B).

Seja w = (Ey, po, By, G, G) um G-fibrado principal sobre um espago paracompacto By.
Para cada espaco paracompacto B, definimos uma funcao:

$o(B):[B, Bo] = Kg(B),  ¢o(B)[ul)={u"(w),}

onde u*(w) é o G-fibrado induzido de w por u e [B, By] denota o conjunto de todas as
classes de homotopia B — By. Esta funcao estd bem definida, desde que se [u] = [v],
entdo u,v : B — By sdo homotdpicas e segue do Lema 2.3.8 que u*(w) e v*(w) sdo B-
isomorfos. Portanto, {u*(w)} = {v*(w)}.

DEFINIGAO 2.3.9. Um G-fibrado principal w = (Ey, po, Bo, G, G) sobre o espago paracom-
pacto By é chamado um G -fibrado universal se, para cada espaco paracompacto B, a
func¢do ¢ (B): [X, By] — Kg(B) for uma bije¢cdo. O espaco topolégico By é chamado um
espaco classificante do grupo G e usaremos as notacdes Eyg = EG, By = BG, po = pg €
w=wg .
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Temos assim o seguinte teorema de classificagdo de G-fibrados principais, no caso para-
compacto

TEOREMA 2.3.10. Teorema da Classificagdo[12, Capitulo 14, Teorema 14.4.1] Associamos
a cada classe de isomorfismo de G -fibrados principais sobre um espago paracompacto B
a classe de homotopia de uma aplicagdo classificante, obtendo uma bem definida bijecédo
Kc(B)=[B, BG].

Seja wg = (EG, pg, BG,G,G) um G-fibrado universal. Entdo, sdo vélidos os seguintes
resultados

PROPOSIGAO 2.3.11. Para cada G-fibrado principal & = (E, p, B,G,G) sobre um espaco
paracompacto B, existe uma aplicagdo continua q : B — BG tal que & e o G-fibrado in-
duzido q*(w¢) sdo G -fibrados principais B-isomorfos. A aplicagcdo q : B— BG é chamada
uma aplicacgao classificante para o G -fibrado principal £ =(E, p, B,G, G).

Demonstragdo: Como ¢, (B) é bijetiva, entdo em particular é sobrejetiva. Logo dado
um G-fibrado principal £ sobre um espago paracompacto B, existe uma aplicacéo q :
B — BG tal que {£} = ¢ (B)([g]) = {g*(we)} entdo & e g*(we) sdo B-isomorfos. |

PROPOSIGAO 2.3.12. Sejam u,v : B — BG duas aplicagbes continuas tais que u*(wg) e
v¥(wg) sdo G -fibrados principais B-isomorfos. Entdo u e u sdo homotépicas.

Demonstragdo: Como ¢,,.(B) é bijetiva, entdo em particular é injetiva. Logo se dadas
duas aplicacoes u, v : X — By tais que u*(wg) e v*(w¢) sdo B-isomorfos entdo

P (B)[u]) ={u"(we)} = {v*(w6)} = Puwe(B)[v])
Se segue da injetividade de ¢, (B) que [u] =[v]. Portanto u( e u; sdo homotépicos. W

Do teorema 2.3.5, temos que a aplicacdo de 6rbitas determina um G-fibrado principal,
no caso em que G é um grupo compacto de Lie e o espaco total desse fibrado é para-
compacto. Além disso, nesse caso o espaco base é paracompacto. Assim, usando este
fibrado, obtemos o seguinte teorema de grande importancia para nosso trabalho:

TEOREMA 2.3.13. Sejam X e Y espacos paracompactos com agdo livre de um grupo de
compacto de Lie G. Denotemos por £x e Ey os G-fibrados principais (X, 7,X/G,G,G) e
(Y,m,Y/G,G,G), respectivamente, com X/G e Y/G paracompactos. Seja qx : X/G — BG
uma aplicagdo classificante para &x e suponhamos que f : X — Y seja uma aplicagédo
G-equivariante. Se gy : Y/G — BG for uma aplicagdo classificante para £y, entédo a apli-
cacdo gyo f : X/G — BG também classifica o G -fibrado principal &x. Em outras palavras,
o0 seguinte diagrama

X/G -~ BG

I A

Y/G

¢ homotopicamente comutativo, onde f : X/G — Y /G é a induzida por f entre os espagos
de orbitas.



36 Grupos de transformacdes compactos

Demonstragdo: Desde que gx : X/G — BG é uma aplicacdo classificante para £ x, segue
daproposigdo 2.3.11 que £ x e gy (wc) sdo (X/G)-isomorfos e, analogamente, £y e gy (wg)
sdo (Y/G)-isomorfos. Obtemos assim os seguintes diagramas comutativos

~ ~

ax(we) — I éf gy (we) — I if
X/G —— BG Y/G —— BG

Desde que f: X — Y é uma aplicacdo G-equivariante, temos de [30, Capitulo 4, Teorema
4.2], que &x e o G-fibrado induzido f*(iy) sdo G-fibrados principais (X/G)-isomorfos.
Por outro lado, desde que £y é isomorfo a gy (w¢), segue de [30, Capitulo 4, §10], que
f*(@y) é isomorfo a f*(q;(wc)).

ff(fY)
* = /’
gy(wg) ——-> X ——= EG
<4 : l
gilwe)- = - =Y X/G - G
N
\\x qy
Y/G

Alem disso, temos de [30, Capitulo 2, Proposi¢do 5.7], que f*(gi(wq)) e (gy o f(we)
sdo G-fibrados principais (X/G)-isomorfos e, portanto £y, e (qyof)*(a)c) sao G-fibrados
principais (X/G)-isomorfos, o que implica da Proposicio 2.3.11, que gy o f é uma apli-
cacio classificante para o G-fibrado principal £y. Segue da Proposicdo 2.3.12, que gyo f
é homotodpica a gx. |

2.3.3 A construcdo de Milnor

A construcdo de Milnor do espaco classificante BG do G-fibrado universal
we = (EG, BG, pg,G,G) é descrita como sendo o limite direto do quociente de joins
do grupo G. Embora essa construcdo seja a mais geral possivel, no contexto do nosso
trabalho, estaremos considerando G um grupo compacto de Lie.

Consideremos o join de (7 + 1)-c6pias de G
EG(n)=Gx*---xG,
munido da topologia de Milnor!4. Assim, temos uma sequéncia de inclusoes

G S EG(n) > EG(n+1) <+

14Vide Definicao A.4.6
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Dessa forma, a cole¢do {EG(n), f™" = 1,Z*,n < m} é um sistema direto de espacos
topoldgicos!®, indexado no conjunto dirigido Z*. Segue da Proposicao 1.1.18 que

EG = lim EG(n)= Z EG(n)= | J EG(n). 2.9)

nez+ nezt nez+t

Milnor define uma G-acao a direita sobre cada EG(n)
EG(n)xG — EG(n)
(togo+...+1n8n &) — to(go&)+...+1n(gn8)

aqual induzuma G-acao a direita sobre o espaco EG, como foi definido em (2.5). Mostra-
se que essa acdo € livre. O espaco de orbitas

EG/G
determinado pela G-acao livre sobre EG serd denotado por BG e
pc:EG— EG/G=BG

denotard a aplicacao de 6rbitas.

OBSERVAGAO 2.3.14. Desde que G é compacto Hausdorff, temos da Proposicdo A.4.7, que
cada EG(n) é compacto Hausdorff e segue da Proposi¢cdo A.3.7 que cada EG(n) é para-
compacto. Como a unido disjunta de espacos pacompactos € um espaco paracompacto
(Vide Observagao 1.1.19), temos que EG é paracompacto, logo EG é normal 16 e, conse-
quentemente, regular. Por outro lado, sendo uma reunido enumerével de espacos com-
pactos, temos da Definicdo A.3.16, que EG é o-compacto e assim, concluimos que EG
é um espaco regular e o-compacto. Portanto, segue da Observacdo A.3.17, que se X
for um espago paracompacto, entao o produto cartesiano EG x X, munido da topologia
produto, serd um espago paracompacto.

OBSERVAGAO 2.3.15. Segue do Teorema 2.3.5 e das Observacdes 2.3.14 e 2.3.6, que
(EG, pg, BG,G,G) é um G-fibrado principal com espaco base BG paracompacto.

Enunciamos a seguir o Teorema de Milnor, no caso particular em que G é um grupo
compacto de Lie, cuja demonstracdo no caso geral pode ser encontrada em [12], Capitulo
14, Teorema 14.4.2 e [39].

TEOREMA 2.3.16. Dado um grupo compacto de Lie G, existe um G-fibrado universal
ws =(EG, pg, BG,G,G), com EG contrdtile BG=EG/G.

OBSERVAGAO 2.3.17. Sejam G, e G, grupos compactos de Lie. Entdo, temos as seguintes
identificacoes

(Gl**Gl) X (Gz**Gz)N(GI X Gz)**(Gl X Gg)
as quais nos leva as seguintes identificacoes:

EG1XEG2NE(G1 XG2) BGIXBG2NB(G1XG2) (2.10)

15Vide Secao 1.1.2
16Vide Proposi¢ao A.3.10
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EXEMPLO 2.3.18. Seja G =Z,, entdo o espaco EG(n) é o join
Zo-%Zs,

de (n+1)-copias de Zy, o qual é homeomorfo a n-esfera S” e a agdo de Z, sobre EG(n) =
S é definida pela identidade e pela aplicacdo antipodal. O espaco BG(n) é RP". As
inclusdes EG(n) € EG(n+1) e BG(n) € BG(n + 1) sdo as inclusées naturais S* c §"*!
e RP" c RP"!. O espago EG é S® e BG é RP®. O Z,-fibrado (S**!, p,RP"*1) é um
Z,-fibrado universal para dimensdes menores ou iguais a 7.

EXEMPLO 2.3.19. Seja G =S!, entdo o espago EG(n) é o join
Slse...x 81,

de (n+1)-copias de S', o qual ¢ homeomorfo a esfera $>**1 e a acdo de S! sobre EG(n) =
§2n+l ¢ dada pela relacao

0

e%(zo,21,...,20)=(e"%2¢,e'%21,...,e"%2,),

para cada e’ € S!. O espaco BG(n) é o n-dimensional espaco projetivo complexo CP”.
As inclusdes EG(n) € EG(n+1) e BG(n) € BG(n + 1) sdo as inclusées naturais S2"+1 c
§2n+3 e CP* Cc CP"*1. O espago EG é S® e BG é CP>. O S!'-fibrado (S?"*1, p, CP") é um
S!-fibrado universal para dimensdes menores ou iguais a 2n.

OBSERVAGAO 2.3.20. Serd provado na Proposicdo 3.4.1 que as acdes dadas nos Exemplos
2.3.18 € 2.3.19 sdo livres.

2.3.4 A Construcao de Borel

Nesta secdo, descrevemos a construgdo de Borel sobre os espacos classificantes de um
grupo compacto de Lie. Tal construcdo é um procedimento para criar novos espacos e
aplicacoes, através do G-fibrado universal, os quais serdo a base da definicdo da coho-
mologia G-equivariante de Borel estudada no Capitulo 3. Os resultados apresentados
aqui podem ser econtrados nas referéncias [3], [5] e [10].

Seja G um grupo compacto de Lie e consideremos o G-fibrado universal
(EG) PG, BG’ G» G)y

com EG contritil e BG = EG/G, apresentado na Subsecao 2.3.3.

Dado um G-espaco X, a acao diagonal'” sobre o produto EG x X, é uma G-acao livre.
Com efeito, desde que a G-acdo diagonal sobre EG € livre, temos que gm # m,Vm € EG
eVg #e. Assim,

glm,x)=(gm,gx)#(m,x), V (m,x)eEGxX e Vg#e.

17Vide Definicao 2.2.19
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DEFINIGAO 2.3.21. Dado um G-espago X, definimos o espacgo de Borel, o qual serd deno-
tado por

XG=EGXGX

como sendo o espaco de 6rbitas do produto EG x X com relagdo a G-acao diagonal livre,
ou seja,
EGxX

Xe=EGxgX=
G G G

As 6rbitas G(m, x), serdo denotadas por [m, x].

OBSERVAGAO 2.3.22. Seja X um G-espago paracompacto, onde G é um grupo compacto
de Lie. Segue da Observacao 2.3.14 que EG x X é paracompacto e, desde que esse espago
admite acdo livre de G, segue do Teorema 2.3.5 que

(EGxX,m,Xs,G,G)

é um G-fibrado principal, com espaco base X paracompacto (Vide Observacao 2.3.6).
Segue da Proposicdo 2.3.11, que existe uma aplicacao classificante para o G-fibrado prin-
cipal (EG x X, 7, X, G, G):

qx: Xg — BG (2.11)

Por outro lado, a aplicacdo identidade Id : BG — BG classifica o G-fibrado principal wg =
(EG, pg, BG,G,G). Con efeito, provemos que o G-fibrado induzido Id*(w¢) e wg sdo
BG-isomorfos. De fato Id"(EG)={(Gm,m)€ BG x EG : m € EG}, p*(Gm,m)=Gm e a
aplicacdo

y:Id(EG)— EG y(Gm,m)=m

é um homeomorfismo. Além disso, pg o y = p*.
Desde que projec¢do na primeira coordenada

m:EGxX—EG

é uma aplicacdo G-equivariante e a aplicacdo identidade Id : BG — BG classifica o G-
fibrado principal (EG, n, BG, G, G), segue do Teorema 2.3.13 que a aplicacao induzida
nos espacos Orbitas faz o seguinte diagrama, comutativo homotopicamente

EGxX 9x

| A

EG __
£ =BG

ou seja, my = Ido7my, gx : X¢ — BG sdo aplicacdes homotépicas. Obtemos assim, um
diagrama comutativo
EGx X —> EG

i ipc

Xc BG

qx=m

onde as funcdes verticais 7 e pg sdo as respectivas aplicacdes de 6rbitas. |
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Seja (X, A) um G-par. Entao, temos que

. . EGxA
EGXxACEGXxX, oqueimplicaque Ag=EGXxXgA=

c Xg.

DEFINIGAO 2.3.23. O par (Xg,Ag) construido acima é chamado um par de Borel.
OBSERVAGAO 2.3.24. Dados G-espacos A e B, entdo (AU B)g = Ag U Bg.
Seja f: X — Y uma aplicacao G-equivariante. Entdo, a aplicacao
Idggxf: EGxX —EGXY
(m,x) —(m, f(x))
é uma aplicacdo G-equivariante, desde que

(Idgc x f)(g(m,x)) = (dgc x f(gm,gx)=(gm, f(gx))
= (gm,gf(x))=g((Ideg x f)(m,x))
Logo, a passagem aos espacgos Orbitas nos leva a seguinte

DEFINIGAO 2.3.25. Seja f: X — Y uma aplicacdo G-equivariante. Definimos a aplicacao
de Borel como sendo a aplicacdo continua

feo:ldge X f:Xg— Yg, [m,x]—[m, f(x)]

Mais geralmente, se f : (X,A) — (Y, B) é uma aplicacdo de pares G-equivariante, entdao
fc(Ag) C Bg. A aplicacdo de pares

f6:(X6,Ac)— (Y6, Bg)
é chamada aplicacao de pares de Borel .
Uma consequéncia do teorema 2.3.13 para a construcao de Borel é o seguinte
TEOREMA 2.3.26. Seja f : X — Y uma aplicagdo G -equivariante, onde X e Y sd@o paracom-

pactos. Entdo, o seguinte diagrama

Xo —25 BG 2.12)

Y;
é homotopicamente comutativo, ou seja, gx = qy o f¢-
Demonstragdo: Sejam qx e qy as aplicacgdes classificantes para os G-fibrados principais
(EGxX,m,Xs,G,G)e(EG x Y, 7, Ys,G,G). Desde que
Idgg X f:EGXxX—-EGXY
é uma aplicacdo G-equivariante entre os G-espacos paracompactos EG x X e

EG x Y, segue do teorema 2.3.13 que o Diagrama 2.12 é homotopicamente comutativo.
|
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PROPOSIGAO 2.3.27. Se f, f’ : (X,A) — (Y, B) sd@o G-homotopicas no sentido da Definicdo
2.2.28, entdo fg é homotdpica a .

Demonstragdo: Consideremos o seguinte diagrama comutativo

(X,A)x [ —£—~ (v, B) (2.13)

(X6, Ag) x I~ (Y, Bg)

2

onde F é uma G-homotopia entre f e f’, ou seja, F é uma aplicacdo de pares
G-equivariante satisfazendo as condigoes F(x,0) = f(x) e F(x,1) = f’(x). Obtemos as-
sim, uma aplicacao continua bem definida
F: (Xg,Ag)xI — (Y5, Bg)
(Im,x],t)  —[m,F(x,1)],

a qual satisfaz, para todo [m, x] € X

E([m,x],0) = [m,F(x,0)]=[m, f(x)]= fe([m,x])
F(lm,x],1) = [m,F(x,1)]=[m, f'(x)] = f;(Im,x])
Portanto, I é uma homotopia entre fg e fL.. |

PROPOSIGAO 2.3.28. Seja Top? a categoria dos pares topoldgicos. Existe um funtor covari-
ante, chamado Funtor construcio de Borel,

—¢ : G-Top? — Top?,

o0 qual associa a cada G-par (X,A), um par de Borel (Xg,A¢) e, para cada aplicagdo G-
equivariante f : (X,A) — (Y, B), associa um aplica¢do de pares de Borel f; : (Xg,Ag) —
(Y5, Be).

Demonstragao: Seja Id x4 : (X, A) — (X, A) a identidade em G-Top?,

(Idix,alc = Idpc xIdx.a)=IdEcxx,EGxA)

= Td(zger roay =Idu ac)-
Segue que Idg =1d(x. 4,)- Além disso, dadas aplicagdes G-equivariantes

f:(X,A)—=(Y,B) e f':(Y,B)—(Z,C)

(f'oflc = Idgex(fof)=(dgc x f)o(Idgc X f)
= (IdEG Xf’)oIdEG Xf=féof(;.

Portanto, —g € um funtor covariante. |

Este funtor leva G-pares paracompactos (X,A) em pares paracompactos (Xg,Ag). De
fato, X é paracompacto, pela Observacao 2.3.22 e Ag é fechado, desde que EG x A é
fechado e a aplicacdo 7w : EG x A — Ag é fechada, segundo a Proposi¢do 2.2.21.
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indice cohomolégico de um G-espaco: G-indice

O objetivo principal deste capitulo é apresentar um estudo detalhado da teoria de G-
indice desenvolvida por Fadell e Husseini em [20] e [21]. Possivelmente, Yang [54] foi o
primeiro a definir um Z/2-indice (co)homolégico de forma explicita, para espacos com
acdo livre de Z/2. Tal indice, que estd conectado com o conceito de génus, possui diver-
sas aplicacoes em diferentes dreas da matematica.

Para acdes livres de grupos finitos arbitrérios, tanto os indices homolégicos e geo-
métricos foram primeiramente introduzidos por Shvarts [47],[48] e Conner-Floyd [15],[16].
Posteriormente, para o estudo dos espagos com acdo de um grupo compacto de Lie,
tornou-se necessaria a definicao de indices mais gerais, particularmente em aplicacdes a
equacoes diferenciais nao lineares, bifurcacées e pontos criticos de aplicacées G-equiva-
riantes. Muitos autores tém dedicado seus estudos as definicoes e aplicacoes dos indices
de tais G-espacos, vide por exemplo, [21] e as referéncias neste artigo.

Antes da publicagao do trabalho de Fadell e Husseini [20], haviam sido considerados
apenas indices numéricos, os quais associam a cada G-espac¢o, um nimero inteiro pos-
itivo (ou o simbolo o0), com o objetivo de analisar a existéncia ou nao de aplicacdes
G-equivariantes. Tais resultados, muitas vezes conduzem a consequéncias importantes.
Por exemplo, o teorema cldssico de Borsuk-Ulam, o qual afirma que toda aplicagdo con-
tinua de uma esfera n-dimensional no espaco euclidiano R” colapsa pelo menos um par
de pontos antipodas, é equivalente a afirmac¢do de que ndo existe uma aplicacdo Z/2-
equivariante S” — S§"~1, onde Z/2 age livremente sobre as esferas, via uma involugao
Z/2-equivariante.

No caso de grupos com anéis de cohomologia suficientemente simples (por exemplo,
dlgebras polinomiais de uma varidvel), é conveniente utilizar indices numéricos. No en-
tanto, invariantes numeéricos sao insuficientes no caso de grupos mais complexos, como
por exemplo o toro e o p-toro. Neste contexto, Fadell e Husseini [20] introduziram o
chamado Indice de valor ideal: associando a cada G-par paracompacto (X, A), um ideal
Ind® (X,A;K) do anel de cohomologia H*(BG;K), onde H* éa cohomologia de Cech com
coeficientes em um corpo K e BG é o espaco classificante do grupo G. O ideal Ind®(X;K)
é considerado como o kernel do homomorfismo entre as cohomologias G-equivariantes
induzidas pela aplicacdo de X em espaco contendo apenas um ponto. E facil mostrar
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que, se existe uma aplicacdo G-equivariante de X em Y, entdo Ind®(Y;K) c Ind®(X; K).
As secOes estdo organizadas como segue. Na Sec¢do 3.1, apresentamos a constru¢do da
cohomologia G-equivariante de Borel, usando a construcao de Borel e a cohomologia de
Cech. Na Subecao 3.1.1, induzimos sobre os médulos de cohomologia G-equivariante de
Borel, uma estrutura de médulo graduado sobre o anel graduado H*(BG;R). Tendo es-
truturado este mddulo, podemos associar seu ideal anulador (graduado) e, usando este
ideal, apresentamos na Secao 3.2, a definicdo do G-indice de Fadell e Husseini, tanto de
valor ideal, como de valor numérico. Nas Subsecoes 3.2.1 e 3.2.2, estudamos o compor-
tamento deste ideal. Para isto, consideramos primeiramente o caso relativo, com suas
respectivas propriedades e, como um caso particular, estudamos o caso absoluto e suas
propriedades. Para as aplicagdes no Capitulo 4, nosso maior interese é o caso particu-
lar do G-indice (absoluto). Na Subsecao 3.3 apresentamos o G-indice do produto e do
join. Finalmente, na Sec¢do 3.4, relacionamos o G-indice numérico aos indices de Yang e
Fadell-Rabinowitz. Além disso, apresentamos técnicas para o calculo do O(k)-indice da
variedade de Stiefel, onde O(k) é o grupo ortogonal.

3.1 Cohomologia G-equivariante de Borel

Na aplicagdo da teoria de cohomologia para o estudo de grupos de transformagdes com-
pactos, um formalismo natural e conveniente é definir uma teoria de cohomologia G-
equivariante na categoria G-Toplzjc, que efetivamente reflita o comportamento coho-
molégico do G-espaco e da G-acao. Um dos objetivos desta se¢do é a construgdo desta
cohomologia, que seréd a base para nossas préximas definicées. Especificamente, de-
screveremos os principais resultados sobre a Cohomologia equivariante de Borel que
utilizaremos durante o desenvolvimento deste trabalho. Para isso, usaremos os fatos da
Teoria de cohomologia de Cech, descrita no Capitulo 1. Uma apresentacio detalhada
sobre esta teoria, pode ser encontrada em [10].

LEMA 3.1.1. SeF: 6 — 9 e F' : 9 — & sdo funtores covariantes e contravariantes, respecti-
vamente, entdo a composicdo F' o F: 6 — & é um funtor contravariante.

Demonstragdo: Inicialmente temos que (F/ o F)(Id) = F/(Id) = Id. Agora, se f1, f> sdo
morfismos na categoria ¢, entao

(F'oF)(ficf,) = F(F(fi)oF(f2))
= F/(F(f2))o F/(F(f1))
= (F'oF)(f2)o(F o F)(f1).
Portanto, F’ o F é um funtor contravariante. [ |

De agora em diante, G denotard um grupo compacto de Lie fixado e R um anel comu-
tativo com identidade, a menos que se diga o contrdrio. Sejam H¢ : Top?> — R-mod
o g-funtor cohomologia de Cech, com coeficientes no anel R (Vide Teorema 1.3.18) e
—¢ : G-Top? — Top? o funtor Construcio de Borel. Desde que —g é covariante e H7 é
contravariante segue do Lema 3.1.1 que a composicao é um funtor contravariante. Com
isso temos a seguinte definicao:
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DEFINIGAO 3.1.2. O funtor contravariante deduzido da composicdo

Top? . R-mod , (3.1

-G

G-Top?

denotado por H/, é chamado o g-funtor cohomologia G -equivariante de Borel. Ou
seja, a cada G-par (X, A), associamos o R-médulo

H{(X, A;R)= H(Xg, Ag; R) (3.2)
e, a cada aplicacdo de pares G-equivariante f :(X,A) — (Y, B), o R-homomorfismo
fi=(fe) 1 HL(Y, B;R)— H{(X, A; R). (3.3)

Dasecdo 1.3.3, temos que o funtor H4 satisfaz os axiomas de Eilenberg-Steenrod e, desde
que o funtor —g preserva homotopias (Vide Proposicdo 2.3.27), segue da definicdo do
funtor Hg, que este também satisfaz tais axiomas, exceto o axioma da dimensdo. Apre-
sentaremos a seguir, a prova dos axiomas da invaridncia por homotopia e da exatiddo, os
quais serdo necessdrios para as proximas demonstracoes, as demais serdo omitidas.

PROPOSIGAO 3.1.3. INVARIANCIA POR HOMOTOPIA: Se f1, f> : (X,A) — (Y, B) sdo aplicacdes
G -homotdpicas, entdo f; = f5q-

Demonstragdo: Se f1, f» sdo G-homotépicas entdo da Proposicdo 2.3.27 fig e fog sdo
homotépicas. Segue do axioma da invariancia por homotopia na cohomologia de Cech

que i, =(fic) =(fac) = fig- ]

PROPOSIGAO 3.1.4. ExaTiDA0: Dado o G-par (X,A), existe um R-homomorfismo
0 : HZ(A;R) — HZH(X,A;R) que comuta com os homomorfismos induzidos em coho-
mologia G -equivariante de Borel e a sequéncia

J* l*
s gI(X, A R) > BT OGR) — 2> HIP (43 R) 2
éexata, onde1:(A, B)— (X, B), j : (X, B)— (X, A) sdo as inclusoes.

Demonstragdo: Seja (Xg,Ag) o par de Borel do G-par (X, A). Pelo axioma da exatidao da
cohomologia de Cech, existe um R-homomorfismo

6 :H9(Ag;R)— H1*' (X, AG; R)

o qual comuta com os homomorfismos induzidos na cohomologia de Cech e tal que a
seguinte sequéncia longa é exata
5~ o)y (e 5
-+ —— H9*Y(X;,Ag; R) — H9*!(Xg, BG; R) — H9*!(Ag, BG;R) —
onde 1 : (Ag, Bg) = (X6, Bg) e ] : (Xg, Bg) — (Xi,Ag) sao as inclusdes. Portanto, usando
a definicao do funtor HY, segue o resultado. [ |

Anteriormente, frisamos que a cohomologia G-equivariante de Borel ndo satisfaz o ax-
ioma da dimensao, pois 0 R-mdédulo desta cohomologia, no caso de um G-espaco que
contém apenas um ponto, nao é necessariamente o anel R no nivel zero e o médulo nulo
nos niveis g > 0, como mostra a seguinte proposicao:
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PROPOSIGAO 3.1.5. . Se{x,} for um G-espago com G -agdo trivial, entdo
H{({xo}, R) 2 HY(BG; R).

Demonstragdo: Consideremos 7 : EG — BG a aplicacao projecdo do G-fibrado univer-
sal. Como EG x {xo} é homeomorfo a EG, seja ' : EG X {xo} ~ EG L BGa aplicacao
quociente. Consideremos também a decomposicao

{1"YGm): me EG}={[m,xo] : m € EG}=EG x¢ {xo0},
munido da topologia quociente co-induzida pela aplicacdo natural
p:EG x{xo} — EG x¢ {xo}.

Logo, usando resultados de topologia quociente, temos que a aplicacdo quociente 7’ :
EG x {x0} — BG determina um homeomorfismo v : EG x¢ {xo} — BG tal que o seguinte
diagrama comuta

EG x {xo} — =~ BG

| A7

EG x¢ {xo}
Portanto, EG x¢ {xo} ~ BG e, segue que
H({xo}, R) = HI(EG X {x0}, )= H(BG; R). m

Se X for um espacgo paracompacto e se a G-acao sobre X for livre, temos que o espaco de
Borel X e o espaco de 6rbitas X/G possuem seus R-médulos de cohomologia de Cech
isomorfos, como mostra a seguinte:

PROPOSIGAO 3.1.6. Seja X um G -espago paracompacto com G -agdo livre. Entdo,
HL(X;R)= HY(X/G;R).

Demonstragdo: Provaremos inicialmente que aplicacdo 7, : X¢ — X/G induzida da pro-
jecdo na segunda coordenada 7, : EG X X — X entre os espacos 6rbitas, é uma projecao
de algum G-fibrado. Com feito, a aplicacdo 7, € sobrejetiva, pois dada a érbita Gx do
ponto x € X,

Gx=G(m(m,x))=T2([m,x]) e

72 (Gx)={[m,y] : Gy =Gx}={[m,gx]: m€ EG,g € G} =(Gx)g

Pelo teorema 2.3.5, a quintupla (X, 7, X/G,G,G) é um G-fibrado principal, entdao para
todo x € X, Gx ~ G o que implica que 7T ' (Gx) ~ Gg. Por outro lado, se considerarmos a
aplicacdo u: EG x G — EG definida por u(m, g)= g~'m, temos que u~'(m)={(gm, g) :
g €G}=[y, g] € Gg. Consideremos também a decomposi¢ao

{u™'(m): meEG}={ly,g]: y€EG,g€G}=Gg
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munida a topologia quociente co-induzida pela aplicagdo natural p : EGxG — Gg. Logo,
usando resultados de topologia quociente, temos que a aplicagdo quociente y: EGXG —
EG determina um homeomorfismo v : Gz — BG tal que o seguinte diagrama comuta

EGxG = EG

v

Gg

Entdo, para todo x € X a fibra T YGx)~ Gg ~ EG e, portanto, (X¢, 72, X/G, EG,G) é
um G-fibrado com fibra EG contrétil (Teorema 2.3.16). Pelo Teorema de Leray-Hirsch
([10, Proposicdo 1.14, pg. 181]), desde que H9(EG;R) = 0, para todo g > 0, concluimos
que

H9(Xg; R)= HL(X; )= H(X/G; R)® H(EG; R)= H(X/G;R). [ |

A continuidade da cohomologia de Cech, induz uma continuidade sobre a cohomologia
G-equivariante de Borel, como mostra o seguinte

TEOREMA 3.1.7. (TEOREMA DA CONTINUIDADE) Seja (X, A) um G -par paracompacto sendo X
um subconjunto fechado G-invariante do G-espaco paracompacto Y. Entdo,
{Hg(U, V;R), 1,2} é um sistema direto, onde & é a cole¢do de todos os pares de viz-
inhangas fechadas G -invariantes (U, V) de (X, A) e 1, é o homomorfismo induzido da in-
clusdo1:(U’,V’')— (U, V) na cohomologia G -equivariante de Borel. Além disso, existe um
isomorfismo
@g: lim HE(U,V;R)— HL(X,A;R),
(U, ‘36%
ou seja,
HA(X,A;R)2 lim HL(U,V;R).
(U, \B)EW

Mais geralmente, existe um isomorfismo

lim H(U, V;R)= Hy, (X, A; R).
(U, V)ens

Sejam (X, A;), (X,A2) G-pares tais que {A;,A»} é um par excisivo de A; U A,. Assim,
{A16,A26} também é um par excisivo de A;g UAyg. Portanto, segue da Definicado 1.3.22,
a existéncia do produto cup em cohomologia de Cech, ou seja, a aplicagao

HP(Xg,A16; R) x H1(Xg, Asg; R) — HP14(Xg, A1 UAsG; R)

Obs. 2.3.24

~

HJ(X,A1;R) x HA(X, Ag; R) HPT(X,A1UA2; R)

Portanto, existe o produto cup na Cohomologia G -equivariante de Borel, satisfazendo
as seguintes propriedades, as quais se deduzem das propriedades da cohomologia de
Cech.
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PROPOSICAO 3.1.8.
1. (Linearidade) Sejam f : (X,AjUAy) — (Y,B1UBy), f1 : (X,A1)) — (V,B)), e
f2 1 (X,A2) — (Y, B2) aplicagoes pares G -equivariantes tais que f1(x) = fo(x) = f(x)

para todo x € X. Se u € Hg(Y,Bl;R) e v € HZ(Y,Bg;R), entdo em
HY(X, A1 UAg; R) temos

felu—v)= fig(u)~ frc).
Em particular, para toda aplicagdo G -equivariante f : X — Y

felu—v)=fe(u)— fe(v).

2. (Identidade) Para algum u € HZ(X,A;R), temosquel — u=u —1=u, com
1€ HY(X;R).

3. (Associatividade) Sejam u; € Hg(X,Al;R), U, € HZ(X,AZ;R) e usz € H;(X,As; R).
Entdo, em Hg+q+r(X,A1 UAy UA3; R) temos

uy— (uz— uz)=(uy — uz) — us.

4. (Anticomutatividade) Sejam u € Hg(X,Al;R) ev € HZ(X,AZ;R), entdo em
Hg+q(X,A1 UA»; R) temos

u—v=_=1" - u.
COROLARIO 3.1.9. Para todo u € Hg(X,Al) e0e HZ(X,AZ;R) o elemento neutro, entdo
Uu—0=0=0-—1u
Demonstragdo: Seja v € Hg(X,Az; R). Usando a bilinearidade do produto cup, tem-se
u—0=u—wv—-v)=u—v—u—v=0

Finalizando os resultados sobre a cohomologia G-equivariante de Borel, apresentamos
a seguir a sequéncia de Mayer-Vietoris nesta cohomologia equivariante.

PROPOSIGAO 3.1.10. Sejam {(X1,A1),(X2,A2)} um par excisivo de(X,A) = (X3 UX,, A; UA)).
Dados G -pares (X1,A1), (X2,A2) e(X,A), entdo a seguinte sequéncia

.
o HY(X, 4 R)= HE (X1, Ay; R)® HY(Xo, Ag R) > HY(X1 N Xp, A N Ag; R) = -+

é exata, onde { = (ij;,—ii5), N = Ly + 1 com iy @ (Xy,Ap) — (X,A), n = 0,1,
lo:(X1NXp,A1NAR) — (X1,A1) el : (X1 N Xz, A1 NA2) — (X3, An).
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3.1.1 Estrutura de médulo graduado sobre H*(BG;R)

Definidos os médulos de cohomologia equivariante de Borel, nosso préximo passo é
construir sobre esses mdédulos uma estrutura algébrica, cujo comportamento cohomo-
l6gico seja descrito pelas informacdes obtidas a partir da cohomologia de Cech dos es-
pacos classificantes. Para isso, comecamos com a seguinte definicao de anel graduado
(Vide [1, pg. 106]).

DEFINIGAO 3.1.11. Seja R um anel. Dizemos que R é um anel graduado, se existe uma
familia {R,},>0 de subgrupos aditivos de R tal que R = ®R,, e R,R, C R+, para cada
m,n = 0.

EXEMPLO 3.1.12. Seja X um espaco topoldgico. Consideremos a soma direta dos R-m6dulos
HP(X;R)

H*(X;R) P arx;R)
p=0
= {XAp: A,,EFI’”(X;R)e?Lp;«éOapenas para

um numero finito de p > 0}

com a estrutura de soma e multiplicacio de R-moédulos definida por: dados
A=Z)LI,V=ZV,,€H*(X;R)er€R

A+v=3XAp+vp), TA=XrA,.

Dados A =XA; e v =Xv, elementos de H*(X;R), o produto de anel sobre H*(X;R) é dada
por:
A—v=%E,A1 = vp))=2%1 (A1 —vp) € H(BG;R)

onde —: H! x HP — H'*P é o produto cup. Desde que A; — v, € H'*P(X;R) para todo
A1 € H/(X;R) e v, € HP(X; R), segue que 0 R-médulo H*(X; R) tem uma estrutura de anel
graduado. Usando a propriedade da anticomutatividade (Proposi¢do 3.1.8) do produto
cup, vemos que:

A—v=% (A1 —vp)= le(_l)lp(kl — Vp).

SeA=XA;, comAy=1€H)X;R)= ReA; =0 para todo I > 0, entdo segue da pro-
priedade da identidade (Proposicao 3.1.8) e do corolério 3.1.9 do produto cup que

L—v =% (A1 = vp)=2p(Z1(A = vp)=Zp(1 —vp)=Epv, =v.

Denotaremos simplesmente o produto A — v pela soma >(A; — v,) omitindo os indices
1, p e, denotaremos por 1 o elemento >A; com A9 =1e A; =0 para todo / > 0, chamado
elemento identidade do produto do anel graduado H*(X;R).

OBSERVACAO 3.1.13. Como caso particular do exemplo anterior temos que H*(BG;R) é
um anel graduado.

DEFINIGAO 3.1.14. Seja R um anel graduado e M um R-mé6dulo. Dizemos que M é um
R-modulo graduado se existe uma familia {M,} de subgrupos aditivos de M tal que
M=&M, e RyM, C M+, paratodo m,n > 0.
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DEFINIGAO 3.1.15. Se M e N sdo R-médulos graduados, um homomorfismo de R-modulos
graduados é um homomorfismo de R-médulos f: M — N tal que f(M,) C N, paratodo
n=0.

Seja (X, A) um G-par paracompacto. Como no exemplo 3.1.12, consideremos o R-médulo
soma direta dos R-modulos HZ(X,A; R);

Hy (X, AR) = (DHAX,AR)

q=0

2x45:x4€ HZ(X,A; R) e x; # 0 apenas para

um namero finito de g > 0}

com a estrutura de soma e multiplicagdo andloga ao do exemplo 3.1.12.

O objetivo agora, é mostrar que o R-médulo H{,(X,A; R) admite uma estrutura de
H*(BG; R)-médulo graduado. Para isso, devemos definir uma multiplicaco especial do
anel graduado H*(BG;R) sobre o R-médulo H{(X,A; R), a qual descreveremos a seguir.
SejaAl=%A, € H*(BG;R) e consideremos o0 homomorfismo

®F%: H'(BG;R)— HL(X;R), (875N =2q%(Ap), (3.4)

onde gy : HP(BG;R) — Hg (X; R) é o homomorfismo induzido na cohomologia de Cech
da aplicacdo classificante gx : X — BG (Observacao 2.3.22). Denotaremos o homo-
morfismo &g} simplesmente por g%. Assim, dados A = XA, € H*(BG;R) e x = Xx4 €
H{.(X,A; R) definimos

Ax = CI;}(A) ~ X = Zp,q(é}(ap) ~ xq),
onde —: HGp(X, R)x HZ(X,A;R) — Hg+q(X,A;R) é o produto cup.

TEOREMA 3.1.16. Se (X, A) é um G -par paracompacto, entdo o R-moédulo HE";(X,A; R) pos-
sui estrutura de médulo graduado sobre o anel graduado H*(BG;R), determinada pela
multiplicagdo:

Ax = qy(A) — x =Xp 4(G5(Ap) — x4). (3.5)

Demonstracédo: Com efeito:

1. Sejam A =2, € H*(BG;R), x = Yxq,y = Xyq € H;,(X,A; R). Da operagdo soma
na soma direta temos que x +y = X(x4 + y4). Desde que o produto cup é uma
aplicacgdo bilinear, segue que

Mx+y) = gx(A)—(x+y)
= Xpg [q;((lp) — (xg +yq)]
Xp.q [(éx(kp) — Xq)+ (qx(kp) — ¥q)]
Zp,q(‘?;}(kp) ~ xq) + Zp,q(‘?;(kp) ~ .Vq)
(Gx(A)—x)+(Gx(A)—y)
= Ax+Ay.
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2. Sejam A = XA,,v = Tv, € HY(BG;R), x = £x4 € H5(X, A; R). Desde que g é um
R-homomorfismo e o produto cup é bilinear, temos que
A+v)x = gy(A+v)—x

= Zpqldx(Ap +vp)—x4)
Xp.q [(éj{(kp) ~ xq) + (q;(vp) ~ xq)]
Epqldx(Ap) = xq)+Zpq(Gx(vp) — xq)
(gx(2) = x)+(qx(v)— x)

= Ax+vx.

3. Sejam A=XA;,v=Xv, € H*(BG;R), x = Yxq € H5(X, A;K). Desde que o produto
cup € linear e associativo (Proposicdo 3.1.8), segue que
A—=v)x = gxA—v)—x
= (qx(A) = qx(v))—x
gx(A) — (qx(v)—x)
gx(A)— (vx)
= Avx).
4. Sejam x = Xx; € Hi(X,A;R)e 1 =X, € H*(BG;R). Desde que gy(1) =1 €
H{(X,A;K), segue da propriedade identidade do produto cup (Proposicao 3.1.8)

que,
1x :q;}(l)vx :Zq(ﬁ;(l)vxq)zzq(l vxq)zquq =x.

Além disso,
ApXg=Gs(Ap)— xqg€ HA (X, A; R),

para todo x; € HZ(X,A;R) e para todo A, € HP(BG;R). Portanto, HE(X,A;R) é um
H*(BG; R)-médulo graduado. |

OBSERVAGAO 3.1.17. Se f : X — Y é uma aplicac@o equivariante, entre G-espacos para-
compactos, entdo do Teorema 2.3.13, o seguinte diagrama

Xg 2~ BG
fcl %
Yo

¢ homotopicamente comutativo, ou seja gx € homotépico a gy f¢ e, deste modo, gy =
(Gy o (f)y* : HP(BG; R) — HE(X; R). Além disso existe um R-homomorfismo nas somas
diretas f;, =®f; : H;(Y;R) — H(X; R), dado por fi(y) =X fi(y4) onde y = Xy,. Logo
dx(EAp) = Egy(Ap)
= gy o(fe)(Ap)
= (Gvo(fa))(2p)

Portanto obtemos que gy = f( 0 qy.
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OBSERVACAO 3.1.18. Para um para excesio {A;, A} de A; UA,, podemos definir o produto
cup nas somas diretas da cohomologia G-equivariante de Borel da forma seguinte

—: H( (X, A1;;R) x Hi, (X, A2; R) — Hi (X, A; UA2; R) (3.6)
dado por u — v = %, 4(up — vg4), onde u = Xu, e v = Xv,. Esta aplicacdo bilinear
satisfaz as propriedades da Proposicdo 3.1.8.

O préximo teorema, mostra que o R-homomorfismo induzido na cohomologia equivari-

ante de Borel, 6 um H*(BG; R)-homomorfismo de médulos graduados.

TEOREMA 3.1.19. Seja f : (X,A) — (Y, B) uma aplicacédo equivariante entre G -pares para-
compactos. Entdo, o R-homomorfismo

fe=of& HE(Y, B;R)— HG(X, A R),

dado por fi(y) = Xf¢(yq) ondey = Xy,, é um homomorfismo de H*(BG; R)-médulos
graduados.

Demonstragdo: Sejam A € H*(BG;K)ey € H{(Y, B;K). Desde que o produto cup € linear
(Proposicao 3.1.8 e Observacao 3.1.18), temos que

fey) = filay()—y)
= felay (M)~ fe)
= (gvfe)' (M) — fE). 3.7

Segue da observacdo 3.1.17 que gy = (qy fc)*. Logo, substituindo na equagao (3.7), temos

FeAy)=axQ) — foyg) =Afc ().

Portanto, f¢; ¢ um homomorfismo de H*(BG; R)-médulos graduados. u

3.2 G-indice cohomolégico de Fadell e Husseini

Nesta secdo, faremos um estudo dos resultados desenvolvidos nos artigos de Fadell e
Husseini [20] e [21]. Eles construiram um ideal em um determinado anel, chamado
indice de valor ideal. A dimensao do quociente do anel com este ideal, foi denominada
indice de valor numérico. Iniciaremos, definindo tal indice no caso relativo, ou seja para
G-pares paracompactos e, posteriormente, definiremos este indice para o caso abso-
luto. A partir de agora, o anel de coeficientes dos médulos de cohomologia equivariante
de Borel serd um corpo K.

3.2.1 G-indice relativo

Assim como definimos anéis graduados e médulos graduados sobre anéis graduados,
podemos definir, de maneira andloga, um ideal graduado e, portanto, o anel quociente
graduado. Tais definicdes sdo dadas a seguir.
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DEFINIGAO 3.2.1. Sejam R um anel graduado e I um ideal de R. Dizemos que I é um ideal
graduado, se | =®1,,onde I, =INR,.

Se R e I forem graduados, entdo o anel quociente R/I também é graduado. De fato,

R R R
— = — R — :{x+I,x€Rn}.
1-\1), \1),

DEFINIGAO 3.2.2. Seja(X,A)um G-par paracompacto. Definimos o G-indice cohomoldgico
de Fadell e Husseini com valor ideal do par (X, A), o qual serd denotado por

Ind®(X, 4; K),
como sendo o ideal anulador do H*(BG;K)-médulo H{. (X, A;K), ou seja:
nd%(X, A;K)= {1 € H(BG;K) : Ax =0, paratodo x € HE(X,A;]K)}.

Dados A, A € Ind®(X,4;K), e k € K, desde que H(X,A;K) é um H*(BG;K)- médulo
graduado e gy é um K-homomorfismo, temos que:

[(kA)+A]x = (kA)x+Ax
(kA)x
qi(k2)— x
k(@A) < x)
k(Ax)
k(0)
= 0.

Portanto, Ind® (X, A; K) é um submédulo do K-médulo (isto é, K-espaco vetorial) H*(BG; K)
e, temos assim a seguinte

DEFINIGAO 3.2.3. Seja (X, A) um G-par paracompacto. Definimos o G-indice cohomolégico
de Fadell e Husseini com valor numérico do par (X, A), o qual serd denotado por

IInd®(X, A; K)],

como sendo a dimensdo do K-espaco vetorial obtido do quociente do espaco vetorial
H*(BG;K) pelo subespaco vetorial Ind®(X, A; K), isto é,

H*(BG,K)
Ind®(X, A; K)

IInd®(X, 4;K)| = dimg [

Como o anel H*(BG;K) é graduado, é interessante saber se o ideal Ind® (X,A;K) também
possui estrutura graduada. Neste sentido, temos a seguinte
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PROPOSICAO 3.2.4. O ideal Ind®(X,A;K) de H*(BG;K) é graduado, com graduacdo dada
por
G Y — G .
Ind (X,A,K)—G%Indp (X, A;K), (3.8)
p>

onde as componentes sdo da forma
Indg(X,A;K)=IndG(X,A;K)mﬁP(BG;K) (3.9)

Demonstragdao: Como Indg(X ,A;K) € Ind®(X, A;K), segue que

Pmnd§(X, 4K)
p=0

esta contido em IndG(X,A; K). Reciprocamente, dado
A=XA, € Ind%(X, 4;K), entdo Ax = Ypq(Gx(Ap) — x4)=0,

oqueimplicaA,xy = gx(Ap) — x4 =0,0useja, A, € Indg(X,A;K) e, portanto, Ind® (X, 4;K)
estd contido em EBPZO Indg(X,A; K). |

A seguir, apresentaremos as propriedades do G-indice de Fadell e Husseini.

TEOREMA 3.2.5. Propriedade da Monotocidade Forte.
Seja f : (X,A) — (Y, B) uma aplicacdo equivariante entre G -pares paracompactos. Se o
homomorfismo f{, : H;,(Y, B;K) — H{,(X, A; K) for sobrejetor, entéo

Ind®(Y, B;K) c Ind®(X, 4; K).

Demonstragdo: Sejam A € Ind®(Y,B;K)e u € H{,(X,A,K). Como f, é sobrejetor, existe
ve H;(Y, B,K) tal que f(v)=u. Logo,

Au=Afe(v)= fe(Av)= f5(0)=0,
ou seja, A € AnHy,(X, A;K) =Ind®(X, A;K). Portanto,
Ind®(Y, B;K) c Ind®(X, A; K). ]

COROLARIO 3.2.6. Seja f : (X, A) — (Y, B) uma aplicagdo equivariante entre G -pares para-
compactos. Se o homomorfismo

f&HE(Y, B K)— HE(X, A K)

for sobrejetor, entdo
Ind%(X, A;K)| < [Ind®(Y, B;K)|.

Demonstragdo: Segue do Teorema 3.2.5 que Ind®(Y, B;K) c Ind®(X, 4;K), dessa forma,
estd bem definido um K-homomorfismo:
H*(BG;K) H*(BG;K)
. g
md®(Y,B;K) Ind%(X,4;K)
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dado por A+ Ind®(Y, B;K) — A+ Ind®(X, A;K). Como o homomorfismo ¢ é sobrejetor,
segue do Teorema da Dimensao! que

H*(BG;K) . : H*(BG;K)
K| —Go o0 +dimg ker ¢ = dimg Ty —
Ind” (X, 4;K) Ind> (Y, B;K)
e, portanto, [Ind®(X, A; K)| < [Ind®(Y, B; K)|. |

TEOREMA 3.2.7. Propriedade do Piercing Forte.

Sejam (X, A) um G-par paracompacto, Y = X x I com a G-acdo diagonal e Z = A x I,
onde I =[0,1] é munido da G-acéo trivial. Denotemos por (X;,A:) = (X,A)x {t}, t € I.
Suponhamos que

Y=XxI=YUY, XoCY% e X, CH,

onde Yy e Y sdo subconjuntos fechados G -invariantes de Y. Entéo, seZ; =Z2NY;,1=0,1,
temos que
Ind®(Y% N Y1,ZoNZ1;K) c Ind®(X, 4;K)

Demonstracao: Consideremos as inclusdes naturais:

(Xo,A0) (Yo,20) , (3.10)
(v,2)
(X1, A1) il (Y1, 21), (3.11)
O
(v,2)

bo:(Yon N, ZoNZ1)— (Y,Z0) e {1:(onN),ZyNZy)—(N,241),

as quais induzem H*(BG;K)-homomorfismos sobre a cohomologia G-equivariante de
Borel. Agora, consideremos a seqiiéncia de Mayer-Vietoris

B
o HY(Y, Z5K) = HO (Yo, 203 K) @ H(Yi, Z15K) > HY(¥o N i, Zo N Z1;K) — -
onde ¢ = (ij;,—ii;), N = {;; +{};. Mostremos inicialmente que (;, € injetora. Com

efeito, seja x € HZ(YO,ZO;K) tal que £;;(x) = 0. Entdo, n(x,0) = £;,(x)+£];(0) =0e,
segue da exatidao da sequéncia de Mayer-Vietoris, que existe y € HZ(Y,Z ; K) tal que

)= (i), —i1c (1) =(x,0).

1129, Coroldrio 2.14, pg. 187] Se f : V. — W é um homomorfismo de espagos vetoriais entdo dimIm f +
dimker f =dim V
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Assim, i];(y)=0 e usando o diagrama comutativo (3.11), temos que
* ek ek
kigiic=Jic:

Desde que ji : (X1,A1) = (Y,Z) é uma equivaléncia de homotopia, segue que j;; é um
isomorfismo e, deste modo, y = 0. Assim, x = i (y) = i;;(0) =0, ou seja, £ € injetora.
Agora, seja y : (Yo, Zo) — (Xo,Ao) a projecdo y(x, t) =(x,0), a qual é G-equivariante, desde
que,

r(g(x, 1)) = r(gx,t)
(8x,0)
g(x,0)

= gr(x,t), Vgegi, V(x,t)e .

Como

Tko(x,0)=7(x,0)=(x,0) =1Id(x,0),

segue que k;.r; = Id, ou seja, y(; € injetora. Denotemos o1 = 7, €, portanto, yg,; =
{5 7e- Em outras palavras, temos o seguinte diagrama comutativo

EOG

H{ (Y, Zo,K) HY(Y%NY,2NnZ;,K)

k%

H{\(Xo,Ag;K)

Como (j; e y(; sdo injetoras, temos que 7;,; € injetora. Agora, sejam
Aend®(YonYi,ZoNZ1;K)
euec HZ(XO,AO;K). Desde que 7’316 é um homomorfismo de H*(BG;K)-médulos,
‘)/zlc()tu) = k‘)leG(u) =0
€, Como )"(‘HG é injetora, concluimos que Au = 0. Portanto,

Ind®(YoN Yi,ZyNZ1;K) € Ind®(X, A; K). -

TEOREMA 3.2.8. Propriedade da Continuidade.

Suponhamos que Hf.(X, A;K) seja finitamente gerado sobre H*(BG;K) e seja (X,A) um
G -par paracompacto, onde X é um subconjunto fechado G -invariante do G -espaco para-
compacto Y. Entdo, dadas vizinhangas G -invariantesem Y: U e V de X e A, respectiva-
mente, existem vizinhangas G -invariantes fechadas N e M, M C N, de X e A, respectiva-
mente, taisque NCU, M C Ve

Ind®(N, M;K) c Ind®(X, 4; K).
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Demonstragdo: Seja & afamilia de todos os pares de vizinhancas G-invariantes fechadas
(N, M). Segue do Teorema da Continuidade na Cohomologia Equivariante de Borel (Teo-
rema 3.1.7) que

1

HE(X, A;K) lim H(N, M;K)
(N, M)
D ver HG (N, M;K)

<S>

112

Desde que H((X, A;K) ¢é finitamente gerado sobre H*(BG;K), sejam x!,...,x" os gera-
dores deste H*(BG;K)-médulo, e segue da Observacao 1.1.5 que existem pares

(N1, My),...,(N,, M) e
tais que
xi= x(iNi,Mi) +(S), com x(iNi:Mi) IS HZ(N,-,Mi;K), paracadai=1,...,r.
Como £ é um conjunto dirigido, existe um par (N, M) € & tal que
(Ni,M;)<(N,M),Vi=1,...,r

e, assim

=

i =x(iNinl_) +(S) =x("N'M) +(S), com x("N'M) IS HE(N, M;K), i=1,...,r.
Deste modo, o H*(BG;K)-homomorfismo natural

H;(N,M;K) — H;(X,AK)

X(NN) = X(N,N) T (S)
é sobrejetor e, segue do Teorema 3.2.5 (Monotocidade Forte) que

Ind®(N, M;K) c Ind®(X, 4; K)

3.2.2 G-indice absoluto

Nesta secdo, estudaremos o caso absoluto da Definicdo 3.2.2 (ou seja, A =). Denotare-
mos o G -indice cohomolégico de Fadell e Husseini com valor ideal de X por Ind®(X; K).
Neste caso, temos incialmente o seguinte

TEOREMA 3.2.9. Se X for um G-espago paracompacto, entdo

Ind®(X;K) =ker(q} : H(BG;K) — H5(X; K)). (3.12)
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Demonstracdo: Se A € Ind%(X,K), considerando x =1 € H{,(X,K) temos
0=A1=g}(}) = 1=g})
e, portanto, A € kerq.. Reciprocamente, se A € ker gy, temos que
Ax = qy(A)— x=0—x =0, paratodo x € H;(X,K).
Portanto, A € Ind®(X; K). [ ]
Como uma consequéncia, temos o seguinte

COROLARIO 3.2.10. Se X for um G-espago paracompacto, entéo o G -indice cohomolégico
de Fadell e Husseini com valor numérico é dado por

H*(BG;K)

IInd®(X; K)| = dimg *
ker gy

] =dimg Im q;} (3.13)

Demonstragdo: Segue do Teorema do Isomorfismo para a aplicagdo

H*(BG;K)

q}:FI*(BG;K)—)Hé(X;K), que dimg kerdy

] = dimg Img5.

Logo, substituindo IndG(X ; K)=ker q}‘( (Teorema 3.2.9) e, usando a definicdo do G-indice
de valor numérico (Definicdo 3.2.3), obtemos o resultado. |

No caso em que X é um G-espaco livre, temos o seguinte
COROLARIO 3.2.11. Se X for um G -espaco paracompacto com G -agdo livre,
Ind®(X; K) =ker(q;; : H(BG;K) — H*(X/G;K)),
onde qi : X/G — BG é uma aplicacdo classificante para o G fibrado principal X — X/G.

Demonstragdo: Segue da Proposicédo 3.1.6 que Hf(Xg;K) = H*(X/G;K). Portanto, do
Teorema 3.2.9 concluimos que

Ind®(X;K) =ker(q;; : H*(BG;K) — H(X;K) = H*(X/G; K)). -

TEOREMA 3.2.12. Propriedade da Monotocidade Fraca.
Se f: X = Y for uma aplicacdo G -equivariante entre G -espagos paracompactos, entao

nd%(Y;K) c Ind®(X;K).

Demonstragdo: Da observacao 3.1.17 tem-se que gy = (qy f¢)* = f.q}. Deste modo, se
AeInd’(Y;K)=ker qy, entdo gqy(A)= 0. Assim,

ax(A) = fi(gy(A) =0, ou seja, A €kerqgy = Ind®(X; K).

Portanto,
Ind’(Y;K) c Ind®(X; K) [ |
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COROLARIO 3.2.13. Se f: X — Y for uma aplicacéio G -equivariante entre G -espacos para-
compactos, entao
Ind(X;K)| < [Ind(Y;K)|.

Demonstragdo: Desde que Ind®(Y;K) c Ind®(X;K) (Teorema 3.2.12), a demonstracdo é
andloga a demonstracado do Corolério 3.2.6. ]

COROLARIO 3.2.14. Se f: X — Y for um homeomorfismo equivariante de G -espacos para-
compactos, entao
Ind’(X; K)=Ind%(¥;K) (3.14)

Demonstragdo: Desde que f : X — Y é um homeomorfismo G-equivariante, existe

f:Y— Xinversa G-equivariante. Segue do Teorema 3.2.12 que

Ind®(X;K)cInd®(V;K) e Ind%(X;K)>Ind®(Y;K). -

PROPOSIGAO 3.2.15. Sejam X; e X» G-espagos paracompactos tais que o G -espago produto
X1 x X, com agdo diagonal seja paracompacto. Entdo,

Ind®(X; x X2; K) 2 Ind®(X;; K) N Ind® (X5; K) (3.15)

Demonstragdo: Consideremos a i-ésima projecao 7; : X; x X, — X; parai =1,2, as quais
sdo G-equivariantes. Entdo, segue do Teorema 3.2.12 que

Ind®(X; x X2;K) > Ind®(X;;K), i=1,2.

Portanto,
Ind®(X; x X2; K) 2 Ind®(X;; K)NInd® (X2; K). ]

PROPOSICAO 3.2.16. Sejam X1 e X» G -espagos paracompactos tais que o G -espago join X *
X, com agdo diagonal seja paracompacto. Entdo,

Ind®(X; * X»; K) € Ind®(X;; K) + Ind®(X2; K) (3.16)

Demonstragdo: Consideremos os mergulhos X; — X % X, para i = 1,2, as quais sdo G-
equivariantes. Entdo, segue do Teorema 3.2.12 que

Ind®(X; % X»;K) c Ind%(X;;K), i=1,2.

Portanto,
Ind®(X; * X»; K) € Ind®(X;; K) + Ind® (X; K). m

TEOREMA 3.2.17. Propriedade da Aditividade.
Seja X = X1UX,, onde X, X, e X» sd@o G -espagos paracompactos e{X1, Xo} é um par excisivo
de X. Entdo,

Ind®(X;; K)- Ind®(X5; K) € Ind® (X; K),

onde - é o produto de ideais.
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Demonstragdo: Sejam A = XA, € nd®(X;K)ev = Yvy € Ind%(X,;K). Mostremos que,
para todo x = Xx, € H;.(X;K),

A= v)x=Avx)=qx(A) —vx=0 (3.17)

Pelo Axioma da Exatiddo na Cohomologia G-equivariante de Borel (Proposi¢do 3.1.4), a
seguinte sequéncia longa é exata

B BB X0 K) e HY(XGK) — % HE(X,K) 2 (3.18)
q}T /
qxl
HP(BG;K)

Desde que, da Proposi¢do 2.3.13, o tridngulo do diagrama acima é comutativo e
Ind®(X;;K) =ker qx,, temos que

Hhe(@x(Ap))=qx,(Ap)=0
e, deste modo, gy(A,) € kerij,. Segue da exatiddo da sequéncia (3.18), que existe /J’lp e
HGp(X, X1;K) tal que
J6BY)=ax(Ap).
Assim, existe 1 € H.(X, X1;K) tal que
Jic(B1) =aqx(A). (3.19)

Considerando novamente o Axioma da Exatiddo, temos que a seguinte sequéncia longa
também é exata
A I B A
=== HG(X, Xy K) == HS (X K) — = H (X K) —=> . (3.20)
Como 13, ¢ um homomorfismo de H*(BG;K)-médulos graduados, v; € Inle(Xg;K) e
i5c(xq) € HZ(XZ;K) temos que

o o _ . .
Io(Vixg)=v1i55(xq) =0, ouseja, vix, €keriy,.

Segue da exatiddo da sequéncia (3.20), que existe /521 T H(l;q(X, X5;K) tal que

. 1+
];(;(/52 q) =ViXq
e, deste modo, existe 3, € Hz (X, X2;K) tal que

Jac(B2)=vx. (3.21)

Substituindo as equacdes (3.19) e (3.21) na equacao (3.17) e usando a Proposicao 3.1.8 e
a observacgdo 3.1.18 temos que

(A~ v)x =ji6(B1) = Jr6(B2) = jG(Br~ B2),

onde jg é a induzida da icluséo j : X — (X, X; UX>). Como {X;, X»} é um par excisivo de
X, segue que f1 — B> € H;(X, X;K) =0 e, assim, (A — v)x = 0. Portanto,

Ind®(X;;K)- Ind®(X5; K) € Ind®(X; K). [ |
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COROLARIO 3.2.18. Seja X =X1UX>, onde X, X e Xo G-espacos paracompactos e {X1,X,} é
um par excisivo de X. Entdo,

[Ind®(X; K)| < |Ind® (X;; K)| + |Ind® (X2; K)).
Demonstragdo: Definimos o homomorfismo sobrejetor

.. H*(BG;K) y H*(BG;K) H*(BG;K)
"Ind®(X;;K) Ind®(Xy;K)  Ind®(X3;K)-Ind%(X2; K)

k(A +Ind®(X1;K), A2 +Ind® (Xo; K)) = (A1 + A2) + Ind®(X1; K) - Ind® (Xo; K).

Do Teorema 3.2.17, estd bem definido um homomorfismo sobrejetor

H*(BG;K) H*(BG;K)

v d®(X;;K)-Ind®(X»;K)  Ind(X;K)

definido pela expressao
YA +1Ind®(X;;K)- Ind(X2; K)) = A+ Ind®(X; K)

Desde que Y« € sobrejor e

) H*(BG;K) H*(BG;K) H*(BG;K) . H*(BG;K)
dimg G X G =dimg | —=—— dimg — o |
md’(X;K)  Ind%(Xy;K) nd%(X;K) nd%(X,;K)
segue que
[Ind®(X; K)| < |Ind® (X;; K)| + |Ind® (X5, K). m

TEOREMA 3.2.19. Propriedade Piercing Fraco.
Seja X um G-espago paracompacto, Y = X x I com a G-agdo diagonal, onde I = [0,1] é
munido da G -agdo trivial. Denotemos por X; =X x {t}, t € I. Suponhamos que
Y=XxI=Y\WUl, XoCY e X5Cch
onde Yy e Y1 sdo subconjuntos G -invariantes fechados de Y. Entdo
d®(¥% N ¥%;K) =Ind®(X; K).
Demonstragdo: Segue do Teorema 3.2.7, para A =0, que

nd®(¥y N ¥%4;K) € Ind®(X; K).

Agora, sejay : YoNn'Yy — Xy a projecdo y(x,t) = (x,0), a qual é G-equivariante. Entao,
segue do Teorema 3.2.12

Ind®(X;K) =Ind®(Xo; K) c Ind® (Y N V;; K).
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3.3 G-indice do Produto e do Join

Nesta secdo, apresentamos os principais resultados que descrevem o G-indice de Fadell
e Husseini com valor ideal dos espacos produto e join, em funcdo dos G-indices dos
espacos fatores, no caso em que o grupo G também é um grupo produto.

Sejam X; um G;-espago paracompacto, i =1, 2, com G = G x G tal que o G-espaco pro-
duto X = X; x X, também seja paracompacto. Consideremos as aplicacoes classificantes
para os grupos compactos de Lie G, G, e G

qx, : EG1 xg, X1 — BGj, qx, : EG2 xg, Xo — BGo,
gx 1 EG x¢ X — BG.
Fazendo uma ordenacao dos elementos, obtemos a seguinte identificacdo
(EG1 x X1) X (EG2 x X))~ (EG) X EG2) X (X1 X X>). (3.22)

Agora consideremos o produto das aplicacdes projecoes

X 1m:(EG) X X1) X (EGy x X5) = (EG) X, X1) X (EG2 Xg, X2).
Desde que
{((g1m1, g1x1),(82m2, g2x2))}

{((g1m1, g2mo),(g1x1, g2X2))}
= {(g1, g2)((m1, m2),(x1,x2))}
= [((ml) mZ)’ (x1$x2))])

(mx )" ([my, x1], [m2, x2]) =
3é2

entdo a decomposicdo de (EG; X X;) X (EG2 x X») é dada por
{(mrx ) ([my, x1], [ma, x2])} = (EG1 x EG2) X (X1 X X2),

munida da topologia quociente. Logo, usando resultados de topologia quociente, temos
que a aplicacdo quociente 7 x T determina um diagrama comutativo

(EG1 XXl)X(EGZXXZ) EG xXg X

(EG1 %6, X1) X (EG2 %G, X2) —— (EG1 X EG2) X (X1 X X2)

qx
qx; Xqx,

BG BG1 X BG»

onde ¢t é um homeomorfismo. Sob condicdes apropriadas de finitude (por exemplo,
H*(BGp;K)e Hy, (X3;K)s@o do tipo finito sobre K), temos que as aplicagdes gy e gy, ®qy,
podem ser identificadas (Ver [21, pg. 75]) como mostra o seguinte diagrama

*

qdx

H*(BG;K) HE(XK)

t* e Kunneth

Hg, (X1;K)® Hg, (X2;K)

Kunneth

H*(BG;;K)® H*(BGo; K)

* *
X1® X5
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e escrevemos
ax(Av)=qx (M) ®qy, (v). (3.23)

Deste modo, usando esta identificacdo entre gy e g, ® qy,, podemos enunciar os resul-
tados a seguir.

PROPOSIGAO 3.3.1. Sejam X; um G;-espaco paracompacto ,i = 1,2 e, G = Gy X Gz tais que
o G-espago produto X = X; x X» seja paracompacto. Entdo,

Ind®(X;K) =Ind® (X;;K) ® H*(BG2; K)+ H*(BG1; K) ® Ind®? (X5; K) (3.24)

Demonstragéo: Desde que Ind®(X; K) = ker qx (Teorema 3.2.9), dado qualquer elemento
A®v € H¥(BG;;K)® H*(BG,;K) temos que

A®vend®(X; x X5, K) < qx, (M) ®qy, (v)=0
= q;gl(z):o ou q}z(v)zo
< Ackerqy ouvekerqy,.

Portanto,
A®v end’(X; x X2;K)

g
A®v eInd® (X;;K)® H*(BG2; K)+ H*(BG1; K) ® Ind% (X5; K). [ |

COROLARIO 3.3.2. Sejam X; um G;-espago paracompacto ,i =1,2 e, G = Gy X G tais que o
G -espago produto X = X, x X, seja paracompacto. Se

I:I*(BGI;K)gK[xl:-'-;xk]) I‘VI*(BGZ,K)EK[J’L,J’I]

e IndGl(Xl;K):(fl,--- ,fm)e IndGZ(Xg;K):(gl,--- ,8&n), onde fi e g; sdo polindomios em
X ey respectivamente, entdo

IndG(Xl XXZ;K)=(f1v---)fmrg1)-~-)gn)
o ideal gerado pelos polinomios f; e g;.
Demonstragdo: Segundo a proposicao 3.3.1, temos que

Ind®(X; x X2;K) (fi,-- 0 fm)®K[y1, .., 1] +K[x1, ..., xk] ®(81,---, 8n)

= (fl,...,fm,gl,...,gn)

COROLARIO 3.3.3. Sejam X, um G -espago paracompacto, {xo} um espago topologico com
G, -agdo trivial. Se G = Gy x Gz, entdo X, é um G-espago paracompacto e

Ind®(X;;K) = Ind® (X1;K)) ® H*(BG2;K)
Caso andlogo, temos para X, = {xo} e, neste caso,

Ind®(X,; K) = H*(BG; K) ® Ind®? (X,; K).
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Demonstragdo: Definindo (g1, g2)x1 = g1x1, temos que X; é um G-espaco paracom-
pacto. Desde que X; € homeomorfo a X; x {xo} (e portanto paracompacto), como G-
espacos paracompactos, entdo pelo Coroldrio 3.2.14

Ind®(X;;K)=Ind®(X; x {x0}; K).
Por outro lado, temos que
Ind®({xo}; K) =ker(q} : H(BG2;K) — Hy, ({x0}; K) = H(BG2; K)),
onde g5 € ainduzida em cohomologia da aplicacao classificante
Gx, - ({x0} X EG2)/G2 = EG2/G2 — EG2/Ga, [x0,e] =[e] — [e],

entdo q; =Id e, segue que,
Ind®({xo}; K)=0.

Portanto, da Proposicao 3.3.1 temos que

md’(X;;K) = Ind®(X;;K)® H (BG2;K)+ H*(BG;K)®0
= Ind%(X;;K)® H*(BGy; K). -

PROPOSICAO 3.3.4. Sejam X1 um Gi-espago paracompacto, X, um Gz-espago paracom-
pacto e G = Gy X G tais que o G -espago join X, * X, seja paracompacto. Entdo,

Ind(X; * X; K) € [Ind®! (X1; K) ® H*(BG2; K)] N [H*(BG1;K) ® Ind“? (X5; K)),
onde N representa a intersecdo de ideais.

Demonstragdo: Definindo (g1, g2)x1 = g1x1 € (g1, 82)x2 = g2X, temos que X; e X, sdo
G-espacos paracompactos. Consideremos as aplicacdes inclusdes G-equivariantes

1: X1 - X1%Xy e ]: Xo— X1 % Xo.
Segue do Teorema 3.2.12 que
Ind®(X; * X»; K) c Ind®(X1; K),
Ind“(X; * X2; K) € Ind®(X5; K),
logo, do Coroldrio 3.3.3 temos que
Ind%(X; * X; K) € Ind® (X1; K) ® H(BG2; K),
Ind®(X; * X»; K) € H*(BG; K) ® Ind“?(X»; K),
Portanto,

Ind® (X, % X»; K) € [Ind®" (X;; K) @ H*(BGo; K) N [H*(BG1; K) ® Ind?(X»; K))].
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3.4 Casos Particulares de G-indices absolutos

Apresentaremos nesta sec¢do, técnicas para o célculo do G-indice de Fadell e Husseini
para alguns importantes G-espacos, considerando G como sendo os grupos compactos
de Lie: Z,, S! e O(k).

3.4.1 Z,-indice

PROPOSIGAO 3.4.1. Todo espago topoldgico que possui uma involucao? livre de pontos fixos,
é um Z, -espago com Zy -agdo livre.

Demonstragdo: Seja X um espaco topoldgico e f : X — X uma involucao livre de pontos
fixos. Entdo, o conjunto discreto G = {Idy, f} junto com a operagdo composicdo é um
grupo de Lie compacto isomorfo a Z,. Definimos

p: GxX —X,
(g,x) —gx=g(x),geq.

Mostremos que p é uma G-acgdo livre. Com efeito, Idxx = Idx(x) = x e dados g,8’ € G
g(g’x)=g(g’(x))=(gog’)x). Além disso, se x = gx = g(x) entdo, g = Idx, desde que
f(x)#x,VxeX. [ ]

COROLARIO 3.4.2. A n-esferaS™ é um Z,-espago livre.
Demonstracédo: Consideremos a aplicagdo antipodal
A: §* 8"
X X,
a qual é uma involucao livre de pontos fixos, desde que
A(A(x)=A(—x)=xe A(x)=—x #£x,VxeS".
Logo, da Proposicdo 3.4.1, temos que S" é um Z,-espaco livre. |

PROPOSIGAO 3.4.3. O espaco classificante BZ; é o plano real projetivo infinito-dimensional
RP>.

Demonstragdo: Segue do Exemplo 2.3.18 que EZ,(n) é o join
Y EIREY /)

de (n + 1)-copias de Z,, o qual é homeomorfo a n-esfera S”. Usando o Exemplo 1.1.20,
temos que
EZ)= lim EZZ(”) =85%
ne_)Z+

Logo, por definicdo de espaco classificante segundo a construcao de Milnor,

BZy=S%/7, =RP™.

2Uma involucdo é uma bije¢ao continua, tal que fo f=1Id
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PROPOSIGAO 3.4.4. ([8, pg. 373]) O Z,-mddulo de cohomologia H*(BZ;7Z>) é 0 anel poli-
nomial sobre Z,, gerado pela classe caracteristica wy, = w1(y1) € H'(BZ.Z) e de grau 1.
Ou seja,

H*(BZ, L) ~ L[]

Seja X um espaco topolégico paracompacto, o qual admite uma acao livre de Z,. Desde
que Zz[w;] € um anel principal, entdo existe um inteiro positivo k tal que

Ind™(X;Z>) = ker(qy : Zo[w1] — Hy,(X; Z2))
= ().

Por outro lado, o Z;-indice de Fadell e Huseini de valor numérico é dado por

dimy [Zz[wl]]
* [ {(w1)F)

= k=min{i : g5((w1)")=0}.

Ind”(X; Zo)|

OBSERVAGAO 3.4.5. Observemos que o Z,-indice de Fadell e Huseini de valor numérico
IInd??(X;Z,)|, coincide com o Z,-indice de Yang de X (vide Yang [54] e [55] ), no caso
em que X é um espaco paracompacto com uma acao livre de Z,. No entanto, 0 Z;,-
indice de Yang esta definido para espacos nao necessariamente paracompactos e, nesta
situacgdo, o cdlculo do Z,-indice de Fadell e Huseini de valor numérico € inviabilizado,
pois depende das propriedades topoldgicas de uma aplicacido classificante. Para maiores
detalhes, vide [44].

3.4.2 O ¢-indice de Fadell e Rabinowitz e o S!-indice

Seja G um grupo de Lie compacto e a € H*(BG,K) um elemento qualquer tal que
H*(BG;K)=K][a]. Desde que K[a] é um anel principal, entdo para todo G-espaco para-
compacto X existe um inteiro positivo k tal que

Ind°(X;K) = ker(q}:Kla] — H5(X;K))
= (a*).

Por outro lado, o G-indice de Fadell e Huseini de valor numérico é dado por

) Kla]
dimse [W]

= min{i: q}(ai)=0}.

IInd® (X; K)|

DEFINIGAO 3.4.6. Seja X um G-espaco paracompacto e suponhamos que H*(BG;K) =
K[a], para algum a € H*(BG;K). Definimos o a-indice de Fadell e Rabinowitz de X
(vide [22]), o qual serd denotado por

Index’,(X; K),
como sendo o G-indice de Fadell e Husseini de valor numérico do G-espaco X, ou seja,

Index’ (X; K) = [Ind® (X; K)|.
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A esfera S' = {z € C : |z| = 1} = R/Z é um grupo de Lie compacto, com operacao
dada pelo produto de ntimeros complexos e com a topologia induzida de C. O espaco
(CnHly =+l — {0} é um S'-espaco com agdo dado por (z,(zo,...,2,)) — (220,...,221).
Temos que S?*+1 c (C"*1)* é invariante por esta agao, a qual é livre e, o espaco de 6rbitas
§2n+1 /81 ¢ uma variedade 2n-dimensional, chamada espaco projetivo complexo CP”.

PROPOSIGAO 3.4.7. Para cada n > 0, existe um inteiro positivo k tal que
Ind® ($2"*1;Z,) = (w2)F), (3.25)
onde w, € H2(BS'; Z,) é uma classe caracteristica de grau 2.

Demonstracao: Do exemplo 2.3.19, ES'(n) = S' x---xS! (n + 1)-cOpias é homeomorfo a
(2n + 1)-esfera S2*1. Logo, por defini¢do de espaco classificante segundo a construgao

de Milnor,
82n+1

BS' = lim = lim CP" =CP™.
nezt nez+

Temos que o Z-mdédulo de cohomologia H*(BS;Z,) é o anel polinomial sobre Z,, ge-
rado por pela classe caracteristica w, = wy(y2) € H*(BS';Z,) e de grau 2 (Vide [8, pg.
373]). Ou seja,

H*(BS',7Z5) ~ Zs[w-].

Portanto, temos que para cada n > 0, existe um inteiro positivo k tal que

Ind’' (82", Z) = ((w2)*).

3.4.3 0 O(k)-indice de uma Variedade de Stiefel

Para o estudo deste G-indice, usaremos os seguintes artigos: Jaworowski [31] e Komiya
[33]. O grupo linear geral GL,(R), onde R é o corpo dos nimeros reais, é um grupo de
Lie com relacdo a multiplicacdo de matrizes (composicdo de transformacdes) e com a
topologia induzida de R"*. Também seu subgrupo classico O(k), chamado grupo orto-
gonal, é um grupo de Lie. Desde que este subgrupo é fechado e limitado no espaco das
matrizes, segue que O(k) é compacto.

DEFINICAO 3.4.8. A variedade de Stiefel denotada por Vi(R") é o espaco de k-frames
ortonormais em R” (k < n), isto €,

Ve(R™)={(v1, -+, ve) €(R™* : (v;,v))=6;;,1<ij <k} (3.26)

Podemos ver que V{(R") = §"~1 e V;(R¥) = O(k) é o grupo ortogonal. Portanto Vi(R"),
¢ um subespaco do espaco compacto (S*~1)¥. Desde que V;(R") é um subconjunto
fechado de um espago compacto, segue que V;(R") é compacto. Além disso, Vi(R") é
uma variedade orientavel de dimensao nk — k(k +1)/2 e, se k < n, V,(R") é conexa.
Mostra-se que o grupo ortogonal O(k) age sobre (R”)*, por multiplicacdo de matrizes
a esquerda e que esta O(k)-acdo é livre sobre 14(R"). Denotemos o espaco de érbitas
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Vk(R™)/O(k) por Gr(R"), o qual chamaremos variedade Grassmanniana de dimensao
nk.

Temos que o join EO(k)(n) = O(k)*---%O(k), de n+ 1 c6pias do grupo ortogonal O(k),
é homeomorfo a variedade de Stiefel Vi(R")(vide [31]). Logo, pela definicdo do espaco
classificante segundo a construcao de Milnor,
Vi (R7
BO(k) = lim g(( k)) = lim G¢(R")=G(R).

nezt nezt

O Z;-médulo de cohomologia H*(BO(k); Z) é o anel polinomial sobre Z,, gerado livre-
mente pelas i-classes de Stiefel-Whitney wi(y"), -, wr(y™), onde w; = w;i(r™)
€ Hi(Gr(R®); Z,). Ou seja,

H*(Bo(k)!ZZ)ZZZ[wI"" ,Cl)k].

Seja w =1+ w1+ wy+-:- aclasse de Stiefel-Whitney total e w =14 w; +w> - sua classe
dual definida pela relacdo ww =1 em Zy[w1, -, W]

PROPOSICAO 3.4.9. Suponhamos que J(k,1) seja o ideal em Zy[w1,ws,...], gerado por
W41, Wi42..., W11k Entdo,

Ind?O((R"); Z2) = J(k, n— k), (3.27)
onde J(k,1) denota a imagem de J(k, 1) pela projecdo
Lolwy, wa,...] = Lawy, ..., wk].

Demonstragdo: Desde que O(k) age liviemente sobre Vi (R"), segue da proposicao 3.1.6
que
H o (Ge(R");Z2) = H(Gr(R"); Z2)
Zz[a)l,.. .y wk,al, .. .,Bk]
I(k,n—k)

onde I(k,n — k) é o ideal gerado pelos n termos do produto
A4+wr1++ow)l+w++wu—k)

de dimensao positiva. As relagdes correspondentes aos primeiros termos homogéneos
do ultimo produto fornecem n — k equagoes

W+ w101+ -+ w01 +0r=0, k=1,...,n—k,

as quais podem ser resolvidas para ws,..., W,—k. Substituindo os resultados aos k termos
homogéneos restantes do produto (em dimensdes n-k+1,...,n) obtendo assim o ideal
J(k, n — k). Portanto,

Zz[wly---vwkvalr---)wk]

sz)(k)(Vk(Rn); L) =
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Ao considerar o diagrama

F¥(BO(k); Z2) v Hy o (Ve(R"); Z2)

Zo[wi, -+, w]

Zz[w17"')wk’517"'lak]

qv

deduz-se que o O(k)-indice de Fadell e Husseini

Ind°®(V(R"); Zo) = J(k, n— k).
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Grau de Aplicacoes equivariantes

Em topologia algébrica, o grau é um invariante numérico que descreve uma aplica¢cdo
continua f : M — N entre duas variedades compactas, conexas, orientadas e de mesma
dimensdo. Intuitivamente, o grau representa o numero de vezes que a variedade M
“envolve-se"na variedade N sob a aplicacdo f. O grau de uma aplicacdo é sempre um
numero inteiro e foi definido pela primeira vez por Brouwer [9], que mostrou que o grau
é um invariante por homotopia. Tal fato foi usado para provar o teorema do ponto fixo
de Brouwer. Mais precisamente,

DEFINIGAO 4.0.10. Dada uma aplicacdo continua f: M — N entre duas variedades orien-
tadas compactas, conexas, sem bordo e de mesma dimensao »n, com geradores [M] e [N]
de H*(M;Z) e H"(N;Z), respectivamente, o grau de f é definido como sendo o inteiro
degf tal que

J(IN1) = (deg/)[M]. (4.1)

Nosso objetivo neste capitulo é estudar este grau para aplicacdes G-equivariantes, us-
ando o G-indice de Fadell e Husseini estudado no Capitulo 3.

Provavelmente, o primeiro resultado desta teoria foi o famoso teorema de Ljusternik-
Schnirelman-Borsuk, que afirma que o grau de uma aplicagdo impar de uma esfera finito
dimensional em si mesma é impar [6], [7] e [35]. Este resultado, foi generalizado por
Eilenberg [19] para aplicacdes simpliciais, as quais comutam com uma acao livre simpli-
cial de um grupo ciclico Zy, com p primo, sobre esferas. Os desenvolvimentos posteri-
ores desta teoria foram, em grande parte, devidos a P. Smith e M. Krasnoselskii.

Este capitulo estd organizado como segue. Na Secdo 4.1 apresentaremos o resultado
de Gongalves, Pergher, Jaworowski e Volovikov [18] sobre a existéncia de um homomor-
fismo transfer 7x : H!(X; R) — H(X/G; R) para G-espagos livres, com G um grupo finito.
Tal homomorfismo possui a propriedade de ser sobrejetor, quando o G-espaco for um
CW- complexo de dimensao finita. Usando tal resultado, foi possivel apresentar uma
demonstracgdo alternativa do resultado provado por Hara[24] e Jaworowski [32]. Em suas
demonstragdes do resultado principal deste capitulo, eles utilizaram a cohomologia es-
pecial de Smith para Zj,-espacos livres. A demonstracdo apresentada neste capitulo,
utilizando o homomorfismo transfer de Goncalves e Pergher, simplifica consideravel-
mente a prova deste resultado. Na Se¢do 4.2 apresentamos um breve resumo da teoria de
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sequéncias espectrais, as quais serdo utilizadas na Secao 4.3 para constru¢do de um ho-
momorfismo transfer chamado “integracdo ao longo da fibra". Fazendo a composicao
do homorfismos transfer de Goncalves e Pergher com o homomorfismo transfer “in-
tegracao ao longo da fibra", na Secdo 4.4, obtemos um novo homomorfismo transfer,
fundamental na demonstracao do Teorema 4.4.4, o qual serd o desfecho do nosso tra-
balho, relacionado a Teoria de G-indice de Fadell e Husseini com a Teoria de Grau de
aplicacdes G-equivariantes.

4.1 O Homomorfismo transfer de Goncalves e
Pergher

O objetivo desta secdo é apresentar um importante resultado sobre a existéncia de um
homomorfismo transfer Tx : H{(X; R) — H!(X/G;R) construido por Gongalves, Pergher,
Jaworowski e Volovikov em [18] a partir de G-espacos livres, com G um grupo finito. Tal
homomorfismo possui a propriedade de ser sobrejetor, quando o G-espago for um CW-
complexo de dimens3o finita, como mostra o seguinte

TEOREMA 4.1.1. ([18, Lemma 3, pg 64]) Sejam X um espacgo de Hausdorff, conexo e lo-
calmente conexo por caminhos, e G um grupo finito atuando livremente sobre X. Entdo,
para todo i >0 e R um anel comutativo com identidade, existe um homomorfismo trans-
fer tx : H{(X; R) — H!(X/G;R) satisfazendo as seguintes propriedades:

(i) Se X for um G-CW-complexo de dimensdo k (ndo necessariamente finito), entdo Tx :
HK(X; R)— H*(X/G; R) é sobrejetor.

(ii) Sejam Y nas mesmas hipéteses do teorema, h : X — Y uma aplicacdo G -equivariante,
eh:X/G — Y/G ainduzida da aplicagdo h entre os espacos de orbitas. Entdo, Tx o h* =
}_l* oOTy.

Demonstragdo: Definimos inicialmente 7 x em nivel de cocadeias. Seja u € C(X; R) uma
i-cadeia singular, isto é, u é um R-homomorfismo do R-mdédulo de i-cadeias singulares
Ci(X;R) em R. Consideremos o i-simplexo padrado o; e fixemos um ponto base z € o;.
Seja ¢ : 0; — X/G um i-simplexo singular e seja

Y p(2) ={ar, az -, a,},

onde r é a ordem do grupo G e 7w : X — X/G € a aplicacdo quociente. Desde que 7 :
X — X/G é um recobrimento a r-folhas, com X localmente conexo por caminhos e oi é
simplesmente conexo, existem tnicos levantamentos

¢l)¢2)~~-y¢r:0'i—>X,
de ¢ tal que ¢;(z)=a;, parai=1,...,r. Definimos

A(@) = p(P1) + ulg2)+ -+ ul@r).

Definida desta forma, temos que a aplicacao u— [ é R linear e leva cociclos em cociclos
e cobordos em cobordos e, deste modo, define um R-homomorfismo Ty : H{(X;R) —
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H(X/G;R) (o qual depende do ponto base z de ¢;). A condicdo (ii) segue do fato de que
]jl Oy =Ty © h.

Agora, suponhamos que X seja um G-CW-complexo de dimensao k. Consideremos
Ci(,R)=Hom(C;(,R),R), onde C;(,R) é o R-m6dulo livre gerado pelas j-células aber-
tas. Como X é um G-CW-complexo, temos que € induzido sobre X/G uma estrutura de
CW-Complexo. Assim, em particular se {e,} sdo as k-células de X/G, entdo para cada «
existem exatamente r k-células e é, eé, el de X mapeadas por 7 sobre e,. Neste caso,
0 homomorfismo transfer 7x : H'(X; R) — H'(X/G; R) é o homomorfismo induzido pela
aplicacdo de cadeias Tx : C¥(X, R) — Ck(X; R) dada por

Tx(u)(ed) = ple,)+u(e)+, ...+ ulel).

Agora, dado um k-cociclo n € C.k(X/G; R), definimos uma k-cocadeia n’ € C¥(X; R) por
n’(eé) =nleq), sej=1e n’(e{x) =0, se j # 1, para todo a. Deste modo, temos que
Tx(n’) =n e como X tem dimensdo k, segue que Ck*1(X; R) = 0 e, portanto, qualquer
k-cocadeia de X é um k-cociclo. Entdo n’ representa uma classe em H¥(X;R) tal que
Tx(I'D=[n]. u

Se no Teorema 4.1.1, o G-espaco X for uma variedade compacta,conexa e sem bordo
e R = Zy, temos que o0 homomorfismo transfer 7x é um isomorfismo, como mostra a
seguinte

PROPOSIGAO 4.1.2. Suponhamos que G seja um grupo finito agindo livremente sobre uma
variedade M compacta, conexa e sem bordo de dimensdo m. Entdo, o homomorfismo
transfer Tx : H"(M;Z,) — H™(M/G;Z,) é um isomorfismo.

Demonstragdo: Temos que M e M /G admitem uma estrutura de C W-complexo finito,
desde que ambas sdo variedades compactas sem bordo (vide [36, Capitulo 20, pg.149]).
Além disso, sendo também conexas, segue que

H™(M;Z2) = H™(M/G;Z) = 7.
Assim, desde que pelo Teorema 4.1.1, o homomorfismo transfer
Tx : H"™(M;Z)— H"™(M/G; Z)

é sobrejetor, concluimos que 7x € um isomorfismo. [ |

4.2 Sequéncias Espectrais

Nesta secdo, daremos uma breve descricdo dos resultados sobre sequéncias espectrais
que usaremos mais adiante.

DEFINIGAO 4.2.1. Um médulo diferencial bigraduado sobre um anel R, é uma colecdo de
R-médulos {EP9}, para todo par de inteiros p e ¢g, junto com uma aplicacdo R-linear
d : E** — E**, o diferencial, de bigrau (—r,r — 1) ou (r,—r + 1), para algum inteiro r,
satisfazendo d o d =0.
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DEFINIGAO 4.2.2. O médulo de homologia H(E) é o m6dulo bigraduado

ker(d : Ep,q — Ep,wﬂ,l)
Hn.q(E*,*' d)= - d-: (4.2)
im(d : Eerr’q_rJrl — Ep,q).
DEFINIGAO 4.2.3. O médulo de cohomologia H(E) é o m6dulo bigraduado
ker(d : EP9 — EP+14-T+1
HPA(E™*, d)= ( ) 4.3)

im(d : EP—ra+r-1 — EpaA),

DEFINIGAO 4.2.4. Uma sequéncia espectral do tipo homolégica é uma cole¢do de R-mé6-
dulos diferenciais bigraduados { E] _,d"}, parar =1,2,...; onde os diferenciais tém bigrau
(—=r,r—1)e E*! éisomorfo a Hy4(E],,d").

DEFINIGAO 4.2.5. Uma sequéncia espectral do tipo cohomolégica é uma cole¢do de R-

modulos diferenciais bigraduados {Ey*,d,}, para r = 1,2,...; onde os diferenciais tém
bigrau (r,—r+1) e E? é isomorfo a HP4(E;™,d ).
OBSERVACAO 4.2.6. Embora a sequéncia espectral esteja indexada para r = 1,2,..., essa

indexacdo pode comecar em qualquer inteiro e, para as nossas aplicagdes, a sequéncia
comecaem r=2.

Até o final desta secao, estaremos considerando sequéncias espectrais do tipo coho-
molégicas. As defini¢des e propriedades apresentadas a seguir, também podem ser obti-
das no caso de uma sequéncia espectral homoldgica e uma exposicdo detalhada nesse
sentido pode ser encontrada em [37, 49].

Para definir o termo limite de uma sequéncia espectral cohomolégica, para todo k > r,
denotemos por

, . TP +r,g—r+1
zZPa ker(d,: EP9 — EPTH47TT)
BPM = im(d,: EP~"1t 1 — EPA),

A condicdo d,od, =0, implica que B, C Z, C E,, e segue da definicdo 4.2.3 que E;+; =
Z,/By. Sejam

Z(Er+1)p'q == ker(dr+1 N Ep'q — Ep+r+1'q_r)

r+1 r+1
o — . pp-r=Lag+r p.q
B(Er+1)pq =im(d ;1 -Er+1 _’Er+1)-

Segue de [29, Teorema 1.10, pg.173], que existem submdédulos bigraduados Z;1; € B4
de Z,, contendo B, tais que Z(E,11)P1 22" /B e B(E,41)P7 = B /B, para todo
p,q. Assim, B,y C Zr41 € temos que

B, C¢ Byy1CZy1CZ CE,.

Além disso, E;i2 = Z(Er+1)/ B(Er+1) = Zr41/Br4+1. Continuando esse processo por in-
ducdo, obtemos uma sequéncia de submédulos, paratodo n > r,

B,cB,C---CBy,C---CZ,C--CLr41 CZ CEy,

com a propriedade que E;+1 =2,/ B;,.
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DEFINIGAO 4.2.7. Definimos os médulos bigraduados
Zm:ﬂZn e BOO:UB,,.
n n

O moédulo bigraduado Ex = Z/ Bx € chamado o limite da sequéncia espectral E.

DEFINICAO 4.2.8. Uma sequéncia espectral cohomolégica {E;*, d,} colapsa no N-ésimo
termo se o diferencial d, =0, para todo r > N.

OBSERVAGAO 4.2.9. Uma consequéncia imediata do fato de uma sequéncia espectral co-

P K 2 e 4 o riolioNN S VA Va pE
homoldégica {E;", d,} colapsar no N-ésimo termo, é que Eyy S Ey. | =---Z EX*.

DEFINIGAO 4.2.10. Uma filtracdo decrescente F sobre um R-mddulo A, é uma familia de
submoédulos {FP(A)}, com p € Z, tal que

... FPYY(A)c FP(A)c FP7Y(A)c---C A.

DEFINICAO 4.2.11. Dada uma filtracdo decrescente F sobre um R-mdédulo A, o médulo
graduado associado Ej(A) é dado por

EJ(A)=FP(A)/FPTY(A).

OBSERVAGAO 4.2.12. Se H* é um R-mo6dulo graduado e se F é uma filtracao sobre H*, en-
tdo FP(H")= FP(H*)NH" C FP~1(H*)NH" = FP~1(H") e 0 m6dulo bigraduado associado
Ey* é dado por

Ey(H*, F)= FP(HP* 1)/ FP+(HP*9).

DEFINIGAO 4.2.13. Uma sequéncia espectral { E;”*, d,} converge para um R-moédulo gradu-
ado H*, se existe uma filtracdo F sobre H* tal que

EPI= EDY(HY F),
onde E%* é o termo limite da sequéncia espectral.

DEFINIGAO 4.2.14. Uma sequéncia espectral { E;”", d,} é uma sequéncia espectral do primei-
ro quadrante, se existe r tal que Ef”q =0,parap <0oug<0.

Agora, recordemos os seguintes teoremas de Leray-Serre para fibragdes (para demons-
tracao vide [37, Teoremas 5.2 e 6.7]).

TEOREMA 4.2.15. (A Sequéncia Espectral Cohomolégica de Leray-Serre) Seja R um anel

. . . ~ p s ;
comutativo com identidade. Dada uma fibragdo F—E — B, onde B é conexo por camin-
hos, existe uma sequéncia espectral do primeiro quadrante {Ey*,d .}, com

E}'T = HP(B; {HI(F; R)}),

a cohomologia de B com coeficientes locais na cohomologia de F, a fibra de p, e con-
vergindo para H*(E; R). Além disso, essa sequéncia é natural com relacdo a aplicagoes
entre fibragoes que preservem fibras.

Para mais detalhes sobre sistemas de coeficientes locais vide [37].
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4.3 Integracdao ao Longo da Fibra

Uma ferramenta importante na constru¢ao do homomorfismo transfer de grau dimG! é
o homomorfismo integracao ao longo da fibra, definido no trabalho de Gottlieb [23].

Assumiremos nesta secdo, que X é um G-espacgo paracompacto com G-agdo livre, onde
G é um grupo de Lie compacto e conexo. Entao, do teorema 2.3.5, (X, 7, X/G, G,G) é um
G-fibrado principal. Desde que G é um grupo de Lie compacto, entdo G pode ser visto
como um subgrupo fechado do grupo ortogonal O(n), para algum 7 [8, Teo. 5.1, pag. 23]
e, portanto, G é orientavel. Assim, segue da dualidade de Poincaré para o grupo G (vide
[49, Capitulo 6, Teorema 18, Pg. 297]) que

HY™G(G;R)2 Hy(G;R)=R e H'(G;R)=0, paratodo i >dimG.

Segue do Teorema 4.2.15, que existe uma sequéncia espectral de Leray-Serre associada
ao G-fibrado principal 7 : X — X/G que se comporta da seguinte forma:

Ea-dimG—rdimG+r-1 d; p9-dimG,dimG
r r

ézeroparar>1le
EI-dimGdimG _4r | pg—dim G+rdimG-r+1
r r

é zero para r > dim G + 1. Portanto

q—dimG,dimG q—dimG,dimG q—dimG,dimG _ g—dimG,dimG
E, > Ey 2D Egim g2 =Eg

Também Eg_i’i = H9~{(B; H(G; R)) =0, para i > dim G entdo Ef,’o_i'i também é zero, para
i >dimG. Portanto, a filtracdo padrao

HQ(X; R): F_LQ'H B Fivq_i e

reduz-se

assim
. —dimG,dimG —dimG,dimG
Hq (X, R)/Fq m 1m g Ego 1m m

DEFINIGAO 4.3.1. Seja X um G-espaco paracompacto, com G conexo. O homomorfismo
integracao ao longo da fibra

@ : HY(X;R) - H19mG(x/G; R)
é definido como sendo a seguinte composicao:

@ : HI(X; R)—» B AmGAimG ,_, pg=dimGAimG & pa-dimGx/G; )

ldim denota dimenséo topoldgica.
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PROPOSIGAO 4.3.2. Sejam X e Y, G-espagos paracompactos, com G conexo. Sef : X —» Y
for uma aplicagdo G -equivariante, entéo o seguinte diagrama é comutativo

HI(Y;R) —~ HI(X: R)

of Lk

H4(Y/G;R) —— H9(X/G;R)

Demonstragdo: Segue do fato de que a sequéncia espectral dada pelo Teorema 4.2.15 é
natural com relagdo a aplicacdes entre fibracdes que preservam fibras. |

No caso em que X = M é uma variedade compacta, conexa e sem bordo de dimensao m
e o anel R é o corpo Z,, temos a seguinte importante

PROPOSIGAO 4.3.3. Suponhamos que G seja um grupo de Lie compacto e conexo de dimen-
sao finita k, que age livremente sobre uma variedade M compacta, conexa e sem bordo de
dimensdo m. Entdo, a integracéo ao longo da fibra @ : H"(M;Z,) — H™~4mG(M/G; Z,)
é um isomorfismo.

Demonstragdo: Segue do Teorema 4.2.15 que existe uma seqiiéncia espectral do primeiro
quadrante {E;*,d}, com B
E,’ 2 H'(M/G; H(G; Z2)),

convergindo para Hi*J(M;Z,). Temos que os médulos E;’ sdonulos parai+j=m,

exceto Eé"_k’k. De fato, se j < k entdo m —j > m — k =dim M/G. Assim,

Ezm_j'j >~ H™I(M/G; H (G;Z,)) 2 0.

Se j > k = dimG, temos que E;n_j’j = Hm=i(M/G; HI(G;Z)) = 0. Além disso, os difer-

m—k,k m—k,k
EZ EZ

enciais com dominio e imagem sdo nulos. Assim, usando o fato que
H™(M;Z2)= H" " M(M/G;Z2) = HY(G; Z2) 2 Z»,

temos que o homomorfismo integracdo ao longo da fibra:

@ 1 Zp X H™(M; L) X EM 0k o B 0K & =k (0 HE (G 2,)) 2 H™ (M 2) 2 2o,

é um isomorfismo. [ |

4.4 Relacao entre o Grau e o G-indice de Fadell e Husseini

Nesta secdo, assumiremos o fato de que, se X é uma variedade, entdo o R-médulo de co-
homologia de Alexander é isomorfo ao R-médulo de cohomologia singular [49, Corolério
6.9.7, pag. 341] e, portanto, pela Proposicdo 1.3.24

HY(X;R)= HY(X;R)
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onde H9 denota o R-médulo de cohomologia singular. Dessa forma, os resultados prova-
dos anteriormente usando a cohomologia de Cech, serdo considerados naturalmente na
cohomologia singular.

As principais referéncias nesta secao, sao os artigos de Hara [24] e Jaworowski [32]. Usan-
do as definicoes das secdes anteriores vamos construir um novo homomorfismo que serd
de suma importancia nas demonstragdes dos teoremas principais deste capitulo.

Sejam X um G-espago paracompacto, com G-ac¢do livre e Gy a componente conexa de
G contendo a identidade e. Sabemos do Coroldrio 2.1.8 que o grupo quociente G/Gg é
finito e, além disso, age livremente sobre X/G, da seguinte forma

(gGo, Gox) — Go(gx)

Desde que G/Gyp é um grupo finito, entdo dim(G/Gp) = 0 implicando que dim G = dim Gy
e dim(X/Gy) = dim(X/G). Por outro lado, a G-acéo livre de X, induz uma Gy-acéao livre
sobre X mediante a restricao. Entdo, temos o Gy-fibrado principal (X, 7, X/Gy, Go, Go)
com X /Gy paracompacto (Teorema 2.3.5). Logo, da Defini¢do 4.3.1 para o Gy-espago
paracompacto temos

@ : H'(X;R)— H™9™C(X/Gy; R)

Pela Teorema 4.1.1, para o G/Gy-espaco paracompacto X/Gy temos

X/Go

:Hi—dimG X G ,R Hi—dimG
T (X/Go; R) — G/G,

) gHi—dimG(X/G;R)

X/Gy
G/G,

Este altimo isomorfismo deve-se ao fato que é homeomorfo a X/G.

DEFINIGAO 4.4.1. Seja X um G-espaco paracompacto com G-acao livre. Definimos o ho-
momorfismo transfer, denotado por p!, dado pela composicao

HI(X; R) = HI~9mC (X /Go; R) — HI~4™C(X/G; R) (4.4)

PROPOSIGAO 4.4.2. Seja f : X — Y uma aplicagdo equivariante entre G -espagos paracom-
pactos, com G -agoes livres. Entdo, temos o seguinte diagrama comutativo

HI(Y;R) ———~ HI(X;R)

\L(PY)! (PX)!\L
Hq—dimG(y/G;R) L> Hq—dimG(x/G;R)

onde f : X/G — Y/G é a aplicagdo induzida por f entre os espagos de érbitas.

Demonstragdo: Para isso consideremos o seguinte diagrama

H9(Y;R) _wr Ha-dmG(y /Gy;: R) fry Ha-dimG(Y/G; R)

/| i I

Hq(X;R) ﬂ> Hq—dimG(x/GO;R) L Hq—dimG(x/G;R)
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onde f; é a aplicacdo induzida nos espacos 6rbitas em relacio ao grupo Go. Do Teorema
4.1.1 e da Proposicao 4.3.2 temos que os quadrados sdo comutativos, o que implica que

f*O(PY)!Zf*OTYOfD'Y=TX°]E3013Y=TX°®'X°f*=(PX)!°f*

|
A seguinte proposicao € essencial na demonstracdo do teorema principal desta secao.

PROPOSIGAO 4.4.3. Suponhamos que G seja um grupo de Lie compacto de dimensdo finita
que age livremente sobre uma variedade M compacta, conexa e sem bordo de dimensdo
m. Entdo, o homomorfismo transfer

pr: H™(M; Zy) — H™ ™6 (M/G; Z,)
é um isomorfismo.

Demonstragdo: Temos a decomposicao

HI(M; Zz) = HI~ U™ (M [ Go; ) — HI~4mC (—Ag// g";zz) = HI"MG(M/G; ).

0
Desde que Gy é um grupo de compacto Lie, conexo e de dimensao finita que age livre-
mente sobre M, entdo pela Proposicdo 4.3.3 temos que @ é um isomorfismo. Por outro
lado, desde que G /Gy é um grupo finito que age livremente sobre a variedade compacta,
conexa e sem bordo M /Gy de dimensao m —dim Gy, entdo pela Proposi¢do 4.1.2, T é um
isomorfismo, e portanto, py =7 o @ é um isomorfismo. |

Enunciaremos agora, o teorema principal deste capitulo, o qual serd o desfecho do nosso
trabalho, relacionando a Teoria de G-indice de Fadell e Husseini com a Teoria de Grau
de aplicacoes G-equivariantes.

TEOREMA 4.4.4. Sejam G um grupo compacto de Lie e M, N G-variedades compactas,
conexas e sem bordo de dimensdo finita n, que admitem uma G -agdo livre. Entdo,

(1) Se Ind® (N, Zy) = Ind® o(M;Zy) # H"-4mG(BG;Z,), entdo para toda apli-

n—dim n—dim
cagdo G -equivariante f : M — N, temos que

[FH"(N;Z2) — H"(M; Z>)
é um isomorfismo. Além disso, se M e N sdo orientdveis, entdo para toda aplicacéio G -
equivariante f : M — N, o grau de f é impar.

2) Se Ind® (N,Z) # Ind® (M;Z,) = H"~4mG(BG;Z,), entdo para toda apli-

n—dimG n—dimG
cacdo G -equivariante f : M — N, temos que

f*:H"(N;Zy)— H"(M;Z)

é o homorfismo trivial. Além disso, se M e N sdo orientdveis, entdo para toda aplicagdo
G-equivariante f : M — N, o grau de f é par.
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Demonstragdo: (1) Sejam qp : M/G — BG e gy : N/G — BG as aplicagdes classificantes
para M e N, respectivamente. Por hip6tese, usando o Teorema 3.2.9 temos que

kerq;, =kerql, # H" MG (BG;Z,),
ou seja, gy, e gy, sdo ndo nulos. Agora, considerando o diagrama comutativo

f*

H"(N;Z5) H"(M;Z,) (4.5)
(PN)!l i(pzw)!
HI=4mG(N/G; 7,) : =G (N /G; 7,)
ax ay

H”_dimG(BG; Zz)

Como f*q} = q}, (Teorema 2.3.13) e g}, # 0, entdo f* # 0. Pela Proposi¢do 4.4.3, temos
que (pup) e (pn) sdo isomorfismos e, assim, usando o quadrado comutativo temos que
f*#0. Com efeito, como f*# 0, existe

0+# i € H" MO (N/G;Z,)
tal que f*ii # 0. Logo, pela sobrejetividade de (py), existe
0+ u e H"(N;Zs)
tal que (pn)i(u) = @t. Assim, segue que
0# f(pah(u) = (pm)f(w)
e, da injetividade de (pas), concluimos que f*(u)# 0. Agora, como
H"(N;Zz)= H"(M;Zs) = Za,
pois M e N sdo compactas, conexas e sem bordo de dimensdo n e
ffH"(N;Zy)— H"(M;Z,)

é nao trivial, concluimos que f* é um isomorfismo. Suponhamos agora que M e N sejam
orientdveis e, que o grau de f seja igual a 2k, com k inteiro. Levando a médulo 2, temos
que f*: H"(N,Z,) — H"(M,Z,) é nula, contradizendo o resultado anterior. Portanto, o
grau de f é impar.
(2) Por hip6tese, usando o Teorema 3.2.9 temos que

kerqy #kergl, = H"9MG(BG;Z,),
ou seja, gy, = 0 e gy, € nao nulo. Com isto, podemos provar que f* é nao injetiva. Com
efeito, como gy é ndo nulo, seja x € H*~4MG(BG;Z,) tal que gx(x) # 0. Logo, usando o
diagrama 4.5 temos que

ker(f*qr) =kerq;, = H" 9™C(BG;Z,)
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ou seja, f*q é nula e, portanto, f*g;(x)=0. Além disso,
H"™MC(M /G Zp) = H' "™ (N/G; Z2) = Ze

pois M/G e N/G sao variedades compactas, conexas e sem bordo de dimensao
n—dimG. Como
f* . Hn_dlmG(N/G;Zz)—)Hn_dlmG(M/G;Zg)

é ndo injetiva, concluimos que f é trivial. Agora, usando os isomorfismos (pas) € (Pn);
temos que

(pa(f*(w) = f((pn)(u)=0

o que implica f*(u) =0, para todo u € H*(N,Z,). Portanto, f*: H"(N;Z,) — H"(M;Z>)
é o homomorfismo trivial. Suponhamos agora que M e N sejam orientdveis e, que o grau
de f sejaigual a2k +1, com k inteiro. Levando a médulo 2, temos que

f* H"(N,Zy)— H"(M,Z,)

é ndo trivial, o que é uma contradicdo. Portanto, o grau de f € par. |
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Fatos Algébricos e Topolagicos

Este apéndice introduz as nocoes bésicas e notacdes que serdo usadas em todo este tra-
balho. Introduziremos a linguagem de categorias e funtores, espacos paracompactos e
join de espacos topolégicos. Uma discussao mais completa destes resultados, incluindo
provas e aplicacoes, pode ser encontrada nas seguintes referéncias [14], [17], [25], [42],[43],
[53].

A.1 Pares de espacos e aplicacoes de pares

DEFINIGAO A.1.1. Um par de espacos (X, A) consiste de um espaco topolégico X e um
subespaco A C X.

DEFINIGAO A.1.2. Dados pares de espacos (X,A) e (Y,B), uma aplicacdo de pares
f:(X,A)— (Y, B) é uma funcéo continua f : X — Y tal que f(A) C B.

DEFINIGAO A.1.3. Duas aplicacdes de pares fy, f1: (X,A) — (Y, B) sdo homot6picas como
aplicacoes de pares, se existe uma aplicacdo de pares

F:(XxI,AxI)—(Y,B)

tal que F(x,0)= fo(x) e F(x,1)= fi(x), paratodo x € X.

A.2 Categorias e Funtores

DEFINIGAO A.2.1. Uma Categoria C consiste de:
(1) Uma classe de objetos X.

(2) Para cada par ordenado (X, Y) de objetos de ¢, um conjunto Hom(X, Y) de morfismos
f.Se f eHom(X,Y), escrevemos f: X — Y.

(3) Uma func¢do, chamada composicdao de morfismos,

:Hom(X,Y) x Hom(Y,Z) — Hom(X, Z)



84 Fatos Algébricos e Topolégicos

a qual esta definida para toda tripla (X, Y, Z) de objetos de C. Dados quaisquer dois mor-
fismos f: X —Yeg:Y— 7 aimagem do par (f, g) pela operacdo de composicdo sera
denotada por go f: X — Z e os seguintes axiomas devem ser satisfeitos:

Axioma 1.(Associatividade) Dados morfismos f: W — X, g: X —>Ye h:Y — Z, entao:
ho(gof)=(hog)of.

Axioma 2.(Existéncia de identidades) Para cada objeto X, existe um elemento Idx : X —
X tal que

Idxof=fegoldx=g

para todo morfismo f € Hom(W,X) e para todo morfismo g € Hom(X,Y), onde W e Y sdo
arbitrdrios.

OBSERVAGAO A.2.2. O morfismo identidade Idx € Hom(X, X) é tinico (vide [43, pg. 155]).

Nos exemplos a seguir, listamos as categorias bdsicas que estaremos considerando neste
trabalho, a partir das quais serdo definidas novas categorias.

EXEMPLO A.2.3. A categoria dos espacos topoldgicos (as vezes chamados apenas de es-
pacos) e das funcdes continuas serd denotada por Top.

EXEMPLO A.2.4. Pares de espacos e suas aplicacdes de pares constituem uma categoria,
a qual serda denotada por Top?. Note que podemos associar a cada espago topologico
X, o par (X,0) e a cada funcdo continua f : X — Y a correspondente aplicacdo de pares

f:(X,0)—(Y,0).

DEFINIGAO A.2.5. Dados morfismos f € Hom(X,Y) e g, g8’ € Hom(Y,X), se go f =1Idx, g
é chamado um morfismo inverso a esquerda para f e se fo g’ =Idy, g’ é chamado um
morfismo inverso a direita para f.

OBSERVAGAO A.2.6. Observemos que se f possui morfismo inverso a esquerda g e inverso
adireita g’, entdo g = g’ (vide [43, pg.156]). Nesse caso, g é chamado morfismo inverso
para f. Além disso, mostra-se que g € Ginico.

DEFINIGAO A.2.7. Se f possui morfismo inverso, entdo f é chamado uma equivaléncia na
categoria em questao.

OBSERVAGCAO A.2.8. Uma equivaléncia na categoria Top é chamada um homeomorfismo.

DEFINIGAO A.2.9. Um funtor covariante § de uma categoria C em uma categoria D é uma
funcdo, a qual serd denotada por § : C — D, que associa a cada objeto X de C, um objeto
$(X) em D e, a cada morfismo f : X — Y de C, um morfismo §(f) : F(X) — §(Y) de D,
satisfazendo as seguintes condig¢oes:

(i) $(Idx)=Id3x), para todo objeto X de C.
(i) §(go f)=35(g)o3(f), para todo morfismo XL Y& Zemc.

Ou seja, um funtor covariante deve preservar composicoes e identidades.
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OBSERVAGAO A.2.10. Seja § : C — D um funtor covariante. Observemos que se
f : X — Y for uma equivaléncia na categoria C, entdo existe um tnico morfismo g :
Y—Xtalquegof=1Idxe fog=1Idy.Assim, segue da Definicdo A.2.9 que F(g)oF(f) =
S(gof)=38Udx)=Idgx)eS(f)o5(g)=3(fcg)=3Udy)=Idyy) e, portanto, §(f) serd
uma equivaléncia na categoria D.

DEFINIGAO A.2.11. Um funtor contravariante § de uma categoria C em uma categoria D
é uma funcao, a qual serd denotada por § : C — D, que associa a cada objeto X de C, um
objeto §(X) em D e, a cada morfismo f: X — Y de C, um morfismo §(f): §(Y) — F(X) de
D, satisfazendo as seguintes condic¢des:

(i) §(Idx)=1dzx), paratodo objeto X de C.

(i) §(g o f)=F(f)oF(g), para todo morfismo XL vEZemc.

OBSERVAGAO A.2.12. Exemplos importantes de funtores contravariantes que estaremos
considerando neste trabalho serdo apresentados no Apéndice B (Cohomologia Simpli-
cial e Cohomologia de Cech) e no Capitulo 2 (Cohomologia G -equivariante de Borel).

A.3 A Categoria dos Pares Paracompactos: Topi c

Os resultados apresentados nesta secdo podem ser encontrados em [17].

DEFINIGAO A.3.1. Seja % = {U, : a €} uma cobertura de um espaco topolégico X. Um
refinamento de % € uma cobertura ¥ = {Vj : # € B} de X tal que para cada 8 € ‘B, existe
a €2 com Vg C U,. Se V for um refinamento de uma cobertura % de X, dizemos que ¥
refina % .

OBSERVAGAO A.3.2. Se os elementos de ¥ sdo subconjuntos abertos de X, dizemos que ¥
é um refinamento aberto de % . Se os elementos de ¥ sdo subconjuntos fechados de X,
dizemos que ¥ é um refinamento fechado de % .

DEFINIGAO A.3.3. Uma cobertura % = {U, : ¢ €2(} de um espaco topolégico X é chamada
localmente finita se para cada x € X, existe um subconjunto aberto V(x) C X com x €
V(x) tal que U, N V(x) # B, apenas para um namero finito de indices a € 2, ou seja, o
conjunto

fae : U,NV(x)#0}

é finito.

OBSERVAGAO A.3.4. Se % = {U, : a €} for uma cobertura localmente finita de um espago
topolégico X, entao

Jve=UT

ac ac

(Vide [42, Lema 39.1]).

DEFINIGAO A.3.5. Um espaco de Hausdorff X é paracompacto se toda cobertura aberta
de X possui um refinamento aberto localmente finito.
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OBSERVAGAO A.3.6. Como parte da defini¢do do termo paracompacto, seguindo a con-
vencdo de Bourbaki, estamos incluindo a hip6tese de que o espaco deve satisfazer a
condicao de Hausdorff.

PROPOSIGAO A.3.7. Todo espago compacto Hausdorff é paracompacto.

Demonstragdo: Seja X um espaco compacto Hausdorff. Dada uma cobertura aberta
U = {Uy a € A} de X, desde que X é compacto, existe uma subcobertura finita ¥ =
{Uq,,Ugy, -+, Uqg, } de %, a qual refina /. Além disso, dado x € X, para todo aberto V(x)
de X contendo x, temos que

n
V(x)c U Uy, =X,
i=1

ou seja, V(x) intercepta apenas uma quantidade finita de abertos de ¥ e, portanto, X é
paracompacto.

OBSERVAGAO A.3.8. Se X for um espaco regular entdo X é paracompacto se, e somente
se toda cobertura aberta de X possui um refinamento fechado localmente finito. Esse
resultado foi provado por Ernest Michael em [38, Pg.831, Lema 1] (Vide também [17,
Pg.163, Teorema 2.3]).

PROPOSIGAO A.3.9. Todo subespaco fechado de um espago paracompacto é paracompacto.

Demonstragdo: Sejam Y um subespaco fechado de um espacgo paracompacto X e ¥ =
{V,, @ €21} uma cobertura aberta de Y por subconjuntos abertos em Y. Paracada V, € ¥,
escolhamos um aberto U, de X tal que U, NY = V. Entdo, a cole¢do

U ={Uy: UyNY =V, € V}U{X— Y}

é uma cobertura aberta de X e, desde que X é paracompacto, existe um refinamento
aberto localmente finito % = {Ws, B € B} de % . Mostremos que a cole¢do

Wy={WgNY: Wz eV}
€ um refinamento aberto localmente finito de . Com efeito, dado Ws € #, desde que
W refina %, existe um aberto U, € % tal que Wz C Uy, logo WgNY C U,NY =V, 0 que
mostra que #Yy refina ¥. Além disso, dado y € Y C X, desde que # é localmente finito,

existe um aberto V(y) em X tal que o conjunto {# € B : W N V(y) # 0} é finito. Assim,
V(y)NY é um aberto de Y contendo y tal que o conjunto

{BeB:(WpnY)N(V(y)NY)#0}
é finito e, portanto, Y é paracompacto. ]

PROPOSIGAO A.3.10. Todo espaco paracompacto é normal.
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Demonstragdo: Seja X um espacgo paracompacto e mostremos primeiramente que X é
regular. Dados a € X e F um fechado de X tal que a ¢ F, desde que X é Hausdorff !, para
cada x € F, podemos escolher um aberto U(x) que contém x tal que a ¢ U(x). A colecdo

U ={U(x): x€ F}U{X— F}

é uma cobertura aberta de X e, sendo X paracompacto, existe um refinamento aberto
localmente finito ¥ de % . Consideremos a seguinte subcolecdo

W={WeV¥V;,WNF#£0}CV.

Entao, ¥ é uma cobertura aberta de F e, além disso, se W € %/, entado a ¢ W. Desde que
W N F#0, existe U(x) € % tal que W C U(x), com a ¢ U(x). Seja

v={Jw

wew

Temos que V é um aberto de X contendo F e, desde que # é uma cobertura aberta
localmente finita (pois ¥ o é) segue de A.3.4 que

v=J W
wew
Assim, a ¢ V. Portanto, Ve X —V sdo abertos disjuntos contendo F e a, respectivamente,
o que implica que X é regular.

Para concluirmos que X é normal, sejam F e F> dois fechados disjuntos de X. Usan-
do a regularidade? de X, para cada x € F; podemos escolher um aberto U(x) de X con-
tendo x tal que U(x)NE = 0. Usando os mesmos argumentos anteriores, é possivel exibir
um aberto V de X contendo F, tal que VNE =0. Dessa forma, V e X — V sdo abertos
disjuntos contendo F e E, respectivamente, o que implica que X é normal. |

OBSERVAGAO A.3.11. Usando-se a Proposicdo A.3.10 e o Teorema de E.Michael [17, Pg.163,
Teorema 2.3(2)], prova-se o resultado a seguir.

PROPOSIGAO A.3.12. [17, Pg.165, Teorema 2.6] Sejam X um espago paracompacto e
[ : X — Y uma aplicagdo continua, fechada e sobrejetora. Entdo, Y é paracompacto.

PROPOSIGAO A.3.13. O produto de um espago paracompacto com um espago compacto
Hausdorff é paracompacto.

Demonstragdo: Sejam X um espaco paracompacto e Y um espaco compacto Hausdorff.
Dada uma cobertura aberta % de X x Y, para cada x € X fixado, desde que {x} x Y é
compacto, existe uma subcolecio finita {U,jf1 yeee Ugfﬂ } de % que cobre {x}x Y. Podemos

1X é Hausdorff se, e somente se, dado p € X, para cada ponto g # p em X, existe um aberto U(p) C X tal
que g ¢ U(p) (Vide [17, Pg.138, Teorema 1.2]).

2X é regular se, e somente se, dados um ponto x € X e um fechado F c X que nao contém x, existe um
aberto V C X contendo x tal que VN F =0 Vide [17, Pg.141, Teorema 2.2].
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escolher um aberto V(x) C X contendo x tal que V(x)x Y C U?:Xl Uy, 3. Consideremos a
cobertura aberta

Ux =1V(x): x e X}

de X. Como X é paracompacto, existe um refinamento aberto localmente finito ¥x de
%y e assim, para cada V € ¥, V C V(x) para algum x € X. Mostremos que a cobertura
aberta

W =4V x Y)ﬂU;‘i; i=1,...,n. VE¥x}

de X x Y é um refinamento aberto localmente finito de % . Com efeito, temos que (V x
Y)n Uo)f,» C Ugi, com Ugi € % . Além disso, dado (x,y) € Xx Y, como ¥x é localmente finito,
existe um aberto U de X contendo x tal que UN V # ), apenas para um ntmero finito
de elementos V € ¥%. Entdo, considerando o aberto U x Y de X x Y contendo (x,y),
temos que (Ux Y)N[(VxY)n Ugi] # 0, apenas para um numero finito de elementos
(VxY)N U, €/ e, portanto, X x Y € paracompacto. ]

DEFINIGAO A.3.14. Um par de espacos (X, A) é chamado par paracompacto, se X for para-
compacto e se A for um subespaco fechado de X (Vide [4, Pg.7]).

OBSERVAGCAO A.3.15. A categoria dos pares paracompactos (X, A) e das aplicacoes de pares
de espacos paracompactos f :(X,A) — (Y, B) serd denotada por Topfw.

DEFINIGAO A.3.16. Um espaco topolégico X é chamado o-compacto se ele pode ser es-
crito como uma reunido enumeravel de subconjuntos compactos (Vide[38, Pg.833]).

OBSERVAGAO A.3.17. Ernest Michael mostrou em [38, Proposicdo 4, Pg.837] que o produto
cartesiano de um espaco paracompacto com um espacgo regular o-compacto é para-
compacto.

A.4 Join de Espacos Topolégicos
Para qualquer espago topolégico X, o cone CX é o espaco quociente @, onde I =
[0,1] e ~ € a relacdo de equivaléncia definida por (x,1) ~ (x’,1), para todo x,x’ € X ou,

equivalentemente,
XxI

X x {1}

Intuitivamente, o cone CX € obtido a partir de X x I, identificando-se X x {1} em um
tnico ponto e pode ser visto como sendo a unido de todos os segmentos de reta lig-
ando os pontos de X a um ponto que nao pertence a X, chamado vértice. De maneira
andloga, a suspensao SX é o espaco quociente @, onde ~ é a relacao de equivalén-
cia (x,0) ~ (x/,0) e (x,1) ~ (x/,1), para todo x,x’ € X. Intuitivamente, SX é obtido de
X x I identificando-se X x {0} a um vértice e X x {1} a um outro vértice e pode ser visto
como sendo a uniao de todos os segmentos de reta ligando pontos de X a dois vértices
distintos, ambos ndo pertencendo a X. Mais geralmente, temos a seguinte

3Sejam A € X, BC Y e W um aberto em X x Y tal que Ax B C W. Se A e B sd@o compactos, existem
abertosUcCXeVCYtaisque Ax BCUx VW (Vide [42, Pg.171, Exercicio 9])
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DEFINIGAO A.4.1. O join X* Y de dois espacos X e Y é o espaco quociente

XXIXY
X%Y=———

~

onde ~ é arelacdo de equivaléncia definida por

(x,0,y) ~ (x,0,y"), Vy,y' €Y e paracada x € X fixado,
(x,1,y) ~ (x/,1,y), V x,x’ €X e para cada y €Y fixado.

A classe de equivaléncia de um elemento (x,f,y) em X * Y serd denotada por [x,1,y].
Observemos que o espac¢o X torna-se naturalmente um subespaco do join X* Y, onde os
pontos de X sdo pontos finais de segmentos de reta. A inclusdo natural é dada por

1: X —>XxY
x —[x,0,y]. (A.1)

Notemos também que a férmula A.1 para a inclusdo faz sentido e nao depende da es-
colha particular do ponto y € Y. Existe um mergulho similar

J: Y —>XxY
y —lIx Lyl (A.2)

Intuitivamente, X*Y é obtido identificando-se o subespago X x {0} x Y a X e o subespaco
X x {1} x Y é identificado com Y. Esse espaco pode ser visualizado como sendo a unido
de todos os segmentos de reta unindo pontos em X a pontos em Y, onde tais segmentos
ndo possuem pontos em comum, exceto possivelmente em seus extremos, ou seja, todo
ponto [x,y,t] € X*Y estd sobre um tinico segmento de reta unindo o ponto x € X C X*Y
ao ponto y € Y C X*Y; tal segmento é obtido fixando-se os pontos x,y e variando-se a
coordenada ¢.

EXEMPLO A.4.2. Seja X um espaco topolégico arbitrério.

(i) Se Y = {yo}, entdo X * {yp} € 0 cone CX = —)?i’;{}

(ii) Se Y = {y1, 12} for o espaco consistindo de dois pontos distintos, entdo X * Y é a sus-
pensdo SX discutida anteriormente. Observemos que a suspensdo pode ser vista como
a unido de dois cones, com vértices y; e y» respectivamente, identificados ao longo do
“equador"X, ou seja,

(x,0,y1) ~ (x,0,¥,), para cada x € X
(x,1,y1) ~ (', Ly)e(x,1,y)~(x",1,y2), paratodo x,x’ € X.

(iii) S° % S® é homeomorfo a esfera S'. Mais geralmente, S” xS é homeomorfo a esfera
Sntm+l via 0 homeomorfismo (#1121, £222) — (v/T121, 4/ T222). Detahes desse fato no caso
n=1em=2n—1podem ser encontrados em [2].

(iv) Se X e Y forem iguais ao intervalo fechado I =[0,1],entdo I x I x I éum cubo e I I
é obtido identificando-se as duas faces opostas desse cubo: X x {0} x Y e X x {1} x Y aos
segmentos de reta X x {0} x {0} e {0} x {1} x Y, respectivamente e, deste modo, [ I é
homeomorfo a um tetraedro.
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LEMA A.4.3. Asincluséest1: X — X*xY ej:Y — XxY definidas em A.1 e A.2 respectiva-
mente, sdo homotdpicas a uma aplicacdo constante.

Demonstragdo: Fixemos um ponto yp € Y. Por definicdo, o mergulho 1 : X — X * Y se
fatora como a composigao

10 X —>Xx{plcXxY

x —[x,0,y0].

Mas, como observado no Exemplo A.4.2 (i), X * {)0} é o cone sobre X e, portanto, con-
tratil. Isso significa que 1 é homotépica a constante, como queriamos demonstrar. De
maneira inteiramente andloga, mostra-se que a inclusao j : Y < X* Y é homotépica a
uma aplicacdo constante.

|
Desde que todo ponto [x,f,y] € X* Y estd sobre um tnico segmento de reta unindo o
ponto x € X C X* Y ao ponto y € Y € X* Y, uma forma conveniente de se escrever um
elemento de X * Y é como uma combinacdo linear formal #;x + oy, com 0<¢; <1le
f + t, = 1, com as seguintes condicoes: 0x+1y =y, Vxe Xelx+0y =x,Vy €Y, as
quais correspondem exatamente as identificacoes (x,1,y) ~(x’,1,y)e(x,0,y) ~(x,0,y’),
respectivamante, na definicdo de X*Y. De maneira analoga, o join de uma colecao finita
de espacos topolégicos {X;, X5, ..., X, } é definido como segue.

DEFINIGAO A.4.4. O join X; *---* X, de n-espacos Xj,..., X, é o espaco das combinacgdes
lineares formais #1x; +---+ tpx, taisque 0 < ¢; < le Z?Zl t; = 1, com a convencao de
que os termos 0¢; podem ser omitidos.

EXEMPLO A.4.5. Um caso especial da definicdo acima é quando cada um dos espacos X;
é apenas um ponto. Assim, temos que:

(i) O join de dois pontos {xp}*{x;} € um segmento de reta.

(ii) O join de trés pontos {xo} *{x1}*{x2} é um 2-simplexo com vértices xo, x1, X2.

(iii) O join de quatro pontos {xo}+{x }+{xo }*{x3} € um 3-simplexo com vértices xg, X1, X2, X3.
(iii) Mais geralmente, se {xg, x1,..., Xt} for uma colecdo de k + 1 pontos distintos, entao,

0 join xo*x1*...xXx} € a envoltéria convexa desses pontos e, portanto, é o k-dimensional
simplexo A¥ com vértices {xo,x1,...,Xr}. Se 0s k + 1 pontos {xg,x1,..., X} sdo tais que

{xi — x0, i = 1,...,k} formam a base canoénica do R¥, entdo o seu join é o k-simplexo
padrao

k
Ak={(t0,...,tk)eRk+1;Zt,-=l e0<t;<1}.
i=0

Mais geralmente, o join* de uma familia arbitraria de espacos topologicos pode ser definido
como segue

4Essa construcio é devida a Milnor [39].
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DEFINIGAO A.4.6. Dada uma familia de espacos topoldgicos {X;}c;, definimos o join X =
¥ ;Xj como sendo o seguinte espaco: os elementos de X sao representados por J-uplas

(tjx]')jej, onde tje [0,1], Xj EX]' e Zt]’ =1,
jel
onde apenas um numero finito dos ;s sdo ndo nulos. Os elementos (;x;) e (u;y;) rep-
resentam o mesmo elemento de X se, e somente se,
(i) paracada j € J, tj = u;,
(ii) para cada j € J, t; #0, implica que x; = y;.

Temos aplicagdes coordenadas

t] X:*]EIX] _)[Orl]

(tixi) — 1 (A.3)

pit 7101 —X;
(tixi) —x;. (A.4)

A topologia de Milnor sobre X = * iesXj é a topologia menos fina que torna continuas
todas as aplicagoes #; e p;, a qual pode ser caracterizada pela seguinte propriedade uni-
versal: uma aplicacdo f: Y - X = *;cyXj € continua se, e somente se, as aplicacoes

tjof:Y—[0,1] e pjof:if! (tj_l(O,l]) S X;
sdo continuas, onde Y é arbitrario.

PROPOSIGAO A.4.7. O join X, *---*x X, de n-espagos topologicos compactos é um espago
compacto.

Demonstragdo: E suficiente provar o caso n = 2 e o resultado seguird por indugio. Da-
dos X3, X» espacos compactos, o produto cartesiano X; x I X X, € um espaco compacto.
Desde que a projecao

XixIxX,

~

pZXIXIXX2—>X1*X2:

é continua e sobrejetora, segue que X; * X, é compacto. |
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