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Abstract

We are concerned with the retarded second order differential equation

E(t) + f(2(t))2(t) + g(z(t —r)) = 0. (E)

Our aim consists in following the flow given by (E) to define a return map A
on a closed convex set of the phase space, in order to study the periodic solutions.
For a small delay r, we use a fixed point theorem due to R. Nussbaum,
Theorem(1.5) below, to accomplish the existence of nonconstant periodic solu-

tions of (E), which correspond to nontrivial fixed points of A.



Resumo

Estamos interessados na equagao diferencial retardada de segunda ordem

(1) + f(2(1))2(t) + g(2(t — 1)) = 0. (E)

Nosso objetivo consiste em, seguindo o fluxo dado por (E), definir uma apli-
cagio de retorno A sobre um conjunto fechado convexo do espago de fase, para
estudar as solugbes periddicas.

Para um retardamento r suficientemente pequeno, usamos um teorema de
R. Nussbaum, veja Teorema(1.5), para obter a existéncia de solugdes periddicas

nao constante de (E), as quais correspondem a pontos fixos ndo triviais de A.
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Introducao

O objetivo deste trabalho € mostrar a existéncia de solugdes periddicas da

equagao diferencial retardada de segunda ordem

E(t) + f(z(t))z(t) + 9(z(t — 7)) =0, (E)

onde z é real,f(0) = —k e f, g estdo sob certas condigGes.

No primeiro Capitulo, apresentamos algumas defini¢ées e fatos basicos que
achamos oportuno relembrar.

No segundo Capitulo, mostramos que a equagao acima tem uma Bifurcagio
- de Hopf para um valor do pardmetro k. Ainda nesse Capitulo para um retarda-
mento r pequeno, alguns resultédos que dependem do parametro k, foram exten-
didos para valores, ndo positivos de k, sendo que em Hale [4] esses resultados sao
obtidos apenas para k positivo.

Finalizando, mostramos que a equagdo (E) possui de fato uma solugao peri-
6dica nao constante, para k percorrendo um intervalo [a,b], onde a < 0 e b > 0.

A equagao (E) pode ser entendida como a equagio de um oscilador, onde o
termo f(z(t))Z(t) pode representar uma dissipagdo de energia (atrito) e a fungdo
g a forca restauradora. O retardamento r indica que essa for¢a ndo responde
imediatamente aos estimulos. Ha um lapso de tempo r entre a agdo e a reagao.
Essa caracteristica da forga restauradora pode parecer estranha, pensando em
modelos oriundos da Fisica Cldssica. Entretanto, em se tratando de aplicagdes a

Biologia, Ecologia, Epidemiologia, etc., essa é uma hipétese bastante realistica.
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Em sistemas dessa natureza ha sempre um tempo de reagdo, um periodo de
incubagao, etc. Por esta razido as EquagGes com Retardamento encontram grande

sucesso em aplicagdes a essas ciéncias.



Capitulo 1

Definicoes e Fatos Basicos

Consideremos r >0 um numero real dado, o espago vetorial n-dimensional
R" sobre os reais com a norma euclidiana | . |, C([a, b}, R") o espago de Banach
das aplicagdes continuas do intervalo [a,b] tomando valores em R"™, munido da
norma do supremo.

Seja [a,b] = [-r,0] e C = C([-r,0],R"), onde a norma de um elemento ¢
€ C é dada por |

|¢l = sup |¢(6)].
~r<6<0

Definigido 1.1 Sejam o € R, A > 0 ez € (([o — r,0 + A|,R"). Para cada
t € [o,0 + A), definimos a fungdo z, € C por
z,(0) = z(t + 6),

onde —r < 0 <0.

Definigao 1.2 Sejam D um subconjunto de R x C, f : D — R™ uma funcdo,

com “. ” representando a derivada @ direita. A equagdo

&= f(t,z:) (1.1)

€ dita uma equagdo diferencial funcional retardada sobre D e serd denotada por

EDFR(f).



Definigio 1.3 Se eziste 0 € R, ¢ A > 0 tal que z € C(lo — r,0 + A),R"),
(t,z:) € D e z (t) satisfaz @ equagdo (1.1) para t € [o,0 + A), diz se que z ¢
solugdo da equagdo (1.1).

Definigao 1.4 Dadoo € R, ¢ € C, dizemos que z(0, ¢, f) € solugio da equagdo

(1.1) com valor inicial ¢ em o se :

1. existe A > 0 tal que z (0,9, f) € solugdo da equagdo (1.1) sobre [o—r,a+A),

2. x,(0,¢,f) = ¢.

A teoria das equagoes diferenciais funcionais retardadas € inspirada na teoria
- das equagdes diferenciais ordinérias, as quais sdo um tipo particular da equagao
(1.1), bastando tomar r = 0.

E importante ressaltar que o Teorema de Existéncia e Unicidade, do pro-
blema de valor inicial e propriedades de extensdo de solugdes sio validos, como
para as equacdes diferenciais ordinarias, com a ressalva de serem estabelecidos &
direita.

Os conceitos acima foram extraidos de Hale [4). No que segue estaremos
também admitindo alguns fatos fundamentais da teoria geral contida em

Hale [4].

Definigao 1.5 Sejam X um espago de Banach, U um subconjunto de X, e z um
ponto de U. Dada uma aplicagio A:U \{z} — X, o ponto z € U € dito um ponto
ejetivo de A se hd uma vizinhanga aberta G C X de z , tal que para cada y €

GN U, y # z, hd um inteiro m = m(y) tal que A™y ¢ GN U.

Exemplos: Seja X = Re U = [0,1]. Se A: U\ {0} = X com Az = /2,
entdo 0 é ponto ejetivo de A.

Se Az = z2, 0 ndo é ponto ejetivo de A.



Definigdo 1.6 Sejam X, Y espagos de Banach e f: AC X = Y. A fungio f ¢
completamente continua se € continua e leva cada limitado de A em um conjunto

relativamente compacto de Y .

Seja K um espago métrico compacto e M um espago métrico . Consideremos
C(K, M) o conjunto das aplicagdes continuas de K em M com a topologia dada

por
d(1,9) = maxd(f(2), (=),

onde f,g € C(K,M).

Definigao 1.7 Um conjunto E C C(K,M) ¢ equicontinuo se para todo € > 0
existe 6 > 0, 6§ = é(¢) tal que se d(z,y) < 6, entdo d(f(z), f(y)) < ¢,Vf € E.

Teorema 1.1 Todas as raizes da equagdo (22 + az)e* + 1 = 0 tém parte real
negativa se,e somente se, a > (sen £)/¢ onde € € a tnica raiz da equagdo ¢ =

cosé, 0 < €< mf2.
Daremos a seguir uma versdo do teorema de Rouché.

Teorema 1.2 (Rouché) Se f(z) e g(z) sdo analiticas sobre o fecho da regido
limitada por uma curva simples C e | g(z) |<| f(2) | para todo z € C, entdo f(z)+

9(z) e f(z) tém os mesmos nimeros de zeros nessa regido. [Conway [2]]
Consideremos uma familia a um parametro de EDFRs da forma
.'E(t) = F(a, xt)’ (12)

onde F(a, ¢) tem primeira e segunda derivadas continuas em a, ¢, para o € R,

¢ € C, e F(a, 0) = 0 para todo a.



Definigéo 1.8 Seja L: R x C — R" dada por
L(a)y = Fy(a, 0)¢,
onde Fy(a, 0) € a derivada de F(a, ¢) com respeito a ¢ em ¢ = 0.

Considere as seguintes hipdteses:

(H1) A EDFR(L(0)) linear tem uma raiz caracteristica imaginaria pura sim-
ples Ao = ivp # 0 e toda raiz caracteristica A; # Ao, o, satisfaz Aj # m)g para
todo inteiro m.

De acordo com [4, Lemma 2.2, sect. 7.2], os autovalores A(a) da EDFR(L(«))
proximos de Ag, sdo simples e dependem diferenciavelmente de & numa vizinhanga
de a = 0.

(H2) R(X')(0) # 0, onde a linha representa a derivada de A em relacio a a.

O Teorema enunciado a seguir é conhecido como Teorema de Bifurcacio de

Hopf .

Teorema 1.3 Suponhamos F(a, ¢) continuamente diferencidvel com respeito a
a, ¢, F(a,0) = 0 para todo a, e as hipdteses (H1) e (H2) satisfeitas. Entio °
eristem constantes ag > 0, ag > 0, g > 0, fungdes continuamente diferencidveis
afa) € R, w(a) € R e z*(a) w(a) - periddica, para | a |< ay, tal que z*(a) € uma
solugdo da equagio (1.2). Além disso, para | a |< ag, | w — (27 /vg) |< b0, as‘-
solugées =* sdo as inicas w - periddicas da equagio (1.2) com | z, |< & , ezceto

por uma translagdo de fase.
Daremos a seguir uma versao do teorema de Ascoli util aos nossos propdsitos.

Teorema 1.4 (Ascoli-Arzela) Sejam K um espago métrico compacto e

Ec OK,R™). Se
1. eziste N >0 tal que | f(z) |< N,Vz € K,Vf € E,
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2. E € equicontinuo,

entdo E ¢ relativamente compacto.

Definigao 1.9 Dado M > 0, definimos Sy = {z € X :| z |= M} ¢ By =
{z€eX:|z|< M}

Observemos que Sy = 0By

O Teorema abaixo é atribuido a R.Nussbaum [5]

Teorema 1.5 Sejam X um espago de Banach , K um subconjunto convezo e
fechado de X ¢ A : K\{0} — K uma aplicacdo completamente continua, tal
que 0 € K € um ponto ejetivo de A. Suponhamos que exista um M > 0 tal que
Az = Az implique A < 1 para todo € K N Spy. Entdo A tem um ponto fizo em
K N By \{0} se K tem dimensdo infinita ou 0 € um ponto extremo de K.

Consideremos as equagdes diferenciais retardadas
j,'(t) = th + f(.’!t) (1.3)

y(t) = Ly,, (1.4)
onde L:C — R? é uma aplicacio linear continua, f é completamente continua com
sua primeira derivada continua ,f(0) =0 e Df(0) = 0. A equagdo caracteristica
da equagido (1.4) é dada por

detA(A) =0,
onde A()) = Al — L(e*]). Suas raizes serao chamadas indistintamente raizes
caracteristicas ou autovalores.

Para cada autovalor )\, o espago de fase C' é decomposto como soma direta,

. C = P, ® @), onde P, e ) sdo invariantes sob o operador solu¢do da equagao

(1.4), T(t), t > 0 dado por T(t)¢ = y:(.,¢),¢ € C e 7, o operador projegdo com

imagem P, definido por essa decomposigao.
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Teorema 1.6 Suponhamos que as seguintes condigées estejam satisfeitas:

1. Hd um autovalor X da equagdo (1.4) com R(A) > 0.

2. Hd um subconjunto convezo fechado K de C, 0 € K, e uma fungdo continua

7 : K\{0} — [p,00),p > 0, tal que a aplicagdo A : K — C dada por

Ap = z.4(.;9), ¢€ K\{0}
A0 = 0,

€ completamente continua e AK C K.

3. inf{l ATy l: Tt =$¢( . ;¢),¢ € K,|¢ ’= 636 > 0)0 _<_ t S T(é)} > 0

4. Dado G C C aberto, 0 € G, hd uma vizinhanga V de 0 tal que z( . ;¢) € G,
sepEVNK,p#0,e0<1t<7(d).

Entdo 0 ¢ um ponto ejetivo de A.



Capitulo 2

Linearizacao e Bifurcacao de

Hopf

Nosso objetivo nesse capitulo, € mostrar a existéncia de solugdes periédicas

nao constantes da equagao

(t) + f(=z(1))i(t) + g(z(t —r)) =0 (2.1)

onde z éreal, r > 0, f e g sdo continuamente diferenciaveis, f(0) = —k,¢'(0) =1
com zg(z) > 0.

Em primeiro lugar considerando k¥ como um parametro, mostraremos que a
equagdo (2.1) tem uma Bifurcagdo de Hopf em k = —kg, onde ky é um valor a
ser definido precisamente no que se segue. Em seguida, utilizando os teoremas
enunciados no Capitulo 1, mostraremos que de fato existe solugdo periddica nio
constante da equacdo (2.1) para k > —ko.

Vamos obter a equagdo caracteristica da parte linear da equagao (2.1).

Por Taylor, em uma vizinhanca da origem temos
f(z) =k + [0z +0(a?) e g(a) =z +ofa").
Substituindo na equagdo (2.1) temos; |
£(t) + (—k + f'(0)z(t) + o(z*))&(t) + ((t — r) + o(z?)) = 0.
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Logo a parte linear é

F(t) — ka(t) + z(t —r) = 0. (2.2)

Assim, uma condicdo necessiria e suficiente para a existéncia de uma solugao
nao trivial da equagio (2.2) da forma z(t) = e*u, u € R\{0} é que u seja uma,
solugdao ndo nula de

MeMy — kdeMu + Xy = 0,

ou seja,

(W2 — kA + e )u = 0,

a qual nos leva a equagdo caracteristica da equagédo (2.2),

Mokl+e =0 (2.3)

Lema 2.1 Seja S = {A | A2 — kXA + e = 0;k € [k1,k2]}. Se a sequéncia

X €8S,7=1,2,.., €tal que | Aj |[— co quando j — oo, entdo

1. R(A;) = —oo quando j — oo,

2. eziste b> 0 tal que Sy = {A € S: R(X) > b} € limitado e finito.

Prova: 1. Se ); € S, entdo
)‘f —k\j+e N =0

donde

R

ou seja,

| M 1 Xj — & |= ™)

onde k € [ky, kz]. Temos que | A; | | A; — k |— o0, quando j — oo.



Logo, da iltima equagédo
R(AJ) - —O0Q.

2. Suponhamos que para todo b > 0, S, € ilimitado. Entdo existe sequéncia
X; € S com | A; |— oo tal que R();) — oo, contrariando (1).

Se S, fosse infinito teria um ponto de acumulagdo o que é uma contradigao
com o fato de A2 — k) 4+ ™" ser uma fungio analitica nio constante. 0

Concluimos com isto que existe um nimero finito de raizes, com () > b.

Lema 2.2 Seja 0- 0¢(r), 0 < 09 < 7/2r, a inica solugio de 0 = cosor, e

ko(r) = [o0) ' senoor.
1. Se k < —ko(r) entdo todas as raizes da equagdo (2.3) tem parte real nega-
tiva.
2. Existe um € > 0 e uma raiz A(k) da equagdo (2.3) a qual é continuamente
diferencidvel em k para k € (—ko(r) — €, —ko(r) + €); com A(—ko(r)) = toy.
3. R(N(=ko(r))) > 0.
4. Para cada k > —ko(r), existem precisamente duas raizes A da equagio (2.3)

com R(A) > 0e —7/r < F(A) < w/r.
Prova: Suponhamos que A = p + 20, onde u = u(r) e 0 = o(r), é uma
solucéo da equacgao (2.3). Assim,
(p+io) —k(p+io)+e~ W+ = 4242145~ —kp—iko+e " (cos or—isenor) = 0,

ou seja,

(2.4)

p?— ot —kpu+ e *# cos(or) =0
2uo — ko — e *"sen(or) = 0.

1. £ uma adaptagio do Teorema (1.1).



2. Se k = —ko(r), temos que = 0 e 0 = 0 sdo solugdes da equagio (2.4)

e, como a matriz jacobiana

(2p — k—re* cosor) (—20 —re “'senor)
(20 + re *"senor) (2p — k—re~#" cosor)

é nao singular, podemos aplicar o Teorema da Funcgio Implicita a essa equagio.
Assim, temos que existe ¢ > 0 e uma unica solucdo u(k),o(k); u(—ko(r)) = 0,

o(—ko(r)) = oo, para k € (—ko(r) — €,—ko(r) + €), a qual é continuamente

diferenciavel em k.

3. Diferenciando a equagio (2.4) com relagao a k, temos

2up’ — 200" — p—ky' —ryp'e™* cosor — ra’e #"senor = 0
200’ +20'p — 0 — ko' + ry'e#Tsenor — ro'e™#" cosor = 0.
Para k = —ko(r), temos p = 0 € 0 = 0p. Assim temos;

—2000" + kop' — y' cos oor — ro’senoor = 0
2004’ — 00 + koo’ + rp'senoor — ro’ cosor =0,

ou ainda,
(ko — rcosoor) (-2 og — rsenoy) Y _ (0
(200 + rsenogr) (ko — rcosoor) ) \oo /)’
O determinante da matriz 2 x 2 acima é
A = (ko — r cos agr)? + (200 + rsenoyr)?.

Uma vez que 0 < 0o < 7/2r, segue - se que (20, + rsengor) é positivo, ou
seja, A é positivo. Logo, sua matriz é inversivel.

Dessa maneira, temos

'\ _ 1 ko—rcosaor 200 + rsenogr 0

o' | T A\ =20y —rsenogr ko — rcos aor oo
u (200 + rsenoor)og
o’ (ko —rcosogr)og |-
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Portanto,

1 (—ko) = (200 + rsenoor)op > 0.

4. SejaUyp={r € C:a < R(X) < b;] ()) |< n/r}. Olhemos para Upe.

Para k < —ko, todas as raizes de (2.3) possuem parte real negativa; portanto
néo pertecem 4 Uy,,. Como na prova do item 2, pelo Teorema da Fungdo Implicita
garantimos que existe € > 0 e uma unica solugdo u(k),o(k) da equagio (2.4)
para k € (—ko — €,—ko + €), e como X ser raiz da equagio (2.3) implica que seu
conjugado também é, temos que existe k; > —ko, tal que, para cada k € [—ko, k1],
ha exatamente 2 raizes em Upeo.

Suponhamos agora k > k;. Mostremos que A = p +in/r,p > 0ou A =
10,0 < ¢ < 7/r, ndo sdo solugdes da equagdo (2.3). Suponhamos que A = io;

0 < o < 7/r fosse solugdo da equagdo (2.3). Assim, por (2.4) teriamos

{—02+cosa'r =0

—ko —senor = 0,
ou seja,
o> = cosor
k = —(senor)/o.
Para 0 < 0 < 7/r, temos que 0 = 0y e k = —ky 0 que é uma contradigao

com o fato que k > k; > —ko. Para o € (7/2r,x/r],cos or < 0, enquanto o > 0.
Suponhamos agora que A = p + in/r, u > 0 fosse solucio da equagao (2.3).

Pela equagio (2.4) temos

{ p?— (n/r)? —kp+ e cosm =0 (2.5)

p=k/2.
Substituindo g na primeira equagio do sistema (2.5), temos

oK T _E_ S R S
T

o que da uma contradigao.
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Portanto, A = p +in/r,p 2 0 e A = 10,0 < 0 < 7/r ndo sdo raizes da
equagio (2.4) para k > k.

Pelo Lema (2.1), item 2, para cada k, € R fixo, k; > k;, hda um nimero
real b(k;) > b, tal que nao ha solugdo ) da equacio (2.3) com R()) > b(k,), para
k € [ky, ky). |

Portanto, acabamos de mostrar que, para k € [k;,k;], ndo ha solucio da
equagio (2.3) sobre a fronteira de Ugy(k,)-

Seja

) =X =1 -tk +tk]A+ e, 0t <1, k€ [k, ko).

Como (1 — t)ky + tk € [ky, ko), com k € [ky,k;) e t € [0,1], acabamos de
moétra.r que, para todo t € [0,1], f; ndo tem zeros sobre a fronteira de Ugy(k,).
Assim sendo, tem sentido comparar o nimero de zeros de f; com o nimero de
zeros de f na regidgo Ugs(k,) com k € [ky, k2.

Mostremos usando o Teorema (1.2) que esse mimero é constante para qual-
quer t € [0,1].

Tomemos

fuA) = X =[1 -tk + kA + ™.
fr(X) = N —[(1—t2)ky + t2k]A + 7",

com 13,1, € [0,1]. Temos que
fh(A) = fh(A) + g(A)3

com g(A) = A(k — ki )(t1 — 12).
Para aplicarmos o Teorema (1.2) resta mostrar que | g(A) |<| f;,(A) | para
A€ aUOb(k2)~
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Temos
| g(X) I=] A [(k—k) [ ta —t2|.

Tomando
min I ftx (A) '

para t; € [0,1], A € OUos(k,) € k € [ky, k2], temos que | g(A) |<| fi, (M) |.

|t =t |<

Logo, da compacidade de [0, 1] mostramos que o nimero de zeros de f; em
Uos(x,) é constante para t € [0,1] e k € [ky, ks).

Como ja mostramos que o niimero de zeros de fo(A) = A2 — kjA +e7™ é
exatamente 2 em Ups(k,), temos que o nimero de zeros de f1(A) = AN _kl+e ™ é
exatamente 2, para k € [ki, k;], com k, fixo. Logo, para cada k > —ko(r) existem
precisamente duas raizes da equacdo (2.3) com (1) > 0 e —n/r < §()) <
/. D

Se r > 0 for suficientemente pequeno afirmamos que existe k > 0 tal que, a
equagio (2.3) nio tem raizes reais para —1 < k < k. Além disso, ko € (—1,k).

De fato, da equagio (2.4), tomando o = 0, temos
pl—kp=—e*. (2.6)

- Para k < —ky, temos que todas as raizes tem parte real negativa e portanto
sabemos o comportamento das solugoes, da equacao linear, isto é, a solugdo nula
é globalmente assintoticamente estavel.

Analizemos para k > —ko.

- Se —ky < k < 0, para que a equagdo (2.6) tenha raiz real é necessario que
”2 - k/‘ = -1,

tenha raiz real.
Pelo discriminante da equacdo acima vemos que para k£ > —2 nao temos

raizes reais.
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Mostremos que para r suficientemente pequeno, —k, > —2.

De acordo com o Lema (2.2),
o? = cosor, (2.7)

portanto, da pequenez de r, temos que | o | é aproximadamente 1. Dessa maneira,

1/o é limitado. Ainda pelo Lema (2.2),
ko = (00) 'senaopr,

onde 0, é a tnica raiz da equagdo (2.7) em (0,7/2r). Assim, temos que ko — 0
quando r — 0. ‘
Logo,
ko<1,

ou seja,

—ko > —-1> =2.

Assim para —kp < k < 0 a equagdo (2.6) ndo tem raiz real.

- Se k =0, é obvio da equagio

que ndo temos raizes reais de (2.6).

- Seja k > 0. Observando que o membro esquerdo da equagio (2.6) descreve
uma parabola cujo valor minimo é —(k?)/4 e que o membro direito independe de
k, vé- se que existe k, tal que para 0 < k < k, ndo existem raizes reais da equagio
(2.6).

Para k > k aparecem raizes reais.

Concluimos que para —1 < k < k, se r é suficientemente pequeno, nio hé
raiz real da eqﬁagéo (2.6).

No que segue, k sera sempre considerado nesse intervalo.
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Teorema 2.1 A equagdo (2.1) tem uma Bifurcagio de Hopf em k = —ky(r),
onde ko(r) estd definido no Lema (2.2).

Prova: Segue do Lema (2.2) e do Teorema(1.3). 0
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Capitulo 3

Um Teorema de Periodicidade

A seguir acrescentamos algumas hipéteses sobre f e g na equagdo (2.1) e
provaremos que esta tem uma solucao periédica ndo constante para todo
~ko<k<FE.

Embora esse resultado seja apenas existencial, ele completa o Teorema (2.1),
pois a bifurcacdo de Hopf é local ao basso que o nosso resultado serd global. Isto
é, ao parametro k serad permitido variar arbitrariamente em (—ko, ).

Suponhamos que:

(3 a) F(z) = [y f(z)dz é impar.

(3 b) F(z) = oo quando | z |—=+ oo e hd um § > 0 tal que F(z) > 0 e é
crescente para = > f.

(3¢) g'(z) >0, g(z) = —g(-2), ¢(0) = 1.

(3 vd) g(F~'(z))/z = 0, F~}(z)/z — 0 quando ¢ — oo.

(3 e) f'(z) >0 paraz > 0.

Observagio: Uma condigio suficiente para que (3 d) esteja satisfeita é que g

seja limitada e F((z) > Az%, A > 0, para = > constante positiva. De fato, nestas

condigdes F~1(z) < (1/v/A)y/z, = > constante positiva. Portanto,

FY(z)/z </1/Az e z13_{{)1017'_1(:5)/:1: =0.

16



Com as hipéteses acima, a equagdo (2.1) é equivalente ao sistema,;

#(t) = y(t) - F(z(2))
{m0=—@wa-ﬂ) (3.1)

Seja Cy = C([-,0],R) x R. Assimse ¢ € Cy,? é da forma ¢ = (¢, a), onde
¢ € C([-r,0,R)ea€R.
E util observar que o espaco C, pode ser naturalmente identificado ao sub-

espago C de C([—r,0],R?) definido por
¢ = (¢1,2) € C & p(0) = constante, —r < 0 < 0.
Essa identificacdo é dada pela bijecao,

¢ = (¢va) € CO = ((Pb‘p?) € é’

onde p; = ¢, po(0) =a, —r <0 L0.
Para cada ¢ € Co, a equagdo (3.1) tem uma inica solugio z(¢¥),z = (z,y) ,
com zo = 3. De fato, dado ¢ € Cy, ¥ = (4,a), a segunda equagio do sistema

(3.1) estara satisfeita por uma unica fungao y(t), —r <t < r, definida por

nla se —r <t<0
y(t) = a— f3g(¢(s—r))ds se0<t<r

Substituiﬂdo y(t) na primeira equagdo com ¢t > 0, obtemos uma equagao
diferencial ordinaria em z
& = y(t) - F(a)
que satisfaz todas as hipéteses do Teorema do Problema de Valor Inicial. Assim,
definindo |
N z(t) = $(t), -r <1 <0
e z(t) como a solugdo do problema de valor inicial
i = y(t) - F(z)
z(0) = ¢(0)
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3 direita de 0, obtemos a tnica solugdo de (3.1) , (z(t),y(t)), num intervalo
[~r,7), 7>0. |

Os resultados que se seguem garantem o prolongamento dessa solugio a
[—r, 00).

A aplicagio 2; € Cy designara a solugao da equacdo (3.1) onde 2z, = (zy, y(2)).

Também usaremos as notagdes z(t) = (z(t),y(t)) e ¥(0) = (¢(0),a), se
¥ € Co.

Definamos o subconjunto de Cy por
K ={t=(¢a)€Co:0<a<00,0=¢(—r) < (6),—r <0 < 0}

Lema 3.1 Se as hipdteses sobre f e g estdo satisfeitas, entdo as sequintes afir-
magées valem:

(i) Hd uma aplicagdo 7, : K \ {0} — (r,00) continua tal que
2w (®) € ~K ¥ {—p: ¢ € K).

(ii) Hd uma aplicagdo continua 75 : K \ {0} — (r,00) tal que zr,y)(¥) € K.
(iii)Para cada ¢ € K \ {0}, a solugdo z() da equagdo (3.1) € oscilatéria,
isto €, ambos z()(t) e y(¥)(t) tem infinitos zeros.

Prova: Se ¢ € K e 2(3) é solugdo da equagdo (3.1), entdo —z(¢) = z(—7).
Mostremos que —z(¢) = (—z(t), —y(t)) é solucao de (3.1).

Temos

—y(t) = F(=2(t)) = —y(t) + F(z(t)) = =[y(t) = F(z(t))] = [-=(2)],

—g(=z(t - 1)) = g(a(t — 7)) = —[—g(a(t — )] = [-y(2)].
Além disso,
[~z =-9.
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Logo,pela unicidade de solugdes —z(v)) = z(—¢).

Portanto (i) = (i¢). Como (i) e (i¢) implicam (¢4¢) é necessdrio provar
somente (z).

Essa prova sera dividida em duas partes. A primeira mais simples, refere-se
ao caso k > 0 e basicamente, é uma adaptacio da prova de Hale [4]. A segunda,

referente a k < 0, é ignorada em Hale [4].

! |
{Figura 3.1 (a) k¥ > 0, (b) £ < 0}

Suponhamos entao k > 0.
Se ¥ € K e z = z() é solugdo da equagio (3.1) através de ¢, analizaremos

a curva no plano (z,y) tragada por 2(t),t > 0. Seja
I'={(z,y) € R%y = F(z),z € R}
Como 9 € K,(0) estd no primeiro quadrante. Suponhamos ¥(0) acima de
Enquanto z(t) estd acima de T, temos y(t) > F(z(t)) e z(t —r) = 0 o que

implica que 2(t) > 0 e y(t) < 0 por ( 3.1).

Mostremos que z(t) intersepta I'. Seja,

Q= {(z,y);z,y > 0ey > F(z)}.

Lembremos que 1(0) # (0, 0) e suponhamos temporariamente que (z(t),y(?))

pertenca a @, para t > 0. Temos assim que x(t) € crescente e y(t) é decrescente.
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Logo, como ambas sao limitadas, existem os limites

limz(t) =zo e tlitg y(t) = yo-

t—o0

Temos que zo > 0, pois z(0) > 0 e z é estritamente crescente. Além disso,
existe sequéncia 7, — 00, tal que y(r,) — 0, quando n — co.

Como 1, — 00, segue-se que 7, —r — 00, quando n — o0o. Assim, (7, —r) —
o, quando n — co. Pela continuidade da g, g(z(7, —r)) — g(zo). Da condigio

y(ma) — 0, quando n — oo, combinada com

:‘)(Tn) = _g(m(Tn - T‘)),

tiramos que g(zo) = 0, ou seja, £o = 0, 0 que é uma contradicdo com o fato de
ser g > 0.

Portanto, existe um primeiro tempo t, tal que 2(¢,) € I'. Assim z(¢;) =0 e
y(t1) < 0, como decorre da equagio (3.1).
~ Também, enquanto z(t) estd abaixo de I' e z(t) > 0, temos y(t) < F(z(t)) e
g(z(t —r)) 2 0 o que implica #(t) < 0 e y(t) < 0. |

O préximo passo é mostrar que existe t; > 0 tal que z(¢;) = 0. Para tanto,
fazemos a afirmacgao: z(t) nao cruza I' para t > t; e z(t) > 0. Isto segue do
fato que em qualquer desses cruzamentos z(t) teria declividade vertical, o que é
impossivel.

Portanto, h4 um 6§ > 0 e € > 0 tal que #(t) < —6 < Qparat > t; +ece
z(t) 2 0. Assim, h4 um primeiro valor t; > ¢; tal que z(2) = 0 e Z(¢2) < —6.

Um argumento similar ao acima implica que existe t = {4, t; > t; tal que
2(t4) € T ety <t <ty Isso implica y(t4) > 0 e z(ts — 1) <O.

Se t3 = t, + r, entdo 2z, € (—K), pois z;, é decrescente e z4,(—7) = 0. Se
71(¢) = t3, entdo 7 : K\ {0} — (r,00) € z,,(y) € (—K). Mostremos que 7, é

continua.
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Fixemos o intervalo [0,15(¢) +a), a > 0 fixo porém arbitrario. Pelo Teorema
da Continuidade com relagdo as condigGes iniciais, temos que, para todo € > 0,
existe § = 6(¢) tal que se | ¢ —p |< & entdo | z,(¢) — z:(p) |< €, t € [0,2:(%) + .

Como estamos considerando a norma do sup temos que,

| 2($)(t) — 2(p)(1) I< & t € [0,E2(¢) + af.

Escolhemos ?,%,e €', 0 < € < e de modo que £ e T € (0, t;(¢)+ ), da seguinte

maneira:

= ty(p) — € tal que z(p)(f) >0,

o

t = typ) +¢€ tal que z(p)(?) < 0.
Tomemos entdo ¥, — . Temos,

z(¥a)(E) — z(p)(F) >0
2(¥n)@ — (o)D) <0,

Como z(t3(¥s)) = 0, temos que existe N tal que se n > N entdo t2(¢,) €

ta(p) — € <ta(Pn) <ta(p) +€ = —€ <tathn) —ta(p) <¢

= | (%) —talp) < €.

- Portanto, ¥, — ¢ = t2(,) — ta(p), ou seja, t5(1)) é uma fungao continua

em . Como 71(v) = t2(¥) + r, temos 71(¢) é continua.

O caso k < 0 é andlogo ao anterior exceto por apresentar uma dificuldade

maior em garantir - se que a solugio cruza o eixo ¢ em um ponto de abscissa

positiva.
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Apresentamos a seguir a prova desse fato. Para isto vamos analizar a solugao
abaixo da curva I' e acima do eixo z.

Observemos que devido z e y serem decrescentes nessa regiao, podemos tirar
um unico y como fungao de z. Dessa maneira, temos y = y(z(t)), e pela regra da
cadeia,

dy dy dr

de ~ dt' dt’
Suponhamos que a solugido nao cruzasse o eixo z, para z > 0.

Temos que a solugdo 2(t) ndo passa por (0,0) em um instante f, pois se

passasse, nesse instante teriamos,

#(f) =0

§(f) = —g(z(t - r)) < 0.

Dessa maneira o vetor tangente 4 curva em (0,0), seria ortogonal ao eixo z.

Pela hipdtese (3 a) sobre F
dF
—(0) = —k
- 0) <1,

ou seja, o angulo que a reta tangente & curva I' em (0, 0) faz com o eixo z é
menor que 7/4.
" Logo, chegamos que a curva teria que estar acima de I', préximo de (0, 0), o

que é uma contradigdo.

Sendo assim, temos que z(t) — Z = (%,) onde Z é um ponto de T, com %,
§ >0, z(t) — (0,0) ou cruzé. o eixo z quando ¢ — oo.

Mostremos que o primeiro caso nao ocorre. Caso contrario, y(t) — #, ou
seja, y(t,) — 0, n — oo, ao longo de alguma sequéncia t,, com ¢, — o0, quando

n — 00.
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Logo, pela equagéo ( 3.1), g(z(t, — r) — 0.

Mas z(t) — %, t — 00, logo z(t — r) — Z. Assim pela continuidade da g,
temos que g(z(t — r)) — g(%). Pela unicidade do limite g(Z) = 0. Logo, # = 0.
Uma contradigao.

Portanto o que temos é z(t) = (z(t),y(t)) — (0,0) quando t — oo.

Dado € > 0 arbitrario, escolhemos & de tal modo que
Ple)<—k+e e g(€) > —k,

para £ € [0,&]. .
Para z € [0, &), pelo Teorema do Valor Médio temos,

g(e(t—r)) = g'(€)z(t —r) > —ka(t — 1),

F(z(t)) = F'(€)z(t) < (=k + €)z(t).

Dessa maneira, para z, € [0,&),

dy .\ _ _oalt=r) | glat=1)
&z Fa(®) —y® > Fe®)
—kz(t —r) —kz(t) -k

(—k+)a(t) ~ (—k+e)a(t)  —k+e (3.2)

Quando € — 0, ﬁ; — 1 e zo— 0. Logo, %(O) > 1.

Isso leva a uma contradigio com o fato de 4£(0) < 1.

Desse modo 2(t) # (0,0), ou seja, a solugdo cruza o eixo z, para um ponto
de abscissa positiva.

Se 1(0) estd entre I' e o eixo z, 0 mesmo argumento pode ser usado para
completar a prova do lema. ” O

Para cada 3 € K\{0}, seja 71(¢) o niimero dado pelo Lema (3.1), parte (3),
e defina A: K — K por

Ay = { azn(m(i/’) :2$ i g |
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Se ¢ # 0 é um ponto fixo de A, isto é, Ay = ¢, entdo a simetria da equagio

(3.1) implica que

z2n(¢)("/’) = le(¢)(zﬁ(¢)(¢)) = zn(t#)("‘/’) = ‘zn('b)(¢) = 9,

donde ¢ corresponde a uma solugdo periédica ndo trivial da equagdo ( 3.1) de
periodo 27y (¢).

O que resta mostrar portanto ¢ a existéncia de um tal ponto fixo ¥ € K\{0}.

Lema 3.2 A aplicagio A : K\{0} — K definida acima é completamente conti-

nua.

Prova: Seja B = {¢ = (¢,a) € K\{0} :| ¢(0) |< Myp,a < ap} um conjunto
limitado arbitririo em K\{0}.

Mostremos que o conjunto, H = {—2,,(y); ¥ € B} é relativamente compacto.

Como H = {—(zn),y(n(¥));¥ € B}, se mostrarmos que as projegdes
de H em cada coordenada sio relativamente compactas, teremos que H serd
relativamente compacto.

Para isso, mostraremos que o conjunto H1 = {—y(n1(¥)),¥ € B} C R é
limitado e usaremos o Teorema de Ascoli- Arzela para o conjunto H2 = {—z,,(y);
Y € B}.

Mostremos, em primeiro lugar que H1 e H2 sao limitados.

Consideremos £(ap) de modo que ag — F(€(ap)) = 0 e M > maz(Mo, {(aq)).
Se 0 < t < t5(yp) ¥ ry () — r, entdo 0 < 2(t) < M. Para 0 < t < t5() +,
temos, —r < t—r < 1y(¢)). Assim, para —r <t—r <0, 0 < z(t—7r) =24(-7) <
z(0) < M e para 0 < t —r < t5(¢) temos 0 < z(t — r) < M pelo que foi feito

anteriormente.

Logo,
0 < —i(t) = gla(t — 1)) < g(M); 0< £ < ta() + 1.
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Suponhamos que exista um 7 € (0,t;(¢)) tal que Fy, — y(7) = M/r onde
F,, = inf{F(z);0 £ ¢ £ M}. Temos,

&(t) = y(t) — F(x(t))-
Para 0 <z < M, F,, < F(z). Assim
£(t) S y(t) — Fn = —(Fn —y(t)) < —M/r,

enquanto 7 StST;I-re:c(t) > 0.
Afirmagdo: 7 <t(¢) <141
Suponhamos por absurdo que 7 + r < t5(3).
Como 7 e 7+ r € (0,12(¢)), temos que 0 < z(7) < M e 0 < z(r +71) < M.

Entio pelo Teorema do Valor Médio

z(t+r)—z(r)=2(¢)r, < ELS THT

Temos que
2(€) < —M/r.
Logo,
z(t+r)—z(t) < =M,
ou seja,

z(r)—z(r+r) 2 M,

o que é um absurdo, pois tanto z(7) como z(r + r) sdo positivos e menores que

M. Portanto, (7 + r) <0, o que implica que t2(¢) < 7+ r. Assim, de

—§(t) = g(z(t —r)) S g(M), 0 <t <tp(¥) +r

temos que,
—y(t) < —y(7) + 9(M)(t — 7).
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Logo,
~y(t) S 2rg(M) + M/r = Fn = ym
para 0 <t <ty(¢) +r.
Se B = inf{s; F(s) = 0}, entdo B < 0. Se z(t) > [ para ty(yp) <t < ty(¢)+r,

temos

| 2(t) |< max{M,| B |}
e fica provado que os conjuntos H1 e H2 sio limitados.

Se hd um 7 € [ta(¥),t2(¥) + r) tal que z(r) = B, entdo z(t) > y(t) > —ym
para 7 <t < t3(¢) + r. Portanto,

:t(t) 2 —Ym" + ﬂ

| 2(t) |< max{M,| B |+ | ym | 7} = 2m.

Se nio existe 7, tal que F,,, —y(7) = M/r, ou seja, y(7) = —M/r + F,,, entdo
y(t) < —M/[r + F para 0 < t < t3(¢) + 1.

Portanto, fica demonstrado que z(t) e y(t) para t € [0,t2(%) + r] sdo uni-
formemente limitados para ¢ € B.

Mostremos que H2 é equicontinuo, ou seja, dado € > 0 existe § > 0, § = §(¢),
tal que, | 0 — 0 |< 6 = T w)(0) — z,,(,,,)(é) |< €, para ¥ € B.

Sem perda de generalidade podemos supor que § < 6.

Temos que,
T (0) — Trw)(8) = z(n(¥) +0) — o(ni(¥) + )
= #(r)(f -90)
= [y(r) - F(z(r))](8 - 9), (3.3)
com T € (11 + 6,m + 6).
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Foi mostrado anteriormente que

lz®) IS 2m € |y(t) IS ym

para 0 <t < ty(¢) + 1.
Da continuidade de F segue-se que existe L > 0 tal que | F(z) |< L para

T € [Ty, Tm). Assim,
| 2(r) I<I9(7) | + | F(2(7)) |< ym + L.
Portanto, dado € > 0, tomando 6 < €/(ym + L), decorre da equagio (3.3) que

| 2)(6) — T ) (0) I< €.

para toda ¢ € B. ]

Lema 3.3 Hd uma constante M > 0 tal que se | Y |= M, ¢ € K\{0} e Ay =
uy, entdo p < 1.

Prova: Usaremos a notagdo do Lema (2.2).

Mostremos que se 3 € K\{0} e Ay = pyp com ¢(0) abaixo de T, do fato de
(Av)(0) estar acima de I segue - se que pu < 1.

Temos que AY(0) = —z05)(0) = ~(2(r(¥)), ¥r(¥)). Como —A(0) =
(z(71(¥)), y(m1(¥))) estd abaixo de I' e F' é impar, temos que A(0) estd acima
de I'. Uma vez que Ay = p1p, temos AY(0) = up(0). Ou seja, ¥(0) e Ay(0),
estio sobre uma reta passando pela origem em R?Z.

Pela hipdtese (3 €), para todo M > ¢(0), se | ¥ |= M, entdo u < 1.

Sﬁponharnos ¥(0) acima de I'. Para um dado a > 0 seja § = é(a) a solugdo
positiva de a — F(€) = 0. Se ¢ = (¢, a), a hipétese (3 e) implica que existe z; tal
que F(z) > z, para z > z;. Se tomarmos M > \/m, temos que para
| ¥ |= M e ¥(0) acima de T, | ¢ |= max{4(0),a} = a. “
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Para z(t) > 0 e 4(0) acima de T, z(t) < ¢(a) para 0 <t < t5(¥) dﬁr n(Y)—r
Assim, 0 < —y(t) < g(£(a)), para 0 < t < ty(x) + r. Suponhamos que existe
T € (0, ta(%)) tal que Fy, — y(7) = £(a) onde F,, = inf{F(z); 0 < z < £(a)}.
Entdo < —¢(a)/r enquanto 7 <t < 7+ r e z(1) > 0. De maneira andloga ao

Lema (3.2), concluimos que 7 < #;(¢) < 7 + r. Logo,
—y(t) < 2rg(¢(a)) + £(a)/r — F,

Como y(71(v¥)) < 0, temos —y(71) =] y(m1(¥)) |-

Assim,

| ¥(r () IS 2rg(€(@)) + £+ | F |= |

2role(e) |, Fe) | | Fuly,

ar

Pela hipétese (3 d), existe ap > 0 e k < 1 tal que | y(rl(z/;)) |< ke < a para
a > ap, ¥ € K, com ¢(0) acima de I
Lembrando que y(7;(v)) é a ordenada de Ay(0) = py(0), isso garante que

g < 1. Em outros termos,

Ay = pp = AY(0) = pp(0) = p(4(0), a)

A"/) = —2n(v) = At/)(O) = —z‘f:(‘d’)(o) = _(x(Tl(¢))7 y(Tl(d)))'
Logo,
pa = —y(n(¥)) < a.

Portanto,
p <l a

Para darmos continuagio & andlise da equagao (2.1), vamos precisar da de-

composicao do espaco de fase em soma direta, Co = P, @ @), associada ao
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autovalor A de (2.3). Uma completa descrigdo desses fatos é encontrado em Hale
[[4],capT]. Ressaltamos aqui, somente alguns fatos que serdo importantes para o
nosso problema especifico.

De acordo com o Lema (2.2), podemos selecionar um autovalor simples A de
(2.3) , com R(}) > 0. Lembrando que os auto valores da equagdo (2.3) ocorrem
aos pares conjugados, podemos assumir também, 0 < S(A) < 7/r.

Temos que a parte linear das equagées (3.1) é;

z(t) = y(t) + kz(t
{ 0= et (34)

Seja

L(¢)=(’5 3)¢(0)+(_‘1’ g)¢(—r)

o campo vetorial do sistema (3.4).

Sua representacdo de Riesz é dada por uma matriz 2 x 2, 7(60), definida para

i = -(45)

10 = = (1§ 5 )imr<o<o

7(0) = 0.

6 € [-r,0], como

Ou seja, por simples calculos de rotina pode -se ver que

19 = [ ldn(0)}g(6)

para ¢ € C.

Seja G ser o gerador infinitesimal do semigrupo T(t), ¢ > 0, definido pelas
solugdes de (3.4), isto é, T(t) ¢= z:( . ,¢), ¢ € Co, t > 0. Entdo, A é um auto-
valor simples de G e o subespago P, € precisamente o auto-espago generalizado

unidimensional associado a A, M,(G).
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Se G* é o operador adjunto formal de G, A é também um autovalor de G* e seu
autoespago generalizado M)(G*) é unidimensional. Seja Cj = C([0,7],R) x R,
onde seus elementos sao entendidos como vetores linha.

A forma bilinear de C§ x Cy, dada por

<,6>=3060) - [ [ 9 - Olan@se)c6,

onde ¥ € Cj, ¢ € Cp aparece de maneira natural na decomposicao de Cy em
soma direta de subespagos invariantes realizada em Hale [[4], cap 7]. Ali também

aparece, na definicdo da equacdo caractenistica a fungao

s =~ [ ° *[dn(6)].

Se u é uma solugdo nao trivial de A(A)u = 0, e v um vetor linha, uma solugio
nao trivial de vA()) = 0, entdo as funges p(t) = eu, t € [-r,0] e £(s) =.ve"\’,
se€ [0,7], geram M)(G) e My(G*), respectivamente. A decomposi¢do de Cy =
P, ® Q) , onde Py e Q) sdo invariantes sob o operador solugio T(t) definido
acima, escrevemos cada ¢ € Cp como ¢ = ¢ + ¢9>. A componente ¢ de
¢ € Co em Py, ou seja, m)(¢) = ¢™, onde 7, é a projecio associada a Py, é dada
por,

¢M =< &,6>p.
Na formulagédo do préximo lema, o nimero (), ¥ € K\{0}, é o mesmo

definido no lema (3.1).

Lema 3.4 Se ko(r) € como no Lema (2.2), entdo para k > —ko € 6 > 0,

inf{‘ Ta(21) I: = zt( . "‘/’)’d’ €EK,[¢p|=60<t< Tl(¢)} > 0.

Prova: De acordo com o que colocamos acima, sendo z; = z(., %), ma(z) =

2P =< €,z > p, para todo ¢ € Co, onde p e £, sio bases de My(G) e M\(G*),
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respectivamente. Assim,

| ma(ze) |I=|< €, 2>l p | -

Como p é base, tem-se | p |# 0, logo, podemos nos restrigir & forma bilinear
< &,z >, para todo ¢ € K N 0B;.

Vamos encontrar uma base { para M)(G*). Temos que,
10 0 dY] d'l]lg
A A = A _ / A8 11
) ( 01 ) -re dng dn
10 k1
(-
_ [ A-k 1
- e-Ar Y .
Logo se £(s) = ve™* e v = (v;,v;) entdo v deve satisfazer,

A—k 1)
(v17v2)( e /\)=Os

A=k)u+ e Mo, =0
-1+ Avg = 0.

ou seja,

Se v, =1, entao, v; = A.

Dessa maneira, uma base para M,(G*) é

£(s) = e"\’(/\, 1).

Determinemos agora a forma bilinear de Cj x Cy, calculada no par (¢, z,),

onde z; = (z4,y(t)):

<£ y 24 >=

= {020~ [ [ ta-0lan@)z(a)d
- 00 (5)- L Lo G e (G ) e
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i

0 8
Az(t) +y(t) — L /0 (M + dnay)e 02 (t + a)da
é
—-f ./0 (/\dmz + dngg)y(t)e"‘("’")da

Az(t) +y(t) - /0 e~ M+ g(t 4 a)da.

i

Tomando A =4 +i0,comy>0e0 <o < 7/r, temos

< &2 >=a(t) + y(t) + ioa(t) — f’ e=Ma+2(4 + a)da,

Daqui em diante dividiremos a prova em dois casos: k> 0 e k <0.
1o caso:k > 0.

Para esse caso, vamos considerar a mudanga de variavel, t = r7, ou seja,

definamos X(7),Y(r) por:

{ X(7)=z(rr)
Y(r)=y(rr)

e Z(t) = (X(7),Y(7)), com Z, = (X,,Y(7)).

O nosso sitema ja linearizado passa a ser

{ X(r) =r(Y(r) + kX (7))
Y(1)= —rX(7 - 1).

Considerando o vetor linha (A/r,1), obtemos uma base £(s) = e™**(\/r,1) e

a forma bilinear em Cj x Cp
A 0
<2, >= ;—X('r) +Y(r)- r/l e X (1 4 a)da

para 0 < 7 < 71/r, ou ainda,

<&z >= 7?—?—) +y(t) + iozg—) -r /01 e M@+ z(t 4 a)da

para 0 <t < 7.
Analizaremos a forma bilinear acima para r suficientemente pequeno e

0<t<n.
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Tomando Bs = {¢ € K\{0} :| ¢ |= 6} e M > max(F~1(6),6), a prova de
que z(t), t € [0,71(v)] é limitada, é.a,na',loga. a prova de que H; e H; sdo limitados

no Lema (3.2). Dessa maneira, temos que
0
r/ e~ Metz(t + a)da — 0,
-1

quando r — 0.

Tomando A = vy +i0, comy > 0 e 0 < ¢ < 7/r, resta analizar o niimero
complexo
z(t) z(t)

t .
y—= + y(t) + io——.
r r

Para isto sera importante a construgdo de um retangulo no quarto quadran-
te com lados apoiados sobre os eixos, independente da condigdo inicial, ¥ €
K\ {0} N 0B;, onde as solugbes Z(1)) nao entram.

Mostremos que exitem m,q tal que se ¥ € K\{0} N B; ento z(t) &
{0<z<qgm<y<0}

Chamemos de n o ponto de intersecgdo da solugdo com o eixo x. Temos
dois casos a considerar: n > fen < 3, onde f > 0 é a abscissa do ponto de
intersecgao de I' com o eixo x.

(a)n 2 B.

Tomemos nesse caso m o ponto de minimo de F para0 <z < fegqg="
F=1(m).

(b) n < B.

Lembrando que nossas condigdes iniciais ¢ satisfazem 1(0) = (¢(0), a), pode-

mos ter a < . Assim,
e Se a < §, tomemos ¢ = 6 e m = F(q).

e Se a = §, do sistema obtido de (3.1) através da mudanga de variavel
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{ &(t) = r(y(t) — F(z(t)) (3.5)

y(t) = —rg(z(t - 1))
temos que

lg(t)|<rLl, 0<t <.

Pelo Teorema do Valor Médio,

|y(1) —9(0) |=[9(§) |, 0<E<1.

Assim, como y(t) <0, para t € [0, 1], temos:

rL > —[y(1) — y(0)] = a — y(1),

donde
y(1) > 6 —rL.
Para r suficientemente pequeno, temos, y(1) > 6 —rL > é/2 > 0. Como
y(t) <0 para 0 <t <1,y(t) > y(1) > 6/2.
Logo, _
(t) = r(y(t) — F(z(t)) = ry(t) > ré/2.

Pelo Teorema do Valor Médio, existe algum 5 € (0,1) tal que
z(1) — z(0) = 2(n) > ré/2.

Logo,
z(1)/r > 6/2 > 0.
Podemos entdo tomar ¢ = §/2 e m=F(q).

Passamos entao a analizar a expressio

4 y) + 107, (3.6)

Isto sera feito em 3 casos.
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(a) z(t) 2 0 e y(t) > 0, que por sua vez, é subdividido nos casos: a < § e
a=24.

- Se a < 8, entdo necessariamente ¢(0) = 6, donde
28 > mings, ).

Logo, basta olhar para a parte imaginaria da expressao (3.6).
- Se a = 6 entdo z(0) < 6.
Para 0 <t <1, tem-se z(t — 1) < z(0). Assim,

g(z(t-1)) < g(6)=9>0.

Uma vez que
y(t) = —rg(z(t—1))
temos

0> y(t) > —rg.

Tomemos r suficientemente pequeno tal que rp < §/2.

Pelo Teorema do Valor Médio
y(1) — y(0) = y(¢)
para £ € [0,1], ou seja,
y(1) 2 —rmp+ 6> -6/2+ 6= 6/2.
Lembrando que y € uma fungao decrescente nessa regiao, vem
y(t) 2 ¥(1) 2 6/2,

para 0 < t < 1. Logo, para 0 < ¢t < 1, basta olhar para a parte real de (3.6), ou

seja,



Para t > 1, temos,

- Se z(t) cruza I' no primeiro quadrante

29 > min(?, 8)

- Se z(t) ndo cruza I' no primeiro quadrante
z(t) o
r 2
pois z(1)/r > /2 e z(t) cresce enquanto y(t) > F(z(t)).
Assim para t > 1, basta olhar para a parte imaginaria de (3.6)..

Dessa maneira,
|< &2, >|> & > 0.
enquanto z(t) permanecer no primeiro quadrante.
(b) z(t) 2 0ey(t) 0.
Seja o retangulo {0 < z < ¢ e m < y < 0} construido anteriormente e

chamemos de s a reta y = —yz/r. Tomemos r suficientemente pequeno , de

maneira que a reta s intersepta o retingulo para y = m. Dessa maneira, esse

m

ponto é (=%, m).

¢ Se0 < :c(t)/r < —m/27, entdo,

¢ -
T
e Se z(t)/r > —m/[2vy,entdo

Portanto,

|< &2, >|> k> 0.
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(c) z(t) <0 ey(t) <O.
Temos y(t) < m < 0. Logo,

7#+y(t)<m<0.

Portanto,

|< & 2. >|> k3 > 0.

Como z(t) ser solugdo da equagdo (3.1) é equivalente z(tr) ser solugio da

equagdo (3.5), de (a),(b),(c) concluimos que
inf{|< & 2.(¥) >, ¥ € K,| ¥ |=6, 0 <t < ()} > min{ky, kg, k3} > 0.

20 Caso : £ <0.

Como ja foi salientado anteriormente, para os nossos propdsitos é suficiente
considerarmos k > —1.

Seja Q = {(z,y) : 0 < z,y < é,maz(z,y) = 6} e ¥ € K tal que ¢(0) =
(z(0),3(0)) € Q.

Séja p1 a abscissa do ponto de intersecgdo da solugdo com a curva I'.

Subdividiremos a anélise deste caso, nos casos em que 2(t) estad acima de I’
e depois abaixo.

. Seja,
G(5,68) = inf{p1(¥) : ¥ € K, ¥(0) = (5,6), V(6,6) € Q e é > F(8)}.
Temos que > 0.
(i) & > 0.

Analizando a equagdo (3.1), temos que nessa regido onde estd definido G,

r é uma fungio crescente. Assim, p;(¢¥) > & > 0, para todo ¥ € K, com

$(0) = (5,6) € Q.
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Logo,
G(5,6) > & > 0.

(i1) & = 0, ou seja, Y(0) = (0, 6) € Q.

Seja,
(s seF(8) > 6
£=\ F-1(6) seF(s) <6

Se z(r) < £/2, #(t) = y(t) — F(z(t)) > §/2 para 0 < t < r. Entdo, pelo

Teorema do Valor Médio, temos,
z(r) = z(f)r > (§/2)r.

Portanto,

z(t) > min{{/2, 6/2r}

parar <t < t;(3), onde t;(3) é o instante de cruzamento da solugio com a curva
I.

Dessa maneira, p;(3) > min{{/2, 6/2r}, para todo ¢ € K, (z(0),y(0)) € Q.

Assim, também nesse caso, G(d,6) > 0.

Resta analizar, abaixo da curva.

Sera importante na analise da forma bilinear, mostrarmos que para qualquer
Y € K, | ¢ |=6 a abscissa do ponto de cruzamento da solugao correspondente
com o eixo X, € maior que algum numero estritamente positivo. Assim, esse é o
NOSSO Proximo passo.

Tomemos € > 0 e § = £(€), tal que —~k+e <1, F'(z) < —k+eeg'(z) > —k
para z € [0,&].

Se a solugéo, z(t) = (z(t),y(t)) cruza a reta = = £, de acordo com a relagio -
(3.2), na prova do lema (3.1) , temos que y pode ser escrito como fungio de z e,
para zg € (0, €],

dy -k

:i;(mo) > —k+e€

> —k.
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Tomemos £ tal que se 0 < z < €, entio F'(z) < —k/(—k +¢€).

Seja, £, = min{¢, €}.

Chamemos de £ a reta que passa por (£,F(£)) e possui declividade
—k/(—k + ¢€). E seja z; e z; os pontos de intersegdo da curva solugio z(t) com a
reta £ = § e £, respectivamente.

Pelo Teorema do Valor Médio existe um ponto Z de z(t), onde a reta tangente
por Z € paralela ao segmento de reta que une z; e z;.

Essa reta possui declividade menor que —k/(—k +¢€). O que nos leva 4 uma
contradigdo com o fato que dy/dz(zo) > —k/(—k + €), para z¢ € (0, )

Concluimos assim, que toda solugio cruza o eixo z, 4 direita de &, onde &
€ o ponto de intersecgao de £ com o eixo z.

Analisemos a forma bilinear para r suficientemente pequeno, e t € [0, 71(¥)].

< &,z >=z(t) + y(t) + ioz(t) — [ e *Hz(t + a)da.

-T

Analogamente ao caso k > 0, vemos que z é limitada. Assim,

0
/ e z(t 4+ a)da — 0,

-T

quando r — 0.

Resta entdo analisar a expressao
yz(t) + y(t) + toz(t).

(a)z>0ey>0.
- Se y(t) > F(x(t)) entdo z(t) > &. Logo,
)58 5
T T

parar < 1.
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- Se y(t) < F(z(t)) entdo z(t) > . Logo,

z(t >
"'f:‘) > i—o > §o,
parar < 1.

(b)z>0ey<0.

Analogo ao caso k > 0, construiremos um retangulo no quarto quadrante
onde as solu¢bes ndo entram.

Seja f; tal que z(f;) = (€,7) onde 5 < 0.

Dado € > 0, suponhamos y(t) > —¢ onde t € [{;,; + 2r] para r suficiente-
mente pequeno.

Temos

|£@) |< F(o) +e=M

se r é suficientemente pequeno e t € [{;, f; + 2r].

Dessa maneira,

| z(fy + 2r) — z(61) |=| £(7) | 2r < 2rM

para 7 € [f;,1; + 2]

Devido ao fato de #(t) ser negativo para t € [f1,#; + 2r], vem-
z(f +2r) 2 z(f) — 2rM = € — 2rM > &/2.

Logo,
z(t) > fo/ 2

para t € [, 1, + 2r] e r suficientemente pequeno.

Pelo Teorema do Valor Médio, para 7 € [f3,{; + 2r], temos
y(fr +2r) — y(f + ) = §(7)r = —g(z(r — r))r < g(bo/2)r,
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ou seja,
y(fr + 2r) < —g(bo/2)r = M.

Concluimos que
z(f; +2r) > £o/2 e y(t +2r) < M.

Seja M = rnax(-—e,M ). Temos que as solugdes nao entram 1o retangulo,
{0<z<6/2 e M<y<0}.

Consideremos a reta y = —vz(t) e o retingulo R, construido anteriormente.
Seja o retangulo {0 < z < h e w < y < 0}, obtido pela intersecio da reta acima,
com o retangulo R.

Anélogo ao caso k > 0 concluimos que
< &2 >|> ky > 0.

(c)y<lez <.
Como y < w,

yz(t) + y(t) < w < 0.
Assim, '
I< f, 2t _>|> k3 > 0.

Concluimos com isso que
inf{|< {,zg(gb) >, v € K,|¢|=6,0<t< ()} > min{ky, ko, ks} > 0. 0
Para concluirmos que 0 é ponto ejetivo de A, falta verificarmos a quarta
hipdtese do Teorema (1.6). Essa condicdo implica que A é continua em 0 e
portanto, juntamente com o Lema (3.2), que A : K — K é completamente
continua. |

Damos abaixo uma idéia da prova dessa hipétese sugerida em [4, pag 267].
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Como nossos autovalores sdo complexos devido ao intervalo que consideramos
k, —1 < k < k, concluimos que a aplicagio 7, é completamente continua. Com
isso, se | ¥ |< 6 entdo m(¥) < T paraT > 0ep € K\{0}. Sejat > T.
Pelo Teorema de Existéncia , Unicidade e Dependéncia continua com relagéo as
condigdes iniciais, dado € > 0 existe & tal que se | 1 |< & entdo | z,(.,¥) |< € para

0<t<r.

Teorema 3.1 Se F e g satisfazem as condigoes (3 a)-(3 f) e f(0) < ko(r) onde
ko(r) > 0 € dado no Lema (2.2), entdo a equagdo (2.1) tem uma solugdo periddica

nao constante.

Prova: Tomando X = C; e observando que o nosso conjunto K C C; é
de dimensédo infinita, os resultados anteriores mostram que o nosso operador A
satisfaz todas as hipéteses do Teorema (1.5). Portanto A tem um ponto fixo
¥ # 0. Ou seja, a equagdo (2.1) tem uma solugio periédica nao constante. O
Daremos a seguir um exemplo onde F e g satisfazem as condigdes do Teorema
(3.1).
Na equagao
3(t) + k(z*(t) - 1)z(t) + z(t —r) = 0, (3.7)

onde k > 0, seja g(z) = z. Temos que f(z) = k(z? — 1).
. Verifiquemos as hipoteses sobre F e g.
(a) F(z) = k(23/3 — z). Dessa maneira F é impar.
(b) F(z) — oo quando | z |— oo e B = v/3 satisfaz as condigdes que F(z) > 0
e mondétona crescente para ¢ > f.
(c) As hipéteses sobre g estio obviamente satisfeitas.
(d) Aplicando L ’Hospital para Q = F~!(z)/z vemos que Q — 0 quando

z — 00. Dessa maneira,

WFY _F@)

T T
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quando z — oo.
(e) f'(z) = 2kz > 0 para z > 0.
Concluimos que a equagio (3.7), a qual é a equagio de van der Pol com

retardamento r, tem uma solugio periédica nio constante..
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