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INTRODU(¢CAO

. - 3 .. o0
Dada uma imersao £:S + R de uma superficie S de classe ¢ em

R3 e fixado um campo normal V:S > S2 ¢ podemos definir a aplicacao de
Gauss que a cada ponto p de S associa o vetor do campo normal a S em p.
Curvatura meédia é a metade do traco da derivada desta aplicagao. Observe que
a curvatura media depende apenas localmente de f, isto é, de como f esta
dispondo S (localmente) em R3. Se pedirmos entretanto que a curvatura me-
dia seja constante em S entao aspectos globais de S passam a ter influEB
cia decisiva para a existencia ou'nao de f. Se S ¢é dada como um grafico de

z = g(x,y), S tem curvatura media constante quando g satisfaz a seguinte

equacao diferencial parcial

2 2 1 2 2.3/2
gxx(1+gy) - nggygxy + gyy(1+gx) - —;—{1+gx+gy) / =0

As esferas (redondas) e os cilindros sao exemplos de superficies de
curvatura média constante. Em 1841, C. Delaunay construiu outros exemplos.
Ele percebeu que sendo f(S) com simetria de revolucao, a equacao diferen-
cial da curvatura média constante se transforma numa equacao ﬁais simples.
Mas Delaunay nao somente encontrou a solucao geral como deu uma construcao
geométrica muito simples de sua curva geratriz, ou seja, que ela € descrita
pelo foco de uma conica que rola "sem deslizar" sobre uma reta.

Porem as éuperficies de Delaunay nao sao compactas (a menos de um
caso limite que da esferas). Outros exemplos de superficies compactas e sem
bordo de curvatura média constante além da esfera sao extremamente dificeis
de se imaginar, na realidade pensava-se nao existir. Em 1951, H. Hopf provou
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que se f:S2 + R e uma imersao com curvatura media constante entao £(s7)



e uma esfera redonda (o dominio de f € uma esfera!). Em 1958, A.D. Ale-
xandrov provou que se f:M© - Rn+1 e mergulho onde M e compacta sem
bordo com curvatura média constante entdo f(M") & uma esfera redonda
(nao ha hipotese de que o dominio de f seja esfera e sim que f seja
mergulho). Estes fatos levaram 5 crenca de que fosse valida a seguinte
afirmacdo conhecida por conjectura de Hopf: Uma imersao f:M2 > R de uma
superficie compacta e sem bordo, em R3, com curvatura média constante €
uma esfera redonda. Observe que o dominio de f nao é de saida uma esfe
ra! Em 1983, inspirados no trabalho de Delaunay que impoe simetrias na su-
perficie, W.Y. Hsiang, Z.H. Teng e W.C. Yu, construiram imersoes de Sn”1
em R" com curvatura média constante, que nao sio esferas redondas, estu-
dando hipersuperficies Mn—l imersas em R de curvatura média constante
invariantes sob a acao de O0(p) X O0(q), p + q = n.

0 procedimento € o seguinte: o grupo O0(p) X 0(q) atua natural-

rRPYY - R". Dado um ponto qualquer =z de R" este se

mente em RP x RY =
decompoe de modo unico em 2z = (u,v) com u em R° e v em RI. A Orbita
de z por O0(p) X 0(q) e um produto de esferas
-1 -1
STUI (0) x s?vl(o)
a primeira de centro zero e raio |u| e a segunda de centro zero e raio
|v]. Os raios lu] e |v| caracterizam tal orbita e isto faz com que o
espaco das orbitas de R" pela acdo de O(p) x 0(q) seja naturalmente

Lo . 2
identificado com o quadrante positivo de R".

Q ={&x,y) ¢ R%/x2 0 e y 2 0}

temos entao R /0(p) X 0(q) * Q.



Se f:Mn'1 > R" e uma imersao cuja imagem é invariante pela acao
de tal grupo vamos obter Mn_I/O(p) X 0(q) naturalmente identificado a uma
curva Y no espago das orbitas que € Q. A equacao da curvatura média
constante para Mn—1 em R se reduz a uma equacao em Q a qual Y deve
satisfazer e vice-versa.

Descreveremos o caso p = q = 2 mails detalhadamente devido a vi-
sao geometrica e, uma vez entendido, fiéa fécil generaliza-lo.

Este trabalho mostra que a conjectura de Hopf generalizada para

n >3 é falsa. Em 1986, H. Wente deu um contra-exemplo para a referida con

jectura.



CAPITULO I

Neste capitulo estudaremos as superficies desenvolvidas por C. De
launay, isto e, superficies de revolugao cuja curva geratriz é descrita pe
lo foco de uma conica "rolando sem deslizar' sobre uma reta.

Seja S uma superficie de revolugao cuja curvatura média é cons-
tante é igual a 1/2a. Suponhamés S obtida pela rotacao da curva
a(s) = (x(s),y(s)), s comprimento de arco, em torno do eixo x. Observe-
mos que S € invariante sob a acao de SO0(1) x S0(2) = {1} x S1 = Sl.

Procuramos as equacoes de a.

Seja r(u,s) = (x(s), y(s)cosu, y(s)senu) uma parametrizacgdo de

S. Temos a seguinte

1.1 Proposigao:

Os raios de curvaturas principais num ponto p = r(uo,so) de S

sao o raio de curvatura p da curva au (s) = r(uo,s) em s eo compri
)
mento n do segmento da reta normal a superficie S em p compreendido

entre p e o eixo x. (Numa superficie de revolucao uma reta normal e o

eixo de revolucao sac concorrentes).



Demong tragdo -

1.2

E = <r’r > =
u u
F= <, r > =
u’ g
G= <r r > =
s’ g
e = <N, r >
uu
f = <N, r >
us
= < N r >
g s ss
r A r
N = u s
r A r
u
onde N g UM vetor norpai a
As
X
e (o)
yo
k=8=van_

2 G o

1)

___(__v '
YO, xo

Curvaturag Principaijsg em p
1]

2 12
o * Yo =1
]
N Yo
0

1 1
X "o xn
(o] y() (o] yO

LI '
S em p e X, = x (so),yo

sao dadag por:

= y'(so).



logo p = —%—
2

Temos para equacao da reta normal

A) = S A=y, x' '
P(A) (xo,yoco uo,yosenuo) + A( yo,xocosuo,xosenuo) ,
A intersecga0® da reta normal com o eixo x €& dada por -Ao = - —2
' o
y 1
donde n =}- _;2_ = —
X
o) 1

Tendo em vista que a curvatura media e a metade da soma das curva-

turas principais temos

1-3 ,.+ . =

. 1 -
Seja B(s) = a(s) + o n(s) onde k e n sao a curvatura e a
normal de o respectivamente; B € a evoluta de o, isto é, as tangentes

a B sao normais a a.




Temos ainda que

B'(s) = m.n(s)
onde m = < B'(s), n(s) >. Mas
]
B'(s) =a'(s) +—-11(—-n'(5) - —kz—n(S)
k
1]
logo m = - —5— e portanto
2
k
. |
B'(s) = - — n(s)
Seja s o comprimento de arco de 8.
s
- _ ' o 1 1 o
s(s) = js |B8'(s)|ds = sy t k(so) =-p+b
o
onde b = —oe ue & constante. Logo
© k(isy ¢ - o8
1.5 p=b-s

Seja (x(s), y(s)) uma parametrizacdo por comprimento de arco de

B. Temos a seguinte

1.6 Proposigao:
0 comprimento n do segmento da reta tangente a evoluta no ponto

(x,y) compreendido entre este ponto e 0 eixo x e dado por
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Demonstragao:

Consideremos a .seguinte parametrizagao da reta tangente a B

PO = R,5) + A,

ds ds

A intersecgao com o eixo dos x e dada por:

logo




Temos, portanto, n = P+ n ou

]
n
o
!
wl
+
<

pois a normal a S coincide com a normal a o (s).
u

De 1.3 e 1.5 vem

1 1 1 1 1
= 0 + = — + — — —7
b-s b-s+y(dy/ds)
ou
1 - 1 1 _ b-s-a
b-547(dy/ds) ™0 @ be5  a(b-3)
-— _1 -
donde b-s+y . dz = _éigifl
ds b-s-a
_\(1 i} ) _
logo y - dz = a(E—s) - (b-3) = (b—s)(ga—b+s)
ds b-s-a b-s-a

o que nos da a seguinte equacgao diferencial

1 dy _ b-s-a
y ds (b-s) (2a-b+s)

Separando as variavels e integrando temos

Loy = —%—-En(b -35)(2a - b + s8) + cq

onde ¢, € uma constante. Logo

1.8 §2 =c(b - s)(2a - b + s) (¢ = constante)

e resolvendo esta equacao para s obtemos



ou

donde

donde

e como

o eixo

dai,

10

2

- ¢8% + 2c(b - a)s + 2abc - bl - y

- = 2c(b - a) i-(Acz(b - a)2 + 4c(2abe - bzc ;§2))1/2

wn
L[}

Derivando em relacdao a s temo

S

dy _ _ _cva - y /c
ds y

2 2
dx dy -1
ds ds

-2c

s (b - a) + Véz—:—ggg——

temos

2 2

dx - //§2(1 +¢c) —ac

ds y

Seja Y(s) o angulo que a tangente a curva geratriz o faz

com

x. Seja s tal que a tangente a B8(s) ¢é normal a a(s). Segue que

cos(P(s) - m/2)

dy = sen(Y(s) - m/2)

ds
d _ & gy
ds ds

semy (s)

- cosy(s)
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Portanto
%= - . g
ds
- ac
y = —
/ 2
l+c-sen Y
Aplicando o método de integracao por partes resulta

- thw(§> G gz e s J TONNNE

ds coszw(g) ds

Substituindo y por seu valor temos

b

4 - actgy Jw

ac dw
V1+c—sen2w © cossz1+c-sen2w

onde d e uma constante.
As equacoes (1) e (2) representam a evoluta. A partir dai e

cil deduzir equacoes para x e y em funcao de . Com efeito

- dx

X =X +p —
ds

- dv
y=y+p—2
ds

De 1.5 e 1.8 vem y2 = c.p(2a~p) donde p = a—/a2-§2/c

Substituindo dx/ds por seny e dy/ds por -cosy obtemos

equacoes da curva geratriz a:

ac

Y
x(s) = d+aseny-atgy 1+c—sen2w + J dy
o 2 2
cos Yvl+c-sen Y

1.9

y(s) = - acosy + aV{v+ c - senzw

(1)

(2)

fa-

as



pos

A questao esta completamente resolvida sob o ponto de vista anali-
tico mas podemos ir mais longe interpretando geometricamente o resultado.
Delaunay percebeu que a integral que aparece em x € da mesma forma que a-
quela que aparece no célpulo do comprimento de arco de uma elipse ou hipérbg
le. A partir disto ele verificou que, de fato, a curva representada pelas e-
quacGes em 1.9 é descrita pelo foco de uma conica "rolando sem deslizar" so-
bre o eixo dos X. Para demonstrar este fato, procuraremos as equacoes desta
curva e verificaremos que elas coincidem com 1.9.

Suponhamos uma hipérbole "rolando sem deslizar" sobre o eixo x e
consideremos esta curva numa posicao qualquer, como abaixo 1.10. Seja P o
ponto de contato da hipérbole com o eixo x, s o comprimento de arco com-

preendido entre o vértice e o ponto P, r a distancia de P ao focoe V¥

>

o angulo que o vetor PF faz com a normal a hipérbole no ponto P.



i

1.
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10

As coordenadas do foco F sao

x =B +s -1 seny

1.11

r cosy

<
]

onde R € uma constante.

Sejam X, e y; as coordenadas de P relativas aos eixos da hi-
pérbole, a o semi-eixo transversal e e a excentricidade da hiperbole.

Mas e é a razio da distancia de P a F pela distancia de P a reta

x = a/e (diretriz), isto €,



(3)

X, - ale

donde r=ex, -a

Desde que a tangente a hipérbole no ponto P ¢é a bissetriz do an-
gulo F'PF entao ¥ F'PF = 2(7w/2 - ) =T - 2¢.

Aplicando a lei dos cossenos ao triangulo F'PF e lembrando que
2a = |d(P,F') - d(P,F)| temos

: Aaze2 = r2 + (2a + r)2 - 2r(2a + r)cos(m-2y)

dai, a2(e2 - 1) = (2ar + rz)coszw (4)

De (3) e (4) temos

az(e2 -1) = (ezxi - a2)coszw
ou <. = a|/e2 - senzw
1 e cosy -

Seja Q = (xl,O). Aplicando o teorema de Pitagoras ao triangulo

FPQ temos
r? = yf + (x1 - ae)2
2 2 2,2 a?sen’y(e? - 1)°
ou y1=(x1_a)(e -1)= 2 2
e“cos Y
2
a(e” - 1)
donde Yy A tgy
a /2 2

portanto X, = e” - sen" Y

1 = ecosy
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2 .
__ale” - 1)
.Vl - e tglp

logo rcosy = a»’e2 - senzw - a cosy
/2 2
rseny = a tgPve - senYP - a seny
como as = dez + dyf

1

dxl _ asenlb(e2 - 1)
ay
ecoszw ez—senzw
dyl _ a(e2 - 1)seczw
dy e
2
temos : ds_ _ ale - 1)
dy 2 /2 2
cos Y/e - sen" VY
Y 2
ou s = J ale” - 1) dy

v

o coszw e2 - senzw

Substituindo o valor acima em 1.11 temos

Voooae? -1

d
lpo coszw¢e2—sen2w

1

x=B+s -1rseny =B + a senw - a tgy e2 - senzw + J

r cosY = - a cosy + ax/e2 - senzw

<
[

ou seja

Y 2
X =B + a seny - a tgy e2 - senzw + J e 1)

a(e” -
lpo coszw¢e2 - senzw
y = - a cosy + a»/e2 - senzw

dy
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Estas equagOes representam a curva descrita pelo foco da hipéerbole
rolando sobre o eixo x. Elas coincidirao com as equacdes da curva geratriz
0 se tomarmos e =Vl + c o que podera ser feito sempre que c¢ for posi-

tivo.

Esta curva € chamada nodoide.

v

Se a conica for uma elipse a curva descrita pelo foco € chamada on-

duloide.

\ 4

Se a conica for uma parabola a curva e a catenarila
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CAPITULO 11

Consideremos o grupo de Lie 0(2) x 0(2). Este grupo pode ser visto
como um subgrupo de 0(4) identificando seus elementos com matrizes da forma
A 0
0 B
onde A e B pertencema 0(2).
0 grupo 0(2) X 0(2) age no espaco euclidiano R4 s R2 X R2 da se
guinte maneira
A 0 u A.u
0 B A B.v
onde (u,v) € R2 X Rz; tendo como tipo de orbita principal o toro

T2 = S1 X Sl.

Seja (xl,xz,x3,x4) em R4 tal que xf + x% = a2 e
Xy + xz b2 onde a e b sdo nimeros reais ndo negativos. Se A e B per
tencem a 0(2) temos
Aty a1 = a e |30 1] = b
Logo, quando A varia em 0(2), A(xl,xz) descreve um circulo de raio a,
digamos 5, e quando B varia em 0(2), B(x3,x4) descreve um circulo de

raio b, S, - Desta forma, provamos que a 6rbita de (xl,xz,x3,x4) esta con-

tida em Sa x S, . Reciprocamente para (yl,yz,y3,y4) em Sa X Sb’ isto e,

b

yi + yg = a2 e yg + yZ = bz, com a#0 e b#£0, aseguinte matriz de
0(2) x 0(2)
C 0
A =
0 D
onde

c. 1 /"1}'1 T XY ¥291 T x1y2\



18

) X3¥q * XY, XYy ~ X3Y,
D=—5
b

X

XYy ~ X433 3¥3 * X5,

satisfaz A.(xl,xz,x3,x4) = (yl,yz,y3,y4). Portanto a 6rbita de

(xl,xz,x3,x4) e S, x Sp» que sera um toro para a e b positivos.
Assim, fica estabelecida a seguinte relagao: para cada orbita as-

sociamos um par de numeros reais nao negativos. Esta associacao é bijetora.

Logo, o espago das orbitas Rl}/0(2)'>< 0(2) pode ser parametrizado por

[\

Q = {(x,y) ¢ R2; x2 0, yz 0}

&

Seja M3 uma hipersuperficie em R~ invariante sob a acao de

{

.0(2) x 0(2). Como este grupo é linear ele leva espaco tangente em espaco
tangente. Temos M3/0(2) X 0(2) representado por uma curva em Q, como fi

- . . o 2
cara claro mais adiante. Identifiquemos R com o plano coordenado

f 4
T = {(xl,O,x3,O); X X4 € R} ¢ R

Se peM e S5, %8 € a orbita de p temos

mon(s, x8) = {a,0,21b,0)}

b

2.1 Proposigao:

0 plano 7 e perpendicular a TpM3, para qualquer p € T N M3,

p # 0, mno sentido de

o= {(0,x2,0,x4); Xy5%, € R} c R4
estar contido em TPM3.
Demonstragao:

Seja p = (xl,O,x3,0) €T N M3

i) Suponhamos x; #0, Xq # 0. Facamos o caso X, >0 e X4 >0,

os demais sao analogos.
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Consideremos a curva
2
at) = (/xf - t%,6,x,,0)

temos que

a) 0 esta contida na orbita de p, donde o < M3

b) a(0) =p
¢) a'(0) = (0,1,0,0) para X, #£0
portanto (0,1,0,0) evaM3

Fazendo as mesmas consideragOes para

B(t) = (xl,O,V x2 - t2 t) com x, >0

3 > 3
temos que (0,0,0,1) € TpM3.

f

£,

/

=4

> x

N

£

-
N
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ii) Suponhamos que M corte o eixo x| € portanto teremos o caso

X, = 0. 0 caso x, = 0 € analogo. Temos entao p = (xl,0,0, 0), x, > 0.

3 1 1
(y - t%,6,0,0)

Considerando
v(t)
provamos que (0,1,0,0) € TPMB.

Seja W = (wl,mz,w3,w4) vetor de TpM3. Como (0,1,0,0) € TpM3 po
demos tomar ® com W, =0 ainda em TPMB. Como a dimensao de TpM3 € 3 ha
uma reta deste no plano (w3,w4) e podemos tomar wg + wz = 1.

Suponhamos por absurdo Wy # 0. Tomemos, sem perda de generalidade,
(1)1=1. i

Seja

I 0
B =
0 B

SN

de 0(2) x 0(2). Temos que B.p =p 1logo B.w € TpM3. Como wg + W

existem Bl’BZ’BB em 0(2) tails que
a) Bl(w3,w4) = (1,0)
b) B,(w,,w,) = (-1,0)
c) B3(w3,w4) = (0,1)

Entao Bl.w = (1,0,1,0) e Bz.w = (1,0,-1,0) donde (1,0,0,0) per

tence a TpM3 e portanto w' = (0,0,w3,w4) também. Mas isto implica que

Blw' = (0,0,1,0) e B3w' = (0,0,0,1) pertencem a TpM3 0 que € um absurdo
pois dim TPM3 = 3.
Logo w, = 0 donde w = (0,0,w3,w4) e portanto
3

B,w= (0,0,0,1) € T M”,
3 P

2.2 Corolario:

. - . .3 .
0 plano 7 intercepta as orbitas de M  perpendicularmente.
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2.3 Corolario:
. . 3 , ’ 4
As superficies M~ e T se interseptam transversalmente em R

3 .
Logo M nM e uma curva.

Demonstragao:
Se p € Tn M3 entio Tt c TpM3 donde TPM3 + T = R4. Decorre

do teorema da transversalidade (ver capitulo 4) que T n M3 € uma curva.

2.4 Proposigao:
3 . .. - .
Acurva m n M € slmetrica em relagao a0s el1xos coordenados e

sua parte no primeiro quadrante é M3/0(2) x 0(2).
Demonstragao:

Seja p € M3 nT e S, XS, a 6rbita de p em M3, Temos
+. +
™0 (Sa x 8.) = {(= a,0,- b,0)}

que esta contido em T n M3. Logo o resultado segue.

Seja M uma hipersuperficie na qual foi fixado um campo N de
vetores normais. Consideremos N:M -+ S" a aplicacao normal de Gauss, isto e,
N(p) € s™ é a extremidade de um vetor paralelo ao vetor normal a M em
P €M e com origem no centro da esfera s™. Fixemos agora peM e seja
de:TpM -> TPM a diferencial da aplicagao normal de Gauss. O quociente do
traco de de pela dimenséo de M e chamado de curvatura media h de M em
P

Se aplicarmos uma homotetia A em M entao h/\ sera a curvatu-

ra média de Ap em AM.

2.5 Teorema:

Seja M uma hipersuperficie invariante sob a acao de 0(2)*0(2)

de curvatura média constante h. Seja Yy(s) = (x(s),y(s)) uma parametriza



¢ao por comprimento de arco de M3/0(2) X 0(2). Entao

I

H=k - —%—- Lnf (x,y)

(=9

n

onde H € o traco de dN, k e 1N a curvatura e o vetor normal de Y res

pectivamente, £(x,y) 0 quadrado do volume da orbita principal em (x,y),

e
. 2.2 ) ,
ou seja, f(x,y) =cx'y" onde c € uma constante e £n o logaritmo nepe-

riano.

2.6 Corolario:

Seja M3 c R4 uma hipersuperficie invariante por 0(2) X 0(2) e

v(s) = (x(s),y(s)) uma parametrizacao por comprimento de arco de M3/Q(2)X0(2).

Entao M tem curvatura media constante h se e somente se 7Yy satisfaz

(D) o(s) = }'{(S);(S) - ¥(s)x(s) = 3h- + };EE; - ZE:S)

onde 0(s) é o angulo entre o vetor tangente a Y(s) e o eixo x.
Demonstragao:
2 2
Temos que f(x,y) =cxy e
coso(s)

x(s)

y(s)

]

i}

send(s)
Seja k a curvatura de Y. Entdo
Voo o 2 2 . .
k = Xy - Xy = cos 0.0 + sen" 0.0 =0

Do teorema anterior temos

. 1 d 2 2
3h = ¢ - —5—-—Eﬁ.£n(cx y )
onde n(s) = (-y(s),x(s)). Logo
3ho= & - (- § S tnex®y?) + —%}7 fnlexy?))

ou

3h = 6 + = - _§_
y
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Devido a homotetia podemos supor sem perda de generalidade, h > 0

Observemos que

1 1
Y(s) = (—E—-coshs, - senhs)

para se (0,T/2h) e solucao da equacao (I). Se p: R4 > R4/0(2)x 0(2) ¢
projecao entao p—l(Y(O,ﬂ/Zh)) é uma esfera de raio 1/h em R que tem
curvatura média constante h.

Segue de 2.4 que qualquer curva solugdao de (I) que "comeca' ou

"termina" no eixo x (resp. eixo y) € necessariamente perpendicular a es-

te eixo. Além disso, a imagem inversa de uma curva solucao de (I) que "co

. . . - . ~ 3 4
meca'" no eixo x e "termind'no eixo y ‘€ uma imersao de S em R'.

Procuramos entao uma solugcao do seguinte sistema de equacgdes di-

ferenciats

(1I1) X = cosO
y = seno
. 0os0  senO
O = 3h + < -

y X

cuja projecao no plano Xy possua auto-interseccoes, ''comeca' no eixo x

e "termina'" no eixo y. Faremos referencia a uma curva solucao de (II) o

mo curva solucao, denotaremos por Y(s) = (x(s),y(s),0(s)) e sua projecao
no plano xy por vY(s) = (x(s),y(s)).

Observemos que os pontos onde x =0 ou y =0 sao singularida—
des de (I1). Entretanto, a seguinte proposicao nos da o comportamento da

curva solucao nestes casos.

2.7 Proposigao:

Para cada ponto (xo,O) do eixo x (resp. (O,yo) do eixo y)

existe uma unica curva solucao de (I) analitica com 1limy(s) = (xo,O)
. s>0
(resp. limY(s) = (O,yo)) e que pode ser localmente expressa por X = q(y)
s->0

(resp. y = p(x)) com qy(O) = 0 (resp. px(O) = 0).

a



Demonstragao:
Daremos uma idéia da prova.
Observemos primeiramente que qy(O) = 0 decorre do fato que qual-

quer curva solucao que "comega"

no eixo x € necessariamente perpendicular
a este.

Temos que a equacao

2 \2 \3/2
o Genoe (] ) )3 2)
dx X dx y x dx

De fato,
dx _dx dy
3 (8) = dy (y(s)). —5()
logo dx _ X
dy .
Y y
2 N
e dx - 1 dx Xy-yx __O
2~ ., dsd .3 3
dy y y y
Ainda,
2
L, [ ax P S 5 S
dy .2 .2 .2
y y y

Dividindo a equacao (1) por 93 e substituindo os valores acha-
dos obtemos (2).

Na prova da existencia e unicidade usaremos o metodo de substitui

cao em série de potencias. Tomemos
i
X = Q(Y) = Zbiy

como qy(O) = 0 temos b1 = 0. Alem disso, bo =X logo
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dx 2 _ ,.22 3 2, 4
(—55—) 4b2y + 12b2b3y + (16b2b4 + 9b3)y + (20b2b5 +
+ 24b b4)y + ...
e portanto
2 \3/2
: dx 22 3
(1 + ( dy = 1+ 6b2y + 18b2b3y +
+ (24b,b, + —gz—bz + 6b4)y4 + (30b,b_ + 36b.b, + 36b b )yT o+
2°4 773 73 2 2°5 3°4 3y
Temos
b b b b2
LIS W T S N SN S S
' X b0 b2 b2 b2 b3 _
o o o )
donde
Lol dx 1 gy [P e
X y dy b 2 37 02 T s *
b b b
- [—3 + spg v - —‘21-—§+6b6 v .
b b b
) o o
€ 2
dx 1 1 dx 1
1 + dy - y dy ——b—o—-2b2—3b3y+
b 2 12b,b b
2 2 2 273 2 3
ol i 4b 4t 8b yo o+ 5 - 36b2b3‘~——7 - 5b
b o] b
o )
finalmente
3/2 o
dx 1 1 dx
'3h(1+(d)) “( H(X"y dY)'
2
b 4b
1 2 2 _ P\ 2
=__3h+._b_...2b —3b ( + 18hb b2 +8b3 bo y

d x
dy

(o}

=2b

2

+'6b3y + 12b,y

4

+ ..




26

Logo
b =x
) o
b1 =0
1 o - 1 3
2b2 = " 3h - 2b2, 1sto e, b2 = Z}-(_\ - Th
0 : 0
- 3b3 = 653 donde b3 =0
e assim por diante. Portanto
- 1 3.2
=X FlTax 5 |7 F
i (o]
Desde que as fungoes envolvidas no sistema (II) sao analiticas

reais segue de [8 ], pag. 121 corolario 2, que Y é analitica real e por-

tanto 7Yy tambem o e.

Como vimos na demonstracao acima

2
5(s) = =% S5 = - (07, (2by + 125,57 + )

dy

assim, se Y(s) = (x(s),y(s),O(s)) € uma curva solugao tal que quando s ten
de a zero, Y(s) tende a (xo,O,ﬂ/Z +-2kﬂ) entao ?(s) tende a
(0,1,3h/2 - 1/2x0).

Devido ao fato do sistema (II) ser de dificil resolucao, faremos

uma analise qualitativa que nos garanta a existencia de solugoes do tipo que

procuramos. Para isto consideremos primeiramente

I(x,0) = xseno - —%—~hx2

2

J(y,0)

ycoso + g hy






28

2.8 Proposigao:

As funcoes I e J sao crescentes ao longo de uma curva solucao.

Demonstragao:

Denotaremos I(s) e J(s) por

I(s) = x(s)seno(s) - ~>-h(x(s))’
3 2
J(s) = y(s)coso(s) + —E—h(y(s))
onde Y(s) = (x(s),y(s),0(s)) € uma curva solucio.
Assim,
gi = Xy + x§ - 3hxx

) ..
%y + x(Bh}'{ P S ﬂ) - 3hxx
y X

pois y =sen0 e ¥y =3x0. Como % =cos0O e X = - y0 temos

dJ .o - .
s - YRt yx + 3hyy
.2
=Xy + y|- 3hy - ;y + —%— + 3hyy
.2
= Yy >0
2

Temos as seguintes solucoes de (II)

2.9 Proposigao:
Se a curvatura de uma curva solucao Y é zero num intervalo, por-

tanto ¢ = 0, entdo Y € uma reta dada, por:



ou
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Y(s) = (-s,1/3h,(2k + 1)7), s < 0

y(s) = (1/3h, s,m/2 + 2kT),s > 0

Demonstragao:

E facil ver que as curvas dadas acima sao solugdes de (II).

Na figura abaixo temos as projecoes

—> <
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No entanto, estas sao as unicas solugdes que contém segmentos de
reta. Suponhamos que Y possua um segmento. Portanto O = 0 num intervalo,

digamos (a,b). Entao

é satisfeita para O constante.

Suponhamos y = Ax em (a,b). Logo

COSQ seng

Ax X

0 =3h +

donde 3hx + _EQ;E - sen0 = 0

e entdao x € constante. Portanto y € constante e nao temos um segmento.
Assim, y = Ax nao pode ocorrer.
Portanto o segmento € ortogonal ao eixo x, isto e,

1/3h ou é ortogonal ao eixo y, isto €,

0 =7/2 + 2kT e neste caso x

]

0= (2k +1)g e y =1/3h. O resultado segue pela unicidade das equacdes di

ferenciais ordinarias.

2.10 Proposigao:

As fungoes I e J sao estritamente crescentes ao longo de uma
curva solucao com &(s) # 0 para algum s.

Demonstragao:

Mostremos o fato para J. O caso I e analogo.

De 2.8 resta mostrar que se 51 # s, entao J(sl) # J(sz). Su

ponhamos J(Sl) = J(sz) =c. Como J ¢é crescente segue que J(s) =c para

qualquer s ¢ [sl,sz]. Logo

a3 sy o 3D GEN? | y(s).sen (5)
ds - x(s) B x(s)

=0, s¢ [sl,sz]
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donde send(s) = 0 para todo s¢€ [sl,sz], isto ¢, 0(s) e constante e por

tanto § = 0 absurdo!

2.11 Lema:

Ao longo de qualquer curva solugdo ¥ temos o seguinte 1limitante

superior (resp. limitante inferior) para 1 (résp. J):
I(s) £ 1/6h (resp. J(s) 2 - 1/6h)

Além disso, se

I(so) = 1/6h_ (resp. J(so) = - 1/6h)

para algum s _, entao
x(s) = 1/3h (resp. y(s) = 1/3h)

Demonstragao:

Temos que

2 2

3 3
I(s) = x sen0 - —5—-h X X - =5 h x

IA

Consideremos f(x) = x - —%—-h x~. Como
£'(1/3h) =1 - 3h—— =0 e
3h
f"(1/3h) = - 3h <O

segue que x = 1/3h e maximo de f, 1logo

f(x) € £(1/3h) = 1/6h para todo x

donde I(s) g f(x(é)) < 1/6h

1/6h para s2 s .

Se I(so) = 1/6h segue de 2.8 que I(s)
1/3h.

Finalmente segue da demonstragao de 2.10 que x(s)

A prova para J ¢é analoga
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2.12 Lema.: -

Seja Y wuma curva solugao com I(so) = a > 0. Entao

Hp v =

e x(s) é limitado para s 2 s
[

Demonstragao:

Temos para s 2 S,

I(s) 2 I(so) =a>0

Observemos que nesta condicao (I > 0) nao podemos ter x - 0 ou
y % 0, logo Yy esta definida para todo s € R, s2 5,
A A
A I=0
v > >
I<0
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Portanto temos

3 2 3
- < - -2 < x - —
a = I(so) < 1(s) X senO > h x X > h x

2

Seja f(x) =x - 21 x*2 a. Como x, = 1/3h € maximo de f existem duas

2
constantes dependendo de a, O < m, < Ma’ com f(ma) = f(Ma) =a e
< <M. > <x <M. 2
m, < Xy Ma Logo f(x) a para todo m, <X Ma Se x Ma ou
x S m, I < f(x) £ a. Portanto I(s) 2 a para s 2 s, implica em
< < > s .
m £ x(s) < Ma para s 2 s
i
t(x)
«
|/ L,
6h '
[}
i
'
[}
'
'
: : E
5 ) X
i i 1 N
0 mq 1/3h M, \2/3n f
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. 1 2
< _—<
Observemos ainda que m 31 M < ——

.Como I(s) = x(senc - —%— hx) > 0 para s 2 s, temos

. 3 3
- D> —_ D
y = senO 2 hx > h m >0
e desde que 0 € o angulo que Yy faz com o eixo x temos y » quando

§ * o,

A seguinte proposigdo nos da o comportamento de uma curva solucao

Y gquando s tende para o infinito.
: i

2.13 Proposigao:

Seja Y wuma curva solugao com I(s) =a > 0 para algum s. Entae

. ' 1
lim I(s) = ——
00 6h

Demonstragao:
Como I € crescente e 1/6h ¢é limitante superior temos que

lim I(s) existe e €& menor ou igual a 1/6h. Suponhamos por contradigao
§—>c0

lim I(s) = ¢ < 1/6h

[ ad

Quando s > © y(s) + ®, Jlogo para s 2 s so suficientemente

o,

grande, 7Y(s) se aproxima de uma curva B(s) solucao da equacao

, seng
§=3h - —
x
que € caracterizada por
I = constante

De acordo com [9] B é grafico de uma funcdo perioddica

(x = x(y)) e se assemeiha ao onduloide
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v

Além disso, existe uma constante k tal que B contem dois inter
valos dentro de cada periodo satisfazendo:

|| = |cos 0] 2 k

onde O é o angulo que B faz com o eixo X.
Seja T o periodo de B e £ o .comprimento de arco de um peria

do.

Seja [31,32] um intervalo tal que vy(s) = (x(s),y(s)) satisfaz:



onde
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1 X Yi o2 < <
i) Ix(s,l 2 kl para todo s; < s £s,
.. _ 5
ii) |x(sl) x(32)| 2 k,
k1 e k2 sao duas constantes positivas.
Seja Y = max{y(s); s <s & 82}'
"Temos que
s s
2 2 .
dI XX
AI = I(SZ) - I(Sl) = JS 'Td—s— ds = JS ds =
1 1
s s s
T2 2 2 2 .
= XX ds = X 2x% | ds = lﬁl.. dx” ds 2
. 2 . 2y 7| ds
°1 1 1 ;
s s s
N e . k| ("2 g2 s K, 2 4,2 .l
2y ds Ty ds T2y ds
s s s
1 : 1
k : k
-1 2 2, 1 - 2.
= | (5,07 = (s D7 2 5y (x(sy) = x(s0)" 2
. 2
T2y T2 2y

Consideremos o intervalo [so,so + 4); sejam

<s,<s,<s,< 8 +
o]

1 2 3 4

Temos

I(s  + p) - I(s ) =

+ I(SB) - I(sz) + 1

V4
P
N

1im I(s) - I(s

§ >0

Mas

WA
w

£ tais que |i(s)| 2 k1 para s, £ s

1 , ou
I(SO + L) - I(Sé) + I(SA) - I(s3)

(52) - I(Sl) + I(Sl) - I(so) 2

) =% 1(s.) -
o’ 51 I(sj) I(Sj—l) onde
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s. -s. . =4. Logo

2
' £ 1 PRPTAR N s b
lim I(s) - I(s ) = . I 5. - I1(s.) > S
§-500 ° 3=0 j+l J

onde Y =max{y(s); s <s <s + 4£}. Entao
o 0 o

@ 1
lim I(s) - I(s ) 2 ¢'. ¥ ———r
00 (o} j=0 Yo + 3T

onde c¢' € uma constante, mas isto € um absurdo pois

118

e divergente

2.14 Corolario:

i=0 2(Y0+JT)

Seja Y uma curva solucao com I(so) = a > 0. Entao a reta

x = 1/3h e uma assintota de Y quando s tende para o infinito.

Demonstragao:

Consideremos f(x) = x - —%— h x2. Dado € >0 tomemos

re (1/3n(3he + 1), 1/3h) e seja k = £(r). Logo existe R > 0

2
3h

satisfazendo

1
r < <R < ~§E» e f(R) = k. Portanto para todo x, r < x < R, £(x) > k.
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t(x)

6h

Seja
. 1 - 3hr 1 1 3hR 1 1
0 <§ <mln{__6_l_l--k’7( €+_3h>——-6—1;,—2—-—(€-.—3-}—1-)+—E

segue de 2.13 que existe $; tal que para s > 81

2
—%H - 8§ < xseno - 3h§ < éh + 6

Observemos que para s >'Sl’ r < x(s) <R pois se x2 R ou

< 1 3nx? 1 \
x =r, f(x) £k < on " ¢ donde xseno - 7 < f(x) <% - § absurdo!

Portanto, para s > 1 temos

2
1 I 1 2 (s 2 1
- = - —_ < -_—— ——
X = 73R T T3hx ( 2 X ) * 73R IR ( 6h) M T
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2 .
12 3hx” 1 2 1 1
X~ 3R T3 ( x)* h 3hr( ‘6"?F)* "¢

Resta mostrar que § ¢é realmente positivo. Para provar que

3R [ _ LY\, L o
> F 3h)+ 6n

quando € < 1/3h observemos que devido a simetria de f(x) temos

1 1 1 1
3n RSyt ( 3h ~ 35 (3he+1) ) logo
3hR 1 1 3h (| 2 1 1 1
"E”’(e - Bh) *ER T 2 ( 3h 3h(3h€+1)) (e T )* 6h -
1 ( 18n’e’-3ne-1), 1 _ 18n’e’ 1 .
~ 6h 3he+l 6h ~  (3he+l) ° 6h

2.15 Proposigao:

Seja Yy uma curva solucao com J(so) = a < 0. Entao

. 1
lim J(8) = ~ ——
o 6h

Além disso, a reta y = 1/3h € uma assintota de Y quando s + - «,

A demonstracdo € analoga a proposicao 2.13.

Seja vy:(a,b) » Q uma curva solugdo, Y(s) = (x(s), y(s)). Conside
remos o campo vetorial unitario

Y:(a,b) —> S1

s —> (%(s),y(s))

Seja s, € (a,b) e o, um angulo que ?(so) faz com o eixo x.

Consideremos o seguinte problema de levantamento
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. exp
. Vv
((a,0),5)) —> (s',7(s )
onde exp:(R,Oo) —> (Sl,?(so)) é dada por exp(t) = (cost, sent). Entao

existe oy((a,b),so)-—>(m,oo) continua e que comuta o diagrama (ver [10}).

2.16 Definigao:
0 indice de <y € o numero de inteiros (mod 2T) que OY(a,b) pos-
sui, ou geometricamente, € o numero de voltas no sentido anti-horario menos

o numero de voltas no sentido horario que da o vetor Y(s).

coso _ seno
y X
ta y = x, isto é, se y(s) = (x(s),y(s)) ¢é solucao entao (y(s),x(s)) tam

admite simetria em relacao a re-

A equagao ¢ = 3h +

bém € solucao.

\2
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Para vermos isto consideremos Y(s) = (x(s),y(s),0(s))

X = cosO
¥y = seno
. cosC senO
0 = 3h + - sen

y X

Seja a(s) = (X(s),Y(s),Z(s)) onde X(s) = y(s), Y(s)

solucao de

= x(s) e

%(s) = 31/2 + 207 - 0(s) onde n é o indice de Y. Temos que & é solucdo

de
X = - cosl
, Y =~ senl

$ -~ 3h - c;sZ . si?Z
De fato,
cosZ(s) = cos(31/2 + 2nm - 0(s)) = ~ send(s) = - y(s)
senZ(s) = sen(31/2 + 2nm ~ 0(s)) = - coso(s) = - x(s)
—3h - coslk N senl _ _ 3 4 sen0(s) _ coso(s) _ _ &(s)

Y X x(s) ~ y(s)

- X(s)

= - Y(s)

$(s)



g curvas solugoes.

ades gerais da

-

elecido propried

Até aqui temos estab
De agora em diante nos preocuparemos com © objetivo desta dissertagéo, isto €,
existe umad curva solucao Y:(a,b) -+ Q com
1ia de

ra cada inteiro D
jderemos 2 fami

provar que pa
n. para isto cons

cujo indice é

1im x(s) = 1im y(s) = 0

sra s*b

curvas solugoes {Yh sh > 0} onde pard cada h > 0 Yh:(O,a) ~Q €a unica
¢ 2.7). Desta familia extral

ca’com 1im Yh(s) = (3,0) (ve

s
atisfaz 2as nos

olucao analiti

curva s
sas exigencias.

remosS uma curva que S

Seja d 2 reta ¥y =% e

b
(@]
WA
<
A
ol

p = { &,y 0 <%=
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(]
A 4

Para Y temos 1imo(s) = m/2 logo

h s0

1(0) = lim I(s) = 3 - 222
s>0

J(O) = 1im J(s) = O
s+0

portanto J(s) > 0 para s >0 e

>0 se 0 <h<2/9
I(0) =C =0 se h =2/9
<0 se h > 2/9

Se h <2/9 entao I(0) 2 0 logo x = 1/3h € assintota de Y4

quando s tende para o infinito e portanto Yy nao nos interessa. Logo con

sideraremos h > 2/9,

2.17 Lema:

Se h >1/9 entao Yh(s) satisfaz: =x(s) < 3 para todo s > 0
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Demonstragao:

Observemos primeiramente que se h = 1/9 entao Y e a reta

Se h >1/9 temos de 2.7 que lim §(s) = ) N >0
2 6
s>0 .
.80 existe § > 0 suficientemente pequeno tal que &(s) > 0 para 0<s < §

, lo-

donde O cresce em 0 < g £ 6.

v

G cresse G decresce

Portanto x(s) < 3 para todo 0 < s £ 8.
Suponhamos que exista s > 8 com x(s) 2 3. Seja Lso > 6 tal

que x(so) =3 e x(s) <3 para § < s < s, Entao I(0) < I(so) mas

_ 27h . . _ _27h  _
I(so) = 33en00 - 5 £ 3 5 = I1(0)

0 que € uma contradicao! Dai, x(s) < 3 para todo s > 0.
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2.18 Lema:

Seja [sl,sz] um intervalo de Y com 0G(s) > 0 para todo

sl-§ s S Sy 0(31) = 37/4 (mod 2T), 0(52) = 0(31) + /2 e J(s2) > 0.
Entao I(Sl) < I(sz) <0 e
AL = 1(s.) - I(s,) > 1
2 1

3h(3h/2y - 1)
onde y = max {y(s); s, £s £ sz}

Demonstragao:

Temos que

x(s,)
I(s,) = x(s))senc(s,) -~ ——(x(s,))° = - —2 - —P(x(s,))% < 0
V2
Logo I(Sl) < I(SZ) < 0.
Como & > 0 segue que O € crescente donde - 12 cos0(s)s-1/vV2
para todo s € [51,52]; ainda
P 1
2= - Ty (2xk) 2 — (-2xx) > 0
y 2/2 y
portanto:
s s
2 ‘ 2 .2
dl XX
= - = = — 2
AT I(sz) I(Sl) J 15 ds J y ds 2
*1 ®1
s s
2 2
2J 1'_ . (~2xx)ds = 1 ~ J —%g(—xz)ds = 1 — (x%-xg)
22 V2 y 2V2
S y s y
1 1
onde X, = x(sl) e X, = x(sz); por outro lado
x,  3hx x, 3
AL = I(s,) - I(s)) = - - - + =

N A Y, S
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2 2
= Sl X)) e 2h (xf - %) 2 —— G - x))
2 2/2 y
[ 30 1 2 2 1
logo - (x5 - %) 2 —(x, + x,)
\2 22-) 1 2 7 1 2
1 3hy(sz)\ 1
Como J(sz) = y(sz) - + 5 > 0 segue que 7 - ~ >0
/I ) 27 5

Como I(Sl) < 0 segue que X, > 2/3hv2. Portanto

=1 ) ’
prz L (xf - x%) > —l—(éﬁ_ - ) 2_ . 1 —
2 ,,35/3/Z  3n(3n/7 y-1)

2.19 Lema:

Seja Y(s) uma curva solugao satisfazendo I(s) £ 0, J(s) 2 0
entao 0(s) 2 0
Demonstragao:

0 lema decorre de

+_:]—
2
y

S
=T 2
X

2.20 Lema:

Seja [s3,54] um intervalo de 7Y . com I(sa) <0, J(s3) > 0,

o(sy) = Tn/4 (mod. 2m) e o(s,) = 0(33)' + /2. Entdo
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AL = I(s,) - I(s;)> ——ns
3h/2y(3hy + 1)

= ma s < <
y max{y(s),s3 £ s = 54} e
onde
¥ = mi g £ s £
| y = mln{y(s),s3 =8 & 54}
Demonstragao:

Como 1(53) < 1(54) <0 e J(sa) > J(SB) > 0 segue de 2.19 que
G(s) > 0. Logo O e crescente em [s3,34] donde 1/v2 £ coso £ 1. Temos

S S

4 a1 4 xi2
AT = I(sa) - I(S3) = J ds ds = J 5 ds =
°3 ®3
s
4, 2
S e g -
; y 2/2 y
s
3
onde X, = x(sA) e X5 = x(s3).rPor outro lado
3h X 3hx2
A *4 X4 3 3
I = - 3 + + 2 =
2 vZ
s
4 2
1 3h 2 2 - X dx 1 2 2
= S (x3 + xa)‘+ > (x3 - x4) = J 2y Tds ds £ > (XA-XB)
s y
3
Resolvendo a desigualdade acima temos
(xz - xg) ( —l; + —%E—-) 2 1 (x3 + xa)
2y V2
2 2 1 3h 1\t 1 3h 1\t
ou (x, - x3) 2 ( T f T2 ) (xq + %,) > ( s—+ == | -,
vZ 2y V2 2y
X, 3hx2
Como I(sa) = - —3 < 0 segue que X, > 2/3hv/2. Portanto
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| _
pTz —1 (xZ-x§)>1(gh+1)- 2_ . y
3hv2 3hv/Z5 (3h§41)

Seja

3
[

{Yh(s); I(s) £0 e Yh(s') e D para todo s' £ s}

Temos que [ e uma curva parametrizada por Yh(s), isto é, I' é uma parte
de 'yh(s) com I(s) < O e contida em D. Pelo lema 2.19, & >0 em T. Lo
go para cada acréscimo de 2T em O existe um intervalo de [ onde podemos
aplicar o lema 2.18 (respecLivamente o lema 2.20). Portanto o valor de I e

acrescido por uma quantidade maior que a soma das estimativas dos referidos

lemas. Dai, I tem comprimento finito e portanto indice finito. Além disso,
T={Yy (s); Yy (s'") e D para todo s' £ s}
h h

que pode ser parametrizada por Yh(s), tambem tem comprimento finito e o
mesmo indice que I’ pois se I(1(s)) £ 0 entao T = T; agora se existir
S, tal que I(T(so)) > 0 segue do lema 2.12 que y(s) > ® quando § > ®

e y(s) > 0 para todo s> s, © que significa que T(s) ndo pode mais dar

voltas.
Para o intervalo 0 £ s £ 3/2 temos
x(0) - x(s) s -0<53/2 e y(s) -y(0) 5s -0<3/2
donde x(s) 2 3/2, y(s) £ 3/2 e Yh(s) ¢ D. Portanto

3/2
Ao(t) 2 0(3/2) - 0(0) = J G(s)ds =
o
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Assim, quando h tende para o infinito a variacgao angular AC também tende
para o infinito.
A variacao de O € importante porque nos da o indice de Y. Assim,

se Y € uma curva solucao com lim y(s) = lim x(s) = O,

s*0 s?*s
o

Ao(y) = 1im O(s) - 1im0(s) = (2n+1)T - /2 = 207 + /2

s+S J s>0
o i

onde n € o indice de Y. Deste modo, o indice de T cresce quando h cres

ce.
0 seguinte lema nos da o comportamento geométrico de T.
2.21 Lema:
Seja £(x,y) = x - my onde m € um numero real positivo. Se
L(s) = £(T'(s)) tem.um maximo local em s, entao 4£(s) < Z(so) para todo
s> s .

(o}

Demonstragao:

Seja 0 < 6 < m/2, © = arc cotg m, ou seja, m = cotgb. Temos que

A

é(so) =0 e Z(so) 0. Como
ia(so) = %(s)) - my(s ) =0

se y(s ) =sen og(s ) =0 entao x(s ) =cos 0(s ) = 0 absurdo! Portanto
o o o o
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x(s )
9(50) #0 e m= 2 o que implica em cotgh = cotgo(so), ou seja,
y(s )
o, = O(So) =8 ou o, = 8 + m(mod27n) e além disso i(so) e &(so) tem
mesmo sinal. Agora
ﬁ(so) = x(so) - my(so)

- sen G5(s ) -~ m co e
o, ( o) 50 o(so)

coso
= - sen Oo.c(so) - —5355;_ . cosoo.o(so)
&6(s )
=-—2 <o.
y(s )
logo é(so) e 9(50) tem mesmo sinal.
Se 0 = @ + T entao y = sen0_ = - send < 0 logo & <0 o que

contradiz o lema 2.19. Portanto o, = 6, ou seja, 0 < S, < T/2.
Seja a = K(so). Assim y 2 (x-a)/m implica 4£(s) £ Z(so) e

y £ (x~-a)/m implica £(s) 2 K(so).
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y= & (x-q)
‘Us). < Uso) ™

L(s)> ULUso)

v

Suponhamos que exista s > s, com Ls) 2 IKSO). Desde que

x(s) £ 3 para todo s, existe s;» §; > s, tal que s, e maximo local

de L(s) e K(sl)z i(so), pois caso contrario I'(s) tomaria a forma de uma
espiral e em determinado instante teriamos x > 3. Na figura abaixo para s,

ser maximo local de Z(s),F(sl) teria que tangenciar uma das retas paralelas

a y = (x~a)/m
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v

1\ \\\\\
\

Entretanto

I(s)) - I(s,) = (x(s;) = x(s ) (seno(s ) - —hx(s)) - == hxls))) > 0

desde que sen0_ --—%— hx(so) = I(so) /x(so) < 0 temos

x(sl) - x(so) <0

e () - (s = (3(s) - y(s))(cosO(s) + —h(y(sp+ y(s))) > O
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temos y(sl) - y(so) >0 logo
K(sl) - ﬂ(so) =‘x(sl) - x(so) + m(y(so) - y(sl)) <0

contradigao! Portanto £(s) < K(so) para todo s > s .

Deixando m = cotgCy variar o lema 2.21 nos diz que [ naoc pode

espiralar pois ela nao pode retornar a regiao destacada na figura abaixo

0'- 1"/:
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Assim, para cada acrésﬁimo de 2n em 0, I passa por um lacgo.

As solucoes de um sistema de equacoes diferenciais ordinarias depen
dendo de um parametro e satisfazendo a condicdo de Lipschitz (ver capitulo 4)
variam continuamente com respeito a este parametro; logo a familia

{Yh;:h > 0} depende continuamente de h quando restrita a regiao:

{(x,v) € Rz; Xx>c,y>ct

para c¢ > 0 suficientemente pequeno.

Seja To(s) a parte de Yy (s) tal que 1 (s') ¢ D para todo
0 o
s e com indice m, o que significa que T, tem m lacos.

[4,]
IA

J




55

Devido a dependencia continua de h existem h1 e h2 tais que

1. Para todo h satisfazendo: h, < h<h

1 tem ao menos m lagos

2 Yh

(nao necessariamente em D).

2. 0 m-ésimo laco de Yy, tangencia d, isto €, a reta x =y, superior-
1 v

Y4 tangencia d inferiormente e se

mente; © m-esimo laco de
2

h. <h <h o m-esimo laco de Yh intercepta d transversalmente .

1 2°

Como O depende continuamente de h temos que

m 5m
O[hl,hz] c [ T + 2k1T, """4_ + 2k1T]o
Logo existe h,, h, <h, <h,, com O, = (2k + 1)7, ou seja, o m-@simo
31 3 2 h3
lago de Yy intercepta d perpendicularmente.
3
Ja vimos que refletindo Fh em torno de d obtemos uma curva
3
solucao de (I). Logo a uniao de Fh com a curva refletida sera uma curva
3
solucao de indice. 2m-1 e 1lim y(s) = lim x(s) = 0
' s>0 s*a
Yh3
"h
1 Yh

\%
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Analogamente, no caso m2 2, seja hl tal que o (m-1)-ésimo la-

¢o de Yh tangencia d superiormente. Entao construiremos uma curva ‘solu-
1 .
cao com indice 2m-2.

Resumindo, se Yh é uma curva solucdo com 1lim Yh(s) = (xo,O), te

s>0
mos os seguintes casos:

1. Se 0 <h¢«< 1/3xO segue que

1imdf(s)=%h———% <0
s>0 o
i
lim I(s) = x - —é—-h x2 > —l—-x >0
o 2 o 2 o
s+0

Logo Yy, tera o seguinte comportamento

A 4

/3h
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2. Se h = 1/3xo entao a reta x = X, = 1/3h ¢é solugao com 0 = O

4
Xo
1 < 2
Se 3% < hg = temos
o o
.. 3 1
lim §(s) = > h - > 0
s>0 - o)
. 3 2
sljml(s)-xo—Thxozo

Logo a curva sera do tipo mostrado na figura abaixo



v

/73h %,

Nos casos 1,2 e 3 o indice de € zero

Th

Alem disso, qualquer curva solugao com ponto inicial (O,yo) satisfaz

lim 0(s) = 3 h + ; > 0
s>+C yo
lim I(s) =0

s-+0
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v

/3h

As seguintes figuras foram obtidas no computador para h = 0,9;

h=1,0 e h=1,4 respectivamente.
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CAPITULO 111

Vamos indicar agora generalizagoes naturais para R® com n = 2k
sob a acao de O(k) X 0(k) e para n =p + q sob a acao de 0(p) X 0(q)
Do mesmo modo que fizemos no capitulo 2, identificaremos os elemen

tos de O(k) x 0(k), k > 2, com matrizes da forma

onde A e B pertencem a O(k). A acao deste grupo sobre R° Z R x R

se da na forma:

A 0 u Au
0 B A By
onde (u,v) € Rk X Rk
' k ok
Analogamente, dado (u,v) € R° XR  com ||u|| =a e [|v]]| =b,
a orbita de (u,v) e 8, X S, ~onde S é a esfera de raio a em RS e Sy
k

e a esfera de raio b em K.

Assim, para cada (u,v) em Rk X Rk fica associado o par de nume

ros reais nao negativos (a,b) donde R2k/0(k) x 0(k) esta em bijegao com

Q = {(a,b) € R?/a 2 0, b2 0}

que é de fato um homeomorfismo

Seja M2k"1 uma hipersuperficie em R2k’ invariante sob a acao de
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0(k) X 0(k). Entao M/0(k) X 0(k) € uma curva em Q.

3.1 Proposigao:
. 2k‘1 » Id . . .
Seja M uma hipersuperficie invariante por O0(k) X 0(k)
curvatura media constante h e Y(s) = (x(s),y(s)) uma parametrizacao

comprimento de arco de M/0(k) X 0(k). Entao

cosO send

X

(111) 0 =xy - Xy = (2k-1)h+ (k-1) - (k-1)

onde O € o angulo entre o vetor tangente a Y e o eixo x.

Demonstragao:

Temos que

f(x,y) = cx2k-2y2k—2
X = cosO

| y = senO
n = (-y,%)

Segue do teorema 2.5 que

(2k-1)h = k —%— (-—9-—§§w€nf(x,y) + X —%; an(x,y))

onde k = Xy - Xy = 0. Logo

cosO senO

(2k-1)h + (k-1) - (k-1)

Qr
]

de

por
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A curva Y(s) = (—%—-coshs, —%— senhs)

para 0 Ss < 7m/2h é solucao de (III).

0 sistema correspondente no espago (x,y,0) é:

X = cosO
() y = senC
& = (2k-1)h + (k-1) C‘;so - (1) 222

Para pontos sobre o eixo X ou eixo y temos a seguinte proposi-

cao analoga a 2.7 '

3.2 Proposigao:
Para cada ponto (xo,O) do eixo x (respectivamente (O,yo) do
eixo y) existe uma unica curva solucao Y de (III) que é analitica,

lim y(s) = (x _,0) (respectivamente 1lim Yy(s) = (0,y ) e pode ser localmente
50 © s>0 °

expressa por X =4q(y) (respectivamente y = p(x)) com qy(O) = 0 (respecti

vamente p, (0) = 0).

Demonstragao:
A prova é semelhante a 2.7, ou seja, atraves de substituigdo em se

rie de potencias. Para isto e conveniente transformar (III) em

N
"
7~~~
T
\»
=
+
—

[a T =T
NLN
N
I
~
-~
|
p—
~
T
fo
—
[2A {=7
<
~—

[
\—/
T

-
I
LR ]
[oR J =P
<
—
+
~
N
=
1
'—l
~—
=
_—
=
+
—
[« 9
£l&
\__'\’)‘
— e
w
~
N
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Seja x=a_ +ay+a y2 + a y3 + a y4 + +avyt o+
o ] 1 2 3 4 LI ] “y I

Sabemos de 2.7 que

dx |2 \3/2 2 2 3
(1 + ( ) ) =1 + 632 vy o+ 1832a3y + ...

1+ dx 2 1 1 dx 1 _ 24 - 3
dy X y dy a, 2 a3y -
2
a ba
2 02 2
- |75+ 4a4 + 8, -~ ——— |y +
a o
o
i Logo

2
(k-—l)(1+ ( g;))(i - ; g’; ) -(2k—1)h(1 +(

- (2k-1)h - 333(k—1)y + ...

]
~
=
|
—
A
—— T —
o]~
I
N
o
N
——

+ ..

e portanto

k-1 _ (2k-1)h | 2
o 2kx_ 2k y

(2k-D)h _ _(k-1)

k kxo

donde O tende a quando s tende a zero.

As funcdes I e J sao dadas por

I = xk_1 sen0 - —lgkill-h xk
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J = yk-lcoso + _(2k-1) h yk

3.3 Proposigao:
As funcoes I e J sao crescentes ao longo de uma curva solucido Y

de (III).

Demonstragao:
Temos que
k-1-2 .
Al _ k-1) 2% > 0 ’
ds y

43 k-1.2
= (k-1) L —X . 20
ds X

logo o resultado segue.

3.4 Proposigao:
Se a curvatura de uma curva solucao Y de (III) é zero num inter-

valo, isto é, O =0, entdo Y € uma reta dada por

Y(s)

ou

Y(s) (——E—:T—E , S ) ; >0

3.5 Proposigao:
Ao longo de qualquer curva solugao y de (III) temos o seguinte

limitante superior (resp. limitante inferior) para I (resp. J):
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I(s) s M (resp. J(s)2 M)
onde

Moo L ( k-1 k-1

Tk (2k-1)h

Além disso, se

I(so) =M . (resp. J(so) = M)
para algum s , entao

k-1 k-1
X(s) = (Zk—l)h (resp' Y(S) = (2k-1)h)
Consideremos f(x) = xk_1 - SZ%Ellh xk. Temos f(0) =0

f(k-1/(2k-1)h) = M. Ainda f é crescente para

crescente para x > k-1/(2k-1)h

X
+
+
1
]
1
1
[
'
|
'
'
[}
|
1

(-]
]
1
1
!
t
!
)
'
|
1
t

r_..___-_...l__...._-_-__

0 £ x £ k-1/(2k~1)h

I,_,

” >
(2¢ 1) 9 (2k-1)n

4
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Assim, para cada a > 0 existem duas constantes m e M,
a

k-1 k
< e e — 1 — = > :
0 m, < e < Ma < D satisfazendo f(ma) = f(Ma) a. Alem dis
so como I =x*! seno - Sg%fll h X < f(x) segue que I(s) 2 a >0 impli-

' (2k-1) h x > (2k-1)

< < y = >
ca m, x(s) Ma e y = send k " h m > 0. Isto prova

o seguinte lema

3.6 Lema

Seja Y wuma curva solucao de (III) com I(so) = a > 0. Entao

lim y(s) = « '
.

e x(s) e limitado para s s,

3.7 Proposigao:

Seja Y uma curva solugcao com I(s) = a > 0 para algum s. Entdo

lim I(s) = M
g0

e X = (ZEZ%)h é assintota de Y quando s tende para o infinito.
Demonstragao:

Basta observar que quando s tende para o infinito <Y se aproxi-

ma de uma curva solucao de

seno

5 = (2k-1)h - (k-1) -

0 restante segue analogo a 2.13.
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Seja Y(s) = (x(s), y(s),0(s)) wuma curva solucao de (IV). O indi
ce de Y € o numero de inteiros (mod 2T) que contém a imagem de 0. O indi-
ce de Y(s) = (x(s), y(s)) é definido como sendo o indice de ¥.

A equacao

cosC send

X

0 = (2k-1)h + (k-1) - (k-1)

também admite simetria em relagdo a reta x = y.
Seja Yh(s) = (x(s), y(s)) uma curva solugao de (III) com

lim Yh(s) = (2k-1,0) e consideremos a familia {Yh;h > 0}. Sabemos que esta
s+0

familia depende continuamente de h.

Seja d areta x =y e

D={(x,y); 0£x 521, 0<y=<x}
Para Yh temos
>0 se 0 <h < k/(2k-1)2
1(0) = =0 se h = k/(2k-1)?
<0 se h > k/(2k-1)°
J(O) =0
Desde que
.. (2k-1) k-1
lim 6(s) = h - >0
50 k k. (2k-1)

quando h > k—l/(2k—1)2 e devido a monotonicidade de I temos

3.8 Lema:

Se h > k—l/(2k4-1)2 entao x(s) < 2k-1 para todo s > 0.
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3.9 Lema:

Seja [31,52] um intervalo de Y, com

o(s) > 0 para todo

84 <s S So» o(sl) = 31/4 (mod 2m), o(sz) = 0(31) + M/2 e J(SZ) > 0. En-

tao I(sl) < I(sz) <0 e

‘ - - (k-1) 1 k-1
ML = 1(s)) - 1(s)) > KL [ (ZDh ) ( k )
.2ky k/Z 5 YZ(2k-1)h
onde y = max{y(s); 5, $s £ sz}
Demonstragao:
Desde que § > 0 temos
-1 < coso(s) £ - 1/V2
para todo s € [sl,sz]. Assim
2 41 52 k1.2
AL = J s ds = J (k-1) ds =
51 51
$2
_J KCSIOF SRR = VI
s ky
1
52
> (k-1) J 4 as
kv2 y $q
kv2 y
onde x) = x(sl) e X, = x(sz). Por outro lado
xkél xk—-l
AT = I(s)) - T(s) = - —2— - LDy kL Ul K
V2 V2
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k-1
X

S S S T S S 2’55 DI S N
/3 1 2 k 1 2
2 XLk oo
k/Z y
donde )
k k 1 (2k-1) (k-1) \~ k-1 k-
(X - X ) 2 ( h - ——="27_ (X + X 1)
1 2 /T k k‘/—2‘§ 1 2
5 1 ((2k-1) b ey ) K )k-l
I\ ok kvZ y Y2¢2k-1)h
Portanto ;
. - - - -1 k-1
a1 > kel ((Zkkl)h_(k 13) ( k )
2ky kv/2 y vZ(2k-1)h
Temos que O = (k—l)—ii - (k-1) _EE - (k=2)¢( Zk-1 )h
k
y X
assim para k=2, J2 0 ‘e I £0 implicamem 0 2 0. Para k> 2
o seguinte lema.
3.10 Lema:
Seja Y(s) uma curva solucao de (III) satisfazendo I(s) <
J(s)2 0 e 0(s) €0 entao %(s) <0 e y(s) >0
Demonstragao:

0 lema decorre de

J v (2k-1)
(1) 2 - D) e S
. y
g = .
- (k-1) ———Ik s k-1) 2 4 (2‘;‘1) h

X
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3.11 Lema:
Seja [53,34] um intervalo de Y, com I(s4) <0, J(s3) >0,

o(sy) = 71/4 (mod 2m) e O(s,) = 0(53) + T/2. Entao

-1 k-1
B = 1(s,) - 1(sy) > k-1 ((2‘;‘1) o4 KoL ) (——l‘——)

2ky ky V2 (2k-1)h
onde
y = min{y(s); 54 <8< 54}
y = m%x{y(s); Sq < s < 54}
Demonstragao
Sabemos de 3.10 que G6(s) > 0 para s € [s3,s4]. A prova segue anad
loga a 2.20.

Consideremos a curva

I'(s) = {Yh(s); I(s) £0 e Yh(s')e D para todo s' £ s}.

Pelo lema 3.10, & > 0 exceto possivelmente em alguns intervalos com & < 0

e x <0, y > 0. Nestes intervalos a curva tem o seguinte comportamento
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\ 2

A prova da existencia de uma curva solugao de (III) que '"comeca" no
eixo x e "termina" no eixo y com indice n segue analoga ao caso k = 2.
0 caso O0(p) % 0(q) difere de O0(k) x O0(k) porque a equacao cor-
respondente
N < .
5 = (p+q-1)h + (p-1) i"y—ﬁ - (q-1) eend
perde a simetria em relacdo a reta x =y que € essencial na prova da exis-
tencia de curvas solucoes do tipo procurado. Assim a prova para o caso

n=p+gq que é dada em [4] & completamente diferente de n = 2k por isto

nao faremos aqui.
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CAPITULO 1V

A - Equacoes Diferenciais Ordinarias
. n
Seja X = (xl,xz,...,xn) e R

4.1 Definigao:
Uma funcao continua £(X,t) definida numa regiao R de Rn+1 com

valores em R € dita lipschitziana em X se

|£0x,0) - £(X,,8)] 5 k|X) - X, |

onde (Xl,t), (XZ’t) pertencem a R.

4.2 Lema:
. .~ n+l .
Seja R uma regiao de R convexa nas componentes X.,...,X_ de
1 n

X, 1isto e, fixado t, a regidao n-dimensional dada por (X,to) em R e

of (X,t)

convexa para cada to. Entao, se cada derivada parcial v
i

i=1,...,n, existe e é limitada por N em R, f(X,t) ¢é lipschitziana com

constante k = n.N.

4.3 Definigao:
Uma funcao continua F(X,t) definida numa regiao R de " com

n oo~ .. ..
valores em R~ e lipschitziana em X com constante k se

|F(x,,t) - F(Xz,t)l g klx1 - X, |

onde (Xl’t) e (X2,t) pertencem a R. .
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4.4 Lema:
A funcao F(X,t) é lipschitziana se, e somente se, cada uma de suas

funcoes coordenadas o e.

Seja X = (x,y,0) e

F(X,s) = (coso(s),senc(s), (2k-1)h + (k—l)ﬂ% - (k-l)ﬂ:’%%é—;)—

A equacao (III) pode ser escrita na forma
X = F(X,s)

4.5 Teorema:
Na regiao f = {(x,y) € R2/x 2 c,y2 c}, ¢ >0 suficientemente pe

queno, a funcdo F(X,s) dada acima é lipschitziana.

Demonstragao:

Segue de 4.2 e 4.3 que F(X,s) e lipschitziana se cada derivada par-
Bfi(x,s) Bfi(X,s) Bfi(X,s)

cial g s 3y , NG for limitada
i) fl(X,s) = coso(s)
—;;% =0, E;%;— 0, 221 = | - seno(s) | £1
ii) f2(X,s) = seno(s)
| aii =0, !—% =0, ' aafoz = |coso(s)| £ 1 |




giao de

iii) f3(X,s) = (2k-1)h + (k-1)

4 l
i

|

it

30

4.6 Teorema:

Seja F(X,t,h) uma
mn+1
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cos0 send
- (k1) — =
seno k-1
- <
e-1) 252 ) 5 5
_ _ coso | k-1
(k-1) £259 | ¢ KoL
y c
- (v sen0 . .y cosO| _ 2(k-1)
(k-1) ——— - (k-1) - s ===

funcao definida em RX G, onde R & uma re-

k n .
e G um fechado de R, com valores em R, continua em

(X,t) e R e h € G e localmente lipschitziana em X independente de h em

G. Entao para cada (Xo,to,h) em R X G, existe uma unica solucao

X(t,Xo,to,h) de X = F(t,X,h) com X(to,Xo,to,h) = X0 e continua em

(t’Xo’

to,h).

B - Teorema da transversalidade

Seja M uma variedade .

4.7 Definigao: .

Se duas subvariedades N, S de

em todo ponto p de Nn S,

mente.

dizemos que

M sao tais que TN+ TS =TM
P 1Y P

Nes$S

se interceptam transversal-
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4.8 Teorema:
Sejam N%, §8° subvariedades de M" de classe ck. Se N e S se
interceptam transversalmente entdo N n S e uma subvariedade de M cuja di

mensao € n + S - m.
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