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Resumo

Neste trabalho estudamos problemas de reacao-difusao semilineares do tipo

w6 = Au(en)+ flu(nr)), ¥eQ )
%(x,t) = 0, x€dQ.

Desenvolvemos uma teoria abstrata para a obtencao da continuidade da dinamica assintética
de (P) sob perturbagoes singulares do dominio espacial Q e aplicamos a uma série de exemplos

dos assim chamados dominios finos.






Abstract

In this work we study semilinear reaction-diffusion problems of the type

u(x,t) = Au(x,t)+ f(u(x,t)), x€Q
Q(xt)= 0, x€JQ. (P)

We develop a abstract theory to obtain the continuity of the asymptotic dynamics of (P)
under singular perturbations of the spatial domain Q and we apply that to many examples in

thin domains.
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Introducao

5 eja em ciéncias fisicas ou naturais, a compreensao de fenémenos evolutivos estd intimamente
ligada a sua previsibilidade ao longo do tempo. Quando da possibilidade de se determinar a
evolucao de seu estado inicial, é natural esperar, ao menos para sistemas que dissipam energia,
que uma parcela consideravel de sua dinamica se concentre numa determinada regiao do seu
espaco de fase. Esta regiao é conhecida como atrator.

Entretanto, os modelos sempre apresentam um certo grau de incerteza na determinagao de
seus parametros, de modo que se faz necessario determinar condicoes de estabilidade relativa a
perturbacoes nos parametros do modelo proposto. Evidentemente os atratores também sofrem
influéncia desta incerteza, e neste caso estuda-se quao robusto permanece o atrator. Em geral
isto ¢ feito comparando-se o “tamanho” dos atratores quando sob pequenas perturbacoes.

Aqui buscamos compreender o comportamento assintético de sistemas de reagao-difusio onde
os parametros considerados sao os dominios de suas varidveis espaciais que sao singularmente
perturbados. Como um protétipo consideremos Q C R” um dominio limitado com certo grau de
regularidade e seja Q¢ := Q x (0,€), para algum € > 0 pequeno. Em Q. consideramos a equacao

do calor semilinear
u = Au—u+ f(u), (0,00) X Q¢

u (Pe)
— =0, 0,00) X IQ. ¢
dNe (0,2) €

Parametrizado por €, o dominio Q. varia de acordo com o parametro. Fazendo o parametro
€ — 0, analisamos a dinamica de (P;) comparando os atratores %, € € (0,&|, e <%, e damos
condigoes suficientes para que a familia de atratores {%}se[o.,é] seja continua em € =0.

Alguns dos primeiros a investigar este tipo de problema foram Hale e Raugel em [31]. Eles
mostram a existéncia de uma equagao limite quando € — 0 e resultados de semicontinuidade
superior para a familia de atratores, onde os dominios € consistem da regiao delimitada pelo
grafico de uma funcao regular ge : R” — RT. Neste mesmo espirito Prizzi e Rybakowski em
[39] generalizam os resultados de Hale e Raugel considerando dominios mais gerais, podendo
inclusive conter buracos. A correspondente equacao limite é uma equagao abstrata definida em
um subespaco fechado H!(Q) de H'(Q). Além disso, para uma classe de dominios Q C R2,
chamada de dominios bem decompostos os autores descrevem o problema limite explicitamente

como um sistema de equacgoes diferenciais ordinarias de segunda ordem definidas em um grafo e
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acopladas por certas condigoes de balanco.

Neste trabalho introduzimos um marco funcional para o tratamento de uma ampla classe de
problemas singularmente perturbados que, em particular, inclui os dominios estudados em [31] e
[39].

Em espagos funcionais apropriados, podemos escrever o problema (P;), € € [0,1], como uma

equagcao de evolucao abstrata

{ u+Agu=Fe(u), t>0 (P.)

u(0) =up € Xe,
para uma certa familia de espacos X.

Como em [6], onde os autores fazem um cuidadoso estudo das propriedades espectrais de
convergéncia do operador Laplaciano, nossa técnica tem como base um estudo criterioso da parte
linear da equagao (P;) e esta informacao é traduzida para sua dinamica nao linear. Primeiramente
estudamos a convergéncia dos operadores resolventes Agl ﬂAa ' em um sentido apropriado
considerando o fato que os espagos X; variam conforme o parametro €. Com a convergéncia
dos operadores resolventes, mostramos um Teorema do tipo Trotter-Kato, isto é, mostramos a

—Ael _, ¢~ dos semigrupos associados aos problemas lineares

l/.t — _Agu7 t> O
u(0) =up € X¢

convergeéncia e
(Le)

quando € — 0.
Agora, se

!
To(t) = e *ug+ / e AT (s))ds
0

é a solugao de (Pg), com uma desigualdade do tipo Gronwall mostramos que T¢(t) 9 To(1), de
modo apropriado. Destes resultados segue a semicontinuidade superior dos atratores 7.

Nosso préximo passo é entao escrever o problema estaciondrio,

{ Agu:Fg(u), t>0

u(0) =up € Xe, (Ee)

como um problema de ponto fixo (ue = Az ! Fe(ug)). Usando a convergéncia A, ! e Ay mostra-
mos a convergéncia dos equilibrios do problema (P;), € > 0, para os equilibrios do problema (FP).
Além disso, se um equilibrio u; de (Fy) é hiperbdlico, entao u;, é isolado e existe um tnico equili-
brio uj, € > 0, préximo a ele. Neste passo mostramos que z; ¢ um equilibrio numa vizinhanga de

uy se, e somente se, zz = uy + vy, onde vy ¢ um ponto fixo do operador
Tve = (Ae — FL(02)) ™ (Fa(ve +ut) — Fo(us) — FL(up)ve).

Assim, ao linearizarmos o lado direito da equagao (P;) ao redor de um ponto de equilibrio,

as convergéncias do operador resolvente e dos equilibrios garantem a convergéncia do respectivo
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operador resolvente desta linearizacdo. Adicionalmente, se o equilibrio u; do problema (P) é
hiperbdlico, entdo existe uma seqiiencia de equilibrios u}; do problema (P) tais que a variedade
instdvel linear de u; converge para a respectiva variedade instavel linear de uy.

Neste ponto assumimos que os equilibrios do problema (Py) sd@o todos hiperbdlicos (proprie-
dade genérica para o problema limite). Logo, a parte do espectro de A do lado direito do eixo
imaginario consiste somente de um nimero finito de autovalores com multiplicidade finita. Se
QF é a projegao definida por essa parte do espectro de Ag, temos, para vy € QjXé (que é finito
dimensional), que a solucao v(t,vp) de (L¢) existe para todo tempo negativo, e ainda v(¢,vg) — 0
quando t — —eo. Quando perturbamos a equacao (L¢) com uma nao-linearidade F; suficiente-

mente pequema2

, ¢ natural entao esperar que as solugoes de (P;) também existam para todo
tempo negativo. Naturalmente, os dados iniciais para os quais essas solucoes existem nao podem
estar distantes de QjXS% mas sim em uma variedade (ndo-linear) proxima a ela. A técnica para se
obter a continuidade dessas variedades é escrevé-las como um gréfico W) = {(z,S¢z) : z € QjXé},
e observar que as fungoes S : QZFXE% — (I— QQ)XE% comportam-se continuamente com respeito ao
parametro €. A seguir damos uma idéia de como proceder para construir as fungoes Se.
Primeiramente decompomos o espaco Xé por meio da projegao Q , isto é, X, : = Qsz% @ Qng%,
onde Q; =1— Q. Isto induz uma decomposigao da equagao (P:) no seguinte sentido: se z é uma
solugdo de (Pg), escrevemos z© = Qfz e 77 = Qg z, e assim
AL =He(z5,2), (De)
A7 =Ge(zh,2), €
onde A7 :=Ag, " eHe(z",27)=QF Fe(z" +27), FeGe(z",27) = Q; Fe(z" 427 ) sdo continuamente
diferencidveis (Q:;m H¢(0,0) = G¢(0,0) =0 e F/(0,0) = G,(0,0) =0. Sendo W} invariante, para um
dado inicial (t7,8:(7")) € W¥, a solucao de (D) permanece no grafico de S, para todo tempo

r € R. Isto nos diz que z7 (1) = S¢(z7(r)) e que, para todo 7, a equagao (Dg) se escreve como

P+ Af T = He(zh,Se(zh)) (1)
A7 =Gz, Se(2h)).

Ainda, a solugao (z7(r),z7(¢)) deve ir para 0 quando f — —oo e, em particular, permanecer limitada

para todo tempo negativo. Desde que
— t —
Z ()= e T2 (1) + / e M UGy (2 (s), Se (2" (s)))ds,
fo
fazendo ty — —eo, obtemos

S =Sele ) = [ MG (), el (5)))ds,

2Supomos também que F¢(0) =0 e F'(0) = 0.
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e em particular
T

Se(z" (7)) =z (7) =/ e e (TG (2 (s),Se (27 (5)))ds.

Assim, devemos ter S¢ como um ponto fixo de um operador definido em um espago de fungoes
adequadas.

Uma vez obtida a existéncia das variedades instaveis como grafico, a convergéncia das varie-
dades instéveis lineares nos fornece a continuidade das variedades instaveis nao-lineares. Final-
mente, usando a estrutura gradiente dos problemas (P;), mostramos a semicontinuidade inferior
dos atratores e conseqiientemente sua continuidade.

Este roteiro estda sendo empregado com sucesso no estudo da dinamica assintética sob per-
turbagoes singulares e j& aparece de maneira implicita em [6, 13, 27].

Além dos problemas citados acima, hé na literatura uma vasta gama de equacoes estudadas
em dominios finos das mais diversas naturezas. Em [44] e suas referéncias podemos ter uma idéia
das extensOes que abrangem este tipo de perturbacao. Para citar alguns exemplos: Antonci e
Prizzi em [2] consideram o dominio Q ilimitado, para Elsken em [22] o operador linear na equagao
(Pe) é um operador fortemente eliptico geral (nado necessariamente auto-adjunto) e em [21] o
dominio Q consiste de faixas que se interceptam (L-shaped). Em [16] e [17], Ciuperca trabalha
comprimindo com taxas distintas diferentes regioes do dominio €, dando origem a problemas
do tipo Dumbell ([3, 7]). Em vez de olhar diretamente o comportamento dos atratores, pode-se
considerar isoladamente subconjuntos Bg(f) invariantes - objetos de estudo da teoria do indice
de Conley - e resultados levando em conta dominios finos podem ser encontrados em Carbinatto

e Rybakowski em [11]. Outros exemplos que poderao ser encontrados nesta tese:

Exemplo 1: Comprimimos como em [39] o dominio Q por um fator 0 < € < 1 na direcao
vertical, obtendo o dominio comprimido Q, isto é, colocando Q, := T;(Q), onde T : R"™H" — R™ ™"
é a transformagao T (x,y) = (x,€y). Consideramos neste dominio a familia de problemas de reagao-

difusao
Ur = Au_u+f(u)> (0700) X Qg

u
=0, 0,0) x dQ,
ane ( ) €

onde Mg é o vetor normal unitario exterior a dQ¢, e f: R — R é uma nao-linearidade satisfazendo

certas condigoes de crescimento. Verificamos neste exemplo de forma detalhada que as hipdteses
necessarias aos resultados abstratos estao satisfeitas.

Exemplo 2: Generalizamos o Exemplo 1 comprimindo como em [43] o dominio Q@ C R” em
uma variedade .#Z de dimensao m < n.

Exemplo 3: J4 neste exemplo estudamos o caso em que o dominio Q se colapsa a um dominio

de dimensao inferior tal que ha uma regiao de sua fronteira que apresenta um comportamento
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altamente oscilante. Este problema esta relacionado a problemas de homogeneizacao de fronteira
(4, 48]).

Exemplo 4: Este exemplo apresenta como em [46] um modelo de reagao-difusao descrevendo
o comportamento de um sistema com duas componentes finas adjacentes Q¢ e ;. separadas
por uma membrana permeavel I'. Supondo que a interagao dos reagentes ocorra somente na
interface I', veremos que a intensidade da reagao quimica em I' dependera de quao fino forem os

dominios preenchidos pelos reagentes.

Na analise de cada problema citado existe uma repeticdo de certos procedimentos. Como
descrito, conseguimos dar um tratamento abstrato suficientemente satisfatério para os problemas
envolvendo dominios finos listados na literatura. Com isso, o problema de se obter a continuidade
dos atratores para essa classe de perturbagoes se resume a checar as hipdteses necessdrias aos
teoremas abstratos. Dessa forma esta tese estd dividida da seguinte forma:

No Capitulo 1 coletamos uma série de resultados classicos da Teoria de Semigrupos de O-
peradores Lineares e sua relacao com a existéncia e unicidade de solucao para o Problema de
Cauchy; propriedades dos semifluxos {T;(¢);t > 0} gerados por essas solugdes de modo a garantir
a existéncia de atratores e uma teoria de existéncia de pontos fixos para operadores compactos.

No Capitulo 2 apresentamos a teoria abstrata de convergéncia em espagos que variam e
seguimos desenvolvendo resultados que garantam a continuidade dos atratores para os semifluxos
{T(t);t > 0}.

Nos capitulos subseqiientes aplicamos essa teoria abstrata aos Exemplos 1-4 descritos anteri-

ormente.






CAPITULO

1

1IN alINICOS

Teoria abstrata dos sistemas
dissipativos

a tentativa de fazermos este texto tdo auto-contido quanto
possivel, devotamos o primeiro capitulo a teoria dos Semigrupos de
Operadores e sua relagdo com a existéncia de atratores globais para
sistemas dissipativos. Expomos de forma répida e sucinta um apa-
nhado de defini¢Ges e resultados que esperamos precisar nos capitulos
subseqiientes. Observamos que algumas defini¢gbes e resultados apre-
sentados serdo por conveniéncia enunciados na forma em que serdo uti-
lizados em nossas aplicagoes, e ndo em seu maior grau de generalidade.
Tratando-se de ferramentas cldssicas no estudo de equagoes de evolugao
em espagos abstratos, nos furtaremos a dar as provas da maioria dos
resultados enunciados, podendo estas serem encontradas, por exemplo,
em [10, 14, 26, 34, 37, 47].
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1.1 Semigrupos de operadores e equacoes de evolugao

Se X e Y sao espagos de Banach sobre um corpo K (K =R ou K= C), denotamos por .Z(X,Y)

o espaco dos operadores lineares e continuos de X em Y, munido da norma

T
1Ty = sup KXY
' ﬁffé ||x||x

TeZX,)Y).

Em particular, se X =Y, escrevemos simplesmente .Z(X) para .Z(X,X). Por X* denotamos o
dual topoldgico de X. A fim de fixarmos a notagao, denotamos por (-,-) a X —X* dualidade e por

R(T) a imagem de T.

Definicao 1.1. Um semigrupo de operadores lineares em X € uma familia a um parametro

{T(t);t> 0} C ZL(X) tal que
(i) T(t+s)=T()T(s), quaisquer que sejam t,s >0,
(if) 7(0) =1,
onde I denota o operador identidade de X. Se, adicionalmente,
(iii) ||T(r)x—x|lx — O quando t — 0T, para todo x € X,
dizemos que o semigrupo é fortemente continuo, ou um C%-semigrupo.

Teorema 1.2. Se {T(1);t >0} C Z(X) é um semigrupo fortemente continuo em X, entao existem

constantes M >1 e B € R tais que
IT(0)] 2x) < MeP', 1> 0.
|

Definicao 1.3. Seja A : D(A) C X — X wum operador linear fechado. Ao conjunto
{/l €C:(M—A)"":X =X existe e ¢ limitado} chamamos o conjunto resolvente do operador

A, e denotamos por p(A). Ao conjunto o(A) =C\ p(A) chamamos o espectro do operador A.

Definicao 1.4. Se {T(t);t > 0} C Z(X) é um semigrupo fortemente continuo de operadores

lineares, seu gerador infinitesimal é o operador definido por A:D(A) C X — X, onde

D(A):{XGX:HHHI T(t)tx_x} Ax— tim X=X

t—0t t—0t t
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O proéximo resultado reune algumas das propriedades dos semigrupos fortemente continuos e

seus respectivos geradores.

Teorema 1.5. Se {T(t);t > 0} C Z(X) é um semigrupo fortemente continuo de operadores

lineares em X, entao

1 t
(i) Para cada x€ X, lim — [ T(7)xdt =x;
t—0+t 1 Jo

(ii) Para cada x € X fizado, a aplicagdo t — T(t)x é continua para todo t > 0;
(iii) A aplicagdo t — ||T(t)|| #(x) € semicontinua inferiormente, e portanto mensurdvel;

(iv) Se A € o gerador infinitesimal de T(t), entao A é um operador fechado e densamente defi-
nido. Além disso, para cada x € D(A), a aplicagao t — T (t)x é continuamente diferencidvel

com

d
ET(t)x =AT(t)x=T(t)Ax, t>0;
(v) Para cadaxeX et >0

/IT(T)xdTGD(A) e A/ZT(T)xdT—T(t)x—x;
0 0

(vi) ﬂ D(A™) € um subespaco denso de X ;

m>1

(vii) Para ReA > B, onde B é dado no Teorema 1.2, AL € p(A) e

(A—A)*lx:/we*MT(t)xdt, xeX.
0

Teorema 1.6 (Hille-Yosida). Se A:D(A) C X — X é um operador linear, entao as sequintes

afirmacdes sao equivalentes:

(i) A € o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo {T(t);t >0} C £ (X) tal
que

IT ()]l 2x) <MeP, 1>0.

(ii) A € um operador fechado, densamente definido, cujo conjunto resolvente contém propria-

mente o intervalo (B,) e

(A =A)"lzx) <M@A=B)™", A>p.
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Consideremos um espago de Hilbert H, munido do produto interno (-,-). Identificamos através

do Teorema de Representacao de Riez os espagos H e H*, e denotamos ambos por H.

Definicao 1.7. Um operador A : D(A) C H — H € simétrico se D(A) =H e A C A", isto €,
(Ax,y) = (x,Ay) quaisquer que sejam x,y € D(A). O operador A é auto-adjunto se A = A*.

Lema 1.8. Seja A:D(A) C H— H um operador simétrico. Se R(A) =H entdo A é auto-adjunto.

|
Em muitos exemplos, a técnica empregada para verificar as estimativas espectrais necessarias
para que um particular operador seja o gerador de um semigrupo fortemente continuo sao obtidas

através da localizagao da chamada imagem numérica.

Definicao 1.9. Se A:D(A) C X — X é um operador linear em um espago de Banach complexo

X, a sua imagem numérica W(A) é o conjunto
W(A) ={{x",Ax) :x € D(A),||x||lx =1, x" € X", |[x"||x- =1, (x",x)=1}. (1.1)
No caso em que X é um espago de Hilbert, W(A) = {(Ax,x) : x € D(A), ||x||x = 1}.

Teorema 1.10. Sejam A : D(A) C X — X um operador fechado e densamente definido, W(A) a

imagem numérica de A e £ um subconjunto aberto e conexo contido em C\W(A). Se A ¢ W(A),

entdo A —A € um operador injetivo com imagem fechada e, para todo x € X,
(A —A)x|| 2(x) = dist(A,W(A))lx][x. (1.2)

Adicionalmente, se p(A)NEX #0, entao X C p(A), e neste caso

1
—A)! .
I =4 < gy FEE (13)

Definicao 1.11. Seja Ay = {z € C: |argz| < @} e, para z € Ay, seja T(z) um operador linear
limitado. A familia a um pardametro {T(z);z € Ap} C £(X) € um semigrupo analitico sobre Ay

se
(i) A aplicagao z— T(z) € analitica no setor Ay \ 0;

(ii) T(z14+22) =T (21)T(22), quaisquer que sejam z1,22 € Ag;

(iv) lim T(z)x =x, para todo x € X.

€A¢
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Definigao 1.12. Seja A:D(A) C X — X um operador fechado e densamente definido. Se existem
constantes reais a, M e @ € (0,7), tais que o setor L, ={A € C: ¢ <|arg(A —a)| <7, A #a}

esta contido propriamente em p(A), e

M

0
(A =A)" |lzx) < 7—al

AEXugp

entdo o operador A € setorial do tipo (a,M, Q).

Teorema 1.13. Se o operador A:D(A) C X — X é um operador setorial do tipo (a,M,®), entao
—A € o gerador de um semigrupo fortemente continuo {T(t);t >0} C Z(X), com

T(t) = 217U/ra HM(A+A)"dA,

onde Iy € a fronteira do conjunto {A € C: |arg(A+a)| < T —@}\{A€C:|A+a|<r}, com0< ¢ <
¢ e r pequeno, orientada no sentido da parte imagindria crescente. Adicionalmente, a aplicagdo
t— T(t) se estende analiticamente a uma fungdo definida em {z € C: |argz| <% —¢} tomando

valores em £ (X) (ou a complezificagio de X, se X for um espago de Banach real). Ainda, para

algum K > 0,

1Tl o) <K, 130, e [AT(0)] ) <K 'e ™, 1> 0.

1.1.1 Poténcias fracionarias de operadores setoriais

Definigao 1.14. Suponhamos que A:D(A) C X — X seja um operador setorial positivo, isto €,
A € setorial e Rec(A) >0, entao, para todo a >0 definimos

1 o
ATY = —/ 1% e M dr.
I'(a) Jo

O operador poténcia fracionaria A%, associado ao operador A, é a inversa de A~%, para o >0,

com D(A%) = R(A~%). Definimos A® como o operador identidade em X.

Teorema 1.15. Se A:D(A) C X — X € um operador setorial positivo, entdo para todo ot >0, A~%

o+f)

¢ um operador linear limitado em X, injetivo, e satisfaz A~*A~F = A~ , quaisquer que sejam

a>0,B8>0. Além disso, para 0 < ot < 1,

A= S"“n(ﬂ”“) /Owa—a(x +A4)"'dA.
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|
Se A € um operador setorial positivo e o« > 0, entdo o espago de poténcia fraciondria X

associado a A € o espaco D(A*) munido da norma do grdfico ||x||, = [|[A%x||y ,x € X*.

Teorema 1.16. Se A: D(A) C X — X € um operador setorial positivo, entio X*, o0 >0, € um
espaco de Banach e, para o> B >0, X* — XP. Além disso, se A tem resolvente compacto, entdo

X% — XP compactamente, para o> B > 0.
|

Teorema 1.17. Seja A: D(A) C X — X um operador setorial com Rec(A) > 0 > 0. Entdo para

todo a0 > 0, existe uma constante C = C(&) satisfazendo

HA"‘e*A’HX(X) <Ct %% ¢>0.

Teorema 1.18 (Desigualdade do Momento). Se A:D(A) C X — X é um operador setorial positivo,
entdo para quaisquer B < o <y, se x € D(AY), existe uma constante C =C(B,a,y) tal que

Y-
B

a—p
A%l < CllaTal 7 [aP|”

1.1.2 Atratores para sistemas dissipativos

Em nossas aplicagoes seguiremos utilizando resultados relacionados a existéncia global de
solugoes para equacoes de evolucao semilineares em um espaco de Banach X. Nossas equacoes

sao escritas formalmente como
u+Au="F(u), t>0 (1.4)
u(0) = u,

onde A é um operador setorial em X, positivo, com resolvente compacto, F : X% — X é uma

aplicagao Lipschitz continua e limitada para algum a € [0,1) e up € X*.

Defini¢ao 1.19. Se existem T € (0,] e uma fungdo u € C([0,7),X%) tal que u € C'((0,7),X),
u(t) € D(A), para todo t € (0,7) e a equagdo (1.4) se verifica para todo t € [0,7), entdo u é uma

X%-solugao da equagao (1.4).
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Teorema 1.20. Para cada uy € X% existe uma unica X*-solugao u = u(-,x9) de (1.4) definida na
semi-reta [0,00).

Corolério 1.21. Para cada B € [a,1) e ug € XP, existe uma tinica XP-solucdo u = u(-,xy) de
(1.4) definida na semi-reta [0,0).

A partir de agora, respaldados pelo Teorema 1.20, nos referiremos somente a solugdes global-
mente definidas (T = ). Podemos ainda caracterizé-las e derivar algumas propriedades adicionais

de regularidade.

Teorema 1.22. Uma fungdo u € C([0,00),X%) é uma X*-solugao de (1.4) se, e somente se,
t
u(t) = e ug +/ e AF (u(s))ds,  para todo t > 0.
0
|

Corolério 1.23. Se u € C([0,0),X%) é uma X*-solugio de (1.4), entdo u € C((0,%0),X")N
C'((0,%),X7) para todo y € [0,1).

Teorema 1.24. Sejam u € C([0,0),X%) uma X*-solugdo de (1.4) e {u,} uma seqiencia em X%
com u, — ug € X*. Entdo, para todo T >0,

lim sup |Ju(t,u,) — u(t,up)||ye = 0.

" 0,1]

Se u = u(-,up) é uma solugao de (1.4), podemos considerar a seguinte familia de operadores

{T(t);t >0}, atuando em X%, definida por
T()up :=u(t,up), up€X%* 1t>0. (1.5)

Da unicidade e continuidade com relagao aos dados iniciais das solugdes da equacao (1.4),

podemos mostrar que a familia de operadores {T'(¢);¢ > 0} possui as propriedades
(i) T(0)=1;
(ii) T()T(s)=T(t+s), t,s > 0;

(iii) A aplicagdo [0,00) x X% 3 (#,x) — T (t)x € X* é continua;
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o que nos motiva a chamé-la um semigrupo fortemente continuo (ndo-linear) associado a equacao

(1.4). Podemos ainda via Teorema 1.22, caracterizar os operadores
t
T(t)up = e *'u +/ e ACSIE(T (s)ug)ds, uo € X7
0

Definicao 1.25. Uma familia {T(t) : X* — X%;t > 0} é um semigrupo fortemente continuo se

satisfaz as propriedades (i), (ii) e (iii) acima.

s

Definigao 1.26. Se {T'(t);t = 0} é um semigrupo fortemente continuo um subconjunto B C X% é
invariante (resp. positivamente invariante) sob T'(¢t) se T(t)B=B,Vt >0 (resp. T(t)BC B,Vt >0).
Um subconjunto B C X% atrai C C X% sob T(t) se dist(T(t)C,B) — 0, quando t — oo.

Seja BC X*. Ao conjunto

v (8):=UT 0B,

>0
chamamos a érbita positiva de B.
Se u e X* e H, = {¢:(—,00 = X*:9(0)=u, T(t)p(s) = @(t+s), —0o<s< -1 <0}, o
conjunto

’}/gz)_(u) = U(P(—t),

>0
onde ¢ € H,, é chamado wma Orbita negativa de u.

Uma 6rbita completa por u € X% € qualquer conjunto

Yo(u) =7 (W) Uy, (u).

Ao conjunto

chamamos o @-limite de B.
Um subconjunto limitado B C X% possui 6rbita positiva limitada se o conjunto y*(B) € um

subconjunto limitado de X*.

Observamos que a imagem R(T(¢)) de T(¢) pode nao ser todo o espago X*. Logo, dado u € X%,
dizer que existe uma sua Orbita negativa impoe certas restrigoes & escolha de u. O préximo lema

d4 uma caracterizacao para a existéncia de 6rbitas completas.

Lema 1.27. Um subconjunto B C X% ¢ invariante se, e somente se, para cada u € B, existe uma

orbita completa ¥y(u) C B.
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Definicao 1.28. O semigrupo {T(t);t > 0} é ponto dissipativo se existe um subconjunto limitado
B C X% que atrai todo ponto de X* sob T(t). O semigrupo {T(t);t > 0} € assintoticamente suave
se todo subconjunto nao vazio, fechado, limitado e positivamente invariante, B C X%, contém um

subconjunto nao vazio C C X% que o atrai.

Definicao 1.29. Um subconjunto nao vazio of C X* é um atrator global para o semigrupo

{T(t);t >0} se o/ é compacto, invariante e atrai subconjuntos limitados de X*.

Observagao 1.30. O atrator global, se existe, € unico e maximal na classe dos subconjuntos
limitados e invariantes de X*. Entretanto o atrator global é minimal na classe dos subconjuntos

limitados de X% que atraem limitados.

Teorema 1.31. Se o semigrupo {T(t);t >0} € ponto dissipativo, assintoticamente suave, € or-
bitas positivas de subconjuntos limitados sao limitadas, entao T(t) possui um atrator global.

Com nossas hipéteses a respeito da equagao (1.4), nao é dificil checarmos a validade das
condigoes do Teorema 1.31 para o semigrupo {7 (¢);t > 0} dado em (1.5). De fato, da compacidade
de T(t) (derivada da compacidade do resolvente do operador linear A), segue que este semigrupo
¢é assintoticamente suave. A dissipatividade pontual e limitacido das érbitas positivas seguem dos

lemas:

Lema 1.32. Se BC X% € um conjunto limitado, entio ®@(B) é nao vazio, compacto, invariante
e atrai B. Além disso, se B € conexo, entao @(B) € conexo.

Lema 1.33. Para cada conjunto limitado B C X%, existe um instante Tg > 0, e uma constante
Np tal que

sup  sup ||w|lye < Np. (1.6)
12t weT(t)B

Demonstracao: Dados um conjunto limitado B C X% e u € B,
T(t)u=eu+ /Ot e M=) F (T (s)u)ds.
Das hipéteses sobre F e A, existe uma constante K tal que ||[F(w)||y« < K, para todo w € B e
17 ()l o < M ]| o+ MK /0 (1 — )t Pu9gs,
Como B ¢ limitado, existe 7p tal que

IT(t)ullye <1+MKB *T(1—a)=:Ng, =15
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Corolério 1.34. Se By ={u € X% ||lu||y« <N}, entdo @(By) € o atrator global para T(t).

Demonstragao: Claramente, o(B) é compacto, invariante, conexo e atrai By. Notemos primei-

ramente que para todo conjunto limitado B C X%, existe tg tal que T (t)B C By, para todo t > 5.
Como By é atraido por @(By) e By atrai B, o resultado segue.

|

Para certas classes de sistemas dinamicos podemos descrever, com algum detalhe, a estrutura

de seu atrator global.

Defini¢ao 1.35. Uma fungao continua 'V : X* — R é um funcional de Lyapunov para o semigrupo

nao-linear {T(t);t > 0} se

(i) V € limitada inferiormente e para cada u € X% a fungdo (0,00) 3¢ +— V(T (t)u) € R é nao

crescente,
(i) &={ueX*: —Au+Fu)=0} ={uecX*:V(T(t)u) =V(u), Vt e RT}.

Se o semigrupo {T(t);t = 0} possui um funcional de Lyapunov associado dizemos que o semi-

grupo possui estrutura gradiente.

Proposigao 1.36. Se {T(t);t > 0} possui estrutura gradiente e para um ponto u € X% sua drbita
positiva Y (u) é limitada, entio o(u) C &.

Teorema 1.37. Seja o/ o atrator global do semigrupo-nao linear {T(t);t > 0}. Se {T(¢);t >0}
possui estrutura gradiente e o conjunto & € finito, entdo
o= {uEX“: J¢ € Hy, ¢(—t) H—°°>u*}.
ureé

Definigao 1.38. Seja A um espago topoldgico. Consideremos uma familia {Jj},cp de subcon-
juntos do espaco de Banach X%.

A familia {Jj }, o € semicontinua superiormente em A=2g se /lli—>n)lk0 dist(Jy ,Jy,) = 0.

A familia {Jy },cp € semicontinua inferiormente em A=A se Ali—% dist(Jy,,J;) = 0.

A familia {Jj }cp € continua em A=Ay se for semicontinua superior e inferiormente.

O seguinte lema nos fornece uma caracterizacao da semicontinuidade superior e inferior da

familia de conjuntos {J) };cx-
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Lema 1.39.

(i) A familia {Jy},cp € semicontinua superiormente em A=2g se toda seqiiéncia {”/I,L} com

neN’
uy, €Ja,s An — Ao, possui uma subseqiiéncia convergente para um elemento de Jj, .

(i) SeJy, € compacto e para todo u € J,, existe uma seqiiéncia {ul”} comuy, €Jy,, Ay — Ao,

neN
tal que uy, — u, entio a familia {Jy},cp € semicontinua inferiormente em A = Ay.

1.2 Grau Topologico

Nesta se¢ao desenvolveremos a teoria do Grau Topoldgico de Leray-Schauder. Este invariante,
além de garantir a existéncia de solugao para certas classes de problemas elipticos, garante
também a existéncia de solugdo para perturbacoes destes problemas. Uma vez que esta teoria
¢ nao usual na maioria dos cursos de Andlise Matematica, nos permitimos tomar uma pequena
parte deste texto para construir as ferramentas necessarias. Para uma leitura mais aprofundada

deste tema sugerimos as referéncias [19, 36, 49].

1.2.1  Grau Topoldgico em dimensao finita

Definicao 1.40. Dados Q C R" aberto e limitado, f € C(Q,R") e y € R*\ f(dQ), ao ni-
mero inteiro d(f,Q,y) chamamos de grau da aplicagdo f com relagio a Q e y, onde
d : {(f,Q,y) : Q CR" aberto e limitado, f € C(Q,R"), y € R"\f(ag)} — Z € qualquer funcgao

satisfazendo
(d1) d(id,Q,y) =1, para todo y € Q;

(d2) d(f,Q,y) =d(f,Q1,y)+d(f,Q2,y), para quaisquer subconjuntos abertos e disjuntos Q,
de Q tais que y & f(Q\ (Q1UD));

(d3) d(h(t,-),Q,y(t)) € independente de t € [0,1], sempre que h:[0,1] x Q — R" é continua, y :
[0,1] — R" € continuo e y(t) ¢ h(t,0Q) para todo t € [0,1].

Teorema 1.41. Sejam M = {(f,Q,y); Q CR" aberto e limitado , f € C(Q,R"), y e R"\ f(9Q)}.
Entao existe no mdzimo uma func¢dio d : M — Z satisfazendo as propriedades (d1) - (d3) da De-

finicao 1.40.
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Definigcao 1.42. Nas condigoes do Teorema 1.41 a funcao d é chamada o Grau de Brower em

R".

Exemplo 1.43. Sejam Q C R" aberto e limitado, f € C'(Q,R") e Sy o conjunto dos pontos
criticos de f. A funcdo

d(f,Q,y) = Z sgn Jf(x)v VAS Rn\f(aQ‘USf) (17>
xef ()

onde J(x) € o determinante Jacobiano da Matriz Df(x) e Y, :=0, satisfaz as propriedades (d1)
0
- (d3) da Definigdao 1.40.

Na prova do Teorema 1.41, mostra-se que se g € C2(Q,R") é tal que ||g — f|.. < dist(y, f(9Q)),
e y! é um valor regular de g tal que Hy—ylH < dist(y, f(dQ)), entdo d(g,Q,y') =d(g,Q,y) =
d(f,Q,y). Logo podemos estender (1.7) para a classe de todas as fung¢oes continuas definidas em

Q, e pelo Teorema 1.41 segue consistente a seguinte definicio alternativa:

Definicao 1.44. Sejam Q C R" aberto e limitado, f € C(Q,R") ey € R*\ f(dQ). Definimos
d(f,Q,y) :=d(g,Q,y), onde g € C}(Q,R") é qualquer aplicagio tal que ||g — f||.. < dist(y, f(IQ)).

Proposigao 1.45. Nas condi¢ées da definicao anterior,

(d4) d(f,Q,y) #0 implica f~ {y} #0;

(d5) d(f,R,-) € constante em cada componente conexa de R"\ f(dQ);

(d6) d(f,Q,y) =d(f,Q4,y) para todo subconjunto aberto Qi de Q tal que y ¢ f(Q\Qy);
(d7) d(f,Q,y) = d(g,Q,y), sempre que fiyo = g sq-

[ |
Se K é uma componente conexa de R"\ f(dQ), denotamos por d(f,Q,K) :=d(f,Q,y), qualquer
que sejay € K.

Teorema 1.46. Sejam Q C R" aberto e limitado, f € C(Q,R"), g € C(R",R") e K; as componentes
conezxas limitadas de R"\ f(dQ). Sey ¢ gf(dQ), entao

d(gf.Q.y) =} d(f.Q.K;)d(g,Ki.5), (1.8)

onde somente um numero finito de parcelas sdo nao-nulas.
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1.2.2  Grau Topoldgico em dimensao infinita

Como mencionado no inicio da segdo, buscamos um invariante que garanta a existéncia de
solugao para certas classes de equagoes diferenciais parciais. Mas, em geral, nosso conceito de
solucao vive em espacos mais gerais que os espacos euclidianos R”, e uma extensao do nosso
conceito de grau faz-se necessaria. Entretanto para que isso seja possivel nos vemos obrigados a

restringir nossa classe de aplicagoes.

Definicao 1.47. Sejam X,Y espacos de Banach, e Q C X. Uma aplicacio F : Q@ —Y € com-
pacta se F é continua e F(Q) é um subconjunto relativamente compacto de X. Denotaremos por

H(Q,Y) := o conjunto das aplica¢oes compactas de Q em Y.

Teorema 1.48. Sejam X um espaco de Banach real e I: X — X o operador identidade em X.

Entao existe uma dnica funcdo

D:{(I-F,Q,y): QCX € aberto e limitado, F € # (Q,X),y¢ (I-F)(dQ)} = Z (1.9)
satisfazendo
(D1) D(1,Q2,y) =1, para todo y € Q;

(D2) D(I-F,Q,y) = (I —F,Q1,y)+ (I — F,Qa,y) sempre que Q1,Q forem abertos disjuntos de Q
ey ¢ (I-F)(Q\(QU));

(D3) D(I—H(t,-),Q,y(t)) € independente de t € [0,1] sempre que H : [0,1] x Q@ — X é compacta,
y:[0,1] = X € continua e y(t) ¢ (I—H(t,-))(dQ) qualquer que seja t € [0,1].

Demonstracao: Primeiramente mostremos que D é unicamente determinada pelas propriedades
(D1) - (D3).

Se F € #(Q,X), entdao (I — F)(dQ) C X é fechado. Logo, se y ¢ (I —F)(dQ) entdo p =
dist(y, (I — F)(dQ)) > 0, e existe F; € #(Q,X) de posto finito tal que sup||[Fx—Fix|| < p. Por

(D3), tomando H(t,x) = Fx+t(Fix—Fx) e y(t) =y, vemos que D(I —F, Sf;?) =D(I—F,Q,y).
Seja X; um subespaco de X, com dimX; < o tal que y € X1, F1(Q) C X; e Q; :=QNX; #0.
Existe uma projecao Py : X — X; continua, de modo que podemos decompor X = X; & X, (com
respeito a Pj). Observemos ainda que X, é fechado, uma vez que (I — P;) também é continua.
Seja F| : X; — X| qualquer extensdo continua de Fj g, Novamente por (D3), agora aplicado a
H(t,x) =tFix+ (1 —1t)FiPix e y(t) =y, segue que D(I — F{,Q,y) = D(I — F{P;,Q,y). Mas todas as

solucoes em Q de x—Fix =ye x—FEPx= y pertencem a Qj, de modo que se Bj(0) é a bola
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unitdria de X, pelas propriedades (D3) e (D2) tem-se que
D(I-F.Q,y)=D(I-F,Q,y) =D(I-FP,Q,y) =D(I-FiP,Q+B1(0),y) =D(I - Fi P1,Q; +B1(0),y).

Agora, dados quaisquer Q; C X; aberto e limitado , f:Q; — X; continua e y € X1 \ f(9Q1),
definimos

do(f,1,y) :=D(fPi+ (I —P1),Q1+B1(0),y).

Entao as propriedades (D1) - (D3) implicam que dy satisfaz as propriedades (d1) - (d3) da
Definicao 1.40 e portanto dy é o grau de Brower em R"” =2 X;. Em particular, tomando f =

(I-F)

onx;’

D(I_F7'Qay) :D(I_Flagay) :D((I_Fl)\ﬂmxl7gay)'

Pode-se mostrar que D nao depende da particular escolha do subespaco X;. A unicidade de D

decorre portanto da unicidade de dj.

Proposicao 1.49. Nas condi¢oes do Teorema 1.48 sequem as sequintes propriedades:

(D4) Se D(I-T,Q,0) #0, entao T possui ao menos um ponto fixo em ;

(D5) D(I—T,Q,0)=D(I—T,Q,0), para qualquer aberto Q C Q tal que T ndo possua ponto fixo
em ﬁ\f). Em particular, para um ponto fizo isolado u* de T, D(I — T,Q,O) nao depende
da vizinhanca suficientemente pequena Q de u* e € chamado o indice de u*, e denotado por

ind(u*,T);
(D6) D(I-T,Q,0)=D((I-T) g, Q0.,0), se T(Q) CE é um subespago fechado de X e Qo:=QNE;
(D7) D(I-T,Q,0)=D(B(I—-T)B~',B(Q),0) para qualquer isomorfismo continuo B € £ (X,Y);
(D8) Se T € Frechet diferencidvel no ponto fixzo u* de T e se Ker(I—T'(u*)) = {0}, entdo o ponto
fixo u* € isolado e |ind(u*,T)| = 1.
]

Proposigao 1.50. Sejam X um espago de Banach real, Lo,My € # (X). SeL=1—Ly eM =1—M,
sao 1-1, entao
D(LM,Q,0) = D(L,Q,0)D(M,Q,0),
para todo aberto limitado Q C X tal que 0 € Q. Além disso, se X = % X; se escreve como soma
1=1
direta dos subespagos Xi,---, Xy com Lo(X;) C X;, entdao

D(L,B1(0),0) = ﬁD(L Ix., B1(0) N X;,0).
i=1
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Teorema 1.51. Sejam X um espaco de Banach real, L € # (X) e A # 0 tal que A~ ndo é um
autovalor de L. Seja também Q C X aberto e limitado com 0 € Q. Entao

D(I—AL,Q’O) = (_l)m(l)a

onde m(A) € a soma das multiplicidades algébricas dos autovalores [ tais que uA > 1, em(A) =0

se L nao possui autovalores | deste tipo.

|
Como ilustracao do Teorema 1.51 consideremos o seguinte exemplo:
Exemplo 1.52. Consideremos o sequinte problema de valor de fronteira
7 —
{ oyt 2, 1 (1.10)
que € equivalente ao problema de encontrar x € C([0,1]) tal que
x(t)—,u/olk(t,s)x(s)ds:o, refo,1], (1.11)
onde
RS N
Sejam X =C([0,1]) e L: X — X dado por Lx(t) = Olk(t,s)x(s)ds. Como k € continua, L € um

operador linear compacto. Logo, uma solu¢ao nao trivial x € X de (1.11) (x—uLx =0) existe se,
e somente se, W' é um autovalor de L. Para p <0 a solugdo geral de (1.10) é
ceVTHIipde VTR 11 <0
x(1) =
c+dt, u=0
e as condigdes de fronteira implicam que d = ¢ = 0.

Por outro lado, se i >0, temos

x(t) =csin(y/ut)+dcos(y/ut).

Novamente, as condigoes de fronteira implicam d =0 e ¢ sin(\/[t) = 0. Isto € possivel para ¢ # 0
se, e somente se, L = n*7*, para algum n € N, ou seja, os autovalores A, de L sdo da forma
A= (n*7?) ! paran>1. Além disso, cada auto-espaco N(A,I —L) € um subespago unidimensional
de X gerado por x,(t) = sin(nmt) e a multiplicidade algébrica de cada A, é 1. Logo, do Teorema

1.51,
1 para —co< A <m?

D(I—AL.B1(0),0) = { (=) para n’m* <A< (n+1)27°.






CAPITULO

2
Convergencia compacta e continuidade dos
atratores

(Z/l ma das principais dificuldades no tratamento de problemas
envolvendo perturbagdo de fronteira em equagoes diferenciais, é que
as solugbes geralmente vivem em espacos diferentes. Neste capitulo
daremos um tratamento suficientemente adequado para nossa teoria
de aproximacao. Posteriormente veremos como o comportamento es-
pectral dos operadores lineares Ag, determinam o comportamento da

dindmica nao linear do semigrupo {7¢();r > 0}.

23
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2.1 Teoria linear

Como jé dissemos, seguimos interessados em estudar fenémenos que podem ser descritos

formalmente como uma equagao da forma,
ug “"Agu‘g - Fg(u&‘), € G [0, 1], (2.1)

em um espaco de Banach X.. Em geral o operador A, é linear e atua em um subespaco proprio
do espago de fase X.. Nossa técnica para estudar a continuidade do comportamento assintdtico
de (2.1) consiste num estudo cuidadoso do operador linear A¢ obtido através das propriedades

de convergéncia, em um sentido a ser descrito, das solugoes dos problemas lineares
Agl/lg — fg S Xs € A()I/l() — f() S X() (22)

Seja {Xe}ee[o,l] uma familia de espagos de Banach, e suponhamos que exista uma familia de

operadores E¢ € Z(Xo,Xe) tais que
—0
1Eeullx, = [lulx, (2.3)

qualquer que seja u € Xp. Como conseqiiéncia do Principio da Limitagao Uniforme (Gene-

ralizado) existem constantes & € (0,1] e M > 0 tais que sup||Ee|| oy, x,) <M. De fato, seja
[0.] ’

X, ={x€eXp: |Eex||y, <n,Ve €0, 1]} C Xo. Observemos que X, ¢ fechado e de (2.3) Xo = U;_ X,
Do Teorema de Baire existe ng > 1 tal que intX,, # 0. Sejam xo € Xp e r > 0 tais que B(xo,7) C Xp,-

Assim ||Eg(xo+72) |y, < no quaisquer que sejam € € [0,1] e z € B(0,1). Portanto
rllEezllx, < I|Ee(xo+7r2)lx, + [|Eexolly, < 2no.
A afirmagéo segue tomando o supremo no lado esquerdo para € € [0,1] e z € B(0,1).

Definicao 2.1. Dizemos que uma familia {ug}ge(o,l],ug € X., E—converge para ug € Xog se

e—0 E
|lue — Eeuo|lx, — 0. Escrevemos ug — u.
Com esta nogao de convergéncia introduzimos uma nocao de compacidade.

Definicao 2.2. Uma sequéncia {ug, }nen, com ug, € Xe, € €, — 0, € E-relativamente compacta,

se para toda subsequéncia {ue,} de {ug,} evistem uma subsequéncia {ue,} de {ue,} e u € Xy tais
E . , . A

que ug, — u. A familia {ue}ec(o,) € E-relativamente compacta se toda sequéncia {ug,}, com

&, — 0, € E-relativamente compacta.
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Definigao 2.3. A familia de operadores {Be € £ (Xe)}ee(0,) E—converge para o operador

B € Z(Xo), se Beus £, Bu sempre que ug Eouc Xo. Escrevemos Be EE g,

Definigao 2.4. Uma familia de operadores compactos {Bg € .,Z”(Xg)}ge(o” converge compacta-
mente para um operador compacto B € £ (Xo) se para toda familia {ue}eeo,1) com |uelx. =1, a

familia {Bgeue }86(071] € E-relativamente compacta e Be EE, B. Escrevemos B < B.

Lema 2.5. Se Be -~ By entdo existe & >0 e uma constante M > 0 tal que ||Bel| #(x,) < M, para

todo € € (0, &).

Demonstracao: Suponhamos que isso nao seja verdade, ou seja, suponhamos que existam
~ . n—oo . n—oo . .
sequéncias & — 0 e ug, € Xg, com |[ug, |y =1 tais que |[Bg,ue, ||y, — . Mas isto contradiz a

n n
convergéncia compacta de Bg dada na Definicao 2.4.

Lema 2.6. Assuma que Be S, By. Suponha também que N (I+By) ={0}. Entao, existem & >0
e M >0 tais que
[+ Be) o) <M. Ve e (0.8, (2.4)

Demonstracao: Afirmamos que existe um & tal que 4 (I +B¢) = {0}, para todo € € (0,&)]. De
fato, suponha por absurdo, que existam sequéncias €, — 0 e ug, € A (I +Bg,), com ||ug, || X, = L
Como {Bg,ug, } ¢ relativamente compacta, existem, uma subseqiiéncia, (denotada também por
{Bg,ug,}), e up € Xo, tais que Bg,ug, £, up quando n — co. Além disso, ug, + Bg,ug, =0 0 que
implica ug, £, _u, e portanto (I+Bo)ug =0, com |[[up|x, =1, o que contradiz a hipdtese.

Agora, da compacidade dos operadores Be, segue que os operadores (I + Bg)~! estdo bem
definidos e sao limitados para cada € € (0, &)].

Observemos que mostrar (2.4) é equivalente a mostrar

1
0+ Beuelly, > 57

Ve € (0,&) e Yug € Xe com |Jue||x, = 1.

Suponha que isto nao seja verdade, isto é, suponha que exista uma sequéncia {ug, }, com ug, € X, ,
llue,||x,, = 1 e €& — O tal que ||(I + Bg,)ue,||x,, — 0. Desde que ug, + Be,ue, — 0, e {Be,ue,} possui
subsequéncia convergente (a qual continuaremos denotando por {Bg,ug, }), que converge para uo,
com |Jup||x, = 1, temos que ug, L g, 0 que implica novamente que (4 Bo)up = 0 contradizendo
nossa hipdtese.

[ |

Como nas aplicagoes em geral os operadores B sao inversas de operadores diferenciais

Ag i D(Ag) C X — X, adicionaremos as seguintes hipdteses:
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(CR) Os operadores Ag, € € [0,1] sao fechados, densamente definidos com resolvente com-
pacto, 0 € p(A¢) e ainda
A5 A (2.5)

Lema 2.7. Para todo A € p(Ag), existe um €, >0 tal que A € p(A¢) para todo € € [0,&,], e existe
uma constante My > 0 tal que

sup [[(A —Ae) | 2y < M-
€€(0,&;]

Além disso, (A —Ae)~1 <5 (A —Ag) !

Demonstragdo: Seja A € p(Ao). Entdo aigualdade A —A¢ = —(I—AA; ')A, implica a existéncia
e (I—24,")7". Pelo Lema 2.6 existe €, € (0,&)] tal que (I—AA;")~" estd bem definido e é
uniformemente limitado para todo € € (0,&;]. Logo podemos definir o operador (A —Ag)~' =
—A ' (I=2A;") 7! e concluir que [|(A —Ae) M gx) <My, Vee[0,g]
Agora, da limitacao uniforme de (I—AA;')~! e da convergéncia compacta de Az !, dada uma
sequéncia &, — 0, com ug, € Xg, € [|ug,||y, =1, segue que (A —Ag,) ug, = —A N (I—2AA; ) ug, pos-
sui subsequéncia E—convergente. Portanto, se ug £, ug, para cada sequéncia de { A—Ag)” ug}

existem uma subsequéncia (também denotada por {(A —A¢) 'ue}) e vo € Xp tais que
(A —Ag) ue = —A; (1= AA;Y) ue = 2e S5 v

Dessa forma,

A A e = —(T— A )ze 55 —(T— AA g

e portanto vg = —Ay (I — AA; ") "'up = (A — Ap) "o, mostrando que (A —Ag)~! EZN == (A —Ap)7!,
ou seja, (A —Ag)~! <, — (A —Ap)~!

Lema 2.8. Dados A € C e 6 € R, defina S s ={u cC:|u—A|=35}. Se para algum & > 0,
0(Ag) NSy 5 =0, entio existe €5 >0 tal que 0(Ae) NSy .5 =0 para todo € € (0,¢s].

Demonstragdo: Suponha que nao. Entao existem sequéncias &, — 0, i, € S; s (a qual podemos

assumir convergente para U € Sy 5) € ug, € Xg, llue,||x,, = 1, tais que ue, — /,L,,Ag”lugn =0. As
AL s -1 ¢CC . . A s -1 CC -1

convergeéncias A, — A" e [, — [ implicam na convergeéncia WA, — UA)" que por sua vez

implica que a sequéncia {ug, }, (1, = u,,Ag_nlugn) possui subsequéncia convergente para ug € Xy, €

[ullx, = 1. Como ug, — UyAg 'ug, = 0 obtemos que y — 1Ay o =0, ou seja, ug € 6(Ao).
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Recordemos que os operadores A possuem resolvente compacto, logo seus espectros o(Ag),
consistem apenas de autovalores isolados. No proximo resultado mostraremos que o espectro

0 (Ag) de Ag aproxima-se do espectro 6(Ag) de Ap a medida que € — 0.
Teorema 2.9. As sequintes afirmacoes sao vdlidas:
(i) Se para alguma sequéncia €, — 0, temos que A, — Ay, com A, € 6(Ag,), entao Ay € 6(Aop).

(ii) Reciprocamente para todo Ay € 0(Ag), existem sequéncias € — 0 e A, € 0(Ag,), tais que

An = Ag.

Demonstragao: Consideremos sequéncias €, — 0 e 4, € 6(Ag,), tais que 4, — A. Sejam u, € X, ,

com [|un|ly, =1 tais que (I — XA, u, = 0. Entao

1T =24 Dully, <[ =2nAgJually, + (o = 2)AG ], — 0.

Da convergéncia 7LA;H1 “«, AAy ! existe uma subsequéncia de {lA;ﬂlun} convergente a v. Como
(I—2AA;uy, — 0 obtemos u, Live [vlly, = 1. Portanto (I — AAy")v =0, mostrando que A €
p(Ao).

Para a afirmacdo (ii), seja 4 € 6(Ag) e considere Oy 5 = {u € C:|u—A[ <8}, com & tal
que Oy 5N0(Ag) = {A}. Mostraremos que existe & € (0,1] tal que Oy s NG (Ae) # @, para todo
€€ (0,8

Primeiramente afirmamos que existe & € (0,1] tal que os operadores (L —Ag) ! estdo bem
definidos e sao uniformemente limitados para todo & € (0,1] e todo u € d0) 5 = Sy 5.

Para a primeira parte, o Lema 2.8 garante a existéncia de &5 tal que Sy 5 C p(A¢) para todo
e € (0,&5]. Agora, mostrar que (i —Ag)~! é uniformemente limitado para todo & € (0,¢&] e todo
U €Sy s, uma vez que {HAgl HE(XE)O ,€€ (0, 80]} é limitado, é suficiente mostrar que os operadores
(I—pA;")~! sdo uniformemente limitados para todo € € (0,€] e todo y € S 5.

Suponha que esta ultima nao se verifique, isto é, suponha que existam sequéncias &, — 0,

{ta} C Si 5 (que podemos assumir convergente a f), e u, € Xe,, [[u,|ly, = 1, tais que
H (I— ynA;nl)fluonen — o0, OU equivalentemente, H (I— unA;nl)uonen — 0.

Agora, da convergéncia A ! “«, Ay!, (tomando subsequéncia se necessario) WA uy = (ty —
WA uy, + pA; £,y E como (I = pnAg up — 0, implica u, Live [vlly, = 1. Logo (I —
pA, v =0, absurdo pois, u € p(Ap). Tome & = min {5, & }.

Agora vamos supor que O; 5 C p(Ae) para todo € € (0,€]. Sendo a funcao Oy 5> u— (I —

UAy 1~ holomorfa, e limitada em § 1,5, do Teorema do Maximo Mddulo existe uma constante
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C >0, tal que

(71— 24"

)71HZ(X5) < max H(I—/,LAEI)AHX(XE) <C.
8

#ES,L
e€(0,8]

Logo, se &, — 0 e X¢, > uy £, u € Xy,
. _ 1
=245 Yl = lim [~ A8y, > o el

n—o0

mostrando que A € p(Ap). Portanto 0, s intercepta 0(Ag), para € suficientemente pequeno.

O proximo resultado generaliza o Lema 2.8.

Lema 2.10. Se K € um subconjunto compacto de p(Ao), entdo existe uma constante gx > 0 tal

que K C p(A¢) para todo € € (0,€k] e

sup ||(u —Ag) ! H,%(XS) < oo, (2.6)
ek
e€(0,k]
Além disso, para todo u € Xy
SupH(“_AS)_]ESU_ES(H—AO)_IMHXE =20, (2.7)

ek

Demonstragdo: Vamos primeiramente provar que existe g > 0 tal que K C p(A¢) para todo
€ € (0,&k]. Suponhamos que existam sequéncias &, — 0 e {it,} C K (podemos assumir u, — i € K)
onde cada p, é um autovalor de Ag,. Do item (i), do Teorema 2.9 u € 6(A), o que é uma
contradigao.

Para provar (2.6), é suficiente mostrar que il:f H(l—uA;l)*l H,s,ﬁ(xg) < oo,

£€(0,&/]

Novamente procedemos por reducao ao absurdo. Assuma que existam sequéncias &, — 0,
{u,} CK, com y, — pu € K tal que H(I—/.L,,Agnl)_1 H,sf(xgn) — 0. Como W,A; " converge compacta-
mente para UA~!, isto contradiz o Lema 2.6.

Seja u € U. Para provar (2.7), suponha por absurdo que existam sequéncias €, — 0, K > u, —

U €K en >0 tais que

H(lu“n _Agn)_lEEnu _Egn (lu’n _AO)_IM

x, =M (2.8)
Da identidade do resolvente,
(ou'n _Agn)ilEsnu - (lJ“ _Asn)ilEsnu = (lJ“ - un)(l'l“n —Asn)il (A‘J _Aen)ilEsnu’

e de (2.6)
H(,un —Aen)_]Een“— (u —Aen)_]Eenu

lx, =0 (2.9)
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Do Lema 2.7 como Eg,u Lou

| (1 —Ag,) " Ee,u—Ee, (1t — Ag)~u

x, — 0 (2.10)

Agora, da continuidade do resolvente,

(o = A0) ™= (1t = A0) " ully, = 0= || Ee, (1ta — A0) ™= Ee, (= A0) "ull, =0, (2.11)
e deste modo,

n< H(Nn—Aen)_lEen”—Een(Hn—AO)_IMHXEn < H(.un—Asn)_lEsn”— (L—Ag,) 'Ecu Xe,

+ H(N —Ag,) 'Equ—Eq, (1 _AO)_IMHXE,,
+ || Ee, (1t — Ag) ' u— Eg, (s — Ag) 'u

— 0.
Xg"

Defini¢ao 2.11. Para um ponto isolado A € 6(Ap) associamos seu auto espaco generalizado
W()L,A()) = Q(?L,A())X() onde

00 o) = 5 [ (61-40)

2mi

com & suficientemente pequeno de modo a 6(Ag) \ {A} ndo interceptar o disco Oy s.

O Lema 2.8 garante a existéncia de &5 tal que p(A¢) D S) 5 para todo € < &5. Ficam entao
bem definidos os auto-espagos generalizados W(A,Ag) = Q(A,A¢)Xe onde

0 A =5 [ (&1-a0) e

27i Js; 5

Acerca das projegoes Qg(A) = Q(A,Ae) e Q(A) = Q(A,Ap), temos o seguinte resultado:

Lema 2.12. Sejam A € 6(Ag) e d suficientemente pequeno de modo a 6(Ag)\{A} ndo interceptar
o disco 0y, 5. Entao Q¢(A) <, Q(A) quando € — 0.

Demonstracdo: A convergéncia (& —Ag)~! <, (& —Ap)~!, para todo & € S35, e a limitagdo
uniforme de {H(§ +Ag)7! Hz(x )} onde € € (0,&)] asseguram que pelo Teorema da Convergéncia
Dominada de Lebesgue

1
oW

/(é —Ag)7ldE =5 Zim./(aj —Ag) 'dE = Q(M).

S1.6 Sy.8

Qe (1)

Agora, se u, € Xg, com HunHXg,, =1, escrevendo Q¢(4) :Aglﬁ

/(I—ngl)fldf, e, pelo
S8
1
Lema 2.10, (I —&A;')~! é uniformemente limitado, Sl / (I—EA;Y)1dE ¢ limitada. Agora da
i

Sx.8
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N _1 cCc ,_ e . N
convergéncia Ag ! — A ! resulta que a familia {Qg (A)u,} possui subsequéncia convergente, e

portanto, Qg(1) <, Q(A) como queriamos.

Teorema 2.13. Com a notagdo introduzida acima, sdo vdlidas as sequintes afirmacoes
(i) Eziste € >0 tal que dimW (A,A¢) = dimW (A,Ap) para todo € € (0,E];
(ii) Para todo u € W(A,Ay), eziste uma sequéncia ug € W(A,Ag), tal que ug N u;

(iii) Toda sequéncia & — 0, u, € W(A,Ae,), com ||u,||x,, = 1 possui subsequéncia E—convergente

e todo ponto limite desta sequéncia pertence a W(A,Ap).

Demonstracao:

(i) Mostremos inicialmente que que existe & tal que posto(Q¢(A)) = posto(Q(1)) para todo € €
(0,&). De fato, assuma que exista uma sequéncia g, — 0 tal que posto(Q¢(14)) < posto(Q(1)). Se
{vi,---w} é uma base de W(4,A9) = Q(1)Xy entao, {Q¢, (A)Ee,v1,- - Q¢, (A)Eg,vi} é um conjunto

k k
linearmente dependente de Xg,. Escolha af,---, o tais que Z lo'|=1¢ Z o' Q¢ (A0)Eg,vi = 0.
=1

i=1 i
Tomando subsequéncias se necessario, podemos supor que existem o, --- , 0% tais que o' — o,

1 <i<k Logo

k k k
o,V = Z OC,'Q(;L())V[ = r}glgoz O‘iann(AO)Eani =0 com Z ‘OC,'| =1
i=1 i=1

i=1

[l yols

contradizendo a independendéncia linear de {v;,---,v}. Isto implica que existe um & tal que
posto(Q¢ (1)) = posto(Q(A)) como queriamos.

Assuma agora que exista uma sequéncia &, — 0, tal que posto(Qg, (1)) > posto(Q(A)) =
posto(Eg,Q(A)). Do Lema IV.2.3 em [35], segue que para cada n € N existe u, € W(4,Ag,),
llunllx,, = 1, tal que dist(u,,Ee,W(A,Ag)) = 1. Da convergéncia compacta, podemos assumir

up = Qg,(A)uy £, O(A)u = u, e assim
1< [|un — Ee, Q(A)ux,, = [|Qe, (A )un — Ee, Q(A)u]x,, — O,

uma contradicao.

(ii) Seja u € W(A,Ap) e considere ug = Qg(A)u. Logo ue = Qe(A)u £, OA)u=u.

(ili) Dadas as sequéncias & — 0 e u, € W(4,Ag,), [lunlly, =1, a convergéncia Qk, <0
assegura que u, = Qg (A)u, possui subsequéncia E—convergente, digamos u, £, u, e assim

up = Q¢, (A)uy N O(A)u mostrando que u = Q(A)u € W(uy,Ap).
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2.1.1 Continuidade dos semigrupos lineares

A continuidade do espectro dos operadores A, em € = 0 obtida na se¢do anterior nos permite
obter estimativas sobre o comportamento dos semigrupos lineares que por sua vez nos permi-
tem uma andlise da dindmica (ndo-linear) da equacao (2.1). Nosso estudo agora diz respeito a
dinamica da familia de equagoes

M(O) = Uy S Xg,
onde os operadores A; sao operadores setoriais positivos em X satisfazendo a condicao de esta-

bilidade

(S) Existem constantes 0 < ¢ < 3,M > 1 e @ € R tal que o setor Ly = {A € C:
larg(A — )| < T — @} estd contido no resolvente p(Ag) para todo € € [0,1] e

(AT —A) 7! < , YA EXyp e Vec[0,1]. (2.13)

M
A-al
As nao linearidades F; : XS% — X s@o supostas limitadas uniformemente em €, Lipschitz
continuas com constantes de Lipschitz também uniformes em € e Frechet diferencidveis com
FL X2 — 2(X2,Xe).

Observamos que satisfeita a condigdo de estabilidade (S), para cada o < A, existe uma

constante M = M(a), tal que
le™etu]] y <M 77 e ully, . (2.14)
X¢

para todo t >0 e todo € € [0,1].

Agora estamos aptos a mostrar uma versao do Teorema de Trotter-Kato para a familia de

semigrupos e e’

. —00 E ~
Teorema 2.14. Sejam &, — 0, {ue,}, ug, € Xe,, € up € Xo com ug, — ug. Entao

lim He_Agntugn —Egne_AotuoH 1 =0, (2.15)
n—oo XS%I

uniformemente em [t,t2] C (0,00).

Demonstracao: Primeiramente observemos que

e o, g ]|

&n
< He_AE'ltugn —e_AE"tEgnuoH 1+ ||e_A€"’E,gnuo —Egne_AO’u()H Il
X2 X2

S - B
<Mt e at||usn_E8nM0||X£”+He AE"IE‘S”MO_e AOIMO”X%

&n



32

2.1 Teoria linear

Portanto é suficiente mostrar que

HeiAS"tEgnuo _EgneiAOIMOH 1= 0, n—oo
€n

uniformemente em [t1,1].

d
Observemos que para u € Xp, integrando de 0 a t a expressao %[e_AS" 4 _S)A;IEgne_AosAa lu}
obtemos

1
Agnl (Egne_Aot — e_AgntEgn )Aalu = / e Aen(1=9) (EgnAa1 fA;llEgn)e_A"su ds
0
Assim

||Ae_,,1 (Ee,e™" — e Eg, ) Ay 1

€n
ds

t
< /
0 Xe,

< [ M | (Egtg ! = g Eg e ]|y ds
0 " X

1
A e e ) (B Agt — AL Eg, e

n

Observando que {e‘AOsu 1S € [O,I]} é um subconjunto compacto de Xy segue da convergéncia

compacta A E>A_1, que o integrando converge para 0 uniformemente em [0,#;], para todo
t1 > 0. Logo para todo vy € D(Ag) = R(A, ")

HAI;I (Esne*AotvO — e*AsntEgnvo)HX% —0, n—oo (2.16)

uniformemente em [0,7], para todo #; > 0. Por densidade (2.16) é vélida para todo vy € Xp. De
fato, seja zo € D(A) tal que [[vo —zoll, < 6. Entdo

||A;11 (EeneontvO - efAenl‘EsnvO) HX% < HA;nl (EsneiA()t (VO — Z()) — e*Aenl‘Egn (V() — ZO)) HX%
&n €n
+1Ag, (Ee,e 'z0 — e o' Eg,20)|| 4

€n

<[lAg, e Eg, (vo —20) Iy +1 (Ag, Ee, — Ee, A e ™" (vo — 20) |
€n

1

X2
+Ee Ay e (vo—20)||_1 + I|Ag, (Ee,e 20 — e Eg,20)| ;-
Xe X2
Agora se u € Xp, temos
H(Esne_A"’ —e_AS"tEgn)AaluH |
X2
<lle e Ea Ayt —Ag e M g Jul|
&n
+|Ag, (Ee,e™" — e_As"tEsn)“HX% +[[(Ag, e *Esne‘A"tAal)uHxé
€n

Logo concluimos o resultado através da convergéncia compacta Az ! 2>Aa Ue de (2.16).
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2.1.2  Continuidade dos semigrupos nao-lineares

Recordemos que se u,v sao fungdes continuas, nao negativas, definidas no intervalo [a,b] da

reta tais que para algum o >0
t
u(t) < Oc—l-/ v(s)u(s)ds,
a
entdo o Lema de Gronwall garante que

u(t) < Otej;lt v(s)ds’

mostrando em particular que u =0 se @ = 0. Entretanto ao estudarmos estimativas para o

semigrupo (linear) associado a equagao (2.12) sabemos que
HefAtMHXg <Mt |ull, -

Neste caso o Lema de Gronwall usual nao se aplica. Apresentaremos uma versao generalizada

do Lema de Gronwall 1til a nossas aplicagoes. (ver Henry [34])

Lema 2.15 (Desigualdade de Gronwall generalizada). Sejam t <r, ¢ : [t,r] — R" uma funcdo

continua, a:[t,r] > RT, b>0e0< B < 1. Assumamos que

0(1) < a(t)+b/tr(s—t)ﬁ*1¢(s) ds, t<r. (2.17)

FEntao

o) < Y (Ba) (),
k=0

onde

r k
Bra(t) = /t %(s—t)kﬁla(s) ds.

Além disso, se a(t) € constante, com a(t) = a, entdo

1

0(r) < aE((bT(B))7)(s —1) < acelTBNF (1),

Se a(t) = C()/ (s—1)" %) ds, p >0, entio temos
t
1
¢ 1 c o
0(0) < LIER((BT(B)) ) (s 1) — 1] < LLLTBN )y,

.

e, finalmente, se y : [t,r] = R" é uma fungdo continua e a(t) = co/ (s—1) %P y(s) ds, p >0,
t

entao

1

8(0) < cocT(B) [ (s 1) leret TNy () i,
t
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onde I'(+) é a funcao-gama

1 —00
Teorema 2.16. Seja Te(t)ue a solugio da equacdo (2.12) com ue € X¢. Sejam &, > 0,

{ue,}, ug, € Xéﬂ, uy € XO% com ug, £ uy. Dado T € (0,00, se t, >t € [0,T] entio
| Te (tn)ue, — EEHTO(I)MOHXS% —0, n— oo (2.18)
Demonstragao: Parat € [0,T] temos pela Férmula da Variagdo das Constantes,
T (t)ug, — E¢, To(t)uo = e_Astugn —Egne_A"’uo + /Ote_AS" (t=s) [Fe(Te(s)ug,) — Ee, Fo(To(s)uo)] ds
+ /0 t [e*AEn =g, —Esne*Ao(f*ﬂ Fo(To(s)uo) ds.

Da continuidade dos semigrupos lineares obtemos,

n n

—Aet —Apt —Aet —Aet —Agt —Apt
e, Eee ]y < e, Ee ]|y + e o~ Ege ]
£ £

<Me™™ |lug, — Ee,uol|_y +o(1).
X¢

Observemos que {Fy(To(s)up)) : s € [0,¢]} é um subconjunto compacto de Xy, de modo que

podemos afirmar que a integral
!
|l B, ~ B e R @ s)u0)) | yds 0, €0,
0 X;
Além disso, se L é a constante de Lipschitz das Fe, entao

[ e N T ~Ee FoTafshuo)] |y

€

t
<ML / (t—5) " be 0 | Te(s)ue, — Ee, To(s)uol| ; ds
0 X,

Logo,

e || T, (t)ue, —EsnTO(t)MOHX% <M ||ue, _Es,,MOHX% +o(1)e™

€

t
FML [ (1= 5)3e | Te (s)ue, — Ee To(shuol y ds.
0 X,

e as duas primeiras parcelas do lado direito da ultima desigualdade podem ser majoradas por
Mv(e), com M = M(T) e v(e) =2 0.

Agora, colocando @, (1) = e ||Tg, (1)ue, — E¢,To(t)uo|| 1, temos para n suficientemente grande
X

O(t)e, < M—i—ML/OI(t—s)2 ¢©(s)ds em (0,T).
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Do Lema 2.15 segue entao que
e, (t) SMiv(g) =0, n— o,

onde My = (M,M,L,T) é uma constante independente de €.

2.2  Continuidade dos atratores

As hipéteses da se¢ao 2.1.1 garantem que os semigrupos {7¢();¢ > 0} associados a familia de
1
equagoes (2.12) possuem atratores globais <% em XZ, € € [0,&]. Além disso, garantem também
sua limitacao uniforme,

sup sup |[w|| 1 <ee.
e€[0,E] we, x¢

Nossa Definicao 2.17 de semicontinuidade superior e inferior da familia de atratores 27 requer

um sentido apropriado levando em conta a variacao dos espacos funcionais.

Definigao 2.17. Consideremos uma familia de conjuntos {Je C X¢}.
A familia {J¢} € semicontinua superiormente em =0 se liII(l) dist(Jg, EgJy) = 0.
E—

A familia {J¢} € semicontinua inferiormente em =0 se lin}) dist(EgJo,Je) = 0.
E—

A familia {J¢} € continua em A=Ay se for semicontinua superior e inferiormente.
Lema 2.18.

(i) A familia {J¢} € semicontinua superiormente em €=¢gy se toda seqiéncia {ug,} com

neN’

ug, € Je,, & — 0, possui uma subseqiiéncia E-convergente para um elemento de Jy.

(ii) Se Jo € compacto e para todo u € Jy, eriste uma seqiéncia {Msn}nEN com ug, € Jg,, €, — 0,

E . . , . , . .
tal que ug, — u, entao a famdlia {J¢} é semicontinua inferiormente em 0.

Com os resultados das secoes anteriores

Teorema 2.19. A familia de atratores {<7 : € € [0,&)]} € semicontinua superiormente em € =0,
ou seja,

lim sup inf |lug —Eeupl| 1 =0. (2.19)
8%01486% uyE ) X2

Demonstracao: Consideremos as seqilencias &, — 0, {ug, } , ug, € o7,. Por hipétese temos que

sup sup [[w]| | <eo,
ecl0gwedt  X&
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1
assim sem perda de generalidade podemos supor que ||ug, || y < 1. Portanto existe ug € X, tal
X,

€n

E
que ug, — uo.
Resta-nos mostrar que ug € o%. Para tanto, é suficiente mostrarmos que existe uma 6rbita
completa limitada por ug. Da invariancia dos atratores % para cada n € N, existe uma drbita

completa e limitada
1
Ve, R — X
[ Wgn (t7 Men)

por ug,. Para ¢t > 0, segue da continuidade dos semigrupos nao-lineares que

ll/en (t7u£n) = Tgn (t)ugn - TO([)MO

Por outro lado para ¢ < 0, construimos uma 6rbita por uy do seguinte modo:
Dado k € Z*, suponha sem perda de generalidade que 0 < g, < &. Se t € (—k,—k+ 1], consi-

deramos a seqiiéncia { Y, (—k,ug,)} ey em ) #%. Novamente existe um elemento que deno-
e€(0,8]

1 0
taremos por Wo(—k,up) € X; tal que W, (—k,ug,) Xo, Wo(—k,u).
Portanto para t € (—k, —k+ 1],

lllsn(t7u8n) = lllgn (t+k7 wgn(_k7 ugn)) = Tgn (t +k>wgn(_k7 ugn) - To(t+k)lll0(_k7 M()) = lifo(l,u()).

Finalmente, definindo

| To(t)up, parat>0
WO(tvu) B { 17/()(1‘,14()), para r <0

vemos que Yy(t,up) é uma Orbita completa limitada por ug. Agora o resultado segue do Lema

2.18.

2.2.1 Continuidade dos conjuntos de equilibrio

Antes de descrevermos a estrutura do atrator global iniciemos estudando a continuidade dos
elementos mais simples que vivem no atrator, as solugoes de equilibrio. As solugdes de equilibrio

sao aquelas que independem do tempo, ou seja, as solucdes do problema eliptico
Aeu—Fe(u) =0, (resp. Aou — Fy(u) =0). (2.20)

O fato dos operadores As serem setoriais com resolvente compacto entra de forma crucial na
prova da continuidade da dinamica proxima a equilibrios, pois a linearizacdo do lado direito da

equagao (2.12) terd somente um nimero finito de autovalores com parte real positiva.
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Definicao 2.20. Seja & = {u} € X¢ : Agul — Fe(us) =0}, € € [0,1]. Uma solugdo de equilibrio
u; € & € hiperbdlica se o espectro o(Ag — Fi(u})) do operador Ae — Fl(u}) é disjunto do eizo

imagindrio, isto €, 6(Ae — Fi(ug)) NiR = 0.
Neste ponto fazemos também a seguinte hipotese:
(CC) A familia {Agng}g e(0,1] converge compactamente para o operador A 'R.

Agora a semicontinuidade superior dos conjuntos &; em € = 0 segue como uma consequéncia

desta convergéncia compacta.

Lema 2.21. Dada uma segiiencia €, —= 0, seja {u’gn} , U, € 8,. Entao a menos de subseqiiéncias
existe um equilibrio uy € &y tal que

. * *

lim Huen —Egu()HX% =0.

—00
n €

Demonstragao: Observemos que &, C ,, logo sup ||Fg, (up )| y <eo. Por hipétese segue que
X,

n &n

1

a seqilencia {uf :A;}an(uzn)} ¢ E-relativamente compacta, e portanto existe uy € X; tal que

Hu}fﬂ —EsuSH 1= 0, n — . Novamente pela convergéncia compacta dos resolventes e a conti-
XE

nuidade de Fe segue que uj =A, 1Fo(u(’§) € &.

Teorema 2.22. Se ul € &y € um ponto de equilibrio tal que 0 ¢ 6(Ag— Fy(ug)) entao, ui é uma

solucado isolada e ]D(uS,I—AalFé(MS))! =1.

Demonstracao: Observemos que u; € & se e somente ¢ ponto fixo do operador compacto
~Ay'Fy(-) : U — U. Também, 0 ¢ 6(Ag+ Fy(u*)) se e somente se 1 ¢ o(I —A, 'Fj(u*)). E segue

que existe uma constante 1 > 0 tal que ||v+A, " Fo(u*)v||x, = 21|v||lx,- Se escrevermos

oot V)l -0
M,

Ay Fo(u* +v) — Ay TRy (u*) — Ay "By (u¥)v = w(u*,v),
existe r > 0 tal que ||w(u*,v)||x, < ¢||v||x, para ||v||x, < r. Entao, para |u* —u||x, <r

e —Ag Fo(u)llxy > llu—u” — Ag () (" — ) [, — [w(ue”u—u) [, > nlle— "]

Portanto u* é um ponto de equilibrio isolado. O restante da prova decorre do Teorema 1.51.

Corolario 2.23. Se uj € &y € uma equilibrio hiperbolico entao, uy é um equilibrio isolado e

ID(u* 1+ A5 Ry (uf))] = 1.
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Proposicao 2.24. Se & € um conjunto discreto, entao & € um conjunto finito. Se 0 ¢ o(Ag+
Fi(ug)) para todo uy € &y, entdo & € um conjunto finito. Além disso, se todos seus pontos sio

hiperbolicos esse numero € impar.

Demonstragao: Observemos primeiramente que para todo uy € &y, uy+A4, 1F()(u(’g) =0. Consi-

derando K = sup {||Fo(u)]| %}, o operador —A, ' Fy(-) leva a bola B %(0, |A=1||K) nela mesma.
1 X, X,

5 0 0
2
ueX;

Pelo Teorema do Ponto Fixo de Schauder D(I+A, ' Fy(-),B(0,||[A7!||K) = 1, e portanto, existe

a0 menos um ponto fixo uj de —A;'Fy(-) na bola B %(0, |A~Y|IK)); isto é,
XO

I +A"'Fy(u*) =0 com u* € B %(0, lA~1|K)).
XO

1 1
Sendo o operador —A, ' Fy(-) : X; — X compacto, temos & = {uj; : Aguy + Fo(u) = 0} é compacto
1
em X; . Além disso, pelo Teorema 2.22 todo ponto fixo u; ¢ isolado. Se o niimero de pontos fixos
fosse infinito, existiria uma seqiiencia {u}.cn, tal que a seqiiencia —Ag ' Fy(u}) = u} — uf} para

alguma subseqiiéncia n € N’ C N, contradizendo o fato de ser u isolado.

O Proximo Teorema garante a semicontinuidade inferior da familia de equilibrios &.

Teorema 2.25 (G. Vainikko, [49]). Sejam Q¢ C Xe abertos e limitados e Ty : Q¢ — X. Suponhamos

vdlidas as sequintes hipdteses

(i) Os operadores T : Q¢ — X sdo completamente continuos e além disso, Ty ndo possui ponto

fixo em dQy e D(I —Ty,Q,0) #0;
(ii) Os abertos Q¢ sao tais que
e para todo uy € Q existe uma familia {ue}, ue € Qe tal que ugiuo;
o se ug € Qe € tal que ugiuo entdo ug € Qo;
e scug € dQ, € tal que ugimo entao uy € 0S2.
(iii) T <5 7.

Entdo existe & tal que para 0 < € < & os operadores T, possuem ponto fizo ul em Q¢. Além
disso, qualquer familia {u;} de pontos fizos de Ty é E—compacta e seus E—limites sao pontos
fizos de Ty em Qy. Em particular se Ty possui somente um unico ponto fizxo uy de indice nao

nulo, entdo |lug — Ecuglly — 0.
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Proposigao 2.26. Assuma que uj € & seja um equilibrio hiperbdlico. Entdo existem & e 6 >0
tais que para 0 < € < & existe ao menos um equilibrio uy € E({we : [|[we — Ecu| 1 < o}. Além
X¢

disso, ||\uz — Ecug|| 1 — 0.
X2

Demonstragao: Como no Corolario 2.23 existe uma bola B(uj, §) tal que nao existem outros
pontos fixos nela exceto uj, e assim |D(ug, I +A~Fy(-))| = 1. Agora colocando Qo = B(u;,8), Qe =
B(Ecug, 8) e Ty=1+A""Fy(-), Te =+ A 'Fe(-) no Teorema 2.25 suas hipéteses ficam claramente
satisfeitas (exceto possivelmente a condicdo (ii)), e portanto existe pelo menos um ponto fixo u}

na bola B(Eg,ug,6). Ainda uj £, u.

Verificagao da condicao (ii) do Teorema 2.25

Sejam Qg e Q¢ e uy como antes.

e Se up € Qo, como ||Egutg — Ecy|| — ||uo — ug)|| < 8 temos que Eeug € Qe para € suficientemente

. E
pequeno e ainda uz = Ecug — uy.

e Se ug € Q¢ é tal que ugimo, basta observar que |[ug — ug|| < ||Ecuo — Ecug|| < ||Eguo — ug|| +

lue — Eeug).

. E
e Novamente se ug € dQ¢, é tal que ug—up basta observar que, 0 < |||uy—uol| — 6| —

|[[Eeug — Eeutol| = 8| < |[| Eettg — e|| + [[ue — Eerto|| = 8| = |[ue — Eeutol| — 0.

2.2.2 Linearizacao em torno de um ponto de equilibrio

Nesta secao mostraremos que existem muitas outras solugoes que estao nos atratores <7 além
das solugoes de equilibrio. Da caracterizagao via Formula da Variagao das Constantes para uma
solucao da equacao (2.1) e nos fazendo valer do Lema de Gronwall generalizado, é ficil ver que

1

para qualquer up € X¢, € € [0,1], a solugao T¢(t)up por uy permanece limitada, ou seja,

sup||Te (t)uo|| ; < ee.

>0 X52

1

Logo se mostramos que existe uma solugao global T¢(-)up : R — X¢& por up que permanece
limitada, entao ela deve necessariamente pertencer ao atrator 7. Assim é suficiente exibir uma
solugao por ug que pode ser continuada para todo t < 0 e que permaneca limitada para obter

uma solucao no atrator 7.
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Definicao 2.27. Para € € [0,&)], o conjunto instdvel de uj € & € o conjunto
1 ——o0
W) ={n e X2 : existe uma solugio u(t,n) definido para todo t <0 tal que u(t,n) == u:}.

Antes de darmos mais detalhes sobre como construir W*(u) ao menos em uma vizinhanga
de uj, observemos o que ocorre com a equagao (2.12) em uma vizinhanca de um de equilibrio

x4 € &p. Fazendo a mudanga de varidveis v = u — u, olhemos por um instante a equacao

{ v+Agv = Fo(v+ul) — Fo(uh) — Fy(uh)v (2.21)
v(0) = up — ugy; = vo.
onde, Ag = (Ao — Fj(ug))-

Esta equacdo é equivalente a equagao (2.12) neste novo sistema de coordenadas. Entretanto
podemos observar que para v muito pequeno, a parte nao-linear é também muito pequena. E

natural entao estudarmos a equacao (2.12) linearizada em uma vizinhanga de uj e estudar o quao

estavel ela permanece por pequenas pertubagoes, ou seja, estudar a equacao

V—I—on =0

{ o0 —vo. (2.22)

Agora denotemos por 6, = { it € 6(—A¢) : Rept >0}, € € [0, &) e definimos Qf (61) a proje¢ao
determinada por O'J , isto é,

1 .
Q(_)F(G(;r) = Tm/(u +Ao) ]d.ua
r‘+

onde I'" é uma curva em {u € p(—Ap) : Rep > 0}, que envolve o

Para cada vg € QOX%, a solucao v(t,vp) de (2.12) existe para todo r <0 e v(¢,v9) — 0 quando
t — —oo e ainda v+ u, — u, quando t — —oo. Este fato serve como inspiragao para o que queremos
fazer. Quando perturbamos (2.12) com uma nao-linearidade muito pequena, devemos observar
solugoes de (2.21) que existem para todo r < 0. Naturalmente, o dado inicial para o qual tais so-

1
lugoes existem nao estara no subespaco linear Qar Xy , mas em uma variedade nao-linear préxima.
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Teorema 2.28. Suponhamos que ujy € &y seja um equilibrio hiperbdlico do problema (2.12) com
1
€ =0. Entdo eristem uma vizinhanca U de x; em X e uma aplicagao Sy : QgU — (I — Qg)U,
tais que o conjunto instdvel local W§ (ug) de uy é dado por
W) = {w e W) [w =]y < 8} = {(Qfu,So(@iu)) :ue U},
0

Demonstragao: Vide Teorema 2.36.

Fazemos aqui uma hipétese de estabilidade com respeito a linearizacao da equagao (2.12).

(ES) Se uj € & e uf € & sao tais que uj £, uy entao a familia {Ag'Fy(u})} converge

£€(0,1]
compactamente para o operador A, lFé (uj) e

[Iwe (uz,v) x,

—o(1), quando [|v]y, =0
. s

uniformemente em €.

Nas hip6teses da Segao 2.1.1 e supondo (ES) segue a semicontinuidade inferior da familia de

conjuntos de equilibrios &%.

Teorema 2.29. Se uj € & € um ponto de equilibrio tal que 0 ¢ 6(Ao—Fy(ug)), entao existe um & >
0 tal que existe um unico uy € & NB(Eeuy, ). Além disso, se ujy € &y € tal que 0 ¢ p(Ag+ Fy(ug)),

entao da Proposicdo 2.24 sabemos que eristem no mdximo um niumero finito deles, digamos

*
re

Neste caso, existe um €& tal que & possui eratamente r elementos u;l,gu;;” para todo

*
uy,-,u
€< & e ainda uy; — u;.

Além disso, se ugy € hiperbolico entao uy também o é.

Demonstracao: Observemos que uy € & se e somente é ponto fixo do operador compacto
—A'F(¢) : Xe — Xe. Também, 0 ¢ o(Ag + F.(u})) se e somente se 1 ¢ o(I —A;'Fl(u})). E
segue que existe uma constante 1 > 0 (independente de €) tal que para qualquer € < &, 0 ¢
o(Ag+FL(u})), |[ve + Az 'Fe(ul)vellx, = 21|vellx,. Se escrevermos

[[we (g, ve) |1x,

Ag—ng(u: +ve) —As—lFs(u;) —Ag_lFé(MZ)V&- = we(uz,ve), vellx
El|Xe

< h(|lvelly, ),

onde h:[0,00) — R pode ser tomada continua com h(0) = 0. Logo existe 6 > 0 (independente de
€) tal que

[[we (14, ve)llx. < nllvellx.
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para |[ve||x, < 20.

Entao, para |ju; —ue||x, <20
lite = Ag Fe(ue)|lx, > llue — up — A" Fé(ug) (g — ) |x, — l|we (e, e — ) [, =1 fluee — .

Portanto uy ¢ um ponto de equilibrio isolado. Isto e o fato que u; £, up demonstram o resultado.

1
Observagao 2.30. Como A € setorial, tem resolvente compacto e Fl(u}) € L (X¢,Xe), entao o
operador Ag é também setorial com resolvente compacto, valendo estimativas setoriais do resol-

vente uniformes em €. Logo com nossas hipoteses a familia de operadores {A } converge

£€(0,1]
compactamente para o operador A0 L

De fato, basta observar que (Ae — Fi(u})) ™' = (I— A7 Fl(u})) 1A !
Com isso também para os operadores A temos um anilogo do Lema 2.10.

Lema 2.31. Seja K um subconjunto compacto de p(—Ao). Entdo existe uma constante &g > 0
de tal forma que K C p(—Ag) para todo € € (0, &]
sup sup sup||(u+Ag)"" Hg(xg xey < (2.23)
a€0,1] e€(0,ex] LEK e

1
Adicionalmente para ug € X;j

hmsupH +Ae) tug — (u+Ag)” uoH =0. (2.24)

£—0 uek 0

|

Lembremos que os operadores A; possuem resolvente compacto, e, dessa forma, o espectro
dos operadores —Ag, € € [0, &] consistem apenas de autovalores isolados, logo, de maneira inteira-
mente analoga & secdo anterior, para cada U € 6(—Ay), associamos seu auto-espaco generalizado

W()L, —Ao) = Qo(l, —Ao)X() onde

Qo) =5 [ (&1+d0) ae

8.
com § suficientemente pequeno de modo a 6(A)\ {A} nao interceptar o disco Oy 5.
Em particular o andlogo do Lema 2.8 nos permite definir para € suficientemente pequeno os
auto espacos generalizados W (4, —Ag) = Q(A,—A¢)Xe onde

5o | (E1+Ae) S,

S1.6

Q(A‘v _AS) =

Portanto temos também as seguintes versoes do Lema 2.12 e do Teorema 3.19.
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Lema 2.32. Sejam A € 6(—Ay) e § suficientemente pequeno de modo a 6(—Ag)\ {A} nao inter-
ceptar o disco Oy 5. Entao Q¢(A,—Ag) <, Qo(A,—Ay).

Teorema 2.33. Com as hipdteses do lema anterior as sequintes afirmacoes sao vdlidas:

(i) para todo py € 6(—Ay), existem seqiiéncias € — 0 e {lLe, }, Ue, € 0(—Ag,), n €N, tais que

Ue, — Mo quando n — oo.

(i) se para alguma segiiéncia &, — 0, e alguma seqiiéncia {Ug, },Ue, € 0(—Ag,), n €N, temos
Ue, — Lo quando n — oo, entdo Ly € o(—Ay).

(iii) existe & >0 tal que dimW (u,—Ag) = dimW (1, —Ay), para todo 0 < € < €.

(iv) para todo u € W(ug, —Ao), existe uma seqiiéncia {ug}, ug € W (o, —Ae), tal que ue o

(v) toda seqiiéncia & — 0, {ug, },un € W(U,—Ag,), n €N, com |lug,|[x_=1 tem uma subsegiiéncia

convergente e todo ponto limite desta seqiiéncia estd em W (o, —Ap).

Recordemos a definicdo da projecao Q(J)r dada por
1 _
et — AN ld
0 (o) w[w o) du,
r

onde I'" ¢ uma curva em {u € p(—Ap): Reu >0}, que envolve 6. Do Lema 2.31, segue a

existéncia de um er tal que I't C p(—Ag) for € € (0,&]. Seja Qf (67, —A,) projegao dada por

1 =\
Q¢ (o) = Tm/(ﬂ +A) ldu.
T+

Consideremos —A] e —A; as restri¢oes de —A a W;" = QF (65 )X e ao espago Wy = (I - QF (o)X,

respectivamente.
Teorema 2.34. Sdo vdlidas as sequintes afirmagoes:
(i) existe um & >0 tal que dimW (o, ,—A}) = dimW (o, —Ao"), para todo 0 < € < &.
(ii) para todo u € W(oy, —Ao"), existe uma seqiéncia {ue}, ut € W(o;, —A), tal que u 0.

iii) toda seqiiéncia {u,} ,u, € W(o,},—Ae ), n€N,, & — 0, com ||uy, =1 possui uma subse-
q € n Xgn p

qliéncia convergente e todo ponto limite desta seqiiéncia estd em W(GJ,—A_OJF).

(iv) existem B >0 e eg >0 tais que 6(—Af)N{pn € C:|Reu| > p} =2, € € (0,g].
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(v) existem g > ¢p >0, wp >0 e eg >0 tais que X gy 9, Cp(—A;), €€ [0,65] €

- M,
| (u +Ag)*1H$(X£) < ‘ B , para todo L € £, ¢, € para todo € € [0, p]. (2.25)

p— ag|

Im

Re

Figura 1

2.2.3 Continuidade das variedades instaveis

A existéncia de variedades invariantes é um tépico amplamente estudado, e pode ser encon-
trado com certo detalhe em [34]. Entretanto a seguinte prova é uma adaptagao para englobar a
possibilidade dos espagos envolvidos variarem com relagao a um parametro.

Como estamos assumindo que todos os equilibrios u; € &y do problema (2.12) sao hiper-
bélicos, sabemos que o conjunto G(;r consiste apenas de um nuimero finito de autovalores com

multiplicidade finita e para € suficientemente pequeno, o mesmo é também verdade para o, .

Proposicao 2.35. Dada uma seqiiencia &€, — 0, seja {uf;n}, ug € &, tal que ug £, uy € &p.
Entao existe um & > 0 tal que todos os equilibrios uy € & sao hiperbolicos para 0 < € < E, e
HA;HIH < C, com C independente de €,. Além disso, QF converge compactamente para Qg (e

entdo posto(Qg ) = posto(Qy ), para 0 < € < &), e a familia de conjuntos o, € continua em € =0.

(]
Podemos, portanto, concluir que para € € [0, €] existem constantes (independentes de €) >0

e Mg > 1, tais que

He—f‘e’Qg <MgeP', 1<0 (2.26)

Z(Xe)

L <Mgrie P >0 (2.27)
L(Xe X))

| a—0p)
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Para mostrarmos que as variedades instaveis dos pontos de equilibrio estao, num certo sentido,
préximas quando € é suficientemente pequeno, fazemos uso da dicotomia acima e também da
convergéncia da parte linear obtida nas secoes precedentes.

Ao decompormos o espaco X, 2 = Q;’Xé o— QQ’)XS%, induzimos também uma decomposicao,

ve = we +z¢ da solugao de (2.12), com we = Qfve € ze = (I — QF )ve. Ainda, we e z¢ satisfazem

We +Afwe = He(we, z¢) := OF [Fe(we +ze +ul) — Fe(ul) — FL(u}) (we + z¢ )] (2.28)

e+ Az ze = Ge(We,ze) 1= (I — QF ) [Fe(We + 2 +up) — Fe(up) — F () (We + 2¢ )]

onde A (resp. A;) é a restrigao do operador A a imagem de Qf (resp. nticleo de QF).
Observemos que H¢(0,0) =0 = G¢(0,0). Além disso, as hipdteses sobre Fg garantem que as

aplicacoes Hg e G sejam continuamente Fréchet diferencidveis com H}(0,0) =0 = G,(0,0).
Agora, da limitacao uniforme das projegoes Qf, € € [0,&)], e da observagao do pardgrafo

anterior, dado p > 0, existem & >0 e § > 0 tal que se [[w]| | +]lz]| | <& e € <E, entdo
X; X,

€

IHe(w2)ll y <p [IGe(w.2)lly, <P,

Ietw.2) - ety <p (Il y + 221 ). (2.20)

€

1Ge(m2) = Ge(w D)l < p (Ihe =3y +1z-71, ).
X X

O fato de podermos escolher p e § uniformes para € € [0,] satisfazendo as desigualdades
acima ¢é o ponto chave para obtermos que as variedades instaveis locais estao definidas em uma
pequena vizinhanca do ponto de equilibrio ug, uniformemente para € < €. Nosso interesse ¢ no
comportamento das solugoes proximas a (0,0), assim podemos cortar as nao-linearidades He e Gg
fora da bola B§(0,0) de modo que as estimativas (2.29) permanecam validas para todo (w,z) € Xé.

A seguir mostraremos que para p > 0 escolhido apropriadamente, a variedade instavel de

u; € & é dada localmente como o grafico
1 1
Wi = {(w,z) €EX?iz=8:(w), we ngg},

1 1
de uma aplicacao Si: Of X — (I — QF)X¢ limitada e Lipschitz continua. Além disso, para

qualquer R > 0, mostraremos que

K * —0
up8:00) — EeSin)|y <20
weB*é (0,R) ’

Para fixar notagao, observemos que para constantes apropriadas M, B, (independentes de
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€ €[0,&]), sao vélidas as seguintes estimativas
Aetoll <M Pz|| 1, >0,
bl X2

_1
V<M e Py, 10,
€

e Ayl L <MP |, <0,
X2 X2

Teorema 2.36. Seja uy € & um ponto de equilibrio hiperbélico. Pelo Teorema 2.29 existem

8 >0 e & >0 tais que existe um tinico ui € & com ||u} — u|| 1 < 8, para todo € € [0,&)]. Entdo
X¢
existem & e & >0 tal que se Wy (ug) :== W"(ug) N B(6,u;) entdo

ug - EquHX% — 0
€

lim sup inf
=0, W (up) uoEWY (ug)

Demonstracao: Mostremos primeiramente a existéncia da variedade instével local do equilibrio

uy como um grafico.
Seja
y <Al

1 1
2= {ss L QFXE — (- 0F)XE :sup Wy <D 1804 (w) = 50 ()]

S +
EXE% H eCe X2

1

ww € Xg ¢,
munido da norma ||Se|l ,. = sup |SeQ¢ ()| 1~ Nao ¢ diffcil ver que (Ze, Il 2,) é um espaco
1 X¢

WEXS7

métrico completo.
Seja we(t) = y(t,7,M,Se) a solugao de

{ W,g +A:W€ :Hg(Wg,Sng(Wg)), 1< T, (2 30)
WS(T) =, '

1
com Sg € Z¢ e N € QF X2 . Definimos @ : 2; — Z¢ por

(2.31)

—oo

($e)(m) = [ e IGeoe(5),8:0; (e s))) s

Observemos que
T - 1
@y < [ M(z—s) e P pas—pup e (3 ). (2.32)
X£ —00

Logo para p suficientemente pequeno temos ||®(Sg)]| 5, < D.
. 1
Suponhamos agora que Sg, Se € Ze, N,1 € OF X2, e sejam we(t) = y(t,7,n,S¢),

We(t) = y(t,7,7,Se). Entao
welt) = e(t) = M I 7) 4 [ I, Se0F (we)) — Hele, 5e 02 (07N
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T ~
Iwele) = et} _y <MD =]y +M [P0 |[Helowe, SeQF (we)) — He e, SeQF ()| y d
¢ t

X2

T ~
<M =) y+pM [ PO [HSeQuwa—SEQ:(%)H y Hllwe — e 5]ds
X¢ t X X¢
T ~
< MBI |y _ﬁHX% +pM/ B—s) [(1 +A) ||we _WSHX% + [|Se —Seug] ds
£ t 3 €

T
B(i=s) 4
. | e s.
Js/z

T ~
<M |l =Ry +pM+8) [ P fwe =]y ds+p |Se S

Seja ¢(1) = e P we(t) —we(r)]|_y - Entéo
X

~ T T
¢(t)<M”n_m|x%+PMHS£_SsH%/ eﬁ<H>ds+pM(1+A)/ o (s)ds.
£ € Jt t

Pela Desigualdade de Gronwall Generalizada
T ~
Iwe(r) =we(0)] 4 < <Meﬁ<'-f> Il y+ph [ eFas]]s; —Ss\@ P
X2 X2 t €

< (vl =11 g+ oM 525,

> epM(l+A)(‘L'7t)

Z
Por outro lado,

(56 ()~ @My <M [ (25 1P [Geloe, 5@ O0e)) — Gelbe, 50 () |

35'5) ds.

T
< pM/ (T_s)*%efﬁ(ffx) ((1 +A)[|we(s) —vﬁg(s)HX% + HSE—SE

Agora, das estimativas para [[we —e| i, obtemos
X¢

Jetseim -y <pmp e (3) (1+ 52008 Y s s

e

1
+2pM(14808740 (3 ) In -1l .
2 X2
Tomando p de modo a g <P -—pM(1—A) < B, sejam

Is(e) := pMP 2T (;) (1 " m>

In(€) :==2pM*(1+A)B 2T <;> .

Dado 0 < 1, é facil ver que existe um p tal que, para p < po, Is(€) <0 e I;(€) <A e portanto

[@(se)(m) = @S )@ y <Aln=ll y+6]Se =S, (2.33)
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As desigualdades (2.32) e (2.33), garantem que & é uma contracdo em 2. Seja
Sz = D(S;) € Z¢ o tnico ponto fixo de ®.

Provaremos agora que W% := {(w, Si(w)) € Xé Twe QjXé} é uma variedade invariante para
(2.28). Sejam (wp,z0) € Wk, com z9 = Sg(wp) e wi(t) a solucdo do problema de Cauchy

{ We +Af we = He(we, Sg(we))
we (0) = wo.
Isto define uma curva (wi(t),Sg(wi(r))) € W%, t € R. Observemos ainda que a tdnica solugao de
ze +Ag ze = Ge(W}, Si(w})) que permanece limitada quando ¢ — —eo ¢
5= [ e IDGew(5) 20wt (s))ds = 30w 1)

Portanto, (w;(t),Sg(wi(r))) é uma solucao do sistema (2.28) passando por (wp,zp), mostrando
assim a invariancia de W4.

A seguir provaremos que se He e G, satisfazem (2.29) para todo (we,z¢) € Xé ®I- Qj)Xé
com p suficientemente pequeno e se (we(t),z¢(t)), t € R, é uma solugao global de (2.28) que esta
em W entao z¢(t) = Si(we(t)), para todo t € R. Com este intuito mostraremos que existem

constantes M > 1 e y> 0 tais que
2 (£) = S (we (1)) lx, < Me " ")||z¢(t9) — Sg(we(to))|lx. fo <. (2.34)

Fazendo fy — —oo, obteremos zg (1) = Si(we(t)) para todo t € R.

De fato, seja ye(s,t), s <1, a solucao de

{ Ve + AL ye = He(ye, Si(ve)), s<t
Ve(t,1) = we(t).

Colocando &g (1) = z¢(t) — Sg(we(2)), temos

[[ve(s,2) — we(s)

/tseig;(sje)[He(ys(evt)vsz(y&'(e?t))) _HS(W8(0)7Z8<9))]d6

t

ng% X7

N
°
<

Bs—0) [(1+A)||y£(9’t)_wg(9)|xi + (1S (we (8)) —z¢(0)]] ]de

1
X2

N
°
<

0 (1 8) 1300 w0}y + 180} ] .

”xé

Se e (s) = e P5||ye(s,1) _Wg(S)HX%, entao

1 t
0c(s) <pM(1+0) [ 9c(0)d0+pM [ e POEe(0)] 0, s<1.
Pela Desigualdade de Gronwall temos

!
Iye(s) = we(s)l|_, <pM [ & B-PHILANO) 1 (0)) 1d6, s<r. (2.35)
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Seja agora s < fy < t. Entao,

Ie(s.0) = ve(ssto)|_y = e C e, )~ wito)]| 4
X¢ X¢
b | [ e O (e(0,1),556(0.1))) — Here(0.10), 52 e(0,10) )0
o X¢
!
2 ,B(s—to) —(B—pM(1+4))(6—10) || £ £
< pMen / V§°0)] a0
oM [P O+ )ye(0.0) ~ye(0.0) | 40
Novamente pela Desigualdade de Gronwall,
Iye(s.0) =yelsi)] y < phs [ e oo o)) ya0 (2.36)
0 £

Vamos estimar agora &g(¢). Observemos que

Ee(r) —e M T0E(rg) = ze(t) — Si(we(r)) — e 4 70 [z (1) — Sz(we (10))]
= / e A 179G (e (5), ze (5) )ds — St (we (1)) + ¢4 170) 57 (we (10))

t

- /,te"‘f“‘”Gs<wg<s>,zs<s>>ds— / e Ge(ye(s.1). Sy (ve(s.1)) s
+ eelw [ " A0 Gy (v s, 10), SEve(5,10)) )
= /e e (1=9) Gg Ve( ) ze(S))—Gs(ye(s,t%Si(ys(s,f)))}ds

- /me VGe(ve(s:1), Se(ve(s,1))) — Ge (e (s,10), Se (ve (s, 10))) s
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Logo por (2.35) e (2.36),

186 (r) — e T Ee (1) Iy

€

< pmf e [nws D= relsl 1 +12e(0) = Siels) s | ds
+opmira) [ P ye(s,r) —yels.0) | yds

< pM/ PO Ee(o) | yds-+ pM(1+A) / P we(s) (s, yds
+opM(i+a) [ B HYs(Sat)—ye(svto)HXS%dS

< o [ NG,

n p2M2(1—|—A/ / —(B-pM(1+A)) "‘”Hée(G)Hx%d@ds

+ p2M3<1+A/ e / BP0 | £2(6)| | dods

< oM [ AN s

n p2M2(1+A)e—[3t/ ~(B-pM(1+2)0 £, (g / (2B-pPM(1+4))s 7 10
fo

+ p2M3(1+A)e—f3’/ ~(B=pM{I+2))01 £ (9 / (2B—pM(1+48)s 4540
fo

de modo que

—_; t—to p2M2(1+A) Bt—s)
I8 — e R0 @y < [pmr+ L EEE] [

PPMI(1+A) i) /’ ~(B-pM(1+4))(0—10)
e [ & @ ;do.

7

e portanto,
p2M2(1+A) :| ﬁs o) Hé ( )H ds
B—pM(1+A) xe

PPMP(1+A) 1 o5 ri0) Blr—
[3—;)1\/(1(14—2)/; e~ (2B—pM(1+4))(r—10) ,B( ZO)ng(S)H 1ds
0

SONED] < M)y + b+

IM2(1+A) 1+M (s
M)l g+ |par+ PRI [ emze)

B—pM(1

Temos ainda pela Desigualdade de Gronwall

&)y < MGy e ) (2.37)
onde ) 2( )( )
B P2MA(1+A)(1+M
7"3‘[""” B pM(114) ]
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Logo, z¢(t) = Si(we(t)), para todo f € R, como queriamos.
Finalmente mostremos a continuidade das variedades instaveis dos pontos de equilibrio. Isto
é, se uj € &, € < € é tal que sua variedade instavel é dada pelo grafico de Sj, mostremos que
lg’%”sg —EeSoll o, = lim sup |Sz0¢ (Een) —E£SS(Q3n)“X% =0.

€

n€B0 (0.8)

De fato, observemos que

T - _

I5:0¢ (Een) ~EeSs(@5 )|y </ ‘e*AE(T*S)GE(wg,S:(wg))—Ese*AE(T*S)GO(WO,SS(WO))HX%ds

—o0

T _
< / (e*Ae’ (=) Ge (we, SE(we)) — e TG (Eewo, Ee S5 (wo))
T
+f
T
+f

Denotando as trés iltimas integrais por 11,1, e I3, respectivamente, temos

1 ds
X2

e TGy (Eewo, EeSy(wo)) — e~ (T Ec Go(wo, Sj(wo))

1ds
X2

eiAg(TﬁY)EgGo(W(),SS(WO)) _Ese*Aa(T*AY)GO(W()?SS(WQ))H ! ds.
X¢

T
W< [ MePE (=) pl(1+8) [wels) — Eewo(s)]| y + 1155~ EeS5ll ) ds

T
< MBI (3) i = Bl pa(1+8) [ P ey )~ Eoma ()]

—o0

1
Como a aplicacdo QfX; 2 wo — Go(wo,S*(wp)) é continua, ela leva subconjuntos limitados de
1 1
07 X? em subconjuntos relativamente compactos de X?. Observemos ainda que G EE, Gy, e
00 0
portanto, I — 0 quando € — 0. Finalmente, como Gy(wy, Sj(wp)) estd em um conjunto compacto
0

1
de X;;, garantimos, como no Teorema 2.14, que 3 — 0 quando &€ — 0. Logo,

2

1550 (Eem) — EeSy(0im)|| 4 ()+pMﬁ‘2F< )ns* Stll e

T 1
+pM(1 +A)/ e P (1 —5)72 | we(s) — Eewo(s)|| 1 ds.

—oo ij

Portanto é suficiente estimarmos ||we(t) — Egwo(2)|| 1. Como n € B 1(0,R), de maneira and-
X2 X2
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loga, obtemos

||lwe (1) — Egwo(r) < He*fi;(f*‘f)E‘gn _ Esef/ia’(tfr)n 1

er%

X2
I At -s) x —Af(1-s) x
+ e e He(we,Sg(we)) —e ¢ He(Eewo, EcSy(wo)) o ds
t €
T - _
[ e O B (Eewo, EeSiwo)) — e ) EeHo (wo, S5 (w0))| s
t €

+ eiA:(Iis)EgHo(Wo,SS(Wo)) — EgeiAa—(tis)Ho(Wo,SS(Wo)) HX% ds
t €

T
<o(1)+pM [ s}~ EeS; .
t

T
+pM(14A) /t P00 wes) ~ Eewo(s)|_ ds.

Seja ¢ (1) = ePT1) ||we (1) — Eewo(2)|| 1. Entdo
X

[

¢(1) <o(1) +pM/tTeﬁ<f—s)ds 1Se = EeSoll 2, +pM(1 +A)/tr¢(s)ds,
e obtemos
we () = Eewo(1)l|_y < pM [o(1) + BV ISE — EeSg| 4] elPM 8B,
Portanto

IS5 (Eem) ~ EeSs(m)l 4 < o)+ pMpiT (3 ) 5t el

€
T

+pM(1+A)/ 6[72ﬂ+PM(1+A)](rfs)(T_S),%ds

[o(1) +pMB~"||Sg — EeSill 5, ]

SRS B . "
<o)+ pMp i (5 )5t~ ExSil

o828 —puacr 4y (5 ) o152 - EeSil

Assim,
sk * * * 1 1
I8~ BeSills, = sup ISi(Een) = ExSi(m)l < o(1)+{ pMB T (5
neB %(OR)
Xg

+ |p?M*B (1 +A)(2B—pM(1 —i—A))‘iF(;)] }|]S:—E8S3]%,

e portanto ||z — EeS|| 5. — 0 quando € — 0, como querfamos.
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Corolario 2.37. Nas hipdteses do Teorema anterior existe & > 0 tal que
1 1
edoc = {(We,ze) €X& & (1 — O )Xe © (we,ze) € WY, HWSHX% + HZsHX% <8}
€ €
€ dada por

1 1 1
Wi ioe = {(We, Se(we)) : we € X2 } N {(we,2e) € Xe © (I - Of)Xe HWSHX% + HZSHX% <8}

€

Figura 2: W, . (uf)
Como conseqiiéncia imediata da Proposicao 2.36, temos

Corolario 2.38. Assumamos que as condi¢des da Proposicao 2.36 estejam satisfeitas, &y =
{“6.17"' ,uano} onde cada uy;, i=1,---,ng € hiperbdlico. Entao existem 0 >0,g >0 tais que & =

{u;],--' ,uzm}, € €[0,&), e suas variedades instdveis locais W (ug ;), j=1,...,n9, satisfazem

* E *
wg(ue,j) - Wg(uo,j)-

2.2.4 Semicontinuidade inferior dos atratores

Nas hip6teses das segoes anteriores e supondo adicionalmente que os semigrupos {7 ();¢ > 0}

possuem estrutura gradiente,

Teorema 2.39. A familia de atratores {<% : € € (0,&)} € semicontinua inferiormente em € = 0.
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Demonstragdo: Seja u € o). Como Ty(t) é gradiente, temos 2% = UO@ W*(ug), de modo que
u\€ é

u € W*(ug), para algum ujy € &. Sejam T € R e v € W"(u;) tais que %o('g)v =u. Seja ainda ug

com uj N uy. Da convergeéncia das variedades invariantes segue a existéncia de uma seqiiéncia

ve € We(uf) tal que ve . Finalmente, da continuidade dos semigrupos nao-lineares, temos

E . -
que T¢(T)ve — Ty(T)v = u. Para concluir a demonstracao, resta-nos apenas observar que se

ug = T (T)ve, entao ug € o, pois ve € |J W' (u}) = o e o é invariante.

UL E &
| |
u
1% wH (u*)
u ut
WO,loc(u*)
VS
sttloc(ui:) W”(Hi‘)

Figura 3: Semicontinuidade inferior dos atratores

Corolario 2.40. A familia de atratores {7 : € € (0,&)]} € continua em € =0.



Segunda Parte - Aplicacoes

esta segunda parte ilustramos com algumas aplicagoes a teoria
abstrata desenvolvida na primeira parte. Analisamos alguns exemplos
dos chamados dominios finos e mostramos como obter a continuidade
de sua dinamica assintdtica. Na literatura existe um tratamento sepa-
rado para cada caso e aqui colocamos alguns exemplos representativos

dessa classe sob a perspectiva apresentada anteriormente.
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CAPITULO

3

Dominios finos - Perturbacgao simples

Seja Q C R™*" um dominio limitado e regular (fronteira pelo menos de classe C?). Escreve-
remos os pontos de R™™" como (x,y), onde x € R” e y € R". Denotaremos por V, (resp. Vy) os
operadores gradientes atuando em R” C R™™" (resp. R" C R™*"). Analogamente, A, (resp. A,)
denota o operador de Laplace atuando em R™ (resp. R").

Comegaremos estudando o comportamento dinamico das solugoes do problema de reacao-

difusao
u =Au—u+ f(u), (0,00) X Q
du (P)
an 0, (0,00) X dQ

com respeito a perturbagoes singulares do dominio Q, assumindo que a nao-linearidade f seja
espacialmente homogénea e satisfaga certas condigoes de crescimento e coercividade.

Comprimindo-se o dominio Q por um fator 0 < € < 1 na direcao y, obtemos o dominio compri-
mido Q.. Mais precisamente, colocando Q. := T;(Q), onde T; : R — R™*" ¢ a transformacao
Tz (x,y) = (x,€y), nds consideramos neste dominio comprimido a familia de problemas de reagao-
difusao

u=Au—u+f(u), (0,0)xQ,

Ju (P)
—0, 0,00) X IQ,
ans ( )X €

onde M é o vetor normal unitdrio exterior a dQ¢, e f: R — R é uma nao linearidade satisfa-

zendo certas condicdes de crescimento que assegurem que a equagdo (Pe) gere um semigrupo

{Te(t);r > 0} de operadores (ndo lineares) em H'(Q¢). Aqui o dominio Q¢ varia de acordo com

o parametro €. Nosso interesse é analisar o que ocorre com a dinamica de (P;) quando € — 0.
Neste caso podemos reescalar o dominio Q¢ obtendo o dominio fixado inicialmente Q. A

equagao (P;) pode ser escrita de maneira equivalente, onde o parametro € é incorporado & equacao

Uy :Axu—i—éAyu—u—i—f(u), (0,00) x Q
du 1 du (Pe)

— t+ == ) X JQ
anx + 82 (91‘[y 07 (07 ) >< bl

o7
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Ju du

onde N = (Tm, 8717},) é o vetor normal unitdrio exterior a dQ.

Apresentaremos a relacao entre os problemas (P;) e (P). Estabelecida uma equivaléncia entre
esses problemas podemos estudar a equacao de evolugao abstrata associada a (Pg).

Fixado &€ > 0, definimos a aplicagdo @, : L*(Q¢) — L*(Q) dada por u +— uoTe. Observemos
que este isomorfismo se restringe a um isomorfismo de H'(Qe) sobre H'(Q). Este isomorfismo

nos fornece uma conjugacio entre os problemas (P;) e (P¢) da seguinte forma:

Se {T¢(t);t >0} ¢ o semigrupo de solugdes associado ao problema (£), entao
To(1)(-) i= PeTe (1)@ ' (),

define um semigrupo de solu¢des em um subespaco vetorial fechado de H'(Q). Nao ¢é dificil
verificar que {T¢(¢);t > 0} é o semigrupo de solugoes associado ao problema (P).

No sentido de capturarmos o comportamento limite do problema (), faz-se necessario consi-
derarmos espagos nos quais as funcgoes h definidas em Qg, e que sao independentes da varidvel
y, possuam norma que nao tendam a zero com €. Assim, para compararmos os semigrupos
{Te(t);t 20} e {Te(t);t = 0} introduzimos o seguinte marco funcional.

Dado € € (0, 1), consideremos os espacos, Ue := L?(Q,) munido da norma |jul|y, = &7 [l 2000
e U} := H'(Q¢) munido da norma [ul|yr = S%n||u||H1(Q€). Introduzindo em H'(Q) a norma equi-

valente 1

1 b
el = ([ (19 G 19,0 + Py )
vé-se que ®¢ : Ul — H}(Q) 6 uma isometria, onde H} (Q) := (H'(Q),]]-]|,). Em X =: L*(Q) usare-
mos o produto interno usual (u,v) = / uv dxdy.
Q

Observemos que H}!(Q) é um espaco de Hilbert com produto interno
ae : HN(Q)x H/(Q) — R

1
ag(u,v) := /Q <qu.va—|— ezvyu.Vyv—i—u-v) dxdy

que induz um operador linear A, : D(A¢) C X — X auto-adjunto, positivo, com resolvente com-

pacto, definido por ae(u,v) = (Aeu,v), Vv € H}(Q), segundo a proposicio

Proposicao 3.1 (Lax-Milgran). Sejam V,H espacos de Hilbert com V — H. Assuma que a:
VXV =R ¢ uma forma bilinear continua e coerciva. Entdo existe um unico operador linear
limitado B € Z(V,V*) tal que

a(u,v) = (Bu,v), u,vevV

e as sequintes propriedades sdo satisfeitas:
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1. B € um isomorfismo de V sobre V*.

ii. A restri¢ao By do operador B a D(By) ={v €V :Bve H} é um operador linear fechado em

H (chamado de H-realizacao).
114. Se a forma bilinear a é simétrica entdo By € auto-adjunto.

w. Se, além disso, a imersdo V <— H ¢ compacta, entdo o operador By possui resolvente com-

pacto.

Agora observemos que ao fazer € — 0 na expressao de ae, se u € H'(Q), entdo

' / (|Vauu)® + |u|*)dxdy se Vyu=0
lim ag(u,u) =< Jo
&0 oo se Vyu # 0.
Logo na tentativa de estabelecermos um limite formal para a equagao (Pg) somos levados a

considerar a “forma bilinear limite”, ag : H! (Q) x H!(Q) — R, definida em um subespaco vetorial

de H'(Q) x H'(Q), onde H/ (Q) := {u € H'(Q) : Vyu = 0}. Definimos ay por
aop(u,v) := / (Vu-Vv+uv)dxdy.
Q

Teorema 3.2. O conjunto H!(Q) é um subespaco vetorial fechado de H'(Q). Além disso, H} (Q)

possui dimensao infinita.

Demonstragao: Ver [39].
|
Se denotarmos por L2 := fecho de H!(Q) em L?(Q), a Proposicio 3.1 garante também que ag
define um operador linear Ay : D(Ag) C Lf — Lf auto-adjunto, positivo, com resolvente compacto,
definido por
ao(u,v) = (Aou,v)2 12 = (Aou,v), Vv € H!.
Proposicao 3.3. Dado € € [0,1] o operador Ag : D(Ag) C L*(Q) — L*(Q), (substituindo L*() por

L2, quando € =0) ¢ setorial valendo a estimativa

M
) < m, para todo L € X_1 4, (3.1)

onde M ¢ uma constante independente de € e 0 < ¢ < 7.

I (Ae+1) " 202

Demonstracdo: Como (—Agu,u) < —{(u,u), para todo u € H} (Q), temos que W(—Ag) C (—oo, —1].
Ja que X:=C\ (—oo,—1] C C\W(—Ag) é aberto e conexo, e ainda 0 € XN p(—A¢), o Teorema 1.10

garante que se U € X, temos

1
1
H(IJ +Ae) HX(LZ(Q)) < dist (U, W(—Ag))
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Logo,se 0 < <Fepcl 13={wecC:larg(w+1)|<m—¢}, temos
dist (1, W(—Ae)) = dist(, (—eo, —1]) = [t + 1[sin(z —arg (4 +1)) > [u +1[sing,

obtendo assim
M

(1 +Ag)™! Hy(ﬂ(ﬂ)) s Ju+1p

para todou € X1,

onde M =

independe de €.
sin ¢

[
Nas condicoes acima, para cada 0 < € < 1 os espagos de poténcia fraciondria X&, a € R, associ-
ados ao operador A, (ver Henry [34]), estao bem definidos e verificam as seguintes propriedades

de imersao

Proposicao 3.4. Para cada 0 < € <1 sejam X& os espacos de poténcia fraciondria associados ao
operador Ag. Entdo se 0 <& < 1, para cada 0 < o < 1, temos que X& — H**(Q), e em particular
1

x!'=D(,), x2=HNQ), Xx=L*Q).

Adicionalmente
1

X) =D(Ao), X =H!(Q), X)=L}(Q).

N

Demonstragdo: Ver [8].

Consideremos agora a seguinte hipotese sobre a nao-linearidade f.
(HC) Se N =m+n > 2, suponhamos que f € C>(R) e para algum C >0, | f'(s)| < C(|s\ﬁ +1)

para todo s € R. Além disso, supomos também que

lim sup @ < 0.
s

|§]—00

Em [9] os autores mostram que sob estas condigoes o problema (P;) ¢ globalmente (¢ > 0)
bem posto em H'(Q), e mostram ainda a existéncia de atratores o7, C H'(Q,) (unido de érbitas

limitadas) uniformemente limitados em L*(€,). Mais precisamente

Teorema 3.5. Suponha que f satisfaca as hipdteses acima. FEntdo existe € > 0 tal que o0s
1

atratores /e C X¢ dos semigrupos nao-lineares {T(t);t > 0}, € € [0,&], associados aos problemas

(3.2) e (3.5) satisfazem

sup sup [w]| 1 <eo
£€[0,e0] we e X2

sup sup [~ < .
€€[0,6] wee
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Demonstragao: Ver [9]
|
Isto nos permite “cortar” a nao linearidade f fora de um intervalo suficientemente grande, de
modo que ela e suas derivadas até segunda ordem permanecam limitadas, sem com isso, modificar
os atratores 7.
(HC*) Sem perda de generalidade assumimos a partir de agora, que a nao linearidade f é

uma fung¢ao Lipschitz continua com derivadas limitadas até segunda ordem, satisfazendo

lim sup & <0.
s

|s]—o0

1 -
Lema 3.6. Dado € >0, consideremos a seguinte aplicacio Fe : X¢ — X dada por F := ®¢oFgo

&, !, onde Fe : U} — X0 ¢ o operador de Nemitskii associado a f. Entdo Fe é Lipschitz continua.

Demonstracdo: A aplicacao F. esta bem definida j& que

@ !

H'(Q) 2 H () L

Lo, 12(00) 2

= L2(Q).

Além disso F;z nao depende do parametro €, ja que para quaisquer que sejam u € H 1(Q) e
(x,y) €Q,
(I)S OFS Oq);] (u)(x,y) = f(u(xvy))v

e o lema segue observando-se a hip6tese (HC*).

|
Agora o problema (P;) pode ser formulado como uma equagao abstrata
i+Aeu = Fe(u), t>0
{ S (3.2)
1
no espaco de fase X¢, onde Ag : D(Ag) C X? — X0 é o operador linear definido por
1 u 1 Jdu
1 . 2
D(Ay) = {u EH,(Q): —Au— ?Ayu—i—u €L (Q), an. + 2o, =0 em 89}
1
Acu = —Au— gAyLH— u, u € D(Ae), (3.3)

1
e F; : X¢ — Xg é o operador de Nemitskii associado a f.

Teorema 3.7. Suponhamos que a hipdtese HC* esteja satisfeita, entio para qualquer ug € L*(Q),
existe uma tnica solucdo ug € C([0,50),L2(Q))NC((0,00), H(Q)) da equagdo

{ i+Asu = Fe(u)

0 (3.4)

Além disso, se o dado inicial ug € HY(Q), entdo a solucio ue € C([0,%0), H (Q)).
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De maneira andloga o caso limite também pode ser formulado como uma equacao abstrata

{ Z(—S)Aou ;53(10, t>0 (3.5)
no espaco de fase X %, onde Ag : D(Ag) C X — X{ é o operador linear definido por
D(Ag) = {u EHNQ): —AutucI?(Q), g:; =0em 89}
Aou = —Au+u, ue€ D(Ay), (3.6)

1
e Fo: Xy —>X8 é o operador de Nemitskii associado a f.

Teorema 3.8. Suponhamos que a hipdtese (HC*) esteja satisfeita, entdao para qualquer ug €

L2(Q), existe uma tinica solucio ug € C([0,00),L2(Q))NC((0,),H}(Q)) da equacdo

N

u+Aou = Fy(u)
{ u(0) — (3.7)
Além disso, se o dado inicial ug € H!(Q), entdo a solugio ug € C([0,%0),H}(Q)).
|

Teorema 3.9. A familia de operadores {A;' € L(L*(Q))}
o operador Ay € Z(LX(Q)).}

ge(0,1] converge compactamente para

Demonstragao: Seja {fe}ec(o)) uma familia uniformemente limitada, isto &, ||fexo =1, colo-

cando ug = Ag_1 fe vemos que

1 1
/que-va—i— —ZVyug-Vyv—i—ugv:/fev, Yy € X¢
Q € Q

em particular, para v = ug, /Q |V e |* + é|Vyug|2 + |ue|* = /Qfgug.
Logo
lie 17 g < eIz < I fellxo lle o
e portanto ||ugl[g1q) < 1.
Portanto, a menos de subseqiiéncias, existe uy € H'(Q) tal que ug — ug, fracamente em H'(Q)
e fortemente em L?(Q).

Além disso

1
el < 1= el < 1= 5 [ [y <

LObservemos que para este tipo de perturbacéo as extensdes Eg coincidem com o operador identidade de L2 (Q).
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2 N
mostrando que V,u, (L@Q 0.

Agorase ¢ €Cy(Q),i=1,--- N

£—0
/QMO(by, ||”0 - us||L2 ||¢y,-HL2(Q) + HVyMSH(Lz W ||¢||L2 — 0,
- , 1 . _ E 1
e entao concluimos que up € X;. Ou seja, A, e = ug e X, C X(()).
. E P .. _
Agora consideremos f; — fy. Logo {fe} é uniformemente limitada. Novamente se A; ! fe = ue
1
. 1 E
existe up € X;; tal que ug — up.
1
Mostremos que ug = A, ! fo, isto é, mostremos que / Vug - Vv+ugy = / fov WweX;.
9) Q
( E E 1 . .
Ja que fe — fo e ug — up temos /fgv — / fov e / UgV — / upv Vv € Xy . Além disso,
Q Q Q Q
H'(Q

1
da convergéncia ug (@ up, segue que / Vg - Vv — / Vuy-Vv, WweXj.
Q Q

1
Observando que / Vitg - Viv+ugy = / fev, Vv e X o resultado estd provado.
Q Q

Definigao 3.10. Uma medida de ndo-compacidade B em um espa¢o métrico completo Y é uma

fungdo B :2Y — R satisfazendo as sequintes propriedades:
(i) B(A) =0 se, e somente se, A é pré-compacto.
(if) B(AUB) =max{B(A),B(B)}.
(iii) B(A+B) <B(A)+B(B).

Lema 3.11. Para todo 0 < 6 < 1, a familia {A }
-6
Ay

ec(0,1] Converge compactamente para o operador

Demonstragao: Sejam ¥£_, 4 como na Proposigao 3.3 e I a fronteira de £_, 4. Como
1
A—ezi/ —6 Ad) ldu,
e =50 W (HtAe)du
r

segue que a integral acima é absolutamente uniformemente convergente para € € (0,€;]. Logo,
dado 1 > 0, podemos dividir o contorno I"' = F? UFg de tal maneira que F? seja limitada e a
integral
1 -6 -1
%/ Hu (L+Ag) H_s,ﬂ(xg)d” <1n, paratodoe¢ € (0,&].
r

Sobre F?, reescrevemos a integral como

/u Ae(u+Ae) du,

l

27171
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e usamos que H/.L_eAg(u +Ag)_1HX€ = H,LL_G(I+,LLA{1)_1HXE ¢ uniformemente limitado para
e € (0,&,] e também que {A;':€¢€(0,6]} é compactamente convergente para garantir que
{Be : £ € (0,€,]} é também compactamente convergente. Seja f:2%¥ — Rt uma medida de nio-

compacidade. Agora, tomando quaisquer seqiiéncias &, — 0 e {u,}, u, € X, |lun|y = 1, obtemos
_ 1 _ _
B({Actun}) < BB tun)+B | 5 [ 0+ Ae) du fun} | <.
1'*71

Logo, dadas seqiiéncias &, — 0 e {u}, com u, € Xe, |lusx, = 1, temos que B({AzPu.})=0c¢
que {A;%: €€ (0,&]} é E-relativamente compacto.

Agora do Teorema da Convergéncia Dominada e do Lema 2.7, temos

£—0

_ 1 _ _ 1 _ _ _
A89=MZH—M (A g, — 2’”““ P(utA0) " g i =407

para todo p €T
|
Uma vez fixados X = L*(Q) e X! = D(A;) (resp. X) =L3(Q) e X! = D(Ay)), consideremos
{(XZ¥,A%)}, a escala de interpolagio-extrapolacdo gerada pelo par (X2,A¢) (resp. (XJ,Ao), (que
coincide com a escala de espagos de poténcia fracionaria do operador Ag). Abusando de nossa
notacao, a partir de agora identificaremos todas as realizagoes do operador Ag (resp. Ap) nesta
escala, e as denotaremos também por A, (resp. Ao).
Mostramos acima que se {Ag1 fg} é uma seqiiencia uniformemente limitada, entao esta se-
qiiencia possui um limite fraco em H'(Q) que vive em HSI. Entretanto, podemos mostrar na

verdade, que esta convergéncia se d4 na norma H}(Q).

Lema 3.12. Sejam €,—>0 e {fe,}, fe, eXgl, e fo € X) com fe, i>fo. Entao se ug, :Agnlfgn e
uo=Ay" fo

,}E}OHL‘&‘” - ”OHHI(Q) =0.
~ 1 ~
Demonstracao: Tomando v € X? e passando ao limite a expressao
¢ 0o €P p

1
/Q Viug, - Vyiv+ yvyugn Vyv+ug,v= /Qfgnv,

1
obtemos / Vii-Vyyv+iv = / fov. Como v € X ¢é arbitrario, temos i =A"fo = up.
Q Q
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A H'(Q) .
Por outro lado, a convergéncia fraca ug, — " up implica,

ol ey =Vt + ol <t i ([ 9,5 9,0+ s, P

< lim sup </Q |V ctte, |* 4 |Vyutg, |* + ’”8”|2>

n—oo

. 1
< Jim (/Q |V stte, > + ?Wy”en * + e, ’2>
= lim/ e, tte, = / fouo :/ |V .ato]* + [uo|* = [[uoll71 (g
= JQ Q Q
Mostrando que }}E{lo]]ugn\|H1(Q) = [luollg (g
|

Lema 3.13. Com as hipdteses do Lema anterior, dada a caracterizacdo variacional das solugoes

ue e uy dos problemas Acu = fe e Agu = fy respectivamente, sejam Ae € Ay tais que

g el = [ g = min (S1012 - [ o)

pexs

Wﬂl—/hw—HM<WH - [ 50).

veX;
Entao
lim Afg == A{).
£—0

Demonstragao: Primeiramente observemos que

e < g ol y = [ o= ol = [ oo [ (o= obwo =20 = [ (Fe ~ o

limsup Ae < Ap. (3.8)

£—0

Logo

Por outro lado,
1
25/ (|VM0|2+|M0|2)—/f0u0
Q Q
N A Vg |? - 2 — - -
=3 Q(| xtto — Vit + Ve |” 4 |ug Me+”s’) QfO(”O Ue) — fO fe)u fs“e
1 1
Z*/ (|quo—que|2+|uo—ue|2)+/(quo—qug)'querf/ |Vt |* +/(MO—M£)14£
2.Jo 2Jo Q
1
b [ el = [ fotwo—ue)~ [ (o= foue— [ foue
Q Q
1
< 5Huo—usllél(g)+7Le+/Q(quo—que)-que+/g(uo—ue)ue—/Qfo(uo—us)—/Q(fo—fs)ug

E o resultado segue de (6.6) e do Lema anterior.
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Lema 3.14. Sejam €, — 0 e {fe,} fe, eXgl, e fo GX(()) com fe, i>fo. Entao se ug, :Agnlfgn e
uo = Ay fo

lim g, — o, =0.

Demonstragao: De maneira andloga a prova do Lema anterior temos

1
Re = luell2 = [ fee
1
zillus—uoﬂtollﬁ—/feue—/fe(ue—uo)—/(fe—fo)uo—/fouo
Q Q Q Q
1 , 1 1,
= 5 e =l G5 Vel 5 oy = [ foug
+/(que_vxuO)'qu0+/(“8_’/‘0)”0—/fs(”e—uo)_/(fs—fo)uo
Q Q Q Q
1
= 5 llto — w2+ 29

+/Q(qu0—vxue)'que‘F/Q(uO—ue)ue_/QfS(ue_uO)_/Q(ff_fo)uo’

e o resultado segue dos lemas anteriores.
[

1
Corolario 3.15. A familia de operadores {A;' € ZL(X¢ ) }ee(o,1) converge compactamente para o

1
operador A,' € L(X3).

A seguir verificamos as hipéteses necessarias aos resultados abstratos do Capitulo 2.

Lema 3.16. A familia de operadores {Agng}
AalFo.

ee(0,1] comverge compactamente para o operador

Demonstragdo: Da limitacao uniforme das F; é facil ver que se {ug}, ue € X é uma familia
uniformemente limitada entdo {Fe(ue)} é também uniformemente limitada e como A" ﬁ>A6 La
familia {AglFe(ug)} ¢é E-relativamente compacta. Ainda se u, £, up da continuidade da f temos
que Fe(ug) £, Fo(uo). Portanto Ag ' Fe(ue) i>A61F0(u0) uma vez que A ! ﬂAgl.

1
o . n—oo . . . 3
Lema 3.17. Dada uma segiencia & — 0, considere uma seqiencia {ug,}, us, € Xg com

||ue, —Esnu0||X% — 0, n—o. Consideremos a familia de operadores

€n

1
F, (ug,): X¢ — Xp, €€]0,1].

&

1 X, 1 X
s .. - 2 &n 2 ~ / €n !/
Se {ve,} € uma seqiiencia, Xg, > ve, — vo € X5, entdo Fg (ue,)ve, — Fy(uo)vo.
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Demonstracao: Observemos que,

HFe/,l(usn)Vsn - EenFO/(”O)VOHXEn
< HFgln (ug, )ve, — Fén(uen)Ean0}|XSn + HFs/n (ug,)E¢,vo _ESnF(;(”O)VOHXSn

< HF‘Cf{n (ug'l)

! /
| 20 x) [ve, —Ee,vollx, + ||Fs, (ue,)Ee,vo — Fg, (Ee,t0)Ee,vo| X,

+ || Fe, (Ee,u0)Ee,vo — Fy (uo)vo . -

Logo o resultado segue da C'-regularidade de Fg/n, da Lipschitz continuidade de f que implica

1 <ooe daidentidade Fy(Eg,uo)Eg,vo = Fj(uo)vo, Ve € [0,1].
L(XE Xe)

que sup [|F(ue)
€€(0,1]

Corolario 3.18. Se {u}}, u} € & € uma seqiiencia de equilibrios tais que u} £, uy € &. Entao

a familia de operadores {Agng’(uz)} | converge compactamente para o operador Aa]FO’(uE‘)).

£€(0,1

1 1
Considerando os funcionais Ve : X¢ — R, (resp. Vp: X; — R) dados por

1 1
Ve(9) = 5 [ (Vs0P+ 1¥,01+9%)dx— [Flg)ax,
Q Q

1
Vo(9) = 5 [ (Vo + 92— [F(g)ax
Q Q
onde F é uma primitiva de f, vemos que os problemas (3.2) e (3.5) tém estrutura gradiente.
Teorema 3.19. Com a notacao introduzida acima, sdo vdlidas as sequintes afirmagoes

(i) Sejam Ae1 < Agp <--- 0s autovalores de Ag contados com suas respectivas multiplicidades.
Entao existe uma subseqiiéncia {Ag,;} tal que Ag, ;i — Ao;. Reciprocamente se Ay; é um

autovalor de Ay entao existe uma subseqiiéncia {Ag, i} tal que Ag,; — Ao

(ii) Se @¢; € a auto-fungao associada ao respectivo autovalor Ae; entdo existe uma subseqiiéncia
1

HY(Q
{@g, i} tal que @g, ; i) @o,i- Reciprocamente se @p; é um autovalor de Ay entao existe uma

HNQ
subseqiiéncia {Qg, i} tal que @g, ; i Po,;-

(iii) Se {427;« C Hl(Q)g} € a familia de atratores para o semifluxo gerado pela familia de equagdes

(3.2) entdo { A} € continua em € =0.






CAPITULO

4

Dominios finos curvos

Aqui o exemplo anterior é generalizado nos seguinte sentido. Consideramos um modelo de
reacgao-difusao definido em um dominio Q C R", n > 2, que se colapsa a uma subvariedade .#
imersa de dimensao k de R" (k <n). Para p € .# denotamos T,.# o espaco tangente a .# no

ponto p e o identificamos com um subespaco vetorial de R”.

s

Definicao 4.1. Se .# ¢é uma variedade de classe C", r > 2, um subconjunto aberto U de R" é

uma vizinhanca normal de M se existe uma aplicacdo ¢ :U — # de classe C"', tal que
i) SexeU epe ./ entao ¢(x) = p se e somente se o vetor x—p é ortogonal a T, M ;
ii) ex+(1—¢€)(x) € U quaisquer que sejam x € U e € € [0,1].

Observamos que pelo Teorema da vizinhanca tubular, uma vizinhanca normal de .# sempre
existe.

As seguintes propriedades sdo conseqiiéncias imediatas da definicdo anterior.

Proposicao 4.2. Seja U uma vizinhanca normal de # . Entao a aplicacdo ¢ da defini¢ao 4.1

€ unicamente determinada. Além disso,
i) 9(U) =4 e ¢(x) =x se e somente se x € M ;
ii) D@(x)v =0 para todo x €U e todo vetor v ortogonal a Ty A

[ |

Seja (U,¢) uma vizinhanca normal de .#. Para x € U seja Q(x) = R" — R" a projegao

ortogonal de R" = Ty R" sobre Ty(y.# e P(x) :=1—Q(x). Note que P(x) é a projecio ortogonal
de R" = Tj(,)R" sobre o complemento ortogonal de Ty (). Z em R" = Ty R".

Para € € [0, 1] definimos a compressao na dire¢gao normal & .Z,

P (x):=ex+(1—€)p(x) = d(x) +e(x— 9 (x)). (4.1)

A seguir coletamos uma série de propriedades derivadas desta definig¢go e que podem ser

encontradas em [43].
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Proposicao 4.3. A aplicacdo
0,1]xU — R"
(8.x) = Pe(x)

é continua. Além disso para € € (0,1]

i) P(U) = {yeU:(D(y)—i-i(y—d)(y)) GU}, D, (U) € aberto em R" e @, : U — P (U) é um

difeomorfismo de classe C"~' com inversa
_ 1
() =90)+ (= 90), yEP(U);

ii) ¢(Pe(x)) =@ (x) para todo x € U.

Proposicao 4.4. Parax€ U e € € |0,1] definimos a transformag¢ao

) = e "7 |det DDe(x)|, €>0,
) |det (DY(x) |7,.4)], €=0.

Entao Je(x) >0 para todo x €U e € € 0,1]. A aplicagao

0,1]xU — R
(g,x) +— Je(x)

é continua e para todo x €U e € € [0,1] existe uma transformagao linear Sg(x) : R" — R" tal que
para € € (0,1]
1
DO, (De(x)) = Se(x) + EP(X)’ para todo x € U,

e assim,

1
(DD, (@e(x)))" = Se(x)" + EP(X)’ para todo x € U.
Além disso,
i) a aplicagao

0,1]xU — Z(R"R")
(g,x) — Se(x) (resp. (&,x) +— Se(x)T)

€ continua;

ii) para todo x €U, € €]0,1] e v € (Td,(x).//l)L

Se(x)v = Se(x)Tv=0;

ii1) para todo x €U e € € [0,1] as transformagoes

Sg(x)‘me)k/// : T(I)(x)% — T¢(x)%7
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Se ()" |1,  To() M — Ty M

sao bem definidas e bijetoras. Também

(So () |7, .00) " = DY)z,

(SO(X)T‘T¢(X>///)71 =D¢ (X)T|T¢(x)///'
Finalmente, ¢ : U — .# ¢é uma aplicacdo aberta.

|
Seja Q um dominio limitado e suave de R". Supomos que Q C U. Para € € (0,1] seja
Q¢ := D¢ (Q) o dominio comprimido. Como nos capitulos anteriores nosso interesse é estudar o
comportamento assintotico das solucées do problema
up=Au—u+ f(u), (0,00) x Q¢

Ju
% == 07 (O,Oo) X 898

(4.2)

Para este caso também nos fazemos valer de um isomorfismo linear de H'(Q) sobre H'(Q)
(resp. L2(Q¢) sobre L*(Q)), dado por

u KA uod,.
Dado € € (0,1], a formulacao variacional da equacao 4.2 é dada através da forma bilinear
et H'(Qe) x H'(Qg),

dg(u,v) :/ (Vu(x), Vv(x)) +u(x)v(x) dx, u,v € H' (Qe),

onde (-,-) denota o produto interno usual em R". Através da transformacao T derivamos uma

forma bilinear equivalente ae : H'(Q) x H'(Q), dada por
ac(u) = [ Je(x)(Se () Vu(x), Se(0) Vv()d
Q

| (4.3)
by [ o) (P V), POVYC0)dr+ [ Tl

Observemos que pela férmula de mudanca de varidveis e pela Proposicao 4.4 temos para € € (0, 1],

n—k

ag(uo®g,vod,) =€ 2 dg(u,v)

quaisquer que sejam u,v € H'(Qg).

Observemos ainda que se u € H'(Q),

e (u,) — /Q]O(X) ((So(x)" Vu(x),So(x)" Vu(x)) +u(x)?) dx, se P(x)Vu(x) =0 q.s,

caso contrario.
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Isto nos motiva definir o espagco

H(Q):={uec H(Q): P(x)Vu(x) =0 g:s. em Q},

N

e a forma bilinear limite

ao -Hl(g) x HY(Q) — R
(u,v) /JO x)"Vu(x),So(x)" Vv(x)) + u(x)v(x)) dx. (4.4)
Proposigao 4.5. O espaco H!(Q) é um espaco de Hilbert de dimensdo infinita.

Demonstragao: Ver [43].
|
Para € € |0, 1] definimos L2(Q) := o espaco L*(Q) munido do produto interno
/ Je(x x)dx. Também L2(Q) := fecho de H!(Q) em L3(Q).
Pela Proposu;ao 4.4 existem constantes positivas c¢; e ¢, independentes de € tais que para
todo u € L*(Q) e £ €[0,1],
e1 (s )e <l @) < 2 1) (4.5)

Dado € > 0 denotamos por H}(Q) := o espaco H'(Q) munido de norma
lul|g = ae (ue, ).
Finalmente, em H}(Q) introduzimos a norma
lullg = ao (u, ).
Proposigao 4.6. Para todo 8 € (0,1) existe € € (0,1] tal que
(1= 8) ()0 < (u)e < (14 8)(w,u)o (4.6)
para todo u € L*(Q) e € € (0,&]. Também
(1 =98)ap(u,u) < ag(u,u) < (1+38)ap(u,u) (4.7)
para todo u € H(Q) e € € (0,8].
Adicionalmente, sempre que u,v € L*(Q)

(u,v)e — (u,v)o, quando € — 0.

Além disso, em H}(Q) as normas |||, e |||l sdo equivalentes, com constante de equivaléncia
independente de € e

ag(u,u) — ao(u,u), quando € — 0,
para todo u € H(Q). Finalmente existe uma constante 1 >0 tal que

N ||ull @) < llullg . para todo u € H'(Q) eec(0,1]. (4.8)
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|

Pelas desigualdades 4.5 as normas de L2(Q) sdo todas equivalentes a norma usual de L?(Q)
com constante de equivaléncia independente de €, de modo que, para € € (0,1], as normas ||-||,
sdo também equivalentes a norma usual de H'(Q). Assim H](Q) esta denso e compactamente
imerso em L2(Q). Portanto se Ag : D(Ag) C L2(Q) — L2(Q) (resp. Ag: D(Ag) C L2(Q) — L3(Q))
é o operador definido via a forma bilinear a, (resp. ap), entdao Ag (resp. Ag) é um operador

auto-adjunto, positivo, setorial com resolvente compacto.
Teorema 4.7. A familia {A;' € L(L3(Q }—>A0 € L (12(Q)).

Demonstragao: Seja {fe}ec(o1): fe € L2(Q), uma familia uniformemente limitada. Colocando

Ug :Aglfg vemos que

1
/ Jg < Vug( )7SS(X)TVM3(X)> + ?<P(.x)vug(x),P(x)Vug(x)> +l/lg(.x)2> d_x = (Mg,fg)g.
(4.9)
Assim pela Proposigao 4.4 e (4.8) existem constantes positivas 1 e M tais que
2 2 M
N el o) < lluelle <M | fell 2o lluellm @) = luellg) < H
Logo existe uy € H'(Q) tal que ug — uy, fracamente em H'(Q) e fortemente em L?(Q). Afirmamos

que ug € H!(Q). De fato, como

- / Je () (P(x)Vitg (x), P(x) Vitg (x))dx < M <
e 0 <7< Je(x) em [0,1] x Q, temos
[ 9e(0 P Vit (), P Ve (1)) dx =0,

e assim P Vug — 0 em L*>(Q,R"). Uma vez que Vue — Vug em L*(Q,R") e a aplicacdo Q > x
P(x) € Z(R" R") é continua, segue que P Vue — P Vuyg em L*(Q,R"). Portanto P(x)Vu(x) =0
q.s. em Q.

O restante da prova segue como no Teorema 3.9 nos valendo da Proposicao 4.4.

Lema 4.8. Sejam &,"— 0 e {fs,}, fe, € L (Q), € fo € L2(Q) com fe, £, fo. Entdo se ug, =Ag ' fe,
e uy = Aa fo

tim [l — 10 1) = 0.
Demonstracdo: Observando a continuidade dos operadores Je e ST e a equivaléncia das normas

[[l11(@) € [Illg, & demonstracao segue como no Lema 3.12.
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Lema 4.9. Nas hipdteses do Lema anterior, sejam Ae e Ay tais que

1 1
o= 3 el = Geaie)e = min (51012~ [ 2o )

€HL(Q)

1 . 1
o= luoll = Gowoho = min (51013 [ s010).

9eH(Q
FEntao

lil’l’l )’8 - ).O.
£—0
Demonstracao: Pela Proposicao 4.4, dado 6 > 0, existe € tal que se 0 < € < &
1
Ae < 3 /QJS (<S5VMO,SZ;VM()> —i—u%) dx — (fe,up)e
1
< 5 /QJ() (<S§Vuo,SgVuo> —I—u%) dx+0 — ,/QJOfOMO dx— /Q(Jgfg —]Qfo)uo dx

=A+6— /Q(Jsfs —Jofo)uo dx

Logo
limsup A¢ < Ap. (4.10)

£—0

Por outro lado,

1
=~ [ Jo (IST Vo) + 12 —/J
Ao 2/9 0 (8o Vol +uj) A o.fouo
1
:E/QJO (‘ngxuo—sgvus+SgVug|2+\uo—ue—i-ug\z)—/Qjofo(uo_ue)
_/JO(fO_fS)u€+/Jgfgug_/(Js—Jo)fgug
Q Q Q
= i/glo\SgVuo—S£Vu8|2+/QJo<SgVuo—S&TVug,SgVug)+E/QJO(\ngus‘z_i_‘us‘z)
1
+ Jo(uo—ue)ug—kf/Jo|uo—us|2_/Jofo(uo—ue)—/Jo(fo—fg)ug+/Jgfgug—/(Js—Jo)fgug

< Huo—ugui,l(g)+A£+/Q(JO—J£)(|S§Vu£|2+|u£yz)+/QJO<S§WO—S§VME,S§VME>

+/QJO(MO—1/‘£)M8—/QJOfO(uO—ue)_/QJO(JCO_fS)MS

E o resultado segue de (6.6) e do Lema anterior.

Lema 4.10. Sejam &, =50 e {fe,}, fe, € L (Q), e fo € L2(Q) com fe, Lfo. Entao se ug, =
Al fe, e uo=Ay' fo

Jim s, ~ o], =0,
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Demonstra¢cao: Como na prova do Lema anterior
he = el = [ Jef
e = 3 Uel|g o efJele
1
= E Hue _u0+140||i _/ Jefeute —/ Jefe(ue —”0) _/ Js(fe —fO)MO —/ Je fouo
Q Q Q Q
1 IR ST
= 5 e =0l + 5 ol = | ofowo + [ (e = oo
+/ (Se(Vue — Vug), Vuo) +/ Je (ue — uo)uo —/ Je fe(ue —uo) — / Je(fe — fo)uo-
Q Q Q Q
Observando que ||ug||, — ||uol|, 0 resultado segue do Lema anterior.
|
Coroldrio 4.11. Seja &, — 0. Se fe, € L2 (Q) E-converge para fy € LE(Q), entdo
|ae, (ue, , ue,) — ao(uo, uo)| — O, (4.11)

A1 g1
onde ug, == A, " feg, € up:=Aq " fo.

Demonstracao: Iniciemos calculando

|ae, (ug,, ue,) — ao(uo, uo)| < |ae, (ue,, e, ) + (tte,, e, )e, — ae, (o, o) — (10, U0 )e, |

+|ag, (uo, uo) — ao(uo,uo)| + | (e, , ue, e, — (1o, uo)e, |

2 2
= |l I3, = ol

Agora pelo Lema 4.10

e e, = Nl | < e, = woll, — 0

el ) — 0l | < e, =0l ) = O-

Além disso, temos pela Proposicao 4.6,

luollg, = lluollo e lluollzz (@) = lluoll2(q) -

e o resultado segue.

+ |ae, (o, uo) — ao(uo, uo)| + | (e, , g, ), — (0, uo)e, |






CAPITULO

5

Dominios finos - Homogeneizacao da fronteira

Neste exemplo mostraremos um analogo dos resultados anteriores para o caso em que o
dominio espacial se colapsa a um dominio de dimensao inferior tal que ha uma regiao de sua
fronteira que apresenta um comportamento altamente oscilante.

Consideremos uma familia de fungoes ke € C!(R™") uniformemente limitada, i.e., existe uma
constante K > 0 tal que |sup sup ke(x)] < K. Supomos ainda que sup kg(x) £2%0. Como

€ xeRmtn xeRm+n
nos demais capitulos, nosso interesse é estudar o comportamento assintotico de uma equacao
de reacao-difusao em um dominio fino. Entretanto neste caso hd uma regiao da fronteira que
apresenta um comportamento irregular determinado pela familia k.. Seja a familia de dominios
Qe :={(x, (ke(x)+ 1)y) € R™™: (x,y) € Q}.

Consideremos a equagao

ur=Au—u+ f(u), (0,00) xR,

Jdu (P;)
=0, 0,) x R €
anNe (0,0) €

onde Re = {(x,€y), (x,y) € Q¢}, é a y-compressao pelo fator € do dominio Q¢ e 1¢ é o vetor normal
unitdrio exterior a JR;.

Observemos que Re = T¢(Q¢), onde T; : R"™ — R™*" ¢ dada por Tp(x,y) = (x,€y). Através
de T, de maneira andloga ao Capitulo 3 obtemos uma conjugacio entre o problema (P) e o

problema

1
up = Au+ ?Ayu_“""f(u)a (ano) X Qe

u 1 du (Pe)
an. Fetam, ~ ()08,

definido em Q. Analogamente mostraremos que a dindmica da equagao (P;) pode ser aproximada
pela dindmica de uma equacdo abstrata (Py) definida em um subespaco fechado de H'(Q). Para
isso introduzimos novamente os espagos HJ (Q) := {u € H'(Q): V,u=0} e L}(Q) := fecho de
H!(Q) em L*(Q). Para um subconjunto aberto O de R™™  seja H!(0O) o espago H'(O) munido

da norma

1
1 2
H”HHg(o) = </0(‘qu|2+82Vyu|2+\u]2)dxdy) .
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Os semigrupos associados as equagoes (P:) e (B) serao comparados no espaco

A =HL(Qe N Q) Hy (Qe\ Q) D Hy (Q\ Qe), e
A ={ue L} (QeUQ) 1 ujg,n0 € H' (QeNQ), g g € H' (Q\Q), ugg, € H'(Q\Qe)},

munido da norma |[ul% = llulf 0, n0) + 1l 0,00 + lulf @0,
Consideremos os operadores Ee € Z(H!(Q),H}(Q¢)), (vesp. E. € L(L2(Q),L2(Qe))) , dados
por

Ee =R.oE,

onde E : H'(Q) — H'(R™™"), (vesp. E :L*(Q) — L*(R™™")) estende uma funcdo definida em Q
a uma funcdo definida em todo R”*" de modo que para funcoes u € H!(Q) ainda tenhamos
Eu € HN(R™™) e Re : H'(R™™) — H'(Q;) (resp. Re : L*(R™™") — [2(Qg)) é a restrigio a Q.
Observamos que ao estendermos as fungoes de H!(Qg) (resp. L*(Qg)) por zero fora de Q,
temos HJ(Qg) — ' (resp. L*(Q¢) — L*(Q:UQ)) com constante de imersio 1. Assim, se

ue € HY(Qe) e u € H(Q), tem sentido ||ue — Ecul s € podemos escrever Eg € ZL(HNQ), 2.

Devido as nossas hipdteses sobre as fungoes kg, é claro que |Qg\ Q|+ |Q\ Q¢| — 0, quando
€ — 0. Com isso e da construcdo dos operadores Eg fica facil vermos que se u € H!(Q) entdo

|Eeul| o0 — [lull 1 () quando € — 0. De fato,
el = [+ sy [ (9w [EuP)dsdy =l

Além disso, se K CC Q, entao existe £(K) tal que K CC Q, 0 < € < €(K). Esta hipdtese foi
fortemente empregada nos trabalhos [3], [5] e [6].

Introduzimos as formas bilineares
ag : HY (Qe) x Hi(Qe) — R
ag(u,v) = / (qu -Vov+ évyu -Vyv+ uv) dxdy
que induz um operador linear fechado, positivo, auto-adjunto e com resolvente compacto
Ae 1 D(Ag) CL*(Q¢) — L7(Qe),
com D(Ag) = {u € H*(Qe) : %Jr ;12% = 0}, e
ao : Hy (Qo) x Hy (Qo) — R
aop(u,v) := /Q (Vu-Vv+uv)dxdy,
0

que induz um operador linear fechado, positivo, auto-adjunto e com resolvente compacto

Ao : D(Ao) C L(Q) — Li(Q)
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Proposicao 5.1. A familia A;' € L(L*(Q¢)) converge compactamente para o operador A~ €
Z(L(Q)).

Demonstragao: Seja {fe}ec( uma familia uniformemente limitada, isto é, || fell;2q,) = 1,

A1
colocando ug = A, " fe vemos que

ag(ug,v) = (fg,V)LZ(QS), VV E [{1 (Qg)

em particular, de(ue,ue) = (fe,ue)2(q,)- Mas

2
el (o) < aelue,ue) < || fell 2, luellyap) »

e portanto |ugl|z1q,) < 1.
Logo, a menos de subseqiiéncias, existe uy € H'(Q) tal que ue — ug, fracamente em H'(K) e
fortemente em L?(K), qualquer que seja K CC Q.

Além disso, como ag(ug,ue) < 1 é claro que Vyug — 0. Agora se ¢ € C7 () entao

08y < o = tel 2y 194+ ¥t 1922) 20,
onde Ky = supp ¢. Ou seja, up € H! (Q). Agora como |Q,\ Q| — 0, nao é dificil ver que A; ' fe —
uo.

Consideremos agora uma seqiiencia fg N fo. Entao {f¢} é uniformemente limitada, e nova-
mente se A; ! fe = u, existe up € H!(Q) tal que ue £, ug.

Mostremos que ug :Aalfo, isto é, mostremos que ag(uo,v) = (fo,v)2(q), Vv € HN(Q).

J&a que fe £, fo e ug N up temos (fe,Eev)ir(a,) — (foV)r) € (ue,Eev)g,) —
(u0,v)12(q2), YV € H!(Q). Além disso, se K CC  entdo /Kqug -V Eev — /KVMO-VV, W€ H(Q).
Como K pode ser escolhido arbitrario de modo a |Q¢\ K| — 0, ndo é dificil concluir que
ag(ug, Eev) — ao(up,v), Vv € HY(Q).

Observando que ag(ue, Eev) = (fe, Eev)12(q,), Vv € H!(Q) temos o resultado.

|

Agora introduzimos um complemento a teoria abstrata do Capitulo 2 provando resultados de

convergéncia fraca em espacos de Hilbert, sempre levando em conta o que os espacos envolvidos

variam de acordo com o parametro €.

Definigao 5.2. Sejam H. espacos de Hilbert com produto interno e norma (-,-)e e |||y, res-
pectivamente. Dizemos que uma familia {ug}ge(oﬂ de elementos ug € He, E-converge fracamente
para um elemento u € Hy, se para qualquer familia {wg}se(o_l] E-convergente para w, implica

E
(We,ug)e — (wyu)o quando € — 0, e escrevemos ug — u.
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Proposicao 5.3. Se |luely, <M, u€ Hy e para todo w € Hy, (Eew,ue)e — (w,u)o quando € — 0,

. E
entao ug — u.

~ . E E -
Demonstracao: Seja we — w. Como E;w — w, entao

(W&‘au&‘)&‘ = (We —Eew, ue)e - (E£W7 u&‘)&‘ - (W7 M)£~

|
Proposigao 5.4. Se ug 2 u e limsup, g [|uelly, < ||ully, entdo ue Lo
Demonstracao: Basta observar que para cada u € Hy, Ecu £, ue entdo
0 < [ue _E&‘”HIZ’-IS = ||”£”12LIE —2(ug, Ecu)e + ”EEMHIZ’-IS — 0.
|

Proposicao 5.5. Seja ue € S com [uell o <M. Entao existe uma subsegiéncia também

denotada por ue e u € H'(Q) tal que u Lo

Demonstracdo: A menos de subseqiiéncias existe uma funcdo u € H} (Q) com a propriedade que
ue — u fracamente em H'(K) e fortemente em L?(K), para qualquer K CC Q. Para mostrarmos
que ue = u é suficiente mostrarmos que (ug, Eev) 0 — (V) g1 (o) Para todo v € H!(Q). Lembrando
que nosso operador de extensdo E leva o subespaco H] (Q) de H'(Q) no subespago H!(R™") de
H'(R™™") temos para v € H!(Q)

(e, Eev) sy — (,v) (@) = (e, Eev) gy aun) T (e Eev) i oo ) + (tes Eev) gy ayap) — (V)11 ()
= (ue — u)‘})Hl(QgﬂQ) + (ug,EgV)Hl(Qs\Q) + (I/tg —u, V)HI(Q\QS)'
Observemos que (ue —u, V)1 (g.n0) — 0 € (e — U, V)1 (q\0,) — 0 devido a convergéncia fraca em

H'(Q:NQ) e H'(Q\ Q) respectivamente, e a outra parcela evidentemente tende a zero.

Proposicao 5.6. A familia {A;' € L (")} converge compactamente para o operador

Ayt e Z(HHQ)).

e€(0,1]

Demonstracdo: Seja agora uma familia de elementos fe € /! () uniformemente limitada.
Pela Proposigao anterior, existe fy € H!(Q) tal que fe EN fo. Como na prova da Proposigao 5.1
podemos mostrar que a familia ue = A; ! fe é também uniformemente limitada. Agora, novamente
pela Proposicio anterior , existe up € H! (Q) tal que u, EN up. Afirmamos que de fato ug N ug.

Basta observar que,

e |71 0,y = (ferte)r2(0) = (for10)12(0) = lluollF @
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e concluir pela Proposicao 5.4.

Além disso ug = A~ fy, pois

(e, Eev) gy () = (fer Eev)zian) — (fov)2) = (A9 for V()

. E ~ 4 e 7 .
Se assumirmos agora que fe — fo, entdo é claro que a familia fe € 7' (Q,) é uniformemente

limitada e a proposicao segue pelos argumentos acima.






CAPITULO

6

Dominios finos - Two layers

Como descrito na introdugao, neste capitulo apresentamos um modelo que descreve o compor-
tamento de uma equacao de reacao-difusao cujo dominio espacial consiste de duas componentes
finas adjacentes Q1 ¢ e £, ¢ separadas por uma membrana permedvel I'. Supomos que a interacao
dos reagentes ocorre somente na interface I'. Como conseqiiéncia veremos que a intensidade da
reacao quimica em I dependera de quao fino forem os dominios preenchidos pelos reagentes. Este
fenémeno serd ditado pelo parametro € € [0,1).

Sejam Q¢ e Q¢ dominios limitados de R”*1 com a seguinte estrutura
QLSZFX(O,E), QZ,SZFX(—E,O),

onde I' é um dominio limitado de R” com fronteira dI" suave. Para um ponto § € Q¢ =Q c UQs ¢,
escrevemos & = (x,y), ondex eI ey e (—¢,0)U(0,¢).

Consideremos o seguinte sistema de equagoes parabdlicas semilineares

8,wl- = Awi — Wi +fi(Wl'), (0,00) X th

8wi .

3771‘ =0, (0,00) x Qe \ I (P.)
G~ (k) (01 —w2) =0, (0,00) xT

onde 7m; é a normal exterior a dQ; .
Com relacao as nio linearidades f; assumiremos que sejam de classe C> com derivadas limita-
das até segunda ordem e suporemos também que a aplicacio k € C!(T') é tal que inf,crk(x) > 0.
Sob estas hipéteses o problema (P;) gera um semigrupo Te(t) (-, ) := (u1 (¢, "), u2.¢(t,-)) atuando
no espago H'(Q ) ©H' (Qa¢) que possui um atrator global &%. Mostraremos que a dindmica da
equacdo (P;) pode ser aproximada pela dindmica da seguinte equacio definida em T

ow=Aw—w+f(w), T

d

oW _ 0, T, (Po)

an
onde f = %(f 1+ f2) e n é a normal exterior unitdria a dI". O que corresponde a sincronizagao

dos componentes u; ¢ € uz ¢ da equacio (P).
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Reescalando o dominio da equacdo (P) através da transformacdo Te do capitulo 3, trans-
formamos o dominio Q; no dominio Q = Q;UQ,, onde Q; =T x (0,1) e Q; =T x (—1,0). O

problema anterior toma a forma

1
8,w,- =Aw;+ ?Ayw,- —WwW; + ﬁ(w,-), Q;
aW,‘

on " 0,\T (P.)
8‘/:; - Sk(X) (Wl _W2) = 07 Fa

onde 1); agora representa a normal exterior a fronteira dQ;.

Para estudarmos a dindmica do sistema (P;) introduzimos o seguinte espago
H=1*(Q)®L*(Q) ~L*(Q)

com norma ||uH12q = HulHiz @)t ||u2\|iz (@m)» onde u = (ur,uz), ui = uj, . A norma em H ¢ induzida
1
2

pelo produto interno (u,v)y Z Ui, vi) 12(q,)- Definimos também a familia de espacos de Sobolev
i=1

Hi = H'(Q) o H' (Q)
munido de norma
1
2 2 2 2
leelle = [IVxallyy + 5 19yl + llully
Agora seja ae a forma bilinear sobre o espago H) dada por,
1
ag(u,v) = (qu,va)H—F—(V u,Vyv)g + (u,v)n

e [ kG0 (0 () = e () (11 (3) = vaw)

onde u = (uy,up),v=(vi,v2) € H! e ¥, i = 1,2, sdo os operadores traco definidos de H'(Q;) sobre
H: (0Q;). Observando a desigualdade de Friedrich

iz a0 < 8 (IVull iy + Il ) - (6.1)

que é valida para todo u; € H'(Q;), e algum & > 0 independente de u;, podemos mostrar que a

forma a, é simétrica, continua e satisfaz
2 2
luell < ae(w,u) <C(1+-£71) [lully (6.2)

qualquer que seja u € H}, onde a constante C independe de €. Portanto existe um tinico operador

Ag : D(A¢) C H — H setorial, positivo, auto-adjunto tal que

ae(u,v) = (Aeu,v)y, u€D(Ag), v EH,.
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1 1
Além disso, D(AZ) = H} e ag(u,u) = ||AZul%.

Recordemos que a aplicacao u; — ¥( %) definida em C'(€Q;) estende-se de modo tinico a um
operador p, : H*(Q;) — H: (0Q;), i=1,2. Assim entendemos que uma funcio u; € H>(L;) satisfaz
as condigoes de fronteira da equagao (P;) se e somente se

'}lniul‘ == 0, an’7g \ F
Tt — (= D)'k(x)(wi —w2) =0, T, i=12.

Temos ainda que D(Ag) C H*(Q1) ® H>(Q,) e através de integracio por partes ndo é difi-

cil verificarmos que uma funcio u € H*(Q) ® H*(Q,) satisfaz a equagio (P) se e somente se

u€ D(Ag). Além disso, das hipdteses sobre as nao linearidades f;, é claro que o operador de

Nemitskii Fe = (Fg 1, Fep) ng —H

Fei(ui)(x,y) = fi(ui(x,y)), (x,y) € i, i=1,2
é continuamente Fréchet diferencidvel com derivada F/ uniformemente limitada.

Teorema 6.1. Nas hipdteses acima a equacao

Ift +A8M = Fg (I/l)
{ u(0) — (6.3)
determina um semigrupo {Te(t) : t > 0} atuando H..
|
Analogamente associamos a equacdo (Py) uma equagao abstrata
u+Apu = F()(Lt)
{aagme — (6.4

no espaco H! = H'(T'), onde D(Ag) = {u c HX(I): 3—1‘; :0}, Aou = —Au+u, u € D(Ag) e Fy é

o operador de Nemitskii associado a f = f ';“fz. Como no Teorema anterior a equagao (6.4)

determina um semigrupo {Ty() : ¢ > 0} atuando em H\.

Introduzimos também o espaco L? := L*(I") e denotamos por (-,-) seu produto interno usual.
Observamos que cada elemento v € H! (resp. v € L?) estende-se naturalmente a um elemento
u€ H} (resp. u € H) pela férmula u;(x,y) = v(x), (x,y) € Q;, i = 1,2. Tal extensdo define operadores
E. € ZL(H! H}) (resp. Ec € £ (L2,H)) satisfazendo para todo v € H!,

1Eevlim = Vla, — (resp. [[Eevllzz = [[VIlg)-

Consideremos também a projecao Mu = (M u;,Mau,) definida por,

0

M ()= | oy M) = [ oy
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Lema 6.2. Para todo € € (0,1), A7 'Ee = EcA;" em H.
Demonstrag¢ao: O operador Ag corresponde a forma bilinear
ao(u,v) = (Vau, V) + (u,v),

sobre H}! x H}. J& que para todo u = (uj,u;) € H! e v € H!
1 0
(Vo VoEev)ir = [ Vol [ )dy) Vot [ Vol [ wy)dy)-Vov(x)a,
nao é dificil ver que

ag(u,Eev) = ao(Myuy + Mouy,v),

para todo u € H} e v € H!. Portanto segue da identidade
ae(u,Ag 'Eev) = (u,E¢v)yp = (Myuy +Mauz,v) 1 = ao(Miu +Maouz, Ag'v),
que para todo u € Hg eve Hsl,
ag(u,As_lEgv —EgAalv) =0.

Tomando u = AglEgv —EsAglv prova-se o lema.

Lema 6.3. A familia A;! gAal.

Demonstragao: Seja {fe}ec(o, ) uma familia uniformemente limitada, isto é, || fe[, =1, colo-

cando ug :Agl fe vemos que

1
(Vatte, Vatte)n + 5 (Vyite, Vytte)n + (et iy + €' /F k() (Y1, (x) — Pottz e () 2dx = (fe ).
(6.5)
Assim

2 2
||u£||H1(Q) < luelle < I felle ||u8||H1(Q)7

onde H'(Q) ~ H'(Q;) ® H'(Q,). Portanto [uel[g1(q) < 1.

Logo, de maneira andloga a prova do Teorema 3.9, existe do := (i1 0,i2,0) € H' (Q) tal que
ue — iy, fracamente em H'(Q) e fortemente em L?(€). Também de forma andloga podemos mos-
trar que V,iip =0 e além disso, de (6.5) vemos que ;i1 o(x) = Yail2,0(x) := up(x) g.s em I'. Obser-
vando que para i = 1,2 cada x-se¢ao de €; é conexa, podemos concluir que cada #; o ¢ y-homogénea
e portanto i;o(x,y) = up(x) q.s em ;. Logo i := (uo,up), com uy € H!. Assim A;!fe N uy em
H. Agora seguindo exatamente a prova do Teorema 3.9 obtemos que Ag_1 fe LA(; ! fo=1up em

H. [ |
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Lema 6.4. Sejam €, — 0 e {fe,}, fe, € Hén e fo € H' com fe, £, fo. Entdo se ug, :Agnlfgn e
uo = Ay fo
,}i_{{}oH”sn *”OHHI(Q) =0.

- . H'(Q)
Demonstracao: Se ug = (ug1,ue2), pelo Lema anterior sabemos que ue; — " ug. Logo

2
2 luoll7, =2HMO||§1|(Q)/QWWO|2+|MO|2 <lim inf }° </Q|qusn,i|2+|Vyuen,z'|2+\usn,i|2>
i=1

2
< lim sup Z (/g ’quen,i’2 + |Vy”8n,i‘2 + ‘”&ui‘z)

n—e |

. 1
< r}g&(vxuea que)H + ?(Vyueavyue)H + (ME)MS)H

e [k e(0) — ()

= tim [ fote,i=2 [ fouo =2 [ [VuaioP+ fuol? = 2ol -
Q Q Q

n—oo

Mostrando que nh_Ig g, ill 1 () = lluoll 1 @) -

Lema 6.5. Sejam €, — 0 e {fe,}, fe, €HL, € fo € H} com f, £, fo. Dada a caracterizagio

variacional das solucdes ugs e uy dos problemas
Ague = f¢ e Aouo = fo3

sejam Ae e Ay tais que
1
he = 2 (”Mng e /rk(x)(%us’] - }/zug’z)zdx> — (fe,ue)n

= min % <\|¢||§+e—‘ /k(x)(ml —}’2¢2)2dx> — (fe, )
$eH] r

1 2 S
Ao = 5 lluollzy — (fo,u0) = min 3 101 — (fo,9).

Entao
lim A«g — A{).
e—0
Demonstragcao: Primeiramente observemos que
1 2 1 2
Afs < 5 HEEMOHE - (f&"EEuO)H = 5 ””0”1—151 - (fOMO) - (fs _E£f07E£u0)H = }-0 - (fe _EstaEsuo)H-
Logo

limsup A < Ayp. (6.6)

£—0
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Por outro lado

1
== Vuol? + |ug|? —/ U
Ao 2/r(| o>+ [uol?) rfoo
1
:E/Q(‘quo—vxue,i—Fque,i‘z—i-|M0—ug7i+l/tg7i|2)—/Qfo(uo—us’i)—/Q(fo_f&i)u&i

- / fe,ius,i
Q

1 1
—- / (1Yt — Vit 2 + |1t — e + / (Vattg — Vstte) - Vitte + = / Ve
2 Jo Q 2 Ja

1
+/(u0—us,i)ue,i+*/ \Ms,ilz—/ fO(Mo—us,i)—/(fo—fe,i)ue,i—/fs,ius,i
Q 2Jo Q Q Q
1
< EHMO_MEJIHI%—II(Q)_{—AS—’_/ (quo_vxus,i)‘vxue,i+/ (MO_MsJ)ue,i_/ fo(uo_ue,i)
Q Q Q

- /Q(fo — fei)ue,i

Lema 6.6. Sejam &, — 0 e {fs,}, fe, €HL, € fo € L2 com f;, £, fo. Entio se ug, =Ag'fe, €

uo :Aalfo com a notacao do Lema anterior

,}LIEOHM&J_MOH% =0, i=1,2.
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