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Resumo

Neste trabalho, fazemos um estudo das correntes e das medidas transversas invariantes
por holonomia, e mostraremos o resultado de D. Sullivan [23] sobre a correspondéncia
biunivoca entre estes dois objetos. Em particular mostraremos um resultado conhecido
de J. Plante [17] sobre a existéncia de medidas transversas invariantes sob a hipotese de
crescimento sub-exponencial.

Apresentamos também, o resultado devido a Ruelle-Sullivan [19] de que a medida de
méaxima entropia de um difeomorfismo topologicamente mixing pode-se expressar como o
produto de duas medidas transversas invariantes para as folheacoes estaveis e instaveis.
Por dltimo, mostramos que os difeomorfismos de Anosov topologicamente mixing, que
preservam a orientacao das folhas estaveis e folhas instéveis induzem elementos da coho-

mologia de DeRham.

Palavras-chaves: Medidas transversas invariantes, cohomologia de DeRham, correntes,

difeomorfismos e medida de méaxima entropia.
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Abstract

In this work, we make a study of currents and holonomy invariant transverse mea-
sure, and we will show the result of D. Sullivan [23] about the biunivocal correspondence
between these two objects. In particular we show a known result of J. Plante [17] about
the existence of invariant transverse measures under the hypothesis of sub-exponential
growth.

Also we will present, the result due to Ruelle-Sullivan [19] that the maximum entropy
measure of a diffeomorphism topologically mixing can be expressed as the product of two
invariant transverse measures for stable and unstable foliations. Finally, we show that
the Anosov diffeomorphisms topologically mixing, which preserve the orientation of the

leaves stable and unstable induce elements DeRham cohomology.

Keywords: Invariant transverse measure, DeRham cohomology, currents, diffeomorphism

and maximum entropy measure.
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Introducao

As medidas invariantes por um fluxo é um objeto de grande importancia e utilidade
para estudar a dindmica dos fluxos. A generalizacao destas medidas em folheagoes é cha-
mada medidas transversas invariantes por holonomia e é obtida considerando medidas no
espaco transverso a folheagao, onde se identificam os pontos que pertencem a uma mesma
folha e pedindo que sejam invariantes sob o "fluxo das folhas". As medidas transversas
tém sido objeto de estudo desde os anos 50 e demostraram ser muito tteis para a com-
preensao da dindmica das folheagoes. No capitulo 2, fazemos um estudo destas medidas
seguindo o artigo de J. Plante [17]. Neste capitulo, definiremos rigorosamente as medidas
transversas invariantes por holonomia, demonstraremos um bonito teorema, que pode ser
pensado com um teorema abstrato de Poincaré-Bendixson para folheagoes, e mostraremos
também que a existéncia de uma medida transversa invariante induz uma aplicagao linear
o qual é chamada "corrente". Um dos objetivos deste trabalho, é mostrar um resultado
conhecido de J. Plante [17] sobre a existéncia de medidas transversas invariantes sob a

hipdtese de crescimento sub-exponencial, especificamente mostramos o seguinte teorema.

Teorema 0.1 (J. Plante, [17]): Seja F uma folheagao de codimensao k de uma varie-
dade compacta M. Se L € uma folha de F que tem crescimento nao exponencial, entao
existe uma medida nao trivial invariante pelo pseudogrupo de holonomia que € finito em

conguntos compactos e que tem suporte contido no fecho de L.

Para o qual introduzimos os conceitos de crescimento de fungoes e crescimento em
folheacoes, este tltimo é definido de duas maneiras, uma que é puramente algébrica e a
outra geométrica, e demonstraremos que sao equivalentes.

A teoria de correntes de DeRham [8] elaborada nos anos 50 ¢ um anélogo da teoria de
distribuigoes de Schwartz [20] criada nos finais de 1940. As distribui¢oes sao funcionais

continuas definidas no espago das fungoes com suporte compacto. Da mesma maneira,



as p-correntes se definem como funcionais continuas definidas no espaco das p-formas
diferenciais com suporte compacto Q2; e.g., as distribui¢oes sao 0O-correntes. Munido
com uma topologia adequada, a derivada exterior torna-se um operador linear continuo,
pelo que podemos definir seu operador adjunto e a partir deste definir a homologia de
DeRham. No capitulo 3, fazemos uma apresentacao das correntes seguindo os livros
[7] e [8]. Neste capitulo o resultado principal é provar o teorema de D. Sullivan [23]
de que as medidas transversas invariantes estao em correspondéncia biunivoca com as

correntes(ciclos folheados), especificamente mostramos o seguinte teorema.

Teorema 0.2 (D. Sullivan, [23]): Seja F uma folheagao de dimensao p, transversalmente
orientdvel e de classe C' de uma n-variedade compacta M de classe C*. Entao as medidas
transversas invariantes por holonomia e os ciclos folheados estao em correspondéncia

canonica wm a um.

O conhecido Principio Variacional afirma que se f : X — X é uma aplicagao continua
do espaco métrico compacto X, entao o supremo das entropias métricas sobre o conjunto,

das medidas de probabilidade invariantes coincidem com a entropia topoldgica.

htop(f) = sup hu(f)

neMy(X)

onde M;(X) ¢ o conjunto de medidas de probabilidade invariantes. E um problema
antigo e muito importante em saber se o supremo ¢ um maximo, e neste caso se 0 maximo
¢ alcancado em uma tnica medida de probabilidade ou nao. R. Bowen, da condigoes
suficientes para responder positivamente a esta questdao. De fato o R. Bowen [3] mostra
que se X é um espaco métrico compacto e f : X — X um homeomorfismo expansivo com
a propriedade de especificagao, existe uma tnica medida de probabilidade f—invariante
que maximiza a entropia métrica.

Neste trabalho, apresentaremos a prova deste resultado, também devido R. Bowen [4],
[5], para difeomorfismos topologicamente mixing, para o qual relacionamos o difeomor-
fismo hiperbélico com o shifts de tipo finito usando parti¢oes de Markov.

Nosso objetivo principal deste trabalho é apresentar o trabalho de Ruelle-Sullivan [19],
onde se prova que a medida que maximiza a entropia métrica, pode-se expressar como o
produto de duas medidas transversas invariantes para as folheacgoes estaveis e instaveis.

Para ser mais precisos mostramos o seguinte teorema.

Teorema 0.3 (D. Ruelle, D. Sullivan, [19]): Seja f : M — M wum difeomorfismo e

A C M um conjunto hiperbdlico. Se f|p que € topologicamente mizing. Entao para cada



x € A existe uma medida s em WE(z) e uma medida p em W(x) tal que:
i) suppps C W2 (x) N A, supput C Wh(xz) N A.

i) Se d(x,x') < 0, entao

(B )+ (b [wig@nnn) = 113 [Ps, owis@ynm)

analogamente
(P o)« (g lwaanma) = iy |P;z,(wg(x')m)
ii1)

(f s — )\71/@—1(1)) lws(F-1@@)= 0

(farty — )\_1/!?(@) lweu(fa)=0
w) Seja [.,.] : (WH(x) N A) x (Ws(x)NA) = A definida por {[y, z|} = W5 (y) N WH(z)
entao
[ Je (i X 13) Towe @) xwe @pra= P lwe@)xwe @)na

onde p € a medida de Bowen em A.

Um dltimo objetivo deste trabalho é juntar os trés conceitos estudados neste trabalho:
medidas transversas, correntes e sistemas dinamicos. Especificamente provamos o seguinte

teorema devido a Ruelle-Sullivan [19].

Teorema 0.4 (D. Ruelle, D. Sullivan, [19]): Se f : M — M ¢é um difeomorfismo de
Anosov topologicamente mixing, preservando a orientac¢ao das folhas estdaveis e folhas

instdveis, entdo existem C* k-corrente e C" (n — k)-corrente tal que

i) C*° e C*" sao fechados e definem classes de cohomologia de DeRham [C*] e [C*®] em
H™ (M) e H*(M) respectivamente.

i) f.C° = %C’S e f,C" = AC" onde log \ € a entropia topoldgica de f.

No capitulo 4, apresentamos dois exemplos de sistemas dinamicos basicos: Thom-
Arnold map e a ferradura de Smale e estudamos suas riqueza dinamica. No capitulo 5,
estudamos os dois objetivos principais deste trabalho, mencionados acima. O trabalho
contém um apéndice, onde fazemos uma apresentacao de topologia gerado por uma familia

de semi-normas.






Capitulo

1

Preliminares

1.1 Folheacoes

Esta se¢do em sua maioria é extraida de [6]. Uma folheagdo de dimensdo p de uma
variedade M"™ é, a grosso modo, uma decomposicao de M em subvariedades conexas de
dimensao p chamadas folhas, as quais se aglomeram localmente como os subconjuntos de

R™ = RP x R"7P com segunda coordenada constante.

Definigao 1.1: Seja M uma variedade de dimensao n e classe C*°. Uma folheagao de
classe C" e dimensao p em M, é um atlas maximo F de classe C" em M com as seguintes

propriedades:

a) Se (U, ) € F entao o(U) = U; x Uy C RP x R" P, onde U; e U, s@o discos abertos

de RP e de R" P respectivamente.

b) Se (U,p) e (V,9)) € F sao tais que U NV # ) entdo a mudanga de coordenadas
Yo l:ipUNV)—= (UNV)édaforma oo Hz,y) = (hi(z,y), haly)). As

cartas (U, p) € F sao chamadas cartas trivializadoras de F.

Seja F uma folheagao de classe C" e dimensao p de M. Consideremos uma carta local
(U, ) € F tal que o(U) = U; x Uy C RP x R"P. Os conjuntos de forma o1 (U; x {c}),
¢ € U, sao chamados placas de U. Fixado ¢ € Us, a aplicacao f = ¢! |y, xqep: Ur X {c} —
U é¢ um mergulho de classe C", por tanto as placas sao subvariedades conexas de dimensao

p e classe C". Além disto se « e 3 sao placas de U entao aN B =0 ou a = 3.

Um caminho de placas de F é uma sequencia aq,--- ,a de placas de F tal que

aj Naji # 0 para todo j € {1,---,k —1}. Como M & recoberta pelas placas de F,

5



6 Capitulo 1. Preliminares

podemos definir em M a seguinte relagao de equivaléncia:p ~ ¢ se existe um caminho de

placas aq, -+ ,a com p € a; e ¢ € ay. As classes de equivaléncia da relacao 7 ~ 7 sao
chamadas folhas de F.

Da definigao segue que uma folha L de F é um subconjunto de M conexo por caminhos.
Outro fato importante é que toda folha L de F possui uma estrutura de variedade C" de
dimensao p imersa em M naturalmente induzida pelas cartas de F. Em geral as folhas

nao sao subvariedades de M.

Definicao 1.2: Seja > uma subvariedade de M. Dizemos que X é transversal a F quando
¥, & transversal a todas as folhas de F que ela encontra. Quando dim(X) + dim(F) =

dim(M), dizemos que ¥ é uma segao transversal a F.

Dado p € M sempre existe uma secao transversal de F passando por p. Com efeito
basta considerarmos uma carta local (U, ¢) € F comop € U, p(U) = Uy xU; C RPxR"7P,
©o(p) = (c1,¢2) e tomarmos X = ¢~ ({c1} x Uy). Como {c1} x U, é transversal as placas

Uy, x ¢, c € Uy, é claro que X é segao transversal de F.

Teorema 1.3 (Uniformidade transversal de F): Seja L uma folha de F. Dados q1,qs €
L, existem segdes transversais de F, ¥y e ¥o com q; € ¥;(1=1,2) e um difeomorfismo C",
f 31 — X9 tal que para toda folha L' de F tem-se f(L'NYy) = L' N Xs.

Observagao 1.4: Da prova do Teorema anterior(ver [6,p.49]) segue que. Se (U, ) e
(V, 1) sdo cartas locais de F tal que UNV # Qe p(U) = Uy x Uy C R?P x R"P e
P(V) =Vi x Vo C RP x R"P. Sejam P placa em U e @ placa em V talque P N Q # 0.
Sep € P, qe€ Q; op) = (c1,¢2), v(p) = (d1,dy) e consideramos as se¢oes transversais
Y =¢ {e1} x Us) e ¥ =9~ 1({d1} x V3), entdo existe um difeomorfismo entre partes
de ¥ e ¥/ ao longo das folhas de F.

Teorema 1.5: Seja L uma folha de uma folheacao F de M. As afirmagoes abaizo sao

equivalentes:
a) L € folha fechada.

b) Se (U, ) é uma carta trivializadora de F tal que U é compacto entio U N L contém

um numero finito de placas de U.

A prova pode ser encontrada em [6].
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1.2 Espacos fibrados

Os resultados de esta segao serao unicamente usados na demostracao do Teorema 2.8.

Um espago fibrado (F, B, F, ), consiste de variedades diferenciaveis F, B, F' e de uma
aplicacao diferenciavel 7 : £ — B. Além disso E possui uma estrutura de produto local
definida por uma cobertura {V;};,c; de B e por difeomorfismos ¢; : 7= 1(V;) — Vi x F,

1 € J, que torna o seguente diagrama comutativo

(V) eV x F

esto é, m = P, o ¢;, onde P; é a projecao na primeira coordenada. Em particular, 7 é

uma submersao sobre B e F é localmente difeomorfo ao produto de um aberto em B por F'.

O espago E é chamado espaco total, B a base e F' a fibra. A aplicacao m é chamada
projegao. Se x € B, a subvariedade F, = n7!(z) ~ F ¢ chamada fibra de E sobre x. Se

n~1(x) tem estrutura de espago vetorial dizemos que ¢ fibrado vetorial.

Definicao 1.6: Sejam {V;},c; uma cobertura aberta de uma variedade B e (G, e) um

grupo de Lie. Uma familia de fungoes C*, d;; : V; N'V; — G satisfazendo a condicao
¢ chamada um cociclo de B com valores no grupo G.

Lembremos que uma agao de um grupo topologico G' sobre uma variedade F' é um
homomorfismo
p: G — Diff**(F)
GxF — F

(9,2) = plg)(x) ¢

tal que a aplicacao

Defini¢ao 1.7: Dizemos que um espaco fibrado (E, B, F, 1) tem grupo estrutural G(G
grupo topologico), se G age pela esquerda em F' e existe um cociclo de B com valores em

G com respeito a cobertura {V;},c; de B que trivializa o fibrado tal que o difeomorfismo
gbiogb;l (VinV) x F— (V;NV;) x F

satisfaz
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¢i 0 ¢5 (2, y) = (z, (pdiy(x))y), ¥(x,y) € (ViNVj) x F

Observagao 1.8: E claro que dado um fibrado (E, B, F, 7) algumas vezes pode-se dotar

com distintos tipos de grupos estruturais.
Exemplo 1.9: Seja M™ uma variedade
i) O fibrado tangente de uma variedade (T'M, M,R™, ), onde
TM ={(x,v) :x € M,veT,M}

e a projecao ¢ definida
™ TM — M
(x,v) — =z

Tem grupo estrutural GL(m,R).

ii) O fibrado normal de uma variedade (V(N), N,R™ " r), onde N™ é uma subvarie-

dade de M,
V(N) = {(p,v,) : p € N,v, € T,N*}
€ a projecao é

m: V(N) — N
(p,vp) = p

é um fibrado vetorial que tem grupo estrutural GL(m — n,R).

Definicao 1.10: Um fibrado vetorial de posto n é um fibrado com fibras R™ e grupo
estrutural GL(n,R).

Proposicao 1.11: O grupo estrutural de um fibrado vetorial real de posto n pode sempre

ser reduzido para as matrizes ortogonais reais O(n).

Demonstragao. Ver([1, p.64])
[

Teorema 1.12 (Teorema da vizinhanga tubular): Seja N C M wma subvariedade
C"(r > 1). Existem uma vizinhan¢a aberta T(N) D N e uma submersao C" 7 : T(N) —
N, tais que 7(q) = q para todo ¢ € N. Se a codimensao de N € k, entao T'(N) pode ser
obtida de tal forma (T(N), N,RF 1) seja um espago fibrado.

Demonstracao. Ver([13]) O
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Definigao 1.13: Sejam os fibrados & = (E;, B, F;,m;), i = 1,2. Dizemos que & é
equivalente a & se existe um difeomorfismo h : E; — F, tal que cada fibra m;*(p) é

levado de forma difeomorfo em 75! (p).

Teorema 1.14: Seja N C M wuma subvariedade compacta de M. FEntiao N tem uma

vizinhang¢a tubular m: T(N) — N em M que € equivalente ao fibrado normal de N em M

Demonstragao. Ver([22,p.468]) O

1.3 Dinamica hiperbdlica

Nesta secao faremos um breve recorrido por alguns resultados principais desta teoria,
para um estudo detalhado e ver as provas dos resultados que sao enunciados nesta sec¢ao,
se recomenda os livros [12], [21] e [18]. Daqui em diante M denotara uma variedade

riemanniana compacta, conexa e sem bordo.

Defini¢ao 1.15 (Algumas Propiedades Topologicas): Seja f : M — M um difeomor-

fismo.

a) Dizemos que f é transitivo se dados U,V C M abertos quaisquer, existe m > 0 tal
que f™(U)NV # 0.

b) Dizemos que f é topologicamente mixing se dados U,V C M abertos quaisquer,
existe m > 0 tal que f~"(U)NV # 0 Yn > m.

c¢) Dizemos que f é expansivo se existe a > 0 tal que se d(f™(z), ["(y)) < a ¥Vn € Z

entdo = y(a ¢ chamado constante de expansividade).

Definicao 1.16: Seja f : M — M um difeomorfismo. Um conjunto compacto e invari-
ante A se diz que é hiperbolico se para cada z € A existem subespagos E*(z) C T, M e

E*(z) C T,M que verificam:
D) T,M = E*(z) ® E"(x).
ii) Dfu(E*(x)) = E°(f(2)) e Dfo(E"(x)) = E*(f(x)).
iii) Existem contantes ¢ > 0 e A € (0,1) tal que

a) [|Df ()| < eX?[|vf], Vv € E*(z) e n = 0.
b) [Df ()] < eX?[lol, Yo € E*(x) e n = 0.
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Definicao 1.17: Seja f : M — M um difeomorfismo e z € M. Se define o conjunto

estével de x como

We(z) ={y € M - d(f"(2), " (y)) —n-t00 0}

e o instavel como
W(z) = {y € M- d(f"(x), ["(4)) —n-—o0 0}
Para ¢ > 0 definimos o conjunto estavel e instavel local(de tamanho €) como
We(a) = {y € M= d(f"(x), [*(y)) < &,Yn = 0}
We(z) ={y € M - d(f"(x), [ "(y)) < ¢, Vn >0}

Observagao 1.18: f(W7:(x)) C Wi(f(z)) e f(WX(x)) D WX(f(z)). De fato, seja
z € f(W?(x)), existe y € W2(x) tal que z = f(y) e d(f"(x), f"(y)) <€, Vn > 0. Logo, se
m =n — 1 temos que,

d(f™(f (@), f"(f(y)) <€ Vm =0

~—

z

por tanto z € W?(f(x)). De forma analoga se mostra f(W*(z)) D W*(f(x)).

Teorema 1.19 (Teorema da variedade estavel): Seja f: M — M um difeomorfismo C”
e A um conjunto hiperbolico. Entao existe € > 0 tal que para quaisquer x € A se verifica

que:

i) W2(z) e W¥(x) sao subvariedades mergulhadas de classe C™ com T,W?(x) = E*(x)
e T,W"(x) = E*(x).

i) d(f*(x), f"(y)) < A"d(z,y) paray € Wi(z), n=0 e
d(f"(x), f7(y)) < A"d(z,y) paray € W (z), n = 0.

wi) W2 (z) = Upso f" (W2 (™ (2))) e WH(2) = Unso f"(WE(f (). W?(x) e WH(x)
sao subvariedades imersas de classe C" que variam continuamente(como subvarie-

dades C" y em subconjuntos compactos) com x.

Observacao 1.20: Do teorema anterior, se deduz que existe 6 > 0 se x,y € A com

d(xz,y) < 0 entdao W2(x) e W*(y) se intersectam transversalmente num tnico ponto.

Corolario 1.21: Seja f : M — M um difeomorfismo C" e A um conjunto hiperbdlico.

Entao f|x € expansivo.
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Definigao 1.22: Seja f: M — M um difeomorfismo C” e A um conjunto hiperbolico.
Dizemos que A tem estrutura de produto local se existe 6 > 0 tal que se z,y € A com
d(z,y) < 6 entao Wi(z) N W¥(y) € A.

O importante da definicao anterior é que o ponto de intersecao pertenca a A, ja que
pela observacao anterior sabemos que variedades estaveis e instaveis de pontos cercanos

se cortam transversalmente. A definicao diz que efetivamente A localmente é um produto:
AN B(z,0) = Wi(x)NA x WH(x)NA.

Proposicao 1.23: Seja f : M — M um difeomorfismo e suponhamos que Per(f) é um

conjunto hiperbdlico. Entao Per(f) tem estrutura de produto local.

Proposigao 1.24: Seja f: M — M um difeomorfismo C" e A um conjunto hiperbolico

com produto local. Entao a aplicacao
[ ] AX A=A
dado por [x,y] = W?(x) N W (y) € continua.

Definicao 1.25: Sejam f : M — M e g : N — N dois transformacoes continuas
em espacgos topologicos compactos. Dizemos que g é um fator topologico de f se existe
uma aplicagao continua e sobrejetiva ¢ : M — N tal que ¢ o f = go ¢. ¢ é chamado

semi-conjugacao de f e g.

Definigao 1.26: Sejam f: M — M e g : N — N dois difeomorfismos. Dizemos que
f e g sao topologicamente conjugadas se existe m : M — N homeomorfismo tal que

mo f=gom.

Proposicao 1.27: Se f: M — M e g: N — N sao topologicamente conjugados pelo

homeomorfismo m: M — N. Entao,
i) x € um ponto periddico de f se, e somente se, w(x) € ponto periddico de g.

it) f € topologicamente mizxing se, e somente se, g € topologicamente mixing.

1.4 Particoes de Markov

Nesta secao definimos o que ¢ uma particao de Markov e enunciamos alguns resultados

desta teoria que precisaremos ao longo deste trabalho, para ver as provas e fazer um
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estudo detalhado se recomenda o livro [2]. No capitulo 4, apresentamos explicitamente as
particoes de Markov dos sistemas dinamicos Thom-Arnold map e da ferradura de Smale.
Seja f : M — M um difeomorfismo C" e A um conjunto hiperbodlico com estrutura de

produto local. Seja € > 0 como no teorema 1.19 e § > 0 como na observacao 1.20.

Definigao 1.28: Dizemos que um conjunto R C A nédo vazio é um retangulo para f|

se tem didmetro menor que min{d, €} e
[yl = W2(z) N Wi(z) € R

para todo = e y em R. O retangulo é chamado proprio se R é fechado e R = int(R). Para

x € R definimos os conjuntos
Wé(x,R) =W:(x)NR
Wz, R) =W*x)NR
Proposicao 1.29: Sejam x,y € R, R retdngulo. Entao
y € Wz, R) & W?(x,R) = W*(y, R)

analogamente

ye Wz, R) < W*(x,R) =W"(y, R)
Definicao 1.30: Se chama bordo estavel de um retangulo R ao conjunto
P(R)={z € Rz ¢intW"(x, R) em W*(z) N A}
Se chama bordo instavel de um retangulo R ao conjunto
O(R)={z € R:x ¢ intW?*(z, R) em W3(xz) N A}

Para justificar o nome de bordo estéavel, demostraremos que 0°(R) esta formado pela

unido de e—variedades estéveis em R. Analogamente tem-se com 0%(R)

Proposicao 1.31: y € 0°R implica W*(y, R) C 0°R. analogamente y € "R implica
Wu(y, R) C 9“R.

A proposicao seguente mostra que para retangulos R fechados, o bordo topologico de

R é a uniao do bordo estavel e instavel. .

Proposigao 1.32: Se R ¢é um retdngulo fechado entio OR = 0°R U 0“R.
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Defini¢ao 1.33: Uma parti¢ao de Markov de A é uma cobertura finita R = {Ry,- -+ , R}

de A por retangulos préoprios fechados tais que:
i) intR; NintR; = 0, para i # j.
ii) Se x € intR; N f~*(intR;) entao
a) f(W*(x, Ri)) C W*(f(2), ),
b) f(W*(z, Ri)) > W*(f(x), R;)-

Teorema 1.34: Seja f : M — M um difeomorfismo e A um conjunto hiperbdlico com

estrutura de produto local. Se f|x € transitivo, entdo A possui uma parti¢ao de Markov.

Defini¢ao 1.35: Seja R = {Ry,- -, R,,} uma parti¢ao de Markov. Se chama bordo de
R ao conjunto

Se chama bordo estavel de R a

O"R = UL,0°R;
e se chama bordo instavel de R a
"R = UjL 0" R;
Se observa da Proposigao (1.32) que
OR = 0°RUJI'R
Proposicao 1.36: Seja R = {Ry, -+, R} uma parti¢ao de Markov. Entao
1) OR tem interior vazio e € fechado.
2) UL intR; € aberto e denso em A
3) A\ Upezf™(OR) € denso em A e invariante por f.

A seguinte proposicao que seré fortemente utilizado no Capitulo 5, permite aplicar as
condigoes (a) e (b) da definigao de partigdo de Markov a outros pontos z € A que nao

estao necessariamente em intR; N f~'(intR;).

Proposicao 1.37: Seja R = {Ry, -+, R} uma particao de Markov de A. Se intR; N
[ (intR;) # 0, entao para todo y € R; N f~Y(R;) tem-se:
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i) fW3(z, Ry)) € Wo(f(2), Ry),
i) f(W*(z, R;)) D W*(f(x), R;).
Proposicao 1.38: Seja R = {Ry, -, R} uma particio de Markov de A entao

F(O*R) C O*R e f(O*R) D "R

1.5 Entropia

A palavra entropia foi inventada em 1865 pelo fisico e matematico alemao Rudolf
Clausius um dos primeiros fundadores da termodindmica. A entropia pode interpreta-se
como uma medida do grau de "desordem"de um sistema. Se diz que um sistema altamente
distribuido ao azar tem entropia alta. Nesta secao apresentaremos alguns resultados
desta teoria que precisaremos ao longo deste trabalho, para um estudo detalhado o autor
recomenda os livros [16] e [14]. Na primeira sub-se¢do definimos a entropia de uma
transformacao relativa a uma probabilidade invariante que foi proposto por Kolmogorov-
Sinai. Na seguente sub-secao definimos a entropia topolégica que foi proposto por R.
Alder, A. Konhein e McAndrew, inspirados na entropia de Kolmogorov-Sinai, esta nocao
se aplica a qualquer transformagao continua num espago topologico compacto. Logo
enunciamos o Teorema de Principio Variacional que faz a ligacao dos dois conceitos. No

capitulo 5, calculamos as entropias de Thom-Arnold map e a ferradura de Smale.

1.5.1 Entropia com respeito a uma medida

Seja (M, B, 1) um espaco de probabilidade. Neste capitulo, por parti¢do sempre en-
tenderemos uma familia finita ou enumeravel P de conjuntos mensuraveis disjuntos dois-
a-dois e cuja uniao tem medida total. A soma PV Q de duas particoes P e Q é a partigao
cujos elementos sao as interse¢coes PN Q) com P € P e (Q € Q. Mais geralmente, dada

qualquer familia enumeravel de parti¢oes P,,, definimos
\/7% = {ﬂ P, : P, € P, para cadan}

Definigao 1.39: Seja P uma partigao finita do espago de probabilidade (M, B, ). Seja
¢(z) =xlogrse 0 <z <1leqp0)=0.
Definimos a entropia de P como

H(P) =~ ¢u(P))

pep
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Seja f : M — M uma transformacao que preserva medida e seja P uma particao de
M, entdo P = {f(P): P € P} é também uma partigao de M.

Definicao 1.40: Suponhamos que f : M — M que preserva medida e seja P uma

particdo, definimos a entropia h(f,P) de f respeito a P como

n—oo 1

h(fP) =t L\ F9P)

Definigao 1.41: A entropia de uma transformagao f : (M,B,u) — (M, B, 1) que pre-

serva medida se define como
h,(f) = sup{h(f,P) : P é particao finita}

Definigao 1.42: Sejam p e v medidas de probabilidade invariantes por transformagoes
f:M — Meg: N — N, respectivamente. Dizemos que os sistemas (f, 1) e (g,v) sao
ergodicamente equivalentes se podemos escolher conjuntos mensuraveis X C M eY C N
com pu(X)=1ev(Y) =1, e uma bijegao mensuravel ¢ : X — Y com inversa mensuravel,

de tal forma que
bu=v e gof=god.

Proposigao 1.43: Sejam f : M — M e g : N — N transformagoes preservando

probabilidades ;n em M e v em N. Se (f, ) € ergodicamente equivalente a (g,v), entao

1.5.2 Entropia topolbgica

Seja M um espaco topolégico compacto. Chamamos cobertura aberta de M qualquer
familia U de abertos cuja uniao é todo o M. Dadas as coberturas abertas U, --- ,U,, de
M denotamos por U, V --- VU, a sua soma, isto é, a cobertura aberta cujos elementos
sao as intersegoes A; N---N A, com A; € U; para cada j.

Seja f : M — M uma transformacao continua. Se ¢/ uma cobertura aberta de M, entao

[ (U)={f7(A): A €U} também é uma cobertura. Para cada n > 1, denotamos
U =UV frUyv---v 1 U)

Definigao 1.44: Seja M um espago topologico compacto. Seja U uma cobertura aberta

de M, e f: M — M uma transformacao continua.
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a) Definimos a entropia de U por
H(U) =1log N(U)
onde N(U) denota a minima cardinalidade de uma subcobertura finita de U.
b) Definimos a entropia de f com respeito U

W U) = Tim S HU

n—oo M

Definicao 1.45: Seja M um espago topologico compacto. Seja U uma cobertura aberta
de M, e f: M — M uma transformacao continua, definimos a entropia topologia de f

Cco1mo

hiop(f) = sup{h(f,U) : U é uma cobertura aberta de M}

Observacgao 1.46: A entropia topologica é usualmente definida por meio de conjuntos
(n, €)—separador, esta definicao é equivalente & defini¢ao 1.45 e foi proposta por Efim
Dinaburg e Rufus Bowen. Neste caso a entropia topologica é a taxa de crescimento
exponencial do niimero de orbitas que sao distinguiveis dentro de um certo grau de precisao

arbitrariamente pequeno.
Proposicao 1.47: Se T, : Xo — X5 € um fator topologico de Ty : X1 — X, entao
htop(TZ) S htop(Tl)

O seguente teorema ¢ um dos teoremas importantes da teoria ergodica, ele relaciona

o dois conceitos de entropia.

Teorema 1.48 (Principio Variacional): Sejam X um espago métrico compacto, T : X —

X continua. Entdo

hiop(T) = sup{h,(T) : p € Mp(X)}

Um problema antigo e muito importante ¢ em saber se o supremo ¢ um méximo, e neste
caso se 0 maximo ¢é alcancado em uma tnica medida de probabilidade ou nao. R. Bowen,
dé condigoes suficientes para dar uma resposta positiva a esta questao. De fato o R. Bowen
[3] mostra que se X é um espago métrico compacto e f : X — X um homeomorfismo
expansivo com a propriedade de especificacao, existe uma tnica medida de probabilidade
f—invariante que maximiza a entropia métrica. No capitulo 5, apresentaremos a prova
deste resultado, também devido R. Bowen [4], [5], para difeomorfismos topologicamente

mixing(ver Teorema 5.4).
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1.6 Medida de Markov

Nesta secao definimos a medida de Markov e enunciamos alguns resultados que preci-
saremos, para ver as provas dos resultados enunciados e fazer um profundo estudo desta
se¢ao se recomenda os livros [14] e [16].

Seja X = {1,--- ,n}2 e o : ¥ — ¥ a transformacio de deslocamento & esquerda. A

dindmica de este sistema (X, 0) é estudado na se¢ao 4.2 do capitulo 4.

Definicao 1.49: Uma matriz P = (P;;) ¢ estocéstica se os coeficientes P;; satisfazem:
i) a) P;>01<4,5<n
b) Z?ZIPU:L 1<i<n.
ii) Existe um vetor p = (p1,- -+, pn), chamado vetor de probabilidade tal que
a) p; >01<j5<n
b) Z?:lpj =1
c) X1 pibi; = p;

Seja P = (P;;) uma matriz estocastica e p = (p;); um vetor de probabilidade. Defini-

mos a seguinte medida p sobre os conjuntos de Borel de ¥ por

,U([m> Ay 0 - 7al]) :pamPamam+1 "'Pazfmz (1'1)

onde [m, oy, -,y ={0€X:0, =a, -+ ,0, = o} é um cilindro.

A medida p é chamada medida de Markov associada a la matriz estocastica P = (D)

e ao vetor de probabilidade p = (p;);.

Observacao 1.50:

i) A medida de Markov associada & matriz estocastica P = (P,;) e ao vetor de probabilidade

p = (p;); é invariante pelo deslocamento o.

ii) Esta medida é uma generalizacao das medidas de Bernoulli.

Da definigao 1.49—17 temos que P*p = p, onde P* representa a transposta da matriz P.
Em outras palavras, as medidas de Markov correspondem precisamente aos autovetores
da matriz transposta para o autovalor 1. O seguinte resultado classico permite mostrar

que tais autovetores sempre existem.
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Teorema 1.51 (Perron-Frobenius [15]):  Seja B uma matriz kxk nao negativa aperiddica
(i.e., Bij > 0 para cada 1 <i,j <k e existe n > 0 tal que B® > 0). Entao

i) Eziste um autovalor A > 0 tal que |5| < X\ para todos os demais autovalores.

it) X é de multiplicidade 1.

iii) Existe um tnico autovetor a esquerda u = (uy,--- ,uy) tal que u; >0, Y u; =1 e
uB = A\u.

iv) Erxiste um unico autovetor a direita v = (vy,--- ,vy) tal que v; > 0, Y v; =1 e
Bv = ).

v) Autovetores correspondentes a autovalores distintos de A sao nao positivos; i.e., ao

menos uma coordenada € positiva e ao menos uma coordenada € negativa.

Dada uma matriz n x n, A com coeficientes 0 ou 1 definimos o conjunto >4 como:
Ya={0€X: Agp,,, = 1paratodoi € Z} onde ¥ = {1,--- ,n}? e A = (Aij).

i+1
Proposicao 1.52: Y4 € compacto em ¥ e 0(X4) C X 4.

Denotaremos por o : ¥4 — X4 a restricao do deslocamento o a este compacto invari-

ante. Ela é chamado do deslocamento de tipo finito.

Proposicao 1.53: o : ¥4 — X4 € topologicamente mizing se, e somente se, A é ape-
riddica (i.e., existe m > 0 tal que Af} >0 onde A™ = (Af})).
Proposicao 1.54: Seja P uma matriz estocdstica e p um vetor de probabilidade asso-

ciado a P. O suporte da medida de Markov associado a P e p € ¥4, onde A é definido
como A;j =1se P >0eA;; =0 se P >0.

Dado P uma matriz estocastica e p um vetor de probabilidade sempre podemos defi-
nir uma medida de Markov em X, entao existem infinitas medidas de Markov em Y e em
particular em > 4. Em 1966 Parry demonstrou que existe uma delas caracterizado pela
propriedade de dar o maximo valor possivel & entropia de o : ¥4 — ¥ 4 e que descreve a

forma em que os pontos peridédicos de o se distribuem no espaco > 4.

Se o : ¥4 — Y4 € topologicamente mixing, entao pela Proposi¢ao 1.53 A estocéstica

e pelo Teorema de Perron-Frobenius, existe A > 0 autovalor dominante de A.
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Teorema 1.55 (Parry [14]): Seo : ¥4 — X4 € topologicamente mixing e A € o autovalor

dominante de A entao

hy, (o) <log A

Para todo v € M,(X4) e existe uma unica medida 1 € M,(34) tal que
1
hu(o) =log A = lim —log #Fix(c") (1.2)
n—oo N
esta medida p € uma medida de Markov positiva sobre abertos de 3 4.

Observacao 1.56: Pelo Teorema de Perron-Frobenius, existem tinicos autovetores u =

(ug, -+ ,u,) e v = (v, -+ ,v,) a esquerda e direita respectivamente associados a A tal
que > ,u; =1 =Y v;. Definimos
. Aijvj
Py =
)\Ui
Uiy
Pi=——
c

onde ¢ = > wwv;. Parry prova que P ¢ uma matriz estocastica e p um vetor de
probabilidade associado a P; e que a tnica medida de Markov que satisfaz (1.2) é definia

por P e p.
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Capitulo

2

Medidas transversas invariantes por
holonomia

As medidas invariantes por um fluxo é um objeto de grande importancia e utilidade
para estudar a dindmica dos fluxos. A generalizacao destas medidas em folheagoes é
chamada medidas transversas invariantes por holonomia e é conseguida considerando
medidas no espago transverso a folheagao em onde se identificam os pontos que pertencem
a uma mesma folha e pedindo que sejam invariantes baixo o "fluxo das folhas". As medidas
transversas tém sido objeto de estudo desde os anos 50 e demostraram ser muito tteis
para a compreensao da dinamica das folheagoes. O resultado principal deste capitulo, é
mostrar um resultado conhecido de J. Plante [17] sobre a existéncia de medidas transversas
invariantes sob a hipdtese de crescimento sub-exponencial. Este capitulo é baseada no

artigo de J. Plante [17].

2.1 Medida transversa invariante

Nesta secao F serda uma folheacao de dimensao p de uma variedade M de dimensao n

e classe C°.

As propriedades da definigao de folheacao e a observagao 1.3 podem ser resumidos

como: Existe uma cobertura U = {U,}, de M com as seguintes propriedades:

1. U é localmente finita.

2. Cada aberto U, ¢ conexo e F |y, ¢ a folheagao trivial; i.e., existem difeomorfismos

Yo : Uy = 0a(Uy) C R™ que levam a F na folheagao horizontal de R x R" 7 = R".

21
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3. Estos difeomorfismos ¢, satisfazem que ¢, (U,) C R" e {¢;'((—1,1)")}, € uma
coberta de M.

4. Em cada U, temos um disco imerso D" ? = %, C ¢ ((—1,1)"), que é transversal

as placas de F |y, e parametriza este espaco de placas.

5. Cada folha de F corta algum disco transversal ¥, e se U, N Uz # () segue que cada
placa de F |y, encontra no maximo uma placa de F |y, definindo um difeomorfismo
C™, Yap : D(Yap) C Lo — R(7ap) C X com a propriedade de que, em cada
interse¢ao U, NUp # (), 5 = Yap © Ta com 7, a projecao de U, sobre ¥, ao longo

das placas.

A coberta U é chamado cobertura folheada regular de F. Quando U é uma cobertura

folheada regular temos que o conjunto ¥ = |_| Ya, onde L indica que a soma ¢ disjunta,

(0%
tem estrutura de variedade diferenciavel de codimensao a dimensao de F, esta variedade

é chamada o espaco transverso de F.

Observacao 2.1: Os difeomorfismos 7,4 satisfazem a condigao de cociclo; i.e.,
se Uy NUg £ 0 = o = ’ygi ese Uy NUgNUs # D = Yap © Y35 = Yas sobre os dominios

correspondentes.
Agora lembremos a defini¢ao de pseudogrupo.

Definicao 2.2: Seja X um espago topologico e seja I' uma colecao de homeomorfismos
entre subconjuntos de X. Se v € I' denotamos por D(v) e R(7y) ao dominio e ao ima-
gem de 7, respectivamente. Dizemos que I' é um pseudogrupo se as seguentes condigoes

satisfazem.
i) A identidade id : X — X pertence a I'.
ii) Se vy € I" entao y~! €T, onde

D(v™")=R(y) e R(y") = D(v)

iii) Se 71,7 € T, entdo 73 o y2 € I', onde

D(v1072) =7, (D(m) N R(72) e R(y 072) = n(D(7) N R(12))
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iv) Para 71,72 € T com 71(x) = v2(x) para todo z € D(vy1) N D(72) definimos
7(x) sex € D(y)
U =
(VI ’72)(‘7:) {72(33) ser € D(%)

Logo, se 71 U2 : D(71) U D(v2) — R(m) U D(72) ¢ um homeomorfismo, entao
NnUry el

v) Seyel'eS C D(y), entdo a restrigao de v a S é um elemento se I'.
Temos entao a definicao do pseudogrupo de holonomia.

Definicao 2.3: Definimos o pseudogrupo de holonomia de F para a cobertura regular &
como o pseudogrupo I, de difeomorfismos locais C'™°, gerado pelos difeomorfismos locais

Vap de 2.

Seja U outra cobertura regular folheada, vamos supor que U é mais fina que U (i.e., para
cada j existe k(j) tal que U; C Uy;)) e também U; é uniforme em Uy (i.e., cada placa
de Uy(;) encontra no maximo uma placa de U ;)) entdo obtemos uma natural identificacao
entre os correspondentes pseudogrupos de holonomia I';; 5 ['y;. Assim temos o resultado

cuja prova pode ser consultada em [10, p.76].

Lema 2.4: Todos os pseudogrupos de holonomia 'y, onde U é uma cobertura reqular de

M para a folheagao F, sao equivalentes de maneira natural.
Agora podemos definir uma medida transversa invariante como segue.

Definigao 2.5: Uma medida transversa invariante por holonomia (para F), ou sim-
plesmente uma medida transversa invariante (para F), é uma medida p definida no

espaco transverso % tal que:

i) E finita em compactos.

ii) E invariante sobre o pseudogrupo de holonomia; i.e.,

para todo v € I'yy e mensuravel B C D(v).

Se existe uma medida invariante para F, dizemos que F admite uma medida transversa
invariante. Definimos o suporte de uma medida transversa invariante, como o conjunto
de pontos de x € M tais que, dado ¥’ um disco transversal a F que contem a x, tem-se

que p(X’) > 0. Denotamos ao suporte de p por supp(pu).
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Exemplo 2.6: Se L é uma folha fechada de F e N é uma g-variedade transversal a JF,
entao podemos definir uma medida 4 em N como segue. Para qualquer conjunto A C N
mensuravel seja (A) o namero de elementos de L N A e que é finito pelo Teorema 1.5

quando A é compacto, e claramente por Teorema 1.4 p é F-invariante.

Exemplo 2.7: Seja w uma l-forma fechada nao singular de classe C". Sabemos que
w induz uma folheacdo F de codimensao 1 de classe C"(ver [6,p.82]), entdo para todo
disco transversal ¥ de F, a restri¢io de w |z é uma forma de volumem que é positiva
em abertos; por tanto, w induz uma medida no espaco transverso de F que é finita em
compactos e como w é fechado segue-se que dita forma é invariante pelo pseudogrupo de

holonomia de F.

Seja F uma folheagao p-dimensional orientavel de M que vamos supor que é com-
pacta. Seja U = {U,}aer um atlas regular folheado, ¥ = | |X, o espago transverso,
Yas : D(Aap)Ea = R(Aap)Xs os difeomorfismos, 7, : U, — X, a projegao candnica para
cada a € I e I' = I'yy o pseudogrupo de holonomia gerado por I'y = {ya3; 0, 8 € I}.

Seja 1 uma medida em 3 transversa invariante por holonomia. Entao, para qualquer
U, € U, podemos integrar uma p-forma w sobre cada placa 7 '(x). Esto define uma
fungao continua de ¥, a R, que ao ser integrada com respeito & medida p |5, se obtém

um icacao linear r njun -form m ue:
a aplicacao linear real C), do co to das p-formas, como segue

Se {A\a}aer € uma partigdo da unidade associada a U, definimos a aplicagao linear

<P, w >i= Z/ /7r Aaw)dp(z) (2.1)

a€cl o (I)

Notemos que esta definicao nao depende da particao da unidade escolhida, ja que se
supp(w) C Ug para algum ( € I, como os difeomorfismos locais 7,5 € I, sdo invariantes
sobre u, entao

<P, w > Z/ / Aaw)dp ()

ael

= > Aaw)dp(y)

acl Eﬁ 7704 '7[30 (y)

- /EB /ﬂ " Aaw)dp(y) .
w)d

a€l, UaﬁU #0

= |

s 5 (y)

)du(y)
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Assim, se {0,} ¢ outra parti¢cao da unidade associada U, como supp(dgw) C Ug, logo

pelo anterior temos que

< @b = [ ([ w)duta)
Xg ng(x)

e segue-se que

<P, w>= Z<<I>M,55w> Z/ / dpw)dp(x)

Bel Bel ' (@)

De forma anéloga se mostra que a corrente é independente da escolha da cobertura.
Por outro lado se w ¢ uma p-forma exata temos que < ®,,w >= 0, pois se w = dn e
{Aa}aer € uma particao da unidade associada a U entdao n =Y Aen = dn =) d(Aan).
Logo desde que supp(d(Aaw)) C U, segue de (2.2) que

<O, w>=<P,,dn >= <(I>M,Zd o) Z/ / d(Aan))dp(z)
)

acl

e usando o Teorema de Stokes na integral () temos que fﬂfl(x) dAan) =0=2< @), w >=

0. Em outras palavras temos bem definido uma aplicacao linear
®,: H (M) — R

w > Z/ / Aow)dp(z)

Assim pelo Lema de Poincaré p induz um elemento no (n — p)-ésimo grupo de coho-
mologia DeRham, pois

®, € (HZ(M))" = H""P(M)

O seguente Teorema é o primeiro resultado principal de este capitulo, ele é um bonito
teorema por que em seu enunciado e sua prova faz uso de varias areas da matemética.

Pode ser pensado como um Teorema abstrato de Poincaré-Bendixson para folheacgoes.

Teorema 2.8: Seja M"™ uma variedade diferencidvel de classe C™ e F uma folheagao
transversalmente orientdvel de classe C™ (r > 1) e codimensdo k em M. Se N é uma
subvariedade compacta de dimensao k sem bordo, transversal a F e que intersecta o
suporte de uma medida transversa invariante por holonomia p, entao N representa um

elemento nao nulo de H"*(M).

Demonstra¢ao. Vamos construir uma (n — k)-forma fechada representado por N. Seja T
uma vizinhanca tubular de N em M entao ele define um fibrado onde as fibras sao as

folhas que estdao em T'(ver figura(2.1)).



26 Capitulo 2. Medidas transversas invariantes por holonomia

Figura 2.1: T vizinhanga tubular da subvariedade V.

Como N é compacto, pela Teorema 1.14 a vizinhanga tubular T' é equivalente a fibrado
normal, i.e., as fibras do fibrado normal sao levados difeomorficamente nas fibras da
vizinhanga tubular. Entao podemos olhar a vizinhanca tubular como o fibrado normal.
Seja {V;}ier uma cobertura de N tal que trivializa o fibrado, esto é, para cada i existe ¢;

difeomorfismo que faz comutar o seguente diagrama

71 (Vi) =2 V; x Rk

Vi

onde 7 e P, sdo como na definicao de espaco fibrado. Seja f : R"* — R definido por
f(@) = g(|[z[|*) onde

exp(— ) selt| <1

1
g(t) = 1—
0 se |t| >1

entao f tem as seguentes propriedades:

i) Tem suporte compacto.

ii) E invariante sob a acdo das matrizes ortogonais O(n — k); i.e., f(Ax) = f(x) se
AeO(n—k)
i) f=1
Rn—k
Assim temos em V; x R"™* a seguinte (n — k)-forma fechada

w= f(Tre1,  , Tp)dTpys Ao Nday,

Logo 7; = ¢ (w) ¢ uma (n — k)-forma fechada em 7~1(V;) para cada i € I.

Afirmagao 1: n; = n; em 7 (Vi) N7 1(V;). De fato, sabemos que o fibrado normal ¢
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um fibrado vetorial com grupo estrutural GL(R™" %), mas pela Proposi¢ao 1.11 podemos
reduzir este grupo estrutural a O(n — k). Logo pela definigao 1.7 existe um cociclo
8i; : VinV; = O(n — k) tal que

giod;: (VinV) xR — (VinV;) x R"*
(z,w) = (2, (podiz)w)

onde

p: On—k) — Diff°(R"F)
A = p(A)w = Aw

¢ a acdo de O(n — k) em R"*. Logo

f1(z,@k 41, ,2n)
N\

(¢io Gb;l)*(f(xmh e 7xn5dxk+1 A Ndxy,) =

= fio(gio¢; )z, w) (o d; ) (daper) A+ A (i o @) ') (day)

f1(z, (pobijz)w)d((¢i 0 ¢; ') Tra) A+ Ad((¢ 0 ¢ ') )

= f((podyz)w)d(zrer 0 diod; (z,w)) A+ Ad(x, 0 ¢ 0 ¢ ' (2,w))
——

€O(m—k)

como f é invariante sob a a¢do das matrizes ortogonais O(n — k) segue do anterior que

(¢Z © ¢J_1)*(w) = f(wk+1> o 7wn>dwk+1 ARERNA dwn

Por tanto ¢jw = ¢jw o qual conclui a afirmagdo. Assim podemos definir a (n — k)-forma

fechada em T como
n= I_I T

o qual esta bem definida pela afirmagao anterior, tem suporte compacto pois f tinha

suporte compacto e pode ser estendido a M como

n em T
’r]:

0 em outro caso

Afirmagao 2: (®,,n) = u(N). De fato, seja U uma cobertura regular folheada e Uz € U
tal que Ug N'T # () que podemos supor que é como na figura 2.2.
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entao

/ n=1 (2.3)
73 ()

pois

/ 77:/ 77:/ o7 (fdxgr A -+ Ndxy,) para algum i € 1
ﬂgl(x) () = 1(x)

como 7 (z) ~ {x} x R"* por ¢; entao segue da ultima linha

o= [ @) esidnagnends)
ng(z) {z} xRk

= / fdxgiy N Ndxy,

T}X RNk
Rn—k

(Pu,m) = Z[:B(/ﬂlm Agn)dp(x)

Por outro lado de (2.1)

Como ja foi provado que o lado direito da igualdade anterior nao depende da escolha da
particao da unidade, entao podemos tomar uma particao da unidade tal que suppA, N

suppAg = 0 se a # f3; i.e., Ag [supprs= 1, entao

@n=3 [ N [ =3 [ (24)
N "

B B
1 por (2.3)
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Ainda mais, fazendo uma refinagao dos abertos Up tal que U, N Us seja como méaximo
uma placa, entao de (2.4) segue-se a afirmacao.

Como N intersecta o suporte de p, entdo por definigdo de suporte p(N) > 0 e pela
afirmac@o 2 temos que (®,,n7) > 0. Logo n ndo é uma forma exata. Assim 7 é um
elemento nio nulo de H"*(M).

]

Uma pergunta natural que surge é a seguente: Dada uma folheacao F ele sempre
admite uma medida transversa invariante pela holonomia?. A resposta é que geral nao
é certo. Um exemplo de uma folheacao que nao admite medida invariante pode ser
encontrado na tésis doutoral de [9], este exemplo ndo é exibido neste trabalho devido,
que para seu entendimento precisamos de pré-requisitos que escapam do objetivo deste
trabalho. Assim agora nos podemos perguntar. Quais sao as condigOes suficientes e
necessarias para a existéncia de uma medida transversa invariante?”. Nas seguintes secoes

desenvolveremos topicos para dar as condigoes suficientes.

2.2 Crescimento de funcoes
Definigao 2.9: Sejam G, H : ZT — R" duas fun¢des nao decrescentes.

a) Se diz que G domina a H o qual denotamos por G = H se existem inteiros positivos

a, B e v tais que
aG(fr) > H(r), Vr >~

b) Se G = H = G, dizemos que G e H tem o mesmo tipo de crescimento.
¢) Se G H e H % G, dizemos que G domina estritamente a H e escrevemos G = H.

Observagao 2.10:
1. A relagdo G = H = G é de equivaléncia no conjunto das fungoes G : Z* — R*.

2. A classe de equivaléncia de G sera denotado por gr(G) que é chamado tipo de cresci-

mento de G.

Exemplo 2.11: As fungbes exponenciais r — a”, a > 1 tem todas o mesmo tipo de

crescimento, pois se a,b > 1, seja 5 > log, b entao

a®mt > b vr > 1
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i.e. a” = b", a relacao inversa é analogo.

Exemplo 2.12: Seja P(r),Q(r) polinémios de grau p e ¢ respectivamente, com coefi-

P
cientes positivos, se p > ¢ = P > @, pois lim (r)
7—+00 Q(T)
que P(r) > Q(r), Vr > C. Por outro lado suponha que @ = P = 3o, e v tal que

= 400 e segue que 3C > 0 tal

P
aQ(Br) = P(r) Vr > v = TETOO @QEQT) < 1, logo p < ¢ o qual é uma contradicao.

Assim segue-se que

P-QzP<+=p=q

Definigao 2.13: Seja f : ZT — R*, dizemos que f tem crescimento exponencial se
gr(f) = gr(e") e se f < € dizemos que f tem crescimento sub-exponencial ou nao

exponencial.

Definigao 2.14: Seja f : Z* — R nao decrescente , dizemos que f tem crescimento

polinomial de grau p, se existe P(r) polinémio de grau p com coeficientes positivos tal
que gr(f) = gr(P).

Proposigao 2.15: Seja f: ZT — RT nao decrescente. f = e" se, e somente se,

lim inf M > 0.
r——+00 T

1
Demonstragao. Como lim inf M
r——+00 r

1
%(r)>a,w“20:>logf(r)>ar,w’20

> 0= da,C > 0 tal que

seb=e*>1= f(r)>e” =0", ¥r > C. Logo f = b". Reciprocamente, se existem «, 3
ey e Z" tal que

er ek‘—ﬂ
f(k)Zf(ﬁr)ZEZT7W{?>BV
aplicando log temos que
logf(k) . 1 1+loga
> _ >
K 23 o vk =Py
Assim s
g 1
>
leIgO inf ? = >0
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Corolario 2.16: liminf log f(r)

=0 <= f tem crescimento sub-exponencial.
r—400 T

Exemplo 2.17: A funcao r — ", nao tem crescimento polinomial nem exponencial.

Além disso se s # §', entdo gr(r™) # gr(ﬂs/)_

2.3 Condicoes suficientes para a existéncia de uma me-
dida invariante

Seja X um espacgo topologico e I' um pseudogrupo de homeomorfismos locais de X.
Dizemos que I' é gerado por um subconjunto I'y C I'; se cada elemento de I' pode ser
obtido de elementos de I'; por um ntmero finito de operacoes dados na definicao 2.2. 'y é
chamado um conjunto gerador para I'. Dizemos que I' é finitamente gerado e enumeravel-
mente gerado se I'; é finito e enumerével. Dizemos que o conjunto gerador I'; é simétrico
se v € I'; temos que v~! € I';. De aqui em diante vamos assumir que todo conjunto

gerador é simétrico.
Definicao 2.18: Dado = € X definimos a érbita de x sobre I' como o conjunto
I'(z)={y € X :y=r(x),para algaim y € T'}
Observagao 2.19: Se y € I'(z), entao I'(x) = ['(y).
Seja ' é finitamente gerado e ['; um conjunto gerador finito e simétrico, definimos
Mx)={yeX:y=; v (x),r<ner;, e I''} C () (2.5)
Assim podemos definir a seguinte funcao
Gy : 7" - R"

dado por G, = |I"(z)|, onde |.| denota a cardinalidade de um conjunto. Esta fungao é
chamada funcao de crescimento de I' em x associado a I'; ou fungao de crescimento da

orbita de z sobre I' associado a I';.

O seguinte lema mostra que o tipo de crescimento da funcao de crescimento de I" nao

depende do ponto.
Lema 2.20: Sey € I'(x), entao gr(G,) = gr(G,).

Demonstragao. Como y € I'(z) = y = (), para algum v € I'. Como I'; gera I'
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=7 ="V, com y;, € I'q.
Se z € I'*(y), por (2.5) temos que z = v;, - - ¥;, (y). Logo,
2= Y Vi Vi (@) = 2 € TR
Assim
[*(y) c TF+s(x), Vk € ZF
de onde segue,
Gy(k) < Gu(k+5) < GL(2k), VE > s

Por tanto G, <X ;. De forma analoga temos que G, < G,. O que conclui a prova. [

Nosso seguinte objetivo é mostrar que a funcao de crescimento de I' em z, é indepen-

dente do conjunto gerador.

Lema 2.21: Se Iy = {«o;}, € outro conjunto gerador de I finito e simétrico. Se
'y € T, entao Go(k) < G(k), Yk € ZT onde G,, G, sao as fungdes de crescimento

associadas a 'y, "} respectivamente.

Demonstracao. Desde que T'y C T, e por (2.5), temos que I'*(z) C (I")k(x), Vk € Z*.
Logo G.(k) < G.(k), Vk € Z*.

O]
Observacao 2.22:

1. O conjunto I'y = {v;, -7, /7 < N,7;, € I'1} com N > 1 é um conjunto gerador de I'

finito e simétrico tal que I'y C I'y.

2. Se G & a funcdo de crescimento de I" associado a I'y, entdo temos GY (k) < G,(Nk).

Agora, sejam I'y e I'] dois conjuntos geradores finitos e simétricos de I', tomando N
inteiro positivo tal que I} C I'y, segue-se do Lema (2.21) e da observacao (2.22) que
G.(k) < GN(k) < G.(Nk), Yk € Z+ Assim G, < G,. Analogamente G, < G.,, por tanto

Assim temos a seguinte defini¢ao, que pelos argumentos anteriores esta bem definido.

Definicao 2.23: Se I' é um pseudogrupo de homeomorfismos locais em X e x € X,

entdo o crescimento de I' em z se define como gr(G,).
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Observacgao 2.24: G, sempre é dominado por uma fungao exponencial, pois se I'y é um

conjunto gerador finito de I' com m elementos, segue de (2.5) que
ITE(x)| <m+m?+ - +mF < (m+ 1)

Se I' é enumeravelmente gerado, dizemos que tem crescimento nao exponencial em

x € X, se pode-se escrever
=y, _I'mcomT,, CTpy

onde I, s@o pseudogrupos finitamente gerados cada um das quais tem crescimento nao
exponencial em x

O seguinte resultado é clave para mostrar nosso segundo objetivo deste capitulo. Este
Teorema fornece as condi¢oes suficientes para a existéncia de uma medida invariante pelo

pseudogrupo de holonomia.

Teorema 2.25: Seja I' um pseudogrupo enumerdvel gerado de homeomorfismos de um
espaco métrico compacto X. Se I' tem crescimento sub-exponencial em x € X, entao existe

uma medida de Borel u em X com as sequintes propriedades:
i) p € L-invariante.

i) p(X) = 1

iii) supp(p) C I'(x)

Demonstraremos o teorema no primeiro caso quando I' é finitamente gerado. Empe-

zaremos demonstrando dois lemas.

Lema 2.26: Euziste uma sequencia de inteiros positivos {ng}32, com ny — +o0o tal que

L T @) S T )

=0
it L)

[T (@) N T ()

>a > 0. Entao N > 0
[Tk ()]

Demonstragao. Por absurdo; i.e., limyg_ .o

tal que
se k> N = [T (2) N T L(2)| > a|TF(2)] > al* ()|
logo

D () N TE N () + [T ()] = (14 o) [T ()]
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= [T (2)| > (14 a)|T* ()|, Vk > N (2.6)
De (2.6), para todo s > 0 temos que
P27 @)] = (a+ 17TV )] e [PV (2)| = (a+ 1)°|0Y (2)]
assim, tomando s > NN temos que
T35 ()| > (1 +a)* TV Y(x)| > TV (2)| = G.(35) > (1 +a)®, Vs > N

desta ultima linha, da defini¢ao (2.23) da Observacao (2.24), segue-se que I' tem cresci-
mento exponencial em x o qual é uma contradicao com a hipotese.

]

Definicao 2.27: Dadoy €' e f € C(X) com supp(f) C R(y) defina f, € C(X) por

0 caso contrario

F(y) = {f(v(y)) se y € D(v)

Observagao 2.28: Como o crescimento de I' em x nao depende do conjunto gerador,

entao vamos supor que I'; é um conjunto gerador de I' tal que
se v € I'y \ Idx entao D(v) N R(y) = 0.

Lema 2.29: Seja I'y um conjunto gerador finito de I'. Se v € Ty e f € C(X) com
supp(f) C R(y) e n > 1 inteiro, entdo

> (fy) - £w) = Yo efl?)

yel™(z) zel™ (z) Ay (z)

onde

e.(y) = { 1 sezel™(x)

-1 sez eI (z)

Demonstracao. Se v = Idyx é obvio. Entao vamos supor que v # Idx. Por Observagao
(2.28)

sey € D(y) =y ¢ R(y) = fly) =0, pois supp(f) C R(7)

além disso,

sey ¢ D(y)= f,(y) =0
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assim,
> (- £) = Yo Fw-Hw)+ Y (W) - )
yel™ () yel™ (z)ND(7) yer™(z)\D(7) (2.7)
= Z —f(y) + f()
yel™(z)ND(v) yel™(z)\D(v)
desde que
z €qI"(x) & Jly € I'™(x) N D(y) tal que z = y(y)
segue que
Y. L= Y, —faw)= ), —fe)= >, ef(z) (28
yel(z)ND(y) yel (z)ND(y) z€7I'™ () zeI'™ ()

e desde que supp(f) C R() temos

Yoo fw= D> fw+ D] fw= D fy= > ef(z) (29

yer(z)\D(v) yel™(z)\D(v) yeD(v) yern(z) z€l' ()

Logo de (2.8), (2.9) e (2.7) segue que

Y -Hw) = D, ef2

yel'™(z) zeM A~ (x)

]

Definigao 2.30: Seja ¢ : C'(X) — R uma funcional linear, dizemos que ¢ é I'-invariante
se para cada vy € I'; e f € C(X) com supp(f) C R(v) temos que ¢(f,) = ¢(f). Dizemos

que ¢ é normalizada se ¢(1) = 1.

Demostracao do Teorema 2.25. Estamos supondo que I' é finitamente gerado.
Afirmacao 1: Existe / : C'(X) — R um funcional linear I'-invariante e normalizada. De
fato, seja {ng}72, uma sequencia como no lema 2.26, entdo para cada k > 1, definimos a

aplicagao linear [, : C'(X) — R dado por

I(f) = |m Z fly (2.10)

yGF "k (z)|
Assim definidas estas funcionais lineares sdo normalizados e limitadas. Como C(X) é
separavel, entdo pelo por um teorema analise funcional, existe uma subsequencia de {I}
tal que converge na topologia fraca* para uma aplicagao linear, sem perda de generalidade
vamos tomar a subsequencia como toda a sequencia, entdo 37 : C'(X) — R aplicacdo linear

*
tal que I, — I quando k — +o0; i.e.,
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I 5 Tquando k — 400 & lim L(f) = I(f),¥f € C(X) (2.11)

k—+o0

Assim temos que I é normalizado, pois os I sao. Agora mostraremos que [ é I'-

invariante. Sejay € I'y e f € C(X) com supp(f) C R(y), entao

{z €™ H(2): f(2) # 0} C AT (2) (2.12)

pois, se z € {z € ™ (z) : f(2) #0} = 2z € R(y), logo 2 € I Hz) N R(y) = 2z =
vy (z) € AT (x) e de (2.12) temos que

["(z) AT (2) € T (2) \ {z € I""H(); f(2) # 0} (2.13)

Por outro lado, de (2.10) e (2.11) temos que

()~ I(f) =] 1 ﬁ S () - £ W)

k++m|rnk
yEIk ()

e pelo Lema 2.29 segue-se que

1
11(f) = 1(f)] = |k_>+oom > ey.f ()]

yeI'k (x) AyI"k (x)
e usando a expressao (2.13) temos

HH—I(f)) < tim —— S (@)f)

k——+o0 |Pnk <x>| yeF”k‘H(w)\F”k_l

Sy SR W @)\ T )

assim, pelo Lema 2.26 segue-se que I(f) = I(f,). Logo, pelo Teorema de representagao

de Riesz, temos que existe uma tinica medida i de Borel em X tal que

= [y fdp, para todo f € C(X)

como I(1) = 1, segue-se pu(X) = 1, desde que I é I'-invariante temos que p é I'-invariante.

Mostraremos que supp(u) C I'(x), como
supp(p) = {z € X;para toda vizinhanga V, de z, u(V,) > 0}

seja z € supp(u), como X é métrico, as bolas abertas Bi(z) sdo vizinhangas de z com
r € N, entao M(B;(Z)) > 0. Como M(B%<Z)) =1(XB,(») € kginoo Ie(XB, (=) = 1(XB,(»))-
Por outro lado temos

I(xpy ) = m Z X31 ()

yEF"k
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assim, para cada r, existe k € ZT tal que I(B1(z)) > 0, logo existe z, € Bi(z) NI (z)

para todo r € Z*, entdo lim z, = z e como z, € I'(z) segue-se z € I'(z). Assim conclui-
r—+00

se a prova no caso quando I' é finitamente gerado.

Agora mostraremos o caso geral, como ' é enumeravelmente gerado e tem crescimento

nao exponencial em z, entao podemos escrever
__ | |00
r=u,_.I'n

onde, os I',, sado finitamente gerado como crescimento nao exponencial em x e tal que
[y, € g Assim pelo caso ja provado temos que para cada m existe [, : C(X) — R
funcional linear normalizado I';,-invariante, desde que I',,, C I',,, 1 para todo k > 0 entao
L1 é T'p-invariante para todo k£ > 0 e pela forma como foram construidos os [,,, segue-
se { Ik fr>0 € uma sequencia de funcionais lineares limitados, entdo por um teorema de

analise funcional,
*
37 : C(X) — R aplicagao linear tal que I,,1x — I quando k — oo

pelas mesmas contas feitas anteriormente temos que I é I',,-invariante e normalizado,
como m é arbitrario, entao I é I'-invariante. Pelo Teorema de representacao de Riesz,
existe uma tnica medida g em X, que fazendo as mesmas contas do caso anterior temos

que p(X) =1 e supp(u) C I'(x). Assim conclui-se a prova. ]

O seguinte resultado sera enunciado como um lema, por que usaremos este resultado

na seguinte secao, na prova do segundo resultado principal deste capitulo.

Lema 2.31: Seja I' um pseudogrupo de homeomorfismos de um espag¢o de Hausdorff
X, seja K C X um compacto e 'y C T' a restricao de I' para K. Assumindo que
Lk preserva uma (finitamente aditiva) medida finita px definida no anel gerado pelos
conjuntos compactos. Suponha que X € coberto por conjuntos abertos da forma D(7)
ondey € I' e R(y) C K. Entao pug tem wma unica extensao para uma medida p que €

definida no anel gerado pelos conjuntos compactos de X e € finito em conjuntos compactos.

Demonstragao. Seja
R={ACX:AC UKi , I finito e K; sdo compactos em X }
iel
entao temos que R’ é um anel em X que contém a todos os conjuntos compactos de

X. Logo, se R & o anel gerado por os conjuntos compactos de X entdo R C R. Seja
AcR=>AcR =>AcCUy K= AcC UZ.GIE como X é Hausdorff e K; compacto,
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segue que K; é fechado, entdo A C Uies Ki = A é compacto em X. Como X é coberto
por conjuntos abertos da forma D(v) onde v € T' e R(vy) C K. Assim

A=", A onde A, C D(v;) e R(v;) C K
definamos a seguinte medida em R,

p: R— 0,400 >
A — > ik (i(4)
=1

Afirmacao 1: pu é bem definida. De fato,

i) Se B C D(v), com R(y) C K e B C D(v), com R(v) C K, entao ux(y(B)) =
pur (Y(B)), pois

—1

Y(B) — B = '(B)

entao v oy~ € 'k e como ug é I'g-invariante, temos que
9

(v (B)) = px(y oy ' oy (B)) = ux(v(B))

ii) Se A=Wj_, Bj onde B; € D(v}) e R(v}) C K, assim A; = [¥J;_,(A; N B;). Desde que

py finita aditiva e por (i) temos que

pic(ri(A) = > px(i(Ai N By))

j=1
= > ux(7(A:N By)
j=1
Logo,

m n n m

D pc((A)) =D (AN By)) =Y 0> (VAN By)) = pic(V(By))

i=1 i=1 j=1 j=1 i=1 j=1
Afirmagao 2: p é I-invariante. De fato, seja A € R tal que A € D(y) com v € T". Se
A=W" A onde A; € D(v;) e R(y;) C K, entdo y(A) = W2, v(A) = p(y(A4) =
Z p(v(A:)). 1(v(4;)) = u(A;), pois, vamos supor por simplicidade que y(4;) C D(d') e
i=1

R(v'), para algum +/, entdo por defini¢ao de u temos que

p(v(A:)) = pr (' (vA)) e 1(A;) = prc(7i(As)) (2.14)
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como 7' (7(Ai)), 7i(Ai) C K, entao y; 077! o (v/)7" € ' Logo,

pr(yioy™ o (V)Y (3(A)) = (Y (7(4i))) = puxc (i(A) = pure (7' (7 A:))

-~

Vi

e de (2.14) segue que u(A;) = u(v(4;)). O qual prova que u(v(A)) = u(A).

Afirmagao 3: p é tnica. De fato, suponha que exista outra medida fi que é extensao
de pg. Seja Ae Re A=", A; onde A; € D(v;) e R(v;) C K. Como fi é T-invariante,

entao

p(A) = > pux(n(A)

2.4 Crescimento em folheacoes

Seja M uma variedade compacta e F uma folheagao de codimensao k e de classe C"
(r > 0sek = 1,7 > 1 em outro caso) e U = {U,}._, uma cobertura regular folheada e
Y =], Xa 0 espaco transverso, Yo : 2o — 2 0s difeomorfismos locais e I' o pseudogrupo

de holonomia finitamente gerado por I'y = {7,5 : 1 < a, f < ¢} simétrico.

Definicao 2.32: Seja Fy € ¥ uma placa e L € F tal que Py € L, dizemos que L
tem crescimento exponencial ou sub-exponencial com respeito a U se I' tem crescimento

exponencial ou sub-exponencial em F.

Observacao 2.33: Em outras palavras, a funcao de crescimento de uma folha com
respeito U é a fungao que atribui a cada inteiro positivo n o niimero de distintas placas

que podem ser alcancadas a partir de uma placa inicial por cadeias de comprimento < n.

Na secao anterior mostramos que o tipo de crescimento de I' em um ponto z nao
depende do ponto que se toma em I'(z), assim o tipo de crescimento de uma folha néo
depende da placa que se tome em L. O seguente resultado mostra ainda que o tipo de

crescimento da folha é independente da cobertura regular.

Proposicao 2.34: O tipo de crescimento de uma folha nao depende da cobertura reqular.
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Demonstragao. Seja V = {V;}'_, outra cobertura. Vamos supor que V é um refinamento
deU. Sejam G e H as fungoes de crescimento de L com respeito alf e a V respectivamente.
Seja (Py,- -, P.) uma cadeia de placas de U entao cada P; interseca no maximo t placas

de V, logo existe uma cadeia de placas (Pj,---, P.) em V tal que:

i) cada P] intersecta algum P;.

ii) P, C P,
iii) s < tr.
segue-se
G(n) < H(tn), Vn € Z*
Por outro lado, se (Pj,---, P!) ¢ uma cadeia de placas em V entdo existem placas P; em

U tal que P! C P;, desde que V ¢é um refinamento de U, (Py,---, P,) ¢ uma cadeia de

placas em U com r < s e segue-se
H(n) <tG(n),Vn € Z*

O qual conclui prova no caso que V é um refinamento de U. No caso geral é suficiente

tomar uma cobertura que seja um refinamento de i/ e V e aplicar o caso anterior. O]

Agora mostraremos o resultado principal de este capitulo, sua demostragao é baseada

nos topicos que foram apresentados neste capitulo.

Teorema 2.35 (J. Plante, [17]):  Seja F uma folheagao de codimensao k de uma varie-
dade compacta M. Se L ¢ uma folha de F que tem crescimento nao exponencial, entao
existe uma medida nao trivial invariante pelo pseudogrupo de holonomia que € finito em

conjuntos compactos e que tem suporte contido no fecho de L.

Demonstragao. Sejam U = {U,}2_; e V ={V,}!_, dois coberturas regulares de M onde
Vo : Uy = D" Fx DF C R"FxR¥ e ¢, : V, = R" % xR¥ sdo as cartas coordenadas para
F com U, CV, e ¢, ¢ uma extensdo de 9),, escolhamos k-discos compactos Ay, -+, A\,

transversais a JF tal que

Y 1 ({0} x DF) C Ay € 91 ({0} x D) paraa=1,--- ¢

é suficiente tomar A, = ¢;1({0} x DF), claramente toda folha de F intersecta o interior

de algum A,. Seja K, o espago de placas da cobertura {V,} que passam por A, entéo
q

K, é compacto, logo K = U K, é um subconjunto compacto do espago transverso e é

a=1
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um subconjunto do espago transverso gerado por V = {V,}?_,. Seja I" o pseudogrupo de
holonomia gerado por V = {V,}?_, e T'x a restricio de " a K.
Se L é uma folha de F que tem crescimento nao exponencial e Py € K é uma placa em
L, entao 'k (Fy) tem crescimento nao exponencial, entdo pelo Teorema 2.25 existe pux
uma medida de Borel finita nao trivial I'g-invariante em K, logo pelo Lema 2.31 puyx tem
uma Unica extensao para uma medida g em X que é I-invariante e finita em conjunto
compactos e segue-se também que supp(u) C L, pois supp(px) C Tx(Pp).

O

2.4.1 Crescimento de folhas desde um ponto de vista geométrico

A definigao de crescimento de uma folha foi feito de uma forma algébrica, mas se F for
C" com r > 1 existe outra forma de definir o crescimento de uma folha que é puramente
geométrica, como se define a continuagao.

Uma métrica Riemanniana numa variedade diferencidvel M"™ é uma correspondéncia
que associa a cada ponto p € M um produto interno em 7,M denotado por <,>, ou
9p(.,.), 0 qual varia diferenciavelmente(continuamente) no seguente sentido.

Dado (U, ¢) uma carta coordenada em M, associamos a fungao g:-'} : U — R dada por

19) 0
a$i <p>7 a_l’J<p) >P

95(p) =<

onde

P (p) = Dg,*(e;), com {e;}; a base trivial de R". Dizemos que a métrica rie-
manniana g em M ¢é de classe C* se g;'} & C* para cada (U, ). Ou equivalentemente
VX,Y € x(V) a fungao < X(p), Y (p) >, é diferenciavel em V', onde V' é uma vizinhanca
em M.

O seguinte resultado é primordial para definir crescimento desde um ponto de vista

geométrico, a prova pode ser encontrado em qualquer livro de geometria riemanniana.

Teorema 2.36: Seja (M, g) uma variedade riemanniana orientdvel, entio existe w uma

unica n-forma tal que em cada (U, p) coordenada tem a sequente representagao

w(p) = 1/ det(gf;(p))dx1 A --- Ndx, , Vp € U.

A n-forma do Teorema anterior induz o volume. Seja {A,} uma parti¢cdo da unidade

subordinada & cobertura {U,} e R C M uma regido, definimos o volume de R por

vol(R) =) / Ao
o UocﬁR
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Definigao 2.37: Seja (M, g) uma variedade riemanniana, definimos a fungao de cresci-

mento de M em x como a func¢ao G, : Z* — R dado por
G (r) = vol(D,(r))
onde D,(r) ={y € M;d(xz,y) <r} ed éa métrica induzida por g.
O seguinte resultado mostra que o crescimento de M independente do ponto z.
Proposigao 2.38: Se z,y € M entao gr(G,) = gr(Gy)
Demonstragao. Seja r > d(x,y), entdo D,(3r) D D,(r), pois se z € D,(r) segue d(z, z) <
d(z,y) +d(y,z) <r+r < 3r, logo
G:(3r) > Gy(r), Vr > d(z,y)
assim G, = G, de forma analoga temos que G, = G, o que conluie a prova.

]

Exemplo 2.39: O plano euclideano R", com a métrica riemanniana usual tem tipo de

crescimento polinomial, pois

(%)” < vol(D,(0)) < (2r)".

Exemplo 2.40: O plano hiperbélico tem crescimento exponencial, pois, no modelo do

disco de Poincare, a metrica esta dada por,

gs? — dz? + dy?
§ = (1—x2—y2)2
e o elemento volumem é
dz N dy
o= — "
(1— a2 — )2

A bola Dy(r) é neste caso a bola euclideana de centro 0 e radio tanh(r) e seu volumem é

exp(—T) — exp(r) )2

volDy(r) = m(sinh(r))?* = ( 5

que é do mesmo tipo de crescimento que exp(r).

A definicao 2.37 depende da métrica riemanniana, mas o seguinte resultado mostra

que o crescimento de M ¢ independente sobre métricas riemannianas quase-isométricas.

Definigao 2.41: Sejam g e ¢’ dois métricas Riemannianas em M, diz-se que g e ¢’ sdo

quase-isométricas se 3A,B > 0 tal que
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Allully < flull, < Bllully, Vu,v € T,M, p e M
onde || ||, e || ||, s@o as normas induzidas em T, M por <,>, e <, >/.
Observacao 2.42:

i) A relagao de quase-isometria é uma relagdo de equivaléncia.

. ! ~ . . . ~
ii) Se g e g sdo quase-isométricas, entao

A [det (g5 (p)) < \/det((g;,)?(p)) < B /det(g(p)). ¥p € U.

Proposicao 2.43: Se g e ¢’ sao dois métricas riemannianas em M quase-isométricas,

entao
gr(Gz) = gr(GY)

/ ~ - . . .
onde G, e G, sdo as fungoes de crescimento de M associado a g e a g' respectivamente.

Demonstracdo. Como g e ¢ sao quase-isométricas existem A, B > 0 tal que
Allull < Jlull” < Bllu]l , ¥p € M e Yu € T,M

Afirmagao: D) (Ar) C D,(r) C D.(Br). De fato, seja y € D, (Ar) como

1
dlayy) =nt [ |5l
7 Jo
entao . .
Ad(a,y) = int [ Al3lde <nt [
Y Jo Y Jo
assim Ad(z,y) < d'(z,y) < Ar = D! (Ar) C D,(r) a outra desigualdade é analogo. Sem

perda de generalidade vamos supor que D’(Br) C U onde (U, ) é uma carta local, da

afirmacao segue que

A"vol(D,(r)) = A”/ g;’}dﬂcl Ao ANdz, < A”/l g;’}dxl A ANdzy,
Dz (r) Dy (Br)
e pela observacao 2.42 temos
A"/ godey A - Ndr, < / giZday A -+ A day, = vol(Dl(Br))
D! (Br) D! (Br)

entdo A™G.(r) < G (Br). Assim G, < G’. Fazendo a mesmas contas obtemos que

G!. = G,. O que conclui a prova.
[

Teorema 2.44: Se M™ é uma variedade compacta, entdo todas as métricas riemannia-

nas definidas em M sdo quase-isométricas.
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Demonstragao. Seja g e ¢’ dois métricas riemannianas em M. Seja p € M, como T,M =~

R", entao existem A,, B, > 0 tal que
Apllull < l[ull, < Byllully, v € T,M

seja (U, ¢) uma carta local e X € x(U), definimos f : U — R por

Fa) = \J< X(@). X(@) >, = A/ < X(0). X (g) >,

como a métrica é C* e f(p) > 0, entao existe V), vizinhanca de p tal que f(q) > 0, Vq € V,;
étrica ¢ C* > 0, enta iste V,, vizinh de p tal flg) >0,Vqg eV,

ie.,
X (D)l = Apl X (@)llg: Vg €V

Como X é um campo qualquer, seja ¢ € V,, v € T,M e X € x(V},) tal que X(q) = v,

entao
[oll, = Apllvllg, Vg € V,, Vv € T,M

Como M é compacto, entao M pode ser coberto por um ntmero finito de abertos do tipo
Vyi e, M =", Vp,. Tomando A = min{A,}, entao

Il > Allv]ly, Vg € M, Vo € T,M.

Da mesma forma se prova a outra desigualdade. ]

Exemplo 2.45: Uma variedade compacta tem crescimento polinomial de grau zero. Isto

¢ imediato desde que o volumem da variedade seja limitado.

Seja M uma variedade diferenciavel compacta de classe C* (k > 1) e F uma folheacio
em M transversalmente orientével, se L é uma folha de F, entao L herda uma métrica
riemanniana, como M é compacto entao as métricas que L herda sao quase-isométricas,

entao podemos definir a funcao de crescimento de L.

Assim temos dos defini¢oes de crescimento de uma folha, desde um ponto de vista
geométrico e algebraico. Mas estas dois nogoes coincidem para folheacoes suaves, como

mostra a seguinte proposicao.

Proposicao 2.46: Se L € F e Py € L, entao

gr(L) = gr(I'(Fy))

onde I' =Ty € o pseudogrupo de holonomia.
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Observagao 2.47: Antes de fazer a prova da proposi¢ao temos que fazer as seguintes

observagoes que sao primordiais para a prova.

a) As folhas de F estdo em correspondéncia biunivoca com as I'y-orbitas no espaco
transverso, de fato, dado uma folha L seja P qualquer placa contida em L, entao
associamos a orbita I'(P) a L. Por outro lado, dado uma orbita I'(P) associamos a
folha L que contem a P, verificamos que estas formas de associar sao bem definidas
e sao inversas uma da outra.

Sejam Py, P, € T tal que P, P, € L, sabemos que existe vy : Y, — >, difeomor-
fismo tal que y(P;) = P», entdo P, € I'(P,), segue-se I'(P) = I'(Pa).

b) Tomemos 0 < € < 1 tal que se a # [ entao (P(e) x Y,) N (P(e) x Yz). Fixemos
uma meétrica riemanniana em M, pela continuidade de esta métrica, a finitude e
regularidade de {U,}, e da compacidade de M temos o seguinte.

1. Existe a > 0 tal que a < wvol,(P(e) x Y,), Ve — placa emU, e Vo
2. Existe b € Z™ tal que vol,(P x Y,) < b, VP X Y,.
3. Existe B € Z* tal que diam(P x Y,) < B, VP x Y,.

4. Existe um numero de Lebesgue § > 0, para a cobertura da folha por placas.
c) Se (M, g) uma variedade riemanniana compacta, entdo L é completa em g.

Demostracao da Proposicao 2.46. Fixe uma placa Py € T, com o correspondente e-placa
Py(e) C Py e zg € Py(e). Temos que mostrar que a fungao de crescimento associado
a métrica riemanniana G,, de L e a fungdo de crescimento Hp, da orbita I'(Fp) sdo
mutuamente dominados.

Seja (Py, P1,- -+, P;) uma cadeia de placas 0 < k < r e seja y € P, por propriedade(3)
da observacao anterior temos

d(x,y) < Br

entao da propriedade (1) e de esta ultima desigualdade segue-se
k
Gro(Br) = wol(Pi(€)) > (k + 1)a
=0

1
tomando A € Z* tal que A > —, entao
a

AG,,(Br) > (k+1),Vk <r
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como Hp, (r) é o nimero de distintas placas que podem ser alcangados por cadeias a partir

de Py de comprimento < r, assim
AG,,(Br) > Hp,(r) = G, = Hp, (2.15)

Agora mostraremos que Hp, = G,,. Fixamos n € (0,0), onde ¢ é da propriedade (4),
seja L € F tal que xg € L, tomemos r € ZT e y € L tal que d(xg,y) < r, pela observagao
(c) temos que L é completa na métrica riemanniana, entao existe uma geodésica minimal o
em L de xq até y. Escolhamos xg, x1,- -,z = y ao longo de o tal que n < d(z;, ;1) < 0.
Logo pela propriedade (4), existem placas P; com {z;,z; 1} C P, para 1 < i < k, entao

k
PNP_1#0,ye P.er >dxy) = Zd(wi,xi,l > kn. Tomando D € Z* tal que
i=1

1
D > —, entao Dr > k. Como
n
HPO :#{<P07P17"' ,Pk),kSDT}

e Gy (r) = vol(Dy,(r)), entdo pelos argumentos anteriores temos que cada ponto de

y € D,,(r) habita em uma placa P, para algum k, assim pela propriedade (2) temos
GIO<T) < b#{<P07 P17 U 7Pk)7 k < DT‘} < bHP()(DT) (216>

de (2.15) e (2.16) fica concluida a prova. O



Capitulo

3

Correntes

A teoria de correntes de DeRham [8] elaborada nos anos 50 ¢ um anélogo da teoria de
distribuigoes de Schwartz [20] criada nos finais de 1940. As distribuigoes sao funcionais
continuas definidas no espaco das func¢oes com suporte compacto quando se dota a dito
espago com uma topologia adequada. Da mesma maneira, quando se dota com uma
topologia conveniente ao espaco das formas diferenciais com suporte compacto 22, as
p-correntes se definem como funcionais continuos definidos em €2; e.g., as distribuicoes
sao O-correntes. Além disso, dita topologia faz que a derivada exterior seja um operador
linear continuo, pelo que podemos definir seu operador adjunto e a partir de este definir
a homologia de DeRham. Neste capitulo o resultado principal ¢ mostrar o teorema de
D. Sullivan [23] que diz que as medidas transversas invariantes por holonomia estdo em

correspondéncia canénica um a um com ciclos folheados(um tipo especial de correntes).

Este capitulo em sua maioria foi extraido e estudado do livro [7] e [8].

3.1 Correntes

Ao longo de esta secao M serd uma variedade n-dimensional de classe C*°. Intro-
duziremos uma topologia no espago QP" := QP" (M) (resp. QP := QP(M)) das p-formas

diferenciaveis de classe C" (resp. de classe C*°) sobre M.

Tomemos U C M uma aberto coordenado. Para cada w € QP podemos escrever, em
coordenadas locais, w(z) = >~ ;_, wr(z)dz; para todo x € U, onde I = (i1, ,ip) é um

multi-indice com iy < - -+ < iy, iy, , i, € {1,2,--- ,n}. Logo, para qualquer r € NU{0}

47
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e qualquer K C U compacto definimos a seminorma || - ||} por
ol =sup Y~ [Dwi(a)] (3.1)
zek
laf<r|I|=p
olal
onde o = (ay, - ,q) € (ZN)" ¢ D* = T ¢ a derivada de ordem |a| =
2:1 ... /:Ll
(o e I 6 7o ’
A familia de seminormas {|| - ||'x} kv ¢ separador(ver apéndiceA), por tanto geram

uma topologia 7" em QP" e que faz de Q" um espaco topoldgico de Hausdorff localmente
convexo. Agora, notemos que 7" C 7", entao |J,-, 7" geram uma topologia 7 para o

espago 0P que é a topologia definida pelas seminormas de 3.1 quando U, K e r variam. E

claro que 2P com esta topologia também é um espaco de Hausdorff localmente convexo.

Definicao 3.1:

a) Definimos o espago &, := &,(M) (resp. &) = E)(M)) como o espago (P (resp. OQP)
com a topologia T (resp. T").

b) Se K C M é um compacto, definimos
Dy(K) :={w €&, : supp(w) C K}

com a topologia induzida de &,. D, := D,(M) := Ui D,(K), é dizer todas as p-formas

com suporte compacto. Os espagos D) (K) e Dy := Dy (M) se definem de maneira similar.

Lema 3.2: Dado um conjunto compacto K C M, uma sequencia {w;} converge a w €

D,(K) se, e somente se, converge a w € Dy (K) para todo r € 77,

Demonstragao. Desde que T C T, convergéncia em D,(K) implica convergéncia em
D} (K). Reciprocamente, cada vizinhanga aberta W de w em D,(K) contem uma vi-
zinhanga de w da forma W; N ---N W, , para algum inteiro ¢ > 1, onde W;, é uma
vizinhanca aberta de w em Dg}(K ). A convergéncia em cada Dy (K) implica que os w;’s
excepto um numero finito estao em Wj; N --- N W, assim em W. Desde que W foi
vizinhanca arbitraria de w segue que w; — w em D,(K).

]

Observagao 3.3: Uma sequencia {w;}; converge a w € D, se, e somente se, {w;}; esta

contida em D,(K) para algum K C M compacto tal que {w;}; converge a w em D,(K).
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Lema 3.4: Um funcional C : D, — D, (resp. C' : D, — R) € continuo se, e somente se,
{C(w;) }ien C D, converge a C(w) em D, (resp. em R) para toda sequencia {w;}ien C D,

converge a w € Dy,

Demonstragao. Vamos supor que C' : D, — D, que nao es continua emw € D, existe
uma vizinhanca V' de C(w) em D, tal que C(W) € V para toda vizinhanga W de w em
D,. Em particular, seja W, € 7" C T as bolas centradas em w de radio  na norma || - [|%

e escolhemos w, € W, tal que C(w,) ¢ V, Vr > 0. Desde que
1
lwr — W < Nlor —wllx < - flor —wlli < — V20

entao, w, — w em D}, Vr > 0 e pelo Lema 3.2 temos que w, — w em D,, o qual ¢
uma contradicao. O reciproco é imediato, pois toda aplicagao continua é sequencialmente

continua. L]

Proposicao 3.5: Um funcional linear C' : D, — R € continuo se, e somente se, para

cada compacto K C M existem ¢ >0 er € Z* tais que
| < C,w > | < c||lw||k, Yw € Dy(K) (3.2)
onde | < C,w > | denota a avaliagio de C' na forma w.

Demonstragao. Segue imediatamente do Teorema A.3.

]

Definicao 3.6: Seja S C D, dizemos que S ¢é limitado, se é limitado relativo & norma
| - || para todo r € Z* e todo compacto K C M. Da mesma maneira, uma aplicagao
linear C' de D, a D, (resp. a R) se diz que ¢ limitada, se ¢ limitada com respeito a norma
| - ||, isto é, se para toda sequencia limitada em D,, a imagem da sequencia sobre C' é

uma sequencia limitada em D, (resp. em R).

Lema 3.7: Uma aplicagao linear limitado C' : D, — D, € continua. Uma aplicagao

linear C : D,_1 — R € continua se e somente se é limitada.

Demonstragcao. Se C' é uma aplicagao linear limitado; i.e., limitado relativo as normas
| I%, Vr, K. Logo C' & continua com respeito a estas normas, assim C' é sequencialmente
continua na topologia 7" , Vr > 0. Logo pelo Lema 3.3 temos que C' é sequencialmente
continua na topologia 7 e pelo Lema 3.4 segue que C é continua. Reciprocamente,
se C' ndo ¢ limitado, existe uma sequencia {wy}r em D, limitado tal que (C,wy) > k,

w
1 < k < oo. Tomemos a sequencia {\; = f}k, desde que {wy}r € limitada temos
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lim A, = 0 na topologia 7. Por outro lado temos que (C, \;) > 1, e pelo Lema 3.4 segue

que C' nao é continua. n

A derivada exterior d : D,_; — D,, ¢ limitada, pois os elementos de D), sao formas com
suporte compacto cujos coeficientes sao de classe C'°°, entao a imagem de uma sequencia

limitada sobre d é limitada. Assim temos o seguente corolario.
Corolario 3.8: A derivada exterior d : D,_1 — D, é uma aplicag¢ao linear continua.
Agora ja podemos definir o espaco das p-correntes.

Definicao 3.9: Definimos o espaco das p-correntes em M como o espago das aplicagoes
lineares de D, a R, tais que sua restri¢ao a D, (k) é continua para todo K C M compacto;

ie.,
D;, ={C:D, = R:C¢linear e C |p, (k) é continuo VK C M compacto}

Notemos que podemos definir uma corrente de maneira equivalente como uma fungao

continua C': D, — R que satisfaz (3.2).

Observagao 3.10:

i) As correntes sdo uma generalizacdo das distribuigdes, neste caso uma distribui¢ao ¢ um

O-corrente.

ii) Dado C uma n-corrente, podemos associar a ela uma distribuigao 7', da seguinte maneira
(T, ) =(C, fdxy N--- Ndxy,), f € CX(M)
Exemplo 3.11: Sejax € M e v, € Ay(T,, M), definimos o funcional C,, por
< Cy,,w >1=w(v,),Yw € D, (3.3)
este funcional linear define uma p-corrente de ordem 0 chamada corrente de Dirac.

Exemplo 3.12 (Corrente de integra¢ao): Suponhamos que M é compacta e seja u uma
medida de probabilidade definida em M. Consideremos um campo continuo de p-vetores

X em M. definimos Cx,, por

< Cxp,w >i= / w(X)dp,Yw € D, (3.4)
M

este funcional linear define uma p-corrente chamada corrente de integracao.
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Exemplo 3.13: Seja Z C M uma subvariedade fechada e orientavel de M de dimensao

p e classe C'. Definimos o funcional linear C'; por

< Cyz,w >:—/w (3.5)
z
que define uma p-corrente de ordem 0.

Exemplo 3.14: Suponhamos que M é orientavel e seja n uma (n — p)-forma, definimos
Cn por
< Cp,w >= / wAnYw e D, (3.6)
M

este funcional linear define uma p-corrente chamada corrente difusa.

O seguinte é um exemplo importante que faz a ligagao das medidas transversas inva-
riantes que foram estudadas no capitulo 2 com as correntes; para ser mais especificos com

"ciclos folheados"que serao estudadas na seguinte secao.

Exemplo 3.15 (corrente associada a uma medida transversa invariante): Seja F uma
folheagao p-dimensional em M variedade diferenciavel compacta. Seja U = {U,}aer um
atlas regular folheado, ¥ = | | X, 0 espaco transverso, yag : Lo — 2 0s difeomorfismos
locais, 7, : U, — X, a projecao candnica para cada o € [ e ' = I'yy o pseudogrupo
de holonomia gerado por I'y = {v.5;,8 € I}. Seja p uma medida em ¥ transversa
invariante por holonomia. Entao, para qualquer U, € U, podemos integrar uma p-forma
w sobre cada placa 7, '(z). Isto define uma funcdo continua de ¥, a R, que ao ser
integrada com respeito a medida y |y, se obtém uma aplicacao linear real C), do conjunto

das p-formas

< Cpw >im Z/a(/mlm Aat)dpi() (3.7)

ael

Na secao 1, do capitulo 2, foi provado que a defini¢ao de C, nao depende da parti¢ao da

unidade escolhida e da cobertura regular folheada. Assim C), define uma p-corrente.
Seja C € Dy, e 8 € Dy com q < p. Definamos o produto wedge C'A 3 por
(CAB,w)y=(C,AW), weE Dy,
i.e., que C'A B é uma (p — q)-corrente. Definimos S A C = (—1)P72C A .

O seguinte resultado diz que as correntes, podem ser pensados como formas diferenciais

com coeficientes as distribuigoes. A prova de este resultado pode ser consultada em [8].
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Teorema 3.16: Seja C' uma p-corrente em M™. Entao C' pode ser escrito em uma unica

forma

C= Y Crndx

H|=n—p

onde os Ct sdo n-correntes em M.

Definigao 3.17: O suporte de uma p-corrente C' é o menor subconjunto fechado supp(C')
de M tal que C se anula em M \ supp(C). Isto ¢, (C,w) = 0 para todo w € QP com
suporte em M \ suppC.

Sejam M, N duas variedades, C' um p-corrente em M e f : M — N uma aplicacao de

classe C! que é propria no suporte de C'.

Definicao 3.18: Definimos o push-forward de C' por f denotado f,C como
(£0,w) = (C, f'w), Yw € Dy(N)

onde f*w é o pull-back de w por f. Assim definido f,C' é uma p-corrente em N.

A continuacao dotaremos de uma topologia ao espaco das correntes e definiremos a

homologia de DeRham.

Por definigao, o espago das p-correntes é o dual continuo do espago D,, o qual permite
definir uma topologia 7~ em D;, que o converte em um espaco de Hausdorff localmente

convexo da maneira seguinte.

Para e > 0 e B C D, limitado, definimos os conjuntos
V. ={C¢€ D;; < C,B >C [—¢,€|}

Um subconjunto Sy C D, ¢ uma vizinhanga de 0 se Vz . C Sy para algum B e € > 0.
Se C' € D]; a vizinhanca de C na topologia 7~ sao os conjuntos da forma Sg = C + Sj.

Um subconjunto W C D;, é aberto se, para cada C' € W, existe uma vizinhanca Sc C W.
Proposicao 3.19:  Sejam {C.,}, uma sequencia em D), e C € D,. Entao,

Cy, — C & (Ch,w) — (Cw), Yw € D,

Demonstracao. Sem perda de generalidade podemos supor que C' = 0. Seja w € D,
qualquer e € > 0. Logo, Vg . ¢ uma vizinhanga de 0 com B = {w}. Como C,, — 0, entdo

existe ng € N tal que C,, € Vg, para todo n > ny, assim
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{Ch,w)| < €, para n > ny

Por tanto, (C),,w) — 0.
[

Definicao 3.20: Um conjunto V' C D;, ¢ limitado, se para cada B C D, limitado o
conjunto {< C,w >;C € V,w € B} C R é limitado.

Consideremos a aplicagao bilinear
e:D,xD, - R

definido por e(C,w) :=< C,w >. Esta aplicagao permite identificar D, com o espaco D;
de funcionais lineares continuos sobre D;,. i.e, D, é identificado com seu doble dual D; a

prova de isto pode ser encontrada em [8].

Desde que a derivada exterior d : D,_; — D, ¢ um operador limitado podemos definir

seu operador adjunto.
Definicao 3.21: Definimos o operador 0 := 0, : D]'D — ;_1 por
< 0C,w >:=< C,dw >,Yw € D,_1,C € D, (3.8)
i.e., 0 é o operador adjunto de d.
Notemos que 9% = 0, pois para qualquer C' € D; e w € D, tem-se
< 0*C,w >=< 0C,dw >=< C,d*w >= 0
Assim podemos definir a p-ésima homologia de DeRham de M como segue.

Definicao 3.22: Definimos o espaco de p-correntes fechadas ou p-ciclos e o espago de

p-correntes exatas ou p-fronteiras, respectivamente, como
Z, = Ker0, e B, := Imd,1
A p-ésima homologia de Rham fica definida entao como o espago

Z,
HPE(M) .= =2
p %p
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A aplicacao
P H]?R(M) x HP(M) — R
([C], [w]) = (C,w)

induz o seguente isomorfismo(ver [8]) HPE(M) ~ (HP(M))*. Logo pelo Lema de Poincaré,

[

temos

C

DR ~ * . [Jn-—
HP®(M) = (HP(M))* = H" (M) (3.9)
Exemplo 3.23: Seja M compacto, orientavel e sem bordo, definimos a p-corrente C); :

Cune) = [ o

Afirmacao: HP® ~< Cy; >. De fato, como

D, — R por

D &8 D, 0= 020 D O
Logo, %, = {0}. Por outro lado, pela definigdo do operador adjunto e Teorema de Stokes

temos que
(0Cy,w) = (Cup,dw) = [}, dw =0, Yw € D,

Z,
assim Cy € Z,. Logo, HPF(M) = j = %,. Como H°(M) ~ R segue de (3.9) que
p

dim(HP") =1, o que prova a afirmagao.

3.2 Corrente Folheada e ciclos folheados

Nesta secao definiremos a corrente folheada e ciclos folheados. Provaremos que as
correntes folheadas sao correntes de integragao como foi definido no exemplo 3.14, ainda
mais, mostraremos que as correntes folheadas estao em correspondéncia biunivoca com as
medidas limitadas e nao negativas em M.

Daqui em diante consideremos uma variedade folheada (M, F), onde M é uma va-
riedade C'™° compacta n-dimensional sem fronteira e F é uma folheacao de dimensao p,
transversalmente orientével e de classe C*.

Tomemos z € M e seja L. C M a folha de F que contem a x. Consideremos o p-vetor
Uy = Vg A+ AUy, € AP(T, L) (3.10)

onde {vy,, -+, vy} € uma base ordenada de T, L que déa a correta orientacao; i.e., coinci-
dem com a orientagao de T, L. Denotamos por C,, a sua corrente de Dirac associada(ver

exemplo 3.11).
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Definicao 3.24:

a) Definimos o conjunto das correntes folheadas de Dirac(de F) como o conjunto {C,;x €

M),

b) Uma p-forma w € D, se diz transversal a F, se (C,,,w) = w(C,,) > 0 para cada v, # 0,
x € M.

O seguinte lema nos diz que sempre existe w € D,, transversal a F.
Lema 3.25: Uma folheagcao admite formas transversais.

Demonstracao. Seja U = {U,}aer um atlas regular folheado associado a F. Para cada

a € I definimos w, = dz§ A -+ A dxf

o ) coincide

onde o vetor coordenado (zf,--- , x5

com a orientagao de F|y. Logo wy(v,) = 1 onde v, = (z§,--- ,x%). Seja {Aq}aer uma

’p
parti¢do da unidade subordinada a U, entdo w = ) Aqw, € uma p-forma transversal.

]

Definicao 3.26:

2z . / . ~ . .
a) Denotemos por Cr o fecho topolégico em D, das combinagdes lineares finitas com coe-
ficientes positivos das correntes folheadas de Dirac; i.e.,

/

Dp
Cr= {Z a1C,y,,; I finito, a; > 0}

i€l

seus elementos sdo chamados correntes folheadas.

b) Definimos os conjuntos
Z]: ::C;ﬂZp (S B]: CZC]:me
e sao chamados ciclos folheados e de fronteiras folheadas respectivamente.

Demonstraremos agora que as correntes folheadas sao correntes de integracao como foi
definido no exemplo 3.12 pela expressao (3.4). Isto é, demonstraremos que a uma corrente

folheada podemos designar uma tnica medida limitada nao negativa.

Seja w uma p-forma transversal a F e X um campo continuo de p-vetores tangentes a F
tal que w(X) = 1. Dada C' € Cx definimos o funcional linear continuo Jo : C*°(M,R) — R

por

Je(f) = (C. fw) (3.11)
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O seguinte lema diz que podemos associar uma tnica medida limitada nao negativa a

este funcional, dita medida sera a que associamos a uma corrente folheada.

Lema 3.27: FEuxiste uma unica medida ve limitada e nao negativa sobre M, tal que

Jc(f):/Mfduc,VfEC"o(M,R) (3.12)

Demonstracao. mostraremos a existéncia de v¢.

caso i: Se €' = Cx(;) ¢ uma corrente de Dirac.

Jo(f) = (C, fw) = (Cx,, fw)
= ) (X(z )) Zf(x)wx(X(ﬂﬁ))
= flz)= [, fl@)dve

onde v¢o é a medida de Dirac em z.

n
casoii: C =C, = Z a;Cx(z,), a; > 0. Pelo caso i, é suficiente tomar a medida
i=1

n
Vo = E a;ve;-
i=1

caso iii: Se C' = lim,,_,o, C,, onde (), é como no caso ii. Para cada (), existe v¢, medida

limitada e nao negativa tal que
(Cos ), (1) = [ five, ¥ € (LR (3.13)
M
desde que C,, — C' temos que {v¢, },, é uma sequencia de medidas limitadas, entao contém
uma subsequencia {v¢, },, convergente na topologia fraca®; i.e.,
dve medida em M tal que Ve, 5 ve quando k — oo

por definicao de convergéncia na topologia fraca* temos que

lim/ fdve,, :/ fdve,¥Vf € C(M,R) (3.14)
M

k—o0 M

como C,, — C por Proposi¢ao 3.19 segue (C,, fw) — (C, fw). Tomando limite em 3.13,
segue o Lema de 3.14. Agora mostraremos a unicidade. Suponha que existe v tal que

satisfaz 3.12. Logo, como C*°(M) ¢ denso em C°(M), entdo

/Mfdu’C:/Mfdz/c, Vfe (M)

segue-se v, = U¢. O
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Dado C' € C uma corrente folheada pelo Lema anterior mostramos que existe uma
tnica medida satisfazendo (3.12). Assim podemos associar a esta medida uma corrente

de integracao Cy . que foi definida como,

(Cxwer ) = /M 0(X)dve, 1 € D,

Proposicao 3.28: Seja X um campo de p-vetores continuo e sem singularidades tan-
gentes a F. FEntao as correntes folheadas se correspondem um a um com as medidas

limitadas e nao negativas sobre M por
C = CX,VC
onde vo € a medida dada pelo lema anterior.

Demonstragao. Provaremos que C' = Cx,,. Seja C' = lim,,_,, C),, € Vo, Ve, como na

. . * ~
prova do Lema anterior; i.e., v., — vc, entao

lim / fdve,, = / fdve,Vf € C°(M,R) (3.15)
M M

k—oo
Afirmacao 1: Dado n € D, = n = 1y + n(X)w onde ny(X) = 0. De fato, definamos
o = 11— (X, desde que w(X) = 1, temos m(X (x)) = n(X (x)) — n(X ())w(X (x)) = 0.
Por outro lado, do Lema anterior

(o, (X)) = /Mn(X)chn,n > 1 (3.16)

mas (Je,,n(X)) = (Cp,n(X)w) e da afirmagao 1 segue (J¢,,n(X)) = (Cp,n(X) — no).

Desde que C,, — C, por (3.15) e a definigao de corrente de integragao temos

(Coon(X) — o) = /M 0(X)dve = (Cxwer ) (3.17)

Afirmacao 2: (C,ny) = 0. De fato, como C' ¢é uma corrente folheada, entdo ¢ suficiente
mostrar que (Cx(z),70) = 0, mas isto segue da afirmacao 1, pois (Cx (), 70) = no(X()).
Logo da afirmagao 2 e de (3.17) segue que

<Cv 77> = <CX,1/C77]>, VT} € Dp.

Sabemos que dado uma medida limitada nao negativa v em M, ela induz uma corrente
de integracao o qual é uma corrente folheada, pois v pode-se aproximar arbitrariamente

por combinacoes lineares finitas com coeficientes positivos de medidas de Dirac.

]
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3.3 As medidas transversas invariantes sao ciclos folhe-
ados

Nesta secao mostraremos que a cada ciclo folheado podemos associar uma medida

transversa invariante por holonomia e vice-versa.

Proposicao 3.29: A corrente C), associada a uma medida p transversa invariante por

holonomia definida no exemplo 3.15 ¢ um ciclo folheado; i.e., C,, € Zr.

Demonstragao. Temos que mostrar que C,, € Z, N Cr. Afirmagao 1: C, € Z,. De fato,

provamos na se¢ao 1 do capitulo 2, que se w for uma p-forma exata, entao
(Cpyw) =0 (3.18)
Por outro lado, seja n € D,_; qualquer, segue de (3.18)
(0Cu,m) = (Cy, dn) = 0

o que prova a afirmacao. Afirmagao 2: C, € Cr. De fato, pela Proposicao 3.28 ¢é
suficiente mostrar que C), é uma corrente de integracao. Seja w € D, suponhamos que

supp(w) C U,, para algum «. De (2.2) temos

Cowr= [ ([ ant) (319)

Definamos uma medida )\, em cada placa 7, '(y) por

Ay(A) = m(pa(A))

onde m é a medida de Lebesgue, se f ¢ integravel em 7' (y) com respeito a medida \,,

entao

Pa (7704 (y))

/wal(y) fa)dr(z) = / J o padm (3.20)

Definimos o funcional linear positivo

®: C°U,) — R
he o o (e hu(@)dAy () dp(y)

Logo, pelo Teorema de representacao de Riesz, existe uma tnica medida v, em U, tal que

o) = [ [ / L Bl d) = [ v e v

[e3
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Em particular, se h = w(X) com X um campo de p-vetores continuo, temos
/ (X )dvy = / ( / o SO, @)ty (3.21)
o Yo Jma (Y
Por outro lado, como w = }7,;_, widzy em Uy e w |21,y = wy,dzp,, entao
/ w= / wr,dxy, = / wr, © @, dm (3.22)
o (y) o (y) pa(ma’ (y))
Como w |, -1(,y= wr,dzrr, = w(X)y = wy,, entao de (3.20) segue
/ w(X)y(x)dN\,(z) = / W, © @, tdm (3.23)
o () pa(ma’ ()
Logo, de (3.22), (3.24) e (3.21) temos que
[ e = [ (] o (3:20

Pela forma como foi construido v,, temos que se U, N Uz # 0 entao v, = vg em U, NUp.

Assim podemos definir a seguente medida em M, como a suma disjunta destas medidas;

ie.,

u:z”ya
(0%

Logo, se consideramos {d,}, particdo da unidade subordinada a {U,}.. Seja n € D,

arbitrario, entao

[ i = [ S

Como supp(dan) C U, segue de (3.24) que

[ ntxiar > L) ity

Assim hemos provado que (Cx,,n) = (Cy,

n); i.e., C), é uma corrente de integracao. [

Teorema 3.30 (D. Sullivan, [23]): Seja F uma folheagio de dimensao p, transversal-

mente orientdvel e de classe Ct de uma n-variedade compacta M de classe C*. Entdao

as medidas transversas invariantes por holonomia e os ciclos folheados estao em corres-

pondéncia candénica um a um.
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Observacgao 3.31: A correspondéncia candnica queré dizer o procedimento de associar

uma corrente a uma medida transversa invariante como foi descrito no exemplo 3.15; isto

<Cp,w>:= Z/a(/m;l(z) Aaw)dp(z)

ael

¢,

onde {\, }aer ¢ uma particdo da unidade associada a cobertura regular folheada {U, }acr,

Yo € 0 espaco transverso em cada U, e 7, : U, — X, € a projecao canonica.

A Proposicao 3.29 mostra que C,, ¢ um ciclo folheado, entao unicamente resta de-
mostrar o reciproco. Mas antes de comecar a demostragao é necessério mostrar alguns

resultados prévios.

Consideremos um ciclo folheado C' nao nulo de F e um campo continuo de p-vetores
tangente a F, que denotaremos por X. Suponhamos que para cada carta folheada ¢ :
U — RP xR, regular de F, o compacto B = ¢~ }(DP x D"P) satisfaz que BNsupp(C) # 0,
onde DP e D™ P sao os discos fechados de raio um em RP e RY respectivamente.

Pela Proposicao 3.28, existe uma tnica medida limitada e nao negativa v sobre M tal

que
<C,w>= [,w(X)dv, Yw € D,

Denotemos por 7 := v |p a restricdo de v a B e por T e m as proje¢oes de B sobre
P := DP  que identificaremos com as placas de F e X = D" P que identificaremos com
0 espaco transverso de F em B, respectivamente. Agora definamos A e A as medidas

imagens direta de 7 e 7w respectivamente; i.e.,

MAY) :=7(77HA))) e M(Ay) :==7(77 1 (Ay))
onde A; C P e Ay, C X sao subconjuntos de Borel.

Proposigao 3.32: Podemos desintegrar a medida U e encontrar uma familia (v)yex, de
medidas de probabilidade sobre B tais que para todo y € ¥ e toda fun¢ao continua f sobre

B tem-se:
1) supp(vy) C 7 (y).

2) A fungao / fdv, sobre ¥ € A\-mensurdvel.

7= 1(y)

3) /dev:/z(/ﬁl(y) Fdv,)dA
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Demonstragio. Seja Z C B um boreliano para o qual A x A\(A) = 0 com A = 7 x 7(Z)

onde A x \ é a medida produto, desde que

0=(AxMNA =

e Z C 7 Y7(Z)),m  (n(Z)) temos que T(Z) = 0. Entdo, 7 << X X \; i.e., ¥ é absolu-
tamente continua com respeito & medida A X A, segue pelo Teorema de Radom-Nikodym

que existe h € L'(7) tal que

/ gdv = / ghd(X x )\), Yg T-integravel.
B B

Logo pelo Teorema de Fubini e como P ¢ identificado com as placas, tomando P = =1 (y)

Jot= [araccn =[] ommien

Tomando v, = hy,A :>/ gydv, = / (gh)y(x)d\(x). Assim
) X

/mw_//m g,dv,)dA(y) (3.25)

Em particular temos (3.25) para f continua em B. O

temos

Observagao 3.33: Se w € D, com supp(w) C int(B), temos de (3.25)

<a@_Awmw_/ X)dv — // X))\ (y).

Para y € T', denotamos por P, a corrente integracao definida por

(Py,w) = /_1( )w(X)dl/y (3.26)

Teorema 3.34: Fuxiste uma unica medida nao negativa p sobre o espago transverso Y a

folheagcao F em B, tal que no interior de B a corrente C' pode ser representado por

/ Cydp
2

onde C, € a corrente folheada (Cy,n) = / n, ¥n com supp(n) C int(B) com a orien-
™ (y)
tagao de F.
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Demonstragao. Afirmagao 1: P, € Z, para A-q.t.p y € int(X); i.e., (0P, a) = 0 para
A-q.t.p y € int(X). De fato, como C' € Zr, (C,da) = (0C, o) = 0, para todo a € D,_1,
em particular para o € D, (int(B)), da Observagao 3.33 segue que

/E(/ﬂ_l(y)(doz)(X)dVy)d/\ =0 (3.27)

Por outro lado, se ¢ é uma funcao de classe C'!' com suporte compacto contido em ¥,
podemos aproximar (go)a por formas diferenciaveis de classe C'*° com suporte compacto

contido em int(B), entao de (3.27) temos
d((gom)a))(X)dyy)d\ =0
L] ttgomanxan)

logo, como (g o 7) [r-1(y) ¢ constante, temos (d(go ) A @) |-1,y= 0. Assim,
0= [ ([ tgemananar= [ o[ (da)(X)dv,)x
v Jr-1(y) ) m1(y)

como ¢ é arbitrario, entao / (da)(X)dv, = 0 para A-q.t.p y € int(T). De (3.26)
™ (y)
temos !

(0P, a) = (P,,da) = 0 para A\-q.t.p y € int(X)

Em particular segue da afirmagao que supp(9P,) Nint(B) = () para A\-q.t.p y € X.
Por outro lado, do Exemplo 3.23 temos que Z, = (C,). Logo, da afirmacgo 1, para
cada y € X existe k(y) € R tal que P, = k(y)Cy, assim k : ¥ — R define uma funcao

A-mensuravel. Tomando a medida g = kX em int(X). Para w € D,(int(B)) temos

(Cw) = /E ( /_1()w(X)duy)d)\(y) (Obs. 3.33)

Afirmagao 2: p é finita em compactos. De fato, seja n uma p-forma em int(B) com suporte

compacto na z-coordenada mas nao na y-coordenada tal que n(X)dy, = 1, para
m1(y)
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caday € T. Se h: ¥ — R é de classe C*™° com suporte compacto. hom é uma funcao em

int(B) tal que (hom) |z-1(,)= cte, logo (hom)n € D,(int(B)) e da Observagao 3.33 temos
o> (C.hemn) = [(f | (homm(X)dvy)a
> Jr1l(y
= [ i)
% Jrl(y) |

= /hdu
)

1
como h foi arbitrario, segue que p ¢é finita em compactos.

Afirmagao 3: p € tnica. De fato, suponhamos que existe outra medida u' que satisfaz
com as hipoteses do teorema. Pela afirmacao 2, p e ' sdo finitas em compactos, assim

podemos considerar a medida u — y, entao
[] =) = 0.9 € D fint(5)
¥ Jr—
pelos mesmos argumentos da afirmacgao 2, temos que

0= / hd(pu — '), h € C* com suporte compacto em X
s

assim, p — p/ = 0 em conjuntos compactos. Por tanto pu = p/'. ]

Demostracao do Teorema 3.30. O teorema anterior nos proporciona a maneira de cons-
truir uma medida transversa a partir de um ciclo folheado em um compacto B contido em
uma carta regular folheada. Seja {B1,-- , B,,} uma cobertura de M, com B, compacto
como acima, tais que U = {int(B,)}7_, ¢ uma cobertura aberta de M e denotamos por
Yo 0 espago transverso em cada B,. Pela proposicao anterior podemos expressar C' em

cada B, como

/ C,ydy; (3.28)

onde C,, é a corrente de integragao em 7 '(y) e y; é a tnica medida dado pelo teorema
anterior que permite expressar (3.28). Da teoria das folhea¢oes podemos supor(ver [7])
que se int(B,) Nint(Bg) # 0, existe uma carta regular folheada W tal que B, U Bg C W.
Pela unicidade das pls elas coincidem int(B,) N int(Bg), assim sdo invariantes pelos
difeomorfismos locais 7, : £, — X3 que geram o pseudogrupo de holonomia I',. Por

tanto, podemos definir a medida em ¥ = | |, ¥, de maneira natural como

p= 1] #a
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Se {\o} €é uma partigdo da unidade subordinada a U, para cada w € D,, temos que
Aaw € Dy(int(By)) e w =Y, Aaw. Logo

(Cow) = (C)) Aaw)
= ) (C A\w)

— Zz:/z(cy,/\aw)dua(y)
= /E ( /7r ) Nodn)
(G

o que conclui a prova. O]



Capitulo

4

Exemplos Dinamicos

Neste capitulo estudaremos dois exemplos basicos, mas importantes da dinamica hi-

perbolica.

4.1 Thom-Arnold map

Consideremos A € SL(n,Z) i.e, uma matriz com entradas inteiras e determinante +1,
n

resulta que a matriz induz um difeomorfismo no toro T" = -

Definigao 4.1: Seja A € SL(n,Z) hiperbodlica. O difeomorfismo induzido f : T" — T"
definida por

fomr=moA

onde 7 : R” — T™ é a projecao candnica é chamado difeomorfismo de Anosov linear.
Vamos a estudar sua riqueza dinamica.

Teorema 4.2: Seja f: T" — T™ um difeomorfismo de Anosov linear, entao

1. Per(f)="T"
2. f € transitivo e topologicamente mixing.
3. f € expansivo.

4. Para qualquer z € T, as variedades W*(z) e W"(z) sao densas em T™.

~ . 2 1
Demonstragao: A prova sera feita para A = (1 1) neste caso f é chamado Thom-

Arnold map

65
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)

Seja g € Z e consideremos o conjunto C, = {(%, %);m,n € Z}, entao A(C,) = C,
e como fom =moA temos f(r(C,)) = n(C,). Além disso 7(C,) é um conjunto
finito e como f ¢é injetiva temos que cada ponto de 7(C,) é um ponto periddico. Por
outro lado |J,5 Cy ¢ denso em R?, assim |J, ., 7(C,) ¢ denso em T?, pois tomemos

U aberto em T? entao 71 (U) é aberto em R?, logo
)N JC, #0
qEZ

entao

UﬂUW(C’q)#@

qEL

e como |J,e, m(Cy) C Per(f) C T? segue-se a afirmagao.

3-v56 3445

Os autovalores de A sao \ = 5 eH 5 assim
1 > 5—1
= {o - e Ry e = (0. (e e By
Afirmagao 1: 7(E*) e w(E") sdo densos em T?. De fato, como T? = 7% seja

p € T?, p = (p1,p2) e considere o circulo

}

Sp={(p1,y):y e

14++5
9

R
Z

por outro lado como E* = {(z, —( )z;x € R} entao

1++5
2

7(E®) = {(x,—( )r mod Z*, x € R}

1
seja k = —5(1 +/5), logo (p1,kp1) € S, N 7(E*). Consideremos a aplicagio
Thg : T? — T? dada por

Tax(z,y) = (z+ 1,y + k) mod Z*
como
Oy (p1, kpr) = {T{, 4y (1, kpr); 7 > 0}
note que Ty g (p1, kp1) = (p1 + 1, kp1 + k) mod Z2 = (p1 + 1, k(p1))
Ty (pr,kp) = (p1+1,kpy + k) mod Z2

= (p1+1,k(p1 + 1)) mod Z?* € 7(E®)
= (p1,k(p1 +1)) mod Z? € S,
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Assim em geral temos que Th x) (p1,kp1) € m(E®) N S,, para n > 0 e segue-se

(’)+(p1, kpl) C W(ES) N Sp (41)

Por outro lado, consideremos h : S, — S dado por h(py,y) = y. Assim h é uma
homeomorfismo e

Ryoh=hoTuy

onde Ry é a rotacao de angulo k. Como k € I, entao toda orbita de R, é densa e
como 1{1 1) é topologicamente conjugado com Ry, segue-se que O (p1, kp1) é densa
em S,. Por outro lado seja U um aberto arbitrario em T?, seja p € U, entdo pelo
anterior temos que O4 (p1, kp1) N (S, NU) # 0 e de (4.1) temos w(E*)NU # 0, o
que prova que 7(E®) é denso em T?. De forma aniloga se mostra a densidade de
w(EY).

Afirmacao 2: Sejam U e V abertos de R? tal que UNE* # () e V N E* # () entao
existe ng € Z" tal que UNA™(V) # () para todo n > ngy. De fato, como R* = E*@EY
e seja uma norma adaptada em R% Como V N E* # () tomemos (x4,0) € V N E*
desde que V' é aberto existe € > 0 tal que

Q= (ro—€,x0+¢€) X (—€,¢)CV
como A é hiperbélico e dimE*® = dimE" = 1, entao
AM(Q) = (A"xg — €y, Ao + €,) X (—0p, 0p)

onde existe A > 1 tal que 6, > A"e e |e,] < A7, e lim A"xy = 0. Por outro lado,
n—oo

como U N E" # () existe (0,y0) € UN E* e > 0 tal que

Ql = (_575> X (yo—@%‘i‘ﬁ)

escolha n; tal que se n > nq, entao
(Ao — €, A"xo + €,) C (=53, ) (4.2)
e ny tal que n > ng, logo

(yo —B,%0 + 5) - (_5717 On) (4'3>

tomando nyg = max{ny, ny}, entao se n > ng vale (4.2) e (4.3) isto é A"(Q)NQ; # 0,

de onde segue-se a afirmagao.
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Agora utilizando as duas afirmacgOes anteriores provaremos que f é topologicamente
mixing. Sejam U,V abertos qualquer em T?. Logo pela afirmacao 1 temos m(E*) N
U#0en(EYYNV # (. Sejam U e V componentes conexas de 7~ 1(U) e 7= (V)
respectivamente(sem perdida de generalidade podemos supor que 7~ 1(U) = Ue
71 (V) = V) tais que ESNU # (e E*NV # (), pela afirmacao 2, existe ng > 0 tal

que
AMU) NV # 0, para todo n > ng

e como m(A*(U)NV) C fA(U)NV, entdo fA(U)NV # 0.

E Suficiente provar que T? é um conjunto hiperbolico, pois se T? é hiperbolico

segue-se do corolario 1.21 que é expansivo. Sabemos que
Dr, : T,R* = Tj, T?

¢ um isomorfismo linear. Como T,R? = R* = E° @ E*, definamos E},; := Dry,)(E°)
e Efy = Dm,(E"). Entao
T T* = Efy @ Efy

Seja v € E[Sx] N EE;] = Ju; € ¥ e Juy € B tal que
v = Drpg(ur) = Dz (us)

como D,y € um isomorfismo, segue que u; = uy. Como E* N E* = {0} segue que
u; =uy =0ewv=][0],logo B NE"

[=] [z

Jlu = Dr'(v) € R% Desse modo

| = {0}. Reciprocamente, seja v € T,y T2, entéo

U= U+ Uy com u; € F° e ug € B

Logo, v = Dmy(u) = Dmy(w1) + Dmy(uz). Onde Drmy(ui) € Efyy e Dra(uz) € Epy).
As outras condigoes de conjunto hiperbolico segue imediatamente do fato que D,

é isomorfismo linear e que A é uma matriz hiperbolica.

Para provar que W*(r(x)) = T? ¢ suficiente observar que W*(n(x)) = m(z + E°) e
como m(E*) é denso em T?, entao 7(z + E*) ¢ denso em T? para todo z € R%.
Afirmacao: W¥(n(z)) = w(x + E®) e W¥(w(x)) = 7(x + E"). De fato, se y €
r+ BE° =y —x € E° entao

Jim 4y = )| =0 = lim [[4"(y) = A"(@)]| = 0
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assim

lim d(f"(m(x)), ["((y))) =0

n—oo

logo w(x + E®) C W*(m(z)). A volta se prova semelhantemente.

4.2 Ferradura de Smale

4.2.1 DinAmica simbdlica

Consideremos A = {1,2,--- ,m} um conjunto finito e ¥ = A% o conjunto de todas as

sequencias bilaterais com entradas elementos de A, isto é
Y= {9 = ( ,9,2,9,1,00,91,92,"') : 91 S A,parai S Z}

Agora definamos shift de Bernoulli ou também chamada deslocamento & esquerda 3 — X3,

dado por
0'(9> =0 e 6; = 9i+1
Consideremos em A a topologia discreta o qual é gerado pela métrica

0 sea=b
dA(a’b):{l sea#b

e dotando a ¥ com a topologia produto, temos que ¥ é compacto. Definimos

, da(0;,0.
d<9’9>:ZA(2—i)

i€z
obtemos uma métrica em ¥ compativel com a topologia produto. Assim temos que o é

um homeomorfismo, pois

da(0(8)i,(6"):)

d(o(6),0(6") = )

= o y |
_ AWir1, Vi 1 /
= E — on < §dA<079>

i€Z
Teorema 4.3: Seja o : X — X o shift de Bernoulli, entao:

1. Per(c) =%

2. o € topologicamente mizing.

3. 0 € expansivo.
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4. Wo(a) e W"(«v) sao densos em ¥ para todo o € X

Demonstracao.

1) Seja U um aberto em ¥, tomemos 6 € U entdo existe e > 0 e p € N tal que B.(f) C U
e Z o < €. Agora definamos

1EL,i>P

GI:( 7\07])7”' 76*17907617”' 76p7\9*p7'” 70717007917'” 7@37)

-~ -~

entdo 0’ € Per(o) e tem periodo 2p + 1. Assim

AN dA(elueg) 1
d(@,@)— Z T<Zﬁ<€

i€Z,|i|>p 1€Z,i>p

e segue-se que 0" € B.(r) o que prova que U N Per(c) # (.

2) Sejam «, o’ € 3 e os abertos basicos

BN1 = {9 €EX: (91 = CYZ,V‘Z’ S Nl}

BN2 = {8 € X: 91 = Oé;,V‘Z| < NQ}
tomemos m > Ny + 2N, + 1 fixo, entao para todo k& > m definimos 6 € ¥ tal que
91' = O, VM < Nl e 9i+k = CY;-, V‘Z’ < N2

e temos que 0 € By, e 07%(0) € By, 0 que significa

BNl N Uk(BN2) 7é @

3) Sejad <1eb,# e tal que
d(o™(0),0™(0") < ,Vn € Z
Suponha que 0 # ', entao existe m > 0 tal que 0,, # 6/, logo
1< d(o™"(0),07™(6"))

o que ¢é uma contradicao.
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4) E suficiente observar que

Wéa)={0e€¥X:0; =a;,Vi >k, para algum k € Z}

W a)={0e€X:0,=0q;Vi <k, para algum k € Z}

pois, seja By = {0 € ¥ : 6, = oy, para |i| < N} o aberto basico para algum N € N, entao
W8<C¥) N BN 7é @
]

4.2.2 Ferradura de Smale

Consideremos um difeomorfismo f : R? — R? que age no quadrado unitario () como
passamos a descrever. Primeiro contrai linearmente o quadrado na diregao horizontal por
um fator ¢ < % e expande-o na dire¢ao vertical por um fator >2 obtemos um retangulo
que é dobrado na forma de [ ("ferradura") e colocado sobre o quadrado original () como

mostra a figura 4.1.

Figura 4.1: ferradura de Smale

Agora consideremos o seguente conjunto A = (), ., f"(Q). Nos estamos interessados

em estudar a dindmica de f neste conjunto.
Proposigao 4.4: A é um conjunto hiperbdlico.

Demonstragao. Segue imediato que A é compacto e invariante por f. Por outro lado

segue-se o seguinte grafico da forma como f age em Q).
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Figura 4.2:

Assim, temos o seguente:

CANE,=0.

. flr () = Az + ¢, (é uma transformagao linear e uma translagao).

. flr(x) = —Az + ¢, (¢ uma transformagao linear,uma rota¢ao e uma translagao).

Entao, para qualquer x € F; U F3, escolha
E*(x) = ((1,0)) e E"(x) = ((0,1))
de onde segue que R? = E*(z) ® E“(x). Como D(f|r). = A e D(f|r,)s = —A, entao

D(fr)e(E*(x)) = E*(f(2)) e D(f]r)2(E"(2)) = E*(f(x))

. 1 - 1
Se v € B(x) entéo [ D(fIr)svll = gllvl e se v € E'(z) entdo [ D(fr);"ell = 5l

1

O mesmo temos para D(f|g). € D(f|r),'. Como A C Fy U F3, segue-se que A é um

conjunto hiperboélico. O]

O teorema seguinte mostra que este conjunto é um conjunto totalmente desconexo.
Teorema 4.5: A = K; X K, onde K; e Ky sao conjuntos de cantor em [0, 1].

Demonstragao. Pela forma como foi construido a fun¢ao, temos que

1

- QN f(Q) =duas faixas verticais cada uma de largura =

- f7HQ) N Q =duas faixas horizontais cada uma de altura 3.
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Figura 4.3: f~1(Q)NQ N f(Q)

Como Q N f(Q) N f2(Q) = f(f(Q) NVo) U f(f(Q) NV1), entéo:

- QN f(Q)N fAQ) = 4 faixas verticais cada uma com largura 5% E também temos

- Q)N f7HQ) N Q = 4 faixas horizontais cada uma de altura 5.

Figura 4.4: N2__,f74(Q)

Assim procedendo de forma indutiva se mostra que:

. 1
- Nz, [1(Q) = 2" faixas verticais com largura o cada faixa vertical contém exatamente

2 faixas do proximo. Entao temos que
Nz /1(Q) = K1 x [0,1], onde K; é um conjunto de Cantor em [0,1].

De forma analoga segue-se

4 1
N__ f{(Q) = 2" faixas horizontais com altura —, e cada faixa horizontal contém exa-
3n

tamente 2 faixas do proximo. Entao temos que
N f(Q) = [0,1] x K>, onde K, é um conjunto de Cantor em [0,1].

=00

De onde se conclui o teorema.

Definamos a seguente aplicacao h : A — ¥, dada por

[0 se fi(z) € Hy
hw) = {1 se fi(z) € Hy

onde ¥y = {0,1}* e Hy, H sdo como na figura 4.1.
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Proposicao 4.6: h é uma conjugagao topoldgica entre f |5 e o shift o : X9 — Xs.

Demonstragao. Afirmagao 1: ho f |[y= o o h. De fato, consideremos um ponto g € A, e
ponhamos o = h(q) e 6 = h(f(q)). Deste modo, f7*(q) € Hy,,, e f77(q) = f7(f(q)) €
Hy,. Assim o = 0; e, por tanto, o(a) = 0, isto ¢, o(h(q)) = h(f(q)).

Afirmacgao 2: h ¢é continua. De fato, seja g € A, o = h(q). Seja N fixo e consideremos
B={0:0; =qa;para|j| < N}

uma vizinhanca de a. A continuidade f garante que existe § > 0 tal que para p € A com
Ilp—qll <9, f/(p) € Hy, para j € {—N,--- ,N}. Assim, se § = h(p) e |[p—q|| < 0 tem-se
0 € B, o que prova a continuidade de h.

Afirmacao 3: h é sobrejetiva. De fato, Seja a € ¥y, vamos construir um elemento ¢ € A
tal que h(q) = a. Vamos mostrar por indugao que ﬂ;‘zl f7(H,_,) é uma faixa vertical de

1
largura B para todo a € 3.
1
Paran =1, f(H,_,) = V,_, ¢ uma faixa vertical de largura = Vamos supor que é valido

para n — 1, como
m fj<Hafj) = f(m fj(Ha,J) N f(Ha—l)

1 )
5n_1 € f(Ha—l> e

uma faixa vertical de largura = o que prova nossa afirmacao. Assim, quando n — 400,

Pela hipotese indutiva (\;_, f/(Ha_;) é uma faixa vertical de largura

concluimos que (72, f/(H,_;) é um segmento de reta vertical.

De forma analoga mostra-se que ﬂngoo f7(H,_,) é um segmento de reta horizontal. As-

sim, o conjunto

00

N F(Ha )

j=—o0

é formado apenas por um ponto q.
Afirmacgao 4: h ¢ injetiva. De fato, suponhamos que h(p) = h(q) = a. Para qualquer
j, temos que f~7(p), f7(q) € Ha_,, pelo que p,q € fI(H, ;). Como j & qualquer,
resulta que p,q € (2, f/(Ha_,).e, portanto, p e ¢ estdo no mesmo segmento de reta
vertical; da mesma forma, p, g estao na mesma reta horizontal. Assim, e porque o conjunto
ﬂ;’ifoo f7(H,_,) € um conjunto singular, concluimos que p = q.
Afirmacao 5: h~! é continua. De fato, isto segue imediatamente da afirmacao 1 e do

fato que A e Y5 sao compactos e Hausdorff. O

f |a é chamado ferradura de Smale.
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Teorema 4.7: Seja f [x: A = A a ferradura de Smale. Entao
i) Per(f|x) =A.
ii) f |a € topologicamente mizxing.
ii1) f |n € expansivo.
i) We(x)N A e W*(z) N A sdo densos em A, para todo x € A.

Demonstragao. A prova segue-se imediatamente da Proposi¢ao 1.27 e Proposigao 4.6.

]
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Capitulo

5

Correntes e Difeomorfismos

R. Bowen [4], [5] mostra que se f : M — M ¢é um difeomorfismo topologicamente
mixing, entao existe uma medida de Bowen p em M; isto é, a tinica medida que maxima
a entropia métrica de f. Neste capitulo nos apresentamos a prova deste resultado, para o
qual relacionamos o difeomorfismo hiperbolico com o shifts de tipo finito usando parti¢oes
de Markov. Mas o resultado principal deste capitulo é a apresentacao o trabalho de Ruelle-
Sullivan [19], eles mostram que a medida de Bowen pode ser expressado como o produto de
duas medidas transversas invariantes para as folheagoes estaveis e instéveis(ver Teorema
5.8). Por ultimo, mostramos que os difeomorfismos de Anosov topologicamente mixing,
que preservam a orientagao das folhas estaveis e folhas instéveis induzem elementos da

cohomologia de DeRham(ver Teorema 5.9).

5.1 Medida de maxima entropia

Seja f : M — M um difeomorfismo C” e A um conjunto hiperbélico com estrutura de

produto local. Suponhamos que A possui uma particao de Markov R = {Ry, -+, R, }.

Definigao 5.1: A matriz de transicao A da particao de Markov R é uma matriz m x m

definido como
g - 1 seintRin fH(intR;) # 0
Y10 seintR; N fH(intR;) =0

Assim podemos considerar ¥4 = {0 € ¥ : Apy, , = 1paratodoi € Z} o conjunto

141

compacto e invariante pelo shift o. Assim temos a seguinte proposicao .

Proposigao 5.2: Seja R = {Ry, -, Ry} uma particio de Markov de A. Entao para

todo 0 € X4 o conjunto

7
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ﬂ fﬁj(Raj)

N/

contém um unico ponto de A e a aplicacao w: X4 — A definida como

m(0) = m f7(R;)

JEZ
satisfaz:
i) ™ € uma semi-conjugacio de o e f |a; i.e.,

a) m € continua e sobrejetiva.

b) for=moo.
it) m ¢ injetiva em 7 (A\ U,z f7OR).
iii) Para toda medida pu € My(X4) ergddica e positiva sobre abertos, temos

ux (| F70R)) = 0.

JEZ
i) Se f|a € topologicamente mixing, entdo o € topologicamente mizing.
Antes de fazer a prova da Proposi¢ao, mostraremos o seguinte Lema.

Lema 5.3: Dado N € N, entao o conjunto
N
Kn(0) = n J7 Ry,
j=—N

¢ um retdngulo fechado, para todo 6 € X 4.

Demonstrag¢ao. Suponhamos no primeiro lugar que Ky(0) # (), entdo mostraremos que
Ky (0) é um retangulo. Seja z,y € Ky(0), entao f7(x), f7(y) € Ry, para |j| < N, assim
w = [z,y] € Ry,, w € W*(x, Ry,) ¢ w € W"(y, Ryp,), segue-se da Proposicao 1.37 que

flw) € W*(f(x), R,) e f~(w) € W*(f~(y), Ro_,)
pois € Rypy N f~1(Ry,) e [ (y) € Ry, N f~1(Ry,). Assim, de forma geral temos que

f(w) € W2(f(x), Ry,) e [~ (w) € W*(f7(y), Ro_,), para 0 < j < N.
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Observe-se que para aplicar a Proposicao 1.37 faz uso que 6 € ¥ 4. De onde segue que
f7(w) € Ry, para |j| < N. Por tanto w € Ky(f). Agora mostraremos que Ky (#) # 0,

como
Kn(@) = YRy, N fN71R97N+1 NN fNHRy N fVRy,

entao é suficiente demostrar que para todo o € ¥4 e todon >0
Rog N[ 'Ray N N "Ry, #0

isto provaremos por inducao.
Para n = 0 = R,, # (. Suponhamos que Ry, N f'Ry, N---N f"" R, # 0. Agora

mostraremos que vale para n. Sejay € Ry, N f 'Ry, N---N f" MR, . Como
a € Y4=intRy, N flintR,, #0=3f(x) € Roy N f'Ra,

Seja z = [y, z], entdo 2z € R,, e 2 € W¥(y, Ra,). Desde que y € R,, N f~'R,, segue da
Proposicao 1.37 que

W3y, Ra,) CW3(f(y), Bay) = f(2) € W(f(y), Ray)
De forma anéloga se prova que
f2(2) € Ws(f2(y)7 Ra3)7 T fn_1<z) € Ws(fn_l(y)a Ran)

assim,

2€ Ry, Nf 'Ry, N---Nf "R,

Por outro lado, desde que f~(z) € Ry, N f~' Ry, , segue da Proposicao 1.37 que
W f 1 Ray) D W, Ry,)
entao f~1(z) € W*(f~!, R,,) pois z € W"(x, R,,). Pelo tanto
f7H(2) €ERayN [T Ry N+~ N [T"Ry,
O

Demostragao da Proposi¢ao 5.2. Paracada N € N seja o conjunto Ky (0) = ﬂ;vsz 7Ry,
no lema anterior vimos que Ky (6) é fechado nao vazio em A. Como A é compacto, entao

Ky(6) é compacto. Por constru¢ao temos

Kn(0) D Knya(0)
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entao
[ee] o)
() f7Ro, = () En(0) #0
j=—00 N=1
o qual prova que existe © € ()., f 7 Ry, e & timico, poisse x,y (), f/ Ry, entdo f(x), f(y) €
Ry, Vj € Z. Mas Ry, tem diametro menor que a constante de expansividade de f, resul-

tando x = y. Agora provaremos os seguintes itens.

i) Provamos que 7 é uma semi-conjugagao de o e f |,.

w(o(0)) = ()7 Roypr = F([) 77 Royii) = f(w(0))

JEZ JET.

entao
moo(f)= fom(f) VO € Xy
pelo tanto é comutativo o seguinte diagrama

Y4 —2=34

Afirmagao: 7 ¢é continua. De fato, se " — 0 € ¥4, chamando 7(0") = x, € A
e como A é compacto (x,), admite uma subsequencia convergente, sem perda de

generalidade vamos supor que x,, — = € A e além disso

Ty = m f_jjor_L
JET
Como 6" — 6, dado p > 0 existe N > 0 tal que 07 = 0; Vn > N, V|j| < p. Logo
para todo n > N o ponto z, = ?:_p f7Ry,. Como ﬂ?z_p [ Ry, & fechado e
z, — x. Entao

v e(—_, 7Ry, Vp>0=z€)

jeZ f_jjo = ()

Afirmacao: 7 é sobrejetiva, pois, se x € A\ U].GZ f~7OR a orbita por x nao corta ao
bordo OR. Entao para cada j, seja 6;(z) o tnico subindice tal que f/(z) € intRy, ).
Assim

logo,
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ii)

iii)

iv)

A9j6j+1 =1= @(CL’) EXpa=>1xE mjeZ fﬁjRGj(a;)
Assim temos provado que A\ ;¢ f “JOR C m(X4). Por outro lado da Proposicao
1.36 temos que A\ J

compacto, segue que

ez f77OR é denso, e desde que w(34) é fechado pois ¥4 é

7(La) =7(Za) DA\ fIOR = A,
jez
Sejam 0,0 € 771 (A\ U,z f7OR) tal que
v = 7(0) = 7(0') € M\ U, S 90R
entao f(z) € intRy, N inth; Vj € Z, assim §; = 9;- vy € Z.
Como
T Ujezr f7OR) = Ujepm ' o fIOR = Ujep 07 o 'R

e desde que p ¢ invariante por o, entdao ¢ suficiente mostrar que p(r 'oR) = 0.
Como
OR =0*RUI'R =7 Y(OR) =7 (O*R)Un (0"R)

Afirmagao: (71 (9*R)) =0 e u(r 1 (0“R)) = 0. De fato, observe que
p(r(°R)) = p(or ™ (0°R)) = u(r~' fO'R)

por outro lado

onm M fOR = f(fOPR) C T fOPR

pois, da Proposi¢ao 1.38 temos que f(0°R) C 0°R, logo como p é ergodica, tem-se
u(r 1 fO*R) =0 ou 1.

Se p(rm 1 fO*R) = 1, e como fO*R é fechado = L \m ! (fI*R) é aberto, logo por
hipotese temos u(Xa\7 1 (f9*R)) > 0 o qual é um absurdo.

Sejam U,V C Y4 abertos nao vazios, entao tomando o € U e f € V existe N € N
tal que

Uy={0eXy:0;=q;paralj| < N} CUe
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Vi={0e€X4:0; =p;paralj| <N} CV
do Lema 5.3, temos que Ky (6) é um retangulo fechado, entao
intf_"jo = f_”inthj

assim
N

0 # int(Ky(a)) = [ f7intRa, = Uy

-N
N
0 # int(Ky(8)) =[] fintRs, = Va
-N
Afirmagao: 7 1(Uy) C Uy e 7 1(V3) C Vi. De fato,
0en(Ux) =>z=m0) eUy= f(x) € Ry, e f/(x) € intR,,

logo, 0; = «; para |j| < N. De forma anéloga se mostra 7—'(V3) C V4.

Por outro lado, como f é topologicamente mixing existe mg tal que
f™(Uy) N Vy # () para m > mq
usando a afirmacao e a tltima linha segue que
o™(U)NV D omr Y (Uy) Na= (Vo) = o=t fm(Uy) Nt (Vo) = o L (f™(Us) N Vo) # 0
para m > my.

]

Teorema 5.4 (R. Bowen): Seja f: M — M um difeomorfismo e A C M um conjunto

hiperbolico com estrutura de produto local. Se f|n que € topologicamente mixing, entdo

existem A > 0 e uma unica medida de probabilidade p em A invariante por f tais que

hiop(f1a) = y(fla) = log A

Demonstragao. Desde f |5 é transitivo segue-se do Teorema 1.34 que A possui uma par-

ticao de Markov R = {Ry, -+, R,,} e da Proposigao anterior temos que

Y4—"=3%4

L

A——=A
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o diagrama comuta. Por outro lado como f |5 é topologicamente mixing segue da Pro-
posicao anterior e da Proposicao 1.53 que A é Aperidédica. Logo, pelo Teorema Perron-
Frobenius existe A > 0 autovalor dominante de A, assim pelo Teorema de Parry, existe v

uma unica medida de Markov que é ergodica e positiva em abertos de Y14 tal que

hy(0) =log A = hiop(0) (5.1)

assim de (ii) e (iii) da Proposi¢do anterior temos que 7 ¢ bijectiva em um conjunto de
medida total. Se consideramos p = 7, entao p é uma medida de probabilidade em A
invariante por f|5, por tanto (o,v) e (f |5, p) s@o ergodicamente equivalentes e segue-se

da Proposigao 1.43 que
hu(o) = hy(f [a) (5.2)

Por outro lado, desde que o e f|s sdo semi-conjugados segue da Proposi¢ao 1.47 que

hiop(@) = huop(f1a) (5-3)

Assim, de (5.1), (5.2), (5.3) e o Principio Variacional conclui-se a Prova do Teorema. [

Exemplo 5.5: Do capitulo 4, temos que o Thom-Arnold map satisfaz com as hipotese
do teorema anterior. Vamos construir uma particao de Markov para Thom-Arnold map.

Se observa na figura 5.1 que temos uma particio de T? em dois conjuntos Ry, R,.

Wt,1)
R2
w(1,1)
/ 1
WY(0,0)

WS(0,00 WS(0,1) WS(1,00 WS(q,q)

Figura 5.1: Particao de Thom-Arnold map em dois retangulos

A intersecao de estos retangulos com seus imagens sobre f fornecem 5 retangulos(ver

figura 5.2). Se observa que {R;, Ry}, nao pode ser considerado uma partigao de Markov
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para T2, pois f(R;) cruza mais de uma vez R;. Logo o conjunto {P;, P, P35, Py, Ps} forma

uma particao de Markov.

fi( Pg

Pq
f(R)

Py

P3

Py

Figura 5.2: Imagem de R; e Rs

e temos que sua matriz de transicao é

I

I
OO~ =
—_ -0 O O
OO R =
OO R =
__0 O O

3+5
9

- Sejau=(1,A—=2,1,1,\ —2)

ev=(1,1,1,A— 2, A — 2) o autovetor a esquerda e a direita respetivamente associado \.

se observa que esta matriz é aperiodica. O autovalor dominante de A é \ = , logo

V5

a entropia topologica de Thom-Arnold map é log
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Da observacao 1.56 temos que a matriz estocéstica é

1 0 1 A-20
Lo 1t a=20
P=1|1 0 1 A-20
0 55 0 0 1

0 45 0 0 1

Exemplo 5.6: A ferradura de Smale, também satisfaz com as hipotese do teorema
anterior. Uma parti¢cao de Markov da Ferradura de Smale é dada por R = { Ry, Rs, R3, Ry}

como mostra a figura 5.3

Figura 5.3: Particao de Markov da Ferradura de Smale

a matriz de transicao é

A:

O O = =
— O O
O O = =
— O O

Se observa que esta matriz é aperidédica. O autovalor dominante de A é A = 2, logo a
entropia topologica da ferradura de Smale é log2. Seja u = (1,1,1,1) e v = (1,1,1,1) o

autovetor a esquerda e a direita respetivamente associado A\. Da observacao 1.56 temos

que a matriz estocastica é

1010
1{1 010
P_§0101
0101

e o vetor de probabilidade ¢ p = (5, %, %, 3)-

5.2 Medidas transversas e Sistemas dinamicos

Sejam x,x" € A tal que d(z,2") < § entdao podemos definir o homeomorfismo canénicos

entre as partes de W2 (z') e W (x) denotado por P; , definido pela projegao ao longo das
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variedades instéveis locais, isto é,
Py Ws(zx') — Wi(x)
y = [yl
De forma andloga definimos o homeomorfismo P}, entre as partes de W!(z') e W(z)
definido pela projecao ao longo das variedades estaveis locais, esto é,
P W) — W¥(z)
y = [y
Observagao 5.7: Da observagao 1.56 temos que a medida de Parry, da demostragao do

teorema anterior é dado por

I/([k}, Qpy e 7al]) = A_(l_k)uakAakakJrl T Aalflalval

onde [k, ap, -, = {0 € X : 0, =y, -+ ,0, = ay}. Seja X (resp. ¥) definidos com
Y4 como Z trocando por ZT(resp. Z~). Definimos o : 3 — X e o™ : ¥, — ¥ de
forma obvia. Assim, temos que existem medidas v em X e v~ em X~ tal que para cada
k > 0 tem-se

{0 eXt 0=, 0k = ar}) = AN Augas - Ay onVay,

. 1/‘({9 = H_k = Q_f, ,90 = OZO}) = )\_kuo_kA .. Aa—1a0

gy

Teorema 5.8 (D. Ruelle, D. Sullivan): Seja f : M — M wum difeomorfismo e A C M
um conjunto hiperbolico com estrutura de produto local. Se f|n € topologicamente mizing,
entdo para cada x € A existe uma medida p em W2 (x) e uma medida p em W*(z) tal

que:
i) supp(pz) C We(z) N A, supp(py) C W (x) NA.
ii) Se d(z,x') < 4, entao
(B )+ (b [wi@nnn) = 113 [Ps, (wis@ynm)

analogamente

(P o) (b Iwg@nna) = mg [pewe@nnn)
i)

(fo s = A 51 w) we(r1@)=0

(ferty = XN 1) lwa(r@p=0
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w) Seja [.,.] : (WH(x) NA) x (WE(x)NA) = A definida por {[y, z]} = Wi(y) N W¥(2)

entao
[ L (i X 1) [ @y xwz @pna= P [ @) x we (@))na

onde p € a medida de Bowen em A.

Demonstracao. Seja y € A, como 7 é sobrejetiva existe a € 34 tal que

Y= 7T(O‘) = ﬂ f_jROCj
j€z
definamos m 5 {0 € " : 6 = ap} — W (y) N R, por

Tr;,RaO (0) = 7T( T, 02,01, 0, 917 927 o )
Afirmagao I: {W;Rao (0)} = W (y) N (Njez+ [ Ro;). De fato, por definicao temos

{7 (O} CW2) A () £ Ro))

jezt
Reciprocamente, seja z € W (y) N (ﬂjez+ f77Ry,). Como
y=m(a) =y € Ry N f(Ra,) = f(y) € Ra_, N f ' (Ra,)
e pela Proposicao 1.37 temos
W), Rasy) D Wy, Ray) = 2 € fWH(f7(y), Ra_y) € f71(2) € Ra_,
de forma analoga se prova que

fﬁl(z) S fWu(f72(y)7Rao) S fﬁz(z) € R,

pois f2(y) € Ra_, N f7'(Rs_,). E em geral f77(2) € R, , para j > 0. Assim

+ . . ~
Ty Ry () = z o que conclui a afirmagao.

Agora definamos a seguinte medida em W*(y) N Ry,

MZ’RO‘O = (W;:Rao)*y+|{962jg:90:oco}

a medida piy p ¢ definida semelhantemente em W (y) N Ra, -
Afirmacdo II: Dado 8 € {# € ¥ : 6y = o} tem-se

fo W;F,Rao (0) = 7T;F*(JL291),R@1 oot (0)
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para qualquer y*(Ry,) € Rg, N f(W*(y) N R,,). De fato,

foﬂ—;_,Rao(e) = fO’/T(--- ,04_2,04_1,040,91,02,'--)

(5.4)

= T‘-OO-(”.705727057170507017027"')

Por outro lado, seja y* = y*(Ry,) € Ro, N fF(WX(y) N R,,) arbitrario, entdo existe z €
W (y) N Ray = W*(y, Ra,), desde que y = m(a) = (e f 7 Ra; e fazendo as mesmas

contas da prova da afirmacao I, temos que

2€(Vf7Ray =y = f(2) €[ f 7Ry,

3<0 i<0

Assim y* = 7(f) com By = 61, B; = aj11 para j < —1. Logo por defini¢ao tem-se

7T;:<7Ra1 © U+ (9) - T(l—/tyROq (91’ 927 e )
= @(-, Bz, B2, B-1, B0, 02,05, ) (5.5)
— 71'(... ’a_2,a_1,a0’01’027...)

de (5.4) e (5.5) segue a afirmagao.

Afirmagao III: (‘7+>*V+|{9ezg;90:a0,91:a1} = AflVﬂ{eer;eO:al}-

De fato, é suficiente mostrar para cilindros
C={0eX;:0,="701,--,00=05}

AflVﬂ{eer:oO:al}(C) = XWWr{0 e =ai,00 =P, 0= 5})

e (5.6)
ATIA lAa151A6152 o 'Aﬂzqﬁzvﬁz

Por outro lado, como (67) ™ (C) ={0 € X} : 0o = By, -+ , 0,1 = B}, entdo

(U+>*V+|{9€E£:90:a0,91:a1}(0) = V+|{9€Ei§:90:a0,91:a1}((0+)71(C))
V+({9 € EX 10y =a1,0 = ag,0p =B, 0 = 51})
= )‘_(Hl)AaomAal/DH AﬁlBQ e .Aﬂlflﬂlvﬁl

(5.7)
Como Auya, = 1 pois a € ¥ 4. Logo a afirmagcao segue de (5.6) e (5.7).

Afirmagao IV: fouy g, = A1 Z AcoBi Iy (Rs,).Rs, - De fato,
B

Fbn, (B) = Wyn, (17 (B)
( ;Ra )*V ‘{062"’ :00= ao}(f 1B)
= Vv |{aez+90 ao}(( yRaO) (B))
= ZV |vesitomaoin=snt (] © Tyry,) " (B)
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e das Afirmagoes (IT) e (IIT), temos

u — + + +\—1
f*M%RaO (B) - Z v |{962X:90:a0,91:51}(ﬂ—y*(RBl)vRﬁl cag ) (B)

B1
1 -1
- Zf+|{9622:00=a0,91=51}(U+) JO(W;Z(RBQ’Rﬁl) (B>
B1 e
-1
- Z V+|{9621§!90:ﬁ1}(W;_*(Rm)vRﬂl ) (B)
Bl,Ragnf71R51 h e ’
= Z Aaoﬂl)\_lus*(Rﬁ)vRﬁl <B)
B1

o que prova a afirmagdo. Para cada xz € A, definamos p em W¥(z) como segue: para

cada R C A retangulo da partigdo de markov R de A tal que W*(x) N R # () temos que

Uu U
Mz |Wa(z)nR = Ky R

para qualquer y € W¥(xz) N R. Para que p esteja bem definida precisamos mostrar que
a) Sey e WHz) N R, y # Y = iy r = iy r
b) Se W (z) NRNR #0 = plp =y em W2 (z) NRNE comy € RNR

da Proposigao 1.29 temos W*(y) N R = W*(y') N R = W*(z) N R, se y = w(a) e fazendo
as mesmas contas da prova da afirmagao (I) temos que f~7y € R,_; para j > 0 de onde
segue que WJ’R = 7, 0 qual prova (a). A parte (b) segue-se de i (W (y)NORNIR') =
ty g (W (y) NOR N OR') = 0, mas isto segue de (5.8). Agora mostraremos que estas

medidas assim definidas satisfazem as condi¢oes do teorema:

ii) Para mostrar que
(P (thr lwpnna) = b |pe  wp@)nn)

I/

pela forma como foi definido a medida s6 es preciso mostrar
(P )bty g = iy p em (W(y) N R) O Py (WE(Y') 0 RY)

sejay =m(a) ey =7(a); R= Ry e R = Ry

caso 1: Se R=R'

wt
(et 0p=0ap} "“=WHY)NR
“;R lpu ,

Wiy)N R
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Afirmagao: Py, o7, =, . De fato,
P;y/ © W;r/,R(e) - P;,y’(zT< T 0/727 0/717 0467 007 027 o 2)
z
= We(z)nWely)
Por outro lado, se 2/ = m/,(0) = 2z € W2(z) N W¥(y), pois, por defi-
nicio 2 € W(y). Como 2 = Top(0) = w(-- o g, a1, 00,00,02,---) ¢
Z = 7T(' o 7aL27 aLh Oéé], 6)07 827 e )7 entao f]<Z)7 f](zl) € R@j para j S 07 €
desde que o diametro de Ry, ¢ menor que € segue que z' € W2(z), logo 2’ = w
o qual prova a afirmacao.
E segue imediatamente da afirmacgao o caso 1.
caso 2: Se R# R

7T+/ ’
{(ext 6y =a)} "ZsWHy)NR
|
’7T+R
{96 EX:GOZO[()} ;Weu(y)ﬂR
Seja Y* o conjunto de pontos de § € X7 tal que 6y = o, e existe B € X7 tal
que
) Bo = ap
b) P, ot w(0) = 7 olB)
c) 0, # p; VieZ*

a

neste caso é suficiente mostrar que
V+(Y+) =0 (5.8)

v (Y ') = 0 segue imediatamente se v(Y) = 0 onde Y ¢ o conjunto de pontos
0 € X4 tal que 0y = o e existe § € ¥ tal que

a) Bo=ap

b) Py om(8) = malf)

C) el%ﬁZVZEZ—F
agora mostraremos que v(Y) = 0. Seja z € w(Y) = 30 € Y tal que z = 7(h),
logo 38 € X7 tal que Vk € Zt O, # B, f5(2) € Ry, e limy_,oo d(f*2, Rg,) = 0
uniformemente em z, pois Py (2) = 7 z(8) = f*(P},(2)) € Rg, k>0 =

d(f*(2), Rg,) < d(f*(2), f*(Pyy(2))) <€ VE >0

Como p = m,v é invariante por f segue

v(Y) = p(a(Y)) = lim p(f*(n(Y))) (5.9)



Capitulo 5. Correntes e Difeomorfismos 91

iii)

iv)

Afirmagao: Para k suficientemente grande f*z € ORy,. De fato, vamos supor
que f*z & ORy, =€ intRy, = Ir > 0 tal que B(f*z,r) C Ry,. Como
limy oo d(f*2, Rg,) = 0= d(f*2,Rs,) < g para k suficientemente grande.

Logo, para g, dy € Rg, tal que y ¢ Ry, e
d(f*zy) < d(f*z Ry,) + 5

assim, y € Ry, o qual ¢ uma contradicao. Por tanto segue-se a afirmacao.

Segue da afirmacao que f*(7(Y)) C R para k suficientemente grande, e temos
pela Proposicao 5.2 que v(1~! (e, f7OR)) = 0. Entao de (5.9) segue-se que

v(Y) = p(r(Y)) = limp(f*(7(Y))) = 0.

Pela forma como foi definido a medida u¥, temos que mostras que se R é um retan-
gulo tal que W*(z) N R # () e se y € W*(x) N R entao

fgr =" tym
RNf—1R/'#0

com y* € R'N f(W"(y, R)), mas isto ja foi provado na Afirmagao IV.

Seja R um retangulo da parti¢do de Markov R tal que W*(x) N W2 (z) N R # D e
sejay € W*(x) N We(x) N R, temos que mostrar que

[ ey X gy p) = p em ROV(W(z) x WE(x))

Seja y = m(a) com o € ¥4 e R = R,,. Definamos a aplicagao
P:{leX Oh=a}x{0eX 0g=a}—{0€Xs:0,=ap} por

@((907(91,...) X ( 7971790)) = ( ,971,90,91:‘“)

Afirmacao: u(v" |fpest gymao} XV l{pesstomac}t) = V]{oexaito=ao}- De fato, ¢ sufici-

ente provar para cilindros. Seja o cilindro
B:{QEEAZQ_k:Oé_k,"' ,60:()[0,"' ,(9[2045}

?‘I)_l(B) :{862;’1—190:&0,"' 7Ql:Oél} X {QEEZIQ_k:O[_k,"' ,902040}
(5.10)
da Observacao 5.7 e (5.10) segue que
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®* (VJF |{962X:90:a0} Xv- |{9€EZ:90:0‘0}) (B) =vr |{062X:90:a0} XV |{9€ZZ:90:040} (q)il (B>>

— V+({8€E—£90:a07" ,HZZOQ})V_({QEEZg_k:a_,“... 7‘90:050})
= AilAOCOOCI T Aaz_mzvaz)‘ikua_kA + Aayag
— )\f(lJrk)ua_ A

pfla_ga g1 77
= v(B)

o que prova a afirmagao. Por outro lado, vemos que o seguente diagrama comuta

Qg1
'Aal—lalvoéz

{GEEX:GOZQO}X{GGZZ:6’0:040}(I) ——{0e€Xs:0)=ap}

l”;Rao XTy Rag, 3 jw
(W (y) N Rag) x (WE(y) N Ray) — Rq,
le, mod=1]]o (W;Rao X W;Rao). De fato,
To®(0y, 01, ) x (- ,0_1,00) =7(--+,0_1,00,01,---) (5.11)
Por outro lado
[,]o (W;Rao X W;RQO)(HO,el,...) X (- ,0_1,00) =
= [7](7T;:Ra0(907017"') X’]T;ROCO(”. ,0_1,90))
P pA (5.12)

= [21, 22) = W2(21) N W (22)

sew=m(---,0_1,6p,01,--) = w e Wi(z) N W¥(z), pois,

T, 00,00,01,00) = Njep [ Ro; = [/(w) € Ry, ¥j € Z. Mas da Afirmagao
I, temos que z1 = W' N (N;cze f7Ro;) = f/(21) € Ry, para j > 0. Entdo
f7(w), f7(z1) € Ry, para j > 0 e desde que o didmetro dos retangulos é menor que
¢ temos que d(f7(w), f/(z1)) < e para j > 0 = w € W#(z). De forma analoga se
prova que w € W(z3). Como WZ(z;) e W¥(z3) se intersectam em um unico ponto
segue que w = W2(z) N W¥(z3). Assim de (5.11) e (5.12) segue que o diagrama
comuta.

Da afirmacao anterior e do fato que o diagrama anterior comuta segue-se que

P X 'B

L o (wta (L] B)
y {9€Z+ Oo=a} yR {OGZA fo=ap} 71

vt |{9ez+ Bo=ao} XV ’{9e2 Ho= ao})<7ryR XWyRaO)_ o ([,

v |{9ez+ Bo=a0} XV ’{eez Bo= ao})q) 107 'B
= v(r'B)
= p(B)

o que conclui a prova do item (iv).

[a]*(ﬂZ,R X MZ,R)(B) =

(
(T
(
("
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]

O seguente resultado relaciona as correntes e os sistemas dinamicos. Este resultado é

nosso segundo objetivo deste trabalho.

Teorema 5.9 (D. Ruelle, D. Sullivan): Se f: M — M é um difeomorfismo de Anosov
topologicamente mixing, preservando a orientacao das folhas estdveis e folhas instdveis,

entao existem C*® k-corrente e C* (n — k)-corrente tal que

i) C* e C*" sao fechados e definem classes de cohomologia de DeRham [C*] e [C"] em
H™ ¥ (M) e H*(M) respectivamente, onde k € a dimensao das variedades estdveis

en € a dimensao da variedade M.
i) f.C° = %C’S e f,C" = AC" onde log A\ € a entropia topoldgica de f.

Demonstragcao. Desde que f : M — M é topologicamente mixing, temos do Teorema
anterior que para cada x € M existe uma medida p? em W7 (x) e uma medida p¥ em
W(x). Denotemos por W* a folheacao gerada pelas variedades estéveis W#(z) e por
W a folheagao gerada pelas variedades instaveis W*(x), x € M. Vamos supor que a
dimensao da folheacao W* é k. Como M tem estrutura de produto local, temos que
We(x) x WH(x) é uma vizinhanga aberta. Por tanto, se x, 2’ € M tal que d(z,2") < d os
homeomorfismos locais Py, : W¥(z') — W(z) geram o pseudorgrupo de holonomia I'
de W?#(ver definigao 2.3). Logo pelo item (ii) do Teorema anterior, as medidas p* definem
uma p,; medida transversa invariante por holonomia, no espaco transverso de W?, assim
pelo Teorema 3.30 temos que u, induz uma k-corrente que denotamos por C*. De forma

analoga se mostra a existéncia de C* uma (n — k)-corrente. Agora mostraremos que as

correntes C* e C" satisfazem as condigoes do teorema.

i) Pela Proposi¢ao 3.29 temos que C*® é fechado; i.e.,
[C°) € HP™(M) ~ H"*(M) ~ (H*)".

ii) Desde que Wp(z) x W¥(z) é um aberto, podemos escolher um conjunto finito de
pontos {z1,za, -, @} tal que f(W:(z;) x Wii(zi)) = W, (f(xi)) x W(f(x:))
e {We(xi) x Wi (z) }iy, {W5, (f(2:)) x WE(f(2:))}i2, sao coberturas de M. Seja

f nf
{\i}; uma particao da unidade subordinada a {U};, entdo {; = A\; o f}; ¢ uma

partigdo da unidade subordinada a {U;};. Consideremos a seguente funcao ¢ :
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W(f(z;)) — R definido por

g(y) = / Aw
We, ()

onde w ¢ uma k-forma em M. Desde que fiu; = At W,, temos que

Lo e = [ geswa
Wi, (@) Wi, (fy) Wit (z4)

51
— ——

/ o [ (Aw)

€

W (f(:) W, (2)

assim temos que

= /\—1 )\i d uz.
ZZ: / s(fm))(/ £ )b, (2)
_ )\—1; / K / )ity (2)

w;, (2)

-~

(Co,f*(w))

e“(f(rz

J

(C5 )

logo, da definicao 3.18 segue-se f,C° = A~'C*. De forma analoga se mostra que
f:C% = \C".



Apéndice

A

Seminormas que geram uma topologia

Um espaco vetorial topolégico X é chamado localmente convexo, se existe uma base
de vizinhangas {U,} de 0 de conjuntos convexos, equilibrados(cz € U se x € U e |¢| < 1)
e absorgao(se x € X entao existe ¢t > 0 tal que z € tU). Uma seminorma em um espago

vetorial X é uma aplicagao p : X — R tal que
L. p(ex) =|c|p(z), ce R,z € X

2. pz+y) <plz)+ply), v,y € X

Uma familia P de seminormas em X é chamado de separacao, se para cada x € X, existe
p € P tal que p(x) # 0. Seja dado uma tal familia e seja B a colegao dos conjuntos da

forma

{z:p(x) <eee>0} (A.1)

e da intersecao de um numero finito de conjuntos de tais conjuntos. Entao nao é dificil
provar que B é uma base de vizinhangas de 0 de um espago vetorial topologico localmente
convexo em X. Esta topologia é chamada topologia gerada pela seminormas pertencentes
a P. Reciprocamente, seja X um espaco vetorial topologico localmente convexo. Se U é

uma vizinhanca de 0 convexo, equilibrados e absorcao, entao
pu(z) =inf{t > 0: 2 € tU}

¢ chamado a funcional de Minkowski de U, é facil mostrar que esto ¢ uma seminorma e

deduz-se que a topologia de X pode ser gerado pela familia de estas seminormas.

Proposicao A.1: Seja X um espaco vetorial topoldgico localmente convexo, e seja P

uma familia de seminormas que geram a topologia de X. Entdo a semi-norma q : X —

95
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R € continua se, e somente se, existem wum numero finito de semi-normas pi,- -+ , PN

pertencentes a P, e uma constante C > 0 tal que

q(z) < Cmax{p(z), - ,py(z)},x € X (A.2)

Demonstragdo. Se ¢ é continua, entdo ¢~'(—1,1) é uma vizinhanca aberta de 0, e tam-
bém contém uma intersegao finita de conjuntos da forma (A.1), e existem semi-normas
p1,- -+ ,pN € P, e nameros positivos €;,--- ,en; tal que ¢(y) < 1 se p;(y) < €; para

j=1,---,N. Seja x € X qualquer, definimos y = tx, onde ¢t > 0, entao pode-se ver que
tq(x) <1 se tpi(z) <e€,j=1,---,N (A.3)

Se max{pi(z), -+ ,pn(z)} > 0, tomando ¢t = %min{el, <+ ven}t/max{pi(x),--- ,pn(x)}
temos que tpj(x) < ¢; para j =1,---, N, entao de (A.3) segue-se que (A.2) é valido com
C =2/ min{ey, -+ ,en}.

Se p;(x) =0, para todo j =1,--- , N entdo tp;(z) < ¢;, Vt > 0. Logo, ¢(z) =0e (A.2) é
valido trivialmente, com o mesmo C.

Reciprocamente, é obvio que ¢ é continua em 0 quando (A.2) é verdadeiro. Por outro

lado, desde que g é uma seminorma temos que

lq(z) —qy)| < gz —y) zyeX

Assim a seminorma que é continua em 0 é continua em X. ]

Como um corolario imediato desta proposicao temos

Corolario A.2: A topologia de X também € gerado pela familia de todas as seminormas

continuas.

Proposicao A.3: Suponha que a familia P de seminormas que geram a topologia de X
tem a segquente propriedade. Se py,py € P, entao existe p € P tal que pi(z) < p(z) e
po(z) < p(x), Vo € X. Entao uma forma linear ¢ em X € continua se, e somente se,

existe p € P e uma constante C' > 0 tal que
(¢, 2)| < Cp(x),x € X (A.4)

Demonstracao. Como ¢ é continua, temos que aplicagdo x — |{p, )| ¢ uma semi-norma
continua. Logo, pela Proposicao A.1 temos que existem seminormas pi,--- ,py € P e

C > 0 tal que

q(z) < Cmax{pi(x), - ,pn(x)}, x € X
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logo, pela propriedade que tem P, existe p € P tal que p;(x) < p(x), para j =1,---

e x € X. Por tanto segue-se (A.4). O reciproco ¢ imediato.

=
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