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Resumo

Nesta disertacdo estudamos as algumas ferramentas bésicas relacionadas aos es-
pacos de Teichmiiller. Introduzimos o espaco de Teichmiiller de género g > 1, de-
notado por T,. O objetivo principal é construir as coordenadas de Fenchel-Nielsen

we : Ty, — R3™ x R%-3 para cada grafo ctibico marcado G.
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Abstract

In this dissertation we study the basic some tools related to Teichmiiller space. We
introduce the Teichmiiller space of genus g > 1, denoted by 7. The main goal is to
construct the Fenchel-Nielsen coordinates wg : 7, — R~ x R~ to each marked

cubic graph G.
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Introducao

A teoria dos espagos de Teichmidiller estuda as diferentes estruturas complexas em
uma superficie dada. O problema de como parametrizar as variagdes destas estruturas
complexas comecou com Bernhard Riemann.

Uma superficie de Riemann é uma variedade complexa e conexa de dimensédo 1.
Diz-se que duas superficies de Riemann R; e R, tém a mesma estrutura complexa
se existe um biholomorfismo de R; sobre R;. Entdo, quantas estruturas complexas
diferentes podem-se atribuir a uma variedade diferencidvel orientada de dimensao 2?.
Este problema é conhecido como o problema do moduli de Riemann.

O espago de moduli M, de género g, é o espago das classes de superficies de Rie-
mann de género g biholomorficamente equivalentes. Em seu artigo de 1857, "Theorie
der Abel’schen Functionen”, Riemann afirmou que Mg, g > 2 é parametrizado por
3g — 3 parametros complexos.

Em seu artigo de 1939, “Extremale quasikonforme Abildungen”, Oswald Teich-
miiller determinou que o espaco M, é identificado com o espago quociente 7,/Mod,,
onde T} é o espaco de Teichmiiller de género g e Mod, é um grupo discreto de auto-
morfismos de T, chamado o grupo modular de Teichmiiller.

No espaco T, existem as chamadas “coordenadas de Fenchel-Nielsen”. E o objetivo
desta dissertagdo apresentar estas coordenadas de 7.

Esta dissertacdo esta dividido em 4 Capitulos, cujo contido de cada capitulo é de-
scrito brevemente.

O Capitulo 1 esta dedicado a introduzir os conceitos e resultados relacionados a ge-
ometria hiperbélica (geometria ndo Euclideana que ndo satisfaz o postulado das par-
alelas) e aos grupos Fuchsianos, subgrupos discretos das isometrias do plano hiper-
bélico.

O Capitulo 2 esta dedicado as superficies de Riemann (estruturas complexas de
dimensiona 1 em uma variedade topolégica). Mostramos que toda superficie de Rie-

mann tem um recobrimento universal. Enunciamos o Teorema de Uniformizacdo o
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qual classifica as superficies de Riemann simplesmente conexas a menos de biholo-
morfismos e consequentemente classificamos as possiveis superficies de Riemann a
menos de biholomorfismos. Depois, estudamos algumas propriedades das superficies
de Riemann da forma H/T", quociente do semiplano superior por um grupo Fuchsiano.

No Capitulo 3 introduzimos os espagos de Teichmdiller 7}, de género g. Calculamos
Ty e para T,, > 2 o objetivo é construir o espago de Fricke F|, o qual representa 7, como
um subconjunto de R%~F, para isto utilizamos resultados do Capitulos 1 e 2. Por ul-
timo, revisamos a equivaléncia entre os conceitos de estruturas complexas e estruturas
conformes no caso 2-dimensional.

O Capitulo 4 é a parte principal desta dissertagdo. Primeiro revisamos o conceito
de estrutura hiperbdlica em superficies e vemos que este conceito é equivalente ao
conceito de superficies de Riemann de género g > 2. Isto nos permite construir 7},
de uma maneira equivalente. Utilizando o fato de que toda superficie de Riemann de
género g > 2 pode-se decompor em 2g—2 calcas por meio de 3g—3 geodésicas fechadas
simples introduzimos as coordenadas de Fenchel-Nielsen.

Resaltamos aqui que os gréficos desta dissertacdo foram tomados de:

(3] (Figuras [ [T, L6 A1) A1 1) A2 3, ) 5 6 ).
[7] (Figura[L.1).
[10] (Figuras 2.3).
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Preliminares

A partir deste capitulo e os demais capitulos denotaremos por R e C a reta real e o
plano complexo, respectivamente. Se z = x +iy € C, escrevemos por Re(z) = x a parte

real de z e Im(z) = y a parte imagindria de z.

1.1 Defini¢oes e resultados basicos

Para comegar, vamos apresentar a generalizacdo natural de uma superficie Eu-
clideana, a saber, as variedades diferencidveis. Excelentes referéncias para este tema
sao [2], [6] e [12].

Definicao 1.1. Um espaco de Hausdorff S com base enumerdvel é uma variedade topolégica
n-dimensional, se para cada ponto s € S, existe uma vizinhan¢a U homeomofa a um subcon-
junto aberto de R™. No caso n = 2, dizemos que S é uma superficie.

Assim, para qualquer variedade topoldgica n-dimensional S existe familia A =
{(Ui, i) }Yier, {Ui }ier cobertura de S, chamado atlas de S; se s € U; dizemos que (U;, ¢;)
é uma carta (carta local ou sistema de coordenadas) em s e z; = ¢;(s) é uma coordenada
local para s.

Se (Ui, i) e (Uj, p;) sdo cartas em s € S com coordenadas locais z; e z; para s, entdo
2z = (¢i 0 @; ')(2;) expressa a mudanga em coordenadas locais para s correspondentes

a duas cartas diferentes. Os homeomorfismos
QDZ'OQOj_l : (,Oj(UiﬂUj) —>g0j(UiﬂUj) (11)

sdo chamados mudangas de coordenadas.
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Definicdo 1.2. Um atlas A em uma variedade topologica n-dimensional S é C*-diferencidvel
(ou C*), denotaado por A € C*, 1 < k < oo, se as mudancas de coordenadas sio diferencidveis
de classe C*.

Sejam A = {(U;, p;) }ier € B = {(V}, ;) }jes dois atlas C* em S, dizemos que A e B
sdo compativéis se AU B é um atlas C* em S. Temos que a relagdo de compatibilidade

é uma relacdo de equivaléncia.

Defini¢do 1.3. Uma estrutura diferencidvel de classe C* de dimensio n em wma variedade
topolégica n-dimensional M é uma classe de equivaléncia de atlas C* em M e M é chamado
uma variedade diferencidvel de classe C* ou simplesmente variedade diferencidvel C* (su-
perficie diferencidvel ou simplesmente superficie no caso n = 2). Dizemos que M é uma
variedade suave, se M é uma variedade diferencidvel C*. Denotamos por M™ para indicar que
M é uma variedade diferencidvel n-dimensional.

Defini¢do 1.4. Sejam M™ e N™ duas variedades diferencidveis diferencidvel C*. Uma apli-
cagiio f : M — N é dita diferencidvel (diferencidvel de classe C*) em p € M, se existem cartas
locaisz :U - R™ey:V = R*compeUe f(U) CVtalqueyo fox':x(U)— y(V)
é diferencidvel (diferencidvel de classe C*) em x(p). Se f é diferencidvel (diferencidvel de classe
C*) em cada ponto de M, dizemos que f é diferencidvel (diferencidvel de classe C* ou C*-
diferencidvel) em M. Dizemos que f é suave se f é C*°-diferencidvel.

A continuagdo definimos o espago tangente de /™ em um ponto, existem outras

maneiras equivalentes a esta para poder definir o espago tangente.

Defini¢do 1.5. Seja M™ uma variedade suave. O espago tangente a M em p € M é definido
como conjunto quociente T,M = C,M/ ~, onde C,M = {\ : (—e,e) — M | X\0) =
p, A e diferencidvel em 0} e a relagdo de equivaléncia ~ é dado por: X ~ p se existe uma carta
local x : U — R™em M com p € U tal que (xoX)'(0) = (zop)'(0). Os elementos de T, M sdo

chamados vetores tangentes. Denotamos por [\] (ou X') a classe de equivaléncia de A € C,M.

Observagdo 1.6. 1.- Se M™ é uma variedade suave, entdo 7,/ é um espago vetorial
real de dimensdo m. Com efeito, dado qualquer carta local (U, z) em M com p € M,
temos uma bijecdo = : T,M — R™ dada por X' — (z o A\)’(0) e a estrutura de espago
vetorial em 7),M é de tal forma tal que = se torne um isomorfismo de espagos vetoriais.
2.- Consideremos o conjunto B = {a%}g';l tal que 7(:2-) = ¢; (i-ésimo vetor candnico

ox;
de R™), entdo B é uma base de T,M.

Definic¢ao 1.7. Seja f : M — N uma aplicagio diferencidvel em p € M. O diferencial de f
em p, é a aplicagdo linear df, : T,M — Ty, N dada por N — (f o X)'. Se f é suave em M,
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dizemos que f é uma:

(¢) imersdo se df, é injetora para todo p € M,

(17) mergulho se f é uma imersio e f é um homeomorfismo de M sobre sua imagem f(M)
(com a topologia induzida de N).

(i11) submersdo se df, é sobrejetora para todo p € M.

Definic¢ao 1.8. Uma métrica Riemanniana em uma variedade suave n-dimensional M é uma

correspondéncia g que associa a cada ponto p € M, um produto interno g, : T,M xT,M — R.

Dizemos que g é diferencidvel, se para toda carta local (U, x) em M as fungoes g;; : U — R dado

por g&(p) = gp(7=(p), 7> (p)) siio diferenciavéis para todo i,j = 1,...,n. Uma variedade
i J

Riemanniana M é uma variedade suave M munida com uma métrica Riemanniana suave g.

Proposicao 1.9. Ver [2, pdg.116]. Toda variedade suave M tem pelo menos uma métrica

Riemanniana suave.

7

Observagio 1.10. Se (M™, g) é uma variedade Riemanniana e z : U — R™ é uma carta
local, as fungdes z; : U — R, i = 1,..., m originam para todo p € U a 1-forma (dx;), :
T,M — R dado por 5> ~— &;;. O produto tensorial das 1-formas (dz;), e (dz;), é a
aplicacdo bilinear (dxi)p?@(dxj)p : T,M xT,M — Rdado por (v, w) — (dz;),(v)(dz;),(w)
e o produto simétrico (dz;),(dz;), = 3((dz;), ® (dz;), + (dz;), ® (dz;),) e denotamos
por (dz;)? a (dz;)p(d;)p.

Nestas condi¢des pode-se ver que g se expressa na forma

g= Z gfjdxidwj

ij=1
Exemplo 1.11. A métrica Euclideana em R™. Neste caso g;; = d;; e g = Y i, da?.

Defini¢ido 1.12. Seja M uma variedade suave e (N, h) uma variedade Riemanniana. Dada
uma imersdo [ : M — N definimos na variedade M a métrica Riemanniana g dada por
Gp(v,w) = hyppy(dfy(v), df,(w)) para cada p € M e v,w € T,M. Tal métrica é chamada a

métrica induzida por f em M ou métrica pullback denotada por g = f*h.

Defini¢io 1.13. Sejam (M™,g) e (N™, h) duas variedades Riemannianas e seja f : M — N
uma aplicagdo suave tal que g,(v,w) = hy)(dfyv, dfyw), para todop € M ev,w € T,M,
entdo [ é chamada uma imersdo isométrica (isto implica m < n). No caso que m = n, f é
chamada isometria local e se além disso tal f é injetora, entdo f é chamada de isometria e

dizemos que M eN sdo isometricos.

Agora, vamos apresentar algumas defini¢des e resultados topolégicos que serdo

utilizados posteriormente.
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Seja X um espago topoldgico. Um caminho em X é uma fungdo continuaa : I — X,
onde I é algum intervalo fechado de R que geralmente consideraremos o intervalo
[0,1]. Os pontos a(0) e a(1) sdo chamados pontos inicial e final. O caminho « é
chamado fechado ou lago se a(0) = «(1). Para dois caminhos a e  em X tais que
a(1) = 5(0), definimos o caminho produto

Defini¢ao 1.14. Seja X um espago topoldgico. Dois caminhos ce 3 em X sdo ditos homotopi-
cos, denotado por o ~ f3, se eles tém o mesmo ponto inicial xy e 0 mesmo ponto final x, e se
existe uma aplicagdo continua F : [0,1] x [0,1] — X tal que

F(t,0) = a(t) F(t,1) = B(t) 0<t<1,
F(0,s) =z F(1,s) =z 0<s<l.

Tal F' é chamada homotopia entre o e . ~ é uma relagio de equivaléncia.

Definicao 1.15. Seja X um espago topolégico e xo um ponto fixado de X. O grupo fundamen-
tal de X com ponto base em x, denotado por (X, o), é o conjunto das classes de homotopia

de lagos baseados em xy com a operagdo [a] - [B] — [a - B].

Defini¢io 1.16. (i) Dois lagos ., 5 : [0, 1] — X sdo livremente homotépicos se existe uma
aplicagdo continua F : [0, 1] x [0,1] — X tal que

F(t,0)=a(t) Ft1) =4t F0,s)=F(ls) Vtselo,1].

Denotamos por 11, (X ), o conjunto das classes de lagos livremente homotdpicos em X.

(17) Sejam A e B subconjuntos fechados e assumamos que ¢,y : [a,b] — S curvas com pontos
iniciais c(a),vy(a) € A e pontos finais c¢(b),y(b) € B. Dizemos que c é homotdpica a vy com
pontos extremos em A e B se existe uma aplicagio continua ¢ : [a,b] x [0,1] — X tal que

¢(t,0)=c(t)  ot,1)=~() a<t<b

o(a,s) € A o(b,s) € B 0<s<l.

Definic¢ao 1.17. Sejam f,g : X — Y duas aplicacdes continuas entre espagos topoldgicos X e
Y. Dizemos que f e g sdo homotopicos, se existe uma aplicacio continua F : X x [0,1] - YV
tal que F(-,0) = fe F(-,1) =g.

Definic¢ao 1.18. Dois homeomorfismos ¢y, ¢1 : A — B de espagos topoldgicos A, B sio ditos
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isotdpicos se existe uma aplicagdo continua J : Ax [0,1] — B tak que J(-,0) = ¢o, J(-,1) =
¢red(-,s): A— Béumhomeomorfismo paracada s € [0,1]. Um homeomorfismoh : A — A

o qual é isotdpico a identidade é chamado um 1-homeomorfismo.

O seguinte Teorema (Ver [11}, pdg.26]) é um resultado importante e conhecido de
topologia que classifica todas as superfices sem bordo, compactas, conexas e orien-

tavéis a menos de homeomorfismo.

Teorema 1.19. Cada superficie S orientdvel sem bordo, compacta e conexa é homeomorfa a uma
superficie S, obtida por adjuntar g > 0 alcas a uma esfera (Ver Figura g = 3). Tal vinico

niimero g é chamado o género da superficie S

Figura 1.1: Superficie compacta, sem fronteira de género 3

Tomando um ponto p, em algum S, cortamos S, ao longo de lagos simples A;, By,
..., Ay, By com ponto base em p, como na Figura Entdo, obtemos um dominio
homeomorfo a um poligono convexo com 4¢ lados. O grupo fundamental 7 (.S,, py) é
gerado pelas classes de homotopia [A], [B1], ..., [4], [B,] (Ver [11, pag.99]) induzidas
de Ay, By, ..., Ay, B, e satisfaz a relacdo fundamental

[A;] - [Bj] - [A;]7 - [Bj] ™ = [po]

g
=1

J

Chamamos a {[4;], [B;]}-, oua {A;, B;} um sistema candnico de geradores de 7, (.S, po)-

O seguinte resultado pode-se encontrar em [4) pag.44].

Teorema 1.20. Seja S uma superficie compacta suave. Entdo, todo homeomorfismo de S é
isotépico a um difeomorfismo de S.

Defini¢ao 1.21. Uma subdivisdo poligonal M de uma superficie S consiste de um conjunto
finito de pontos de S chamados vértices e um conjunto finitos de caminhos simples em S

chamados arestas tal que:
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i) Toda aresta tem dois pontos extremos, tal que tais pontos sdo vértices.

(1) As arestas podem-se intersectar somente em seus pontos extremos.
(7i1) A unido das arestas (a qual também denotamos por M) é conexo.

iv) As componentes de S \ M sdo homeomorfos a discos abertos.
Tais componentes sio chamados faces.

Definic¢ao 1.22. A caracteristica de Euler de uma superficie S compacta e conexa é definido
como
xS)=x(M)=V -E+F (1.2)

onde M é uma subdivisio poligonal de S com V vértices, E arestas e F faces.

O seguinte resultado pode-se encontrar em [8, pag.196]

Teorema 1.23. (i) Se S é uma superficie compacta e conexa, entio x(S) é bem definida, isto é,
ndo depende da subdivisdo poligonal M de S.
(17) Se S é orientduvel de género g, entdo x(S) = 2 — 2g.

Por dltimo, vamos apresentar algumas defini¢des e notacdes relacionadas com as

transformagdes de Mobius as quais serdo utilizados posteriormenente.
Definicao 1.24. 1.- Uma transformagio de Mobius é uma aplicagdo da forma

_az—i—b
ez +d

T(z)

ad —bc #0, a,b,c,d € C.

2.- PSL(2,C) é o conjunto de todas as transformagdes de Mobius tal que ad — be = 1.

3.- PSL(2,R) é o subgrupo de PSL(2,C) tal que os coeficientes a, b, c,d € R.

4.- O grupo modular PSL(2,7) é o subgrupo de PSL(2,R), tal que os coeficientes a, b, c,d €
Z.

Observagao 1.25. Existe uma identificagdo canonica entre SL(2,R)/{£I} e PSL(2,R),

pois se consideramos M : SL(2,R) — PSL(2,R) dado por M(A)(z) = (az+0b)/(cz+d)
onde

A:
c

b
] € SL(2,R)
d
tem-se que M é um homomorfismo sobrejetivo com nticleo +/. Analogamente temos
uma identificagdo para PSL(2,C) e PSL(2,Z).
Por ultimo, lembrar que a razao cruzada de quatro pontos diferentes z1, 2, 23, 24 €

C U {oo} é definido pela férmula

(21 — 22) (23 — 24)
(22 - 23)(24 - 2’1)'

(217 295 %3, Z4) -
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1.2 Geometria Hiperbélica

Nesta secdo apresentamos uma variedade Riemanniana (H, g) chamada o plano
hiperbélico e veremos algumas de suas propiedades. Uma aplicagdo importante da
geometria hiperbdlica é que nos permite estudar a geometria das superficies de di-

mensdo 2. As principais referéncias para esta sec¢do sao [1], [8], [10].

Definicao 1.26. O modelo de Poincaré do plano hiperbélico é a variedade Riemanniana
(H, ds?), onde H = {(z,y) € R?* | y > 0} (semiplano superior de R?) tem a estrutura difer-

encidvel suave induzida de R? e ds* é a métrica de Poincaré (métrica hiperbdlica) definida por

2 _ dz? + dy? _ |dz|?
y? v

ds (z =z +1y).

Em termos de varidvel complexa, H é o conjunto {z € C | Im(z) > 0} e a métrica é

dada por

PN Addzdz
CEEE

O biholomorfismo » +— 2= mapea biholomorficamente H sobre A = {» € C | || < 1},
o disco unitério. A métrica induzida por esta aplicacdo em A é
4dzdz 4(dx* + dy?*)

2 _ - - —rtiye A
A RPE T 0= @1 ) i=otwe

Este é 0o modelo do disco do plano hiperbdlico.

Por construcao os modelos de Poincaré e do disco sdo isométricos.

Observagao 1.27. 1.- Dado uma métrica Riemanniana g da forma g = h(x,y)?(dz*+dy?)
onde h : Q C R? — R, define-se a curvatura Gaussiana de / dado por

4  0? 0?
K(g) = _ﬁ<@ + 8—3/2)(1“&)

Entdo, fazendo os cdlculos, podemos ver que a curvatura Gaussiana da métrica de
Poincaré tem curvatura Gaussiana constante igual a -1 em H.

2.- A curvatura Gaussiana é um invariante sob isometrias locais. Para uma prova deste
resultado, assim como a defini¢do geral da curvatura Gaussiana para variedades de
dimensdo maior, o leitor pode revisar [2, Capitulo 5].

3.- Em uma variedade Riemanniana, a métrica Riemanniana é chamada hiperbdlica, se

ela tem curvatura Gaussiana constante -1.



10 Preliminares

Tem-se uma ac¢do natural de PSL(2,R) em H com as seguintes propriedades.

Teorema 1.28. Ver [I8] pdg.218].

(1) PSL(2,R) é transitiva em H.

(17) PSL(2,R) é duplamente transitiva em H (isto é, dados (a1, aa), aq # g € (B1, B2), 1 #
Ba com oy, B; € H,i = 1,2 entdo existe g € PSL(2,R) tal que g(o;) = 5;,5 = 1,2).

Definicdo 1.29. Seja v : I — H um caminho diferencidvel por partes dado por (t) = x(t) +
iy(t). Definimos o comprimento hiperbdlico (H-comprimento) de -y, denotado por h(~y), por

/ dt /1 y(t)dt

Proposi¢ao 1.30. O comprimento hiperbélico h(~y) é invariante sob PSL(2,R), isto é, h(T (7)) =
h(~y) para todo T € PSL(2,R).

Prova: Seja T(z) = azis € PSL(2,R), se w(t) = T(y(t)) = u(t) + iv(t), temos que
do — e €V = [y e assim 42| = % Portanto

dw dz 1z
T () = / |v<t>dt / |i<f>|dt:/o @Légdt
[ |

Agora, vamos mostrar que entre dois pontos quaisquer de H existe um tinico cam-
inho de menor comprimento hiperbélico juntando tais pontos. Tais caminhos serdo

chamados segmentos geodésicos ou arcos geodésicos.

Teorema 1.31. Os segmentos geodésicas em H sio arcos de semi-circulos com centro no eixo
real e os segmentos de retas perpendiculares ao eixo real.

Prova: Sejam z; e 2y dois pontos em H. Suponhamos primeiro que z; = ia e 2o =

ib(b > a). Se v : I — H é um caminho diferencidvel por partes juntando ia e ib, com
v(t) = (2(t),y(1)), entao

1 (d_x)2+(d_y)2 1 |dy 1 dy b
7):/ dt dt dtz/ |dt|dt2/ _dt_ gt — @:lné.
0 y(t) o y()

0 y(t) a Y a

A igualdade se cumpre se e somente se dz/dt = 0 e dy/dt > 0. Como 7 é diferenciavel
por partes, temos que 7y é o segmento de reta Euclideana juntando ia e ib.
Fazendo o mesmo cédlculo, mostra que se z; e 2, tem a mesma parte real, entdo o tinico

segmento geodésico juntando estes pontos é o tnico segmento de reta Euclideana que
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0s junta.
Agora suponhamos que z; e 2; ndo tém a mesma parte real. Entdo o bisector perpen-
dicular do segmento de reta Euclideano que os junta corta o eixo real em um ponto r
o qual é o centro do tnico circulo Euclideano () através z; e 2, ortogonal a R. Supon-
hamos que @ intersecta R em 2z}, z3. Pelo Teoremal[I.28(ii), existe T € PSL(2,R) tal que
T(zy) = 0, T'(25) = oo. Logo, podemos afirmar que 7'(()) é o eixo imagindrio tal que
o segmento geodésico juntando 7'(z;) e T'(z2) é o segmento do eixo imagindrio que os
junta. Daqui, por Teorema existe um tinico segmento geodésico juntando z; e 2y,
a saber, o arco de () em H juntando z; e z,. [ |
Os semi-circulos cujos centros estdo no eixo real ou as semi-retas Euclideanas per-
pendiculares a R contidos em H serdo chamados geodésicas ou H-linhas. Consider-
amos as H-linhas tendo um ponto extremo em oo, assim toda H-linha tem dois pontos

extremos em R U {o0}.
Teorema 1.32. PSL(2,R) age transitivamente no conjunto das H-linhas.

Prova: Sejam @), )’ duas H-linhas. Se () tem pontos extremos s,t € RU {oco} e Q' tem
pontos extremos s, t' € RU{oo} entdo por Teorema[1.28|ii) existeum 7' € PSL(2,R) tal
queT(s) = s, T(t) = t' e é claro que os pontos extremos de uma H-linha o determinam
unicamente, portanto 7'(Q)) = @'. |

Definicdo 1.33. A distdncia hiperbélica p(z,w) entre dois pontos z, w € H é definida como

o H-comprimento do segmento da H-linha que junta tais pontos.
Como consequéncia do Teorema tem-se a seguinte Proposicao.

Proposi¢ao 1.34. Qualquer elemento T de PSL(2,R) é uma isometria de H, isto é, p(T'(z), T'(w)) =
p(z,w).

Agora apresentamos algumas férmulas para poder calcular a distancia hiperbdlica
entre dois pontos

Lema 1.35. Sejam z,w € H e seja ) a geodésica que passa por z e w intersectando-se com
R U {oo} em z*, w*, escolhidos de tal maneira que z esta entre z* e w. Entdo existe um tinico
elementoT € PSL(2,R) tal que T'(z*) = 0, T'(w*) = oo e T'(z) = i. Também T'(w) = ri (r >
)ep(z,w)=Inr

Prova: Assumamos que z* nem w* é co. Podemos supor que z* > w*. Se pomos S(() =
(==~

(—w*

Se S(z) = kientdo T' = Uy 0 S, Ur(2) = Az, A # 0,1, é a transformacao requerida. A

entdo S € PSL(2,R) e S(z*) =0, S(w*) = 00, assim S mapea () ao eixo imginario.
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unicidade segue-se do fato que toda transformagdo de Mobius é unicamente determi-
nada por trés pontos. Como z esta entre z* e w, T'(z) = i esta entre T'(z*) = 0 e T'(w),
logo T'(w) = ri, r > 1. Portanto p(z,w) = p(T'(2),T(w)) = p(i,ri) = Inr. [

Lema 1.36. (i) Se z,w, z*, w* sio definidos como no Lemal[1.35] entio a razio cruzada n(z, w) =
(w, 2*; z,w*) satisfaz n(T(z),T(w)) = n(z,w) para todo T € PSL(2,R).

(i1) Para todo z,e € H a aplicagiio 7(z,w) = |2=%| satisfaz 7(T(z),T(w)) = 7(z,w) para
todo T € PSL(2,R).

Prova: (i) Como PSL(2,R) preserva H-linhas, a H-linha juntando 7'(z) e T'(w) tem
pontos extremos 7'(z*) e T'(w*) e o resultado segue-se da invaridncia da razdo cruzada
sob transformacdes de Mobius.

(i1) Essa igualdade segue-se da identidade |T'(z) — T'(w)| = |z — w||T"(2)T"(w)|*/? para
todo T' € PSL(2,R). n

Teorema 1.37. Para z,w € H temos que:

|z—w|+|z—w|
|z—w|—|z—w|

(i) p(z,w)=1In

|z—wl|?

(ii) cosh p(z,w) =1+ 2Im(z)Im(w)

|z—w]

(iii) sinh[3p(z, )] = 57

|z—w]|

(iv) cosh[3p(z,w)] = sqmcsrmy

Prova: Se z,w,r sdo definidos como no Lema entdo n(z,w) = (ri,0;i,00) = re
portanto p(z, w) = In7n(z, w). Também

r—1 erzw) 1

T(z,w) = 7(i,ri) = S e p (1.3)
e portanto p(z, w) = In % Assim obtemos (7).
Da identidade sinh? 5= %, obtemos
2 2
e otz ) = T = e
mas |z — w|* — |z — w|* = 4Im(z)Im(w). Portanto obtemos (ii7). Os outros items
podem-se obter de (ii). [

A Proposicao diz que o conjunto de isometrias de H, denotado por Isom(H),
contém o grupo PSL(2,R). Agora vamos identificar todas as isometrias de H.
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Proposigao 1.38. Isom(H) = PSL(2,R) U {2 | ad — bc = —1, a,b,c,d € R}.

cz+d

Prova: Seja ¢ uma isometria de H, entdo ¢ mapea geodésicas em geodésicas. Se I é o
eixo imagindrio, ¢(/) é uma geodésica. Logo, pelo Teorema existe g € PSL(2,R)
o qual mapea ¢(I) a I. Aplicando as tranformagdes z — kz, (k > 0) e z — =X podemos
assumir que g o ¢ fixa i e mapea (i, 00) e (0, i) sobre eles mesmos, daqui g o ¢ fixa cada
ponto de /.

Sejaz =x+ 1y € He go ¢(z) = u+iv. Para todo positivo ¢, temos

p(z,it) = p(go ¢(2),g 0 ¢(it)) = p(u + v, it)
e pelo Teorema [I1.37(i4) temos
2%+ (y =)o = [u* + (v = £)°]y

Como isto cumpre-se para todo ¢t > 0, divindo ambos lados da equagdo por ¢* e
tomando ¢ — oo, temos v = y, e #? = u® Portanto g o ¢(z) = z ou —z. Como as
isometrias sdo continuas, entdo somente um destes casos se cumpre para todo z € H.

Se go ¢(z) = z,entdo ¢ € PSL(2,R). Se g o ¢(z) = —Z temos que

P(z) = ’ ad — be = —1.

Devido a esta proposicdo, temos a seguinte definigdo.

Definic¢ao 1.39. O conjunto das isometrias de H que preservam orientagdo serd denotado por
Isom™(H). Além disso o conjunto das isometrias de H que revertem orientagdo serd denotado

por Isom™ (H).

Definicao 1.40. Seja (Q uma H-linha. Entdo uma reflexdo hiperbélica (H-reflexdo) em () é
uma isometria de H, diferente da identidade, o qual fixa todos os pontos de Q).

Observacgdo 1.41. Se I é o eixo imaginario, da Proposicao temos que Ry : 2 — —Z%
é uma H-reflexdo. Se ) é outra H-linha, entdo pelo Teorema[l.32|existe I" € PSL(2,R)
tal que 7'(Q) = I, como 7' é uma isometria, T~ 'RyT é uma H-reflexdo em Q.

A seguinte proposi¢ao é uma consequéncia do Teoremal[I.37](pois a familia de todos
discos abertos hiperbélicos coincide com a familia de discos abertos Euclideanos).

Proposicao 1.42. A topologia induzida pela métrica hiperbélica é a mesma topologia pela
métrica Euclideana
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Definicao 1.43. Se £ C H definimos j1(E), a drea hiperbédlica (H-drea) de E, por
B / / dxdy
E Y

Teorema 1.44. A H-drea é invariante sob PSL(2,R), isto é, (T(E)) = p(E) para todo
T € PSL(2,R).

se a integral existe.

Prova: SejaT(z) = (az+b)/(cz+d) € pcom z = v +iy, e w = T(z) = u+iv. Utilizando

as equagdes de Cauchy-Riemann, temos que

B 1
ez 4 dJt

d(u,v) Oudv Oudv _ (8u>2+ (81})2 _ ‘dT 2

dxdy Oy D O dz

oz,y) Oxdy Oy o

dudv dxdy 1 Jez+d*
drdy = pu(E
=[], S = s e

|
Um poligono hiperbélico de n lados (ou simplesmente poligono) é um conjunto

Assim

fechado na fechadura de H em C limitado por n segmentos de H-linhas (chamados
de lados ou arestas). A interse¢do de dois de tais segmentos é chamado um vértice
(permitimos vértices em R U {oo}). O angulo entre duas H-linhas em H ¢é definido
como o angulo entre suas retas tangentes no seu ponto de intersecdo e serd zero se as
H-linhas intersectam-se em um ponto de R U {oco}. Como na geometria Euclideana ao
angulo entre dois lados cuja medida é 7/2 é chamado angulo reto. Dizemos que um
poligono é reto se todos seus angulos sdo retos.

Observagao 1.45. Qualquer elemento de Isom™ (H) = PSL(2,R) é conforme, isto €,
preserva angulos. Isto segue-se do fato conhecido: se f : A C C — C é holomorfa em
A com f'(z) # 0 para todo z € A, entdo f é conforme.

Teorema 1.46 (Gauss-Bonnet). Seja A um tridngulo hiperbélico com dngulos o, 3, . Entdo
pA)=m—a—5-1.

Prova: Temos trés casos:
Caso 1. Consideramos o caso onde dois lados de A sdao H-linhas verticais. Entdo, a base
de A é um segmento de um semi-circulo Euclideano. Aplicando as transformagdes da

forma z — 2z + k(k € R)z — Az (A > 0) podemos assumir que o semi-circulo tem
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centro 0 e raio 1, estas transformag¢des ndo mudam a H-4rea pelo Teorema e 0s
angulos também sdo preservados pela conformalidade das tranformacgdes. Ver Figura
Os angulos AOC' e BOD sio iguais a « e 3, respectivamente. Assumamos que as

1
¥
1
1
!
1
L

Figura 1.2: Triangulo hierbdlico A com dois lados verticais

H-linhas através de A e B sdo x = a e x = b respectivamente. Agora calculamos

dxdy b < dy bode
SR K N R
Iu( ) A Z/2 a 1—a2 92 a m

Fazemos a substituicdo x = cosf (0 < 0 < 7), entdao

f —sinf
M(A):/ﬂ—a e~ dd =m—a—p.
Caso 2. Assumamos que A tem um vértice na reta real. Aplicando uma transformgao
de PSL(2,R) podemos mapear este vértice no co sem mudar a H-4rea e os angulos.
Logo, se os angulos ndo zeros de A sdo a e § entdo yu(A) =7 — a — 5 pelo Caso 1.
Caso 3. A ndo tem vértices em R U {oco}. Suponhamos que A tem vértices A, B,C e
que a prolongacdo do segmento AB intersecta a R in D e podemos supor que nenhum
de seus lados é uma H—linha vertical. Assim temos uma situa¢do como na Figura
Aqui, A = A; — Ay onde A, tem vértices A, C, D e A, tem vértices B, C, D.

Figura 1.3:

Entdo u(A) = p(Ar) = p(Bs) =7 —a—(y+0) [t —0—(r— B =7 —a—F—7. W
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Corolario 1.47. Seja IT um poligono hiperbélico estrelado® de n lados com dngulos oy, . . ., au,.
Entdo
pIl)=n—-2)r—a3 —... —ay,

Prova: Sejam A,,..., A, os vértices de II e seja O o ponto no interior de II tal que os
segementos OAy,...,0A, estdo em II. O resultado segue-se de somar as H-dreas dos
triéngulos OAlAQ, OAQAg, ey OAnAl. [ |

Lema 1.48. Ver [8] pdg.236].
Sejam o, B,y niimeros reais ndo negativos tal que o + 3 + v < m. Entdo existe um tridngulo
hiperbolico com dngulos o, 3, 7.

Lema 1.49. Dado trés niimeros positivos a, b, ¢, existe um hexdgono hiperbélico reto con lados
disjuntos nio adjacentes de comprimento hiperbélico a, b, c.

Prova: Utilizamos o modelo H. Consideremos as geodésicas perpendiculares 3, a e
~+ em H como na Figura Seja B o conjunto de todos os pontos em H que estam a
uma distancia ¢ de § e no mesmo lado de v (Em H, B é a linha reta Euclideana que
passa pela origem). Agora consideremos uma geodésica a tangente a B e movemos «a
ao longo de B até que p(v, o) = b. Portanto temos o hexdgono requerido. |
Nesta ultima parte vamos apresentar algumas férmulas de trigonometria hiperbélica,

Figura 1.4: Construcdo de um hexagono hiperbdlico reto

as quais utilizaremos mais na frente, cujas provas podem-se encontrar em [1, Capitulo
7] ou [3, Capitulo 2].

Proposicao 1.50. Para um quadrildtero hiperbdlico com trés dngulos retos (triretdngulo) com
lados rotulados como na Figura[l.5]temos:
(1) cos ¢ = sinh a sinh b.

(17) cosh a = cosh asin .

1Um subconjunto C' de H é estrelado se existe um ponto O no interior de C' tal que para qualquer
ponto P de C existe um segmento de H-linha contido em C juntando O e P.
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Figura 1.5: Triretangulo

Proposicao 1.51 (Pentagonos retos). Para qualquer pentdgono reto com lados consecutivos
a,b,a,c, [ temos:

() cosh ¢ = sinh asinh b,

(i) cosh = coth o coth f3.

Proposicao 1.52 (Hexdgonos retos). Para qualquer hexdgono reto convexo com lados con-
secutivos a, ", b, a, ¢, B se cumpre:

(1) cosh ¢ = sinh a sinh b cosh y — cosh a cosh b,

(79) sinha : sinh @ = sinh b : sinh § = sinh ¢ : sinh~,

(1) coth asinh v = cosh 7y cosh b — coth a sinh b.

Proposicao 1.53. Para qualquer hexdgono reto com lados a,~,b, a, ¢, B com lados c e ~y inter-
sectandose (Ver Figura[1.6), temos cosh ¢ = sinh a sinh b cosh y + cosh a cosh b.

Figura 1.6: Hexagono hiperbdlico reto com autointersegao

1.3 Grupos Fuchsianos

Nesta se¢do, vamos definir os grupos Fuchsianos e veremos algumas de suas pro-
priedades as quais serdo utilizados nos préximos capitulos. Uma excelente referéncia
é [10].

Para comegar, fixaremos uma topologia em PSL(2, R) dada na seguinte observacao.

Observagao 1.54. PSL(2,R) é um grupo topoldgico?, cuja topologia é a topologia quo-
ciente sob a aplicagdo M (Ver Observacao [1.25). Como SL(2,R) pode ser identificado

2Um conjunto G é um grupo topolégico, se G possui uma estrtura de grupo (G, -) e uma topologia {2
que tal que as fungdes (a,b) — a - be a — a~! sdo fungdes continuas.
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com um subespago de R*, a saber, {(a,b,c,d) € R* | ad — bc = 1}. A topologia de
SL(2,R) é a induzida pela topologia Euclideana de R?, isto é, a sequéncia {4,,}22, de
SL(2,R) com

converge para

a b
c d
em SL(2,R) se e somente se a,,, b,, ¢, e d, converge para a, b, c e d, respectivamente.

Os pontos fixos das transformacdes de PSL(2,R) jogam um papel importante. Os

pontos fixos sdo encontrados resolvendo a equacao

az+b
cz+d’

a,b,c,d € R, ad —bc=1

e como a, b, ¢, d sdo reais vemos que esta transformacdo tem ou dois pontos fixos em
RU{oo}, um ponto fixo em RU{co0}, ou um par de pontos fixos complexos conjugados.
Devido a isto, classificamos os elementos de PSL(2,R) na seguinte defini¢ao.

Definigdo 1.55. Seja T'(z) = %+ € PSL(2,R), dizemos que:
(i) T é um elemento parabdlico se satifaz |a + d| = 2.

(1) T é um elemento hiperbdlico se satisfaz |a + d| > 2.

(13i) T é um elemento eliptico se satisfaz |a + d| < 2.

Observacao 1.56. 1.- Seja 7" um elemento parabdlico, entdo 7' tem um tnico ponto fixo
o € RU {oo}. Pelo Teorema [1.2§[ii) existe S € PSL(2,R) tal que S(a) = oo. Daqui

ST S~! é parabdlico com ponto fixo oo e portanto
W =8TS"': 2w z+t, t € R\ {0}.

Seja V(z) = (1/]t])z. Entdlo VIWV~!: 2 — 2 £+ 1, 0 sinal depende em se t > 0 ou ¢ < 0.
Pode-se mostrar que z — z + 1 ndo é conjugado a z — z — 1 em PSL(2,R). Portanto,
existem duas classes de conjugacdo de elementos parabdlicos em PSL(2,R).

2.- Seja T o elemento hiperbolico, entdo 7' tem dois pontos fixos o, f € R U {o0}.
Pelo Teorema [1.2§]ii), existe S € PSL(2,R) tal que Slevawa O e 3 a oc. Assim

STS™! = U, AeRN{0,1}.

onde U, = Az. Se B(z) = —1/z entdo BU\B~! = Uj-1, assim U, é conjugado a Uy-:
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em PSL(2,R), mas U, ndo é conjugado a Uy se k # A ou \~!. Portanto, todo elemento
hiperbdlico de PSL(2,R) é conjugado a um tnico elemento da forma Uy, A > 1.

3.-Seja T um elemento eliptico, entdo 7" tem um ponto fixo { € H e outro conjugado.
Pelo Teorema [1.28]i) existe S € PSL(2,R) tal que S(¢) = i. Entdo S(§) = —ie W =
ST S~ é um elemento eliptico com pontos fixos i e —i. Portanto

i ()

Como W mapea RU{oo} sobre se mesmo, podemos encontrar o € R tal que W(a) € R.

Daqui
a—1|
a+i|

'W(a) —i
W) +i

e assim A\ = ¢“(0 < § < 27). Portanto T é conjugado a W, onde

WE =i (%) . (0<6<2m) (1.4)

Nao podemos obter uma forma mais simples em PSL(2,R), mas é importante notar

que se
z—i W(z)—i_ ,

cti W) +i

entdo 2/, w’' € A ew' = ¢z Portanto, em PSL(2,C), T é conjugado a uma rotagdo do

disco unitario.
Defini¢do 1.57. Um subgrupo discreto® T de PSL(2,R) é chamado um grupo Fuchsiano.
Lema 1.58. Para um subgrupo I de PSL(2,R), sio equivalentes:

(i) T' é um grupo Fuchsiano.

(ii) Nio existe uma sequéncia de elementos distintos em I' a qual converge em PSL(2,R).

Prova: (i) = (i1). Suponhamos que existe uma sequéncia {7, } ., de elementos dis-
tintos de I" a qual converge a v € PSL(2,R), entdo {7, '} ~, converge para v ' em
PSL(2,R). Temos que 7, ' 0 y,41 € T'e v, ' 0 v,41 # Id para qualquer n, o que implica
que o elemento /d ndo é um ponto isolado de I', e assim I" ndo é discreto.

(i7) = (7). Segue-se da defini¢ao de grupo Fuchsiano. [

3Um subconjunto A de um espago topoldgico é discreto, se para todo ponto p de A, existe um aberto
U, de X tal que U, N X = {p}.
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Definicdo 1.59. Dado v € PSL(2,R) um elemento hiperbélico, com seus pontos fixos a,b €
R, a geodésica juntando a e b, denotado por E.,, é chamado o eixo de ~y. O ponto a é chamado
atrator se para todo z € H temos que v"(z) — a quando n — +oo e o ponto b é chamado

repulsor se para todo z € H temos que v~"(z) — b quando n — +oo.

Como qualquer elemento 7" € PSL(2,R) leva geodésicas em geodésicas, entdo
mapea I, sobre .

Exemplo 1.60. Seja v(z) = Az, A > 1, entdo v é hiperbdlico com pontos fixos 0 e co.
Neste caso, E, é a parte positiva do eixo imagindrio, co é o ponto atrator de ye 0 é o
ponto repulsor de .

Se vy € PSL(2,R), denotamos por Fiz(y) o conjuntos de seus pontos fixos.

Lema 1.61. Sejam e § dois elementos de um grupo Fuchsiano I'. Se y é hiperbdlico e § # Id,
entdo cumpre-se um dos seguintes:

(1) Fix(y) = Fixz(0)

(i) Fix(y) N Fiz(6) =0

Prova: Suponhamos que ndo se cumpra (7) nem (ii). Por PSL(2,R)-conjugacao, pode-

mos supor que Fiz(y) = {0,00} e Fiz(y) N Fiz(d) = {oo}. Entdo as representagdes
matriciais A, B de v, § sdo dados por

A0
A= , A>0, AF#1

a b

0 a!

B = , a,beR, ab#0.

respectivamente. Agora, pondo C,, = BA"B~' A" para qualquer positivo n, obtemos

o [ 1 ab(1— A2 ]
0 1

Daqui, se 0 < A < 1, entdo C,, converge para

1 ab
0 1

quando n — 400. Se A > 1, entdo C,, — C quando n — —oo. Desde que ab # 0, A > 0,

C:

e A\ # 1, vemos que a sequéncia {C,,}, - _ consiste de elementos distintos. Portanto,
pelo Lema terfamos que I" ndo é Fuchsiano, o qual é uma contradicao. |
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Lema 1.62. Seja I' um grupo Fuchsiano contendo a traslagio vo(z) = z + 1. Entdo todo
elemento ~y tendo representagio matricial

a b

A= d]’ a,b,c,d € R, ad —bc=1

C
satisfaz |c| > 1 sempre que c # 0.

Prova: Suponhamos que exista um elemento v € I' com representacdo matricial A €

SL(2,R) tal que 0 < |¢| < 1. Temos que
11
01|

é a representagdo matricial de 5. Pondo, A; = Ae A,,1 = A,A¢A,! para qualquer

AOZ

inteiro positivo n, vemos que A,, escreve-se na forma

an bn
A, =
Cn dy
ondea, =1—a, 16,1, b, =a2_, ¢, = —2_, ed, =1+ a,_1¢,_1. Assim, temos que
¢n = =& — 0 quando n — +oo. Pondo M = maz {|a|,1/(1 — |c|)}, obtemos por

indugdo que |a,| < M para qualquer n. Logo, cada a,,, b, e d,, converge para 1 quando
n — +o00. Portanto A, converge para Ay, o que contradiz a discretitude de I'. u

Definicido 1.63. Uma familia {M, | o € A} de conjuntos de um espago topoldgico X é
chamado localmente finito se para qualquer subconjunto compacto K C X tem-se M,NK #
0 apenas para un niimero finito de indices o € A.

Definicao 1.64. Seja G um grupo de homeomorfismos de um espago topolégico X. Dizemos
que G age propriamente descontinua em X se cada ponto x € X tem uma vizinhangca V' tal
quese g(V)NV # O para g € G, entdo g(x) = x.

Proposicao 1.65. Seja X um espaco métrico localmente compacto e G um grupo de homeo-
motfismos de X. Se para qualquer subconjunto compacto K € X, tem-se que g(K) N K # ()
apenas para um niimero finito de elementos g € G entdo G age propriamente descontinua em
X.

Prova: Sejax € X, como X élocalmente compacto, existe um aberto W com = € W tal
que W é compacto. Seja {70 = Id, V1, -, Vs Ynt1s - Ynrm} = {9 € G | gW)NW #£ 0}
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com v;(z) = x,i = 1,...,n e consideremos V = W \ JI_, 1+, (W) entdo V é aberto
comz € Veseg(V)NV # 0 por construcao temos que g(z) = . [

Lema 1.66. Seja z € H e seja K um subconjunto compacto de H. Entdo o conjunto
E={T e PSL(2,R)|T(z) € K}

¢ compacto.

Prova: Lembrar que PSL(2,R) tem a topologia quociente induzida por SL(2,R).
Assim, temos a aplicagdo quociente ¢ : SL(2,R) — PSL(2,R) definido por

a b aw + b
=T deT =
q(c d) ;. onde T'(w) cw+d

a b az+b
E = L(2.R K
1 {( d)es 2B) S0 }

é compacto, entdo segue-se que £ = ¢(E;) é compacto. Vamos provar que E; é com-

Se mostrarmos que

pacto mostrando que é fechado e limitado considerado como um subconjunto de R*.
Temos a aplicagdo 3 : SL(2,R) — H definida por 5(A) = q(A)(z), e como E; = 71 K)
segue-se que £, é fechado.

Vejamos que £ é limitado. Como K é limitado existe M, € R tal que

az+b
cz+d

‘<M1

b
) € E,. Também existe M, > 0, pela compacidade de K em Hi, tal

Im(z) — Im <az—|—b) > M,

lcz + d|? cz+d

Im(z Im(z
ez +d| <] ]\/[(2) e |az 4 b] < My | ]\4(2)

Portanto, temos que a, b, ¢, d sdo limitados. [ |

para todo ( ¢

c
que

. Assim, obtemos
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Corolario 1.67. Seja z € H e seja K um subconjunto compacto de H. Se I' é um grupo
Fuchsiano, entdo
{T eT|T(2) € K}

é finito.
Teorema 1.68. Seja I um subgrupo de PSL(2,R). Entdo
(i) T'é Fuchsiano se e somente se I age propriamente descontinua em H.

(ii) Seja p € H fixado por algum elemento de I, entdo existe uma vizinhanca W de p tal que
nenhum outro ponto de W é fixado por um elemento de I' — {1d}.

Prova: Vejamos que um grupo Fuchsiano age propriamente descontinua em H. Seja
2o € H e seja B-(z) o disco hiperbédlico fechado de raio ¢ com centro z,, temos que
B.(zp) é compacto (pois a topologia da métrica hiperbélica coincide com a topologia

Euclideana). Pelo Corolario(l.6

{T e I'\T(z) € M}

é finito. Assim, existe 0 < § < ¢ tal que B;(2) ndo contém outro ponto da I'—6rbita de

9. Ponhamos V' = Bj/5(20),se VN S(V) # D para S € I, existe z € V tal que S(z) € T".
Daqui, p(z, z0) < 6/2, p(S(2),20) < /2 e assim

p(z0,5(20)) < pl20,5(2)) + p(5(2),5(20))
= p(20,5(2)) + p(z,20) <0

e pela definigdo de §, temos que S(zy) = z,. Portanto I" age propriamente descontinua
em HL

Antes de provar o reciproco de (i), vamos provar (ii). Suponhamos que p € um ponto
fixado por S # Id. Entdo, pelo que acabamos de provar, existe uma vizinhanga W de
p tal que W N S(W) # 0 implica que S(p) = p. Se ¢ € W é fixado por T # Id, entdo
TW)NW # (edai T(p) = p, portanto p = q.

Agora provamos o reciproco do item (i), isto é, devemos provar que um subgrupo de
PSL(2,R) que age propriamente descontinua em H deve ser discreto. Suponhamos
que isso ndo acontece, e escolhamos um ponto s € H que nédo é fixado por qualquer
elemento de I' diferente da identidade (tal ponto existe pela parte (ii)). Como estamos
supondo que I" ndo é discreto, existe uma sequéncia de elementos distintos {7}, , tal

que Ty, — Id quando k — oo. Daqui 7} (s) — s quando k — oo e como s ndo é fixado
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por qualquer elemento de I' diferente da identidade, {T}(s)},-, é uma sequéncia de
pontos distintos. Portanto toda vizinhanga de s contém outros pontos da I'—6rbita de
s, logo I" ndo age propriamente descontinua. |

Coroldrio 1.69. Seja I' um subgrupo de PSL(2,R). Entdo I' é um grupo Fuchsiano se e
somente se para todo z € H a I'—06rbita de z, denotado por I'z, é um subconjunto discreto de H.

Prova: Suponhamos que I'z é um subconjunto discreto de H, entdo existe um ¢ tal que
o disco hiperbélico B.(z) ndo contém outro ponto de I'z.

Daqui, se V' C B.j3(z), podemos mostrar que V' N S(V) # 0 implica que S(z) = z
(analogamente como na prova do item (i) do Teorema e portanto I' age propria-
mente descontinua em H e segue-se que I' é um grupo Fuchsiano.

Reciprocamente, se I' € um grupo Fuchsiano entdo ele age propriamente descontinua
em H e dai toda I'z é discreta em H. |

Coroldrio 1.70. Se I' é um grupo Fuchsiano, entdo o conjunto dos pontos fixos de elementos
elipticos ndo tem pontos de acumulacio em H.

Prova: Seja z € H e K um conjunto compacto tal que z € K. Suponhamos que z = T’z
para algum 7' € I'. O Teorema e a Proposicdo [.65|(no caso de X = He G =T
a reciproca é certa) implicam que isto s6 é possivel para um ntmero finito de 7" € T,
daqui s6 existe um ntimero finito de pontos fixos elipticos em K. u

Observagao 1.71. O Corolario implica o seguinte: Se z € H e {7,}32, é uma se-
quéncia de elementos distintos de I', entdo se {7,,(z)};°, tem um ponto limite o €
CU{oo} entdo o € RU {o0}.

Definicao 1.72. O conjunto de todos os possiveis pontos limites das I'-0rbitas 'z, z € H, é
chamado o conjunto limite de I" e é denotado por A(T").

Observacgado 1.73. Sejam 5,7 € PSL(2,R). Se ST = T'S entdo S mapea o conjunto dos
pontos fixos de 1" sobre se mesmo.

Vamos olhar para os centralizadores dos elementos parabdlicos, elipticos e hiper-
bolicos em PSL(2,R). Suponhamos que T'(z) = z+ 1. Se S € Cpgrer)(T)* en-
tdo S(c0) = oo. Portanto S(z) = az + b, ST = TS nos da que a = 1 e assim
Cpsrer)(T) = {z = 2+ k | k € R}. Com o mesmo resultado para o centralizador
dezw— z—1.

#Se G é um grupo e g € G, entdo o centralizador de g em G é dado por Ci(g) = {h € G | hg = gh}
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Similarmente pode-se ver que o centralizador de Uy (A > 0, A # 1) em PSL(2,R) con-
iste de transformagdes da forma U, (i > 0) e o centralizador do elemento eliptico (1.4)
consiste das transformacoes

Destas observagdes se obtém o seguinte resultado.

Teorema 1.74. (i) Dois elementos distintos da identidade em PSL(2,R) commutam se e so-
mente se eles tém o mesmo conjunto de pontos fixos.

(i7) O centralizador em PSL(2,R) de um elemento hiperbélico (respectivamente, parabdlico,
eliptico) de PSL(2,R) consiste de todos os elementos hiperbdlicos (respectivamente, parabéli-

cos, elipticos) com o mesmo conjunto de pontos fixos, junto com a identidade.

Lema 1.75. Ver [[10, pdg.29].

(1) Qualquer subgrupo discreto ndo trivial de R, o grupo aditivo dos reais, é ciclico infinito.
(i) Qualquer subgrupo discreto de S*, o grupo multiplicativo dos niimeros complexos de mé-
dulo 1, é ciclico finito.

Proposicao 1.76. Seja I' um grupo Fuchsiano cujos todos os elementos distintos da identidade

tém o mesmo conjunto de pontos fixos. Entdo I é ciclico.

Prova: Suponhamos que S € I' é hiperbolico. Entdo escolhendo um grupo conjugado
se fosse necessario, podemos assumir que S fixa 0 e co. Daqui, todas os elementos de I
sdo hiperbolicos e fixam 0 e oo, entdo I' é um subgrupo discreto de H = {z — Az | A >
0}, mas H é isomorfo como grupo topolégico a R* o qual é isomorfo ao grupo aditivo
R. Logo, pelo Lema [1.75(i), I é ciclico infinito.

Similarmente, se I' contém um elemento parabdlico entdo I' é um grupo ciclico infinito
contendo somente elementos parabdlicos. Se I' contém um elemento eliptico entdo
todas as transformacdes da forma formam um grupo isomorfo a S'. Lemal[L.75(i7)
implica que I é ciclico finito. u

Coroldrio 1.77. Todo grupo Fuchsiano abeliano é ciclico.

Teorema 1.78. Seja I' um grupo Fuchsiano ndo ciclico. Entdo o normalizador de " em PSL(2,R),

Npsrer) ('), é um grupo Fuchsiano.

Prova: Suponhamos que o normalizador de I' em PSL(2,R) ndo é Fuchsiano. Entdo
ele contém uma sequéncia infinita {7),}°, de elementos distintos tal que 7,, — Id
quando n — co. Assim, se S € T' (S # Id), entdo T,,ST,, ! — S quando n — oo. Como
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I é discreto, existe um interio positivo m tal que 7,57, ' = S para todo n > m. Logo,
pelo Teorema temos que para estos valores de n, T;, tem 0s mesmos pontos fixos
de S. Mas, como I ndo é abeliano, temos que existe S’ € I' tal que seu conjunto de
pontos fixos ndo coincide com o de S (Teorema [I.74). Fazendo o mesmo argumento
como acima, obtemos que 7, tem o mesmo conjunto de pontos fixos que S’ para n
suficientemente grande. Daqui, S e S’ tem 0 mesmo conjunto de pontos fixos, a qual é
uma contradigdo. Portanto Npgy 2o r) (T") é Fuchsiano. [

1.4 Regioes Fundamentais

A importancia de uma regido fundamental F' de um grupo Fuchsiano I' é que sim-
plesmente nos permite centrarnos em ver como I' age em F'.
Nesta secdo comegamos apresentando uma defini¢do um pouco mais geral de regido
fundamental. Veremos que tais regides sempre existem para grupos Fuchsianos, como
também algumas de suas propiedades junto com um exemplo. No Capitulo 2 também
apresentamos outros resultados relacionados a este conceito.

Seja X um espaco métrico e G’ un grupo de isometrias de X agindo propriamente
descontinua em X

Definicao 1.79. Uma regido fechada F' C X é definida como uma regido fundamental para
G, se:

i | JTr) =X

TeG
(i) Fn T(lOV) =1 para todo T € G — {Id}.

O conjunto OF = F — F ¢ chamado a fronteira de F. A familia {T'(F) | T € G} é chamado
ladrilhamento de X.

Teorema 1.80. Sejam Fy e F, duas regides fundamentais para um grupo Fuchsiano T, e
pu(F1) < oo. Suponhamos que as fronteiras de Fy e F, tém drea hiperbélica zero. Entdo

p(F2) = p(Fy).

Prova: Parai = 1,2, temos p(F;) = p(F;). Logo

U NT(Fy)) = F N T(Fy)) C F)

Tel Tell



1.4 Regides Fundamentais 27

(o] ]
Como F’y é o interior de uma regido fundamental, os conjuntos F;NT'(F'2) sdo disjuntos,
e assim

w(F) = S p(BNT(Fa) = S p(T™N(F) A Fa) = 3 w(T(Fy) 1 F)

Tel Tell Tell

Desde que F} é uma regido fundamental, temos

J@(F)nFy) =F,
Ter
Dai
p(Fy) = p(Fa) = p(|J w(T(F) N Fa)) <) u(T(F) N Fy)
Ter Ter
Portanto u(F) < w(Fi). Trocando Fy e F, obtemos u(Fy) < u(F,) e assim u(Fy) =
p(F2) n

Definigao 1.81. Seja I' um grupo Fuchsiano e seja p € H um ponto que ndo é fixado por
qualquer elemento de I' — Id. O conjunto

D,(I')={z€ H| p(z,p) < p(z,T(p)) paratodo T € I'}

é chamado a regido de Dirichlet para I centrada em p.

Pela invariancia da métrica hiperbolica sob PSL(2,R), esta regido pode ser definida
como
Dy(T) = {z € H | p(z,p) < p(T(2),p) paratodo T € T}

Definicado 1.82. A mediatriz do segmento geodésico [z, z2] € a vinica geodésica ortogonal a
[21, 2] passando por w, o ponto médio de [z, zs).

Lema 1.83. A mediatriz do segmento geodésico [z, 25| é dado pela equagio

p(z, Zl) = p(z, ZQ)

Prova: Sem perda de generalidade podemos assumir que z; = 4,2, = i com r > 0,
assim w = ir e a mediatriz é dada pela equacdo |z| = r. Por outro lado, a equagédo do

lema é equivalente a
|2 — ) |z = 2|

2
) Ty
e simplifica-se a |z| = r |
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Observagdo 1.84. Seja 77 € I' qualquer, denotamos por L,(77) a mediatriz do segmento
[p, T1(p)] e por H,(11) o semi-plano contendo p determinado por L,(7}), entdao temos

D)= (] HyT)

Tel,T#Id

e assim D, (I") é um fechado hiperbolicamente convexo®.

Teorema 1.85. D, (I") é uma regido fundamental conexa para T".

Prova: Sejaz € H e 'z sua I'—6rbita. Como ['z é discreto, existe 2z, € I'z tal que p(zo, p)
atinge seu valor minimo. Assim p(z, p) < p(7'(20),p) paratodo T € I, logo z, € D,(I').
Portanto D,(I") contém pelo menos um ponto de toda I'-6rbita.

Se z esta no interior de D, (I") entdo p(z,p) < p(T'(2),p) paratodoT € I' = {I/d}. Com
efeito, p(p, z) = p(T(2),p) para algum T € T’ — {Id} implica que p(z,p) = p(z, T~ *(p)) e
assim z € L,(T~'), entdo ou z ¢ D,(I') ou z esta na fronteira de D,(I"). Agora, se 21, 22
estam no interior de D,(I"), eles ndo podem estar na mesma I'—6rbita, caso contrédrio
terifamos p(z1,p) < p(z2,p) € p(22,p) < p(z1,p), uma contradigdo. Como D,(I') é a
intersecdo de semi-planos fechados, temos que D,(I") é fechado e convexo. Portanto

D,(I") é conexo por caminhos e consequentemente conexo. |

Observacgdo 1.86. 1.- Se I é uma regido de Dirichlet para I" centrado em p, entdao 7'(F)
é uma regido de Dirichlet para TT'T ! centrada em T'(p) para qualquer T € PSL(2,R).
2.- As regides de Dirichlet sdo limitadas por H-linhas e possivelmente por segmentos
do eixo real. Se duas H-linhas intersectam-se em H em um ponto, tal ponto é chamado

vértice da regido de Dirichlet.

Exemplo 1.87. O grupo modular I' = PSL(2,Z). Pode-se ver que ki (k > 1) ndo é
fixado por qualquer elemento diferente da identidade do grupo modular. Fixando

p = ki, k > 1, provaremos que a regido
1
F= {z e H | |z| > 1,|Re(2)] < 5}

é uma regido de Dirichlet para o grupo PSL(2,7). Temos que as isometrias Tz = z + 1
e Sz = —1/z pertencem a I e que as trés geodésicas de F sdo L,(T), L,(T~') e L,(S5).
Isto mostra que D,(I') C F. Suponhamos D,(I') # F, entdo existem z € Feh e tal
que h(z) € F.

SUm subconjunto A de H ¢ hiperbolicamente convexo se dado dois pontos z,w € A existe um seg-
mento L de uma H-linha juntando os pontos z e w tal que L C A.
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Figura 1.7: Regido de Dirichlet de PSL(2,7Z).

Seja
az+b
= - - 1
h(z) o d (a,b,c,d € Z,ad — bc = 1)

Entédo
lcz +d|? = A|z]* + 2Re(2)cd + d* > A+ d* — |ed| = (|c| — |d|)? + |cd|

pois |z| > 1 e Re(z) > —1. Este limite inferior é um ntimero inteiro positivo (se fosse
igual a 0, terfamos que ¢ = d = 0 o que contradiz ad — bc = 1). Portanto, pelo menos é
1, assim |cz +d| > 1.

Asssim, temos
Im(z)

Imh(z) = lcz + d|?

< Im(z)

O mesmo argumento se cumpre com z e h substituido por h(z) e h™!, respectivamente,
obtendo uma contradic¢do. Portanto D,(I') = F.

Definicao 1.88. Dizemos que uma regido fundamental F para um grupo Fuchsiano I' é chamada
localmente finita se a familia {T(F) | T € I'} é localmente finita.

Teorema 1.89. Qualquer regido de Dirichlet é localmente finita.

Prova: Seja F' = D,(I'), onde p ndo é fixado por qualquer elemento de I' — {Id}. Seja
a € Fe K C Hcompacto com a € K. Suponhamos que K N T;(F) # () para uma
sequéncia infinita {7;};°, de elementos distintos de I'. Seja o = sup,., p(p, z). Entdo
o < p(p,a)+p(a, z) paratodo z € K, como K é limitado, o é finito. Seja w; € KNT};(F).
Entdo w; = T)(2;) para z; € F e daqui

p(p, Tj(p)) < p(p,w;) + p(w;, Tj(p)) = p(p, w;) + p(z5,p) < p(p, w;) + p(w;, p) < 20.
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Assim o conjunto infinito de pontos {7;(p) };2, pertencem a H-bola com centro p e raio
20. Mas isto contradiz o Coroldario |
Seja F' uma regido fundamental para um grupo Fuchsiano I' e sejam u e v vértices
de F. Dizemos que u e v sdo congruentes se existe T € T tal que T'(u) = v. E claro que
a congruéncia é uma relacdo de equivaléncia nos vértices de F' e as classes de equiv-
aléncia sao chamados ciclos.
Se u é fixado por um elemento eliptico S entdo v é fixado pelo elemento eliptico 7'ST*,
isto é, se um vértice de um ciclo é fixado por um elemento eliptico também séo fixados
todos os demais vértices do mesmo ciclo. Tal ciclo é chamado um ciclo eliptico e os
vértices desse ciclo sdo chamados vértices elipticos.
Notar que, se um ponto w € H é fixado por algum elemento S’ € I, entdo w pertence
a fronteira de T'(F') para algum 7' € T. Daqui, v = T~ !(w) esta na fronteira de F e
é fixado pelo elemento eliptico S = T'S'T, seja k a ordem de S. Suponhamos que
k > 3; entdo como S é uma isometria hiperbdlica fixando v, a qual mapea H-linhas a
H-linhas, u deve ser um vértice de F' cujo angulo é ao maximo 27 /k. Se S tem ordem 2,
entdo seu ponto fixo esta no interior de um lado de F'. Neste caso S troca os dois seg-
mentos deste lado separados pelo ponto fixo. Vamos incluir tais pontos fixos elipticos
como vértices de F, o angulo em tais vértices é 7. Portanto um vértice de F' é a inter-

secdo em H de duas H-linhas de F' ou o ponto fixo de um elemento eliptico de ordem 2.

Teorema 1.90. Existe uma bijegio entre os ciclos elipticos de F e as classes de conjugagio de

subgrupos ciclicos finitos maximais ndo triviais de I.

Prova: Da Proposicao temos que os subgrupos finitos ciclicos de PSL(2,R) sao
gerados por elementos elipticos e cada elemento eliptico de PSL(2,R) tem um tnico
ponto fixo em H e a mesma observagdo acontece para I'. Também, se um ponto em
H tem um estabilizador néo trivial em I' entdo seu estabilizador é um subgrupo finito
ciclico de I' (Proposicao e pela Observagao este subgrupo finito ciclico é um
subgrupo ciclico finito maximal. |

Exemplo 1.91. Seja I' o grupo modular. A regido de Dirichlet F' de I' tem vértices em
Hem z = (—1 +iv/3)/2,w = (1 +iv/3)/2 e i. Estes sdo estabilizados pelos subgrupos
ciclicos finitos gerados respectivamente por z +— (—z —1)/z, z —= (z — 1) /z e z +— 1/z.
Como z — z+1leva z a w estes dois vértices pertencem ao mesmo ciclo eliptico. Como
ndo existem outros vértices de F' cujo angulo é < 27/3 estes dois vértices formam um
ciclo eliptico. O ponto 7 é fixado por um elemento eliptico de ordem 2.

Como ndo existe outro ponto da fronteira de F' fixado por um elemento eliptico de
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ordem 2, {i} é um ciclo eliptico consistindo de apenas um vértice. Pelo Teorema 0
grupo modular tem duas classes de conjugagdo de subgrupos ciclicos finitos maximais,

um consistindo de grupos de ordem 2 e outro consistindo de grupos de ordem 3.

Definic¢do 1.92. As ordems dos subgrupos finitos maximais de I sdo chamados os periodos de
I

Proposicdo 1.93. Seja F' uma regido fundamental para o grupo Fuchsiano I'. Sejam 6,605, . .. 6,
os dngulos em um conjunto de vértices congruentes de F. Seja m a ordem do estabilizador em
I' de um destes vértices. Entio

014+0+...+60,=21/m

Prova: Sejam vy, v,,...,v; 0s vértices pertencendo ao conjunto congruente, onde o
angulo interno em v; é 0;. Seja H = {I,5,5% ...,5™ '} o estabilizador de v; em T
Entdo todas as regides S"(F)(0 < r < m — 1) tém um vértice em v; cujo angulo é 6.
Agora suponhamos que Tj(v,) = v1(T; € I'). Entdao o conjunto de todos os elementos
que levam vy, a v; é somente a classe lateral H7}, assim todas as regides S"Tj(F') tém a
v como um vértice, sendo seu angulo 6. Por outra parte, se uma regido A(F)(A € I)
tem um vértice em vy, entdo A '(v;) € F e assim A~ (v;) = v; para algum i(1 < i < ¢).
Logo A € HT, e assim a regidao A(F') foi incluida na descri¢do acima. Essas mt regides
circundam o vértice vy, e cada angulo 6, é repetido m vezes; essas regides sdo diferentes,
pois se S"T},(F) = SYT,(F) entdo S"T), = ST, e dai T}, = T; e S” = S Portanto

m(91+¢92—|—+9t):27r



32

Preliminares




Capitulo

2

Superficies de Riemann

Neste capitulo vamos desenvolver alguns resultados basicos da teoria das superfi-
cies de Riemann. O leitor pode ver [5],[8]],[9] e [12] para um estudo mais profundo.

2.1 Definicao e Exemplos

Lembrar que existe uma identifica¢do natural de R?" com C" dada pela correspondén-
cia (z,y) — = +iy com x,y € R".

Seja U um subconjunto aberto de C", dizemos que uma func¢do f = (fi,..., fm) :
U — C™ é holomorfa em U, se paracada: = 1,...,n, f; : U — C é uma fungdo
holomorfa com respeito a cada uma de suas n variaveis.
Agora, seja S uma variedade topolédgica 2n-dimensional. Dizemos que um atlas A de S
é holomorfo se, considerando as mudancas de coordenadas como n fun¢des complexas
em n variavéis complexas (pela identificacdo acima), as mudangas de coordenadas sdo

func¢oes holomorfas.

Definicao 2.1. Seja S uma variedade topologica 2n-dimensional. Uma estrutura complexa
n-dimensional em S, é um atlas holomorfo maximal A em S e o par (S,.A) é chamada uma

variedade complexa n-dimensional.

Em particular, temos que uma variedade complexa n-dimensional é uma variedade

diferenciavel de classe C* 2n—dimensional.

Definicdo 2.2. Uma superficie de Riemann é um par (S, A), onde S é uma variedade topoldg-
ica 2-dimensional e A é uma estrutura complexa em S.
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De agora em diante, somente nos centraremos em superficies de Riemann e es-
creveremos: S uma supetficie de Riemann em vez (S, A) para indicar que S tem alguma
estrutura complexa dada.

A continuacdo algumas superficies de Riemann sido apresentadas.

Exemplo 2.3. (i) O plano complexo C. Sua estrutura complexa é definida pelo atlas cuja
Unica carta é Id : C — C.

(ii) Dominios. Seja R uma superficie de Riemann e ¥ um dominio' em R. Sua
estrutura complexa é induzida pelas cartas ¢ : U — V em R taisque U C Y.
Em particular o semiplano superior H é uma superficie de Riemann.

(17i) A esfera de Riemann C := CU {oo}. Introduzimos a seguinte topologia em
C: os conjuntos abertos sdo os abertos usuais U C C junto com conjuntos da forma
V U{oo}, onde V' C C é o complemento de um conjunto compacto X C C. Com esta
topologia, C é um espago de Hausdorff e compacto homeomorfo a esfera S?. Sejam
Up:=C\ {oo} =Cel,:=C\{0} = C* U {oo}.
Definimos as aplicagdes ¢; : U; — C, i = 1,2 da seguinte maneira: ¢; é a identidade e

1/z parazec C*
@2(2)1:{ /= P

0 paraz= o0

Com estas cartas C é uma variedade topoldgica conexa de dimensdo 2. A estrutura
complexa em C é definido pelo atlas {(U;, ¢;) }i=1.2, pois ¢1 (U1 NUsz) = o (U1 NU,) = C*
e py0 ;! : C* — C* dado por z ~ 1/z é biholomorfo.
(iv) Toro: Suponhamos que w;,w; € C sdo linealmente independentes sobre R.
Definamos
[ := Zwy + Zwy = {nwy; + mws | n,m € Z}

I' é chamado a reticulado gerado por w; e w,. Dois ntimeros complexos z, 2’ € C sdo
ditos ser equivalentes sob I', ou médulo I' (mod I'), se z— 2’ € I'. O conjunto de todas as
classes de equivaléncias é denotado por C/T". Seja 7 : C — C/I" a projegao candnica e
introduzimos em C/I' a topologia quociente sob 7. Com esta topologia, 7 é continua e
C/I' é um espaco de Hausdorff conexo .Além disso C/I" é compacto, pois é coberto pela
imagem sob 7 do paralelogramo compacto P = {Aw; + pws | A, € [0,1]}. Também
7 é uma aplicagdo aberta (pois se V' C C é aberto, entdo 7' (7(V)) = J,er(w +T) é
aberto).

A estrutura complexa em C/I" é definida da seguinte maneira: seja IV C C um conjunto

1Seja X um espaco topolégico, dizemos que Y C X é um dominio se Y é um subconjunto aberto e
conexo.
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aberto tal que ndo existem dois pontos equivalentes sob I' em V. Entdo U = 7(V)
é um conjunto abertoe 7 | V : V. — U é um homeomorfismo, e consideramos sua
inversa ¢ : U — V como uma carta. Seja A o atlas obtido desta maneira, vejamos que
para quaisquer duas cartas ¢; : U; — V;, i = 1,2 que pertencem a A a mudanca de
coordenadas é holomorfa. Com efeito, considerando ¢ = ¢y 0 ;' : o1(U; N Uy) —
©a(Uy N Uy), temos que m(1(2)) = ¢;'(2) = 7(2) para todo z € ¢, (U; N Us) e assim
YP(z) —z € I'. Como T é discreto em C e ¢ é continua, isto implica que ¢(z) — z é
constante em cada componente conexa de ¢ (U; N Us). Portanto ¢ é holomorfa.

Definicao 2.4. Sejam R e S duas superficies de Riemann. Dizemos que uma aplicagdo f :
R — S é holomorfase o fo ™' : p(U) — (V) é holomorfa para todas as cartas locais
(U,p)de Re (V,¢)de S com f(U) C V. Umaaplicagio f : R — S é um biholomorfismo se
[ é uma aplicagio holomorfa com inversa f~' : S — R holomorfa.

Observagdo 2.5. 1.- Sejam I" e I dois reticulados e seja o € C*, entdo a aplicagdo C —
C, z — az induz uma aplicacdo holomorfa & : C/I' = C/I" o qual é biholomorfismo
se e somente se al' =I".

2.- Da observacao anterior, temos que todo toro C/I' é biholomorfo a um toro da
forma R, := C/T';, onde I'; é um reticulado da forma Z + 7Z para algum 7 € H.

3.- Utilizando as equagdes de Cauchy-Riemann pode-se ver que toda superficie de

Riemann é orientavel.
Nas notagdes do Teorema temos a seguinte definigdo.

Definicao 2.6. Uma superficie de Riemann homeomorfa a um dos S, é chamada uma superfi-

cie de Riemann fechada de género g.

A esfera de Riemann é de género 0 e um toro é de género 1. Do Teorema temos
que toda superficie de Riemann compacta é uma superficie de Riemann fechada de
género finito.

Uma superficie de Riemann ndo compacta é chamada uma superficie de Riemann
aberta.

Definicao 2.7. O espago de moduli M de género g é o espaco das classes de equivaléncias
de superficies de Riemann fechadas de género g, onde duas superficies de Riemann fechadas R e
S de género g sdo equivalentes, se existe um biholomorfismo f : R — S.

2.2 Teorema de Uniformizacao

Nesta secdo, apresentamos o Teorema de uniformizacdo devido a Klein, Poincaré e

Koebe o qual classifica as superficies de Riemann simplesmente conexas, a menos de
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biholomorfismo. Este teorema tem muitas consequéncias importantes, as quais apre-
sentaremos algumas neste capitulo. Para o leitor interesado na prova deste teorema,

uma excelente referéncia é [5, pag.210].

Definicdo 2.8. Sejam R e R duas superficies de Riemann. Uma aplicagio holomorfa sobreje-
tora 7 : R — R é chamada uma aplicagdo de recobrimento se todo ponto p de R tem uma
vizinhanga U tal que para cada componente conexa V' da imagen inversa = (U) de U a re-
stricgdom | V : V' — U é um biholomorfismo.

Dizemos que (R, 7, R) é um recobrimento de R, e R uma superficie de recobrimento de R.
A aplicagdo de recobrimento w é chamada também a projecio de R sobre R. Além disso, quando
Ré simplesmente conexa, (ﬁ, 7, R) é chamado um recobrimento universal de R, e R uma

superficie de recobrimento universal de R.

Exemplo 2.9. 1. Sejan:C — C — {0} dado por 7(z) = e*. Entdao C é uma superficie
de recobrimento universal de C — {0}.

2. Sejam : H — A — {0} dado por 7(z) = e*™*. Entdo H é uma de superficie de
recobrimento universal de A — {0}

3. Sejam : C— {0} — C— {0} dado por 7(z) = 2", onde n é un inteiro positivo.

Entdo C — {0} é uma superficie de recobrimento sobre se mesmo.

Definigdo 2.10. Uma aplicacio biholomorfa v : R — R satisfazendo w o v = 7 é chamada
uma transformagdo do recobrimento (R, , R). Para um recobrimento (R, w, R) dado, de-
notamos por I' o conjunto de todas suas tranformagodes do recobrimento. I' é um grupo, com a
operagdo de composigdo de aplicagoes, chamado grupo de transformagées do recobrimento
de (R, m, R). Em particular, chamamos de T 0 grupo de transformacées do recobrimento
universal se R é uma superficie de recobrimento universal de R.

Exemplo 2.11. Damos os grupos de transformg¢des de recobrimento dos recobrimentos

do Exemplo 2.9
I' = (y1) com v, (z) = z + 2mi.

(
I'=(y)com~(z) =2+ 1
I' = (11) com 71 (z) = zexp(27i/n) o qual é un grupo finito de ordem n.
Seja (f{, 7, R) um recobrimento de uma superficie de Riemann R. Um ponto p em

R esta sobre um ponto p em R se w(p) = p. Um levantamento de um caminho C' em R

é um caminhoCem RcomrmoC =(C

Proposigio 2.12. Toda superficie de Riemann R tem um recobrimento universal (R, w, R).
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Prova: Fixemos um ponto base py em R. Seja um par (C,p) de qualquer ponto p em
R e qualquer caminho C em R de py a p. Dois pares (C, p) e (C’,p') sdo equivalentes se
p = p e C é homotdpico a C' em R. Denotamos por [C, p] a classe de equivaléncia de
(C,p). Seja R o conjunto de todas a classes de equivaléncia [C, p].

R é uma superficie de Riemann:

Para qualquer ponto p = [C,p] de R, tomamos uma vizinhanca U, de p o qual é um

dominio simplesmente conexo em R. Seja
Up={lC-Cpdl | g€ Uy e Cy(l) C U, com Co(0) = p, Cy(1) = q}

Desde que U, é um dominio simplesmente conexo, temos uma correspondéncia 1 — 1
entre U, e Uy. Esses U; definem um sistema fundamental de vizinhancas de p em R.
Entdo R resulta um espaco topolégico de Hausdorff. Seja 7 : R — R a projecio dada
por 7([C,p]) = p, pela construgdo temos que 7 é uma aplica¢do continua de R sobre R
e satisfaz a condicdo de aplicacdo de recobrimento.

Dado um ponto p = [C, p|, tomamos uma vizinhanca coordenada (U,, z,) tal que U, é
um dominio simplesmente conexo, entdo a familia {(Uj, z5)}, onde z; = z o 7 define
uma estrutura complexa em R.

Seja I o caminho constante y(f) = py para qualquer ¢ € 1. Para provar a conexidade
de R, é suficiente mostrar que todo ponto [C, p] € R é conectado com (1o, po] por um
caminho em R. Para cada s € I definimos um caminho C, em R dado por Cs(t) = C(st)
para todo ¢ € I. Pondo C(s) = [C,, C(s)] para todo s € I, temos um caminho C em R
de [, po] a [C, p], 0 que implica que R é conexo.

R é simplesmente conexo:

E suficiente mostrar que todo caminho fechado C em R com ponto base [Iy, po| é ho-
mot6pico a [Iy, po]. Seja C' = 7 o C. Entdo C' é um caminho fechado em R com ponto
base py, e o ponto final de C é representado por [C, py]. Desde que C' é um caminho
fechado, temos que [Iy,po] = [C,po], 0 que significa que C' é homotépico a I,. Seja
F : I x1 — R uma homotopia entre elas tal que {F; = F'(-,s)},1 satisfaz I, = I,
Fy = C, e Fy(0) = F,(1) = py para qualquer s € 1. Entdo, para qualquer (¢,s) € I x I,
definimos um caminho C; ;) em R dado por C (u) = F,(tu) para todo v € I. Logo,
temos uma homotopia F(t,s) : I x I — Rentre C e [Iy, po] pondo F(t,s) = [Ce), Fs(t)]
para todo (s,t) € I x L. Portanto, R é simplesmente conexo. |

Teorema 2.13 (Teorema de Uniformizacado). Toda superficie de Riemann R simplesmente
conexa, é biholomorficamente equivalente a uma das seguintes trés superficies de Riemann:
@, C ou H.
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Como consequéncia imediata do Teorema e do Teorema de uniformizagdo

temos:

Teorema 2.14. Para toda superficie de Riemann R, existe um recobrimento universal R de R
o0 qual é biholomorfo a um das seguintes trés superficies de Riemann: C,CouH.

Vamos listar algumas propriedades conhecidas das aplicagdes de recobrimento, as

quais serdos utilizadas posteriormente.

Lema 2.15 (Existéncia e unicidade do levantamento de um caminho). Ver [11| pdg.123]
Para qualquer caminho C em R com ponto inicial p e para qualquer ponto p € R sobre p, existe
um tinico levantamento C de C' com ponto inicial .

Teorema 2.16 (Levantamento de uma aplica¢do). Para superficies de Riemann R e S,
sejam (R, 7k, R) e (S,7s,S) seus respectivos recobrimentos universais construidos anteri-
ormente. Entdo, dada uma aplicagido continua f : R — S, existe uma aplicagdo continua
f: R — S com fomp=mgo0 f Esta fé determinada unicamente sob a condicdo ]7(171) =qi,
onde p, € Re q, € S sdo tais que ms(q1) = f(mr(p1)).

Além disso, se f é diferencidvel ou holomorfa, entdo [ também é diferencidvel ou holomorfa.
Prova: Sejam p; = [C1,p1] e ¢1 = [D1, f(p1)], obtemos uma aplicagdo definida por
F(C,p]) = [Dy - F(C1)™ - f(C), f(p)] para todos os pontos [C,p] € R. Entdo tem-se
que f(]b]) =qie fomgp=mgo f, como 7 € wg sdao localmente biholomorfismos e f é
continua (difeomorfismo ou holomorfa), entdo fvdeve ser continua (difeomorfismo ou
holomorfa). A unicidade segue-se do Lema u

Teorema 2.17 (Unicidade do recobrimento universal). Ver [11} pdg.132].
Para quaisquer dois recobrimentos universais (R, w, R) e (Ry, 7, R) da superficie de Riemann
R existe um biholomorfismo ¢ : R — Ry tal que m o o = .

Dada uma superficie de Riemann R, denotamos por Aut(R) o grupo de biholomor-
tismos de R.
Dado um recobrimento universal (R, 7, R), sabemos que seu grupo de transformacdes

I' é um subgrupo de Aut(R). Por causa do teorema de uniformizacdo, se queremos

~

conhecer I', precisamos conhecer os grupos Aut(C), Aut(C) e Aut(H).
Lema2.18. (i) Aut(C)= PSL(2,C).
(ii) Aut(C) = {z — az +bla,b € C,a # 0}.

(ifi) Aut(H) = PSL(2,R).
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Prova: (i) Se y(oco) = oo. Entdo em uma vizinhanca de oo, 7 tem a expansdo de
Laurent

v(2) = az + Z bpz™"
n=0

onde a # 0. Entdo v(z) — az é holomorfo em C, daqui o principio do maximo mostra
que (%) —az deve ser uma funcdo constante, digamos b. Assim, temos que y(z) = az+b
com a # 0. Se y(z) = 20 # 00, pondo 71(2) = 1/(z — 2), vemos que 7, € y; © y Sd0
elementos de Aut(@), ey 07(00) = 0o. Assim, temos 1 07y(2) = 1/(v(2) —20) = a12+b1,
onde a;,b; € C com a; # 0.

(77) Todo elemento v € Aut(C) é extendido a um elemento de Aut(@) pondo y(c0) = 0.
Pelo argumento (i) segue-se afirmagdo (ii).

(i77) Sabemos que A e H sao biholomorfos, T : H — A dado por T'(z) = (2 — 1) /(z + 1)
é o biholomorfismo. Se v € Aut(A), seja v(0) = [, entdo a tranformagdo de Mdbius
1(2) = (2 — B)/(1 — B2) pertence a Aut(A). Daqui 75 = 7; o 7 também pertence a
Aut(A) e 72(0) = 0, o lema de Schwarz implica que 2 = ¢z para algum 6 € R. Logo,
sey € Aut(H) entdo y; = T oyo T € Aut(A) é uma tranformagdo de Mobius, da
forma (az +b)/(cz + d),a,b,c,d € C,ad — be = 1. Devido a que v mapea H sobre H,
pode-se assumir que a, b, ¢,d € R e assim v € PSL(2,R). [ |

O seguinte resultado nos va permitir identificar M.

Teorema 2.19. Para quasiquer dois pontos 7,7 € H os toros R, e R, sdo biholomorfos se e

somente T e ' satisfazem a relagio

ar +b
— 1 d (2.1)

onde a, b, c, d sdo inteiros satisfazendo ad — bc = 1.

Prova: Assumamos que existe um biholomorfismo f : R — R;, seja f: C—C
tal que 7, o f = fomy, isto é, o levantamento de f, o qual é biholomorfismo pois
f € biholomorfismo (Ver Teorema , logo fescreve-se como f(z) = az + [, onde
a, € Cea # 0 (Ver Lema . Podemos assumir que ]7(0) = 0edai 8 = 0. Assim

f(7") e f(1) sdo equivalentes a f(0) = 0 sob I';. Portanto

f(r)=ar =ar+b

f()y=a=cr+d

onde a, b, ¢, d sdo inteiros. Portanto, obtemos a relagdo (2.1). Aplicando o mesmo argu-
mento para [~ obtemos
(I/T/ + b/
T =
C/T/ _'_ d/
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onde o',/ ¢, d’ sdo inteiros. Além disso, das relagdes f o f(1) =1le fo f(r) =7,
vemos que ad — bc = £1. Desde que

Imt = %(Imﬂ >0
temos que ad — bc = 1.
Reciprocamente, se cumpre-se, entdo um biholomorfismo f : R, — R, é dado
por f([2]) = [(er + d)z]. .

Do Teorema e o item 2 da Obeservagao temos que M, é identificado com o
quociente de H por PSL(2,Z), isto é, M; = H/PSL(2,Z).

Dado um recobrimento universal (R, 7, R) de uma superficie de Riemann R, ver-
emos que seu grupo de recobrimento universal I' é isomorfo ao grupo fundamental
m (R, po) de R.

Para qualquer elemento [Cy] € 71 (R, py), definimos a acdo [Cy], em R por

[CO]*([Cva = [OO : Cvp]a [Cvp] €ER
Tem-se que [Cp]. € I'. Com estas notagdes temos o seguinte teorema.

Teorema 2.20. A correspondéncia ¢ : (R, py) — I dada por [Cy] — [Co).« é um isomorfismo.

Prova: Da defini¢do segue-se que ¢ é um homomorfismo.

¢ é injetora: Suponhamos que [C)). é o elemento unitario de I'. Entao temos

[Col«([Lo, po]) = [Co, po] = [Lo, po]

onde I, é o caminho constante p,. Assim C; é homot6pico a I, e dai [Cy] é o elemento
unitario de 7 (R, po).

¢ é sobrejetora: Dado v € I, tomamos o caminho C' em R desde [y, po] a ¥([lo, po]). A
relacio 7 o y = 7 implica que C' = 7 o C' é um caminho fechado em R com ponto base
po, assim C é um levantamento de C e [Iy, po] e [C, po] S0 0s pontos inicial e final de C
respectivamente. Desde que [C] € (R, py), Teorema[2.16/implica que v = [C].. |

Lema 2.21. O grupo I' do recobrimento universal de (R, 7, R) de uma superficie de Riemann
R satisfaz:

(i) Para quaisquer p,q € R com (p) = 7 (q), existe um ~ € T com § = v(p).
(ii) Para qualquer p € R, existe uma vizinhanga U de pem R tal que 7(& )N U= para

todo v € I' — {Id}. Em particular, cada elemento diferente da identidade nio tem pontos

fixos.
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(iii) Para qualquer subconjunto compacto K de R existem ao mdximo un niimero finito de
elementos € T tal que y(K) N K # 0, isto é, T age propriamente descontinua em R.

Prova: (i) Suponhamos que 7(p) = 7(q) = p, entdo temos que p = [C},p| e ¢ = [Ca, )]
para alguns caminhos C; e C; em R. Pondo Cy = C; - Cy ! temos que v = [Cp]. satisfaz
q=(D)- N

(i7) Tomamos um ponto p € R, e seja p = 7(p),p = [C, p]. Escolhamos uma vizinhanga
U de p em R satisfazendo a condic¢do da defini¢do de aplicagdo de recobrimento e de-
notamos por U a componente conexa de 7 *(U/) contendo p. Se v(U) N U # () para
algum v € I, existem pontos p1,q; € U com ¢ = 7(p1). Desde que 7 oy = 7, obte-
mos 7(p1) = m(q1) e portanto p; = q;, pois m é biholomorfismo em U. Assim temos
v(p1) = 1d(p1), logo pelo Teorema podemos concluir que v = Id.

(iit) Assumamos que existe uma sequéncia {v,} -, consistindo de elementos difer-
entes de I tal que ~,,(K) N K # 0 para todo n. Entdo para cada n, encontramos pon-
tos ¢, 7, € K com 7, = 7,(¢»), logo pela compacidade de K podemos assumir que
{@ ) {Tn},—, convergem a gy, 7o € K, respectivamente, quando n — oo. Como
7T o7, = m, obtemos 7(g,) = 7(r,) e m(q) = w(rp). Tomamos uma vizinhanga U de
7(qo) em R satisfazendo a condi¢do da defini¢do de aplicagdo de recobrimento, e deno-
tamos por U e V as componentes conexas de 7~ !(I/) contendo g, e 7, respectivamente.
Desde que {7,(¢»)},—, converge a 7, temos () NU #£ 0 para n suficientemente
grande, 7 o 1 (U) =U implica Y (U) =V, isto é, Yty © Y(U) = U. Logo (i7) implica
que Yn41 = Yo, 0 qual é uma contradigdo. [ |

Proposicao 2.22. Seja  : R — R um recobrimento universal da superficie de Riemann R,

entdo m induz uma bijecdo natural
®:T/Int(T) — I, (R). (2.2)
onde Int(I") é o grupo de automorfismos internos de T’

Prova: Fixemos & € R. Dado T € T, seja & o caminho que junta Z com 7'(%) e seja
a = 7 o a. Denotaremos por [T a classe de equivaléncia 7" sob Int(I') e por [a] a classe
de homotopia de o sob homotopia livre. Assim, temos a fun¢do requerida dada por
® : [T] — [o] e é bem definida.

A inversa é construida da seguinte maneira: dado um laco @ € R, tomamos = €
71 ((0)) e levantamos « para um caminho & empezando em z, logo existe um tnico
T e I tal que &(1) = T'(z). E assim obtemos a fun¢do bem definida ¥ : [a] — [T] e
pode-se ver que é a inversa de ®. |
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Dado (E, 7, R) um recobrimento universal de uma superficie de Riemann R, dize-
mos que dois pontos 7, § € R sdo [-equivalentes, se existe um elemento v € I tal que
¢ = ~(p). Denotamos por [p] a classe de equivaléncia de j e por &/I' o conjunto de
todas estas classes de equivaléncia. Tem-se uma projegdo canOnica 7y : R — RJT,a

topologia de R/T" é a topologia quociente respeito de 5

Teorema 2.23. Seja (R, , R) um recobrimento universal de uma superficie de Riemann R
com T seu grupo do recobrimento universal. Entdo R/T é uma superficie de Riemann a qual é
biholomorfa a R.

Prova: E claro que /T é conexo. Para ver que R/I" é Hausdorff utiliza-se a propiedade
(¢4i) do Lema - Agora definimos uma estrutura complexa em R/T' como segue:
para qualquer ponto 7 € R, tomamos uma vizinhanca U~ satisfazendo a propledade
(i7) do Lema e podemos assumir que existe uma coordenada local z; em Uy. Pondo
p = 15(p),U, = Wﬁ(fjp), vemos que 7y : U, — U, é um homeomorfismo. Portanto,
pondo z, = 250 w}izl, concluimos que {(Uy, %)} 5 sr define uma estrutura complexa tal
que (R, 75, R/I') é um recobrimento de R/I'. O biholomorfismo ¢ : R/I" — R é dado
por [p] — 7(p). |

O Teorema mostra que toda superficie de Riemann R pode-se representar pela
superficie de Riemann quociente R/T, de algum recobrimento universal (R,m,R)de R
por seu grupo de transformagdes I' do recobrimento universal .

No que resta desta se¢do, dada uma superficie de Riemann R, vamos determinar

sob que condi¢des em R seu recobrimento universal R é biholomorfo a: C ou C ou H.

Teorema 2.24. Uma superficie de Riemann R tem recobrimento universal R biholomorfo a

esfera de Riemann C se e somente se R é biholomorfa a C.

Prova: Suponhamos que R = C. Desde que todo elemento 7 de seu grupo de reco-
brimento universal I' é uma transformacdo de Mobius, ele deve ter pontos fixos. Do
Lema. 1, qualquer v € I' — {Id} ndo tem pontos fixos em C. Portanto I' = {Id}, o que
implica que R = R/T = C.

Rec1procamente se R = C, como C é simplesmente conexa, pela construcdo de R
segue-se que R=C. n

Lema 2.25. Seja I um subgrupo de Aut(H) tal que todo elemento de I — {Id} ndo tem pontos
fixos em H e tal que a agdo de I' é propriamente descontinua em H. Se I' é abeliano, entdo é
ciclico.

Prova: Tomamos um elemento vy, € I' com y # Id. Desde que 7, ndo tem pontos fixos
em H, entdo temos que 7, é parabdlico ou hiperbélico.
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Se vy é parabdlico, podemos assumir que y(z) = z + by (by € R, by # 0) por conjugacdo
em Aut(H). Logo, temos que 7 € Aut(H) é commutativo com v, se e somente se y
pode-se escrever como y(z) = z + b para algum b € R. Desde que I' age propriamente
descontinua em H, existe um niimero positivo b, tal que I' é gerado por v1(z) = z + bs.
Se 7, € hiperbdlico, podemos assumir que v,(z) = Az (Ao > 0) por conjugacdo em
Aut(H). Logo, temos que v € Aut(H) é commutativo com 7, se e somente se y(z) = Az
para algum ntmero positivo . Desde que I' age propriamente descontinua em H,

existe um ntmero positivo \; tal que I' é gerado por v, (z) = A 2. n

Teorema 2.26. Uma superficie de Riemann R tem um recobrimento universal biholomorfo a C

se e somente se R é biholomorfa a C,C — {0} ou a um toro.

Prova: Suponhamos que R =C. Seja I' seu grupo de recobrimento universal, desde

que I' é um subgrupo de Aut(C), pelo Lema todo v € I' é da forma (2) = az +

b(a,be C,a+#0)ea=1pois qualquer v € I' — {Id} ndo tem pontos fixos em C. Como

I' age propriamente descontinua em C (Lema [2.21), pode ocurrir um dos seguintes

casos:

(i) I' = {Id}.

(17) I' = (7o), onde yo(2) = 2z + by para algum b, € C — {0}.

(13i) I' = (70, 71), onde vo(2) = 2 + by € 71(2) = 2 + by para alguns by, b; € C as quais sdo

linealmente independentes sobre R.

Portanto, nos casos (i), (ii) e (iii) a superficie de Riemann R = C/I" é biholomorfa a

C,C — {0} ou a um toro, respectivamente.

Reciprocamente, se & = C obtemos R=C pois C é simplesmente conexo. Agora,

suponhamos R = C — {0} entdo obtemos R = C (item 1 do Exemplo .

Finalmente, suponhamos que R é um toro. Se R é biholomorfo a H, entdo I' deve ser

um grupo livre abeliano com dois geradores, mas isto é uma contradigdo ao Lema[2.25|

Portanto R é biholomorfa a C. |
Como consequéncia do Teorema e Teorema temos o seguinte resultado.

Coroldrio 2.27. Toda superficie de Riemann R é biholomorfa a uma das sequintes: C, C — {0},
um toro, C ou a H/T, onde T é um subgrupo de Aut(H) = PSL(2,R) agindo propriamente

descontinua e livremente* em H.

Em particular, se R uma superficie de Riemann fechada de género g > 2 entdo R é
biholomorfo a H e R é biholomorfa a H/T', esta expressao sera denotada por R = H/T,

para algum subgrupo I' de PSL(2,R) agindo propriamente descontinua e livremente

2A agdo de um grupo G sobre um conjunto X é livre se o conjunto G, = {g € G | g- * = x} contem
unicamente o elemento neutro {e} do grupo G.
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em H. Do Teorema tal subgrupo I' é um grupo Fuchsiano. Além disso, tal I'
ndo tem elementos elipticos (a acdo é livre) e neste caso dizemos que I' é um modelo
Fuchsiano para R.

2.3 O quociente H/I'

Dada uma superficie de Riemann fechada R de género g > 2 vimos que R = H/T,
onde I' é um modelo Fuchsiano para R.

O seguinte resultado mostra que os modelos Fuchsianos para 12 sdo conjugados.

Teorema 2.28. Sejam I'y, I'y grupos Fuchsianos sem elementos elipticos. Entdo H/I'; e H /Ty
sido superficies de Riemann biholomorfas se e somente se existe T € PSL(2,R) tal que TT{ T~ =
Iy

Prova: Como I'1,I'; agem sem pontos fixos, entdo as aplicagdes 7; : H — H/I';, i = 1,2
sdo aplica¢des de recobrimento.

Se existe um biholomorfismo ¢ : H/I'y — H/I';, entdo pelo Teorema existe um
biholomorfismo 7' = ¢ : H — H, § € PSL(2,R) tal que o seguinte diagrama commuta.

H— ~H
H/Fl LH/FQ

isto &, g([z]r,) = [T'(2)]r,. Agora, se S € I';, entdo [z]r, = [S(2)]r, e portanto [T'S(2)]r, =
[T(2)]r,. Logo existe V € I'y tal que T'S(z) = ST'(z) para todo z € H e assim T'ST~! =
V € Ty. Portanto TT,T~' C T';. Um argumento similar, utilizando ¢~*([z]r,) =
[T-'(2)]r, mostra que T~ 'T'yT C T';.
Reciprocamente, se TT,7T~! = I'y entdo a aplicagdo [z|r, — [T(z)]r, € um biholomor-
fismo de H/I"; sobre H/I';. [ |
O seguinte resultado mostra que superficies de Riemann também podem ser obti-
das de H mediante grupos Fuchsianos (se I' ndo tem elementos elipticos o resultado é

o Teorema [2.23).

Teorema 2.29. Ver [18, pig.248].
Seja I um grupo Fuchsiano qualquer, entdo H/T" tem estrutura de superficie de Riemann tal
que a projecio candnica 7 : H — H/T" é holomorfa.

Agora, apresentamos resultados que relacionam o quociente H/I' com a regido fun-
damental de I'.
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Teorema 2.30. Se I é uma regido de Dirichlet para um grupo Fuchsiano ', entdo F'/T" é
homeomorfo a H/T.

Prova: Sejai: F — Hainclusdoe : F — F/I', m : H — H/T as projegoes candnicas
continuas. Definimos ¢ : F'/T" — H/I" como a aplicacdo tal que satisfaz 6(¢(z)) = 7(2).
Se ¢ (2z1) = ¢(22), entdo 2o = S(2) para algum S € I' e assim 7(2;) = 7(22). Portanto,
6 é bem definida e bijetora. Agora, se V' C H/T" é aberto entdo 7~ '(V') é aberto em H
e assim F' N7 (V) é aberto em F. Da igualdade ¢y~ (6=(V)) = F N7 !(V) obtemos
que 6~(V') é aberto em F/T. Portanto # é continua. Vejamos que 6 é aberta.

Seja A C F/T’ um conjunto aberto e seja [z] = () € A. Pelo Teorema([I.89] F é local-
mente finito, assim temos que ¢¥!([z]) = {z = Ty(2),T1(2),...,Ts(2)} é um conjunto
finito. Como ¢ *(A) = A é relativamente aberto em F e ¢~!([z]) é finito, existe um
disco hiperbdlico B com centro z tal que

T(B)NF CAeT(B)NF # () implicaque T =T; (1 <j <s) (2.3)

Temos que, 0([z]) = 7(z) € 7(B) o qual é aberto.

Afirmagio: m(B) C 6(A). De fato, seja [w] € n(B),w € B. Entdo existe T' € I tal que
T(w) € F. Logo T(B)NF # ( e por temos 7' = T} para algum j = 1,...,s.
Portanto T;(w) € T;(B) e T;(w) € F e por , T;(w) € A. Logo,

(w] =7(w) =7(Tj(w)) € m(A) = moi(A) = 6(A).

e assim tem-se a afirmagao.
Portanto 0(A) é uma vizinhanga aberta de 6([z]). |

Teorema 2.31. Seja F' uma regido de Dirichlet para um grupo Fuchsiano I'. Entdo H/T" é
compacto se e somente se F' é um subconjunto compacto de H.

Prova: Do Teorema resulta que se F' é compacto entdo H/I' é compacto.
Suponhamos agora que H/I" é compacto. Pelo Teorema segue-se que se [z] € H/T
entdo existem ao maximo um numero finito de 2’ € F' tal que n(z') = [z]. Agora, seja
{z}I, uma sequéncia de pontos diferentes em F'.

Mostraremos que esta sequéncia tem um ponto limite em F. Com efeito, a sequén-
cia {[z]}~, tem um ponto limite [/] € H/I, [/] tem um ntmero finito de pre-imagens
ly,....l,em F.

Afirmagdo: Algum dos pontos l;, i = 1,...,r que um destes pontos é um ponto limite de
{z;}?,. De fato, caso contrario cada /; tem uma vizinhanga V; em H contendo s6 um
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nimero finito desta sequéncia e como [y, ..., [, estdo na mesma ['-6rbita, cada V; con-
tém um numero finito de pontos da forma S(z;). Logo (;_; 7(V') é uma vizinhanga
aberta de [/] contendo somente um ndmero finito da sequéncia {[z;]}! ;, o que é uma
contradigao.

Portanto /' é compacto. u

Observagao 2.32. Seja I' um grupo Fuchsiano tal que H/I' é compacto. Entdo pelo
Teorema qualquer regido de Dirichlet é compacta. Portanto F' tem um ntmero

finito de lados e assim somente um nimero finito de ciclos elipticos. Pelo Teorema

' tem um ntmero finito de periodos my, ..., m,. Dizemos que I' tem assinatura
(g;mq,...,m,)se H/I' tem género g e my, ..., m, sdo os periodos de I'.
Teorema 2.33. Seja I' com assinatura (g;ma, ..., m,). Se F' é uma regido fundamental para

" cuja fronteira tem drea hiperbélica zero, entdo a drea hiperbdlica de F é
- 1
p(F)=2m (29— 2) + (1 )
i=1 ¢

Prova: Temos que F' tem r ciclos elipticos (como na Secdo 1.4, incluimos o ponto
interior de um lado fixado por um elemento eliptico de ordem 2 como um vértice
cujo angulo é 7 e este lado é considerado sendo composto de dois lados separados
por este vértice). Pelo Teorema a soma dos angulos em todos vértices elipticos
é> ;—” Suponhamos que existem outros s ciclos de vértices, desde que a ordem
dos estabilizadores destes vértices e 1. Logo, a soma dos angulos nestes vértices é 27s.
Assim a soma de todos os dngulos de F' é igual a

Os lados de F' sdo emparelhados por elementos de I'. Se identificamos esses lados

emparelhados, obtemos uma superficie compacta orientdvel de género g. Se F' tem n
destes lados identificados, obtemos uma decomposi¢do de H/I" em r + s vértices, n
arestas, e 1 face simplesmente conexa. Logo, pela férmula de Euler,

2—-29g=(r+s)—n+1
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Dai, pelo Coroldrio obtemos

p(F)=(2n—2)—2x [(Zﬂ%) + 5

=1

. 1
=27 [(29 -2 1— —
. [( -2+ m)]
|
O seguinte resultado, utilizando o Teorema proporciona uma cota inferior para
a /1(F) sob algumas condigdes.

Proposicao 2.34. Ver [8, pdg.261]. Se F' é uma regido de Dirichlet para um grupo Fuchsiano
tal que H /T é compacto, entio i(F) > m/21. Se u(F) = /21, entdo T é um grupo triangular®
com assinatura (0;2,3,7).

O seguinte teorema é o reciproco do Teorema

Teorema 2.35. Se g > 0, m; > 2 sdo inteiros e se
29— 2+ Y (1—(1/my)) >0,
=1

entdo existe um grupo Fuchsiano com assinatura (g; my, ..., m,).

Prova: Vamos utilizar o modelo do dico A da geometria hiperbdlica (neste caso as H-
linhas sdo os circulos e linhas Euclideanas ortogonais a fronteira de A). Do centro de A
tracamos 4g-+r raios com dngulos iguais. Seja 0 < ¢ < 1 e escolhamos pontos a distancia
Euclideana ¢ do centro ao longo de cada raio. Se juntamos estes pontos sucessivos
por H-linhas, obtemos um poligono hiperbdlico M (t). Nos primeiros r lados de M ()
construimos r tridngulos hiperbdlicos isdsceles externos tal que os angulos entre os
lados iguais sejam 27 /my, ..., 27 /m, (o tridngulo serd degenerado quando m; = 2, na
Figura2.1temos g = 2,7 = 4,m; > 2, parai = 1,2,3 e my = 2). A unido de M(t) com
estes triangulos é um poligono hiperbdlico N(¢) com 4¢ + 2r lados. Denotamos seus
lados por oy, 1, ay, Bi, - -, ag, B, s By, €1,615 - - -5 &, &) € 0s orientamos como na Figura
1l

Agora, a area hiperbélica de N(t) — 0 quando ¢t — 0 e pelo Coroldrio N(t) —
(4g +2r —2)m — >_._, 2n/m; quando t — 1.

Daqui, para algum ¢, a area hiperbélica de N (¢,) é

1

2r [(29—2)+ ) (1- —)

i=1

3Ver [8, pag.238].
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Por construcdo, «;, o, tém o mesmo comprimento hiperbodlico como também j3;, 5! e

Figura 2.1: M ()

&, €. Daqui, existem isometrias hiperbdlicas A;, Bj, X (i,j = 1,...,¢g;k =1,...,r) tal
que
Ai(ay) = i, Bi(B)) = By, Xi(&) = &

Agora, calculamos as classes de congruéncia dos vértices. Comegamos chamando ao
vértice inicial de j3,, v;. Este é congruente (por B, ") ao vértice inicial de 3}, va, 0 qual é
também o vértice final de o, e é congruente (por A;l) ao vértice final de «a;, v3, 0 qual
Z Z Z . . ! 2z 7z . .

€ também o vértice final de 3, a qual é congruente (por B,) ao vértice final de /3, v4. O
vértice vy € 0 vértice inicial de o, que € congruente (por Ag) ao vértice inicial de «,, que
é também o vértice inicial de 3,_; (Ver Figura 2.1). Continuando com este processo,
vemos que todos os vértices do poligono original M (t,) formam um conjunto congru-
ente. Os outros r vértices wy, ..., w, formam r conjuntos congruentes, cada um com
um tnico elemento.

Seja I' o grupo gerado por {A;, B;, Xi |4, =1,...,g;k=1,...,r}. Como a drea hiper-

boélica de N(tg) é 27 {(29 -2)+> (11— }, entdo pelo Corolério [1.47| vemos que a

%

soma dos angulos nos vertices vy, . .., U4y, € 27.

As condicdes necessdrias da Proposigdo sdo satisfeitas: a soma dos angulos em
V1, ..., Uy € igual a 27 e 0 Angulo em wy, é igual a 27/my, k = 1,...,r. Com estas
condic¢des pode-se ver que N () é uma regido fundamental para I', e se voltamos para
H, vemos que a I'-6rbita de cada ponto de H é um conjunto discreto e pelo Corolario
[1.69, T é um grupo Fuchsiano.

O espago quociente A/I" é decomposto em r + 1 vértices (correpondentes a os (r + 1)
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conjuntos de vértices congruentes de N(¢y)), (2g + r) arestas e simplesmente uma face.
Entdo, pela férmula de Euler, seu género h satisfaz:

2—-2h=(r+1)—2¢+r)+1=2-2g

e portanto h = g. Existem r ciclos elipticos, {w;}, ..., {w,}, e o estabilizador de cada w;

tem ordem m;, i = 1,...,r. Portanto, I" tem assinatura (g; m, ..., m,). [ |

2.4 Métrica hiperbélica em superficies de Riemann

Seja uma superficie de Riemann R cujo recobrimento universal é biholomorfo a H
e consideremos I' um modelo Fuchsiano de i agindo em H. Seja 7 : Hl — R a projegdo
de H sobre R = H/T'. Como a métrica de Poincaré ds* ¢ invariante sob a acdo de T,
obtemos uma métrica Riemanniana ds% em R a qual satisfaz 7*(ds%) = ds*. Chamamos

a esta métrica ds%, a métrica hiperbdlica em R.

Teorema 2.36. Todo elemento de um modelo Fuchsiano de uma superficie de Riemann R
fechada de género g > 2 consiste somente da identidade e elementos hiperbdlicos.

Prova: Como R = H/I' e I" age sem pontos fixos, entdo I' ndo tem elementos elipticos.
Seja F' a regido de Dirichlet para I'. Entdo, pelo Teorema F é compacto. Logo,
pelo Corolério temos que

n(z) = inf{p(=,T(2)) | T\ {Id} € T} >0

Como para cada T € I', p(z,T2) é uma fungdo continua de z, 7(z) é uma fungdo con-
tinua de z. Portanto, como F' é compacto, n = inf{n(z) | z € F'} é atingido e n > 0. Se
z € H entdo existe S € I tal que w = S(z) € F. Entdo, para Ty € I' \ {/d} temos

p(z,To(2)) = p(S(2), S(To(2))) = p(w, SToS ™ (w)) = n

e portanto
inf{p(z,T(z)) | zeH} =n>0

Suponhamos agora que I' contém elementos parabdlicos. Pelo Teorema podemos
supor que Ty(z) = z + 1, mas isto é uma contradi¢do, pois p(z,z + 1) — 0 quando
Im(z) — oc. |

Proposicao 2.37. Seja R uma superficie de Riemann fechada de género g > 2, entdo cada
classe de homotopia livre ndo trivial em R, tem um iinico representante geodésico.
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Prova: Seja o um lago homotopicamente ndo trivial, e seja 7' € &~ !([a]) (T era definido
tal que T'(@(0)) = &(1) para algum levantamento de a e ¢ é aplicagdo dada em (2.2)
da Proposigao [2.22). Pelo Teorema T é hiperbdlico e seja Er o eixo de T. Logo,
sem : H — H/I' = R é a projegdo, entdo v = 7(Er) é um laco geodésico em R na
mesma classe de homotopia livre de o. Suponhamos que 7; é outro lago geodésico
em ) na mesma classe de homotopia livre de « e seja ; um levantamento de 7. Se
T' € &7 !([a]) é tal que T"(51(0)) = 41(1) entdo, o fato de que §; é uma geodésica de H
implica que é T"-invariante. Além disso, 7" = S~'T'S para algum S, daqui ¥, = S~*(7).
Portanto v = v; e assim o representante geodésico é tnico. n

Observacao 2.38. O Teorema anterior diz que o representante geodésico 7 de uma
classe de homotopia livre ndo trivial é a projecdo do eixo £ de algum elemento hiper-
boélico T' de I', onde R = H/T', ainda mais pode-se ver que se o lago é simples entdo o

representante geodésico é simples.

Proposicao 2.39. Seja R uma superficie de Riemann de género fechada g > 2. Entdo o com-
primento l(vy) do representante geodésico de uma classe de homotopia nio trivial satisfaz

4 cosh? @ = (a+d)?* =tr*(T) (2.4)

onde T = %2 ad — be = 1 é 0 elemento hiperbolico de um modelo Fuchsiano T de R tal que a

projecio de Er é .

Prova: Como I(7) e tr(T)? sdo invariantes sob a conjugacdo de T por um elemento
de Aut(H), podemos assumir que T(z) = Az, (A > 1) eassima = VA\,b =c = 0Oe
d = 1/+/\. Neste caso temos

A
d
l(’y)—/ Y mm)=2Ina
1 Y

Logo cosh®*(lna) = 1tr*(T) u



Capitulo

3

Espaco de Teichmiiller

Neste capitulo vamos apresentar o espago de Teichmiiller de género g > 1 e as
Coordenadas de Fricke para tal espago no caso g > 2. Por tltimo definimos a estru-
tura conforme de uma variedade Riemanniana e veremos sua rela¢gdo com as estru-
turas complexas no caso 2-dimensional. As principais referéncias para este capitulo
sao [3],[7] e [9].

3.1 Espaco de Teichmiiller de género g

Definicao 3.1. Seja R uma superficie de Riemann fechada de género g. Uma marcagdo em R
é um sistema candnico de geradores ¥, = {[A;], [B;]}]_, de mi (R, p).

Duas marcagoes ¥, = {[A;], [B;]}I_, e &y = {[A]], [BJ,']}?:1 em R sdo equivalentes
se existe uma curva continua Cy em R tal que [A}] = T¢,([4;]) e [B}] = T¢,([B;]) onde
Te, : mi(R,p) — m (R, p') é o isomorfismo que leva [C] em [Cy ! - C - Cp].

Sejam 3, e X, duas marcagdes nas superficies de Riemann fechadas R e S de género g,
respectivamente. Dizemos que (R, %,) e (5, %,) sdo equivalentes se existe um biholo-
morfismo h : S — R tal que a marcagdo h,(3,;) = {h.([A}]), h*([B}])}j?:l é equivalente
a ¥, = {[4;], [B]},-

Definicao 3.2. O espaco de Teichmiiller T, de género g é o conjunto de todas as classes de
equivaléncia [R, ¥,).

O préximo Teorema nos va permitir identificar o espago 77.
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Teorema 3.3. Para todo ponto 7 € H, seja X(7) = {[A1(7)], [B1(7)]} a marcagido em R, =
C/I'; para o qual [Ay(T)] e [By(7)] correspondem a 1 e 7 em I';, respectivamente. Entdo

[R.,3(7)] = [Ry, 2(7")] em T} se e somente se T = 7.

Prova: Suponhamos que [R.,X(7)] = [Ry,X(7")]. Entao existe um biholomorfismo
h : Ry — R, tal que h(X(7")) = {h.([A1(7)]), he([B1(7")])} é equivalente a X(7) =
{[A1(7)], [B1(7)]}. Podemos assumir que h([0]) = [0], substituindo h com h([z]) =

h([z]) — h([0]) se é necessdrio. Entdo, a defini¢do de equivaléncia de X(7) e h.(X(7))
implica que h,([A1(7)]) = [A1(7)] e h.([B1(7')]) = [Bi1(7)]. Tomamos um levantamento
h de h com h(0) = 0. Entdo h(z) = az para algum o € C. Daqui concluimos que
h(1) = a =1,e h(') = ar’ = 7. A reciproca é obvia. |

Como todo toro marcado [R,Y,] é representado por [R., X(7)| para algum 7 € H,
Teorema [3.3lmostra que 7 é identificado com H.

Outro método para marcar as superficies de Riemann é realizado através de difeo-
morfismos preservando orientagao.
Para a segunda construcdo fixamos uma superficie de Riemann R de género g > 1.
Consideremos um par arbitrario (.5, f) de uma superficie de Riemann fechada S e um
difeomorfismo preservando orientagdo f : R — S. Dois pares (S, f) e (5, g) sdo equiv-
alentesse go f~1: S — S’ é homot6pico a um biholomorfismo % : S — S’. Denotamos
por [S, f] a classe de equivaléncia de (.5, f).

Defini¢do 3.4. O conjunto das classes de equivaléncia |S, f], denotado por T'(R), é chamado o
espaco de Teichmiiller de R.

Observacgao 3.5. Um ponto [S, f] € T(R) representa uma deformacdo da estrutura
complexa em R. De fato, seja A = {(V,,, ws)}aca 0 atlas holomorfo em S que define
sua estrutura complexa, entdo o atlas A" = {(f~(V,), wa © f)}aca em R é holomorfo
o qual define uma estrutura complexa em R. Seja R a superficie de Riemann (R, A’),
entdo temos que a aplicagdo identidade Id : R — R; é um difeomorfismo preservando
orientacdo e que f : Ry — S é um biholomorfismo. Portanto [S, f] = [Ry, Id] em T'(R).

No que segue desta se¢do, vamos ver que 7, e T'(R) sdo identificados.
Fixamos uma marcagéo ¥ = {[4,], [B;]}/_, em uma superficie de Riemann fechada
R de género g > 1 com ponto base em py. Correspondente ao ponto [S, f| € T(R), a
marcagdo f.(X) em S determina um ponto [S, f.(X)] € T, tal ponto ndo depende do
representante de [S, f|] € T'(R). Assim temos uma aplicagdo ®y, : T'(R) — T, definida
por
Ds((S, £]) = S, £.(2) (3.1)

Vamos estudar esta aplicagdo no caso g = 1.
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Teorema 3.6. Sejam R,S e S'torose f : R — S, g : R — S’ difeomorfismos preservando
orientagdo. Entdo [S, f.(X)] =[S, g.(2)] em Ty se e somentese go f~' : S — S’ é homotépica
a um biholomorfismo h : S — 5.

Prova: Suponhamos que [S, f.(2)] = [5, g.(X)]. Tomamos dois pontos 7, 7" € H tal
que [R,X] = [R;, X(7)] e[S, fu(2)] = [Rr, 2(7)], onde R, R/, ¥(7) e ¥(7') sdo definidos
como no Teorema [3.3] Consideramos f e g como difeomorfismos de R, a R,.. Podemos
assumir que seus levantamentos fe glevam 0,1 e7a0,1 e/, respectivamente. Desse

modo obtemos uma homotopia entre fe g definindo
Fi(z) = (1=1)f(2) +14(z), =2€C,0<t<1

Pondo F;([z]) = [Fi(z)], obtemos uma homotopia entre f e g. Daqui, go f~* : R, — Ry
¢ homotdpica a identidade.

Reciprocamente, suponhamos que go f~! : S — S’ ¢ homot6pica a um biholomorfismo
h, entdo as duas aplica¢des ho f e g de Ra S’ sdo homotoépicas. Seja F; : R — 5', 0 <t <
1, a homotopia entre ho f e g, e seja po um ponto base para a marcagdo X. Seja Cj a curva
continua em S’ de (ho f)(po) a g(po) dado por F(py), 0 <t < 1. Pelo isomorfismo T, :
(S, (ho f)(po)) — m (5", g(po)) induzido por Cp, vemos que as marcagdes (h o f).(X)
e 9.(X) em S’ sdo equivalentes, o que implica que [S, f.(X)] =[5, g«(2)]. ]
Observacdo 3.7. Para um arbitrario toro marcado [S, ¥,], encontramos um difeomor-
fismo preservando orientagdo f : R — S tal que [S,%,] =[5, f.(X)]. De fato, tomando
dois pontos 7y, 7 € H tal que [R,X]| = [R,,,%(70)] e [S,%,] = [R,,X(7)] vemos que a

aplicagdo linear
(t1—"T0)z—(T—70)Z

fr(z) =

— ) zeC.

T —1T0
induz um difeomorfismo preservando orientacdo f. : R,, — R, pondo f,([z]) = [-(2)].
Em particular, obtemos (f-).(X(7)) = X(7).

Assim, do Teorema [3.6]e a Observagdo 3.7, obtemos que aplicagdo @y, definida em
(3.1) é uma bijegdo, no caso de género 1, e portanto temos a identificagdo entre 77 e
T(R).

Mais geralmente, o seguinte Teorema garante que a afirmagdo de acima se cumpre
para qualquer género g > 2.

Teorema 3.8. Ver [[7, pig.14]. A aplicagiio ., : T(R) — T, definida em é bijetora.
Definicdo 3.9. Seja R uma superficie de Riemann de género g > 1. O conjunto Mod(R)

de todas as classes de homotopia [w] de difeomorfismos preservando orientagio w : R — R é
chamado o grupo modular de Teichmiiller.
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Tem-se uma ac¢do de Mod(R) sobre T'(R) dado por:

[w]([S, f]) =[S, f ow™] (3.2)

para qualquer [S, f] € T'(R). Chamamos a todo [w], uma transformacdo modular de
Teichmiiller.

Desde que para toda superficie de Riemann fechada S de género g existe um difeomor-
fismo preservando orientagdo de R sobre S (Ver [1.20), o espago moduli M, é identi-
ficado com o espaco quociente T'(R)/Mod(R). Consequentemente podemos estudar o
espago M, através de T'(R) e Mod(R).

3.2 Coordenadas de Fricke

Na secdo anterior identificamos o espago 77, nesta se¢do o objetivo é identificar o
espago Ty, g > 2. Para isso, utilizaremos alguns resultados dos capitulos anteriores.

Seja R uma superficie de Riemann fechada de género g > 2. Para um modelo Fuch-
sianoI' de R, R = H/T, lembrar que temos um isomorfismo entre 7, (R, p) e I' (Teorema
2.20), denotamos por a; e 3; os elementos de I' correspondentes aos elementos [A;] e
[B;] de (R, p) paratodo j = 1,...,g. Sabemos que se I' é um modelo Fuchsiano, en-
tdo para qualquer § € PSL(2,R), o grupo I" = 6T'§~! é também um modelo Fuchsiano
de R (Teorema [2.28).
Para atribuir tnicamente um modelo Fuchsiano I' a uma marcagado > dada em R, im-

pomos as seguintes condi¢des de normalizagéo:
(i) B, tem seus pontos fixos repulsor e atractor em 0 e co respectivamente.
(ii) a4 tem seu ponto fixo atractor em 1.

Observacgao 3.10. Dado uma marcagao ¥ em uma superficie de Riemann fechada R de
género g > 2, sempre existe um modelo Fuchsiano de R a qual satifaz as condigdes de
normalizacdo. De fato, sabemos que o, e 3, sdo hiperbdlicos, como ndo comutam, pelo
Lema [1.61] temos que Fix(ay,)NFix(3;) = 0. Logo, conjugando I' em PSL(2,R), se fosse
necessario, o, e 3, satisfazem as condi¢des de normalizagdo (i) e (ii)

Proposicao 3.11. Para uma marcagdo 3 dada em uma superficie de Riemann fechada de género
g > 2, um sistema candnico de geradores {c;, B;}_, de um modelo Fuchsiano I' de R que
satifaz (i) e (ii) respeito a ¥ é vinicamente determinado pelo ponto [R, 3] em T,.
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Prova: Seja R' e ¥’ tal que [R',Y'] = [R,X] em T}, logo existe f : R — R’ biholomor-
fismo tal que f.(X) é equivalente a ¥'. Um levantamento fde femH, ]? € Aut(H), é

tomado tal que satisfaz
o =Foa;of e fi=Fopof"

onde {c, 3] }j: , € o sistema de geradores de um modelo Fuchsiano de I que satisfaz

(i) e (ii) respeito a ¥’. Da condigdo (i), temos que f(z) = Az para algum A > 0. Além
disso, por (ii), o, e a;, tém um ponto fixo comum em 1, dai A = 1, assim f =Id. Portanto
;= a;ef; =3 [ |

Chamamos a esse grupo Fuchsiano I' 0 modelo Fuchsiano normalizado de [R, Y.
O sistema de geradores {«;, 3;}7_, é referido como seu sistema canénico de geradores,

o qual satifaz

g
[Tles. ;) =1d, onde [y, 8] = aj0Bj00;" 0

J=1

Lema 3.12. Seja {o;, 5, }?:1 um sistema candnico de geradores do modelo Fuchsiano normal-

izado T" para um ponto [R, %] em T,. Se um elemento y(z) = ijs de {a;, B;}_, nilo coincide

com 34, entdo bc # 0.

Prova: No caso onde b = ¢ = 0, temos Fix(y) = Fix(8,) = {0,00}, e entdo v e f3,
seriam comutativos, contradi¢do. Logo, no caso onde b = 0 e ¢ # 0, obtemos Fix(y) =
Fix(58,) = {0}. Mas, v e 3, sdo ndo comutativos, isto contradiz o fato que I' é Fuchsiano.
Analogamente, o caso onde b # 0 e ¢ = 0, obtemos uma contradicao. [ |

Pelo lema anterior, o sistema candnico de geradores {«;, 3;}7_; do modelo Fuch-

siano normalizado I" para um ponto [R, £] em T, é escrito inicamente na forma

aj = cjz+dj-’ aj,bj,c; €R, ¢; >0, a;dj —bjd; =1
az+ b
Bj — J a. b c R’ C; > O, a;d; — b;d; =1

/ I 70737 7]
cjz—l—dj

paracadaj=1,2,...,9— 1.
Agora, definimos as coordenadas de Fricke F, : T, — R%~% por

Fo([R, X)) = (a1, c1,dv, ay, ¢y dy, o ago1,cqn,dgo, ay oy, ¢y, dy ) (3.3)

g—1

A imagem F, = F,(1,) é chamado o espaco de Fricke das superficies de Riemann
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fechadas de género g. A topologia de F, é induzida por R%~.
Teorema 3.13. A aplicagio F, : T, — R%97 definida em é injetora.

Prova: Precisamos mostrar que todo ponto F,([R,]) = (a1, c1,dy, ..., a5y, ¢, 1, d, ;)
em Fy, determina tinicamente o sistema canonico de geradores {o;, 5;}7_, do modelo
Fuchsiano I" para o ponto [R, ] em T},

Paracadaj(j=1,2,...,9—1), b; é obtido darelagdo a;d; —b;jc; = 1 comc; > 0, e dai o
é determinado tinicamente por F,([R,Y]). Analogamente, cada 3; (j = 1,2,...,9 — 1)
também ¢é determinado.

Resta provar que ¢, e 3, sdo determinados por F,([R,X]). Pela condi¢cdo de normal-
izagdo (i) para I', temos que 3,(2) = Az com A > 1. Pela condigdo (ii), o, tem seu ponto

fixo atractor em 1, e assim

ag+by =cy+dy (3.4)
Se v = H?;i [aj, B;], da fundamental relagdo [[7_,[ay, 8;] = Id, temos que v o oy =
By 0 g0 f;1. Pondo
(2) = az 10 a,b,c,d € R ad —bc =1
Y - cz + d’ (el -

Temos as seguintes equagdes:

(a—1)ag+ bcy =0
cag+ (d—XA"")e, =0
chy + (d — 1)dy = 0

Desde que ou a4 ou ¢, ndo é zero, das duas primeiras equagdes de acima, temos que
a—1=X1-d). Sea =1, entdo d = 1, e dai tr*(y) = 4, o que implica que ~ é
parabdlico, absurdo. Assim, segue-se quea # 1,d # 1,e A = (a — 1)/(1 — d). Portanto
temos determinado f,.

Temos também

Destas equagdes e a relacao (3.4) temos

a+b—1 C+d—1b
C, =
l—a ¢ 1—d ¢
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Sec+d=1,entdoa+b =1, pois ¢, # 0. Assim, da relacdo ad — bc = 1, encontramos a +
d = 2, e dai y é parabdlico, contradigdo. Portanto c + d # 1 e assim temos determinado
o por Fy([R, X]) L

3.3 Estrutura conforme

Seja (M, ds*) uma variedade Riemanniana orientada 2-dimensional (superficie Rie-
manniana) . A métrica Riemanniana pode ser representada como

ds* = Edx? + 2Fdxdy + Gdy? (3.5)

em termos de uma carta local (U, (z,y)) de M. Deixando z = z + iy, a equagao (3.5)
pode-se escrever unicamente na forma

ds® = \|dz + pdz|? (3.6)

com dz = dz+idy e dZ = dx —idy onde A\ é uma fungdo positiva em U e i é uma fungdo

suave com valores complexos com |u| < 1 definida em U. De fato, A e i sdo dados por

1
A= (E+G+2VEG—FY)
. E-G+tF

M Erc+o/EG -

Nestas condi¢des temos a seguinte definigao.

Definicao 3.14. Seja (U, (u,v)) uma carta local de M. Dizemos que as coordenadas locais

(u,v) em U sio coordenadas isotérmicas para ds* se ds* é representado como
ds® = p(du® + dv?) (3.7)

em U, onde p é uma fungio suave positiva em U.

Aqui, nos assumimos que ambas orienta¢des induzidas pelas coordenadas (z,y) e
(u,v) em U coincidem com a orientacdo dada em M.
A coordenada complexa w = u + iv é também chamada coordenada isotérmica para
ds?.

Temos que uma coordenada isotérmica w para ds* satisfaz:
2

ds® = pldw|* = plw.dz + w:dz|* = plw.|*

dz + Laz
w

z
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onde

ws = §(wx + jwy), w, = i(wz — jwy)

Logo, comparando com a equagdo (3.6), concluimos que uma coordenada isotérmica w

para ds* existe se a equagdo diferencial parcial

ow ow

5 ML (3.8)

tem uma solugdo suave w. Esta equacdo é chamada a equacdo de Beltrami.

Nestas condigdes, o seguinte resultado pode-se ver em [9, pag.155].
Teorema 3.15. A equagio de Beltrami tem solugdes suaves.
Como consequéncia deste teorema temos o seguinte coroldrio.

Corolario 3.16. Seja (M, ds?) é uma superficie Riemanniana, entdo para cada ponto p € M,
existe uma carta local (U, w) em p tal que w = u + iv é uma coordenada isotérmica para ds>.

Observacao 3.17. Sejam [ : U — Veg:V — W, com U,V e W abertos de C, duas
fungdes suaves. Da regra da cadeia, temos

(3.9)

com ¢ = f(z). Resolvendo esta equagdo obtemos

9o f = Sl(g0 )-Fe~ (g0 f)-F]
(3.10)

geo f = %[(g o f)zf: —(go f):fz]

o(u,v O(w,w . .
onde J = |f.|* — |f:]* = aég:yg = 8((212)) sew=u+1w = f(z), z =z +iy.

Em particular, fazendo g = f~! em temos
(feof=Ff/T  (fheof=—f/J (3.11)

Teorema 3.18. Seja (M, ds?®) uma superficie Riemanniana. Entdo M possui uma estrutura
complexa induzida por ds?, isto é, M resulta uma superficie de Riemann.

Prova: Pelo Corolério existe um atlas A = {U;, w; }ic; de M tal que cada w; é uma
coordenada isotérmica para ds>.
Afirmagdo: O atlas A é holomorfo.
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De fato, sejam n = w;, w = w; € Atal que U;NU; # (. Como 7 e w satisfazem a equagdo
de Beltrami, temos que

No = N20 + N:Zw
1

= ool ews ) =0

Definigao 3.19. Seja M uma variedade suave.

(i) Duas métricas Riemannianas g, e g» em M sio equivalentemente conformes, denotado
por g1 ~ gs, se existe uma fungdo suave ¢ tal que g, = e¥go.

(27) Uma classe de equivaléncia sob ~ é chamado uma estrutura conforme em M.

(13i) Um difeomorfismo preservando orientagio f : (M, g1) — (N, g2) entre duas variedades
Riemannianas é uma aplica¢do conforme se a métrica induzida por g, sob f em M é equiv-
alentemente conforme a g;. Neste caso dizemos que (M, g1) e (N, g2) sdo equivalentemente

conformes ou tém a mesma estrutura conforme.

Sejam ¢; e g, duas métricas Riemannianas na superficie suave M tal que g; ~ g2,
entdo as métricas ¢g; e go em M definem a mesma estrutura complexa em M. De fato,
se (U, z) é uma carta local em M, temos que g; = \i|dz + p1dz|? e g2 = Xo|dz + podz|?
para alguns \;, j;, ¢ = 1,2 como em . Do Teorema sabemos que as solugdes

suaves de
ow ow ow ow

oz Ma: oz Mo
definem a estrutura complexa A; e A; em M induzida por g; e g,, respectivamente.
Mas, como g1 ~ g2, temos que Ay = e®)y e i1 = py. Portanto, pelo Teorema m
A = A,.
Reciprocamente, se M tem uma estrutura complexa entdo existe uma estrutura con-
forme em M. De fato, sendo M uma superficie de Riemann, dependendo de se seu
recobrimento universal M é biholomorfo a @, C ou H tomamos a métrica Riemanniana

em M a qual é induzida pela

4
Meétrica esférica = ——————[dz|*.
(1+]2?)
Métrica Euclideana = |dz|*.
. . ) |dz|?
Métrica de Poincaré = .
(Imz)?

respectivamente.
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Assim temos a seguinte proposicao.

Proposicao 3.20. Seja M uma superficie suave. Entdo existe uma correspondéncia biuntvoca
entre as estruturas conformes em M e as estruturas complexas em M.

Observacao 3.21. Esta proposi¢do mostra que, no caso de dimensdo 2, os conceitos
de estrutura complexa e estrutura conforme sdo equivalentes, porém em dimensdes

maiores isto nao é certo.



Capitulo

4

Coordenadas de Fenchel-Nielsen

Neste Capitulo, apresentamos as coordenadas de Fenchel-Nielsen o qual identifica
o espaco T,, g > 2 com o espaco Euclideano R%~°. Para isto, utilizando utilizando o
conceito de superficie hiperbélica, apresentamos uma defini¢do equivalente de 7},

A principal referéncia deste capitulo é [3]. Outra excelente referéncia é [7].

4.1 Estruturas hiperbélicas: Defini¢Oes e resultados

Neste se¢do comegamos com algumas observagdes respeito de estruturas hiperboli-
cas e estruturas complexas.

Definicao 4.1. Seja S uma superficie sem fronteira. Um atlas A é chamado hiperbdlico se
satisfaz as sequintes propiedades:

(i) p(U) C H, para todo (U, ) € A.

(it) Se (U, p) € Ae (U, ¢') € A, entdo para cada componente conexa V de U N U’ existe um
m € Isom™ (H) tal que ¢’ o o~ coincide com m em p(V).

Sejad > 0e0 < 6 < 27. Um subconjunto V' de H é chamado um sector circular de
raio § e angulo # em p, € H se ele tem a seguinte forma, onde (7, o) sdo coordenadas
polares baseadas em pj.

V={no)ecH|0<n<d0<0c<0}U{p}

Um semi-disco é um sector circular de angulo 7.
Seja S uma superficie com fronteira suave por partes S ndo vazia. O conjunto intS :=

S — 0S5 é chamado o interior de S. A fronteira S é composta por arcos suaves, 0s
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lados de S. Um lado pode ter 0,1 ou 2 pontos extremos. Uma curva fechada suave da
fronteira é um lado sem pontos extremos. Todo ponto extremo de um lado é o ponto
extremo de um lado adjacente e é chamado um vértice de S. Um ponto de 95 o qual

ndo é um vértice é chamado ponto ordindrio da fronteira.

Definicao 4.2. Seja S uma superficie com fronteira nio vazia. Um atlas A de S é chamado
hiperbdlico se satisfaz as seguintes propriedades:

(¢) Para cada p € S existe um sistema coordenado (U, @) € A comp € U tal que o(U) C H é
Um sector circular de dngulo 0 < 7 em ¢(p), se p é um vértice.

Um semi-disco em (p), se p é um ponto ordindrio da fronteira.

Um disco aberto com centro em p(p), se p é um ponto interior.

(17) Se (U,p) € Ae (U',¢') € A, entdo para cada componente conexa 'V de U N U’ existe uma

m € Isom™(H) tal que ¢’ o p~! coincide com m em p(V).

Definicao 4.3. Um atlas hiperbélico maximal em S é chamado uma estrutura hiperbdlica. A
estrutura hiperbdlica é completa se o espaco métrico S (com a métrica induzida pela estrutura
hiperbolica) é completa. Uma superficie conexa junto com uma estrutura hiperbélica completa
é chamada uma superficie hiperbélica.

Sejam Si,..., S, superficies hiperbdlicas disjuntas e sejam 1, V1, 72,75 - - -, Vo> Vo
distintos lados disjuntos de S := S; U ... U S,,. Suponhamos que para cada k, os
lados sdo parametrizados na forma v, ;. : I — S com a mesma velocidade constante,
I}, é um intervalo. Quando 7 e 7}, sdo geodésicas fechadas suaves, entdo consideramos
I, = R/[t — t + a;] para algum a;. Definimos uma relacdo de equivaléncia em S pela

condicad de colagem
Ye(t) = 75.(¢), t eIy, kE=1,...,n 4.1)

Definigdo 4.4. Sob as hipéteses acima, F = Sy + ... + Sy, mod (£.1), é o espago quociente da
unido disjunta S = S; U ... U S, com respeito a relagdo de equivaléncia definida em (4.1).

Exemplo 4.5. Colagem de geodésicas fechadas. Sejam S, S’ superficies hiperbdlicas (ndo
necessariamente distintas) e suponhamos que v em S e 7/ em S’ sdo geodésicas da
fronteira com o mesmo comprimento, por exemplo [. Parametrizamos 7y e 7/ periodica-
mente em R com periodo 1 e velocidade /. Se S coincide com S’, entdo assumimos que
~ e+ sdo distintos e tém a mesma orientacdo na fronteira, isto é, S e S’ estio ambos no

lado esquerdo ou ambos estdo no lado direito de v e ¥'. Seja

F =8+ S5 mod(y(t) =~'(—t),t € R) (4.2)
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As duas geodésicas 7 e 7' projectam-se a uma geodésica fechada simples ; de compri-
mento [ em F. A condigdo de colagem em (4.2) pode ser substituida por

v(t) =+ (a — 1), teR (4.3)

com um arbitrério parametro de tor¢ao o € R.

O seguinte teorema nos garante, sob algumas condicdes, que o colagem de superfi-
cies hiperbdlicas é uma superficie hiperbélica.

Teorema 4.6. Ver [3, pdg.13]. Com a notagdo da Definigio um ciclo de vértices é o con-
junto de todos os vértices de S, ..., Sy, tal que juntos definem um ponto interior ou um ponto
da fronteira de F.

Assumamos que se satifazem:

(¢) Para cada ciclo de vértices o qual da um ponto interior de F' a soma dos dngulos interiores
nos vértices é 2.

(74) Para cada ciclo de vértices o qual da um ponto da fronteira de F' a soma dos dngulos interi-
ores nos vértices é < .

Entdo F possui uma vinica estrutura hiperbdlica tal que a projecio natural o : $1U...US,, — F
é uma isometria local.

Além disso, se temos que a seguinte condigio é satisfeita

(4i) F é conexo, as estruturas hiperbdlicas de Sy, . . ., Sy, sdo completos, e para qualquer par de
lados ndo adjacentes na lista ., . . . ,~,, estando na mesma superficie S, tem distdncia positiva.
Entdo a estrutura hiperbélica de I é completa.

No caso de superficies fechadas de género g > 2, o conceito de superficie hiper-
boélica é equivalente ao conceito de estrutura complexa.

Proposicao 4.7. Seja R uma superficie fechada de género g > 2. Entdo, existe uma corre-

spondéncia biunivoca entre as estruturas complexas e estruturas hiperbolicas em R.

Prova: Seja R uma superficie fechada de género g > 2 com uma estrutura complexa
dada, isto é, R é uma superficie de Riemann. Pelo Teorema de uniformizacdo, existe
um recobrimento universal 7 : H — R. Sabemos que o grupo das transformacées do
recobrimento de 7 é um subgrupo de PSL(2,R). Daqui, tomando as inversas locais de
7 como cartas locais, obtemos um atlas hiperbdlico em R e assim R é uma superficie
hiperbdlica.

Reciprocamente, se R é uma superficie hiperbdlica entdo R também tem estrutura com-
plexa. Com efeito, as mudancas de coordenadas do atlas hiperbélico de R sdo elemen-

tos de PSL(2,R) os quais sdao biholomorfismos de H. Portanto, o atlas hiperbélico de
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R induz naturalmente uma estrutura complexa em R e assim R é uma superficie de
Riemann. n

A Proposicao 4.7/ nos permite dar as seguintes defini¢des

Definicao 4.8. Uma superficie hiperbélica compacta sem fronteira é chamada uma superficie
de Riemann compacta.

Diz-se que uma superficie topolégica com bordo S tem assinatura (g,n), se S é
obtida de uma superficie fechada de género g cortando-se o interior de n disjuntos
discos topolégicos fechados. Se n = 0 entdo, por defini¢do, S é uma superfice compacta

de género g.

Definicdo 4.9. Uma superficie hiperbélica compacta de género (g,n) é chamada superficie de
Riemann de assinatura (g,n), se todas as componentes da fronteira sdo geodésicas fechadas

suaoes.

Teorema 4.10. Ver [3, pdg.18]. Seja S uma superficie hiperbélica e seja c : [a,b] — S uma
curva com c(a) € Aec(b) € B, onde A e B sio duas geodésicas fechadas disjuntas da fronteira
de S. Na classe de homotopia de ¢ com pontos extremos estando em A e B existe uma iinica
geodésica . Em seus pontos extremos, vy intersecta A e B perpendicularmente. Todos os outros

pontos de +y estio no interior de S.

Teorema 4.11. Ver [3| pdg.19]. Seja S uma superficie hiperbélica, sejam A, B C S subcon-
juntos admissiveis' e c : [a,b] — S com c(a) € Aec(b) € B uma curvade Aa B (A e B nio
necessariamente disjuntos). Entio

(¢) Na classe de homotopia de ¢ com pontos extremos estando em A e B existe uma curva de
menor comprimento ~y. Esta curva é um arco geodésico.

(1) Se y ndo esta contido em 0SS, entdo ~y intersecta OS no mdximo em seus pontos extremos.
(1ii) Se A = {p}, p € S ese B éum dos sequintes casos:

Uma geodésica fechada suave da fronteira.

Um lado de S o qual intersecta seus lados adjacentes sob um dngulo < /2.

Entdo y ou é um ponto ou é um arco geodésico de p a B que intersecta B perpendicularmente.
No ultimo caso ~y é a vinica geodésica perpendicular de p a B na classe de homotopia de c.

(iv) Se A e B sdo augisquer dos dois casos em (iii) (mas ndo necessariamente do mesmo), e se
ndo é um ponto, entdo ~y é a inica perpendicular comum de A a B na classe de homotopia de c.
(v) Se ¢ no caso (iv) é simples e v ndo é um ponto, entio ~y é simples.

(vi) Se A e B sdo pontos, entio +y é tinico.

1Um subconjunto fechado e conexo A de uma superficie hiperbélica S é admissivel se ou A4 é um
conjunto unitdrio ou se A é um subconjunto compacto e conexo de 95.
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4.1.1 Y —pecas e X-pecas

Definicao 4.12. Uma superficie de Riemann compacta de assinatura (0,3) é chamado uma
Y -peca ou uma calga.

Seja G um hexagono hiperbélico reto com lados consecutivos oy, c3, g, ¢1, s, ¢ €
seja G’ uma copia de G com correspondentes lados o}, ¢, a5, ¢}, o, ¢;. Parametrizamos

os lados no intervalo [0, 1] com velocidade constante,

t— a;(t), t— al(t)

tefo1]  i=1,23 44
t— c(t), t— ci(t) 0,1 @4

e tal que os lados de GG e G’ juntos formam uma curva fechada da fronteira (Ver Figura
4.T). A condigdo de colagem
a;(t) = al(t) == a;(t) t €10,1] i=1,2,3. (4.5)

define uma cal¢a Y = G + G’ mod (4.5)), pois as curvas fronteias

ci(2t) se0<t<1/2

i=1,2,3 (4.6)
a(2—-2t) sel/2<t<1

t= () = {

sdo geodésicas fechadas (0s angulos dos hexdgonos sao retos)

Figura 4.1: Colagem de dois hexagonos hiperbolicos retos.

A equagdo (4.6) também serd interpretada como uma parametrizacdo de ; em
S' = R/[t — ¢+ 1] em vez de [0,1]. Com qualquer interpretacdo (4.6) é chamado a
parametrizacdo basica das fronteiras e Y é dito dado na forma basica.

Proposicao 4.13. Seja S uma Y -peca arbitrdria. Para todo par de geodésicas da fronteira de S
existe um inico arco geodésico simples e perpendicular as geodésicas. As trés perpendiculares
juntas decompdem S em dois hexdgonos geodésicos retos isométricos.

Prova: Seja a uma curva simples em S que conecta, por exemplo, as geodésicas da
fronteira v, e ;. Qualquer outra curva simples de 7, a 3 € homot6pico a a com pon-

tos extremos em v, e 3. Pelo Teorema a é homotdpico a uma tnica geodésica
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perpendicular a, e esta perpendicular é simples. Daqui, temos trés tinicas geodésicas
perpendiculares a1, as, ag entre as geodésicas da fronteira.

Para ver que estas perpendiculares sdo disjuntas duas a duas, cortamos S ao longo as,
para obter uma superficie hiperbdlica A de assinatura (0,2) com fronteira geodésica
suave por partes. Novamente, pelo Teorema existe uma geodésica simples per-
pendicular a) entre v, e 73 em A. Pela unicidade de a; em S, temos que a} = a;.
Portanto, a; ndo intersecta a3 e 0 mesmo se cumpre para os outros pares de perpendic-
ulares. Se cortamos S ao longo de a;, as, a3 obtemos dois hexdgonos geodésicos retos
G e G’ em H. Do Lema[I.49obtemos que G e G’ sdo isométricos. |

Coroldrio 4.14. Os pontos extremos das perpendiculares a,, as, az dividem cada geodésica da

fronteira de S em dois arcos do mesmo comprimento.

Teorema 4.15. Para quaisquer tripla de niimeros positivos 1y, ls, l3 existe uma tinica calga Y
com geodésicas da fronteira ~y,, vz, 3 de comprimentos [(v;) = l;, i = 1,2, 3.

Prova: Isto segue-se devido a existéncia e unicidade, a menos de isometrias, de hexa-
gonos retos de comprimentos ndo adjacentes [;/2,15/2,13/2. |

Proposicao 4.16 (Semi-colares). Seja Y uma calga com geodésicas da fronteira 1,72, 3. Os
conjuntos

1
C'[vi] ={p €Y | sinh(p(p,;)) sinh il(%) <1}, i=1,2,3

sdo disjuntos dois a dois e cada um é homeomorfo a [0, 1] x S'. Para qualquer p € C*[ry;] existe
em C*|~;| uma vinica perpendicular a ;, i = 1,2, 3.

Prova: Decompomos Y em dois hexdgonos geodésicos retos G e G’ com lados rotula-
dos e parametrizados como em (4.4). Entdo temos que ¢; = 3i(v;) = ¢},i = 1,2,3. Em

G (e similarmente em G’ definimos)
Ci = {p € G | sinh p(p, ¢;) sinh¢; < 1}, i=1,2,3.

Para ver que os C; sdo disjuntos dois a dois, desenhamos as perpendiculares comuns
entre lados opostos, por exemplo % de ¢; ao lado entre ¢; e ¢,. Pelo Teorema [1.51] (4)
obtemos

sinh ¢ sinh p(cg, h) > 1, k=1,2

Daqui, h separa C; e C; e similarmente C;,Cs e Cy, C3 sdo separados. Além disso, desta

separacdo cada C; é varrido por arcos geodésicos disjuntos dois a dois de comprimento
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d; emanando perpendicularmente de ¢;, onde sinh¢; sinhd; = 1,7 = 1,2,3. O mesmo

cumpre para os correpondentes dominios em G’ |

Definicido 4.17. Um homeomorfismo ¢ : A — B entre dois espacos métricos (A, d;) e (B, ds)
é uma q-quase-isometria (¢ > 1) se %dl (z,y) < da(ox, ¢y) < di(x,y). Denotamos por q[¢)
o infimo sobre todos os ' para os quais  é uma q'-quase-isometria.

Sejam G e G dois hexdgonos geodésicos retos em H cujos lados sdo parametrizados
como em (4.4). Seja po um vértice comum dos lados o, e ¢c; em G e p; 0 vértice comum

dos lados &3 e ¢, em (. As diagonais em p, e py triangulam os hexdgonos como na

Figura[4.2]

Figura 4.2:

Definimos uma aplicacio o[G, G| : G — G da seguinte maneira:
Para cada ponto p € G, p # py, existe um tnico lado «; (respectivamente, ¢;) e um
tnico parametro ¢, € [0, 1] tal que p pertence ao segmento geodésico de py a p. = a;(t,)
(de po a p. = ¢(t,)). Seja o[G, G)(p) o ponto p € G que esta no segmento geodésico de
Do a Px = &;(t,) (de po a p. = ¢;(t,)) satisfazendo
p(Po, ) p(po,p)

p(Po,D«)  p(Po, ps)

e completamos a definicio, pondo ¢[G,G](po) = po. Entdo, o[G,G] é uma quase-
isometria que preserva a parametriza¢do das fronteiras.

Definigao 4.18. Sejam Y e Y arbitrdrias Y -pecas na forma bdsica (Proposigio e sejam G
e G (G e &) os hexdgonos correspondentes. Definimos o[Y,Y]:Y — Y por

7] = { o|lG,G] emG (4.7)

oG, G em G

Observagio 4.19. o[Y, Y] preserva a parametrizacdo (4.6) das geodésicas da fronteira
pois 0[G, G] e 0[G’', G'] preservam a parametrizacdo das fronteiras.
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Definicao 4.20. Uma superficie de Riemann compacta de assinatura (0,4) é chamada uma
X-pega.

X-pecas sdo obtidas colando duas Y-pecas ao longo de duas geodésicas da fron-
teira do mesmo comprimento. Um parametro adicional aparece: parametro de torcao.
Sejam Y e Y’ duas Y-pecas dadas na forma bdasica com geodésicas da fronteira ~;,~;
parametrizadas em S*, i = 1,2, 3, e suponhamos que I(v;) = I(7}). Entdo, para qual-

quer ntimero real a obtemos uma X-peca X pela identificacao
nt) =nle—t) =% tes. (4.8)

O namero « é chamado parametro de torgdo, e escrevemos X := Y +Y’ mod (4.8).
A fim de distinguir os elementos da familia { X}, a« € R um de cada outro, utilizamos

X para designar ao par ordenado («,Y + Y’ mod (4.8))): a X-peca marcada com a.
Proposicao 4.21. Todo X-peca pode ser construida como acima.

Prova: Seja X uma X-peca dada, logo existe uma curva fechada simples homot6pi-
camente ndo trivial e ndo homotdpica a uma geodésica fronteira em X. Tomando tal
curva e substituindo pela geodésica fechada simples em sua classe de homotopia livre,

obtemos uma decomposi¢do de X em duas Y-pegas. |

Definigdo 4.22. Seja X com geodésica v* como em ([4.8). O conjunto

Cly*l={p e X[ p(p,7") < w}

onde w = arcsinh{1/ sinh 31(y*)} é chamado colar ao redor de v* e w é sua largura.

Pela Proposicdo para p € C[y“], existe uma tnica perpendicular em C[y*] de
p ay“ a qual intersecta 7* no ponto v*(¢,) para um unicamente determinado ¢, € S'.

Seja p, = ep(p,7*) a distancia dirigida come = —1sep e Yec=+1sep e Y’

Definicdo 4.23. Para p € C[y*], como acima, (p,t) = (pp,t,) € [—w,w] x S* é o par de
coordenadas de Fermi de p com respeito a .

Pela Proposigao[4.16|estas coordenadas definem um homeomorfismo de C[y*] sobre
o anel [—w,w] x 8'. Na familia {X*}, @ € R consideramos X° como uma superficie
base e escrevemos X? = X, 1Y = 4. O préximo passo é definir um homeomorfismo
7 : X — X (mostrado na Figura[4.3)

De agora em diante, 7* : Y UY’ — X“ denotara a projecdo natural, e para o = 0,

escrevemos 7’ = 7. Notar que a condic¢do de colagem em coordenadas de Fermi
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73 Y2

73 7
Figura 4.3: Homeomorfismo 7°.

quer dizer o seguinte: se p € C[y] tem coordenadas (p,t) e p < 0, entdo pela convencdo
de acima, 77!(p) € Y. Seguemos que 7 o 7 !(p) € C[y"] tem exatamente as mesmas
coordenadas (p,t) com respeito a v* (pois v*(t) = 11 (t)). Se p > 0, entdo 7 (p) € Y7,
e seguemos que 7 o 7 *(p) tem coordenadas (p,a + t). Seguemos que a aplicagdo
T : Cly] — C[y*] definida por

w+p
2w

Ta(pa t) = (p7 t+a

)

(w é a largura comum dos colares C[y] e C[y*]) coincide com 7 o 7~! na fronteira de
C[v]. Definindo

o { T em C[v] (4.9)

T =
m®on ! em X — C[y]

obtemos um homeomorfismo 7 : X — X¢. As aplicagdes 7 e 7* sdo chamadas
homeomorfismos de tor¢ao.

Figura 4.4:

O préximo passo € introduzir aplicagdes como acima, mas agora de X sobre se
mesmo. Empezamos em C[y*| com a aplicagdo .7 : C[y*] — C[y*] definida por
w—+p

y(p,t) = (pvt—l_W)
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Definicao 4.24. A aplicacio 9 : X — X definida por

g T emch
| Id em X —C[y?]

é chamada uma tor¢do elementar de Dehn. Uma tor¢io de Dehn de X de ordem m, m € Z,
é um homeomorfismo de X isotépico a ™ o qual fixa a fronteira 0X pontoalmente.

Em X, seja d = aha, ' (a curva parametrizada a), seguida da parametrizagéo inversa
de ay). Entdo d é uma curva perpendicular de 74 a ;. Na classe de homotopia livre
de dy3d~'~4 existem curvas fechadas simples tal que dyzd~'v; é homotépico a uma
geodésica fechada simples 0 a qual separa 7, e 74 de 73 e 74 (Ver Figura .4). Como
uma segunda curva deste tipo, seja 1 a geodésica na classe de homotopia de Z(§) onde
2 : X — X é atorgdo de Dehn. Resumindo, lembraremos que

§ é homot6pico a dysd '+, onde d = ahay*

n é homot6pico a dyzd 74 onde d = djyia;".

Definic¢ao 4.25. Em X, seja 6* e n® as geodésicas fechadas e simples na classe de homotopia

livre de 7(5) e 7*(n) onde 7* : X — X* é 0 homeomorfismo de torgio.
Proposicdo 4.26. Para a familia { X}, o € R seja F' a fungio

F(a) = sinh 13 sinh $~4{sinh ay sinh a), cosh(ay) + cosh as cosh ay} — cosh 375 cosh 24
onde utilizamos a convengio 3 = 1(73),75 = 1(74). Entdo cosh 36* = F(a) e cosh in® =
Fla+1).

Prova: Pela defini¢ao de 7, a curva 7%(d) é homotdpica (com pontos extremos estando
em v, e 73) a uma curva ayba, ' em X, onde b é um arco parametrizado em v* de com-
primento |«a|l(v*) = |al(y)| = |avy|. Utilizando o Teorema na classe de homotopia
de 7%(d) existe uma perpendicular d* (Ver Figura[4.4). Levantando estas curvas ao re-
cobrimento universal de X* (sem mudar a notagdo) obtemos um hexdgono reto com
autointerse¢do como na Figura Do Teorema obtemos

cosh d* = sinh ay sinh a, cosh(ay) + cosh ay cosh a (4.10)

Isto relaciona |a| com o comprimento de d*. Para relaciona-lo ao comprimento da

geodésica fechada ¢°, notar que 6 é liviemente homotdpica a curva fechada d®ys(d®) ~'~4
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e 0“ ndo intersecta d*. Daqui, 0* € uma curva perpendicular simples de ~; a 3 na calga
Yem X cujas geodésicas da fronteira sdo v;, 73 e 6*. Portanto, podemos decompor Y’
em dois hexdgonos retos e aplicar a Proposicdo para obter

1
2

1

cosh 6% = sinh 373 sinh £+ cosh d* — cosh 373 cosh 2. (4.11)

Y3

a;

Figura 4.5:

Assim, de (4.10) e (4.11) obtemos
cosh 16% = F(a)

Para provar a férmula para 7, observamos que 7* em X“ tem o mesmo comprimento
que 6>t em Xt |
Podemos expressar a; e a);, em termos dos comprimentos de v e das geodésicas da

fronteira, assim da Proposigdo temos o resultado seguinte

Proposicdo 4.27. Na familia { X}, a € R, temos

cosh16® = u+ vcosh(ay)
coshin® = w+wvcosh((a+1)y)

onde os coeficientes u e v sdo funcoes analiticas reais dos comprimentos de vy, Y2, Vs, V5 € V4
independentes de . Além disso v > 0.

Até o momento temos fixado os comprimentos de v e das geodésicas da fronteira.

Se deixarmos eles variam também, entdo cada X determina um vector

L= L[a7’y7’72773a7éa7§] = (7047606777@7727’7377;7’7{/5) € R7 (412)

para todo a. Os pardmetros «, . .., v4 preenchem R x R’ e os correspondentes valores

de L preenchem uma subvariedade analitica real £ de dimensdo 6 em R”.
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Proposi¢do 4.28. Existe uma vizinhanga aberta Uy de L em R e uma fungio analitica real
o Uy — Rital que o = o/ (L[ov, 0y, . . ., x5)) para todo (o, x1, ..., x5) € R x RS,

Prova: Como a fungdo cosh é uma fungéo par entdo a fungdo z — cosh/z, z € C é
uma funcdo holomorfa em C. Sua restricdo a R tem derivadas positivas no intervalo

| — 72, ool. Portanto, sua inversa

(t) = —(arccost)? para—1<t<1
= (arccosht)® parat > 1

é analitica real no intervalo | — 1, co[. Com Proposigdo temos a solugdo explicita

1
- 21%(y)

|~

«

[9(; (cosh(3n™) — u)) — g(;(cosh(50%) —w))] — 5 (4.13)

onde u e v sdo analiticas reais e v é positivo. Se L € £, entdo ambos argumentos de g

na férmula acima sdo positivos. Como g é analitica real em um intervalo aberto que

contém [0, co[, a expresdo de (4.13) é bem definida e analitica real em uma vizinhanga

de L. u
Da Proposicdo temos em particular que

o = d(7a76a77]a7727v37/}/;77§> (4:14:)

O préximo resultado nos permite decompor toda superficie de Riemann fechada

de género g > 2 em calgas.

Proposicao 4.29. Seja S uma superficie de Riemann fechada de género g > 2, e sejam 1, ..., v,
geodésicas fechadas, simples e disjuntas em S. Entdo tem-se:

(i) m < 3g— 3.

(1) Existem geodésicas fechadas e simples Vi1, . .., V33 S quais, junto com vy, ..., Y, de-

compdem S em calgas.
(#47) Os colares C(;) = {p € S | p(p,7:) < w(v;)} delarguraw(v;) = arcsinh{1/sinh(3{(v;))}
sdo disjuntos dois a dois parai =1,...,3g — 3.

Prova: Cortamos S ao longo de 74, ..., v,. Cada componente S’ da superficie obtida
é uma superficie hiperbélica de assinatura (¢’,n’). Pela hip6tesis temos que ¢’ > 1 ou
g =0,n">3.

Suponhamos que S’ ndo tem assinatura (0, 3). Entdo S contém uma curva fechada sim-
ples homotopicamente néo trivial, v,,+1, @ qual ndo é homotopica a uma componente

da fronteira de S’. Pela Proposicao podemos assumir que 7,,+1 € uma geodéscia
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fechada. Cortamos S’ ao longo de 7,41 e continuamos. Depois de um ntmero finito
de passos, S é decomposto em calgas. A caracteristica de Euler nos diz que o niimero
de calgas é 2g — 2. Isto da (7) e (7).

Como S é decomposto em calgas, a afirmagdo (zii) segue-se da Proposi¢do [

4.1.2 O caso da assinatura (1,1)

Na secdo anterior obtimos uma X-peca colando duas Y-pecas distintas ao longo
de geodésicas com o mesmo comprimento. Agora veremos o caso quando colamos as

geodésicas do mesmo comprimento mas de uma mesma calga.

Seja Y uma calca, dada na forma bdésica, com geodésicas da fronteira 7;,72,7; €

suponhamos que 7; e 7, tém o mesmo comprimento. Entdo a condi¢do de colagem
n(t) =pla—t) =), tes (4.15)

nos d4 uma superficie de Riemann compacta de assinatura (1,1); Q, := Y mod (.15).
Novamente distinguimos os elementos da familia {Q,}, @ € R um de cada outro, os
consideramos como pares ordenados (c, Y mod (4.15)) e omitimos a quando o = 0.
Consideremos uma cépia Y’ de Y. Mudamos o nome das geodésicas de tal maneira
que temos uma isometria satisfazendo

m((®) =), mOp) =),  mOEt) =n)
t € S'. A condi¢do de colagem
mn(t) =i(a—t) = 3%(), tes (4.16)

define a X-peca X := Y + Y'mod (4.16). Denotamos por 7, : ¥ — ), a projegdo
natural e definimos J, : X* — @, por

. Y
J.= 7 em (4.17)
Toom emY’

Esta aplicacdo é uma imersdo isométrica. Pela Proposigdo os semi-colares C*[v]
(C*[72]) em Y formado pelos pontos a distancia < w = arcsinh{1/sinh 1+, } de v (re-

spectivamente, ) sdo disjuntos. Segue-se que os colares

CHT={pe X pp,7") <w},  Clal={p€QulpP ) <w}



74 Coordenadas de Fenchel-Nielsen

sdo isométricos, onde J, : C[7%] — C[v,] é a isometria. Em todos os colares, denotamos
por (p, t) as coordenadas de Fermi.

Similarmente, como no caso das X-calgas, seja T, : C[y] — C[,] dado por

w—+p
)

Ta(p,t) = (p,t
(p:t) = (pst +a——

e definimos o0 homeomorfismo de tor¢ado 7, : @ — (), como segue

7@={IL em Chy (4.18)
Teom ' em@Q —C[y]

Seja 7% : X — X* o homeomorfismo correspondente de (4.9). Nestas condigoes temos

o seguinte resultado.

Proposicdo 4.30. Seja p uma curva fechada em X . Entdo as curvas 7, 0 J(p) e J, o 7%(1) em
Q) sdo homotdpicas.

Agora, vamos calcular o pardmetro de tor¢do oo em termos dos comprimentos das
geodésicas fechadas:
Denotamos por 6 e 71* em X as geodésicas da Definicdo as quais determinam o

parametro de tor¢do de X“ e definamos as seguintes curvas em @),
0a = Ja(éa)7 Na = Ja(ﬁa)

Pela Proposicao do € 1, sd0 geodésicas fechadas na classe de homotopia livre das
curvas 7,(0) e 7,(n). Como @, e X tém o mesmo parametro de tor¢do, e desde que J,
preserva comprimentos obtemos o analogo da equagao , &= (Yo, Oc, Ny V25 V3> V3, V2) s
onde 27 ¢é a fun¢do como na Proposicao [4.28]

4.1.3 Grafos

Nesta subsecdo definiremos um grafo ctibico marcado e o utilizaremos como es-
queleto combinatério para o colagem de Y-pecas para construir superficies de Rie-
mann de género g > 2.

Um grafo consiste de um conjunto de vértices (representados como pontos) e arestas
(representados como segmentos de linhas). Denotamos por #G a cardinalidade do
conjunto de vértices. Cada aresta conecta dois vértices, uma aresta pode conectar um
vértice com ele mesmo. Vamos olhar cada aresta como a unido de duas semi-arestas,

com cada semi-aresta saindo dos dois vértices conectados. G' é chamado 3-regular se
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todo vértice tem trés semi-arestas saindo dele.

Na construcdo de superficies de Riemann compactas cada Y-peca com suas trés geodési-
cas da fronteira serd interpretada como um vértice com seus trés semi-arestas. G
é conexo, se para cada par de vértices distintos z e y encontramos uma sequéncia
x1,...,%, de vértices com z; = x e z,, = y tal que para cada par z;, z;1; é conectado por

uma aresta, ¢t =1,...,n— 1.
Definicao 4.31. Um grafo ciibico é um grafo conexo 3-regular.

Seja G um grado ctbico fixado, entdo #G é um ntimero par que escrevemos na
forma #G = 2¢g—2, (g > 2). Como G é 3-regular, ele deve ter 3g — 3 arestas. Utilizamos
a seguinte notagao:

Os vértices e arestas de GG sdo denotados por

Y15+ -5 Y2g-2 € C15--+,C3g-3

Para cada y;, as trés semi-arestas sdo denotadas por c¢;,, 1 = 1,2,3. Se ¢;, e ¢;, sdo
duas semi-arestas da aresta c;, escrevemos ¢, = (ciy, ¢;,). Desta forma G é totalmente
descrito pela lista

cr = (Cips Cju), k=1,...,3g — 3. (4.19)

Para a construgdo de superficies de Riemann é prético ver a lista como um grafo.
De fato, assumamos que simbolos c¢;, sdo dados, com i = 1,...,29g —2e pu = 1,2,3.
Entdo escrevemos uma lista de pares ordenados na qual cada simbolo acontece
uma sO vez, e seja y; = {ci, Cia, i3} parai = 1,...,2g — 2 (os trios ndo sdo ordena-
dos). Isto define um grafo 3-regular. Chamamos a este grafo admissivel se o grafo for

conexo.
Definicao 4.32. Uma lista admissivel como em é chamado um grafo ciibico marcado.

Agora construimos superficies de Riemann utilizando Y-pecas como blocos de con-
strucdo e grafos ctibicos marcados como esqueletos combinatérios. Fixamos um grafo
ctibico marcado G' com vértices yi, . . ., yaq—2 € arestas cy, . . . , cs,—3 definidas pela relagdo

4.19). Logo, escolhemos
L= (ll, e lgg_g) € Rig_?), A= (Ozl, o ,Oégg_g) € R39-3

e definimos a superficie de Riemann compacta F'(G, L, A) como segue:

Para cada vértice y; com semi-arestas c;1, ¢;2, ¢;3 saindo dele, associamos uma calca Y;
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com geodésicas da fronteira 7,1, vi2, Vi3 parametrizados em S' na forma bésica, tal que
para os pares da lista (4.19) temos

lk = l(%u) - l(’)/ju>7 k= ]-7 s 739 - 3.

Para cada par na lista entdo colamos Y; e Y; ao longo destas geodésicas pela seguinte

relagédo
Yiu(t) = Yju (g — t) == Yi(2), teS'=R/[t—t+1]. (4.20)
e pomos
F=F(G,L,A) =Y, +...+Ys »mod (E20). 4.21)

Como G é um grafo conexo, entdo F' é conexo. F satisfaz as condi¢des do Teorema
assim F' é uma superficie de Riemann compacta. Calculando a caracteristica de Euler,

vemos que [’ tem género g.

Definicao 4.33. (L, A) é a sequéncia de coordenadas de Fenchel-Nielsen da superficie de
Riemann F(G, L, A).

As geodésicas 7, ..., 73,3 em F' correspondentes as arestas ci, ..., c3,_3 do grafo
serdo chamados parametros geodésicos de F'.

Lema 4.34. Ver [3| pig.83].
Seja ¢ : S — R um homeomorfismo de superficies de Riemann compactas, e sejam 71, ..., VN
geodésicas fechadas, simples e disjuntas duas a duas em S. Entdo existe um homeomorfismo ¢’

isotdpico a ¢ tal que as curvas ¢'(v1) ... ¢'(yn) sdo geodésicas fechadas em R.

Teorema 4.35. Seja G um grafo ciibico marcado fixo com 2g — 2 vértices. Entdo F (G, L, A)
percorre todas as superficies de Riemann de género g.

Prova: Seja Fy, = F(G, Ly, Ay) alguma superficie base fixada. Para toda superficie
de Riemann compacta S de género g existe um homeomorfismo ¢ : Fy, — S. Pelo
Lema ¢ pode ser escolhido tal que as imagens ¢(v;) dos pardmetros geodésicos
M-, Y39—3 de Fy formam um sistema de geodésicas simples fechadas disjuntas dois
a dois em S. Entdo ¢ mapea as calgas de Fj sobre as calgas em S. Estas calcas definem
S como uma superficie S = F(G, L, A) para adequados L e A. Desde que ¢ é um

homeomorfismo, o grafo G resulta o mesmo. |



4.2 Coordenadas de Fenchel-Nielsen 77

4.2 Coordenadas de Fenchel-Nielsen

Para cada assinatura (g, n) com 2g +n > 3 fixamos uma superficie suave, compacta
e orientavel F' = F, ,, de género g com n furos tal que todas as componentes da fronteira
sdo curvas fechadas suaves. F' é a superficie base para os homeomorfismos. Depois,

introduziremos em F' uma estrutura de superficie de Riemann conveniente.

Defini¢io 4.36. Uma superficie de Riemann marcada de assinatura (g,n) é um par (S, o)
onde S é uma superficie de Riemann compacta de assinatura (g,n) e ¢ : F,, — S éum

homeomorfismo chamado homemorfismo marcado

Para simplificar a notagdo, escreveremos S em vez de (5, ). Utilizando o Teorema
1.20| e a Proposicdo 4.7, podemos dar a seguinte defini¢do de espago de Teichmiiller,
equivalente a dada no Capitulo 3, no caso de assinatura (g, 0).

Definicdo 4.37. Duas superficies marcadas (S, ) e (S', ") sdo equivalentes se existe uma
isometria m : S — S’ tal que ¢’ e m o ¢ sdo isotdpicos. O conjunto de todas as classes de
marcagdes equivalentes de assinatura (g,n) é o espago de Teichmiiller de assinatura (g, n) e é
denotado por T, ,,. Se n = 0 escrevemos, como no Capitulo 3, T, em vez de T, o

Definicao 4.38. Seja (S, ) com ¢ : F,,, — S uma superficie de Riemann marcada. Para toda
curva fechada homotopicamente ndo trivial 5 em F,, denotamos por (5(S) a inica geodésica
fechada em S homotépicaa ¢ o 3.

Se B = {1, B2, ...} é uma sequéncia finita ou infinita de tais curvas em F,,, denota-

mos por

B = {I8:(5),152(S5),...}

a correspondente sequéncia de geodésicas fechadas em S e definimos

IB(S) = {18:(5),15:(S), .. .}.

Agora, nos centraremos no caso de superficies sem fronteira e seja g > 2 fixado. Nosso
objetivo nesta segdo é provar que as superficies F'(G, L, A) formam um modelo de T},.
Para isto definimos, para cada grafo ctibico marcado GG, um sistema de curvas () na
superficie base F' = F, ; o qual servira para caracterizar as classes de marcag¢des equiv-
alentes.

Seja G um grafo ctibico marcado dado pela lista ¢, = (¢iy,cj0), k = 1,...,39 — 3.

Vamos introduzir a seguinte estrutura hiperbdlica na superficie base F'. Para cada
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i=1,...,2g—2sejaY; uma Y-peca com geodésicas da fronteira v;,,, i = 1,2, 3 de com-
primento 1, as Y-pecas assim obtidas sdo coladas de tal maneira que se ¢; = (c;y, ¢j1)

entao
Yiu(t) = pju(—t) = W(t), t € S’

Tomamos a superficie resultante como a superficie base F'. Para simplificar a notacao,
denotamos também por Y; a imagem de Y; sob a projecdo Y, U... U Y5, o — F.
Fixamos k. As duas Y-pecas Y; e Y; as quais sdo coladas ao longo de 7; forma uma
superficie hiperbdlica em F' de diferentes assinaturas (as possiveis sao (1,1), (1,2), (0,4)
e (2,0)). Para evitar a distin¢do entre os diferentes casos, definimos uma superficie X*
junto com uma imersao isométrica ¢, : X* — F:

Sejam Y e Y7 distintas Y-pegas, onde Y* é uma copia de Y; e Y7 é uma copia de Y}, as
geodésicas da fronteira de Y* e Y sdo denotadas por 7% e v, r, s = 1,2, 3. A superficie
X* é definida por

XF=Y'UY/ mod (v, (t) = vl (—t) = 7*(t), t € ") (4.22)
As isometrias naturais Y — Y;, Y7 — Y; se projectam naturalmente a uma isometria
LE - XF — F.

Definicdo 4.39. Para k = 1,...,3g — 3 pomos 6* e n* em X* as geodésicas como na Definigiio
(neste caso o = 0). Denotamos as suas imagens em F por & = 1x(6%) e m, = we(n*). A
sequéncia

QG = {717 s 7739—37517 R 7539—377]17 oo 77]39—3}

é chamada o sistema candnico de curvas com respeito a G.

O seguinte teorema mostra que ) pode ser utilizado para caracterizar a classe de

isotopia de um homeomorfismo.

Teorema 4.40. Ver [3| pdg.141].
Sejam p, ¢’ : F' — S homeomorfismo marcados tal que ¢ o v, é homotdpico a ' o vy, e tal que
@ o 0y, é homotdpicoa @' o by, k =1,...,3g — 3. Entdo ¢ e ¢ sdo isotdpicos.

Como consequéncia deste teorema temos o seguinte coroldrio.

Coroldrio 4.41. Dois homeomorfismos ¢, ¢’ : F — S sdo homotdpicos se e somente se sido

isotdpicos.

De novo, seja G um grafo com as relagdes ¢, = (ciy, ¢j), K =1,...,3g — 3, e consid-
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eremos as varias superficies de Riemann F*4 = (G, L, A), onde
(L, A) = (I, ... lsg_s5, 1, ... ,a3y_3) € RY > x R39~3 = RO9~6 (4.23)

Voltamo-nos este conjunto em um modelo de 7;, introduzindo adequados homeomor-
fismos marcados. Para simplificar a notagao, escrevemos w em vez de (L, A) e F¥ em
vez de F'I4, assim da definicdo de F* para w = (L, A) € R% 5 temos uma tnica se-
quéncia de distintas Y-pegas Y;*, i = 1, ..., 2¢g—2 com geodésicas da fronteira 7], 753, 753
tal que se ¢ = (ci, ¢j), entdo I(75,) = 1(75,) = .

F« é definido como o quociente

F=YYU...UYs ,mod (75, (t) = v (a—t) = 7¢(t), t €S k=1...,3g—3.

Todos os Y sdo assumidos ser dados na forma bdsica. Denotamos por 7 : Y* U ... U
Y3 o — I a projecdo natural. No caso especial onde A = (0, ...,0) = Ay utilizamos L
em vez de LA, e para a superficie base (onde L = (1,...,1) = Ly e A = Aj) omitimos
o simbolow = (L, A).

Os homeomorfismos marcados serdo dados pela composigdo ¢“ = 7 o o%, onde o :
F — Fferv: FL — F“ serdo definidos a continuacéo.

Parai = 1,...,2g — 2, seja oF : Y; — Y;*¥ 0 homeomorfismo introduzido na Defini¢do
a qual preserva a parametriza¢do bésica das geodésicas da fronteira. Desde que
todos os parametros de tor¢do sdo zero, a seguinte aplicagdo é bem definida de F'a F*

ol ={rloctor em (V) i=1,...,29 — 2. (4.24)

ol F — F¥ é um homeomorfismo com a propriedade que % o v (t) = 7£(t), t €
S k=1...,3g—3.
Para definir os homeomorfismos de tor¢do 7¢, lembrar que os colares Cy = {p € F* |
p(p,7¢) < wi} com wy = arcsinh{1/sinh [} sdo dois a dois disjuntos e admitem
coordenadas de Fermi (p,¢) com —wy < p < wy et € S'. O sinal de p é tal que é
negativo no lado esquerdo de v, e positivo no lado direito (com respeito a orienta¢do
de 7;). Temos que para qualquer A € w = (L, A) os colares Cf e C sdo isométricos
paracadak=1,...,39 — 3.

Definimos as aplicagoes T : C£ — Cy (Ver Figura [4.6), utilizando as coordenadas

de Fermi, como
wy +p

T (p.t) = (p.t
K(p,t) = (p,t+ ay 2w

) (4.25)

Selv:YFu...uYt

ag—o = Y"U...UYy , (unides disjuntas) € a identificacdo natural,
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Figura 4.6:

notar que Y e Y} sdo copias isométricas para cada k = 1,...,3g — 3, pois somente
dependem dos comprimentos das geodésicas da fonteira as quais serdo identificados
de diferente maneira utilizando os parametros de tor¢do A = (ay,...,a3,_3), entdo a
seguinte aplicacao

(4.26)

T —_=

. T emCF k=1,...,3g—3
™ oo (7F)~! em outro lugar

é um homeomorfismo bem definido de F* a F“. Notar que este homeomorfismo é o
analogo aos homeomorfismo de torcdo (Ver (4.9) e (4.18)) para X-pecas e no caso de
assinatura (1,1), respectivamente. S6 que neste caso ndo temos um tinico parametro de

torcdo, temos 3g — 3, por isso é que utilizamos a identificacdo natural /¢.

Definicao 4.42. Seja G um grafo. Denotamos por S“ a superficie de Riemann marcada S* :=
(F“, %) onde ¢* = 7 o oL. O conjunto de todas as superficies de Riemann marcada S*
baseadas no grafo G e com w € R%~° é denotado por T

De (4.25) e (4.26)) temos que

Pom(t) =+ S),  tes,  k=1..3g-3 (4.27)

Proposicao 4.43. Ver [3| pdg.411].

Seja S uma superficie diferencidvel 2-dimensional compacta, conexa e orientdvelsabado. Sejam
¢, ..., Cm curvas fechadas, simples, homotopicamente ndo triviais e disjuntas duas a duas de S
as quais ndo sio homotopicamente livres. Se 1, . . ., Vm, € outro conjunto de curvas de S com as
mesmas propriedades e se c,, é livremente homotdpico a vy, para p = 1,...,m. Entdo existe um
homeomorfismo ¢ : S — S homotdpico a identidade tal que ¢ o c, = .

Teorema 4.44. Seja G' um grafo ciibico marcado dado. Entdo para toda superficie de Riemann
(S, @), existe uma tinica S a qual é uma marcagdo equivalente (S, p).

Prova: Temos que determinar o valor adequado de w = (L, A) em S. Pela Proposi¢ao
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podemos assumir que ¢(vx) é a geodésica fechada ,(S), k = 1,...,39 — 3. O
candidato para L é

L(S) == (In(5), - .., lysg-3(5)).

Fixamos k e consideremos de novo a X-peca X k como em l) com a imersdo isométrica
v, : X¥ — F. Esta imersdo é uma isometria local, portanto podemos puxar a estrutura
da superficie hiperboélica ¢ (u1,(X*)) sobre X*, isto é, existe uma X-peca X (S) (ndo con-
tida em S) junto com uma imersao isométrica ¢, : X*(S) — S e um homeomorfismo

"+ X¥ — X*(9) tal que o seguinte diagrama é commutativo.

k9 vk
Xk XHR(S)

L l%
F—% .3

Notar que ¢* mapea as Y-pecas Y’ e Y7 de X" sobre Y-pecas em X*(S). Em X*(9)
pomos 7*(5) = p*(7*), 6*(S) = " (%) e n*(S) = ¥*(1*). Entdo

1 (V4(S)) = W (S), 4 (6"(S)) = 6k(S), (0" (S)) = m(S).

Sejam v e v com v C Y ey C OY7 as geodésicas fronteiras de X* como na Figura
@ e as quais ndo sdo separadas por 0%, e seja d a geodésica em X* — §* de v/ a . Estas
curvas sdo parametrizadas tal que §* é homotdpico a dyd '

©*(d) em X*(S) é homot6pico com seus pontos extremos estando na fronteira a uma
tinica curva ajba, ' com as seguintes propiedades: a}, é a geodésica de ©*(7') a v*(S); b
é um arco geodésico em 7*(S) (ndo é simples em geral) e ay é a geodésica de p*(7) a
7*(S). Seja B1(S) o comprimento com sinal de b (positivo se mantém a orientagdo de

Figura 4.7:
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7*(S) e negativo caso contrério). Definimos
a(S) == Be(S)/lw(S),  k=1,....3g—3
assim temos o candidato para A
A(S) == (a1(9), ..., azy-3(9)).

Logo, pondo w := (L(S), A(S)) e S := S“. Provaremos que S = (S,¢) e S sdo mar-
cagOes equivalentes. De novo fixamos k.

Como para S, consideramos a imersdo isométrica iy, : X*(S) — S com o diagrama

commutativo
Xk Xk(S)
T
Fo g

onde V) = ¢¥ = 7% 0 o com L = L(S). O analogo de ajba; "’ é dybay'. Com a definicdo
de 7 vemos que b e btém o0 mesmo comprimento com sinal.

Portanto temos uma isometria preservando orientagio m”* : X*(S) — X*(S) a qual
mapea a} a i, babe ay a dy. Desde que 6% é homotopico a dyd~'v/, seguemos que as
geodésicas m*(6%(S)) e 0%(S) sdo homotopicos . Pela unicidade de uma geodésica em
sua classe de homotopia obtemos

mF o 6%(S) = 6%(9).

Observamos que a restricio m* | ¢*(Y?) é a tinica isometria preservando orientagdo
de ¢*(Y7) a 9*(Y") com a propiedade que m*(c) = % o (¢*)~'(c) para cada geodésica
fronteira c de ¢*(Y"). Isto implica que as isometrias locais

iromFo ()7t i (intX*(S)) = i (intX*(S))  k=1,...,3g—3
definem uma tnica isometria m : S — S satisfazendo
m o 8x(S) = 0x(9S) k=1,...,3g—3.

Pelo Teorerna S e S = S“sdo marcagdes equivalentes.
. / ~ ~ . ~ . .
Finalmente, se S“, S* € T sdo marcagdes equivalentes, entdo temos uma isometria

m : S¥ — S tal que m o ¢* é isotépico a p*". Consequentemente, m mapea (2 (S*)
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sobre Q¢ (S¥") tal que (Q6(S*) = 1Q2¢(S*"). Esta equagdo implica que L = L’ e pela
Proposicao temos que A = A'. |

Corolario 4.45. Duas superficies de Riemann marcadas S e S’ sdo equivalentes marcadas se e
somente se [Qc(S) = [Qa(S").

Fixado g. O Teorema diz que para todo grafo ctibico marcado G com 2g — 2
vértices, o conjunto
Te ={S¥=5¢|we R}

¢ um modelo para T},

Para a simplicidade da notacdo, denotamos também por S a classe de equivaléncia
marcada de uma superficie de Riemann marcada S = (5, ). Assim, se S € T}, identifi-
camos S com qualquer de seus representantes e tratamos com S como uma superficie

de Riemann.

Definicao 4.46. Se G um grafo como acima. Para todo S € T, seja w(S) = wq(S) 0 tinicow €
R85 tal que S é equivalentemente marcado a Sg. As componentes de we(S) sdo chamadaos
as coordenadas de Fenchel-Nielsen de S.

A topologia de T, é definido por meio das fun¢des coordenadas w¢ : T, — R%°

Lema 4.47. Seja G dado e seja L = {{Qq(S) | S € T,}. Existe uma vizinhanga aberta
D de L em R junto com uma aplicagio analitica real A = Ag : D — R®%° tal que
wa(9) = Ac(1Q¢(S)) para todo S € T,.

Prova: Provamos isto no modelo 7. As primeiras 3g — 3 coordenadas, formando
um vetor L = (Iy,...,l3,—3) sdo parte de I£2(S¥). Basta provar que cada parametro de
torcdo oy, € uma funcdo analitica real de I§2;(S“). Para isto consideramos, como no
Teorema a imersdo isométrica ¢} : X*(5¥) — S“ e os levantamentos *(S5%), §%(S¥)
e n*(S¥) de 1 (S¥), 61(S¥) e n.(S¥) junto com as geodésicas da fronteira de X*(S¥) as
quais formam o sistema de curvas como em . As presentes curvas 7*(S%), §%(S%)
e n(S¥) sdo v, 0% e n* de , respectivamente, com o = oy, e as geodésicas da
fronteira de X*(S%) sdo 72,73, V5, 74 Agora oy é determinado pela fungdo analitica &/
da Proposicéo4.28 |

Teorema 4.48. Para qualquer curva fechada (3 na superficie base F, a fungio w — 15(S%), w €
R0 ¢ analitica real.

Prova: Fixamos wy. Calculamos [3(5“) para w em uma vizinhanca de w,. Isto serd

realizado em 3 passos. Primeiro substituimos 3(5“) por um poligono geodésico reto
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o qual consideramos como um lago geodésico por partes em algum ponto base p(S¥).
Logo utilizamos este poligono para calcular o lago geodésico 5*(S“) na sua classe de
homotopia com ponto base fixado e finalmente calculamos 3(5“) em termos de 3*(5“).
Escolhemos como ponto base
(1) p(S¥) = (300 + 1),

onde «; é o pardmetro de tor¢do em 7y = 71(S¥). Agora escolhemos um lago geodésico
[*(S“°) com ponto base p(S“°) a qual é livremente homotépico a 5(5“°) e tal que forma
um angulo 0§ < 7 em p(S“°).

O laco geodésico por partes com angulos retos é definido como segue. Consideremos

os hexagonos retos de Y7, ... Y5, 5 em S“° (ladrilhamento de 5“°). Seja

wo __ Wo w0
B _bl ""'b2n+1

um lago geodésico por partes com ponto base p(5S“°) que corre ao longo dos lados dos
hexdgonos acima tal que o seguinte se cumpre:

(2) 3% é homotdpico, com ponto base fixado, a 3*(S).

(3) cada lado b, com v impar, corre ao longo algum ~;° (k dependendo em v).

(4) cada lado b%°, com v par, é um das trés perpendiculares comuns entre as geodésicas das
fonteiras de algum Y.
Em (3) by é permitido ter comprimento zero (se o parametro de tor¢do em ~;° é um
multiplo inteiro de 3). Também se permite b2 correr varias vezes ao redor de 7;*.
O angulo de 3“0 em p(S“°) é ou 0 ou 7. Todos os outros angulos de 3“° sdo retos.
Os lados com um ntimero para tém comprimento positivo. Para os demais lados, isto é,
para aquilosem~;”, ..., 737 5 introduzimos comprimentos com sinal: se b° em 7, tem
a mesma orientacdo como 7;° (com respeito a orientagdo do laco 3“°) entdo [(b+°) > 0,
caso contrario {(b2°) < 0.
Agora consideremos w perto de wy e consideremos o correspondente ladrilhamento de
S“. Ele difere apenas um pouco do ladrilhamento de S“° e temos o correspondente

lago geodésico por partes com angulos retos

Bo= b0,

com ponto base p(S“) o qual difere apenas um pouco de 3+°. Pela convengao do sinal,
os comprimentos de b7, ...,b5, ., sdo fun¢des continuas e portanto analiticas reais de
Ww.

Os homeomorfismos marcados ¢* : F' — S“ no modelo T sdo definidos de tal maneira

que
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(5) P o ()7 (p(S*0)) = p(S*)
e com a defini¢do de ¢* vemos que

(6) 3% é homotdpico, com ponto base fixado, a ¢* o (p*)~1(B*°).
Daqui, a geodésica fechada 5 = [((S“) esta na classe de homotopia livre de B = p.
Portanto é suficiente encontrar uma fungdo analitica que da o comprimento de 3 em
termos de by = bY, ..., by = b, . Para facilitar a notacdo fazemos isto sem escrever
o simbolo w.
Sem mudar a notagdo levantamos /3 no disco unitério A de tal maneira que b; esta no
eixo real positivo com ponto inicial py na origem. Parav =1, ...,2n+ 1 denotamos por
p, 0 ponto final de b, e sejam B, e B, os pontos extremos em JA (pontos no infinito)
da extensdo geodésica do arco b,. Se em S“, b, esta em 7}, entdo em A, b, esta em um
levantamento de ¢, e B, e B, sdo os pontos extremos deste levantamento.
Pode-se ver que os pontos p,, B, e B, sdo calculdveis em termos de [(b), ..., l(b2n+1)
por meio de fun¢des analiticas (por indugédo sobre v).
Seja $* o arco geodésico em A de pg a po,,+1. Entdo I(5*) e os dois angulos entre 5* e by,
e " e by,+1 sdo calculdveis por fungdes analiticas de I(by), . . ., I(bap+1)-
Em S“ a projecdo 5*(S) de 8* é um lago geodésico em p(S“) a qual é homotdpico com
ponto base fixado a 3 = 3“. Junto com (6) obtemos:

(7) 8*(S%) é homotépico com ponto base fixado a ¢ o (p<°)~1(5*(S“°)).
E das obsevagdes acima

(8) O comprimento de *(S¥) e os dngulos no ponto base entre 5*(S“) e v{ sdo fungoes
analiticas de w.

Mais uma vez levantamos (estendido periodicamente) as curvas fechadas livremente

/2 - B

Figura 4.8:

homotépicas 5* e 8 no recobrimento universal A para obter curvas homotdépicas B e
3 com o0s mesmos pontos extremos no infinito. Para w suficientemente perto de wy o
angulo # do laco 5* no ponto base é positivo. Portanto 5* e 3 sdo disjuntos e limitam
uma faixa a qual é pavimentada por triretingulos isométricos (Ver Figura 4.8). O an-
gulo agudo do triretangulo é 0/2 e os lados sdo =, 51(5*),y, 5/(8). Da Proposicao m
(i1) obtemos cosh 1/(8) = cosh 11(3*) sin 16 e junto com (8) se prova o teorema. [

Teorema 4.49. Se dois grafos G e G' sdo dados com fungdes coordenadas w¢ e wey, respectiva-
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mente, entiio wg o wer : R%97% — R0 é um difeomorfismo analitico real.

Prova: Temos provado que as coordenadas de Fenchel-Nielsen sdo fun¢des analiticas
de IQ¢(S) (Lema e que os comprimentos geodésicos sdo fungdes analiticas das
coordenadas de Fenchel-Nielsen (Teorema [4.48). |

Concluimos introduzindo em 7}, a tinica estrutura analitica real tal que as aplicagdes

we : T, — R%70 sdo difeomorfismos analiticos reais.



Referéncias Bibliograficas

[1] A.Beardon, The Geometry of Discrete Groups, Springer-Verlag (1983).

[2] K. Burns, M. Gidea, Differential geometry and topology with a view to dynamical sys-
tems, Chapman-Hall (2005).

[3] P. Buser, Geometry and spectra of compact Riemann surface, Birkduser Boston (1992).

[4] B. Farb, D. Margalit, A primer on mapping class groups Version 5.0, (2011).
http:/ /www.math.uchicago.edu/ margalit/mcg/mcgv50.pdf

[5] O. Forster, Lectures on Riemann Surfaces, Springer-Verlag (1999).
[6] M. Hirsch, Differential Topology, Springer-Verlag, Berlin and New York (1976).

[7] Y. Imayoshi, M. Taniguchi, An introduction to Teichmiiller spaces, Springer-Verlag
(1992).

[8] G.Jones, D. Singerman, Complex Functions, Cambridge University Press (1987).
[9] J. Jost, Compact Riemann Surfaces, Springer-Verlag, Berlin (2006).

[10] S. Katok, Fuchsian Groups, Chicago Lecture in Mathematics (1992).

[11] W. Massey, A basic course in algebraic topology, Springer-Verlag (1991).

[12] Y. Matsushima, Differentiable Manifolds, Pure and Applied Mathematics (1972).



