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que já existiu, aquele que integrou as mais belas formas derivando das suas mais perfeitas idéias, a
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Resumo

A teoria de sistemas semidinâmicos impulsivos é utilizada no estudo de sistemas que descrevem

processos de evolução que sofrem variações de estado de curta duração e que podem ser conside-

radas instantâneas. Este fenômeno é chamado de impulso. Para muitos fenômenos naturais, os

modelos determinı́sticos mais realistas são frequentemente descritos por sistemas que envolvem

impulsos. Este trabalho se insere no estudo da teoria de estabilidade em sistemas semidinâmicos

com ação impulsiva.





Abstract

The theory of impulsive semidynamical systems is used in the analysis of systems which des-

cribe the evolution of process whose continuous dynamics are interrupted by abrupt changes of

state. This phenomenon is called impulse. In many natural phenomena, the real deterministic mo-

dels are often described by systems which involve impulses. In this work, we study the stability

theory in impulsive semidynamical systems.
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Introdução

A teoria de equações diferenciais impulsivas (EDIs) estuda o comportamento de processos de

evolução que sofrem variações de estado de curta duração e que podem ser consideradas instan-

tâneas. Este fenômeno é chamado impulso ou ação impulsiva e corresponde às descontinuidades

de primeira espécie das soluções ou de suas derivadas. Uma das razões de nosso interesse em EDIs

é por elas se constituı́rem em exemplos de sistemas dinâmicos de dimensão infinita, apresentando

dinâmica complexa. A teoria básica de EDIs pode ser encontrada em [19].

Do ponto de vista das aplicações, o interesse das EDIs está em que, para muitos fenômenos

naturais, os modelos determinı́sticos mais realistas são frequentemente descritos por equações que

envolvem impulsos. As aplicações das EDIs se dão, especialmente, nas áreas de farmacocinética,

tecnologia quı́mica, medicina, áreas de controle, finanças, engenharia, fı́sica, biologia, entre ou-

tras. Esta teoria é uma importante área de investigação que aparece naturalmente na descrição de

processos de evolução de vários problemas da realidade.

Uma das aplicações da teoria de EDIs é a teoria de sistemas dinâmicos com impulsos. Sis-

temas dinâmicos impulsivos é um capı́tulo importante e moderno da teoria de sistemas dinâmicos

topológicos. Esta teoria vem sendo desenvolvida continuamente. Tais sistemas admitem vários

fenômenos interessantes às vezes, por causa de sua “irregularidade”, e às vezes, por causa da sua

“regularidade”. Recentemente, vários artigos sobre este tópico foram publicados. Veja, por exem-

plo [5]-[10] e [13]-[18].

Muitos dos resultados da teoria de sistemas dinâmicos com impulsos são generalizações de

resultados da teoria clássica de sistemas dinâmicos contı́nuos. Além disso, o estudo de sistemas

impulsivos leva a novas demonstrações de resultados da teoria de sistemas dinâmicos contı́nuos.

O objetivo desse trabalho é estudar a teoria de estabilidade para sistemas semidinâmicos com
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impulsos.

Organizamos este trabalho da seguinte forma. No Capı́tulo 1, apresentamos a teoria de equações

diferenciais impulsivas e a teoria de sistemas dinâmicos. Iniciamos com a construção de um sistema

diferencial impulsivo e descrevemos alguns tipos de sistemas impulsivos. Na sequência, apresen-

tamos o teorema de existência para EDIs. Finalizamos este capı́tulo apresentando alguns conceitos

importantes de sistemas dinâmicos contı́nuos para compreensão dos sistemas impulsivos.

No Capı́tulo 2, apresentamos a definição de um sistema semidinâmico impulsivo. Definimos

uma função φ que representa o menor tempo positivo para o qual a trajetória positiva do sistema

encontra o conjunto impulsivo, e fazemos o estudo da continuidade desta função. Na sequência,

definimos os conceitos de invariância e conjunto limite para sistemas impulsivos.

No Capı́tulo 3, estudamos vários tipos de estabilidade para conjuntos. Apresentamos os con-

ceitos de conjuntos estáveis, orbitalmente estáveis, estáveis segundo Bhatia e Hajek, equi estáveis,

uniformemente estáveis e assintóticamente estáveis para sistemas impulsivos.

No Capı́tulo 4, estudamos a estabilidade de conjuntos fechados utilizando funções do tipo Lya-

punov. Apresentamos condições necessárias e suficientes para garantir a estabilidade de um con-

junto fechado.

No Capı́tulo 5, apresentamos a versão do princı́pio da invariância de LaSalle e a versão do

Teorema da estabilidade assintótica para sistemas semidinâmicos com impulsos.

Finalizamos este trabalho com o Capı́tulo 6. Neste capı́tulo, apresentamos novos resultados

sobre a teoria de atrator uniforme para sistemas semidinâmicos com impulsos. Generalizamos o

conceito de região de atração uniforme e estabelecemos um resultado de estabilidade assintótica

para um conjunto atrator uniforme.



Notações

Apresentamos algumas notações que serão utilizadas ao longo do texto.

Sejam (X, ρ) um espaço métrico com métrica ρ , x∈X, ε > 0, n um natural e A e B subconjuntos

não vazios de X.

• R representa o conjunto dos números reais;

• R+ representa o conjunto dos números reais não negativos;

• N representa o conjunto dos números naturais;

• N∗ representa o conjunto dos números naturais estritamente positivos;

• Rn representa o espaço euclidiano n−dimensional;

• A representa o fecho de A em X;

• ∂A representa a fronteira de A em X;

• ρ(x, A) = inf{ρ(x, y) : y ∈ A};

• B(x, ε) = {y ∈ X : ρ(y, x) < ε};

• B(A, ε) = {x ∈ X : ρ(x, A) < ε};

• A (A, δ , η) = {x ∈ X : δ < ρA(x) < η};

• C(A,B) representa o conjunto das funções contı́nuas definidas em A com valores em B.
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Vamos representar por {xn}n≥1 uma seqüência em X, onde n pertence ao conjunto dos números

naturais N∗. Às vezes, representaremos lim
n→+∞

xn = x simplesmente como

xn → x quando n → +∞,

ou xn
n→+∞−→ x.

Quando um conceito é introduzido pela primeira vez, as palavras que o definem estão em

negrito. Indicamos o final de uma demonstração com o sı́mbolo �.



Capı́tulo

1

Preliminares

Neste capı́tulo, apresentamos alguns resultados e conceitos básicos da teoria de equações dife-

renciais impulsivas e de sistemas semidinâmicos.

1.1 Equações diferenciais com impulsos

As principais referências para esta seção são [3] e [19].

1.1.1 Sistemas com impulsos

Sejam Ω um subconjunto aberto de Rn e f : R+ ×Ω → Rn uma função contı́nua. Um

sistema impulsivo é constituı́do por:

i) uma equação diferencial

ẋ = f (t,x)

(
ẋ =

dx

dt

)
; (1.1)

ii) subconjuntos M (t), N(t) ⊂ Ω, t ∈ R+;

iii) funções A(t) : M(t)→ N(t), t ∈ R+.
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6 Preliminares

O processo de evolução do sistema i), ii), iii), ocorre da seguinte maneira: consideramos uma

solução x(t) = x(t; t0,x0) do sistema (1.1) passando pelo ponto (t0,x0) ∈ R+ × Ω.

O ponto Pt = (t,x(t)) inicia seu movimento no ponto Pt0 = (t0,x0) e move-se ao longo da curva

{(t,x) : t ≥ t0 e x = x(t)} até o tempo t1 > t0 no qual Pt encontra o par (t,M(t)). No instante

t = t1, o operador A(t1) transfere o ponto x(t1) para o ponto x+
1 = A(t1)x(t1) ∈ N(t1) e assim, o

ponto Pt1 é transferido para o ponto Pt+1
= (t1,x

+
1 ) ∈ (t1,N(t1)). Deste modo, o ponto Pt continua

seu movimento ao longo da curva x(t) = x(t; t1,x
+
1 ), que é solução de (1.1) com condição inicial

Pt+1
= (t1,x

+
1 ), até encontrar novamente o conjunto (t,M(t)) em um tempo t2 > t1. Em seguida, o

ponto x(t2) é transferido pelo operador A(t2) para o ponto x+
2 = A(t2)x(t2) ∈ N(t2). Assim, o ponto

Pt2 = (t2,x(t2)) é transferido para o ponto Pt+2
= (t2,x

+
2 ) ∈ (t2,N(t2)). Agora, o movimento de Pt se

inicia em (t2,x
+
2 ) ao longo da solução x(t) = x(t; t2,x

+
2 ) de (1.1). O processo segue, indutivamente,

ao longo da solução de (1.1), caso esta exista. A Figura 1.1 apresenta a evolução de um sistema

impulsivo.

Pt0

Pt1

Pt+1

Pt2

Pt+2

x(t)

tt1 t2

Figura 1.1: Evolução de um sistema impulsivo.

A curva que descreve o movimento de Pt acima é denominada curva integral e a função que

define esta curva é a solução do sistema diferencial impulsivo.

Uma solução de um sistema diferencial impulsivo pode ser:

a) uma função contı́nua, se ela não interceptar o conjunto M(t) ou se ela atingir M(t) somente

nos pontos fixos do operador A(t);
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b) uma função contı́nua por partes com um número finito de descontinuidades de primeira

espécie, se ela encontrar o conjunto M(t) em um número finito de pontos que não são pontos

fixos do operador A(t);

c) uma função contı́nua por partes com uma quantidade enumerável de descontinuidades de

primeira espécie, se ela encontrar o conjunto M(t) em uma quantidade enumerável de pontos

que não são pontos fixos do operador A(t).

Os instantes t = tk nos quais a curva integral atinge M(t) são chamados de momentos de im-

pulso das soluções do sistema impulsivo. Assumiremos que a solução x(t) do sistema impulsivo

seja contı́nua à direita em tk e que o limite à esquerda em tk exista, para cada k = 1, 2, 3, . . . , isto é,

x(t+k ) := lim
h→0+

x(tk +h) = x(tk) e x(t−k ) := lim
h→0+

x(tk −h) < ∞.

Chamamos um sistema diferencial impulsivo de equação diferencial impulsiva (EDI).

Vamos analisar, a seguir, alguns tipos de sistemas diferenciais com impulsos.

1.1.2 Sistemas com impulsos em tempos fixados

Seja {tk}k≥1 ⊂ R+ uma sequência de instantes tal que tk
k→+∞−→ +∞. Representemos o con-

junto M(t) pela sequência de planos t = tk e definamos o operador A(t) no instante t = tk por

A(tk) : Ω → Ω

x 7→ x+ Ik(x),

onde Ik : Ω → Ω é uma função e k ∈ {1,2, . . .}. O conjunto N(t) é definido para t = tk como sendo

N(tk) = A(tk)M(tk).

Com a escolha de M(tk),N(tk) e A(tk), obtemos um modelo matemático que descreve um sis-

tema diferencial com impulsos em tempos fixados representado pelo sistema






ẋ = f (t,x), t 6= tk,

∆x = Ik(x), t = tk, k = 1,2, . . . ,

(1.2)
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onde, para cada t = tk, temos ∆x(tk) = x(tk)− x(t−k ) e x(t−k ) = lim
h→0+

x(tk − h). Então qualquer

solução x(t) do sistema (1.2) satisfaz as seguintes condições:

i) ẋ(t) = f (t,x(t)), para t ∈ [tk, tk+1);

ii) ∆x(tk) = Ik(x(tk)), para t = tk com k = 1,2, . . . .

O comportamento das soluções do sistema (1.2) é influenciado pelos efeitos impulsivos. A

seguir, apresentamos dois exemplos que mostram que a continuidade da solução é afetada pela

ação impulsiva.

Exemplo 1.1.1 Consideremos a equação diferencial impulsiva





ẋ = 0, t 6= k,

∆x = 1
x−1

, t = k, k = 1,2, . . . .
(1.3)

Qualquer solução x(t) da equação diferencial ordinária ẋ = 0, sem efeito impulsivo, é contı́nua

para todo t ∈R. No entanto, a solução do sistema (1.3), com condição inicial x(0) = 1, está definida

somente para 0 ≤ t ≤ 1, já que a função Ik(x) = 1
x−1

não está definida para x = 1. A Figura 1.2

mostra a curva integral do sistema com impulsos.

1

1

x(t)

t

Figura 1.2: Evolução do sistema impulsivo (1.3), com condição inicial x(0) = 1.
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Exemplo 1.1.2 Consideremos a equação diferencial impulsiva





ẋ = 1+ x2, t 6= kπ

4
,

∆x = −1, t = kπ
4

, k = 1,2, . . . .
(1.4)

Neste caso, a solução x(t) do problema de valor inicial





ẋ = 1+ x2

x(0) = 0

é dada por x(t) = tg(t), o qual é contı́nua no intervalo
[
0, π

2

)
. Por outro lado, a solução do sistema

impulsivo (1.4) com condição inicial x(0) = 0 é dada por

x(t) = tg

(
t − kπ

4

)
,

para t ∈
[

kπ
4

, (k+1)π
4

)
e k = 0,1,2, . . .. Notemos que a solução é periódica de perı́odo π

4
e tem

descontinuidades de primeira espécie nos momentos t = kπ
4

, k = 1,2 . . . A Figura 1.3 ilustra a

solução do sistema impulsivo (1.4).

x(t)

1

0 π

4

π

2

3π

4
t

6

-

Figura 1.3: Curva integral do sistema impulsivo (1.4), com condição inicial x(0) = 0.
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1.1.3 Sistemas com impulsos em tempos variáveis

Seja {Sk}k≥0 uma sequência de superfı́cies dada por Sk : t = τk(x), k = 0,1,2, . . ., onde

τk : Rn → R é uma função que satisfaz as seguintes condições:

i) τk(x) < τk+1(x), para todo x ∈ Rn e k = 0,1,2, . . .;

ii) lim
k→+∞

τk(x) = +∞, para todo x ∈ Rn.

Então o sistema diferencial impulsivo





ẋ = f (t,x), t 6= τk(x),

∆x = Ik(x), t = τk(x), k = 0,1,2, . . . ,
(1.5)

descreve um sistema em que os impulsos ocorrem em tempos variáveis.

Os sistemas com impulsos em momentos variáveis apresentam situações que não ocorrem nos

sistemas com momentos de impulsos fixados. Por exemplo, notemos que o momento do efeito

impulsivo para o sistema (1.5) depende das soluções, isto é, tk = τk(x(tk)), para cada k = 0,1,2, . . ..

Assim, soluções iniciadas em diferentes pontos terão diferentes pontos de descontinuidade. Al-

gumas outras situações peculiares também podem ocorrer, por exemplo, uma solução pode atingir

a mesma superfı́cie t = τk(x) várias vezes e este comportamento é chamado de fenômeno pulso.

Notemos também, que duas soluções distintas podem coincidir após algum tempo e se comportar

como uma única solução após isso, neste caso chamamos este fenômeno de confluência.

O Exemplo 1.1.3 descreve várias situações que ocorrem com as soluções de um sistema com

impulsos em tempo variável.

Exemplo 1.1.3 Consideremos a equação diferencial impulsiva






ẋ(t) = 0, t 6= τk(x), t ≥ 0,

∆x = x2sgnx− x, t = τk(x), k = 0,1,2, . . . ,

(1.6)
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onde τk(x) = x+6k, com |x| < 3, descreve a superfı́cie Sk : t = τk(x) e

sgn(x) =





1, x > 0

0, x = 0

−1, x < 0.

A solução do sistema (1.6) com condição inicial x(0) = x0, |x0| ≥ 3, é contı́nua para todo t ≥ 0,

pois a solução não encontra a superfı́cie de impulso. As soluções que se iniciam nos pontos (0,x0),

1 < x0 < 3, sofrem efeito impulsivo um número finito de vezes. Por exemplo, a solução x(t) do

sistema (1.6) satisfazendo a condição x(0) = 4
√

2 é dada por

x(t) =






4
√

2, se 0 ≤ t < 4
√

2,

√
2, se

4
√

2 ≤ t <
√

2,

2, se
√

2 ≤ t < 2,

4, se t ≥ 2.

Esta solução encontra a superfı́cie S0 três vezes e não se choca com qualquer superfı́cie Sk além do

tempo t = 2, veja a Figura 1.4.

0

−3

t963

τ1(x)τ0(x)

x(t)

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

r

b b

b

6

-

4

3

2√
2

4
√

2

Figura 1.4: Curva integral do sistema impulsivo (1.6) com x(0) = 4
√

2.
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Se o ponto inicial x(0) = x0 for tal que 0 < x0 < 1, então a solução x(t) encontrará a superfı́cie Sk

em um número infinito de tempos tk e teremos tk
k→+∞−→ +∞ bem como lim

k→+∞
x(tk) = 0. Observemos

a Figura 1.5 para x0 = 1/2.

0

−3

t963

1/2

1

τ1(x)τ0(x)

3

x(t)

aa

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�
�

a

�
�

�
�

�
�

��

q

6

-

Figura 1.5: Curva integral para o sistema impulsivo (1.6) com x(0) = 1/2.

Quando −1 < x0 < 0, a solução x(t) encontrará Sk em um número infinito de tempos tk mas,

neste caso, temos lim
k→+∞

tk = 6 e lim
k→+∞

x(tk) = 0. Neste caso a solução apresenta o fenômeno pulso.

Veja a Figura 1.6.
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Figura 1.6: Curva integral do sistema impulsivo (1.6) para −1 < x(0) < 0.
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Agora, notemos que as soluções que iniciam nos pontos (0,0), (0,1) e (0,−1) atingem a su-

perfı́cie Sk em tempos tk que são pontos fixos do operador A(t) = x2sgn(x) e, consequentemente,

não há efeito impulsivo. Finalmente, as soluções que começam em (0, 4
√

2) e (0,4) se unem em

t ≥ 2 e, portanto, exibem o fenômeno de confluência.

1.1.4 Sistemas autonômos com impulsos

Consideremos os conjuntos M(t) = M e N(t) = N independentes do tempo. Definamos o

operador A(t) = A pela lei

A : M → N

x 7→ x+ I(x)

onde I é uma função definida em Ω com valores em Ω e Ω é um subconjunto aberto de Rn. Assim,

obtemos o seguinte sistema diferencial impulsivo autônomo





ẋ = f (x), x /∈ M,

∆x = I(x), x ∈ M.
(1.7)

Quando qualquer solução x(t) = x(t; t0,x0) do sistema (1.7) encontra M em algum instante t, o

operador A transferirá, instantaneamente, o ponto x(t) ∈ M para o ponto y(t) = x(t)+ I(x(t)) ∈ N.

Como (1.7) é autônomo, o movimento do ponto x(t) será considerado em Ω ao longo da trajetória

do sistema (1.7).

A seguir apresentamos um exemplo de um sistema impulsivo autônomo.

Exemplo 1.1.4 Consideremos o sistema diferencial impulsivo em R2 dado por





ẋ1 = x1, ẋ2 = −αx2, x /∈ M,

A : M → N,

onde 0 < α < 1 e os conjuntos M, N ⊂ R2 são definidos por

M = {(x1,x2) ∈ R2 : 5x2
1 + x2

2 = 8} e N = {(x1,x2) ∈ R2 : x2
1 + x2

2 = 4}.
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O operador A é definido da seguinte forma: dado x ∈ M, consideremos o segmento de reta que liga

a origem de R2 ao ponto x. O ponto A(x) é definido como sendo o ponto y ∈ N que pertence a

interseção do segmento de reta com o conjunto N.

Analisaremos o sistema através das trajetórias x2 = c|x1|α , onde c é uma constante.

Primeiramente, notemos que as soluções que iniciam na região 5x2
1 + x2

2 < 8 não sofrem im-

pulsos e tendem à origem. Por outro lado, as soluções que iniciam na região 5x2
1 + x2

2 > 8 sofrem

impulsos. Pela simetria do problema, vamos analisar a região 5x2
1 + x2

2 > 8 com x1 > 0 e x2 > 0.

Qualquer solução que inicia na região 5x2
1 + x2

2 > 8, com 0 ≤ x1 ≤ 1, encontra o conjunto M

uma única vez. E esta solução é transferida para a região 5x2
1 +x2

2 < 8 tendendo à origem. A Figura

1.7. ilustra este fato.

M

N

x1

x2

Figura 1.7: Curva integral do sistema impulsivo para 0 ≤ x1 ≤ 1.

Se a solução inicia seu movimento sobre a curva x2 =
√

3xα
1 (logo x1 ≥ 1 pois 5x2

1 + x2
2 > 8),

então ela encontra M no ponto (1,
√

3) que é um ponto fixo do operador A, e portanto a solução não

sofre impulso e tende à origem. Veja a Figura 1.8.

Se a solução do sistema encontar M para 1 < x1 <
√

8
5
, então ela admitirá infinitos instantes de

impulsos pois para α < 1 temos x1(t) = e−(t−t0) < e−α(t−t0) = x2(t) para t ≥ t0. E a solução tende

para o ponto (1,
√

3). Veja a Figura 1.9.

E finalmemte, se a solução começar na região x1 > 1 e x2 = 0, então ela será um movimento
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M

N

x1

x2

Figura 1.8

M

N

x1

x2

Figura 1.9

periódico de perı́odo 1
2

ln 5
2
. Neste caso, o operador A transfere o ponto

(√
8
5
,0

)
para o ponto

(2,0).

1.1.5 Existência de soluções

Sejam Ω um subconjunto aberto de Rn e D = R+ ×Ω. Dadas as funções f : D → Rn e

Ik : Ω → Rn, k = 1,2,3 . . ., consideremos o seguinte sistema diferencial impulsivo:





ẋ = f (x, t), t 6= τk(x),

∆x = Ik(x), t = τk(x),

x(t+0 ) = x0, t0 ≥ 0.

(1.8)

Vamos admitir que as seguintes condições sejam válidas para as superfı́cies de impulsos τk:

C1) τk ∈C(Ω,(0,+∞)), k = 1,2,3 . . .;

C2) τk(x) < τk+1(x), para todo x ∈ Ω e k = 1,2,3 . . .;

C3) lim
k→+∞

τk(x) = +∞, para todo x ∈ Ω.
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A seguir definimos o conceito de solução para o sistema (1.8).

Definição 1.1.5 Uma função x : [t0, t0 + a) → Rn, t0 ≥ 0, a > 0, é chamada solução do sistema

(1.8) se as seguintes condições forem válidas:

i) x(t+0 ) = x0 e (t,x(t))∈ D, para todo t ∈ [t0, t0 +a);

ii) x(t) é continuamente diferenciável e satisfaz ẋ(t) = f (x(t), t) para todo

t ∈ [t0, t0 +a) com t 6= τk(x(t));

iii) x(t) é contı́nua à direita para cada t ∈ [t0, t0 +a);

iv) se t ∈ [t0, t0 + a) e t = τk(x(t)), então x(t) = x(t−) + Ik(x(t)) e existe δ > 0 tal que

s 6= τ j(x(s)) para todo j ∈ {1,2 . . .} e t < s < t +δ .

Observação 1.1.6 Na definição anterior, item ii), se t é o ponto de extremo t0, a derivada ẋ(t) é a

derivada lateral correspondente.

Diferentemente dos sistemas diferenciais ordinários (EDOs), o sistema (1.8) pode não ter solução,

mesmo que f seja contı́nua ou continuamente diferenciável, já que a solução x(t) do problema

ẋ = f (t,x), x(t0) = x0, pode estar na superfı́cie Sk. O exemplo seguinte ilustra este fato.

Exemplo 1.1.7 Consideremos o sistema impulsivo





ẋ = 1, t 6= τk(x), k = 1,2,3 . . . ,

∆x = x2sgnx− x, t = τk(x),

x(1) = 1,

(1.9)

onde τk(x) = x+6(k−1) para |x| < 3, k = 1,2, . . .. O sistema sem impulsos






ẋ = 1,

x(1) = 1,
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admite solução dada por x(t) = t. Apesar de f (x, t) = 1 ser contı́nua, o sistema (1.9) não admite

solução satisfazendo a condição x(1) = 1. Com efeito, como a solução x(t) de (1.9) se inicia em

t = 1 ∈ τ1(x), temos

∆x(1) = 12sgn(1)−1 = 0,

ou seja, ela não sai da superfı́cie τ1(x), o que contradiz a condição iv) da Definição 1.1.5. Portanto

o sistema (1.9) não possui solução.

O Exemplo 1.1.7 mostra que precisamos de algumas condições adicionais sobre τk e/ou f ,

além de continuidade, para estabelecermos uma teoria geral de existência para o sistema (1.8).

O resultado seguinte, apresenta condições de existência de solução para uma equação diferencial

impulsiva.

Teorema 1.1.8 Suponhamos que:

i) f : D → Rn seja contı́nua;

ii) se existir (t,x) ∈ D tal que t = τk(x) para algum k ∈ N∗, então existirá um δ > 0 tal que

t 6= τk(x) (1.10)

para quaisquer (t,x) ∈ D tais que 0 < t − t < δ e |x− x| < δ .

Então, para cada (t0,x0) ∈ D existe uma solução x : [t0, t0 +a) → Rn de (1.8) para algum a > 0.

Demonstração: Pela teoria clássica de equações diferenciais a conclusão é verdadeira para

t0 6= τk(x0) qualquer que seja k ∈ {1,2, . . .}.

Suponhamos, então, que t0 = τk(x0) para algum k ∈ {1,2, . . .}. Segue da continuidade de f a

existência de uma solução local x(t) de ẋ = f (t,x) com x(t+0 ) = x0. Agora, como τi(x) < τ j(x) para

i < j (veja condição C2) acima) e t0 = τk(x0), segue que t 6= τ j(x(t)) para j 6= k e t suficientemente

próximo de t0. Por outro lado, a condição (1.10) não permite a possibilidade de termos t = τk(x(t))

em uma vizinhança à direita de t0 suficientemente pequena. Portanto x(t) é uma solução local do

sistema (1.8). Isto conclui a demonstração. �
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A condição (1.10) é razoável somente para funções irregulares τk(x), já que o Teorema das

Funções Implı́citas implica que, se τk for diferenciável em x0 e τ ′k(x0) 6= 0, então (1.10) poderá

jamais ser válida.

No resultado seguinte, estabelecemos algumas condições para as funções τk(x) para obtermos

existência de soluções.

Teorema 1.1.9 Suponhamos que:

i) f : D → Rn seja contı́nua;

ii) as funções τk : Ω → (0,+∞) sejam diferenciáveis para cada k = 1,2,3 . . . ;

iii) se t1 = τk(x1) para algum (t1,x1) ∈ D e para algum k ∈ N∗, então existe δ > 0 tal que

∂τk(x)

∂x
· f (x, t) 6= 1 (1.11)

para (t,x) ∈ D tal que |x− x1| < δ e 0 < t − t1 < δ .

Então para cada (t0,x0) ∈ D, existe uma solução x : [t0, t0 +a) → Rn de (1.8) para algum a > 0.

Demonstração: Suponhamos que exista (t,x) ∈ D tal que t = τk(x) para algum k ≥ 1. Notemos

que o sistema 



ẋ(t) = f (x, t),

x(t) = x,

possui uma solução local em um intervalo [t, t +a), a > 0. Definamos σ : [t, t +a) → R por

σ(t) = t − τk(x(t)).

Como t = τk(x(t)) temos σ(t) = 0 e

σ ′(t) = 1− ∂τk(x)

∂x
· f (x, t).
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Pela condição iii), existe δ > 0, δ < a, tal que σ ′(t) 6= 0 para todo t ∈ (t, t + δ ). Assim σ(t)

é estritamente crescente ou estritamente decrescente em (t, t + δ ). Como σ(t) = 0, segue que

t 6= τk(x(t)) para todo t ∈ (t, t +δ ). O resultado segue do teorema anterior. �

Resultados sobre continuação de soluções, teoremas de unicidade e estabilidade em equações

diferenciais impulsivas podem ser encontrados em [19].

1.2 Sistemas semidinâmicos

Nesta seção, apresentamos alguns conceitos básicos da teoria de sistemas semidinâmicos

contı́nuos. Destacamos apenas algumas definições e resultados que serão importantes no estudo da

teoria de sistemas semidinâmicos com impulsos. As referências utilizadas foram os livros [1] e [2].

Em toda esta seção, vamos considerar (X ,ρ) um espaço métrico.

Definição 1.2.1 Dizemos que o par (X ,π) é um sistema semidinâmico, se a aplicação

π : X ×R+ → X

satisfaz as seguintes propriedades:

i) π(x,0) = x para todo x ∈ X ;

ii) π(π(x, t),s) = π(x, t + s) para todo t,s ∈ R+ e x ∈ X ;

iii) π é contı́nua em X ×R+.

Observação 1.2.2 Se Substituirmos R+ por R na definição acima, diremos que a aplicação π é um

sistema dinâmico em X .

Para cada x ∈ X , a aplicação π induz uma aplicação contı́nua πx : R+ → X definida por

πx(t) = π(x, t). E para cada t ∈ R+, a aplicação π induz uma aplicação contı́nua πt : X → X

definida por πt(x) = π(x, t).
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Apresentamos, a seguir, um exemplo clássico de sistema semidinâmico.

Exemplo 1.2.3 Consideremos a equação diferencial autônoma

dx

dt
= f (x), (1.12)

onde f : Rn → Rn é contı́nua. Vamos assumir que para cada x ∈ Rn, existe uma única solução

φ(t,x) de (1.12) definida em R+ e satisfazendo a condição φ(0,x) = x. Pela unicidade de soluções,

obtemos

φ(t,φ(s,x)) = φ(t + s,x)

para todo t,s ∈ R+. Então a aplicação

π : Rn ×R+ → Rn

dada por π(x, t) = φ(t,x), define um sistema semidinâmico em Rn.

Definição 1.2.4 Seja (X ,π) um sistema semidinâmico. Para qualquer x ∈ X fixado, a órbita posi-

tiva de x (ou trajetória positiva) é dada pelo conjunto

π+(x) = {π(x, t) : t ∈ R+}.

E para qualquer subconjunto A ⊂ X e ∆ ⊂ R+, definimos

π+(A) = ∪{π+(x) : x ∈ A}

e

π(A, ∆) = ∪{π(x, t) : x ∈ A e t ∈ ∆}.

Definição 1.2.5 Um subconjunto A ⊂ X será chamado positivamente π-invariante se

π+(A) ⊂ A.

Definição 1.2.6 Um ponto x ∈ X é chamado ponto crı́tico se π(x, t) = x para todo t ∈ R+.
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Definição 1.2.7 Um ponto x ∈ X é chamado ponto periódico se existe T > 0 tal que π(x,T ) = x.

A seguir, apresentamos alguns resultados sobre invariância. As demonstrações podem ser en-

contradas em [2].

Teorema 1.2.8 Sejam (X ,π) um sistema semidinâmico e {Ai}i∈I uma coleção de subconjuntos

positivamente π−invariantes de X , onde I é um conjunto de ı́ndices. Então a união e a interseção

destes conjuntos são positivamente π−invariantes.

Teorema 1.2.9 Sejam (X ,π) um sistema semidinâmico e A ⊂ X um subconjunto positivamente

π-invariante. Então o fecho de A, denotado por A, é positivamente π-invariante.

Proposição 1.2.10 A órbita positiva de x, π+(x), é um conjunto positivamente π-invariante para

todo x ∈ X .

1.2.1 Conjuntos limites

Definição 1.2.11 Sejam (X ,π) um sistema semidinâmico e x ∈ X . Um ponto

y ∈ X é chamado ponto limite positivo do ponto x ∈ X , se existe uma sequência {tn}n≥1 ⊂ R+

tal que tn
n→+∞−→ +∞ de modo que π(x, tn)

n→+∞−→ y. Chamamos o conjunto de todos os pontos limites

positivos de x de conjunto limite positivo de x e denotamos esse conjunto por

L+(x) = {y ∈ X : existe {tn}n≥1 ⊂ R+ tal que tn
n→+∞−→ +∞ e π(x, tn)

n→+∞−→ y}.

O próximo resultado mostra uma maneira alternativa para definirmos o conjunto limite positivo.

Lema 1.2.12 Sejam (X ,π) um sistema semidinâmico e x ∈ X , então L+(x) =
⋂

t>0

π(x, [t,+∞)).

Demonstração: Seja y ∈ L+(x). Então existe uma sequência {tn}n≥1 ⊂ R+ tal que tn
n→+∞−→ +∞ e

π(x, tn)
n→+∞−→ y. Dado τ ∈ [0,+∞), existe um natural n0 > 0 tal que tn ∈ [τ,+∞) para n > n0. Logo

π(x, tn) ∈ π(x, [τ,+∞))
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para todo n > n0. Portanto

y ∈ π(x, [τ,+∞)).

Como τ é arbitrário, seque que y ∈
⋂

t>0

π(x, [t,+∞)). Portanto, L+(x) ⊂
⋂

t>0

π(x, [t,+∞)).

Agora, suponhamos y ∈
⋂

t>0

π(x, [t,+∞)). Então y ∈ π(x, [τ,+∞)) para todo τ > 0. Em particu-

lar, dado uma sequência {tn}n≥1 ⊂ R+ tal que tn
n→+∞−→ +∞, existe λn ∈ [tn,+∞) tal que

ρ(π(x,λn),y) <
1

n
,

para cada n = 1,2, . . .. Claramente, λn
n→+∞−→ +∞. Por construção, temos que π(x,λn)

n→+∞−→ y. Logo

y ∈ L+(x) e portanto
⋂

t>0

π(x, [t,+∞))⊂ L+(x). Isto prova o lema. �

Exemplo 1.2.13 Consideremos o sistema em coordenadas polares em R2





ṙ = r(1− r),

θ̇ = 1.

(1.13)

O retrato de fase do sistema (1.13) consiste da trajetória fechada γ coincidindo com o cı́rculo

unitário r = 1, do ponto dado por r = 0, e de trajetórias espirais que se aproximam do cı́rculo γ ,

quando t → +∞. Veja a Figura 1.10.

γ

q

	

O O
6

*W W W

y

Figura 1.10: Curva integral do sistema (1.13).
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Exceto para a trajetória r = 0, a trajetória fechada γ é o conjunto limite positivo de todos os

pontos do espaço de fase com r > 0 para o sistema (1.13). O conjunto limite positivo do ponto

r = 0 é o ponto r = 0.

Teorema 1.2.14 Sejam (X ,π) um sistema semidinâmico e x ∈ X . Então valem as seguintes pro-

priedades:

i) π+(x) = π+(x)∪ L+(x).

ii) L+(x) é fechado e positivamente π-invariante.

iii) Se X for localmente compacto e L+(x) for compacto e não vazio, então L+(x) será conexo.

Demonstração: i) É suficiente mostrarmos que π+(x) ⊂ π+(x)∪ L+(x). Seja y ∈ π+(x) então

existe uma sequência {yn}n≥1 ⊂ π+(x) tal que yn
n→+∞−→ y. Como {yn}n≥1 ⊂ π+(x), para cada

n ∈ N, existe tn ∈ R+ tal que yn = π(x, tn). Se tn
n→+∞−→ +∞ segue que y ∈ L+(x). Caso contrário,

existe τ ∈ R+ tal que tn
n→+∞−→ τ . Pela continuidade da aplicação π temos

π(x, tn)
n→+∞−→ π(x,τ) = y,

e portanto, y ∈ π+(x). Isto mostra que π+(x) ⊂ π+(x)∪L+(x) e o resultado está provado.

ii) Pelo Lema 1.2.12, L+(x) é fechado. Mostremos que L+(x) é positivamente π-invariante.

Seja y ∈ L+(x). Logo existe uma sequência {tn}n≥1 ⊂ R+ tal que tn
n→+∞−→ +∞ e π(x, tn)

n→+∞−→ y.

Agora, seja τ ≥ 0 arbitrário. Então pela continuidade da π , segue que

π(x, tn + τ) = π(π(x, tn),τ)
n→+∞−→ π(y,τ) ∈ L+(x).

Portanto π+(y) ⊂ L+(x) para todo y ∈ L+(x).

iii) Suponhamos que L+(x) não seja conexo. Então L+(x) = A∪B, onde A e B são não vazios,

fechados e disjuntos. Como L+(x) é compacto, segue que A e B são compactos. Daı́, pelo fato de

X ser localmente compacto, existe um ε > 0 de modo que B(A,ε) e B(B,ε) sejam compactos e dis-

juntos. Sejam a ∈ A e b ∈ B. Então existem sequências reais {tn}n≥1 e {hn}n≥1, com tn
n→+∞−→ +∞ e

hn
n→+∞−→ +∞, tais que π(x, tn)

n→+∞−→ a e π(x,hn)
n→+∞−→ b. Podemos supor, sem perda de generalidade,
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que π(x, tn) ∈ B(A,ε), π(x,hn) ∈ B(B,ε) e hn − tn > 0 para todo n ∈ N. Como os segmentos de

trajetórias π(x, t), tn ≤ t ≤ hn, n = 1, 2, 3, ..., são conjuntos conexos e compactos, eles claramente

interceptam ∂B(A,ε) e ∂B(B,ε). Em particular, existe uma sequência {Tn}n≥1, tn < Tn < hn,

de maneira que π(x,Tn) ∈ ∂B(A,ε), o qual é compacto. Deste modo, podemos assumir que

π(x,Tn)
n→+∞−→ z com z ∈ ∂B(A,ε). Mas Tn

n→+∞−→ +∞ e assim z ∈ L+(x), o que é um absurdo.

Portanto L+(x) é necessariamente conexo. �

Na próxima definição, apresentamos os conceitos de prolongamento do conjunto limite positivo

e conjunto prolongado.

Definição 1.2.15 Sejam (X ,π) um sistema semidinâmico e x ∈ X . O prolongamento do conjunto

limite positivo de x é dado por

J+(x) = {y ∈ X : existem {xn}n≥1 ⊂ X e {tn}n≥1 ⊂ R+ tais que xn
n→+∞−→ x

tn
n→+∞−→ +∞ e π(xn, tn)

n→+∞−→ y}.

O conjunto prolongado de x é dado por

D+(x) = {y ∈ X : existem {xn}n≥1 ⊂ X e {tn}n≥1 ⊂ R+ tais que xn
n→+∞−→ x e π(xn, tn)

n→+∞−→ y}.

O próximo resultado mostra uma maneira alternativa para definirmos o prolongamento do con-

junto limite positivo e o conjunto prolongado.

Lema 1.2.16 Seja x ∈ X . Então

D+(x) =
⋂

ε>0

⋃

t≥0

π(B(x,ε), t) e J+(x) =
⋂

ε>0

⋂

t≥0

⋃
{π(B(x,ε),τ) : τ ≥ t}.

Demonstração: Mostremos a primeira igualdade. Seja y ∈
⋂

ε>0

⋃

t≥0

π(B(x,ε), t), então

y ∈
⋃

t≥0

π(B(x,ε), t) para todo ε > 0. Logo, para cada n ∈ N, existe uma sequência

{yn
m}m≥1 ⊂

⋃

t≥0

π

(
B

(
x,

1

n

)
, t

)
tal que yn

m
m→+∞−→ y. Notemos que existem tn

m ∈ R+ e xn
m ∈ B(x, 1

n
)
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tais que yn
m = π(xn

m, tn
m). Pela construção, podemos obter uma subsequência {xn

mn
}n≥1 de {xn

m}m≥1

tal que xn
mn

n→+∞−→ x. Como π(xn
mn

, tn
mn

)
n→+∞−→ y, segue que y ∈ D+(x).

Agora, mostremos a outra inclusão. Seja y ∈ D+(x), então existem sequências

{xn}n≥1 ⊂ X e {tn}n≥1 ⊂ R+ tais que xn
n→+∞−→ x e π(xn, tn)

n→+∞−→ y. Dado ε > 0 existe n0 ∈ N

tal que π(xn, tn) ∈
⋃

t≥0

π(B(x,ε), t) para todo n ≥ n0. Portanto, y ∈
⋃

t≥0

π(B(x,ε), t) para todo ε > 0,

isto é, y ∈
⋂

ε>0

⋃

t≥0

π(B(x,ε), t). Assim concluı́mos que

D+(x) =
⋂

ε>0

⋃

t≥0

π(B(x,ε), t).

Seja y ∈
⋂

ε>0

⋂

t≥0

⋃
{π(B(x,ε),τ) : τ ≥ t}, então y ∈

⋃
{π(B(x,ε),τ) : τ ≥ t} para todo ε > 0 e

para todo t ≥ 0. Então para cada n ∈ N, existe uma sequência

{yn
m}m≥1 ⊂

⋃{
π

(
B

(
x,

1

n

)
,τ

)
: τ ≥ n

}

tal que yn
m

m→+∞−→ y. Assim, existem tn
m ≥ n e xn

m ∈ B(x, 1
n
) tais que yn

m = π(xn
m, tn

m). Pela construção,

podemos obter uma subsequência {xn
mn
}n≥1 de {xn

m}m≥1 tal que xn
mn

n→+∞−→ x. Notemos que

tmn

n→+∞−→ +∞. Como π(xn
mn

, tn
mn

)
n→+∞−→ y, segue que y ∈ J+(x).

Por outro lado, seja y ∈ J+(x). Então existem sequências {xn}n≥1 ⊂ X e {tn}n≥1 ⊂ R+ tais

que xn
n→+∞−→ x, tn

n→+∞−→ +∞ e π(xn, tn)
n→+∞−→ y. Podemos supor, a menos de subsequência, que a

sequência {tn}n≥1 é estritamente crescente. Então, dados ε > 0 e t ≥ 0, existe um natural n0 > 0 tal

que π(xn, tn) ∈
⋃{π(B(x,ε),τ) : τ ≥ t} para n ≥ n0. Logo y ∈ ⋃{π(B(x,ε),τ) : τ ≥ t} para todo

ε > 0 e para todo t ≥ 0. Então y ∈
⋂

ε>0

⋂

t≥0

⋃
{π(B(x,ε),τ) : τ ≥ t}. Portanto

J+(x) =
⋂

ε>0

⋂

t≥0

⋃
{π(B(x,ε),τ) : τ ≥ t}.

�



26 Preliminares

Exemplo 1.2.17 Consideremos o sistema






ẋ1 = −x1,

ẋ2 = x2.

(1.14)

Vejamos o esboço das trajetórias do sistema (1.14) representado na Figura 1.11.

p

x2

x1

6

?

- �r

R 	

I�

Figura 1.11: Curva integral do sistema (1.14).

Se p for um ponto qualquer do eixo x1, então D+(p) = π+(p)∪ {(x1,x2) ∈ R2 : x1 = 0} e

J+(p) = {(x1,x2) ∈ R2 : x1 = 0}. Caso p não esteja sobre o eixo x1, temos D+(p) = π+(p) e

J+(p) = /0.

O próximo teorema mostra algumas propriedades dos conjuntos J+(x) e D+(x), para x ∈ X ,

onde (X ,π) é um sistema semidinâmico.

Teorema 1.2.18 Seja (X ,π) um sistema semidinâmico. Valem as propriedades:

i) Se x ∈ X , então π+(x) ⊂ D+(x);

ii) Se x ∈ X , então J+(x) e D+(x) são fechados e positivamente π-invariantes;

iii) D+(x) = π+(x)∪ J+(x), para cada x ∈ X .
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Demonstração: i) Seja y ∈ π+(x). Logo existe uma sequência {yn}n≥1 ⊂ π+(x) tal que yn
n→+∞−→ y,

isto é, existe uma sequência {tn}n≥1 ⊂R+ tal que yn = π(x, tn) e π(x, tn)
n→+∞−→ y. Portanto, tomando

a sequência xn = x, segue que {xn}n≥1 ⊂ X , xn
n→+∞−→ x e π(xn, tn)

n→+∞−→ y, donde y ∈ D+(x).

ii) Pelo Lema 1.2.16, os conjuntos J+(x) e D+(x) são fechados. A prova da invariância é

análoga a demonstração do item ii) do Teorema 1.2.14.

iii) Seja x ∈ X . É fácil ver que π+(x)∪ J+(x) ⊂ D+(x). Provemos a outra inclusão. Seja

y ∈ D+(x) então existem sequências {xn}n≥1 ⊂ X e {tn}n≥1 ⊂ R+ tais que xn
n→+∞−→ x e

π(xn, tn)
n→+∞−→ y. Se tn

n→+∞−→ +∞, segue que y ∈ J+(x). Caso contrário, podemos assumir a menos

de subsequência, que existe t ∈ R+ tal que tn
n→+∞−→ t ∈ R+. Pela continuidade da π temos

π(xn, tn)
n→+∞−→ π(x, t).

Assim π(x, t) = y ∈ π+(x). Portanto D+(x) = π+(x)∪ J+(x) para todo x ∈ X . �

1.2.2 Estabilidade

Nesta seção, definimos alguns conceitos de estabilidade.

Definição 1.2.19 Sejam (X ,π) um sistema semidinâmico e A um subconjunto de X . O conjunto A

é chamado:

a) π-estável se, para todo ε > 0 e todo x ∈ A, existe δ = δ (x,ε) > 0 tal que

π+(B(x,δ )) ⊂ B(A,ε);

b) orbitalmente π-estável se, para cada vizinhança U de A existe uma vizinhança positivamente

π-invariante V de A tal que V ⊂U ;

c) π-estável segundo Bhatia e Hajek, se para todo x ∈ A e y /∈ A existem vizinhanças V de x e

U de y tais que U ∩π(V, [0,+∞)) = /0;

d) equi π-estável se, para cada x /∈ A existe δ = δ (x) > 0 tal que x /∈ π+(B(A,δ ));
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e) uniformemente π-estável se, para cada ε > 0 existe δ = δ (ε) > 0 tal que

π+(B(A,δ ))⊂ B(A,ε).

Teorema 1.2.20 Seja (X ,π) um sistema semidinâmico. Suponhamos que X seja localmente com-

pacto e A seja um subconjunto compacto de X . Então são equivalentes:

i) A é π-estável;

ii) A é orbitalmente π-estável;

iii) A é π-estável segundo Bhatia e Hajek;

iv) A é uniformemente π-estável;

v) A é equi π-estável;

vi) D+(A) = A.

A demonstração do teorema acima pode ser encontrada em [2]. A equivalência i) ⇔ vi) é

conhecida como Teorema de Ura.



Capı́tulo

2

Sistemas semidinâmicos impulsivos

Neste capı́tulo, apresentamos a teoria de sistemas semidinâmicos impulsivos. Na Seção 2.1,

definimos um sistema semidinâmico impulsivo. Na Seção 2.2, investigamos a continuidade da

função que representa o menor tempo positivo para o qual a trajetória de um ponto encontra o

conjunto impulsivo. Na Seção 2.3, apresentamos o conceito de invariância positiva para um sistema

semidinâmico impulsivo e apresentamos alguns resultados. Finalizamos o capı́tulo, na Seção 2.4,

apresentando a teoria de conjuntos limites para sistemas impulsivos.

As referências utilizadas foram [3], [5], [6], [12], [13], [15] e [18].

2.1 Descrição de um sistema semidinâmico com impulsos

Sejam (X ,π) um sistema semidinâmico, t ≥ 0 e x ∈ X . Definimos o seguinte conjunto

F(x, t) = {y ∈ X : π(y, t) = x}

e, para ∆ ⊂ [0,+∞) e D ⊂ X , definimos

F(D,∆) = ∪{F(x, t) : x ∈ D e t ∈ ∆}.

Definição 2.1.1 Um sistema semidinâmico impulsivo (X ,π;M, I) consiste de um sistema semidi-

nâmico (X ,π) juntamente com um subconjunto fechado não vazio M de X e uma função contı́nua

29
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I : M → X tal que a seguinte propriedade seja válida:

Para cada x ∈ M, existe um εx > 0 tal que

F(x, (0, εx))∩M = /0 e π(x, (0, εx))∩M = /0.

Chamamos o conjunto M de conjunto impulsivo e a função I de função impulso. Na sequência,

vamos descrever como a função I atua nas trajetórias do sistema impulsivo.

O lema a seguir apresenta condições para existência do menor tempo estritamente positivo para

o qual a trajetória do sistema impulsivo encontra M.

Lema 2.1.2 Seja (X ,π ;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo. Então, para qualquer x ∈ X tal

que (π+(x)∩M)\{x} 6= /0, existe um número real positivo s1 > 0, de maneira que π(x, t) /∈ M para

0 < t < s1 e π(x,s1) ∈ M.

Demonstração: Como (π+(x) ∩ M) \ {x} 6= /0, então existe pelo menos um t1 ∈ R+ tal que

π(x, t1) ∈ M. Como πx : R+ −→ X é contı́nua e M é fechado e não vazio, então o subcon-

junto compacto [0, t1]∩π−1
x (M) de R+ possui um menor elemento, digamos s1, o qual satisfaz o

lema. �

Nas definições que seguem, (X ,π;M, I) denota um sistema semidinâmico impulsivo e x ∈ X .

Definição 2.1.3 Definimos a função φ : X → (0,+∞] pela lei

φ(x) =





s, se π(x,s) ∈ M e π(x, t) /∈ M para 0 < t < s,

+∞, se M+(x) = /0,

onde M+(x) = (π+(x)∩M) \ {x}, x ∈ X . O valor φ(x) é o menor tempo positivo para o qual a

trajetória de x encontra M.

Definição 2.1.4 Dado x ∈ X , chamamos π(x, φ(x)) de ponto impulsivo de x.
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Definição 2.1.5 A trajetória impulsiva de x em (X ,π;M, I) é definida indutivamente da seguinte

forma: Se M+(x) = /0, então π̃x(t) = π(x, t), para todo t ∈ R+, e φ(x) = +∞. Porém se M+(x) 6= /0,

segue do Lema 2.1.2 que existe um menor positivo s0 ∈ R+ de maneira que π(x,s0) = x1 ∈ M e

π(x, t) /∈ M, para 0 < t < s0. Então definimos, π̃x sobre [0,s0] como sendo

π̃x(t) =





π(x, t), 0 ≤ t < s0,

x+
1 , t = s0,

onde x+
1 = I(x1) e φ(x) = s0. Vamos denotar x por x+

0 .

Como s0 < +∞, o processo continua mas, agora, iniciando em x+
1 . Deste modo, caso

M+(x+
1 ) = /0, definimos π̃x(t) = π(x+

1 , t−s0), para s0 ≤ t < +∞, e φ(x+
1 ) = +∞. E se M+(x+

1 ) 6= /0,

segue, novamente do Lema 2.1.2, que existe um menor positivo s1 ∈R+ tal que π(x+
1 ,s1) = x2 ∈M

e π(x+
1 , t − s0) /∈ M, para s0 < t < s0 + s1. Definimos π̃x sobre [s0,s0 + s1] por

π̃x(t) =






π(x+
1 , t − s0), s0 ≤ t < s0 + s1,

x+
2 , t = s0 + s1,

onde x+
2 = I(x2) e φ(x+

1 ) = s1.

Suponhamos, agora, que π̃x esteja definida no intervalo [tn−1, tn] e que π̃x(tn) = x+
n , onde

tn =
n−1

∑
i=0

si, n ≥ 1. Se M+(x+
n ) = /0, então π̃x(t) = π(x+

n , t − tn), para tn ≤ t < +∞ e φ(x+
n ) = +∞.

Se M+(x+
n ) 6= /0, então existe sn ∈ R+ tal que π(x+

n , sn) = xn+1 ∈ M e π(x+
n , t − tn) /∈ M, para

tn < t < tn+1. Além disso,

π̃x(t) =





π(x+
n , t − tn), tn ≤ t < tn+1,

x+
n+1, t = tn+1,

onde x+
n+1 = I(xn+1) e φ(x+

n ) = sn.

Observemos que π̃x está definida sobre cada [tn, tn+1], onde tn+1 =
n

∑
i=0

si, ou seja, π̃x está definida

sobre [0, tn+1].
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O processo acima termina após um número finito de passos, se M+(x+
n ) = /0 para algum n ∈ N,

ou ele continua indefinidamente, se M+(x+
n ) 6= /0, n = 1,2,3, ..., e neste caso π̃x está definida no

intervalo [0,T(x)), onde T (x) =
∞

∑
i=0

si e x ∈ X . Representamos a órbita positiva impulsiva ou

trajetória impulsiva de x ∈ X pelo conjunto

π̃+(x) = {π̃(x, t) : t ∈ [0,T(x))}.

Notemos que, dado qualquer x ∈ X , uma das três condições será válida:

a) M+(x) = /0 e, desta forma, a trajetória de x não possui descontinuidades.

b) Para algum n ≥ 1, x+
k está definida, para k = 1, 2, ..., n, e M+(x+

n ) = /0. Neste caso, a trajetória

de x possue um número finito de descontinuidades.

c) Para qualquer n ≥ 1, x+
n está definida e M+(x+

n ) 6= /0. Neste caso, a trajetória de x admite um

número infinito de descontinuidades.

Definição 2.1.6 Dados A ⊂ X e ∆ ⊂ R+ definimos

π̃+(A) = ∪{π̃+(x) : x ∈ A} e π̃(A, ∆) = ∪{π̃(x, t) : x ∈ A e t ∈ ∆}.

Observação 2.1.7 Escrevemos π̃x(t) = π̃(x, t), para qualquer t em [0,T(x)). Pela descrição do

sistema impulsivo temos que para qualquer t tal que 0 ≤ t < T (x), existe k ∈ {1, 2, 3, . . .} tal que

t =
k−1

∑
i=0

φ(x+
i−1) + t ′, onde x = x+

0 e φ(x+
−1) = 0. Consequentemente, π̃(x, t) = π(x+

k−1, t ′) para

0 ≤ t ′ < φ(x+
k−1).

A proposição seguinte nos diz que π̃ satisfaz o princı́pio da identidade e a condição de semi-

grupo.

Proposição 2.1.8 Seja (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo. Se x ∈ X , então:

i) π̃(x, 0) = x;

ii) π̃(π̃(x, t), s) = π̃(x, t + s) para todos t,s ∈ [0, T (x)) tais que t + s ∈ [0,T(x)).
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Demonstração: Se π̃ for contı́nua, a conclusão é imediata.

i) Dado x ∈ X , temos que π̃(x, t) = π(x, t) para 0 ≤ t < φ(x). Então π̃(x,0) = π(x,0) = x.

ii) Sejam t,s ∈ [0, T (x)) tais que t + s ∈ [0,T(x)), e consideremos y = π̃(x, t). Pela Observação

2.1.7, podemos escrever

π̃(x, t) = π(x+
k−1, t

′)

para algum k ≥ 1, onde t =
k−1

∑
j=0

φ(x+
j−1)+ t ′ e 0 ≤ t ′ < φ(x+

k−1) (lembremos que estamos denotando

x = x+
0 e φ(x+

−1) = 0). De mesma forma, podemos escrever

π̃(y,s) = π(y+
ℓ−1,s

′)

para algum ℓ ≥ 1, onde s =
ℓ−1

∑
j=0

φ(y+
j−1)+ s′ e 0 ≤ s′ < φ(y+

ℓ−1) (com y = y+
0 e φ(y+

−1) = 0).

Como y = π̃(x, t) = π(x+
k−1, t

′), obtemos

φ(y) = φ(x+
k−1)− t ′, y+

j = x+
k−1+ j e φ(y+

j ) = φ(x+
k−1+ j)

para todo j ≥ 1. Segue que

s = φ(y+
0 )+φ(y+

1 )+ . . .+φ(y+
ℓ−2)+ s′

= φ(x+
k−1)− t ′+φ(x+

k )+ . . .+φ(x+
k+ℓ−3)+ s′.

Então,

t + s =

(
k+ℓ−2

∑
j=0

φ(x+
j−1)

)
+ s′ e 0 ≤ s′ < φ(x+

k+ℓ−2).

Portanto, se ℓ = 1, então

π̃(π̃(x, t),s) = π̃(y,s) = π(x+
k−1, t

′+ s) = π̃(x, t + s)

e se ℓ > 1 temos π̃(π̃(x, t),s) = π̃(y,s) = π(y+
ℓ−1,s

′) = π(x+
k+ℓ−2,s

′) = π̃(x, t + s). �

Observação 2.1.9 É importante notarmos que se x ∈ M então π̃(x, t) = π(x, t) para todo

0 ≤ t < φ(x), ou seja, não há impulso no instante t = 0. Para que a trajetória de um ponto x ∈ X
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sofra impulso, devemos encontrar o menor tempo estritamente positivo para o qual esta trajetória

encontra M, e neste momento ocorrerá a descontinuidade do sistema semidinâmico.

Observação 2.1.10 Vamos assumir neste trabalho que T (x) = +∞ para todo x ∈ X , isto é, π̃x estará

definida para todo t ≥ 0.

2.2 Continuidade da função φ

Na Definição 2.1.3 da seção anterior, definimos a função φ que representa o menor tempo

positivo para o qual a trajetória de um ponto x ∈ X encontra o conjunto impulsivo M. No que segue,

estudamos a continuidade da função φ .

Definição 2.2.1 Seja (X , π) um sistema semidinâmico. Um conjunto fechado S contendo x ∈ X é

chamado de seção ou λ− seção através de x, com λ real positivo, se existe um conjunto fechado L

tal que:

a) F(L, λ ) = S;

b) F(L, [0, 2λ ]) é uma vizinhança de x;

c) F(L, µ)∩F(L, ν) = /0, para 0 ≤ µ < ν ≤ 2λ .

Denominamos o conjunto F(L, [0, 2λ ]) de tubo (ou λ−tubo) e o conjunto L de barra.

2λ

λ

π(x,λ )x

LS

q q

Figura 2.1: λ -tubo F(L, [0,2λ ]).
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Lema 2.2.2 Seja (X , π) um sistema semidinâmico. Se S é uma λ−seção através de x, x ∈ X , e

µ ≤ λ , então S também é uma µ−seção através de x.

Demonstração: Consideremos o conjunto Lµ = F(Lλ , λ −µ), onde Lλ é uma barra do λ−tubo.

Note que Lµ é fechado, pois π é contı́nua. Mostremos que as três condições da Definição 2.2.1 são

satisfeitas.

a) Temos que F(Lµ , µ) = S, pois

x ∈ F(Lµ ,µ) ⇔ π(x, µ) ∈ Lµ = F(Lλ , λ −µ) ⇔ π(π(x,µ),λ −µ) ∈ Lλ ⇔

⇔ π(x, λ ) ∈ Lλ ⇔ x ∈ F(Lλ , λ ) = S.

b) Por hipótese o conjunto F(Lλ , [0, 2λ ]) é uma vizinhança de x. Então existe um subconjunto

aberto U1 de x tal que x ∈U1 ⊂ F(Lλ , [0, 2λ ]). Consideremos o conjunto

T = F (Lλ , [0, λ −µ]∪ [λ + µ, 2λ ]) .

Notemos que T é fechado, pois dada uma sequência {yn}n≥1 ⊂ T , com yn
n→+∞−→ y, existe uma

sequência {tn}n≥1 ⊂ [0, λ − µ] ∪ [λ + µ, 2λ ] tal que π(yn, tn) ∈ Lλ . Como

[0, λ −µ]∪ [λ + µ, 2λ ] é compacto, podemos assumir, sem perda de generalidade, que tn
n→+∞−→ τ,

τ ∈ [0, λ −µ]∪ [λ + µ, 2λ ]. Segue da continuidade da π que

π(yn, tn)
n→+∞−→ π(y, τ).

Como Lλ é fechado, temos π(y, τ) ∈ Lλ . Portanto y ∈ T. Por outro lado, como S ⊂ T c, onde T c de-

nota o complementar de T em X , existe um aberto U2 contendo x tal que

T ∩U2 = /0. Agora, mostremos que x ∈U1∩U2 ⊂ F(Lµ , [0, 2µ]). Seja y ∈U1∩U2. Temos U2 ⊂ T c

e U1 ⊂ F(Lλ , [0,2λ ]) então, π(y, t)∈ Lλ para algum 0 ≤ t ≤ 2λ Mas, como y ∈ T c segue que

λ −µ < t < λ + µ.
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Tomemos s = t + µ −λ . Como λ −µ < t < λ + µ segue que

t + µ −λ > 0 e t + µ −λ < 2µ.

Como π(π(y, t + µ − λ ),λ − µ) = π(y, t) ∈ Lλ então, π(y, t + µ − λ ) ∈ Lµ e portanto

y ∈ F(Lµ , [0,2µ]). Isto conclui a prova.

c) Suponhamos que F(Lµ , σ)∩ F(Lµ , ν) 6= /0, para 0 ≤ σ < ν ≤ 2µ . Desta forma, existe

y ∈ F(Lµ , σ)∩F(Lµ , ν), isto é,

π(y, σ) ∈ Lµ = F(Lλ , λ −µ) e π(y, ν) ∈ Lµ = F(Lλ , λ −µ).

Logo,

π(y, σ +λ −µ) ∈ Lλ e π(y, ν +λ −µ) ∈ Lλ ,

o que é um absurdo, pois 0 ≤ σ +λ −µ < ν +λ −µ ≤ 2λ e S é uma λ−seção por hipótese.

A demonstração está, portanto, terminada. �

Na próxima definição, apresentamos as condições TC e STC para um tubo.

Definição 2.2.3 Seja (X , π) um sistema semidinâmico. Qualquer tubo F(L, [0, 2λ ]) dado pela

seção S através de x ∈ X tal que

S ⊂ M∩F(L, [0, 2λ ])

é chamado um TC-tubo através de x. Dizemos que um ponto x ∈ M satisfaz a Condição de Tubo

e escrevemos abreviadamente (TC), se existir um TC-tubo, F(L, [0, 2λ ]), através de x.

Se S = M ∩F(L, [0,2λ ]), dizemos que F(L, [0, 2λ ]) é um STC-tubo através de x. Dizemos

que um ponto x ∈ M satisfaz a Condição Forte de Tubo e escrevemos abreviadamente (STC), se

existir um STC-tubo, F(L, [0, 2λ ]), através de x.

Exemplo 2.2.4 Consideremos o sistema semidinâmico em R2 dado por π((x,y), t) = (x + t,y) e

M = {(x,y) ∈ R2 : x = 0}∪{(x,y) ∈ R2 : x = y, x ≥ 0}, veja a Figura 2.2. O ponto (0,0) satisfaz

a condição TC mas não satisfaz a condição STC.
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MM

(0,0)

Figura 2.2.

O próximo resultado é consequência do Lema 2.2.2 e das definições acima. O leitor pode en-

contrar a demonstração em [13].

Lema 2.2.5 Seja (X ,π ;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo. Suponhamos que existe um

ponto x ∈ X que satisfaça a condição TC (STC) com uma λ−seção S. Então, para qualquer η < λ ,

o conjunto S também será uma η−seção com um TC-tubo (STC-tubo).

Definição 2.2.6 Uma função f : X →R é denominada semicontı́nua superiormente em um ponto

a ∈ X quando, para cada ε > 0 dado, existe δ > 0 tal que x ∈ X e ρ(x, a) < δ implicam que

f (x) < f (a)+ ε . Dizemos que f é semicontı́nua superiormente quando ela o for em cada ponto

de X . Analogamente, f é chamada semicontı́nua inferiormente em um ponto a ∈ X quando,

para cada ε > 0 dado, existe δ > 0 tal que x ∈ X e ρ(x, a) < δ implicam que f (x) > f (a)− ε .

Em termos de sequências, f é uma função semicontı́nua superiormente em a ∈ X se, para toda

sequência {xn}n≥1 ⊂ X , com xn
n→+∞−→ a, tivermos limsup

n→+∞
f (xn) ≤ f (a). De mesma forma, f é uma

função semicontı́nua inferiormente em a ∈ X se, para toda sequência {xn}n≥1 ⊂ X , com xn
n→+∞−→ a,

tivermos liminf
n→+∞

f (xn) ≥ f (a). Dizemos, então, que f é contı́nua num ponto se, e somente se, ela

for contı́nua superiormente e inferiormente neste ponto.

Exemplo 2.2.7 Consideremos o sistema semidinâmico em R dado por π(x, t) = x + t. Assim,

consideremos o sistema impulsivo associado com M = N e I(n) = n+ 1
2

para cada n ∈ N. Então

φ(x) =





−x se x < 0

1+E(x)− x se x ≥ 0,
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onde E(x) denota a parte inteira de x. Notemos que a função φ não é semicontı́nua inferiormente

nos pontos pertencentes ao conjunto N. Com efeito, dado x ∈ N, consideremos a sequência dada

por xn = x− 1
n

para todo n ∈ N∗. Então xn
n→+∞−→ x e

liminf
n→+∞

φ(xn) = liminf
n→+∞

[1+(x−1)− (x−1/n)] = 0 < φ(x) = 1.

Notemos que todo elemento x ∈ N satisfaz a condição STC.

O teorema seguinte diz que, se x /∈ M, então φ é semicontı́nua inferiormente em x.

Teorema 2.2.8 Seja (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo. Então, a função φ é semi-

contı́nua inferiormente em qualquer x ∈ X \M,.

Demonstração: Sejam x ∈ X \M e φ(x) = c ∈ (0,+∞). Seja {xn}n≥1 ⊂ X uma sequência qualquer

tal que xn
n→+∞−→ x e φ(xn)

n→+∞−→ t. Como x /∈ M então, para n ∈ N suficientimente grande, temos

xn /∈ M. Entretanto π(xn, φ(xn)) ∈ M e, como M é fechado e π é contı́nua, segue que

π(xn, φ(xn))
n→+∞−→ π(x, t) ∈ M.

Logo c = φ(x) ≤ t. Portanto φ é semicontı́nua inferiormente em x.

�

Se x ∈M e x não é um ponto inicial, então φ não é semicontı́nua inferiormente em x. O próximo

resultado mostra este fato.

Teorema 2.2.9 Seja (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e suponhamos que x ∈M não

seja um ponto inicial. Então a função φ não é semicontı́nua inferiormente em x.

Demonstração: Seja x ∈ M e suponhamos que x não seja um ponto inicial. Então existem ε > 0

e y ∈ X tais que π(y,ε) = x. Podemos supor π(y, [0,ε))∩M = /0. Agora, consideremos uma

sequência crescente de números reais {εn}n≥1 tal que εn > 0 para todo n∈N e εn
n→+∞−→ ε . Definindo

yn = π(y,εn) para cada n ∈ N, temos que yn
n→+∞−→ x e

φ(yn) = φ(π(y,εn)) = ε − εn
n→+∞−→ 0 < φ(x).
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Portanto φ não é semicontı́nua inferiormente em x. �

No Teorema 2.2.10 a seguir, vamos mostrar a condição que um ponto pertencente ao conjunto

M deve satisfazer para que φ seja semicontı́nua superiormente nele.

Teorema 2.2.10 Se, em um sistema semidinâmico impulsivo (X , π ; M, I), cada ponto pertencente

ao conjunto impulsivo M satisfaz a condição (TC) então φ é semicontı́nua superiormente em X .

Demonstração: Seja x∈X . Podemos assumir que φ(x) = u∈ (0, +∞). Neste caso, π(x, u)= y∈M

e π(x, (0, u))∩M = /0. Pelo Lema 2.2.5, podemos tomar ε < u tal que U = F(L, [0, 2ε]) seja um

TC-tubo com uma ε-seção através de y igual a F(L, ε). Então existe uma vizinhança V de x tal

que π(V, u) ⊂U . Assim, π(z, u) ∈ F(L, [0, 2ε]), para qualquer z ∈ V . Além disso, dado qualquer

z ∈V , existe um ηz ∈ [0, 2ε] tal que π(z, u+ηz) ∈ L. Como ε < u, segue que u+ηz − ε > 0 e

π(z, u+ηz − ε) ∈ F(L, ε) = S ⊂ M.

Daı́, φ(z) ≤ u+ηz − ε < u+ ε = φ(x)+ ε . Portanto φ é semicontı́nua superiormente em x. �

O próximo resultado diz respeito à continuidade da função φ .

Teorema 2.2.11 Consideremos o sistema semidinâmico impulsivo (X , π; M, I). Suponhamos que

nenhum ponto inicial pertença ao conjunto impulsivo M e que cada elemento de M satisfaça a

condição (TC). Então φ é contı́nua em x se, e somente se, x ∈ X \M.

Demonstração:

(⇒) Suponhamos que x ∈ M. Como x não é ponto inicial, segue, pelo Teorema 2.2.9, que φ

não é semicontı́nua inferiormente. Mas isto é um absurdo. Portanto x ∈ X \M.

(⇐) Seja x ∈ X \M. Pelo Teorema 2.2.8, φ é semicontı́nua inferiormente em x. E como cada

ponto de M satisfaz a condição (TC), pelo Teorema 2.2.10, φ é semicontı́nua superiormente em x.

Portanto φ é contı́nua em x. �

Observação 2.2.12 Vamos assumir em todo este trabalho que o conjunto impulsivo M satisfaz a

condição STC e que não existe ponto inicial em M. Assim, φ é semicontı́nua superiormente em X

e contı́nua em X \M.
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2.3 Invariância

Semelhante ao caso contı́nuo, apresentamos na sequência o conceito de conjuntos positivamente

invariantes.

Definição 2.3.1 Sejam (X ,π ;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e A um subconjunto de X .

Dizemos que A é positivamente π̃-invariante se π̃+(A) = ∪{π̃+(x) : x ∈ A} ⊂ A. Ainda, dizemos

que A é I-invariante se I(x) ∈ A para todo x ∈ M∩A.

O exemplo seguinte mostra que em geral não existe relação entre π-invariância, π̃-invariância

e I-invariância.

Exemplo 2.3.2 Consideremos o sistema semidinâmico impulsivo em R dado pelo sistema semi-

dinâmico π(x, t) = t + x, M = {1} e I(1) = −1. Então o conjunto A = [0,+∞) é positivamente

π-invariante mas não é positivamente π̃-invariante e nem I-invariante. Entretanto, o conjunto

B = [−1,1) é positivamente π̃-invariante mas não é positivamente π-invariante. O conjunto

C = [−2,2] é I-invariante mas não é positivamente π̃-invariante. Já o conjunto D = [1,+∞) é

positivamente π̃-invariante mas não é I-invariante.

A seguir, apresentamos quatro resultados sobre invariância.

Proposição 2.3.3 Seja (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo. A órbita positiva impul-

siva π̃+(x) é positivamente π̃-invariante para todo x ∈ X .

Proposição 2.3.4 Sejam (X ,π ;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e A um subconjunto de

X positivamente π-invariante e I-invariante. Então A é positivamente π̃-invariante.

Demonstração: Seja x ∈ A. Então π̃(x, [0,φ(x))) = π(x, [0,φ(x))) ⊂ A e x1 = π(x,φ(x)) ∈ A∩
M. Como A é I-invariante, segue que x+

1 = I(x1) ∈ A. Logo, π̃(x, [0,φ(x)]) ⊂ A. Do mesmo

modo, π̃(x, [φ(x),φ(x) + φ(x+
1 ))) = π(x+

1 , [0,φ(x+
1 ))) ⊂ A e x2 = π(x+

1 ,φ(x+
1 )) ∈ A ∩ M. Daı́

x+
2 = I(x2) ∈ A e π̃(x, [φ(x),φ(x) + φ(x+

1 )]) ⊂ A. Continuando com este processo segue que

π̃+(x) ⊂ A. �
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Proposição 2.3.5 Sejam (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e A um subconjunto

fechado de X positivamente π̃-invariante. Então A é positivamente π-invariante.

Demonstração: Suponhamos que A não seja positivamente π-invariante, isto é, existem x ∈ A e

µ ∈ R+ tais que π(x,µ) /∈ A. Definamos

t = inf{s > 0 : π(x,s) /∈ A} .

Observemos que t > 0, pois π̃(x, [0,φ(x))) = π(x, [0,φ(x)))⊂ A. Como π(x, [0, t))⊂ A, segue que

π(x, t) ∈ A = A. Assim

π(π(x, t), [0,φ(π(x, t))))= π̃(π(x, t), [0,φ(π(x, t))))⊂ A,

isto é,

π(x, [t, t +φ(π(x, t))))⊂ A

e isto contradiz a definição de t. Portanto A é positivamente π-invariante. �

Proposição 2.3.6 Sejam (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e A um subconjunto

compacto e positivamente π̃-invariante de X . Se E é uma componente conexa de A I-invariante,

então E é positivamente π̃-invariante.

Demonstração: Seja x ∈ E, então π̃(x, [0,φ(x))) = π(x, [0,φ(x))) ⊂ A. Pela continuidade de π

e conexidade de E temos π(x, [0,φ(x))) ⊂ E. Se φ(x) = +∞ concluı́mos a prova. Do contrário

se φ(x) < +∞, então x1 = π(x,φ(x)) ∈ E = E e x+
1 = I(x1) ∈ E, pois E é I-invariante. As-

sim π̃(x, [φ(x),φ(x)+φ(x+
1 ))) = π(x+

1 , [0,φ(x+
1 ))) ⊂ E, se φ(x+

1 ) = +∞ concluı́mos a prova. Do

contrário se φ(x+
1 ) < +∞, então x2 = π(x+

1 ,φ(x+
1 )) ∈ E = E e x+

2 = I(x2) ∈ E. Continuando com

este processo concluı́mos que π̃+(x) ⊂ E. �

2.4 Conjuntos limites

No Capı́tulo 1, Seção 1.2.1, apresentamos os conjuntos limites para um sistema semidinâmico.

Nesta seção, consideramos tais conjuntos no contexto de sistemas semidinâmicos impulsivos.
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Definição 2.4.1 Seja (X ,π ;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo. Para cada x ∈ X definimos

o conjunto limite positivo de x com respeito a π̃ pelo conjunto

L̃+(x) = {y ∈ X : existe uma sequência {tn}n≥1 ⊂ R+ tal que

tn
n→+∞−→ +∞ e π(x, tn)

n→+∞−→ y
}

.

O conjunto prolongado de x com respeito a π̃ é definido por

D̃+(x) = {y ∈ X : existem sequências {xn}n≥1 ⊂ X e {tn}n≥1 ⊂ R+

tais que xn
n→+∞−→ x e π̃(xn, tn)

n→+∞−→ y},

e o prolongamento do conjunto limite positivo de x com respeito a π̃ é dado por

J̃+(x) = {y ∈ X : existem sequências {xn}n≥1 ⊂ X e {tn}n≥1 ⊂ R+

tais que xn
n→+∞−→ x, tn

n→+∞−→ +∞ e π̃(xn, tn)
n→+∞−→ y}.

Podemos caracterizar os conjuntos L̃+(x), J̃+(x) e D̃+(x) da seguinte maneira.

Lema 2.4.2 Sejam (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e x ∈ X . Então

L̃+(x) =
⋂

t>0

π̃(x, [t,+∞)), D̃+(x) =
⋂

ε>0

⋃

t≥0

π̃(B(x,ε), t)

e

J̃+(x) =
⋂

ε>0

⋂

t≥0

⋃
{π̃(B(x,ε),τ) : τ ≥ t}.

Demonstração: A prova é semelhante as demonstrações dos Lemas 1.2.12 e 1.2.16. �

Decorre do Lema 2.4.2 o seguinte resultado.

Proposição 2.4.3 Os conjuntos L̃+(x), J̃+(x) e D̃+(x), x ∈ X , são fechados em X .
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Diferente do caso contı́nuo, o conjunto limite de um ponto x ∈ X pode não ser positivamente

π̃−invariante. Mostremos este fato no exemplo seguinte.

Exemplo 2.4.4 Consideremos o sistema impulsivo em X = R2 dado por





ẋ = x

ẏ = 0

I : M → N,

(2.1)

onde M =
{
(x,y) ∈ R2 : x2 + y2 = 9

}
, N =

{
(x,y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1

}
e a função I : M → N é

definida da seguinte forma: dado (x,y) ∈ M, consideremos o segmento de reta que liga a origem

de R2 ao ponto (x,y). O ponto I(x,y) é definido como sendo o ponto do conjunto N que pertence

a interseção deste segmento de reta com o conjunto N. A Figura 2.3 descreve a curva integral do

sistema impulsivo para o ponto p = (1,2).

t

x(t)

2

2
3

√
51 3

M

N

—

Figura 2.3: Curva integral do sistema impulsivo (2.1), com condição inicial (0,(1,2)).

Assim, temos que L̃+(p) =
{
(x,y) ∈ R2 : x ∈ [1,3] e y = 0

}
. Entretanto, notemos que o ponto

q = (3,0) ∈ L̃+(p), porém sua trajetória impulsiva, π̃+(q), não está contida em L̃+(p).

Na sequência, apresentamos um resultado de invariância para o conjunto limite de um ponto em

um sistema impulsivo. Para demonstrar esse resultado de invariância, vamos precisar do seguinte

lema auxiliar sobre convergência em sistema impulsivos.
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Lema 2.4.5 Sejam (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e x ∈ X \M. Suponhamos que

I(M)∩M = /0. Seja {zn}n≥1 uma sequência em X tal que zn
n→+∞−→ x. Dado t ≥ 0, existe uma

sequência {εn}n≥1 ⊂ R tal que εn
n→+∞−→ 0 e π̃(zn, t + εn)

n→+∞−→ π̃(x, t).

Demonstração: Se φ(x) = +∞, segue pela continuidade da φ sobre X \M, que dado t ∈ [0, +∞)

existe um natural n0 tal que, para n ≥ n0, temos φ(zn) > t. Consequentemente, para n ≥ n0,

π̃(zn, t) = π(zn, t) e o resultado segue da continuidade de π .

Agora, suponhamos que φ(x) < +∞. Então, já que φ é contı́nua em X \M, podemos assumir

que φ(zn) < +∞ para todo natural n.

Temos três casos a considerar.

Caso 1: Para 0 ≤ t < φ(x), seja ε < φ(x)− t.

Pela continuidade de φ em X \M, existe n0 ∈ N tal que φ(x)− ε < φ(zn) para todo n ≥ n0.

Logo t < φ(zn) e π̃(zn, t) = π(zn, t) para n ≥ n0. Tomando εn = 0, n = 1,2, . . ., segue que

π̃(zn, t + εn) = π(zn, t)
n→+∞−→ π(x, t) = π̃(x, t).

Caso 2: Seja t = φ(x).

Temos π̃(x, t) = x+
1 . Note que

(zn)1 = π(zn, φ(zn))
n→+∞−→ π(x, φ(x)) = x1.

Mas como I é contı́nua, então

I((zn)1)
n→+∞−→ I(x1),

isto é, (zn)
+
1

n→+∞−→ x+
1 . Pela continuidade de φ em X \M, segue que |φ(zn)−φ(x)| n→+∞−→ 0. Logo

φ(zn) = t + εn, onde {εn}n≥1 é uma sequência de números reais com εn
n→+∞−→ 0, daı́

π̃(zn, t + εn) = π̃(zn, φ(zn)) = (zn)
+
1

n→+∞−→ x+
1 = π̃(x, t).

Caso 3: Agora, seja t > φ(x).
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Neste caso, existe m ∈ {1, 2, 3, 4, ...} tal que t =
m−1

∑
i=0

φ(x+
i )+ t ′ com 0 ≤ t ′ < φ(x+

m). Definamos

{(zn)i}i≥1 indutivamente por

(zn)1 = π(zn, φ(zn)) e (zn)i+1 = π((zn)
+
i , φ((zn)

+
i )), i ∈ {1, 2, 3, 4, ...}.

Seja tn =
m−1

∑
i=0

φ((zn)
+
i ). Então, como φ(zn)

n→+∞−→ φ(x), temos

(zn)1 = π(zn, φ(zn))
n→+∞−→ π(x, φ(x)) = x1.

Segue da continuidade de I que I((zn)1)
n→+∞−→ I(x1), isto é, (zn)

+
1

n→+∞−→ x+
1 . Como

φ((zn)
+
1 )

n→+∞−→ φ(x+
1 ),

temos

(zn)2 = π((zn)
+
1 , φ((zn)

+
1 ))

n→+∞−→ π(x+
1 , φ(x+

1 )) = x2.

Prosseguindo desta maneira, obtemos

(zn)i
n→+∞−→ xi,

para todo i = 1,2,3 . . .. Pela continuidade de I, segue que

(zn)
+
i

n→+∞−→ x+
i ,

para todo i = 1,2,3, . . . . Assim
m−1

∑
i=0

φ((zn)
+
i )

n→+∞−→
m−1

∑
i=0

φ(x+
i ). Então existe uma sequência de

números reais {εn}n≥1, com εn = (tn + t ′− t) e εn
n→+∞−→ 0. Então

π̃(zn, t + εn) = π((zn)
+
m, t ′)

n→+∞−→ π(x+
m, t ′) = π̃(x, t).

E o lema está provado. �
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Teorema 2.4.6 Seja (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo. Suponhamos que

I(M)∩M = /0. Então L̃+(x)\M é positivamente π̃−invariante para todo x ∈ X .

Demonstração: Sejam y ∈ L̃+(x) \ M e t ≥ 0 arbitrário. Então existe uma sequência

{tn}n≥1 ⊂ R+ com tn
n→+∞−→ +∞ tal que π̃(x, tn)

n→+∞−→ y. Como y /∈ M, podemos supor que

{π̃(x, tn)}n≥1 ⊂ X \M. Então pelo Lema 2.4.5, existe uma sequência {εn}n≥1 ⊂ R com εn
n→+∞−→ 0

tal que π̃(x, tn + t +εn) = π̃(π̃(x, tn), t +εn)
n→+∞−→ π̃(y, t). Notemos que {tn + t +εn}n≥1 ⊂ R+ com

tn + t + εn
n→+∞−→ +∞. Logo π̃(y, t) ∈ L̃+(x) \M e como t ≥ 0 foi tomado de maneira arbitrária, o

teorema está provado. �

Corolário 2.4.7 Sejam (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e x ∈ X . Suponhamos que

I(M)∩M = /0. Se L̃+(x)∩M = /0, então L̃+(x) é positivamente π̃−invariante.

Para os conjuntos J̃+(x) e D̃+(x), x ∈ X , temos o seguinte resultado sobre invariância.

Teorema 2.4.8 Seja (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo. Se I(M)∩M = /0, então os

conjuntos D̃+(x)\M e J̃+(x)\M são positivamente π̃−invariantes para todo x ∈ X .

Demonstração: A prova é análoga a demonstração do Teorema 2.4.6. �

Corolário 2.4.9 Sejam (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e x ∈ X . Suponhamos que

I(M)∩M = /0.

i) Se J̃+(x)∩M = /0, então J̃+(x) é positivamente π̃−invariante;

ii) Se D̃+(x)∩M = /0, então D̃+(x) é positivamente π̃−invariante

A seguir, definimos o conceito do conjunto D̃+(A), A ⊂ X , que será utilizado nos próximos

capı́tulos.

Definição 2.4.10 Dado A um subconjunto de X , definimos D̃+(A) = ∪{D̃+(a) : a ∈ A}.



Capı́tulo

3

Estabilidade

Neste capı́tulo, apresentamos a teoria de estabilidade para sistemas semidinâmicos impul-

sivos. Na Seção 3.1, definimos alguns conceitos de estabilidade e apresentamos alguns resultados

de estabilidade para conjuntos compactos. Na Seção 3.2, estudamos a estabilidade de componentes

conexas de um conjunto compacto. Já na Seção 3.3, apresentamos os conceitos de região de atração

e região de atração fraca e exibimos um resultado de estabilidade assintótica para sistemas impul-

sivos.

As referências utilizadas neste capı́tulo foram [2], [5] e [14].

3.1 Estabilidade de sistemas semidinâmicos impulsivos

Definição 3.1.1 Sejam (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e A um subconjunto de X .

Dizemos que o conjunto A é:

a) π̃-estável, se dados ε > 0 e x ∈ A existe um δ = δ (x,ε) > 0 tal que π̃(B(x,δ ), [0,+∞)) ⊂
B(A,ε);

b) orbitalmente π̃-estável, se para toda vizinhança U de A existe uma vizinhança V de A,

positivamente π̃-invariante, tal que V ⊂U ;

c) π̃-estável segundo Bhatia e Hajek, se para todo x ∈ A e y /∈ A existem vizinhanças V de x e

47
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U de y tais que U ∩ π̃(V, [0,+∞)) = /0;

d) equi π̃-estável, se para todo x /∈ A, existe um δ = δ (x) > 0 tal que x /∈ π̃(B(A,δ ), [0,+∞));

e) uniformemente π̃-estável, se para todo ε > 0, existe um δ = δ (ε) > 0 tal que

π̃(B(A,δ ), [0,+∞))⊂ B(A,ε).

Definição 3.1.2 Sejam (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e A um subconjunto de

X . Dizemos que o conjunto A é I-estável, se para todo ε > 0, existe δ = δ (ε) > 0 tal que

I(M∩B(A,δ )) ⊂ B(A,ε).

O resultado seguinte relaciona o conceito de estabilidade com invariância.

Teorema 3.1.3 Sejam (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e A um subconjunto de X .

Se A é um conjunto compacto e π̃-estável então A é positivamente π̃-invariante e positivamente

π-invariante. Além disso, se não existe ponto inicial em M∩A, então A é I-invariante.

Demonstração: Primeiramente, mostremos que A é positivamente π̃-invariante. Segue da estabili-

dade de A que dados ε > 0 e x ∈ A, existe δx = δ (x,ε) > 0 tal que π̃(B(x,δx), [0,+∞)) ⊂ B(A,ε).

Assim

π̃+(x) ⊂ B(A,ε)

para todo ε > 0. Portanto,

π̃+(x) ⊂
⋂

ε>0

B(A,ε) = A = A

e A é positivamente π̃-invariante.

Pela Proposição 2.3.5, temos que A é positivamente π−invariante.

Mostremos que A é I−invariante. Seja x ∈ M ∩A arbitrário. Então existem y ∈ X e t ∈ R+

tais que π(y, t) = x. Dado ε > 0, existe δ > 0 tal que π̃(B(x,δ ), [0,+∞)) ⊂ B(A,ε). Assim existe

s ∈ [0, t) tal que π(y,s) ∈ B(x,δ ). Portanto π̃(π(y,s), [0,+∞))⊂ B(A,ε) e

I(x) = I(π(y, t)) = I(π(π(y,s), t− s)) = π̃(π(y,s), t− s) ∈ B(A,ε).

Como ε é arbitrário, segue que I(x) ∈
⋂

ε>0

B(A,ε) = A = A. Isto conclui o teorema. �
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Observação 3.1.4 Notemos que não precisamos de compacidade na prova da primeira parte do

teorema anterior, ou seja, basta que A seja fechado para concluirmos que A é positivamente π̃-inva-

riante.

Os conceitos de π-estabilidade e π̃-estabilidade não são equivalentes em geral. A seguir,

mostramos dois exemplos que ilustram este fato.

Exemplo 3.1.5 Seja X = {(r,θ) : r ≥ 1} em coordenadas polares. Consideremos o sistema semi-

dinâmico dado pelas equações





ṙ = r−1
100

,

θ̇ = 1.

Definamos o conjunto impulsivo e a função impulso por

M = [1,+∞)×
{π

2

}
e I(r,θ) =

(
r +99

100
,
3π

2

)
,

respectivamente.

A

M

I(M)

Figura 3.1: Curva integral do sistema impulsivo.

O Conjunto A = {(r,θ) : r = 1} não é π-estável já que as trajetórias do sistema vão espiralando

do cı́rculo unitário para o infinito, veja Figura 3.1. No entanto A é π̃-estável pois a órbita de um
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ponto que inicia numa vizinhança de A permanece na vizinhança de A.

Exemplo 3.1.6 Seja X = {(r,θ) : 1 ≤ r ≤ 2} em coordenadas polares. Consideremos o sistema

semidinâmico dado por






ṙ = 0,

θ̇ = 1.

Sejam M1 =
[
1, 3

2

]
×
{

π
2

}
, M2 = [1,2]×

{
3π
2

}
e M = M1 ∪M2. Definamos o operador I : M → X

por

I
(

r,
π

2

)
= (2r−1,0) para 1 ≤ r ≤ 3

2

e

I

(
r,

3π

2

)
=

(
r +1

2
,π

)
para 1 ≤ r ≤ 2.

O conjunto A = {(r,θ) : r = 1} é π-estável e I-estável. No entanto, A não é π̃-estável já que

I(M2)

M2

I(M1)

A

M1

Figura 3.2: Curva integral do sistema impulsivo.

as trajetórias do sistema impulsivo que iniciam em pontos de {(r,θ) : 1 < r < 3/2,0 < θ < π/2}
passam para o anel {(r,θ) : 3/2 ≤ r ≤ 2} depois de um certo tempo. É claro que A é I-invariante e

positivamente π-invariante.

Sob algumas condições um sistema π-estável pode ser π̃-estável. Vejamos o próximo teorema.

Teorema 3.1.7 Sejam X localmente compacto e A um subconjunto compacto e π-estável de X .

Suponhamos que exista um ν > 0 tal que, para todo x ∈ B(A,ν), as seguintes condições são válidas:
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i) se x ∈ M, então ρ(I(x),A)≤ ρ(x,A);

ii) se x ∈ I(M) e φ(x) < +∞, então ρ(π(x,φ(x)),A)≤ ρ(x,A).

Então A é π̃-estável.

Demonstração: Seja ε > 0. Podemos supor que ε < ν . Pela compacidade de A é suficiente

mostramos que existe δ > 0 tal que π̃+(B(A,δ )) ⊂ B(A,ε).

Como A é compacto e π-estável existe η > 0, η < ε , tal que π+(x) ⊂ B(A,ε) para todo

x ∈ B(A,η). De mesmo modo, existe δ > 0 tal que π+(x) ⊂ B(A,η/2) para todo x ∈ B(A,δ )

(δ < η/2).

Vamos mostrar que π̃+(x) ⊂ B(A,ε) para todo x ∈ B(A,δ ). De fato, seja x ∈ B(A,δ ). Se

φ(x) =+∞, então π̃+(x) = π+(x)⊂B(A,ε). Assumamos que φ(x+
j ) <+∞ para todo j = 0,1,2, . . ..

Então

π̃(x, [0,φ(x))) = π(x, [0,φ(x)))⊂ B(A,η/2) ⊂ B(A,ε)⊂ B(A,ν).

Logo x1 = π(x,φ(x)) ∈ B(A,η/2), ou seja,

ρ(x1,A) ≤ η/2 < ε < ν.

Pelo item i), concluı́mos ρ(x+
1 ,A) = ρ(I(x1),A) ≤ ρ(x1,A) ≤ η/2 < η e portanto

π(x+
1 , [0,φ(x+

1 ))) = π̃(x, [φ(x),φ(x)+φ(x+
1 ))) ⊂ B(A,ε).

Pelo item ii), obtemos

ρ(x2,A) = ρ(π(x+
1 ,φ(x+

1 )),A) ≤ ρ(x+
1 ,A) ≤ η/2.

Por i) segue que

ρ(I(x2),A) = ρ(x+
2 ,A) ≤ ρ(x2,A) ≤ η/2 < η.

Continuando com este processo obtemos ρ(xn,A)≤η/2, ρ(x+
n ,A)≤η/2 e π(x+

n , [0,φ(x+
n )))⊂

B(A,ε). Portanto π̃+(x) ⊂ B(A,ε). O resultado está provado �
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Proposição 3.1.8 Sejam (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e A um subconjunto

compacto de X . Se A é π-estável e A∩M = /0 então A é π̃-estável.

Demonstração: Como A é compacto e M é fechado, existe β > 0 tal que B(A,β )∩M = /0. Da-

dos ε > 0, ε < β , e x ∈ A existe δ > 0 tal que π+(B(x,δ )) ⊂ B(A,ε). Portanto π̃+(B(x,δ )) =

π+(B(x,δ )) ⊂ B(A,ε). �

Teorema 3.1.9 Sejam (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e A um subconjunto com-

pacto de X . Suponhamos que A seja π-estável e que exista ν > 0 tal que I(M∩B(A,ν))⊂ A. Então

A é π̃-estável.

Demonstração: Dado ε > 0, existe δ > 0 tal que π+(B(A,δ )) ⊂ B(A,ε), pois A é compacto.

Podemos assumir que ε < ν . Mostraremos que π̃+(B(A,δ ))⊂ B(A,ε). Seja x ∈ B(A,δ ) então

π̃(x, [0,φ(x))) = π(x, [0,φ(x)))⊂ B(A,ε)⊂ B(A,ν).

Se φ(x) = +∞, o resultado segue. Assumamos que φ(x+
j ) < +∞ para todo j = 0,1,2, . . .. Então

x1 = π(x,φ(x)) ∈ B(A,ε) ⊂ B(A,ν)∩M

e por hipótese I(x1) = x+
1 ∈ A. Logo

π̃(x+
1 , [0,φ(x+

1 ))) = π(x+
1 , [0,φ(x+

1 ))) ⊂ B(A,ε),

e consequentemente x2 = π(x+
1 ,φ(x+

1 )) ∈ B(A,ν)∩M e I(x2) = x+
2 ∈ A. Continuando com este

processo, segue que π̃+(x) ⊂ B(A,ε) para todo x ∈ B(A,δ ). �

Seja X um espaço localmente compacto. Os conceitos de estabilidade, estabilidade orbital e

estabilidade no sentido de Bhatia e Hajek são equivalentes para conjuntos compactos em X . Além

disso, um conjunto compacto A ⊂ X é estável se, e somente se, D+(A) = A. Este resultado é

chamado de Teorema de Ura. A prova para o caso contı́nuo pode ser encontrada em [2]. A seguir,

apresentamos a generalização deste resultado para o caso impulsivo.
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Teorema 3.1.10 Sejam (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e A um subconjunto com-

pacto de X . Suponhamos que X seja localmente compacto. Então as seguintes condições são

equivalentes:

i) A é π̃-estável;

ii) A é orbitalmente π̃-estável;

iii) A é π̃-estável segundo Bhatia e Hajek;

iv) D̃+(A) = A.

Demonstração: i) ⇒ ii) Seja U uma vizinhança de A. Como A é compacto existe uma vizi-

nhança V de A tal que V ⊂ π̃+(V ) ⊂U . Notemos que π̃+(V ) é uma vizinhança de A positivamente

π̃-invariante e contém V .

ii)⇒ iii) Sejam x ∈ A e y /∈ A. Então existem abertos W e V tais que A ⊂W , y ∈V e W ∩V = /0.

Por hipótese, existe uma vizinhança positivamente π̃-invariante U de A , tal que U ⊂W . Então U e

V satisfazem as condições da definição de estabilidade segundo Bathia e Hajek.

iii) ⇒ iv) É claro que A ⊂ D̃+(A). Mostremos que D̃+(A) ⊂ A. Sejam x ∈ A e y /∈ A, então

existem vizinhanças U e V de x e y, respectivamente, tais que

V ∩ π̃+(U) = /0.

Consideremos as sequências {xn}n≥1 ⊂ X com xn
n→+∞−→ x e {tn}n≥1 ⊂ R+. Mostraremos que

y /∈ D̃+(A). Ora, para a vizinhança U existe n0 ∈ N tal que

xn ∈U e π̃(xn, tn) ∈ π̃+(U),

para todo n > n0. No entanto, π̃(xn, tn) /∈V pois V ∩π̃+(U)= /0. Portanto a sequência {π̃(xn, tn)}n≥1

não converge para y. Desta forma, se y /∈ A então y /∈ D̃+(A), como querı́amos demonstrar. Portanto

D̃+(A) = A.

iv) ⇒ i) Vamos supor que A não seja π̃-estável, ou seja, que existem ε > 0, x ∈ A e sequências
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{xn}n≥1 ⊂ X e {tn}n≥1 ⊂ R+ tais que xn
n→+∞−→ x e

π̃(xn, tn) /∈ B(A,ε),

para cada n ∈ N∗. Podemos supor que B(A,ε) seja compacto e que {xn}n≥1 ⊂ B(A,ε). Primeiro,

suponhamos que existe uma subsequência {xnk
}k≥1 de {xn}n≥1 tal que tnk

< φ(xnk
) para todo

k ∈ N∗. Então π̃(xnk
, [0, tnk

]) = π(xnk
, [0, tnk

]). Segue da continuidade da função π que existe

snk
∈ [0, tnk

] tal que π̃(xnk
,snk

) ∈ ∂B(A,ε), para cada k ∈ N∗. Como ∂B(A,ε) é compacto pode-

mos assumir que π̃(xnk
,snk

)
k→+∞−→ y ∈ ∂B(A,ε). Mas isso é uma contradição pois y ∈ D̃+(A) = A.

Agora, suponhamos que existe uma subsequência {xnk
}k≥1 de {xn}n≥1 tal que tnk

≥ φ(xnk
) para

todo k ∈ N∗. Consideremos o conjunto

∆nk
= {s ≥ 0 : π̃(xnk

,s) ∈ B(A,ε)} ,

k ∈ N∗. Notemos que 0 ∈ ∆nk
para todo k. Então definamos

snk
= inf{t ≥ 0 : t ∈ [0,T(x))\∆nk

} ,

k ∈ N∗. Notemos que π̃(xnk
,snk

) /∈ B(A,ε) para todo k ∈ N∗, pois π̃(xnk
, ·) é contı́nua à direita.

Afirmação: Dado δ ∈ (0,ε) existe n0 ∈ N tal que π̃(xnk
, [0,snk

)) ⊂ B(A,δ ) para nnk
> n0.

De fato, suponhamos que a afirmação seja falsa, ou seja, que para todo k ∈ N podemos encon-

trar um unk
∈ [0,snk

) tal que π̃(xnk
,unk

) ∈ A (A,δ ,ε). Pela compacidade de A (A,δ ,ε), podemos

assumir que π̃(xnk
,unk

)
k→+∞−→ y ∈ A (A,δ ,ε), o que absurdo pois y ∈ D̃+(A) = A.

Assim, fixado nk > n0, temos

π̃(xnk
, [0,snk

)) ⊂ B(A,δ ) e π̃(xnk
,snk

) /∈ B(A,ε).

Isto mostra que π̃(xnk
, .) não é contı́nua em snk

, ou seja, π̃(xnk
,snk

) = I(ynk
) para algum ynk

∈ M.

Além disso, como π̃(xnk
, [0,snk

)) ⊂ B(A,δ ), segue que ynk
∈ B(A,δ ).
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Pela compacidade de B(A,δ ), podemos assumir que

ynk

k→+∞−→ y ∈ B(A,δ )∩M.

Agora, segue da continuidade de I que

I(ynk
)

k→+∞−→ I(y).

Então I(y) /∈ A, pois I(ynk
) /∈ B(A,ε) para todo nk > n0. Por outro lado, I(ynk

) = π̃(xnk
,snk

) com

xnk

k→+∞−→ x e snk
≥ 0, ou seja, I(x) ∈ D̃+(x) ⊂ D̃+(A) = A. Contradição.

Portanto, o teorema está provado. �

O próximo resultado mostra a equivalência entre a equi estabilidade e a estabilidade uniforme

de conjuntos compactos.

Teorema 3.1.11 Sejam (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e A um subconjunto com-

pacto de X . Suponhamos que X seja localmente. Então A é π̃-estável se, e somente, se A é uni-

formemente π̃-estável.

Demonstração: Seja A π̃-estável. Dado ε > 0 e x ∈ A existe δx = δ (x,ε) > 0 tal que

π̃(B(x,δx), [0,+∞))⊂ B(A,ε).

Notemos que A ⊂
⋃

x∈A

B(x,δx). Mas como A é compacto existem {x1,x2, . . . ,xn} ⊂ A tais que

A ⊂
n⋃

i=1

B(x,δxi
). Seja δ = min{δxi

: i = 1,2, . . . ,n}, então concluı́mos que π̃(B(A,δ ), [0,+∞)) ⊂

B(A,ε). A recı́proca é imediata. �

Observação 3.1.12 O Teorema 3.1.11 continua válido se substituirmos a hipótese de equi π̃−
estabilidade por π̃−estabilidade. A prova deste fato é igual a prova do caso contı́nuo e pode ser

encontrada em [2] na Proposição 4.2.

De acordo com os Teoremas 3.1.10 e 3.1.11, obtemos o seguinte resultado.
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Teorema 3.1.13 Sejam (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e A um subconjunto com-

pacto de X . Suponhamos que X seja localmente compacto. Então são equivalentes:

i) A é π̃-estável;

ii) A é orbitalmente π̃-estável;

iii) A é π̃-estável segundo Bhatia e Hajek;

iv) A é uniformemente π̃-estável;

v) A é equi π̃-estável;

vi) D̃+(A) = A.

3.2 Estabilidade de componentes

Em sistemas semidinâmicos contı́nuos (X ,π), um subconjunto compacto A de X é π-estável se,

e somente se, cada componente conexa de A é π-estável. Isso não é verdade para o caso impulsivo,

o exemplo a seguir ilustra este fato.

Exemplo 3.2.1 Consideremos o sistema semidinâmico em X = R2 dado por





ẋ = −y

ẏ = x

I : M → N,

onde M = {(0,−2),(0,−1)} e I((0,−2))= (0,1) e I((0,−1))= (0,2). Consideremos os conjuntos

A1 = {(x,y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1}, A2 = {(x,y) ∈ R2 : x2 + y2 = 4} e A = A1 ∪A2. O conjunto A é

π̃-estável, no entanto nenhuma das componentes conexas A1 e A2 de A são π̃-estáveis.

Proposição 3.2.2 Sejam (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico e A um subconjunto compacto de

X . Se qualquer componente conexa de A é π̃-estável, então A é π̃-estável.
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Demonstração: Sejam ε > 0 e x ∈ A. Consideremos Ax uma componente conexa de A tal que

x ∈ Ax. Notemos que B(A,ε) é uma vizinhança de Ax. Então existe δ > 0 tal que π̃+(B(x,δ )) ⊂
B(A,ε). E a proposição está provada. �

O Teorema a seguir fornece condições para que a recı́proca da proposição anterior seja válida.

Lembremos que uma componente E de um conjunto A ⊂ X é isolada se existem abertos U e V em

X tais que E ⊂U , A\E ⊂V e V ∩U = /0.

Teorema 3.2.3 Sejam (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico e A um subconjunto compacto de X .

Suponhamos que X seja localmente compacto e A seja π̃−estável. Se uma componente conexa E

de A é I-invariante e isolada, então E é π̃-estável.

Demonstração: Suponhamos que E não seja π̃-estável. Então existem x ∈ E, ε > 0 e uma

sequência {xn}n≥1 ⊂ X com xn
n→+∞−→ x tais que

π̃+(xn) * B(E,ε), (3.1)

para todo n ∈N∗. Podemos assumir que B(E,ε) seja compacto e que {xn}n≥1 ⊂ B(A,ε). Como E é

isolada, existe uma vizinhança aberta V de A\E, a qual podemos supor, sem perda de generalidade,

que

B(E,ε)∩V = /0. (3.2)

Agora, notemos que M+(xn) = (π+(xn)∩M) \ {xn} 6= /0 para uma infinidade de naturais n.

De fato, se isso não ocorrer então M+(xn) = /0 para uma infinidade de naturais n. Ou seja, existe

uma subsequência {nk}k≥1 de números naturais tal que M+(xnk
) = /0 para todo k ∈ N∗. Logo

xnk
∈ B(E,ε) e π̃+(xnk

) = π+(xnk
) * B(E,ε) para todo k ∈ N∗. Assim existe unk

∈ R+ tal que

π(xnk
,unk

) ∈ ∂B(E,ε). Como ∂B(E,ε) é compacto, podemos assumir que

π(xnk
,unk

)
k→+∞−→ y ∈ ∂B(E,ε).

Assim y /∈ A. Por outro lado, como xnk

k→+∞−→ x e A é π̃-estável, segue do Teorema 3.1.10 que

y ∈ D̃+(x) ⊂ D̃+(A) = A. Contradição.
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Vamos assumir que M+(xn) 6= /0 para todo n ∈ N.

Como B(E,ε)∪V é uma vizinhança de A e A é π̃-estável, existe uma vizinhança Gx de x tal que

π̃+(Gx) ⊂ B(E,ε)∪V . Seja n0 ∈ N tal que xn ∈ Gx para n ≥ n0. Então π̃+(xn) ⊂ B(E,ε)∪V para

todo n ≥ n0. Segue de (3.1) que o conjunto {t ∈ R+ : π̃(xn, t) ∈ V} 6= /0 para todo n ∈ N∗. Desta

forma, definamos

tn = inf{t ∈ R+ : π̃(xn, t) ∈V},

n ∈ N∗. Então π̃(xn, [0, tn)) ⊂ B(E,ε) e π̃(xn, tn) ∈ V , n ∈ N∗. Como B(E,ε)∩V = /0, existe

qn ∈ B(E,ε) tal que

π̃(xn, tn) = I(qn) (3.3)

para n ∈ N∗. Além disso, para cada n ∈ N∗, existe vn < tn tal que

π̃(xn,(vn, tn))∩M = /0.

Consideremos a sequência {sn}n≥1 ⊂R+ tal que sn ∈ (vn, tn) para todo n ∈N e tn−sn
n→+∞−→ 0. Daı́,

definamos

pn = π̃(xn,sn) ∈ B(E,ε).

Podemos assumir que pn
n→+∞−→ p ∈ B(E,ε). Logo,

qn = π(pn, tn− sn)
n→+∞−→ π(p,0) = p ∈ M,

pois qn ∈ M para todo n ∈ N∗ e M é fechado, e pela continuidade de I temos

I(qn)
n→+∞−→ I(p) ∈V , (3.4)

pois I(qn) ∈V para todo n ∈ N∗.

Por outro lado, como pn = π̃(xn,sn)
n→+∞−→ p temos que p ∈ D̃+(x) ⊂ D̃+(A) = A. Como p ∈

B(E,ε), segue que p ∈ E e como E é I-invariante temos I(p) ∈ E. Mas por (3.2) e (3.4) temos uma

contradição.
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Portanto E é π̃-estável. �

Corolário 3.2.4 Seja X localmente compacto e seja A um subconjunto compacto de X . Supo-

nhamos que A seja um conjunto π̃-estável com um número finito de componentes conexas. Então

qualquer componente conexa I-invariante de A é π̃−estável.

3.3 Estabilidade assintótica

Nesta seção, apresentamos o conceito de estabilidade assintótica para sistemas semidinâmicos

com impulsos. Iniciamos apresentando os conceitos de região de atração fraca e região de atração

para um conjunto.

Definição 3.3.1 Sejam (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e A um subconjunto de X .

A região de atração fraca de A com respeito a π̃ é dada por

P̃+
w (A) = {x ∈ X : para toda vizinhança U de A existe uma sequência {tn}n≥1 ⊂ R+

tal que tn
n→+∞−→ +∞ e π̃(x, tn) ∈U para todo n = 1,2, . . .}

e a região de atração de A com respeito a π̃ é definida por

P̃+(A) = {x ∈ X : para toda vizinhança U de A existe τ ∈ R+ tal que π̃(x, [τ,+∞)) ⊂U}.

Se x ∈ P̃+
w (A) dizemos que x é fracamente π̃-atraı́do para A e se x ∈ P̃+(A) dizemos que x é

π̃-atraı́do para A.

Proposição 3.3.2 Sejam (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e A um subconjunto de

X . Então:

i) P̃+(A) ⊂ P̃+
w (A);

ii) P̃+(A) e P̃+
w (A) são positivamente π̃-invariantes.
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Demonstração:

i) Segue pela definição.

ii) Primeiro, mostremos que P̃+(A) é positivamente π̃-invariante. Sejam x ∈ P̃+(A) e t ≥ 0.

Então, dada uma vizinhança U de A existe τ ∈ R+ tal que π̃(x, [τ,+∞)) ⊂U. Notemos que

π̃(π̃(x, t), [τ,+∞)) = π̃(x, [τ + t,+∞))⊂ π̃(x, [τ,+∞)) ⊂U.

Portanto π̃(x, t) ∈ P̃+(A). Como t ≥ 0 é arbitrário, segue que P̃+(A) é positivamente π̃-inva-

riante.

Provemos agora que P̃+
w (A) é positivamente π̃−invariante. Sejam x ∈ P̃+

w (A) e t ≥ 0. Então,

dada uma vizinhança U de A existe uma sequência {tn}n≥1 ⊂ R+ tal que tn
n→+∞−→ +∞ e

π̃(x, tn) ∈U para todo n ∈ N. Notemos que existe n0 ∈ N tal que tn > t para n > n0. Assim

π̃(π̃(x, t), tn− t) = π̃(x, tn) ∈U

para todo n > n0. Como tn − t
n→+∞−→ +∞, segue que π̃(x, t) ∈ P̃+

w (A). Portanto P̃+
w (A) é

positivamente π̃-invariante.

�

A proposição seguinte apresenta condições necessárias para que um ponto x ∈ X pertença à

região fraca de atração.

Proposição 3.3.3 Sejam (X ,π ;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo, A um subconjunto de X

e x ∈ A. Suponhamos que A∩ L̃+(x) 6= /0 ou exista uma sequência {tn}n≥1 ⊂ R+ com tn
n→+∞−→ +∞

tal que π̃(x, tn) ∈ A. Então x ∈ P̃+
w (A).

Demonstração: Suponhamos que x /∈ P̃+
w (A). Então existem uma vizinhança U de A e τ ∈ R+ tais

que

π̃(x, [τ,+∞)) ⊂ X \U.

Dada uma sequência {tn}n≥1 ⊂ R+ com tn
n→+∞−→ +∞, podemos obter n0 ∈ N tal que tn > τ para
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n > n0. Logo

π̃(x, tn) /∈ A,

para todo n > n0. Por outro lado,

L̃+(x) =
⋂

t>0

π̃(x, [t,+∞))⊂ X \U ,

ou seja, L̃+(x)∩A = /0. Assim obtemos uma contradição. Portanto x ∈ P̃+
w (A). �

Definição 3.3.4 Um subconjunto A⊂X é chamado de π̃-atrator fraco, se P̃+
w (A) é uma vizinhança

de A. E, A ⊂ X é chamado de π̃-atrator, se P̃+(A) é uma vizinhança de A.

Proposição 3.3.5 Sejam (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e A um subconjunto de

X . Se A é π̃-atrator então P̃+(A) = P̃+
w (A).

Demonstração: Pela Proposição 3.3.2 temos que P̃+(A) ⊂ P̃+
w (A). Provemos a outra inclusão.

Seja x ∈ P̃+
w (A). Como P̃+(A) é uma vizinhança de A, existe τ ∈ R+ tal que π̃(x,τ) ∈ P̃+(A).

Logo, dada uma vizinhança qualquer U de A, existe λ ∈ R+ tal que

π̃(x, [τ +λ ,+∞)) = π̃(π̃(x,τ), [λ ,+∞)) ⊂U.

Portanto x ∈ P̃+(A) e P̃+
w (A) ⊂ P̃+(A). �

No próximo teorema, estabelecemos condições para que as regiões de atração e atração fraca

sejam conjuntos abertos.

Teorema 3.3.6 Sejam (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e A um subconjunto de X .

i) Se A é π̃-atrator fraco, então P̃+
w (A)\M é aberto;

ii) Se A é π̃-atrator, então P̃+(A)\M é aberto.

Demonstração: Pela Proposição 3.3.5 é suficiente provarmos o item i). Suponhamos que A seja

π̃-atrator fraco. Então existe uma vizinhança aberta U de A tal que U ⊂ P̃+
w (A). Agora, seja
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x ∈ P̃+
w (A)\M. Então existe t1 > 0 tal que π̃(x, t1) ∈U . Como U é aberto podemos escolher λ > 0

tal que π̃(π̃(x, t1),λ ) = π(π̃(x, t1),λ ) ∈U com t1 +λ 6= φ(x+
j ) para todo j ∈ {0,1,2, . . .}. Seja V

um aberto tal que π̃(π̃(x, t1),λ ) ∈ V ⊂U . Como π e I são contı́nuas e x /∈ M, existe um aberto O

contendo x tal que π̃(O , t1 +λ ) ⊂V .

Afirmação: O ⊂ P̃+
w (A).

Com efeito, sejam y ∈ O e W uma vizinhança qualquer de A. Então,

π̃(y, t1 +λ ) ∈V ⊂U ⊂ P̃+
w (A).

Logo, existe uma sequência {tn}n≥1 tal que tn
n→+∞−→ +∞ e π̃(π̃(y, t1 +λ ), tn) ∈W para todo n ∈ N∗,

ou seja,

π̃(y, t1 +λ + tn) ∈W

para todo n ∈ N∗. Isto conclui que y ∈ P̃+
w (A).

Portanto x ∈ O ⊂ P̃+
w (A) e o resultado está provado. �

Definição 3.3.7 Sejam (X ,π ;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e A um subconjunto de X .

Dizemos que A é assintoticamente π̃-estável, se A é orbitalmente π̃-estável e π̃-atrator fraco.

Teorema 3.3.8 Sejam (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e A um subconjunto de X .

Se A é assintoticamente π̃-estável então A é π̃-atrator.

Demonstração: Basta mostrar que P̃+(A) = P̃+
w (A). Como P̃+(A) ⊂ P̃+

w (A), mostremos a outra

inclusão. Sejam x ∈ P̃+
w (A) e U uma vizinhança qualquer de A. Como A é orbitalmente π̃-estável,

existe uma vizinhança positivamente π̃-invariante V de A, tal que V ⊂ U e V ⊂ P̃+
w (A). Como

x ∈ P̃+
w (A), existe τ ∈ R+ tal que π̃(x,τ) ∈V . Logo

π̃(x, [τ,+∞)) = π̃(π̃(x,τ), [0,+∞))⊂V ⊂U

e portanto x ∈ P̃+(A). Assim P̃+(A) = P̃+
w (A) é uma vizinhança de A e A é π̃-atrator. �

O corolário abaixo segue da Proposição 3.3.5 e do Teorema 3.3.8.
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Corolário 3.3.9 Seja (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e A um subconjunto de X .

Então A é assintoticamente π̃-estável se, e somente se, A é π̃-atrator e orbitalmente π̃-estável.



64 Estabilidade



Capı́tulo

4

Estabilidade de Lyapunov

Neste capı́tulo, estudamos a estabilidade de conjuntos fechados via funções do tipo de Lya-

punov. Estas funções fornecem informações do comportamento assintótico de um sistema se-

midinâmico impulsivo mesmo sem conhecermos a solução do sistema. Apresentamos condições

necessárias e suficientes para que um conjunto fechado seja estável em algum sentido. Os resulta-

dos deste capı́tulo são encontrados em [10].

Nesta seção vamos considerar as seguintes hipóteses adicionais para o sistema semidinâmico

impulsivo (X ,π;M, I).

H1) Para todo x ∈ X e todo natural k ≥ 1, x+
k está definido e M+(x+

k ) 6= /0, isto é, a trajetória de x

tem infinitos pontos de descontinuidade e portanto para todo x ∈ X temos φ(x) < +∞;

H2) M∩ I(M) = /0.

4.1 Critérios de estabilidade

Proposição 4.1.1 Sejam (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e ψ : X → R+ uma

função que satisfaz as seguintes condições:

i) Se x ∈ X então ψ(π(x, t)) ≤ ψ(x) para todo t ∈ [0,φ(x)];

ii) Se x ∈ M então ψ(I(x)) ≤ ψ(x).

65
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Então, dado x ∈ X , temos que ψ(π̃(x, t))≤ ψ(x) para todo t ≥ 0.

Demonstração: Seja x ∈ X . Pela condição i), temos

ψ(π(x, t)) ≤ ψ(x) para todo 0 ≤ t ≤ φ(x).

Usando a condição ii) para t = φ(x), obtemos a seguinte desigualdade

ψ(π̃(x,φ(x))) = ψ(I(π(x,φ(x))))≤ ψ(π(x,φ(x))) ≤ ψ(x).

Portanto ψ(π̃(x, t)) ≤ ψ(x) para 0 ≤ t ≤ φ(x).

Agora, seja x+
1 = I(x1), onde x1 = π(x,φ(x)). Como

ψ(π̃(x+
1 , t)) ≤ ψ(x) para todo 0 ≤ t ≤ φ(x+

1 ),

podemos repetir o processo feito acima, e portanto, obter a desigualdade

ψ(π̃(x, t))≤ ψ(x) para todo 0 ≤ t ≤ φ(x)+φ(x+
1 ).

De modo indutivo, segue que

ψ(π̃(x, t))≤ ψ(x) para todo t ≥ 0.

�

Nas condições da Proposição 4.1.1, temos o seguinte resultado.

Corolário 4.1.2 Sejam (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e ψ : X →R+ uma função

satisfazendo as condições i) e ii) da Proposição 4.1.1. Então ψ(π̃(x,s)) ≤ ψ(π̃(x,r)) para todo

x ∈ X e para todos s,r ∈ R+ tais que s ≥ r.

Demonstração: Sejam r,s ∈ R+ com s ≥ r e x ∈ X . Pela Proposição 4.1.1 temos

ψ(π̃(π̃(x,r), t))≤ ψ(π̃(x,r)),
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para todo t ≥ 0. Tomando t = s− r, obtemos ψ(π̃(x,s)) ≤ ψ(π̃(x,r)). �

O próximo resultado apresenta condições necessárias e suficientes para que um conjunto fechado

seja π̃-estável.

Teorema 4.1.3 Sejam (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e A um subconjunto fechado

de X .

1. Se existe uma função ψ : X → R+ satisfazendo as seguintes propriedades:

a) ψ é contı́nua em X \ (M \A);

b) Para todo ε > 0 existe δ > 0 tal que se ρ(x,A) ≥ ε e x /∈ M então ψ(x) ≥ δ ;

c) Para toda sequência {wn}n≥1 ⊂ X tal que wn
n→+∞−→ x ∈ A implica em ψ(wn)

n→+∞−→ 0;

d) ψ(π(x, t)) ≤ ψ(x) se x ∈ X \M e 0 ≤ t ≤ φ(x), e ψ(I(x)) ≤ ψ(x) para todo x ∈ M.

Então A é π̃-estável.

2. Reciprocamente, se A é π̃-estável então existe uma função ψ : X → R+ satisfazendo as

condições a), b), c) e d) acima.

Demonstração: Provemos o item 1. Dados x ∈ A e ε > 0, definamos

µ := inf
{

ψ(w) ∈ R+ : w /∈ M e ρ(A,w) ≥ ε

2

}
.

Pelo item b), temos que µ > 0. Vamos considerar dois casos: quando x ∈ int(A) e quando x ∈ ∂A.

Primeiro consideremos o caso em que x ∈ int(A). Pela continuidade de ψ em A e pela condição

c) segue que ψ(x) = 0. Para µ > 0 existe δ1 > 0 tal que

ψ(y) < µ sempre que y ∈ B(x,δ1) ⊂ A. (4.1)

Mostraremos que π̃(B(x,δ1), [0,+∞)) ⊂ B(A,ε). Suponhamos o contrário, isto é, que existem

z ∈ B(x,δ1) e t1 ∈ (0,+∞) tais que

π̃(z, t1) /∈ B(A,ε). (4.2)
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Notemos que π̃(z, t1) /∈ M já que estamos considerando M ∩ I(M) = /0. Como ρ(π̃(z, t1),A) ≥ ε

segue da definição de µ que

ψ(π̃(z, t1)) ≥ µ. (4.3)

Se z /∈ M, então segue da Proposição 4.1.1 e do fato de z ∈ B(x,δ1) que

ψ(π̃(z, t))≤ ψ(z) < µ para todo t ≥ 0

contradizendo (4.3).

Se z ∈ M então existe 0 < t2 < t1 tal que

π̃(z, t2) = π(z, t2) ∈ B(x,δ1)\M.

Por (4.1) e pelo Corolário 4.1.2 obtemos que ψ(π̃(z, t1)) ≤ ψ(π̃(z, t2)) < µ o que contradiz (4.3).

Portanto π̃(B(x,δ1), [0,+∞)) ⊂ B(A,ε).

Agora, analisemos o caso em que x ∈ ∂A. Como ψ é contı́nua em X \ (M \A) e temos a

condição c), existe um δ2 > 0, δ2 < ε , tal que ψ(y) < µ para todo y∈B(x,δ2)\M. Suponhamos que

π̃(B(x,δ2), [0,+∞)) * B(A,ε), então existem z ∈ B(x,δ2) e t2 ∈ (0,+∞) tais que π̃(z, t2) /∈ B(A,ε).

Logo ρ(π̃(z, t2),A) ≥ ε , π̃(z, t2) /∈ M pois M∩ I(M) = /0 e portanto

ψ(π̃(z, t2)) ≥ inf
{

ψ(w) : w /∈ M e ρ(w,A) ≥ ε

2

}
= µ. (4.4)

Se z ∈ B(x,δ2) \M, então ψ(π̃(z, t)) ≤ ψ(z) < µ para todo t ≥ 0. Portanto ψ(π̃(z, t2)) < µ o

que contradiz (4.4). Notemos, também, que se z ∈ B(x,δ2)∩M, então existe τ > 0, τ < t2, tal que

π̃(z,(0,τ)) = π(z,(0,τ))⊂ B(x,δ2)\M. Tomando t∗, 0 < t∗ < τ , segue que

ψ(π̃(π(z, t∗), t)) < ψ(π(z, t∗)) < µ

para todo t ≥ 0. Assim ψ(π̃(z, t2)) = ψ(π̃(π(z, t∗), t2 − t∗)) < µ e isto contradiz (4.4). Portanto

π̃(B(x,δ2), [0,+∞))⊂ B(A,ε).
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Desta forma concluı́mos que A é π̃-estável.

2. Definamos ψ : X → R+ por:

ψ(x) =





sup
k≥0

(
sup

0≤t≤φ(x+
k

)

ρ(π(x+
k , t),A)

1+ρ(π(x+
k , t),A)

)
se x ∈ X \M

sup
k≥0

(
sup

0≤t≤φ((I(x))+
k

)

ρ(π((I(x))+k , t),A)

1+ρ(π((I(x))+k , t),A)

)
se x ∈ M.

(4.5)

Notemos que se x ∈ M então função ψ é definida por ψ(x) = ψ(I(x)).

Mostremos que a função ψ satisfaz as condições a), b), c) e d) do enunciado.

a) Sejam x ∈ X \M e {wn}n≥1 ⊂ X uma sequência tal que wn
n→+∞−→ x. Podemos supor que

wn /∈ M para todo n ∈ N, pois M é fechado. Mostraremos que

ψ(wn)
n→+∞−→ ψ(x).

Como wn
n→+∞−→ x, segue que φ(wn)

n→+∞−→ φ(x) e

sup
0≤t≤φ(wn)

ρ(π(wn, t),A)

1+ρ(π(wn, t),A)
n→+∞−→ sup

0≤t≤φ(x)

ρ(π(x, t),A)

1+ρ(π(x, t),A)
.

Pela continuidade das funções I e φ , e pelo fato de que I(M)∩M = /0, obtemos

(wn)
+
1 = I(π(wn,φ(wn)))

n→+∞−→ I(π(x,φ(x))) = x+
1 /∈ M.

Logo φ((wn)
+
1 )

n→+∞−→ φ(x+
1 ) e

sup
0≤t≤φ((wn)

+
1 )

ρ(π((wn)
+
1 , t),A)

1+ρ(π((wn)
+
1 , t),A)

n→+∞−→ sup
0≤t≤φ(x+

1 )

ρ(π(x+
1 , t),A)

1+ρ(π(x+
1 , t),A)

.

Repetindo o processo feito acima, temos que para cada k ≥ 0, vale a convergência

sup
0≤t≤φ((wn)

+
k
)

ρ(π((wn)
+
k , t),A)

1+ρ(π((wn)
+
k , t),A)

n→+∞−→ sup
0≤t≤φ(x+

k
)

ρ(π(x+
k , t),A)

1+ρ(π(x+
k , t),A)

.
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Portanto

sup
k≥0

(
sup

0≤t≤φ((wn)
+
k
)

ρ(π((wn)
+
k
, t),A)

1+ρ(π((wn)
+
k , t),A)

)
n→+∞−→ sup

k≥0

(
sup

0≤t≤φ(x+
k

)

ρ(π(x+
k
, t),A)

1+ρ(π(x+
k , t),A)

)
,

isto é,

ψ(wn)
n→+∞−→ ψ(x).

Assim ψ é contı́nua em X \M.

Agora, mostremos que ψ é contı́nua em A∩M. Dado x ∈ A∩M, segue da Observação 3.1.4

que o subconjunto A é positivamente π̃-invariante, ou seja, π̃+(x) ⊂ A. Logo, para todo k ≥ 0 e

t ∈ [0,φ(x+
k )], temos π(x+

k , t) ∈ A. Então ρ(π(x+
k , t),A) = 0 para todo k ≥ 0 e para todo

t ∈ [0,φ(x+
k )]. Portanto ψ(x) = 0 para todo x ∈ A∩M.

Seja {zn}n≥1 uma sequência em X tal que zn
n→+∞−→ x. Pela π̃-estabilidade de A, dado ε > 0 existe

δ (x,ε) > 0 tal que π̃(B(A,δ ), [0,+∞)) ⊂ B(A,ε). Notemos que existe um natural n0 tal que zn ∈
B(A,δ ) para todo n≥ n0. Então π̃+(zn)⊂B(A,ε) para todo n≥ n0. Segue que ρ(π((zn)

+
k , t),A)< ε

para todo t ∈ [0,φ((zn)
+
k )], k = 0,1,2, . . ., e para todo n ≥ n0. Portanto ψ(zn) < ε para todo n ≥ n0.

Como ε é arbitrário temos

ψ(zn)
n→+∞−→ 0 = ψ(x)

e assim segue a continuidade de ψ em X \ (M \A).

b) Dado ε > 0 tomemos δ = ε
1+ε . Se x ∈ X \M e ρ(x,A) ≥ ε , obtemos

ρ(π(x+
0 ,0),A)

1+ρ(π(x+
0 ,0),A)

≥ δ

onde π(x+
0 ,0) = x. Assim

ψ(x) = sup
k≥0

(
sup

0≤t≤φ(x+
k

)

ρ(π(x+
k
, t),A)

1+ρ(π(x+
k , t),A)

)
≥ δ .

c) Provamos do item a) que ψ é contı́nua em X \ (M \A). Logo ψ é contı́nua em A. Provamos,

também, no item a) que ψ(x) = 0 se x∈A, pois A é π̃-estável. Portanto se {wn}n≥1 é uma sequência
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de X tal que wn
n→+∞−→ x então ψ(wn)

n→+∞−→ ψ(x) = 0.

d) Sejam x ∈ X \M e s ∈ [0,φ(x)). Definamos y = π(x,s). Então, para cada k ≥ 1, temos

y+
k = x+

k .

Consequentemente φ(y+
k ) = φ(x+

k ) para todo k ≥ 1, e assim

sup
0≤t≤φ(x+

k
)

ρ(π(x+
k , t),A)

1+ρ(π(x+
k , t),A)

= sup
0≤t≤φ(y+

k
)

ρ(π(y+
k , t),A)

1+ρ(π(y+
k , t),A)

para todo k ≥ 1. Como φ(y+
0 ) ≤ φ(x+

0 ) segue que

sup
0≤t≤φ(x+

0 )

ρ(π̃(x+
0 , t),A)

1+ρ(π̃(x+
0 , t),A)

≥ sup
0≤t≤φ(y+

0 )

ρ(π̃(y+
0 , t),A)

1+ρ(π̃(y+
0 , t),A)

.

Portanto,

sup
k≥0

(
sup

0≤t≤φ(y+
k

)

ρ(π̃(y+
k
, t),A)

1+ρ(π̃(y+
k , t),A)

)
≤ sup

k≥0

(
sup

0≤t≤φ(x+
k

)

ρ(π̃(x+
k
, t),A)

1+ρ(π̃(x+
k , t),A)

)
,

ou seja,

ψ(π(x,s)) = ψ(y) ≤ ψ(x)

para 0 ≤ s < φ(x). Se s = φ(x), temos que π(x,φ(x)) ∈ M. Logo

ψ(π(x,φ(x))) = ψ(I(x1)) = ψ(x+
1 ) = sup

k≥1

(
sup

0≤t≤φ(x+
k

)

ρ(π(x+
k
, t),A)

1+ρ(π(x+
k , t),A)

)
≤

≤ sup
k≥0

(
sup

0≤t≤φ(x+
k

)

ρ(π(x+
k , t),A)

1+ρ(π(x+
k , t),A)

)
= ψ(x).

Portanto ψ(π(x, t))≤ ψ(x) para todo x ∈ X \M e para todo 0 ≤ t ≤ φ(x). Por outro lado, se x ∈ M,

segue da definição de ψ que ψ(x) = ψ(I(x)). E o teorema está provado. �

Suponhamos, no teorema acima, que o conjunto impulsivo M está contido no conjunto A, então

segue que ψ é contı́nua em X . Veja o próximo resultado.
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Corolário 4.1.4 Sejam (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e A um subconjunto fe-

chado de X tal que M ⊂ A. Então A é π̃-estável se, e somente se, existe uma função ψ : X → R+

que satisfaz as seguintes propriedades:

a) ψ é contı́nua em X ;

b) Para todo ε > 0 existe um δ > 0 tal que ψ(x) ≥ δ sempre que ρ(x,A) ≥ ε e x /∈ M;

c) Para qualquer sequência {wn}n≥1 ⊂ X tal que wn
n→+∞−→ x ∈ A implica ψ(wn)

n→+∞−→ 0;

d) ψ(π(x, t))≤ ψ(x) se x ∈ X \M e t ≥ 0, e ψ(I(x)) ≤ ψ(x) para todo x ∈ M.

O teorema seguinte apresenta condições necessárias e suficientes para equi π̃-estabilidade de

subconjuntos fechados de X .

Teorema 4.1.5 Sejam (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e A um subconjunto fechado

de X . Suponhamos que I(M \A) ⊂ (X \A)\M.

1. Se existe uma função ψ : X → R+ que satisfaz as seguintes propriedades:

a) ψ é semicontı́nua inferiormente em X \M;

b) ψ(x) = 0 para x ∈ A e ψ(x) > 0 para todo x /∈ A∪M;

c) Para todo ε > 0 existe um δ > 0 tal que ψ(x) ≤ ε sempre que ρ(x,A) ≤ δ ;

d) ψ(π(x, t)) ≤ ψ(x) se x ∈ X \M e 0 ≤ t ≤ φ(x), e ψ(I(x)) ≤ ψ(x) para todo x ∈ M.

Então A é equi π̃-estável.

2. Reciprocamente, se A é equi π̃-estável então existe uma função ψ : X → R+ satisfazendo as

condições a), b), c) e d) acima.

Demonstração: 1. Suponhamos que x /∈ A. Temos dois casos a considerar: quando x ∈M e quando

x /∈ M.

Suponhamos, primeiramente, que x /∈ M. Seja ρ(x,A) = ε > 0. Como x /∈ M, segue pela

condição b) que ψ(x) > 0. Seja ψ(x) = µ . A condição c) garante a existência de um número η > 0
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tal que

ψ(y) ≤ µ

2
sempre que ρ(y,A) ≤ η. (4.6)

Seja δ > 0, δ < min{η,ε}. Mostremos que x /∈ π̃(B(A,δ ), [0,+∞)). De fato, suponhamos o

contrário. Então existem sequências {yn}n≥1 ⊆ B(A,δ ) e {Tn}n≥1 ⊆ [0,+∞) tais que

π̃(yn,Tn)
n→+∞→ x.

Como x /∈ M, {x} é compacto e M é fechado, existe ρ > 0 tal que B(x,ρ)∩M = /0. Além disso,

existe um inteiro n0 > 0 tal que π̃(yn,Tn) ∈ B(x,ρ) para todo n > n0. Segue da semicontinuidade

inferior de ψ em X \M que existe um inteiro n1 > n0 tal que

ψ(π̃(yn,Tn)) > ψ(x)− µ

3

para todo n ≥ n1. Como ψ(x) = µ , temos

ψ(π̃(yn1
,Tn1

)) >
2µ

3
. (4.7)

Pela Proposição 4.1.1 segue que ψ(π̃(w, t))≤ ψ(w) para todo t ≥ 0 e para todo w ∈ X \M. Usando

este fato e (4.6) obtemos

ψ(π̃(yn1
,Tn1

)) ≤ ψ(yn1
) ≤ µ

2

e isto contradiz (4.7). Portanto x /∈ π̃(B(A,δ ), [0,+∞)).

Agora, consideremos o caso em que x ∈ M. Suponhamos que x ∈ π̃(B(A,δ ), [0,+∞)) para todo

δ > 0. Então, existem sequências {wδ
n}n≥1 ⊂ B(A,δ ) e {tδ

n }n≥1 ⊂ [0,+∞) tais que

π̃(wδ
n , tδ

n )
n→+∞→ x,

para todo δ > 0. Como cada elemento de M satisfaz a condição STC, podemos considerar dois

casos:
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Caso 1: Existe uma subsequência de {π̃(wδ
n , tδ

n )}n≥1, denotada por {π̃(wδ
nk

, tδ
nk

)}k≥1, tal que

π(π̃(wδ
nk

, tδ
nk

),φ(π̃(wδ
nk

, tδ
nk

)))
k→+∞→ x.

Neste caso, como π(π̃(wδ
nk

, tδ
nk

),φ(π̃(wδ
nk

, tδ
nk

))) ∈ M e I é contı́nua, temos

π̃(π̃(wδ
nk

, tδ
nk

),φ(π̃(wδ
nk

, tδ
nk

)))
k→+∞→ I(x),

isto é,

π̃(wδ
nk

, tδ
nk

+φ(π̃(wδ
nk

, tδ
nk

)))
k→+∞→ I(x). (4.8)

Por outro lado, como x ∈ M \ A, segue que I(x) /∈ A ∪ M pois por hipótese temos a condição

I(M \A) ⊂ (X \A) \M. Então pela primeira parte desta demonstração, existe um δ > 0 tal que

I(x) /∈ π̃(B(A,δ ), [0,+∞)). Mas isso contradiz (4.8). Logo existe δ > 0 tal que

x /∈ π̃(B(A,δ ), [0,+∞)).

Caso 2: Existe uma subsequência de {π̃(wδ
n , tδ

n )}n≥1, também denotada por {π̃(wδ
nk

, tδ
nk

)}k≥1,

tal que φ(π̃(wδ
nk

, tδ
nk

))
k→+∞→ φ(x). Neste caso,

π(π̃(wδ
nk

, tδ
nk

), t)
k→+∞→ π(x, t),

para todo 0 ≤ t < φ(x). Seja 0 < t0 < φ(x) tal que π(x, t0) /∈ A∪M. Novamente pela primeira parte

desta demonstração, existe δ̃ > 0 tal que

π(x, t0) /∈ π̃(B(A, δ̃), [0,+∞)).

Assim temos uma contradição pois

π̃(wδ̃
nk

, t δ̃
nk

+ t0) = π(π̃(wδ̃
nk

, t δ̃
nk

), t0)
k→+∞→ π(x, t0).

Portanto existe δ > 0 tal que x /∈ π̃(B(A,δ ), [0,+∞)).
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Concluı́mos, então, que A é equi π̃-estável.

2. Consideremos a função ψ : X → R+ definida por

ψ(x) =





sup
{

δ > 0 : x /∈ π̃+(B(A,δ ))
}

se x ∈ X \ (A∪M),

0 se x ∈ A,

sup
{

δ > 0 : I(x) /∈ π̃+(B(A,δ ))
}

se x ∈ (X \A)∩M.

Mostremos que a função ψ satisfaz as condições a), b), c) e d).

a) Seja x ∈ X \M. Tomemos uma sequência {wn}n≥1 ⊂ X tal que wn
n→+∞−→ x. Seja δ > 0

arbitrário tal que x /∈ π̃+(B(A,δ )). Logo existe µ = µ(x,δ ) > 0 tal que

B(x,µ)∩ π̃+(B(A,δ )) = /0.

Assim, existe n0 ∈ N tal que wn /∈ π̃+(B(A,δ )) para todo n > n0. Portanto

liminf
n→+∞

ψ(wn) ≥ ψ(x).

b) Pela definição de ψ temos que ψ(x) = 0 se x ∈ A. Agora, seja x /∈ A. Pela equi π̃-estabilidade

de A, existe δ0 > 0 tal que x /∈ π̃(B(A,δ0), [0,+∞)). Se x /∈ M então ψ(x) ≥ δ0 > 0. Agora, se

x ∈ M, segue da hipótese I(M \A) ⊂ (X \A) \M que I(x) /∈ A∪M. Portanto existe δ1 > 0 tal que

I(x) /∈ π̃(B(A,δ1), [0,+∞)) e ψ(x) = ψ(I(x)) ≥ δ1 > 0. Logo ψ(x) > 0 sempre que x /∈ A∪M.

c) Notemos que ψ(x) ≤ ρ(x,A). Então, dado ε > 0, tomando δ = ε , segue que se ρ(x,A) ≤ δ

então

ψ(x) ≤ ρ(x,A) ≤ δ = ε.

d) Seja x ∈ X \M. Se x ∈ A então π̃+(x) ⊂ A, pois A é equi π̃−estável, e portanto

ψ(π(t,x)) = 0 = ψ(x) para todo 0 ≤ t ≤ φ(x).

Agora, se x /∈ A, seja µ = ρ(x,A) > 0. Suponhamos que exista t ∈ (0,φ(x)) tal que
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ψ(π(x, t)) > ψ(x), isto é,

ψ(π(x, t)) = sup{δ > 0 : π(x, t) /∈ π̃+(B(A,δ ))} > ψ(x).

Logo existe δ0 > 0 tal que

x ∈ π̃+(B(A,δ0)) e π(x, t) /∈ π̃+(B(A,δ0)).

Daı́ existe sequências {wn}n≥1 ⊂ B(A,δ0) e {tn}n≥1 ⊂ R+ tais que

π̃(xn, tn)
n→+∞−→ x.

Pelo Lema 2.4.5, existe uma sequência {εn}n≥1 ⊂ R tal que εn
n→+∞−→ 0 e

π̃(xn, tn + εn + t)
n→+∞−→ π(x, t),

ou seja, π(x, t) ∈ π̃+(B(A,δ0)) e isto é um absurdo. Portanto ψ(π(x, t)) ≤ ψ(x) para todo

t ∈ [0,φ(x)).

Agora, seja {sn}n≥1 ⊂ [0,φ(x)) uma sequência crescente tal que sn
n→+∞−→ φ(x). Notemos que

ψ(π(x,sn)) ≤ ψ(x),

para todo n ∈ N∗. Como ψ é semicontı́nua inferiormente, temos

ψ(π(x,φ(x))) ≤ liminf
n→+∞

ψ(π(x,sn)) ≤ ψ(x).

Portanto, ψ(π(x, t)) ≤ ψ(x) para todo t ∈ [0,φ(x)].

Por outro lado, se x ∈ M segue que

ψ(x) = sup{δ > 0 : I(x) /∈ π̃+(B(A,δ ))} = ψ(I(x)).

�
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Corolário 4.1.6 Sejam (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e A um subconjunto fechado

de X tal que M ⊂ A. Então A é equi π̃-estável se, e somente se, existe uma função ψ : X → R+ que

satisfaz as seguintes propriedades:

a) ψ é semicontı́nua inferiormente em X ;

b) ψ(x) = 0 para todo x ∈ A e ψ(x) > 0 para todo x /∈ A∪M;

c) Para todo ε > 0 existe um δ > 0 tal que ψ(x) ≤ ε sempre que ρ(x,A) ≤ δ ;

d) ψ(π(x, t))≤ ψ(x) se x ∈ X \M e t ≥ 0, e ψ(I(x)) ≤ ψ(x) para todo x ∈ M.

A seguir, apresentamos um resultado auxiliar que será utilizado no próximo teorema.

Lema 4.1.7 Sejam (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e A um subconjunto fechado

de X . Seja ψ : X →R+ uma função contı́nua em X \(M\A) que satisfaz as seguintes propriedades:

a) Para todo ε > 0 existe um δ > 0 tal que ψ(x) ≥ δ sempre que ρ(x,A) ≥ ε e x /∈ M.

b) Para todo ε > 0 existe um δ > 0 tal que ψ(x) ≤ ε sempre que ρ(x,A) ≤ δ .

Suponhamos que exista um δ̃ > 0 tal que ψ(π̃(w, t)) ≤ ψ(w) para todo t ≥ 0 e w ∈ B(A, δ̃ ) \M.

Então existe um δ > 0, 0 < δ < δ̃ , tal que π̃(B(A,δ), [0,+∞)) ⊂ B(A, δ̃ ).

Demonstração: Suponhamos que não exista tal número δ < δ̃ tal que π̃(B(A,δ), [0,+∞)) ⊂
B(A, δ̃ ). Então dado qualquer sequência {δn}n≥1 ⊂ R+ tal que δn

n→+∞−→ 0 obtemos

π̃(B(A,δn), [0,+∞)) * B(A, δ̃ ),

ou seja, para cada n ∈ N∗ existem wn ∈ B(A,δn) e tn ∈ (0,+∞) tais que π̃(wn, tn) /∈ B(A, δ̃).

Agora, definamos µ := inf
{

ψ(x) : x /∈ M e ρ(x,A) ≥ δ̃
}

. Segue do item a) que µ > 0. Como

π̃(wn, tn) /∈ M e ρ(π̃(wn, tn), A) ≥ δ̃ obtemos

ψ(π̃(wn, tn)) > µ, (4.9)
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para todo n ∈ N∗. Seja µ > 0 obtido acima, segue do item b) que existe ν > 0, ν < δ̃ , tal que

ψ(y) ≤ µ

2
sempre que ρ(y,A) ≤ ν. (4.10)

Tomemos n0 ∈ N tal que δn < ν para todo n ≥ n0. Logo B(A,δn0
) ⊂ B(A,ν) e por (4.10)

ψ(wn0
) ≤ µ

2
. (4.11)

Se wn0
/∈ M segue que wn0

∈ B(A,δn0
)\M ⊂ B(A, δ̃ )\M. Por hipótese temos

ψ(π̃(wn0
, tn0

)) ≤ ψ(wn0
) ≤ µ

2
,

e isto contradiz (4.9).

Se wn0
∈ M, então existe 0 < εn0

< tn0
tal que π̃(wn0

,εn0
) = π(wn0

,εn0
) ∈ (B(A,δn0

)\M) ⊂
(B(A,ν)\M). Segue de (4.10) a seguinte desigualdade

ψ(π̃(wn0
,εn0

)) ≤ µ

2
. (4.12)

Agora, pelo Corolário 4.1.2 e pela desigualdade (4.12) temos

ψ(π̃(wn0
, tn0

)) ≤ ψ(π̃(wn0
,εn0

)) ≤ µ

2
,

o que contradiz (4.9).

Portanto existe um δ > 0 com 0 < δ < δ̃ tal que

π̃(B(A,δ), [0,+∞))⊂ B(A, δ̃).

�

O próximo resultado apresenta condições necessárias e suficientes para que um conjunto fechado

seja uniformemente π̃-estável.
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Teorema 4.1.8 Sejam (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e A um subconjunto fechado

de X .

1. Se existe uma função ψ : X → R+ satisfazendo as seguintes propriedades:

a) ψ é contı́nua em X \ (M \A);

b) Para todo ε > 0 existe um δ > 0 tal que ψ(x) ≥ δ sempre que ρ(x,A) ≥ ε e x /∈ M;

c) Para todo ε > 0 existe um δ > 0 tal que ψ(x) ≤ ε sempre que ρ(x,A) ≤ δ ;

d) ψ(π(x, t)) ≤ ψ(x) se x ∈ X \M e 0 ≤ t ≤ φ(x), e ψ(I(x)) ≤ ψ(x) para x ∈ M. Então

A é uniformemente π̃-estável.

2. Reciprocamente, se A é uniformemente π̃-estável então existe uma função ψ : X →R+ satis-

fazendo as condições a), b), c) e d) acima.

Demonstração: 1. Segue da condição d) e da Proposição 4.1.1 que ψ(π̃(x, t)) ≤ ψ(x) para todo

t ≥ 0 e para todo x ∈ X \ M. Em particular, dado ε > 0, temos que ψ(π̃(x, t)) ≤ ψ(x) para

todo t ≥ 0 e para todo x ∈ B(A,ε) \M. Pelo Lema 4.1.7, existe δ > 0 com 0 < δ < ε tal que

π̃(B(A,δ )), [0,+∞))⊂ B(A,ε). Portanto A é uniformemente π̃-estável.

2. A função ψ : X → R+ definida por

ψ(x) =





sup
k≥0

(
sup

0≤t≤φ(x+
k

)

ρ(π(x+
k , t),A)

1+ρ(π(x+
k , t),A)

)
, se x ∈ X \M

ψ(I(x)), se x ∈ M.

satifaz as condições a), b), c) e d) do enunciado. �

Corolário 4.1.9 Sejam (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e A um subconjunto fechado

de X tal que M ⊂ A. Então A é uniformemente π̃-estável se, e somente se, existe uma função

ψ : X → R+ que satisfaz as seguintes propriedades:

a) ψ é contı́nua em X ;

b) Para todo ε > 0 existe um δ > 0 tal que ψ(x) ≥ δ sempre que ρ(x,A) ≥ ε;
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c) Para todo ε > 0 existe um δ > 0 tal que ψ(x) ≤ ε sempre que ρ(x,A) ≤ δ ;

d) ψ(π(x, t))≤ ψ(x) se x ∈ X \M e t ≥ 0, e ψ(I(x)) ≤ ψ(x) para x ∈ M.

Agora, apresentamos o resultado de estabilidade assintótica para conjuntos compactos.

Teorema 4.1.10 Sejam (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo, X localmente compacto

e A um subconjunto compacto de X .

1. Se existe uma função ψ : X → R+ com as seguintes propriedades:

a) ψ é contı́nua em X \ (M \A);

b) Para todo ε > 0 existe um δ > 0 tal que ψ(x) ≥ δ sempre que ρ(x,A) ≥ ε e x /∈ M;

c) Para todo ε > 0 existe um δ > 0 tal que ψ(x) ≤ ε sempre que ρ(x,A) ≤ δ ;

d) ψ(π(x, t)) ≤ ψ(x) se x ∈ X \M e 0 ≤ t ≤ φ(x), e ψ(I(x)) ≤ ψ(x) para x ∈ M;

e) Existe um δ > 0 tal que se x ∈ B(A,δ )\A, então ψ(π̃(x, t))
t→+∞−→ 0.

Então A é assintoticamente π̃-estável.

2. Reciprocamente, se A é assintoticamente π̃-estável então existe uma função ψ : X → R+

satisfazendo as condições a), b), c), d) e e) acima.

Demonstração: 1. Pelo Teorema 4.1.8 o conjunto A é uniformemente π̃-estável e pelo Teorema

3.1.13 o conjunto A é orbitalmente π̃-estável. Basta mostrarmos que P̃+
w (A) é uma vizinhança de

A. Pelo item e), existe δ > 0 tal que ψ(π̃(x, t))
t→+∞−→ 0 para todo x ∈ B(A,δ ) \A. Afirmamos

que B(A,δ ) ⊂ P̃+
w (A). De fato, como A é compacto e uniformemente π̃-estável segue que A é

π̃-invariante. Assim A ⊂ P̃+
w (A). Precisamos mostrar que B(A,δ ) \A ⊂ P̃+

w (A). Suponhamos que

isso não ocorra, então existe x ∈ B(A,δ )\A tal que x /∈ P̃+
w (A). Logo existem uma vizinhança U de

A e τ ∈ R+ tais que

π̃(x, [τ,+∞))∩U = /0.

Como A é compacto, podemos obter um ν > 0 tal que ρ(π̃(x, t),A) ≥ ν para todo t > τ . Como

π̃(x, t) /∈ M para t ≥ τ , pois I(M)∩M = /0, segue pelo item b) que dado ν > 0 acima, existe η > 0

tal que

ψ(π̃(x, t))≥ η,
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para todo t ≥ τ . Mas isto contradiz a condição e). Portanto B(A,δ ) ⊂ P̃+
w (A) e segue que A um

π̃-atrator fraco. Portanto A é assintoticamente π̃-estável.

2. A função ψ : X → R+ definida por

ψ(x) =





sup
k≥0

(
sup

0≤t≤φ(x+
k

)

ρ(π(x+
k , t),A)

1+ρ(π(x+
k , t),A)

)
se x ∈ X \M,

ψ(I(x)) se x ∈ M,

satisfaz os itens a), b), c), d) e e). Vamos verificar apenas o item e). Como A é assintotica-

mente π̃-estável, temos que P̃+
w (A) = P̃+(A) é uma vizinhança de A. Então existe um δ > 0 tal

que B(A,δ ) ⊂ P̃+(A). Seja x ∈ B(A,δ ) \A, então x ∈ P̃+(A). Dado ε > 0 existe τ ≥ 0 tal que

π̃(x, [τ,+∞)) ⊂ B(A,ε). Logo pela definição de ψ temos ψ(π̃(x, t))
t→+∞−→ 0. �

Corolário 4.1.11 Seja (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo, X localmente compacto

e A um subconjunto compacto de X tal que M ⊂ A. Então A é assintoticamente π̃-estável se, e

somente se, existe uma função ψ : X → R+ com as seguintes propriedades:

a) ψ é contı́nua em X ;

b) Para todo ε > 0 existe um δ > 0 tal que ψ(x) ≥ δ sempre que ρ(x,A) ≥ ε;

c) Para todo ε > 0 existe um δ > 0 tal que ψ(x) ≤ ε sempre que ρ(x,A) ≤ δ ;

d) ψ(π(x, t))≤ ψ(x) se x ∈ X \M e t ≥ 0, e ψ(I(x)) ≤ ψ(x) para x ∈ M;

e) Existe um δ > 0 tal que se x ∈ B(A,δ )\A, então ψ(π̃(x, t))
t→+∞−→ 0.

Apresentamos abaixo um exemplo para ilustrar os resultados acima. Notemos que, mesmo sem

conhecer a solução do sistema, conseguimos informações importante sobre a estabilidade de certos

conjuntos.

Exemplo 4.1.12 Seja X = R2 ×{0,1} e consideremos o sistema semidinâmico (X ,π) dado pelo

sistema autonômo 



x′ = g(x)

y′ = h(y),
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em R2 ×{0} e em R2 ×{1} independentemente, onde g,h : R → R são funções contı́nuas satis-

fazendo as condições xg(x) < 0 para todo x ∈ R e yh(y) < 0 para todo y ∈ R.

Consideremos os conjuntos

M0 =
{
(x,y,z) ∈ R3 : x2 + y2 = 1 e z = 0

}

e

M1 =

{
(x,y,z) ∈ R3 : x2 + y2 =

1

4
e z = 1

}
,

e definamos o conjunto impulsivo M = M0 ∪M1. Agora, definamos a função impulso I : M → R3

por

I(x,y,0) = (x,y,1) para (x,y,0) ∈ M0

e

I(x,y,1) = (x,y,0) para (x,y,1) ∈ M1.

Assim, consideremos o sistema impulsivo (X ,π; I,M).

Dados A0 =
{
(x,y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1

}
×{0} e A1 =

{
(x,y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1

}
×{1}, temos

que A = A0 ∪A1 é assintoticamente π̃-estável. De fato, definamos a função ψ : X → R+ por:

ψ(x,y,z) =






√
x2+y2−1√

x2+y2
, se (x,y,z) ∈ X \A,

0, se (x,y,z) ∈ A.

Como M ⊂ A, mostraremos que as condições do Corolário 4.1.11 são válidas.

a) É fácil ver que ψ é contı́nua em X ;

b) Dado ε > 0, tomemos δ = ε
ε+1

. Se ρ((x,y,0),A0) ≥ ε então

ψ(x,y,0) =

√
x2 + y2 −1√

x2 + y2
≥ ε

ε +1
= δ .

Analogamente, se ρ((x,y,1),A1) ≥ ε então ψ(x,y,1) ≥ δ .
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c) Dado ε > 0, ε < 1, tomemos δ = ε
1−ε . Assim, se ρ((x,y,0),A0) < δ temos:

• ρ((x,y,0),A0) < δ e
√

x2 + y2 ≤ 1, então ψ(x,y,0) = 0 < ε;

• ρ((x,y,0),A0) < δ e
√

x2 + y2 > 1, então

ψ(x,y,0) =

√
x2 + y2 −1√

x2 + y2
<

ε
1−ε

ε
1−ε +1

= ε.

Analogamente, se ρ((x,y,1),A1) < δ segue que ψ(x,y,1) < ε .

d) Sejam x(t) = x(t;0,x0) e y(t) = y(t;0,y0) as soluções dos sistemas





x′ = g(x)

x(0) = x0

e





y′ = h(y)

y(0) = y0,

respectivamente. Sejam z0 = (x0,y0,0) e w0 = (x0,y0,1). Agora, consideremos os semifluxos

ϕ1(z0, t) = (x(t),y(t),0) e ϕ2(w0, t) = (x(t),y(t),1).

Se

√
x2

0 + y2
0 > 1, então

ψ ′(ϕ1(z0, t)) =
∂ψ

∂x
ẋ(t)+

∂ψ

∂y
ẏ(t) =

x(t)g(x(t))+ y(t)h(y(t))√
(x2(t)+ y2(t))3

< 0

para todo t ≥ 0 tal que (x(t),y(t)) /∈ A0. Se (x(t),y(t))∈ A0 segue que ψ ′(ϕ1(z0, t)) = 0. Logo,

ψ ′(ϕ1(z0, t))≤ 0

para todo t ≥ 0 e todo (x0,y0) ∈ R2. Portanto, ψ(ϕ1(z0, t))≤ ψ(z0) para t ≥ 0.

De mesmo modo, mostramos que ψ(ϕ2(w0, t))≤ ψ(w0) para todo t ≥ 0 e todo w0 ∈ R2×{1}.

Como M ⊂ A e I(M) ⊂ A, temos que ψ(I(x,y,z)) = 0 = ψ(x,y,z) para todo (x,y,z) ∈ M.

e) Vamos considerar as notações do item d). Pelo Corolário 4.1.9, o conjunto A é uniforme-

mente π̃-estável, pois ψ satisfaz as quatros condições demonstradas acima. Logo, dado ε > 0 existe
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δ > 0 tal que

ϕ̃1(B(A,δ ), [0,+∞))⊂ B(A,ε) e ϕ̃2(B(A,δ ), [0,+∞))⊂ B(A,ε).

Como A é uniformemente π̃-estável então A é positivamente π̃-invariante (veja Teorema 3.1.3).

E como M ⊂ A, podemos fazer a análise deste item apenas para o sistema semidinâmico sem

impulsos.

Se z0 ∈ B(A0,δ ) \ A0. Como ψ ′(ϕ1(z0, t)) ≤ 0 para todo t ≥ 0, segue que o limite

lim
t→+∞

ψ(ϕ1(z0, t)) existe. Suponhamos por contradição que

lim
t→+∞

ψ(ϕ1(z0, t)) = ℓ > 0. (4.13)

Defina

K = {(x,y,z) ∈ R2 ×{0} : ρ((x,y,z),A0) ≤ ε e ψ(x,y,z) ≥ ℓ}.

Notemos que K é compacto. Assim podemos definir

η := min{−ψ̇(w) : w ∈ K}.

Como A não está contido em K, pois ψ(A) = 0, segue que η > 0. Então −ψ̇(ϕ1(z0, t)) ≥ η para

todo t ≥ 0. Integrando a inequação de 0 a t, obtemos

ψ(ϕ1(z0, t))≤ ψ(z0)−ηt,

para todo t ≥ 0. Mas isto é uma contradição já que ψ é uma função positiva. Portanto

ψ(ϕ1(z0, t))
t→+∞−→ 0.

Analogamente, mostramos que se w0 ∈ B(A1,δ )\A1, então lim
t→+∞

ψ(ϕ2(w0, t)) = 0.

Portanto, pelo Corolário 4.1.11, o conjunto A é assintoticamente π̃-estável.



Capı́tulo

5

Princı́pio da invariância e teorema da

estabilidade assintótica

Neste capı́tulo, apresentamos a versão do Princı́pio da Invariância de LaSalle e a versão do

Teorema da Estabilidade Assintótica para sistemas semidinâmicos com impulsos. As referências

utilizadas foram [8] e [18].

5.1 Princı́pio da invariância de LaSalle

O Princı́pio da Invariância de LaSalle é uma ferramenta muito importante para o estudo do

comportamento assintótico de soluções de equações diferenciais. Este princı́pio fornece um meio

de estudar a estabilidade de um sistema sem o conhecimento das soluções das equações diferenciais.

Para isto, utilizamos uma função auxiliar denominada função de Lyapunov.

Nesta seção apresentamos a versão do Princı́pio da Invariância de LaSalle para sistemas semi-

dinâmicos impulsivos. Iniciamos com a definição de função de Lyapunov que iremos utilizar neste

capı́tulo.

Definição 5.1.1 Uma função de Lyapunov em um sistema semidinâmico impulsivo (X ,π ; I,M) é

uma função V : X → R que satisfaz as seguintes condições:
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a) V é contı́nua em X ;

b) V (I(x)) ≤V (x) para todo x ∈ M;

c) V ′(x) ≤ 0 para todo x ∈ X , onde V ′(x) = lim
t→0+

V (π̃(x, t))−V(x)

t
.

Segue da condição c) acima que V (π(x, t)) ≤ V (x) para todo t ≥ 0 e para todo x ∈ X . Assim,

pela Proposição 4.1.1, temos que V (π̃(x, t))≤V (x) para todo t ≥ 0 e para todo x ∈ X .

Dado um sistema semidinâmico impulsivo (X ,π;M, I), definimos:

i) G ⊂ X um subconjunto fechado e positivamente π̃−invariante;

ii) E = {x ∈ G : V ′(x) = 0};

iii) A ⊂ E o maior subconjunto positivamente π̃-invariante contido em E.

Observemos que se x ∈ A, então V ′(π̃(x, t)) = 0 para todo t ≥ 0.

A seguir, apresentamos a primeira versão do Princı́pio da Invariância de LaSalle para sistemas

impulsivos.

Teorema 5.1.2 Sejam (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e V uma função de Lya-

punov. Suponhamos que L̃+(x)∩M = /0 para todo x ∈ G e I(M)∩M = /0. Então para qualquer

x ∈ G existe um número real α tal que L̃+(x) ⊂ A∩V−1(α).

Demonstração: Seja x ∈ G e suponhamos que L̃+(x) 6= /0. Como G é fechado e positivamente

π̃-invariante, temos que L̃+(x) ⊂ G.

Primeiro, suponhamos que L̃+(x) seja unitário. Então existe p0 ∈ G tal que L̃+(x) = {p0}.

Como L̃+(x)∩M = /0, segue que L̃+(x) é positivamente π̃-invariante pelo Corolário 2.4.7. Logo,

π̃(p0, t) = p0,

para todo t ≥ 0. Assim, V ′(p0) = 0 já que V (π̃(p0, t))=V (p0) para todo t ≥ 0. Portanto L̃+(x)⊂ E

e como A é o maior subconjunto positivamente π̃-invariante de E, segue que L̃+(x) ⊂ A. Definindo

V (p0) = α , concluı́mos que L̃+(x) ⊂ A∩V−1(α).
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Agora, suponhamos que L̃+(x) não seja unitário. Então existem y1,y2 ∈ L̃+(x) com y1 6= y2.

Logo existem sequências de números reais positivos {tn}n≥1 e {sn}n≥1 tais que

tn
n→+∞−→ +∞, sn

n→+∞−→ +∞,

π̃(x, tn)
n→+∞−→ y1 e π̃(x,sn)

n→+∞−→ y2.

Como tn
n→+∞−→ +∞ e sn

n→+∞−→ +∞, podemos encontrar subsequências {tnk
}k≥1 e {snk

}k≥1 tais

que tnk
> snk

para todo k ≥ 1. Pelo Corolário 4.1.2 temos

V (π̃(x, tnk
)) ≤V (π̃(x,snk

))

para todo k ≥ 1. Passando ao limite, quando k → +∞, obtemos V (y1) ≤V (y2).

Da mesma maneira, podemos encontrar subsequências {tnℓ}ℓ≥1 e {snℓ}ℓ≥1 tais que tnℓ < snℓ

para todo ℓ ≥ 1. Pelo Corolário 4.1.2 obtemos

V (π̃(x,snℓ)) ≤V (π̃(x, tnℓ))

para todo ℓ ≥ 1. Passando ao limite, quando ℓ → +∞, obtemos V (y2) ≤V (y1).

Portanto V (y1) = V (y2). Consequentemente, V (y) = α para todo y ∈ L̃+(x) e para algum α

real. Logo V ′(y) = 0 para todo y ∈ L̃+(x) e portanto L̃+(x) ⊂ E. Segue da invariância positiva de

L̃+(x) (pois L̃+(x)∩M = /0) e do fato de A ser o maior subconjunto positivamente π̃-invariante de

E que L̃+(x) ⊂ A∩V−1(α). O resultado está provado. �

Apresentamos, a seguir, o segundo Princı́pio da Invariância de LaSalle para sistemas impulsivos

no caso em que L̃+(x)∩M 6= /0 para algum x ∈ G.

Teorema 5.1.3 Sejam (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e V : X → R+ uma função

de Lyapunov tal que V (x) = 0 para todo x ∈ M. Suponhamos que I(M)∩M = /0. Se para algum

x ∈ G, L̃+(x)∩M 6= /0, então existe um número real α tal que L̃+(x) ⊂ A∩V−1({0}∪{α}).
Demonstração: Suponhamos que L̃+(x)∩M 6= /0 para algum x ∈ G. Podemos escrever

L̃+(x)∩M = {zk}k∈Λ
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onde Λ é um conjunto de ı́ndices. Temos que L̃+(x) ⊂ G pois G é fechado e positivamente

π̃-invariante. Usando a Proposição 2.3.3 e o Teorema 2.4.6, temos que

Γx := (L̃+(x)\M)∪
(
⋃

k∈Λ

π̃+(zk)

)

é positivamente π̃−invariante. Notemos, também, que Γx ⊂ G pois {zk}k∈Λ ⊂ G e G é positiva-

mente π̃−invariante.

Afirmação: V ′(w) = 0 para todo w ∈ Γx e existe α ∈ R tal que Γx ⊂V−1({0}∪{α}).

De fato, como {zk}k∈Λ ⊂ M segue que V (zk) = 0 para todo k ∈ Λ. Assim, para cada k ∈ Λ

fixado, temos

0 ≤V (π(zk, t))≤V (zk) = 0 para todo t ≥ 0.

Logo, V ′(π(zk, t)) = 0 para todo t ≥ 0 e para todo k ∈ Λ. Portanto V ′(w) = 0 para todo w ∈
⋃

k∈Λ

π̃+(zk) e
⋃

k∈Λ

π̃+(zk) ⊂V−1(0).

Como L̃+(x)\M é positivamente π̃-invariante (pelo Teorema 2.4.6), segue da prova do Teorema

5.1.2 que existe um número real α tal que V (w) = α para todo w ∈ L̃+(x) \M, isto é, V ′(w) = 0

para todo w ∈ L̃+(x) \M. Assim a afirmação está demonstrada e pela definição do conjunto A,

podemos concluir que

L̃+(x) ⊂ Γx ⊂ A∩V−1({0}∪{α}).

Isto prova o teorema. �

5.2 Teorema da estabilidade assintótica

Nesta seção apresentamos o Teorema da Estabilidade Assintótica para o caso impulsivo. Con-

sideramos o conjunto G compacto e com auxı́lio de uma função de Lyapunov, estabelecemos

condições para que o maior subconjunto positivamente π̃-invariante A de E seja π̃-atrator e as-

sintoticamente π̃-estável.

Teorema 5.2.1 Sejam (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e V : X → R uma função

de Lyapunov. Suponhamos que X seja localmente compacto, G seja compacto em X , I(M)∩M = /0
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e L̃+(x)∩M = /0 para todo x ∈ G.

i) Se A ⊂ int(G), então A é π̃-atrator.

ii) Se, além disso, V−1(α) = A para algum α ∈ R+, então A é assintoticamente π̃-estável.

Demonstração: i) Devemos mostrar que P̃+(A) é uma vizinhança de A. Afirmamos que

int(G)⊂ P̃+(A). Suponhamos que isso não ocorra, isto é, existe x∈ int(G) tal que x /∈ P̃+(A). Segue

da invariância de G que π̃+(x) ⊂ G. Como x /∈ P̃+(A), existe um aberto U tal que A ⊂U ⊂ int(G)

e existe uma sequência {τn}n≥1 ⊂ R+ tal que τn
n→+∞−→ +∞ e

π̃(x,τn) ∈ G\U

para todo n ∈N. Como G\U é um conjunto compacto podemos supor, sem perda de generalidade,

que

π̃(x,τn)
n→+∞−→ y ∈ G\U. (5.1)

Agora, notemos que y ∈ L̃+(x), o que é um absurdo pois pelo Teorema 5.1.2 temos que L̃+(x) ⊂ A.

Portanto int(G) ⊂ P̃+(A) e A é π̃−atrator.

ii) Notemos que A é compacto em X pois V−1(α) = A é fechado em G o qual é compacto.

Para mostrarmos que A é orbitalmente π̃-estável, basta mostrarmos que D̃+(A) = A, veja Teo-

rema 3.1.10. Como A ⊂ D̃+(A), mostremos a outra inclusão. Seja y ∈ D̃+(A) então y ∈ D̃+(x)

para algum x ∈ A, ou seja, existem sequências {xn}n≥1 ⊂ X e {tn}n≥1 ⊂ R+ tais que xn
n→+∞−→ x e

π̃(xn, tn)
n→+∞−→ y.

Como V é uma função de Lyapunov temos que V (π̃(xn, tn)) ≤ V (xn) para todo n ∈ N. Então

pela continuidade de V obtemos

V (y) ≤V (x) = α.

Suponhamos que y /∈ A. Temos dois casos a considerar: quando V (y) = α e quando V (y) < α.

Primeiro, suponhamos que V (y) = α . Como V−1(α) = A, segue que y ∈ A e isto é uma

contradição.
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Agora, consideremos o caso em que V (y) < α . Seja V (y) = β . Como y /∈ A, A é compacto e V

é contı́nua, existem δ > 0 e η > 0 tais que B(y,η)∩B(A,δ ) = /0,

|V (z)−α| < α −β

3
para todo z ∈ B(A,δ ) (5.2)

e

|V (z)−β | < α −β

3
para todo w ∈ B(y,η). (5.3)

Como π̃(xn, tn)
n→+∞−→ y, existe um natural n1 > 0 tal que

π̃(xn, tn) ∈ B(y,η) (5.4)

para todo n > n1. Por outro lado, segue do fato de A ser π̃-atrator que existe um natural n2 > n1 tal

que xn ∈ P̃+(A) para n > n2. Desta forma, existe τn > tn > 0 tal que

π̃(xn, [τ
n,+∞)) ⊂ B(A,δ ) (5.5)

para todo n > n2. Então

α − α −β

3
< V (π̃(xn,τ

n)) ≤V (π̃(xn, tn)) < β +
α −β

3
, (5.6)

para n > n2, o que é uma contradição.

Portanto y ∈ A e D̃+(A) = A. Assim A é orbitalmente π̃-estável e pelo Corolário 3.3.9 con-

cluı́mos que A é assintoticamente π̃-estável. �

Agora, apresentamos a versão do Teorema da Estabilidade Assintótica no caso em que

L̃+(x)∩M 6= /0 para todo x ∈ G.

Teorema 5.2.2 Sejam (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e V : X → R+ uma função

de Lyapunov. Suponhamos que X seja localmente compacto, G seja compacto em X , I(M)∩M = /0,

V (y) = 0 para todo y ∈ M e L̃+(x)∩M 6= /0 para todo x ∈ G.

i) Se A ⊂ int(G), então A é π̃-atrator.
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ii) Se, além disso, V−1({α}∪{0}) = A para algum α ∈R+, então A é assintoticamente π̃-estável.

Demonstração: i) A prova segue os passos da demonstração do item i) do Teorema 5.2.1, usando

o Teorema 5.1.3 ao invés do Teorema 5.1.2 para concluirmos que L̃+(x) ⊂ A.

ii) Como A é π̃-atrator devemos mostrar que D̃+(A) = A para concluirmos o resultado. Seja y ∈
D̃+(A) então y ∈ D̃+(x) para algum x ∈ A, ou seja, existem sequências {xn}n≥1 ⊂ X e

{tn}n≥1 ⊂ R+ tais que xn
n→+∞−→ x e π̃(xn, tn)

n→+∞−→ y.

Como V é uma função de Lyapunov temos V (π̃(xn, tn)) ≤ V (xn) para todo n ∈ N. Então pela

continuidade de V obtemos

V (y) ≤V (x).

Por hipótese, V (x) = 0 ou V (x) = α .

Se V (x) = 0, segue do fato de V ser não negativa que V (y) = 0. Como V−1({0}∪{α}) = A,

segue que y ∈ A.

Se V (x) = α , suponhamos por absurdo que y /∈ A. Usando a prova do item ii) do Teorema 5.2.1

obtemos uma contradição. Logo y ∈ A.

Assim D̃+(A) = A e A é orbitalmente π̃-estável. Portanto A é assintoticamente π̃-estável pelo

Corolário 3.3.9. �
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Capı́tulo

6

Atrator Uniforme

Neste capı́tulo, apresentamos nossa contribuição para esta dissertação. Estudamos os conceitos

e resultados da região de atração uniforme para sistemas semidinâmicos contı́nuos e generalizamos

estes resultados para os sistemas impulsivos. Os resultados deste capı́tulo estão apresentados no

preprint [4].

6.1 Região de atração uniforme

Iniciamos com a definição da região de atração uniforme para um conjunto em um sistema

semidinâmico impulsivo.

Definição 6.1.1 Sejam (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e A um subconjunto de X .

O conjunto

P̃+
u (A) = {x ∈ X : para toda vizinhança U de A, existem uma vizinhança V de x e T > 0

tais que π̃(V, t)⊂U para todo t ≥ T},

é chamado de região de atração uniforme de A com respeito a π̃ . Se x ∈ P̃+
u (A), dizemos que x é

uniformemente π̃-atraı́do para A.

Definição 6.1.2 Dados x ∈ X e t ≥ 0 definimos F̃(x, t) = {y ∈ X : π̃(y, t) = x}.
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Considerando as regiões de atração e atração fraca definidas no Capı́tulo 3, Seção 3.3, podemos

observar que

P̃+
u (A) ⊂ P̃+(A) ⊂ P̃+

w (A),

para todo subconjunto A de X .

No caso contı́nuo, considerando um sistema semidinâmico (X ,π), temos que a região de atração

uniforme de um conjunto é positivamente invariante quando π possue a seguinte propriedade:

π(G, t) é um subconjunto aberto de X ,

para todo subconjunto aberto G de X e para todo t ≥ 0. Como π̃(G, t) pode ser um conjunto não

aberto no caso impulsivo, mesmo G sendo aberto, precisamos impor alguma outra condição para

que a região de atração uniforme de um conjunto em (X ,π;M, I) seja positivamente π̃-invariante.

A Proposição 6.1.4 estabelece condições para a invariância da região de atração uniforme. Antes

de exibir o resultado, recordamos a definição do conceito da métrica de Hausdorff.

Definição 6.1.3 Seja (X ,ρ) um espaço métrico. Dados dois subconjuntos não vazios A e B de X ,

definimos a distância de Hausdorff entre A e B por

βH(A,B) = max

{
sup
x∈A

ρ(x,B), sup
y∈B

ρ(y,A)

}
.

Proposição 6.1.4 Sejam (X ,π ;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e A um subconjunto de

X . Suponhamos que para todo x ∈ X e t ≥ 0 tenhamos

βH(F̃(xn, t), F̃(x, t))
n→+∞−→ 0

sempre que ρ(xn,x)
n→+∞−→ 0. Então P̃+

u (A) é positivamente π̃-invariante.

Demonstração: Sejam x ∈ P̃+
u (A) e s ≥ 0. Dado uma vizinhança U de A, existem uma vizinhança

V de x e T > 0 tais que

π̃(V, [T,+∞))⊂U.

Consideremos o ponto y = π̃(x,s) e seja T̃ = max{0,T − s}.
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Afirmação: Existe um aberto O de X tal que y ∈ O e π̃(O , T̃) ⊂ π̃(V, [T,+∞)).

De fato, suponhamos que isso não ocorra. Então existe uma sequência {wn}n≥1 ⊂ X tal que

wn
n→+∞−→ y e π̃(wn, T̃ ) /∈ π̃(V, [T,+∞)) para todo n ∈ N∗. Por hipótese, obtemos

βH(F̃(wn,s), F̃(y,s))
n→+∞−→ 0.

Como x ∈ F̃(y,s), segue que ρ(x, F̃(wn,s))
n→+∞−→ 0. Logo existe uma sequência {zn}n≥1 ⊂ X com

zn ∈ F̃(wn,s) tal que zn
n→+∞−→ x. Portanto existe n0 ∈ N tal que zn ∈V para todo n ≥ n0. Assim,

π̃(wn, T̃ ) = π̃(zn,s+ T̃) ∈ π̃(V, [T,+∞)),

para todo n ≥ n0. E isto é uma contradição. Logo existe um aberto O de X tal que y ∈ O e

π̃(O , T̃) ⊂ π̃(V, [T,+∞)). Assim

π̃(O , t)⊂U,

para todo t ≥ T̃ . Portanto y = π̃(x,s) ∈ P̃+
u (A) e como s é arbitrário temos que P̃+

u (A) é positiva-

mente π̃-invariante. �

A próxima definição estabelece o conceito de atrator uniforme para um subconjunto A em

(X ,π;M, I).

Definição 6.1.5 Sejam (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e A um subconjunto de X .

Dizemos que A é um conjunto π̃-atrator uniforme se P̃+
u (A) é uma vizinhança de A.

Proposição 6.1.6 Sejam (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e A um subconjunto de

X . Suponhamos que I(M)∩ M = /0. Se A é π̃-atrator uniforme então P̃+
u (A) é positivamente

π̃-invariante e P̃+
u (A)\M é um conjunto aberto .

Demonstração: Primeiro, mostremos que P̃+
u (A) \M é um conjunto aberto. Seja x ∈ P̃+

u (A) \M.

Como A é π̃-atrator uniforme, existem uma vizinhança V de x e T > 0 tais que

π̃(V, [T,+∞))⊂ intP̃+
u (A).

Podemos assumir que V ∩M = /0.
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Afirmação: V ⊂ P̃+
u (A)\M.

De fato, sejam w ∈ V e U uma vizinhança arbitrária de A. Como π̃(w,T ) ∈ intP̃+
u (A), então

existem um aberto W e s > 0 tais que π̃(w,T) ∈W ⊂ intP̃+
u (A) e π̃(W, [s,+∞)) ⊂ U . Temos dois

casos a considerar: quando T 6= φ(x+
k ) para todo k = 0,1,2 . . ., e quando T = φ(x+

k ) para algum

k = 1,2,3 . . ..

Caso 1: Suponhamos que T 6= φ(x+
k ) para todo k = 1,2,3 . . .. Como w /∈ M, segue da con-

tinuidade de π e I que existe um aberto O de X contendo w tal que

π̃(O ,T) ⊂W.

Portanto π̃(O , [T + s,+∞)) ⊂U e w ∈ P̃+
u (A)\M.

Caso 2: Suponhamos que T = φ(x+
k ) para algum k ≥ 0. Então existe β > 0, β < φ(x+

k+1), tal

que π̃(w,T +β ) ∈W \M. Logo, podemos obter um aberto U de X contendo w tal que

π̃(U ,T +β ) ⊂W.

Portanto π̃(U , [T +β + s,+∞)) ⊂U e w ∈ P̃+
u (A)\M.

Portanto x ∈V ⊂ P̃+
u (A)\M e P̃+

u (A)\M é aberto.

Mostremos, agora, que P̃+
u (A) é positivamente π̃-invariante. Sejam x ∈ P̃+

u (A). Então existe

T > 0 tal que

π̃(x, [T,+∞))⊂ intP̃+
u (A).

Precisamos mostrar que π̃(x,(0,T)) ⊂ P̃+
u (A). Com efeito, sejam s ∈ (0,T) e U uma vizinhança

qualquer de A. Logo existem uma vizinhança W de π̃(x,T ) e r > 0 tais que π̃(W, [r,+∞)) ⊂ U .

Temos que considerar dois casos: quando T 6= φ(x+
k ) para todo k = 1,2,3 . . ., e quando T = φ(x+

k )

para algum k = 1,2,3 . . ..

Caso 1: Suponhamos que T 6= φ(x+
k ) para todo k = 1,2,3 . . .. Como π̃(x,s) /∈ M pois

I(M)∩M = /0, segue que existe um aberto O contendo π̃(x,s) tal que

π̃(O ,T − s) ⊂W.
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Portanto π̃(O ,T + r− s) ⊂U e π̃(x,s) ∈ P̃+
u (A).

Caso 2: Suponhamos que T = φ(x+
k ) para algum k ≥ 0. Então existe um β > 0, β < φ(x+

k+1),

tal que π̃(w,T +β ) ∈W \M. Então existe um aberto U contendo π̃(x,s) tal que

π̃(U ,T +β − s) ⊂W.

Portanto π̃(U ,T +β + r− s) ⊂U e π̃(x,s) ∈ P̃+
u (A).

Desta forma, concluı́mos que π̃+(x) ⊂ P̃+
u (A) e o resultado está provado. �

Se A é um subconjunto compacto de X , podemos dar uma caracterização para a região de

atração P̃+
u (A). Vejamos o próximo resultado.

Proposição 6.1.7 Sejam (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e A um subconjunto

compacto de X . Suponhamos X localmente compacto. Então

P̃+
u (A) = {x ∈ X : J̃+(x) 6= /0 e J̃+(x) ⊂ A}.

Demonstração: Mostremos a inclusão P̃+
u (A) ⊂ {x ∈ X : J̃+(x) 6= /0 e J̃+(x) ⊂ A}. Sejam

y ∈ P̃+
u (A) e U uma vizinhança de A tal que U seja compacto. Então existem uma vizinhança

V de y e T > 0 tais que

π̃(V, [T,+∞))⊂U .

Afirmação: L̃+(y) 6= /0.

Seja {tn}n≥1 ⊂ R+ uma sequência tal que tn
n→+∞−→ +∞. Então existe n0 ∈ N tal que

π̃(y, tn) ∈U

para todo n ≥ n0. Pela compacidade de U , podemos assumir sem perda de generalidade, que existe

a ∈U tal que

π̃(y, tn)
n→+∞−→ a.

Assim a ∈ L̃+(y) e a afirmação está provada.



98 Sistemas Semidinâmicos Impulsivos

Como L̃+(y) ⊂ J̃+(y), segue que J̃+(y) 6= /0. Agora, notemos que

J̃+(y) ⊂ π̃(V, [T,+∞))⊂U .

Como U é arbitrário, segue que

J̃+(y) ⊂ ∩{U : U é vizinhança deA} = A = A.

Portanto y ∈ {x ∈ X : J̃+(x) 6= /0 e J̃+(x) ⊂ A}.

Agora, mostremos a outra inclusão. Seja x ∈ X tal que J̃+(x) 6= /0 e J̃+(x) ⊂ A. Seja U uma

vizinhança de A. Como

J̃+(x) =
⋂

ε>0

⋂

t≥0

⋃
{π̃(B(x,ε),τ) : τ ≥ t},

existem ε0 > 0 e t0 > 0 tais que

⋃
{π̃(B(x,ε0),τ) : τ ≥ t0} ⊂U.

Portanto, π̃(B(x,ε0), [t0,+∞)) ⊂U . Assim x ∈ P̃+
u (A) e a demonstração está terminada. �

O próximo resultado mostra algumas propriedades dos conjuntos J̃+(x) e D̃+(x), x ∈ X . Lem-

bremos que estamos supondo neste trabalho que M satisfaz a condição STC e M não contém pontos

iniciais, veja Observação 2.2.12.

Teorema 6.1.8 Seja (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo. Suponhamos que X seja

localmente compacto e que I(M)∩M = /0. Valem as propriedades:

i) Se x ∈ X , então π̃+(x) ⊂ D̃+(x).

ii) D̃+(x) = π̃+(x)∪ J̃+(x), para cada x ∈ X \M.

iii) Se x ∈ M, então π̃+(I(x))⊂ D̃+(x).

iv) D̃+(x) = π̃+(x)∪ π̃+(I(x))∪ J̃+(x), para cada x ∈ M.
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Demonstração: i) Seja y ∈ π̃+(x), então existe uma sequência {tn}n≥1 ⊂ R+ tal que

π̃(x, tn)
n→+∞−→ y.

Assim se consideramos a sequência {xn}n≥1 ⊂X tal que xn = x para todo n∈N, obtemos y∈ D̃+(x).

ii) Seja x /∈ M. A inclusão π̃+(x)∪ J̃+(x) ⊂ D̃+(x) é óbvia. Por outro lado, seja y ∈ D̃+(x).

Então existem sequências {tn}n≥1 ⊂ R+ e {xn}n≥1 ⊂ X tais que xn
n→+∞−→ x e π̃(xn, tn)

n→+∞−→ y. Se

tn
n→+∞−→ +∞, então y ∈ J̃+(x). Do contrário, podemos assumir sem perda de generalidade, que

existe t ∈ R+ tal que tn
n→+∞−→ t. Pela Observação 2.1.7, existe um k ≥ 1 tal que

π̃(x, t) = π(x+
k−1, t

′)

onde t =
k−1

∑
i=0

φ(x+
i−1)+ t ′ e 0 ≤ t ′ < φ(x+

k−1).

Se k = 1, então π̃(x, t) = π(x, t) e 0 ≤ t < φ(x). Como xn
n→+∞−→ x e tn

n→+∞−→ t, temos que

tn < φ(xn) para n suficientemente grande, e portanto

π̃(xn, tn) = π(xn, tn)
n→+∞−→ π(x, t) = π̃(x, t) = y ∈ π̃+(x).

Vamos assumir que k ≥ 2.

Caso 1: Suponhamos, a menos de subsequência, que tn ≤ t para todo n ∈ N∗.

Como xn
n→+∞−→ x e x /∈ M, temos que

(xn)
+
j

n→+∞−→ x+
j e φ((xn)

+
j )

n→+∞−→ φ(x+
j )

para todo j = 0,1,2, . . .. Se 0 < t ′ < φ(x+
k−1), podemos escrever

tn =
k−1

∑
i=0

φ((xn)
+
i−1)+ t ′n
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com t ′n
n→+∞−→ t ′ e 0 < t ′n < φ((xn)

+
k−1) para n suficientemente grande. Daı́

π̃(xn, tn) = π((xn)
+
k−1, t

′
n)

n→+∞−→ π(x+
k−1, t

′) = π̃(x, t) = y ∈ π̃+(x).

Agora, se t ′ = 0. Então o termo tn é escrito da seguinte forma

tn =
k−2

∑
i=0

φ((xn)
+
i−1)+ t ′′n

onde 0 < t ′′n < φ(x+
k−2) e t ′n

n→+∞−→ φ(x+
k−2), n ∈ N∗. Assim

π̃(xn, tn) = π((xn)
+
k−2, t

′′
n )

n→+∞−→ π(x+
k−2,φ(x+

k−2)) = xk−1 = y ∈ π̃+(x).

Caso 2: Suponhamos, a menos de subsequência, que tn ≥ t para todo n ∈ N∗.

Neste caso, escrevemos tn =
k−1

∑
i=0

φ((xn)
+
i−1)+ t ′n com t ′n

n→+∞−→ t ′ e 0 < t ′n < φ((xn)
+
k−1). Logo

π̃(xn, tn) = π((xn)
+
k−1, t

′
n)

n→+∞−→ π(x+
k−1, t

′) = π̃(x, t) = y ∈ π̃+(x).

Portanto y ∈ π̃+(x) e D̃+(x) ⊂ π̃+(x)∪ J̃+(x).

iii) Dado x ∈ M, existem y ∈ X e t > 0 tais que π(y, t) = x. Seja {λn}≥ ⊂ R+ uma sequência

crescente tal que π(y,λn)
n→+∞−→ x. Defina wn = π(y,λn), n ∈ N∗. Então

π̃(wn,φ(wn))
n→+∞−→ I(x).

Note que I(x) /∈ M, pois I(M)∩M = /0. Dado s ≥ 0, segue do Lema 2.4.5 que existe uma sequência

{εn}n≥1 ⊂ R tal que εn
n→+∞−→ 0 e

π̃(wn,φ(wn)+ εn + s)
n→+∞−→ π̃(I(x),s).

Logo π̃(I(x),s) ∈ D̃+(x) e como s é arbitrário segue o resultado.
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iv) Seja x ∈ M. Pelos itens i) e iii) temos a inclusão π̃+(x)∪ π̃+(I(x))∪ J̃+(x) ⊂ D̃+(x).

Por outro lado, seja y ∈ D̃+(x). Então existem sequências {tn}n≥1 ⊂ R+ e {xn}n≥1 ⊂ X tais que

xn
n→+∞−→ x e π̃(xn, tn)

n→+∞−→ y. Se tn
n→+∞−→ +∞, então y ∈ J̃+(x). Do contrário, podemos assumir sem

perda de generalidade, que existe t ∈ R+ tal que tn
n→+∞−→ t. Pela Observação 2.1.7, existe um k ≥ 1

tal que

π̃(I(x), t) = π((I(x))+k−1, t
′)

onde t =
k−1

∑
i=0

φ((I(x))+i−1)+ t ′ e 0 ≤ t ′ < φ((I(x))+k−1).

Como x satisfaz a condição STC, existe tubo F(L, [0,2λ ]) através de x dado pela seção S. Como

o tubo é uma vizinhança de x, existe um η > 0 tal que

B(x,η) ⊂ F(L, [0,2λ ]).

Denotemos H1 e H2 por

H1 = F(L,(λ ,2λ ])∩B(x,η) e H2 = F(L, [0,λ ])∩B(x,η).

Suponhamos, a menos de subsequência, que {xn}n≥1 ⊂ H1 e consideremos os casos seguintes.

Caso 1: Suponhamos, sem perda de generalidade, que tn ≤ t para todo n ∈ N∗.

Neste caso φ(xn)
n→+∞−→ 0 e π(xn,φ(xn))

n→+∞−→ x. Agora, notemos que

φ((xn)
+
j+1)

n→+∞−→ φ((I(x))+j )

para todo j = 0,1,2, . . .. Vamos considerar os casos quando 0 < t ′ < φ((I(x))+k−1) e quando t ′ = 0.

a) Suponhamos que 0 < t ′ < φ((I(x))+k−1). Então podemos escrever

tn =
k

∑
i=0

φ((xn)
+
i−1)+ t ′n

com t ′n
n→+∞−→ t ′ e 0 < t ′n < φ((xn)

+
k ) para n suficientemente grande. Daı́
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π̃(xn, tn) = π((xn)
+
k , t ′n)

n→+∞−→ π((I(x))+k−1, t
′) = π̃(I(x), t) = y ∈ π̃+(I(x)).

b) Suponhamos que t ′ = 0. Notemos que se k = 1 então t = 0 e tn = 0 para todo n ∈ N∗, logo

π̃(xn, tn) = π̃(xn,0) = xn
n→+∞−→ x = y ∈ π̃+(x).

Então seja k ≥ 2. O termo tn é escrito da seguinte forma

tn =
k−1

∑
i=0

φ((xn)
+
i−1)+ t ′′n

onde 0 < t ′′n < φ((xn)
+
k−1) e t ′′n

n→+∞−→ φ((I(x))+k−2), n ∈ N∗. Assim

π̃(xn, tn) = π((xn)
+
k−1, t

′′
n )

n→+∞−→ π((I(x))+k−2,φ((I(x))+k−2)) = (I(x))k−1 = y ∈ π̃+(I(x)).

Caso 2: Suponhamos, a menos de subsequência, que tn ≥ t para todo n ∈ N∗.

Neste caso, escrevemos tn =
k

∑
i=0

φ((xn)
+
i−1) + t ′n com t ′n

n→+∞−→ t ′ e 0 < t ′n < φ((xn)
+
k ) para n

suficientemente grande. Logo

π̃(xn, tn) = π((xn)
+
k , t ′n)

n→+∞−→ π((I(x))+k−1, t
′) = π̃(I(x), t) = y ∈ π̃+(I(x)).

Por outro lado, vamos considerar o caso em que {xn}n≥1 ⊂ H2. Neste caso, temos que

φ((xn)
+
j )

n→+∞−→ φ(x+
j ), para todo j = 0,1,2, . . .. Assim, podemos usar a mesma prova do item

ii) e concluir que y ∈ π̃+(x).

Portanto D̃+(x) = π̃+(x)∪ π̃+(I(x))∪ J̃+(x) e o resultado está provado. �

O seguinte resultado estabelece condições para que um conjunto compacto π̃-atrator uniforme

seja assintoticamente π̃-estável.

Proposição 6.1.9 Sejam (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e A um subconjunto

compacto de X . Suponhamos que X seja localmente compacto e I(M)∩M = /0. Se A é positi-
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vamente π̃-invariante e π̃-atrator uniforme então A é π̃-estável. E consequentemente A é assintoti-

camente π̃-estável.

Demonstração: Pelo Teorema 3.1.10, basta mostrarmos que D̃+(A) = A. Seja x ∈ D̃+(A). Então

existe a ∈ A tal que x ∈ D̃+(a). Como A é positivamente π̃-invariante e fechado, segue que

π̃+(a) ⊂ A. Como A é um π̃-atrator uniforme temos que A ⊂ P̃+
u (A). Logo, pela Proposição

6.1.7, temos que J̃+(a) ⊂ A.

Caso 1: a /∈ M.

Segue do item ii) do Teorema 6.1.8 que

D̃+(a) = π̃+(a)∪ J̃+(a) ⊂ A.

Assim x ∈ A.

Caso 2: a ∈ M.

Como A é positivamente π̃-invariante e fechado, segue que I(a) ∈ A e portanto π̃+(I(a)) ⊂ A.

Assim, pelo Teorema 6.1.8 item iv), obtemos

D̃+(a) = π̃+(a)∪ π̃+(I(a))∪ J̃+(a) ⊂ A.

Assim x ∈ A.

Portanto D̃+(A) = A e A é π̃-estável. �

A seguir, apresentamos um resultado auxiliar cuja demonstração encontra-se em [11].

Lema 6.1.10 Seja (X ,π ;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo tal que I(M)∩M = /0. Seja

x /∈ M e y ∈ L̃+(x). Então J̃+(x) ⊂ J̃+(y).

Proposição 6.1.11 Sejam (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e A um subconjunto

compacto de X tal que A∩M = /0. Suponhamos que X seja localmente compacto e I(M)∩M = /0.

Se A é assintoticamente π̃-estável então A é π̃-atrator uniforme.
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Demonstração: Como A é assintoticamente π̃-estável temos que A é um π̃-atrator, veja Corolário

3.3.9. Assim, P̃+(A) é uma vizinhança para A, ou seja, existe um aberto V tal que A ⊂V ⊂ P̃+(A)

e V ∩M = /0.

Afirmação: P̃+(A)\M ⊂ P̃+
u (A)\M.

Seja x ∈ P+(A)\M e U uma vizinhança de A tal que U é compacto. Então existe τ ≥ 0 tal que

π̃(x, [τ,+∞)) ⊂U .

Portanto L̃+(x) 6= /0 e L̃+(x) ⊂ A. Logo J̃+(x) 6= /0.

Seja a ∈ L̃+(x). Como x /∈ M, segue do Lema 6.1.10 e da estabilidade de A as seguintes de-

sigualdades

J̃+(x) ⊂ J̃+(a) ⊂ D̃+(a) ⊂ A.

Então, pela Proposição 6.1.7, temos x ∈ P̃+
u (A). Como x /∈ M, segue que P̃+(A)\M ⊂ P̃+

u (A)\M.

Assim, A ⊂V ⊂ P̃+(A)\M ⊂ P̃+
u (A)\M ⊂ P̃+

u (A). Portanto A é π̃−atrator uniforme. �
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