PROBLEMA DE CAUCHY PARA
OPERADORES SETORIAIS

Janete Crema

Orientador: Prof. Dr. Jose Gaspar Ruas Filho

Dissertacao apresentada ao Insti
tuto de Ciencias Matematicas de
Sao Carlos da Universidade de
Sao Paulo para obtencao do Titu-
1o de Mestre em Matematica.

SA0 CARLOS - SP

1990

Trabalho realizado com Auxilio do CNPq e da CAPES.



ABSTRACT

In this work we study the initial value problem
J %= -Ax + £(t,x)
1 x(to) = xp,

where A 1is a setorial operator.

Using properties of fractional powers of operators, it is shown

that the above initial value problem has, under{mild conditions, aunique

classical solution.



RESUMO

f

Neste trabalho estudou-se o problema de valor inicial (P.V.I.)

J, X = Ax + f(t,x)

i x(t) = x,

o] o]

onde A ¢ operador setorial.
Usando propriedades de potencias fracionarias de operadores foi
mostrado que, acrescentando-se algumas condigoes, o P.V.I. acima tem so-

lucao classica unica.
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INTRODUCARD

0 objetivo desta dissertacao € estudar o problema de valor ini-

cial:

(i = Ax + f(t,x)
@)
X(to) = XO >

quando A € operador setorial densamente definido em um espaco de BanachX.
Assim comegamos enunciando os resultados basicos de analise fun-
cional e da teoria geral de semigrupos destacando-se o teorema sobre ana-

liticidade de um semigrupo gerado por operador setorial densamente defini

do.
No segundo capitulo damos condicoes para que existam as  poten-
; - 1 -a -1
cias fracionirias de um operador e definimos A ° = - 771 J A T(A-A) T ax

onde a >0 e Y € caminho, contido no plano, em torno do semi-eixo real
negativo.
Mais adiante mostramos que para o € (0,1)

- m
ATO - _senma

p J S—a(s+A)—1ds. Demonstramos algumas propriedades de Aa,

0
como por exemplo o fato de ser um operador fechado com dominio denso em X
se o >0 e limitado se a < 0.

Destacamos nesse capitulo o teorema que did inclusoes continuas de

D(Aa) em Wk’q(Q) quando k - % < mo - % (p

IA

) e DAY em c' ()

- n
quando Yy £ ma - % onde A e operador definido sobre X = Lp(ﬂ), <R

dominio regular Lipschitziano e D(A) © weP(e).

No terceiro capitulo demonstramos basicamente'que:

Se X ¢é espaco de Banach, A : D(A) ¢ X » X € operador setorial
densamente definido e f : U € R X Xa + X, U aberto, e localmente

Holder continua na primeira varidvel e localmente lipschitziana na segunda

{4)



variavel entao existe uma unica solucao maximal de (1) e ela sera dada por

t
x(t) = e-A(t_to)xo + f e-A(t_s)f(S,x(S))ds,

t
(o]

definida sobre intervalo (to,tl).

a

Além disso se X, € X7, x(t) sera diferenciavel tambem em X e

Mais adiante verificamos como se da a dependencia de x(t;t,&,A,u),
solucao de x *+ Ax = f(t,x,\) com x(1) = £, com relagao a T,E,A e .

Finalmente, no quarto capitulo estudamos a equacao

u +tu = f(x,t,u,ux)

u(0,t) = u(r,t) = 0

para f continua em x, localmente Holder continua em t e localmente

lipschitziana em suas duas ultimas variaveis.
2

2

com D(A) = Hi(O,n) n H2(0,ﬂ) € ope
9x

Mostramos que A = -

rador setorial densamente definido em L,(0,m) e que F(t,u)(x) =

= f(x;t,u(x,t),ux(x,t)) é aplicacao localmente Holder continua em t e
localmente lipschitziana em u; nessas condigoes, dado (to,uo) vai exis-
tir uma Unica solucao maximal u definida sobre (to’tl)’ aproximando-se

de u_ em Cl(O,n) quando t * t desde que wuj € D(A%Y) e

o (o}

+
3/4 < a <1,

Melhorando um pouco as condicoes sobre f a solugao obtida sera
duas vezes continuamente diferenciavel em x e uma vez continuamente di-

ferenciavel em t, uma solucao classica portanto.



CAPITULO 1

PRELIMINARES

Neste capitulo serao apresentados os resultados que usaremos nos
proximos capitulos. Apenas alguns deles serao acompanhados de demonstra-

cao.

11 Teonema:

Suponhamos X, Y espa¢os de Banach, U um aberto em X e

f : Us>Y e tal que para cada x, €U

£Goth) = Zoay Gont + o] [n]|™
{

quando h » 0, uniformemente para ||x—xo|| < ||n]| onde ag(x) e poling

-

mio homogéneo de ordem K , limitado, a, : X > Y. Entao f 3
m vezes continuamente diferenciavel e sua K-ésima derivada € dada por:

£(x) (h hy) = Zay (x)h h

X l,o.c,K K il,oo., i

K
{igsipsenerig}={1,.00,K)

i}

K!aK(x)hl,...,hK se aK(x) for simétrica.

Iz Le,ma.i

Suponhamos X, Y espacos de Banach, U um abertoem X e J um
intervalo compacto em R.
a) Se F:JxU=>Y ¢ continua, a aplicacao x »> F(.,x(.)),
F:¢c@,u) » c(J,Y) tambem sera.

;; )KEKt,x) e continua sobre J x U para

b) Se (t,x) » (

K=0,1,...,r entao a aplicacao x * F(.,x(.)) sera r vezes continua-

mente diferenciavel.
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Se F for analitica em x, ou seja, se o item b for valido
para todo r natural e a série de Taylor de x =» F(t,x) convergir unifor
memente em t € J perto de cada x ¢ U entao x * F(.,x(.)) também sera

-

analitica.

Prova:

a) Seja x ,x pertencente a C(J,U) e xn(t) + x(t) uniformemente

em J quando n » o3 Suponhamos IIF(-,Xn(-))'F(-’X(-))IIC(J )
?

2 e >0; entao 3 t, € J tal que

[F e % (€ )-F(e x(e )] 2 e/2

para n grande.
Desta forma obtemos subsequencia tﬁ + t*, t* ¢ J, contradizen

do continuidade da F em (t*,x(t*)).

K -
b) (t,x) = (—%;) F(t,x) € continua em J x U para K= 0,1,...,r.

Seja x(.) € C(J,U) e 1= {x(t), t € J}, conjunto compacto

X
de U.

Para cada t € J, 3 & > 0 tal que se lhtl < §, tem-se:

T3 \K K
F(t,x(t) + hy) = (25 (52) F(t,x(e))h + r(h,) onde
r(hy)
lim - = 0.
he*O  |h|
C= U B(x(t),8,) é cobertura por bolas abertas, de I.. As-
ted ’

sim existem ty,tg,...,t; € J tal que IJB(X(ti)’dt.) e cobertura

i=l...n i

aberta finita de Ix‘
Tomaremos cobertura finita de Ix de forma que para

i=1,,,n-1, B(x(ti)s S, ) n B(x(ty,.)s 6 ) > B(x(ts), 6, ) com
i ti i+41 ti+l i ti

ti € J) X(’Ei) € IX e 6:]'. > 0.
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Se F for analftica em x, ou seja, se o item b for valido
para todo r natural e a série de Taylor de x » F(t,x) convergir unifor
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— !
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Desta forma obtemos subsequencia t] > t*, t* ¢ J, contradizen
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b) (t,x) » (—%;) F(t,x) é continua em J x U para K = 0,1,...,r.

Seja x(.) € C(J,U) e I, = {x(t), t € J}, conjunto compacto
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Para cada t ¢ J, 3 &, > 0 tal que se lhtl < §, tem-se:
m
F(t,x(t) + h,) = % (—2-)KF(t x(t))hK + r(h,) nd
2% t K=0 * 8x : t t/ onde
r(ht)
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cC= 1 B(x(t),ét) e cobertura por bolas abertas, de I_. As-
teJ ‘ X
sim existem ty,t,,...,t € J tal que IJB(x(ti)’Gt,> é cobertura
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Tomaremos cobertura finita de Ix de forma que para

i=1,,,n1, B(X(ti)’ Gt ) n B(X(ti+1), 6t ) 2 B(X('Ei), 5: ) com
- i i+l i
ty e J, x(ty) e I, e 6ti > 0,



Tomamos § = min {6: } > 0.
i=1,...,n-1 i

Neste caso, ¥ t € J se llht|l < § teremos

F(t,x(t) + hy) = (E () F(t,x(e)h + x(hy) com r(hy) = o |n, ||

se h. =nh(.) € CJ,U) e ||h(.)|| < & entao r(h(t)) sera continua e
portanto r(h(.)) sera continua também. Logo r(h(.)) = 0||h(.)||m e
0 resultado segue.

¢ K -
c) (t,x) » ( a=) F(t,x) ¢é continua sobre J x U para ¥Ke N e

X * F(t,x) converge uniformemente em t ¢ J perto de cada x € U.
i o

Pelo item b) F(.,x(.)) e C .

Queremos agora mostrar que dado x(.) € C(J,U0), 36 > 0 tal

que se ||n(.)]|] =6 e n(.) e c(,U) entao

(*) F(.,x(.) + h(.)) = Kzo T%T'aK("x(’))hK(') converge uniforme-
mente, onde ay € como no teorema 1.
Como no item b) construimos cobertura aberta para Ix:éféxtrai
mos subcobertura aberta e finita.

Tomamos § = min{cSt } também como no item b).
i

Para esse § teremos (*), como queriamos.

13 Teorema:

Seja F um subconjunto fechado de um espago de Banach X, S

um subconjunto de um espago de Banach Y, Ty : F>F, y€S uma con

tracao sobre F.

- ' . o
Alem disso suponhamos que F e S sejam fechos deconjuntosabgrtos F,

o , . ~ ..
S e TyX tenha primeiras derivadas continuas,entao o unico ponto

. . o
fixo g(y) de Ty tera primeira derivada continua em y € S .

Ver [7], p. 7.



14 Teorema:

Seja X espaco de Banach.
A
B

operador linear : D(B) » X.

Se existem a>0 e 0<b<ltais que ||px]||

D(A) » X operador linear fechado

e

A

D(A) < D(B) onde B &

al{x[| + vl]ax]| para to

do x € D(A) = A+B e fechado.
Prova:
[ amyey |2 |y |- 1By | 120000 | [y -0 [, ||
Logo ||Axn|| b (ll(A+B)anl + allxn||)(l—b)_1 e se
X, > x e (A+B)xn >y = ||xn—xm|| >0 e ||(A+B)(xn—xm)|| + 0.

Portanto ||A(xn-xm)|| > 0, logo x € D(A) e Ax, » Ax pois A

e fechado;mas se x € D(A) © D(B) teremos:

A

||(A+B)(xn-x)||

A

como queriamos.

4Gy ||+ [[Boxy0 ||

al|x ~x|| + )| |aGx ) |] + 0

I; Teorema:
Suponhamos a,b 2 0; 0 £ a,8 <1 e u: [0,T] * R integravel com
. t
0 = u(r) = at * + bf (t—s)_Bu(s)ds a.e sobre 0 < t < T,
o .
Existe uma constante K dependendo somente de b, B e T tais
K -
que u(t) = 1-x at a.e sobre (0,T).
Prova:

Definimos uma aplicagao B 1linear,

s

t

A

o =B
B: ¢~ {bf (t-s) "¢(8)ds, O

o}

T}



Note que B preserva ordem, ou seja se ¢ < ¥ entao Bo S By.

Se u/t=at e 0Zu(t)su, +Bu(t) =B(u(t))s

!

g B(uo(t) + Bu(t)) .°. u g u, + Bu & u, + Buo + Bzu.

Seguindo o raciocinio:

m-1

k m
us I,B Uo(t) + B u(t), t e (0,T).

Mostremos que Bm¢(t) + 0 quando m » ~ para cada t ¢ (0,T).

Para isso mostremos primeiramente que

t m(1-8)-1
m - m{  _(t-u) ¢ (u)
B g(t) = [b(-B)!] Io CIEEDISAY

Mostremos o resultado por indugao.

t -8 t (t_s)l(l-B)—l
m=1, B¢(t) = bfo(t—s) ¢(s)ds =\[b(—8)!]fo ES T ¢(s)ds
Suponhamos
m-1 _ ( m~1 s_&s—u)(m—l)(l—s)—l¢(u)

B ele) = b=B1) JO (@Dha-sp-1y
t
B (t) = B(Bm'1¢(t)) = bJ (t-—s)'BBm’1¢(s)ds =
o
t s (m-1) (1-B)-1
= —eyBrno m-1 _(s=u) ¢ (u) .
= bfo(t s) “[b(-B)!] (fo (D A= du)ds
S T [t fs =By (m=1) (1-8)-1
(@D -1 ) 1, e ¢ (w)duds

Trocando a ordem de integragéo teremos:

m m-1 t(t
Bee) = ((bm—[l()-(sl)—!B])—l)—' f J (t=5) " (am) @D 78T () dsw
‘ou
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P (-g) 112
(1) (1-f)-1) !

Seja K(m,b,B) = e

t ~
f (t-8) "B (s—u) @D QA-B)-1 4o = F(p, (m-1) (1-8)-1)

u

se s = vhu

t-u
B(8, (m-1) (1-8)-1) = J (t_v_u)-Bv(m—l) (1-8)-1 4,
(o]

e se v = —L%ifl-(x+s)

m(1-B)-1 (X+S) (m-1) (1'3)‘1(S_x)‘BdX

- S
B(B, (m-1) (1-8)~1) = f ~{t-u) m(1-)-1

-s (2s)

A ~
Assim J (—t—z'si-)l'm(l‘s)e'zss(g,(m—l)(1-3)-1)ds -
. |

A s
- J e-ZSJ (S—X)_B(S+X)(m_l)(l—e)_ldXdS
o =S

s=X = 1 T+0
Fazendo § = =5
stx = ¢

_T_UT_Bo(m—l)(l—B)_l'%drdc onde R, é regiao do

ficaremos com JJ e
Ry

plano limitada pof 1t=0, 0=0 e 1t0 = 2A.

Assim
lim %” o~ T=0=By (m=1) (1-8)~1 4 4. -
Areo R
A
- %J J T 0B (@D (=81 g 45 = (o)1 [ (m-1)(1-8)-1]!
[eRaXe}

J e e 11 Q=-B)F (g, (m-1) (1-8)-1)ds
(e}
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2(=8) ! [ (m-1) (1-8)-1]1 (t-u)

m(l-B8)-1

B(8, (m-1) (1-8)-1)

(o}

n(1-8)-1 _(-B)!'[(m-1)(1-B)-1]!

J e-ZS(zs)m(l—B)-l ds

(t-u)

n

0

J e_uum(l-e)”l du

m(1-8)-1 (-B)!{(m-1) (1-B)-1]!

(t-u)

B¢ (t)

o

[m(1-B)-1]!

t ~
K(m’b’B)J ¢(U)B(B,(m—l)(l—8)-l)du =

m m t ‘
b [ (-B)!] J RRLICEI IS PR
o

(m(1-8)-1)!

f

m
B ¢(t) como queriamos.

m-1 K -
Temos u(t) £ kéo B uo(t) + B u(t),

Assim mostraremos que a serie acima

convencionando~-se

converge e COm O mesmo argu-

m
mento mostraremos que B u(t) + 0 quando m » =,

Em primeiro lugar uo(t) = at_a e integravel em [0,T]. Assim

m -—
Pt = imm-nr

1A

(m(1-g)-1) o

para m > 1-8

b [(-p) 1" tm(l-B)-lftau—ad

b [(-8) 11" It(t-u)m(l_s)_lau-adu

u



Pelo teste da razao, se

_lb(-B)]m+l ¢ (m+1) (1-8)-1
1im — (@) A=-F)-1) 7 ° _
me _ [b(-p)!]" (m(1-B)-1

(m(1-B)-1): )

- 11 1-8, _(-B)!m(1-B)-1)!
Un [b.e" . T a-e-D!

for menor que 1, mzOBmuo(t) converge. Consequentemente B u(t) » 0 quan

do u for integravel (pelo mesmo motivo que Bmuo(t) + 0 quando m * ),

1
Seja B(x,y) = J tx_l(l-t)ynldt a funcao Beta. Temos de resulta-

o
® - -1 /
f e ¥ de e a

dos de Analise que B(x,y) = ?Eil;§ ) onde T (x)

)
funcao gama e T(x) = (x-1)!
Assim
(-g) ! =((1-p)-1)! =T(1-B) e
_(-B)i(m(1-B)-1): _ _ _ -
((atl) (1=B) -1} ! B(1-B,m(1-8))
1 1
f t 7B (1-e)m(A-B)-1 4
)
m(1-8)-1

Mas 0 < 1-t £1 para t ¢ [0,1), desta forma (1-t) + 0 unifor-

memente quando m > * em qualquer intervalo [t ,1] < (V,1]. Além disso

escolhendo t  pequeno o suficiente teremos que B(1-g,m(1-8)) <
¢ 176
o

1-8

1
1-8°

A

<1 para m >
Logo o limite acima € menor que 1, como queriamos.
. © _m m ] .
E assim mEOB uo(t) converge e B u(t) » 0, para u integra-
vel, quando m > «.

- © m _
Temos entao que u(t) s I Bu (t) =

m m t
- @ b [(-B)!] m(1-8)-1
T U * ok TGase)-DT JOUO(S)(t_S) ds, mas

(t_s)m(l—B)-l = (t_s)(m—l)(l-B)-B



e m(Zoleu(t) converge ¥u integravel, logo se u(t) =1 =
pU(-g1]"
m=1 (m(1-8)-1)!

™8

m(1-8)~1 <.

t t/2 t
EJ 7% (t-s) "Pds = J % (t-syBa 4 f £ 7% (t-s) "Pds <

o o t/2

t.-B,t\l=0 1 t.-a, t1-8 1
@@ "TET . T * ) & g g
<_£:i(tl—8,26+0'—1(1 +—_:.L_)) .o u(t) < Ké_t_:_fx K = K(B,T,b)
= l—a 1-8 . = 1-1( ] £} s
1, Conolario:

Se a,b20, 0<a,B <1l e u: [to,T] > R for integravel

t
com 0 g u(t) < a(t—to)_a + bf (t—s)_BU(s)ds em t <t <T, entao
. t o
K -a
u(t) < o a(t-t)) 5 t <t <T e K depende somente de b,8,T.
Prova:

De fato, v(t) = u(t+to) osta definida sobre intervalo

[O,T—to] e satisfaz as hipéteses do teorema anterior. Logo v(t) £

K t-a
I-o 2 ‘

K - r
alt-t como querliamos.
l-o ( 0) d

Portanto u(t) = v(t—to) <

17 Teorema:

oh . . o -~ -
Seja € ¢ R um dominio regular Lipschitziano.Entao nos tere

mos as seguintes inclusoes continuas:

a) WoP@) ¢ w9Q) se m

w
=~

|

NoBl=)

o

IIA
[Mal

A
'8

n
P

b) weP() < CY(Q) se m - ;

|
v

<2
v
[e]

Ver [1], p. A.20.
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T¢ Teornema (Desigualdade de Nirenberg e Gagliando):

Seja Q c Rn um dominio regular Lipschitziana.Entao se
l<pyrseo, 0sj<k, 0=2as1l, existe constante C tal que:

a 1-a

pJ <¢ :
a) || UIIL o 'Iul,wk,r(g) ull,

p {

X n n -n 1l .a l-a
s - = £ - =) + (1~ —_— = 22 4 (==
e -3 a(k r) (1-a) ( > ) e g T ( > ) (excluindo apenas
Casoj=k-%,1<r<oo,q=oo, a:l);

a 1-a
) ol jig, = Clull o Tl
c T (R) WK T (o) p
f

se j +a s ak - %) + (l-a)G:§0 » a2 0 (excluindo apenas o caso
j+ta=k - % = inteiro maior ou igual a j, a = 1).Ver [IJ p. A.21.

14 Deinicio:

Seja X um espaco de Banach e [L(X) a algebra dos operadores

-

-~ +
lineares limitados de X. Diz-se que uma aplicacao S : R = L(X) e um
semigrupo de operadores lineares limitados de X se:

I) S(0) = I, I operador identidade de X.

IT) S(t+s) = S(t)S(s), ¥t, s ¢ R

Se além dessas condicoes tivermos também

I1I) lim |](S(£)-D)x|| = 0 ¥x ¢ X diremos que S &

t+0+

semigrupo de Classe Cg.

Lo Definicao:

0 operador A : D(A) » X definido por:

S(h) . _
D(A) = {x/lim -“;——l x existe} e Ax=1lip S{M-L X ,¥xeD(A)
. h>0 o P

€ dito Gerador Infinitesimal do semigrupo S.
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Se S(t) e semigrupo de classe C. e A seu gerador infinitesi

o
At
mal escreveremos S(t) = e -

1,7 Proposicdo:

A
Seja e t semigrupo de classe Co'

a) Se x ¢ D(A) entao eAtX e D(A) ¥t 20 e
At
= e

b) Se x ¢ D(A) entao

/

t A At b Au
c) Se x ¢ X, entao f e Uxdu e D(A) e e xx = AJ e “xdu
(o] (o]

Ver [4],-p; 10.

19 Proposicao:

0 gerador infinitesimal de um semigrupo de classe C0 € um opera

dor linear fechado e seu dominio € denso em X. Ver [4], p. 12.

1,3 Proposicao:

. Se eAt e semigrupo de classe Co e A seu gerador infinitesi-
mal entao:
a) D(An) € um subespa¢o de X com An operador linear de X e

D(A") ¢ denso em X para n € N;
b) Se X ¢ D(An), eAtx € D(An) neN e tz 0. Ver {4], p. 18.
114 Definicao:
Suponhamos A : D(A) € X + X satisfazendo para algum V¥ em
(n/2, 1] que I = {A,|arg X] < P} esteja contido no conjunto resol-

vente de A e ||(A-A)—l|l s £ quarido A ¢ L. se alem disso A for

Y
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fechado e D(A) denso, dizemos que -A e um operador setorial.

1 15 Teonrema:

Suponhamos A : D(A) ¢ X » X densamente definido e =-A operador
setorial, com a, C e ¢y reails tais que Tm/2 <Yy ST e

Z= {2 |arg(A—a) < ¢} © P(A) e nesse conjunto I, ||(A—A)_l}] < —fg—]— .
A-a

Entao A é gerador infinitesimal de um semigrupo de classe C

At

o’

At ’ ~ s
{e s t 20} [(X); t>e estende-se a uma funcao analitica que

vai de {t e C: |arg t] < % -V} em L(X).

Alem disso l|eAt||

s Mt e ||AeAE|| Mt_leat para
L(X) '

IA

Ver [1], p. 27.



CAPTTULO 11

POTENCIAS FRACIONARIAS DE OPERADORES

II,Twnwm:

Seja A um operador fechado, densamente definido num espaco de
-1
Banach X cujo resolvente contenha (-~,0] e tal que [[A(x-8) 77| |s M

quando A £ 0, para alguma constante M., Entao E B € (0,7/2) tal que o

~

conjunto I = {}; larg A' 2 1-8} c p(A) e alem dissoII(A-A)_lll < T_M—T’
Re)

para alguma constante M.

Prova:

|

Seja R>0 e X e p(A), entao (A—A)-1 - (R-A)“1 =

= (MR) (A=) T (-Rr-m) L. |
-1 -1 -1

Logo (A-A) =~ = (-R-A) ~ [I+(A4+R) (A-A) ~].

Mas  (I-(MR) (<R-A) D) (T+(+R) (A-A) 1) = I, e se
| x+R| ||(-R—A)’l|| < % , K> 1, (I-O4R) (-R-A) D71 sera limitado e
| (- o) (-R-0) D 7H | £ =55

Teriamos entao (A—A)”1 = (-R-A)-l[I—(A+R)(-R—A)—ll—l-

Assim seja A = -R+iS, R,S reais, R >0 e ¢ = arg A; entao
|tg v bS] |

tg ¥| = ——.
AR - -

Se impusermos que | R | < éM entdo |A+R| || (-R-A) 1l| < %
j& que |aR| ||-r-&) M| = '*;R R R0 M| < o= g

Desta forma ||(A—A)-1,| = lI(-R-A)—l!'-lII-(X+R)(—R-A)_1)—1l| £
<MK M como queriamos.

RTOK |Re 2|

11, Definicao:
Seja A satisfazendo hipoteses do teoremsa IIq. Entao para

qualquer o > 0 definimos:

13
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=0 -1 -a -1 .
T J A 7(x-A) “dX onde Y € o seguinte contorno em p(A):
y

[x—iR sen@, x € (~»,-RcosO]
ix

Y = IRe s X € [0-7,71-0]

-x+iRsen®, x ¢ [RcosO,») , © € (0, %] e R>0

Observacao:

J A-Q(A-A)_l @A converge e e operador linear continuo pois pelo teo

Y
. < 1 ¢ M ,
rema anterior, para A dentro da regiao I , | | (A-4) | S Re 75 @assim se

indicarmos por Yy a parte de Y que intercepta a regiao I e por Yg ©

restante de Y, pafa X € X teremos:

A

||j A (-8 Yk an | ||f A% (-8)"1x dx||+]|f A (-a) "1 da] |
Y Yg s

-1-a
>

< [lxl] cte + | flRe A% x[| [ar] < ctellx]| 34 aue |Red] 0

5>
quando IRe )\[ > 4o,

113 Teornema:
J/reio s T € (-=,-R]}
Se y' = Relx y X € [0~7,7-0]
lrel(“—@), r € [R,®)
-1

- - - -1 -a -1 ;
e y' © ¢ entao 21:11( 'J\ “A-a)"1da = = fy)\ (A-A) “dXx, onde Yy € o
A

caminho dado na definicao II,.
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Prova:

1
KM com K>1 e M

i
Tomamos O ¢ (0, ) tal que |tg(m-0)| <
li

€ a constante dada no Teorema I14.

g

s LIS | ' =
Seja y' =y'wuv YR U Yy e Y Y_ U YR U Yo

Unindo Y; e Y por semireta L+ paralela ao eixo vertical te

+

remos um caminho fechado dado por L+ U (-Y;) Uyge

Seguindo esquema anterior teremos que: .
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-a -1 Q‘ 7.7 .-aM K_“, -a-1
||J A (A-a) TdA] ] s JK ¢/ L7y" ) T pdy s f ML dy =
Ly + +
=L - 2L 50 se £,

Segue que J A—a(A-A)-ldk = J A—G(X—A)—ldx e analogamente

'
Y+ Y4

J A‘G(A—A)_ldx = J A—a(A-A)-ldA, como queriamos.
A

Y_ '

Observacao:

a - » .
Note que A e invariante sobre qualquer caminho Yy contornando ei

xo real negativo, desde que:

a) y < p(A)

b) Somente uma parte limitada de Yy esteja fora de L.

11 4 Teonema:

Se o ¢ (0,1) entao:

A_X =-§2212Lf s—a(s+A)flxds
X T o

Prova:

Temos que AT = -¥ J A_a(A—A)_ldX onde Y' € o contorno do teo-
X 27i .Y|

rema IIS'

\J

Assim y' = vy! u yg v Yi

llJ A% (A=) Ixdr] |
Y |

A

-0
|| ko] x| = 20 |]x| | 1% 0
m+0 )

quando R,0 > 0.

Mostremos entao que

I A—G(X-A)-lxdk -~ e-inaJ r_a(r+A)_lxdr quando R,0 + 0.
Y! o '
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Em primeiro lugar

J % sy " Ldy = f (rel(T=0)y=a  1(n=0)_,y=1,-1(n-0), 4
Yy R

_ rr-aei(n-e)(1-a)(rei(n-e)_A)-1xdr
R

o l Ir-aei('n-Q) (1-a) (rei('n—e)_A)—lxl I <

r_a%Hxll se T > R/
<
Lr-aﬁllxll se 0=r <R

A

IIJ 2" -my L

R ©
J OEI_QHXHdr + f Mr—a-lux“dr <= se R+ 0.
Y R

+ R o

Entao | |f r—ael(ﬂ—o) (1-0) (rel(."me)--A)-1 xdr +
o

+ f L CT xdr|| = || f e imapma(o710(1-0) (1 (m=0)_py-1
o (o]

(r+A)-l)xdr| I

+
A

| |x| | f r (| Ie—ie(l-a) [rei(n-e)-A)—l+(r+A)-l] | |-+
o

+

le—iO(l-oc)_ll l l(r+A)_l‘ |)dr -

J ] e (ele ™01 || et T D-my ) 7H | +
(s}

+

|6 1O | || e+ D ar.

Integrando de 0 a R, ede R, a «, teremos que essa integral

vai para zero quando © > 0, ¥x € X,
Usando o mesmo raciocinio teremos

f A% (a=a) Txdr » el"“f % (r+a) " Ixdr  wx € X,
Y! o

.quando R+ 0 e © >0
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e—ina+eiﬂa

. 1 -a -1 - ¥ -a -1 =
T T f A T (A-A) TxdA = 571 J r (r+A) “xdr =
Y (o]
i © l
= _EE%FHE_J r Y(r+a) " 'xdr como queriamos.
)
115 Lema:

Se Yy € o contorno dado na definicao 11, entao:

-

-1 f 1= "y = Resfduo w%u-n)"L = A
2mi Y = by

quando A € um ponto a direita de Y e a integral sera nula se )\ esti-
f

ver a esquerda de Y.

Prova:

Sﬁponhamos A a direita de Y.

Seja Yy o seguinte contorno fechado.

 x - iRsen®, x € [-L,-Rcos0]

Re * x ¢ [0-T,1-0]
¥ -
-x+iRsen®, x ¢ [Rcos0O,L]
-i
Le X, X € [\p-‘ﬂ,'ﬂ—\l)]

\

. -R ]
onde L é real positivoe ¢ = arctg(——éﬁg———).
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-1 - - _ _ _
Assim =3 J_ S (u-2) lay = Resfduo b =) 1.,@

Y = A
- -ix
Alem disso se YL < Le s X € [y=m,m=-y]
lim J u-a(u—k)—ldu = 0 pois |u_a(u—l)-l| < (Kil )IReuro‘—l
Lo ‘v
L
para L >K|A| e K> 1.
Logo lim 2;1 J_ u_a(u-k)_ldu = 75;—1 u_a(u-K)_ldu = ¢
Lo YL mi Y

como queriamos.
Da mesma forma, se A estiver a esquerda de Yy, a integral sera

nula ja que o integrando sera analitico no interior de ;L’ VL.

Para qualquer constantes positivas o e B, tem-se
A_aA—B = A-(a+8)o
Prova:

Suponhamos, sem perda de generalidade, y' & esquerda de Y. Entao

A7BAT = -lj A Eo-a ! -:I—J "% (u-8) "Lxdy) da=
2ri v 271 Y

Mas (u-x)—l[(X—A)-l-(u—A)_I] = ()\-A)_l(u---A)-1 quando - A,u € p(A),

logo

ABA% - (2’1. )ZJ f k'su'“(u-x)'l[(A-A)'l-(u—A)'llxdudx =
Tl .Yv Y

_ -1 -1 —a, ,\-1 By -1
C o JY.[ 7nl JY“ (=1 T au AP O-a) T +

r o [ TP e Tan T o0 T,



Pelo Lema

A_BA-ax =

117 Teonema:

Se a > 0,

Prova:
-
Se A x =
. -n+o-o
anterior A X
-0,
tanto A

A%,

quer

1T, Definicdo:

w

Se a

Definimos

0,

AO

119 Teorema:

o.

a) Para
b) Se
c) Para
d) Se
e) Se
f) Se

g) Se

Prova:

R

w

o

x €

X €

X €

A

20

II5

( 2;1 )J A-QA-B(X-A)_1XdX NG como queriamos.
-Y'

—a -
A e operador injetivo.

-n+a -0
0= A""2A"% =0 para n > a. Assim pelo teorema

-Nn -
= A X =0; mas se n e inteiro positivo x = 0. Por-

e injetivo.

(A% =R e A% : DAY c X > X é a inversa de

= I,

>0, AY & operador continuo;
B entio DA% < p(a);

a > 0, D(Aa) ¢ denso e A & fechado;

~ +
D(AY) e Y = max(a,B,a+B) entao AaABx = ABAax =AY BX;

- -A -A -At
D(A%) entio e "Tx € p(a%) e AtaA%y = A% ALy,

= A
o : - o -1, _ -1 0
D(A) e XAe p(A) entao A (A-A) "X = (A-A) X

- ~ -A o
e operador setorial entao R(e t) ¢ D(A") para qual-

a) ver observacao que segue definicao II,.

Suponha

mosSs

A% 1limitado quando 0 < o < 1.
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b) a2z 8 = pa* < pady.
De fato

y tal que x = A-ay, mas por II
2

[$9]

x € DAY

-+ - - -a+ - - -~
ATY B.A B A B.A otf A" uma vez que B e -f+a sao nao negativos.

-a+
o B.y

Logo x = A B.A - a7 y) L x e paby.

\

c) D(Aa) é denso e AY € fechado, a > 0. De fato:

A ¢ gerador infinitesimal de um semigrupo anaiitico, portanto de
classe C0 e D(A) e denso, logo D(An) € denso n € N. (ver 113).

Mas pafa todo & positivo, En ¢ N tal que a = n.

Pelo item b da demonstracao

D(A") < p(a%)

Portanto D(A") é denso.

B B,a

d) a%PByx = APy = AR

A"Px quando x € D(AY) e vy = max(a,B,0+B)

1) a,B < 0 (teorema 116)

2) a, > 0 y‘= a+B

Assim x € D(AY) implica na existencia de um y € X tal que

X = A—(a+8)y; mas por II, x = A-BA-ay = A_GA-BX

Logo
ACtBy o potB pm(atB)y =y
A%Bx = A%aBaBA™Yy = y
APa%x = APa%a %A By =y
CA%By o a%aBy - ABA%% wx € DAT)

) a<0<p y=8

Suponhamos o + B < O

se x e DAY = x e DY) n p(a%+8)

Logo Aa+B

pois a,ot+B < B

X = Aa+BA-By‘= Aay para algum y € X,

Por outro lado APA%x = aPa%a™By = APa7BaCy = A%

. vx e D(AY), A%TB o a%pB o By
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Suponhamos o + B < O,

Assim se X ¢ D(AQ) — X = A-(a+8)z
0;+BX = Aa+BA-a_BZ =

Entao A z; pela parte anterior

a%aPx = A%APATOBs = A% =,

ABa% = aBa%pTe By o,

e

wx < D(AY), A%TB - a%aB o ARy

e) Se >0 e xc¢€ D(Aa)

e Aty x - e'At(—-er—)J A% (a-a) Ixdn) .
211

y
-At - X
Mas e e operador limitado e comuta com o resolvente de A,
logo:
JTAtma, =1 J "% At gy 1xay =
271 , s

Y

—ae—AtX.

= '? f A'“(A-A)'le'Atxdx = A
211 y

- -a
Ainda para o > 0, se x € D(Aa) entao EZ y € X tal que X=A Y.

- - -At ,~0,0Q -a_-At,0
Agora se Xx € D(Aa) entao e Aty - e TATUAYx = AT%TPMATx, o que

e . -At o X o : ‘
significa que e ~ X € D(A"); e mais, aplicando A em ambos os lados da
ae—AtX - e-AtAax

igualdade tem-se A como queriamos.

f) Se up,x e p(a) = ()\—A)_l e (u-A)'-1 sao continuas e comutam.
Logo se a < 0 entao D(Aa) =X e

A% (a-a)"1x =

1 f 1 (u-a) T (a-a) “Ixdy =
2mi

Y
- - o J W (- "Ixap) = O-m)Tla%
mi
Y
Se >0 e x € D(Aa) x = A—ays y € x. ‘

24081k = A%0-0) 1A%y = en) Ty (-a) 7%

g) R(e—At) c p(A”) para t >0 e 020 se A setorial.
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De fato,
- -At
da proposicao 1I;, temos R(e ) < D(A).
Assim e At aplica X em D(A), D(AK—l)
Al-K

em D(AK) para

"At = e-AtAl_Ky

K=1,2,... Se x ¢ D(AK-l) =X = y. Entao e X

1-K _-At
e

= A y (ver Illa)).

Mas e_Aty € D(A) logo e y=A"z

.oe By o Al %a7l, o 47K, para K = 2,3,... como queriamos.
-At _Aﬁm -At
Assim escrevendo e X = (e )x vemos que e X aplica X

em D(A") para m = 0,1,2,...
Mas do item b temos D(Aa) c D(AB) quando o 2 B e qualquer

- -At o
real positivo estd entre dois inteiros positivos. Logo R(e ) < D(A")

[\

¥ a 0.

11 10 Teonema:

Se ae [0,1], x € X e u >0 entao II(A+u)_lX|| ES
s k™7 [a7%]].
Prova:

Se a=0 ou ao=1 trivial.

Se

QR

€ (0,1) temos do teorema II, que

-0 _ _senma J s'a(s+A)—1ds

A m

)
||s(s+A)—l|| <M para sz 0 e l‘(A+s)(A+s)—1|| =1
|las+a) 7] s 144 s 2 0. :

- . . -
A™% & contfnuo .°- D(A ) =X a20 e

(A1) Ix = (adu) TA%A %,
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A%a+) 1A% e

"

Por Il (f) (A+y) 1x

Aa-l(A(A+u)_lA_ax) =

Por 1l () (A+u) " x

. —ﬁﬁﬂﬂiﬁ:ll—f 5% (s+a) MA(an) AT ds =

i
(o}

u oo
= _§£%;ﬁ_(f + J )sa 1(A+s) lA(A+U) 140 ds
o H

U
= —-s-g%:ﬁ-f s 1(A(A+s) l)(A+u)"1A %% ds +
(o]

+ S J ¥ Lesrmy T aat) HA™%x ds

U
/
- o _ _ _
togo || (a el | € 22272 12 [acermy | [T eannTH a7 ae
o
e f > ars) M | |acar ™ | |a™%%] lds =
]

A

u
_EE%EE_J sa—l(M+l)Mu—l||A_ax||ds +
)

+ f sa_lMs-l(M+l)||A_dx||ds <
u

A

U oo
ﬂ;&-(M+l)_2HA_axH(I I FY f 024 -
o H

o~

_ _senma 211,~% u
= T M+1) \‘A X“ ) 0<ac<1

sent (1-a)

mas se o »> 1 entap ————— =7 5> 1
m(l-a)
e se a>0 entio =% 51
o

Logo H(A+1J)—1XH £ Kua_ll ‘A_GX“ para X € X e o € (0,1).
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T4, Teorema
a) Suponhamos X € D(Aa) para algum @ ¢ (0,1]. Entao definimos
X = (I+eA)_lX para et > 0 e teremos:
[xe - xl1 = ke |a%]|

|| = Keu_lllAaxll ¥e > 0

Prova:
-1 o
X = (I+€A) "x  x € D(A)

. A(T+en) " TATHA%X |

Ax

AA~% (T+en) "%

ATCA(T+eA) 1A%

Note que (1+eA)—lAax e D(A)

Portanto

[ lax_|| -Esglz_f || (s+4) "tA(T+en) 1A% |ds <
(o]

-1 _ - -
< _sento JE s a“A(s+A) l“ |\(I+€A) ll! “Aax‘1ds +
< - ]
4 Senma f 87| | (s+a) L] | | |aczrea) | | 4% |ds =
K -1
€
-1 -
< _senma (fe s~¢+1)M| [a%x| |ds + j s™o%Ms™te Tt (+1) | | A% | | ds)
T o €—1
A a-1 a-1
s (w28 || x| | (S v )
el )] s kRe® 1| |a% || onde Kk = —SEHEE (yiq)?
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Agora, (xe-x) = (I+e:A)—1 X =X €
(I+cA) (T+ea) % = (I+eh)x, = x
X + eAxE =.x

X =X = —eAx€

logo |[xc=x|| = effax,|| = xe"||a%]]

b) Suponha x € X e que para algum 0,0 < a £ 1 e B < o, existe

Xe em D(A) para todo € > 0, tal que

Be®; ||x|]| = B

1
o]
1A

||ax || = Be® 15 we > 0

Entao x € D(A ) para qualquer B ¢ (0,a) e ||ABX|| 2 Ky B)'B

para uma constante dependendo somente de A, a,B.

X(a,8)

Prova:

g-1 <0 ,'. ¥x, AB-lX esta definido.

. - B
Mostremos que AA “x existe e e igual a A x.

® g-1 -1
Vejamos primeiramente que f sB A(s+A) “x ds converge.
» )

Para todo u > 0
+
aca L] <] [AGrHn) T omx ) | [+]] (uta) x|

mas ||A(u+A)—1(x—x€)l|‘§ (M+l)||x—x€|l < (M+1)Bea e

-1 1 —1ea—1 -1

II(u+A)_1Ax€|| < My Be® Tt < MBy tomamos € = u e teremos:
|lage+a) x| | = (2m+1)Bu™®.
Por outro 1lado

|laa+w) ™ 2x|] = oer1) | [x]| = (2m+1)B

o A ]| = (2M+1) Bnin{u™% 1)
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[ 18%] |

1A

A

<
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Entao I llSB_lA(s+A)_lX||ds <
o

(o}

1 0
(2M+1)B(j sPlas + J s871s7%s) = B(aM+1)

o) 1

Agora —§521§~ J se-lA(s+A)-lX ds = _sentf

m
(o}

De fato,

Seja Jgx = —EE%EQ-J P La(s+a) x das
o

Ja vimos que ‘lJBxll <K B

(a,8)

Seja Vg = —EE%EE—-J sB1(s+a)"x ds
(o}

. _ .B-1
lim YR = A X

R+ R+

e AP 1lx e D(A)

E para todo Y € D(A) temos
1-8

2 Bay = an7®

—B+1.AB~1

A X =x €

A-BAAB_I-X = A-B (AAB-lX)

; A é fechado e 1lim Aygp

1 oo
J B4 |a(s+a) 1x| |ds + Jlss'lllA(s+A)'1x||ds

B

Bo<B)  (0,8)

f s? (s4a) Tx ds
0O

= JBX

y = A" Yy pois 1 = max{1l,1-8,-8}

e Xoe D(AB) e ||ABX|| = lIJBXII = Ko,p) "B

Teorema:

Existe uma constante
1-
K| || %] =] 177%

+M1

Prova:

xe€ D(A) e 1-= max{l,0,a-1}

K dependendo somente de A, tal que
para 0 £ a £ 1 (ou IIAax||~§ Moau||x|| +

au_l||Ax|| ¥a > 0)
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O~
Logo Aax = A 1AX

W = semme [ 0oL o)L s -
) 0

a 00
- —Senme (f + f )s¥ L (s+a) TAx ds  ¥a > 0
(o] a ’

a 2 a-1 -1 ¥ a=1 -1
logo Ax = _Senma (f s “A(s+A) "xds + f s (s+A) “Ax ds)

T ¢ a
HAO.XH <._SEE’.T°‘_(M+1)(||X|| aOL +HAXH aa—l )
= i a l-a

I D - P FP O

T(l-a)

{
que é uma das desigualdades requeridas.

Continuando o calculo, se a = —++AT+1— teremos
X

o
4% (] = Sl semme ||| x| |1

que € uniformemente limitado para o € (0,1).

Logo | [a%|| = k|[ax|[%]|x||*™® @ e [0,1].

1113 Teorema:

Suponha B : D(B) < X+ Y seja linear com D(B) ® D(A) e
X e Y espacos de Banach.
o 1-o
Suponhamos | |Bx|| = cllax||"||x]| para todo x € D(A) e
constantes C,a reais a € [0,1)."
Entao Al € limitado e para B € (a,1]

B 148
[1x]1 % Rg gl 1% ]+ x € ™)

Prova:

x e D) = | |Bx|| = cf |ax||*]|x||*™®



29
Seja x € D(Al+8) c D(A) — pltE

e Bx = (BA_l)(AX) = (BA_l)A-BABAx por IIgd.

x = ABAx 1ogo Ax ¢ D(A®)

/

Como 1+B = max{1,B,1+B} ainda por II9d teremos

Bx = (3 D)A~B(aafy)

Mas BA"L & limitado pois ¥x ¢ X, A ' ¢ D(A).
o} [a.a7tx] o] a7 x| |17

of x| AT e e 20

¢yl lx]

A

Logo ilBA’lX||

A

fl

togo ||| = |[sa7h (SRIE [ 5B(ora) T arPras) ||
[o]
1 o
- ||£¥2!Hi_ (J + J )(S'BBA'l(s+A)"1AA8x)ds|\; mas
1

T
(o}

||BA-l(s+A)-lAABX1|

A

B
cl(M+1)||A x|

Por outro lado

|1Ba™ (s+8) 1 AaBx | | \|BA’1A(s+A)"1A3x|| =

llB(s+A)—1ABxll < CllA(s+A)_l||a||(s+A)-1||l—a'||A8xl|

1A

coml) %] a8k |

A

com1).s® 1 [aPx] |

senTR 1 -B 8
Logo ||an~g—s_§;__(jos ¢ 01| | 4% s +
+ J s Bous1)s®L | |aPx] |ds).
1
el s =2ETE (e iey ey — 2 |4

(1-8) (B-a)

IA

CK(a,B)‘|ABX|| para a <Bs1l e x € D(Al+8).
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11, , Conolario:

14

I11.. tivermos que B € um
13 |

operador fechado entio ||Bx|| = K(Q’B)CIIABXII X € D(AB) e BA

Se alem das hipoteses do teorema

mitado onde B € (o,1].

Prova:

Se x ¢ D(A8)==> x = A BaPx

B

Logo ||Bx|| p ||BA’B|| ||ABx|| caso BA = Sseja limitado.

Mas B e fechado, assim

137 | = 220 [ <] m ey ™4 oo
(o]

(s+8) 1y € D(A) ¥y € X.

1.- 1,- “1,-g. (1 1-a_
Portanto | |B(s+a) A Px|| = c||acs+a) A TBx| % ]| (s+a) A Ex[ | 5

A

C(M+1)aMl—asa_1||A—8x|| < C(M+l)sa_1||A—BX||.

A

Por outro lado segue do teorema 11,5 que ||B(s+A)’1A-Bx|| =

-1,-8

- "BA;lA(s+A) x| = ||Ba”t] | 1) | 4P |

Logo ||BA_BXII

IA

1 .
_sents j ™8| |Ba || 1) | |a~Px] |ds +
(o]

+ _52%1§_J s~Boam1) s [a™Px| |as =
1

_ _senmB (1-a) -8
= 28 A evoe a7l x|

1

e BT s ek, gy e <8BSl
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1115 Teorema:

Suponhamos B : D(B) € X » X linear com D(B) > D(A) e BA

limitado para algum a < 1. Suponhamos ainda que p(A+B) > (-~,0]. En-

tao para todo B ¢ [0,1] (A+B)B esta definido e D(A8)= D((A+B)8).

P&ovd:
se B=0 (A+B)° =1 e D% =X = d((a+p)®)
se B =1 D(A+B) = D(A) 0 D(B) = D(A)

Bre (0,1). Para (A+B)B existir precisamos definir (A+B)_B

e para isso verificar se:

chado.

a)
b)
c)
d)

a)
b)

c)

D(A+B) = X;
(==,0] c p(A+B);

A+B é fechado;

||A(A—(A+B)_l)|| £ N para X £ 0 e alguma constante N,
Mas
esta verificado pois D(A+B) = D(A)

(==,0] ¢ p(A+B) por hipotese

-0 - . .
para algum o < 1, BA e limitado.

Logo ¥x ¢ D(Aa) tem-se: ||Bx|| IIBA—uAaXII s

|1Ba™%]] | ]a%]|

IA

Assim se x € D(A) tem-se por 1112 que
[Bx|| < |Ba™l | a®][x|| + ;2% ax|]) %a > 0.

Se escolhermos a < 1 temos pelo teorema I, 'que A+B e fe-

d) Verifiquemos que IIA(A—(A+B)—1)|I <N ¥ 20 ou

|ls(s+a+B) 1] = N s 2 0.
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(s+a+B) "L = ((1+B(s+a) D) (s+a)) 7L =

= (s+A)-l(I+B(s+A)-l)-1

Mostremos que IlB(S+A)_l|| <1

||B(s+A)'1|l IIBA_a||l|Aa(s+A)—l|‘ S

A

* 0 lery 1=

A

K| |Ba™"]| (e+1)

A

K| |Ba™*|| (1) s*71

-1 1
Logo 13 S > 0 tal que ||B(A+s) ll =3 s2s
Portanto ||(s+A+B)_l|| < 2||(s+A)_1|l S2Ms , s 2s .

Mas. (-»,0] ¢ p(A+B) = s = ll(s+A+B)_l|| é continua para

s € (-=»,0] ,logo ll(s+A+B)—l|| £J s € [O,sO].

Assim ||(5+A+B)—ll[ < 2Ms;l+-J, ¥s 2 0

||s(s+atm) 1| = 20Is_ =K, ¥s 20

Logo (A+B)" esta definido W¥a € [0,1].

Mostraremos agora que D(A+B)B) = D(AB). Para isso veremos

B

que AB(A+B)“B e (A+B)BA— sao limitados quando B ¢ [0,1].Pois assim

se X € D(AB) existiria y ¢ X tal que x = A 'Y =

= (A+B) B(a+p)Ba By = (A+B)-BZ

Analogamente teriamos D((A+B)B) c D(AB).

Mostrar a limitacao de AS(A+B)—B € equivalente a mostrar limita

cio de 1-aPa+m) B = ABa~Bocavm) 7By



33

|11-48 (a+8) ~Px| | 5-55§?35—-f | |s™BaB ((s+a) 1= (s+atB) 1% | |ds =
0

senrg f | |s~BaB (s+a+) 1B (s+a) x| |ds <
o]

o sentt (" [38 ounemy ||| (54| | acoom L as
(o]

|18a71]| ¢ limitado e ||A(s+A)_1|| também &.

R((S+A+B)-1) c D(A+B) = D(A) e para x € D(A), APy = AP lax,

senﬂB J SB-III(S+A)_1A(s+A+B)-lX|lds

(o}

Logo ||aP(s+a+B) ™ x|| =

= Seﬁij 71 (s+a) 14| l | (s+a3) x| | s

o
Por um lado ||(s+A+B)_1|l é limitado para s € [O,So]apor outro
“lado, ||(s+A+B)—1|| S—7 sz 0, em particular para s 2 s,.
s _
Logo
1% (s+a+) x| | < Sen“s J s8] | (s+a) 1A|| || (s+a+B) 1x]|| ds
o
s
< _EE%EE_(f 058-1(M+1) sup ‘l(s+A+B)fl||x||ds +
o S€[0,so]
o B 8l
+f sB_l(M+1)ﬁs_1||xH ds é—s%:&HxHK( Bo + 1i8 )

S
o

que e limitado para B € (0,1).
Note que o caso R = 0 e trivial e A(A+B)—1 € operador li-
near fechado definido em todo X logo € limitado.
AB(A+B)'§ ¢ limitado para B € [0,1].

Verifiquemos que (a+B) A~ B¢ limitado para B ¢ [0,1].

B=0 e B =1 € trivial

Para B € (0,1) temos
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| (1-ca+B) BA™®)x || = || a+8) B (atm) "B-a"B)x|| =

- se2WB va’3||(A+B)8((S+A+B)_l—(s+A)-1)x||ds
0

- —§§%1§ I s8] | (a+B) B (s+a+B) "1B(s+a) TIx] | ds
0

sentfB

d f s B| | (a+B) B(s+atm) M| | 1B | | |A% (s+a) "tx] |as

(o)

A

IA

et J Ks8| | (s+am) 117 B | (o) A0 ] [ 0

m
o

A

s -
senmB (f()fs-B sup (Il(s+A+B)~1|ll‘3||(s+A)'1||1 Ol)Hxllds
Ll o ! se[O,so]

+ J ES—B(%)l-B(g)l_allxllds)

1-8
o

N i K( 1-8 +,

=0 R

B

Logo (A+B)BA- é limitado B € [0,1].

Observacao:

se c¢z0, pare)® =pwhy 8 e 0,11,

16 Teornema:
Seja A setorial e p(A) 2 (-=,0].

Entao

1) se a2 0

||a% 2| s me™® te (0,t,), t, >0

2) |](e™-1a"%| = My

5 para o € (0,1] e t € [O,to].

3) a > Ma ¢ continua sobre [0,®).
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Prova:
1) Segue de IIg g) que R(e_At) cpa™, az0 e t>0
Além disso para m = 1,2,3,... e7At - (e"A %)m
Logo
lIAme—Atll _ Il(Ae—At/m)mll < ||Ae-At/ml|m <

(M(%)_lc)m = Mmt'mnml ' para t € (o,to]. Suponhamos M 2 1 s.p.g.

A

Se 02021 e 0<t §'to, por II

12
||Aue_At|| < ﬁ||Ae-At||a.||e_At||l-u
]
< A% o %
Logo ||Am+ae_At|| - I‘AmAQe-Atll -

||AmAa(e—A(t/m+l))m+1|| -

|I[Ae—A(t/m+1)PnAae-A(t/m+l)lI <

IA

M(m+1))" ™" iM_at-a (rﬁ+1‘) * _

t—(m+a)
m+or -

A

KMm+a(m+a+1)m+§;'(m+a? =M

Como ¥ B real positivo, B = mto entao

Be-Atll -B

|a < Mgt te [0,t,)]

Bz20.

Note que MB e funcao continua- para B 2 0 o que demonstra

o item 3.

A
(a3

2) |[™-Da™| 5w L ,

t
R f -Ae ™88 4
(o}

A% & fechado por 11, c) entao
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t .
(e7Bt-1)a™% = J —A"%%e A8 45 -
o]

t - ~
J —Al a, As

0

ds y .

t
Ell(e—At_l)A-all < J ||A—a+le-As||ds <

o
t a
< f Ml_asa_lds = Ml—q ix como queriamos.
)
17, Conclarnio:

17

Se A é setorial e p(A+a) > (-»,0] para algum a ¢ R entao:

1) R(e-At) c D(A+a)a e ||(A+a)ae_At|| < Nat_a quando a 2 0 e

t € [O,to].

Além disso a =+ N, € continua em [0,%),
-At -a N t”
D™ D) sN__ E— ac (0,1] e t € [0,,].

Prova:

—(A+a)t)

1) R(e c D((A+a)a) mas e 2t ¢ real, logo

R(e™2Y) c p((at+a)®) Wo .

||(A+a)ae—(A+a)t|| < Mat—a t € [O,to]
e ata) e A | < Mat_ueat
£ cM t_a =
“a
=Nt *
a

v
naturalmente o - N, continua. em a 2 0,

e-(A+a)t

2) ||« -1) (A+a) "% |

IA
=
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Assim I|(e_At‘1)(A+a)-a|| s

I R

<
£ ||e-At(1-e-at)(A+a)—a|| + I|(e-(a+A)t-l)(A+a)—a||
mas lle—Atll e Il(A+a)_a|| sao limitados, logo o resultad§ segue.

171 18 Teonema:

Se X = LP(Q), l1<p<w, 9 e umd regiao lipschitziana

regular no R' e A: D(A) © X + X satisfaz as seguintes condicoes:

a) A é setorial
b) D(A) < W*P(Q) para algum m 2 1.
Entao para ¢ ¢ [0,1]

D(A%) c w&*%(Q) se k-n/q < ma-n/p P <q

<

D(Aa) c CY(Q) se Y <ma-n/p

Prova:

N e operador continuo e (-—%;—)k e operador fechado, sobre

WP (Q) portanto -(—5%—)KA-1 e também fechado.

E mais seu dominio € todo LP(Q) logo, pelo teorema do grafico

1,

fechado ,(—g%—)KA- : LP(Q) > LP(Q) é continuo para |K| < m.

Assim ¥u ¢ D(A) teremos

"l | = || e || = ¢ [au]]

ou melhor,

||u||wm’p(9) < c|lau]] wu e D(A).

Pelo teorema I7, wm’p(ﬂ) c wk’p(Q) quando m - % 2 x-n/q, pq.

Assim seja B a inclusao de WhP(Q) em we*A(Q).
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pela desigualdade de Nireamberg-Gagliardo (ver 18)

1°

1-0
Hullwk,q < 0y lul] o, p 1Mol

| IBu]|

IA

0 (6] 1-0
¢,C ||A“||L -IIUIIL para u € D(A).

Logo pelo teorema 119, existe uma Unica extensao de B que
i
a
aplica A% em wk’q(Q) desde que O < a £ 1 ou seja, D(A)C Wk d

a _ b« -,
esde que k g ma - 3

a
Da mesma forma, se Yy < ma - %, D(A") < CY(Q).



CAPITTULO 111

EXISTENCIA E REGULARIDADE DE SOLUCDES PARA (0 PROBLEMA DE CAUCHY

111, Definicao:

Seja X um espaco de Banach. A um operador setorial.
x* = p((a+a)%), onde o ¢ [0,1) com a norma do grafico lella =
= l'(A+a)ax|l. Além disso, a € uma constante escolhida de modo que
p(At+a) > (-=,0].

Seja U um conjunto aberto contido em R X Xa e f :U*X

i
r
continua,

Uma solucao de gﬁ = -Ax + f(t,x) definida em (to,tl) e

uma funcao continuamente diferenciavel x : (to,tl) + X tal que:

a) (t,x(t)) ¢ U
b) x(t) € D(A)
c) t > Ax(t) ¢ X € continua e a equacao diferencial & satisfeita
para t e (t »ty).
Se um valor inicial x(to) for especificado, pedimos

o
que. x(t) * x(t.) em X quando t > t_ .
© Oy

Suponhamos X,A,0,U como na definicao IIIl. Mostraremos que
se f satisfizer ainda a condicao de ser localmente Holder contfnua em
relacao a t, e localmente lipschitziana com relacao a x entao x(t)

sera solucao de

dx _
Tl -Ax + f(t,x) t € (to,tl)

x(to) = X,

se& e somente se,
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-~

x(t) € continua ,

N

(t,x(t)) ¢ U J

-A(t-to) x

t
x(t) = e ot f e—A(t—s)f(s,x(s))ds
t

o

\
Mostraremos esse resultado por partes.

Para simplificar a notacao onde deveria aparecer (A+a)B usa-

B
remos A,

1112 Lema:
Seja g : [to,tl] + X continua satisfazendo llg(t)-—g(s)ll_g
< K(t-s)@(s-to)-e para algum © > 0. Seja A operador setorial como

na definicao I114.

t
Entao G(t) = f e A(t—s)g(s)ds pertence a D(A) e AG(t) e
t
continua em (to,tl].
Prova: '
-Ah _
Para que G(t) € D(A) precisamos mostrar que lim Ja—ﬁr——-c(t)

h+0

existe,

t
Assim h-l(e—Ah-I)G(t) = ( h—l(e-Ah-I)e—A(t—s)g(s)ds pois
. t

(o}

(e Ah—l) ¢ operador continuo para h 2 0.
Dividindo em duas partes essa integral sera:

b -1, -Ah_o, -A(t-s) b1, -Ah_;y -A(t-s) |
J h™~(e “'-1)e Sle(t)ds + j h™ (e”™=1)e (g(s)-g(t))ds .

t ' t

o o

= (I) + (1II).
Sabemos da proposicao Ill que para ¥x € X
t

t
J e BSxds ¢ D(A) e fAJ e ASy4s = (e—At—I)x, t 20
o o] ' ‘

Assim (I) converge para (e_A(t_tO)'I)g(t) quando h » 0 pois:
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t ' t-t
(1) = J h-l(e-Ah-I)e-A(t_s)g(t)ds = J Oh_l(e-Ah-I)e-Asg(t)ds.

t o
(o}

E mais g(t) é continua em [to,tll e e.-At e analitico para
t>0 . . (e—A(t-tO)-I)g(t) e continua para t € (to,tl].

t
“A(t-
Mostraremos que (II) converge para (II') = f —aeAE S)g(t)-g(s))ds
t
(o]

quando h + 0. Mas antes disso vejamos que (I1') e limitado em qualquer

intervalo fechado de (to,tl]-

A

t t
llf e ™AE79) (g () g (s))as] | f M(t-s) " K(t-s)°(s-t ) Ods =
t t

o} o
t t t
= MKJ (t-5)9" (s )™ s = Mx(f ¥ f_)<s-to>'@(t—s)9’1 ds
t t t
(¢} (o}
_ t+t

- (o}
¥t e (t ,t). Escolheremos para cada t > t, um t = 5 e desta

forma teremos:

MK
©(1-0)

—0-1,— - —0,~_. -0
(I1') = gﬂfo(t-t)e 1(t—to)l °4 -M—é(— (t-t) " (t-t )~ <

para t em qualquer compacto de (to’tl]’

Mostremos entao que

t
J h—l(e-Ah-I)e-A(t-s)(g(s)—g(t))ds converge para

t
(o}

¢ _
J —Ae-A(t's)(g(S)-g(t))ds para t ¢ [t st;], quando h > 0.
t
(o]

t
llj (h_l(e_Ah—I)+A)e_A(t_S)(g(s)—g(t))dsl| <

t
[¢)

t ' .
< J I (h L e AP-1)+a)e ™2 (879D (g (s)-g (1)) | | ds.

t
(o]

b _Au ~Ah ' .
Usando o fato de que J -Ae du = e -1 a expressao acima
‘o

sera escrita como:

t h
J ||h'1(f ~ae ™ 4 A dw)e A8 (g(e)-g () | |as =

t (o]
(o}

t h
) J Hh'l(f e™M 1 au)ae A(ES) (g(s)-g(t)) ] ]ds = (111)
t

(e}
0
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Usando 119 e 1117 e 0 <pB <O teremos:.

(I11)

A

t h
J ||h-lf (™A 1) A Bayu || | |altBe™2(678) (g(t)-g(s) | |ds
t

o}
(o}

A

t h B
f (h‘lf My g~ dwMy o (6-5) T PR (e-8) Ot ) s =

t 0 8
(o]
t M K
_ e L Y FORIN - D
= ft Ml-B ) h”(t-s) (s to) ds
(o]

) * *
Assim para t e [to,tl] c (to,tl) Ve e (to’tl)’ teremos que

(III) tende a zero uniformemente quando h = 0.

Logo h '(e ™-1)G(t) AG(t) quando h » 0.

Mas G(t) = J e—A(t—s)
t
o

g(s)ds é continua em [t ,t;] pois:

t
|[e(e+n)-c(e) || = f || AE=8) @ ™Mo1yg (o) |as +
t

[}

t+h t |
+j |]e AE=8) g 5y || as < f ||aBe™2(t=8) (¢80 1) 2 Bg (s) | s +

t t
(o}

t+h
+ f e AE*h=9)g (o) [|ds, ©0 < 8 = 1.
t

E g ¢ continua em [t_,t;] logo |lg(s)|| € constante; e mais
||e—At|l s M2t ot 2 0; wusando II;, teremos:
M_M
B 1-8 g 1-8
||G(t+h)—G(t) H < '—W cte h x(t-to) + Mcteh,
-Ah_
e o resultado segue. Além disso (—E—E————)G(t) converge uniformemente

* *
para AG(t) quando ¢t € [to’tl] (t,-ty], ¥ t, € (tgystq).

Logo AG(t) € continua em (to,tl)-

Obsenvacao:
- 0 '
Caso tivessemos Ilg(t)—g(s)l| £ K(t-s) para t,s € [to’tl]

entao AG(t) seria continua em [to’tl]‘

1113 Teonrema:

Suponhamos X um espacgo de Banach; A setorial com p(A) o
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> (==,0], o€ [0,1), U um aberto de R X Xa, f : U~> X continua e tal
que para cada (t,x) € U, E wvizinhanca N S U e constantes © e K tal
que ||f(t,x)-f(s,y)|| g K(lt—s|G + llx—ylle).

Se x : [to,tl] > x* ¢ continua, (t,x(t)) ¢ U sobre [to,tl] e

x(t) = e'A(t'to)x(to) + J e~A(t S)f(s,x(s))ds para t € [t _,t;], entao
¢ .

o
X e uma solucao de x = -Ax + f(t,x) sobre (t,sty) continua em t = t,.
Prova:
Para mostrar que x(t) € uma solucao de x = -Ax+f(t,x), devemos

yerificar que xkt) € continuamente diferenciével, x(t) € D(A), Ax(t) e
continua e a equagéo diferencial é satisfeita, tudo isto para t € (to,tl).
Ja temos a hipotese de (t,x(t)) € U para t € [to’ti]’

Mostraremos que x(t) € D(A) e que Ax(t) e continua. Para isso,
verificaremos que x(t) e Holder continua e concluiremos que g(t) =
= f(t,x(t)) satisfaz as condicoes do lema 111,, obtendo o resultado dese
jado.

Facamos x, = x(to)

t+h
||x(t+h)-x(t)||a = ||J e'A(t+h-s)f(S,x(S))+e-A(t+h—to)xods _
o .

. .
- J e—A(t+h)f(s,x(s))ds - e-A(t_to)Xods||a =

t
(¢]

t
|| ™1y (A to)x_ + f

e At=8) ¢ (5 v (s))ds) +
. v

(o]

t+h ‘
t

t t+h .
+ J |} ™21y A8 (5, x(s)) ||, ds-+f | ] A(Eh=8) ¢ (¢ x(6)) | | a8

t . t
o

Mas ||f(t,x(t))|| £ B t € [to,tl], A% comuta com e-Ate X, € D(Aa).
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Assim

| x(etmy-x(©) || € ] AP-1e %) 2% || +

t
+ J ||(e-Ah-I)Aae_A(t-s)f(s,X(S))|Ids +
t

o}

t+h
+ f | [a% A=) g (o 2 (s)) | |ds.
t

Por 1116 R(e—At) c D(AY) vy > 0.

Assim

| [x(e+)-x(e) | |, = || ™AP-1a™]] |[AYe ™A | | |a%, || +

. A
+ J || e AP-1)47Y| ||AY+“e'A(t's)|If(s,x(s)llds +

%

t+h ' ¥ _ .
+ J» IIAae—A(t+h_S)lIf(S,x(S))||ds S M 2 M, (e-t)) Y||xo||a+
t

t nY - t+h —a
+1 M M, (t-s) Y "Bds + M (t+h-s)” “Bds =
¢ Y Yyt ¢ O

Ml—YMy+aB

M
I i
- y(1-y-a)

h' (t-t,) 1=y-o 4
-

Y =Y
[x [lgn" (k- )" +
4+ BM_h se l-y-a > 0
Logo llx(t+h)—x(t)||a = O(hY(t—to)_Y) quando h > Oy

Assim se g(t) = f(t,x(t)) entao

.
lg(t+h)-g(t) || = K (h° + Hx(t+h)—x(t)||a) <

- -v0
< km® + KhYe(t-to) ey,



45

Mas Y pode ser tomado tao pequeno quanto se queira, portanto

g (t+n)-g(t) ]| < K*116(t-to)-6

*
com 6§ =0 e K > 0,

Logo pelo lema III,

t i
G(t) = f e'A(t'S)g(s)ds € D(A)

t
(o}

e AG(t) & continua em (t ,t;) mas x(t) = o TA(E=t,)

X, + G(t) e co-
mo A e setorial, segue por I;; e Ijs que x(t) € D(A) e Ax(t)

h r
e continua em (to,tl).

1114 Teornema:

Se x(t) ¢é solucao de x = -Ax +f(t,x) com x(t ) = x, para

o

t e (to,tl), A e f estiverem nas condicoes do teorema anterior en-
t

tao x(t) = e-A(t'to)xo + J e_A(t'S)f(s,X(s))ds.

-~

(o}

Prova:

x(t) e solucao portanto x : (to,tl) + X € continuamente di-

ferenciavel e para este intervalo:

a) (t,x(t)) € U, um aberto de R X Xa;
b) x(t) € D(A) e t » Ax(t) € X e continua;
c) além disso x(t) satisfaz a equacao diferencial x = -Ax+f(t,x)

a
e x(t) »x. em X quando t > t_ .
o o,

Bem, se x(t) € solucao de
% = -Ax + f(t,x) t € (to,tl)

x(to) = X,
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em particular x(t) e solucéo de

).( = «-Ax + g(t) s t € (to:tl)

x(to) = %,
onde g(t) = f(t,x(t)) continua em [to,tl).

Segue das afirmacoes anteriores que: t + <f,x(t)> € diferencia-

vel em (to,tl) e portanto satisfaz a relacao abaixo

d * *
it <E,x(t)> = - <A E,x(t)> + <E,g(t)> quando £ € D(A ).

Chamaremos este ultimo fato de condicao e). Mostraremos que
quaisquer duas funcoes continuas em X no intervalo (to’tl)’ I conver—

. o L~
gindo para X, em X quando t * ty e satisfazendo a condicgao eLsg
+

rao coincidentes.

Mostraremos ainda que

. i
x(t) = e—A(t-to)xo + J e—A(t_S)g(s)ds

to

satisfaz as condicoes do paragrafo acima, concluindo o que queriamos.
Assim sejam x;(t) e X,(t) continuas em (t,,ty), satisfazen-

a -
do condicao e} com xl(t), Xo(t) + x, quando t » t, em X . Entao
+

u(t) = xy(t) - x,(t) € portanto continua em (tg,t;) e

o
u(t) + 0 quando t > t, » em X, portanto em X.
+

Assim u(t) € contfnua em [to,tl) satisfaz

ddt <g,u(t)> = -<A*g,u(t)>

u(to) =0 ’

*
para t e (t_,t;) e £ € D(A ).
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t

Seja U(t) = J u(s)ds funcao diferenciavel em (to,tl), conti-

t
(o}
nua em to .

t *
<g,u(t)> = f -<A E,u(s)>ds e

t
o

<€, Tdt—U(t)> = —<A*£,U(t)>.

At Kk % *
Mas (e Aty*pa™) « D(A') para t 20 e

- * * - *
<(e At) £,Ax> = <A E,e Aty para x € D(A) e £ € D(A ).

Assim para cada t E.(to’tl) tem-se:

e—A(t—t) ddt Ut)> = <(e”A(t—F))z’ ddt U(t)> =

<E»
- -<A*(e_A(;_t))z, U(t)> = -<Az,e—A(t_t)U(t)>.

Desta forma

-A(t-t) _ _
T <&e U(t)> = 0 para t e (t,,t].

Portanto t - <g,e_A(t_t)U(t)> é constante em (t,,tl.

Mas essa aplicacao € continua em '[to,z] eem t_ ela se anula,
10g0 <E9e—A(t_t)U(t)> =0 em [to’z] ¥ F— € (to’t]_).

= <E,U(t)> = 0 ¥t € (t ,tg)

=‘>U(E) =0 VE € (tO’tl)

‘.t u(t) =0 em (to,tl) como queriamos.
~A(t-t) b _A(t-s)
Seja x(t) = e o'X_ + J e g(s)ds.
t
- ¢ _At - r
g(t) e continua em [to,tl) e e e operador analitico para

t >0, assim

e ) -x(e )|y s 1™ P-Dx ||, +

t_+h

+ J © ||e—A(to+h—s)g(s)Llads <
t

o
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t_+h
™ -1a% || + fto My (eoth=s)" e (o) | |ds

[}

A

A

M
I‘(e_Ah-I)Aaxoll + 1ga Ilg'lhl-u que tende a zero quando h > O.

*
E mais, se t ¢ (to,tl) = t ¢ [to,tI] c (to,tl); nesse interva-
lo fechado ||g(t)|| £ B e ||e—At'| <M.

Assim ||x(t+h)—x(t)|| < ||(e—Ah—I)e—A(t—to)xol| +

t+h

+

t
I ||(e-Ah—I)e-A(t-S)g(s)|lds + f
t .

(o}

|| AE=8) g 5y | |as <

t

A

[ (m*-Da™|| 4% A0 || +

t | t+h
J e AP-1)a7®| | | |a% A9 g(s) | |as + J MB ds <
t t

+
(o]
M M t
1-0 _© -0 i1-0 .0 -0
S 0 h Me(t—to) l]xo|| + 5 h BMOJt (t-s) ds + MBh £

[}

IA

&) &) % *
cte h + cte h + cte h, t € [ro,tl] c [to,tl].

Logo x € continua em (t_,ty).

E mais, x(t) satisfaz condicao e), pois:

A ¢ setorial, logo at

* *
ﬁ%—<(e_A(t—to))g,xo> <o (oAt x>

-A(t-to)x

* - %k
= <ape o> ¥EeD(A)

E mais,’

dt dt
o} o

t t
441—-<g,f e-A(t_S)g(s)ds> = —ii—-f <g,e-A(t_s)g(s)>ds
t

t * t
' - —é%—'f <«(e”AE=8)) g, g(s)>ds = <£,g(t)>‘<A2 ’J e A(t)g (5) s>
t t

[o) (o)
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Portanto

t
-A(t-t ) f e'A(t's)g(s)ds € a solugao.

x(t) = e 0 Xo + .

o]
1115 Teorema:

Se A ¢é operador nas condicoes do teorema 1114 , £ € local-
mente lipschitziana em x e localmente Holder contfinua em t, ou seja,
para qualquer (t,x) em U, exisfe uma viziﬁhanga contida em U tal
que ||f(t,x)—f(s,y)|| < cte(lt-sle + le-y'la) para qualquer ponto des-

sa vizinhanca, x(t) € solucao de x = —Ax+f(t,x) para

Afexaen]],

B+ |]x)]],

limitado em qualquer

t ¢ (to,tl) com x(to) = X,

* -
[to,tl) c (to,tl) entao:

*
x(t) € limitada em x> para qualquer intervalo [to,tl) conti-

dO em (to’tl).

Prova:

Se x(t) € solucao, temos por III, que

t
x(t) = e—A(t—to)XO + f e-A(t'S)f(s,x(s))ds

t
(o]

t
logo ||x(0)], = IIA"‘e'A“‘tO)Xolhft ||8%e A2 g (s, x(s)) || as -

(o]

* *
Mas para ¥ [t ,t7) © (t ,ty), tg e (tysty), temos

||f(s,x(s))|| B+ l‘x(s)‘la, B constante.

Entao

(t—to)l_a

| x(e)|], = Ma(t-to)_a||x0|| + BM, — o *+

t t
+ MaKf (t—s)-allx(s)l[ads élLl(t—to)_u+sz (t—s)-a||X(S)l|ads
t

t
(o] o]
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Pelo Corolario 16

L
x|, & = Lt )™ e (epoey),

!

. *
Logo I‘x(t)lla e limitado para qualquer [to’tl) < (to’tl)'

1116 Teorema:

Suponhamos X um espaco de Banach, A e f como no Teorema IIIS.

Entao:
a) Dade ¥(t_,x)) € U, 3! solugcao maximal x : [t ,t)) > X de
dx -Ax+f (t,x) t € (t_otq)
dt s s o*t1
x(to) = X

b) Se X, € D(A) a derivada e continua em tys

c) Se t; <= entao quando t -+ t; ou (t,x(t)) tende a algum ponto
de decRXX ou £ Ce,x(e)]| € nao limitado ou ambos.
1+ |x(e) | ],
Prova:

\ ' ,
Mostraremos primeiramente a existencia local de solucoes atraves de

- a
uma contracao G definida sobre uma bola Br c C([to,t0+T],X ), utilizando

o Teorema do Ponto Fixo.

t
Assim seja G[x(t)] = e—A(t—tO)Xo + f e-A(t-S)f(S,X(s))ds- para

t
(o]

x(.) € Br(xo) c C([to,to+T],Xa), onde Br(xo) é o fecho da bola aberta cen
trada em x e com raio r.

0 [

1) G(x(t)) € Br(xo)’ de fato,

||G(X(t))—xo||a

IA

t
e nye [+ [ 11e APt e, i) |20
t

[s) i
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Ja foi visto em III4 que a primeira parcela tende a zero quando

-A(t-t )
t » to+‘ Logo podemos tomar || (e o ‘1)X0||a < % para t suficiente

mente proximo de t_, por exemplo, t € [t ,t +T].

Além disso,para x(.) € Br(xos e te [to,to+T],||f(t,x(t))||§B

ja que f ¢ localmente Holder continua em t e localmente lipschitziana

em X.
t BM
-A(t- o l-a
Assim f e A9 (s, x(e)) || gs € w—— (£t ) ™
%
BM
o l1-a
pS 1-o T < %. Ou seja escolhemos T de forma que em
-A(t-t ) BMa -a r
t e [to,to+T]s||(e o -I)x0|la e 1 T sejam limitados por 7.

2) t > G(x(t)) e continua, de fato, como no teorema III3
|16 (x(t+n))-G(x(£)) ]|, = Kh (t-t )" para t e [t ,t +T] desde que
0 <y < 1l-a,

Portanto G(x(t)) e continua em ¢t € [to,to+T].

a
Portanto G : B_> B, onde B = B.(x,) © C([t,,t +T],X7).

3) G : Br > Br € contracao, de fato, sejam x(.) e y(.) em B..

t .
| lex(t))-6(y e ||, = ||f e'A(t‘s)(f(s,x<s))-f(s,y(s))ds||a <
tO
t - o)
< J Ma(t-s) cte ||x(s)—y(s)|l ds.
t o

o}

~ Assim se ||x(.)—y(.)||a < §

' o 1-a ;0
- < 8
[l6x(t)) ‘G(y(t))lla = T
| M, cte T17®
Se necessario for, diminuimos T tal que —g —— < 1 e

G sera uma contracao.
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Pelo teorema do Ponto Fixo para contracoes, existe uma unica
x(.) € B, tal que G(x(t)) = x(t).

. .
Pelo teorema IIIg, x(t) = e A(t_to)xo + j e A(t—s)f(s,x(s))ds

t
(o]

€ solucao de:

dx
dt

= —-Ax+f (t,x) t ¢ [to,t0+T]

x(t ) = xg

Mostraremos agora, unicidade de solucoes para t e [t ,ty].

Seja x e x duas solucoes distintas do problema de Cauchy aci
/
ma, definidas num intervalo [to,tl] com [to,tz] intervalo maximo onde

elas coincidem, ou seja, x(t) # ;(t) para t ¢ (t2’tl]‘ Tomamos

* ~ - ~
t € (tz,tl] tal que se x, = x(tz) = x(tz) entao ||x(t) - 32|| =r e
| |x(t)-x £ r quando t € [t ,t*]
2 2
Mas se x e x sao solugoes, pelo Teorema III,, X e X sao

pontos fixos da aplicagéo G, que € uma contradicao.
Assim tomaremos t; = sup{T > t_; existe solucao definida sobre
[t,»T) passando por (tO’XO)} e definimos x(t) igual ao valor em t

de uma solucao y do problema de Cauchy onde
y i [t,,T) *» X" t<T

Y(to) = X,

Segue da unicidade de solucoes que x(t) esta bem definida; cla-

ramente x(t) € solucao maximal definida em [t ,t;).

b) X, € D(a)
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Logo llx(t+h)-X(t)||a s |l(e—Ah'I)e_A(t-t°)xo|la +

t t+h
" f [ (e™AP-1)e A=) g (5, x(s)) | | (a5 + f | [ AEH=9)¢ (6, x(s)) | | a8
t t

0

Mas ||(e—Ah_I)e-A(t—to)xo|Ia < ll(e—Ah_I)Aa—le—A(t—to)AxoI| <

My Ml [Axg ]

Em 111, ja vimos que escolhendo Yy > 0 tal que 1l-y-o > 0 a
s : = . Y l-y~a +
egunda mais a terceira parcela sao majoradas por cte h (t—to)

- f

cte h1 Y.

Assim diminuindo vy, se necessario,teremos l]x(t+h)-x(t)||a s
<®n' para t e [t »t;].

Logo g(t) = £(t,x(t)) satisfaz ||g(t+h)-g(t)|| < L n", para

< <
to £t < tth £ ty-

Assim pela observacao do Lema 111,, —%%— sera continua em tye

c) Suponhamos agora tj < ® e X = %i? x(t).
>t
1

. ~ ~ B ¢ ] .
Se (tl,xl) € U, existe uma solucao X ¢ [t1,t1+5] + X para

algum 6 > 0 com x(tl) = x;.

(x(t) , t € [to,tl)
Entao xl(t) =Y 5
Lx(t) , toe [tl,t1+6]

Assim xl(t) seria uma solucao definida em [xo,tl+5] com

x(to) = x,» O que contradiz o item a).

Logo (tl,xl) € 3U.

Agora se _llf(t,x(t))Ll;; £ By < =, pelo Teorema III
1+ ||x(t)||a

5’
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*
||x(t)||a seré limitada em qualquer intervalo [to,tl) c (to,tl).

Logo ||£(t,x(£))]] £ B em [t),t)).

Queremos mostrar que existe 1lim x(t) em X
t->t
1
: - *
Assim seja t; - 6 £ t,s < ty. E tomemos t tal que
*
t,<t sty -8ss,t<ty, §>0,¢t2>s

* t
x(t) = e Alt-t )X(t*) + f e—A(t_u)f(u,x(u))du
’ *
t

+

-A(t—t*) * -A(s—t*) *
Hx(e)-x(e) |14 = |le x(t) - e x(t)

t s : y
+ J e—A(t'u)f(u,x(u))du _ J e—A(S—u)f(u,x(u))dulla
* * » .

t t ’ SR

A

*

* t ’
< ||Aae—A(s—t )(e-A(t-S)_I)x(t*)l| + J lIAGe—A(t-u)f(u,x(u))lldu +
t :

+ Js |IAae_A(s—u)f(u,x(u))I|du.
*
t

A primeira parcela e majorada por

A

Ma(s—t*)_a||(e-A(t-S)-I)x(t#)|l

* _ - -
£ My (et = O nx)|] £ /2

para |t—s| < 6§, para algum 6§ > O,
A segunda parcela € majorada por

* -
M B(t-t )1 ¢
o

t
J Ma(t-u)‘“Bdu -
t*

1-a

* 1
MaB(s-t )l @
e a terceira por =0
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. * *
Assim se 61 =ty -t lt—sl < 6§ < 61, |t—t | < 51_
2BM
€ o] 1-a
Logo le(t)—x(s)||a S5+ 1o 61 < g

1117 Teonema:

Suponhamos X,A,0,U como no teorema IIIb, f localmente

lipschitziana em x e localmente Holder continua em t com expoente 0 £ 1.
Entao a solucao x(.) de g: + Ax = f(t,x), t € (to,tl) com x(to) = X,
/
satisfaz:
dx Y - - : .
a) t » _Hf_(t) € X é aplicacao localmente Holder continua em
(tysty) ¥y € [0,0),
b) || dx || = 0(t-t )a—y—l quando t >t se x(t) for continua
dt Y o O+
a
em X para t > t, -
+
Provai
. - a
x(t) € Xa t e (to,tl). Suponhamos entao X, € X~ e ‘trabalhare-
mos num intervalo compacto, que denotaremos ainda por [to,t1]~
4Nesse intervalo g(t) = f(t,x(t)) sera limitada, llg(t)ll £ B e
S h £ hgys | |g(t+h)-g(t)]] =

para algum h, >0 e t St =St+th<t, com O

1+ | |x(t+n)-x(0) | 4] ]

Mas | |x(eHh)—x(t) | |4 & | [ (e AN-1)a™ Pa% At )n% || +

t
+ J ||Aae-A(t_s)(g(s+h)—g(s))|lds + -
t

(o]

N Jto+h||Aae-A(t+h_s)

t
(¢}

g(s)||ds.

'
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A primeira parcela sera majorada por

M M
- ]_._@ 0
Me(t—to) ®||x0||a ST 08

h ) -0
1-0 © | 1xo | [oh™ (t-t)

A segunda por:

’ ~oLn® < Gft (t-s) %ds +
) M (t-s)  L(h + |[x(s+h)-x(s)||,)ds = LM,h | (s

0 o
0
LMah

l-a
—_— (t- +
I-C (t to)

t
+ MaLJ (t—s)-al|x(s+h)-x(s))||ads <
t

o

t
+ LMGJ (t-s)—allx(s+h)-x(s)||ads.

t f
(o]

E a terceira parcela sera majorada por:

t:O-H.l -Q -Q
MaBJ (t+h-g) ds = Mth(t—to)

t
(o]

Logo se a £ 0,

entao ||x(t+h)-x(t)||a £ K hO(t-to)-O +

t
+ MaLf (t—s)~u|IX(s+h)—X(S)||ads
t

[}

Pelo Corolario Les

~ ho -0
|x(e+h)-x(0) | |4 € K 5= (e-t,) 7t e (g5,t).

Logo ||g(t+h)-g(t) || s ThO(t-e,)™°.

Temos da demonstracao do Teorema III3 que

t T — -—
AJt e AE-8) g (gyas = g(t) - e AEEIg(e) + f ae A7) (g(s)-g(t))ds

t
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Logo = -Ax(t) + £(t,x(t)) =_-Ae—A(t—t0)X + e-A(t_tO)g(t) -

dx
dt o

t
- J Ae-A(t_s)(g(s)—g(t))ds.

t
o

Mostremos primeiramente que gz € XY, Yye [0,0) e t € (to,tl),

IA

t t ‘
Assim ||Jt AYAe’A(t'S)(g(s)-g(t))ds|| J MY+1(t_s)'Y’lx(t-s)@(s-to)'eds

t
(o] o]
t o-y-1 -0
< MY+lKjt (t-s) (s—to) ds.
0
(t+t ) /2
Mas J 9 (t-s)@_Y_l(s—to)—eds <
t
[0}
t-t t-t Y
o  0-y-1 o 1-6 1 _ 2 -y
s (—‘jf——) ( 5—) 16 = 1-0 (t-ty) e
t t-t t-t
-y - - [o] - o -
j (t—s)eyl(s—to) Os < ( 5 )8 S y oY eiY =
(t+to)/2
y
= 2 IR
= o (t ty)) .,
X dx 1 1 _ -y
Assim | |- ][], = K Mg t e ()t
-A(t-t ~A(t-t
+ (|2 ||+ ([T B0 ] 5

IA
IA

-_— —_1 -
cte(t-t ) T+ My+1—a(t—t0)a ! ||X0|l + BMy(t_to) T

A

a-y-1
cte(t-t,) Y como queriamos.

Caso tivéssemos © £ o, ainda assim
dx ; o-y~-1 o
l F (t) I |Y s cte (t to). .

Vejamos agora que

dx - ..
at e localmente Holder com expoente

o = min{0-v,a}.

De fato,
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gz (t)llY < Il _ A(e—Ah‘I) -A(t-t )X Il

ll -A(t+h-t )

+

g(t+h)-e -At-t )g(t)|| + ||G(t)-—G(t+h)||Y -

(I) + (II) + (I11).

Analisemos a parcela (I)

1) = IlAy+1(e—Ah_I)e-A(t—to)xo|l -

o AT Ao AR )y ||

A

_ lIAy+1e—A(t—to)(e-Ah_I)A—aAaxolI

a
-1 &
Mo ()T < %l g

(1I) = ||AY -A(t+h- -t, ) A(t -t )

g(t+h) - g(t+h) +

e At ) (tan) - e AT g(e)) ]|

IA

||AY(e-Ah_I) -A(t-t )

A

g(e+h) || + | [aYe A7) (g(e+n)-g()) ]

A

||AY+5e'A(t‘to)(e'Ah—I)A_ég(t+h)|| +

) 8
-y=0 h
) Ml-s—g—“ B +

A

| |aYe A7) (g (cn)—g (1) ]|

+

MY+6(t—t0
-y o, -0
+ MY(t—to) K h™(e-t)
Tomando-se & = 0
(ID) = (M +Ole§ + M KR (et ) Y0

Quanto a parcela (III) temos

' t+h
(1D = |eem-c(o) || = ||f AYae™AEHh=8) (5 (t4n)-g(s))ds -
t

t

- J AYAe'A(t_S)(g(t)-g(S))dSI]
t
(o]
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t+h
Mas f AYAe-A(t+h-S)(g(t+h)—g(s))ds =
t +h
0
t y+1 -A(t-s) ’
J Al e g(t+h)-g(s+h)ds
t

(o)

t +h
Logo (III) € f | |aYHLemALEY=8) (5 (rin)-g(s)) | |ds +

t
(o}

v

t .
+ f llAY+1efA(t_S)(8(t+h)—g(s+h)-g(t)+g(s))Ilds.

t
o

A primeira integral € menor ou igual a

t +h
o _'Y_.l
+h- ds =
ZBJ MY 1(t h-s)

t
o

-y-1, _ e yY-1
2BMY+l(t+h-to—h) h 2BMY+1(t t,) h.

A

Agora, ||g(t+h)—g(s+h)—g(t)+g(s)l| ZhO(s—to)-O

A

ou £ 2(t-5)°(s-t )"

Logo a segunda integral e menor ou igual a

t-h . _ t . I
208 M (e-s) Y H(s-t )Ods + f M (t-s) Y 1O(s-t )7 ds
v+l o v-1 o
t t-h ¥
(o]
h .
t_ -
Mas J (t—s)'Y’l(s-to)‘Ods = f (t-8) "V L(s-t ) Ods
e .

t-h '
f (C—S)—Y-l(s—to)-eds ¢ (pee® YL o .\
t

A
~
t
rt

("t ) Ol(e-cM7Y - 07T, ;

Como estamos interessados em h bem pequeno tomaremos

o *
com t < t-h;
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Assim
t-h t-t
PN L PO 1C) 1 o . -y-0
Jt (t-s) (s-t ) ds g —=— (—5—) +
o
t-t t-t
+ ( 2'2)_Y_® - h-y(--—i-?—-)_e s cte (t—to)_Y_'Q WY, e
t O-y
e"'Y"l - -0 _ ~0 h
J M 4y (=) (s-t;) "ds £ M, (t-h-t)) o &
t-h
t-t
< cte( 20 ) © hO Y
/
. dx dx o -y-1
e g ) - g @]y = ereT(ee ) T,

onde o = min{6-v,al}.

III8 Teornema:

Suponhamos que A seja um operador setorial.

seja {f (t,x), n =0,1,...} uma sequéncia de funcoes definidas
sobre um conjunto aberto U € R X x> (para algum o em [0,1)).

Cada fn(t,x) e localmente %ipsqhitzianarem X e localmente Hol

deriana em t para (t,x) € U com 1lim fn(t,x)==f0(t,x) convergindo uni
. ‘ n-o "

formemente em uma vizinhanca de cada ponto de U. Suponhamos ainda que

B, > U, >0 e ||xn - Xo“a + 0 quando n * ® com (to,xn),6 U.

Seja ¢_(t) solugao maximal de:
n

d¢n 1
dt + unA¢n = fn(t’¢n)

l ¢n(to) =%, t>t

definida sobre (to,to+Tn).
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Entao T, 2 ii: sup T e |l¢n(t) - ¢o(t)||a converge uniforme-

mente para zero sqbre compactos de [to,to+To).

Prova:

Suponhamos

fo(t,O) =0

¢o(t) = (0 sobre [O,TO)

Escolhemos t; em (O:TO);

[0,t5] x {0} e um compacto em U e f € localmente lipschitziana

em X,
Assim existem 6, L > 0 tais que:
||fo(t,xl)—fo(t,x2)|| < Lllxl—lela para lellla < &8 ||x2|h1§ $
e 0=t s ty; emais llfn(t,x)-fo(t,x)ll +0 t € [0,tq] e llxlla < 8.
Para n suficientemente grande b5 esta definido em '[O,tl].
De fato:
$,(0) = x_ > 0 logo ||¢n(0)|| £ 8, para n wmaior que algum n_.
Tomemos entao intervalo maximo [O,tn], para o qual ||¢n(t)|l s
< § e entao teréﬁos: ot ;
ea(® 11, = [1e™n%, + | 05 g @nasl

t : .
Mllxn||a + J llAae-unA(t—s)fn(S,¢n(S?)I[ds
o

A

A

t
g L+ [ 1127080708, (003 s +

Cile - A(t-s) |
+ LIIA e M) (E (5,0 ())-F (5,6, (s)))]ds
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Mas f (s,0) = 0, portanto llfo(s,¢n(s))—fo(s,0)|| =

= |5 a0 N ]] = L]]o, ()], ,

t
togo 1501 lg % ]yl + Mgt (0™ e (o) [ as +

t
-0 -0
+ Maun Anfo(t—s) ds onde

A, = sup i|fn(s,x)—fo(s,x)|| para lella <8 e 0%

Mas 1 <y, < 2 portanto

t

6011 = 8l x|, + ] -9 an(o)] | as
o

1-a

t
+ MaAn e

A

Pela desigualdade de Gronwall
tl—a
C(||xn|‘a + An)exp( 1= )

IA

RENOIIM

1]

quando t € [O,tl] ||xn||a <6

1A

[INCHREI PR

Mas para n suficientemente grande

Sl x ], + b)) =

A

Assim |l¢n(t)ll 6 para [0,T)), mas pelo Teorema

se T, <= ou (t,¢n(t)) + 3U quando t > T, ou

NESCREN G

€ nao limitado ou ambos.

1+ e}

S

<

ty.

t .
C (x|l + 8 + CZJO(t-s)'a||¢n(s)||a ds.

185 P
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£, (es0 ()] ]

< ||g, (0 (eN]] = B,
ENIENOM

logo (t,¢n(t)) + 93U quando t > T, .

Assim (t,¢ﬁ(t)) eécapa de qualquer compacto em U,

Logo ¢n(t) esti definida sobre [O,To)e!emqua}quercompactodes-
se intervalo |l¢n(t)||a > 9 uniformemente quando n * © como queriamos.

Note que as suposigSes feitas no comeco da demonstracao nao parti-
cularizam o resultado.

De fato,

Se W, * ¥, > 1 tomamos W o=

A= qu continua setorial.
se ¢ (t)) = x, * xg # 0 entao tomamos Y (t) = ¢n(t)-¢o(;£t)

que converge para Y (t) =0 quando n > =; e

dy N
o+ iy = £ (0) + 6, upt)) - £ (Hpts 00 (uy (£))
Ay, _ -~
It + Ay = g (6,9, (1))
Assim <
v (e) = ¢ (e) - oo Gunt) = xp

N

\
o
L]

com g, (t,0) = £ (t,0,(ut)) - uE(t,0,Cust)) =

Caso t, # 0 entao tomamos z(t) = wn(t+to).
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1119 Lema:

Suponhamos A operador setorial em X, 0 < T < ® e

0 £ B < a < 1+B.

Entao as aplicagoes:

(D) 1,8 » e "% con t e [0,T] ‘

R x x% > ¢([0,T],x™);

t
(I1) (u,g) = J e-UA(t_S)g(s)ds; t € [0,T]
(o]

rY x ¢(10,71,x% + c([0,77,x%

)
sao ambas analiticas. '

Prova:

Tanto em & quanto em g teremos analiticidade, uma vez que nes
sas variaveis cada aplicacao € linear e continua.
Mostraremos primeiramente analiticidade da aplicacao (I) em u.

Para t > 0 fixo tem-se:

e~ ()AL, meHAtg

o
)
n=

1
0 T (TAtS)

convergindo para |6| pequeno. De fato, por I;g, sobre intervalo [0,T]

e 2l m e ||ae™C|| < w7t

Nogh AT eTHAL: 3% pois R(e7AT) ¢ X% ws 2 0

E t

Assim '
n|.|n '

||:%r Antndne—Aut£|la= t lfl ||Ape—uAt€||a |

. n a
= _(tnlfl) H(Ae—UAt/n)ngl‘laé _(Ll%!)_ | |Ae At %lln | |£Ha <

A

' n . -1 s n_n
(eleD ety ™m g, - llm g,
p n!
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nn ® nK n
Mas 7 = xko XT T ©
Portanto
[ A ™ ™ Mg s (Mloleym g

Assim, desde que |6| < —ele , (I) sera analitica.

Verifiquemos agora analiticidade de (II).

t
(u,g) =+ f e HA(t=S)g(oyds, t e [0,T]
(o]

t
Mostremos que J e--(u-}-ts)A(t-s)g(s)ds =

(o}

1
= nio T

t
n f (—A(t-s)G)ne-uA(t-s)g(s)ds-

o}

o _
|| (-A(t-s)$) e-Au(t-S)g(S)lla <

(11" =

A

|| 478 (Aleze) [8] ) o ~Au(e=0) 48y (o) | |

e £(.) ¢ c([0,71,x%."- ||afg(s)|| £ kK em 1[0,TI.

teremos:

Se vy = 5

. . |
(11") l IAG-B (A(t*fl)! ] 6}) e’AU»(t‘S) l | K <

A

A

Kll(AY)n (A(t-rsl)'lél)n (e—Au(t—s)/n)n <

. n n - .
K( |6| r(lt!--s) )||Ay+le-Au(t—s)/an <

A

A

n n _
R L8LLE) ey )T -

|6|MY+1 )n o0 (

n GfB
= KC—5 ar Gy’
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Mas 0 £ B o< 1+B, logo O =a-B <1 e

n _o=-B n n n
n <N n n 2n
< n = e
n! n! n! n!
E mais, segue do teorema 1116 que o + M, € continua em
a-B8+n
[0,°) a-B4n + 1 quando n * =,

n

P < M.
ortanto MY+1 =M

- 2
-0, |6[Me n
e (1) s Klu(e-9)) HET
u
Assim para l6| <——5—
t n

® (-A8(t-s))  -Au(t- '
HEOJO EY e mAN s)g(s)ds converge uniformemente em [0,T].

11110 Teonema:

Suponhamos A um operador setorial num espaco de Banach X,

0<ga<l1l, US R X Xa aberto, § aberto de um espaco de Banach L e
f : UxQ =+ X continua com t =+ f(t,x,A),(t,x) > Dkf(t,x,x) e
(t,x) » Dxf(t,x,k) ' localmente Holder continuas.

Para p > 0, X € §, (t,) € U seja x(t) = x(t;T,E,A,u) solu

cao maximal de:

gi + pAx = £(t,x,A) , t > T
x(1) = E.

Entao (£,A,p) * x(t3T,E,A,u) € continuamente diferenciavel, in
o + o P . =
do de X X @ x R em X , para t dentro do dominio de definicao da

solucao.
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E u(t) = Dg(x(t)) € solucao de:

gz + pAu = Dxf(t,x(t),l)u, u(t) = I.
- v(t) = D, (x(t)) é solucao de:
dv

ac + pAv = Dxf(t,X(t),A)V +

+ Dxf(t,x(t),k),v(T) = 0.

w(t) = D, (x(£)) é solucao de:

¥+ uAw = D E(£,x(6),)w - Ax(£), w(1) = 0.
/

Prova:

Consideremos, sem perda de generalidade, 1 = 0 e tomemos [0,T]
um pequeno intervalo dentro do intervalo de definicao da solugao.

Tomamos G C([O,T],Xa) > C([O,T],Xa).

t
G(xE,0, 1) (£) = e MAtE 4 f eHAE=8) £ (¢ x(s),M)ds, t ¢ [0,T].
o] .

Para (£,A,u) numa vizinhanca de (Eo,ko,uo),
(O,go,ko,po) € U x Q x R+, e para r e T suficientemente pequenos, G sera
. - o a - A
uma contracao de uma bola B. ¢ C[0,T],X ) nela propria. Como no teore

ma 1116, portanto:

t
x(t3E,A,1) = e_uAt £+ f e—Au(t—s)f(s,x(s),A)ds
) o

dx
dt

[\ x(0) =¢, t>0 . '

£, D.f e DAf sao continuas, pelo Lema Iy fCo,x(),0)

+ pAx = f(t,x,A)

sera solucao maximal de

sera continuamente diferenciavel.
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Usando também o lema 1119 teremos que G sera composicao de funcoes

analiticas com funcao continuamente diferenciavel, portanto G sera C .

Logo seu ponto fixo também sera C » € o que diz o teorema I3, e

t
“uAty 4 f e"WA(t-s) —22—(s,x(s),A)D€x(s)ds

u(t) = Dgx(t) = e . %
—uA b o A(t-s) of
=e ¥ t g J e Halt-s —sg—(s,x(s),k)u(s)ds
o
u(0) = I.

Logo pelo teorema III3 u(t) € solucao de

/

du
at + pAu = Dxf(t,x(t)k)u

u(0) =1

De modo analogo obtemos resultados para v(t) = DA(x(t)) e

w(t) = Dg(x(t)).

111, Conolario:
Se além das hipoteses do teorema III;; tivermos que

1, com derivadas continuas em U x £, ou

(x,A) » f(t,x,A) € cf,r 2

analitica uniformemente em t para (t,x,A\) numa vizinhanca de cada

ponto de U x @, entao a aplicacao:

(E’AsU) > X(t;ngsA,U) é Cr

ou analitica no intervalo de existencia da solucao.

Prova:

Nessas condicoes, G sera composicao de uma funcao analitica

r .
com outra C ou analitica. Logo o resultado segue.
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11112 Corolario:

Se alem das hipoteses de IIIlO tivermos (t,x,A) =+ f(t,x,A) a-

- T -
plicacao de U x @ em X, C ou analitica entao:

- T
(t,7,E5A,u) + x(t,1,E,A,u) sera C ou analitica, respectivamente,

para t > T no dominio de existencia da solucao.

Prova:

A ) ‘
Para qualquer m > 0 definimos y(s) = y(s;0,£,A,u/m) como solu-

cao de:

A
d
j—dg— + DAy = g(s,y,1)

ly(O) = £
A 1 A
onde g(s,y,A) = o f(r + %, ysA) e A= (A,m,T)
A
z(t) = y(m(t-1); 0,&,A, %) satisfaz:
d d A A
T = 5 (m(s-1)30,6,4, ) m = ml- FAz(t) +g(m(s-1),y,M)] =
= - pAz(t) + f(t + -P\(?T-T—)—,y,)\) = —uAz(t) + £(s,y,A).

Além disso z(t) = y(0) =&.

Logo segue da unicidade de solucoes que z(t) =x(t,T,£,A,u) t>T1,

no dominio da solucao. x, ¥%m > 0.

Tomando-se m = (t—T)_l, em particular tem-se:
-1
x(t;T’E’A,u) = y<13095’()\’(t_1) ’T)’ U(t—T))
Mas (E’()\’m:T): % ) > y(S;O,E,()\,m,T),%) é Cr (ou analitica): para s

no intervalo de definicao da solucdo, ja que:
A A
1 .
(y>2) = (y,(A,m, 1)) > g(s,y,A) = Si(s + ;[Tl-,y,k)

- T , ,
e C (ou analitica) pelo resultado anterior.
! t



CAPITULO 1V

APLICACAO A UMA EQUACAO PARABULICA

Consideremos a seguinte equacao:

u, u t f(x,t,u,u,)
l 0, >
D u(0) 0= u(m) x € (0,m)

Interessa-nos ver esta equacao como

4 = -Au + F(t,u)
(2)

] u(to) = u,

Assim definimos Au = -u,  Para u e D(A) = Hl[O,ﬂ] n HZ[O;W] e
para cada x € [0,7], F(t,u)(x) = f(x,t,u(x,t),ux(x,t)).

Mostraremos que A € operador setorial, e, depois de impormos al
gumas condicoes sobre f, mostraremos que F : R+ x D(A ) ~+ Lz[o,v], o €
¢ (3/4,1) ¢é localmente holder contfnua na primeira variivel e localmente

lipschitziana na segunda variavel.

Obteremos entao uma unica solucao maximal para (2) para cada

. + o
(to,uo) e R x X,

' - 1
Mostremos entao que o operador Au = -u__, com D(A) = HO[O,F] n
2 -
n BH7[0,n], € setorial.

Para isto faremos uso do seguinte teorema:

IV, Teorema:

Seja X wum espaco de Hilbert e A operador linear fechado densa
mente definido sobre X. Se p(A) n {A ¢ C; Re A >0} #¢ e se
w(A) = {<Au,u>; u € D(A) e ||u|| =1} ¢ {a; |arg A| 2 7-8} v {0} quando

B e [0,%) entao -A € operador setorial.

71
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Prova:

Seja X = L2(0,") e Au = u quando u € Hi n HZ(O,W). Mostre
mos que =-A é setorial.

a) D(A) € denso em X pois contém C:(O,“)

b) A e operador fechado

De fato,
Suponhamos £ € D(A) tal que £ f e fg > ge LZ(O,ﬂ).

Seja VY € C:(O,n); temos

f

™ kis .
J f;(x)w(x)dx = J fn(X)¢"(X)dX
o

(o]

A

kit
togo |[ (£,00-£G0)" Gooas]

. l|fn’f||L2(o,n)|H’"I'Lz(o,n) que vai a

zero quando n * © ¥y € C:(O.ﬂ)-

™
Mas f_ - g, portanto |f (f7 (x)-g(x)¥(x)ds)
' )
< llf;'g||L2(O,“)|IWI| também vai a zero quando n > .,

2
Pela unicidade do limite f"(x) = g(x) ¢ L,(0,m). Logo f ¢ H .
- 1
Da mesma forma temos que Lu = u, e fechado em H (0,7), ou

1
seja, se f >f e fl>h==h=1f" e f € H(0,n).

1
Assim temos f_ f e fg + f" com f € HZ(O,ﬂ) e f ¢ HO(O,H).

Mostremos entao que £ £,

X X
fé(x),= J f;(s)ds e f%(x) = Jof;(s)ds.
o

X
Mas llJ f;(s) - f;(s)ds||L (0,m) s “"f; - f;||L (0,m)°
o 2°7 20

Logo f} € sequéncia convergente em L,(0,7) e portanto f'(x)

€ o limite desta sequencia,
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+
- f ¢ R x R3 + R continua,

t > f(.,t,u,p) € L2(0,n) e localmente Holder contfnua,

- -
f e localmente lipschitziana em u e p,

|£(x,t,u,p)| < h(x)g(t,|u], |p|]) com he L,(0,m), g continua e
também crescente nas duas ultimas variaveis,

Escolhendo o tal que % <a<1 temos X = D(Aa) c Cl(O,n).
Para esse o definimos U = {(t,u); u € X e t o> 0}.

Seja F(t,u)(x) = f(x,t,u(x),ux(x)), X € [O,n]..

Queremos que F seja localmente Holder continua em t e localmen
te lipschitziana em u.

Assim seja (t,u) € U.

Como u e X*, entao u e u, sao continuas para x € [0,7].

Logo {(x,t,u(x), ux(x)); x ¢ [0,m]} é conjunto compacto e portanto
admite uma e-vizinhanga tal que para toaos 0s pontos (x,t,u,p) e (x,8,V,9)
nela contidos tem-se lf(x,t,u,p) - f(x,s,v,q)l < L(It—slO + lu-v| + Ip-ql).

Assim existe vizinhanga V de (t,u) em R+ x X tal que
Ilf(.,t,w,wx) - f(.,s,v,vx)ll 4 f(‘t-sle + “U-Vlla) .para s € R+ e
ws,v € X ?

Logo pelo teorema IIIg dado (té u)d, t >0 e u, € X, E o

(o} (o]

-~ o ~
solucao maximal u : [to,tl) > X da equacao

u, = -Au + F(t,u) t € (to,tl).

u(to) = ug.

e t » u(t) € x* é continua em (to,tl)-
Mas u e u, sao contfinuas em t uniformemente em x € [0,7]
e além disso u e u, sao continuas em x.
Logo (x,t) » u(x,t) e (x,t) > ux(x,t) sao aplicacgoes continuas.
Pelo teorema III; se © é o expoente de Holder da f.,e y < ©
entao:

t >u, € X' & contfnua em (to’tl)'

t
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Assim temos fn + f, fé + f' e f; > f" em LZ(O,ﬂ).

2 .
Portanto f_ + f em H (0,m) e consequentemente em Cl(O,ﬂ).

Logo a convergencia é pontual e £(0) = f(m) = 0, como querfamos.

c) 1 e p(a)

Seja f € L,(0,m). Queremos u ¢ D(A) tal que (A-I)u = f,

ou seja -u-=f,
Jas Uy

m
Mas u(x) = j G(x,s)f(s)ds, onde
)

senh x senh(s-7)
senh 1

se x € [0,s]

G(x,s) =

senh s senh(x-1)
senh 7

se x € [s,n],

é solucao da equagao.

Portanto u. = f +uce LZ(O,H). E mais G(0,s) = G(w,s) = 0.
Logo u ¢ Hi n HZ(O,n).

Portanto o operador (A-I) € sobrejetivo.

Além disso A-I € operador fechado. Assim (A--I)_l também €
fechado.

Logo (A—I)-1 € limitado em" LZ(O,W) e portanto 1 ¢ p(A).
d) A é dissivativo, ou seja, para cada u ¢ D(A),

n LA »
<Au,u> = fouxx(s)u(s)ds = - Joux(s)ds < 0.

Assim w(A) © (~=,0] © {X; |arg Al z m-B}¥ B e [0,1/2).
Portanto A satisfaz todas as hipoteses do teorema IVl e -A
€ setorial.

Vamos agora impor as ‘seguintes condicoes sobre f:
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Vamos a partir desse instante supor que t » f(x,t,u,p) seja lo-

calmente lipschitziana, ou seja, © = 1., Desta forma escolhendo y = o, a

aplicacao

o . .
t>u e X sera continua em (to,tl). Assim

(x,t) » ut(x,t) e (x,t) > u, sao continuas em (to,tl).

Se alem das hipoteses anteriores supusermos ainda que
x > f(x,t,u,p) seja lipschitziana, a aplicacao:

X >u o= ut(x,t) - f(x,t,u(x,t),u (x,t) sera também lipschitziana e entao

Uyy € Cp(O,w) para qualquer u em (0,1).

24
Logo u(x,t) ¢ C u(O,TT), t € (to’tl)'

Alem disso ||u(.,t)—uo|| cte ||t(.,t) - u e

0||0.

Cl(O,n)

tende a zero quando t * t_ -
o
+
Assim esta solugao € classica ja que (x,t) = {u(x,t),uxx(x,t),ut(X,t)]

-~
sao continuas.

Quanto a tl’ ou € infinito ou llu(.,t)lla *> ® gquando t > ty .
De fato,

Sabemos do teorema 1116 que se t; <= e t >ty ou

llu(. t)ll ; ©  ou _llF(t,u(.,t)ll
? o

nao limitado ou ambos.
1+ |JuC, 0],

M

A

Mas temos por hipétese que !f(x,t,u,v)l h(x)g(t,|u|,|v|).

, x% < Hl(O,ﬂ), temos

N| =

Como 1 > a > % >

A

Hul.,t)|]

Ky | |uCl,e)]] < K, | |ull,
L, (0,m) 1 ' (o, 2 ¢

m

Logo g(t,llu(.,t)l(Lz,Ilux(.,t)lle) < 8(tsK2|lul|a’ ctellulla).
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Desta forma

e ] = 1nlly, (g, sCectel ol ctel [ul],)

Assim se ||u(.,t)||a < ® quando t > t; > entao

_lIF(t,u)]l < lIF(t,u)Ii < cte quando t >ty >
1+||u(.,tl|Ol : -

0 que € uma contradicao.
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