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COVERING SPACES AND APPLICATIONS TO KNOT THEORY

Washington Luta Marar
E

Adviser: Prof. Dr. Oaíiride Manzoli Neto

ABSTRACT

The purpose of this work is to present some of the
usefulness of covering spaces in mathematics, in particular to
Knot Theory. Some other tools from Algebraic Topology are used

in connection with covering spaces and a brief introduction is
presented,
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INTRODUÇÃO

Teoria de espaços de revestimento & parte importante da

topologia, sendo util em muitos ramos da Matemâtica.
É utilizado, por exemplo, para reduzir o estudo de cer

tos problemas de variedades para outras simplesmente conexas.
Outra aplicação importante desta teoria é o estudo de

nos (e links) diferenciáveis de codimensaão dois. Observa-se aqui
que apenas nesta codimensao E que o complementar do no (ou link)
tem grupo fundamental não trivial dando margem portanto a

construção de Espaços de Revestimento que são fontes de muitos

invariantes,
Restringimo-nos a nos diferenciaveis (ou seja P.L. flat)

pois no caso topológico temos os chamados nos selvagens (wild
knots) que nos levariam a estudos não objetivados por este traba
lho.

O objetivo desta dissertação é estudar e exemplificar as

ligaçoes entre os tratamentos algêébricos e geométricos de espa-
ços de revestimentos que possam ser obtidos atravês de "constru
çoes geométricas", propiciando, assim, um entendimento geomêtri
co dos mesmos.

Muitas demonstrações sao feitas com forte apelo "geomê-

trico" não so pela dificuldade de formalização, mas também pelas
vantagens oriundas da "visualização geomêtrica" das situações.

O trabalho estã dividido em três capítulos. No primeiro
apresentamos uma exposiçao sistematica de ferramentas da topolo
gia algêbrica e algumas aplicaçoes; no segundo, uma exposição

geral sobre teoria de nos (e links) e espaços de revestimento
mais usados nesta teoria. Algumas aplicações são feitas para e-
feito ilustrativo, O terceiro capítulo contêm algumas aplicações.
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CAPÍTULO 1

PRELIMINARES

S$ 1. MATERTAL BASICO DE TOPOLOGIA ALGEBRICA

1.1. Grupos de Homotopia

Seja (X,x,) um par onde X &ê um espaço topológico e

x, Um ponto de X,

Denotaremos por TT (X;Xx,) o grupo fundamental do espa
ço X com ponto base x. Os elementos deste grupo são as clas
ses de homotopia de aplicaçoes £ : (S*,p,) io. (X,x,); isto É, a

plicaçoes contínuas £ : sº + X tais que f(p,) =Xo
Para ne Z; n> 1, denotaremos por TT. (X;x,) o nto:

simo grupo de homotopia de X com ponto básico xs O qual
é constituido pelas classes de homotopia de aplicações
É : (S*,p,) > (X,x,).

Proposição 1.1.1.

Sejam X um espaço topológico conexo por caminhos e,
x e xo 7 Pontos de X; então T, (X,x,) = Tt, (X,x,).

Observação

Para espaços conexos por caminhos geralmente indicare-
mos o grupo fundamental por T,(X), omitindo-se o ponto bãâsi.

co.



Proposição 1.1.2.
Tm (XxX VI, )) = Tm (Xix, ) x T (9):
Proposição 1.1.3.

T (XxX) e abeliano, para n > 1,

Definição 1.1.4,
Um espaço X conexo por caminhos € dito simplesmente

conexo se T, (X) = O,

1.2. Grupos de HomoLtogia e Cohomotogia

A. Homotogãia

Um complexo de cadeias C &é uma sequência de grupos a-
(e + ebelianos (CC e homomorfismos 3 indexados pelosq q q q-!l

inteiros positivos e tais que d OdJd = O,
q q+1

Os homomorfismos %. são chamados operadores de bordo,
os elementos de Cc, são chamados q-cadeias, o grupo Z )(C)=ker d.
é chamado grupo dos q-ciclos, o grupo BL (O) = im 41 é chama
do grupo dos q-bordos e o grupo quociente H (C) = 2 (C)/B (C)
€ chamado q-êsimo grupo de homologia.

Observação
O grupo de homologia RO (C) ; qe Z,, "mede" o quan

to a sequência

que
—E> Cc,

1 > Ca too não E exata.em PO

to

fo
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Seja G um grupo abeliano. Consideremos a cadeia
dd 81 3d Blnt+l 'G n GCBG:...*>C  ,EGA—A> Cc, BG——>C, BG ...?

onde 1, : G>*6G € o homomorfismo identidade. Definimos

HH (C,G) = H (C 8 G) como sendo o grupo de homologia do complexo
C com coeficientes no grupo (GG.

Observação

Quando G for um anel comutativo com unidade, H (C,G)
E um G-modulo,

A seguir enunciaremos um resultado que relaciona A (C,G)

com H (CO).

Teorema 1.2.1. (Coeficientes Universais)

Seja C um complexo de cadeia onde todos os (CC são

grupos livres. Então

H (C,G) = H (C) 8 G O Tor(H ,(C),G).

Observação
Se A ou B são grupos livres temos que Tor(A,B) = O.

B. Cohomo£Logia

> Um complexo de cocadeias C &é uma sequência
n+1l n+2

8 + +2ooo, cotld , Cc” Po vao.

+1
de grupos abelianos Cº e homomorfismos tais que Sos =oO.



. n --Os homomorfismos ô sao chamados operadores de
n - :cobordo, os elementos de Cc sao chamados n-cocadelas, o

gn+lgrupo Zº(C) = ker é chamado grupo dos n-cociclos, o

grupo B'(C) . nim e chamado grupos dos n-cobordos e o

Z"(C)/B'(C) é chamado n-ésimo grupo de cohomo-"grupo Hº(C)

logia do complexo de cocadeias (CC.

Sejam G um grupo abeliano,
3 3

Cita. *t+C€ —PHl, Cc —E> Cc * ... um complexo de carn+l n n-l
|

deias e Cº = Hom(C ,G). Consideremos ua é Hom(C, 17). Seja
gnl tal que s"Tlo) = q O Qd, então a sequencia

n+1 6º n St! n-l -ee. TOC ——> CC  —=—. ce * ... €&€ um complexo de coca-
; n ker Sn+ldeias e H (C,G) =

= .
im 6

Tambêm neste caso vale o

Teorema 1.2.2, (Coeficientes Universais)

Se os Cc, sao livres,

H'(C,G) = Hom(H (C),G) & Ext(H ,(C),G).

Observação
Ext(A,B) = O se A é um grupo livre.

C. HomoLtogia Singular

Sejam X um espaço topológico, fe ...,e |) base ca-nn
nônica do got, à = (le t..tÃe, 1: O SA, 1 e EA, = 1) eon oo 1i=0 1

Ss) = (og : a? X |o são aplicações contínuas).
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Os elementos de SO) sao chamados n-simplexos singu-
lares de X.

Seja F (O o grupo livre cujos geradores sao os elemen-

tos de Ss: isto &€, E, É F (O) se, e só se, : Z. = Enzo
n. é Z; soma finita. Os elementos 2. são chamados n-cadeias

singulares de X.

Vamos definir o operador bordo 9. : FO) > F21(X)» ra
ra tanto basta definí-lo em um elemento genérico o de Ss (X).

Sejam

1
= : Ss Ss 1: =. =Ao Dietr HAe titáhe, à O * 1; D: l, A; o)

a i-ésima face e o. = o|a*1 n-l
bos - aDefinimos 97(O) = 2(-1) o.

Observa-se neste caso que 3 oO 593 = O,
ker 3 P n+1l

Definimos H (X,Z) = -r—— e denominamos n-êsimon rm 7441

grupo de homologia singular do espaço X com coeficientes em Z£.

Denotaremos H (X,Z) simplesmente por HE (X).
Analogamente definimos HE (0X,6) = H (F(X),G) e

H(X,G) = Hº(F(X),G).
Como neste caso os F (O) são grupos livres vale o

teorema dos coeficientes universais.
Um relacionamento entre os grupos de homotopia e os gru

pos de homologia de certos espaços E dado pelo:

Teorema 1.2.3. (Hurewicz)

Seja X um espaço simplesmente conexo. As seguintes a

firmaçoes são equivalentes:



(i) 1; (O) = O ; 1 4 j É n-l

(1i) HE: (x) = O; 1 SS já n-l,

No caso de uma das duas condições acima estar verificada,

podemos afirmar que: ê

(iil) HO) = Tt (X). A

Alêéêm disso temos:

Teorema 1.2.4.

T, (X)
Tn. (X);m. (XxX

H.(X) e1
1 1

onde Em, (O jm, (X)) ê o comutador de nm, (X).

da pelo:

A homologia do produto cartesiano de dois espaços é da

Teorema 1.2.5. (Fórmula de Kunneth)

j j
Hx xYy)= ;8 H. (X) 8 H:;O) 9 o Tor (H; (X);H.;10).

Corolaário 1.2.6.
-Se todos os módulos de homologia de Y (oude X) são

livres para dimensoes menores que j, então
Ra

Y).
j

H.CX x Y) =; HO 6H,
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Outro importante resultado para se calcular os grupos
de homologia de um espaço X &é dado pelo:

Teorema 1.2.7. (Sequência de Mayer-Vietoris)

Seja (X,U,V) uma triada exata (isto é,
k, : CU,UAN V) > (UV V,V) e k, : (V,UN V) > (UU V,U) são

excisoes) onde X = UV V. Então a sequencia

* ... H(UN V,G) + HE (U,G) O H(V,G) > H (X,G) > HH (UNV,O ?
e exata.

Definição 1.2.8. (A.N.R.)

Um espaço X E€ um A.R. (absolute retract) se possui a

seguinte propriedade universal: para qualquer espaço normal Y

e qualquer aplicação f : B> X, de um subespaço fechado B de

Y em X, f estende-se a uma aplicaçao de Y em X. Se exi
girmos que f apenas se estenda à uma vizinhança aberta de B

dizemos que X é um A.N.R. (absolute neighborhood retract).

Teorema 1.2.9.
Toda variedade compacta ê um A.N.R.

Teorema 1.2.10.

Seja K um A.N.R. compacto contido em um espaço eu-
clidiano. Então H (K,G) é um G-módulo finitamente gerado qual
quer que seja q, onde G &ê um anel comutativo com unidade.



Corolario 1.2.11.

Os módulos de homologia de uma variedade compacta sao

finitamente gerados,

Teorema 1.2,.12.

Se H (X,G) é finitamente gerado para todo q, então

os submódulos livres de HÍi(X,G) e HH (X,G) são isomorfos (is
to &€E, FI(X) = F 00) e os submódulos de torção de HÍiCxX,G) e

H7 (X,6G) são isomorfos (isto é, TI(X) = Tt Z1().

Demonstração: Veja [11], p. 244.

Teorema 1,.2.13. (Dualidade de Poincarê)

Seja X uma variedade n-dimensional, orientâavel, compac-

ta e sem bordo (isto é, fechada). Então HÍi(xX,G) = H2 (X,G) on
de G &ê um anel comutativo com unidade.

Teorema 1.2.14. (Existencia de Colarinho)

Se M &é uma variedade topoloógica com bordo - 9M, en-
tão existe uma vizinhança W de OM tal que W &é homeomorfa

a 9M x [0,1] de modo que OM se corresponda naturalmente com

oM x (O),

És
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$ 2. ESPAÇOS DE REVESTIMENTO

Assumiremos, neste parágrafo, que todos os espaços tor
pológicos São conexos, localmente conexos por caminhos e de

Hausdorff salvo menção em contrario. As repetições são para en-
fatizar.

Observe que um espaço conexo e localmente conexo por
caminhos é conexo por caminhos (c.p.c.).

Definição 2.1. (Espaço de Revestimento)
Um espaço de revestimento de um espaço X é uma terna

(X,p,X) onde X & um espaço topológico e p: *X>xX uma apli
cação contínua tal que X possui uma cobertura C por abertos
U's coma seguinte propriedade:

cada componente conexa por caminhos C de p (ou) Mm:

um aberto em X e pjCc: C+*+U um homemomorfismo,

qualquer que seja U «e C,

Denominaremos &* espaço total, X espaço base, pnx)
fibra de x << X e U vizinhança elementar. Frequentemente nos

osreferiremos a X como revestimento de X.

Observações

(1) Seja (É, p,X) um espaço de revestimento, então p e

um homeomorfismo local.
De fato, sejam x € x e x =p(X). Consideremos U

uma vizinhança elementar de x em X e V a compo-

nente conexa por caminhos de p to) que contêm x.

Sendo locaimente conexo por caminhos e ptu) a-
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berto segue que V &é aberto em *%X. Além disso, sendo

(X,p,X) um revestimento, segue que p|lV &é um homeomor

fismo sobre U. Portanto, p & um homeomorfismo local.

Uma consequência desta observação é que todas as proprie

dades locais de X sao herdadas por X. Exemplo se &

- . = —— -é uma variedade, X tambem sera.

(ii) As fibras pt), x € X são espaços discretos.
Com efeito, sendo p localmente injetora, cada Xep(x)
possui uma vizinhança V na qual é o único ponto tal

”s
que p(xX) = x. Sendo assim, VA pt) = (x); isto E,

cada ponto de pt (x) é isolado.

“(iii) Se (X,p,X) é um espaço de revestimento com *X  compac-

to então, pt (x) é finito, V x € X.

De fato, sendo X de Hausdorff, qualquer ponto «x e

fechado em X, então p (x) &E fechado em À que ê

de Hausdorff; logo pt (x) ê compacto e discreto em X,

portanto, finito.

Definição 2.2. (Propriedade do Levantamento)

Sejam (X,p,X) um espaço de revestimento e Y um espa
ço. Uma aplicação F : 7Y > X &é dita um levantamento da aplica-
ção f : Y+>X se poF = f.

Lema 2.3, (Unicidade do Levantamento)
Sejam (X,p,X) um espaço de revestimento, Y um espaço

conexo e £f£ : Y+ X uma aplicação com levantamentos F eF': Y> X.

Entao o conjunto Í(yeY : F(y)SF'(y)) E vazio ou todo o es-
paço 7Y.
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Seja 1, =.L0,1].

Teorema 2.4. |

(Levantamento de Caminhos)

Sejam (X,p,X) um espaço de revestimento,
um caminho e &%&8e p T(1(0)) ce X. Então existe um úni
nho X% :1+>+X que é o levantamento de X*% e tal que

Corolâário 2.5.

Quaisquer duas fibras p (x) e p TX);
têm a mesma cardinalídade em X onde (X,p,X) e um

revestimento.

Demonstração
-lMostremos que a cada ponto 7y é p (x) corr- : -l :unico 7y' &€ p (x') e reciprocamente.

Seja A um caminho em X tal que xn(O

X(1) = x'. Defínimos uma correspondência entrê pi!
px") como se segue: Ppara cada ponto 7, é p TG),
o (Unico) caminho que é levantamento de »X% em X co

AMI IX
co cami-

(0) = X,

x ex € X

espaço de

esponde um

=x e

(x) e

seja x

m ponto i-
nicial y., Seja 7y' = X(1) “a imagem de y por esta correspon
dência entre p TO) e p (x).

Utilizando-se os caminhos inversos dos acima citados,
definimos analogamente uma correspondência entre p (x) e

pt (x) que É inversa da anterior.
Assim, a aplicação y > y' & uma bijeção entre pt (x)
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Definição 2.6. (Número de Folhas do Espaço de Revestimento)

- : : -l -O numero cardinal comum aos conjuntos p (x), x é X E

chamado número de folhas do revestimento (X,p,X).

Notação

£ : (X,x) * (Y,y) denota uma função contínua £f£ : X ? Y

tal que f(x) *=y e indicaremos caminhos homotópicos por “.

Teorema 2.7. (Levantamento de Homotopia)

Sejam p : (X,%X) + (X,x) tal que (X,p,X) é um espaço
de revestimento e £ : (Y,y,) + (X,x) uma aplicação que possuí
levantamento FE: (Y,y,) — (X,X). Então qualquer homotopia

h:YxI+X com h(y,0) = f(y), vy ye Y pode ser levantada
a uma homotopia H : Y x [1 > X com H(y,0) = F(y), vv y e Y.

Demonstração: Veja [2], p. 18.

Corolâário 2.8.

Sejam (X,p,X) um espaço de revestimento e

>=
Do.

>= 1 1+ X caminhos com 2,(0) = 2n,7(0) e tal que pol =Pod,,
entao A, ” Age Em particular AQ) = AZ):

Teorema 2.9, - TEOREMA FUNDAMENTAL DE LEVANTAMENTOS

Sejam (X,p,X) um espaço de revestimento, 7Y um espa-
ço conexo e &%, « px). '

Uma aplicação £ : (Y.y,) + (X,x) possui um levanta-
mento F : (Y,y,) >? (É,X,) se, é somente se,

£fXT,(Y,y,) E paTÇ (XX,)
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onde ff, e Px são as induzidas de f e g em res-
pectivamente.

Corolaário 2.10.

Sejam (X,p,X) um espaço de revestimento e XKQEP (X,
x e X. Então Pax * nt, (X,X) > TT (X,x,) e um monomorfismo se
k = 1 e um isomorfismo se k 2 2.

Demonstração

(k = 1)

Sejam a, 8 laçoes com ponto bãsico X,

Pela unicidade dos levantamentos, o levantamento de

a = pod e a; isto €E, Px [a] = fa]; analogamente,

p. [6] = CB].
'

'
Portanto se as classes de homotopia Co] e EB) co1n

cidem; isto é, p,Q, [a] = Px [8], ou seja [pod] = [poÊ] en-
1 1

tão por 2.8 [à] = [À].

(k > 2)

Entenderemos TV (EX) como o grupo das classes de

homotopia de aplicaçoes de (Ss) em (Y,y,)-

(i) p., &é sobre

De fato, para qualquer aplicação .£f : (Ss) + (X,x)
existe um levantamento F : (Ss) + (X,X) por 2.9
tal que poF = f, pois Tt (Ss) = O parak & 2. As

sim, para qualquer elemento de TT, (X,x) existe um
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elemento de T X,Xx) correspondente ao primeiro pe-x
la aplicação induzida Pax

(ii) PQ é 1-1
Com efeito, se F,G: (Ss) + (XX) são levantamen-

tos de f,g : (Ss) ? (X,x) respectivamente e f “eg,

entao F + G por 2.7.

Definiçao 2.11, (Revestimento Universal)

Um espaço de revestimento (X,p,X) é dito universal se
><? for simplesmente conexo, isto e, n7, (À) = O.

Definição 2.12. (Espaço Semi-Localmente Simplesmente Conexo)

Um espaço X &E dito semi-localmente simplesmente cone
xo se todo ponto x < X possuir uma vizinhança U tal que o ho

momorfismo n7,(U,x) + Tv, (X,x) e trivial. Equivalentemente, to
do ponto x « X possui uma vizinhança U tal que todo laço em

U pode ser 'contraido' a um ponto (de X,.

Teorema 2.13. (Existência de Revestimentos)

Seja X um espaço topológico conexo, localmente cone-
xo por caminhos e semi-localmente simplesmente conexo.

Dados x, e X eum subgrupo H ce T,(X,x,), existem um re
vestimento (X,p,X) e um ponto x, e X tais que pat (X,X )=H.

Demonstração

Construiremos o espaço total X.

Diremos que a e à são equivalentes (oa = É) quan-
do a(l1) = B(1) e [ra.B !] € H.

*
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(ii)
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A relação recêm definida ê uma relação de  equtvalên-
cia.

De fato, a =a pois. fa. t] = [e le onde
o

e, € o caminho constante em x. +

o :

Se a = 6, segue que [8.07%] = Fa. 687 ta! e H, então
Bp=Za,

Finalmente, se a = É e B E.y, segue que.

[a.y "1 = Co.B .B.y tl] = Co.BTtI.CB.Y le H,
então a E Y.

Denotaremos por <a> a classe de equivalência do ca-
minho oa pela relação acima definida e X o conjun-
to de todas estas classes <a> de caminhos a em X

tal que a(o) = x.
Definiremos p(<am>) =a(l) que ê obviamente bem defi
nida.

Como X &Ee semi-localmente simplesmente conexo, X pos

sui uma cobertura C, formada por abertos U tal
que todo laço em U & homotópico a constante em X.

Para cada ponto <a> e X e cada aberto VU e C defi
nimos U<a> = ([<a.B> | B(I) ce U e B(O) = a(D)).

Os conjuntos UVU<a> constituem a base de uma topologia
de X. Além disso, esta topologia é de Hausdorff.

De fato, X = UV U<e, > com U e C se
o

Y € v,<a,> n U<a,> então Vo € v,<a, >? NnU,<a,>
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onde V' ce V = v n U, com V' semi-localmente sim

plesmente conexo. Além disso, sejam <a > e X e

<a> € X <a.,> <a,.>.a, com a, É a,

1.º Caso: a, (1) * a, (1)

Então existem abertos disjuntos U, e UU, em &X tais
que a, (1) eU, e a, (1) e U, pois &X e de Hausdorff.

Logo, Uj<a,>nN Uj<a,> = 9.

O
—2. Caso: a, (1) = a, (1)

Como X &é semi-localmente simplesmente conexo, existe
um aberto U contendo a, (1) = a, (1) tal que qual-
quer laço em U & homotopico à constante em X. Supo

nhamos, por absurdo que VU<a,> ON U<a,> * À , então e-
xistem caminhos À e y em U começando em 0, (1)=0,(1)o -1 1e tal que La, .Bl.La,.vY] = La,.B.v a, ] «e HE, por

1definição. Mas B.y ê fechado em U pois
B(1) = y(1), posto que a,.B = AzeV.

1
Logo B.y &€ homotoópico à constante e

-1 -1 -1
[a,.a, le [ape ça) le Ca,.B.y -117

2 as ls
= Ca, .Bl.Ca,.vl" e H;.

isto €, a, 2 a, , OU seja <a, > = <A? Absurdo.
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(iii)

(iv)

(v)
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p: X>&X ê continua.

De fato, se U &ê aberto em X, então para cada

<a> € plc, U<a> é aberto em X e.estãá contido em

-1l
p (U).

X ê conexo por caminhos.

Dado qualquer ponto <a> é X &E suficiente exibir um ca

minho unindo <a> e “e, > em X.
o

Para tanto, escolhemos um caminho A : [> X pertencen
te a classe de equivalência <u>.

Para qualquer número real s <« LI, definimos A; :1> X

por aC) = AÁ(st), t < TT. Então Ah = À e A, = e,
Seja <a > a classe de equivalência de caminhos Ag"

Afirmamos que a aplicação definida por s > <a > ê con
tínua de I em X; isto &, um caminho em X.

Devemos mostrar que para qualquer Ss,
<€ Il e qualquer

vizinhança básica U de n(s,), existe 0 >0 tal que

se |s-s.| < óô então <a > E U<a, >, Tomemos ô tal
o

que se ss | <6ô, então  A(s) e U. Tal 6 existe
pois à & contínua.
Assim, s > <a> e um caminho em X com ponto inicial
<e, > e final <o>.

p:X>X éêum homeomorfismo local.

Para cada x é X, seja U um aberto c.p.c. contendo
x tal que todo laço em U &éê homotoópico a constante
em X.
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1.º Caso: pluU<a> é 1-1 e sobre

De fato, se p<a.B> = p<a.y> para 8 e Y caminhos

começando em x, então B(1) = yY(1) e portanto B.y"*
1é fechado. Logo, B.Yy &€ homotópico a constante; is-

to é, <(a.B)(a.y) > = <a.(B.y D.ab> = <a.ea "> = <a."> =

=<e > é<H, ou seja, <a.B> = <a.y>.“o
Além disso, plU<a> &é sobre para qualquer a com

p<a> =X .o

2.º Caso: p &ê aberta

Com efeito, seja V € X um aberto.
Como V & reunião de abertos básicos U<a> &ê suficien
te mostrar que Pp(U<a>) &é& aberto para cada U<o>.

Assim, seja x < p(U<a>); digamos que x = p<B> = B(1)

para B «e U<o>. Seja v. o conjunto de todos os  pon-

tos de U que podem ser ligados à x por caminhos em

UV. Como X &E& L.c.p.ce., U. é aberto e x € v.
Afirmamos que U., O p(í(U<a>); implicando que p(U<a>)
E aberto. Com efeito, U, * p(U, <>); mais ainda
<B> = <a.y> onde Yy é um caminho em U. Assim, qual
quer elemento <n> &«€ U <B> é da forma <n> = <f.,ó> =

= <o,y.6> € U<a> onde 3 &é um caminho em U. ligan
do B(1) e n(1), e U, <B> ec U<a>.

pt) = y U<a> onde a é tal que p<a>d =x, xe U.

Se y &€& um caminho com p<y>=+y(l1) «e U seja Ê um

caminho em U unindo Yy(1) a x. Então p<y.Ê>=xe
<y> € U<y.B>.
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Portanto, (X,p,X) &é um espaço de revestimento.
Resta mostrar que PAT, (X,x) = H, x. ” ce. >.

o

Sejam aàa um caminho em X tal que a(O0) = x, e a

o caminho em X tal que a(0) = x, definido por
aA(t) = <a> onde a, (s) = a(ts).

o e. .. +1. Caso: Q e continuo.

Mesmo argumento usado em (iv).

2.º Caso: dad & levantamento de O

pía(t)) = p<a.> = a (1) = a(t).
Suponhamos agora que a & fechado; isto é,

€ «Lad Tt, (X,x,)
Assim, [ol «e PaTÇ (X,X,) <==> à é fechado em &; ds
to E, A(1) = “e, >, OU seja, <a> = <e >,

o *o

Logo, [Lal « PÁT,(X,X,) <==> a. x, ; isto é, L[oleH.
ePortanto, PATI ÓX,X, ) = H,

Observações 2.14.

As propriedades exigidas na hipótese deste teorema são

verificadas por muitos espaços razoaveis; por exemplo,
CW-complexos, variedades e outros.

Espaços que não sao semi-localmente simplesmente cone-

xos podem não possuir revestimento universal.
Exemplo: Seja X = nºy Cc, onde



Temos que X & conexo e Z.c.p.ce., porém qualquer vizi-
nhança U da origem o = (0,0) nao induz um homomor

fismo Tt, (U,0) + nv (X,0) trivial, pois U contêm um

elemento Cc. para algum n, € N.
o

Suponhamos, por absurdo, que (X,p,X) seja um revesti
mento universal de X; então nm (X,Õ) = O,

Consideremos o seguinte caminho 22 : [0,1] > X dado

por: [O +) enrola-se uma vez em C [3,2] enro' ”2 1º 23 —

la-se em Cc, e assim por diante.
Seja à: 1+%X levantamento de À.

. > n-l n - ;Afirmamos que cada A([————,———J]) e um caminho abern n+l —=

to em x, n é N.

Do contraário I(ranl. ——]) seria homotópico a, n * n+l
constante pois T (X,Õ) = 0; assim ML P 1) tam1º ' n * n+l —=

bêm seria homotópico a constante, posto que por 2.10

Px !: mn, (X,Õ) + Tt, (X,x) e l1- ll. Mas isto é um ab-

surdo.
Como »X*% 'se abre' em X, existe uma vizinhança U de

nr
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I(1) que isola este ponto dos pontos da forma 1 (— a
n é N. Pela continuidade de TI, existe uma vizinhan-
ça de 1 em 1, digamos (x 51] tais que CX SL) EU;

x. [O,1). Absurdo, pois (x 1] contem pontos da

forma .n+1

Definição 2.15. (Automorfismo de Revestimento)

Seja (X,p,X) um espaço de revestimento. Um homeomor

fismo T:; X>*>X e chamado um automorfismo se o seguinte dia-
grama comutar

DS v -

x

O conjunto dos automorfismos de X munido da operação
de composição é um grupo, denotado por Aut(X).

Observação 2.16.

Por 2.3. e sendo X conexo, T fica determinado se

soubermos seu valor em algum ponto de %X*X; em particular, pelos
valores que assume numa fibra px).

Assim, se T É identidade, T não possui pontos fixos.

Lema 2.17.

Sejam (Xp X) e (X9s PosX) espaços de revestimen-
tos e x, € X; i= 1,2 tal que Pp, (X,) = PÇAíX,).

Então existe uma aplicação contínua vV : x, . X, tal
que o diagrama



- V .(Xp x) > (X,sx,)

P1
P>

(É,%)

comuta se, e somente se, Pat] (Xfx) c Pax] (XasXx,).

Demonstração: Caso especial de 2.9.

Definição 2.18, (Revestimentos Equivalentes)

Dois espaços de revestimento (Xp e (Xp X)

sao equivalentes se existe um homeomorfismo h : Xp) > (X5,ã,)

tal que o seguinte diagrama comuta

hEST v 4?

Teorema 2.19. (Unicidade de Revestimento Associado a um Grupo)

Sejam (X.,pisX) i = 1,2 espaços de revestimentos,
x. € x. ; i=1,2, pontos básicos e p,:(X,.Xx,)?(X,x) i=1,2,
tal que Pax, (Xp5X,) = PaxT7 (Ea, %,); isto é, revestimentos as-
sociados a um mesmo subgrupo. Então (Xp p*) e (X,,p2.X) sao

equivalentes.

Demonstração: Segue de 2.16, 2.17 e 2.18.
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Observação:

Estabelecemos, portanto, a seguinte correspondencia:

Revestimentos de X (com ponto básico especificado)
Í

Subgrupos de T, (X,x)

Lema 2.20,

|
Sejam (X,p,X) um espaço de revestimento, x € X e

- -l1 x, É Pp (x). Então os subgrupos pt, (X,X,) e pat, (É,%,,
sao conjugados em TT, (X,x).

Demonstraçao
ec.p.e., seja Y um caminho unindo &*, à xMO"Como X

Assim,
(EvICaIDSITt, [ã] e om (EX);1 2

> H

projetando obtemos
1

pat (X,%,) = (lpofIlhILpos “IJ; [hn] é pymy(É,X,))

e - Efpoyl]l e Tm (X,*).

Observação

Assim obtemos a seguinte correspondencia

Revestimentos de X (sem ponto basico especificado)
Í

Classe de Conjugacão de subgrupos de T, (X)
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Definição 2.21. (Revestimento Regular)

Um espaço de revestimento (X,p,X) é dito regular se

para algum x €é€ X e Xé<p (x) o subgrupo pat, (X,X) ê nor-
mal em

(a)

(Db)

TT, (X,x).

Proposição 2.22,

Sejam (X,p,X) um espaço de revestimento e

-lxo x, € p (x). Então existe uma aplicação contínua
V X>+X tal que o diagrama

(Hã) ——> (E,%,)

(X,x)

comuta se, e somente se,
= os -l = so

Pat, (X,Xx,) e fa Ip,2T, (X,x,) Lol,

onde a &éê um caminho ligando *, e x,
Sejam (X  pfX) e (X,,p2sX) espaços de revestimento
de X, e seja |V um homomorfismo do primeiro no segun
do. Então (X,,P,X,) E um espaço de revestimento.

Demonstração

A parte (a) segue de 2.20 e 2.17.
Para demonstração da parte (b) veja [7], p. 160.
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Corolario 2.23.

Um espaço de revestimento (X,p,X) &éE regular se, e so

mente se, para quaisquer dois pontos xy x, € po t(x), existe um

automorfismo Tt : &X+>&X tal que T(X,) = x, +

Proposição 2.24,

Sejam (X,p,X) um espaço de revestimento e X € px),
x € X. Então

NE p,QT,(X,%)]
Aut(X) =

—

pat, (X,x)

onde NE p,T, (X,%*)] € o normalizador de páT, (X,%) em T,(X,x).

Demonstração: Veja [7], p. 163,

Corolário 2.25.

Sejam (XK,p,X) um espaço de revestimento regular e

X € p (x), x € X. Então

- Tt, (X,x)
Aut(X) = F—n——=>s

PxT,(X,X)

Corolâário 2.26.

Sejam (X,p,X) um espaço de revestimento universal e

Keep (x), xe X.

Então Aut(X) = Tm (X,x). Além disso o número de f£o-

lhas do revestimento é a ordem do grupo Tm (X,x).
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Definição 2.27. (Revestimento Abeliano Universal)

O espaço de revestimento associado ao subgrupo comuta-

dor ET] CO 37, 00) de T,(X) é chamado revestimento abeliano
universal,

Observação

Neste caso, Aut (X) = 8, (X).
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S$ 3, ALGUMAS APLICAÇÕES

Utilizaremos espaços de revestimento universal de cer-
tas variedades para obtermos informações sobre seus grupos de ho

motopia.

Definição 3.1,

Dizemos que uma variedade M e:

(i) fechada se M & compacta e 9M = d;

(ii) aberta se M não é fechada, em outras palavras M ê

não compacta ou OM é À;

(iii) contrãctil se a aplicação identidade i : M> M for ho

motópica à constante,

Teorema 3.2. -

Um espaço topológico M &E contractil se, e somente se,
quaisquer duas aplicaçoes f e g de um espaço topológico Y

em M forem homotópicas.

Demonstração

Supondo que i : M> M & homotópica à constante, se

gue-se que existe uma homotopia F:MxXI1>M tal que

F(x,0) = x e F(x,l) =p, onde p<é< M. Seja G:YxXxI+> M tal
que G(y,t) = F(f(y),t). Assim, £f£ & homotópica à constante. A

nalogamente, g & homotópica à constante. Logo, f e &, são

homotopicas.
LU =A recíproca é imediata, bastando tomar Y
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Observação

Segue-se do teorema 3.2 que se M & contrãáctil então

7, (M) = O para todo j. Se MO é uma variedade, a recíproca &

verdadeira; isto E, se T,(M) = O, V j então i : M>M e

homotópica ã constante,
Com efeito, sendo M uma variedade entao M & um com

plexo simplicial. Assim, a identidade restrita ao O-esqueleto &

homotopica à constante pois M &é conexo por caminhos. Suponha-

mos que exista uma homotopia H entre a identidade de M res
trita ao (k-l)-esqueleto e uma aplicação constante. Como T, (M) = O,

não existe obstrução para estendermos a homotopia H ao k-esque
leto. Portanto, a identidade i : M> M ê homotópica à constan
te.

Aplicação 3.3.
: n : ; co.Seja M uma variedade diferenciavel conexa tal que

T,(M) =O, 1<j<n.
sSeja M o revestimento universal de M,.

os(a) Se M &ê aberta então M & contráctil.
(b) Suponhamos que M &é& fechada, então:

0; se j<n
[Ã)(b,) Se Tt, (M) finito então TT; (OM) =

Z; se j=sn
einfinito entao M & contrâctil.MI(b,) Se 1, (M)

Demonstração

O pois M &é revestimento universal. Por 2.9"(a) Tm, (M)

nt, (M) = T,, (M) para k > 1. Assim, 1, (É) = O, para lsk<n,



[

to.

29

Pelo teorema de Hurewicz (1.2.3) n7 (E) = HE (). Sendo

M aberta, segue que M & aberta. Assim, dois casos po

dem ocorrer:
-o MM -—l. Caso: M e nao compacta,

Logo 4 (M) = O ([2], p. 121).

2.º Caso: M tem bordo.

Da sequência exata do par (M,3M) temos que 8 (É) = O

pois H (M,9M) = Z e HH ,(9M) = Z são isomorfos,
Portanto, sendo M aberta segue-se que 8 (O) = O, Por

Hurewicz T, (O) = O, Assim, M é contrãáctil.

(tb) Pelo corolãrio 2.26, o número de folhas de M &ê a

ordem de Tv, (M). Logo M é compacta posto que M

e compacta e. Tt, (M) e finito.
Sendo M simplesmente conexa segue-se que UM êo
rientãvel ([2], p. 116). Assim, M compacta, co-
nexa e orientável implica que H (M)=2Z ([2],p. 121).n
Do item (a) temos que n. (M) = O para 1 j< n;

por Hurewicz segue-se que 7 (MD) = Z pois 1 (M) =7.

(b Como Tt, (M) é infinito, o número de folhas de M
Mitambém o é. Portanto, M e aberta. Como UM re

vestimento universal de si mesmo, segue-se da par
te (a) que M &é contrâáctil.

Aplicação 3.4.

Seja M”" uma variedade fechada e conexa com T,(M) fini

Se TM) = O para 1 < j > se n ê6par e 1< j< 3
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se n é IÍmpar então nt, (M) = O para 1 < j <n.

Demonstração
eSeja M o revestimento universal de UM. Temos que

n; O) = O para 1 é4Sjs , se n for par.
(A demonstração para n Ímpar é análoga). e

Por Hurewicz, HM) = O para 1 5 j SS 3
--Como M compacta (veia (b,>), segue-se da dualidade de

Poincarê (1.2.13) que HE.
(M) = Rº (MM).

Mostremos que nº /27icão = O para 1 < i< 3.
Com efeito, temos por 1.2.12 que

Ho/22;2(M) 5 Fh/222(M) O T/22.;0D

pois H/22; (É) é finitamente gerado para O * i < 3 (veja 1.2.11).

nn/2-i,s, - NS JS

(M) = Fo /2.;(M) O Tn/9 ;7(M) para l<i<iz.Assim, H
;

- :

; n
: = si<l,Mas, Hd /22;7(M) £ para O

&$ 1
5

Logo, nº/2-icã) = O para 1 < j < 3"

Portanto, pela dualidade de Poincarêe, Ho /24;3 (0) = O pa

Assim, HM) = O para 1 É j < n.

Novamente, por Hurewicz, nt; (É) = O para l $ j < n.
Desta maneira, 7; (M) = O para 1 < j< n.
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CAPÍTULO 11

ESPAÇOS DE REVESTIMENTO DO COMPLEMENTAR DE UM NO (OU LINK] EM sP*?

Espaços de revestimento têm significativa aplicação na

teoria de nós pois são fontes de muitos invariantes.
Neste capítulo serao descritos alguns tipos de espaços

de revestimento. A exposição de cada parágrafo (exceto o primei-
ro) será dividida em três itens A, B e C, nos quais, respecti
vamente, serão apresentados uma descrição algeêbrica do espaço
de revestimento, uma construção geométrica e finalmente a equiva
lência entre essas duas apresentações.

S 1. MATERTAL BÁSICO DE TEORIA DE NÕÔS

|

; : seo m nDados duas variedades diferenciaveis M e N,um dos

problemas em topologia &é determinar se M mergulha em N e, se

isto ocorrer, de 'quantas maneiras' possíveis; entendendo, por
exemplo, que dois mergulhos i,s i, : M> N são equivalentes se

existir um difeomorfismo VV: N>* N tal que voi, = i,
Em particular, se tomarmos M = .U, Ss? (reunião disjun-

ta de nm esferas Ss”) e N=S, k >n, estaremos estudando
o que & chamado teoria de nós.

Definição l.1. (No e Link)

Um nó (diferenciável) é a imagem de um mergulho K:s">s"e m
. - . . kGenericamente, um link é a imagem de um mergulho L : iv Ss: + Ss,

A imagem de cada Ss. é chamada componente do link LL.

31
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Observações
m

; ; n(i) Denotaremos a imagem K(S”) apenas por K e LUSO
por L.

(ii) Em nosso estudo nos restringiremos à codimensao 2; is-
- + + = : =to e, RP e 8” 2

ou 1º <« SP 2 A razao disto e que

estaremos interessados no estudo de invariantes relacio
+2nados com o gripo fundamental do complementar Ss” - K

n+2 ; - ;(ou SS - L) que em codimensao 1 ou maior que 2 se

anulam.

Definição 1.2. (Equivalência entre NóÓs)

Dizemos que dois nos K e K' de dimensão n são e-
: : ; ; + +2quivalentes se existe um difeomorfismo h : Ss” 2 e Ss" tal que

h(K) = K', No caso de links de duas ou mais componentes, indexa
mos essas componentes e exigimos que o difeomorfismo h preserve
a ordem fixada.

A classe de equivalência de um no ou link é chamada ti-
po do nó ou tipo do link, respectivamente.

Definição 1.3. (Invariante do Tipo do NO (ou Link))

Um invariante do tipo do no é uma correspondência F que

a cada no K associa um objeto F(K) de alguma categoria tal
que, se K e K' são equivalentes então F(K) e F(K') são

isomorfos no sentido da categoria dos objetos F(K). Analogamen
te para links.
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Observação

Esses invariantes sao meios uteis para se verificar que
dois nos (ou links) nao sao equivalentes. O invariante mais u-
sual & o grupo do no (ou link) que definiremos posteriormente.

Definição 1,4. (Vizinhança Tubular de um NO)

; n n+2 - à: : tosSeja K c<c5S um no diferenciavel. Por uma vizinhan
ça tubular de K entenderemos a imagem de um mergulho

n 2 n+2 -t : K x D' >S tal que t(x,0) =x, x < K, onde pº eo
disco unitário usual do Re.

Por exemplo a vizinhança tubular de um no K* em s?

e um toro sólido cuja alma é (&K.

n ; = n+2Como K tem codimensao 2 em SS pode-se demonstrar

1ue V(K) sempre existe; veja [12], Th. 5.2, p. 110 e ex. 5,

p. 118 e (13), p. 26.

Definição 1.5. (Grupo de um Nó (ou Link))

Seja K"” um nó. O grupo fundamental n (so*? - K) do

complementar de K em gnt? é chamado grupo do no (K. Analoga
| mente definimos o grupo de um link.

Exemplo (Cãâálculo do Grupo de um NO)

No caso clássico g* < s? temos um algoritmo para obten
ção de uma apresentação do grupo fundamental n (s? - K), deno-

minado apresentação de Wirtinger.
Por exemplo, considere o no kK* ec s? (trefoil - Fig. 1).

Mostraremos, atravês da apresentação de Wirtinger que

tm y(S? = K) = |x%y:x =y
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Fig. 1

Consideremos o nô K como composição de arcos
a e. . :

a a.217% a, no plano Cada o. esta conectado com i4+1

(mod n) através de arcos 8. conforme a Fig. 2.

“1 2

3 ô
Fig. 2

Assumimos que os arcos a. estejam orientados e consi
deramos pequenas flechas x, que cortam a; da direita para a

esquerda com respeito ao sentido de a,.
Fixando um ponto básico * (digamos no olho do leitor),

os caminhos partindo de +*x percorrendo x. e voltando ao pon

to x determinam laços em s3 - K; isto E, elementos de nm (S?-K,*).
As relações da apresentação de n (Ss? - K) são obtidas

por:
2



: 3.
“ T - = : -NENE S IX1X25%; : rstasta| que pode ser re

duzido para

T (S?-K)= x KR, O XIX,QX x.X1 1º”3 1 3 13

[XxX x3:a,b TOX/X3X, XxX X3) A E X1X35 b = x X3X)| =

= 3 21? = =ESPESSAS: a =b' , as x X3s b= x XX,|
|x,, XxX, ,a,b a =p? = b b=119335 + AR TD,

99 XXA
2 - -ESPESSAS: a =b,x% =a h, x, = b 14º =

2
= |a,b a => |

Observações

(i) Seja V(K) uma vizinhança tubular aberta de um no 'K.

Como existe uma retração Fr: gnt? -— K > gnt? - V(K) te
mos que n (st? - K) = n (so? - V(K)). Neste caso,
Snt? - V(K) &ê uma variedade diferenciavel com bordo =

= IV(K).

o. " n+2 n+2 - :(11) 1, (Ss - B) = Tt, (R - B), onde B é um subconjunto
+limitado de Rº 2.

: : & n+2Com efeito, seja U um disco em torno do “- em S

que não encontra B. Assim, Un got? = ye = got!
: n+2 : :

; :

pols UN R = disco - o centro. Portanto, U e

n+2 - :
'

R n UU sao simplesmente conexos, posto que n 2 1.

Sejam x, * U e = ge*t? - B Consideremos
n+1l o 2 onpt2 a PAx, = x. n X, = Ss XxX = 4 U X, S B eo dia

35
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1

Pá
DAY

Como T,(X) = 0 = nT, (X,) o diagrama induzido fica

0

o n, (RO? B)

mn (St - ms)
1

Pelo teorema de Van Kampen obtemos que

m (St? - 8) =n(Rº?-)1

(iii) O grupo do nó não é um invariante completo, isto &€, a

há há z

y z y

Fig. 3 ! Fig. 4

correspondência que a cada nó K associa o grupo
n (Ss? - K) não é injetora.
Exemplo o nó square (Fig. 3) e o nó granny (Fig. 4) nao

são equivalentes porém ambos possuem grupo

|x,y,z O XyYX = VXy, XZX = zxZ|.
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Ainda para fins de classificação, outros invariantes al
geêbricos são estudados. Teremos oportunidade de ver, por exem-

n+2 nplo, a homologia de certos espaços de revestimento de S - K.
Para isso precisamos de alguns preliminares.

Definição 1.6. (Colarinho Duplo)

Um subconjunto X € Y e dito possuir um colarinho du-

bicollared) se existir um mergulho b : XxX[-1,1])YOiplo (isto é &X

tal que b(x,O0) x, VV x € X.

Definição 1.7. (Superfície de Seifert)
Uma superfície de Seifert de um no K" c gn+2 e uma

variedade compacta, conexa MPT! < nt? que possua colarinho du
plo e tal que oM = K..

Observação

Da definição temos que se noto uma superfície de
= - : : : +2Seifert de um no. K entao existe um mergulho J : M x [1,1] + Sº .

Teorema 1.8. (Existência de Superfície de Seifert)
Qualquer nó ou link (diferenciavel) borda uma superfi-

cie de Seifert. "|

Demonstraçao

(n = 1)

Seja K* cs? um nõô orientado.
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projeção

Consideremos uma projeção regular de (kK num plano,
isto é, planificamos K de modo que o número de autointersec-
ções seja finito.

Temos em cada ponto de autointersecçaão dois arcos ori
entados, como mostra a Fig. 1

Em cada um destes pontos de autointersecção faremos um

'desvio', como indica a Fig. 2

Assim o no K fica decomposto em um número finito de

discos. A superfície de Seifert M serã obtida colando estes
discos por retângulos 'torcidos' (Fig. 3) como indica a (Fig. 4).

TIE CALLGr
TI. OIRIS

Fig. 1
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No caso de links com mais de uma componente o mesmo pro
cedimento é adotado para uma projeção regular do mesmo.

(n > 1)

Neste caso utilizaremos o seguinte lema, cuja demons-

tração pode ser encontrada em[4 - Lema 2].
" : n . n+2Seja K uma subvariedade de SS

; fechada e que pos
sua colarinho. Então, se 1H, (K) = O, K borda uma va-

. n+2? , "riedade de SS que possue colarinho,

Como n>1 eonôó K* &é topologicamente uma esfera
s" segue-se que HH, (K) = O,

Exemplo

Daremos a construçao da superfície de Seifert do no

trefoil.
Consideremos a projeção regular do trefoil indicada na

Fig. 1.

Fig. 1

Pela descrição feita na demonstração do teorema 1.8,
obtemos a seguinte superfície de Seifert para o trefoil (Fig. 2) ;

isto é, dois discos colados por tres retangulos torcidos que pos
sui mesmo tipo de homotopia que a figura oito (Fig. 3). Logo, a

superfície de Seifert do trefoil E topologicamente um toro com

um 'buraco'.
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Fig. 3

Fig. 2

+

O teorema a seguir mostra que a homologia do comple-

mentar de um no não é um bom invariante. Mas será Util na con-

fecção de espaços de revestimento.

Teorema 1,9.

Sejam K  umnõe X(K) = gnt? - K.

Então HE. (X(K)) = :

Demonstração

(i) Cj = 1)

Consideremos a sequencia de homologia do par (V,V-K)

onde V & uma vizinhança tubular do no (K:

e... H,(V,V-K) + H, (VD) + 8, (V) Pos...

Temos que B = s"*º vy é tal que B E X(K) e

= o - ds 2. An+2B E X(K); entao, por excisao H,(V,V-K) = H,(S ,X(K)).
Como o par (V,V-K) é equivalente (homologicamente)

ao par (V,dV) obtemos o diagrama:
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B ix '

. HO) XY H,(V,3V) — 1, (90) — nn () m— HH, (V,9V) — 1, GV E (V) — HE (V,9V)
Rh ex. ja i L : ” dh ex:

n+2 n+2, = 2 n+2,. Íx n+2
3 4 + n+2, , n+2or HIST) + RAS

TS
X(K)) DEO))+RS) o OS X(K))+EGO) +(SO)+EST X00)

" n u U) "

o o z z o

Do primeiro retangulo segue-se que cof e isomorfis-
mo, portanto ajlimfB é um isomorfismo sobre HH, (X(K)); isto &,

ima =im Ê.

2 2 n - e.Como V =D x S , segue-se da formula de Kunneth

(1.2.5 - Cap. LI) que

Z; se n=l : :a n - ;H,(V) = | i ” pois H, (S ) e livre.

Além disso,

H,(9V) =

Da .comutatividade do terceiro retangulo obtemos que

dx ! H (SP?) > H (SPF É,X(O) e sobre. Como |H (sPt?, = O se
DEN 1

: —

gue-se que HE (SP FÉ,XO) = 0; logo H,(V,3V) = O e portanto
i, é sobre. Como BR& & injetora e HH, (V) livre segue-se que a

sequência exata

oo so Bo do ix
:

O > H (V,9V) > H,(9V) — H,y(V) > O

—split, isto & A, (9V) = im g O im BB onde &: HE, (V) > H,(9V) e



42

tal que 1,0g = tn ()'
Para mostrarmos que ker i, = Z basta mostrar que

imfÊ =Z, pois ker i, = im É.

1.º Caso: n > 1

Assim H, (3V) = Z, isto 6, Z*= im g O im É. Sendo

gg: HH, (V) > H, (9V) e H,(V) = O segue-se que img=0
e portanto im BôB = Z.

2.º Caso: n =)
? NAssim H, (3V) OZ, isto 6, 2 O Z*= imgeoimb.

Sendo &: HH, (V) > HH, (V), H, (V) = Z e gÉéOoO (posto

que i1,0g = lh (1))o segue-se que im gº=72 e portan
1 t

to im À = Z.

(ii) [3 > 11]

Para mostrarmos que H, (CX) = O para p > 1 necessi
taremos de algumas dualidades:

Dualidade de Alexander (Caso particular)
. n ; . -Sejam X uma variedade compacta, orientavel e A uma

subvariedade fechada. Então H'(A) = HQ (X,X-A); Y q.a.
Dualidade de Lefschetz (Caso particular)

. n ; : .Sejam X uma variedade compacta, com bordo e interior
x orientada. Então HI(x) = HEX Yy q.
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Consideremos a sequência de homologia do par (SE x(0),
onde X(K) = sS"2- x:

n+2; n+2
|

n+2? Ani2-pS ) ? n+2-p(S  X(KO) + Hog2-p-1 (XC) + Hr ianp-1(S ) *.. »

Temos que

n+2 - rant2, p . P/,ol, —Hni2-p(S )= Hnsa-p-1(S ) = H"(K) = Hº(S) = O

pois 1 8 p< n.
Assim H spt? X(K)) = H

; (X(K)) para láp<n, n+2-p" n+2-p-l
Por outro lado, Hni2-p (SK) = HP(K), pela dualidade de

Alexander.
= Ss ;Portanto, Ho ,2-p-1 (XX) =

O para 1 p< An, isto
ê, H.(CX(X)) = O para 1 < j &á$án.

Resta analisar os casos 3j = n+2 e j = n+l,

o :1. Caso: [j = n+2])

n+2 - , ao :Como X(K) = 5S - K &éê uma variedade (n+2)-dimensio-
nal, conexa e não compacta segue-se que HH ,5(X(K)) = O,

(veja [2], p. 121).

2.º Caso: [j = n+1)

Consideremos a sequência de homologia do par (X,9X)
onde X = X(K)

PHÇ00HO, (X,9X)>H (9X)-H (XPA ,,(X4,0X)>H (9X)>H(X)>...n+l n+l

Temos que H ,2(MX) = O (pelo caso anterior),
Ho 12 (X,9X) = H(X) (pela dualidade de Lefschetz),
HH ,7(9X) = A (X) = Z (pela fórmula de Kúnneth),
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quência

onde 3
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H (X,IX) = nº (X) (pela dualidade de Lefschetz) en+1
HU (X) = Z (pelo teorema dos coeficientes universais)
posto que H,(X) = Z (pela parte (i)) e 8 (X) e li
vre.
Assim a sequência do par (X,3X) fica:
o>z2zZ>H ,(X)>zZOzZ>On+1 '

onde 3 leva l no 1 (isto &, classe fundamental em

classe fundamental). Portanto, HO, CX) = O,

Corolario 1.10.

Sejam L um link &com m componentes e X(L)=S"*2-1,

z” se js
H.(X(L)) = O se j>1; j É n+l

zm! se j=n+l

Demonstração

Analoga ao teorema 1.9.
Observemos apenas que no caso j =n+l obtemos a se-

E) m
O >zZ-z">nH, ,/(X(1L))->O,

associa 1 a m-upla (1,...,l). Portanto,
m

- Z - om-l1H, (X(L)) =Ao 5º



45

$ 2, REVESTIMENTO CTCLICO INFINITO DE UM NO

Seja K" um nó em sP*t?, “Consideremos T,(X(K))
grupo do no K.. Pelo teorema 1.9 - temos que" H, (X(X)) = Z.

A. Descrição Algebrica

Consideremos a seguinte sequência
A

N + T/(X(K)) — HH, (X(K))

onde A &éê a abelianização e N=Rker A; isto E, N é o comu-

tador Em CXCK));m, (X(K))] de TT, (X(K)). Assim a sequência

0 >N> Tt, (X(K)) — Z + O é exata.

Definição 2.1.

O espaço de revestimento, que indicaremos por X(K),

associado ao grupo N &É denominado espaço de revestimento cícli
co infinito do nó K,

Observação

Como N =RkKker A, segue-se que N é normal e portanto
X(R) &é regular. Pelo corolario 2.25 do Capítulo [, Aut(X(K))=Z.

Além disso, conforme a definição 2.27 do Capítulo L, X(K) é o

revestimento abeliano universal de X*X(K).
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B. Construção Geometrnica

Tendo em vista que Aut(X(K)) = Z construiremos um es

paço XE (K) que serãá o espaço total do revestimento cíclico in-
finito do nó K. Para tanto necessitamos de certos espaços Y

que construiremos a seguir:

Sejam Mto uma superfície de Seifert do nó K” em

gnt? e Ji: MX (-1,1) > gn+? a inclusão do produto M x (-1,1)
em s8"*? (veja observação 1.7).

Consideremos as aplicações contínuas ii, : M* (-1,1) da

da por O <ij(m) <1 se me MM e i,(m) =s 0 se m € OM,

e i :M-> (-1,1) dada por -1 < i (my < O se me M e

i(m) = 0 se me oM. Aplicando-se J aos gráficos de i, e

i obtemos a situação descrita pela Fig. 1 (vista de corte).

J(M,i,(M))=J,

J(M,i (M))=J.

Fig. 1

Tomemos uma pequena vizinhança tubular aberta  V(K) do

no K,

Observação

V(K) deve ser tão pequena que possamos substituir
V(K) n M, V(K) J, e V(K)NJ por segmentos radiais (Fig. 2).
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Fig. 2

Sejam T(K) o interior do esquema da Fig. 2,
n+2 iY' = Ss" o TR) e X(K)5=sS"2ív(o.

Logo Y' & uma variedade (n+2)-dimensional com bordo
homeomorfo a duas copias de M, digamos M e M', coladas pe
lo bordo K atraves de uma superfície cilíndrica homeomorfa a
Ss" x £a,b] (Fig. 3). NNN

A

|

1a st”,
Fig. 3

O processo de obtenção de Y' acima descrito € equiva-

lente a 'cortarmos' X(K) ao longo (da superfície de Seifert M.

A variedade 7Y (Fig. 4) é obtida de Y' introduzindo um

+ . +
colarinho (veja teorema 1.2.l14 do Capítulo 1). Sejam UM e M

as cópias da superfície de Seifert no colarinho. Continuaremos de.

notando a vizinhança tubular de K por V(K) mesmo com a intro
dução do colarinho.
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Consideremos para a construçao de Xº(K) uma quanti-
dade enumeravel de cópias de espaços Y indexados em 1

Em cada ponto de coordenada inteira i sobre a reta lo
: es +calizamos um espaço . « Identificando-se M; com M.41 obte

mos um espaço que indicaremos por XÉ(K).

Observemos que após as +

identificaçoes das superfícies
de Seifert, o ponto m ressal- 1

tado na Fig. 5 torna-se um pon
to interior no espaço XÉ(K).

O espaço Xº(K) assim
construido é uma variedade
(n+2)-dimensional, conexa por
caminhos e com bordo homeomorfo

a Rxs",
De fato, os pontos do

bordo das copias de Y que per
tencem ao fecho V(K) da vizi
nhança tubular, por não serem 1

dentificados, permanecerão como
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pontos de bordo cujo conjunto E homeomorfo a S" x RkR. Por sua

vez, os pontos do bordo de Y oriundos de Mou MN
; após as

identificações tornam-se pontos interiores, conforme jã observa-
mos.

Para definirmos a projeção Pg : XE(K) > X(K) de modo

que (XÉ(X), po. X()) seja um espaço de revestimento, observamos

primeiramente que X(K) pode ser obtido (a menos de difeomorfis
mo isotópico a identidade) do espaço 7Y identificando-se nº

com M ., Seja gg: Y>&X(K) tal identificação. Definimos uma

função plurívoca vv : XE(K) > y pondo Pl, + . identida
de para cada i é Z (UV sera unívoca fora das partes identifi-
cadas de XÊ(K)). Tomando-se Pz : XP(K) * X(K) por Pz = go
obtemos a projeção desejada.

Exemplo 2.2.

Seja K o nóô trivial em sº,
Consideremos, como superfície de Seifert de K, o dis-

co MM,

Construiremos o espaço X(K) = Ss. V(K) onde V(K) ê

uma vizinhança tubular aberta de K e obteremos 7Y cortando
X(K) ao longo da superfície de Seifert M.

Temos que X(K) = 8º - V(K) & homeomorfo a um toro so-

lido (Fig. 6) pois V(K) & homeomorfa a um toro solido. (Esta
mos entendendo sº como composição de dois toros com fronteiras
que coincidem).
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Assim, Y &ê um cilindro sólido (finito), obtido de

X(K) por um corte ao longo de M (Fig. 7).
Logo XP(K) &é um cilindro sólido infinito (Fig. 8).

X(K) ee.

Fig. 7

Fig. 8

A proposição a seguir caracteriza o grupo de transforma
ções de XÔÉ(K).

Proposição 2.3.

Existe um automorfismo 71: XE(K) + XS(K) que leva Y.
em 7Y i+l

Além disso, T gera o grupo de transformações Aut(XP(K))

que E cíclico infinito.
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Demonstração

Qualquer elemento |V « Aut(XÔ(K)) preserva, por defi-
os , -l - : wnição, as fibras P, (x) que sao espaços discretos; entao um e

lemento &X*,. «€ Y. é lévado no seu correspondente. x. é *; ; istopP-

-E, VIR) mo X..
= +Seja k o indice de KR ; o

que se faz corresponder a *, <eY, AN.por VV. Logo |V fica associado. : eo Y i
ao inteiro k e reciprocamente. KoTomemos t: X(K) > XÉ(IO) oZ Jtal que T(X,) = x. Assim, e PTPIICO

v = té. EA: Y.
Portanto aut(RE(R)) = (Tt) ART TT. j

= ReAe assim AUut(XÔ(R)) = Z,. :

Definição 2.4. (Número de Enlaçamento (Linking Number))

Sejam J e K nôs orientados em 8º (ou R?) e M

uma superfície de Seifert de K. Assumimos que 7 intercepta
transversalmente M em um número finito de pontos.

Como M & uma variedade diferenciâavel orientada temos

que para cada ponto x < M, existe um plano tangente TM , o

” a à . . : > >qual é um espaço vetorial bidimensional com base fujsu,l.
N |

|Seja u um vetor tangente à JJ com mesmo sentido que3

. > > . . -o de percurso de J. Se à base fupsuzsuz) tiver orientação po-

sitiva daremos ao ponto x o valor .+l, caso contrário -l. A.

soma desses valores é chamada numero. de enlaçamento e .denotado

por LKCI,K).
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Observações

Existem varias definições
equivalentes (a menos de

sinal) que podem ser en-
contradas em [8], p. 132.

Entre essas destacamos a J
seguinte: sejam
(XÉ(K), po. X(K)) O reves-
timento cíclico infínito
de X(K)=S -K e to E:gerador de Aut(XÔ(K)), Y,

conforme a proposição an- CCA
terior. Consideremos 3 ,
como um laço em X(K) com KERA
ponto base; digamos, em

K Ta

x, € Im; isto &€,

J€ Tt, (X(K), x, ).
Levantamos J a um caminho
J em X(K, começando em qualquer ponto *, € pt) e

chamamos seu ponto final de &X, € px). Existe um uni1

º +. m - e º .ºco inteiro m tal que T (x) = x, Definimos m co

mo sendo o número de enlaçamento de J e K.

A definição acima pode ser generalizada naturalmente pa
ra nós de dimensão superior.

O número de enlaçamento é aditivo; isto é, se À e un

sao dois laços com ponto básico x, com números de en-
laçamento com um no K respectivamente e. e Lt,» en
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tão o laço composição de X)% e | tem número de enlaça
mento com o no K igual a soma

e, + t,.
Com efeito, sejam | e Ã os

levantamentos de uy e À res-+-
opectivamente. Se *, é o pon

to final de *À% serão ponto i-
nicial de |.
Sejam x, ponto inicial de À e x, ponto final de

HU. Assim x, e x, são respectivamente os pontos ini
cial e final do levantamento do caminho composto AU.

Logo, pela observação anterior, ZLKk(A.u,K) = m onde
- ' M. + om e tal que T (XxX) =X,

t, &,
Mas 7 (X) =X, e T (X,) =x, . Portanto mel, +L,.

Definição 2.5. (Meridianos de um Link)

Seja L um link de componentes Kiss K « Considere
mos VIK) uma vizinhança tubular aberta da componente K; e

n+2 nm

x =5 - aU IV(KO.

Indicaremos por un. o elemento de Tt, (X,*) representa
do, a menos de caminhos ligando *

*
- 2

a Xi pelo círculo x. x dD -em : *
2 ;

K, x DO = VOKOo dos lyi.,m, or "rientado de modo que o número . de
K

1enlaçamento (definição 2.4)

ek(V.,K;) seja +1l,

Os u.'s assim escolhidos são denominados meridianos do

link L.
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C. Equivalência Entre a Descrição Altgebrica e a  Constru-

ção Geométrica

Mostraremos que X(K) coincide com Xo(K), em outras
palavras mostraremos que os grupos aos quais eles estão associa
dos coincidem; isto é, N = ker A onde A & a abelianização e

-= ss . .
N, PÇ TC (K)), coincidem.

Além disso daremos uma descrição de N, .

Lema 2.6.

Se h: G>*>H e k :G+K são homomorfismos e h ê

sobrejetor, existe um homomorfismo (necessariamente único) f£f:H*K

que comuta o diagrama se, e somente se, o nucleo de h estã con

tido no núcleo de Rk.

Demonstração

Consideremos o diagrama

o Vv =

O

2é&—&ãéã2——o”

Ss

E MV " =
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Como h &ê sobre, v é isomorfismo.
Seja £ : H> K dada por f(x) = kCp two tix))).
Note que f estã bem definida pois ker h € ker k e

satisfaz o desejado.

Em vista deste lema, para mostrarmos que N coincide
com N basta mostrarmos que o diagrama

nm, (X(K))

z —Ei—> Aaut(X6(K))

se completa, onde p e A são epimorfismos e f &um isomor-
fismo que comuta o diagrama.

Evidentemente a abelianização A €& um epimorfismo; por
-sua vez, Pp : Tt, (X(L)) + Aut (XÉ(K)) e dada por

P(A) = V E Aut(XÉ(K))

onde | : XE(K) > XE (KR) e tal que Vv= É sendo T o gerador
de Aut (XÉ(X)) (cf. proposição 2.3) e 2 = LkA,K). Assim o

ê um epimorfismo (pela observação (iii) da definição 2.4) entre
os grupos Tt, (X(K)) e Aut(XÉ(K)). Além disso o.  isomorfismo

f : 2 > Aut (XÔ(K)) que comuta o diagrama &e tal que £(1) = Tt,

fixada uma orientação para o nó.

Portanto pelo lema 2.6, ker A = P, nv, (XÉ(X)); isto &€,
: | *
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Descrição Geométrica de N, (grupo ao qual estã associado Xº(K))

Consideremos a seqiência
p g:

o > Nm, (K(K) x) —P>Z + O

onde N, = ker p.

Sejam À um laço em X(K) com ponto básico x, e

à seu levantamento em Xº(k) com ponto inicial x, (q.v. teo
rema 2,4, Capítulo LI).

Temos que »À&é N, se, e somente se, à for fechado.
Por outro lado X* & fechado se, e somente se, Zk(A,K) = 0 (q.v.

definição 2.4).
Então para à € N, ; seu levantamento A pode ser re-

escrito da seguinte forma:

fia
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à = rs. X.iwW0
tt

onde Xe TM (LX) (i &E a posição na qual se1

dá o retorno de ÀX), sendo wW. um caminho ligando x, a x. tal
que sua projeção é igual a nº onde uy &€ o meridiano de K e

o caminho Ah tem 'complexidade' menor que Xe

Continuando este processo escreveremos

> n
— -lA = NO. ..AL O.31 3º jo

com XxX. € T(Y.,X.
: j 107;

k
e (wWw.) = .Pg, j) np

Portanto P; nv, (XÉ(X)) (isto, N) é constituido por
* - -l >laços 2% é Tt, (X(K tal e ) =Nw.i.Ww. com À. € T,(Y,,X.ç 2 (K)) qu ERELTEES. j 2 o 3)e tal que P, Cm.) é potência do meridiano de (K.

*

Observação

Devido a equivalência entre a construção algébrica e a

descrição geométrica, conclui-se que Xº(K) não depende da par-
ticular superfície de Seifert tomada para sua construção.
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$.3, REVESTIMENTO CTCLICO FINITO DE UM NÕÔ

Seja K" um nõ em gnt,

A. Desermiçao Algebxrica

Consideremos a seguinte sequência N > nt, (X(K)) E> Zoo
onde teN, N=kerop e p é a composta mn] (X(K))E, (X(K)) DZ,
sendo A a abelianização e p : Z > Z, a projeção canônica.

Assim a sequência

O >+N > vt, (X(K)) — 2. + O E exata.

Definição 3.1,

O espaço de revestimento que indicaremos por X (O), as
sociado ao grupo N &EÉ denominado t-êsimo espaço de revestimento
cíclico do nó K.

Observemos que, por construção, Aut(X, (K)) = 2,

B. Construção Geométrica

A construção a seguir é análoga aquela feita no parâágra

fo 2.

Fixemos um número natural t e consideremos t cópias
de espaços Y (como no $ 2) indexados por 1; 1 = 0O,l1,...,t-l.
No bordo de Y. temos duas cópias de superfícies de Seifert que

+ -indicaremos por M; e M; .
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Fazendo as mesmas identificaçoes do paragrafo 2, exce-
+ = co -to que Meo e 1dentificado com M, , obtemos um espaço de re

vestimento chamado t-ésimo espaço de revestimento cíclico do nó

K que será denotado por XE(K). Veja o esquema na Fig. 1l.

Fig. 1

Neste espaço de revestimento, a projeção, definida ana-
logamente ao caso do parágrafo 2, serã denotada por

38 >P' à? XL (X) X(K).

Proposição analoga a proposiçaãao 2.3 se estabelece neste
caso, observando que na demonstração o inteiro k ê um inteiro
módulo t. Assim o grupo de transformações Aut(XÉ(K)) E iso-
morfo a E.

C. Equivalência Entre a Descrição Algebrica e a Construção
Geométrica

Mostremos que o núcleo da aplicação Pp: nm, (X(K)) + Z,
; ; vo :coincide com PL TERÇO):
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Observemos primeiramente que a aplicação p & dada pe
la composta

P1 :m  (X(K)) = H/(X())

Aut(X,(K))

onde P, associa a cada laço a (com ponto básico x) "o seu
numero de enlaçamento Z/Lk(a,K) comono K, e p & a projeção
canonica.

Assim a aplicação o associa a cada laço a -em T, (X(K) x)
o seu número de enlaçamento com o no K módulo t; isto &É,

pí(a) = Lk(a,k) mod t.

Por outro lado, os laços em XP(K) (com ponto basico
x e pr (x)) caracterizam-se por possuírem projeções em. X(K) que

são laços com número de enlaçamento com o no K multiplos de t.
: e -=Portanto PL Ta EE) ker p .
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Observações 3.2,

Existe um homomorfismo YV : (X(1),p,X(1)) > (X, (E) ,p,, K(K)) ;

qualquer que seja te N,

Com efeito, temos que AuUt(X(K)) = Z e Aut (X, (K)) = Z..
Mas

nm, (X(K)) ny (X(K))
Aut(X(K)) = e Aut(X (K)) =

pat, (X(XK)) vn (É, (K))Pt.
pois (X(K),p,X(K)) e (X,(K),p,,X(K)) são regulares
(cf. 2.25, Cap. LI).

Assim, pQT,(X(K)) ce Pi TX 0O).
Logo, por 2.17 do Cap. L, existe um homomorfismo

VV: X(K) > X, (KR).

(X(K) ,0,X,(X) € um espaço de revestimento regular, qual

quer que seja t e N,

Consequência imediata de 2.22 (b) do Capítulo [L.
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$ 4. REVESTIMENTO LIVRE DE UM LINK DE BORDO

A. Descrição Altgeêbrica

Definição 4.1. (Link de Bordo ou Boundary Link)

Um link L é chamado link de bordo se existirem super-
fícies de Seifert duas a duas disjuntas bordando suas componen-

tes.

Exemplos

(1) O link da Fig. 1 é um link de bordo.

K K,

Fig. 1'

(2) O link de Whitehead (Fig. 2) não é um link de bordo,

Fig. 2

Com efeito, sejam M, e M, as superfícies de Seifert
das componentes J e K respectivamente. Tomemos o re-
vestimento cíclico infinito &X(J) de s? - J (Fig. 3).



cias e

X())

Fig. 3

se M,nN M, * dd, então M, se levantaria em super-
fícies de Seifert disjuntas enHM para os

levantamentos ee KpoaRiaoo do no K em X(JI),

posto que X(I) independe da particular superfície de

Seifert Ms, Mas isto &é impossível, pois quaisquer dois
levantamentos consecutivos de K têm número de enlaça
mento  +1.

Observação
nmIndicaremos por ;V15s: a rosacea de m circunferen

; m
. o 1

F, o grupo livre com m letras. Assim, nt, (;Y1S = FT,

O teorema a seguir caracteriza os links de bordo.
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Teorema 4.2. (Gutiêrrez-Smythe)
n+2Seja X(L) =S “-L onde L &é um link de nm compo

nentes. O link L é um link de bordo se, e somente se, existe
uma aplicação sobrejetora p de Tt, (X(L)) sobre Fr que le-
va os meridianos de L sobre os geradores de Fr .

Demonstração (Esboço)

Sejam L um link de bordo e MipoMaseo MM, as superfi-
cies de Seifert (disjuntas) de suas componentes. Consideremos

|

m
y = s"*?- T(L) onde T(L) = iU,T(K;) sendo T(K,) o interior
do esquema descrito no parâágrafo 2.

; O U l soConstruiremos uma aplicaçao £ : X(L1) > 3V15; cuja in-
duzida f, coincide com p. Colocamos flv = Yo (constante) on

m
de Yo

& o centro da rosácea Visio Resta definir f em
nm n+2 m

T(L)-.U V(K,) posto que X(L) = SS - KU V(K,) onde VIK.) e

uma vizinhança tubular aberta da componente K.. Cada T(K.)-V(K.)

e levado pela f numa circunferência da rosácea, conforme des-
crito na Fig. 4.

VIK.)

Fig. 4



66

Observemos que ey) Mom

Assim, obtemos £ : X(L) > VS; tal que a induzida
ff. : Tt, (X(L)) +— Fr coincide com Pp.

Reciprocamente, consideremos pp: 7, (X(L)) + F, uma

aplicação que leva os meridianos de L sobre os geradores de

—
Qn+2 : o

Qn+2 mn

F,: onde X(L) = S L. Seja W =5S - ;UJV(KO.
m

Notemos que dW = US; x SP”),
m

: : - 1Construiremos uma aplicaçao V : X(L) > VS: com a

qual obteremos superfícies de Seifert disjuntas para as componen

tes do link LL.

m
Definimos uma aplicação p de dWw em US: que pro

jeta cada toro s!º x Ss" em s!,
|

m
; 1 V m

: +Seja VV, : W>;VS; aw ——A>. vs!
- i=l1 1

dada pela composiçao de Pp com
| o

. - P
a inclusão, Aoerusão

Definimos UV como ex- Ú ,l
. Ss.

- 1=1 1

tensao de Va
V m

dw As Vs!121 à

inclusão 2 O-2”
X(L)

?

As desejadas superfícies de Seifert Mises MM, para as

componentes Kpaeeska são obtidas por . IT de pontos adequa-
dos, onde Pv, é uma aproximação diferenciâvel de VV.

Mais detalhes podem ser encontrados em [£31], p. 30.
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Seja N = kerp onde Pp: T,(X(L)) * F, e a aplica-
ção do teorema 4.2.

Definição 4.3.

O espaço de revestimento x(1) associado a N & cha
mado espaço de revestimento livre de um link de bordo L.

Observação

Estudos sobre este espaço de revestimento podem ser
encontrados em [91].

B. Construção Geometrica

nm
:

Sejam L: US: + nt? um link de bordo com m' com-

ponentes e x. a superfície de Seifert da componente K.=L(S;).

Cortando-se X(L) = Sn+? -L ao longo de todas as superfícies
M. s ii. = lfy...,Mm obtemos um espaço 7Y' (como construido no

parágrafo 2). Seja Y o espaço obtido de Y' pela introdução
de um colarinho.

Adotaremos uma linguagem combinatória na construção de
XxÉ(L).

Seja Tm uma ârvore cujos vêrtices estejam em corres-
pondência biunívoca com os elementos w& de F,:+ Os ramos de

Ta, orientarão as colagens dos espaços 7Y que indexaremos por
Ww (que é uma palavra de F ): isto e, Y, estara localizado
no vêrtice associado a palavra uà e sera colado convenientemen
te aos espaços 7Y adjacentes. Tal colagem descreveremos à se-
guir.
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Y, temem seu bordo (que é constituido de nm componen

tes) cópias duplas das superfícies de Seifert Mies M, de L

; + 1 = 1 ; :as quais denotaremos por M e M' ; i = l,...,m. Indican
do os geradores de F, POr ap; --+sã, teremos que os vertices
adjacentes ao vértice à (estamos identificando cada vertice com

1- + .
! -uma palavra) serao wa. com 1 = l,...,m. Colaremos, atraves

: : + i = 1 2 + ida identidade M com M e M com M -l.wW wa. W wa.

Seja XP(L) o espaço assim construido.
Esquematizaremos o caso nm = 2,

Neste caso à ârvore T, adequada & o subconjunto do
2 : .R descrito abaixo:

a partir da origem tomamos sobre os eixos coordenados

quatro segmentos de comprimento l. A partir da extremidade li-
vre de cada um dos quatro segmentos, tomamos três segmentos de

comprimento = A partir da extremidade livre de cada um dos do-

e asa : 1
ze segmentos, tomamos tres segmentos de comprimento xo
sim sucessivamente (Fig. 5).

++
Le

Fig. 5
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T, e a reunião dos (infinitos) segmentos construidos a

cima. Genericamente, para um link de m componentes, fazemos uma

- - mconstruçao analoga no R.
Em cada vêrtice ww da ârvore T, localizamos um espa

ço Y (Fig. 6).

colarinho

Fig. 6

Apos as colagens convenientes, obtemos o espaço" xÉ(L)

esboçado na Fig. 7.

Fig. 7
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Definiremos, agora, uma projeção Pg ' XÉ(L) + X(L) de

modo que (KXÉ(L), pao X(L)) seja um espaço de revestimento. Pri-
meiramente observamos que X(L) pode ser obtido de Y (a menos

. , : =. ; . , e. +de difeomorfismo isotopico a identidade) identificando-se x
com M* 3; i = l,...,m. Seja gg: Y+>X(L) tal identificação.
Podemos definir uma função plurívoca 7» : x (L) + Y pondo

Ol, :Y, + Y identidade (V serã unívoca fora das partes iden
tificadas de XÉ(L)).

Consideremos a aplicação (unívoca) PQ! XxE(L) * X(L)

dada por Pz = gol. Assim, CXÊCL),p ,X(L)) e um espaço de re-
vestimento.

C. Equivalência Entre a Descrição ALgebrica e a Construção
Geometrnica

m

Seja £ : X(L) > VS: como no teorema 4.2.
Consideremos FE: XÉ(L) + T, tal que o diagrama

- F

1  (ES(L) ix) ———> nn (Tt)
Pg,

I<B

nv

B

*

TT, (X(L),x,) —————— > T,(

comuta.
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Defínimos F : Xô (L) * T, pondo:a imagem de cada 7Y'

é o correspondente vêrtice em T, &Aa imagem de cada colarinho
de Y &ê um ramo Th

Consideremos o diagrama.

Tt, (XÉ(L) x.) —E——>
TT (Ts *)

Pg Px

É, : n oO ——> ker £f, > q, (X(L),x,) > q, (VS?) —> to

Aut (XÉ(L))

E
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onde a sequência exata horizontal provem da descriçao algebrica
e a vertical da construção geométrica.

= 8 XDevemos mostrar que .ker f, PR TI EUA)
Temos que fxºP, P.OF., + Mas p oF, = O pois

x !

:

= g ”
ma CT *) O. Portanto, PQ TI ARC) E) ce ker f, .

Reciprocamente, seja A € ker f, . Temos que
£,([2]) = O, então for é homotópico à constante. Assim fo
possui levantamento fechado.

Consideremos o diagrama:

(Xxê,O(1,i,%) ——> (X(L), x)

Devemos mostrar que A € p TT (XÉ(L)).
8x 1 O

Dividimos a demonstração em três casos:

(i) Se im Xe Y' para algum Y' entao podemos levantar À

(por construção de XÉ(L)). Logo A € im Pa. *

*

e. VW - —-1 Ee . Tv(il) Se ) e da forma aàa .Àà.e£o onde im À € Y' e se a

se projeta em composição de meridianos, também podemos

levantar 4% (por construçao de XxÉ(L)). Logo rim p, .
*
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(iii) Se im à É Y', como foA = cte, fo) levanta-se em

Ta, . Tal levantamento tem pontos de retorno em Ta,

(posto que Tm E uma àârvore). Isto nos possibilita
ereescrever À como

à = aati onde im he Y, wÀw se projeta em

composição de meridianos e 7 é 'mais simples' que

) em relação ao levantamento em Th Repetindo este
processo obtemos que à € im Px o.

*
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$ 5, REVESTIMENTO ABELTANO UNIVERSAL DE UM LINK

Neste paragrafo descreveremos um espaço de revestimen-
to que é extensao natural do revestimento cíclico infinito de um

-no.

À. Descexmição Altgebrica

no, n+2Sejam L : i81S; +" um link de m componentes (não

necessariamente link de bordo) e xX(L) = gn+? - L. Pelo teorema
1.9 temos que H, (X(L)) = z",

Consideremos a seguinte sequência exata

Q>+N> 1, (X(L)) Z" so
onde A é a abelianização e N = ker A.

Definição 5.1,
O espaço de revestimento, que serã indicado por X(L),

associado ao grupo (normal) N e denominado espaço de revesti-
mento abeliano universal do link L.

Observemos que, por construção, Aut(X(L)) = 2º.

B. Construção Geométrica

Daremos um esboço da construção geométrica do revesti-
mento abeliano universal de L, que indicaremos por X(L), quan
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do L for um link de bordo. Construção semelhante não pode ser
feita se o link não for link de bordo pois necessitamos que as

superfícies de Seifert das componentes sejam duas a duas disjun-
tas.

mn n+2Seja L: US: + ss um link de bordo com m compo

nentes K, e superfícies de Seifert M;. Consideremos Y o es
paço obtido de X(L) = gn*+? - L por corte ao longo das superfi-
cies M, e introdução de colarinho.

. . m - .Consideremos o reticulado Z e em cada vertice

(paid) localizamos uma copia de um espaço Y indexado por

dprcssih ; isto E, Y = 7Y . Como cada espaço y* posdpresoda
sui duas copias homeomorfas à superfície de Seifert no bordo, di

++ 11 - . NUgamos M e M*
, segue-se que Y possui m copias de M

e m cópias de M. Colando-se convenientemente estas copias
; - +. 1 o: ; ; - - ide M; isto &€, M' do vertice Garros) e colada a M.

de um vêrtice adjacente, obtemos um espaço denotado por X8(L).

Para fixarmos idéias tomemos um link de bordo de duas
componentes K, e K,. Em cada vêrtice SPESP localizamos
uma copia de .7Y. NS (e! . ;Tº ; ) cujos bordos são homomor

J71332 17135 J711335

fos as correspondentes superfícies de Seifert de K, e K,» di
gamos nº e Nº. Assim para y! : temos como bordo "um! ”d71353> 371792

*u! . e para vº . temos” "vê s e *vº
« . À cola

d7>232 J171>2>2 17:92 1732 OO

gem conveniente E esboçada a seguir:
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Mi o:

i7+Lh>i2eo Mo

+ 2 - 2

Mio, "jpdal17 2-1 1º?2
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Definiremos, agora, uma projeção P, : XxX (L) + X(L) de

modo que (XÉ(L), py. X(L)) seja um espaço de revestimento. Obser-
vemos que X(L) pode ser obtido (a menos de difeomorfismo isotopi

= : : tes +
1 - 1

co à identidade) do espaço Y, identificando-se mM” com Mx

VYi= 1,2,...,m. Seja g : Y+>xX(L) tal identificação. Defini-
mos uma aplicação plurívoca VV : XÊÉ(L) + Y pondo

vlY. so
to V. , * Y identidade (V sera unívoca foradotccod AR Jprtotoda

das partes identificadas de X(L)).
Tomando-se P; : X(L) > X(L) por Pg = gov obtemos

uma projeção tal que (XÉ(L) py, X(L)) € um espaço de revestimen
to.

Exemplos 5.2.

(1) Seja L o link trivial de duas componentes K, e K,

CD OS
n+2Neste caso, o espaço Ys=S - T(L) onde

T(L) = T(K,) U T(K,) sendo T(K.) como no parágrafo 2

(parte B), estã descrito na Fig. l.
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n+2Assim, X(L) =5S - L, que é obtido de Y (a menos

de difeomorfismo isotópico a identidade) identifican
+ 1 — 1 : ;do-se M com MM, 1 = 1,2, tem ”o mesmo tipo de

homotopia que uma rosãcea de duas circunferências com

“uma esfera (Fig. 2).

Fig. 2 Fig. 3

Com efeito, s"*?- K, (ou St? V(K,) onde V(K,)
E uma vizinhança tubular de K,) e um toro solido
(Fig. 3) que contêm à componente K, de L.

Antes de extrairmos V(K,) do espaço gnt? VIK,) en
volveremos K, por uma esfera solida (Fig. 4).

Fig. 4

O espaço obtido tem o mesmo tipo de homotopia que o es
paço da Fig. 5, que é (s*º - toro solido) U (arco a).

RT)
Fig. 5
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Retirando-se, agora VIK,), o espaço que nos resta tem o

mesmo tipo de homotopia que o espaço da Fig. 6, pois a

esfera menos o toro solido V(K,) tem o mesmo tipo (de

homotopia que uma esfera (oca) com um segmento b. Mas

o espaço da Fig. 6 tem o mesmo tipo de homotopia que o

espaço da Fig. 7.

CLA
Fig. 6 Fig. 7

Assim o espaço de revestimento &X(L) &é obtido locali-
zando-se uma copia do espaço Y em cada vêrtice do re

. 2 ,ticulado Z e colando-se convenientemente, como na

construção geométrica.
Equivalentemente, <X(L) pode ser entendido como o reti

: 2 - - .culado 2 com um balao em cada vertice.

e



s

81

(11) Seja L o link de duas componentes K, e K, da

Fig. 8.

K

Fig.8

Neste caso, o espaço X(L) = sº -L temo mesmo tipo
de homotopia que o toro Ss! x s!.
De fato, 8? - K, ê& o toro sólido da Fig. 9 cuja alma
ê K,, portanto s? —Lsa= (s? - K,) - K, tem o mesmo

“tipo de homotopia que s! x s!. Assim, o revestimento
abeliano universal de L, X(L), &é o plano Rº.

Observação

Os exemplos anteriores mostram que à 'simplicidade' dos

links não implica que ó seu revestimento abéliano universal seja
'simples'.

C. Equivalência Entre a Descrição Algebrica e a Construção
Geometunica

Mostraremos que &X(L) coincide com X”(L).
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Em outras palavras, mostraremos que os grupos aos quais
X(L) e E (1) estão associados, coincidem, isto &€, N = ker A

(onde A; m,(X(L)) > H,(X(L)) é a abelianização) e pyTEC)
coincidem.

Alêm disso daremos uma descrição de vn, (XÉ(L)).

"Pelo lema 2.6 deste capítulo temos que se p &êé um epi-
morfismo então kKkerp=Rker A,

. 7, (X(L))
posto que AieckSco) = Z"”, 1

A o
Devemos, portanto,

mostrar apenlaas que p é um
m

f oZ > Aut(XÔ(L))
epimorfismo. /o

Observação

Aut(XP(L)) & gerado pelos automorfismos
1(1,0,...,0) 2(0,1,0,...,0) 1(0;...,0,1)

v ,,, *. ,

2onde 71 com &£ =(0,...,0,1,0,...,0) « z” (com 1 na i-êsima
coordenada) quando aplicado num ponto x :€é XE(L) translada este
ponto de uma unidade na direção 1, pois É € Aut(XÉ(L)) pre
serva fibras; isto é, se x € Y. . e X(L) sua imagem pe-jpttosia
lo automorfismo 1º será o correspondente
x € Y.,

CERRERSERS TERES EA .

A aplicação Pp: Tt, (X(L)) e Aut(XÊ(L)) ê definida por(Louiaçl)
o(a) = À onde &,=/2kOLKO; is ly... e

List & t
T = T +... + OT ,m
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sendo T:= (0, 1..50,1,0,...,0)
i ; Assim p & um epimorfismo.

O isomorfismo £ : Aut(Xº(L)) > z" que Comuta o dia-
grama é dado por (fixada uma orientação em cada componente K.
de L) f(tT,) = (0,...,0,1,0,...,0).i

Descrição Geométrica de N, (grupo ao qual esta associado XÉ(L))

Seja L um link de bordo com componentes K,.,...,K .1 m

Consideremos a sequencia
p Ex :

o > No Tn, (X(L) x ) PE 2" + O

onde N, = ker p.
Seja à» um laço em X(L) com ponto básico x, e x

seu levantamento em XE(L) com ponto inicial “ã, .

Temos que à € N, se, e somente se, À for fechado se,
e somente se, Lk(A,K.) = O; VV i=1,...,m.

eEntão para à € N, ; seu levantamento )4 pode ser re
escrito da seguinte forma À = aq Na? onde -À e Tt, (Y,X,)
com Y = fpcsia, e X o ponto correspondente a x, na po

sição jpoesesjço O caminho vw liga x, a X*X e essa proje
ção em X(L) &é uma composição de potências de meridianos W.

das componentes K.. Veja o esquema à seguir.
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REVESTIMENTO DO NÚMERO TOTAL DE ENLAÇAMENTO.

Descrição ALgebmrica

+ Ss um link, não necessariamente de
m

Seja L : .U

Consideremos a sequencia de homomorfismos

nv, (XK(L)) A, HE (X(L)) 22" Ez

a abelianização.> o

2 e definida associando a cada meridiano A; o gera-
dor (0,0,...,0,1,0,...,0) de Z”, com 1l na i-ê
sima posiçao.

IM

B
z é a função que a cada (Kiko) associa o .

Seja qa : T, (X(L)) * Z a composta de A, e E.

Definição 6.1.
º o . -O espaço de revestimento X(L) associado ao nucleo de

a Ee denominado revestimento do número total de enlaçamento.

Observação

Estudos sobre este espaço de revestimento podem ser en-
contrados em (T61|1.
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B. Construção Geometrica

+ Ss um link não necessariamente deIC

3
18

bordo e M uma superfície de Seifert de L. Sejam K.
Sejam L: : n+2

i

n+2i = l,y...,mM as componentes de L. Cortando-se X(L) = 5S -L
ao longo de M obtemos um espaço Y' que utilizaremos na cons-

-—- - . segtrução geometrica de espaço X*Xº(L).

Notemos que no bordo de Y' temos duas copias da super
fície M, digamos Mi e M'. Seja Y o espaço obtido de Y'

. - . . + - - .pela introdução de um colarinho. Sejam M e M as copias de

M que constituem o bordo de Y. Tomemos copias destes espaços
Y indexados nos inteiros. Identificando-se vo com M,. ob-

temos ZE(L).

Definiremos, agora, uma projeção P; : XÉ(L) > X(L) tal
que (REL), pa.X(L)) seja um espaço de revestimento.

Primeiramente observamos que X(L) pode ser obtido de

Y (a menos de difeomorfismo isotopico a identidade) identificam
do-se mM com M .

Seja g : Y* X(L) tal identificação. Podemos definir
uma função plurívoca V : XL) > Y tal que Vlv,: ? Y e

a identidade (V serã unívoca fora das partes identificadas de
RÉ(L)).

Consideremos a aplicação (unívoca) “p : RL) > X(L)
E

dada por Pg = gov,

Assim, (REL) ,pz,X(L)) e um espaço de revestimento.
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C. Equivalência Entre a Descrição Algebrica e a Construção Geométrica

Mostraremos que ker à coincide com P, nm, (RÉ(L)).
: õ

*
Alêm disso daremos uma descrição geométrica do ker a.

Ú . > gnt?Seja L 1975; um link com componentes KpsesasKoye

Por construção temos que Aut(Xº(L)) = 2Z. Assima .a-

plicação Pp: Tt, (X(L)) > Aut(RÕ(L)) & tal que a cada laço À

m
associa a soma E ékONKO onde UkOAK) € o número de enla
çamento de X% coma componente K; de L. Por outro lado

m
:

a = YonloA & tal que a(LX1) = E,/€tkOLK) onde Ek(A,K.) e

obtido homologicamente. Portanto a =p; isto E,

ker à = T. (R6(L)).Pal (

Descrição Geomêtrica de RKker a

non n+2Seja L : ie18; + um link com componentes

SSERERESO .

.
|

n+2 -Seja A um laço em X(L) =5S -L com ponto basico
x o

Temos que »*% é ker a se, e somente se, À for fecha
m

do se, e somente se, E ÉRIKA = O,

Então para AA < ker a, seu levantamento À pode ser
reescrito da seguinte forma

À = 2 or
— - - -1 - ;onde À € T,(Y,X,) (x, € P, (x), wW e&e um caminho da forma

E; Tt Wo i = 2,...,Mm e Aq tem projeção 'mais simples' que
x .e”
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Continuando este procedimento podemos escrever
- ok

à =.I.WwW.A, onde X, € T.(Y,X. e uw, &E da forma 2 = Usj j j j O Vj 11 3 J
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APLICAÇÕES

Neste capítulo serão feitas algumas aplicações à Teoria
de Nós e Links. Algumas destas podem ser generalizadas para di-
mensoões mais altas, porêm nos restringiremos ãocaso clâssico
(n = 1). -

A terminologia adotada estã de acordo com [8].
Os espaços de revestimento X(L) e Ê(L) de um link

são os revestimentos apresentados nos parágrafos 5 e6do capí-
tulo II, respectivamente. Denotaremos os aneêéis ze, por

hn, e ZEx,y,x E,y7] por Az

S$ 1. APLICAÇÃO 1º

Em situações especiais, podemos construir o espaço de

revestimento &X(L) e computar alguns invariantes de links, mes

mo quando não são links de bordo.
Os exemplos que se seguem são generalizações de exem-

plos encontrados em L8), p. 192.
Consideremos um link Ly de duas componentes K e K,

dado pela Fig. 1.

Fig. 1

89
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Sejam V(K) e V(K,) vizinhanças tubulares abertas de

K e K. respectivamente. Consideremos V = V(K) U V(K,) (reu-
niaão disjunta). O complementar Ss? -v do link L, pode ser
decomposto da forma a seguir (Fig. 2).

Notemos que o gerador de Tt, (C) corresponde à uma cur-
va meridional em T e uma curva longitudinal em A.

As inclusoes induzem no grupo fundamental o seguinte dia
grama:

nv, (C)

DA A n) (A)

ATt, (X(L))

Tn, (T)

Portanto em X(L,) a parte correspondente a TT, deno-

taremos por T, &éê homeomorfa à R xR*X[O0,1]; ao cilindro
C correspondem faixas do tipo [2i,2i+l] x Rx (0) ea parte:

e
correspondente a A, denotaremos por A ; são Z cópias do re

Ex)
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vestimento cíclico infinito X(K,) onde, no bordo de cada uma

destas copias temos uma faixa homeomorfa a [a,bD] x R que de-
ve ser 'colada' às faixas [21,2i+l1] x R x (0)...

Um esquema de X(L,) é dado a seguir:

RXRX[0O0,11] AT
cópias de X(K,)

ke

eo RE mo AS e melo mem so. 2 mm ——

seja p,(t) o polinômio de Alexander do no K,;3 is
A

À 7
to é, H (KCK ») = o, Temos que uma translação na dire-ol A pa (t)

'

ção xXx corresponde a uma translação t em X(K,) e portanto

pa (x) anula classes de homologia de H,(X(L,)).
Utilizando-se a sequência de Mayer-Vietoris para . a

triada (K(L) AD (que E exata pois A e T podem ser toma-

dos abertos)

+ H,(C) > H,(A) & H,(T) > H,(CX(L)) > O

vem que
À ZEx,y,x by 1)- - 2 -H,(X(L)) =. pa CX) Pa (*)
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Exemplo 1.1.

Seja K o trefoil

Determinaremos a homologia de X(K) onde X(K) = S -K.

Em seguida obteremos H,(X(L)) onde L &éêo link acima.

Consideremos a seguinte superfície de Seifert M:

Seja Y o espaço obtido de X(K) por corte ao longo
de M,

Temos que 1, (É) e H,(Y) são ambos livres com ba-

ses, respecitivamente, a, b e a, 8.
Os geradores a e b podem ser entendidos como na fi

gura a seguir.
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Na construção de &X(K) utilizamos Z cópias de 7Y in
dexadas em ii «é Z. Portanto HA GUTO e um grupo abeliano 1i
vre infinitamente gerado por (tia,tig), i € Z; onde a e B

são os geradores da homologia de r,
Após as colagens convenientes para obtermos X(K) in-

troduzimos as seguintes relações:

a-B <<a —-o e Be ppa-B.
Isto é, ao colarmos Y, a Y, introduzimos as rela

çoes B-a =-tãa e -fB = t(a-B). Em geral, ao colarmos Tia
a Y, introduzimos as relações

to liga) = tia e cti7lg = tíca-B).

Assim, como grupo abeliano a homologia de X(K) pos
sui a seguinte apresentaçao:

H,(X(K)) =

= lteta,t"B : cti7ligooa) = “ta, =" 'B = t'(a-B); i e z|.

Portanto, como A módulo

H, (X(K)) = | a,B : Bra = -ta, -B.= tía-B)|

pois t* &é unidade em Ap
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Pelas relaçoes obtemos -(a-ta) = t(a - (a-ta)), isto
A

E, (e? - t+l1)a = O. Portanto 9, (X(K)) = ogº t = t+rl
: 2

Assim, neste caso pít) = t - t+l. Logo
A

4, (X(L)) = TE) .

, ; :
:

. -= U :Consideremos agora um caso mais geral Seja L,; K. K;

complicação complicação
do no K,

Neste caso podemos escrever X(L,g) = BU TUA onde

e+< F
LA”
1ETR Oz

B

+
ol 1 :T=8'" xS$S' “x [a,bl, A = complemento de K, e B= complemen

to de Kp" Alêm disso esses espaços sao colados atravês de ci
lindros C e Cc localizados em componentes disjuntas doB

bordo de T,
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As analises no grupo são as mesmas que anteriormente,

verificando-se que o gerador de T,(C,) = Z corresponde em

Aut (X(L,p)) = Z0OZ à translação x enquanto o gerador de

Tt, (Cp) =» Z corresponde à 7À.

no - =
Os espaços B, T e A são respectivamente Z copias

de X(Kp),

atraves de

R xR x L[a,bl e Z cópias de X(K) identificados

'faixas' nos dois bordos de TT. Tais faixas correm

no sentido ortogonal uma das outras. Veja esquema abaixo.

copias de (Kg) —
—=——= <

<A |
YT copias de X(K,)

—

||És TT ooo Dee ecoax

vista de frente vista de fundo
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A direção x corresponde a translação t de X(K) e
A

;: = = - z z - la direção 7y à translação t de X(K,) onde 5 EK) PES
- 1

Concluimos então que p (x) anula classes de homologia

da parte da frente da colagem dos espaços e Pg (>) anula as clas
ses de homologia da parte de tras da colagem.

Utilizando-se a sequência de Mayer-Vietoris na colagem

dos espaços acima, obtemos
.- A, A,

ML UEPaRD) Tp * pç
Exemplo 1.2.

Consideremos o link L abaixo

>BJ
Temos que o polinômio de Alexander do trefoil &é

tº - t+l (q.v. exemplo anterior). Assim
A A

> 2 2 2RU) Pope 9 pm
pít)

e
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$ 2, APLICAÇÃO 2

Dado um nó qualquer K, denotaremos por K. uma sec-
ção na vizinhança tubular sx pt de K tal que LK(K,K) = n.

Os links do tipo KV K, sao denominados links para-
lelos de K. Notação:. K uu XX. =L, « Observemos que L, pode

ser obtido da seguinte forma: tomamos uma superfície de Seifert
M de K e traçamos K, nesta superfície 'paralelo' ao bordo

de M que &ê& K (Fig. 1). Assim Lk(K,K) = O pois a super-
ficie de Seifert M de K pode ser desviada de K, (Fig. 2).

NmK K

Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3

Além disso L, é link de bordo pois obtemos superfície de

Seifert para K, por uma translação de M (Fig. 3).

O conhecimento do no K nos fornece informaçoes sobre
o link Po . Veremos, por exemplo, como obter H,(R(L,)) e

H,(X(L,)) em função de H (X(K)).

Consideremos Pp(t) o polinômio de Alexander do nó (K;

Ao - ze, e)P(t) p(t)isto E, Pp(t) & tal que HH) (X(K)) =

Utilizaremos aqui a têcnica exposta em [8], p. 164 pa

ra obtermos as relações entre os geradores da superfície de

Seifert quando a incluímos nos vários 'pedaços' de X(L,) (via
sequencia de Mayer-Vietoris 1.2.7 Cap. L).



1. Câleulo de H,(R(L,))

Na construção de R(L) utilizamos como superficie de

Seifert o cilindro C cujo gerador em homologia chamamos 4a.

1)
À

//
Fig. 4

Pela construção de R(L) vemos que as 'inclusões' de

a em Y. Viga sao nulas; isto é (na notação de [8])
0 «== a 0. Isto significa que não existe nenhuma relação en-

tre as varias classes de homologia das partes Y.. Portanto
H (R(L)) = A « Conforme [8], p. 209, o gerador a de H (S*-C)
estã indicado na Fig. 4. Assim, HI (R(L)) = A, é gerado por
a pois na construção de X(L), a se mantém fechado.

2. Cálculo de H,(X(L))

Observemos, primeiramente, que X(L) pode ser visto
como reuniao de espaços A e B onde

a =s' xCD? - (DT uD3)] *<

B-

x(K) = SP"? c x.O = NR
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8érado por % e 8.
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(S*xXR).
Tot Ss

' o x
—

o :
À

(Ss Rn.

y CNA 1aOSLO são identificados
) Õ PÓ

«ecl+ (S xR);

Por outro lado, a aplicação T,(B) > Aut(X(L )) = 2 607

tem por imagem (1,1)Z cc 2Z 0 2Z. Logo o número de componentes de
B é szT,DZctX(K) e correspondem ao índice k e Z de (s' x Ri, do bordo de

Cada uma dessas componentes é homeomorfa a

A. Além disso, a translação t X(K) + X(K) que dã a 4, (X(K))

estrutura de AM,"môdulo, corresponde a translação (1,1) de

z Oz: Aut(X(L)), isto é, corresponde a translação x.y
Obtemos portanto X(L)) através da colagem das cópias

(X(K)), ; k< Z nos bordos (s* x R), » k é Z do espaço Ã.

- hM

Lembrando-se que HH, (X(X)). = TE) obtemos que
As & 1

H, (B = & H (X(K O .18) d, ATO ezFUk
Por outro lado H.(A) = 2 8 o co.) à ê GC.) e1 (,9,6;)O(8,6)

onde GG, =2Z2, vte Z.H. (A MB) = &G1 RE Z k t

Analisando-se à sequencia de Mayer-Vietoris da triada

es
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(X(L),A,B) (que é exata pois A e BB podem ser tomados aber-
tos. Q.v. [2], p. 73) obtemos

> H

Á
NB -—

À B
>=

(Z... 1 )>H,(A) é H,(B)>H,(X(L)) > O

Verificamos que os 'Ííndices' i e 5j de 4, (À) não

são atingidos por nenhuma identificação gerando portanto uma par
17.cela de H,(X(L)) isomorfa a A, = ZExX,Y,Xxny Por outro

lado a identificação t *+> x.y nos fornece outra parcela de
-1-1- : ZEX,y,X y “l)

; -HH, (X(L))) do tipo D(X.y pois temos 2 O Z gera
dores homológicos provenientes das copias de (XX), ; ke€ 2,
que apos as colagens (e portanto sendo indexados por x e y)

têm como anuladores o polinomio de Alexander de X(K), ficando
porém a translação t associada à translação x.y. . Portanto,

A

x 2
H, (X(L)) = A, o Tp.) .
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