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COVERING SPACES AND APPLICATIONS TO KNOT THEORY
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ABSTRACT

The purpose of this work is to present some of the
usefulness of covering spaces in mathematics, in particular to
Knot Theory. Some other tools from Algebraic Topology are used
in connection with covering spaces and a brief introduction 1is

presented.
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INTRODUCAQ

Teoria de espagos de revestimento €& parte importante da
topologia, sendo Util em muitos ramos da Matematica.

E utilizado, por exemplo, para reduzir o estudo de cer
tos problemas de variedades para outras simplesmente conexas.

Outra aplicagao importante desta teoria e o estudo de
nos (e links) diferenciaveis de codimensao dois. Observa-se aqui
que apenas nesta codimensao & que o complementar do no (ou link)
tem grupo fundamental mnao trivial dando margem portanto a
construgao de Espagos de Revestimento que sao fontes de muitos
invariantes,

Restringimo-nos a nos diferenciaveis (ou seja P.L. flat)
pois no caso topologico temos os chamados nos selvagens (wild
knots) que nos levariam a estudos nao objetivados por este traba
lho.

0 objetivo desta dissertacao e estudar e exemplificar as
ligagoes entre os tratamentos algébricos e geométricos de espa-
¢os de revestimentos que possam ser obtidos através de "constru
goes geométricas", propiciando, assim, um entendimento geométri
co dos mesmos.,

Muitas demonstragoes sao feitas com forte apelo "geomé-
trico" nao so pela dificuldade de formalizagao, mas também pelas
vantagens oriundas da "visualizagao geométrica'" das situagoes.

O trabalho esta dividido em tres capitulos. No primeiro

apresentamos uma exposicao sistematica de ferramentas da topolo

gia algébrica e algumas aplicagoes; no segundo, uma exposigao
geral sobre teoria de ndos (e links) e espagos de revestimento
mais usados nesta teoria. Algumas aplicagoes sao feitas para e-

feito ilustrativo. O terceiro capitulo contém algumas aplicagoes.
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CAPTTULO 1

PRELTMINARES

§ 1. MATERTIAL BASICO DE TOPOLOGIA ALGEBRICA

1.1. Grupos de Homotopia

Seja (X,xo) um par onde X & um espago topologico e
x, um ponto de X,

Denotaremos por ﬂl(x,xo) o grupo fundamentai‘do éépi
go X com ponto base X - Os elementos deste grupo sao as clas

ses de homotopia de aplicagoes f : (Sl,po) - (X,xo); isto &, a

plicagoes continuas f : st s x tais que f(po) = X

Para n € Z ; n > 1, denotaremos por nn(X,xo) -o ﬁ?é
simo grupo de homotopia de X com ponto basico X, © qual
g constituido pelas classes de homotopia de aplicacoes |

f (Sn,po) - (X,xo).

Proposicao 1.1.1.

Sejam X wum espago topologico conexo por caminhos e,

X e X

o | pontos de X ; entao ﬂl(x,xo) =~ “1(X’X1)f

Observacao

Para espagos conexos por caminhos geralmente indicare-
mos o grupo fundamental por Wl(X), omitindo-se o ponto basi

CO.



Proposicao 1.1.2.

T (X X Y, (x ,y ) = "1(X’xo) x MY,y ).

Proposiggb 1.1.3.

nn(X,xo) e abeliano, para n > 1,

Definicao 1.1.4.

Um espago X conexo por caminhos & dito simplesmente

conexo se ﬂl(X) = 0,

1.2, Grupos de HomoLogia e Cohomologia
A, Homologia

Um complexo de cadeias C & uma sequencia de grupos a-

indexados pelos

a
+
a

belianos C e homomorfismos 3
q q q q-1

inteiros positivos e tais que Sq o} 8q+1 = 0,

O0s homomorfismos Bq sao chamados operadores de bordo,
os elementos de Cq sao chamados gq-cadeias, o grupo ZqﬂD=ker8q
€ chamado grupo dos q-ciclos, o grupo Bq(C) = im 8q+1 € chama
do grupo dos q-bordos e o grupo quociente Hq(C) = Zq(C)/Bq(C)

¢ chamado q-&simo grupo de homologia.

Observacao

0 grupo de homologia »Hq(C) 5 g€ 2, , "mede" o quan
to a sequencia

-.."*C

> i > é .
q+1 Cq Cq_1 ... nNao e exata

iy

£
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Seja G um grupo abeliano. Consideremos a cadeia
o_. .81 J_®8l
n+l "G n G
C8G:...>C ,86—-—">C 8G——>C _ 8G ... >
onde 1., : G~ G e o homomorfismo identidade. Definimos

G

Hn(C,G) = Hn(C 8 G) como sendo o grupo de homologia do complexo

C com coeficientes no grupo G.

Observacgao

Quando G for um anel comutativo com unidade, Hn(C,G)

e um G-modulo.

A seguir enunciaremos um resultado que relaciona Hn«LG)

com Hn(C).

Teorema 1.2.1. (Coeficientes Universais)

Seja C um complexo de cadeia onde todos os C sao

grupos livres. Entao

H_(C,6) = H_(C) 8 G ® Tor(H__,(C),06).

Observagao

Se A ou B sao grupos livres temos que Tor(A,B) = 0.

B. CohomolLogia

Um complexo de cocadeias C & uma sequéncia

n+l n+2
] -> Cn —6—-> Cn+1 "'é—'—_'> Cn+2 e " e e

. . +1 :
de grupos abelianos c® e homomorfismos tais que §™ 1 o 8" = 0.
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Os homomorfismos $ sao chamados operadores de

n ~ .
cobordo, os elementos de C sao chamados n-cocadeias, o

n+l

grupo 2" () ker § ¢ chamado grupo dos n-cociclos, )
grupo B"(C) = im &" @ chamado grupos dos n-cobordos e 0

2" (c)/B™(c) & chamado n-@&simo grupo de cohomo-

L]

grupo Hn(C)
logia do complexo de cocadeias C.

Sejam G um grupo abeliano,

3 3
. n+1 > n > -
c: ... > Cn+1 Cn > Cn-l 2 ... um cogplexo de ca
deias e C" = Hom(cn,G). Consideremos o € Hom(Cn_l,G). Seja
R tal que anl(a) =a o0 3, entao a sequencia
n n+l
ces Cn+1 3 > C J —> Cn”1 > .. € um complexo de coca-
. n ker 6n+1
deias e H (C,G) = = .
im &

Tambem neste caso vale o

Teorema 1.2.2. (Coeficientes Universais)

Se os Cn sao livres,

HY(C,6) = Hom(H (C),6) @ Ext(H__ (C),0).

Observacao

Ext(A,B) = 0 se A & um grupo livre.

C. Homologia Singulan

Sejam X um espago topologico, {eo’...,e } base ca-

nonica do Rn+l, A ={le+...# e :0S)A, S1 e
: “n 00 nn i

Sn(X) = {0 : An > X]o sao aplicagoes continuas}l.



A

Os elementos de Sn(X) sao chamados n-simplexos singu-
lares de X.

Seja Fn(X) o grupo livre cujos geradores sao os elemen-
tos de Sn(X); isto e, z €an(X) se, e s0 se, - Zn = Znaca;
Ny, € Z; soma finita. Os elementos Zn sao chamados n-cadeias
singulares de X,

Vamos definir o operador bordo Bn : Fn(X) ; Fn_l(X),p3

ra tanto basta defini-lo em um elemento genérico o de Sn(X).

Sejam

A = (e teoothed4h e 10 S Aj S 1 zxj =1, A\. = 0}

n-1 j 3 i

a i-ésima face e o, = o|Al
1 n-1
Definimos 3 _(o) = I(-1)'c,.
n i
Observa-se neste caso que 9d_ O 0 = 0.
ker o 1 n+l
Definimos H (X,Z) = —p—mw—— e denominamos n-ésimo
n M 9h+1

grupo de homologia singular do espago X com coeficientes em Z.
Denotaremos Hn(X,Z) simplesmente por Hn(x).

Analogamente definimos ‘Hn(X,G) = Hn(F(X),G) e
B (X,6) = H'(F(X),6).

Como neste caso os Fn(X) sao grupos livres vale o
teorema dos coeficientes universais.

Um relacionamento entre os grupos de homotopia e os gru

pos de homologia de certos espagos & dado pelo:

Teorema 1.2.3. (Hurewicz)

Seja X um espago simplesmente conexo. As seguintes a

firmagoes sao equivalentes:



() T (X) =0 ;155 Sa-1

(ii) Hj(X) =0 ;1S j s nn-1.

No caso de uma das duas condigoes acima estar verificada,

podemos afirmar que: )

(iii) Hn(x) = nn(X). e

Alem disso temos:

Teorema 1.2.4.

™, (X)
B0 = Ty T

onde [wl(X);ﬂl(X)] e o comutador de wl(x).

A homologia do produto cartesiano de dois espagos & da

da pelo:

Teorema 1.2.5. (Formula de Kunneth)

j j
Ho(R X ¥) = g0 H,(X) 88, (V) @ 8

N Tor(Hi(X);H. x)).

j-i-1

Corolario 1.2.6.

Se todos os mddulos de homologia de Y (ou de X) sao

livres para dimensoes menores que j, entao

%9

|
Hj(x X Y) = iQO Hi(x) 8 Hj-l(Y)°
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Outro importante resultado para se calcular os grupos

de homologia de um espago X & dado pelo:

Teorema 1.2.7. (Sequencia de Mayer-Vietoris)

Seja (X,U,V) uma triada exata (isto &,
ky £ (U,U 0 V) > (UV V,V) e ky: (V,UnV)>(UUV,U) sdo

excisoes) onde X = U U V, Entao a sequencia

> ... H (U0 U,6) > H (U,6) @ H (V,6) + uq(x,c) > H_(UA V0 >

e exata.

Definicao 1.2.8. (A.N.R.)

Um espago X € um A.R. (absolute retract) se possui a
seguinte propriedade universal: para qualquer espago normal Y
e qualquer aplicagao f : B + X, de um subespago fechado B de

Y em X, f estende-se a uma aplicagao de Y em X. Se exi

girmos que f apenas se estenda a uma vizinhanga aberta de B

dizemos que X & um A.N.R. (absolute neighborhood retract).

Teorema 1.2.9.

Toda variedade compacta & um A.N.R.

Teorema 1.2.10.

Seja K um A.N.R. compacto contido em um espago eu-
clidiano. Entao Hq(K,G) € um G-mddulo finitamente gerado qual

quer que seja q, onde G & um anel comutativo com unidade.



Corolario 1.2.11,

Os médulos de homologia de uma variedade compacta sao

finitamente gerados,

Teorema 1.2,12.

Se Hq(X,G) ¢ finitamente gerado para todo g, entao
os submddulos livres de Hq(X,G) e Hq(X,G) sao isomorfos (is
to e, Fq(x) = Fq(X)) e os submodulos de torgao de Hq(X,G) e
Hq_l(X,G) sdo isomorfos (isto &, TI(X) = Tq_l(X)).

Demonstracao: Veja [11], p. 244,

Teorema 1.2.13. (Dualidade de Poincare)

Seja X uma variedade n-dimensional, orientavel, compac-
ta e sem bordo (isto &, fechada). Entio HI(X,G) = H _ (X,6) on

de G @& um anel comutativo com unidade.

Teorema 1.2,14, (Existencia de Colarinho)

Se M & uma variedade topologica com bordo - 9M, en-
tao existe uma vizinhanga W de M tal que W @& homeomorfa
a oM x [0,1] de modo que M se corresponda naturalmente com
oM x {0}, “

£
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§ 2. ESPACOS DE REVESTIMENTO

Assumiremos, nes;e'parégrafo, que todos os espagos to-
pologicos sao conexos, localmente conexos por .caminhos e de
Hausdorff salvo mengao em contrario. As repetigoes sao para en-
fatizar.

Observe que um espago conexo e localmente conexo por

caminhos & conexo por caminhos (c.p.c.).

Definicao 2.1. (Espago de Revestimento)

Um espago de revestimento de um espago X € uma terna
(X,p,X) onde X & um espago topoldgico e p : X > X uma apli
cagao continua tal que X ©possui uma cobertura C por abertos
U's com a seguinte propriedade:

cada componente conexa por caminhos C de p_l(U)

o\

~

um aberto em X e p|C : C +> U um homemomorfismo,

qualquer que seja U € C,

Denominaremos X espago total, X espago base, p—lon
fibra de x € X e U vizinhanga elementar. Frequentemente nos

~

referiremos a X como revestimento de X.

Observacoes

(13}

(1) Séja (§,p,x) .um es}ago de fevestimento, entié P
um homeomorfismo local,
De fato, sejam x € i. e x = p(x). Consideremos U
uma vizinhanga elementar de x em X e V a compo-
nente conexa por caminhdg de p-l(U) _que contém X.

Sendo X localmente coﬁexd‘por caminhos e p-l(U) a-
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berto segue que V & aberto em X. Além disso, sendo
(i,p,X) um revestimento, segue que p|V & um homeomor
fismo sobre U. Portanto, p & um homeomorfismo local.
Uma conseqiéncia desta observagao & que todas as proprie
dades locais de X sao herdadas por X. Exemplo se X

o . ~ - -
e uma variedade, X tambem sera.

(ii) As fibras pnl(x), x € X sao espagos discretos.
Com efeito, sendo p localmente injetora, cada ieid(x)

possui uma vizinhanga V na qual & o Gnico ponto tal

™

que p(x) = x. Sendo assim, V n pml(x) = {x}; isto e,

cada ponto de p—l(x) e isolado.

~

(iii) se (X,p,X) & um espaco de revestimento com X compac-

to entao, p (x) & finito, ¥ x € X,

De fato, sendo X de Hausdorff, qualquer ponto x e
fechado em X, entao pnl(x) & fechado em X que e

de Hausdorff; logo p_l(x) € compacto e discreto em X,

portanto, finito.

Definicao 2.2. (Propriedade do Levantamento)

Sejam (i,p,x) um espago de revestimento e Y um espa
¢o. Uma aplicagao F : Y =+ X & dita um levantamento da aplica-

gao f : Y » X se poF = f,

Lema 2.3, (Unicidade do Levantamento)

Sejam (i,p,x) um espago de revestimento, Y um espago
conexo e f : Y -+ X wuma aplicagao com levantamentos F e F' : Y+ X.

Entao o conjunto {ye¥Y : F(y)=F'(y)} € vazio ou todo o es-

pago Y.
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Seja Ivfpto»llf

Teorema 2.4, (Levantamento de Caminhos)

Sejam (i,p,x) um espago de revestimento, A I+ X
um caminho e X € p-l(A(O)) € X. Entao existe um ﬁnigo cami-
nho X : I » X que & o levantamento de A e tal que A(0) = %.

Corolario 2.5.

Quaisquer duas fibras p-l(x) e p-l(x'); Xx e x' € X

tém a mesma cardinalidade em X onde (i,p,x) e um espago de

revestimento.

Demonstracgao

Mostremos que a cada ponto y € p-l(x) corresp§nde uﬁ
inico y' € p-l(x') e reciprocamente.

Seja A um caminho em X tal que A(0) = x e
A(l) = x'. Definimos uma correspondencia entre bfl(x) e
p-l(x') como se segue: para cada ponto y € p-l(x), seja Py

o (Unico) caminho que & levantamento de A em X" com ponto i-
nicial y. Seja y' = X(l) a imagem de y por esta correspon
déncia entre p_l(x) e p (x").

Utilizando-se os caminhos inversos dos acima citados,

definimos analogamente uma correspondeéncia entre p o (x") e
p-l(x) que & inversa da anterior.
. . - - e e -1
Assim, a aplicagao y > y' e uma bijegao entre p ~(x)
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Definicao 2.6. (Nimero de Folhas do Espago de Revestimento)

- . . -1 -
0 numero cardinal comum aos conjuntos p (x), x e X e

chamado numero de folhas do revestimento (i,p,x).

Notagao

£ : (X,x) * (Y,y) denota uma fungao continua f : X + ¥
tal que f(x) =y e indicaremos caminhos homotdpicos por ~.

Teorema 2.7, (Levantamento de Homotopia)

Sejam p : (i,i) + (X,x) tal que (ﬁ,p,x) € um espago
de revestimento e f : (Y,yo) - (x,xo) uma aplicagao que possui

levantamento F

(Y,yo) -+ (i,i). Entao qualquer homotopia
h : ¥xTI=+X com h(y,0) = f(y), ¥ y € Y pode ser levantada

a uma homotopia H : Y x I = X com H(y,0) = F(y), ¥ y € Y.

Demonstracgao: Veja [2], p. 18.

Corolario 2.8.

Sejam (i,p,X) um espago de revestimento e
A, A, 1~ X caminhos com AO(O) = Al(O) e tal que po&;wokl,

entao ko ~ A Em particular Ao(l) = Al(l).

1 .

Teorema 2.9, - TEOREMA FUNDAMENTAL DE LEVANTAMENTOS

Sejam (i,p,x) um espago de revestimento, Y um espa-

~ -1
go conexo e X € p (xo).

Uma aplicagao f : (Y,yo) > (X,x ) possui um levanta-
mento F : (Y,y ) = (i,io) se, e somente se,

£,m (Yoy ) © p,m (R,%) 3
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onde f, e Py sao as induzidas de f e g em T res-

pectivamente.

Corolario 2.10.

Sejam (i,p,X) um espago de revestimento e ioep-onh

x ¢ X. Entao Pak (i,io) +'ﬂk(X,xo) e um monomorfismo se

Ty

k =1 e um isomorfismo se k

v

2.

Demonstracao

(k = 1)

Sejam o, B lagoes com ponto basico §o

Pela unicidade dos levantamentos, o levantamento de
a = poad e a; isto e, ﬁ; [dl = [al; analogamente,
p, [B1 = [BI. '
' Portanto se as classes de homotopia [a] e [8] coin
cidem; isto &, p, [al = Py [B], ou seja [podl = [poB] en-
1 1

tio por 2.8 lal = [B].

(k =2 2)

Entenderemos nk(Y,yo) como o gruﬁo das classes de

homotopia de aplicagoes de (Sk,so) em (Y,yo).

(i) Py € sobre

k

De fato, para qualquer aplicagao . f : (S ’So) > (X;xo)
existe um levantamento F : (Sk,so) > (i,io) por 2.9
tal que ©poF = f , pois ﬂl(Sk,so) = 0 para k ¢ 2. As

sim, para qualquer elemento de wk(x,xo) exXiste um



la

elemento de ﬂk(i,§o) correspondente ao primelro pe-
la aplicagao induzida P

(ii) Py e 1 -1
Com efeito, se F,G : (Sk,so) > (i,io) sao levantamen-
tos de f,g : (Sk,so) > (X,xo) respectivamente e f ~g,
entaoc F ~ G por 2.7.
Definicao 2.11. (Revestimento Universal)

Um espago de revestimento (ﬁ,p,x) € dito universal se

~ . . - ~
X for simplesmente conexo, isto e, nl(X) = 0.

Definicao 2.12. (Espago Semi-Localmente Simplesmente Conexo)

Um espago X & dito semi-localmente simplesmente cone
X0 se todo ponto x € X possuir uma vizinhanga U tal que o ho
momorfismo ﬂl(U,x) + ﬂl(x,x) € trivial. Equivalentemente, to
do ponto x € X possui uma vizinhanga U tal que todo lago em

! pode ser 'contraido' a um ponto de X.

Teorema 2.13. (Existéncia de Revestimentos)

Seja X um espago topolodogico conexo, localmente cone-
xo por caminhos e semi-localmente simplesmente conexo.
Dados X € X e um subgrupo H ¢ nl(X,xo), existem um re

vestimento (ﬁ,p,x) e um ponto §° € X tais que p*ﬁl(§,§o)=ﬂ-

Demonstragao

Construiremos o espago total X.
Diremos que o e R sao equivalentes (a = B) quan-

do a(l) = B(l) e (0.8 17 ¢ H.

=8



(1)

(ii)
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A relagdo recém definida é uma relagdo de  equivalén-

eta.
De fato, o = a pois [a.a-ll = [ex ] ¢ H onde
o

e, e o caminho constante em X, -

o A .

: -1, -1,-1 -~

Se o = B, segue que [B.o "] = [a.B "1 e H, entao
BZa,
Finalmente, se a =B e B =Y, segue que
Ca.y™ 11 = fa.87t8y71 = ta.8” 3 8.y 1 e 1,

Denotaremos por <0> a classe de equivalencia do ca-
minho o pela relagao acima definida e X o conjun-
to de todas estas classes <a> de caminhos a em X

tal que a(0) = X,

Definiremos p(<a>) = a(l) que & obviamente bem defi

nida.

Como X @& semi-localmente simplesmente conexo, X pos
sul uma cobertura C, formada por abertos U tal

que todo lago em U & homotdpico a constante em X.

~

Para cada ponto <0> € X e cada aberto U e C defi

nimos U<a> = {<a.B> | B(I) « U e B(0) =>a(¥)}.

Os conjuntos U<a> constituem a base de uma topoZogid

de X. Além disso, esta topologia é de Hausdorff.

De fato, X = WV U<ex > com U¢e€ C se
)

Y € U1<a1> n U<o,> entSo V'<y>‘c U1<a1> nU2<a2>
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onde V' ¢ V = U1 n U2 com V' semi-localmente sim
plesmente conexo. Além disso, sejam <a1> e X e
<o.> € X <o, > <o >,

2 X com al # a,

1.° caso: al(l) # az(l)

Entao existem abertos disjuntos U, e U, em X tais
que ozl(l) €U e az(l) € U, pois X e de Hausdorff.

Logo, U;<a;> n U,<a,> = 9 .

o -
2.° Caso: ul(l) dz(l)

Como X @& semi-localmente simplesmente conexo, existe
um aberto U contendo al(l) = az(l) tal que qual-
quer lago em U @ homotdpico a constante em X. Supo
nhamos, por absurdo que U<ay> 0 U<a,> # 0 , entao e-
xistem caminhos B e Yy em U comegando anul(l)=a2(l)
e tal que [o,.8).[a,.v)™" = [a,.8.v"hajtT e 1, por

1

definigao. Mas B.Y e fechado em U pois

B(l) = y(l1l), posto que al.B =z UpeY.

1

Logo B.y € homotopico a4 constante e

-1 -1 -1 -1, _
[al.az ]l = [al.ea(l).az ] = [al'B'Y Oy ]l =

= [al.B].[az.Y]— € H ;.

isto e, oy £ 0, 5 Ou seja <a,> = <o, > Absurdo.



(iii)

(iv)

(v)
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P : X > X é continua.

De fato, se U & aberto em X, entao para cada

<a> € p_l(U), U<a> . & aberto em X e .est3a contido em
-1

p (U).

X & conexo por caminhos.

Dado qualquer ponto <a> € X @& suficiente exibir um ca

minho unindo <o> e <eX > em X.
0

Para tanto, escolhemos um caminho A : I > X pertencen

te a classe de equivalencia <u>.
Para qualquer nimero real s ¢ I, definimos AS : I » X

por As(t) = A(st), t € I. Entao Al = A e Ao = e

Seja <a_> a classe de equivalencia de caminhos Ag e
Afirmamos que a aplicacao definida por s = <as> é can
tinua de I em X; isto &, um caminho em X.

Deveﬁos mostrar que para qualquer S, € 1 e qualquer

vizinhanga basica U de X(so), existe & > 0 tal que

se |s—so[ < & entao <a > € U<a >, Tomemos $ tal
o

que se |s—so| < 8§, entao  A(s) € U, Tal & existe
pois X & continua.

Assim, s > <o > € um caminho em X com ponto inicial

<ex > e final <o>.

)
p: X > X é um homeomorfismo local.

Para cada x € X, seja U um aberto c.p.c. contendo
X tal que todo lago em U & homotopico a constante

em X.



(vi)
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1.° caso: plU<a> & 1 - 1 e sobre
De fato, se p<a.B> = p<a.y> para B e Y caminhos
comegando em x, eano B(1) = y(l) e portanto B.Y_l

"‘1 - - . .
e homotopico a constante; 1s-

to &, <(a.B) (OC-Y)_1> = <a.(6.Y'1).oc'1> = <oc.ex.oc'1> = <o.a > =

é¢ fechado. Logo, B.Yy

=<eX > € H, ou seja, <a.B> = <a.y>.
o
Além disso, p|U<a> & sobre para qualquer o com

p<a> = x
(o]

o -
2,” Caso: p e aberta

Com efeito, seja V € X um aberto.

Como V & reuniao de abertos basicos U<a> & suficien
te mostrar que p(U<a>) & aberto para cada U<a>.
Assim, seja x € p(U<a>); digamos que x = p<f> = B(1)
para B € U<o>, Seja UX o conjunto de todos os pon-
tos de U que podem ser ligados a x por caminhos em
U. Como X & f.c.p.c., U € aberto e x € U, -
Afirmamos que u, © p(U<a>); implicando que p (U<a>)
& aberto. Com efeito, U, = p(Ux<a>); mais ainda
<B> = <a.y> onde Y & um caminho em U. Assim, qual
quer elemento <n> € UX<B> e da forma <n> = <B.8> =

= <0.Y.8> € U<a> onde ¢ & um caminho em U, ligan

do B(1l) e n(l), e Ux<B> c U<o>.

p'I(U) = g U<o> onde o €& tal que p<a> = x, x € U,
Se Y € um caminho com p<y> = y(l) ¢ U seja 3] um
caminho em U wunindo vY(1) a x. Entao p<y.B> = x e

<y> € U<y.B>.



o

(a)

(b)
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Portanto, (X,p,X) & um espaco de revestimento.
Resta mostrar que p*ﬂl(x,xo) = H, X, = <eX >,
o
Sejam ¢ um caminho em X tal que a(0) = xO e a
o caminho em X tal que &(Q) = §0 definido por
a(t) = <o > onde a _(s) = a(ts).
(v} ~o - -
1. Caso: 0o e continuo.
Mesmo argumento usado em (iv).
2.° Caso: G & levantamento de a
pa(t)) = pea,> = o (1) = a(t).
Suponhamos agora que o & fechado; isto &,
€ .

Lal ﬂl(X,xo)
Assim, [al € p*“l(i’§o> <==> g & fechado em X; is
to &, a(l) = <e_ >, ou seja, <o> = <e_ >.

o _ %o
Logo, L[al € p*ﬁl(X,io) <==> (o = eXO ; 1isto e, [oleH.

Portanto, p*ﬂl(X,§o) = H,.

Observacoes 2.14.

As propriedades exigidas na hipotese deste teorema sao
verificadas por muitos espagos razoaveis; por exemplo,

CW-complexos, variedades e outros.

Espagos que nao sao semi-localmente simplesmente cone-

'xos podem nao possuir revestimento universal.

Exemplo: Seja X = nyN C. onde



Temos que X & conexo e £.c.p.c., porém qualquer vizi-

nhanga U da origem o0 = (0,0) nao induz um homomor
fismo ﬂl(U,o) > nl(X,o) trivial, pois U contém um
elemento Cn para algum L € N.

o

Suponhamos, por absurdo, que (i,p,x) seja um revesti

mento universal de X ; entao ﬂl(i,E) = 0,
Consideremos o seguinte caminho A : [0,1] - X dado
por: [O,%] enrola-se uma vez em C, , [%,%] enro
la-se em C2 e assim por diante,

Seja " : I »X levantamento de A

Afirmamos que cada 2 (L n-1 , % __J]) & um caminho aber

n n+1l
to em i, n € N,
Do contrario 2 (L n-l LU seria homotdpico a
’ n ’ n+l

constante pois 7.(X,0) = 0; assim K(Dlri—-—jL—])tam

17 i n ’ n+l -
bem seria homotopico a constante, posto que por 2,10
P, ® n1(§,5) > Wl(X,x) e 1 -1, Mas isto e um ab-

surdo.

-~ ~

Como X 'se abre' em X, existe uma vizinhanga U de

e
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(1) que isola este ponto dos pontos da formai(7£% /s

n € N. Pela continuidade de X, existe uma vizinhan-
ca de 1 em I, digamos (xo,lJ tais que X((XO,lJ)CU;

X, ¢ [0,1). Absurdo, pois (xo,lJ contem pontos da

n

forma
n+1

Definigao 2.15. (Automorfismo de Revestimento)

Seja (X,p,X) um espago de revestimento. Um homeomor
fismo T : X+ X @& chamado um automorfismo se o seguinte dia-

grama comutar

i
Vv
>

X

0 conjunto dos automorfismos de X munido da operagao

de composicao & um grupo, denotado por Aut(X).

Observacao 2.16.

-~

Por 2.3. e sendo X <conexo, T fica determinado se

soubermos seu valor em algum ponto de X; em particular, pelos
valores que assume numa fibra p—l(x).

Assim, se T # identidade, T nao possui pontos fixos.

Lema 2.17.

Sejam (il,pl,X) e (iz,pz,x) espagos de revestimen-
tos e X, € X ; i = 1,2 tal que pl(xl) = pz(xz).
Entao existe uma aplicagao continua Yo il - iz tal

que o diagrama



~ - (p ~ ~
(Xl,xl) > (X2.x2)
Py

P)
(X,%)

comuta se, e somente se, pl*nl(xl,xl) < p2*ﬂ1(x2,x2).

Demonstracao: Caso especial de 2.9.

Definicao 2.18. (Revestimentos Equivalentes)

Dois espagos de revestimento (il,pl,X) e (iz,pz,X)
sao equivalentes se existe um homeomorfismo h :(iljﬁ) *(izdi)

tal que o seguinte diagrama comuta

h

>
v
e

Teorema 2.19., (Unicidade de Revestimento Associado a um Grupo)

Sejam (ii,pi,x) i=1,2 espagos de revestimentos,
ﬁi € ii ; 1 =1,2, pontos basicos e pi:(ii,ii)*(x,x) i=1,2,
tal que pl*nl(il,il) = pZ*WI(iz,iz); isto &, revestimentos as-

sociados a um mesmo subgrupo. Entao (il,pl,x) e (izﬂb,x) sao

equivalentes.

Demonstragao: Segue de 2.16, 2.17 e 2.18.
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Observacgao:

Estabelecemos, portanto, a seguinte correspondencia:

Revestimentos de X (com ponto basico especificado)

!

Subgrupos de ﬂl(X,x)

Lema 2.20,

Sejam (i,p,X) um espacgo de revestimento, x € X

-1

X1y X5 €D (x). Entao os subgrupos p*ﬁl(x’xl) e p*ﬂl(x,xz;
sao conjugados em M (X, %)

Demonstraggo

Como X & c.p.c., seja Y um caminho unindo il a iz.
Assim,

-1

vl(i,i ) {Cyiraliryl };

1 ; Lol e vl(X,xz)

projetando obtemos

p,m (X,%) = ([po¥ILnlLpo¥ 1 [l € p,m (X, %))

[po¥] ¢ ﬂl(i,§).'

Observacao

Assim obtemos a seguinte correspondencia

Revestimentos de X (sem ponto basico especificado)

!

Classe de Conjugacao de subgrupos de ﬂl(X)
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Definicao 2.21. (Revestimento Regular)

Um espago de revestimento (X,p,X) & dito regular se

~

para algum x € X e x € p "(x) o subgrupo p*ﬂl(§,§) € nor-

mal em

(a)

(b)

ﬂl(X,x).

Proposicao 2.22,

Sejam (X,p,X) um espago de revestimento e
-1

il’ §2 € p (x). Entao existe uma aplicagao continua
) X > X tal que o diagrama
X,%) —L— (X,
(X,x)

comuta se, e somente se,
~ . -1 S~
p*ﬂl(X,xl) ¢ [a Jp*nl(x,xz)[a],

onde O & um caminho ligando §1 e §2.

Sejam (il,pl,x) e (iz,pz,x) espagos de revestimento
de X, e seja Y um homomorfismo do primeiro no segun

do. Entao (il,w,iz) € um espaco de revestimento.

Demonstracao

A parte (a) segue de 2.20 e 2.,17.

Para demonstragao da parte (b) veja [7], p. 160,
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Corolario 2.23.

Um espago de revestimento (X,p,X) & regular se, e so
mente se, para quaisquer dois pontos il’ §2 € pfl(x), existe um

automorfismo T : X + X tal que T(il) = §2.

Proposicao 2.24,

Sejam (i,p,x) um espago de revestimento e X € p-l(x),
x € X. Entao

N[p*ﬁl(i,i)]

Aut(i) = -
Py (X, %)

onde N[p*ﬂl(§,§)] € o normalizador de p*ﬂl(i,i) em ﬂl(X,x).

Demonstragao: Veja [7], p. 163,

Corolario 2.25.

Sejam (i,p,x) um espago de revestimento regular e

Xx € p (x), x € X. Entao

- ﬂl(X,X)
Aut(X) = —
Pyt (X, %)

Corolario 2.26,

Sejam (i,p,X) um espago de revestimento universal e

~

X € p—l(x), x € X.

Entio Aut(X) = Wl(x,x). Além disso o numero de fo-

lhas do revestimento € a ordem do grupo ﬁl(x,x).
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Definicao 2.27. (Revestimento Abeliano Universal)

0 espago de revestimento associado ao subgrupo comuta-
dor [WI(X);ﬂl(X)] de ﬂl(X) e chamado revestimento abeliano

universal.

Observacao

Neste caso, Aut(i) = HI(X)'
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§ 3. ALGUMAS APLICACOES

Utilizaremos espagos de revestimento universal de cer-
tas variedades para obtermos informagoes sobre seus grupos de ho

motopia.

Definigao 3.1.

Dizemos que uma variedade M &:

(i) fechada se M @& compacta e OM = {§;

(11) aberta se M nao & fechada, em outras palavras M e
nao compacta ou oM # @;
(iii) contrdctil se a aplicagao identidade i : M + M for ho

motopica 4 constante.

Teorema 3.2.

Um espago topologico M & comntractil se, e somente se,
quaisquer duas aplicagoes f e g de um espago topoldgico Y

em M forem homotopicas.

Demonstracao

Supondo que i : M > M & homotopica a constante, se
gue-se que existe uma homotopia F:Mx1I-~+M tal que
F(x,0) = x e F(x,1) = p, onde p € M, Seja G:YXxXxI-+ M tal

que G(y,t) = F(f(y),t). Assim, f @& homotopica d constante. A

-~

nalogamente, g & homotdpica a constante. Logo, f e g, sao

homotopicas.

]
X

A reciproca & imediata, bastando tomar Y
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Observacao

Segue-se do teorema 3.2 que se M @& contractil entao
nj(M) = 0 para todo j. Se _Mn € uma variedade, a reciproca &
verdadeira; isto &, se ﬂj(M) =0, ¥ j entao i : M > M e

homotopica a4 constante.

Com efeito, sendo M wuma variedade entao M & um com
plexo simplicial. Assim, a identidade restrita ao O-esqueleto &
homotopica a constante pois M & conexo por caminhos. Suponha-
mos que exista uma homotopia H entre a identidade de M res
trita ao (k-1l)-esqueleto e uma aplicagao constante. Cmm>ﬁkﬂﬁ =0,
nao existe obstrugao para estendermos a homotopia H ao k-esque

leto., Portanto, a identidade i : M> M & homotOpica a constan

te.

Aplicacao 3.3.

Seja M® uma variedade diferenciavel conexa tal que
nj(M) =0, 1< j<n.

Seja M o revestimento universal de M.
(a) Se M @& aberta entao M & contractil.

(b) Suponhamos que M & fechada, entao:

0 §: se j < n
(bl) Se ﬂl(M) e finito entao m.,(M) =
g J Z ; se j =n

-~

(bz) Se ﬂl(M) e infinito entao M & contractil.

Demonstracao

0 pois M & revestimento universal. Por 2.9

"

(a) my(¥)

Wk(ﬁ) = ﬂk(M) para k > 1. Assim, ﬂk(ﬁ) = 0, para lsk<n,
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Pelo teorema de Hurewicz (1.2.,3) Wn(ﬁ) x Hn(ﬁ): Sendo
M aberta, segue que M & aberta. Assim, dois casos po

dem ocorrer:

~

o - o~
1.7 Caso: M e nao compacta,.

Logo Hn(ﬁ) = 0 (C21, p. 121).

2.° Ccaso: M tem bordo.

Da sequencia exata do par (ﬂ,aﬁ) temos que'Hn(ﬁ) =0
pois Hn(ﬂ,aﬁ) =27 e Hnel(aﬁ) = Z sao isomorfos,
Portanto, sendo M aberta segue-se que Hn(ﬁ) = 0. Por
Hurewicz ﬂn(ﬁ) = 0., Assim, M @& contractil.

(bl) Pelo corolario 2.26, o nimero de folhas de M & a

ordem de ﬁl(M). Logo M & éompacta posto que M
€ compacta e Wl(M) é finito.

Sendo M simplesmente conexa segue-se que M é.g
rientavel ([2], p. 116). Assim, M compacta, co-
nexa e orientavel implica que H (M) =z ([2],p. 121).

n
Do item (a) temos que ﬂj(ﬁ) = 0 para 1l j < ny

por Hurewicz segue-se que Trn(I:I) * Z pois Hn(ﬁ) =7,

(b Como (M) ¢ infinito, o numero de folhas de M

(2}

também o &. Portanto, M & aberta. Como M re
vestimento universal de si mesmo, segue-se da par

te (a) que M & contractil.

Aplicacao 3.4.

Seja M" uma variedade fechada e conexa com ﬂi(M)fiqi

Se nj(M) = 0 para 1 < j < % se n e par e 1 < j < %
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se n & impar entao nj(M) = 0 para 1 < j < n.

Demonstracao

Seja M o revestimento universal de M. Temos que
wj(ﬁ) = 0 para 1 s 3 s % se n for par. ’
(A demonstragao para n Iimpar & analoga). .
n

Por Hurewicz, Hj(ﬁ) =0 para 1 s j s vEs

-~

Como M compacta (veija (bl))’ segue-se da dualidade de

Poincaré (1.2.13) que uj(ﬁ) = "I,

Mostremos que Hnlz_l(ﬁ) =0 para 1< 1i¢« ik

Com efeito, temos por 1.2.12 gque
Hyfo-i (D = Fryp (0D 8 T )5 ;OO

~

pois Hn/2-i(M) @ finitamente gerado para 0 S i < % (veja 1.2.1D).

. n/2-1i,~. _ ~ L~ . n
Assim, H (M) = Fn/z-i(M) ® Tn/2—i-1(M) para l<1.<7.

Mas, H_,, (M) =0 para 0 S1i <3

Logo, Hnlz_i(ﬁ) = 0 para 1 < j < %.

Portanto, pela dualidade de Poincaré, Hn/2+j(ﬁ) = 0 pa
ra 1 < j < %.

Assim, Hj(ﬁ) = 0 para 1 = j < n.

Novamente, por Hurewicz, nj(ﬁ) = 0 para 1l 3 j < n.

Desta maneira, ﬂj(M) =0 para 1 < j < n,
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CAPTTULO 11

ESPACOS DE REVESTIMENTO DO COMPLEMENTAR DE UM NO (OU LINK) EM sP*?

Espagos de revestimento tém significativa aplicagao na
teoria de nos pois sao fontes de muitos invariantes.

Neste capitulo serao descritos alguns tipos de espagos
de revestimento. A exposigao de cada paragrafo (exceto o primei-
ro) sera dividida em tres itens A, B e C, nos quais, respecti
vamente, serao apresentados uma descrigao algébrica do espago
de revestimento, uma construgao geométrica e finalmente a equiva

léncia entre essas duas apresentagoes.

§ 1. MATERTAL BASICO DE TEORIA DE NOS

' . . P m n
Dados duas variedades diferenciaveis M e N ,um dos

problemas em topologia & deferminar se M mergulha em N e, se
isto ocorrer, de 'quantas maneiras' possiveis; entendendo, por
exemplb, que dois mergulhos il’ i2 : M > N sao equivalentes se
existir um difeomorfismo P : N> N tal que (Poi1 = i2 .
Em particular, se tomarmos M = iglsg (reunigo disjun-
' k

ta de m esferas Sn) e N=S8", k >n, estaremos estudando

o que & chamado teoria de nos.

Defini¢ao 1.1. (No e Link)

Um nd (diferenciavel) & a imagem de um mergulho K:sP>sk
. .
. - . . k
Genericamente, um link @ a imagem de um mergulho L : 19152 > S,

A imagem de cada S? e chamada componente do link L.

31

.
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Observacgoes

m
. . n
(i) Denotaremos a imagem K(s®) apenas por K e L(iglsi)

por L.

(ii) Em nosso estudo nos restringiremos a codimensao 2; is-

- + + ~ , -
to e, K* ¢ s 2 .ou L" < g® 2. A razao disto e que

estaremos interessados no estudo de invariantes relacio

+2
nados com o grhpo fundamental do complementar st - K
n+2 . ~ .

(ou S - L) que em codimensao 1 ou maior que 2 se

anulam,

Definicao 1.2, <(Equivaléncia entre NG&s)

Dizemos que dois nés K e K' de dimensao n sao e-

. . . . + +

quivalentes se existe um difeomorfismo h : Sn 2 g Sn 2 tal que
h(K) = K'. No caso de links de duas ou mais componentes, indexa

mos essas componentes e exigimos que o difeomorfismo h preserve
a ordem fixada.
A classe de equivalencia de um no ou link @ chamada ti-

po do no ou tipo do link, respectivamente.

Definicao 1.3. (Invariante do Tipo do No (ou Link))

Um invariante do tipo do ndo & uma cotrespond5n¢ia F que
a cada no K associa um objeto F(K) de alguma categoria . tal
que, se K e K' sao equivalentes entao F(K) e F(K')  sao
isomorfos no sentido da categoria dos objetos F(K). Analogamen

te para links.
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Observacao

Esses invariantes sao meios Gteis para se verificar que
dois nos (ou links) nao sao equivalentes. O invariante 'mais u-

sual @ o grupo do no (ou link) que definiremos posteriormente.

Definicao 1.4. (Vizinhanga Tubular de um N3)

. n n+2 - . . -
Seja K ¢ 8§ um no diferenciavel., Por uma vizinhan

¢a tubular de K entenderemos a imagem de um mergulho

n 2 n+2 -
t : KW x D > § tal que t(x,0) = x, x € K, onde D2 € o
disco unitario usual do Rz.
Por exemplo a vizinhanga tubular de um no Kl em S3
e um toro solido cuja alma & K.
n . ~ n+2
Como K tem codimensao 2 em S pode-se demonstrar

jue V(K) sempre existe; veja [(12], Th. 5.2, p. 110 e ex. 5,

p. 118 e [13], p. 26.

Definigao 1.5. (Grupo de um No (ou Link))
. n - n+2
Seja K um no. O grupo fundamental ﬂl(S - K) do
complementar de K em Sn+2 2 chamado grupo do no K. Analoga

"mente definimos o grupo de um link.

Exemplo (Calculo do Grupo de um NoO)

- . 1 3 .
No caso classico K~ < § temos um algoritmo para obten

¢ao de uma apresentagao do grupo fundamental Trl(S3 - K), deno-

minado apresentacao de Wirtinger.
Por exemplo, considere o no k! < S3 (trefoil - Fig. 1).

Mostraremos, atraves da apresentacao de Wirtinger que

Tr1(83—K) = |x,y : x7 =y
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Fig. 1

Consideremos o no K como composigao de arcos

Oys0nseee,0 MO plano. Cada oy esta conectado com %
(mod n) através de arcos Bi conforme a Fig. 2.
! %2
O Bl
Fig. 2
Assumimos que os arcos a. estejam orientados e consi
deramos pequenas flechas X, que cortam di da direita para a

esquerda com respeito ao sentido de o, -

Fixando um ponto basico * (digamos no olho do leitor),

os caminhos partindo de % percorrendo x;, e voltando ao pon
to x determinam lagos em 53 - K; 1isto e, elementos de nl(S3—K,*).
As relagoes da apresentacao de 1T1(S3 - K) sao obtidas
por:
%2

rl . X3X2=X1X3 r2 ¢ X
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duzido para

ﬂl(S3—K)=

35

- K) = ]xl,x2,x3 : rl,rz,r3l que pode ser re-
lxl,x3 PX KaXy = x3xlx3| =
|x1,x3,a,b X XXy = XX Xy, A = X Xq5 b = xlx3xll =
|x.,%,,a,b : a> = b2, a=xx, b= xxx |
12732727 ¢ ’ 173 17371
3 2
!xl,x3,a,b a =b, ax, = b, b = X X%,
3 2 -1 -1 2
]xl,x3,a,b a” =b", x, =a’b, X, = b a”|
|a,b a’ = bz}

Observacoes

(i) Seja V(K) uma vizinhanga tubular aberta de um no ‘K.
Como existe uma retragao r : Sn+2 - K » Sn+2 - V(K) te
+2 +2
mos que 'rrl(Sn - K) = Trl(Sn - V(K)). Neste caso,
n+2 - . . ,
S - V(K) e uma variedade diferenciavel com bordo =
= 3V(K).
Con +2 +2 - )
(11) ﬁl(Sn - B) = 1T1(Rn - B), onde B e um subconjunto
. +
limitado de rR® 2.
. ) P n+2
Com efeito, seja U um disco em torno do < em S
que nao encontra B. Assim, U n Rn+2 -y - = gttl
. n+2 . ; - :
pois U n R = disco - o centro. Portanto, U e
n+2 ~ . '
R nu sao simplesmente conexos, posto que n 21,
Sejam X1'= U e X2 = Rn+2 B Consideremos
n+l o _ «D*2 : .
Xo = Xl n X2 ~ § , X = Xl v X2 = S B e o dia
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Como nl(xo) = 0 = nl(xl) o diagrama induzido fica

0
0 Trl(Rn+2 B)
n (s®*? - B)
1
Pelo teorema de Van Kampen obtemos que
m,(s™2 - B) = n (R®*? - )
1 1
(iii) O grupo do no nao & um invariante completo, isto e, a

!x lx .

y z y
Fig. 3 ' Fig. 4

correspondencia que a cada no K associa o grupo
nl(83 - K) nao & injetora.

Exemplo o no square (Fig. 3) e o ndo granny (Fig. 4) nao

sao equivalentes porém ambos possuem grupo

Ix,y,z ! XyxX = yxy, Xzx = zxz]|.
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Ainda para fins de classificagao, outros invariantes al
gébricos sao estudados. Teremos oportunidade de ver, por exem-
n+2 n

plo, a homologia de certos espagos de revestimento de S - K.

Para isso precisamos de alguns preliminares.

Definicao 1.6. (Colarinho Duplo)

Um subconjunto X €Y & dito possuir um colarinho du-

plo (isto @ X @& bicollared) se existir um mergulho b : Xx[-1,1]»Y
tal que b(x,0) = x, ¥ x € X.

Definicao 1.7. (Superficie de Seifert)

Uma superficie de Seifert de um nd K" ¢ s*? ¢ uma
variedade compacta, coﬁexa Mn+1 < Sn+2 que ﬁossua colarinho -du
plo e tal que oM = K.

Observaggo

Da definicao temos que se Mot g uma Supefficie de

- ~ . _ . n+2
Seifert de um no K . entao existe um mergulho J : M'x [-1,1] + S .

Teorema 1.8. (Existéncia de Superficie de Seifert)

Qualquer no ou link (diferenciavel) borda uma superfi-

cie de Seifert.

Demonstracao

(n = 1)

Seja k! ¢ 83 um nd orientado.
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/_., pProjegao

Consideremos uma projecao regular de K num plano,
isto e, planificamos K de modo que o numero de autointersec-
coes seja finito.

Temos em cada ponto de autointersecgao dois arcos ori
entados, como mostra a Fig, 1

Em cada um destes pontos de autointersecgao faremos um
'desvio', como indica a Fig. 2

Assim o nd K fica decomposto em um numero finito de

discos. A superficie de Seifert M sera obtida colando estes

discos por retangulos 'torcidos' (Fig. 3) como indica a (Fig. 4).

//////////////
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No caso de links com mais de uma componente o mesmo pro

cedimento @ adotado para uma projegao regular do mesmo.

(n > 1)
Neste caso utilizaremos‘o‘segpinté“léﬁa, cuja demons-
tragao pode ser encontrada em [4 - Lema 2].
n . n . n+2
Seja K uma subvariedade de S », fechada e que pos
sua colarinho. Entao, se Hl(K) = 0, K borda uma va-
. n+2 . "
riedade de S que possue colarinho.
Como n >1 e ond K' & topologicamente uma esfera
s™ segue-se que ~H1(K) = 0.
Exemplo
Daremos a construgao da superficie de Seifert do no
trefoil.
Consideremos a projegao regular do trefoil indicada na
Fig. 1.

Fig. 1

Pela descrigao feita na demonstragao do teorema 1.8,
obtemos a seguinte superficie de Seifert para o trefoil (Fig. 2) ;
isto €, dois discos colados por trés retangulos torcidos que pos
sui mesmo tipo de homotopia que a figura oito (Fig. 3). Logo, a
supeff{cie de Seifert do trefoil e topologicamente um toro com

um 'buraco'.
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Fig. 3

Fig, 2

:

0O teorema a seguir mostra que a homologia do comple-
- ~ - . ° - - .
mentar de um no nao e um bom invariante. Mas sera util na con-

fecgao de espagos de revestimento.

Teorema 1.9.

Sejam K* um ndo e X(K) = S - K.

Entao Hj(X(K)) = .

Demonstraggo

(i) €3 = 1]

Consideremos a seqlencia de homologia do par (V,V-K)

onde V @& uma vizinhanga tubular do no K:

v HZ(V,V—K) -+ Hl(V-K) > HI(V) > ...

Temos que B = s™? Ly g tal que B < X(K) e
- o “ .~ L on+2
B ¢ X(K); entao, por excisao HZ(V,V—K) ﬁ-Hz(S ,X(K)).
Como o par (V,V-K) & equivalente (homologicamente)

ao par (V,dV) obtemos o diagrama:
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8 i, )
. *HZ(V)'—" H2(V,BV) — HI(BV)—-’ Hl(\') —— HI(V.QV) — HO(BV)—> HO(V)—" HO(V,BV)

‘Ll ex. lu : 1 E .. .1! exs
n+2 n+2 ~, . n+2 3u . n+2 Y N n+2, n+2
cor Hy ST Ry 8T X)) T H ((K)) + B (ST = T (ST XKD+ B (R(K) B (ST) > (87T, X(K))
" n (] " ]
0 0 z z 0
Do primeiro retangulo segue-se que «OR e 1isomorfis-
mo, portanto a/im B & um isomorfismo sobre Hl(X(K)); isto e,
imo =im B.
L2 n - .
Como V = D x §° , segue-se da formula de Kunneth
(1.2.5 - Cap. I) que
Z ; se n =1 . .
. n - .
Hl(V):= : ) . pois Hl(S ) e livre,

Além disso,

H,(3V) =

Da.comutatividade do terceiro retangulo obtemos que

n+2
(s 1 ) = e

NP Hl ) > Hl(Sn+?,X(K)) § sobre. Como H (Sn+2 =0 se

gue-se que Hl(Sn+2,X(K)) = 0; logo Hl(V,aV) = 0 e portanto

i, g sobre. Como B & injetora e Hl(V) livre segue-se que a

sequencia exata
R T T - SR L, .
0 > H (V,3V) = B (8V) — H (V) > 0

-

split, isto & Hl(BV) ~ im g ® im B onde g : Hl(V) > Hl(BV) e
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tal que 1i,0g = lﬂl(v).

Para mostrarmos que ker i* ~ Z basta mostrar que

imB =Z, pois ker i, = im B.
1.° Caso: n > 1
Assim Hl(BV) ~ Z, 1isto &, Z = im g ® im B. Sendo

g : Hl(V) > HI(BV) e Hl(V) = 0 segue-se que img =20

e portanto im B = Z.

2.o Caso: n =1

4
N

Assim Hl(BV) ® Z, isto e, Z & 2 = im g @& im B.

Sendo g : Hl(V) > HI(BV), Hl(V) =2 e g # 0 (posto
que 1i,0g = 1H1(V))’ segue-se que im g = Z e portan

to im B = Z.

(ii) j > 11

Para mostrarmos que HP(X(K)) = 0 para p > 1 necess_i_

taremos de algumas dualidades:

Dualidade de Alexander (Caso particular)
Sejam X" uma variedade compacta, orientavel e A uma
subvariedade fechada. Entio HY(A) = Ho_o(X,X-A); ¥ q.
Dualidade de Lefschetz (Caso particular)

. n . . .
Sejam X uma variedade compacta, com bordo e interior

X orientada. Entao HI(X) = Hn_q(X,BX); ¥ q.
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Consideremos a sequencia de homologia do par(sn+29KK)),

onde X(K) = s™*% - k.
: n+2 ' n+2 ~0+2
>H L, (8 y > Hoygop(ST LX) > H o ) (X(K) > Hoopm1 (ST ) >
Temos que
H s™hH - w (s™2) = uP(k) = HP(s™) =0
n+2-p n+2-p-1
pois 1 S p < n.
Assim H '(Sn+2 X(K)) = H | (X(K)):para 1Sp<n
’ n+2-p" > n+2-p-1 ’
Por outro lado, Hn+2_p(sn+2,X(K)) = HP(K), pela dualidade de
Alexander.
= s i
Portanto, Hn+2—p-l(X(K)) = 0 para 1 p < n, isto
e, Hj(X(K)) =0 para 1 < j = n,.
Resta analisar os casos j = n+2 e j = n+l.
) .
1. Caso: [j = n+2]
n+2 - . L .
Como X(K) = § - K e uma variedade (n+2)-dimensio-

nal, conexa e nao compacta segue-se que Hn+20KK))==O.

(veja [2], p. 121).

2.° Caso: [j = n+1]
Consideremos a sequencia de homologia do par (X,9X)

onde X = X(X)

.:*Hn+2(X)+Hn+2(X,3X}+Hn+1(8X)+H (X>rH (X,BX)*Hn(QX)+Hn(X)*,..

n+1 n+l

Temos que Hn+2(X) = 0 (pelo caso anterior),
Hn+2(X,8X) = H?X) (pela dualidade de Lefschetz),

Hn+1<ax) = Hn(X) = Z (pela formula de Kunneth),



entao

onde

d

b4

Hn+l(X,3X) = Hl(X) (pela dualidade de Lefschetz) e

Hl(X) = Z (pelo teorema dos coeficientes wuniversais)
posto que H (X) = 2 (pela parte (i)) e HO(X) e 1i
vre.

Assim a sequencia do par (X,0X) fica:

0+22% z > (X) » 2272 > 0 ,

Hn+1

onde 9 leva 1 no 1 (isto e, classe fundamental em

classe fundamental). Portanto, Hn+1(X) = 0,

Corolario 1.10.

Sejam L um link com m componentes e X(L)=Sn+2—L,
z" se j =1

Hj(X(L)) = 0 se j > 1 ; 3 # n+l
Zm_1 se j = n+l

Demonstracao

Analoga ao teorema 1.9.

Observemos apenas que no caso j = n+l obtemos a se-

0 » 22— 12

> H L (X(L) > 0,

associa 1 a m-upla (1,...,1). Portanto,

Hn+1(X(L)) = . =2
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§ 2, REVESTIMENTO CTCLICO -INFINITO DE. .UM NO

Seja K" um nd en Snfzu ~Consideremos nl(X(K))

grupo do no K.. Pela teorema 1.9 temos que - Hl(X(K)) = 7,

A. Desernicdo Algebrica

Consideremos a seguinte sequéencia

A
N o> m (X(K)) — H, (X(K))

onde A & a abelianizacao e N = ker A; 1isto é, N @& o comu-

tador [Wl(X(K));ﬂl(X(K))] de ﬂl(X(K)). Assim a sequencia

0+ N > ﬂl(X(K)) - Z >0 € exata.

Definicao 2.1.

0 espago de revestimento, que indicaremos por X(K),
associado ao grupo N & denominado espago de revestimento cIcli

co infinito do no K.

Observacgao

Como N = ker A, segue-se que N & normal e portanto
X(K) @& regular. Pelo coroléxio 2.25 do Capitulo I, Aut (X(K))=Z .
Além disso, conforme a definigao 2.27 do Capitulo I, X(K) & o

revestimento abeliano universal de X(K).
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B. Construgdo Geometrica

Tendo em vista que Aut(X(K)) = Z construiremos um es
pago X8 (K) que sera o espago total do revestimento ciclico in-
finito do no K. Para tanto necessitamos de certos espagos Y

que construiremos a seguir:

Sejam Ml uma superficie de Seifert do nd K" em
Sn+2 e J : M x (-1,1) ~» Sn+2 a inclusao do produto M x (-1,1)
em §0*? (veja observagao 1.7).

Consideremos as aplicagoes continuas i, : M > (-1,1) da
da por 0 < i _(m) <1 se me M e i, (m) =0 se m € OM,
e i_ : M = (-1,1) dada por -1 < i (m) < 0 se m e M e
i_(m) = 0 se me 3M. Aplicando-se J aos graficos de i e
i_ obtemos a situagao descrita pela Fig. 1 (vista de corte).

J(M,i, (M))=J_
J(M,i_(M))=J_
Fig. 1

Tomemos uma bequena vizinhanga tubular aberta  V(K) do

no K. |

Observacao

V(K) deve ser tao pequena que possamos substituir

V(K) n M, V(K) n J, e V(K) n J_ por segmentos radiais (Fig. 2).
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Fig., 2

Sejam T(K) o interior do esquema da Fig. 2

b

Y' = s - T(K) e X(K) = s™? wiy(x).
Logo Y' @& uma variedade (n+2)-dimensional com bordo
homeomorfo a duas copias de M, digamos M; e M' , coladas pe

lo bordo K atraves de uma superficie cilindrica homeomorfa a

s x [a,b] (Fig. 3). o

"

] 1
a ™ sy
Fig. 3
0 processo de obtengao de Y' acima descrito € equiva-
lente a ‘'cortarmos' X(K) ao longo da superficie de Seifert M.

A variedade Y (Fig. 4) & obtida de Y' introduzindo wum

- . +
colarinho (veja teorema 1.2.14 do Capitulo I). Sejam M e M

as copias da superficie de Seifert no colarinho. Continuaremos de.
notando a vizinhangé tubular de K por V(K) mesmo com a intro

dugao do colarinho.
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Consideremos para a construgao de X% (K) uma quanti-

dade enumeravel de copias de espagos Y indexados em 1
Em cada ponto de coordenada inteira i sobre a reta lo

. ‘es +
calizamos um espago Yi . Identificando-se Mi com Mi+1 obte

mos um espago que indicaremos por X8 (K) .

Observemos que apos as

+

identificagoes das superficies
de Seifert, o ponto m ressal- 1
tado na Fig. 5 torna-se um pon
to interior no espago X°(K).

0 espago X8(X) assim
construido e uma variedade
(n+2)-dimensional, conexa por
caminhos e com bordo homeomorfo
a R x s°,

De fato, os pontos do

bordo das copias de Y que per

tencem ao fecho V(K) da wvizi
nhanga tubular, por nao serem i

dentificados, permanecerao como
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pontos de bordo cujo conjunto & homeomorfo a s®™ x R, Por sua

vez, os pontos do bordo de Y oriundos de Mt ou M , apos as
identificagoes tornam-se pontos interiores, conforme j& observa-
mos .

Para definirmos a projegao pg : XB(K) > X(K) de modo
que (ig(K),pg,X(K)) seja um espago de revestimento, observamos
primeiramente que X(K) pode ser obtido (a menos de difeomorfis

mo isotdpico a identidade) do espago Y identificando~se Mt

com M . Seja g : Y »+ X(K) tal identificagao. Definimos wuma
funcao plurivoca ¢ : XB(K) » Y pondo 1D]Yi Y, > Y . identida
de para cada i ¢ Z (¥ sera univoca fora das partes identifi-
cadas de %g(K)). Tomando~se pg :Aig(K) + X(K) por pg = goy

obtemos a projegao desejada.

Exemplo 2.2,

Seja K o nd trivial em 83.

Consideremos, como superficie de Seifert de K, o dis-
co M.

Construiremos o espago X(K) = g3 - V(K) onde V(K) 3
uma vizinhang¢a tubular aberta de K e obteremos Y cortando
X(K) ao longo da superficie de Seifert M.

Temos que X(K) = S3

- V(K) @& homeomorfo a um toro so-
lido (Fig. 6) pois V(K) & homeomorfa a um toro solido. (Esta
mos entendendo S3 como composicao de dois toros com fronteiras

que coinciden).,
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Assim, Y @& um cilindro solido (finito), obtido de
X(K) por um corte ao longo de M  (Fig. 7).

Logo XB(K) @& um cilindro sdlido infinito (Fig. 8).

X(K) e ==

Fig. 7

Fig. 8

A proposigio a seguir caracteriza o grupo de transforma

coes de XB5(K).

Proposicao 2.3.

Existe um automorfismo T : ig(K) -+ ig(K) que leva Yi

em Yi+1‘ -

Além disso, T gera o grupo de transformagoes Aut(X3(K))

que & ciclico infinito.
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Demonstracao

Qualquer elemento § € Aut (X8(K)) opreserva, por defi-

. . -1 ~ . ~
nigao, as fibras pg (x) que .sao espagos discretos; entao um e

lemento ii € Yi ¢ lévado no seu correspondente. ij € Yj ; isto
é’ kp(;ii) = ;éjl v
Seja k o indice de ik : ; o
que se faz corresponder a X _ ¢ Y <:::__;;;;>
por V. Logo VY fica associado . , o Y
i
ao inteiro k e reciprocamente,. <;;§i;_’;;>
Tomemos T: X8(K) + X8(K) -
< J
tal que T(X)) = ¥,. Assim, el
[D = Tk. v
: Y,
Portanto Aut(Xg(K)) = (1) P T J

= &\\ii__’,/)
e assim Aut(Xg(K)) ~ 7, .

Definicao 2.4. (Numero de Enlagamento (Linking Number))

. - . 3
Sejam J e K nos orientados em 83 (ou R7) e M
uma superficie de Seifert de K. Assumimos que J intetcepta
transversalmente M em um numero finito de pontos.
Como M @& uma variedade diferenciavel orientada temos
que para cada ponto x ¢ M, existe um plano tangente TxM s o
- . . . . . » -> >
qual & um espago vetorial bidimensional com base {ul,uz}.
. , .
Seja u3 um vetor tangente a J com mesmo sentido que

- -+ > . . ~
o de percurso de J. Se a base {ul’UZ’uB} tiver orientagao po-

sitiva daremos ao ponto x o valor .+1, caso contrario =1, A.

soma desses valores & chamada numero. de enlagamento e . denotado

por /Ck(J,K)-
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(ii)

(iii)
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Observacoes

Existem varias definigoes
equivalentes (a menos de
sinal) que podem ser en-

contradas em [8], p. 132,

Entre essas destacamos a

J

seguinte: sejam
(ig(K),pg,X(K)) o reves-~
timento ciclico infinito
de X(K) =S =K e T o @
gerador de Aut(X8(K)), i Y,
conforme a proposigao an- 'f;‘-.s\
terior. Consideremos J ?3 Yo
como um lago em X(K) com (:Z%;;:;>
ponto base; digamos, em K Y-l
x, € Im J; isto e,
J € nl(X(K),xo).
Levantamos J a um caminho
J em X8(K), comegando em qualquer ponto io € p~1(x) e

~ -1

chamamos seu ponto final de X, € p (x). Existe um uni
3 . m -~ ~ » .
co inteiro m tal que T (xo) = Xy Definimos m co

mo sendo o nimero de enlagamento de J e K.

A definigao acima pode ser generalizada naturalmente pa

ra nos de dimensao superior.

0 numero de enlagamento & aditivo; isto &, se X e v
sao dois lagos com ponto basico x, com numeros de en-

lagamento com um no K respectivamente 21 e 22, en
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tao o lago composigao de A e | tem niimero de enlaga

mento com o no K igual a soma
+ .

Zl £,

Com efeito, = sejam 1 e A os

levantamentos de Y e A res-

pectivamente. Se §1 € o pon

to final de X sera o ponto i-

nicial de 4.

Sejam io ponto inicial de X e iz ponto final de
M. Assim X, e X, sao respectivamente os pontos ini
cial e final do levantamento do caminho composto AU,
Logo, pela observagao anterior, £Lk(A.U,K) = m onde
- . m,~ _‘~

m e ta} que T (xo) = X,.

Zl Zz
Mas T (xo) = X e T (xl) =X, . Portanto m=£l+£2.

Definicao 2.5. (Meridianos de um Link)

Seja L um link de componentes Kl""’Km . Considere
mos V(Ki) uma vizinhanga tubular aberta da componente Ki e
n+2 o
X = 8§ - iglv(Ki).

Indicaremos por My oo elemento de nl(x,*) representa

do, a menos de caminhos ligando %

#
- 2
a  X; pelo circulo x, X 9D" -em | . X,
2 ,
R, *x D% = V(K 4= 1,...,m, o- X,
rientado de modo que o numero de
K
1

enlacamento (definigao 2.4)

Kk(ui,Ki) seja +1.

0s Y.,'s assim escolhidos sao denominados meridianos do

1

link L.
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C. Equivalineia Entre a Descndi¢dao Algebrica ¢ a  Constru-

¢do Geometnrica

Mostraremos que X(K) <coincide com X8(K), em outras
palavras mostraremos que 0s grupos aos quais eles estao associa

dos coincidem; isto &, N = ker A onde A @& a abelianizagao e

N = 7, (X8 (K coincidem.
g = Py, T (REM),
Além disso daremos uma descrigao de Ng .
Lema 2.6,
Se h:G>H e k :G=* K sao homomorfismos e h &

sobrejetor, existe um homomorfismo (necessariamente unico) f:H-K

que comuta o diagrama se, e somente se, o nucleo de h esta

/ N

K<—-—-—§-—oH

con

tido no nucleo de k.

Demonstracao

Consideremos o diagrama

(2]
\"4
o =}

QD —_—————
’ ©
<

=
o
g
=2
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Como h & sobre, ¥ & isomorfismo.
Seja f : H - K dada pork f(x) = k(p—l(w~1(x))).
Note que f westa bem definida pois ker h € ker k e

satisfaz o desejado.

Em vista deste lema, para mostrarmos que N coincide

com N basta mostrarmos que o diagrama

ﬂl(X(K))

z —f > Aur(xBx)

se completa, onde P e A sao epimorfismos e f & um isomor-
fismo que comuta o diagrama.
Evidentemente a abelianizacao A @ um epimorfismo; por

sua vez, (O ! ﬂl(X(L)) > Aut(ig(K)) € dada por

p(A) = P € Aut(X8(K))

onde Y : XB(K) » ig(K) e tal que P o= Tﬂ sendo T o gerador
de Aut(ﬁg(x)) (cf. proposigao 2.3) e £ = Lk(\,K). Assim 0
€ um epimorfismo (pela obsérvaggo (iii) da definigao 2.4) entre
oS grupos ﬂl(X(K)) e Aut(ig(K)s. Além disso o  isomorfismo
f 2> Aut(ig(K)) que comuta o diagrama e tal qﬁe £f(1) = T,
fixada uma orientagao para o nd. |

Portanto pelo'lema 2.6, ker A = pg nl(ig(K)); isto e,
, _ N
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Descrigao Geometrica de Ng (grupo ao qual estd associado X8(K))

Consideremos a seqiiencia

p
g.
0 > Ng———’i-»n1<x(x>,xo) —P 57 50

onde Ng = ker p.

Sejam A um lago em X(K) com ponto basico X e

X seu levantamento em X%(k) com ponto inicial io (q.v. teo
rema 2.4, Capitulo I). |

Temos que A€ Ng se, e somente se, X for fechado.
Por outro lado A & fechado se, e somente se, <£k(A,K) =0 (q.v.
definigao 2.4).

Entao para A € Ng s, seu levantamento A pode ser re-

escrito da seguinte forma:
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A= oo™l onde T o« nl(Yi,xi), (i & a posigao na qual se

1
da o retorno de X), sendo w; um caminho ligando io a ii tal
que sua projegao & igual a uk onde U e o meridiano de K e
o caminho Al tem 'complexidade' menor que X.

Continuando este processo escreveremos

o n - =1
A= T.w,. A, .0,
=137 3
com X. € m,(Y.,X%.
- j 1 i’ J)
k
e w . &= .
pg*( J) u

Portanto pg nl(ig(K)) (isto, Ng) € constituido por
*
~ -1 ~
lagos X € T, (X(K tal e A =Tlw. A0, com X, € w_(Y,,X,
¢ 1 € (X)) qu 32595 o 3 1( 5 J)
e w, tal que p_ (w.) @€ potencia do meridiano de K.

J Bx J

Observacao

Devido a equivaléncia entre a construgao algébrica e a
descricao geométrica, conclui-se que X®(K) nao depende da par-

ticular superficie de Seifert tomada para sua construgao.
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§ 3. REVESTIMENTO CTCLICO FINITO DE UM NO

Seja K" um no em sh*2,

A. Desendigdo Algebrica

Consideremos a seguinte sequencia N - ﬂl(x(K))-Q+ Zt’
onde t € N, N = ker p e 0 @& a composta Trl(X(K))—&Hl(X(K))-P-*Zt
sendo A a abelianizagao e p : Z = zZ, a projegao canonica.

Assim a sequéncia

0 - N » ﬂl(X(K)) -+ Zt +~ 0 e exata.

Definigao 3.1.

0 espago de revestimento que indicaremos por Xt(K); as
sociado ao grupo N & denominado t-ésimo espago de revestimento

ciclico do no K.

Observemos que, por construgao, Aut(it(K)) = 7 .,

B. Construcao Geometrica

A construgao a seguir & analoga aquela feita no pardgra
fo 2.

Fixemos um nimero natural t e consideremos t copias
de espagos Y (como no § 2) indexados por i; i - 0,1,...,t-1.
No bordo de Yi temos duas copias de superficies de Seifert que

+ -

indicaremos por Mi e Mi .
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Fazendo as mesmas identificagoes do paragrafo 2, exce-
+ - . . -
to que Mt 1 e identificado com MO s obtemos um espago de re
vestimento chamado t-ésimo espago de revestimento ciclico do nod

K que sera denotado por i%(K). Veja o esquema na Fig. 1.

Fig. 1

Neste espaco de revestimento, a projecao, definida ana-

logamente ao caso do paragrafo 2, serd denotada por

. %8 >
P, ¢ Xt(K) X(K) .

Proposigao analoga a proposicao 2.3 se estabelece neste
caso, observando que na demonstraggo o inteiro k e um 1inteiro
modulo t. Assim o grupo de transformagaes Aut(i%(K)) g 1iso-

morfo a Zt.

C. Equivalencia Entre a Descnigao AlLgebrica e a Construgdo

Geometrnica

Mostremos que o nucleo da aplicacgao p ﬂl(X(K)) > Z,

coincide com "1(§%(K))'

Pt*
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Observemos primeiramente que a aplicagao p & dada pe
la composta

Py .
T (X(K)) === H, (X(K))

Aut(it(K))

onde Py associa a cada lago a (com ponto basico x) o seu
numero de enlagamento {£k(a,K) com o né K, e p & a projecgao

canonica.
Assim a aplicagao p associa a cada lago o -em ﬂlOKK)JO

o seu nimero de enlagamento com o nd K médulo t; isto €,

p(a) = Lk(a,k) mod t,.

Por outro lado, os lagos em i%(K) (com ponto basico
~ -1 . . e~
X € p, (x)) <caracterizam-se por possuirem projegoes em-.X(K) que
sao lagos com numero de enlagamento com o né6 K multiplos de t.

. sg -
Portanto pt*ﬂl(Xt(K)) ker p.
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(ii)
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Observacoes 3.2.

Existe um homomorfismo V¥ : (X(K),p,X(K)) - (it(K),pt,X(K)) ;
qualquer que seja t €N,

Com efeito, temos que Aut (X(K)) = Z e Aut(itﬂO) ] Zc‘
Mas

™, (X(R)) ™ (X(K))

Aut (X(K)) = . e Aut(X_(K)) = _
P,y (X(R)) p, Ty (X (X))
X

pois (X(K),p,X(K)) e (it(x),pt,x(x)) sao regulares
(cf. 2,25, Cap. I1).
Assim, p,m (X(K)) © pt*ﬂl(xt(K))'

Logo, por 2,17 do Cap. I, existe um homomorfismo

P : X(K) ~» it(x).

(i(K),w,it(K)) € um espago de revestimento regular, qual
quer que seja t € N,

Consequéencia imediata de 2.22 (b) do Capitulo I.
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§ 4. REVESTIMENTO LIVRE DE UM LINK DE BORDO
A. Desenicdo Algebrica

Definicao 4.1. (Link de Bordo ou Boundary Link)

Um link L & chamado link de bordo se existirem suﬁér-
ficies de Seifert duas a duas disjuntas bordando suas componen-

tes,

Exemplos
(1) 0 link da Fig. 1 @ um link de bordo.

K K,

Fig. 1 -

(2) 0 link de Whitehead (Fig. 2) nao & um link de bordo.

Fig. 2

Com efeito, sejam My e M as superficies de Seifert

das componentes J e K respectivamente. Tomemos o re-

vestimento ciclico infinito X(J) de S3 - J (Fig. 3).



cias e

a4
X(J)
Fig. 3
Se M, n M = @, entao My se levantaria em super-

~ ~

ficies de Seifert disjuntas ...,M_l,Mo,ﬁl,... para os
levantamentos ""R-l’ﬁo’ﬁl"" do nd K em i(J),
posto que X(J) independe da particular superficie de
Seifert MJ. Mas isto e impossivel,‘pois quaisquer dois
levantamentos consecutivos de K tém numero de enlaga

mento +1.

Observacao

F

no1
Indicaremos por iylsi a rosacea de m circunferen

: m
. . 1
m © 8rupo livre com m letras. Assim, nl(igls %—Fm.

O teorema a seguir caracteriza os links de bordo.
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Teorema 4.2. (Gutiérrez-Smythe)

n+2

Seja X(L) =8 “ - L onde L & um link de m compo
nentes. 0 link L & um link de bordo se, e somente se, existe
uma aplicagao sobrejeﬁora p de nl(X(L)) sobre Fm que le-

va os meridianos de L sobre os geradores de F o -

Demonstracao (Esbogo)

Sejam L um link de bordo e MioMy,enn, M as superfi-

cies de Seifert (di§juntas) de suas componentes. Consideremos
vy = s"2 - 1(L) onde T(L) = i§1T(Ki) sendo T(K;) o interior
do esquema descrito no paragrafo 2.

Construiremos uma aplicagao f : X(L) -+ iilsi cuja in-
duzida f, coincide com p. Colocamos f|Y = Yo (constante) on
de Yo € o centro da rosacea iglsi' Resta definir f em
T(L)-iglv(Ki) posto que X(L) = Sn+2 - iglv(Ki) onde V(Ki) e

uma vizinhanga tubular aberta da componente Ki' Cada T(Ki)4KKi)
¢ levado pela f numa circunferencia da rosacea, conforme des-

crito na Fig. 4.

V(K,)

Fig. &4
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Observemos que f-l(yi):a L

m
Assim, obtemos f : X(L) ~ i¥181°”tal que a induzida

£, ¢ WI(X(L)) -+ Fm coincide com P .

Reciprocamente, consideremos Pt ﬂl(X(L)) > Fm uma
aplicagao que leva os meridianos de L sobre os geradores de
_ on+2 . _.n+2 n
F_, onde X(L) = S L. Seja W =S - il=JIV(Ki).

m
Notemos que‘ oW = igl(si x sy,

m
. . ~ 1
Construiremos uma aplicagao P ¢ X(L) -+ izlsi com a
qual obteremos superficies de Seifert disjuntas para as componen

tes do link L.

‘ m
Definimos uma aplicagao p de W em iglsi ‘que pro
jeta cada toro S1 X,Sn em Sl.
' m
. 1 P m
: >
Seja ¥, + W48 oW —2E > voss
dada pela composigao de p com _ N
. ~ P
a inclusao. V//é;ﬂusao
Definimos Y como ex- B .1
. Sy
~ i=1l"1
tensao de wA.
V) m
W . SN .V S}
i=1"1
inclusao P
~
/JV
X(L) v

As desejadas superficies de Seifert Ml""’Mm para as
componentes Kl"’"’Km sao obtidas por . w;? de pontos adequa-
dos, onde wl € uma aproximagdo diferenciavel de V.

Mais detalhes podem ser encontrados em {31, p. 30.
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Seja N = ker p onde p : nl(X(L)) > F € a aplica-

gao do teorema 4.2,

Definigcao 4.3.

0 espago de revestimento Xw(L) associado a N & cha

mado espago de revestimento livre de um link de bordo L.

Observacao

Estudos sobre este espago de revestimento podem ser

encontrados em [9].

B. Construgcdo Geometrica

m .
Sejam L : iglsg > gh*2 um link de bordo com m' com~

ponentes e Mi a superficie de Seifert da componente Kiﬂxsg).

Cortando-se X(L) = Sn+2 - L ao longo de todas as superficies
Mi s, 1.=1,...,m obtemos um espago Y' (como construido no
paragrafo 2). Seja Y o espago obtido de Y' pela introdugao

de um colarinho.
A Adotaremos uma linguagem combinatoria na construgao de’
x&(vL).

Seja Tm uma arvore Eujos vertices estejam em corres-
pondencia biunivoca com os elementos w de F - Os ramos de
Tm orientérzo as colagens dos espagos Y que indexaremos por
w (que e uma paiavra de F_), isto e, Y, estara localizado
no vértice associado a palavra w e sera colado convenientemen

te aos espagos Y adjacentes. Tal colagem descreveremos a se-

guir,
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Y, tem em seu bordo (que & constituido de m componen

tes) copias duplas das superficies de Seifert My, M) de L

. + 1 -1 . .
as quais denotaremos por M e M™ i=1,...,m. Indican

do os geradores de Fm por a;,...,a teremos que os vertices

adjacentes ao vértice w (estamos identificando cada veértice com
1

~ + . : -
uma palavra) serao wai com i1 = l,...,m. Colaremos, atraves
. . + 1 -1 -1 +. 1
da identidade M com M e M om M- -1.
w wa w ¢ wail

Seja Xi(L) o espago assim construido.

Esquematizaremos o caso m = 2.
Neste caso a arvore T, adequada @ o subconjunto do
2 . .
R descrito abaixo:
a partir da origem tomamos sobre os eixos coordenados
quatro segmentos de comprimento 1. A partir da extremidade 1li-
vre de cada um dos quatro segmentos, tomamos trés segmentos de

comprimento %. A partir da extremidade livre de cada um dos do-

ze segmentos, tomamos trés segmentos de comprimento e as

&l
-

sim sucessivamente (Fig. 5).
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T, e a reuniao dos (infinitos) segmentos construidos a

cima. Genericamente, para um link de m componentes, fazemos uma
~ - m

construgao analoga no R .,

Em cada veértice w da arvore T, localizamos um espa

¢go Y (Fig. 6).

colarinho

Fig. 6

Apos as colagens convenientes, obtemos o espago’ Xi(L)

esbogado na Fig. 7.

wa

Fig. 7
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Definiremos, agora, uma projegao pg: Xﬁﬂ) + X(L) de
modo que (Xg(L),pg,X(L)) seja um espago de revestimento. Pri-

meiramente observamos que X(L) pode ser obtido de Y (a menos

.

] . 13 - . » (3 . . (3 +
de difeomorfismo isotopico a identidade) identificando-se Mt

com -Mi ; i=1,...,m. Seja g : Y > X(L) tal identificagio.
Podemos definir uma fungao plurivoca O : Xg(L) + Y pondo
LDIYi I PR ¢ identidade (Y sera univoca fora das partes iden
tificadas de Xg(L)).

Consideremos a aplicagao (univoca) Py ! Xg(L) +  X(L)
dada por pg = goy. Assim, (Xg(L),pg,X(L)) € um espago de re-

vestimento.

C. Equivalencia Entre a Descrnicdo AlLgebrica e a Construcgdo

Geometrnica

m
Seja f : X(L) -+ illsi como no teorema 4.2,

Consideremos F : Xﬁ(L) -+ Tm tal que o diagrama

F
38 %*
ﬂl(xw(L),xo) — wl(Tm,*)
Pg* IP*
f, m 1
WI(X(L)’XO) —— ﬂl(izlsi’*)

comuta.
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Definimos F : Xg(L) > T, pondo: a imagem:-de cada Y'
€ o correspondente vertice em T e a imagem de cada colarinho

de Y € um ramo Tm.

Consideremos o diagrama

nl(Xg(L),xo) - nl(Tm,*)

pg*“ Px
| £, Com o
0 — ker f* > TI'I(X(L) ,xo) —_— ﬂl(izlsi’*) —> 0
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onde a sequéncia exata horizontal provém da descrigao algébrica
e a vertical da construgao geométrica.

- g %
Devemos mostrar que .ker f, pg*ﬂl(xw(L),xo).

Temos que f‘*opg = p,OoF, . Mas p,OF, = 0 pois
N :
. - g ~
"1(Tm’*) 0. Portanto, pg*ﬂl(Xw(L),xo) < ker f, .
Reciprocamente, seja A € ker £, . Temos que
£,([x1) = 0, entao £0X € homotopico a constante. Assim foOA

possui levantamento fechado.

Consideremos o diagrama:

(X g

— 1

—> (X(L),x )

Devemos mostrar que A € p_ T (x8(L)).
gy 1l W

Dividimos a demonstragao em tres casos:

(i) Se im X € Y' para algum Y' entao podemos levantar A

(por construgao de XS(L)). Logo A€ im Py -
*

(ii) Se X & da forma o ~.X.qa onde im X € Y' e se o
se projeta em composigao de meridianos, tambem podemos

levantar A (por construgao de Xg(L)). Logo kehnpg .
*
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(iii) Se im A # Y', como fol = cte, fod . levanta-se em
Tm . Tal levantamento tem pontos de retorno em Tm
(posto que Tm e uma arvore). Isto nos possibilita

~

reescrever A como

A= Al.m—l.y.w onde im A € Y, w se projeta em

composigao de meridianos e Al e 'mais simples' que
A em relagao ao levantamento em Tm. Repetindo este

processo obtemos que A€ im pg .
*
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§ 5. REVESTIMENTO ABELIANO UNIVERSAL DE UM LINK

Neste paragrafo descreveremos um espago de revestimen-

to que @ extensao natural do revestimento ciclico infinito de um

-

no.
A. Descnicdo Algebrica
" n n+2
Sejam L : iglsi + S um link de m componentes (nao
necessariamente link de bordo) e X(L) = Sn+2 - L. Pelo teorema

1.9 temos que Hl(X(L)) = 2™,

Consideremos a seguinte sequencia exata

0 +N+n1(x(L))—‘5—>z“‘+o

onde A & a abelianizacao e N = ker A.

Definigcao 5.1,

0 espago de revestimento, que sera indicado por X(L),
associado ao grupo (normal) N & denominado espago de revesti-

mento abeliano universal do link L.

Observemos que, por construgao, Aut(X(L)) = 2™,

B. Construcdo Geométnica

Daremos um esbogo da construgao geometrica do revesti-

mento abeliano universal de L, que indicaremos por Xg(L), quan
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do L for um link de bordo. Construgao semelhante nao pode ser
feita se o link nao for link de bordo pois necessitamos que as

superficies de Seifert das componentes sejam duas a duas disjun-

tas.,
o o.n n+2
Seja L : iglsi + S um link de bordo com m  compo
nentes K. e superficies de Seifert M. Consideremos Y o es
pago obtido de X(L) = Sn+2 - L por corte ao longo das superfi-

cies M, e introdugao de colarinho.
. . m -
Consideremos o reticulado Z e em cada vertice
(jl""’jm) localizamos uma copia de um espago Y indexado  por

jl""’jm ; isto e, Y =Y . Como cada espago y? pos

Jl,"".]m

sui duas copias homeomdorfas a superficie de Seifert no bordo, di
+

+1 -1 . P
gamos M e M-, segue-se que Y possuli m copias de M
e m copias de M. Colando-se convenientemente estas copias
» - +i - e . . - _i
de M ; 1isto e, M™ do vertice (31,...,Jm) e colada a M.

de um veértice adjacente, obtemos um espago denotado por x8(L).

Para fixarmos idéias tomemos um link de bordo de  duas’
componentes K, e K,. Em cada vertice (3;-3,) localizamos
uma copia de . Y. ., = (Y} . ;Yg . ) ‘éujos bordos sao homomor

J1239 Y1239 J1939 _
fos as correspondentes superficies de Seifert de,’Kl e K2_, di
gamos M1 e M2. Assim para Y% . temos como‘bordo -M% .
Jlan 31’_32
+ -
e Ml e para Yg temos" M2 e +M2 . A cola

gem conveniente & esbogada a seguir:
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+M2 —MZ
Jl’JZ-—l Jl’JZ-l
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Definiremos, agora, uma projegao pg : ig(L) + X(L) de
modo que (ig(L),pg,X(L)) seja um espago de revestimento. Obser-

vemos que X(L) pode ser obtido (a menos de difeomorfismo isotopi

- . . . ‘s + 1 -1
co a identidade) do espago Y, 1identificando-se M1 com MT,

¥i=1,2,...,m. Seja g : Y > X(L) tal identificagao. Defini-
mos uma aplicagio plurivoca Y ig(L) + Y pondo

+ Y identidade (y sera univoca fora

VY. A & .
Jl""’Jm Jl”"’Jm

das partes identificadas de XB(L)).
Tomando-se pg : X8(L) + X(L) por pg = goy obtemos
uma projegao tal que (ig(L),pg,X(L)) e um espago de revestimen

to.

Exemplos 5.2,

(i) Seja L o link trivial de duas componentes K1 e K?

OKI Oz
n+2

Neste caso, © éspago Y = S - T(L) onde
T(L) = T(Kl) U T(Kz) sendo T(Ki) como no paragrafo 2

(parte B), esta descrito na Fig. 1.

| *n2
‘ -
/' _M

Fig. 1
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. n+2 - . ,

Assim, X(L) = S - L, que e obtido de Y (a menos
de difeomorfismo isotopico a identidade) identifican
+ 1 -1 . .
do-se M com M™, i =1,2, tem o mesmo tipo de

homotopia que uma rosacea de duas circunferencias com

uma esfera (Fig. 2).

Fig. 2 Fig. 3
Com efeito, "% - K, (ou s1t2 V(K;)  onde V(K )
€ uma vizinhanga tubular de KD € um toro solido
(Fig. 3) que contém a componente K, de L.
Antes de extrairmos V(Kz) do espago Sn+2 - V(Kl) en

volveremos 'K2 por uma esfera solida (Fig. 4).

Fig. 4

0 espago obtido tem o mesmo tipo de homotopia que o'es

pago da Fig. 5, que & (S2 ~ toro solido) U (arco a).

R

Fig. 5
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Retirando-se, agora V(Kz), O espago que nos resta tem o
mesmo tipo de homotopia que o espago da Fig. 6, pois a
esfera menos o toro solido V(KZ) tem o mesmo tipo de
homotopia que uma esfera (oca) com um segmento b. Mas
o espago da Fig. 6 tem o mesmo tipo de homotopia qué 0

espago da Fig. 7.

SZ
a b I
Fig. 6 Fig. 7

Assim o espago de revestimento X(L) & obtido locali-

zando-se uma copia do espago Y em cada vértice do re
. 2 .

ticulado Z e colando-se convenientemente, como na

construgao geomeéetrica.

Equivalentemente, X(L) ©pode ser entendido como o reti

_ 2 ~ - ;
culado 2 com um balao em cada vertice.

(<3
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(ii) Seja L o link de duas componentes K, e K, da
Fig. 8.
K1
Fig.8
Neste caso, o espago X(L) = S3 - L tem o mesmo tipo
de homotopia que o toro S1 X Sl.
De fato, 83 - K1 €@ o toro solido da Fig. 9 cuja alma
e K2’ portanto 83 - L = (83 - Kl) - Kz tem o mesmo .

" tipo de homotopia que S1 X Sl. Assim, o revestimento

abeliano universal de L, X(L), & o plano Rz.

Observacao

O0s exemplos anteriores mostram que a 'simplicidade' dos
links nao implica que o0 seu revestimento abéliano universal seja

"simples'.

C. Equivalinedia Entre a Descrigdo Algebrica e a Construgao

Geometrnica

Mostraremos que X(L) coincide com X5(L).



82

Em outras palavras, mostraremos que 0S grupos aos quais
i(L) e igdL) .estao associados, coincidem, isto &, N = ker A
I
(onde A : m (X(L)) + H (X(L)) & a abelianizagao) e p_,(X8(L))
1 1 - - gy 1
coincidem.
Além disso daremos uma descrigao de nl(ig(L)).

" Pelo lema 2.6 deste capitulo temos que se p & um epi-

morfismo entao kerp = ker A,
. w (X(L))

‘posto que Jut(ig(L)) =7 .
‘ A P
Devlemos, portanto,
£ .

mostrar apenjas que 0 um

('3

z® ~ > Aut(X8(L))

epimorfismo. /
0

Observacgao

Aut (X8(L)) & gerado pelos automorfismos
((1,0,...,00  (0,1,0,...,0) ((0,...,0,1)
v b4

b ‘e ’

L

onde T com £ = (0,...,0,1,0,...,0) € z" (com 1 na i-ésima

coordenada) quando aplicado num ponto x € ig(L) translada este

ponto de uma unidade na direcao i, pois Tz € Aut(ig(L)) pre

serva fibras; isto &, se x € Y. . < X8(L) sua imagem pe-
Jpseeendy

lo automorfismo T£ sera o correspondente

X €Y

Jpsewesdg*lyeeesd o

A aplicagid o ﬂl(X(L)) > Aut(ig(L)) e definida por
(Ly,...,2)
o(A) = T 1 ™ omde £, = £k(A,K); i =1,...,m e

(L1 .0 ) 4 2

T = T + ...+ T ,
m
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(0,...,0,1,0,...,0)

sendo T. = ,
1 i

Assim p € um epimorfismo.

0 isomorfismo £ : Aut(XB(L)) - z® que comuta o dia-
grama € dado por (fixada uma orientacao em cada componente K,

de L) £(t;) = (0,...,0,1,0,...,0).
i

Descrigzo,Geométrica de Ng (grupo ao qual esta associado ig(L))

Seja L um link de bordo com componentes K.,...,K_ .
1 m

Consideremos a sequencia

P
s - .
0 - Ng———-—*‘*nl(x(L),xo)——&—*Zm >0

onde Ng = ker p.

Seja A 'um lago ;m X(L) com ponto bisico xo e X
seu levantamento em ’ig(L) com ponto inicial iio .

Temos que A € Ng se, e éomente se, _X for fechado se,
e somente se, Zk(k,Ki) =0; ¥i=1,...,m.

~

Entao para A\ € Ng s, seu levantamento X pode ser re

escrito da seguinte forma A= Al.w,X.w_l onde - A € ﬂl(Y,io)

com Y = Y, . e X o ponto correspondente a x na po

‘Jl"."Jm o -
sigao jyseeesdy + O caminho w liga io a X e essa proje
¢ao em X(L) @& uma composigao de poténcias de meridianos My

das componentes Ki' Veja o esquema a seguir.
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REVESTIMENTO DO NOMERO TOTAL DE ENLACAMENTO.

Descnigdo Algebrica

n n+2 . ~ .
1Si + S um link, nao necessariamente de

e g

Seja L ;

Consideremos a sequencia de homomorfismos

T (R(L)) A, Hl(x(L))~§L+zm-J§+z

a abelianizagao.

D>
o

Q e definida associando a cada meridiano Xi o gera-
dor (0,0,...,0,1,0,...,0) de 2z™, com 1 na i-&

sima posigao.

w1 g

z &€ a fungao que a cada (xl,...,xm). associa

b
.

Seja a : ﬂl(X(L)) > Z a composta de VA,’Q e L.

Definicao 6.1.

. ) . -
O espago de revestimento X(L) associado ao niucleo de

o e denominado revestimento do nUmero total de enlagamento.

Observacao

Estudos sobre este espago de revestimento podem ser en-

contrados em [61].
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B. Construcdo Geometrnica

Sejam L : 15132 +» s%*2 | m link ndo necessariamente de
bordo e M uma supe;fic'e de.Seifert de L. Séjam Ki 3
i=1,...,m as componentes de L. Cortando-se X(L) = Sn+2 - L
ao longo de M obtemos um espago Y' que utilizaremos na cons-
trucao geométrica de espago XZ(L).

Notemos que no bordo de Y' temos duas cOpias da super
ficie M, digamos Ml e M' . Seja Y o espago obtido de Y'
pela introdugao de um colarinho. Sejam Mt e M as copias de

M que constituem o bordo de Y. Tomemos copias destes espagos
Y 1indexados nos inteiros. Identificando-se MI. com M, ob-
temos XZ(L).

Definiremos, agora, uma péojeggo 'pg : ﬁg(L) > X(L) tal
que (ﬁg(L),pg,X(L)) seja um espago de revestimento.

Primeiramente observamos que X(L) pode ser obtido de
Y (a menos de difeomorfismo iso£6pico a identidade) identifican
do-se M+ com M,

Seja .g : Y > X(L) tal identificagao. Podemos definir
uma fungao plurivoca P : XB(L) > Y tal que wlYi.: Y, > Y‘ e
a identidéde (b sera univoca fora das partes identificadas de
RE(L)). |

Consideremos a aplicacao (univoca) 'pg : R&(L) > x(L)

dada por pg = goy.

Assim, (ﬁg(L),pg,x(L)) € um eSpégo de revestimento.
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C. Equivaléncia Entre a Descnicdo Algebrica e a Construcdo Geométrica

Mostraremos que ker & coincide com pg ﬂl(ﬁg(L)).
. 5 %
Além disso daremos uma descrigao geométrica do ker o.

3 Sn - Sn+2

Seja L ;9155 um link com componentes Kl’“"Km’
Por construcgao temos que Aut(X8(L)) = Z . Assim a a-
plicagao p ﬂl(X(L)) > Aut(ﬁg(L)) € tal que a cada lago A
associa a soma iglﬁk(X,Ki) onde Zk(A,Ki) € o numero de enla

g¢amento de A com a componente K de L. Por outro lado

i
m .
o = ZoloA e tal que a(lAd) =‘i§ Zk(A,Ki) onde ﬂk(A,Ki) e

1
obtido homologicamente. Portanto o =p; 1isto &,

ker o = 7, (XB(L)).
pg* 1 (

Descrigao Geométrica de ker o

m

Seja L ¢ i=13? > Sn"'2 um link com componentes

Kl""’Km .
. ' n+2 - .

Seja A um lago em X(L) =S - L com ponto basico

X
(o]
Temos que A € ker o se, e somente se, A for fecha
m

do se, e somente se, igllk(A,Ki) = 0,

Entao para X\ € ker a, seu levantamento A pode ser
reescrito da seguinte forma

A= Alwx

— . -1 - .

onde A € nl(Y,xo) (xo € pg (xo)), w e um.camlnho da forma
By = My i=2,...,m e Al tem projecgao 'mais siﬁples' que
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Continuando este procedimento podemos escrever

=

X = .I.w,X. onde X, € m,(Y,%. e w., e da forma . o= Hy.
3=17373 i 3 (%5) j A Y3 1




CAPTTULO 111
APLICACOES

Neste capitulo serso"feitas‘élgdmas aplicagoes a Teoria
de Nos e Links. Algumas destas podem ser generalizadas para di-
mensoes maislal#as;“pbrEm nos restringiremos ao caso classico
(n =1). g

A terminélégig ad6tadé esta dexécg;ab?éoﬁ‘[é].

0s espagos de revestimento X(L) e R(L) de um link
sao os revestimentos apresentados nos paragrafos 5 e 6 do capi-
tulo II, respectivamente. Denotaremos os aneéis Z[t,t-ll- por
Ay e Z[x,y,x_l,y-ll por 'Az.

§ 1. APLICACAO 1

Em‘situagaes especiais, podemos construir o espago de
revestimento X(L) e computar alguns invariantes de links, mes
mo quaﬁdo qso sao links de»bordb.'”

Os exemplos que se segueﬁ sao geﬁefgiizagaes de exem-
plos encontrados Qﬁ (8], p. 192,

Consideremés um link L,  de duas componentes K e KA

A
dado pela Fig. 1.

Fig. 1

89
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Sejam V(K) e V(KA) vizinhangas tubulares abertas de
K e KA respectivamente. Consideremos V = V(K) V V(KA) (reu-
niao disjunta). O complementar S3 - V do link "LA pode ser

decomposto da forma a seguir (Fig. 2).

@< K,
T iyt 1]
\ F': ~":;.‘
o ‘ﬂ:.r“w
.F’Ji- .
nak I A T 1.
g |
A

Notemos que o gerador de nl(C) corresponde a uma cur-

va meridional em T e uma curva longitudinal em A,

As inclusoes induzem no grupo fundamental o seguinte dia

grama:
| "1(0)
,r"/””, [
nl(T) ni(A)

P

nl(X(BA))

Portanto em i(LA) a parte correspondente a T, deno-

taremos por T, & homeomorfa a R X R x [0,1]; ao cilindro

C correspondem faixas do tipo [2i,2i+1] x R x {0} e a parte:

~

correspondente a A, denotaremos por A, sao Z copias do re

&
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vestimento ciclico infinito i(KA) onde, no bordo de cada uma
destas copias temos uma faixa homeomorfa a [a,b] x R que de-
ve ser 'colada' as faixas [2i,2i+1] x R x {0}, .

Um esquema de i(LA) é dado a seguir:

RxRx[0,1] ,(FT

copias de i(KA)

L

4 e e e mie tme awmes B w e - - —

seja p,(t) o polinomio de Alexander do no K, ; 1is

A A =

to e, H (i(K )) = —mm—Lm—. Temos que uma translagao na dire-
1 A pA(t) '

¢do x corresponde a uma translagao t em i(KA) e portanto

pA(X) anula classes de homologia de Hl(i(LA)).
Utilizando-se a seqiiencia de Mayer~Vietoris para a

triada (i(LA),K,T) (que & exata pois A e T podem ser toma-

dos abertos)
+ H (C) »~ H, (A) & H (T) > H (X(L,)) > 0

vem que

A Z[x,y,x_l,y_lj

2___ .
NG N €

B (X(L,)) =
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Exemplo 1.1.

Seja K o trefoil

Determinaremos a homologia de X(K) onde X(K) = S”-K.
Em seguida obteremos HI(X(L)) onde L & o link acima.

Consideremos a seguinte superficie de Seifert M :

Seja Y o espago obtido de X(K) por corte ao longo
de M.

Temos que Hl(ﬁ) e HI(Y) sao ambos livres com ba-
ses, respecitivamente, a, b é o, B.

Os geradores a e b podem ser entendidos como na fi

gura a seguir,
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Na construgao de X(K) wutilizamos 2 cdpias de Y in
dexadas em 1 € Z. Portanto Hl(ingi)' € um grﬁpo abeliano 1li
vre infinitamente gerado por {tia,tiB}, i€ Z; onde a e B
sao os geradores da homologia de Yo .

Apos as colagens convenientes para obtermos X(K) in-

troduzimos as seguintes relagoes:

-8B <— a — -a e -8B «— b <+ a-B .

Isto &, ao colarmos Yo a Y1 introduzimos as rela
goes B-a = -to e =-B = t(a-B). Em geral, ao colarmos Y 4
a Y, introduzimos as relagoes

e l(g-a) = -t'a e -ti7lg = el(a-B).

Assim, como grupo abeliano a homologia de X(K) pos
sui a seguinte apresentacgao:

Hy (X(K)) =

* |eta,erg ¢ t'7l(B-a) = —tla,jtl-lB = t'(a-B); i € z].
Portanto, como Ai—m5dulo
Hl(ﬁ(K)) * |a,B : B-a =--ta, -B = t(a-B)|

pois t' & unidade em Ay
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Pelas relagaes obtemos -(a-ta) = t(oa - (oa=-ta)), isto
A
e, (t2 - t+l)a = 0, Portanto Hl(i(K)) = 5 1 .
- t”™ - t+l
. 2
Assim, neste caso pft) =t - t+l. Leogo
A

Hl(x(L)) = ——37?7—— .

. . . . . - u )
Consideremos agora um caso mais geral SeJaI%B KA KB

complicagao complicagao

do no KA

Neste caso podemos escrever X(L,_ ) = B U T U A onde

AB
— C
L A

A

{

L :fj“_*f"- ] Cs
B
A
.t 1 ‘
T =S~ x 8§ x [a,b], A = complemento de KA e B = complemen

to de KB' Alem disso esses espagos sao colados atravées de ci

lindros CA e CB localizados em componentes disjuntas do

bordo de T.
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As anéiises no grupo sao as mesmas que anteriormente,
verificando-se que o gerador de ﬂl(CA) = 7 corresponde em
Aut(i(LAB)) ~ 7 & 2 a translgggp X enquanto o gerador de
WI(CB) ~ 7 corresponde a Y.

Os espagos B, T e A sao respectivamente Z copias
de i(KB), R x R x [a,b] e Z c5pias de i(KA) identificados

atraves de 'faixas' nos dois bordos de T. Tais faixas correm

no sentido ortogonal uma das outras. Veja esquema abaixo.

copias de X(KB)_/// —

/

= <
/__/AT- ]

oy [ T cpias de X(K,)

= 7

vista de fundo

vista de frente
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A diregao x corresponde a tramslagao t de i(KA) e

A
. P = ~ o od - 1
a diregao y a txanslagao t de X(KB) onde HIOKKA))~-_;;GS_
- 1
e HI(X(KB)) = TBT-E-S—

Concluimos entao que pA(x) anula classes de homologia
da parte da frente da colagem dos espagos e pB(y) anula as clas
ses de homologia da parte de tras da colagem.

Utilizando-se a sequiencia de Mayer-Vietoris na colagem
dos espagos acima, obtemos

s A2 A2

Rt A RGN €

1

Exemplo 1.2.

Consideremos o link L abaixo

/\
W

Temos que o polinomio de Alexander do trefoil &

plt) = t2 - t+1l (q.v. exemplo anterior). Assim
A A, .
o 2 2
H, (X(L = +]
p (X(1)) p(t) p(t)

<
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§ 2. APLICACAO 2

Dado um no qualquef K, denotaremos por ‘Kn uma sec-
gao na vizinhanga tubular 31 X D% ‘de K tal qﬁe.ﬂk(K,Kn)= n.
Os links do tipo K U K_ sao denominados links para-
lelos de K. Notagao:. K UK. =L . Observemos que L, pode
ser obtido da seguinte fofma: tomamos uma supe?ficie de Seifert
M de K e tragamos K/ nesta superficie 'paralelo' ao bordo

de M que e K (Fig. 1). Assim Zk(K,Ko) = 0 pois a super-

ficie de Seifert M de K ©pode ser desviada de K, (Fig. 2).

% — NS
K K
Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3
Além disso L & link de bordo pois obtemos superficie de

Seifert para K_ por uma translagao de M (Fig. 3).

0 conhecimento do no K nos fornece informagoes sobre
o link Ln . Veremos, por exemplo, como obter Hl(ﬁ(Lo)) e

ul(i(Lo)) em fung;o de Hl(i(x)).

Consideremos p(t) o polinomio de Alexander do nd K;
Ay - Z[t,t-ll
p(t) p(t)

isto e, p(t) & tal que Hl(i(K)) >

Utilizaremos aqui a técnica exposta em [8], p. 164 pa
ra obtermos as relacoes entre os geradores da superficie de
Seifert quando a incluimos nos varios 'pedagos' de X(Lo) (via

seqiiencia de Mayer-Vietoris 1.2.7 Cap. I).



1. Caleculo de Hl(ﬁ(Lo))

Na construgao de ﬁ(Lo) utilizamos como superficie de

Seifert o cilindro C cujo gerador em homologia chamamos a .

J |

)
)/

Fig. 4
Pela construgao de X(L) vemos que as 'inclusoes' de
a em Y. e Y, . sao nulas; isto @ (na notagao de [8])
0 «—aq =+ 0. Isto significa que nao existe nenhuma relagao en-
tre as varias classes de homologia das partes Y. . Portanto
Hl(ﬁ(Lo)) = /\1 . Conforme [8], p. 209, o gerador a de IHﬂSB-C)
esta indicado na Fig. 4. Assim, Hl(ﬁ(Lo)) = Al é gerado por

o pois na construgao de X(L)), o se mantém fechado.

2. Caleulo de Hl(i<Lo)>

Observemos, primeiramente, que X(Lo) pode ser visto

como reuniao de espagos A e B onde

A = sl x [Dz - (Df v Dg)] ©

0

X(K) = s™*% _ ¢ .

o
(o]
1



- -

99

: tac‘la‘l, tbt-lb"rl»[*
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(8" xR),
Tt <
L TwN ™S
U o
SN e LD
yA 0_—_.‘_| \ /9« * /al_ L . PR
P s e anus smeurany/so identificados
L8 T L
R VO P N NP
T ’69% AN e (8T XR)
L <
| M O P
RN
Vs N
AR

Por outro lado, a aplicagao ﬂl(B) > Aut(i(Lo)) ~ 7 8 2
tem por imagem (1,1)Z ¢ Z & Z. Logo o numero de componentes de
B & _T%T%T%_ ¥ Z, Cada uma dessas componentes & homeomorfa a
R(K) e correspondem ao indice k € Z de‘(s1 X R)k do bordo de
A. Além disso, a translagao t : X(K) = X(K) que di a Hl(i(K))
estrutura de Al-madulo, corresponde a translagao (1,1) de

Ze 7 = Aut(i(Lb)), isto &, corresponde a translagao x.y .

Obtemos portanto i(Lo) atraves da colagem das coOpias

(K(K))k , k € Z nos bordos (Sl x R), , k€ Z do espago A.
~ Al
Lembran@o—se que Hl(X(K)l = EYOR obtemgs que

P

A

~ N ~ - 1
Hl(B) = k?Z Hl(X(K))k k?Z(_ETYT_)k .

Por outro lado H_(A) = Z @ ® G.) @ ® G.) e
1 (iez i) (jez J)

onde G, =12 ¥ t € Z.

H (A " B) = ®.0C
1 T kez k t ’

Analisando-se a sequencia de Mayer-Vietoris da triada

<
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-~

(i(go),X,ﬁ) (que & exata pois A e B podem ser tomados aber-

tos. Q.v. [2], p. 73) obtemos
> H, (A 0 B) - A B) -+ H. (X
>
.o 1(.A B) Hl('A) ® HI(B) Hl(X(LO)) 0

Verificamos que os 'indices' 1 e j de Hl(z) nao

sao atingidos por nenhuma identificagao gerando portanto uma par
_1 -1]

cela deAHl(i(Lo)) isomorfa a A2 = Z[x,y,x 7,y Por outro

lado a identificagao t +> x.y nos fornece outra parcela de
-1 -1

Hl(x(Lo)) do tipo ZEX,gzz.ysy ] pois temos Z @ Z gera-

dores homologicos provenientes das copias de (i(l())k s ke 2,

que apos as colagens (eAportanto sendo indexados por Xx- e y)

tem como anuladores o polinomio de Alexander de i(K), ficando

porém a translagao t associada a translagao x.y. - Portanto,
AZ

Hl(X(LO)) = AZ ] W .
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