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Resumo

A Teoria das curvas algébricas sobre corpos finitos é de fundamental importancia para
a matematica e tem aplicagoes essenciais em muitas areas, tais como Geometria Finita,
Teoria dos Numeros, Teoria de Grafos e Teoria de Codigos.

Neste trabalho tratamos do segmento algébrico desta teoria, isto é, corpos de funcoes
algébricas, inicialmente sobre qualquer corpo, apresentando propriedades fundamentais.
Depois nos restringimos aos corpos de fungoes algébricas sobre corpos finitos, e sao apre-
sentados resultados referentes a estimativa do género e nimero de lugares racionais, além
de propriedades que conectam estes dois ntmeros e a caracteristica do corpo, sendo o
principal resultado dado por: “Para ¢ uma poténcia de um nimero primo e N inteiro nao
negativo, existe uma constante inteira nao negativa gy (dependendo de ¢ e N) tal que,
para todo g maior ou igual a go, existe um corpo de fung¢oes sobre F, de género g tendo

exatamente N lugares racionais.”



Palavras-chave: Curvas algébricas, Corpos de funcoes algébricas, Lugares racionais,

Género.



Abstract

The Theory of algebraic curves over finite fields is of fundamental importance to
mathematics and has essential applications in many areas, such Finite Geometry, Number
Theory, Graph Theory and Coding Theory.

In this work we treat the algebraic part of this theory, ie, algebraic function fields,
initially over any field, presenting fundamental properties. Then we restrict to algebraic
function fields over finite fields, and presented results for the estimation of the genus and
the number of racional places, as well as properties that connect these two numbers and
the characteristic of the constant field, being the main result given by: “For ¢ a prime
power and N a non-negative integer, there is an integer non-negative gy (that depends of
q and N) such that for all g > go, there exists a function field over F, with genus ¢g having

exactly N racional places.”

Key words: Algebraic curves, Algebraic function fields, Racional places, Genus.
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Introducao

A teoria das curvas algébricas sobre corpos finitos é de grande importancia em varias
areas da matematica. Exemplo deste fato esta na teoria de cédigos, area esta onde Goppa
(1981) mostrou em [3] como construir codigos a partir de curvas algébricas sobre F,, os

chamados codigos AG ou codigos de Goppa:
Dados n lugares racionais distintos P, ..., P, de um corpo de fung¢oes F'/F, e um divisor
G de F com suporte disjunto de { P, ..., P, }, o c6digo de Goppa C(D, G) C Fy & definido
por
Ce(D,G) =A(f(P), ... f(Fn)) : [ € LIG)},
onde D = P, + ...+ P, e L(G) ¢é o espago de Riemann-Roch associado a G.

Ao considerarmos um corpo de fungoes F' sobre um corpo finito IF, temos determinados
os valores de seu género g(F) e de seu numero de lugares racionais N(F'). Assim é natural
perguntar quais sdo as relagoes entre ¢, g(F') e N(F'). E um dos principais resultados

perante esta questdo ¢ a cota de Hasse-Weil [§]:

IN(F) = (g + DI < 29(F) /g,

mais tarde refinada para a cota de Serre:

INCE) = (¢ + 1) < g(F) [2v/q] -

Mas isso gera outras questoes: Para determinados inteiros nao negativos g e N, e



uma poténcia de primo ¢, existe um corpo de fungées F sobre F, tal que g(F) = g e
N(F) = N? Quais sao as condigdes necessarias para se garantir tal existéncia?
Uma forma de se pensar a respeito destas questoes é fixar dois destes niimeros e refletir

quanto ao terceiro, o que equivale a estudar os seguintes conjuntos:
N(q,g) :== {N; existe um corpo de fungoes F sobre F, tal que g(F) =g e N(F)= N},

O(N, g) = {q; existe um corpo de fungoes F sobre F, tal que g(F) =g e N(F) =N},
G(q,9) = {g; existe um corpo de fungdes F sobre F, tal que g(F') =g e N(F)=N}.

Das cotas de Serre e Hasse-Weil segue:
N(g.9) Cla+1—-gl2val,qa+1+g[2v4l],

Q(N,g) C [N+292—1—29\/92+N—1,N+2g2—1+2g\/g2+N—1}.

Mas e quanto ao conjunto G(g, N)? O que podemos dizer a seu respeito?

O objetivo deste trabalho ¢é tratar desta tltima questao.

No Capitulo [1] vamos desde a definicao de um corpo de fungoes algébricas sobre um
corpo dado, apresentamos uma série de propriedades fundamentais e resultados impor-
tantes, como o Teorema de Riemann-Roch.

No Capitulo |2 tratamos de extensoes de corpos de fungoes e o seus respectivos géneros
(Formula do género de Hurwitz). Vemos também como se corporta a ramificagdo dos
lugares nestas extensoes em algumas situacoes, resultando no Teorema de Kummer e
extensoes de Artin-Schreier.

J&a no Capitulo , tratamos de corpos de fungoes sobre IF, com um nimero prescrito
de lugares racionais, discorrendo sobre o conjunto G(g, N) e apresentando como principal
resultado o fato dele nao ser limitado, diferente de N'(q, g) e Q(N, g).

Este trabalho foi baseado nas referéncias [8] e [9].



Capitulo

1

Fundamentos da teoria de corpos de

funcoes algébricas

1.1 Lugares

Defini¢ao 1.1.1. Um corpo de fungoes algébricas F'/K de uma variavel sobre K é uma
extensao de corpos F' O K tal que F' é uma extensao algébrica finita de K (z) para algum
elemento z € F' que é transcendente sobre K.

Por simplicidade, chamaremos F'/K de corpo de fungoes.

O conjunto K = {z € F; z é algébrico sobre K} é um subcorpo de F', pois a soma,
produto e inverso de elementos algébricos sdo também algébricos. K ¢ chamado corpo de
constantes de F//K.

Assim, temos K C K C F; além disso F / K ¢ um corpo de fungdes sobre K. De
fato: K C K = K(z) C K(z) C F = [F: K(z)][K(z) : K(z)] = [F : K(z)] =n €
N (finito) = [F : K(z)] < n.

Dizemos que K é algebricamente fechado sobre F se K = K, isto ¢, quando K ¢é todo

corpo de funcoes constantes de F'.

Observagao 1.1.2. Os elementos de F' que sao transcendentes sobre K podem ser carac-

terizados como: z € F' é transcendente sobre K se, e somente se,
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[F: K(2)] < o0.

De fato:

(<) se [F: K(2)] <oo=[K(z): K] =00= znao ¢ algébrico ([K(z) : K] < 00 &
z algébrico).

(=) se z & transcendente, entdo trdegK(z)/K = 1, mas temos trdegK(z)/K = 1
e [F: K(x)] < oo, donte temos [K(z,z) : K(z)] < oo, logo extensao algébrica. As-
sim trdegK (x,z)/K(x) = 0, e pelo cardcter somativo do grau de transcendéncia temos
trdegK (x,z)/K = 1, implicando que trdegK (z, z)/K(z) = 0 e portanto temos z algébrico
sobre K (z), destarte finita. Logo, [F': K(2)] < occ.

Exemplo 1.1.3. O corpo de funcoes racionais.
F/K édito o corpo de fungoes racionais se F' = K (z) para algum = € F transcendente

sobre K. Todo elemento z € K(x) nao nulo tem uma tnica representagao da forma:

z = aHpi(ac)"i,

em que a é nao nulo, p;(x) € K[z] sdo monicos, todos distintos e irredutiveis e n; € Z.

Para tal observe:

{;; () € Kla] e g(a) # 0}
e =1 ndef() g(x) € Klz] e g(z) #0

Veja que K[z] ndo é corpo, pois se o fosse, terfamos K (z) = K|x] < x algébrico. Gerando
uma contradigao.
Assim, faz sentido considerar elementos irredutiveis em K[z].

Logo temos:

f(:E) = a-pﬂ(x)"fl .. .pfp(;p)”fp
g(x) = B'pgl (x)ngl .. .pgq<w>”9q

onde o, 8 € K* e pri(x) e py sdo polindmios monicos irredutiveis dois a dois distintos e

os expoentes de todos sao naturais.

=z = % =all,pi(z)™
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Um corpo de funcgoes arbitrario é frequentemente representado como uma extensao
algébrica simples de uma corpo de fungoes racionais K(z), isto ¢, F = K(x,y) onde
¢(y) = 0 para algum ¢(T") € K(x)[T] irredutivel.

Veremos decomposicoes de elementos de um corpo de fungoes qualquer similar a que
fizemos acima. Mas para tal, serao introduzidos os conceitos de aneis de valorizacao e
lugares do corpo de fungoes. Além dos conceitos de zeros e poélos dos elementos de um

corpo de fungoes racionais.

Defini¢ao 1.1.4. Um anel de valorizagao do corpo de fun¢oes F'//K é um anel O C F

que satisfaz as seguintes propriedades:
1. KCOCF;
2.VzeF,z€OouzteO.

Tal defini¢do motiva a construgao do seguinte conjunto em F = K (z):

Seja p(z) € K [x] irredutivel, defina:

Opia) = {f<;), (@), 9(z) € K[z], p(z) ndo divide g(w)}.

Veja que p( ,onde f(x),p(x) sdo elementos nao nulos de K|[z|, pertence a K(x), mas

tal elemento nao pertence a Oy, se p(z) nao divide f (x) Além disso, seja g(z) € K|x]
tal que g(x) ¢ irredutivel e mde(p(z), g(x)) = 1, entao -7 5 € Opa) \K

Portanto, K C Oy € F.

Seja z = % € F = K(x) nao nulo, entdo se z ¢ Op) = p(v)|g(z). E, como ja
podemos supor que f(z) e g(x) sdo relativamente primos, temos que p(z) nao divide

f(x), 10g07 zTT = f(:):) S Op(ac
Portanto, Op,) ¢ um anel de valorizagao de K(x).
Note ainda que se p(x) e g(x) sao polindmios irredutiveis de K[z| distintos, temos

7& O ()5 pOlS E Op(x (1$) ¢ Og(x)

Proposigao 1.1.5. Seja O um anel de valorizagao do corpo de fungoes F/K. Entao:

1. O tem um tnico ideal mazximal P = O\O* , onde
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O*={x€0;32€ 0 onde x.z = 1};

2. Para x € F, nao nulo, temos: x € P& 271 ¢ O;

3. Para K o corpo de constantes de F/K, temos K C O e K NP = {0}.

Demonstracao. 1. Primeiro, seja v € Pe z € O, se zz € O = Jw € O onde
rzw=1=z(zw) =1= 2z € 0.
Agora, sejam x,y € P. Considere % € F, entao § €Oou?eO.
Set€0=1+7€0=a+y=y(l+7)€P. Se’ecO,¢éanalogo.
Portanto, x + y € P, donde temos que P é um ideal.

Mostremos agora que P ¢ maximal.

Seja J um ideal onde P C J C O. Tome z € J\P. Entao xz € O*, pois P = O\O*,
assim xx~! € J, pois J é ideal. Logo 1 € J = O C J = J = O. Portanto P ¢é

maximal.

P é o tnico ideal maximal de O: Seja J ideal maximal de O. Se .J nao contém
unidades de O, entao J C P = J = P, pois J é maximal. Agora se J possui uma

unidade, entao J = O.

Portanto, P ¢é o tinico ideal maximal préprio de O.
22.2€P&2ze0\0" 2¢O ¢0,.

3. Seja z € K:
Se z=0= 2z € O, pois O ¢é anel.
Se z # 0:

Suponha z ¢ O = 27! € O.
2

Como K & corpo, entdo z~' € K = Jay, ...,a, € K onde a,(27)"+...4a,27'+1 = 0,

pois 271 = p,1(x) # 2™

Assim:
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a-(z7Y)" + . tazt =1
=z Ya,(z7H) 1+ +a) =1

= —(a,(z7) '+ .. +a)=2€ K[z7] CO.

Logo z € O, absurdo.

Portanto, temos z € O, dai K C O.

Seja, novamente, z € K,z # 0. Como K ¢ corpo, entdo 2! € K; donde temos
z € O*, pois K C O.

Portanto z ¢ P e K NP = {0}.
[

Teorema 1.1.6. Seja O um anel de valoriza¢iao do corpo de fungoes F/K e P o tunico

tdeal mazximal de O. Entao:
1. P ¢ ideal principal;

2. Se P =10, entaoVz € F (z # 0), existe uma unica representacio da forma z = t"u,

para algumn € Z e u € O*;

3. O € um dominio de ideais principais. Mais que isso: se P =10 e {0} #1 C O é

um ideal, entao I =t"O, para algum n € 7Z.

Para provar tal teorema precisamos do lema:

Lema 1.1.7. Sejam O um anel de valoriza¢ao de F/K, P o ideal mazximal de O e x € P,
tal que x # 0. Sejam xy,...,x, € P tais que x1 = x e x; € x; 1P parai =1,...n — 1.

Entaon < [F: K(x)] < oo.

Demonstragao. Pela Proposicao m, temos que KNP = {0}. Como x # 0, entéo x ¢ f(,

logo x é transcendente sobre K. Assim pela observacgao 1.1.2, temos [F : K(z)] < 0.
Logo, é suficiente mostrar que {z1,...,x,} € um conjunto l.i. em F' sobre K(z).
Suponha que {z1,...,x,} é L.d. sobre K(x), entdao Jp; € K(x),i = 1,..,n, ndo todos

nulos tais que:
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> ic1 i = 0.

Como ¢; € K(x), entdo podemos supor ¢; € K[z] e tal que z nao divide todos eles.
Tome a; := ¢;(0) € K o termo constante de ¢;, e defina j € {1,..,n} tal que a; # 0
mas a; = 0,V7 < 1.

Assim:

it = Zi;ﬁj piti (*)

com ¢; € O parai=1,...,n (pois x € P), x; € ;P parai < j e ¢; = xg; para i > j, onde
g; sao polindmios em x.

Dividindo (%) por z;, temos:

2 Ziq (Pz:_; + ZDJ‘ %gz% (**)

Como (xx) € P entao p; € P. Além disso ¢; = a; +xg;, onde g; € K[z] COex € P,
donde temos a; = ¢; —xg; € P.
Assim a; € PN K e a; # 0, contrariando a Proposicao item 3.

Demonstragao. (teorema)

1. Suponha que P nao é principal e escolha x; € P nao nulo. Como P # x,0, entao
existe 15 € P\z;0. Entdo zox;' ¢ O, pois 2927 € O = 2027 = 0 = 29 = 02, =

Te € 210.

Isso implica que x,'x; € P (pela Proposicio item 2), donde temos x; €
2o P. Por inducao temos entdao uma sequencia infinita xq,xs,... € P tal que x; €

;1 P, Vi > 1, contrariando o Lema [1.1.7]
2. Sejaz € F (2#0), como z € O ou 27! € O, entao podemos supor que z € O, pois
caso contrario basta fazer o mesmo raciocinio para 2! € O.
Sez€ O = z=1%.
Sez¢ O = z¢€P.

Como z € P =t0, entao A :={m > 1;z € t™O} # 0.
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Seja m := max A. Veja que m < oo, pois caso contrario, ao construir a sequéncia
T = 2,09 =t 23 = t™2 ...z, =t, temos que ela é limitado, pois se nao o

fosse, contrariariamos o Lema [1.1.7]

Assim z € t"™O = z = t"™u, onde u € O*, pois se u ¢ O*, teriamos u € P = u = tw,

onde w € O = z = t™tw € "1 O. Contrariando a maximalidade de m.

Suponha agora que z = t™u = t"v, onde m,n € Z e u,v € O*. Temos:

t"u = t"v = t"(u —t"""v) =0

=u=t""" =t = ! € O

Portanto se m # m, temos t € O* e assim t ¢ P, gerando um absurdo. Assim
m = n, e também u = v. Donde temos a unicidade da representacao.
3. Seja {0} # I C O um ideal.

O conjunto A :={r e N;t" € I} # (), pois se 0 # x € I, entdo x = t"u com u € O,

assim t" = au~! € I.

Defina n := min A. Temos I = t"O:

I Dt"0O: Como t" € I = 1"O C I.

I C t"O: Seja y € I nao nulo, entdao y = t°*w, onde w € O* e s > 0. Assim
t* =yu~! €1, logo s > n. Portanto y = t"t*"w € t"O.

O

Definigao 1.1.8. 1. Um lugar P de um corpo de fungoes F'/K ¢é o ideal maximal de
algum anel de valorizacao O de F'/K. Todo t € P tal que P = tO é chamado de um

elemento primo de P (outras notagoes sao parametro local ou variavel uniforme).
2. Pp={P; P é um lugar de F/K}.

Pela Proposi¢ao m item 2, temos que dado O um anel de valorizagao de F//K e P
seu ideal maximal, O é unicamente determinado por P: O = {z € F;27' ¢ P}. Assim

Op := O é chamado de anel de valorizacao do lugar P.
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Definicao 1.1.9. Uma valorizagao discreta de F'/K ¢ uma fun¢ao v : F' — Z U {oco} com

as seguintes propriedades:
1. v(z) =00z =0;
2. v(zy) = v(z) +v(y), Yo,y € F;
3. v(z +y) > min{v(x),v(y)}, Yo,y € F;
4. 3z € F tal que v(2) = 1;
5. v(a) = 0,Va € K nao nulo.

Neste contexto, o simbolo co designa um elemento nao inteiro (¢ Z) tal que oo 4 oo =
©+4+n=00eo0>m,Vn,meZL.
Dos itens 2 e 4 acima, temos que v : F' — Z U {oco} é sobrejetora.
De fato, seja j € Z U {o0}. Se j =0 ou j = 0o, como {0,1} C K, entdo acabou.
Seje€Zej#0,pord, Iz € F tal que v(z) = 1, assim:
7> 0= () =ju(z) = j.
J <0, fazendo ¢ = —j,q¢ > 0, temos 0 = v(1) = v(zz7') =v(2) +v(z7}) =1+ v(z7)

=0=1+vz)=vEH)=-1=v((z1))=—qg=7=v()=j.

A propriedade 3 é chamada desigualdade triangular. Uma forte versao dessa desigual-

dade pode ser derivada a partir dos axiomas e é frequentemente muito ttil:

Lema 1.1.10. (DESIGUALDADE TRIANGULAR ESTRITA)
Seja v uma valorizagao discreta de F/K ex,y € F' comv(z) # v(y). Entio v(z+y) =

min{v(z), v(y)}.
Demonstragao. Veja que v(ay) = v(y),Va € K (a # 0), como —1 € K, entdo, por 2,

(
v(—y) = v(—1y) = 0+ v(y). Por hipotese v(x) # v(y), assim podemos supor sem perda
de generalidade v(z) < v(y).

Se v(z + y) # min{v(z),v(y)} = v(x), entdo por 3, v(x +y) > v(x). Assim v(z) =
v(z4+y—y) > min{v(z+y),v(—y)} = min{v(z+y),v(y)} > v(x) = v(x) > v(x), gerando

um absurdo.
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Definigao 1.1.11. Para todo lugar P € Pr associamos uma fungao vp : F' — Z U oo que
provaremos ser uma valoriza¢ao discreta de F'//K: Escolha ¢t um elemento primo de P.
Entao para todo z € F' nao nulo, temos uma tnica representacao z = t"u, com u € O* e

n € Z. Defina vp(z) :=n e vp(0) := oo.

Veja que tal defini¢ado depende apenas de P, e nao do t escolhido. De fato, se t’ é primo
em P, entdo P = tO = t'O, donde temos ¢t = t'w, onde w € O*, assim t"u = (t'w)"u =

t"mw"u = t"(w"u), com w"u € OF.
Teorema 1.1.12. Seja F//K um corpo de fungoes:

1. Para todo lugar P € Pr, a funcao vp acima definida € uma valorizacao discreta de

F/K. Mais que isso:

Op = {z € F;vp(z) > 0}
Op = {z € F;vp(z) = 0}

P ={z¢€ F;vp(z) > 0}.

Um elemento x € F € primo de P se, e somente se, vp(x) = 1.

2. Reciprocamente, se v é uma valorizacdo discreta de F/K, entdo o conjunto P =
{z € F;u(z) > 0} € um lugar de F/K, e Op = {z € F;v(z) > 0} € o seu anel de

valorizacao correspondente.

3. Qualquer anel de valorizagio O de F/K €é um subanel maximal proprio de F.

Demonstragao. 1. Pelo que observamos logo acima, temos a boa definicao de vp. A
propriedade 1 de valorizagao discreta segue d defini¢ao de vp: vp(0) := occ.

A propriedade 2 de valorizacao discreta vem de: vp(zy) = vp(t"uit™us) = vp(t" (ujugz)) =
——

€O~
n+m = vp(z)+ vp(y).

Agora a propriedade 3 de valorizacao discreta: sejam z,y € F com vp(zr) = n e
vp(y) = m. Sem perda de generidade podemos supor n < m < oo. Assim, temos:

r=1"u; e y =t"ug, com uy,uy € Op.
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Entao z +y = t"uy + tMug = t"(ug + t™ "uy) = t"z, com z € Op.
Se z =0: vp(x +y) = oo > min{n, m} = min{ve(x),vp(y)}.

Sez#0: z=tFu, com 0 < k € Z e u € O*. Entao:

vp(z +y) = vp(t"™u) = n+ k > n = min{vp(z),ve(y)}.

Agora se x = 0 ou y = 0, entao vp(x +y) = vp(y) = min{vp(z),vp(y)}, no caso em
que y # 0, e vp(x + y) = vp(x) = min{vp(x),vp(y)}.

Quanto a propriedade 4 de valorizacao discreta, observe que vp(t) = 1.

Por fim a propridade 5: seja 0 # a € K C O* C O. Entao vp(a) = vp(t®a) = 0.
Agora quanto aos conjuntos:

Op = {z € F;vp(z) > 0}: se z € Op, entdo: se z é nulo temos vp(z) = co > 0, e
se z & ndo nulo temos vp(z) = vp(t"u) =n,onde 0 <neZeuec O*. Sez € Fe

vp(2z) > 0, temos:

(x) se vp(2) =0 2z € OF

(xx) se vp(z) =00 2=0€ P COpesevp(z) =n>0 z=1t"u,

O<neZeueO* < zetO=PCOp.

Observe que O} = {z € F;vp(z) = 0} segue de (*).
E P={z € F;vp(z) > 0} segue de (*x).

Se x € F é primo e P, entao vimos que q defini¢ao independe do primo ¢, donde

temos que vp(z) = vp(t) = L.

. Segue da verificagao das propriedades destes conjuntos e usando que se x € F' entao

v(x) = —v(z_q).

. Sejam O um anel de valorizagao, P seu ideal maximal, vp a valorizagao discreta de

Peze F\O.
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Seja também y € F. Como z ¢ O = 27! € O, além disso 27! ¢ O* = vp(271) > 0.

Veja que vp(yz=) = vp(y) +kvp(zh).
—— ——
€ZU{x} >0
Assim para k > 0 suficientemente grande, vp(yz=*) > 0 = y2z % € O. Defina

w:=yz"" € O, temos assim y = wz* = F = O]z].

Portanto O é maximal.

]

Seja P um lugar de F'/K e Op seu respectivo anel de valorizagdo. Como P ¢ maximal,

Op

entdao o anel das classes residuais 22 é um corpo. Para x € Op, definimos x(P) € -

P
como a classe residual de x modulo P, para x € F — Op, fazemos x(P) := oc.
Da Proposigéom temos que K C Op e KNP = {0}, assim K € Op e KNP = {0}.
Entao a aplicacao ¢ : Op — OTP, onde z +— z(P), induz um mergulho canoénico de K
em 9.
De fato,sez,y € Kex(P)=y(P)=>2—y € P=x—y € PNK =>2—y=0=>x=y.
Assim, podemos ver K como subcorpo de 071”, pois ¢ se torna isomorfismo quando
restrita a K. Como K C Op e K N P = {0}, podemos extender este raciocinio para K.

Ou seja, ver K como subcorpo de O—PP.

Definigao 1.1.13. Seja P € Pp.

1. Fp = O—If ¢ o corpo das classes residuais modulo P. A aplicagdo = — z(P) de
F e Fp U {00} ¢é chamada aplicagao classe residual com respeito a P. E também

podemos denotar x + P := z(P),Vz € Op.

2. deg P := [Fp : K] é chamado de grau de P.
Proposicao 1.1.14. Se P € um lugar de F/K e 0 # x € P, entdo:
deg P < [F: K(7)] < 0.

Demonstrag¢ao. Da observacao 1.1.2, tendo que x € P nao nulo é transcendente, pois

K N P = {0}, segue que [F : K(z)] < cc.
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Sejam zi, ..., z, € Op tais que z;(P),...,z,(P) € O—If sejam l.i. sobre K. Mostremos
que z1, ..., 2, € F sdo Li. sobre K(z).

Suponhamos que sejam 1.d., assim tomemos a combinagao linear nao trivial:
0=>", @iz, onde p € K(z),i=1,..,n.

Sem perda de generalidade, podemos supor que ¢; € K|[z],Vi, e que z nnao divide
©;, Vi, ou seja, 35 € {1,...,n} onde p; = a; + xg;, com a; € K nao nulo.

Como = € P e g; € K[z] C Op, entdo, Vi, temos:
©i(P) = a;(P) + 2g:(P) = a;(P) + 0(P) = a;(P) = a;.
Assim:

0=0(P) = (L wizi)(P) = 21 pi(P)zi(P) = 3711, ai(P)zi(P) = Y 1L aizi(P),

onde os a;’s nao sao todos nulos.
Donde temos que z;(P), ..., z,(P) s@o 1.d. sobre K, gerando uma contradicao.
Portanto deg P = [Fp : K] < [F: K(z)] < oc.
[

Corolario 1.1.15. O corpo das constantes K de F/K ¢é uma extensao de corpos finita

de K, ou seja, [K : K] < oo.
Demonstracao. A frente mostraremos que Pr # (). Portanto vamos assumi-lo verdadeiro,
por enquanto.

Seja P € Pp. Pela proposi¢ao anterior, temos: [Fp : K] < co. Mas, observamos acima

que podemos megulhar K em Fp, assim:

[Fp:K|[K :K|=[Fp: K] <o
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Observagao 1.1.16. No caso em que deg P = 1 temos que Fp = K, e a aplicagao classe
residual leva F' em K U {oc}. Em particular, se K é algebricamente fechado, entao todo
lugar de F' tem grau 1. De fato, se K é algebricamente fechado, entao toda extensao
algébrica ¢ trivial = [Fp : K] = 1,VP € Pp.

Assim, podemos ver z € F' como a funcao:
z:Pp — K U{o0}, tal que P+ z(P)

Dai o porqué F'/K é chamado corpo de fungoes. Os elementos de K visto como fungoes
do tipo acima séo fungdes constantes, pois se Py, P, € Pre k € K, entao k(P,) = k(P;) =

k. Por isso K é chamado de corpo de constantes de F'.

Definicao 1.1.17. Seja z € F e P € Pp. Dizemos que P é um zero de z se, e somente
se, vp(z) > 0; P é um polo de z se, e somente se, vp(z) < 0. Se vp(z) =m >0, P ¢ dito

um zero de z de ordem m; se vp(z) = —m < 0, P é dito um pdlo de z de ordem m.

Teorema 1.1.18. Seja F'/K um corpo de fungdes e R um subanel de F' com K C R C F.
Suponha que {0} # I C R € um ideal proprio de R. Entao existe um lugar P € Pp tal
que I C P eRCOp.

Demonstra¢ao. Considere o conjunto:
A :={S;S é subanel de F com R C Se IS # S}.

Por defini¢ao I.S é o conjunto de todas as somas finitas > a,s, com a, € [ e s, € S, isto
é um ideal de S.

A é nao vazio, pois R € A. Além disso a relagao de inclusao induz uma ordem parcial
em A.

Seja H C A uma cadeia, assim defina:
T:=J{S;Se€ H}

Temos que T' é um subanel de F' e R C T'. Verifiquemos agora que IT # T. Suponha
que T'= IT, entao:

lelT=1=%"_ as,.
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Como H é uma cadeia, entao 35y € H tal que s, € Sp,Vv =1,...n = 1€ IS5) =
So C 1Sy = Sy = 1Sy. Gerando uma contradicao.

Portanto T" € A. Observe que 7' é um limitante superior de H, assim, pelo lema
de Zorn, temos que A possui um elemento maximal, isto é, 3O C F' subanel tal que
RCOCFelO#0 eO émaximal com esta propriedade.

Mostremos que O é um anel de valorizagao de F//K:

Como I # {0} e IO # O, entao O C F e I C O\O*. De fato: Se Ju € O* tal que

1'=1 € JO = IO = O, contrariando as propriedades apresentadas

u € I, teriamos uu~
por O. SeO=F,sejauvecl=u'tecF=1clIF=F=IF= IO =0, gerando
novamente uma contradigao.
Suponha agora z € F tal que z,27! ¢ O = O C O[z], que é um anel de F onde
R C O C O[z]. Como O é maximal, entdo I0[z] = O[z]. Analogamente IO[z71] = O[z71].
Assim 1 € IO[z] N I0O[z7Y], logo Jag, ..., an, bo, ..., by, € IO onde:
aptaz+...+a,2" =1=0+ bzl 4+ ..+ me_Wi(*)

-~

() ()

Veja que se n = 0 = a9 = 1 = OI = O, absurdo! Portanto n > 1 e analogamente
m > 1.

Tomemos n e m minimos satisfazendo (x). Sem perda de generalidade, suponham < n

1

(caso contrario basta fazer z=' =y e y L= 2).

Multiplicando (i) por (1 — by) e (ii) por a,z" temos:

(1 — bo)CLO + (1 — bg)CLlZ + ...+ (1 — bo)CLnZn =1- bo
e

(bo — 1)anz™ + b1anz™t + ... + bpa, 2" ™ =0
Somando estas duas expressoes temos:
l=cy+ ...+ ¢, 12"t com¢; € 10,Vi.

Contrariando a minimalidade de n. Logo z € O ou 27! € O.

Portanto O é anel de valorizagao de F//K e [ C P = O\O".
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Corolario 1.1.19. Sejam F/K corpo de fungoes e z € F' transcendente sobre K. Entao

2 tem pelo menos um zero e um pélo. Em particular Pp # ().

Demonstra¢ao. Tome R = K[z] e I = zK|z]. Entao 3P lugar de F/K tal que z € P
(teorema anterior). Como z € P = tO C Op, temos que z = t"u, onde 1 < n € Z e
u € Op. Dai vp(z) =n > 0= P ¢é um zero de z. Veja que 27! =¢"u~! = P é um polo
de 271
Fazendo o mesmo raciocinio para 27!, temos que 3Q € Pp onde Q é zero de 27 e Q
é polo de z. Portanto, Vz € F transcendente sobre K, temos que 2z possui zero e polo em
Pg.
]

Observemos que 0 # z € K C O, entdo vp(z) > 0; como KNP = {0} = z €
O* = vp(z) = 0. E se z ¢ K, entdo sempre existem lugares P e Q tais que vp(z) > 0 e
vo(2) < 0. Assim, na observacao |1.1.16, se z ¢ K, conseguimos uma funcéo, no sentido

ali descrito, nao constante.

1.2 Corpo de funcoes racionais

Serd investigado aqui o cropo de fungoes racionais F' = K (x), onde x é transcendente
sobre K.
Dado um polinémio arbitrario, monico e irredutivel p(x) € K|xz], considere o anel de

valorizagao:
Opz) = {%; f(z),9(z) € K[z],p(x) ndo divide g(x)}
de K(z)/K com seu ideal maximal:
P = {22 (@), 9(2) € K[o). p(@)] (@) e plz) nito divide g(x) .

No caso de p(x) for linear, isto é, p(x) = r—a com « € K escrevemos P, := Py, € Pp.

Existe outro anel de valoriza¢ao de K(x)/K:

On = {18: (@), g(x) € Kla].deg f(x) < degg(a) |
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com ideal maximal:

P = {58: £(2). 9(2) € Kla). deg /(@) < deg g() }.

P, é chamado de lugar infinito de K (x).

Observe que este rotulo depende especificamente da escolha de elemento gerador x €

K(z). Por exemplo, K(z) = K(2), pois 27! = 1, e o lugar infinito com respeito a 1 ¢ o

lugar Py com respeito a z.

Proposicao 1.2.1. Seja F = K(z) um corpo de fungoes racionais.

1. Seja P = Py € Pp um lugar como o explicitado acima, onde p(x) € K[z| € um

polinémio irredutivel. Entao p(x) € primo para P e a correspondente valoriza¢ao

discreta vp pode ser escrita como seque:

Se z € K(x)\{0} € escrito da forma z = p(x)”%, comn € Z, f(x),g9(x) € K|x]
onde p(x) nao divide nem f(z) e nem g(x), entdo vp(z) = n.

Op

O corpo de classes residuais K(x)p = € 1somorfo a - um isomorfismo €

-
dado por: ¢ : (f([;)]) — 92 onde f(z)mod(p(z)) — f(z)(P).

Consequentemente deg P = degp(x).

. Quando p(x) =x—a coma € K, o grau de P = P, €1, e a aplicagao classe residual

€ dada por: z(P) = z(«),Vz € K(x), onde z(«) € definido como se seque: escrevendo

f(z) o)
g

z = g com f(x),9(x) € Klz] relativamente primos, entao: z(a) = (a) S€

gla) #0, e, z(a) = 0 se g(a) = 0.

. Seja P = Py, o lugar infinito de K(x)/K. Entido deg P = 1. Um elemento primo

de Py, €t = % A correspondente valorizacao discreta vy, € dada por: vw(%) =

degg(x) — degf(x), onde f(z),g(x) € K[z]. A aplicagao classe residual de Py

é determinada por: z(Py) = z(c0),Vz € K(z), onde z(c0) € definido como: se

anx™+...+ag

2= bpamt.. +bo

com ay e by, nao nulo, entio z(0o) = = sen =m, z(c0) = 0 se
m

n<m, e z(00) =00 sen>m.

4. K € todo o corpo de constantes de K(x)/K.
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Demonstra¢io. 1. Seja P = Py, € Pp, p(z) € ] irredutivel. O ideal Py C Ope
f(=)

Klx
¢ gerado por p(z), de fato, veja que se 7@ € Py = p(x)|f(z) e p(z) ndo divide

ole) = 423 = B0 a) € Oppplo).

€O0p(a)

Portanto P,y C p(2)Op(z).
Como p(ZL‘) € Pp(x), entao P( ) = (I)Op(x).

Agora defina ¢ : K[z] — K(x)p, de forma que f(z) — f(z)(P). Temos que ¢ esta
bem definida, pois f(z) = f D) = f(z) € Opyy- Além disso, ¢ ¢ homomorfismo e
f(z) Ekerg & f(z)(P) = (P ) < p()|f(z) & f(z) € (p(z)). Logo (p(z)) = ker ¢.

CC

¢ & sobrejetora: seja z € Opy) = 2 = ﬁ onde p(z) nao divide v(x). Como p(z)
é irredutivel temos mdc(p(x),v(x)) = 1, assim Ja(z),b(x) € K[z] onde a(z)p(x) +
b(x)v(z) = 1, entdo:

Portanto ¢ é sobrejetora. Donde temos (f([f)]) e K(z)p sao isomorfos.

Como [ : K] = [K(z)p : K] = deg P = degp(x).

2. Agora P=P,, com a € K.

Se f(x) € Klz] = (z — a)|(f(z) — f(@)). Assim,

Seja agora z € Op = 2z = # onde p(z) nao divide g(x) (g(a) # 0), entao
z(P) = %(P), onde g(z)(P) # (P), e assim:
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py f@P) )

g(x)(P)  g(e)

Sez¢ Op = z= %, onde p(z)|g(z) (9(e) =0) = 2(P) = 00 = z(«).

3. Seja z € Py = 2= %, onde deg f(x) < degg(z) = z = %ng(ff))’ onde deg x f(z) <

deg g(x), ou seja %ﬁf)) € Ou. Logo P = 204 = 1 & primo de Px.

P — P (%

Como P, com respeito a = é Py com respeito a <, entdo
x

=deg Py =1=deg P, = 1.

4. Tome um lugar P de K(z)/K com grau 1, P = P, com a € K por exemplo.

Podemos mergulhar K C K (z) em K (z)p, assim:

KCKCK(@)p=K=K=K.
O

Teorema 1.2.2. Nao eziste lugares do corpo de fun¢oes racionais K(x)/K que ndo sejam

da forma Py ou Py

Demonstragao. Seja P € Pk (,), considere o anel de valorizagao correspondente a P, Op.

CASO I: z € Op.

€ Op= Klz] COp =1 :=Klz]NP éideal de K[z], e como P é ideal maximal de
Op, entao I é maximal de K[x], e portanto @ é corpo.

Assim, podemos mergulhar @ — K(z)p, 2(I) — z(P). De fato, z1(P) = 2o(P) =
(21 —2)(P)=(P)=>2zn—2ncl=xn)=2xn).

Veja ainda que [ # {0}, pois se I = {0} entdo K|z] = @ = K = K]x] ¢ um corpo
& o é algébrico, o que nao é verdade.

Portanto I ¢ ideal maximal ndo nulo de K|x].

Como K é corpo, entdao K[x] é dominio de ideais principais, logo existe p(z) € K|x]
irredutivel e moénico tal que I = (p(z)) = I = K[z] N P = p(x)K|[z].

Assim Vg(z) € K[z] com p(z) nao dividindo g(z), temos g(z) ¢ I = g(z) ¢ P =

@ € Op (Proposigao [1.1.5)).
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Considere:

Op) = {M, f(z),g(x) € Kz|,p(z) ndo divide g(x)} :

9(x)
Seja 6 Op(z)- Como p(z) nao divide g(z) = g(z)' € Op = g(—i)) € Op.
Klz]cOp
Portanto, Op,) € Op. Como O, ¢ anel de valorizacao, entao O,(,) ¢ maximal, donde

temos Oy = Op = Py = P.

CASO II: z ¢ Op.

Como z ¢ Op entao temos = € Op e x71 € P.

v €O0p= Kz '|COp=a2'e PNK[z7'|= 2 'K[z7!] C PN K[z™'] ideais
de K[z7']. Como z! ¢ irredutivel em K[z~ '] = z7'K[z7!] ¢ maximal = z ' K[z7!| =
PN Kz

Assim, como no caso I:

3;71 — — — _ ~ o . —
Op D {;éfl;;f@ Y, 9(z7') € K[z, 27! nao divide g(z 1)} =
_ fagtaiz 4. Fapz™" aor" a1z "+ tan) /2" _
- {b(;)+bllz_1+ <:_b x—m) bO 7é O} { booxm+b11xm 1+ +b /Im 9 bo % O}

agz"tMtaia M4 4a, ™
b0£m+"+b1xm 1+n+ _;’_bnxn 9 bO % 0} -

= {“(“)-u(x),fu(:c) € Klz] e degv(z) > degu(z)} = Oy

v(z)”’

Como O ¢é maximal, entao O,, = Op. Logo P = P.,.
O

Corolario 1.2.3. Os lugares de K(x)/K com grau 1 sao 1-1 correspondentes com K U
{oo}.

Demonstragao. Seja A = {lugares de K(z)/K com grau 1}. Pelo teorema anterior A =

{P,;a € KU{oo}}. Defina z : A - K U {00}, tal que P, — z(P,) = z(a) = a.

1.3 Independéncia de valorizacao

Teorema 1.3.1. (Teorema da aprozimagao fraca ou Teorema de independéncia) Se-

jam F/K um corpo de fungoes, P, ..., P, € Pg lugares dois a dois distintos de F/K,
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T,y Xy € Fery,...,ry € Z. Entao existe x € F tal que vp(x —x;) =1y, i =1,...,n.

Demonstragao. vp, = v;

Passo 1: Existe u € F' com vy(u) >0 e v;(u) <0 parai=2,..,n.

Indugao sobre n:

Para n = 2: veja que Op, nao esta contido em Op, e Op, nao esta contido em Op,, por
conta da maximalidade dos anéis de valoriza¢do. Assim podemos tomar y; € Op \Op, €
Y2 € Op,\Op,. Entao vi(y;) > 0, va(y1) < 0, v1(y2) < 0 e va(y2) > 0. Tome u = Z—;

Paran > 2: pela hipotese de indugao, Jy € F tal que v1(y) > 0 e va(y), ..., v,—1(y) < 0.

Se v, (y) < 0, acaboul!

Se v, (y) > 0. Tome z € F tal que v1(2) > 0 e v,(z) < 0 (como feito em n = 2). Entao

considere: u =y + 2", onde 1 <r € Z e rv;(z) # v;(y) parai=1,...,n — 1. Assim:

v1(w) > min{vy (y),rv1(2)} >0 e

vi(u) = min{v;(y), rv;(2)} <0, para i =2,...,n.

Passo 2: Jw € F tal que v1(w — 1) > ry e v;(w) > r; parai = 2,...,n.
Tome u do passo anterior. Defina w = (1 4+ u®)~!. Temos que para s € N suficiente-

mente grande:

0= 1) = oy (14 ) — 1) = (e — 1) = g (15220 =
= v (—u*(14+u*)™) = vy (—u®) + v (1 4+ u®) ™) = vy (—u®) — vy (1 +u®) =

= vy (—u®) — Inin{vl(lz, vi(u’)} = vi(u) = svi(u) >y, e

=0
vi(w) = v;(1+u*)™) = —v;(1 + u®) = —sv;(u) > r;, para i = 2, ..., n.

Passo 3: Dados yi,...,y, € F, existe z € F onde v;(z —y;) > r;, Vi=1,...,n.

Escolha s € Z de forma que v;(y;) > s,Vi,j € {1,...,n}.

Pelo passo 2, existem wy, ..., w, € F tais que: v;(w; — 1) > 1, —s e vj(w;) > r;— s
quando 7 # j.

Tomando 2 := 37, y;w;, temos:

vi(z = yi) = i (X)oy jj Yiwy) + (Wi = Vys) > 1, Vi= 1, n.
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Agora o teorema: pelo passo 3, 3z € F', onde v;(z — z;) > r;, Vi = 1,...,n. Depois
tome z;’s € F de forma que v;(z;) = r; (poténcias dos primos dos lugares em questao,
por exemplo). De novo, pelo passo 3, 32’ € F tal que v;(2' — 2z;) > ry, i = 1,...,n. Assim
vi(2) = vi((Z — z) + z) = min{v;(2' — 2z;),vi(2)} =1, Vi=1,...,n.

Tome z := z + 2. Temos:

vilr — x;) = vi((z — x;) + 2') = min{v;(z — ), v,(2") } = ;.

Corolario 1.3.2. Todo corpo de fungoes tem uma quantidade infinita de lugares.

Demonstra¢ao. Suponha que existe apenas uma quantidade finita de lugares, digamos
Py, ..., P,. Pelo teorema anterior, existe 0 # z € F tal que vp(z) > 0, Vi = 1,...,n.
Donde temos que x é transcendente sobre K, mas nao tem nenhum podlo, contrariando o
Corolario [L1.19

]

Proposicao 1.3.3. Seja F/K um corpo de funcées e Py, ..., P, zeros de um elemento

xz € F. Entao:

r

> wp(x)deg P, < [F : K(x)].

i=1
Demonstragao. Redefinindo inicialmente v; := vp,, f; := deg P; e ¢; := v;(x).

Para cada ¢ = 1,...,7, 3t; € F onde v;(t;) = 1 e vi(t;) = 0 quando i # k (isto pelo
teorema anterior, fazendo x; = 0,i=1,...,re,r;, =1 er, =0se i # k).

Agora, escolha s;1,...,si5, € Op, tal que s;1(F), ..., s;,(P;) constitua uma base para
Fp, sobre K. Pelo teorema de independéncia, temos que para todo ¢,7, 3z;; € I’ onde
vi(8i; — #ij) > 0 e vg(25) > ek, k # i, bastando tomar x; = s;; e x5, = 0,k # 1.

Afirmamos que os elementos t{z;, onde 1 < i <r, 1 < j < fie0 < a < e, sao
linearmente independentes em F sobre K (z). O conjunto destes vetores soma »;_, fie; =
> vp(x)deg P; elementos, donde temos a proposigao.

Suponhamos por absurdo que existe uma combinagao linear nao trivial sobre K (x):



24 Fundamentos da teoria de corpos de fungoes algébricas

r i e;—1 a
Die1 Z§=1 > a0 Pijatizi; = 0()

Sem perda de generalidade, podemos assumir ¢;;, € K[z] e nem todos os ;j, sao
divisiveis por z. Entdo existe um indice k € {1,...,r} e ¢ € {0,...,e;, — 1} onde z|p;ja,
Va <ceVje{l,.. fi} e x ndo divide py;., para algum j € {1,..., fi}.

Multiplicando (%) por ¢, ¢, temos:

i i—1 -
D it Z;‘C:l > a0 Pijatity "2y = 0.

Veja agora que:

i # ki op(@ijality, “zi) = vr(@ija) + vi(t7) + vty ) + vk(2i5) = > —c+ e > 0;
i=jea<c (= zlprja = vk(Prja) = ex) vi(Prjality “2rj) = > ex+a—c > ey —c > 0;
i=jea>c vp(rjatity 2n;) > a—c>0.

Pois veja que vy(zx;) > 0, ja que si; € Op,.

Assim temos:

Z?’Ll Prjc?kj € Py

Como Py, é um zero de x, entao py(Py) € K,Vj € {1,..., fu} e 3j € {1, ..., fi.} tal que
Prje(Pr) # 0.

Assim:

S0 okje(Pe) 2y (Pi) = 0(Py)

é uma combinacao linear nao trivial sobre K identicamente nula . Contradi¢ao, pois
261 (Pg), -y 21 p,, (Pg) constituem uma base de Fp, sobre K.

[]

Corolario 1.3.4. Em um corpo de fungoes F/K, qualquer elemento 0 # x € F' tem uma

quantidade finita de zeros e pdlos.

Demonstracao. Se x é constante, entao x nao tem zeros e nem poélos. Se x é transcendente
sobre K, entao o ntmero de zeros de x é < [F': K(z)] (proposi¢ao anterior) que é finito.
Pelo mesmo argumento z~! tem finitos zeros, donde temos que x tem também finitos

polos.
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1.4 Divisores

O corpo de constantes K de F/K é uma extensio finita de K (Corolario|l.1.15), e F
pode ser visto como corpo de funcoes sobre K. Logo, a seguinte hipotese nao é crucial
para a teoria:

A partir de agora, F'/K denota sempre um corpo de fungoes de um variavel tal que

K =K.

Defini¢ao 1.4.1. O grupo de divisores de F'//K ¢é definido como o grupo abeliano livre
que ¢é gerado pelos lugares de F'/K, denotado por Div(F'). Os elementos de Div(F') sao

chamados de divisores de F'//K. Ou seja, um divisor ¢ uma soma

com np € Z, quase todos nulos.

O suporte de D é definido como

supp(D) :={P € Pr/np # 0}.

Também é conveniente escrever

D:ZTLP,

onde S C Pr ¢é finito com supp(D) C S.

Um divisor da forma D = P com P € Pg é chamado um divisor primo. Dois divisores
D =>%"npP e D' =) nl,P sao somados pelos coeficientes: D = > (np + np)P.

O elemento neutro do grupo de divisores Div(F) ¢ o divisor 0 := } pp 7pP, onde
rp = 0.

ParaQ € Pre D =} pp npP € Div(F), definimos vg(D) := ng. Assim supp(D) =
{P €Pr/vp(D)#0} e D=3 pp, vp(D)P.

Uma ordem parcial é definida em Div(F):
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D <Dy & ’Up(Dl) < UP(DQ),VP € Pp.

Se Dy < Dy e Dy # Ds, escrevemos Dy < Ds.
Um divisor D > 0 é chamado positivo ou efetivo.
O grau de um divisor ¢ definido por deg D := } pcp, vp(D)deg P
Observemos que deg : Div(F') — Z é um homomorfismo.
Pelo Corolario [I.3.4] um elemento x € F' nao nulo tem somente uma quantidade finita

de zeros e polos em Pr. Assim podemos definir:

Definigao 1.4.2. Sejam 0 # x € F' e Z (respectivamente V) o conjunto de zeros (respec-

tivamente polos) de x em Pp. Definimos:

(x)o := Z vp(z)P o divisor de zeros de z,

prez

()0 := Z (—vp(x))P o divisor de polos de x e

PeN

(x) := (x)o — () 0 divisor principal de x.

Veja que ()o = 0, (2)oo > € (2) = ¥ pep, vp (@) P.

O elemento 0 # z € K pode ser visto como:

re K& (z)=0,

pois estamos assumindo K = K e ja temos que K C Op,VP € Pp.

Definicao 1.4.3. O conjunto dos divisores Princ(F') := {(x)/0 # z € F'} é chamado de
grupo de divisores principais de F/K.

Veja que (xy) = (z) + (y)Vx,y € F nao nulos, donde temos Princ(F) é subgrupo de
Div(F).

O grupo de fatoracao CI(F) := 2v&)

Princ(F)

¢ chamado de grupo das classes de divisores
de F/K. Para D € Div(F'), o elemento correspondente no grupo de fatoragao CI(F) é

denotado [D], a classe de divisores de D.
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Dois elementos D, D’ € Div(F) sao equivalentes (D = D’) se [D] = [D'], ou seja,
D = D' + (z) para algum (z) € Princ(F) (ou seja, para algum 0 # x € F)).

Defini¢ao 1.4.4. Para um divisor A € Div(F'), definimos o espago de Riemann-Roch

associado a A por:

L(A):={x € F;(z) > —-A}U{0}.

Esta definicao pode ser interpretada como:
Se A=>"_ nPi—> 7 njQj, comn; >0emy; >0, entdo L(A) consiste de todos

os elementos x € F' tais que:

1. x tem zeros de ordem > m; em Q;,j = 1,...,s;

2. x pode ter polos somente em P;, com ordem limitada por n;,i =1, ..., 7.

Observagao 1.4.5. Veja ainda que para cada A € Div(F'), temos:
1. z € L(A) & vp(z) > —vp(A),VP € Pp;
2. L(A) # {0} & JA" € Div(F) onde A’ = A com A" > 0.
Lema 1.4.6. Seja A € Div(F), entdo:
1. L(A) € um espago vetorial sobre K ;

2. Se A" é um divisor equivalente a A, entao L(A) = L(A"), (isomorfos como espagos

vetoriais sobre K).

Demonstragao. 1. Sejam z,y € L(A) ea € K, temos vp(x+y) > min{vp(x),vp(y)} >
—vp(A) e vp(ax) = vp(a) +vp(r) = vp(x) > —vp(A),VP € P, logo x +y € L(A)
ear € L(A).

2. Como A= A"= A— A’ € Princ(F), logo existe z € F' ndo nulo onde A = A" + (z).
Assim considere a aplicagao ¢ : L(A) — F, onde = — ¢(z) = xz. Veja que se
z,y € L(A) ea € K, entdo p(x+ay) = (x+ay)z = zz+ayz = ¢(x) +ap(y). Logo
¢ é K-linear.
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Veja ainda que p(x) € L(A). De fato:

reL(A)=(v)>-A=(v)>—(A+(2)= (v) > -A —(2) =

vp(x) > —vp(A' + (2)),VP € Pr = vp(z) > —vp(A’) —vp(2),VP € Pp.

Logo, vp(zz) = vp(z) + vp(2) > —vp(A") —vp(2) + vp(z) = —vp(A’), VP € Pp.
Portanto, xz € L(A').

De forma anéloga, definindo ¢’ : £L(A’) — F, tal que z — 2z}, temos ¢’ K —linear e
O (L(A) C L(A). Como ¢ e ¢’ sdo uma a inversa da outra, temos que ¢ estabelece

um isomorfismo entre £(A) e L(A').

Lema 1.4.7. 1. £(0) = K;

2. Se A <0, entao L(A) = {0}.

Demonstra¢ao. 1. Veja que Vo € K nao nulo, (z) =0 = () > -0=0 =z €

L£(0) = K c £(0).
0€L(0)

Seja agora 0 # x € L(0) = (z) > —0 = 0, ou seja, vp(x) > 0,VP € Pr = x nado
tem polos, isto ¢, z € K = K = £(0) € K (Corolario [1.1.19).

Portanto, £(0) = K.

. Suponha por absurdo que 3z € L(A) ndo nulo. Assim (z) > —A = (z) > 0.

Dai, vp(x) > 0,VP € Pp, ou seja, x tem zeros mas nao tem polos, contrariando o

Corolério [L1.19
Il

Lema 1.4.8. Sejam A, B € Div(F) com A < B. Entao L(A) C L(B) edim(L(B)/L(A)) <
deg B — deg A.

Demonstracao. Seja x € L(A) = (x) > —A > —B = z € L(B). Portanto, L(A) C

L(B).
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Mostremos agora o que falta para o caso B = A+ P, onde P € Pp, os demais casos
seguirao por indugao.

Tome ¢t € F onde vp(t) = vp(B) = vp(A) + 1. Seja x € L(B), veja que: vp(x) >
—vp(B) = —vp(t) = vp(x) + vp(t) > 0= vp(zt) > 0=zt € Op.

Defina: ¢ : L(B) — Fp = Op/P, onde x — ¢(z) = (xt)(P).

Seja agora x € L(B), observemos que z € kery < (2t)(P) = 0(P) & at € P &
vp(zt) > 0 < vp(z) +vp(t) > 0 < vp(z) > —vp(t) © vp(r) > 1 —vp(t) =1 —vp(B) =
—vp(A) & x € L(A). Portanto, kery) = L(A).

Donde temos que ¢ induz uma aplicagao K —linear injetora de £L(B)/L(A) em Op/P =
Fp.

Logo dim(L(B)/L(A)) < dim Fp = deg P = deg B — deg A.

No caso B = A+ P+Q, temos, fazendo A’ = A+Pe B = A'+Q: dim(L(B)/L(A")) <
oo e dim(L(A")/L(A)) < oo, além disso (L(B)/L(A))/(L(A)/L(A)) = L(B)/L(A),
donde temos que £(B)/L(A) tem dimensao finita e dim(L(B)/L(A)) < dim(L(B)/L(A"))+
dim(L(4')/£(A)).

Para o caso B = A+ D, onde 0 < D € Div(F), podemos escrever B = """ Q; +
@n+1 + A. Tomar a hipotese de indugéo para BY . Q; + A e A’ = A+ Q41 e repitir
o argumento do caso anterior.

]

Proposicao 1.4.9. Para cada divisor A € Div(F), L(A) € um espago vetorial de dimen-
sao finita sobre K. Mais precisamente, se A= A, —A_, com Ay e A_ divisores positivos,

entao:

dim £(A) < deg A, + 1.

Demonstragao. Vejaque A=A, —A_ <A, +0=A, =A< A, = L(A) CL(A,).
Mostremos agora que dim £(A) < deg A, + 1: temos A, > 0, assi pelo Lema m,
dim(L(A4)/L(0)) < deg A;. Além disso £(0) = K, assim: dim £(A;) < dim(L(A1)/L(0))+

1 < degA, + 1. Portanto, dim £L(A) < deg A4 + 1.
O

Defini¢ao 1.4.10. Seja A € Div(F'), o inteiro ¢(A) := dim L£(A) é chamado de dimensao
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do divisor A.

Teorema 1.4.11. Todo divisor principal tem grau zero. Mais precisamente: seja xr €

F\K e (x), respectivamente (), 0 divisor de zeros, respectivamente o divisor de pdlos,

de x. Entao: deg(x)y = deg(z)o = [F: K(x)].

Demonstragao. Sejam n = [F : K(x)] e B == (2)so = _;_, —vi(2)P;, onde P, ..., P, séo

os polos de x. Entao:

deg B = deg(r)s = Z o deg P, = Z —v;(z) deg P, = sz Y deg P,
i=1

Logo pela Proposigao temos deg B =3 v(x ) deg P < [F: K(z71)] = [F:
K(x)] =n.

Portanto deg B < n.

Mostremos agora que n < deg B.

Seja {u1, ..., u, } uma base de F' sobre K(z) e 0 < C' € Div(F) tal que (u;) > —C,
j=1..n

Temos: ¢(AB + C) = dim(L(AB + C)) > n(A + 1), VA > 0, inteiro.

De fato, seja 0 < i < A e 1l < j < n, considere o elemento z'u;, veja que (z'u;) =
(2) + (u;) = i(z) + (u;) > —iB—C > —AB—C = —(AB + C). Logo z*u; € LI\B + C).

Temos também que o conjunto {z'u;;0 < i < Ael < j < n} é Li. De fato, se
ndo fosse, terfamos: Y, . aj;r'u; = 0,a; € K nao todos nulos. Daf Y. (37, aga’)u; =
0,; a;jz" € K(x) nao todos nulos. E assim terfamos {uy, ..., u, } L.d. sobre K (z), gerando
o absurdo. Logo ¢(AB + C) > n(A+1), VA > 0.

Agora definindo ¢ := degC, temos: n(A+ 1) < U(AB + C) < deg(AB+ C); +1
deg(AB); +degCy +1=Adeg B+degC + 1, pois B>0e C >0. Ouseja, n(A+1) <
Adeg B +degC' 4+ 1,VA > 0.

Assim, nA+n < Adeg B+deg C+1 = Adeg B+c+1 = n—c—1 < A(deg B—n),VA € N.

Veja agora que se deg B < n = deg B —n < 0, e assim para \ suficientemente grande
terfamos A(deg B —n) < n—c — 1, pois n — ¢ — 1 ndo depende de A, gerando uma

contradicao. Logo deg B > n.
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Portanto, deg(x)s = n, ou seja, deg(r)o = [F : K(x)]. E, como (z)y = (27!)s, temos
deg(z)o = deg(z ) = [F : K(o™)] = [F : K(x)] e assim deg(z)y = deg(t)oe = [F :
Finalmente, (z) = ()0 — ()0 = deg(x) = deg((2)o— (7)) = deg(z)p—deg(z)a = 0.

[

Corolario 1.4.12. 1. Sejam A, A" € Div(F) tais que A = A', entdo temos ((A) =
((A") edeg A =degA’;

2. Se deg A <0, entdo ((A) =0;
3. Para A € Div(F'), onde deg A = 0, sao equivalentes:

(a) A € principal;
(b) £(A) = 1;
(c) ((A) =1.
Demonstragao. 1. A = A’, assim pelo Lema [1.4.6] temos £(A) = L(A'), dai {(A) =

((A"). Além disso, A = A’ = 3z € F nao nulo onde A — A" = (), e, pelo Teorema
[1.4.11] deg(z) = deg(A — A') = deg A = deg A".

2. Seja A € Div(F) tal que ¢(A) > 0, pela observacao 1.4.5, 3A" > 0 onde A = A'.
Assi pelo item anterior deg A = deg A" > 0. Logo, ¢(A) > 0 = deg A > 0 e portanto
degA<0=1/(A)=0.

3. (a) = (b): Se A= (), entdo (z7') = —(x) = —A. Logo 27! € L(A) = ((A) > 1.

(b) = (¢): (A)>0edegA=0=JA >0onde A =A= A >0edegA =0=
A= 0. Assim, £(A) = L(A) = £(0) = K = ((A) = 1.

(c) = (a): Se l(A) =1edegA =0, tome z € L(A) nao nulo, entdo (z) + A > 0,
assim deg((2) +A)=0e (2)+A>0= (2)+A=0= A= (2"!) = A ¢é principal.
[

Exemplo 1.4.13. Seja F' = K(x) um corpo de fungoes racionais. Seja z € K(x) nao

nulo, podemos escrever z = a%, coma € K e f(z),g(x) € K[z] monicos e relativamente
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primos. Sejam f(x) = [[;_, pi(z)™ e g(z) = [[;_, ¢;(x)™ as decomposicdes em fatores
primos de f(z) e g(z).

Entao o divisor principal de z em Div(K (z)) é dado por:
(2) =Y _niPi= > m,Q; + (deg g(x) — deg f(x)) P,
i=1 j=1

onde P; e (); sdo os lugares correspondentes a p;(x) e ¢;(x), respectivamente.

Da Proposigao |1.4.9 temos ¢(A) < deg A + 1,VA > 0. Afim de verificar isso tome
((A) > 0. Dai A = A’ para algum A" > 0= ((A) = ((A') < deg A" +1=deg A+ 1, pelo
Corolario [1.4.12]

Proposicao 1.4.14. Eziste v € Z tal que YA € Div(F) vale: deg A — ((A) < v, onde 7

nao depende de A, dependendo apenas de F/K.

Demonstragao. Observe inicialmente que se A; < Ay, entdo dim(L(A2)/L(A1)) < deg Ao—

deg A, e assim:
dim £(A) — dim L(A;) < deg As — deg A; = deg A; — (A1) < deg Ay — ((Ay),

pelo Lema [1.4.8] (% * ).

Seja x € F\ K fixado. Considere o divisor B := (). Como feito na demonstragao do

Teorema|l.4.11} 3C' > 0 divisor onde C' depende de x e ((AB+C) > (A+1) deg B, VA > 0.
Mas pelo Lema temos:

deg C' > dim(L(AB + C)/L(AB)) = {(AB + C) — {(\B)

= ((AB+ C) < {(AB) + deg C.

Assim, {(AB)+deg C > (A 1)deg B = ({(AB) > (A1) deg B—deg C' = Adeg B+deg B—
degC = Adeg B+ ( deg B —deg(C) = ((A\B) > Adeg B + ([F : K(x)] — deg C),VA > 0.

-

-~

—[F:K (@) he

= ((AB) > Adeg B —v,YA >0
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= deg AB — ((AB) < 7, YA > 0(x*).

Mostremos que podemos substituir AB por A € Div(F), sem alterar ~.

Dado A € Div(F), existem Ay, D € Div(F) e A € Z, tais que A < Ay, Ay = D e
D < \B.

De fato, tome A; > A tal que A; > 0, entao A\B — A; < Ay, logo pelo Lema [1.4.8
temos dim(AB/AB — A;) < deg(AB) —deg(AB — A;) = ¢{(AB) —{(AB — A;) < deg(AB) —
deg(AB — A;) = deg A;. Portanto, /(AB — Ay) > ¢(AB) — deg A; (*).

Temos entao:

Assim, para A suficientemente grande {(AB — A;) > 0. Tome 0 # z € L(AB — A;), defina
D::Al—(z),entéoAlzDeD:Al—(z) §A1+()\B—A1):)\B

Logo, deg A —((A) deg Ay —((A)) =, degD—{(D) < degAB—{(AB) < 7.

<
Cor[LZ12 (xx)

(kxx)
Poratnto, deg A — ((A) < .

Defini¢ao 1.4.15. O género g de F'/K ¢é definido por:
g = max{deg A — ((A) + 1; A € Div(F)}.

Corolario 1.4.16. O género de F/K ¢é nao negativo.

Demonstragao. Veja que deg0 —¢(0)+1=0= g > 0.

Teorema 1.4.17. (Teorema de Riemann)

Seja F/K wm corpo de fungdes de género g. Temos entao:
1. VA € Div(F),l(A) > degA+1—g;

2. Je € Z, dependendo somente de F/K tal que ((A) = deg A+ 1 — g,VA € Div(F)

com deg A > c.
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Demonstragao. 1. Segue direto da definigao de género.

2. Seja Ay € Div(F) tal que g = deg Ag—¥(Ap) + 1. Defina ¢ :== g = deg Ag+g. Assim
se deg A > ¢, temos ((A — Ay) > deg(A—Ag) +1—g>c—degAyp+1—g=1.
Tome z € L(A — Ap) nao nulo. Defina A’ = A+ (2) > Ap. Temos A = A’, e assim
deg A — U(A) = deg A" — ((A") > deg Ay — ((Ag) = g — 1. Logo, deg A — ((A) >
g—1=/(A) <deg A+ 1—g. Portato, pelo item anterior, /(A) =deg A+ 1 —g.

[

Exemplo 1.4.18. Em um corpo de fungoes racionais K (x)/K, temos que o género é
g=0.

Sejam P,, polo de = e r > 0 inteiro, considere o espago vetorial L(rP,,). Veja que
{L,z,..,2"} C L(rPy), dai 1 +r < l(rPy) = deg(rPyx) +1—g = r+ 1 — g, para
r suficientemente grande. Donde temos g < 0, e portanto pelo Corolario temos

g = 0.

1.5 O Teorema de Riemann-Roch
Nesta se¢ao F'//K denota um corpo de fungoes algébricas de género g.

Definicao 1.5.1. Para A € Div(F), o inteiro
i(A) =l(A) —degA+g—1

é chamado de indice de especialidade de A.

O Teorema [1.4.17| (Teorema de Riemann) nos diz que i(A) ¢ um inteiro ndo negativo

e que i(A) = 0 para deg A suficientemente grande.

Defini¢ao 1.5.2. Um adele de F/K é uma aplicacao o : Pr — F, P — ap, tal que
ap € Op para quase todo P € Pp.
Consideramos um adele como um elemento do produto direto ] pep, I € portanto

usamos a notagdo o = («ap)pep,, ou, ainda menor, a = (ap).
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O conjunto Ap = {a;a ¢ um adele de F/K} ¢ chamado de espago adele de F/K.
Este conjunto é considerado um espago vetorial sobre K de forma 6bvia.
O adele principal de um elemento = € F é o adele cuja totalidade das componentes

sao iguais a x, o que faz sentido, pois z tem no maximo finitos poélos.

A definicao de adele principal nos fornece um mergulho F' < Ap, e a funcao valoriza-
¢ao vp de F'/K ¢é naturalmente extendida para Ap por vp(a) := vp(ap), onde ap é a

P—componente do adele a. Por definigao, temos vp(a) > 0, para quase todo P € Pp.

Defini¢ao 1.5.3. Para A € Div(F') definimos:
Ap(A) :={a € Ap;vp(a) > —vp(A),VP € Pp},

o K—espaco de Ap.

Teorema 1.5.4. Para cada A € Div(F), o indice de especialidade de A € dado por:
i(A) = dim(Ar/(Ar(A) + F)).

Demonstracao. Vamos dividir a demonstragao em passos:

1. Sejam A;, Ay € Div(F) e A; < Ay. Entao Ap(A4;) C Ap(As) e dim(Ay/A;) =
deg Ay — deg A;.

De fato, se A} < Ay = —Ay < —A;. Assim se a € Ap(A)) = vp(a) > —vp(Ay) >
—vp(Ay),VP € Pr = a € Ap(A,). Portanto, Ap(A;) C Ap(As).

Falta agora mostramos que dim(Ay/A;) = deg As — deg A;. Mostremos para o caso

em que Ay = A; + P, e o caso geral segue por indugao, como no Lema [1.4.8]

Escolha ¢t € F tal que vp(t) = vp(A;1) + 1 e considere a aplicagdo K —linear: ¢ :
Ap(As) = Fp,a+ (tap)(P). Como no Lema[1.4.8] ¢ esta bem definida e ker ¢ =
Ap(A;). Temos também que ¢ é sobrejetora, pois seja € Op, tome o € Ap tal
que a = (ag), onde ag = tlQ_vQ(AQ), to ¢ primo de Q,VQ € Ppe Q # P, e ap = £.
Logo, Ap(A2)/Ar(Ay) = Fp = dim(Ar(As)/Ar(A1)) = [Fp @ K] = degP =

deg Ay — deg A;.
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2. Sejam Ay, Ay € Div(F) e A; < Ay como antes, entao:

dim((Ar(A2) + F)/(Ar(A;) + F)) = (deg Ay — £(A3)) — (deg A1 — £(Ay)).

De fato, temos a sequéncia exata de aplicacoes lineares:
{0} = L£(A2)/L(A1) B Ap(A2)/Ap(A1) B (Ap(As) + F)/(Ap(Ar) + F) — {0},

onde ¢y : L(Ag)/L(A1) = Ap(A3)/Ar(A1),a+ L(A)) — a+ Ap(A;), é injetora e
w2 1 Ap(Ag)/Ar(A1) = Ap(A2) + F/Ap(Ar) + Foa+ Ap(Ar) = a+ Ap(Ar) + F,

¢é sobrejetora.

Logo Ap(Ag)+ F/Ap(A1) + F = (Ap(A2)/ Ar(Ar))/(£(A2)/L(A1)) dim((Ap(A2)+
0(Az) + £(A1) = (deg Ay — ((Ap)) — (deg Ay — £(Ay)).

. Se B & um divisor com ¢(B) = deg B+ 1 — g, entdao Ar = Ap(B) + F.

Seja B divisor tal que B; > B, entao pelo Lema [1.4.8 ¢(B;) < deg By + {(B) —
deg(B) = deg By +deg B+ 1—g—deg B = deg B; + 1 — g. Mas pelo primeiro item
do teorema de Riemann: ¢(B;) > deg B; + 1 — g.

Assim ¢(By) = deg By + 1 — g,VB; > B. Seja agora a € A, tome By > B tal que
a € Ap(B;) entao pelo passo anterior, temos:

dim((Ar(B1) + F)/(Ar(B) + F)) = (deg B1 — {(B1)) — (deg B —{(B)) = (¢ — 1) —
Portanto, Ar C Ap(B)+ F, e como Ar(B)+ F C Ap, temos por fim que Agr(B) +
F=Arp.

Demosntremos agora o teorema.

Seja A € Div(F'), pelo segundo item do teorema de Riemann, existe A; > A tal que

0(Ay) = deg A; + 1 — g, donde temos pelo terceiro passo temos Ap = Ar(A;) + F. Logo:

dim(Ap/(Ap(A) + F)) = dim((Ap(Ay) + F)/(Ap(A) + F)) =
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= (deg A} — ((A;1)) — (deg A —L(A)) = (g — 1)+ £(A) — deg A = i(A).

m
Coroléario 1.5.5. g = dim(Ar/(Ar(0) + F)).
Demonstragao.
dim(Ar/(Ap(0) + F)) =i(0) :@—deg0+g —1l=g+1-1=g.
-1 =0
m

Podemos, a partir do Teorema |1.5.4], escrever:

((A) =degA+1—g+dim(Ap/(Ar(A) + F)).

Definig¢ao 1.5.6. Um diferencial de Weil de F'/ K é uma aplicagao K —linear w : Ap — K

que se anula em Ap(A) + F para algum divisor A € Div(F’). E chamamos:

Qp = {w;w é um diferencial de Weil de F//K}

o conjunto de diferenciais de Weil de F/K.
Para cada A € Div(F) temos:

Qp(A) :={w € Qp;w se anula em Ap(A) + F}.

Podemos considerar Qr um K —espago vetorial. De fato, se w; se anula em Ap(A;)+F
e wy se anula em Ap(Ay) + F, tome Az € Div(F) tal que A3 < A; e A3 < A, assim
Ap(As)+F C Ap(A1)+F e Ap(As)+F C Ap(As)+ F. Logo Ap(As)+F C (Ar(A4y)+
F)N (Ap(As) + F). Portanto, wy + wy se anula em Ap(A3) + F.

Lema 1.5.7. Para A € Div(F'), temos dim Qp(A) = i(A).

Demonstragao. Seja (Ar/(Ap(A)+F))* conjunto dos funcionais K —lineares de Ag/(Apr(A)+
F). Defina ¢ : Qp — (Ar/(Ap(A) + F))*, w — w, onde W é aplicacdo dada por
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Wla+ Ar(A) + F) = w(a). Temos que ¢ ¢ K—linear e bijetora. Donde temos Qp =
Ap/(Ar(A) + F)*, e assim:

00 > i(A) = dim(Ap/(Ap(A) + F)) = dim(Ar/(Ap(A) + F))* = dim Q.

Defini¢ao 1.5.8. Para z € F' e w € Qp, definimos 2w : Ap — K por (2w)(a) = w(za).

Veja que zw € Qp, pois temos w € Qp, entdao A € Div(F) onde w se anula em
Ap(A) + F. Seja agora a € Ap(A+ (x))+ F, entdo a = a+ f onde o € Ap(A+ (z)) e
f € F, destarte za = xa + xf, onde a € Ap(A+ (z)) exf € F.

Mostremos que za € Ap(A).

Para quase todo P € Pp,vp(ap) > —vp(A+(x)) = —vp(A) —vp(z) vp(x) +vp(ap) >
—wvp(A), para quase todo P € Pp, assim vp(zap) > —vp(A) = vp(xa) > —vp(A) para
quase todo P € Pp. Logo, xa € Ap(A) e portanto za € Ap(A) + F, assim temos que zw
se anula em Ag(A + (2)). Concluimos entdo que zw € Qp.

Logo, Qr é um F—espago vetorial, com esta defini¢ao.
Proposicao 1.5.9. Qr € um espago vetorial de dimensao 1 sobre F.

Demonstracao. Seja w; € Qr nao nulo. Mostremos que para todo wy € Qp, 32 € F tal
que wy = 2wj.

Sendo entao wy € Qp, se wy = 0, tome z = 0. Agora, se ws # 0, tome Ay, Ay € Div(F)
tais que wy € Qp(A;) e wy € Qp(As).

Seja B € Div(F'), considere as aplicagoes K —lineares injetoras:

i L(A; + B) = Qp(—B),z — zw;.

Como zb € Ap(A;) + F e w € Qp(A4;), temos a boa defini¢ao das aplicagoes.

Afirmacao: Para uma escolha apropriada de B, temos:

@1(L(A1 + B)) Npa(L(Az + B)) # {0}
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Com esta afirmagao, temos que existem x; € L(A; + B), nao nulos, onde 27wy = xows
e por fim wy = x5 Y21w1, como queriamos. Provemos agora a afirmacéo com o seguinte

fato: se V' é espaco vetorial tal que dimV < oo e Uy, Uy <V, entao:

Seja entdo B > 0 divisor com grau suficientemente grande tal que ((A;+B) = deg(A;+
B)+1—g, para i = 1,2 (teorema de Riemann). Pela boa defini¢do de ¢;, temos que
U; == pi(L(A; + B)) C Qp(—B). Além disso, dimQp(—B) = i(—B) = dim L(—B) —
deg(—B)+g—1=degB+g¢g— 1.

Logo, dim U; + dim Uy — dim Qp(—B) = deg B + (deg A; + deg A2 + 3(1 — g)).

Tomando grau de B suficientemente grande, temos:
dim Uy + dim Uy — dim Qp(—B) > 0.

Portanto, d1m(U1 N UQ) >0=U;NU; 75 {0}

Agora para fixado diferencial de Weil w, consideremos o conjunto de divisores:
M(w) :={A € Div(F);w se anula em Ap(A) + F}.

Lema 1.5.10. Seja w € Qp nao nulo. Entao existe um unico divisor W € M (w) tal que

A<W,VA € Mw).

Demonstragao. Pelo teorema de Riemann, existe uma constante ¢ que depende apenas
de F/K, onde i(A) = 0,VA € Div(F) tal que deg A > ¢. E, pelo Teorema [1.5.4] temos
dim(Ar/(Ar(A) + F)) = i(A), e, como estamos tomando w # 0, temos Ar # Ap(A) +
F=i(A)#0=degA < ¢, VA e M(w).

Tome W com grau maximo. Suponha que W nao satisfaz a propriedade do lema,
entdo existe Ay € M (w) tal que ndo vale Ay < W, isto é, 3Q € P onde vgy(Ag) > vo(W).

Mostremos que W + @ € M (w), contrariando a maximalidade de W.
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Considere o adele a@ = (ap) € Ap(W + Q). Podemos escreve a = o/ + o, onde
ap=apse P#Qeap=0,¢ o) =0se P#Qeap=aqg Assima € Ap(W) e
o € Ap(Ap), portanto w(a) = w(a’) +w(a”) = 0. Logo w se anula em Arp(W 4+ Q) + F,
assim W+ Q € M(w).

A unicidade segue da propriedade.

]

Definicao 1.5.11. 1. O divisor (w) de um diferencial de Weil w # 0 é o divisor uni-

camente determnado de F'/K satisfazendo:

(a) w se anula em Ap((w)) + F;

(b) se w se anula em Ap(A) + F, entao A < (w).

2. Para 0 #w € Qp e P € Pp, definimos vp(w) := vp((w));

3. Um lugar P é dito ser zero (respectivamente polo) de w se vp(w) > 0 (respectiva-
mente vp(w) < 0). O diferencial de Weil w é dito regular em P se vp(w) >0, e w é

dito regular (ou holomorfo) se é regular VP € Pg;
4. Um divisor W é chamado divisor canonico de F//K se W = (w) para algum w € Qp.

Observagao 1.5.12. Veja que:

Qp(A) = {w € Qp;w se anula em Ap(A) + F} = {w € Qp;w =0 ou (w) > A}

Qr(0) ={w € Qp;w=0o0u (w) >0} ={w € Qp;w =0 ou vp(w) > 0,VP € Pr}

={w € Qp;w =0 ou w é regular}.

Temos ainda pelo Lema [1.5.7 e pela Definicao [1.5.1}

dimQp(0) =4(0) = £(0) —deg0+g—1 =g.
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Proposigao 1.5.13. 1. Para0# xz € F e 0 # w € Qp, temos (zw) = (x) + (w);
2. Quaisquer dois divisores candnicos de F/K sao equivalentes.

Demonstra¢ao. 1. Se w se anula em Agr(A) + F, vimos que zw se anula em Ap(A +
(x))+F, assim A+ (z) < (zw). Como w anula Ap((w))+ F, entdo (w)+(z) < (2w).
Analogamente, (zw) + (z7') < (z7'aw) = (w). Dai, (w) + (z) < (zw) < —(z71) +
(w) = (x) + (w) e portanto (zw) = (x) + (w).

2. Sejam (wy), (we) divisores canodnicos de F/K, entao pela Proposigao existe

x € F tal que w; = zws, assim (w1) = (2ws) = (z) + (wa) = (w1) = (w2).

Teorema 1.5.14. (Teorema da Dualidade)
Seja A € Div(F) e W = (w) divisor canénico de F/K. Entao a aplicagio p : L(W —
A) = Qp(A),z — zw € um isomorfismo de K—espagos vetoriais. Em particular i(A) =

(W — A).

Demonstracao. Sejax € LW —A) = (aw) = () +(w) > —(W—-A)+W = A= (2w) €
Qp(A). Portanto, 4 esta bem definida.

Como p é K—linear e injetora, falta mostrar que p é sobrejetora.

Seja wy € Qp(A), pela Proposigao existe r € F tal que xw = wy. Agora veja que
e LW —A):

() +W=(2)+(w) =(2w) =(w) > A= (z) > -W+A=ze LW-A).

Portanto, x € L(W — A) e pu(z) = wy, ou seja, u é sobrejetora.
Portanto, dim Qp(A4) = dim L(W — A) = (W — A) e pelo Lema [1.5.7] dim Qp(A) =
i(A) =W — A) =i(A).

Teorema 1.5.15. (Teorema de Riemann-Roch)

Seja W um divisor canénico de F/K. Entao para cada divisor A € Div(F),

((A) = deg A+ 1 — g+ (W — A).
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Demonstragao. Pela defini¢ao de indice de especiabilidade, i(A) = ¢(A) — deg A+ g — 1.
Assim pelo teorema anterior ¢(A) — degA + g — 1 = (W — A), e portanto, ((A) =
degA—g+1+4W —A).

Corolario 1.5.16. Para cada divisor candnico W, temos degW = 2g — 2 e (W) = g.

Demonstragao. Fazendo A = 0, temos L(A) = K (Lema [1.4.7). Assim, 1 = ((0) =
deg0+1— g+ ¢(W —0), e portanto, £{(W) = g.
Fazendo A = W, temos {(W) =degW +1— g+ (W — W) = degW + 2 — g. Assim,
g=degW 4 2 — g, e portanto, deg W = 2¢g — 2.
[

Pelo teorema de Riemann, sabemos que existe uma constante ¢ tal que i(A) = 0,VA €

Div(F) com deg A > ¢. Mas podemos escolher de forma mais precisa esta constante.
Teorema 1.5.17. Se A € Div(F') € tal que deg A > 2g — 1, entdo ((A) =deg A+ 1—g.

Demonstracao. Pelo teorema de Riemann-Roch temos ((A) = deg A+ 1— g+ (W — A),
onde W é qualquer divisor candénico. Tome deg A > 2g — 1 e pelo corolario anterior temos
degW = 2g — 2, assim deg(W — A) = degW —degA <29g—-2—-2g+1=-1<0. E
assim temos deg(W — A) < 0= {(W — A) =0 e portanto, /(A) =deg A+ 1 —g.

O

O limite 2g —1 é o melhor possivel, pois pelo Corolario[1.5.16| para W divisor candnico
temos ((W)=g>g—1=29g—24+1—g=degW +1— g, logo, {(W) > degW + 1 — g,
e, 0> deg(W — A) = degW — deg A deg A > deg W = 2g — 2. Portanto, deg A > 2g — 1.

1.6 Algumas consequéncias do Teorema de Riemann-
Roch

Proposigao 1.6.1. Suponha que gy € Z ¢ Wy € Div(F) satisfazem ((A) = deg A+ 1 —
go + LWy — A),YA € Div(F). Entao gy = g e Wy € um divisor canénico.
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Demonstracao. Fazendo A = 0 e respectivamente A = W, temos, como feito anterior-
mente, {(Wy) = go e deg Wy = 2g¢ — 2.

Seja W um divisor canoénico de F'/K. Tome A € Div(F) tal que deg A > max{2g —
2,290 — 2} = deg A > 2g — 1. Logo pelo Teorema temos ((A) = degA+1—g.
Mas pela hipotese ¢(A) = deg A+ 1 — go + {(Wy — A), onde deg A > deg W), e assim
((A) =degA+1—gp. DaidegA+1—g=degA+1—go= 9= go.

Agora fazendo A = W, temos:

g=Lt(W)=degW +1—g+L(Wy—W)=

Veja agora que deg Wy = deg W = 2g — 2 = deg(Wy — W) = 0. Assim, pelo Corolério
1.4.12] temos Wy —W é principal. Portanto W = Wy = Wy = (w) + (z) = (zw). Portanto
Wy é canoénico.

O

Proposicao 1.6.2. Um divisor B € canodnico se e somente se deg B =2g—2 e l(B) > g.

Demonstragao. Suponha que deg B = 2g — 2 e {(B) > g, tome W divisor cvanoénico.

Entao:
g<{B)=degB+1—g+{(W —-B)=29g—2+1—g+{(W—-B)=g—1+{W — B)

= 1< W - B).

Veja que deg(W — B) = 2g — 2 —2g — 2 = 0. Assim, pelo Corolario [1.4.12] temos
W — B ¢ principal, logo 3z € F néo nulo tal que W — B = () = (w) — B = ()
= B—(w)=(z7')= B= (w)+ (z7!) = (x7'w). Portanto B ¢é divisor canonico.

]

Proposicao 1.6.3. Para um corpo de funcgoes F/K as sequintes condi¢oes sao equiva-

lentes:

1. F/K € racional, isto é, F' = K(x) para algum x € F que € transcendente sobre K ;
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2. F/K tem género 0, e existe A € Div(F) com deg A = 1.

Demonstracao. 1 = 2: Basta tomar A = P, e seguir o exemplo 1.4.18.
2=1:Seg=0edegA=1,entdo deg A > 2g —1,logo {(A) =degA+1—-—g=2=
L(A) #{0} & JA" >0 tal que A’ = A= ((A) =2.
Como A" > 0= K C L(A) e {(A") = 2, seja entdo {1,x} base de L(A’) sobre K,
temos que x € L(A')\K, e assim, (x) #0e —A' < (z) = (z)+ A > 0.
Agora pelo Corolario , temos A’ > 0 e deg A’ = 1, 0 que nos implicard A’ = ().
De fato, A’ > 0 = vp(A’) > 0,VP € Pp, logo ZPGPFwdi%B =1=A=Pc

>0 >1

Pr com deg P = 1.

Assim, z € L(P) = () > —P = vg(z) > —vo(P),VQ € Pp, donde temos vg(z) >
0,vQ € Pr\{P}, e, vp(z) > —1.

Se vp(x) > 0 = z nado tem podlos = x € K, gerando um absurdo.

Portanto, vp(z) = —1 e vg(x) > 0,VQ € Pp\{P}.

Dal, (2)oo = —vp(z)P =P = A" = ().

Logo, pelo Teorema temos 1 = deg A’ = deg P = deg(x)s = [F : K(2)].

Portanto, F' = K(x).

[

Observagao 1.6.4. Existe corpo de de fung¢oes nao racionais de género 0 (estes ndo podem
ter divisores de grau 1 pela proposigao anterior). No entanto, se K é um corpo algebrica-
mente fechado ou finito, sempre existe um divisor de grau 1 (para o caso algebricamente
fechado, observacao , ja para o caso finito, sera visto futuramente), portanto nestes

casos teremos g = 0 < F'/K & racional.

Teorema 1.6.5. (Teorema da aproximagao forte)
Seja S C Pr subconjunto proprio de Pr e P, ..., P. € S. Suponha dados os elementos
x1,...,x, € F e os numeros inteiros ny,...,n, € Z. Entao existe um elemento v € F tal

que:
1.vp(x—ax;) =ngi=1,..r;

2. vp(z) > 0,VP € S\{Py,..., P.}.
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Demonstragao. Considere o adele & = (ap) com ap = z; para P = P;i = 1,...,r, e
ap = 0 caso contrario. Tome @) € Pp\S. Pelos teoremas de Riemann e Teorema (1.5.4]

para m € N suficientemente grande,temos:

r

Ap = Ap(mQ =Y "~ (n; +1)P) + F.
i=1

Logo o« = o/ + z onde o € Ap(mQ — > ;_ (i +1)P) e z € F, donde temos z — o €
Ap(mQ — 325, (ni + 1) By).

Assim, vp, (2 — z;) = vp, (2 — ap,) = vp, (2 — a) > n; + 1 > n,;. Portanto, vp,(z — z;) >
n,t=1,...7.

Para P € S\{Py,..., P}, temos vp(z) = vp(z —0) = vp(z — ap) = vp(z — @) >
—vp(mQ — > i_, (n; + 1)P;) = 0. Portanto, vp(z) > 0,VP € S\{P,..., P, }.

Tome agora ¥, ...,y € F tais que vp (y;) = n;. De forma andloga, Jy € F' tal que
vp(y —yi) >ngi=1,....,r evp(y) > 0,YP € S\{P, ..., P.}.

Assim, pela desigualdade triangular estrita:

op,(y) = ve (Y —vi) +yi) = niyi = 1,7

Defina z .=y + 2.
Temos vp, (x — x;) = vp(y + (z —x;)) = ny, i = 1,...,r .E para P € S\{P,..., P},
vp(z) = vp(y + 2) = min{vp(y), vp(2)} 2 0,VP € S\{P, ..., P.}.
[

Proposicao 1.6.6. Seja P € Pr. Entao para cada n > 2g inteiro, existe um elemento

x € F com divisor de polos (z)s = nP.

Demonstrag¢ao. Considere os divisores (n — 1)P e nP, veja que o grau destes divisores
sdo > 2g — 1. Assim, pelo Teorema [1.5.17 temos ¢((n — 1)P) = (n — 1)degP+1—g
e {((nP) =ndeg P+ 1—g. Logo, {((n —1)P) < {(nP) e assim, L((n — 1)P) C L(nP).
Tome x € L(nP)\L((n — 1)P).

Temos que () = nP. De fato, temos 2 casos:

CASOI:n=0
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r € L(0) = K edeg((n —1)P) < 0= L((n—1)P) = {0}. Portanto, x € K\{0}.
Logo () = 0 e assim, (2)o = 0= 0P = nP.

CASO II: n >0

x € L(nP), entdo x s6 pode ter pdlo em P e de no maximo ordem n. Como n > 0
entdon — 1 > 0 e assim K C L((n — 1)P), donde temos = € F\K. Assim, z tem pelo
menos um poélo. Portanto P é polo de x de no méaximo ordem n.

Veja agora que se a ordem do pdlo P com respeito a z for menor que n, entao vp(x) >
—(n—1) = —vp((n — 1)P), o que implica z € L((n — 1)P), gerando um absurdo. Logo

vp(x) = —n e portanto () = nP.

1.7 Componentes locais de diferenciais de Weil

Definigao 1.7.1. Seja P € Pp.

1. Para cada = € F, defina ip(z) € Ar o adele cuja P—componente é x, e todas as

outras componentes sao 0;

2. Para um diferencial de Weil w € Qp, definimos a componente local wp : FF — K por

wp(z) = w(ip(x)).
Como w € Qp é K—linear e ip é K—linear, entao wp é K —linear.

Proposicao 1.7.2. 1. Seja w # 0 um diferencial de Weil de F/K e P € Pg, entdo
vp(w) = max{r € Z;wp(x) = 0,V € F com vp(x) > —r}. Em particular, wp nao

€ identicamente nulo;
2. Sew,w' € Qp e wp = wp para algum lugar P € Pp, entdo w = w'.

Demonstragao. 1. Por defini¢ao, vp(w) = vp(W), onde (w) = W é o divisor de w. Seja
s :=vp(w).
Para z € F com vp(z) > —s temos ip(x) € Ap(W), entdo wp(z) = w(ip(x)) = 0.

Logo, s € {r € Z;wp(zx) = 0,Vx € F com vp(x) > —r}.
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Suponha agora que wp(z) = 0,Vz € F tal que vp(z) > —s—1. Sejaa € Ap(W+P).
Entao a = (o —ip(ap)) +ip(ap), onde a —ip(ap) € Ap(W) e vp(ap) > —s — 1.
Logo, w(a) = w(a — ip(ap)) + wp(ap) = 0. Assim, w anula Ap(W + P) e W <
W + P, contrariando a defini¢do de W. Logo, s +1 ¢ {r € Z;wp(x) = 0,Vz €

F com vp(x) > —r};

2. Sewp=wph =>wp—wph=0=w(ip) —w(ip) =0= (w—w)(ip) =0 = (w—uw)p.

Assim, pelo item anterior (w —w') =0 = w = w'.
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Capitulo

2

Extensoes de corpos de funcoes

algébricas

Aqui, F'//K é um corpo de fungoes algébricas com corpo constante K, onde K é um
corpo perfeito, F’/K’ é um corpo de fungoes algébricas com corpo constante K’ tal que

FCF eKCK' e®éum corpo algebricamente fechado tal que F’ C ®.

2.1 Extensoes algébricas de corpos de funcoes

Defini¢ao 2.1.1. 1. Um corpo de fungoes algébricas F'/K' é chamado extensao al-

gébrica de F/K se a extensao F'/F é algébrica;

2. Uma extensao algébrica ['/K' de F//K é chamada extens@o por constantes se /' =

FK' o composito de F e K';
3. Uma extensdo algébrica F'/K' de F'/K ¢ dita extensao finita se [F' : F] < oc.
Em todo este capitulo, F’/K’ sera uma extensao algébrica de F/K.

Lema 2.1.2. Se F'/K' é extensdo algébrica de F/K, temos:

1. K'/K € algébrica e FNK' = K;
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2. F'/K'" é uma extensdo finita de F/K se, e somente se, [K': K| < oo;

3. Seja Iy = FK'. Entao Fy/K' é uma extensdo constante de F/K, e F'/K' é uma

extensdo finita de Fy/K' (tendo o mesmo corpo de constantes).

Demonstragao. 1. F'/K' é extensao algébrica de F//K , ou seja, F' C F’ ¢ algébrica.
Assim a extensao F'/K tem grau de transcendéncia 1 e K C K’. Como K’ é o corpo
constante de F'/K', entdao o F'/K’ tem grau de transcendéncia 1. Logo K'/K tem

grau de transcendéncia 0, e portanto K'/K é algébrica.

Isso pode ser observado no diagrama abaixo, onde as linha tracejadas representam

extensoes com grau de transcendéncia 1 e as continuas, algébricas.

Diagrama 1.

Para mostrar que F N K’ = K, veja que os elementos de F'N K’ sdo algébricos sobre
K (pois K'/K é algébrica) e estdo em F, logo sao elementos de F' algébricos sobre

K. Como K é o corpo constante de F//K, temos que FFN K' C K.

Diagrama 2.

2. Se [F': F] é finito, pelos diagramas abaixo, F’ pode ser visto como corpo de fungoes

algébricas sobre K, cujo corpo de constantes é K.
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Diagrama 3.

F'
A

/ fin.
/]

// [‘7 fin.

/

N
/ ‘ zn\
\
| e
\ .
(A
K
O corpo constante de F'/K é K’ pois tomando u € F’ algébrico sobre K, temos

que u é algébrico sobre K’ e assim u € K.

Diagrama 4.

F/
/L
/ | ~
/o Sl
S K'(u) = K’
/ |
/ | /
/ |
K(u) K’
K

Logo, pelo Corolario [L.1.15 [K’: K] é finito. Se [K’: K| é finito, seja z € F\K,
entdao x € F'\K’'. Veja que = é transcendente sobre K’, pois caso contrario, seria
algébrico sobre K; logo [F': K'(z)] é finito. Além disso, [K'(z) : K(z)] ¢ finito,
como pode ser visto no Lema[2.1.10] Assim, [F” : K (z)] ¢ finito, e portanto [F” : F]

¢é finito.

3. Fazendo F; = FK’, entdo K’ é corpo de constantes de F;. Como F’ é extensao
algébrica de F', Entao FK' também o é. Logo, F} /K’ é estensao algébrica de F'/K,
portanto Fy /K’ é extensao constante. E, como [K': K| = 1, segue pelo item 2 que
[F': Fy] é finito.

[

Definigao 2.1.3. Considere uma extensao algébrica F'/K' de F//K. Um lugar P’ € Pp

¢ dito uma extensao de P € Pr se P C P’ e, neste caso, escrevemos P’|P.
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Proposicao 2.1.4. Seja F'/K' uma extensao algébrica de F/K. Suponha que P (resp.
P') € um lugar de F/K (resp. F'/K'), Op C F (resp. Op C F’) o seu respectivo
anel de valorizag¢io e vp (resp. vp:) a correspondente valorizag¢ao discreta. Entdo, sdo

equivalentes:
1. P'|P;
2. OP g OP’;

3. Eziste um nimero inteiro e > 1 tal que vp/(x) = evp(x),Vx € F.

Além isso, se P'|P, entao P = P'NF e Op = Op N F. Por esta razio P é chamado

de restrigao de P em F.

Demonstra¢ao. 1 = 2: Suponha que P'|P e que existe u € Op\Op:. Logo vp(u) > 0 e
vpr(u) < 0, e, assim, vp(u) = 0, (se vp(u) > 0, entdo u € P C P, e assim vp(u) > 0).
Seja t um parametro local de P, entéo defina r := vp/(t) > 0. Considere o elemento u"t,
temos vp(u't) =1 e vp/ (u't) <0, ou seja, u't € P\P'. Gerando uma contradigao.

2 = 1: Sejay € P, entao y~' ¢ Op. Observe que y~' ¢ Op/, pois caso contrario
y~! € Op. Logoy € P'.

2 = 3: Seja u € F tal que vp(u) = 0, ou seja,u,u™! € Op C Opr. Logo, vp:(u) = 0.

Seja t um parametro local de P, defina e = vp/(t), entdao e > 1. Seja x € F nédo nulo,
defina r := vp(x), entdo vp(xt™") = 0, e assim vp/ (xt™") = 0, dai: vp(z) —rvp/(t) =0 e
vpr(z) = evp(x).

3 = 2: Segue direto.

Portanto 1 & 2 < 3.

Veja ainda que Op C Opr = Op = FN Op:.

De fato, considere o subanel F' N Op: de F.

Claramente Op C F'NOpr, e como Op é maximal (Teorema entao Op = FNOp
ou F'= F N Op. Suponha que F' = F N Op:, ou seja, FF C Opr, e considere z € F'\Op:.

Como F’ ¢é algébrico sobre F', entao extistem c, ..., ¢, € F tais que:

2"y 12" =0
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Veja que por hipotese temos vp(nz) = nvp(z) < wp(z) < vp(e) + ivp(z) =
vpr(ciz),1=0,...,n— 1.

E, pela desigualdade triangular estrita:

vpr (2" + Cn12" o+ o) = min{vp (27), vpr(ch1 2" o+ o)} = vp () <0 #

'Up/(O)

Logo ndo vale 2™ + ¢,_12" ' + ... + ¢g = 0. Gerando uma contradicao. Portanto
Op =FNOp.
Falta, por fim, mostrar que P = P' N F.
Se x € P nao nulo, entao pelo item 3, x € P’; agora se x € P' N F, entdo, também
pelo item 3, x € P. Logo P=P' N F.
O

Nas mesmas condigoes da proposi¢ao anterior, seja P’'|P extensao de P e defina ¢ :
Op/P — Op:/ /P, onde p(z(P)) = x(P'). Entao, se x € Op ¢ tal que p(z(P)) = 0, temos,
pela Proposicao [2.1.4}

z(P)=¢x(P)=0=zceP =2 P NF=P=z(P)=0.
Logo ¢ é bem definida e injetora, e temos entdo um mergulho Op/P < Op//P’'. Ou
seja, podemos ver Op/P como subcorpo de Op: /P’

Defini¢ao 2.1.5. Sejam F’/K’ extensao algébrica de F'/K, e P’ € Pr uma extensao de
P e Pp.

1. O inteiro e(P'|P) = e, onde vp/(z) = evp(zx),Vz € F, é chamado de indice de
ramificacdo de P’ sobre P. Dizemos que P'|P é ramificada se e(P'|P) > 1, ¢ P'|P

¢ nao ramificada se e(P’'|P) = 1.

2. f(P'|P):= [Fp : Fp] é chamado de grau relativo de P’ sobre P.

Proposicao 2.1.6. Seja F'/K' extensao algébrica de F/K e seja P' € Pr uma extensdao
de P € Pr. Entao:
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1. f(P'|P) € finito se, e somente se, [F': F| € finito;

2. Se F" /K" é uma extensao algébrica de F'/K' e P" é uma extensio de P, entdo:

e(P"|P) = e(P"|P)e(P'|P)

f(P"|P) = f(P"[P")f(P'|P).

Demonstragao. 1. Pelo Lema[2.1.2) [F': F] é finito se, e somente se, [K’ : K] é finito.
Temos também que [F}, : K'] = deg(P’) ¢ finito e [Fp : K] = deg(P) ¢ finito, donte
temos que [Fp : Fp] < oo & [K': K| < [F': F]. De fato:

Diagrama 5.
Fp.
des(P1) | 707 (P)
K’ Fp
N /
" deg(P
(K 1\(] /g( )
K

Observe pelo diagrama acima que:

deg(P")

deg(P) [+ K] = deg(P)f(P'|P) = (P'|P) = q s

[K': K].

Assim temos:

[K': K| <oo= 00> [Fp: K'|[K': K| =[Fp : K| =[Fp : Fp][Fp : K|

= [F]la/ ZFP} < Q.

[Fp : Fp] <00 = 00> [Fp : Fp|[Fp: K| =[Fp : K| =[Fp : K'| [’ : K]

= [K': K] <
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2. Yz € F temos vp(x) = e(P'|P)vp(x) e Yy € F' temos vpr(y) = e(P"|Pvp (y),
logo Vx € F temos vpr(x) = e(P"|P")e(P'|P)vp(z), dai o resultado.

A propriedade f(P”|P) = f(P"|P")f(P'|P) segue direto da defini¢do de grau rela-

tivo:

f(P"|P) = [Fpu : Fpl = [Fpu : Fpi| [Fpi : Fpl = f(P"|[P')f(P'|P).

Proposicao 2.1.7. Seja F'/K' extensao algébrica de F/K.

1. Para cada lugar P’ € P, existe exatamente um lugar P € Pg tal que P'|P, a saber

P=PNF;

2. Todo lugar P € Pp tem pelo menos uma, mas somente uma quantidade finita, de

extensoes P’ € Ppr.

Demonstragao. Afirmamos inicialmente que existe z € F' nao nulo tal que vp/(z) # 0.
Suponha que a afirmagao seja falsa, entdao Vz € F* vp/(2) = 0. Escolha t € F’ tal que
vpr(t) > 0. Como F'/F & algébrica entao existe um polindmio nao nulo com coeficientes

em F, e que tem t como uma de sua raizes, ou seja:
"+ t" 1+ +cg=0,ondecy#Oec;, € F,Vi=0,...,n— 1.

Pelo que assumimos, vp/(c;) = 0,i =0,...,n — 1, entao:
Up/(tn) > UP/(Citi) > Up/(Cjtj),O S] <1 <n-—1.

E pela desigualdade triangular estrita, vp/(0) = vp (" + ¢, 18" ' + ...+ ¢y) = vpr(cy) = 0,
gerando uma contradicao.
1. Defina O :=Op NF e P:= P NF. Vejaque K C O.

Pela afirmagao anterior, 3z € F, tal que vp/(2) > 0, o que implica K C O, e além

disso, como vp(27) < 0, temos O C F.
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Agora veja que x € P se, e somente se, r7! ¢ O se, e somente se, x € P, onde P é o

lugar de O. Portanto, P = P (ideal maximal de O), logo P ¢ lugar de F/K e P'|P.
Suponha que P’|Py, entdo P, C P C O, e como P ¢é maximal, temos P, = P. Nos

dando a unicidade.

2. Seja P € Pp. Pela Proposigao|1.6.6, se n > 2¢, entao 3z € F\K onde (1), = nP,
ou seja, (x)g = nP e P & o unico zero de x. Assim, veja que se P’ € Pg, entdo

P'|P < vpi(x) > 0.
Como x tem finitos zeros em Pr/, concluimos o que desejavamos.
m

Defini¢ao 2.1.8. Seja F'/K’ extensao algébrica de F'//K. Para cada P € Pp, definimos

sua conorma com respeito a F’/F por:

Conpryp(P) ==Y _e(P'|P)P,

P'|P
onde a soma corre sobre todos os lugares P’ € Pr que estendem P. Podemos estender a

aplicagdo conorma a um homomorfismo de grupos de Div(F') para Div(F"):
Conpr/p(3_npP) := > npConp /p(P).

A conorma comporta-se bem em torres de corpos de fungoes F' C F' C F”. De fato,
pela Proposicao 2.1.6] item 2, temos e(P"|P) = e(P"|P')e(P'|P), assim VA € Div(F),

temos:
COHF///F(A) = COHF///F/(COHF//F(A)).

Proposicao 2.1.9. Seja F'/K' extensao algébrica de F/K. Para x € F, nao nulo,

sejam (2)§, (2)E, (2)7 e respectivamente (2)5, (2)E (x)"" os divisores de zeros, de pdlos

[o.op] o !

e principal de © em Div(F) e respectivamente Div(F"). Entao:
Conpp((2)f) = (2)5, Conpryp((2)5) = (@) e Conpyp((@)") = ().

Demonstragao. Pela defini¢ao de divisor principal de x segue que:
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(@) =Y pep,, vr(@)P' = Y pep, Yopp e(P'|P)vp(a) P =
ZP@P’F vp(z) ZP’|P e(P'|P)P' = ZPGIPF vp(x) Conpr/p(P) = COHF’/F(ZPeIP’F vp(z)P) =
COHF//F(([E)F).

/ !/
Fazendo o mesmo para (z){" e (z)L | obtemos o resultado.

]

Pela Proposigao [2.1.9, podemos definir o homomorfismo Cong//p : CI(F) — CI(F),
onde [D] — [CODF//F(D)}
De fato, tal homomorfismo esta bem definido, pois se A é B sao divisores de F' tais

que [A] = [B], entdao A = B + (z), para algum z de F nao nulo. Logo
COI’IF//F([A]) = [COI’IF//F(A)} = [COHF//F(B+ (I)F)} =

— |Conpr(B) + (2)""| = [Conprp(B)] = Conpyr([B]).

Veja ainda que enquanto Congr,p : Div(F) — Div(F") ¢ injetora, Conprp : CI(F) —

CI(F"), em geral, ndo é nem injetora e nem sobrejetora.

Lema 2.1.10. Sejam K'/K wuma extensao finita e x transcendente sobre K. FEntdo

[K'(z): K(z)] = [K": K.

Demonstra¢ao. Como [K': K] é finito, entdo podemos escrever K’ = K(«), onde a € K’
e a éraiz de p(T) € K [T], irredutivel e deg(p(T)) = [K': K|. Assim, K'(z) = K(x)(«),
o que implica [K'(z) : K(x)] < [K': K].

Para mostrar que [K'(z) : K(x)] > [K’ : K], basta mostrar que p(T) é irredutivel sobre
K(x).

Suponha falso, entao p(T) = f(T)g(T), onde f(T),g(T) € K(x)[T] e tém grau menor
que o grau de p(7T).

Como p(a) = 0, entdo sem perda de generalidade, podemos supor que g(a) = 0.

Podemos escrever:

g(T) =T+ co1 ()T ... + co(2)
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com ¢;(z) € K(x) e r < deg(p(T)). Assim " + ¢,_1(z)a" ... + co(z) = 0. E assim temos
g+ gr_1(z)a" " ..+ go(z) = 0, para certos g;(z) € K [z] e g;(z) =0 mod z para algum
1. Tomando entao z = 0, obtemos uma combinacao linear nao trivial identicamente nula
de poténcia de a com coeficientes em K de grau menor que o grau de p(7T), gerando uma

contradigao.

Teorema 2.1.11. (Igualdade Fundamental)

Sejam F' /K’ extensao finita de F/K, P € Pr e Py, ..., Py, € Pp todos os lugares que
estendem P. Sejam e; = e(P;|P) o indice de ramificacao e f; = f(P;|P) o grau relativo
de Pj|P. Entao:

m

Zeifi: [F/F]

i=1

Demonstragao. Seja x € F tal que P é o tunico zero de x (Proposigao e defina
r:=vp(z) > 0. Entdo pela Proposi¢ao [2.1.7, temos que os tnicos zeros de z em F'/K’
sao Py, ..., Py,. Agora veja que como F'/K’ é uma extensao finita de F'/ K, temos:
Diagrama 6.

Fl

K3

/N

K’ Fp

N

K
[Fp : K'|[K": K] = [F}, : Fp| [Fp : K]

Assim:

[F": K(z)] = [F: K'(2)] [K'(2) : K(2)] = (232, vp, (z) deg(P)) [K": K] =
> v (@) [Fp : K [K': K] =rdeg(P) 327 eif;

por conta do Teorema [1.4.11| e do Lema [2.1.10]

Por outro lado,

[F': K(z)] = [F': F][F: K(z)] = [F' : F]rdeg(P).
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Assim, das duas igualdades temos o resultado.

]

Definicao 2.1.12. Sejam F’'/K' uma extensao finita de F/K de grau [F': F| = n e
P e Pp.

1. P se decompobe completamente em F’/F' se existem exatamente n lugares distintos

P’ € Pp tais que P'|P;

2. P ¢ totalmente ramificado em F'/F se existe um lugar P’ € Pp com P'|P e

e(P'|P) = n.

Veja que P se decompbe completamente se, e somente se, e(P'|P) = f(P'|P) = 1,
para toda extensao P’|P. E, além disso P ser totalmente ramificando implica que existe

um unico P’ € Pp tal que P’ é uma extensao de P.

Corolario 2.1.13. Seja F'/K' uma extensao finita de F/K. Entao para cada divisor
A € Div(F), temos:

[F': F]

deg(Conpr/p(A)) = K K]

deg(A).
Demonstragao. Se A = P € P, entdo, pelo que observamos no Diagrama 5] temos:

f(P'|P) deg(P)

(P K] = R SR

portanto:

deg(Conp/p(P)) = deg(D>_pyp e(P'|[P)P) = 3 pyp e(P'|P) [Fp : K'| =

Gesll) 5 e(PIP)f(PP) = 1) deg(P).

Para o caso em que A é um divisor qualquer, basta escrever A = > npP, pois Cong/p(Y_ npP) =

> npCong p(P) e deg(d_npP) =) npdeg(P), e temos o resultado.
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2.2 Subanéis de corpos de funcoes

Defini¢ao 2.2.1. Um subanel de F'/K ¢ um anel R tal que K C R C F, e R ndo é um

Corpo.

Um exemplo de subanel de F'/K é o anel de valorizagao Op, para P € Pp.

Outro exemplo de subanel ¢ K [z1, ..., z,], onde z1, ..., ,, s@o elementos transcendentes
de F sobre K. De fato, se P é um lugar de F tal que vp(x;) > 0,i = 1,...,n, defina x := x;
e d := deg(P). Temos que 1,z(P),2*(P),...,2%(P) € Fp sdo linearmente dependentes
sobre K, e portanto existem ayg, ...,aq € K tais que ag + a1z(P) + ... + agzd(P) = 0,

d

ou seja, apg + a1 + ... + agxr® = z € P, e como x é transcendente, temos z # 0. Logo

vp(z7Y) < 0edai 27! ¢ K [zy,...,2,], pois K [z1, ..., 2,] C Op.
Definigao 2.2.2. Para () # S C Pp, considere o anel:

Og ={z € Fivp(z) > 0,¥P € S} = () Op,
Pes

a intersecao de todos os anéis de valorizacao Op, com P € S. Um anel R C F tal que

R = Og, para algum () # S C Pp, é chamado anel holomorfico de F/K.

O anel K [z] é um anel holomorfico do corpo de fungoes racionais K(z)/K. Pois,
K 1] = (. Or.

Lema 2.2.3. 1. Todo anel de valoriza¢ao Op € um anel holomdrfico, a saber Op = Oy,

com S = {P};
2. Todo anel holomdrfico Og € um subanel de F/K;

3. Para P € Pr e ) # S C Pp, temos Og C Op & P € S. Consequentemente,
Os=0r<S=T.

Demonstracao. 1. Trivial.

2. Basta mostrar que Og nao é um corpo.

Seja P, € S, pelo teorema da aproximagao forte 3z € F' nao nulo, tal que vp, () > 0

e vp(z) > 0,VP € S. Logo pela definigao de Og, temos que z € Og e x7! ¢ Og.
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3. Se P, € S, entao claramente Og C Op,.

Mostremos P ¢ S = Og € Op.

(a) Se SU{P} # Pp, entdo pelo teorema de aproximagao forte, existe z € F' (nao

nulo) tal que vp(z) < 0 e vg(z) > 0,VQ € S, ouseja z ¢ Op e z € Og.

(b) Se SU{P} = Pp, entao também pelo teorema da aproximagao forte, existe
z € F (n@o nulo) tal que para P, € S fixado, vp (z) > 0 e vg(z) > 0,VQ €
S\{P1}. Logo z ¢ K, assim z tem pelo menos um polo. Logo P é polo de z,

e portanto, z ¢ Op e z € Op

Se Os C O, entao, pela definicao de Op, temos Og C Op,VP € T'= P € § =
TCS.

Defini¢ao 2.2.4. Seja R um subanel de F'/K.

1. Um elemento z € F é dito ser integral sobre R se f(z) = 0 para algum polindmio
monico f(T) € R[T], isto é, se existem ayg, ..., a,_1 € R tais que 2" + a,_12""' +
...+ a1z4+ a9 = 0. Uma equacao deste tipo é chamada equacao integral para z sobre

R.

2. O conjunto icp(R) := {z € F'; z ¢ integral sobre R} ¢ chamado de o fecho integral
de R sobre F’;

3. Seja Fy C F o corpo de fragoes de R. O anel R é dito integralmente fechado se
icp, (R) = R, isto é, todo elemento z € F tal que z é integral sobre R, esta na

verdade em R.
Proposigao 2.2.5. Seja Og anel holomdrfico de F/K. Entao:

1. F € o corpo de fracoes de Og;

2. Og € integralmente fechado.
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Demonstracao. 1. Seja ¢ € F, nao nulo. Seja Fy € S, pelo teorema da aproxi-
magao forte existe z € F, nao nulo, onde vp,(z) = max{0,vp,(z71)} e vp(z) >

max {0,vp(z71)},VP € S.

De fato, se z € Og, entao vp(z~') < 0, para todo P € S, e pelo teorema da
aproximagao forte existe z € F, nao nulo, onde vp,(z) = max {0, vp,(z7')} e vp(z) >
0 > max {0,vp(z~1)},VP € S\{R}. Se z ¢ Og, entao existem Py, ..., P, € S tais
que vp(z) < 0,i = 1,...,t e vp(x) > 0, para P € S\{P,..., P;},e pelo teorema
da apriximacao forte existe z € F, nao nulo onde vp, (z) = max {0,vp (z71)},i =

0,1,....,t e vp(z) > 0> max{0,vp(z~ 1)} ,VP € S\{P, P, ..., P}
Logo z € Og.

Defina y := zz. Temos que y € Og, pois vp(y) = vp(z) +vp(x) > 0,VP € S e,

1

além disso x = yz~, onde y, z € Og, ou seja, x pertence ao corpo de fragoes de Og.

Logo F' esta contido no corpo de fragoes de Og, e portanto sao iguais.

2. Pelo item anterior, vimos que o corpo de fracoes de Og é todo o corpo F, e pela
defini¢ao de fecho algébrico temos que icp(Og) D Og. Seja agora u € F integral
sobre Og, considere a equacao integral para u sobre Og: U™ + ap_1u™ '+ ...+ aju +

ag = 0. Mostremos que vp(u) > 0,VP € S.

Suponha que existe P € S tal que vp(u) < 0. Como vp(a;) > 0,i = 0,...,n — 1,
temos vp(u™) < vp(a;u’) = vp(a;) + vp(u). Logo, pela desigualdade triangular
estrita, 0 > vp(u™) = vp(u™ + ap_1u™ ' + ... + aju+ag) = vp(0) = oo, gerando uma

contradigao.

Teorema 2.2.6. Seja R subanel de F/K e S(R) :={P € Pr; R C Op}. Entao:

2. O fecho integral de R em F € icp(R) = Og(ry. Em particular, icp(R) € subanel de
F/K integralmente fechado com corpo de fragoes F.

Demonstragao. 1. Como R é subanel, entao nao é corpo, existe um ideal proprio {0} #

I € R. Assim pelo Teorema|1.1.18, S(R) # 0.
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Seja x € R transcedente sobre K, como x tem pelo menos um polo ) € Pr, entao

z ¢ Og, e portanto R nao esta contido em Oy, o que implica @ ¢ S(R).

2. Como R C Ogry e Og(p) ¢ integralmente fechado e tem F' como corpo de fragoes,
pela Proposigao [2.2.5] temos Og(p) = icp(Og(r)) 2 icp(R).
Seja z € Og(ry, entdo z 'R [z7!] = R[z™!], pois caso contrario z~ 'R [z~!] seria um
ideal proprio de R[z7Y], e pelo Teorema [1.1.18] existiria Q € Pr onde 2z 'R [z7}] C
Q, R[z7'] C Og e 2! €Q. E, assim, terfamos @ € S(R) e z ¢ O, contrariando

zZ € OS(R)-
Como 1 € R[z7!] = 2z7'R[27!], existem ag, ...,as € R tais que 1 = 271 (327 a;27").

Multiplicando esta expressao por 2z°'!, concluimos que z € icp(R), e portanto
iCF(R) = OS(R)-
Por fim, pelo Lema [2.2.3| e pela Proposi¢ao [2.2.5, obtemos que F' é todo o corpo de

fragoes de icp(R) e que icp(R) é subanel de F'/K integralmente fechado.
[

Proposigao 2.2.7. Seja Og anel holomorfico se F//K. Entao existe uma correspondéncia
1-1 entre S e o conjunto de ideais mazimais de Og, dada por P — Mp := PNOg, (P € 5).

Mais ainda, a aplicagao ¢ : Og/Mp — Fp, onde x + P — x + P, € um isomorfismo.

Demonstracao. Seja P € S, considere o homomorfismo ¢ : Og — Fp,x — x + P. Como
Og C Op, entao ¢ estd bem definida. Temos também que ¢ é sobrejetora, de fato, seja
z+ P € Fp, pelo teorema da aproximagao forte, existe x € F' tal que vp(z — 2) > 0 e
vo(z) > 0,VQ € S\ {P}. Assim, z € Og. Além disso, como z + P =z + P.

Temos ainda que ker(¢) = P N Og, pois « € ker(phi) < z € Pex € Og. Logo ¢ é
um isomorfismo.

Fp é corpo, entao Mp é ideal maximal de Og.

Falta mostrar que a aplicacao P +— Mp ¢é bijetora.

Sejam P,() € S distintos, entao pelo teorema da aproximacao forte existe z € F tal
que z € Og, z € Pe z ¢ Q, ou seja, Mp # Mg. O que significa P — Mp injetora.

Mostremos, entao, a sobrejetividade.
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Seja M ideal maximal de Og, pelo Teorema [I.I.18] existe P € Pp tal que M C P

e Og C Op, e, pelo Lema temos P € S. Logo M C PNOg com P € S, e pela
maximalidade de M segue que M = PN Og.

]

Proposigao 2.2.8. Se S C Pr € um conjunto finito e nao vazio de lugares de F'/K, entdo

Og € um dominio de ideais principais.

Demonstracao. Sejam S = {Py,..., P} e {0} # I C Og um ideal de Og. Para cada
i=1,..,s, escolha x; € I tal que vp, (z;) =: n; < wvp (u),Vu € I.

Pelo teorema da aproximagao forte, para cada i = 1, ..., s, existe z; € F onde vp,(z;) =
0 e vp,(2;) > ny,i# j. Logo, 2 € Og,i =1, ..., .

Defina z := )", 22 € I.

Veja que vp, (7:2;) = vp,(2:) +vp,(2:) = ni e vp,(232:) = vp,(25) +vp,(21) > ny, e assim,
pela desigualdade triangular estrita temos que vp,(x) = n;.

Seja, agora, z € I, definay := z~'2. Observe que vp,(y) > 0, pois vp,(y) = vp,(z712) =
vp,(2)—n; > 0,i=1,...,s, ouseja, y € Og. Assim, como z = yx, temos I C 20g, e como

x € I, temos xOg = I. Logo, Og é dominio de ideais principais.

2.3 Bases integrais locais

Aqui, F//K éum corpo de fungdes com corpo de constantes K, e FF C F’ é um extensao

finita, com corpo de constantes K’ podendo ser maior do que K.

Proposigao 2.3.1. Seja R subanel de F/K integralmente fechado com corpo de fragées
F, ou seja, anel holomorfo de F/K. Para z € F', seja o(T) € F[T] seu polinémio

minimal sobre F. Entdo z € integral sobre R se, e somente se, p(T) € RI[T].

Demonstracao. (<): segue direto da definigdo de um elemento ser integral sobre um anel.
(=): z € F' ¢ integral sobre R, ou seja, existe f(7') € R[T] tal que f(z) = 0. Como
©(T) é minimal, entao existe Y(1) € F [T] tal que f(T') = p(T)y(T).
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Sejam F’ C F" extensao finita de F’ contendo todas as raizes de ¢(T') e R” = icpr(R)
o fecho integral de R em F”. Como todas as raizes de ¢(7T) estao em F”, elas també estao
em R".
Os coeficientes de ¢(T') sdo expressoes polinomiais de suas raizes, entdo p(7) € R" [T.
Mas ¢(T) € F[T] e FNR" = R, pois R ¢ integralmente fechado.
Assim, p(T) e FITINR"[T)=(FNR")[T]=R[T].
[l

Coroléario 2.3.2. Nas condigoes da proposicio anterior, sejam Trpp : F' — F a apli-

cagdo trago de F' para F e x € I integral sobre R. Entao Trp p(z) € R.

Proposicao 2.3.3. Seja M/L uma extensio finita separdvel, e considere {zy,..., 2}

*

uma base de M/L. Entao existem zj,...z: € M unicamente determinados tais que

Traryp(2:2]) = 045 (simbolo de Kronecker). O conjunto {27, ..., z;} € uma base de M/L e

¢ chamada base dual de {z,...,z,} com respeito ao trago.

Demonstracao. Considere o espago dual M de M sobre L, isto é, Méo espago de todas
as aplicacoes L—lineares de M em L. Entao dim M = n.

Podemos ver M como um M —espaco vetorial definindo, para z € M e \ € M , 2N € M
por zA(w) := A(zw),Yw € M. E assim concluimos que dim,; (M) = 1.

Como M/L ¢& separavel, entao Try;;, € nao nula e estd em M, logo VA € M, existe
z € M, tal que A = 2Try/. Considere entao as transformacoes lineares \; € M tais
que \j(z;) = 5. Podemos escrever \; = z5 Traryp. Logo Trayp(zizf) = 25 Tragyp(2i) =
Aj(zi) = 645

*

Como Ay, ..., A\, sao linearmente independentes, o mesmo vale para 27, ..., 2}, ou seja,

cey RFny

também constituem uma base de M/L.

[]

Teorema 2.3.4. Sejam R subanel integralmente fechado de F/K com corpo de fragées

F, e F'/F extensao finita separdvel de grau n. Considere R’ = icg:(R) o fecho integral

de R em F'. Entao:
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1. Para toda base {x1,...,x,} de F'/F, existem elementos a; € R\{0},i = 1,...,n,

tais que ayxy,...,a,x, € R'. Consequentemente, existe bases de F'/F contidas em

R’;

2. Se{z1,...,zn} C R é uma base de F'/F e {z],...,z5} € sua base dual com respeito

cey Ay

ao traco, entao:

zn:Rzi CR C zn:Rz:;
i—1 i—1

3. Se R € dominio de ideais principais, entdo existe uma base {uy, ...,u,} de F'/F tal

que:
R =) Ru,
i=1
Demonstracao. 1. Seja x € F’', com F'/F ¢é algébrica e F' é o corpo de fragoes de R,

entao existem a;,b; € R, com a; # 0,7 =0,...,r — 1, onde:
r br—1 r—1 b_l b_O —
x —1——(1#13: +...+alx+ao— .
. -1 . . ~ .
Definindo a := []}_, a; e multiplicando a equagao acima por a”, obtemos:

(ax)" + ¢,_1(ax) " + ... + c1(ax) + co = 0,

onde ¢; € R,i =0,..,7. Ou seja, ax € R'.

Isso significa que Vo € F” existe a € R\ {0} tal que ax ¢é integral sobre R.

. Sejam {z1,...,2,} € R basede F'/F e {z], ...,z } base dual induzida pela primeira.

Entao Vz € F', existem e; € F,i = 1,...,n, tais que z = e12] + ... + e,2.

Se z € R, entdao zz; € R/, e assim, pelo Corolario m, Trpr/p(22;) € R. Além
disso, pela Proposicao m Trp p(zz;) = Y i e Trrp(2fz;) = €j, logo e; €
R,j =1,..,n. Portanto, R C Y " | Rzf. Por fim, como {z1,...,2,} C R/, temos:
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i=1 =1

3. Pelos itens anteriores, existe {wi,...,w,} base de F'/F tal que R' C Y " | Ruwj.

Entao, para 1 < k < n, defina:

k
R, :=R'nN E Rw;.
i=1
Vamos construir, recursivamente, uq,...,u, tais que Ry = > ', Ru;, através do

principio de inducao finita sobre k.

Para k = 1, considere o conjunto I := {a € F;aw; € R'}. I; é um ideal de R, e

portanto é da forma I; = a; R, pois supomos que R é dominio de ideais principais.
Definindo u; := ajw;, como R; = R' N Rwy, temos R; = Ru,.

Suponha agora pela hipotese de inducao que para k > 2, encontramos uyq, ..., Ug_1

tais que Rj_1 = Zf;ll Ru,;.

Seja I, = {a € F;3by,...,b_1 € R tais que (Zf;ll byw;) + awy, € R/}. I}, € um ideal
de R, e como antes é da forma apR. Seja u,, € R tal que up, = cwi+...+cp_1wp_1+

apWi.
k
Mostremos que Ry = .| Ru;.

Seja w € Ry, entao w € R e existem dy, ..., d, € R tais que w = dywy + ... + dpwy,

logo dy € I, = dj, = axd, para algum d € R.

Assim, dywy = dagwy, = d(up—crw; —...—cp_1wi_1) = w—duy € (Zf;ll Rw;)NR' =
Ri_1 = Z;:ll Ru;. Por fim, fazendo k = n e tendo que {uy,...,u,} é um conjunto
linearmente independente, pois pelo primeiro item deste teorema, R contém uma
base de F'/F e o corpo de fragoes de R é todo o corpo F, temos o resultado.

]

Corolario 2.3.5. Sejam F'/F extensao finita separdvel do corpo de funcgoes F/K e P €
Pr. Entao o fecho integral O de Op em F' € dado por:
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b=1)Or.

PP

FEziste uma base {uy,...,u,} de F'/F tal que:

i=1

Esse tipo de base {uy,...,u,} € chamada uma base integral de O sobre Op (ou base

integral local de F'/F para o lugar P).

Demonstragao. Pelo Teorema [2.2.6] item 2, temos:

» = icr(Op) = Os(0p) = Npresop) O

onde S(Op) = {Pl € Pr;Op C Op/} = {Pl S ]P)F/;P/’P}.
Portanto, Op = (p/p Op.
E, pelo Teorema item 3, existe base {uy,...,u,} de F'/F tal que:

n
/
=1

Isso acontece porque, pelo Teorema [1.1.6] Op é um dominio de ideais principais.
m

Teorema 2.3.6. Sejam F/K corpo de fungoes e F'/F extensdao finita separdvel. Entdo

cada base {z1, ..., z,} de F'/F é uma base integral para quase todos os lugares P € Pp.

Demonstragao. Seja {z1, ..., z,} base de F'/F, considere a base dual {z7, ..., 2} referente
a aplicagao traco.

Os polindémios minimais de 21, ..., 2y, 27, ..., 2, sobre F' envolvem apenas uma quanti-
dade finita de coeficientes. Sejam S C Pr o conjunto de todos os polos destes coeficientes,
P ¢ S um lugar e z € {21, ..., 2, 27, ..., 2 }. Entdo z € O = icg(Op), pois P nao é polo
de nenhum coeficiente do polinémio minimal de z, e assim, tais coeficientes estao em Op.

Logo, as duas bases estao contidas em O’.
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Portanto, pelo teorema anterior, temos > Opz; C Op C > Opzf C Op C > Opz,
pois {21, ..., z,} € base dual de {z],...,z;}. Ou seja, > Opz; = O,. Logo {z1,...,2,} &
base integral de O sobre Op,VP ¢ S.

Para os proximos resultados, tomemos:

F := Fp é o corpo das classes residuais modulo P;

@ := a(P) € F ¢ a classe residual de a € Op;

Se (T) = Y. ¢T% é um polindmio com coeficientes em Op, definimos (1) :=

SeTt € FIT).

Teorema 2.3.7. (Kummer)

Suponha F' = F(y), onde y € integral sobre Op, e considere p(T) € Op [T o polinémio
mainimal de y sobre F'.

Seja B(T) = [I;—, %(T)% a decomposicio de p(T) em fatores irredutiveis sobre F.
Escolha polinémios monicos @;(T) € Op [T] com @;(T) = ~(T) e deg@;(T) = deg:(T).

Entao para 1 <1 < r, existem lugares P; € Pp satisfazendo:
PP, ¢i(y) € P e f(B|P) > degi(T).

Além disso, P; # P para i # j.

Supondo adicionalmente que pelo menos uma das hipdteses abairo € satisfeita:

(X, =1i=1,...r;

(%) {1,y,...,y" "'} € base integral em P.

Entao existe, para 1 < i < r, exatamente um lugar P; € Pr com B|P e ¢;(y) € P;.

Os lugares Py, ..., P, sdo todos os lugares de F' que estendem P, e temos:
COHF//F(P) = Zgipi,
i=1

isto €, ; = e(P,|P). O corpo de classes residuais Fy, = Op,/P; € isomorfo a F [T /(v(T)),
portanto f(FP;|P) = deg~;(T).
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Demonstragio. Defina F; = F [T /(v(T)). Como ~; é irredutivel, entdo F; é extensdo de
F com grau [F; : F| = deg (7).

Considere o anel Op [y] = Z;:é Opy’, onde n = deg p(T) = [F" : F].

Existem homomorfismo de anéis: p : Op[T] — Oply|, onde > ¢;T7 — > ¢y, e
7 : Op[T) = Fj, onde 3" ¢;T7 — > &T7 mod ~;(T).

Temos ker(p) = (¢(T)) e ker(p) C ker(m;). De fato, seja p(T) € (¢(T)), entao
existe A(T) € Oppry tal que p(T) = AT)g(T), assim p(p(T)) = pAT)p(e(T)) =
pAT))p(y) = 0, logo (p(T)) < ker(p). Agora, se p(T') & ker(p), entdo p(y) = 0, o
que implica ¢(T") divide p(T'), e assim p(T') € (p(T)), e temos ker(p) C (p(T)). Veja
ainda que se p(T') € ker(p), entao p(T') = N(T)p(T), para algum \(T') € Op [T], e assim
mi(p(T)) = mi(MT))mi(p(T)) = mi(MT))p(T) mod 7i(T), ou seja, ker(p) S ker(m;).

Assim, defina o, : Op [y] — F;, tal que Z?;& iyl Z?;& ;77 mod ~;(T). Entao o; é

um epimorfismo e w; = g; o p.

Diagrama 7.

s

Orp [y]
Temos ainda kero; = P - Op ly] + ¢i(y) - Op [y], € kero; é um ideal proprio do anel
Oplyl C F'.
De fato, seja z € P-Op [y]+¢i(y) - Op [y], entao existe p € P, ag, ..., an_1,b0, .., by_1 €

Op tais que:
z=plag+ ay + ... + an,lynfl) + wi(y)(bo + by + ... + bn,lynfl)

= 04(2) = ai(plag + ary + ... + an_1y™ ) + ©i(y) (bo + bry + ... + bp_1y™ )

n—1

= 0:(p)(Y @) mod,(T) =0,

§=0

ou seja, P - Op [y] + ¢i(y) - Op [y] C ker(o;).
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Agora a inclusao contréria:

Seja z € ker(o;) € Op [y]. Podemos escrever:
z=co+ay+ ..ty

assim

0i(2) = (@ + &l + ... + G ™ ) mod 4 (T) =0,

ou seja, existe ¥(T') € Op [T] tal que:
Got+al + ..+ 0" = 3(T)Y(T) = Gi(T)y(T)

>g+al + ..+ eaI™ ™ —g(T)Y(T) = 0.

Logo:
co+ T+ ...+ o T — i(T)(T) € POp [T]

=co+ T+ ...+ cu T € POp[T] + i(T)Op [T
=z € P-Oply]+wi(y) - Oplyl,

e portanto temos a igualdade dos conjuntos.

Temos que ker(o;) é um ideal proprio de Op [y], pois m; # 0 = o; # 0 = ker(o;) C

Op [y]. Além disso, veja que ¢;(y) € ker(o;), o que implica {0} C ker(o;).

Logo, pelo Teorema [1.1.18 existe P; € Ppr de forma que kero; C P, e Op [y] C Op..
E assim temos, ¢;(y) € P; e P;|P.

>~

Como o; ¢ epimorfismo entao Op [y] / ker o; = F; (e portanto ker(o;) ¢ ideal maximal)
e como kero; € P, e Oply] C Op, temos Op,/P; O Opy| / kero;, e entdao f(FP;|P) =
[Fp, « Fp] > [Fy: F] = deg (7).

Se i # j, entdo os polinémios v;(T) e 7;(T) sido relativamente primos em F [T], o que

implica que existem polindémios \;(7), \;(T") € Op [T] tais que:

L= X(T)%(T) + M(T);(T)
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= G(T)A + 5 (T)N(T) —1=0
= pi(T)N(T) + ¢;(T)N(T) — 1 € POp [T
= @i(y)Aiy) +»;(y)Ai(y) —1 € POpy]
= 1€ P-Oplyl+ ¢i(y)Op [y] + ¢;(y)Or [y] = ker o; + ker o,

Logo, existem z; em P; tal que 1 — z; € P;.
Portanto, se P; = P}, terfamos 1 € P;, gerando uma contradicao ao fato de P; ser um
ideal proprio. Logo, P; # P;,i # j.

Suponhamos agora a hipotese adicional (x), ou seja:

?(T) = Z %i(T).

Entao, pela igualdade fundamental, podemos concluir que:
L Y2 f(BIP) =321 e(BIP) f(P|P) = e(B|P) = 1;
2. Y degi(T) =320, (B P) edegoi(T) < f(Ri|P),Vi = degpi(T) = f(Fi|P),Vi;

3. 2 i1 e(BP)f(Bi|P) = 32 pip e(P'|P)f(P'|P) = Py, ..., P, sdo todos os lugares de
F'" que estendem P.

Assumiremos agora (xx). Como antes, sejam P; € P tais que P;|P e ¢;(y) € P;.

Mostremos que P, ..., P, sao as tnicas extensoes de P em F’.

Temos 0 = ¢(y) = [[;; vi(y)¥ mod P - Op [y], logo [, vi(y)* € P-Op[y].

Como y ¢ integral sobre Op = y € Op = (1ppOp = Oply] C Op,VP'|P =
[Tiey wi(y)™ € P,YP'|P.

Seja P'|P.

Como P’ é ideal primo, entao ¢;(y) € P, para algum 1 < i < r. E temos kero; =
P-Opyl+¢i(y)Op [y] € P'NOp ly], e pela maximalidade do nucleo, temos P - Op [y] +
©i(y)Op ly] = P'N Op. [y].

Além disso, como ker o; C P, = P-Op [y|+¢i(y)Op [y] C P,NOp [y|, temos novamente
pela maximalidade P - Op [y] + vi(y)Op [y] = P,NOp[y], e dai P, N Op[y] = P'NOp [y].
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Pela hipotese adicional, {1,v,...,y" '} ¢é base integral de O} sobre Op = O)p =
Op [y] = N;—, Op, (Corolario[2.3.5)). Logo pela Proposicao[2.2.7, existe uma correspondén-

cia 1-1 entre os lugares P’'|P e os ideais maximais de Op [y], e assim P’ = P,.

Portanto P, ..., P, sdo as unicas extensoes de P em F’.

Pelo teorema da aproximagao existem ¢; € F',i = 1,...,r, tais que vp,(t;) = 1 e
vp, () = 0,7 # j.

Seja t € F um parametro local P.

Como t; € Op[y|N P, = P - Op [yl + ¢i(y)Op [y] = tOp [y] + ¢i(y)Op [y] i = 1, ...,

podemos escrever cada t; como:

ti = oi(y)ai(y) + thi(y),

onde a;(y), bi(y) € Op [y].
Logo:

s T

Htf" = [ (wiw)ai(y) + thi(y))* = aly) [ i(v)™ + tb(y),

=1 i=1
onde a(y),b(y) € Op [y].

Usando agora o fato que [[;_; ¢:(y)* = ¢(y) mod tOp [y], temos ['_, vi(y)¥ € tOp [y],
ou seja, [[;_; wi(y)™ = tu(y), onde u(y) € Op [y].

Assim ¢; = vp, ([, t5*) = vp,(a(y)tu(y) + tb(y)) > vp,(t) = e(F;|P).

Falta mostrar que f(P;|P) = deg~;(T).

Ja vimos que:
L [F;: F] = degvi(T);
2. kero; = P,NOp [y].

Pela Proposicao 2.2.7] temos entao:

Op [y] ~ Op,

3

P,NnOpy| P,
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Logo:

deg(3(T)) = [Fr: F) = [OP Y] T] _ {0_

o) B :F] — f(P|P).

E assim concluimos deg~;(T) = f(P;|P). Além disso, pela igualdade fundamental,
e(BP|P) =¢;.

2.4 O cotraco de diferenciais de Weil e a férmula do

género de Hurwitz

Aqui F/K é um corpo de fungdes, F’/F extensao separavel finita e K’ corpo de
constantes de F”.

Como F'/F é finita, entdo K'/K ¢é finita e portanto K'/K ¢é separavel.

Queremos associar a cada diferencial de Weil de F// K um diferencial de Weil de F'/ K.
O resultado serd uma férmula para o género de F’, a formula do género de Hurwitz.

Como F'/F & separavel, entao Trp//p ndo é identicamente nula.

Definigao 2.4.1. Para P € P seja O = icg(Op) o fecho intgral de Op em F’. Entao
o conjunto:

CP = {Z € F/;TrF//F(ZO})) g Op}
¢ chamado de moédulo complementar sobre Op.

Proposigao 2.4.2. Com a notacao da defini¢ao anterior, vale:

1. Cp € um Op—mddulo e Op C Cp;

2. Se {z1,...,z,} € uma base integral de O sobre Op, entao Cp = > | Opzf, onde

{25, ..., 2%} € a base dual de {z,...,z,};

3. Eziste t € F' (dependendo de P) tal que Cp = tOp. Além disso, vp/(t) < 0,VP'|P,
e, V' € F', temos: Cp =t'Op < vp/(t') = vp/(t),VP'|P;
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4. Cp = O para quase todo P € Pp.

Demonstragao. 1. Sejaz € Cpea, f € Op, entdo Trp p(2af) = Trpp(za) Trep(f) €
Op. Portanto Cp é um Op—mobdulo. Além disso, pelo Corolario segue que

0/, C Cp.

2. Seja {z1, ..., z,} base integral de O sobre Op, considere sua base dual {z],..., 2"},
e z € Cp. Logo existem x4, ..., z, € F' tais que z = Y 2,2 e Trp//p(22;) € Op,1 <
Jj<n.

Veja ainda que Trpp(2z;) = x;. Portanto z; € Op e z € Y Opz;, ou seja,
Cp C > Opz}.

Seja z € Y. Opzf eu € Op, entdo z = Y ;2] e u = Y y;2;, onde z;,y; € Op. E

N

assim temos Trp/p(2u) = >, s xiy; Trpyp(2f25) = - wiyi € Op. Logo - Opz}
Cp.

3. Do item 2, Cp = > Opu;, para alguma base {uy,...,u,} de F’/F apropriada.
Seja x € F tal que vp(z) > —vp(w;),VP'|P e i = 1,...,n. Assim, vp(zu;) >
0,YP'|Pei=1,..,n. Como Op C Ofp, entao x-Cp C O, e, pelo item 1, Cp é um
O’p—modulo, logo - Cp é um ideal de O’.

Pela Proposi¢ao , O’ ¢ um dominio de ideais principais, o que implica z - Cp =
yO’s, para algum y € Ob.

Definindo t = 27!y, temos Cp = tO%. E, por O C Cp, temos vp(t) < 0,VP'|P.
De fato, 1 = tz, para algum z € O, e assim vp/(t) = —vp(2) < 0,VP'|P.

Por fim, se t' € F’:
tOp =t'0p &t~ 17!t € Op & vp(tt"™") = 0,VP'|P
& vpi(t) = vp(t'), VP'|P.

4. Seja {z1,...,z,} base de F'/F. Entao {z1,...,2,} € base integral para quase todo
P € Ppe{zf, ..., 2} é base integral para quase P € P, pelo Teorema [2.3.6, Logo,

pelo item 2, O% = Cp, para quase todo P € Pp.
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]

Definigao 2.4.3. Considere um lugar P € P e o fecho integral O% de Op em F’. Seja
Cp = tO% o médulo complementar sobre Op. Entdo definimos para P'|P o expoente da
diferente de P’ sobre P por d(P'|P) = —vp/(t).

Pela Proposicao 2.4.2] d(P'|P) esta bem definido e d(P'|P) > 0. Além disso, como
Cp = O para quase todo P € Pp, entdo t = 1, para quase todo P € Pp, ou seja,
d(P'|P) = 0 para quase todo P € Pr e P'|P.

Portanto, podemos definir o divisor:

Diff (F'/F) :== Y Y d(P'|P)P

PEPp P!|P

Este divisor é chamado o divisor da diferente de F’/F.

Observe que Diff (F'/F') ¢ divisor de F’ onde Diff (F'/F) > 0

Observagao 2.4.4. Outra caracteristica importante do médulo complementar é que Vz €
F'
2z €Cp & vp(z) > —d(P'|P),VP'|P

(isso segue do teorema da aproximagao).

Seja z € Cp, entao z € tO, ou seja, existe o € O tal que z = ta. Assim, para todo
P’ € Pp tal que P'|P, vp(2) = vpi(t) + vpr(a), e temos vpi(z) = vp(a) — d(P'|P) >
—d(P'|P).

Agora, seja z € F' tal que vp/(z) > —d(P'|P),YP'|P, entao vp/(z) + d(P'|P) >
0,VP'|P (podemos supor que z # 0, pois, caso contrario, segue trivialmente). Pelo
teorema da aproximagao forte, existe & € F’ (ndo nulo) onde vp/ (o) = vp:(2) +d(P'|P) >
0,VP'|P. Logo a € O% e vp(tar) = vpi(2), 0 que implica taw = kz, onde k é invertivel em

O, e por fim z = ak~'t € tO} = Cp.

Definigao 2.4.5. Seja Ap/p = {a € Ap;ap = ag sempre que P'NF = Q' N F}.

Tal conjunto é um F’'—subespaco de Ap.
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Observemos que como Trp//p @ F' — F é F—linear, podemos extendé-la a uma apli-

cacdo F'—linear (també denotada por Trp/r) de Ap//p a Ap definida por:
(TI‘F//F((){))]D = TI‘F//F(O[p/)’

para o € Ap/p, onde P’ é um lugar de F’ estendendo P.

Como apr € Opr, para quase todo P’ € Pp/, entdo Trp/p(apr) € Op para quase todo
P € Pp (Corolario 2.3.2)), assim Trp/r(a) € Ap.
Veja ainda que o traco do adele principal z € F' é o adele principal de Trp/p(2). E,

se A" € Div(F’), definimos:
.AF//F(A,) = .AF/(A/) N AFI/F.

Teorema 2.4.6. Na situag¢ao acima, para todo diferencial de Weil w € Qp existe um

unico diferencial de Weil w' € Qg tal que:
TI'K//K(W/<OC)) = (AJ(TFF//F(Oé)),

Vo€ Apryp. Este diferencial de Weil € chamado cotrago de w em F'/F, e é denotado por

Cotrp p(w). Sew # 0 e (w) € Div(F) € o divisor candnico de w, entao:
(COtl"F//F<W)) = ConF//F((w)) + DIH(F//F)

Para demonstrar o teorema, precisamos de dois lemas:
Lema 2.4.7. Para cada C" € Div(F"), temos Ap = Aprjp + Ap (C').

Demonstracao. Seja o = (ap)pr € Ap. Para cada P € Pp, existe xp € F’ tal que
vp/(apr —xp) > —vp/(C'),VP'|P (teorema da aproximagao).

Defina 3 = (fp/)pr com fpr := xp, VP'|P. Logo € Apyp e o — 3 € Ap/(C'). Como
a = 6+ (a— f), segue o resultado.
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Lema 2.4.8. Sejam M/L extensdo finita separdvel de corpos, V um espago vetorial sobre
M ep:V — L uma aplicagio L—linear. Entao existe uma unica aplicacao M —linear

w Vo= M tal que Tryypop’ = p.

Demonstracio. Considere M := {\: M — L;\ é L—linear} um espago vetorial sobre M
definindo (2A)(w) = A(zw), A € M e z,w € M, entdo dimy (M) = 1, logo se A € M,
existe um tnico z € M tal que A = 2 Try/ .

Para fixado v € V, defina A\, : M — L, onde \,(a) = p(av),Ya € M. E, como antes,
existe um tnico z, € M tal que A\, = 2z, Trpz/z.

Definindo ¢/ : V' — M, dada por p/'(v) = z,, temos p(av) = Trayp(ap’(v)), Vo €
V.Ya € M, e / € M—linear.

Fazendo a = 1, temos p(v) = Tra (1 (v)), Vo € V. Ou seja, Trag/pop’ = p (%).

Para a unicidade, suponha p*, diferente de p’, satisfazendo também (*). Entao p/ — p*
¢ M —linear nao nula. Mas por (%) temos Trys/p o(p' — p*) = 0 = Trp = 0, absurdo,

pois M /L é separével finita.

Demonstragao. (do Teorema

Primeiro mostremos que existe um diferencial de Weil w’ € Qg tal que Trgr/x (w'(a)) =
w(Trp (), Vo € App.

Se w = 0, basta tomar w’ := 0.

Podemos agora tomar w nao nulo.

Defina W' := Congrp((w)) + Diff(F'/F). A construcao de w' serd dada em 3 passos:

1. A aplicagao K—linear w; : Apr/p — K, dada por w; = w o Trp/p tem as seguintes
propriedades:
(a) wi(a) =0,Ya € Apyp(W') + F';
(b) Se B’ € Div(F’) é um divisor com onde nao vale B’ < W’ entao existe um

adele 8 € Ap/p(B') com w;(B) # 0.

Demonstragao. (a) Seja z € F', entao Trp p(z) € F, logo wi(z) = 0, pois w se

anula em F'.
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Seja, agora, a € Ap p(W’). Observe que se VP € Pp e P'|P tivermos
vp(Trpp(ap)) > —vp(w), entdo, pela definicao do divisor canonico (w),

wi(a) = 0.

Assim, seja P € Pp, seja © € F tal que vp(x) = vp(w), entao:
vp(zapr) > e(P'|P)vp(w) — vp (W') = —d(P'| P),

e, pela observacao 2.4.4, zap € Cp. O que significa Trp p(zap) € Op, e

assim temos o resultado.

Seja B' € Div(F") tal que existe P* € Pp tal que vp+(B’) > vp«(W'), entao
existe Py € Pp tal que P*| P e vp-(Conpr/p((w)) — B') < —d(P*|P).
Considere O}, o fecho integral e Cp, 0 médulo complementar de Op, em F’, e

defina o conjunto:
J = {z € F;up-(z) > vp-(Conpp((w)) — B'),VP*| Ry }.

Pela teorema da aproximacao, existe u € J tal que vp+(2) = vp«(Conpr/p((w))—
B'),YP*|Fy. E, pela observacao 2.4.4, u ¢ Cp,, ou seja, J nao esta contido em

Cp,- Observe que J - Op, C J, e assim Trp/p(J) nao esta contido em Op,.

Seja t um parametro local de P, e seja:

"= max {[vp(Conpyp((w)) = B)|} .

Temos t"J C Op,, e consequentemente " Trp//p(J) € Op, é um ideal de Op,.
Assim existe um inteiro s > 0 tal que t" Trp//p(J) = t°Op,, e assim obtemos
Trpp(J) = t"Op,, e como Trp p(J) nao esta contido em Op,, resulta m <
—1.

Pela Proposigao [1.7.2] item 1, temos vp(w) = max{r € Z;wp(z) = 0,Vz €
F com vp(x) > —r}. Entdo tomando x € F tal que vp,(x) = —vp,(w) — 1,
faz sentido escolher z de forma que wp (z) # 0. Tomando y € F tal que
vp, (y) = vp,(w), temos vp, (zy) = —1 = zy € t7'0p, = Jz € J tal que

Trpp(z) = xy, pois t 10p, C Trpp(J).
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Defina agora o adele 3 € Ap/)p onde Bpr = 0 se P’ nao ¢ extensao de I e
Bp =y 'z se P'|Py. Temos € Ap/p(B’). Por fim, veja que wi(3) # 0, isto
¢, existe 8 € Ap p(B’) tal que wi(B) # 0.

2. Defina wy : Apr — K como segue:

Para cada a € Apr, existem € Ap/p ey € Ap(W') tal que o = 8+ v (Lema
2.4.7). Defina wy(a) := wy(p).

Temos que wy é uma aplicacao K —linear e satisfaz:
(a) we(a) =0,Yao € A (W') + F;
(b) Se B’ € Div(F") é tal que B' < W' nao vale, entao existe 8 € A (B’) tal que

wa(B) # 0.

Demonstracao. (a) Seja o € Ap/(W') 4+ F', entao

a= p + f = 5 + 0+ f)
—~ =~ =~ ~———
EAp (W) EF €Am(W')  €Ap p(W)+F'CApi /o

(b) Seja B’ Div(F") tal que nao vale B’ < W’  entao pelo item (b) do passo 1,
existe B € Ap/p(B’) tal que wi(B) # 0. Como Ap/p(B') C Ap(B’), entdo
ws(B) = wi(B) # 0.

Temos que wy é K—linear e se anula em A (W') + F’, mas como wy : Ap — K

temos que se K C K', entdo wy ndo ¢ um diferencial de Weil de F'/K’.

O

. Temos wy : A — K, é K—linear, e Ap é K'—espaco vetorial. Logo, pelo Lema

R.4.8 existe uma tnica ' : A — K’ aplicacdo K'—linear tal que Trg g ow' =
wy, e pela forma que w; e w, foram definidas, temos que se a € Ap/p, entao
Trg k(W) = we(a) = wi(a) = w(Trp/p(a)).

Além disso:
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(a) w'(a) =0,YVa € Ap(W') + F';
(b) Se B" € Div(F") é tal que B’ < W' nao vale, entao existe 5 € A (B') tal que
W(B) £0.

Demonstra¢ao. (a) Como w’ é K'—linear, entdo a imagem de Ap(W') 4+ F' por
w' é {0} ou K'. Caso w'(Ap(W')+ F') = K', como Trg//x € nao nula, entao
existe & € Ap(W') + F' tal que 0 # Trg//x(w(e)) = wa(a), contrariando o

item (a) do passo 2.
(b) Pelo item (b) do passo 2, existe f € Ap(B’) tal que wy(B) # 0, entdo
Trieie(()) # 0 = w'(8) £0.

Falta mostrar que (') = W’.

Seja A € M(w'), veja que se nao tivemos A < W', entao existe a € A (A) tal que
W) #0= A ¢ M(W), ou seja, VA € M(w') entao A < W’. Portanto, (') = W' =
Congr/p((w)) + Diff (F'/F).

Por fim, a unicidade de w': suponha w* € Qp tal que Trg/ /g (wW* (@) = w(Trpp(a)), Va €
Apip.

Defina 7 := w* — ', entao Trg//k(n(a)) = 0,V € Aprjp. Além disso, como 1 € Qpr,
existe C' € Div(F”) tal que i anula A (C') + F”, logo, pelo Lema [2.4.7, Trg/ /i on = 0 =
n = 0, portanto w’ = w*.

Notagao: w' = Cotrpr/p(w).

Teorema 2.4.9. (Formula do género de Hurwitz)
Sejam F/K um corpo de fungoes algébricas de género g e F'/F uma extensdo finita

separdvel, com K' o corpo de constantes de F' e g’ € o género de F'/K'. Entao:

[F' . F]
[K': K]

29/ — 2 = (29 — 2) + deg(Diff(F'/F)).

Demonstragao. Seja0 # w € Qp. Pelo Teorema|2.4.6| temos: (Cotrp//p(w)) = Conpr/p((w))+
Diff(F'/F).



82 Extensoes de corpos de funcoes algébricas

Como o género de F/K é g e o de F'/K' é ¢, entao deg(Cotrp /p(w)) = 2¢' — 2, o
que implica 2¢' — 2 = deg(Cotrp/p(w)) = deg(Cong/p((w))) + deg(Diff(F'/F)). Pelo
Corolério [2.1.13] temos:

[F': F]
[K'": K]

29 — 2= deg((w)) + deg(Diff(F'/F)),

e assim temos o resultado.

2.5 A diferente

Aqui F'/F é extensao algébrica finita separavel, onde F'/K e F'/K’ sao corpos de
funcgoes algébricas com corpo de constantes K e K', respectivamente, onde K é perfeito.
Estudaremos como o indice de ramificacao e(P|P) e o expoente da diferente d(P’|P)

se relacionam.

Teorema 2.5.1. (Teorema da diferente de Dedekind)
Para toda P'|P, temos:

1. d(P'|P) > e(P'|P) — 1;

2. d(P'|P) = e(P'|P) — 1 se, e somente se, e(P'|P) nao € divisivel por char K. Em
particular, se char K =0, e(P'|P) — 1 = d(P'|P).

Para demonstrar o item 1 do teorema precisamos do seguinte lema:

Lema 2.5.2. Sejam F*/F uma extensao algébrica de corpos de fungoes algébricas, P €
Pr e P* lugar de F* extensao de P. Considere um automorfismo o de F*/F. Entdo

o(P*) :={o(z);z € P*} € um lugar de F* e:
1. wop) (y) = vp-(07 (), Vy € F*;
2. o(P*)|P;

3. e(a(P7)|P) = e(P'|P) e f(a(P)|P) = f(P'|P).
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Demonstracao. Seja o automorfismo. Como Op« é anel de valorizagao de P*, entao
0(Op«) também o é, e o(P*) é ideal maximal de o(Op«). Assim, o(P*) é lugar de F*,
com anel de valorizacdo Oy(p+) = 0(Op-). Além disso, se t* for um parametro local de
P*, entao o(t*) sera parametro local de o(P*).

De fato, como Op« C F* entao o(Op«) C F*, e como K* C Ops+, entdao o(Op~) contém
uma copia isomorfa de K*.

Seja z € F*, entao existe y € F* tal que z = o(y). Se y € Op~, entao z € a(Op+), €
sey & Ops, entdo 27! = o(y™ ') € a(Op).

Temos também que como P* é um ideal maximal de Op~, entdo o(P*) é um ideal
maximal de o(Op-).

Além disso, se t* é um parametro local de P*, entao t*Op« = P*, e temos o(P*) =

o(t*Op+) = o(t*)o(Op+), ou seja, o(t*) é um parametro local de o(P*).

1. Mostremos que vy(p+)(y) = vp-(07(y)),Vy € F*.

Se y = 0, o resultado segue trivialmente. Entao seja y € F* nao nulo, logo existe
z € F* nao nulo, onde y = o(z). Escrevendo z = (t*)"u, onde u é uma unidade
de Op+; e assim temos que podemos escrever y = (o(t*))"o(u), onde o(u) é uma

unidade de Oy (p+), 1080 vy(p)(y) =17 = vp«(2) = vp« (o7 (y)).

2. Como o é automorfismo de F*/F, entdo o(a) = a,Va € F, o que implica o(P) = P.

E, como P*|P, entao P = o(P) C o(P*) = o(P*)|P.
3. Seja x € F um parametro local de P, entéo e(o(P*)|P) = vy(p+y(x) = vp« (07! (2)) =
vp«(z) = e(P*|P).

Agora definindo & : Fp. — F} p.y, onde 0(z + P*) = o(z) + o(P"), temos que 7 é

um isomorfismo.
Além disso, & quando restito a Fp € igual a identidade Id, ou seja, & é Fp—linear.

Portanto [Fj. : Fp] = [F;‘(P*) : Fp], isto &, f(P*|P) = f(o(P*)|P)

Demonstragao. (do Teorema m, item 1)
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Seja O% o fecho integral de Op em F’, e Cp 0 médulo complementar sobre Op.

Veja que se Trp ) p(tOp) €C Op,Vt € F' tal que vp/(t) = 1 — e(P'|P),VP'|P, entao
pela observagao 2.4.4 temos d(P'|P) > e(P'|P) — 1,VP'|P.

Basta entao mostrar este fato.

Seja ['*/F extensao de Galois finita tal que F© C F' C F*. Escolha n = [ : F|
automorfismos distintos o1, ..., 0, de F*/F, tais que suas restri¢oes a F’ sao distintas.

Para z € O, temos:
n

Trpyp(tz) = Y oi(tz).()

i=1
Fixe P* lugar de F* tal que P*|P e defina: P} :=o0; '(P*) e P/ = P*NF'.
Como z € O, entao o;(z) é também integral sobre Op, assim, vp«(0;(z)) > 0. Agora,
pelo Lema [2.5.2 temos: vp«(0;(tz)) > —e(P*|P)(xx).

Por (x), temos:

Trpelt2) = S0, on(t2) =
e(P*|P)vp(Trpyp(t2)) = vpe(Trpyp(t2)) = vp- (i, 0i(t2)) =
min {vp*(ai(tz))}\z/—e(P*\P) =

(%)
TI‘F//F(tOQJ> Q OP.

Para demonstar o item 2 do Teorema [2.5.1] precisaremos do seguinte lema:

Lema 2.5.3. Sejam P lugar de F', Py, ..., P, todas as extensoes de P em F'/F. Considere
0s corpos k := Op/P ek; .= Op, /P; O k e as correspondentes aplicagoes de classe residual

7:0p—kem:0p — ki(i=1,..,r). Entao Yu € Op, temos:

r

w(Tepp(u) = 3 e(PIP) Ty i (m(u).

i=1

Demonstragao. (do Teorema [2.5.1] item 2)
Vamos manter as mesmas notagoes do Lema e abreviarmos e; := e(P;|P). Seja
P"= P, e e := (P'|P), deve ser demonstrado que d(P'|P) = e — 1 < char K nao divide e.

Primeiro assuma que e nao é divisivel por char K.
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Suponha por absurdo que d(P'|P) > e. Seja w € F' tal que vp, (w) < —e,i =1,...,7,
logo vpr(w) < —e e w € Cp.

Como K ¢é perfeito, entao k;/k é separavel, e podemos tomar y, € Op tal que
Trg, i (m1(yo)) # 0.

Pelo teorema da aproximagao, existe y € F’ tal que vp/(y — yo) > 0 e vp(y) >
max {1, e; + vp,(w)},i = 2,..,r (I). Logoy € O, e pelo Lema[2.5.3] temos: m(Trp/r(y)) =
e Ty /i (m1(y)) + 22120 € Trg pu(mi(y)) ().

Obeserve que y foi tomado de forma que y € P;,i = 2,...,7, assim Try, /x(mi(y)) = 0,
e m(y) = mi(yo); portanto, por (x), m(Trp/r(y)) = e Try, k(71 (yo)) # 0, pois char K nao
divide e.

Assim, m(Trp/p(y)) # 0 = vp(Tre r(y)) = 0.

Agora seja x € F um parametro local de P, entao Trp p(z'y) ¢ Op.(II)

Mas, considerando o elemento x~'yw ™!, temos, por (I), vp (z lyw™) = —e+vp/ (y) —
vp(w) > 0 e vp(x lyw™) = vp(y) — (e; + vp,(w)) > 0,7 = 2,...,7, e portanto z~ 'y €
wOp = Trpp(z~'y) € Op, absurdo por (II).

Falta mostrar a outra implicac¢do, que é equivalente a char K divide e = d(P'|P) > e

Pelo teorema da aproximacao, podemos tomar u € F’ tal que vp/(u) = —e e vp,(u) >
—e; + 1,2 =2,...,r. Como antes, seja x € F um parametro local de P. Entao para cada
z € O, temos vp(zuz) > 0 e vp (zuz) > 0,i = 2,...,r (= zuz € Op), e pelo Lema

segue que T(Trpp(zuz)) = e Try, i (m (zuz)) = 0. Logo:
Trpp(zuz) = o Trpp(uz) € P = 20p = Trpp(uz) € Op,Vz € O,

ou seja, u € Cp e vp(u) = —e, e pela observacao [2.4.4] temos —e = vp(u) > —d(P’'|P),
isto é, d(P'|P) > e.

Demonstragao. (do Lema [2.5.3)

O trago Trp//p(u) pode ser calculado como o trago de uma aplicao F'—linear p : F' —
F’ dada por u(z) = uz.

Primeiro mostremos que 7(Trp,p(u)) tem uma interpretacdo como o trago de uma

certa aplicagdo k—linear @t : V. — V (onde V é um k—espago ainda a ser definido);
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decompondo V' em subespagos invariantes, teremos o resultado.

Seja t € F' um parametro local de P. O quociente V = O /tO% pode ser considerado
um k—espago definindo (z + P)(z + tOp) = zz + (tO%),(r € Opez € Op). Scja
{#1, ..., zn} uma base integral de O sobre Op. Entdo {z; + tO), ..., z, + tO%} constitui
ums base de V sobre k, em particular, dim; V = n.

Definimos a aplicagao k—linear i : V' — V por fi(z + tOp) = uz + tO’.

Seja A = (aij)1<ij<n & matriz de p com respeito a base {1, ..., z,}. Como esta é uma
base integral, entdo Op =Y - ; Opz;, e como u € O, entdo uz; € Op =Y Opz;, logo
os coeficientes de A = (a;;)1<i j<n estdo em Op.

Veja que fi(z; + tO%) = (a1 + P)(z1 + tO%) + ... + (an; + P)(2, + tO%), logo A :=

(m(a;;))1<ij<n € a representacao de @ na base {z; +tObp, ..., z, + tOp}. Assim:
T(Trpr p(u)) = m(Tr(4)) = Tr(A4) = Tr(m).(x)

P; é ideal maximal (tinico) de Op, = Vz € Op, e Vx € P, temos zz € P, e assim segue
que P7' é ideal.
Para 1 <i <r, induza os quocientes V; := Op, /P{" e as aplicagbes y; : V; — V; dadas

por u;(z + P{') :=uz + P{". Temos que V; sdo k—espagos vetoriais e y; sdo k—lineares.

Assim podemos construir o isomorfismo:

v @
i=1

dado por f(z+tOp) := (z+ P{*, ..., 2+ P"). Veja que a sobrejetividade segue do teorema
da aproximacao; ja a injetividade, basta observar que f(z +tO%) =0 = vp,(2) > €;,i =
L.,r=z2t'€0p=2+t0p=0.

Existe um diagrama comutativo de aplicagoes k—lineares:

Diagrama 8.

=
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onde (1, oy b ) (V1 oy 0r) = (1 (v1), ooy i (vy)), v; € Vi

Como f ¢ isomorfismo, temos que (py,....,pr) = f~Logmo f, além disso (uy, ..., pty) =
Y iy (0,..,0, 14,0, ..., 0), portanto Tr(z) = >, Tr(w;). Dai, por (%), temos 7(Trp /p(u)) =
S Te()

Falta agora mostrar que Tr(u;) = €; Try, /x(mi(u)).

Considere a seguinte cadeia de k—espacos:
Vi = V;(O) > ‘/;(1) D..D V;(ei) = {0},

onde Vi(j) .= P/ /P C V.

Observemos que Vij sao espagos fi; —invariantes.

Agora defindo oy; : V7 /V?T — V7 /V7* onde [z + Pfi] = uz+Pf para j = 0, ..., e, —
1, onde [z 4+ P%] representa a classe de z+ P% em V7 /V/*!. Entao Tr(u;) = Z?:_ol Tr(oy5)
(representando j; por uma matriz com respeito a uma base de V; composta de bases de
V7 modulo V71 para 0 < j <e; — 1).

Sabemos que Try, /x(7;(u)) = Tr(v;), onde v; : k; — k; € k—linear e v;(2+ F;) = uz+P;.

Agora para 0 < j < e;—1, etabelecemos o isomorfismo h : k; — V;j / Vij 1 de k—espacos

vetoriais tal que o seguinte diagrama comute:

Diagrama 9.

2 . 2
| |
Vj/Vj+1 _ VJ/VJ+1

Como h é isomorfismo, entao Tr(v;) = Tr(o;;). Podemos definir h por: ¢; um parametro
local de P, de F' e h(z + P;) = [tfz + Pf].
Assim temos Tr(p;) = Z?:_Ol Tr(0i;) e Trg, i(mi(u)) = Tr(v;) = Tr(oy;), logo Tr(w;) =
Z;’;& Tre, /k(pi(w)). Portanto Tr(u;) = e; Try, /i (m;(u)).
[l

Definigao 2.5.4. Seja F'/F extensao algébrica de um corpo de fungoes e P € Pp:

1. Uma extensdo P’ de P é dita ser mansamente (respectivamente selvagemente) ram-

ificada se e(P'|P) > 1 e char K nao divide e(P’|P) (respectivamente char K divide
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e(P'|P));

2. Dizemos que P é ramificado (respectivamente nao ramificado) em F’/F se existe
pelo menos um P’ € Pp extensao de P tal que P’|P é ramificada (respectivamente
se P'|P é nao ramificada para toda P’|P). O lugar P é mansamente ramificado em
F'/F se ¢ ramificado em F'/F' e nenhuma extensao de P em F’ ¢ selvagemente ram-
ificada. Se existe pelo menos uma extensao P’|P selvagemente ramificada, dizemos

que P é selvagemente ramificado em F’/F;

3. P ¢ totalmente ramificado em F’/F' se existe somente uma extensao P’ € Pp de P

em F’, e o indice de ramificacdo ¢ e(P'|P) = [ : F;

4. F'/F é dita ser ramificada (respectivamente nao ramificada) se pelo menos um lugar
P € Pp é ramificado em F'/F (respectivamente se todo P € Pr é nao ramificado

em F'/F);
5. F'/F & dita ser mansa se nenhum lugar P € P é selvagemente ramificado em F’/F.

Corolario 2.5.5. Seja F'/F uma extensdao finita separdvel de um corpo de fungoes al-

gébricas.
1. Se P € Pr e P' € Ppr sao tais que P'|P, entao P'|P € ramificada se, e somente se,

P < Diff(F'/F). Se P'|P ¢ ramificada, entdo:

d(P'|P) = e(P'|P) — 1 < P'|P € mansamente ramificada,

d(P'|P) > e(P'|P) < P'|P € selvagemente ramificada.

2. Quase todo os lugares P € Pr sdo nao ramificados em F'/F.

Teorema 2.5.6. Suponha que F' = F(y) € uma extensao finita separdvel de um corpo de
fungao F de [F': F] =n. Seja P € Pg tal que o polinomio minimal o(T') de y sobre F'
tem seus coeficientes em Op, isto €, y € integral sobre Op, e sejam Py, ..., P, € Pp todos

os lugares que estendem P. Entao seque:

1 d(B[P) <vp(#'(y),i = 1,7
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2. {1,y,....,y" "'} é uma base integral de F'/F no lugar P se, e somente se, vp,(¢'(y)) =
d(P|P),i = 1,...,r (onde ¢'(T) denota a derivada de p(T) no ane de polinémios
F[T]).

Demonstragdo. Considere a base {1,y,...,y" '}, como ¢(y) = 0 = ¢(T) = (T—y)(ch1 T+

w4 aT+c), comc, q,...,c0 € Flec,q1 =1, (D).

Afirmamos que {%, ;’7@1)} ¢ base dual de {1,y,...,y" "'}, notando que ¢'(y) # 0,
pois y é separavel.

Pela definicao de base dual, dizer que {ﬁ, %} ¢ base dual de {1,y,...,y" 1} ¢
equivalente a TrF//F(#iy)) =0,;,0<4,j<n-—1

Considere os n mergulhos distintos o7, ..., 0,, de F'/F em ® (® extensdo algebricamente

fechado de F').
Definindo y; := 0;(y), temos o(T) = [[7_, (T — y;).
Derivando esta equagao e substituindo 7" = y,, temos ¢'(y,,) = [, 7éy(y,, — ;) (II).
Agora, para 0 <[ < n — 1, considere o polinomio:
y!

Z ('D_y Ui ))—Tlecb[T].

Seu grau é, no maximo, n — 1, e para 1 < v < n, temos:

l

aiy) = (T (w0 = 9:)- = — 4, =0,

/
ity 2 (yu)

por (II).
Um polinémio de grau menor ou igual a n — 1 com n raizes distintas é identicamente

nulo, entao ¢;(7T") = 0, logo:

n T l
T=%" al ).. S 0<i<n—1. (1)

Os mergulhos o; : F” — ® podem ser extendidos aos mergulhos o; : F'(T') — ®(T)
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definindo o;(T") = T. Assim de (III) obtemos:

?:”Z >©Z% Zcm

0<lI<n-1.
Comparando os coeficientes, temos TrF,/F(ci#ly)) =6;;,0<id,l<n-—1.
Mostremos agora que c; € Z;:Ol Opyt, para j =0,...,n — 1.

O polindmio minimal ¢(7) de y sobre F tem a forma ¢(T) = T" + a, 1 T" ! +
.+ a;T' + ag, onde a; € Op, pois, por hipotese, y ¢ integral sobre Op, e, por (I),
o(T) = (T —y)(cnaT" P+ o+ aaT + o) (T —y)(caa T+ ...+ 1T + ¢p). Assim:

(IV) e =1,y = —ap e ;y = ¢;_1 — a;, para 1 <i<n— 1.

Suponha que existe j € {1,...,n — 1}, onde
n—1

= Zsiyi, com s; € Op.

i=0

Entao Cj—1 = G +cy = Clj‘i‘Z:-L;Ol Sin_l = aj"i_zzl: zyz+1+8n 1y = aj +Zz =0 Sly

Sn1 > ay' € 3 Opy'. Como ¢, 1 =1, entdo ¢; € 3.1 Opy', 5 = 0,...,n—1, (V).
De forma analoga, podemos mostrar que y’ € Z?:_Ol Opci, 7=0,...,n—1, (VI).

Com isso podemos demonstrar o teorema:

1. Como antes, seja Cp o modulo complementar e O% o fecho integral de Op em F'.

Mostremos que d(P;|P) < vp(¢'(y)), e isso é equivalente a mostrar que z € Cp =

vp; (2) > —Up (90/<y>)

Seja z € Cp, entao podemos escrever:
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Como y ¢ integral sobre Op, entdo y' também o é, e como z € Cp, temos:

TrF//F(zyl) €0p,l=0,....n— 1.

Agora observe que Trp/p(zy') =r, 1 =0,...,n — 1.

Por (V), temos z € E ' Opy <3 1 7 Op- Portanto, vp (2) > —vp (@' (y)),i =
0,..,r.

2. Por (V) e (VI), temos que .1~ Opy’ = Z?:_Ol Opc;.

Suponha que {1, ...,4" '} é uma base integral para P, entao pela Proposigao m,

temos:
L

Cp———0O
Pyt

Como Cp = tO%p, onde d(P;|P) = —vp,(t),VE;| P, temos d(FP;|P) = —vpi(ﬁ) =
vp(¢'(y)), i =0,....,n — 1.
Agora suponha que d(P;|P) = vp,(¢'(y)),i = 0,...,n — 1. Temos que provar que

O) C Z?:_OI Opy' (a inclusdo contraria segue trivialmente).

Seja z € O C F', entdo 2 = S tiy',t; € F, e por (V), ¢; € S0 Opy’ C Oh.

Al disso, estamos supondo d(P,|P) = vp(#'(4)). logo Cp = ;0p. Assim.
7ty € Cp = Trpyp(5452) € Op. Dai:
Op>T (—— 1 ¢jz) =T Zt
P LF/F Tpr F C Zy
) / 7
n—1
Zt TI'F//F Zt&l]_t
=0
n—1 n—1
=z € ZOPZ/i = O)p C ZOpyi.
=0 P
]

Corolario 2.5.7. Seja F' = F(y) extensao finita separdvel de corpos de fungoes de grau
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n, e seja p(T) € F[T] o polinémio minimal de y sobre F'. Suponha P € Pr satisfazendo:
o(T) € Op[T] evp(¢'(y)) =0,

VP' € Ppr, tal que P'|P. Entao P é ndo ramificado em F'/F, e {1,y,...,y" '} € uma
base integral para F'/F de P.

Demonstrag¢ao. Do Teorema item 1, temos que d(P'|P) = vp(¢'(y)) = 0, assim
pelo item 2 do mesmo teorema, temos que a base do enunciado é integral.
Além disso, pelo teorema de Dedekind, temos que e(P'|P) = 1,VP'|P, logo P é nao
ramificado em F'/F.
O

Proposicao 2.5.8. Sejam F'/F uma extensao finita separdvel de corpos de fungoes, P €
Pr e P' € Pr com P'|P. Suponha que P'|P € totalmente ramificada, isto é, e(P'|P) =n
(n grau da extensao). Sejat € F'/F um parametro local de P', e considere p(T) € F [T
o polinémio minimal de t sobre F. Entao d(P'|P) = vp(¢'(t)) e {1,t,....,t" '} € uma
base integral para F'/F de P.

"—1 530 linearmente independentes sobre

Demonstracao. Primeiro, afirmamos que 1,¢, ...t
F. De fato, suponha por absurdo que sejam linearmente dependentes. Entao existem

ro, .-, "1 € I, nao todos nulos, tais que:

n—1

i=0
Para r; # 0 temos:

vp(rit’) =i + nvp(r;) = imodn.

Portanto, se 7,5 € {0, ...,n — 1} sdo tais que i # j, e r; # 0 e r; # 0, temos vp: (r;t") #
vp(r;t7). Logo, pela desigualdade triangular estrita, temos:

n—1

UP'(Z rit') = min {op (rit');r; # 0} < o0,

1=0
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gerando uma contradicao.

Logo {1,t,...,t" '} & base de F'/F.

Agora, pela igualdade fundamental (Teorema , temos > e;f; =n,e P = P;
para algum j € {1,...,7}. Como, por hipotese, e(P'|P) = n, segue e(P'|P)f(P'|P) =
> eifi. Portanto P’ é o tnico lugar de F’ que estende P, e assim O% = Op/, 0 que
significa t integral sobre Op.

Mostremos que Op = 7' Opt'.

Seja z € F’ nao nulo, entdao z = > x;t’, para certos r; € F. Pelo mesmo argu-
mento acima 0 < vp/(z) = min {nvp(z;) +9;0 <i <n—1, com z; # 0}. O que implica
vpr(x;) > 0,i=0,...,n — 1. E, portanto z € Z?:_Ol Opt'.

Assim, a base em questao é integral, e pelo Teorema , item 2, temos d(P'|P) =

vp (#(1)).

2.6 Extensoes por constantes

Aqui, F'/K sera um corpo de fungdes algébricas com corpo de constantes K, onde K
é um corpo perfeito. Considere ® O F' um corpo algebricamente fechado fixado.

Seja K’ O K extensao algébrica de K (com K’ C ®). O composito F' := FK' é um
corpo de fungoes algébricas sobre K’, e com corpo de constantes uma extensao finita de
K'. De fato, se F' ¢ corpo de fungdes algébricas sobre K’, entdo pelo Corolario [I.1.15]
temos que o corpo de constantes de F’ é uma extensdo finita de K.

Assim basta mostrar que F’ é corpo de fungoes algébricas sobre K.

Como F/K & corpo de fungoes algébricas, entao existe x € F\K tal que [F : K(x)] <

oo (x transcendente), entdo [F’ : K'(x)] < co. Mais precisamente:

Proposicao 2.6.1. Seja F' = FK' uma extensao algébrica constante de F/K (de grau

finito ou infinito). Temos:

1. K' é todo o corpo de constantes de F”;
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2. Cada subconjunto de F que € linearmente independente sobre K também € linear-

mente independente sobre K';
3. [F:K(x)]=[F:K'z)],Vr e F\K.
Lema 2.6.2. Suponha oo € ® algébrico sobre K. Entao [K(«): K| = [F(a) : F].

Demonstracao. Comparando os polindomios minimais de o nas duas extensoes obtemos
K(a) : K] > [F(a) : F].

Agora mostremos que vale a igualdade considerando ¢(7") o polindmio minimal de «
sobre K. Suponha que ¢(T) seja nao irredutivel sobre F' (o que é equivalente a dizer
que vale a desigualdade estrita na desigualdade que encontramos acima). Entao podemos
escrever (1) = g(T)h(T), onde os coeficientes de g(T') e h(T) estao em F.

Assim, cada raiz de g(T") e h(T) estd em ® e ¢ raiz de p(7"). Logo os coefientes de
g(T') e h(T) sao algébricos sobre K, pois sao expressoes polinomiais nas raizes de ¢(T),
mas como estes coeficientes estao em F', temos que tais coeficientes estao em K, pois o
corpo de constantes de F' é K.

Portanto, ¢(T') é nao irredutivel sobre K, gerando uma contradigao.

Demonstragao. (da Proposicao [2.6.1))

1. Seja v € F’ algébrico sobre K'. Como K'/K ¢é algébrica, entdo v é algébrico sobre
K.

Como v € F' = K'F, entao existe uma quantidade finita de elementos ay, ..., a, €
K'tal quey € F(ay, ..., ). Consideremos a extendo finita separavel K (ay, ..., ;) /K,

entao temos K(ay, ..., ) = K(a), para algum o € K.

Agora, como v é algébrico sobre K entdo existe § € F’ tal que K(a,7) = K(f).
Logo:
F(B) = F(a,v) = F(«a), pois v € F(ay, ..., ).

Pelo Lema 2.6.2k
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Logo v € K(8) = K(a) C K.

2. Sejam vy, ...,y € F' linearmente independentes sobre K e consideremos a combi-
nacao linear:

Z’yiyi =0, com y; € K'.

i=1
Como K é perfeito, entdao K(71,...,7) = K(«a), para algum o € K.

Entao podemos escrever:

E assim temos:

com Y ., ¢;y; € F. Pelo Lema , 1,a,...,a" ! sao linearmente independentes
sobre F, o que implica >, ¢;;u; = 0,5 = 0,...,n — 1, e pela independéncia lin-
ear dos elementos yi, ..., y, sobre K, temos ¢;; = 0,¢ = 1,...,7r e j = 0,....,n — 1;
logo v; = Z;L;Ol cijozi = 0,7 = 1,...,r, e assim temos que ¥, ...,y, sao linearmente

independentes sobre K’.

3. Como [F': K'(x)] < [F : K(z)], reta mostrar que quaisquer elementos zy, ..., zs € F,
que sao linearmente independentes sobre K(x), também sdo linearmente indepen-

dentes sobre K'(z).

Suponha que nao, entao:
Z fi(z)z; =0, com f; € K'(x) ndo todos nulos .
i=1

Sem perda de generalidade, ja podemos supor que f;(z) € K’ [z].

Assim, temos que o conjunto {z7z2;;1<i<sej>0} C F ¢ um conjunto lin-
earmente dependente sobre K’. Logo, pela contra-positiva do item anterior, tal

conjunto é linearmente dependente sobre K, e portanto zq,...,2s sao linearmente
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dependentes sobre K (z), gerando uma contradigao.
O]

Teorema 2.6.3. Em uma extensdao algébrica constante F' = FK' de F/K temos que

F'/F € nao ramificada (isto é, e(P'|P) = 1,VP € Prp e VP' € Pr com P'|P).

Demonstracao. Primeiro sera discutido o caso em que a extensao constante é finita, e
entdo provaremos o caso geral.

Entao, para comegar, vamos assumir que: K’ = K(«) é uma extensdo finita de K.

Nessa situacao, I/ = F(a) e o polindmio minimal ¢(7) de « sobre K permanece
irredutivel sobre F' pelo Lema . Seja P € Prp e P’ € Pg com P'|P, entao pelo
Teorema [2.5.6] o expoente da diferente d(P’|P) satisfaz 0 < d(P'|P) < vp:(p(a)).

Por « ser separavel sobre K, entao ¢'(«) # 0, além disso ¢'(«) € K', logo ¢'(a) € O%,
dai vp/ (¢'(a)) = 0, e assim temos d(P’|P) = vp/(¢'(a)) = 0.

Assim, pelo teorema da diferente de Dedekind (2.5.1)), temos e(P'|P) = 1,VP'|P. Ou
seja, e(P'|P) = 1,YP € Pr e P’ € Pr com P'|P.

Logo F'/F é nao ramificada.

Consideremos K’ uma extensao algébrica qualquer de K.

Seja P’ € Pr uma extensao de P. Escolha t € F' parametro local de P’. Existe um
corpo intermediario K C K1 C K’ com [K; : K] < et € F; = FK;. Seja P, = P'NFy,
entdo 1 = vp/(t) = e(P'|Py).vp,(t) e portanto e(P'|P;) = 1. Além disso, pelo caso que a
extensao ¢ finita temos e(P;|P) = 1. Portanto, e(P’|P) = 1.

2.7 Extensoes de Galois

Nesta sessao estudaremos extensoes de Galois de corpos de fungoes algébricas. Exten-
soes de Galois tém muitas propriedades tteis que nao sao verdadeiras em uma extensao
finita arbitraria.

Uma extensao finita M /L é dita uma extensao de Galois se o grupo de automorfismos:

Aut(M/L) ={o: M — M;o é isomorfismo com o(a) = a,Va € L}
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tem a mesma ordem [M : L]. Neste caso, chamamos Aut(M /L) de grupo de Galois de
M/L e escrevemos Gal(M/L) := Aut(M/L).

Seja F'/K’ uma extensao de um corpo de fungoes F'/K, dizemos que F'/K’' é uma
extensao de Galois de F'/K se F'/F é uma extensao de Galois de grau finito.

Se P é um lugar de F//K. Entao Gal(F’/F') age no conjunto de todas as extensoes
{P" € Ppr; P' é uma extensao de P} via o(P') = {o(z);z € P'}, e pelo Lema a

correspondente valorizacao discreta v, (pry ¢ dada por:

Vo(p)(y) = vpi(07 (y)), paray € F'.

Teorema 2.7.1. Sejam F'/K' uma extensao Galoisiana de F/K e Py, Py € Pp: extensoes
de P € Pr. Entao Py = o(Py) para algum o € Gal(F'/F).

Demonstragao. Suponha que a afirmagao é falsa, isto é, o(Py) # P, Vo € G := Gal(F'/F).
Pelo teorema da aproximagao, existe um elemento z € F” tal que vp,(2) > 0 e vg(2) =

0,VQ € Ppr com Q|P e Q # P,. Seja Np//p : F' — F a aplicagao norma, entao:

on(Npye(2) = v (] o)) = 3 vm(0(2)) =

ceG geG
= Ve (2) = > vapy(2) =0 (1),
oeG oeG

pois P» ndo ocorre entre os lugares o(P;),0 € G.

Por outra lado,

vp,(Nprp(2) Zva(pQ =wvp,(2) >0 (1) .

ceG

Mas, Np//p(2) € F', portanto:
Upl(NF//F(Z)) =0« ’UP(NF//F(Z)) =0« UPZ(NF//F(Z>> = O,

gerando uma contradic¢ao para (I) e (II).
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Corolario 2.7.2. Nas mesmas condi¢oes do Teorema (em particular F'/F € uma
extensio de Galois). Sejam Py, ..., P, todos os lugares de F' que sdo extensoes de P.

Entao:

1. e(P|P) = e(P4|P) e f(P|P) = f(P|P), Yi,j. Portanto, podemos definir e(P) :=
e(P|P) e f(P) := f(P|P), e chamamos e(P) (respectivamente f(P)) o indice de

ramificagao (respectivamente o grau relativo) de P em F’/F;
2. e(P)f(P)r =[F': F|. Em particular e(P), f(P) er dividem [F': F|;
3. Os expoentes da diferente d(P;|P) e d(P;|P) sao iguais para todo i e j.
Demonstragao. 1. Segue direto do Teorema e do Lema [2.5.2]

2. Pelo Teorema [2.1.11] (Igualdade Fundamental) e pelo Teorema [2.7.1], temos:

r

[F': F] =Y e(P|P)f(P,|P) = e(P)f(P)r.

=1

3. Considere o fecho integral:

O, = ﬂ Op,
=1

de Op em F’, e o médulo complementar:

CP = {Z € FI,TI'F//F<ZO;3) g OP} .

Veja que Vu € F' temos Trpr/p(u) = Trpp(o(u)), Vo € G.

Mostremos que 0(O%) = O% e 0(Cp) = Cp, Vo € G:

Seja z € Op, entao vp,(z) > 0, = 1,...,r. Para 1 < j < r, temos vp,(0(2)) =
Vo-1(p,)(2) = vp,(2) > 0, para algum i, ou seja, o(z) € Op, portanto, o(Op) C Op.
Isso implica que O C o071 (c(0%)) C o 1(O0}p) C Op..

1

Fazendo o mesmo para ¢~ em vez de o, obtemos a igualdade desejada.

Seja agora z € Cp, entdao Trp  p(20%) C Op, assim Trpp(o(2)u) = Trp p(zo~t(u)) €

Op,Yu € O, logo o(Cp) C Cp, e, como antes, podemos concluir que Cp = o(Cp).
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Escrevendo Cp = tO’, obtemos:
o(t)Op = o(tOp) = o(Cp) = Cp = tOp.
Logo, pela Proposicao 2.4.2] temos:

vp,(o(t)) =vp(t),i=1,....,r = —d(B|P) = vp(0o(t)),Vie Vo € G.

Seja agora P; e P; e 0 € G tal que P, = o(F;). Entao:
—d(P|P) = vp,(0(8)) = vys(py = vy () = —d(P|P).

Portanto d(F;|P) = d(P;|P).

Proposicao 2.7.3. (Extensio de Kummer)
Seja F/K um corpo de fungoes algébricas onde K contém uma raiz n— ésima primitiva

da unidade (comn > 1 en relativamente primo com a caracteristica de K ). Suponha que

u € F é um elemento satisfazendo:
u#w Yw € F edn,d>1. (I)
Seja F' = F(y), com y"™ =u. (II)
Tal extensao F'/F ¢é dita ser uma extensao de Kummer. E, nela, temos:

1. O polinomio ¢(T) = T™ — u € o polinémio minimal de y sobre F (em particular, é
irredutivel sobre F'). A extensao F'/F é de Galois de grau [F' : F| = n, seu grupo
de Galois € ciclico, e os automorfismos de F'/F sao dados por o(y) = Cy, onde

¢ € K € uma raiz n—ésima da unidade.

2. Sejam P € Pp e P' € Pp uma extensao de P. Entao:

e(P'|P) = % e d(P|P) =L —1,

rp
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onde rp := mdc(n,vp(u)) > 0. (III)

3. Se K' denota o corpo constante de F' e g (respectivamente g') denota o género de

F/K (respectivamente F'/K'), entdo:

Demonstragao. 1. Veja no apéndice, Teorema [A.6.3]

2. Caso 1: rp = 1.

Por (II), temos:
nop(y) = v (57) = v () = e(P|PYop(u)

Como 1 = rp = mdc(n,vp(u)), entdo n e vp(u) sao relativamente primos, logo
nle(P'|P) e vp(u)[vp ().

Mas pelo item 1, [F': F] = n, e pelo Corolario R.7.2 e(P'|P)|n. Portanto, n =
e(P'|P).

Agora, por hipotese, n é relativamente primo com char(K), assim, pelo teorema da

diferente de Dedekind:

d(P'|P)=e(P|P)—1=n—1= "+ 1.
rp

Caso 2: rp = n.

Temos n = rp = mdc(n,vp(u)), logo n|vp(u), ou seja, existe [ inteiro onde nl =
vp(u).

Escolha t € F tal que vp(t) = [ e defina:

Y=ty e uy =t .

Veja que 4y = uy,e vpr(y1) = vp(uy) = 0.
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O polindmio irredutivel de y; sobre F' é ¢(T') = T™ — uy, pois ¢(T) =T" —u é o

polinémio minimal de y sobre F.

Entao y ¢é integral sobre Op, e pelo Teorema temos:

0 < d(P'|P) < vp (¥ (1))

Agora ' (yy) = ny? !, entdo vp (¢'(y1)) = 0, logo d(P'|P) = 0, e pelo teorema de
Dedekind, e(P'|P) = 1, obtendo o resultado.

Caso 3: 1 <rp <n.

n

Considere o corpo intermediéario Fy = F(yo) com yo = y"r .

Entao como ¢(T") = T"? —u é o polindémio minimal de y, sobre F', temos [Fy : F| =1,
¢ [F: Ry = 2.

Seja Py := P’ N Fy, entao, aplicando o caso 2 em Fy/F, temos e(FPy|P) = 1.

vp(u) '
Tp

Veja ainda que yy” = u, entao vp, (yy") = vp,(u) = vp,(Yo) =
Assim temos mde(;%, vp,(y0)) = 1, e podemos aplicar o caso 1 para a extensao
Fo(y) = ', logo e(P'|FRy) = = e assim e(P'|P) = e(P'|Ry)e(Fo|P) = .

Por fim, d(P'|P) = e(P'|Py)d(Py|P) + d(Py|P) = = — 1.

=
3. O grau do divisor da diferente Diff(F'/F) é:

deg(Diff (F'/F)) = Y Y " d(P'|P)deg(P') =

PEPp P/|P

= Z Z (ﬁ — 1) deg(P’), pelo item 2.
peprpip ' F
Para P € Pr fixado, o indice de ramificacao e(P) = e(P’|P) nao depende da escolha

de P’ extensao de P. Assim,

> dea(P) = (> e(P|P) dea(P) = s des(Y e(P'1P)P) =

P'|P e(P) P'|P P/|P
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= iy dee(Conryn(P) = 2 o) = o )
Logo:
deg(Diff(F'/F)) Z Z ——1 )deg(P') =
PePrp P/|P
= > (1Y dea(P) =
PePr PP
> (% - 1)[K T deelh) = ﬁ > (1= ) deg(P).

PePp

]

Corolario 2.7.4. Sejam F/K um corpo de fungdes algébricas sobre e F' = F(y) com
y" = u € F, onde nao vale que n = Omod(char(K)) e K contém uma n—ésima raiz
primitiva da unidade. Assuma que existe um lugar Q) € Pp tal que mdc(vg(u),n) = 1.

Entiao K € o corpo constante de F, a extensao F' = F(y) € ciclica de grau n, e:

g =1+n(g—1) —l—% Z (n —rp)deg(P).

PE]P)F

Demonstragao. Se mdc(vg(u),n) = 1, entdo veja que:
u#w'VYw € Fedn,d> 1.

De fato, seja w € F e d|n,d > 1, mostremos que u # w?. Suponha por absurdo que
u = w?, entdo vg(u) = dvg(w) = mde(vg(u),n) > d > 1, gerando uma contradigao.
Assim, estamos nas condig¢oes da Proposi¢ao[2.7.3] Logo, pelos item 3 desta proposicao,

se [K': K] =1, temos:

g’:1+n(g—1+% Z (l—r—P)deg(P))

n
PePr
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:>g’:1+n(g—1)+% Z (n —rp)deg(P),

PePg

e temos o resultado.

Portanto basta mostrar que [K': K] = 1.

Seja Q' uma extensao de (Q em F’. Pelo item 2 da Proposicao , e(Q'Q) = =
n=I[F:F] ().

Suponha que [K’ : K] > 1, entao considere o corpo intermediario F; ;= FK' 2D F e o
lugar Q; := Q' N F;.

Por (%) temos e(Q'|Q1) = [F : F], pois:

pelo Teorema O que implica 1 = e(Q1|Q) = [F} : F] > 1, gerando um absurdo.

Exemplo 2.7.5. Sejam K tal que char K # 2 e F = K(x,y), com y*> = f(x) =
p1(x)...ps(z) € K [z], onde pi(z),...,ps(x) sdo polinémios monicos irredutiveis e s > 1.

Entao K é todo o corpo de constantes de F', e F'//K tem género g, onde:

se m = 1mod 2 ou

se m = 1mod 2,
onde m = deg(f(z)).

Demonstragao. Temos F' = Fy(y), onde Fy = K(x) é o corpo de fungoes racionais.
Seja P; € Pg(y) 0 zero de p;(x) e Py o polo de x em K(x). Entao vp,(f(z)) =1e
vp, (f(z)) = —m. Pelo Corolario temos F'/ [} ¢ ciclica de grau 2 e que K ¢ todo o

corpo constante de F. E quanto aos nimeros rp, P € Pg,), temos:
Tp = 27 P e ]P)K(x)\ {POO,Pl, ceey PS},

rp=1,1<i<s,

rp, =2sem=0mod2,erp_=1sem=1mod?2.
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Substituindo na férmula do corolario, temos:

¢ =14+20-1)+ Zdeg 2—rpoo):
m 2—1rp m—1rp
:__1 e S— [ee]
2 + 2 2 ’

e assim temos o resultado.

]

Lema 2.7.6. Seja F'//K um corpo de fungoes algébricas de caracteristica p > 0. Dado um

elemento u € F' e um lugar P € Pg, temos:
1. ou eziste um elemento z € F tal que vp(u — (2P — z)) > 0,

2. ou entao, para algum z € F, vp(u — (2P — z)) = —m, com m e p relativamente

Primos.

No dltimo caso, o inteiro m € unicamente determinado por u e P, a saber:
—m = max {vp(u — (W’ —w));w € F}.

Demonstra¢ao. Provemos inicialmente a afirmacao:

Sejam 1, xe € F\ {0} onde vp(x1) = vp(xs), entao existe y € F tal que:

vp(y) =0 e vp(z) — yPr2) > vp(27).

De fato, vp(z1) = vp(zs) = vp($t) = 0 = 7L € Op\P = (71)(P) ¢ ndo nulo.

€2 2

Entao como Op/P & perfeito de caracteristica p, temos que (£1)(P) = (y(P))?, para
algum y € Op\P. Logo vp(y) =0 e vp(t —y?) > 0, assim:

x 1
Up(x—; —y)>0= vp(x—g(xl —yPzy)) > 0=

= vp(z1 — yPxa) > vp(xg) = vp(x7).
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Agora mostremos que: Se vp(u — (2] — z1)) = —Ip < 0, entdo existe zo € F' onde:

vp(u— (25 — 22)) > —Ip.

Escolha t € F' tal que vp(t) = —I, entdo vp(u— (2] — 21)) = vp(t?), e pela afirmagao

anterior temos que existe y € ' com vp(y) =0 e

vp(u— (21 —21) = (yt)") > —Ip.

Como vp(y) = 0, entdo vp(yt) = vp(t) = —1 > —Ip, e assim

vp(u — (21 — 21) — ((yt)” —yt)) > —Ip.

Definindo zy := 21 + yt, temos:

—lp <wp(u— (2 + (yt)" = (z +y1)) = ve(u = ((z1 + Y1)’ — (21 +yt))) =

= vp(u — (28 — z)).
Repetindo esse processo um niimero finito de vezes temos a existéncia de z € F' tal
que um dos itens seja verdadeiro.
Falta entao mostrar que se o item 2 é verdadeiro, temos —m = max {vp(u — (WP — w));w € F}.

Por hipotese vp(u — (2 — z)) = —m < 0, com m nao divisivel por p; logo Vw € F
temos pvp(w — z) # —m, e temos por consequéncia 2 casos, pvp(w — z) > —m e

pop(w —2) < —mz

Caso 1: pup(w —2) > —m = vp((w — 2)’) > —mevp(w —2) > =% > —m, e

assim, pela desigualdade triangular vp((w — 2)? — (w — 2)) > —m. Além disso:

vp(u — (w” —w)) = vp(u— (2" = 2) = (W —w) = (2" = 2))) =
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=wvp(u—(2F = 2) = ((w = 2)’ = (w = 2))) = —m

(desigualdade triangular estrita).

Caso 2: pup(w — z) < —m. Procedendo analogamente ao caso anterior obtemos

vp(u — (WP —w)) < —m.
De qualquer forma, vp(u — (w? — w)) < —m.

Pelo o teorema da aproximagao existe w € F' tal que pvp(w — z) > —m, e pelo caso

1, temos vp(u — (WP —w)) = —m.

Portanto, —m = max {vp(u — (w? — w));w € F}.

Proposicao 2.7.7. (Eztensoes de Artin-Schreier)
Seja F/K um corpo de fungoes algébricas de caracteristica p > 0. Suponha que u € F

€ um elemento satisfazendo a sequinte condi¢ao:
u# wP —w,Yw € F.

Considere F' = F(y) tal que y? —y = u.
A estensao F'/F € chamada uma extensiao de Artin-Schreier de F.

Para P € Pr, definimos o inteiro mp por:
m, =m, se vale o item 2 de[2.7.6, com respeito ao elemento u,

ou
mp = —1 se vale o item 1 de com respeito ao elemento .

E entao temos:

1. F'/F € uma extensao de Galois ciclica de grau p. Os automorfismos de F'/F sdo

dados por o(y) =y +p, com pp=0,...,p —1;

2. P é nao ramificado em F'/F se, e somente se, mp = —1;
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3. P € totalmente ramificado em F'/F se, e somente se, mp > 0. Denotando P’ como
0 unico lugar que é extensao de P, temos que o expoente da diferente d(P’'|P) € dado
por:

d(P'|P) = (p = 1)(mp + 1);

4. Se pelo menos um lugar Q) € Pr satisfaz mg > 0, entao K € algebricamente fechado
em F' e:

/I p—l
g =pg+—5—(=2+ ) (my + 1) deg(P)),
PePr

onde g’ (respectivamente g) € o género de F'/K (respectivamente F/K ).

Demonstragao. Demonstremos os itens 2 e 3, para o item 1, veja Teorema [A.6.2]

Primeiro, consideremos o caso mp = —1, isto ¢, vp(u — (2P — z)) > 0, para algum
zeF.

Sejam y; =y —zewu; =u— (2 —z2),entdo F' = F(y;) e 01 (T) =TF =T —uy é 0
polindmio minimal de y; sobre F.

Como vp(uy) = vp(u— (2P —2)) > 0, temos u; € Op. Assim, pela Proposicao [2.3.1] 1,
¢ integral sobre o anel de valoriz¢ao O,. Além disso, veja que ¢ (y1) = pyﬂ”f1 —1=-1;

assim, se P’ é uma extensao de P, temos vp/ (] (y1)) = 0, e pelo Teorema [2.5.6, segue:
0 < d(P'|P) < vp (¢ (y1)) = 0= d(P'|P) = 0.

Como, pelo teorema da diferente de Dedekind, d(P'|P) > e(P'|P) — 1, com e(P'|P) >
1, temos e(P’|P) = 1, ou seja, P'|P é nao ramificada. Portanto, P é ndo ramificado em
F'/F.

Agora assuma que mp > 0 e escolha z € F tal que vp(u — (2P — 2)) = —mp.

Considere os elementos y; =y —z e u; = u— (2 — z). Como antes, temos F’' = F(y,)
e p1(T) =TP —T — uy o polinébmio minimal de y; sobre F. Seja P’ uma extensao de P

em F’. Como y} — y; = uy, entao:

vp(ur) = e(P'|P)vp(ui) = —mpe(P'|P)
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vp(u1) = vp (g — y1) = pvp(41).

E, portanto,
—mype(P'|P) = pvp(y1).
Mas, m,, e p s@o primos entre si, o que implica ple(P’|P). E assim, como e(P’|P) <
[F": F] = p, temos p = e(P'|P).
Portanto, p = e(P'|P) e —m, = vp/(y1), e consequentemente, P ¢ totalmente ramifi-

cado em F'/F.

Agora considere x € F um parametro local do lugar totalmente ramificado P, P’
extensao de P e inteiros 7,7 > 0 tais que 1 = ip — jmp, entao o elemento ¢t = xiy{ é um

parametro local de P’, pois:

Up/(t) = vp/(xiy{) = ’L"UP/(ZL’) +jvp/(y1) = 1.

Pela Proposicao [2.5.8, o expoente da diferente é d(P'|P) = vp/(1)'(t)), onde ¥(T) é o
poliné6mio minimal de ¢ sobre F.

Seja G := Gal(F'/F) o grupo de Galois de F'/F e considere o polindémio:

[1(@ =)

oeG

Veja que como ¢(T) é o polindbmio minimal de ¢ sobre F', e F'/F é de Galois, entao:

() =[] (T = ot) = (T = t)A(T), onde h(T) = [ (T —o(t)) € F'[T].

oceG oF#id

Entao ¢/(t) = h(t), e portanto:

d(P'|P) = vp ([ ] (¢t =a(t) = Y vp(t = (1))

o#id o#id

Como cada o € G\ {0} tem a forma: o(y;) = o(y—2) = y+p—2 = (y—2)+p = y1+4,
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com p € {1,...,p — 1}, temos:

t—o(t)=a'yl — 'y +p) = —2'((y1 + p) — i) =
0 (7)ot = ah) - = (7)ot

=0

Como vp (i ") < vp(y)~?) para | > 2, entéo, pela desigualdade triangular estrita:

vp(t —o(t)) = vp (- 5:(>

=0

; ANEE . J . . o
= op=at)om (3 (1)) =it o ()t = i+ om G =
=ip+ (j — 1)(=mp) =ip— jmp +mp =1+ mp.

Portanto, d(P'|P) = (p — 1)(1 + mp).

Para provar o item 4, assuma que mg > 0, para pelo menos um lugar () € Pr. Pelo
item 3, () é totalmente ramificado em F’/F', entao, como feito no Corolario [2.7.4] temos

que K ¢é todo o corpo de constantes de F’. Agora, pela formula do género de Hurwitz:

20 —2=p(2g—2)+ > > d(P'|P)deg(P) =

PEPy P'|P

p2g—=2)+ > > (mp+1)(p—1)deg(P') =

PP P'|P
-+ (p-1) Y % deg(3" e(P|P)P) =
PePg P'|P
2Dt Y % deg(Congr1(P)) =

=2pg—2p+(p—1) Z (mp + 1) deg(P)

(p—1)

5 (=24 ) (mp+1)deg(P)).

PePr

=g =pg+
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]

Observagao 2.7.8. Com as notagdes da proposicao anterior, suponha que existe um lugar
Q € Pr tal que vg(u) < 0 e p ndo divide vg(u). Entdo para todo k& € K, temos
vo (kP — k) = 0 ou vg (kP — k) = oo, logo nao existe k € K tal que kP — k = u. Isso vale
também para todo k € Og.

Seja agora w € F\Og, veja que se wP? — w = u entdo vo(wP — w) < 0,e assim
vo(wf) < vo(w) < 0. Portanto, pela desigualdade triangular estrita, vg(u) = pvg(w),
que é divisivel por p.

Logo, nao existe w € F tal que u = wP — w. Ou seja, u satisfaz as condicoes da

Proposigao [2.7.7], e portanto, a proposigao se aplica a este caso.

A maioria dos argumentos na prova da Proposigao [2.7.7] se aplicam em uma situagao
mais geral:

Chamemos um polinémio da forma especifica:
a(T) = a,T"" + an T + ...+ o TP + aoT € K [T],

onde p = char(K') > 0, de polinémio aditivo sobre K. Observe que a(T') é separével se, e
somente se, a(T") e a’(T") ndo tem fator comum de grau maior que 0. E, como a'(T") = ay,
entao a(T') é separavel se, e somente se, ag # 0.

Tal polinémio tem a seguinte propriedade:
a(u+v) = a(u) + a(v),

para qualquer u e v em alguma extensao de K. Em particular, se a(7") ¢ um polinémio
aditivo e separavel sobre K, com todas as suas raizes em K, entao suas raizes formam

um subgrupo do grupo aditivo de K de ordem p" = deg(a(T)).

Proposicao 2.7.9. Sejam F/K um corpo de fungées algébricas com corpo de constantes
K de caracteristica p > 0, a(T) € K [T] um polinémio aditivo separdvel de grau p™ com
todas as suas raizes em K, e w € F. Suponha que para cada P € Pg existe um elemento

z € F (dependendo de P) tal que:



2.7 Extensoes de Galois 111

1. vp(u—a(z)) >0 ou
2. vp(u—a(z)) = —m com m >0 e nao miltiplo de p.

(Estamos supondo que a(w) # u,Yw € F.)

Defina mp := —1 se vale 1, e my, := m se vale 2. Pelo Lema[2.7.6, o inteiro mp estd

bem definido.
Considere a extensio F' = F(y) de F onde y satisfaz a equagdo a(y) = u. Se existir

pelo menos um lugar Q@ € Pp com mg > 0, entao:

1. F'/F é extensao de Galois , [F': F| = p"™ e o grupo de Galois de F'/F é isomorfo
ao grupo abeliano {a € K;a(a) = 0}, portanto isomorfo a (Z/pZ)"™ (tal grupo € dito
ser grupo abeliano elementar de expoente p, entao F'/F € chamado um extensao

abeliana elementar de expoente p e grau p™);
2. K € algebricamente fechado em F';
3. Cada P € P com mp = —1 € nao ramificado em F'/F;

4. Cada P € Pr com m, > 0 € totalmente ramificado em F'/F, e o expoente da

diferente d(P'|P) da extensao P' de P é d(P'|P) = (p" — 1)(m, + 1);

5. Seja g (respectivamente g) o género de F' (respectivamente F'). Entao:

pn; L2+ S (mp+ 1) deg(P)).

PePp

g =p"g+
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Capitulo

3

Corpos de funcoes algébricas com um

niimero prescrito de lugares racionais

Retornemos agora as questoes inicialmente propostas para este trabalho: para deter-
minados inteiros nao negativos g e N, e ¢ uma poténcia de um primo, existe um corpo
de fungoes F sobre F, tal que g(F') = g e N(F)) = N7 Quais sdo as condigoes necessarias

para se garantir tal existéncia?

Neste capitulo apresentamos o resultado mais importante a constituir este trabalho,
que diz respeito justamente a estas questoes e as relagoes existentes entre género e nimero

de lugares racionais de um corpo de fungdes com corpo constante IF,.

Mais precisamente, o que fazemos é fixar um N ntimero inteiro nao negativo e ¢ uma
poténcia de um primo para, assim, estudar o género de um corpo de funcoes sobre F,
com exatamente N lugares racionais, concluindo que, para todo g suficientemente grande,

sempre existird um corpo de fungoes F'/F, com N(F) = N e g(F) = g.
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3.1 Corpos de funcoes com um ntmero prescrito de lu-

gares racionais

Lema 3.1.1. Dado um corpo de fungées algébricas F'/F, de género g, existe uma constante

C' > 0 tal que para todo inteiro k > C', existe um lugar P € Pr com deg(P) = k.

Demonstra¢ao. Inicialmente podemos supor que g > 0, pois no caso do corpo de fungoes
racionais K (x) (veja a observagao [1.6.4]), existem lugares de todos os graus, dado que
existem polindmios irredutiveis em K [z] de todos os graus.

Sejam B, e N, como definidos abaixo:

B, := B.(F) = {P € Pp;deg(P) = r}|,
N, := |{P € Ppp,.;deg(P) = 1},

onde FF, é extensao por constantes de F/IF,.

Existe uma forte relagao entre B, e N, dada em [§] (pag. 206):
N,=> dB,.
dls

Pela formula da inversao de Mobius (ver [6], pag. 92), temos:

rB, = ZM (g) Ny,

d|r
onde i : N — {—1,0,1} é a fungdo de Mobius definida por:
1 sen =1;

p(n) =4 0 se existe k > 1 tal que k?|n;

(—=1)!  se n é produto de [ primos distintos.

d
2

Pelo Teorema de Hasse-Weil (|8], pag. 197) temos Ny = ¢? + 1+ Sy, onde |Sy| < 2gq2,
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e por [0], pag. 92:
Z,u((%) =0, parar > 1.

d|r

Entao para r > 2:

TBTZZ/i(g) NdZZM(%) (¢" + Sa)

d|r d|r

S hmp B (@) ()

dlr e d<r

E a partir de alguns calculos, que vamos omitir, se pode concluir que:

T r_l
BT—q— < q + 2g V4 Vi , parar > 1.
T qg—1 \/6—1 r

Logo, para todo r > 1, temos:

T 'r_l
Br—q—z—(im V4 )\/q_
T

-1 Tg-1)
T 7‘_1
r qg—1 Va—1 r
Veja agora que:

T 7"_1 T
q_>(q+29\/5)x/q_®q L0, VI
r qg—1 Vi—1 r Vg —1) ¢—1 Vi—1

¢ (Va—-1) q
& > + 2g9+/q
Vo1 a1V
' _1 1
o WO VI, -+ 2.
VIVG —1) " i+l 1+q 2
Veja ainda:

29 + - <29+ 1,
1 2

+4q
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pois q_% > 0. Além disso:

1

(=1 , 1 q (g2 — 1

g2 (¢2—-1)< ;( ~ ).

qz(qz — 1)

De fato,

(r—1) N qr(q% o 1) (r—1) q(2T2+1) . qr
g7 (g2 —1)< - Sq2—q? < fpy
q2(qz — 1) ¢z —q3

Sq 2 —q —qd+qi<qg? ¢ Sq7 >q2.
Seja entao r de tal sorte que:

%+1§q$#@%—n,

temos:

1 =1, 1
29 + - <29+1<q 7 (¢2—-1) < ——=.
l+q2 q2(q

Se r > 4g + 3, entao:
((4g+3)—1)
2

29+ 1< 2%t (22 — 1) =2

(25 —1)

(r—1

<27 (22 —1)<q 2 (g2 —1).

Fazendo C' > 4g + 3, temos o resultado.

]

Lema 3.1.2. Seja F'/F, um corpo de fungoes algébricas e z € F\F, um elemento ndo
constante com divisor de polos (z)eo = 11Q1 + ... +75Q5. Assuma que rq,...,r5 sao relati-

vamente primos com q. Seja E := F(y), onde y satisfaz a equag¢ao:

Yi—y==z.
Entao seque:

1. A extensao E/F é uma extensio de Galois de grau [E : F] = q;
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2. Os lugares Q1, ..., Qs sao totalmente ramificados em E/F, e todos os outros lugares

de F' sao ndo ramificados em E/F;

3. O expoente da diferente de Q); no divisor da diferente de E/F é:

d(Q;) = (r; +1)(¢ — 1),

para j =1,...;s. Entdao o grau do divisor da diferente de E/F é:

S

deg(Diff(E/F)) = Y (r; + 1)(q — 1) deg(Q;);

j=1

4. Se Q € Pp é um lugar racional de F/F,, que € zero de z, entdo () se decompde

completamente em E/F, ou seja, existem q lugares racionais de E que estendem Q;

5. Se @ € Pp é um lugar racional de F/F,, que é zero de z—a, para algum o € F,\ {0},

entao Q) € inerte em E/F, isto €, QQ nao tem nenhuma extensao racional em E.

Demonstragao. Os itens 1,2 e 3 seguem da Proposicao [2.7.9] Ja os itens 4 e 5 seguem do
Teorema de Kummer (2.3.7), pois y? —y = 0 tem ¢ raizes distintas em F, e y? —y = a

nao tem raiz em I, para a # 0.

]

Lema 3.1.3. Para quaisquer inteiros nao negativos j e N, existe um corpo de fungoes

EJ/F, com g(E) = jmod(q¢—1) e N(E) > N.

Demonstracao. A prova sera feita por inducao sobre N, entao comecemos com N < 2,
ou seja, mostremos que para 0 < j inteiro, existe um corpo de funcoes E;/F, tal que
g(E;) = jmod(q — 1).

Para j = 0, basta considerar o corpo de funcoes racionais £, = F,(z) sobre F,.

Suponhamos, entdao, j > 1 e vamos considerar dois casos: char(F,) = 2 e char(F,) # 2.
1. Para char(F,) = 2, seja E; = Ey(y), onde y satisfaz a equagao:

2

Y2 —y = 2D,
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Entao, pelo Teorema de Kummer (2.3.7)) e pela Proposicao temos:

(a) Py polo de x é totalmente ramificado e Py zero de = se decompoe completa-

mente. Logo N(E;) > 2;

(b) Pela formula do género de Hurwitz:
1 , .

2. Para char(F,) # 2, veja o exemplo [2.7.5]

Agora suponhamos N > 2, pela hipotese de indugao, existe um corpo de fungoes H/F,
tal que:
g(H)=jmod(¢g—1) e N(H) > N — 1.

Sejam Py, ..., Py_1 lugares racionais de H, considere o lugar P € Py tal que deg(P) >
g(H) + (N — 1) (possivel pelo Lema[3.1.1)). Entdo deg(P — (Pi + ... + Py_1)) > g(H), e
pelo Teorema de Riemann-Roch (L.5.15), temos ¢(P — (P + ... + Py_1)) > 0.

Seja z € L(P — (P + ... + Py_1)) um elemento nao nulo, entdao z tem somente um
polo, P, e ele é de ordem 1. Temos ainda que os lugares Py, ..., Py_1 sao zeros de z.

Considere a extensao F := H(y) de H onde y? —y = z.

Pelo Lema E/H é uma extensao de Galois de grau [E : H] = ¢, o corpo de
constantes de £ ¢ F,, o lugar P ¢ o tnico lugar de H que ¢ ramificado (totalmente) em

E/H, e o grau do divisor da diferente de E/H é:
deg(Diff(E/H)) = 2(q — 1) deg(P).
Entao, pela formula do género de Hurwitz segue:
29(E) =2 = q(29(H) = 2) + 2(q — 1) deg(P)

= 9(E) = qg(H) + (¢ — 1)(deg(P) — 1) = jmod(q — 1).

Os lugares P, ..., Py_1, por serem zeros de z, se decompoem completamente em E/H
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(Lema [3.1.2)). Logo N(E) > q(N —1) > N.
[

Teorema 3.1.4. Para qualquer corpo finito F, e qualquer inteiro N > 0, existe go > 0 tal
que para todo g > go, existe um corpo de fungoes ' com corpo de constantes F,, género

g(F) = g e tendo exatamente N lugares racionais.

Demonstragao. Sejam g e N dados, mostremos que para todo j = 0, ..., (¢ — 2), existe
uma constante g(()j) tal que para todo g > g(()j) com g = jmod(q — 1), existe um corpo de
fungoes F/F, com g(F') = g e N(F) = N.

Primeiramente, pelo Lema m, podemos considerar um corpo de funges E/F, onde:
g(F)=jmod(q—1) e N(E) > N.

Pelo Lema [3.1.7], existe um inteiro C' > 0 tal que:

(x) € >29(E) + (N(E) — N);

(xx) para todo t > C, existe P € Pg com deg(P) = t.

Defina:

95" = 9(E) + (¢ = 1)(9(E) =1+ C + N).

Veja que g(gj) = g(F)=jmod(q — 1).

Seja g > g(()j) um inteiro tal que g = jmod(q — 1), entdo g = g(()j) +1r(q — 1). Denote
por:

Pla -'-7PN7Q17 "'aQs

todos os lugares racionais de E (finito pela cota de Hasse-Weil), entdo s = N(F) — N.
Seja P € Pg com deg(P) = C + r (existe por (xx)).
Segue de (*) que:

deg(P— (Q1+ ..+ Q) =C+r—s=C+r—(NE)— N) > 29(E) > 2g(E) — 2.

Pelo Teorema de Riemann-Roch, {(P—(Q1+...4+Qs)) > 1 e {(P+P,—(Q1+...+Q5)) =

U(P—(Q1+...+Qs))+1>2,1=1,..., N. Entdo existem elementos nao nulos u, z1, ..., zx
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tais que:

u € ‘C(P - (Ql —+ ...+ Qs))

2 € LIP+ P — (Qu+ o+ QONL(P = (Qu + oo+ Q)i = 1, N,

Assim u tem polo somente em P e, ou z; tem po6lo somente em P; (de ordem 1), ou tem
polosem Pe P, i=1,...,N.

Entao podemos definir o seguinte elemento:

r:=x1+..+xyN, se Pépolode 1+ ...+ xn

r:=x1+..+xNy+u, se Pnao é polode z;+ ...+ zp.

Os polos de = s6 podem ser poélos de alguma parcela da soma que constitui x, assim

temos que o divisor de polos de x é dado por:

(I‘)OOZP+P1++PN

De fato:

1. Se P ¢é polo de x1 + ... + xy, entao:

0> wvp(z) =vp(x; + ... +2y) > min{vp(z;),j=1,..,N} > —1

= vp(x) = —1.

E, pela forma em que os elementos z; foram escolhidos, temos:

vp,(x;) > 0, sempre que i # j

= vp (z) = vp(z;) = —1.
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2. Se P nao é polo de z1 + ... + xy, entao:
’Up(]?l + ... +.TN) Z Oe Up(U) =-1

= vp(x) =vp(r1+ ... + oy +u) = —1.

Como u tem polo somente em P, entao segue que vp (u) > 0, e de forma anéloga

ao caso anterior, concluimos que vp, (z) = —1,i = 1,..., N.

Além disso, Q1, ..., Q) sao zeros de x.

Defina agora o corpo F' := E(y), onde:
yl—y=x+1

Observe que (4 1)oo = () oo-

Segue do Lema que F'/E é uma extensao de Galois de grau [F': E] = ¢, os
lugares P, Py, ..., Py sao totalmente ramificados em F/FE, com o expoente da diferente
d =2(q—1), os outros lugares de E sao nao ramificados em F e os lugares Q1 ..., Qs ndo
tém extensoes racionais em F'/E.

Seja entao P’ € Pr um lugar racional, temos que a restricao de P’ em E é um lugar
racional de E, logo: PPNE € {P,..., Px} = N(F) = N, pois os demais lugares racionais
nao tém extensoes racionais.

Assim, pela formula do género de Hurwitz:

29(F)—2=¢q(29(E)—2)+2(¢—1)(C+r+N).

9(F) = q(g(E)=1)+(¢=1)(C+r+N)+1 = g(E)+(¢—1)g(E)—(¢—1)+(¢—1)(C+r+N)

=g(B)+(q—1)(g(E) =1+ C+N)+r(g-1) =g +r(g—1) = g.

Defina gy := max {g((]j>,j = 0,...,q—2}. Temos que para todo g > go, existe j €
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{0,...,¢—2} tal que g = jmod(q¢ — 1) e g > g(()j), e temos que existe F'/F, corpo de

fungoes com g(F) =g e N(F) = N.

3.2 Algumas consequéncias

Definigao 3.2.1. Sejam ¢, N e g inteiros nao negativos. Definimos os seguintes conjuntos:
G(q,N) :={g; existe um corpo de funcées F//F, onde g(F') =g e N(F)= N},

N(q,g) == {N; existe um corpo de fungoes F/F, onde g(F) =ge N(F)=N}.

Proposicao 3.2.2. Sejam q e Ny,...,N,, inteiros nao negativos dados. FEntao existe

go > 0 tal que para todo g > go, {N1,..., Nm} € N(q, 9).

Demonstragao. Fixado g, pelo Teoremal3.1.4] para cada ¢ = 1, ..., m, existe uma constante
g; tal que:

Defina g := max{g;,i = 1,...,m}, entao:
[907 +OO) g m g(qa NZ)7
i=1

onde >, G(g, N;) € o conjundo dos inteiros nao negativos g tal que para cada i = 1,...,m,
existe um corpo de fungdes F;/F, onde g(F;) = g ¢ N(F;) = N;.
Em outras palavras, para todo g € [go, +00), temos a existéncia de corpos de fungoes

F;/F,i=1,..,m, tais que g(F;) = g e N(F};) = N;, ou seja:
{Nl,...,Nm} QN(q,g)

]

Corolario 3.2.3. Dados q e N inteiros nao negativos, existe uma constante g1 = g1(q, N)
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tal que para todo inteiro g > ¢ e para todo S € {0, ..., N}, existe um corpo de fungoes
F/F, onde g(F) =g e N(F) = S.

Demonstra¢ao. Na Proposicao [3.2.2 considere i = 1,...,(N+1) e N; =i— 1. Logo existe

g1 > 0 tal que {0,..., N} C N(q,g), para todo g € [g1,+00), ou seja, para todo g > g; e

para todo S € {0, ..., N}, existe um corpo de fungoes F'/F, onde g(F) =g e N(F)=S.
[

3.3 Um caso particular: N =2
Aqui exibiremos um subconjunto de G(q, 2).

Proposicao 3.3.1. Seja ¢ uma poténcia de numero primo, entao:

G(¢,2) 2 [64° — 12¢+ 5+ (¢ — 2)(¢ — 1) [21/4] , +00) .

Demonstrac¢ao. Na demonstragao do Teorema|3.1.4, definimos gy = max {géj),j =0,...,q — 2},

onde g(()j) =g(E)+(¢—1)(g(E) — 14 C + N) e é satisfeito:

1. g(F)=jmod(¢—1) e N(E) > N;
2. C' > 4g(E) + 3 (Lema [3.1.1);
3. C>2¢(E)+ (N(E) — N).

Seja entao C' = 4¢g(E) + (N(E) — N) + 3, satisfazendo os itens 2 e 3. Temos:
95" = 9(E) + (g = 1)(g(B) = 1+C + N)

=g(E) + (¢ — 1)(9(E) =1+ (49(E) + (N(E) = N) +3) + N)
= g(E) + (¢ —1)(59(E) + N(E) +2).
Quando N = 2, pelo Lema , podemos considerar g(E) = j, e assim temos:

(+) g5 = j + (q = 1)(5j + N(E) + 2).onde N(E) > 2.
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Observemos que pela cota de Serre temos:
N(E) < g+1+ 243

Portanto:

(+%) 2<N(E) <q+1+4j|2\/q]

Assim, por (%) e (*x), temos por um lado:
g5 = j+(a—=1)(5] +N(E) +2)

<j+(@-1)0GBj+q+1+7[2vq] +2)
= (=1 +2(q—1)+j6qg—4+(¢—1)[2v/4q]).

E por outro lado:

9 =i+ (g—1)(5j + N(E) +2)
>j+@-1)Gj+2+2) =4+ (¢—1)(5j +4) =4j(5g —4) +4(qg — 1).

Portanto:
j(5q—4) +4(g—1) < g8 < (¢* —1)+2(g— 1) +5(5¢ — 4+ (¢ — 1) [2\/q])

= max {j(5¢ —4)+4(¢—1)} <go
J=0,..., (q—2)

< _gax {(¢ =1 +2g— 1)+ -4+ (¢ -1 [2va))}-

E assim:

(@—2)(5¢ —4) +4(qg — 1) < go
<(@-1)+20q-1)+(q—2)(5¢—4+ (¢ —1)[2y/q])

=52 —10g+4 < gy <6¢°> —12¢+5+ (¢ —2)(¢ — 1) [2/q] -
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Logo, podemos garantir que:
G(g,2) 2 [6¢° — 12¢ +5+ (¢ — 2)(q — 1) [2v/g) , +00) -

O
Observe que esta nao é uma estimativa muito boa, pois, por exemplo, tomando ¢ = 2,
temos 4 < gy < 5 e 86 pediamos garantir G(2,2) 2 [5,+00), sendo que G(2,2) = [1, +00),
como sera visto a seguir.
3.4 Exemplos
Proposicao 3.4.1. 1. G(2,0) =G(2,6) = [2,+0);
2. G(2,1) =G(2,2) = G(2,4) = G(2,5) = [1, +00);
3. G(2,3) = [0, +00);

4. G(2,7) C[3,400).

Demonstragao. Mostremos o item 1: G(2,0) = G(2,6) = [2,+00).

Aqui ¢ =2e N € {0,6}, entao pela cota de Serre:

IN = (¢+ D] <g[2v4]

:>|N—3|§gL2\/§J

N -3
2

<g=g>2, para N € {0,6}.

Logo, para g € G(2,0) (respectivamente g € G(2,6)), devemos ter g > 2. Entéo
mostremos que para todo g > 2, existe um corpo de fungdes F'/Fy sem nenhum lugar

racional (respectivamente com exatamente seis lugares racionais).

Sejam g > 2 e f(x) € Fy [z] um polinoémio irredutivel de grau deg(f(x)) = g+ 1, entao
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considere o corpo de fungoes F' = Fy(x,y), onde:

Yty = @) + 1.

$2 x e mz €T
Como (%5 )os = Pya), entao (% + 1)oc = Pria).-

Pela fomula do género de Hurwitz, g(F') = g. Veja ainda que se P é um lugar racional

de Fy(z), entéo Up(q;f(—:)x—i—l) =0, logo 9}2(1)”” +1 nao tem zeros ou pélos em lugares racionais.

Além disso (5£2) = Py + Pi + Pac,

Logo, pelo itens 4 e 5 do Lema [3.1.2} temos N(F') = 0. Portanto G(2,0) = [2, 4+00).

E, considerando:
22+

fla)
de forma analoga, temos g(F') = g e N(F') = 6.

Yty =

Os itens 2 e 3 sao obtidos por construcoes sinilares.
Ja para a ultima afirmagao, novamente pela cota de Serre, g € G(2,7) = g > 2. Como
todo corpo de fungoes F'/Fy de género 2 tem um subcorpo de fungdes racionais de grau

[F: Fo(z)] = 2, seu namero de lugares racionais ¢ no maximo 6. Portanto 2 ¢ G(2,7).

]



Apéndice

A

Teoria de corpos

A.1 Extensoes algébricas de corpos

Proposigao A.1.1. Sejam K e L corpos, o algébrico sobre K e qo(T) = ag+ a1 T + ... +
a,T" o polinomio minimal de o sobre K. Se ¢ : K(a) — L é um homomorfismo e ¢ € a
restricao de ¢ em K, entdo ¥ (a) € raiz de qn(T) = ¢(ag) +¢(ar1)T + ...+ p(a,)T™ sobre
L. Reciprocamente, para todo ¢ : K — L homomorfismo e para toda raiz 5 de Yq.(T),

existe um inico homomorfismo de corpos ¢ : K(a) — L que estende ¢ e leva o em [5.

Proposicao A.1.2. Sejam K C E C F corpos. Se F/K ¢é uma extensao algébrica, entio
E/K e F/E sao extensoes algébricas.

Proposicao A.1.3. Sejam K C E C F corpos. Se E/K e F/E sao extensoes algébricas,

entao F'/K € uma extensdo algébrica.

Teorema A.1.4. Todo homomorfismo de um corpo K em um corpo algébricamente

fechado pode ser extendido a qualquer extensao algébrica de K.

Teorema A.1.5. Todo corpo K tem uma extensao algébrica que contém todas as raizes

de todo polinémio com coeficientes em K.

Teorema A.1.6. Todo corpo K tem uma extensio algébrica K que ¢ algébricamente

fechada. Além disso, K € inico a menos de K—isomorfismos.
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Definicao A.1.7. Um fecho algébrico de um corpo K é uma extensdo algébrica K de K

que ¢é algébricamente fechada.

A.2 Extensoes separaveis

Definicao A.2.1. O grau de separabilidade [E : K], de uma extensao algébrica £/K ¢é

o namero de K —homomorfismos de E no fecho algébrico K de K.

Proposicao A.2.2. Seja «v € algébrico sobre K e p,(T) € K [T] o polindmio minimal de
a sobre K. Entdo [K(a) : K],
[K(o) : K], < [K() : K] e, além disso, [K(a): K], = [K(a): K] se, e somente se,

¢ o naimero de raizes distintas de po(T) em K. Portanto,

Pa(T) € separdvel.
Proposicao A.2.3. Se F' € algébrico sobre K e K C E C F', entao [F : K|, = [F : E],[E : K],.
Proposicao A.2.4. Para uma extensao finita E /K, sdo equivalente:

1. E é separdvel sobre K ;

2. F ¢ gerado por uma quantidade finita de elementos separdveis sobre K;

3. [E:K],=[F: K]

A.3 Extensoes puramente inseparaveis

Lema A.3.1. Se K é um corpo de caracteristica p > 0 e a € algébrico sobre K, entao
o € K para algum n > 0 se e somente se o polindmio minimal de o sobre K tem a

forma o(T) = TP" — a, para algum a € K e m > 0.

Definicao A.3.2. Se K é um corpo de caracteristica p > 0 e « é algébrico sobre K, entao

a é dito puramente inseparavel quando existe n > 0 tal que o?" € K.

Proposicao A.3.3. Seja K um corpo de caracteristica p > 0 e E uma extensao algébrica

de K, entdo sao equivalentes:

1. E ¢é puramente insepardvel sobre K ;
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2. Todo elemento de E € puramente insepardvel sobre K ;
3. [E:K],=1.

Proposicao A.3.4. Se todo o € S € puramente insepardvel sobre K, entio K(S) é

puramente insepardvel sobre K.

Proposicao A.3.5. Sejam K C E C F' extensoes algébricas. Se F' € puramente insep-
ardvel sobre K, entao E € puramente insepardvel sobre K e I € puramente insepardvel

sobre E.

Proposicao A.3.6. Sejam K C E C F extensoes algébricas. Se E € puramente insep-
ardvel sobre K e F' € puramente insepardvel sobre E, entao F € puramente insepardvel

sobre K.

Proposicao A.3.7. Se E ¢ puramente insepardvel sobre K e o compdsito EF existe,

entao EF' € puramente insepardvel sobre KF'.

Proposicao A.3.8. Todo compdsito de extensoes algébricas puramente insepardveis sobre

K € um extensao puramente insepardvel sobre K.

Definicao A.3.9. Seja F' uma extensao algébrica de K e S o maior subcorpo de F
contendo K tal que S/K & uma extensao separavel. O grau [S : K] é chamado de grau
de separabilidade de F' sobre K e o grau [F': S] é chamdo de grau de inseparabilidade de
F sobre K, e sao denotados, respectivamente por [F': K], e [F: K],.

A.4 Norma e traco de extensoes de corpos

Definigao A.4.1. Sejam F uma extensdo finita de K, K o fecho algébrico de K contendo
F e oy,...,0, todos os K—homomorfismos distinto F' — K. Se u € F, a norma de u,

denotada por Np/k(u), ¢ o elemento:

NF/K(U) = (0’1 (U)UT(U))[FK]’
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O trago de u, denotado por Trgk(u), é o elemento:
Trp/k(u) = [F: K], (01(u) + ... + 0,(u)).

Teorema A.4.2. Seja F/K uma extensao de Galois e Gal(F/K) = {o1,...,0,}, entdo

para todo u € F temos:

Np/k(u) = o1(u)...on(u) e
Trp/k(u) = o1(u) + ... + on(u).
Teorema A.4.3. Seja F' uma extensao finita de K. Entdao para todos u,v € F':
1. Np/k(u) Np/r(v) = Np/(uwv) e Trpjg(u) + Trp/ g (v) = Tre g (u +v);

2. seu € K, entio Npre(u) = ulf*S e Trp/pe(u) = [F : K] u;

n F:K(u)]

ao)[

e Trp/(u) = —[F: K(u)]an_1, onde f(T) =T"+ a1 T" '+ ... +ap€ K[T] é 0

3. Np/k(u) e Trp i (u) sio elementos de K, mais precisamente, Np g (u) = ((—1)

polinémio minimal de u sobre K

4. se E € um corpo intermedidrio, entio Ng/x(Np/p(u)) = Np/x(u) e Trp/x (Tre/p(u)) =

TI"F/K(U).

Proposicao A.4.4. Seja F/K uma extensao finita, entao F//K € separdvel se e somente

se Trp/x nao € a aplicagao identicamente nula, ou seja, Trp i € sobrejetora.

A.5 Corpos perfeitos

Definigao A.5.1. Um corpo K ¢ dito perfeito quando toda extensao algébrica finita F'/ K

é uma extensao separavel.

Corolario A.5.2. Um corpo K é perfeito se e somente se todo extensao algébrica F/K

€ separdvel.
Teorema A.5.3. Seja K um corpo, entao sao equivalentes:

1. K € um corpo perfeito;
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2. todo polinomio irredutivel de K [T| € separdvel;
3. todo fecho algébrico K de K é Galois sobre K ;
4. toda extensao algébrica de K é separdvel sobre K ;
5. ou char(K) =0 ou char(K)=p>0e¢ K = K?.

Corolario A.5.4. Sejam K um corpo tal que char(K) =p >0, n > 1 e a aplicagdo de
Frobenius o, : K — K, onde ¢,(u) = uP". Entio K € perfeito se e somente se ¢ é um

isomorfismo.

Corolario A.5.5. Todo corpo finito € perfeito.

A.6 Extensoes ciclicas

Teorema A.6.1. (Teorema de Hilbert)
Sejam E/F uma extensao ciclica de grau n com grupo de Galois G, o um gerador de

GepBeE. AnormaNg/p(B) €igual a1 se e somente se, existe um elemento a # 0 em

E tal que = (o(a)) ta.

Teorema A.6.2. (Artin-Schreier)

Seja F' um corpo de caracteristica p > 0. Entao:

1. Seja E uma extensao ciclica de F' com grau p. Entao existey € E tal que E = F(y)

e y satisfaz a equacao TP — T — z =0, para algum z € F;

2. Reciprocamente, dado z € F, o polinomio p(T) =T? — T — z ou tem uma raiz em
F', e nesse caso todas elas estao em F, ou € irredutivel. No sequndo caso, se y €

uma raiz de p(T), entao F(y)/F € uma extensao ciclica de grau p.

Demonstragao. 1. Seja E/F ciclica de grau p. Entao Trp/p(—1) = 0 (isso é a soma
de —1 consigo mesmo p vezes). Seja o um gerador do grupo de Galois. Pela forma
aditiva do Teorema de Hilbert (A.6.1), existe y € E tal que o(y) —y = 1, em outras
palavras, o(y) = y + 1. Entao o'(y) = y + i, para todo inteiro 1 = 0,....p — 1, e y
tem p conjulgados distintos. Portanto, [F'(y) : F|] > p, seguindo que F(y) = E.



132 Teoria de corpos

Note ainda que:

oy —y)=oy)l —oly)=y+1)’—(y+1)=9"—v.

Portanto, y? — y é fixado por o, e assim, fixado por qualquer poténcia de o. Logo,

fixado por todo o grupo de Galois.

Assim, y? —y € F. Fagendo z :=y? — y € F, temos o resultado.

2. Seja z € F. Se y é uma raiz de o(T) =T? — T — z, entdo y + i ¢ também raiz para
i=0,..,p— 1. Entao ¢(T) tem p raizes distintas. Se uma delas estd em F', entéo
todas estarao em F'. Assuma qua nao existem raizes em F. Devemos mostrar que

©(T') & irredutivel.

Suponha que ¢(T) = g(T)W(T), com ¢g(T),h(T) € F[T] e 1 < deg(g(T)) < p.

Como:

temos que ¢(7T") é um produto sobre certos inteiros i. Seja d = deg(g(T)). O
coeficiente de T4 ! em ¢(T), ¢ a soma dos termos —(y + i) destes precisamente d
inteiros 7. Assim, esse coeficiente é igual a —dy + 7, para algum j inteiro. Mas d # 0
em F, e entdao y estd em F, pois os coeficientes de g(T) estdo em F, gerando um

contradigao.

Portanto, ¢(T") é irredutivel. Todas as raizes estao em F(y), logo F(y)/F é normal.
Como ¢(T') ndo tem raizes multiplas, segue que F(y)/F é uma extensao de Galois.
Existe um automorfismo o de F(y)/F tal que o(y) =y + 1, pois y + 1 é também
raiz de ¢(T'). Logo as poténcias o' de o sao o(y) =y +1i, parai =0,....p— 1, e sdo
diferentes. E concluimos que o grupo de Galois consiste destas poténcia e é ciclico,

provando o teorema.

Teorema A.6.3. (Eztensao de Kummer)
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Sejam F um corpo, n um inteiro > 0 relativamente primo com a caracteristica de F,

e assuma que existe n—ésima raiz primitiva da unidade em F'.

1. Seja E uma extensao ciclica de grau n. Entao existe a € E tal que E = F(a), e «

satisfaz a equacao T" — a = 0, para algum a € F';

2. Reciprocamente, sejam a € F' e a uma raiz de T" — a. Entdo F(a) € uma extensao

d

ciclica sobre F', de grau d, d|n, e a® é um elemento de F.
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