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Resumo

A Teoria das curvas algébricas sobre corpos finitos é de fundamental importância para

a matemática e tem aplicações essenciais em muitas áreas, tais como Geometria Finita,

Teoria dos Números, Teoria de Grafos e Teoria de Códigos.

Neste trabalho tratamos do segmento algébrico desta teoria, isto é, corpos de funções

algébricas, inicialmente sobre qualquer corpo, apresentando propriedades fundamentais.

Depois nos restringimos aos corpos de funções algébricas sobre corpos finitos, e são apre-

sentados resultados referentes à estimativa do gênero e número de lugares racionais, além

de propriedades que conectam estes dois números e a característica do corpo, sendo o

principal resultado dado por: “Para q uma potência de um número primo e N inteiro não

negativo, existe uma constante inteira não negativa g0 (dependendo de q e N) tal que,

para todo g maior ou igual a g0, existe um corpo de funções sobre Fq de gênero g tendo

exatamente N lugares racionais.”



Palavras-chave: Curvas algébricas, Corpos de funções algébricas, Lugares racionais,

Gênero.



Abstract

The Theory of algebraic curves over finite fields is of fundamental importance to

mathematics and has essential applications in many areas, such Finite Geometry, Number

Theory, Graph Theory and Coding Theory.

In this work we treat the algebraic part of this theory, ie, algebraic function fields,

initially over any field, presenting fundamental properties. Then we restrict to algebraic

function fields over finite fields, and presented results for the estimation of the genus and

the number of racional places, as well as properties that connect these two numbers and

the characteristic of the constant field, being the main result given by: “For q a prime

power and N a non-negative integer, there is an integer non-negative g0 (that depends of

q and N) such that for all g ≥ g0, there exists a function field over Fq with genus g having

exactly N racional places.”

Key words: Algebraic curves, Algebraic function fields, Racional places, Genus.
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Introdução

A teoria das curvas algébricas sobre corpos finitos é de grande importância em várias

áreas da matemática. Exemplo deste fato está na teoria de códigos, área esta onde Goppa

(1981) mostrou em [3] como construir códigos a partir de curvas algébricas sobre Fq, os

chamados códigos AG ou códigos de Goppa:

Dados n lugares racionais distintos P1, ..., Pn de um corpo de funções F/Fq e um divisor

G de F com suporte disjunto de {P1, ..., Pn}, o código de Goppa CL(D,G) ⊆ Fnq é definido

por

CL(D,G) := {(f(P1), ..., f(Pn)) : f ∈ L(G)} ,

onde D = P1 + ...+ Pn e L(G) é o espaço de Riemann-Roch associado a G.

Ao considerarmos um corpo de funções F sobre um corpo finito Fq, temos determinados

os valores de seu gênero g(F ) e de seu número de lugares racionais N(F ). Assim é natural

perguntar quais são as relações entre q, g(F ) e N(F ). E um dos principais resultados

perante esta questão é a cota de Hasse-Weil [8]:

|N(F )− (q + 1)| ≤ 2g(F )
√
q,

mais tarde refinada para a cota de Serre:

|N(F )− (q + 1)| ≤ g(F ) b2√qc .

Mas isso gera outras questões: Para determinados inteiros não negativos g e N , e
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uma potência de primo q, existe um corpo de funções F sobre Fq tal que g(F ) = g e

N(F ) = N? Quais são as condições necessárias para se garantir tal existência?

Uma forma de se pensar a respeito destas questões é fixar dois destes números e refletir

quanto ao terceiro, o que equivale a estudar os seguintes conjuntos:

N (q, g) := {N ; existe um corpo de funções F sobre Fq tal que g(F ) = g e N(F ) = N} ,

Q(N, g) := {q; existe um corpo de funções F sobre Fq tal que g(F ) = g e N(F ) = N} ,

G(q, g) := {g; existe um corpo de funções F sobre Fq tal que g(F ) = g e N(F ) = N} .

Das cotas de Serre e Hasse-Weil segue:

N (q, g) ⊆ [q + 1− g b2√qc , q + 1 + g b2√qc] ,

Q(N, g) ⊆
[
N + 2g2 − 1− 2g

√
g2 +N − 1, N + 2g2 − 1 + 2g

√
g2 +N − 1

]
.

Mas e quanto ao conjunto G(q,N)? O que podemos dizer a seu respeito?

O objetivo deste trabalho é tratar desta última questão.

No Capítulo 1 vamos desde a definição de um corpo de funções algébricas sobre um

corpo dado, apresentamos uma série de propriedades fundamentais e resultados impor-

tantes, como o Teorema de Riemann-Roch.

No Capítulo 2 tratamos de extensões de corpos de funções e o seus respectivos gêneros

(Fórmula do gênero de Hurwitz). Vemos também como se corporta a ramificação dos

lugares nestas extensões em algumas situações, resultando no Teorema de Kummer e

extensões de Artin-Schreier.

Já no Capítulo 3, tratamos de corpos de funções sobre Fq com um número prescrito

de lugares racionais, discorrendo sobre o conjunto G(q,N) e apresentando como principal

resultado o fato dele não ser limitado, diferente de N (q, g) e Q(N, g).

Este trabalho foi baseado nas referências [8] e [9].



Capítulo

1

Fundamentos da teoria de corpos de

funções algébricas

1.1 Lugares

Definição 1.1.1. Um corpo de funções algébricas F/K de uma variável sobre K é uma

extensão de corpos F ⊃ K tal que F é uma extensão algébrica finita de K(x) para algum

elemento x ∈ F que é transcendente sobre K.

Por simplicidade, chamaremos F/K de corpo de funções.

O conjunto K̃ = {z ∈ F ; z é algébrico sobre K} é um subcorpo de F , pois a soma,

produto e inverso de elementos algébricos são também algébricos. K̃ é chamado corpo de

constantes de F/K.

Assim, temos K ⊆ K̃ ⊂ F ; além disso F/K̃ é um corpo de funções sobre K̃. De

fato: K ⊆ K̃ ⇒ K(x) ⊆ K̃(x) ⊂ F ⇒ [F : K̃(x)][K̃(x) : K(x)] = [F : K(x)] = n ∈

N (finito)⇒ [F : K̃(x)] ≤ n.

Dizemos que K é algebricamente fechado sobre F se K̃ = K, isto é, quando K é todo

corpo de funções constantes de F .

Observação 1.1.2. Os elementos de F que são transcendentes sobre K podem ser carac-

terizados como: z ∈ F é transcendente sobre K se, e somente se,
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[F : K(z)] <∞.

De fato:

(⇐) se [F : K(z)] < ∞ ⇒ [K(z) : K] = ∞ ⇒ z não é algébrico ([K(z) : K] < ∞ ⇔

z algébrico).

(⇒) se z é transcendente, então trdegK(z)/K = 1, mas temos trdegK(x)/K = 1

e [F : K(x)] < ∞, donte temos [K(x, z) : K(x)] < ∞, logo extensão algébrica. As-

sim trdegK(x, z)/K(x) = 0, e pelo carácter somativo do grau de transcendência temos

trdegK(x, z)/K = 1, implicando que trdegK(x, z)/K(z) = 0 e portanto temos x algébrico

sobre K(z), destarte finita. Logo, [F : K(z)] <∞.

Exemplo 1.1.3. O corpo de funções racionais.

F/K é dito o corpo de funções racionais se F = K(x) para algum x ∈ F transcendente

sobre K. Todo elemento z ∈ K(x) não nulo tem uma única representação da forma:

z = a
∏
i

pi(x)ni ,

em que a é não nulo, pi(x) ∈ K[x] são mônicos, todos distintos e irredutíveis e ni ∈ Z.

Para tal observe:

K(x) =
{
f(x)
g(x)

; f(x), g(x) ∈ K[x] e g(x) 6= 0
}

⇒ z = f(x)
g(x)

, onde f(x), g(x) ∈ K[x] e g(x) 6= 0

Veja que K[x] não é corpo, pois se o fosse, teríamos K(x) = K[x]⇔ x algébrico. Gerando

uma contradição.

Assim, faz sentido considerar elementos irredutíveis em K[x].

Logo temos:

f(x) = α.pf1(x)nf1 . . . pfp(x)nfp

g(x) = β.pg1(x)ng1 . . . pgq(x)ngq

onde α, β ∈ K∗ e pfi(x) e pgi são polinômios mônicos irredutíveis dois a dois distintos e

os expoentes de todos são naturais.

⇒ z = f(x)
g(x)

= a
∏

i pi(x)ni .
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Um corpo de funções arbitrário é frequentemente representado como uma extensão

algébrica simples de uma corpo de funções racionais K(x), isto é, F = K(x, y) onde

ϕ(y) = 0 para algum ϕ(T ) ∈ K(x)[T ] irredutível.

Veremos decomposições de elementos de um corpo de funções qualquer similar a que

fizemos acima. Mas para tal, serão introduzidos os conceitos de aneis de valorização e

lugares do corpo de funções. Além dos conceitos de zeros e pólos dos elementos de um

corpo de funções racionais.

Definição 1.1.4. Um anel de valorização do corpo de funções F/K é um anel O ⊂ F

que satisfaz as seguintes propriedades:

1. K ( O ( F ;

2. ∀z ∈ F, z ∈ O ou z−1 ∈ O.

Tal definição motiva a construção do seguinte conjunto em F = K(x):

Seja p(x) ∈ K [x] irredutível, defina:

Op(x) =
{
f(x)
g(x)

; f(x), g(x) ∈ K[x], p(x) não divide g(x)
}
.

Veja que f(x)
p(x)

, onde f(x), p(x) são elementos não nulos de K[x], pertence a K(x), mas

tal elemento não pertence a Op(x) se p(x) não divide f(x). Além disso, seja g(x) ∈ K[x]

tal que g(x) é irredutível e mdc(p(x), g(x)) = 1, então 1
g(x)
∈ Op(x)\K.

Portanto, K ( Op(x) ( F .

Seja z = f(x)
g(x)
∈ F = K(x) não nulo, então se z /∈ Op(x) ⇒ p(x)|g(x). E, como já

podemos supor que f(x) e g(x) são relativamente primos, temos que p(x) não divide

f(x); logo, z−1 = g(x)
f(x)
∈ Op(x).

Portanto, Op(x) é um anel de valorização de K(x).

Note ainda que se p(x) e g(x) são polinômios irredutíveis de K[x] distintos, temos

Op(x) 6= Og(x), pois 1
g(x)
∈ Op(x) e 1

g(x)
/∈ Og(x).

Proposição 1.1.5. Seja O um anel de valorização do corpo de funções F/K. Então:

1. O tem um único ideal maximal P = O\O∗ , onde
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O∗ = {x ∈ O; ∃z ∈ O onde x.z = 1};

2. Para x ∈ F , não nulo, temos: x ∈ P ⇔ x−1 /∈ O;

3. Para K̃ o corpo de constantes de F/K, temos K̃ ⊆ O e K̃ ∩ P = {0}.

Demonstração. 1. Primeiro, seja x ∈ P e z ∈ O, se zx ∈ O∗ ⇒ ∃w ∈ O onde

xzw = 1⇒ x(zw) = 1⇒ x ∈ O.

Agora, sejam x, y ∈ P . Considere x
y
∈ F , então x

y
∈ O ou y

x
∈ O.

Se x
y
∈ O ⇒ 1 + x

y
∈ O ⇒ x+ y = y(1 + x

y
) ∈ P . Se y

x
∈ O, é análogo.

Portanto, x+ y ∈ P , donde temos que P é um ideal.

Mostremos agora que P é maximal.

Seja J um ideal onde P ( J ⊆ O. Tome x ∈ J\P . Então x ∈ O∗, pois P = O\O∗,

assim xx−1 ∈ J , pois J é ideal. Logo 1 ∈ J ⇒ O ⊂ J ⇒ J = O. Portanto P é

maximal.

P é o único ideal maximal de O: Seja J ideal maximal de O. Se J não contém

unidades de O, então J ⊆ P ⇒ J = P , pois J é maximal. Agora se J possui uma

unidade, então J = O.

Portanto, P é o único ideal maximal próprio de O.

2. x ∈ P ⇔ x ∈ O\O∗ ⇔ x /∈ O∗x−1 /∈ O.

3. Seja z ∈ K̃:

Se z = 0⇒ z ∈ O, pois O é anel.

Se z 6= 0:

Suponha z /∈ O ⇒︸︷︷︸
2

z−1 ∈ O.

Como K̃ é corpo, então z−1 ∈ K̃ ⇒ ∃a1, ..., ar ∈ K onde ar(z−1)r+...+a1z−1+1 = 0,

pois z−1 ⇒ pz−1(x) 6= xn.

Assim:
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ar(z
−1)r + ...+ a1z

−1 = −1

⇒ z−1(ar(z
−1)r−1 + ...+ a1) = −1

⇒ −(ar(z
−1)r−1 + ...+ a1) = z ∈ K[z−1] ⊂ O.

Logo z ∈ O, absurdo.

Portanto, temos z ∈ O, daí K̃ ⊂ O.

Seja, novamente, z ∈ K̃, z 6= 0. Como K̃ é corpo, então z−1 ∈ K̃; donde temos

z ∈ O∗, pois K̃ ⊂ O.

Portanto z /∈ P e K̃ ∩ P = {0}.

Teorema 1.1.6. Seja O um anel de valorização do corpo de funções F/K e P o único

ideal maximal de O. Então:

1. P é ideal principal;

2. Se P = tO, então ∀z ∈ F (z 6= 0), existe uma única representação da forma z = tnu,

para algum n ∈ Z e u ∈ O∗;

3. O é um domínio de ideais principais. Mais que isso: se P = tO e {0} 6= I ⊆ O é

um ideal, então I = tnO, para algum n ∈ Z.

Para provar tal teorema precisamos do lema:

Lema 1.1.7. Sejam O um anel de valorização de F/K, P o ideal maximal de O e x ∈ P ,

tal que x 6= 0. Sejam x1, ..., xn ∈ P tais que x1 = x e xi ∈ xi+1P para i = 1, ..., n − 1.

Então n ≤ [F : K(x)] <∞.

Demonstração. Pela Proposição 1.1.5, temos que K̃∩P = {0}. Como x 6= 0, então x /∈ K̃,

logo x é transcendente sobre K. Assim pela observação 1.1.2, temos [F : K(x)] <∞.

Logo, é suficiente mostrar que {x1, ..., xn} é um conjunto l.i. em F sobre K(x).

Suponha que {x1, ..., xn} é l.d. sobre K(x), então ∃ϕi ∈ K(x), i = 1, .., n, não todos

nulos tais que:
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∑n
i=1 ϕixi = 0.

Como ϕi ∈ K(x), então podemos supor ϕi ∈ K[x] e tal que x não divide todos eles.

Tome ai := ϕi(0) ∈ K o termo constante de ϕi, e defina j ∈ {1, .., n} tal que aj 6= 0

mas ai = 0,∀j < i.

Assim:

−ϕjxj =
∑

i 6=j ϕixi (?)

com ϕi ∈ O para i = 1, .., n (pois x ∈ P ), xi ∈ xjP para i < j e ϕi = xgi para i > j, onde

gi são polinômios em x.

Dividindo (?) por xj, temos:

−ϕj =
∑

i<j ϕi
xi
xj

+
∑

i>j
x
xj
gixi. (??)

Como (??) ∈ P então ϕj ∈ P . Além disso ϕj = aj +xgj, onde gj ∈ K[x] ⊂ O e x ∈ P ,

donde temos aj = ϕj − xgj ∈ P .

Assim aj ∈ P ∩K e aj 6= 0, contrariando a Proposição 1.1.5 item 3.

Demonstração. (teorema)

1. Suponha que P não é principal e escolha x1 ∈ P não nulo. Como P 6= x1O, então

existe x2 ∈ P\x1O. Então x2x−11 /∈ O, pois x2x−11 ∈ O ⇒ x2x
−1
1 = o⇒ x2 = ox1 ⇒

x2 ∈ x1O.

Isso implica que x−12 x1 ∈ P (pela Proposição 1.1.5 item 2), donde temos x1 ∈

x2P . Por indução temos então uma sequencia infinita x1, x2, ... ∈ P tal que xi ∈

xi+1P, ∀i ≥ 1, contrariando o Lema 1.1.7.

2. Seja z ∈ F (z 6= 0), como z ∈ O ou z−1 ∈ O, então podemos supor que z ∈ O, pois

caso contrário basta fazer o mesmo raciocínio para z−1 ∈ O.

Se z ∈ O∗ ⇒ z = t0z.

Se z /∈ O∗ ⇒ z ∈ P .

Como z ∈ P = tO, então A := {m ≥ 1; z ∈ tmO} 6= ∅.
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Seja m := maxA. Veja que m < ∞, pois caso contrário, ao construir a sequência

x1 = z, x2 = tm−1, x3 = tm−2, ..., xm = t, temos que ela é limitado, pois se não o

fosse, contrariaríamos o Lema 1.1.7.

Assim z ∈ tmO ⇒ z = tmu, onde u ∈ O∗, pois se u /∈ O∗, teríamos u ∈ P ⇒ u = tw,

onde w ∈ O ⇒ z = tm+1w ∈ tm+1O. Contrariando a maximalidade de m.

Suponha agora que z = tmu = tnv, onde m,n ∈ Z e u, v ∈ O∗. Temos:

tmu = tnv ⇒ tn(u− tn−mv) = 0

⇒ u = tn−mv ⇒ tn−m = uv−1 ∈ O∗

Portanto se m 6= m, temos t ∈ O∗ e assim t /∈ P , gerando um absurdo. Assim

m = n, e também u = v. Donde temos a unicidade da representação.

3. Seja {0} 6= I ⊂ O um ideal.

O conjunto A := {r ∈ N; tr ∈ I} 6= ∅, pois se 0 6= x ∈ I, então x = tru com u ∈ O∗,

assim tr = xu−1 ∈ I.

Defina n := minA. Temos I = tnO:

I ⊃ tnO: Como tn ∈ I ⇒ tnO ⊂ I.

I ⊂ tnO: Seja y ∈ I não nulo, então y = tsw, onde w ∈ O∗ e s ≥ 0. Assim

ts = yu−1 ∈ I, logo s ≥ n. Portanto y = tnts−nw ∈ tnO.

Definição 1.1.8. 1. Um lugar P de um corpo de funções F/K é o ideal maximal de

algum anel de valorização O de F/K. Todo t ∈ P tal que P = tO é chamado de um

elemento primo de P (outras notações são parâmetro local ou variável uniforme).

2. PF = {P ;P é um lugar de F/K}.

Pela Proposição 1.1.5 item 2, temos que dado O um anel de valorização de F/K e P

seu ideal maximal, O é unicamente determinado por P : O = {z ∈ F ; z−1 /∈ P}. Assim

OP := O é chamado de anel de valorização do lugar P .
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Definição 1.1.9. Uma valorização discreta de F/K é uma função v : F → Z∪{∞} com

as seguintes propriedades:

1. v(x) =∞⇔ x = 0;

2. v(xy) = v(x) + v(y),∀x, y ∈ F ;

3. v(x+ y) ≥ min{v(x), v(y)},∀x, y ∈ F ;

4. ∃z ∈ F tal que v(z) = 1;

5. v(a) = 0,∀a ∈ K não nulo.

Neste contexto, o símbolo∞ designa um elemento não inteiro (/∈ Z) tal que∞+∞ =

∞+ n =∞ e ∞ > m, ∀n,m ∈ Z.

Dos itens 2 e 4 acima, temos que v : F → Z ∪ {∞} é sobrejetora.

De fato, seja j ∈ Z ∪ {∞}. Se j = 0 ou j =∞, como {0, 1} ⊂ K, então acabou.

Se j ∈ Z e j 6= 0, por 4, ∃z ∈ F tal que v(z) = 1, assim:

j > 0⇒ v(zj) = jv(z) = j.

j < 0, fazendo q = −j, q > 0, temos 0 = v(1) = v(zz−1) = v(z) + v(z−1) = 1 + v(z−1)

⇒ 0 = 1 + v(z−1) ⇒ v(z−1) = −1 ⇒ v((z−1)q) = −q = j ⇒ v(zj) = j.

A propriedade 3 é chamada desigualdade triangular. Uma forte versão dessa desigual-

dade pode ser derivada a partir dos axiomas e é frequentemente muito útil:

Lema 1.1.10. (DESIGUALDADE TRIANGULAR ESTRITA)

Seja v uma valorização discreta de F/K e x, y ∈ F com v(x) 6= v(y). Então v(x+y) =

min{v(x), v(y)}.

Demonstração. Veja que v(ay) = v(y),∀a ∈ K (a 6= 0), como −1 ∈ K, então, por 2,

v(−y) = v(−1y) = 0 + v(y). Por hipótese v(x) 6= v(y), assim podemos supor sem perda

de generalidade v(x) < v(y).

Se v(x + y) 6= min{v(x), v(y)} = v(x), então por 3, v(x + y) > v(x). Assim v(x) =

v(x+y−y) ≥ min{v(x+y), v(−y)} = min{v(x+y), v(y)} > v(x)⇒ v(x) > v(x), gerando

um absurdo.



1.1 Lugares 11

Definição 1.1.11. Para todo lugar P ∈ PF associamos uma função vP : F → Z∪∞ que

provaremos ser uma valorização discreta de F/K: Escolha t um elemento primo de P .

Então para todo z ∈ F não nulo, temos uma única representação z = tnu, com u ∈ O∗ e

n ∈ Z. Defina vP (z) := n e vP (0) :=∞.

Veja que tal definição depende apenas de P , e não do t escolhido. De fato, se t′ é primo

em P , então P = tO = t′O, donde temos t = t′w, onde w ∈ O∗, assim tnu = (t′w)nu =

t′nwnu = t′n(wnu), com wnu ∈ O∗.

Teorema 1.1.12. Seja F/K um corpo de funções:

1. Para todo lugar P ∈ PF , a função vP acima definida é uma valorização discreta de

F/K. Mais que isso:

OP = {z ∈ F ; vP (z) ≥ 0}

O∗P = {z ∈ F ; vP (z) = 0}

P = {z ∈ F ; vP (z) > 0}.

Um elemento x ∈ F é primo de P se, e somente se, vP (x) = 1.

2. Reciprocamente, se v é uma valorização discreta de F/K, então o conjunto P =

{z ∈ F ; v(z) > 0} é um lugar de F/K, e OP = {z ∈ F ; v(z) ≥ 0} é o seu anel de

valorização correspondente.

3. Qualquer anel de valorização O de F/K é um subanel maximal próprio de F .

Demonstração. 1. Pelo que observamos logo acima, temos a boa definição de vP . A

propriedade 1 de valorização discreta segue d definição de vP : vP (0) :=∞.

A propriedade 2 de valorização discreta vem de: vP (xy) = vP (tnu1t
mu2) = vP (tn+m (u1u2)︸ ︷︷ ︸

∈O∗

) =

n+m = vP (x) + vP (y).

Agora a propriedade 3 de valorização discreta: sejam x, y ∈ F com vP (x) = n e

vP (y) = m. Sem perda de generidade podemos supor n ≤ m < ∞. Assim, temos:

x = tnu1 e y = tmu2, com u1, u2 ∈ O∗P .
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Então x+ y = tnu1 + tmu2 = tn(u1 + tm−nu2) = tnz, com z ∈ OP .

Se z = 0: vP (x+ y) =∞ > min{n,m} = min{vP (x), vP (y)}.

Se z 6= 0: z = tku, com 0 ≤ k ∈ Z e u ∈ O∗. Então:

vP (x+ y) = vP (tn+ku) = n+ k ≥ n = min{vP (x), vP (y)}.

Agora se x = 0 ou y = 0, então vP (x+ y) = vP (y) = min{vP (x), vP (y)}, no caso em

que y 6= 0, e vP (x+ y) = vP (x) = min{vP (x), vP (y)}.

Quanto a propriedade 4 de valorização discreta, observe que vP (t) = 1.

Por fim a propridade 5: seja 0 6= a ∈ K ⊂ O∗ ⊂ O. Então vP (a) = vP (t0a) = 0.

Agora quanto aos conjuntos:

OP = {z ∈ F ; vP (z) ≥ 0}: se z ∈ OP , então: se z é nulo temos vP (z) = ∞ > 0, e

se z é não nulo temos vP (z) = vP (tnu) = n, onde 0 ≤ n ∈ Z e u ∈ O∗. Se z ∈ F e

vP (z) ≥ 0, temos:

(?) se vP (z) = 0⇔ z ∈ O∗

(??) se vP (z) =∞⇔ z = 0 ∈ P ⊂ OP e se vP (z) = n > 0⇔ z = tnu,

0 < n ∈ Z e u ∈ O∗ ⇔ z ∈ tO = P ⊂ OP .

Observe que O∗P = {z ∈ F ; vP (z) = 0} segue de (?).

E P = {z ∈ F ; vP (z) > 0} segue de (??).

Se x ∈ F é primo e P , então vimos que q definição independe do primo t, donde

temos que vP (x) = vP (t) = 1.

2. Segue da verificação das propriedades destes conjuntos e usando que se x ∈ F então

v(x) = −v(x−1).

3. Sejam O um anel de valorização, P seu ideal maximal, vP a valorização discreta de

P e z ∈ F\O.
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Seja também y ∈ F . Como z /∈ O ⇒ z−1 ∈ O, além disso z−1 /∈ O∗ ⇒ vP (z−1) > 0.

Veja que vP (yz−k) = vP (y)︸ ︷︷ ︸
∈Z∪{∞}

+k vP (z−1)︸ ︷︷ ︸
>0

.

Assim para k ≥ 0 suficientemente grande, vP (yz−k) ≥ 0 ⇒ yz−k ∈ O. Defina

w := yz−k ∈ O, temos assim y = wzk ⇒ F = O[z].

Portanto O é maximal.

Seja P um lugar de F/K e OP seu respectivo anel de valorização. Como P é maximal,

então o anel das classes residuais OP

P
é um corpo. Para x ∈ OP , definimos x(P ) ∈ OP

P

como a classe residual de x módulo P , para x ∈ F −OP , fazemos x(P ) :=∞.

Da Proposição 1.1.5, temos que K ⊂ OP e K̃∩P = {0}, assim K ⊂ OP e K∩P = {0}.

Então a aplicação ϕ : OP → OP

P
, onde x 7→ x(P ), induz um mergulho canônico de K

em OP

P
.

De fato, se x, y ∈ K e x(P ) = y(P )⇒ x−y ∈ P ⇒ x−y ∈ P∩K ⇒ x−y = 0⇒ x = y.

Assim, podemos ver K como subcorpo de OP

P
, pois ϕ se torna isomorfismo quando

restrita a K. Como K̃ ⊂ OP e K̃ ∩ P = {0}, podemos extender este raciocínio para K̃.

Ou seja, ver K̃ como subcorpo de OP

P
.

Definição 1.1.13. Seja P ∈ PF .

1. FP := OP

P
é o corpo das classes residuais módulo P . A aplicação x 7→ x(P ) de

F e FP ∪ {∞} é chamada aplicação classe residual com respeito a P . E também

podemos denotar x+ P := x(P ),∀x ∈ OP .

2. degP := [FP : K] é chamado de grau de P .

Proposição 1.1.14. Se P é um lugar de F/K e 0 6= x ∈ P , então:

degP ≤ [F : K(x)] <∞.

Demonstração. Da observação 1.1.2, tendo que x ∈ P não nulo é transcendente, pois

K̃ ∩ P = {0}, segue que [F : K(x)] <∞.
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Sejam z1, ..., zn ∈ OP tais que z1(P ), ..., zn(P ) ∈ OP

P
sejam l.i. sobre K. Mostremos

que z1, ..., zn ∈ F são l.i. sobre K(x).

Suponhamos que sejam l.d., assim tomemos a combinação linear não trivial:

0 =
∑n

i=1 ϕizi, onde ϕ ∈ K(x), i = 1, ..., n.

Sem perda de generalidade, podemos supor que ϕi ∈ K[x],∀i, e que x nnão divide

ϕi,∀i, ou seja, ∃j ∈ {1, ..., n} onde ϕj = aj + xgj, com aj ∈ K não nulo.

Como x ∈ P e gi ∈ K[x] ⊂ OP , então, ∀i, temos:

ϕi(P ) = ai(P ) + xgi(P ) = ai(P ) + 0(P ) = ai(P ) = ai.

Assim:

0 = 0(P ) = (
∑n

i=1 ϕizi)(P ) =
∑n

i=1 ϕi(P )zi(P ) =
∑n

i=1 ai(P )zi(P ) =
∑n

i=1 aizi(P ),

onde os ai’s não são todos nulos.

Donde temos que z1(P ), ..., zn(P ) são l.d. sobre K, gerando uma contradição.

Portanto degP = [FP : K] ≤ [F : K(x)] <∞.

Corolário 1.1.15. O corpo das constantes K̃ de F/K é uma extensão de corpos finita

de K, ou seja, [K̃ : K] <∞.

Demonstração. A frente mostraremos que PF 6= ∅. Portanto vamos assumí-lo verdadeiro,

por enquanto.

Seja P ∈ PF . Pela proposição anterior, temos: [FP : K] <∞. Mas, observamos acima

que podemos megulhar K̃ em FP , assim:

[FP : K̃][K̃ : K] = [FP : K] <∞

⇒ [K̃ : K] ≤ [FP : K] <∞

⇒ [K̃ : K] <∞
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Observação 1.1.16. No caso em que degP = 1 temos que FP = K, e a aplicação classe

residual leva F em K ∪ {∞}. Em particular, se K é algebricamente fechado, então todo

lugar de F tem grau 1. De fato, se K é algebricamente fechado, então toda extensão

algébrica é trivial ⇒ [FP : K] = 1,∀P ∈ PF .

Assim, podemos ver z ∈ F como a função:

z : PF → K ∪ {∞}, tal que P 7→ z(P )

Daí o porquê F/K é chamado corpo de funções. Os elementos deK visto como funções

do tipo acima são funções constantes, pois se P1, P2 ∈ PF e k ∈ K, então k(P1) = k(P2) =

k. Por isso K é chamado de corpo de constantes de F .

Definição 1.1.17. Seja z ∈ F e P ∈ PF . Dizemos que P é um zero de z se, e somente

se, vP (z) > 0; P é um pólo de z se, e somente se, vP (z) < 0. Se vP (z) = m > 0, P é dito

um zero de z de ordem m; se vP (z) = −m < 0, P é dito um pólo de z de ordem m.

Teorema 1.1.18. Seja F/K um corpo de funções e R um subanel de F com K ⊆ R ⊆ F .

Suponha que {0} 6= I ( R é um ideal próprio de R. Então existe um lugar P ∈ PF tal

que I ⊆ P e R ⊆ OP .

Demonstração. Considere o conjunto:

Λ := {S;S é subanel de F com R ⊆ S e IS 6= S}.

Por definição IS é o conjunto de todas as somas finitas
∑
aνsν com aν ∈ I e sν ∈ S, isto

é um ideal de S.

Λ é não vazio, pois R ∈ Λ. Além disso a relação de inclusão induz uma ordem parcial

em Λ.

Seja H ⊆ Λ uma cadeia, assim defina:

T :=
⋃
{S;S ∈ H}

Temos que T é um subanel de F e R ⊂ T . Verifiquemos agora que IT 6= T . Suponha

que T = IT , então:

1 ∈ IT ⇒ 1 =
∑n

ν=1 aνsν .



16 Fundamentos da teoria de corpos de funções algébricas

Como H é uma cadeia, então ∃S0 ∈ H tal que sν ∈ S0, ∀ν = 1, ..., n ⇒ 1 ∈ IS0 ⇒

S0 ⊂ IS0 ⇒ S0 = IS0. Gerando uma contradição.

Portanto T ∈ Λ. Observe que T é um limitante superior de H, assim, pelo lema

de Zorn, temos que Λ possui um elemento maximal, isto é, ∃O ⊆ F subanel tal que

R ⊆ O ⊆ F e IO 6= O e O é maximal com esta propriedade.

Mostremos que O é um anel de valorização de F/K:

Como I 6= {0} e IO 6= O, então O ( F e I ⊆ O\O∗. De fato: Se ∃u ∈ O∗ tal que

u ∈ I, teríamos uu−1 = 1 ∈ IO ⇒ IO = O, contrariando as propriedades apresentadas

por O. Se O = F , seja u ∈ I ⇒ u−1 ∈ F ⇒ 1 ∈ IF ⇒ F = IF ⇒ IO = O, gerando

novamente uma contradição.

Suponha agora z ∈ F tal que z, z−1 /∈ O ⇒ O ( O[z], que é um anel de F onde

R ⊂ O ⊂ O[z]. Como O é maximal, então IO[z] = O[z]. Analogamente IO[z−1] = O[z−1].

Assim 1 ∈ IO[z] ∩ IO[z−1], logo ∃a0, ..., an, b0, ..., bm ∈ IO onde:

a0 + a1z + ...+ anz
n︸ ︷︷ ︸

(i)

= 1 = b0 + b1z
−1 + ...+ bmz

−m︸ ︷︷ ︸
(ii)

(?)

Veja que se n = 0 ⇒ a0 = 1 ⇒ OI = O, absurdo! Portanto n ≥ 1 e analogamente

m ≥ 1.

Tomemos n em mínimos satisfazendo (?). Sem perda de generalidade, suponham ≤ n

(caso contrário basta fazer z−1 = y e y−1 = z).

Multiplicando (i) por (1− b0) e (ii) por anzn temos:

(1− b0)a0 + (1− b0)a1z + ...+ (1− b0)anzn = 1− b0
e

(b0 − 1)anz
n + b1anz

n−1 + ...+ bmanz
n−m = 0

Somando estas duas expressões temos:

1 = c0 + ...+ cn−1z
n−1, com ci ∈ IO,∀i.

Contrariando a minimalidade de n. Logo z ∈ O ou z−1 ∈ O.

Portanto O é anel de valorização de F/K e I ⊆ P = O\O∗.
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Corolário 1.1.19. Sejam F/K corpo de funções e z ∈ F transcendente sobre K. Então

z tem pelo menos um zero e um pólo. Em particular PF 6= ∅.

Demonstração. Tome R = K[z] e I = zK[z]. Então ∃P lugar de F/K tal que z ∈ P

(teorema anterior). Como z ∈ P = tO ⊂ OP , temos que z = tnu, onde 1 ≤ n ∈ Z e

u ∈ O∗P . Daí vP (z) = n > 0⇒ P é um zero de z. Veja que z−1 = t−nu−1 ⇒ P é um pólo

de z−1.

Fazendo o mesmo raciocínio para z−1, temos que ∃Q ∈ PF onde Q é zero de z−1 e Q

é pólo de z. Portanto, ∀z ∈ F transcendente sobre K, temos que z possui zero e pólo em

PF .

Observemos que 0 6= z ∈ K̃ ⊂ O, então vP (z) ≥ 0; como K̃ ∩ P = {0} ⇒ z ∈

O∗ ⇒ vP (z) = 0. E se z /∈ K̃, então sempre existem lugares P e Q tais que vP (z) > 0 e

vQ(z) < 0. Assim, na observação 1.1.16, se z /∈ K̃, conseguimos uma função, no sentido

alí descrito, não constante.

1.2 Corpo de funções racionais

Será investigado aqui o cropo de funções racionais F = K(x), onde x é transcendente

sobre K.

Dado um polinômio arbitrário, mônico e irredutível p(x) ∈ K[x], considere o anel de

valorização:

Op(x) =
{
f(x)
g(x)

; f(x), g(x) ∈ K[x], p(x) não divide g(x)
}

de K(x)/K com seu ideal maximal:

Pp(x) =
{
f(x)
g(x)

; f(x), g(x) ∈ K[x], p(x)|f(x) e p(x) não divide g(x)
}
.

No caso de p(x) for linear, isto é, p(x) = x−α com α ∈ K escrevemos Pα := Pp(x) ∈ PF .

Existe outro anel de valorização de K(x)/K:

O∞ =
{
f(x)
g(x)

; f(x), g(x) ∈ K[x], deg f(x) ≤ deg g(x)
}



18 Fundamentos da teoria de corpos de funções algébricas

com ideal maximal:

P∞ =
{
f(x)
g(x)

; f(x), g(x) ∈ K[x], deg f(x) < deg g(x)
}
.

P∞ é chamado de lugar infinito de K(x).

Observe que este rótulo depende especificamente da escolha de elemento gerador x ∈

K(x). Por exemplo, K(x) = K( 1
x
), pois x−1 = 1

x
, e o lugar infinito com respeito a 1

x
é o

lugar P0 com respeito a x.

Proposição 1.2.1. Seja F = K(x) um corpo de funções racionais.

1. Seja P = Pp(x) ∈ PF um lugar como o explicitado acima, onde p(x) ∈ K[x] é um

polinômio irredutível. Então p(x) é primo para P e a correspondente valorização

discreta vP pode ser escrita como segue:

Se z ∈ K(x)\{0} é escrito da forma z = p(x)n f(x)
g(x)

, com n ∈ Z, f(x), g(x) ∈ K[x]

onde p(x) não divide nem f(x) e nem g(x), então vP (z) = n.

O corpo de classes residuais K(x)P = OP

P
é isomorfo a K[x]

(p(x))
; um isomorfismo é

dado por: ϕ : K[x]
(p(x))

→ OP

P
, onde f(x) mod(p(x)) 7→ f(x)(P ).

Consequentemente degP = deg p(x).

2. Quando p(x) = x−α com α ∈ K, o grau de P = Pα é 1, e a aplicação classe residual

é dada por: z(P ) = z(α), ∀z ∈ K(x), onde z(α) é definido como se segue: escrevendo

z = f(x)
g(x)

, com f(x), g(x) ∈ K[x] relativamente primos, então: z(α) = f(α)
g(α)

se

g(α) 6= 0, e, z(α) =∞ se g(α) = 0.

3. Seja P = P∞ o lugar infinito de K(x)/K. Então degP = 1. Um elemento primo

de P∞ é t = 1
x
. A correspondente valorização discreta v∞ é dada por: v∞(f(x)

g(x)
) =

deg g(x) − degf(x), onde f(x), g(x) ∈ K[x]. A aplicação classe residual de P∞

é determinada por: z(P∞) = z(∞),∀z ∈ K(x), onde z(∞) é definido como: se

z = anxn+...+a0
bmxm+...+b0

, com an e bm não nulo, então z(∞) = an
bm

se n = m, z(∞) = 0 se

n < m, e, z(∞) =∞ se n > m.

4. K é todo o corpo de constantes de K(x)/K.
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Demonstração. 1. Seja P = Pp(x) ∈ PF , p(x) ∈ K[x] irredutível. O ideal Pp(x) ⊂ Op(x)

é gerado por p(x), de fato, veja que se f(x)
g(x)
∈ Pp(x) ⇒ p(x)|f(x) e p(x) não divide

g(x) ⇒ f(x)
g(x)

=
µ(x)

g(x)︸ ︷︷ ︸
∈Op(x)

p(x) ∈ Op(x)p(x).

Portanto Pp(x) ⊂ p(x)Op(x).

Como p(x) ∈ Pp(x), então Pp(x) = p(x)Op(x).

Agora defina φ : K[x]→ K(x)P , de forma que f(x) 7→ f(x)(P ). Temos que φ está

bem definida, pois f(x) = f(x)
1
⇒ f(x) ∈ Op(x). Além disso, φ é homomorfismo e

f(x) ∈ kerφ⇔ f(x)(P ) = (P )⇔ p(x)|f(x)⇔ f(x) ∈ (p(x)). Logo (p(x)) = kerφ.

φ é sobrejetora: seja z ∈ Op(x) ⇒ z = u(x)
v(x)

onde p(x) não divide v(x). Como p(x)

é irredutível temos mdc(p(x), v(x)) = 1, assim ∃a(x), b(x) ∈ K[x] onde a(x)p(x) +

b(x)v(x) = 1, então:

z = 1.z = (a(x)p(x) + b(x)v(x))u(x)
v(x)

=

= u(x)
v(x)

a(x)p(x) + b(x)u(x)

⇒ z(P ) = (b(x)u(x))(P ), onde b(x)u(x) ∈ K[x]

⇒ φ(b(x)u(x)) = z(P )

Portanto φ é sobrejetora. Donde temos K[x]
(p(x))

e K(x)P são isomorfos.

Como [ K[x]
(p(x))

: K] = [K(x)P : K]⇒ degP = deg p(x).

2. Agora P = Pα, com α ∈ K.

Se f(x) ∈ K[x]⇒ (x− α)|(f(x)− f(α)). Assim,

f(x)(P ) = (f(x)− f(α))(P ) + f(α)(P ) = f(α)︸︷︷︸
∈K

(P ) = f(α).

Seja agora z ∈ OP ⇒ z = f(x)
g(x)

, onde p(x) não divide g(x) (g(α) 6= 0), então

z(P ) = f(x)
g(x)

(P ), onde g(x)(P ) 6= (P ), e assim:
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z(P ) =
f(x)(P )

g(x)(P )
=
f(α)

g(α)
= z(α).

Se z /∈ OP ⇒ z = f(x)
g(x)

, onde p(x)|g(x) (g(α) = 0) ⇒ z(P ) =∞ = z(α).

3. Seja z ∈ P∞ ⇒ z = f(x)
g(x)

, onde deg f(x) < deg g(x) ⇒ z = 1
x
xf(x)
g(x)

, onde deg xf(x) ≤

deg g(x), ou seja xf(x)
g(x)
∈ O∞. Logo P∞ = 1

x
O∞ ⇒ 1

x
é primo de P∞.

Como P∞ com respeito a x é P0 com respeito a 1
x
, então K(x)

P∞
∼= K( 1

x
)

P0

∼= K[ 1
x
]

( 1
x
)

⇒ degP0 = 1⇒ degP∞ = 1.

4. Tome um lugar P de K(x)/K com grau 1, P = Pα com α ∈ K por exemplo.

Podemos mergulhar K̃ ⊂ K(x) em K(x)P , assim:

K ⊆ K̃ ⊆ K(x)P = K ⇒ K̃ = K.

Teorema 1.2.2. Não existe lugares do corpo de funções racionais K(x)/K que não sejam

da forma Pp(x) ou P∞.

Demonstração. Seja P ∈ PK(x), considere o anel de valorização correspondente a P , OP .

CASO I: x ∈ OP .

x ∈ OP ⇒ K[x] ⊂ OP ⇒ I := K[x]∩P é ideal de K[x], e como P é ideal maximal de

OP , então I é maximal de K[x], e portanto K[x]
I

é corpo.

Assim, podemos mergulhar K[x]
I

↪→ K(x)P , z(I) 7→ z(P ). De fato, z1(P ) = z2(P ) ⇒

(z1 − z2)(P ) = (P )⇒ z1 − z2 ∈ I ⇒ z1(I) = z2(I).

Veja ainda que I 6= {0}, pois se I = {0} então K[x] = K[x]
I

= K ⇒ K[x] é um corpo

⇔ x é algébrico, o que não é verdade.

Portanto I é ideal maximal não nulo de K[x].

Como K é corpo, então K[x] é domínio de ideais principais, logo existe p(x) ∈ K[x]

irredutível e mônico tal que I = (p(x))⇒ I = K[x] ∩ P = p(x)K[x].

Assim ∀g(x) ∈ K[x] com p(x) não dividindo g(x), temos g(x) /∈ I ⇒ g(x) /∈ P ⇒
1

g(x)
∈ OP (Proposição 1.1.5).
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Considere:

Op(x) =

{
f(x)

g(x)
; f(x), g(x) ∈ K[x], p(x) não divide g(x)

}
.

Seja f(x)
g(x)
∈ Op(x). Como p(x) não divide g(x)⇒ g(x)−1 ∈ OP ⇒︸︷︷︸

K[x]⊂OP

f(x)
g(x)
∈ OP .

Portanto, Op(x) ⊆ OP . Como Op(x) é anel de valorização, então Op(x) é maximal, donde

temos Op(x) = OP ⇒ Pp(x) = P .

CASO II: x /∈ OP .

Como x /∈ OP então temos x−1 ∈ OP e x−1 ∈ P .

x−1 ∈ OP ⇒ K[x−1] ⊂ OP ⇒ x−1 ∈ P ∩ K[x−1] ⇒ x−1K[x−1] ⊂ P ∩ K[x−1] ideais

de K[x−1]. Como x−1 é irredutível em K[x−1] ⇒ x−1K[x−1] é maximal ⇒ x−1K[x−1] =

P ∩K[x−1].

Assim, como no caso I:

OP ⊇
{
f(x−1)
g(x−1)

; f(x−1), g(x−1) ∈ K[x−1], x−1 não divide g(x−1)
}

=

= { a0+a1x−1+...+anx−n

b0+b1x−1+...+bmx−m ; b0 6= 0} = { (a0xn+a1xn−1+...+an)/xn

(b0xm+b1xm−1+...+bm)/xm
; b0 6= 0} =

= {a0xn+m+a1xn−1+m+...+anxm

b0xm+n+b1xm−1+n+...+bmxn
; b0 6= 0} =

= {u(x)
v(x)

;u(x), v(x) ∈ K[x] e deg v(x) ≥ deg u(x)} = O∞.

Como O∞ é maximal, então O∞ = OP . Logo P = P∞.

Corolário 1.2.3. Os lugares de K(x)/K com grau 1 são 1-1 correspondentes com K ∪

{∞}.

Demonstração. Seja Λ = {lugares de K(x)/K com grau 1}. Pelo teorema anterior Λ =

{Pα;α ∈ K ∪ {∞}}. Defina x : Λ→ K ∪ {∞}, tal que Pα 7→ x(Pα) = x(α) = α.

1.3 Independência de valorização

Teorema 1.3.1. (Teorema da aproximação fraca ou Teorema de independência) Se-

jam F/K um corpo de funções, P1, ..., Pn ∈ PF lugares dois a dois distintos de F/K,
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x1, ..., xn ∈ F e r1, ..., rn ∈ Z. Então existe x ∈ F tal que vPi
(x− xi) = ri, i = 1, ..., n.

Demonstração. vPi
= vi

Passo 1: Existe u ∈ F com v1(u) > 0 e vi(u) < 0 para i = 2, ..., n.

Indução sobre n:

Para n = 2: veja que OP1 não está contido em OP2 e OP2 não está contido em OP1 , por

conta da maximalidade dos anéis de valorização. Assim podemos tomar y1 ∈ OP1\OP2 e

y2 ∈ OP2\OP1 . Então v1(y1) ≥ 0, v2(y1) < 0, v1(y2) < 0 e v2(y2) ≥ 0. Tome u = y1
y2
.

Para n > 2: pela hipótese de indução, ∃y ∈ F tal que v1(y) > 0 e v2(y), ..., vn−1(y) < 0.

Se vn(y) < 0, acabou!

Se vn(y) ≥ 0. Tome z ∈ F tal que v1(z) > 0 e vn(z) < 0 (como feito em n = 2). Então

considere: u = y + zr, onde 1 ≤ r ∈ Z e rvi(z) 6= vi(y) para i = 1, ..., n− 1. Assim:

v1(u) ≥ min{v1(y), rv1(z)} > 0 e

vi(u) = min{vi(y), rvi(z)} < 0, para i = 2, ..., n.

Passo 2: ∃w ∈ F tal que v1(w − 1) > r1 e vi(w) > ri para i = 2, ..., n.

Tome u do passo anterior. Defina w = (1 + us)−1. Temos que para s ∈ N suficiente-

mente grande:

v1(w − 1) = v1((1 + us)−1 − 1) = v1(
1

1+us
− 1) = v1(

1−1−us
1+us

) =

= v1(−us(1 + us)−1) = v1(−us) + v1((1 + us)−1) = v1(−us)− v1(1 + us) =

= v1(−us)−min{v1(1), v1(u
s)}︸ ︷︷ ︸

=0

= v1(u
s) = sv1(u) > r1, e

vi(w) = vi((1 + us)−1) = −vi(1 + us) = −svi(u) > ri, para i = 2, ..., n.

Passo 3: Dados y1, ..., yn ∈ F , existe z ∈ F onde vi(z − yi) > ri, ∀i = 1, ..., n.

Escolha s ∈ Z de forma que vi(yj) ≥ s,∀i, j ∈ {1, ..., n}.

Pelo passo 2, existem w1, ..., wn ∈ F tais que: vi(wi − 1) > ri − s e vi(wj) > ri − s

quando i 6= j.

Tomando z :=
∑n

j=1 yjwj, temos:

vi(z − yi) = vi((
∑n

j=1/j 6=i yjwj) + (wi − 1)yi) > ri,∀i = 1, ..., n.
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Agora o teorema: pelo passo 3, ∃z ∈ F , onde vi(z − xi) > ri, ∀i = 1, ..., n. Depois

tome zi’s ∈ F de forma que vi(zi) = ri (potências dos primos dos lugares em questão,

por exemplo). De novo, pelo passo 3, ∃z′ ∈ F tal que vi(z′ − zi) > ri, i = 1, ..., n. Assim

vi(z
′) = vi((z

′ − zi) + zi) = min{vi(z′ − zi), vi(zi)} = ri, ∀i = 1, ..., n.

Tome x := z + z′. Temos:

vi(x− xi) = vi((z − xi) + z′) = min{vi(z − xi), vi(z′)} = ri.

Corolário 1.3.2. Todo corpo de funções tem uma quantidade infinita de lugares.

Demonstração. Suponha que existe apenas uma quantidade finita de lugares, digamos

P1, ..., Pn. Pelo teorema anterior, existe 0 6= x ∈ F tal que vPi
(x) > 0, ∀i = 1, ..., n.

Donde temos que x é transcendente sobre K, mas não tem nenhum pólo, contrariando o

Corolário 1.1.19.

Proposição 1.3.3. Seja F/K um corpo de funções e P1, ..., Pr zeros de um elemento

x ∈ F . Então:

r∑
i=1

vPi
(x) degPi ≤ [F : K(x)].

Demonstração. Redefinindo inicialmente vi := vPi
, fi := degPi e ei := vi(x).

Para cada i = 1, ..., r, ∃ti ∈ F onde vi(ti) = 1 e vk(ti) = 0 quando i 6= k (isto pelo

teorema anterior, fazendo xi = 0, i = 1, ..., r e, ri = 1 e rk = 0 se i 6= k).

Agora, escolha si1, ..., sifi ∈ OPi
tal que si1(Pi), ..., sifi(Pi) constitua uma base para

FPi
sobre K. Pelo teorema de independência, temos que para todo i, j, ∃zij ∈ F onde

vi(sij − zij) > 0 e vk(zij) ≥ ek, k 6= i, bastando tomar xi = sij e xk = 0, k 6= i.

Afirmamos que os elementos tai zij, onde 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ fi e 0 ≤ a < ei, são

linearmente independentes em F sobre K(x). O conjunto destes vetores soma
∑r

i=1 fiei =∑r
i=1 vPi

(x) degPi elementos, donde temos a proposição.

Suponhamos por absurdo que existe uma combinação linear não trivial sobre K(x):
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∑r
i=1

∑fi
j=1

∑ei−1
a=0 ϕijat

a
i zij = 0(?)

Sem perda de generalidade, podemos assumir ϕija ∈ K[x] e nem todos os ϕija são

divisíveis por x. Então existe um índice k ∈ {1, ..., r} e c ∈ {0, ..., ek − 1} onde x|ϕija,

∀a < c e ∀j ∈ {1, ..., fk} e x não divide ϕkjc, para algum j ∈ {1, ..., fk}.

Multiplicando (?) por t−ck , temos:∑r
i=1

∑fi
j=1

∑ei−1
a=0 ϕijat

a
i t
−c
k zij = 0.

Veja agora que:

i 6= k: vk(ϕijatai t
−c
k zij) = vk(ϕija) + vk(t

a
i ) + vk(t

−c
k ) + vk(zij) ≥ ≥ −c+ ek > 0;

i = j e a < c: (⇒ x|ϕkja ⇒ vk(ϕkja) ≥ ek) vk(ϕkjatakt
−c
k zkj) ≥ ≥ ek+a−c > ek−c > 0;

i = j e a > c: vk(ϕkjatakt
−c
k zkj) ≥ a− c > 0.

Pois veja que vk(zkj) ≥ 0, já que skj ∈ OPk
.

Assim temos: ∑fk
j=1 ϕkjczkj ∈ Pk.

Como Pk é um zero de x, então ϕkjc(Pk) ∈ K, ∀j ∈ {1, ..., fk} e ∃j ∈ {1, ..., fk} tal que

ϕkjc(Pk) 6= 0.

Assim: ∑fk
j=1 ϕkjc(Pk)zkj(Pk) = 0(Pk)

é uma combinação linear não trivial sobre K identicamente nula . Contradição, pois

zk1(Pk), ..., zkfk(Pk) constituem uma base de FPk
sobre K.

Corolário 1.3.4. Em um corpo de funções F/K, qualquer elemento 0 6= x ∈ F tem uma

quantidade finita de zeros e pólos.

Demonstração. Se x é constante, então x não tem zeros e nem pólos. Se x é transcendente

sobre K, então o número de zeros de x é ≤ [F : K(x)] (proposição anterior) que é finito.

Pelo mesmo argumento x−1 tem finitos zeros, donde temos que x tem também finitos

pólos.
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1.4 Divisores

O corpo de constantes K̃ de F/K é uma extensão finita de K (Corolário 1.1.15), e F

pode ser visto como corpo de funções sobre K̃. Logo, a seguinte hipótese não é crucial

para a teoria:

A partir de agora, F/K denota sempre um corpo de funções de um variável tal que

K = K̃.

Definição 1.4.1. O grupo de divisores de F/K é definido como o grupo abeliano livre

que é gerado pelos lugares de F/K, denotado por Div(F ). Os elementos de Div(F ) são

chamados de divisores de F/K. Ou seja, um divisor é uma soma

D =
∑
P∈PF

nPP

com nP ∈ Z, quase todos nulos.

O suporte de D é definido como

supp(D) := {P ∈ PF/nP 6= 0}.

Também é conveniente escrever

D =
∑
P∈S

nP ,

onde S ⊆ PF é finito com supp(D) ⊆ S.

Um divisor da forma D = P com P ∈ PF é chamado um divisor primo. Dois divisores

D =
∑
nPP e D′ =

∑
n′PP são somados pelos coeficientes: D =

∑
(nP + n′P )P .

O elemento neutro do grupo de divisores Div(F ) é o divisor 0 :=
∑

P∈PF
rPP , onde

rP = 0.

Para Q ∈ PF e D =
∑

P∈PF
nPP ∈ Div(F ), definimos vQ(D) := nQ. Assim supp(D) =

{P ∈ PF/vP (D) 6= 0} e D =
∑

P∈PF
vP (D)P .

Uma ordem parcial é definida em Div(F ):
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D1 ≤ D2 ⇔ vP (D1) ≤ vP (D2), ∀P ∈ PF .

Se D1 ≤ D2 e D1 6= D2, escrevemos D1 < D2.

Um divisor D ≥ 0 é chamado positivo ou efetivo.

O grau de um divisor é definido por degD :=
∑

P∈PF
vP (D) degP

Observemos que deg : Div(F )→ Z é um homomorfismo.

Pelo Corolário 1.3.4, um elemento x ∈ F não nulo tem somente uma quantidade finita

de zeros e pólos em PF . Assim podemos definir:

Definição 1.4.2. Sejam 0 6= x ∈ F e Z (respectivamente N) o conjunto de zeros (respec-

tivamente pólos) de x em PF . Definimos:

(x)0 :=
∑
P∈Z

vP (x)P o divisor de zeros de x,

(x)∞ :=
∑
P∈N

(−vP (x))P o divisor de pólos de x e

(x) := (x)0 − (x)∞ o divisor principal de x.

Veja que (x)0 ≥ 0, (x)∞ ≥ e (x) =
∑

P∈PF
vP (x)P .

O elemento 0 6= x ∈ K pode ser visto como:

x ∈ K ⇔ (x) = 0,

pois estamos assumindo K = K̃ e já temos que K̃ ⊂ O∗P ,∀P ∈ PF .

Definição 1.4.3. O conjunto dos divisores Princ(F ) := {(x)/0 6= x ∈ F} é chamado de

grupo de divisores principais de F/K.

Veja que (xy) = (x) + (y)∀x, y ∈ F não nulos, donde temos Princ(F ) é subgrupo de

Div(F ).

O grupo de fatoração Cl(F ) := Div(F )
Princ(F )

é chamado de grupo das classes de divisores

de F/K. Para D ∈ Div(F ), o elemento correspondente no grupo de fatoração Cl(F ) é

denotado [D], a classe de divisores de D.
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Dois elementos D,D′ ∈ Div(F ) são equivalentes (D ≡ D′) se [D] = [D′], ou seja,

D = D′ + (x) para algum (x) ∈ Princ(F ) (ou seja, para algum 0 6= x ∈ F ).

Definição 1.4.4. Para um divisor A ∈ Div(F ), definimos o espaço de Riemann-Roch

associado a A por:

L(A) := {x ∈ F ; (x) ≥ −A} ∪ {0}.

Esta definição pode ser interpretada como:

Se A =
∑r

i=1 niPi −
∑s

j=1 njQj, com ni > 0 e mj > 0, então L(A) consiste de todos

os elementos x ∈ F tais que:

1. x tem zeros de ordem ≥ mj em Qj, j = 1, ..., s;

2. x pode ter pólos somente em Pi, com ordem limitada por ni, i = 1, ..., r.

Observação 1.4.5. Veja ainda que para cada A ∈ Div(F ), temos:

1. x ∈ L(A)⇔ vP (x) ≥ −vP (A), ∀P ∈ PF ;

2. L(A) 6= {0} ⇔ ∃A′ ∈ Div(F ) onde A′ ≡ A com A′ ≥ 0.

Lema 1.4.6. Seja A ∈ Div(F ), então:

1. L(A) é um espaço vetorial sobre K;

2. Se A′ é um divisor equivalente a A, então L(A) ∼= L(A′), (isomorfos como espaços

vetoriais sobre K).

Demonstração. 1. Sejam x, y ∈ L(A) e a ∈ K, temos vP (x+y) ≥ min{vP (x), vP (y)} ≥

−vP (A) e vP (ax) = vP (a) + vP (x) = vP (x) ≥ −vP (A),∀P ∈ PF , logo x+ y ∈ L(A)

e ax ∈ L(A).

2. Como A ≡ A′ ⇒ A−A′ ∈ Princ(F ), logo existe z ∈ F não nulo onde A = A′ + (z).

Assim considere a aplicação ϕ : L(A) → F , onde x 7→ ϕ(x) = xz. Veja que se

x, y ∈ L(A) e a ∈ K, então ϕ(x+ay) = (x+ay)z = xz+ayz = ϕ(x) +aϕ(y). Logo

ϕ é K-linear.
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Veja ainda que ϕ(x) ∈ L(A′). De fato:

x ∈ L(A)⇒ (x) ≥ −A⇒ (x) ≥ −(A′ + (z))⇒ (x) ≥ −A′ − (z)⇒

vP (x) ≥ −vP (A′ + (z)), ∀P ∈ PF ⇒ vP (x) ≥ −vP (A′)− vP (z),∀P ∈ PF .

Logo, vP (xz) = vP (x) + vP (z) ≥ −vP (A′)− vP (z) + vP (z) = −vP (A′), ∀P ∈ PF .

Portanto, xz ∈ L(A′).

De forma análoga, definindo ϕ′ : L(A′)→ F , tal que x 7→ xz−1, temos ϕ′ K−linear e

ϕ′(L(A′)) ⊂ L(A). Como ϕ e ϕ′ são uma a inversa da outra, temos que ϕ estabelece

um isomorfismo entre L(A) e L(A′).

Lema 1.4.7. 1. L(0) = K;

2. Se A < 0, então L(A) = {0}.

Demonstração. 1. Veja que ∀x ∈ K não nulo, (x) = 0 ⇒ (x) ≥ −0 = 0 ⇒ x ∈

L(0) ⇒︸︷︷︸
0∈L(0)

K ⊂ L(0).

Seja agora 0 6= x ∈ L(0) ⇒ (x) ≥ −0 = 0, ou seja, vP (x) ≥ 0,∀P ∈ PF ⇒ x não

tem pólos, isto é, x ∈ K̃ = K ⇒ L(0) ⊂ K (Corolário 1.1.19).

Portanto, L(0) = K.

2. Suponha por absurdo que ∃x ∈ L(A) não nulo. Assim (x) ≥ −A ⇒ (x) > 0.

Daí, vP (x) > 0,∀P ∈ PF , ou seja, x tem zeros mas não tem pólos, contrariando o

Corolário 1.1.19.

Lema 1.4.8. Sejam A,B ∈ Div(F ) com A ≤ B. Então L(A) ⊆ L(B) e dim(L(B)/L(A)) ≤

degB − degA.

Demonstração. Seja x ∈ L(A) ⇒ (x) ≥ −A ≥ −B ⇒ x ∈ L(B). Portanto, L(A) ⊆

L(B).
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Mostremos agora o que falta para o caso B = A + P , onde P ∈ PF , os demais casos

seguirão por indução.

Tome t ∈ F onde vP (t) = vP (B) = vP (A) + 1. Seja x ∈ L(B), veja que: vP (x) ≥

−vP (B) = −vP (t)⇒ vP (x) + vP (t) ≥ 0⇒ vP (xt) ≥ 0⇒ xt ∈ OP .

Defina: ψ : L(B)→ FP = OP/P , onde x 7→ ψ(x) = (xt)(P ).

Seja agora x ∈ L(B), observemos que x ∈ kerψ ⇔ (xt)(P ) = 0(P ) ⇔ xt ∈ P ⇔

vP (xt) > 0⇔ vP (x) + vP (t) > 0⇔ vP (x) > −vP (t)⇔ vP (x) ≥ 1− vP (t) = 1− vP (B) =

−vP (A)⇔ x ∈ L(A). Portanto, kerψ = L(A).

Donde temos que ψ induz uma aplicaçãoK−linear injetora de L(B)/L(A) em OP/P =

FP .

Logo dim(L(B)/L(A)) ≤ dimFP = degP = degB − degA.

No caso B = A+P+Q, temos, fazendo A′ = A+P e B = A′+Q: dim(L(B)/L(A′)) <

∞ e dim(L(A′)/L(A)) < ∞, além disso (L(B)/L(A))/(L(A′)/L(A)) ∼= L(B)/L(A′),

donde temos que L(B)/L(A) tem dimensão finita e dim(L(B)/L(A)) ≤ dim(L(B)/L(A′))+

dim(L(A′)/L(A)).

Para o caso B = A + D, onde 0 ≤ D ∈ Div(F ), podemos escrever B =
∑n

i=1Qi +

Qn+1 + A. Tomar a hipótese de indução para B
∑n

i=1Qi + A′ e A′ = A + Qn+1 e repitir

o argumento do caso anterior.

Proposição 1.4.9. Para cada divisor A ∈ Div(F ),L(A) é um espaço vetorial de dimen-

são finita sobre K. Mais precisamente, se A = A+−A−, com A+ e A− divisores positivos,

então:

dimL(A) ≤ degA+ + 1.

Demonstração. Veja que A = A+ − A− ≤ A+ + 0 = A+ ⇒ A ≤ A+ ⇒ L(A) ⊆ L(A+).

Mostremos agora que dimL(A) ≤ degA+ + 1: temos A+ ≥ 0, assi pelo Lema 1.4.8,

dim(L(A+)/L(0)) ≤ degA+. Além disso L(0) = K, assim: dimL(A+) ≤ dim(L(A+)/L(0))+

1 ≤ degA+ + 1. Portanto, dimL(A) ≤ degA+ + 1.

Definição 1.4.10. Seja A ∈ Div(F ), o inteiro `(A) := dimL(A) é chamado de dimensão
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do divisor A.

Teorema 1.4.11. Todo divisor principal tem grau zero. Mais precisamente: seja x ∈

F\K e (x)0, respectivamente (x)∞, o divisor de zeros, respectivamente o divisor de pólos,

de x. Então: deg(x)0 = deg(x)∞ = [F : K(x)].

Demonstração. Sejam n := [F : K(x)] e B := (x)∞ =
∑r

i=1−vi(x)Pi, onde P1, ..., Pr são

os pólos de x. Então:

degB = deg(x)∞ =
r∑
i=1

vi(x)∞ degPi =
r∑
i=1

−vi(x) degPi =
r∑
i=1

vi(x
−1) degPi.

Logo pela Proposição 1.3.3, temos degB =
∑r

i=1 vi(x
−1) degPi ≤ [F : K(x−1)] = [F :

K(x)] = n.

Portanto degB ≤ n.

Mostremos agora que n ≤ degB.

Seja {u1, ..., un} uma base de F sobre K(x) e 0 ≤ C ∈ Div(F ) tal que (uj) ≥ −C,

j = 1, ..., n.

Temos: `(λB + C) = dim(L(λB + C)) ≥ n(λ+ 1),∀λ ≥ 0, inteiro.

De fato, seja 0 ≤ i ≤ λ e 1 ≤ j ≤ n, considere o elemento xiuj, veja que (xiuj) =

(xi) + (uj) = i(x) + (uj) ≥ −iB −C ≥ −λB −C = −(λB +C). Logo xiuj ∈ L(λB +C).

Temos também que o conjunto {xiuj; 0 ≤ i ≤ λ e 1 ≤ j ≤ n} é l.i. De fato, se

não fosse, teríamos:
∑

i,j aijx
iuj = 0, aij ∈ K não todos nulos. Daí

∑
j (
∑

i aijx
i)uj =

0,
∑

i aijx
i ∈ K(x) não todos nulos. E assim teríamos {u1, ..., un} l.d. sobreK(x), gerando

o absurdo. Logo `(λB + C) ≥ n(λ+ 1), ∀λ ≥ 0.

Agora definindo c := degC, temos: n(λ + 1) ≤ `(λB + C) ≤ deg(λB + C)+ + 1 =

deg(λB)+ + degC+ + 1 = λ degB + degC + 1, pois B ≥ 0 e C ≥ 0. Ou seja, n(λ+ 1) ≤

λ degB + degC + 1,∀λ ≥ 0.

Assim, nλ+n ≤ λ degB+degC+1 = λ degB+c+1⇒ n−c−1 ≤ λ(degB−n),∀λ ∈ N.

Veja agora que se degB < n⇒ degB − n < 0, e assim para λ suficientemente grande

teríamos λ(degB − n) < n − c − 1, pois n − c − 1 não depende de λ, gerando uma

contradição. Logo degB ≥ n.
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Portanto, deg(x)∞ = n, ou seja, deg(x)∞ = [F : K(x)]. E, como (x)0 = (x−1)∞, temos

deg(x)0 = deg(x−1)∞ = [F : K(x−1)] = [F : K(x)] e assim deg(x)0 = deg(x)∞ = [F :

K(x)].

Finalmente, (x) = (x)0−(x)∞ ⇒ deg(x) = deg((x)0−(x)∞) = deg(x)0−deg(x)∞ = 0.

Corolário 1.4.12. 1. Sejam A,A′ ∈ Div(F ) tais que A ≡ A′, então temos `(A) =

`(A′) e degA = degA′;

2. Se degA < 0, então `(A) = 0;

3. Para A ∈ Div(F ), onde degA = 0, são equivalentes:

(a) A é principal;

(b) `(A) ≥ 1;

(c) `(A) = 1.

Demonstração. 1. A ≡ A′, assim pelo Lema 1.4.6, temos L(A) ∼= L(A′), daí `(A) =

`(A′). Além disso, A ≡ A′ ⇒ ∃x ∈ F não nulo onde A− A′ = (x), e, pelo Teorema

1.4.11, deg(x) = deg(A− A′)⇒ degA = degA′.

2. Seja A ∈ Div(F ) tal que `(A) > 0, pela observação 1.4.5, ∃A′ ≥ 0 onde A ≡ A′.

Assi pelo item anterior degA = degA′ ≥ 0. Logo, `(A) > 0⇒ degA ≥ 0 e portanto

degA < 0⇒ `(A) = 0.

3. (a)⇒ (b): Se A = (x), então (x−1) = −(x) = −A. Logo x−1 ∈ L(A)⇒ `(A) ≥ 1.

(b)⇒ (c): `(A) ≥ 0 e degA = 0⇒ ∃A′ ≥ 0 onde A′ ≡ A⇒ A′ ≥ 0 e degA′ = 0⇒

A′ = 0. Assim, L(A) ∼= L(A′) = L(0) = K ⇒ `(A) = 1.

(c) ⇒ (a): Se `(A) = 1 e degA = 0, tome z ∈ L(A) não nulo, então (z) + A ≥ 0,

assim deg((z) +A) = 0 e (z) +A ≥ 0⇒ (z) +A = 0⇒ A = (z−1)⇒ A é principal.

Exemplo 1.4.13. Seja F = K(x) um corpo de funções racionais. Seja z ∈ K(x) não

nulo, podemos escrever z = af(x)
g(x)

, com a ∈ K e f(x), g(x) ∈ K[x] mônicos e relativamente
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primos. Sejam f(x) =
∏r

i=1 pi(x)ni e g(x) =
∏s

j=1 qj(x)mj as decomposições em fatores

primos de f(x) e g(x).

Então o divisor principal de z em Div(K(x)) é dado por:

(z) =
r∑
i=1

niPi −
s∑
j=1

msQj + (deg g(x)− deg f(x))P∞,

onde Pi e Qj são os lugares correspondentes a pi(x) e qj(x), respectivamente.

Da Proposição 1.4.9, temos `(A) ≤ degA + 1, ∀A ≥ 0. Afim de verificar isso tome

`(A) > 0. Daí A ≡ A′ para algum A′ ≥ 0⇒ `(A) = `(A′) ≤ degA′ + 1 = degA+ 1, pelo

Corolário 1.4.12.

Proposição 1.4.14. Existe γ ∈ Z tal que ∀A ∈ Div(F ) vale: degA− `(A) ≤ γ, onde γ

não depende de A, dependendo apenas de F/K.

Demonstração. Observe inicialmente que seA1 ≤ A2, então dim(L(A2)/L(A1)) ≤ degA2−

degA1 e assim:

dimL(A2)− dimL(A1) ≤ degA2 − degA1 ⇒ degA1 − `(A1) ≤ degA2 − `(A2),

pelo Lema 1.4.8 (? ? ?).

Seja x ∈ F\K fixado. Considere o divisor B := (x)∞. Como feito na demonstração do

Teorema 1.4.11, ∃C ≥ 0 divisor onde C depende de x e `(λB+C) ≥ (λ+1) degB, ∀λ ≥ 0.

Mas pelo Lema 1.4.8, temos:

degC ≥ dim(L(λB + C)/L(λB)) = `(λB + C)− `(λB)

⇒ `(λB + C) ≤ `(λB) + degC.

Assim, `(λB)+degC ≥ (λ+1) degB⇒ `(λB) ≥ (λ+1) degB−degC = λ degB+degB−

degC = λ degB + ( degB︸ ︷︷ ︸
=[F :K(x)]

− degC) ⇒ `(λB) ≥ λ degB + ([F : K(x)]− degC)︸ ︷︷ ︸
−γ

,∀λ ≥ 0.

⇒ `(λB) ≥ λ degB − γ, ∀λ ≥ 0
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⇒ deg λB − `(λB) ≤ γ, ∀λ ≥ 0(??).

Mostremos que podemos substituir λB por A ∈ Div(F ), sem alterar γ.

Dado A ∈ Div(F ), existem A1, D ∈ Div(F ) e λ ∈ Z, tais que A ≤ A1, A1 ≡ D e

D ≤ λB.

De fato, tome A1 ≥ A tal que A1 ≥ 0, então λB − A1 ≤ A1, logo pelo Lema 1.4.8

temos dim(λB/λB−A1) ≤ deg(λB)−deg(λB−A1)⇒ `(λB)−`(λB−A1) ≤ deg(λB)−

deg(λB − A1) = degA1. Portanto, `(λB − A1) ≥ `(λB)− degA1(?).

Temos então:

`(λB − A1) ≥︸︷︷︸
(?)

`(λB)− degA1 ≥︸︷︷︸
(??)

λ deg(B)− γ − degA1.

Assim, para λ suficientemente grande `(λB−A1) > 0. Tome 0 6= z ∈ L(λB−A1), defina

D := A1 − (z), então A1 ≡ D e D = A1 − (z) ≤ A1 + (λB − A1) = λB.

Logo, degA− `(A) ≤︸︷︷︸
(???)

degA1− `(A1) =︸︷︷︸
Cor.1.4.12

degD− `(D) ≤︸︷︷︸
(???)

deg λB− `(λB) ≤ γ.

Poratnto, degA− `(A) ≤ γ.

Definição 1.4.15. O gênero g de F/K é definido por:

g := max{degA− `(A) + 1;A ∈ Div(F )}.

Corolário 1.4.16. O gênero de F/K é não negativo.

Demonstração. Veja que deg 0− `(0) + 1 = 0⇒ g ≥ 0.

Teorema 1.4.17. (Teorema de Riemann)

Seja F/K um corpo de funções de gênero g. Temos então:

1. ∀A ∈ Div(F ), `(A) ≥ degA+ 1− g;

2. ∃c ∈ Z, dependendo somente de F/K tal que `(A) = degA + 1 − g,∀A ∈ Div(F )

com degA ≥ c.
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Demonstração. 1. Segue direto da definição de gênero.

2. Seja A0 ∈ Div(F ) tal que g = degA0−`(A0)+1. Defina c := g = degA0 +g. Assim

se degA ≥ c, temos `(A − A0) ≥ deg(A − A0) + 1 − g ≥ c − degA0 + 1 − g = 1.

Tome z ∈ L(A− A0) não nulo. Defina A′ = A + (z) ≥ A0. Temos A ≡ A′, e assim

degA − `(A) = degA′ − `(A′) ≥ degA0 − `(A0) = g − 1. Logo, degA − `(A) ≥

g − 1⇒ `(A) ≤ degA+ 1− g. Portato, pelo item anterior, `(A) = degA+ 1− g.

Exemplo 1.4.18. Em um corpo de funções racionais K(x)/K, temos que o gênero é

g = 0.

Sejam P∞ pólo de x e r ≥ 0 inteiro, considere o espaço vetorial L(rP∞). Veja que

{1, x, ..., xr} ⊂ L(rP∞), daí 1 + r ≤ `(rP∞) = deg(rP∞) + 1 − g = r + 1 − g, para

r suficientemente grande. Donde temos g ≤ 0, e portanto pelo Corolário 1.4.16 temos

g = 0.

1.5 O Teorema de Riemann-Roch

Nesta seção F/K denota um corpo de funções algébricas de gênero g.

Definição 1.5.1. Para A ∈ Div(F ), o inteiro

i(A) = `(A)− degA+ g − 1

é chamado de índice de especialidade de A.

O Teorema 1.4.17 (Teorema de Riemann) nos diz que i(A) é um inteiro não negativo

e que i(A) = 0 para degA suficientemente grande.

Definição 1.5.2. Um adele de F/K é uma aplicação α : PF → F , P 7→ αP , tal que

αP ∈ OP para quase todo P ∈ PF .

Consideramos um adele como um elemento do produto direto
∏

P∈PF
F e portanto

usamos a notação α = (αP )P∈PF
, ou, ainda menor, α = (αP ).
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O conjunto AF := {α;α é um adele de F/K} é chamado de espaço adele de F/K.

Este conjunto é considerado um espaço vetorial sobre K de forma óbvia.

O adele principal de um elemento x ∈ F é o adele cuja totalidade das componentes

são iguais a x, o que faz sentido, pois x tem no máximo finitos pólos.

A definição de adele principal nos fornece um mergulho F ↪→ AF , e a função valoriza-

ção vP de F/K é naturalmente extendida para AF por vP (α) := vP (αP ), onde αP é a

P−componente do adele α. Por definição, temos vP (α) ≥ 0, para quase todo P ∈ PF .

Definição 1.5.3. Para A ∈ Div(F ) definimos:

AF (A) := {α ∈ AF ; vP (α) ≥ −vP (A),∀P ∈ PF},

o K−espaço de AF .

Teorema 1.5.4. Para cada A ∈ Div(F ), o índice de especialidade de A é dado por:

i(A) = dim(AF/(AF (A) + F )).

Demonstração. Vamos dividir a demonstração em passos:

1. Sejam A1, A2 ∈ Div(F ) e A1 ≤ A2. Então AF (A1) ⊆ AF (A2) e dim(A2/A1) =

degA2 − degA1.

De fato, se A1 ≤ A2 ⇒ −A2 ≤ −A1. Assim se α ∈ AF (A1)⇒ vP (α) ≥ −vP (A1) ≥

−vP (A2),∀P ∈ PF ⇒ α ∈ AF (A2). Portanto, AF (A1) ⊆ AF (A2).

Falta agora mostramos que dim(A2/A1) = degA2− degA1. Mostremos para o caso

em que A2 = A1 + P , e o caso geral segue por indução, como no Lema 1.4.8.

Escolha t ∈ F tal que vP (t) = vP (A1) + 1 e considere a aplicação K−linear: ϕ :

AF (A2)→ FP , α 7→ (tαP )(P ). Como no Lema 1.4.8, ϕ está bem definida e kerϕ =

AF (A1). Temos também que ϕ é sobrejetora, pois seja β ∈ OP , tome α ∈ AF tal

que α = (αQ), onde αQ = t
1−vQ(A2)
Q , tQ é primo de Q,∀Q ∈ PF e Q 6= P , e αP = β

t
.

Logo, AF (A2)/AF (A1) ∼= FP ⇒ dim(AF (A2)/AF (A1)) = [FP : K] = degP =

degA2 − degA1.
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2. Sejam A1, A2 ∈ Div(F ) e A1 ≤ A2 como antes, então:

dim((AF (A2) + F )/(AF (A1) + F )) = (degA2 − `(A2))− (degA1 − `(A1)).

De fato, temos a sequência exata de aplicações lineares:

{0} → L(A2)/L(A1)
ϕ1→ AF (A2)/AF (A1)

ϕ2→ (AF (A2) + F )/(AF (A1) + F )→ {0},

onde ϕ1 : L(A2)/L(A1) → AF (A2)/AF (A1), a + L(A1) 7→ a +AF (A1), é injetora e

ϕ2 : AF (A2)/AF (A1)→ AF (A2) + F/AF (A1) + F, a+AF (A1) 7→ a+AF (A1) + F ,

é sobrejetora.

Logo AF (A2)+F/AF (A1)+F ∼= (AF (A2)/AF (A1))/(L(A2)/L(A1)) dim((AF (A2)+

F )/(AF (A1)+F )) = dim(AF (A2)/AF (A1))−dim(L(A2)/L(A1)) = degA2−degA1−

`(A2) + `(A1) = (degA2 − `(A2))− (degA1 − `(A1)).

3. Se B é um divisor com `(B) = degB + 1− g, então AF = AF (B) + F .

Seja B1 divisor tal que B1 ≥ B, então pelo Lema 1.4.8: `(B1) ≤ degB1 + `(B) −

deg(B) = degB1 + degB+ 1− g− degB = degB1 + 1− g. Mas pelo primeiro item

do teorema de Riemann: `(B1) ≥ degB1 + 1− g.

Assim `(B1) = degB1 + 1− g,∀B1 ≥ B. Seja agora α ∈ AF , tome B1 ≥ B tal que

α ∈ AF (B1) então pelo passo anterior, temos:

dim((AF (B1) + F )/(AF (B) + F )) = (degB1− `(B1))− (degB − `(B)) = (g− 1)−

(g − 1) = 0, logo AF (B1) + F = AF (B) + F , daí αAF (B1) = AF (B) + F .

Portanto, AF ⊂ AF (B) +F , e como AF (B) +F ⊂ AF , temos por fim que AF (B) +

F = AF .

Demosntremos agora o teorema.

Seja A ∈ Div(F ), pelo segundo item do teorema de Riemann, existe A1 ≥ A tal que

`(A1) = degA1 + 1− g, donde temos pelo terceiro passo temos AF = AF (A1) + F . Logo:

dim(AF/(AF (A) + F )) = dim((AF (A1) + F )/(AF (A) + F )) =
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= (degA1 − `(A1))− (degA− `(A)) = (g − 1) + `(A)− degA = i(A).

Corolário 1.5.5. g = dim(AF/(AF (0) + F )).

Demonstração.

dim(AF/(AF (0) + F )) = i(0) = `(0)︸︷︷︸
=1

− deg 0︸ ︷︷ ︸
=0

+g − 1 = g + 1− 1 = g.

Podemos, a partir do Teorema 1.5.4, escrever:

`(A) = degA+ 1− g + dim(AF/(AF (A) + F )).

Definição 1.5.6. Um diferencial de Weil de F/K é uma aplicação K−linear ω : AF → K

que se anula em AF (A) + F para algum divisor A ∈ Div(F ). E chamamos:

ΩF := {ω;ω é um diferencial de Weil de F/K}

o conjunto de diferenciais de Weil de F/K.

Para cada A ∈ Div(F ) temos:

ΩF (A) := {ω ∈ ΩF ;ω se anula em AF (A) + F}.

Podemos considerar ΩF um K−espaço vetorial. De fato, se ω1 se anula em AF (A1)+F

e ω2 se anula em AF (A2) + F , tome A3 ∈ Div(F ) tal que A3 ≤ A1 e A3 ≤ A2, assim

AF (A3)+F ⊂ AF (A1)+F e AF (A3)+F ⊂ AF (A2)+F . Logo AF (A3)+F ⊂ (AF (A1)+

F ) ∩ (AF (A2) + F ). Portanto, ω1 + ω2 se anula em AF (A3) + F .

Lema 1.5.7. Para A ∈ Div(F ), temos dim ΩF (A) = i(A).

Demonstração. Seja (AF/(AF (A)+F ))∗ conjunto dos funcionaisK−lineares deAF/(AF (A)+

F ). Defina ϕ : ΩF → (AF/(AF (A) + F ))∗, ω 7→ ω, onde ω é aplicação dada por
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ω(a + AF (A) + F ) = ω(a). Temos que ϕ é K−linear e bijetora. Donde temos ΩF
∼=

AF/(AF (A) + F )∗, e assim:

∞ > i(A) = dim(AF/(AF (A) + F )) = dim(AF/(AF (A) + F ))∗ = dim ΩF .

Definição 1.5.8. Para x ∈ F e ω ∈ ΩF , definimos xω : AF → K por (xω)(a) = ω(xa).

Veja que xω ∈ ΩF , pois temos ω ∈ ΩF , então ∃A ∈ Div(F ) onde ω se anula em

AF (A) + F . Seja agora a ∈ AF (A + (x)) + F , então a = α + f onde α ∈ AF (A + (x)) e

f ∈ F , destarte xa = xα + xf , onde α ∈ AF (A+ (x)) e xf ∈ F .

Mostremos que xα ∈ AF (A).

Para quase todo P ∈ PF , vP (αP ) ≥ −vP (A+(x)) = −vP (A)−vP (x) vP (x)+vP (αP ) ≥

−vP (A), para quase todo P ∈ PF , assim vP (xαP ) ≥ −vP (A) ⇒ vP (xα) ≥ −vP (A) para

quase todo P ∈ PF . Logo, xα ∈ AF (A) e portanto xa ∈ AF (A) +F , assim temos que xω

se anula em AF (A+ (x)). Concluimos então que xω ∈ ΩF .

Logo, ΩF é um F−espaço vetorial, com esta definição.

Proposição 1.5.9. ΩF é um espaço vetorial de dimensão 1 sobre F .

Demonstração. Seja ω1 ∈ ΩF não nulo. Mostremos que para todo ω2 ∈ ΩF , ∃z ∈ F tal

que ω2 = zω1.

Sendo então ω2 ∈ ΩF , se ω2 = 0, tome z = 0. Agora, se ω2 6= 0, tome A1, A2 ∈ Div(F )

tais que ω1 ∈ ΩF (A1) e ω2 ∈ ΩF (A2).

Seja B ∈ Div(F ), considere as aplicações K−lineares injetoras:

ϕi : L(Ai +B)→ ΩF (−B), x 7→ xωi.

Como xb ∈ AF (Ai) + F e ω ∈ ΩF (Ai), temos a boa definição das aplicações.

Afirmação: Para uma escolha apropriada de B, temos:

ϕ1(L(A1 +B)) ∩ ϕ2(L(A2 +B)) 6= {0}.
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Com esta afirmação, temos que existem xi ∈ L(Ai +B), não nulos, onde x1ω1 = x2ω2

e por fim ω2 = x−12 x1ω1, como queríamos. Provemos agora a afirmação com o seguinte

fato: se V é espaço vetorial tal que dimV <∞ e U1, U2 ≤ V , então:

dim(U1 ∩ U2) ≥ dimU1 + dimU2 − dimV.

Seja então B > 0 divisor com grau suficientemente grande tal que `(Ai+B) = deg(Ai+

B) + 1 − g, para i = 1, 2 (teorema de Riemann). Pela boa definição de ϕi, temos que

Ui := ϕi(L(Ai + B)) ⊂ ΩF (−B). Além disso, dim ΩF (−B) = i(−B) = dimL(−B) −

deg(−B) + g − 1 = degB + g − 1.

Logo, dimU1 + dimU2 − dim ΩF (−B) = degB + (degA1 + degA2 + 3(1− g)).

Tomando grau de B suficientemente grande, temos:

dimU1 + dimU2 − dim ΩF (−B) > 0.

Portanto, dim(U1 ∩ U2) > 0⇒ U1 ∩ U2 6= {0}.

Agora para fixado diferencial de Weil ω, consideremos o conjunto de divisores:

M(ω) := {A ∈ Div(F );ω se anula em AF (A) + F}.

Lema 1.5.10. Seja ω ∈ ΩF não nulo. Então existe um único divisor W ∈ M(ω) tal que

A ≤ W,∀A ∈M(ω).

Demonstração. Pelo teorema de Riemann, existe uma constante c que depende apenas

de F/K, onde i(A) = 0,∀A ∈ Div(F ) tal que degA ≥ c. E, pelo Teorema 1.5.4, temos

dim(AF/(AF (A) + F )) = i(A), e, como estamos tomando ω 6= 0, temos AF 6= AF (A) +

F ⇒ i(A) 6= 0⇒ degA < c,∀A ∈M(ω).

Tome W com grau máximo. Suponha que W não satisfaz a propriedade do lema,

então existe A0 ∈M(ω) tal que não vale A0 ≤ W , isto é, ∃Q ∈ PF onde vQ(A0) > vQ(W ).

Mostremos que W +Q ∈M(ω), contrariando a maximalidade de W .
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Considere o adele α = (αP ) ∈ AF (W + Q). Podemos escreve α = α′ + α′′, onde

α′P = αP se P 6= Q e α′Q = 0, e, α′′P = 0 se P 6= Q e α′′Q = αQ. Assim α′ ∈ AF (W ) e

α′′ ∈ AF (A0), portanto ω(α) = ω(α′) + ω(α′′) = 0. Logo ω se anula em AF (W +Q) + F ,

assim W +Q ∈M(ω).

A unicidade segue da propriedade.

Definição 1.5.11. 1. O divisor (ω) de um diferencial de Weil ω 6= 0 é o divisor uni-

camente determnado de F/K satisfazendo:

(a) ω se anula em AF ((ω)) + F ;

(b) se ω se anula em AF (A) + F , então A ≤ (ω).

2. Para 0 6= ω ∈ ΩF e P ∈ PF , definimos vP (ω) := vP ((ω));

3. Um lugar P é dito ser zero (respectivamente pólo) de ω se vP (ω) > 0 (respectiva-

mente vP (ω) < 0). O diferencial de Weil ω é dito regular em P se vP (ω) ≥ 0, e ω é

dito regular (ou holomorfo) se é regular ∀P ∈ PF ;

4. Um divisorW é chamado divisor canônico de F/K seW = (ω) para algum ω ∈ ΩF .

Observação 1.5.12. Veja que:

ΩF (A) = {ω ∈ ΩF ;ω se anula em AF (A) + F} = {ω ∈ ΩF ;ω = 0 ou (ω) ≥ A}

e

ΩF (0) = {ω ∈ ΩF ;ω = 0 ou (ω) ≥ 0} = {ω ∈ ΩF ;ω = 0 ou vP (ω) ≥ 0, ∀P ∈ PF}

= {ω ∈ ΩF ;ω = 0 ou ω é regular}.

Temos ainda pelo Lema 1.5.7 e pela Definição 1.5.1:

dim ΩF (0) = i(0) = `(0)− deg 0 + g − 1 = g.
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Proposição 1.5.13. 1. Para 0 6= x ∈ F e 0 6= ω ∈ ΩF , temos (xω) = (x) + (ω);

2. Quaisquer dois divisores canônicos de F/K são equivalentes.

Demonstração. 1. Se ω se anula em AF (A) + F , vimos que xω se anula em AF (A +

(x))+F , assim A+(x) ≤ (xω). Como ω anula AF ((ω))+F , então (ω)+(x) ≤ (xω).

Analogamente, (xω) + (x−1) ≤ (x−1xω) = (ω). Daí, (ω) + (x) ≤ (xω) ≤ −(x−1) +

(ω) = (x) + (ω) e portanto (xω) = (x) + (ω).

2. Sejam (ω1), (ω2) divisores canônicos de F/K, então pela Proposição 1.5.9, existe

x ∈ F tal que ω1 = xω2, assim (ω1) = (xω2) = (x) + (ω2)⇒ (ω1) ≡ (ω2).

Teorema 1.5.14. (Teorema da Dualidade)

Seja A ∈ Div(F ) e W = (ω) divisor canônico de F/K. Então a aplicação µ : L(W −

A) → ΩF (A), x 7→ xω é um isomorfismo de K−espaços vetoriais. Em particular i(A) =

`(W − A).

Demonstração. Seja x ∈ L(W −A)⇒ (xω) = (x) + (ω) ≥ −(W −A) +W = A⇒ (xω) ∈

ΩF (A). Portanto, µ está bem definida.

Como µ é K−linear e injetora, falta mostrar que µ é sobrejetora.

Seja ω1 ∈ ΩF (A), pela Proposição 1.5.9 existe x ∈ F tal que xω = ω1. Agora veja que

x ∈ L(W − A):

(x) +W = (x) + (ω) = (xω) = (ω1) ≥ A⇒ (x) ≥ −W + A⇒ x ∈ L(W − A).

Portanto, x ∈ L(W − A) e µ(x) = ω1, ou seja, µ é sobrejetora.

Portanto, dim ΩF (A) = dimL(W − A) = `(W − A) e pelo Lema 1.5.7, dim ΩF (A) =

i(A)⇒ `(W − A) = i(A).

Teorema 1.5.15. (Teorema de Riemann-Roch)

Seja W um divisor canônico de F/K. Então para cada divisor A ∈ Div(F ),

`(A) = degA+ 1− g + `(W − A).
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Demonstração. Pela definição de índice de especiabilidade, i(A) = `(A)− degA+ g − 1.

Assim pelo teorema anterior `(A) − degA + g − 1 = `(W − A), e portanto, `(A) =

degA− g + 1 + `(W − A).

Corolário 1.5.16. Para cada divisor canônico W , temos degW = 2g − 2 e `(W ) = g.

Demonstração. Fazendo A = 0, temos L(A) = K (Lema 1.4.7). Assim, 1 = `(0) =

deg 0 + 1− g + `(W − 0), e portanto, `(W ) = g.

Fazendo A = W , temos `(W ) = degW + 1− g + `(W −W ) = degW + 2− g. Assim,

g = degW + 2− g, e portanto, degW = 2g − 2.

Pelo teorema de Riemann, sabemos que existe uma constante c tal que i(A) = 0,∀A ∈

Div(F ) com degA ≥ c. Mas podemos escolher de forma mais precisa esta constante.

Teorema 1.5.17. Se A ∈ Div(F ) é tal que degA ≥ 2g − 1, então `(A) = degA+ 1− g.

Demonstração. Pelo teorema de Riemann-Roch temos `(A) = degA+ 1− g+ `(W −A),

onde W é qualquer divisor canônico. Tome degA ≥ 2g−1 e pelo corolário anterior temos

degW = 2g − 2, assim deg(W − A) = degW − degA ≤ 2g − 2 − 2g + 1 = −1 < 0. E

assim temos deg(W − A) < 0⇒ `(W − A) = 0 e portanto, `(A) = degA+ 1− g.

O limite 2g−1 é o melhor possível, pois pelo Corolário 1.5.16, paraW divisor canônico

temos `(W ) = g > g − 1 = 2g − 2 + 1− g = degW + 1− g, logo, `(W ) > degW + 1− g,

e, 0 > deg(W −A) = degW − degA degA > degW = 2g− 2. Portanto, degA ≥ 2g− 1.

1.6 Algumas consequências do Teorema de Riemann-

Roch

Proposição 1.6.1. Suponha que g0 ∈ Z e W0 ∈ Div(F ) satisfazem `(A) = degA + 1 −

g0 + `(W0 − A),∀A ∈ Div(F ). Então g0 = g e W0 é um divisor canônico.
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Demonstração. Fazendo A = 0 e respectivamente A = W0, temos, como feito anterior-

mente, `(W0) = g0 e degW0 = 2g0 − 2.

Seja W um divisor canônico de F/K. Tome A ∈ Div(F ) tal que degA > max{2g −

2, 2g0 − 2} ⇒ degA ≥ 2g − 1. Logo pelo Teorema 1.5.17, temos `(A) = degA + 1 − g.

Mas pela hipótese `(A) = degA + 1 − g0 + `(W0 − A), onde degA > degW0, e assim

`(A) = degA+ 1− g0. Daí degA+ 1− g = degA+ 1− g0 ⇒ g = g0.

Agora fazendo A = W , temos:

g = `(W ) = degW + 1− g + `(W0 −W )⇒

g = 2g − 2 + 1− g + `(W0 −W )⇒ `(W0 −W ) = 1.

Veja agora que degW0 = degW = 2g− 2⇒ deg(W0−W ) = 0. Assim, pelo Corolário

1.4.12, temosW0−W é principal. PortantoW ≡ W0 ⇒ W0 = (ω)+(x) = (xω). Portanto

W0 é canônico.

Proposição 1.6.2. Um divisor B é canônico se e somente se degB = 2g−2 e `(B) ≥ g.

Demonstração. Suponha que degB = 2g − 2 e `(B) ≥ g, tome W divisor cvanônico.

Então:

g ≤ `(B) = degB + 1− g + `(W −B) = 2g − 2 + 1− g + `(W −B) = g − 1 + `(W −B)

⇒ 1 ≤ `(W −B).

Veja que deg(W − B) = 2g − 2 − 2g − 2 = 0. Assim, pelo Corolário 1.4.12, temos

W − B é principal, logo ∃x ∈ F não nulo tal que W − B = (x) ⇒ (ω) − B = (x)

⇒ B − (ω) = (x−1)⇒ B = (ω) + (x−1) = (x−1ω). Portanto B é divisor canônico.

Proposição 1.6.3. Para um corpo de funções F/K as seguintes condições são equiva-

lentes:

1. F/K é racional, isto é, F = K(x) para algum x ∈ F que é transcendente sobre K;
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2. F/K tem gênero 0, e existe A ∈ Div(F ) com degA = 1.

Demonstração. 1⇒ 2: Basta tomar A = P∞ e seguir o exemplo 1.4.18.

2⇒ 1: Se g = 0 e degA = 1, então degA ≥ 2g − 1, logo `(A) = degA+ 1− g = 2⇒

L(A) 6= {0} ⇔ ∃A′ ≥ 0 tal que A′ ≡ A⇒ `(A′) = 2.

Como A′ ≥ 0 ⇒ K ⊂ L(A′) e `(A′) = 2, seja então {1, x} base de L(A′) sobre K,

temos que x ∈ L(A′)\K, e assim, (x) 6= 0 e −A′ ≤ (x)⇒ (x) + A′ ≥ 0.

Agora pelo Corolário 1.4.12, temos A′ ≥ 0 e degA′ = 1, o que nos implicará A′ = (x)∞.

De fato, A′ ≥ 0 ⇒ vP (A′) ≥ 0,∀P ∈ PF , logo
∑

P∈PF
vP (A′)︸ ︷︷ ︸
≥0

degP︸ ︷︷ ︸
≥1

= 1 ⇒ A′ = P ∈

PF com degP = 1.

Assim, x ∈ L(P ) ⇒ (x) ≥ −P ⇒ vQ(x) ≥ −vQ(P ),∀Q ∈ PF , donde temos vQ(x) ≥

0,∀Q ∈ PF\{P}, e, vP (x) ≥ −1.

Se vP (x) ≥ 0⇒ x não tem pólos ⇒ x ∈ K, gerando um absurdo.

Portanto, vP (x) = −1 e vQ(x) ≥ 0,∀Q ∈ PF\{P}.

Daí, (x)∞ = −vP (x)P = P ⇒ A′ = (x)∞.

Logo, pelo Teorema 1.4.11, temos 1 = degA′ = degP = deg(x)∞ = [F : K(x)].

Portanto, F = K(x).

Observação 1.6.4. Existe corpo de de funções não racionais de gênero 0 (estes não podem

ter divisores de grau 1 pela proposição anterior). No entanto, se K é um corpo algebrica-

mente fechado ou finito, sempre existe um divisor de grau 1 (para o caso algebricamente

fechado, observação 1.1.16, já para o caso finito, será visto futuramente), portanto nestes

casos teremos g = 0⇔ F/K é racional.

Teorema 1.6.5. (Teorema da aproximação forte)

Seja S ( PF subconjunto próprio de PF e P1, ..., Pr ∈ S. Suponha dados os elementos

x1, ..., xr ∈ F e os números inteiros n1, ..., nr ∈ Z. Então existe um elemento x ∈ F tal

que:

1. vPi
(x− xi) = ni, i = 1, ..., r;

2. vP (x) ≥ 0,∀P ∈ S\{P1, ..., Pr}.
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Demonstração. Considere o adele α = (αP ) com αP = xi para P = Pi, i = 1, ..., r, e

α0 = 0 caso contrário. Tome Q ∈ PF\S. Pelos teoremas de Riemann e Teorema 1.5.4,

para m ∈ N suficientemente grande,temos:

AF = AF (mQ−
r∑
i=1

(ni + 1)Pi) + F.

Logo α = α′ + z onde α′ ∈ AF (mQ −
∑r

i=1 (ni + 1)Pi) e z ∈ F , donde temos z − α ∈

AF (mQ−
∑r

i=1 (ni + 1)Pi).

Assim, vPi
(z − xi) = vPi

(z − αPi
) = vPi

(z − α) ≥ ni + 1 > ni. Portanto, vPi
(z − xi) >

ni, i = 1, ..., r.

Para P ∈ S\{P1, ..., Pr}, temos vP (z) = vP (z − 0) = vP (z − αP ) = vP (z − α) ≥

−vP (mQ−
∑r

i=1 (ni + 1)Pi) = 0. Portanto, vP (z) ≥ 0,∀P ∈ S\{P1, ..., Pr}.

Tome agora y1, ..., yr ∈ F tais que vPi
(yi) = ni. De forma análoga, ∃y ∈ F tal que

vPi
(y − yi) > ni, i = 1, ..., r e vP (y) > 0,∀P ∈ S\{P1, ..., Pr}.

Assim, pela desigualdade triangular estrita:

vPi
(y) = vPi

((y − yi) + yi) = ni, i = 1, ..., r.

Defina x := y + z.

Temos vPi
(x − xi) = vPi

(y + (z − xi)) = ni, i = 1, ..., r .E para P ∈ S\{P1, ..., Pr},

vP (x) = vP (y + z) ≥ min{vP (y), vP (z)} ≥ 0, ∀P ∈ S\{P1, ..., Pr}.

Proposição 1.6.6. Seja P ∈ PF . Então para cada n ≥ 2g inteiro, existe um elemento

x ∈ F com divisor de pólos (x)∞ = nP .

Demonstração. Considere os divisores (n − 1)P e nP , veja que o grau destes divisores

são ≥ 2g − 1. Assim, pelo Teorema 1.5.17, temos `((n − 1)P ) = (n − 1) degP + 1 − g

e `(nP ) = n degP + 1 − g. Logo, `((n − 1)P ) < `(nP ) e assim, L((n − 1)P ) ( L(nP ).

Tome x ∈ L(nP )\L((n− 1)P ).

Temos que (x)∞ = nP . De fato, temos 2 casos:

CASO I: n = 0
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x ∈ L(0) = K e deg((n − 1)P ) < 0 ⇒ L((n − 1)P ) = {0}. Portanto, x ∈ K\{0}.

Logo (x) = 0 e assim, (x)∞ = 0 = 0P = nP .

CASO II: n > 0

x ∈ L(nP ), então x só pode ter pólo em P e de no máximo ordem n. Como n > 0

então n − 1 ≥ 0 e assim K ⊂ L((n − 1)P ), donde temos x ∈ F\K. Assim, x tem pelo

menos um pólo. Portanto P é pólo de x de no máximo ordem n.

Veja agora que se a ordem do pólo P com respeito a x for menor que n, então vP (x) ≥

−(n − 1) = −vP ((n − 1)P ), o que implica x ∈ L((n − 1)P ), gerando um absurdo. Logo

vP (x) = −n e portanto (x)∞ = nP .

1.7 Componentes locais de diferenciais de Weil

Definição 1.7.1. Seja P ∈ PF .

1. Para cada x ∈ F , defina iP (x) ∈ AF o adele cuja P−componente é x, e todas as

outras componentes são 0;

2. Para um diferencial de Weil ω ∈ ΩF , definimos a componente local ωP : F → K por

ωP (x) := ω(iP (x)).

Como ω ∈ ΩF é K−linear e iP é K−linear, então ωP é K−linear.

Proposição 1.7.2. 1. Seja ω 6= 0 um diferencial de Weil de F/K e P ∈ PF , então

vP (ω) = max{r ∈ Z;ωP (x) = 0,∀x ∈ F com vP (x) ≥ −r}. Em particular, ωP não

é identicamente nulo;

2. Se ω, ω′ ∈ ΩF e ωP = ω′P para algum lugar P ∈ PF , então ω = ω′.

Demonstração. 1. Por definição, vP (ω) = vP (W ), onde (ω) = W é o divisor de ω. Seja

s := vP (ω).

Para x ∈ F com vP (x) ≥ −s temos iP (x) ∈ AF (W ), então ωP (x) = ω(iP (x)) = 0.

Logo, s ∈ {r ∈ Z;ωP (x) = 0, ∀x ∈ F com vP (x) ≥ −r}.
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Suponha agora que ωP (x) = 0,∀x ∈ F tal que vP (x) ≥ −s−1. Seja α ∈ AF (W+P ).

Então α = (α− iP (αP )) + iP (αP ), onde α− iP (αP ) ∈ AF (W ) e vP (αP ) ≥ −s− 1.

Logo, ω(α) = ω(α − iP (αP )) + ωP (αP ) = 0. Assim, ω anula AF (W + P ) e W <

W + P , contrariando a definição de W . Logo, s + 1 /∈ {r ∈ Z;ωP (x) = 0, ∀x ∈

F com vP (x) ≥ −r};

2. Se ωP = ω′P ⇒ ωP − ω′P = 0⇒ ω(iP )− ω′(iP ) = 0⇒ (ω− ω′)(iP ) = 0 = (ω− ω′)P .

Assim, pelo item anterior (ω − ω′) = 0⇒ ω = ω′.
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Capítulo

2

Extensões de corpos de funções

algébricas

Aqui, F/K é um corpo de funções algébricas com corpo constante K, onde K é um

corpo perfeito, F ′/K ′ é um corpo de funções algébricas com corpo constante K ′ tal que

F ⊆ F ′ e K ⊆ K ′, e Φ é um corpo algebricamente fechado tal que F ′ ⊆ Φ.

2.1 Extensões algébricas de corpos de funções

Definição 2.1.1. 1. Um corpo de funções algébricas F ′/K ′ é chamado extensão al-

gébrica de F/K se a extensão F ′/F é algébrica;

2. Uma extensão algébrica F ′/K ′ de F/K é chamada extensão por constantes se F ′ =

FK ′, o compósito de F e K ′;

3. Uma extensão algébrica F ′/K ′ de F/K é dita extensão finita se [F ′ : F ] <∞.

Em todo este capítulo, F ′/K ′ será uma extensão algébrica de F/K.

Lema 2.1.2. Se F ′/K ′ é extensão algébrica de F/K, temos:

1. K ′/K é algébrica e F ∩K ′ = K;
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2. F ′/K ′ é uma extensão finita de F/K se, e somente se, [K ′ : K] <∞;

3. Seja F1 = FK ′. Então F1/K
′ é uma extensão constante de F/K, e F ′/K ′ é uma

extensão finita de F1/K
′ (tendo o mesmo corpo de constantes).

Demonstração. 1. F ′/K ′ é extensão algébrica de F/K , ou seja, F ⊆ F ′ é algébrica.

Assim a extensão F ′/K tem grau de transcendência 1 e K ⊆ K ′. Como K ′ é o corpo

constante de F ′/K ′, então o F ′/K ′ tem grau de transcendência 1. Logo K ′/K tem

grau de transcendência 0, e portanto K ′/K é algébrica.

Isso pode ser observado no diagrama abaixo, onde as linha tracejadas representam

extensões com grau de transcendência 1 e as contínuas, algébricas.

Diagrama 1.

F
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F ′

?
?

?

K

?
?

?

K ′

�����

Para mostrar que F ∩K ′ = K, veja que os elementos de F ∩K ′ são algébricos sobre

K (pois K ′/K é algébrica) e estão em F , logo são elementos de F algébricos sobre

K. Como K é o corpo constante de F/K, temos que F ∩K ′ ⊆ K.

Diagrama 2.
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2. Se [F ′ : F ] é finito, pelos diagramas abaixo, F ′ pode ser visto como corpo de funções

algébricas sobre K, cujo corpo de constantes é K ′.
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Diagrama 3.
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O corpo constante de F ′/K é K ′ pois tomando u ∈ F ′ algébrico sobre K, temos

que u é algébrico sobre K ′ e assim u ∈ K ′.

Diagrama 4.
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Logo, pelo Corolário 1.1.15, [K ′ : K] é finito. Se [K ′ : K] é finito, seja x ∈ F\K,

então x ∈ F ′\K ′. Veja que x é transcendente sobre K ′, pois caso contrário, seria

algébrico sobre K; logo [F ′ : K ′(x)] é finito. Além disso, [K ′(x) : K(x)] é finito,

como pode ser visto no Lema 2.1.10. Assim, [F ′ : K(x)] é finito, e portanto [F ′ : F ]

é finito.

3. Fazendo F1 = FK ′, então K ′ é corpo de constantes de F1. Como F ′ é extensão

algébrica de F , Então FK ′ também o é. Logo, F1/K
′ é estensão algébrica de F/K,

portanto F1/K
′ é extensão constante. E, como [K ′ : K] = 1, segue pelo item 2 que

[F ′ : F1] é finito.

Definição 2.1.3. Considere uma extensão algébrica F ′/K ′ de F/K. Um lugar P ′ ∈ PF ′

é dito uma extensão de P ∈ PF se P ⊆ P ′ e, neste caso, escrevemos P ′|P .
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Proposição 2.1.4. Seja F ′/K ′ uma extensão algébrica de F/K. Suponha que P (resp.

P ′) é um lugar de F/K (resp. F ′/K ′), OP ⊆ F (resp. OP ′ ⊆ F ′) o seu respectivo

anel de valorização e vP (resp. vP ′) a correspondente valorização discreta. Então, são

equivalentes:

1. P ′|P ;

2. OP ⊆ OP ′;

3. Existe um número inteiro e ≥ 1 tal que vP ′(x) = evP (x),∀x ∈ F .

Além isso, se P ′|P , então P = P ′ ∩ F e OP = OP ′ ∩ F . Por esta razão P é chamado

de restrição de P ′ em F .

Demonstração. 1 ⇒ 2: Suponha que P ′|P e que existe u ∈ OP\OP ′ . Logo vP (u) ≥ 0 e

vP ′(u) < 0, e, assim, vP (u) = 0, (se vP (u) > 0, então u ∈ P ⊆ P ′, e assim vP ′(u) > 0).

Seja t um parâmetro local de P , então defina r := vP ′(t) > 0. Considere o elemento urt,

temos vP (urt) = 1 e vP ′(urt) ≤ 0, ou seja, urt ∈ P\P ′. Gerando uma contradição.

2 ⇒ 1: Seja y ∈ P , então y−1 /∈ OP . Observe que y−1 /∈ OP ′ , pois caso contrário

y−1 ∈ OP . Logo y ∈ P ′.

2⇒ 3: Seja u ∈ F tal que vP (u) = 0, ou seja,u, u−1 ∈ OP ⊆ OP ′ . Logo, vP ′(u) = 0.

Seja t um parâmetro local de P , defina e = vP ′(t), então e ≥ 1. Seja x ∈ F não nulo,

defina r := vP (x), então vP (xt−r) = 0, e assim vP ′(xt
−r) = 0, daí: vP ′(x)− rvP ′(t) = 0 e

vP ′(x) = evP (x).

3⇒ 2: Segue direto.

Portanto 1⇔ 2⇔ 3.

Veja ainda que OP ⊆ OP ′ ⇒ OP = F ∩OP ′ .

De fato, considere o subanel F ∩OP ′ de F .

Claramente OP ⊆ F∩OP ′ , e como OP é maximal (Teorema 1.1.12) então OP = F∩OP ′

ou F = F ∩ OP ′ . Suponha que F = F ∩ OP ′ , ou seja, F ⊆ OP ′ , e considere z ∈ F ′\OP ′ .

Como F ′ é algébrico sobre F , então extistem c0, ..., cn−1 ∈ F tais que:

zn + cn−1z
n−1 + ...+ c0 = 0
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Veja que por hipótese temos vP ′(nz) = nvP ′(z) < ivP ′(z) ≤ vP ′(ci) + ivP ′(z) =

vP ′(ciz
i), i = 0, ..., n− 1.

E, pela desigualdade triangular estrita:

vP ′(z
n + cn−1z

n−1 + ...+ c0) = min {vP ′(zn), vP ′(cn−1z
n−1 + ...+ c0)} = vP ′(z

n) < 0 6=

vP ′(0)

Logo não vale zn + cn−1z
n−1 + ... + c0 = 0. Gerando uma contradição. Portanto

OP = F ∩OP ′ .

Falta, por fim, mostrar que P = P ′ ∩ F .

Se x ∈ P não nulo, então pelo item 3, x ∈ P ′; agora se x ∈ P ′ ∩ F , então, também

pelo item 3, x ∈ P . Logo P = P ′ ∩ F .

Nas mesmas condições da proposição anterior, seja P ′|P extensão de P e defina ϕ :

OP/P → OP ′/P
′, onde ϕ(x(P )) = x(P ′). Então, se x ∈ OP é tal que ϕ(x(P )) = 0, temos,

pela Proposição 2.1.4:

x(P ′) = ϕ(x(P )) = 0⇒ x ∈ P ′ ⇒ x ∈ P ′ ∩ F = P ⇒ x(P ) = 0.

Logo ϕ é bem definida e injetora, e temos então um mergulho OP/P ↪→ OP ′/P
′. Ou

seja, podemos ver OP/P como subcorpo de OP ′/P
′.

Definição 2.1.5. Sejam F ′/K ′ extensão algébrica de F/K, e P ′ ∈ PF ′ uma extensão de

P ∈ PF .

1. O inteiro e(P ′|P ) = e, onde vP ′(x) = evP (x), ∀x ∈ F , é chamado de índice de

ramificação de P ′ sobre P . Dizemos que P ′|P é ramificada se e(P ′|P ) > 1, e P ′|P

é não ramificada se e(P ′|P ) = 1.

2. f(P ′|P ) := [F ′P ′ : FP ] é chamado de grau relativo de P ′ sobre P .

Proposição 2.1.6. Seja F ′/K ′ extensão algébrica de F/K e seja P ′ ∈ PF ′ uma extensão

de P ∈ PF . Então:
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1. f(P ′|P ) é finito se, e somente se, [F ′ : F ] é finito;

2. Se F ′′/K ′′ é uma extensão algébrica de F ′/K ′ e P ′′ é uma extensão de P ′, então:

e(P ′′|P ) = e(P ′′|P ′)e(P ′|P )

e

f(P ′′|P ) = f(P ′′|P ′)f(P ′|P ).

Demonstração. 1. Pelo Lema 2.1.2, [F ′ : F ] é finito se, e somente se, [K ′ : K] é finito.

Temos também que [F ′P ′ : K ′] = deg(P ′) é finito e [FP : K] = deg(P ) é finito, donte

temos que [FP ′ : FP ] <∞⇔ [K ′ : K]⇔ [F ′ : F ]. De fato:

Diagrama 5.

K ′
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deg(P )
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FP

f(P ′|P )??
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Observe pelo diagrama acima que:

deg(P ′) [K ′ : K] = deg(P )f(P ′|P )⇒ f(P ′|P ) =
deg(P ′)

deg(P )
[K ′ : K] .

Assim temos:

[K ′ : K] <∞⇒∞ > [F ′P ′ : K ′] [K ′ : K] = [F ′P ′ : K] = [F ′P ′ : FP ] [FP : K]

⇒ [F ′P ′ : FP ] <∞.

[F ′P ′ : FP ] <∞⇒∞ > [F ′P ′ : FP ] [FP : K] = [F ′P ′ : K] = [F ′P ′ : K ′] [K ′ : K]

⇒ [K ′ : K] <∞
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2. ∀x ∈ F temos vP ′(x) = e(P ′|P )vP (x) e ∀y ∈ F ′ temos vP ′′(y) = e(P ′′|P ′)vP ′(y),

logo ∀x ∈ F temos vP ′′(x) = e(P ′′|P ′)e(P ′|P )vP (x), daí o resultado.

A propriedade f(P ′′|P ) = f(P ′′|P ′)f(P ′|P ) segue direto da definição de grau rela-

tivo:

f(P ′′|P ) = [F ′′P ′′ : FP ] = [F ′′P ′′ : F ′P ′ ] [F ′P ′ : FP ] = f(P ′′|P ′)f(P ′|P ).

Proposição 2.1.7. Seja F ′/K ′ extensão algébrica de F/K.

1. Para cada lugar P ′ ∈ PF ′, existe exatamente um lugar P ∈ PF tal que P ′|P , a saber

P = P ′ ∩ F ;

2. Todo lugar P ∈ PF tem pelo menos uma, mas somente uma quantidade finita, de

extensões P ′ ∈ PF ′.

Demonstração. Afirmamos inicialmente que existe z ∈ F não nulo tal que vP ′(z) 6= 0.

Suponha que a afirmação seja falsa, então ∀z ∈ F ∗, vP ′(z) = 0. Escolha t ∈ F ′ tal que

vP ′(t) > 0. Como F ′/F é algébrica então existe um polinômio não nulo com coeficientes

em F , e que tem t como uma de sua raízes, ou seja:

tn + cn−1t
n−1 + ...+ c0 = 0, onde c0 6= 0 e ci ∈ F, ∀i = 0, ..., n− 1.

Pelo que assumimos, vP ′(ci) = 0, i = 0, ..., n− 1, então:

vP ′(t
n) > vP ′(cit

i) > vP ′(cjt
j), 0 ≤ j < i ≤ n− 1.

E pela desigualdade triangular estrita, vP ′(0) = vP ′(t
n + cn−1t

n−1 + ...+ c0) = vP ′(c0) = 0,

gerando uma contradição.

1. Defina O := OP ′ ∩ F e P := P ′ ∩ F . Veja que K ⊂ O.

Pela afirmação anterior, ∃z ∈ F , tal que vP ′(z) > 0, o que implica K ( O, e além

disso, como vP ′(z−1) < 0, temos O ( F .
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Agora veja que x ∈ P se, e somente se, x−1 /∈ O se, e somente se, x ∈ P̃ , onde P̃ é o

lugar de O. Portanto, P = P̃ (ideal maximal de O), logo P é lugar de F/K e P ′|P .

Suponha que P ′|P1, então P1 ⊆ P ⊆ O, e como P é maximal, temos P1 = P . Nos

dando a unicidade.

2. Seja P ∈ PF . Pela Proposição 1.6.6, se n > 2g, então ∃x ∈ F\K onde (x−1)∞ = nP ,

ou seja, (x)0 = nP e P é o único zero de x. Assim, veja que se P ′ ∈ PF ′ , então

P ′|P ⇔ vP ′(x) > 0.

Como x tem finitos zeros em PF ′ , concluímos o que desejávamos.

Definição 2.1.8. Seja F ′/K ′ extensão algébrica de F/K. Para cada P ∈ PF , definimos

sua conorma com respeito a F ′/F por:

ConF ′/F (P ) :=
∑
P ′|P

e(P ′|P )P ′,

onde a soma corre sobre todos os lugares P ′ ∈ PF ′ que estendem P . Podemos estender a

aplicação conorma a um homomorfismo de grupos de Div(F ) para Div(F ′):

ConF ′/F (
∑
nPP ) :=

∑
nP ConF ′/F (P ).

A conorma comporta-se bem em torres de corpos de funções F ⊆ F ′ ⊆ F ′′. De fato,

pela Proposição 2.1.6, item 2, temos e(P ′′|P ) = e(P ′′|P ′)e(P ′|P ), assim ∀A ∈ Div(F ),

temos:

ConF ′′/F (A) = ConF ′′/F ′(ConF ′/F (A)).

Proposição 2.1.9. Seja F ′/K ′ extensão algébrica de F/K. Para x ∈ F , não nulo,

sejam (x)F0 , (x)F∞, (x)F e respectivamente (x)F
′

0 , (x)F
′
∞ , (x)F

′ os divisores de zeros, de pólos

e principal de x em Div(F ) e respectivamente Div(F ′). Então:

ConF ′/F ((x)F0 ) = (x)F
′

0 ,ConF ′/F ((x)F∞) = (x)F
′
∞ e ConF ′/F ((x)F ) = (x)F

′
.

Demonstração. Pela definição de divisor principal de x segue que:
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(x)F
′
=
∑

P ′∈PF ′
vP ′(x)P ′ =

∑
P∈PF

∑
P ′|P e(P

′|P )vP (x)P ′ =∑
P∈PF

vP (x)
∑

P ′|P e(P
′|P )P ′ =

∑
P∈PF

vP (x) ConF ′/F (P ) = ConF ′/F (
∑

P∈PF
vP (x)P ) =

ConF ′/F ((x)F ).

Fazendo o mesmo para (x)F
′

0 e (x)F
′
∞ , obtemos o resultado.

Pela Proposição 2.1.9, podemos definir o homomorfismo ConF ′/F : Cl(F ) → Cl(F ),

onde [D] 7→
[
ConF ′/F (D)

]
.

De fato, tal homomorfismo está bem definido, pois se A é B são divisores de F tais

que [A] = [B], então A = B + (x)F , para algum x de F não nulo. Logo

ConF ′/F ([A]) =
[
ConF ′/F (A)

]
=
[
ConF ′/F (B + (x)F )

]
=

=
[
ConF ′/F (B) + (x)F

′
]

=
[
ConF ′/F (B)

]
= ConF ′/F ([B]).

Veja ainda que enquanto ConF ′/F : Div(F ) → Div(F ′) é injetora, ConF ′/F : Cl(F ) →

Cl(F ′), em geral, não é nem injetora e nem sobrejetora.

Lema 2.1.10. Sejam K ′/K uma extensão finita e x transcendente sobre K. Então

[K ′(x) : K(x)] = [K ′ : K].

Demonstração. Como [K ′ : K] é finito, então podemos escrever K ′ = K(α), onde α ∈ K ′

e α é raiz de p(T ) ∈ K [T ], irredutível e deg(p(T )) = [K ′ : K]. Assim, K ′(x) = K(x)(α),

o que implica [K ′(x) : K(x)] ≤ [K ′ : K].

Para mostrar que [K ′(x) : K(x)] ≥ [K ′ : K], basta mostrar que p(T ) é irredutível sobre

K(x).

Suponha falso, então p(T ) = f(T )g(T ), onde f(T ), g(T ) ∈ K(x) [T ] e têm grau menor

que o grau de p(T ).

Como p(α) = 0, então sem perda de generalidade, podemos supor que g(α) = 0.

Podemos escrever:

g(T ) = T r + cr−1(x)T r−1...+ c0(x)
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com ci(x) ∈ K(x) e r < deg(p(T )). Assim αr + cr−1(x)αr−1...+ c0(x) = 0. E assim temos

grα
r+gr−1(x)αr−1...+g0(x) = 0, para certos gi(x) ∈ K [x] e gi(x) = 0 mod x para algum

i. Tomando então x = 0, obtemos uma combinação linear não trivial identicamente nula

de potência de α com coeficientes em K de grau menor que o grau de p(T ), gerando uma

contradição.

Teorema 2.1.11. (Igualdade Fundamental)

Sejam F ′/K ′ extensão finita de F/K, P ∈ PF e P1, ..., Pm ∈ PF ′ todos os lugares que

estendem P . Sejam ei = e(Pi|P ) o índice de ramificação e fi = f(Pi|P ) o grau relativo

de Pi|P . Então:

m∑
i=1

eifi = [F ′ : F ] .

Demonstração. Seja x ∈ F tal que P é o único zero de x (Proposição 1.6.6) e defina

r := vP (x) > 0. Então pela Proposição 2.1.7, temos que os únicos zeros de x em F ′/K ′

são P1, ..., Pm. Agora veja que como F ′/K ′ é uma extensão finita de F/K, temos:

Diagrama 6.
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[
F ′Pi

: K ′
]

[K ′ : K] =
[
F ′Pi

: FP
]

[FP : K]

Assim:

[F ′ : K(x)] = [F ′ : K ′(x)] [K ′(x) : K(x)] = (
∑m

i=1 vPi
(x) deg(Pi)) [K ′ : K] =∑m

i=1 vPi
(x)
[
F ′Pi

: K ′
]

[K ′ : K] = r deg(P )
∑m

i=1 eifi

por conta do Teorema 1.4.11 e do Lema 2.1.10.

Por outro lado,

[F ′ : K(x)] = [F ′ : F ] [F : K(x)] = [F ′ : F ] r deg(P ).
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Assim, das duas igualdades temos o resultado.

Definição 2.1.12. Sejam F ′/K ′ uma extensão finita de F/K de grau [F ′ : F ] = n e

P ∈ PF .

1. P se decompõe completamente em F ′/F se existem exatamente n lugares distintos

P ′ ∈ PF ′ tais que P ′|P ;

2. P é totalmente ramificado em F ′/F se existe um lugar P ′ ∈ PF ′ com P ′|P e

e(P ′|P ) = n.

Veja que P se decompõe completamente se, e somente se, e(P ′|P ) = f(P ′|P ) = 1,

para toda extensão P ′|P . E, além disso P ser totalmente ramificando implica que existe

um único P ′ ∈ PF ′ tal que P ′ é uma extensão de P .

Corolário 2.1.13. Seja F ′/K ′ uma extensão finita de F/K. Então para cada divisor

A ∈ Div(F ), temos:

deg(ConF ′/F (A)) =
[F ′ : F ]

[K ′ : K]
deg(A).

Demonstração. Se A = P ∈ PF , então, pelo que observamos no Diagrama 5, temos:

[F ′P ′ : K ′] =
f(P ′|P ) deg(P )

[K ′ : K]
,

portanto:

deg(ConF ′/F (P )) = deg(
∑

P ′|P e(P
′|P )P ′) =

∑
P ′|P e(P

′|P ) [F ′P ′ : K ′] =

deg(P )
[K′:K]

∑
P ′|P e(P

′|P )f(P ′|P ) = [F ′:F ]
[K′:K]

deg(P ).

Para o caso em queA é um divisor qualquer, basta escreverA =
∑
nPP , pois ConF ′/F (

∑
nPP ) =∑

nP ConF ′/F (P ) e deg(
∑
nPP ) =

∑
nP deg(P ), e temos o resultado.
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2.2 Subanéis de corpos de funções

Definição 2.2.1. Um subanel de F/K é um anel R tal que K ( R ( F , e R não é um

corpo.

Um exemplo de subanel de F/K é o anel de valorização OP , para P ∈ PF .

Outro exemplo de subanel é K [x1, ..., xn], onde x1, ..., xn são elementos transcendentes

de F sobre K. De fato, se P é um lugar de F tal que vP (xi) ≥ 0, i = 1, ..., n, defina x := x1

e d := deg(P ). Temos que 1, x(P ), x2(P ), ..., xd(P ) ∈ FP são linearmente dependentes

sobre K, e portanto existem α0, ..., αd ∈ K tais que α0 + α1x(P ) + ... + αdx
d(P ) = 0,

ou seja, α0 + α1x + ... + αdx
d = z ∈ P , e como x é transcendente, temos z 6= 0. Logo

vP (z−1) < 0 e daí z−1 /∈ K [x1, ..., xn], pois K [x1, ..., xn] ⊆ OP .

Definição 2.2.2. Para ∅ 6= S ( PF , considere o anel:

OS = {z ∈ F ; vP (z) ≥ 0,∀P ∈ S} =
⋂
P∈S

OP ,

a interseção de todos os anéis de valorização OP , com P ∈ S. Um anel R ⊆ F tal que

R = OS, para algum ∅ 6= S ( PF , é chamado anel holomórfico de F/K.

O anel K [x] é um anel holomórfico do corpo de funções racionais K(x)/K. Pois,

K [x] =
⋂
P 6=P∞ OP .

Lema 2.2.3. 1. Todo anel de valorização OP é um anel holomórfico, a saber OP = OS,

com S = {P};

2. Todo anel holomórfico OS é um subanel de F/K;

3. Para P ∈ PF e ∅ 6= S ( PF , temos OS ⊆ OP ⇔ P ∈ S. Consequentemente,

OS = OT ⇔ S = T .

Demonstração. 1. Trivial.

2. Basta mostrar que OS não é um corpo.

Seja P1 ∈ S, pelo teorema da aproximação forte ∃x ∈ F não nulo, tal que vP1(x) > 0

e vP (x) ≥ 0,∀P ∈ S. Logo pela definição de OS, temos que x ∈ OS e x−1 /∈ OS.
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3. Se P1 ∈ S, então claramente OS ⊆ OP1 .

Mostremos P /∈ S ⇒ OS * OP .

(a) Se S ∪ {P} 6= PF , então pelo teorema de aproximação forte, existe z ∈ F (não

nulo) tal que vP (z) < 0 e vQ(z) ≥ 0,∀Q ∈ S, ou seja z /∈ OP e z ∈ OS.

(b) Se S ∪ {P} = PF , então também pelo teorema da aproximação forte, existe

z ∈ F (não nulo) tal que para P1 ∈ S fixado, vP1(z) > 0 e vQ(z) ≥ 0,∀Q ∈

S\ {P1}. Logo z /∈ K, assim z tem pelo menos um pólo. Logo P é pólo de z,

e portanto, z /∈ OP e z ∈ OP

Se OS ⊆ OT , então, pela definição de OT , temos OS ⊂ OP ,∀P ∈ T ⇒ P ∈ S ⇒

T ⊆ S.

Definição 2.2.4. Seja R um subanel de F/K.

1. Um elemento z ∈ F é dito ser integral sobre R se f(z) = 0 para algum polinômio

mônico f(T ) ∈ R [T ], isto é, se existem a0, ..., an−1 ∈ R tais que zn + an−1z
n−1 +

...+a1z+a0 = 0. Uma equação deste tipo é chamada equação integral para z sobre

R.

2. O conjunto icF (R) := {z ∈ F ; z é integral sobre R} é chamado de o fecho integral

de R sobre F ;

3. Seja F0 ⊆ F o corpo de frações de R. O anel R é dito integralmente fechado se

icF0(R) = R, isto é, todo elemento z ∈ F0 tal que z é integral sobre R, está na

verdade em R.

Proposição 2.2.5. Seja OS anel holomórfico de F/K. Então:

1. F é o corpo de frações de OS;

2. OS é integralmente fechado.
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Demonstração. 1. Seja x ∈ F , não nulo. Seja P0 ∈ S, pelo teorema da aproxi-

mação forte existe z ∈ F , não nulo, onde vP0(z) = max {0, vP0(x
−1)} e vP (z) ≥

max {0, vP (x−1)} ,∀P ∈ S.

De fato, se x ∈ OS, então vP (x−1) ≤ 0, para todo P ∈ S, e pelo teorema da

aproximação forte existe z ∈ F , não nulo, onde vP0(z) = max {0, vP0(x
−1)} e vP (z) ≥

0 ≥ max {0, vP (x−1)} , ∀P ∈ S\ {P0}. Se x /∈ OS, então existem P1, ..., Pt ∈ S tais

que vPi
(x) < 0, i = 1, ..., t e vP (x) ≥ 0, para P ∈ S\ {P1, ..., Pt},e pelo teorema

da apriximação forte existe z ∈ F , não nulo onde vPi
(z) = max {0, vPi

(x−1)} , i =

0, 1, ..., t e vP (z) ≥ 0 ≥ max {0, vP (x−1)} , ∀P ∈ S\ {P0, P1, ..., Pt}.

Logo z ∈ OS.

Defina y := zx. Temos que y ∈ OS, pois vP (y) = vP (z) + vP (x) ≥ 0,∀P ∈ S e,

além disso x = yz−1, onde y, z ∈ OS, ou seja, x pertence ao corpo de frações de OS.

Logo F está contido no corpo de frações de OS, e portanto são iguais.

2. Pelo item anterior, vimos que o corpo de frações de OS é todo o corpo F , e pela

definição de fecho algébrico temos que icF (OS) ⊃ OS. Seja agora u ∈ F integral

sobre OS, considere a equação integral para u sobre OS: un + an−1u
n−1 + ...+ a1u+

a0 = 0. Mostremos que vP (u) ≥ 0,∀P ∈ S.

Suponha que existe P ∈ S tal que vP (u) < 0. Como vP (ai) ≥ 0, i = 0, ..., n − 1,

temos vP (un) < vP (aiu
i) = vP (ai) + ivP (u). Logo, pela desigualdade triangular

estrita, 0 > vP (un) = vP (un + an−1u
n−1 + ...+ a1u+ a0) = vP (0) =∞, gerando uma

contradição.

Teorema 2.2.6. Seja R subanel de F/K e S(R) := {P ∈ PF ;R ⊆ OP}. Então:

1. ∅ 6= S(R) ( PF ;

2. O fecho integral de R em F é icF (R) = OS(R). Em particular, icF (R) é subanel de

F/K integralmente fechado com corpo de frações F .

Demonstração. 1. Como R é subanel, então não é corpo, existe um ideal próprio {0} 6=

I ( R. Assim pelo Teorema 1.1.18, S(R) 6= ∅.
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Seja x ∈ R transcedente sobre K, como x tem pelo menos um pólo Q ∈ PF , então

x /∈ OQ, e portanto R não está contido em OQ, o que implica Q /∈ S(R).

2. Como R ⊂ OS(R) e OS(R) é integralmente fechado e tem F como corpo de frações,

pela Proposição 2.2.5, temos OS(R) = icF (OS(R)) ⊇ icF (R).

Seja z ∈ OS(R), então z−1R [z−1] = R [z−1], pois caso contrário z−1R [z−1] seria um

ideal próprio de R [z−1], e pelo Teorema 1.1.18, existiria Q ∈ PF onde z−1R [z−1] ⊆

Q, R [z−1] ⊆ OQ e z−1 ∈ Q. E, assim, teríamos Q ∈ S(R) e z /∈ OQ, contrariando

z ∈ OS(R).

Como 1 ∈ R [z−1] = z−1R [z−1], existem a0, ..., as ∈ R tais que 1 = z−1(
∑s

i=0 aiz
−i).

Multiplicando esta expressão por zs+1, concluimos que z ∈ icF (R), e portanto

icF (R) = OS(R).

Por fim, pelo Lema 2.2.3 e pela Proposição 2.2.5, obtemos que F é todo o corpo de

frações de icF (R) e que icF (R) é subanel de F/K integralmente fechado.

Proposição 2.2.7. Seja OS anel holomórfico se F/K. Então existe uma correspondência

1-1 entre S e o conjunto de ideais maximais de OS, dada por P 7→MP := P∩OS, (P ∈ S).

Mais ainda, a aplicação ϕ : OS/MP → FP , onde x+ P 7→ x+ P , é um isomorfismo.

Demonstração. Seja P ∈ S, considere o homomorfismo φ : OS → FP , x 7→ x + P . Como

OS ⊆ OP , então φ está bem definida. Temos também que φ é sobrejetora, de fato, seja

z + P ∈ FP , pelo teorema da aproximação forte, existe x ∈ F tal que vP (x − z) > 0 e

vQ(x) ≥ 0,∀Q ∈ S\ {P}. Assim, x ∈ OS. Além disso, como x+ P = z + P .

Temos ainda que ker(φ) = P ∩ OS, pois x ∈ ker(phi) ⇔ x ∈ P e x ∈ OS. Logo ϕ é

um isomorfismo.

FP é corpo, então MP é ideal maximal de OS.

Falta mostrar que a aplicação P 7→MP é bijetora.

Sejam P,Q ∈ S distintos, então pelo teorema da aproximação forte existe z ∈ F tal

que z ∈ OS, z ∈ P e z /∈ Q, ou seja, MP 6= MQ. O que significa P 7→ MP injetora.

Mostremos, então, a sobrejetividade.
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Seja M ideal maximal de OS, pelo Teorema 1.1.18, existe P ∈ PF tal que M ⊆ P

e OS ⊆ OP , e, pelo Lema 2.2.3, temos P ∈ S. Logo M ⊆ P ∩ OS com P ∈ S, e pela

maximalidade de M segue que M = P ∩OS.

Proposição 2.2.8. Se S ⊂ PF é um conjunto finito e não vazio de lugares de F/K, então

OS é um domínio de ideais principais.

Demonstração. Sejam S = {P1, ..., Ps} e {0} 6= I ⊆ OS um ideal de OS. Para cada

i = 1, ..., s, escolha xi ∈ I tal que vPi
(xi) =: ni ≤ vPi

(u),∀u ∈ I.

Pelo teorema da aproximação forte, para cada i = 1, ..., s, existe zi ∈ F onde vPi
(zi) =

0 e vPj
(zi) > nj, i 6= j. Logo, zi ∈ OS, i = 1, ..., s.

Defina x :=
∑s

i=1 xizi ∈ I.

Veja que vPi
(xizi) = vPi

(xi) + vPi
(zi) = ni e vPj

(xizi) = vPi
(xi) + vPi

(zi) > ni, e assim,

pela desigualdade triangular estrita temos que vPi
(x) = ni.

Seja, agora, z ∈ I, defina y := x−1z. Observe que vPi
(y) ≥ 0, pois vPi

(y) = vPi
(x−1z) =

vPi
(z)−ni ≥ 0, i = 1, ..., s, ou seja, y ∈ OS. Assim, como z = yx, temos I ⊆ xOS, e como

x ∈ I, temos xOS = I. Logo, OS é domínio de ideais principais.

2.3 Bases integrais locais

Aqui, F/K é um corpo de funções com corpo de constantes K, e F ⊆ F ′ é um extensão

finita, com corpo de constantes K ′ podendo ser maior do que K.

Proposição 2.3.1. Seja R subanel de F/K integralmente fechado com corpo de frações

F , ou seja, anel holomorfo de F/K. Para z ∈ F ′, seja ϕ(T ) ∈ F [T ] seu polinômio

minimal sobre F . Então z é integral sobre R se, e somente se, ϕ(T ) ∈ R [T ].

Demonstração. (⇐): segue direto da definição de um elemento ser integral sobre um anel.

(⇒): z ∈ F ′ é integral sobre R, ou seja, existe f(T ) ∈ R [T ] tal que f(z) = 0. Como

ϕ(T ) é minimal, então existe ψ(T ) ∈ F [T ] tal que f(T ) = ϕ(T )ψ(T ).
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Sejam F ′ ⊆ F ′′ extensão finita de F ′ contendo todas as raízes de ϕ(T ) e R′′ = icF ′′(R)

o fecho integral de R em F ′′. Como todas as raízes de ϕ(T ) estão em F ′′, elas també estão

em R′′.

Os coeficientes de ϕ(T ) são expressões polinomiais de suas raízes, então ϕ(T ) ∈ R′′ [T ].

Mas ϕ(T ) ∈ F [T ] e F ∩R′′ = R, pois R é integralmente fechado.

Assim, ϕ(T ) ∈ F [T ] ∩R′′ [T ] = (F ∩R′′) [T ] = R [T ].

Corolário 2.3.2. Nas condições da proposição anterior, sejam TrF ′/F : F ′ → F a apli-

cação traço de F ′ para F e x ∈ F ′ integral sobre R. Então TrF ′/F (x) ∈ R.

Proposição 2.3.3. Seja M/L uma extensão finita separável, e considere {z1, ..., zn}

uma base de M/L. Então existem z∗1 , ..., z
∗
n ∈ M unicamente determinados tais que

TrM/L(ziz
∗
j ) = δij (símbolo de Kronecker). O conjunto {z∗1 , ..., z∗n} é uma base de M/L e

é chamada base dual de {z1, ..., zn} com respeito ao traço.

Demonstração. Considere o espaço dual M̂ de M sobre L, isto é, M̂ é o espaço de todas

as aplicações L−lineares de M em L. Então dim M̂ = n.

Podemos ver M̂ como umM−espaço vetorial definindo, para z ∈M e λ ∈ M̂ , zλ ∈ M̂

por zλ(w) := λ(zw),∀w ∈M . E assim concluímos que dimM(M̂) = 1.

Como M/L é separável, então TrM/L é não nula e está em M̂ , logo ∀λ ∈ M̂ , existe

z ∈ M , tal que λ = zTrM/L. Considere então as transformações lineares λj ∈ M̂ tais

que λj(zi) = δij. Podemos escrever λj = z∗j TrM/L. Logo TrM/L(ziz
∗
j ) = z∗j TrM/L(zi) =

λj(zi) = δij.

Como λ1, ..., λn são linearmente independentes, o mesmo vale para z∗1 , ..., z∗n, ou seja,

também constituem uma base de M/L.

Teorema 2.3.4. Sejam R subanel integralmente fechado de F/K com corpo de frações

F , e F ′/F extensão finita separável de grau n. Considere R′ = icF ′(R) o fecho integral

de R em F ′. Então:
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1. Para toda base {x1, ..., xn} de F ′/F , existem elementos ai ∈ R\ {0} , i = 1, ..., n,

tais que a1x1, ..., anxn ∈ R′. Consequentemente, existe bases de F ′/F contidas em

R′;

2. Se {z1, ..., zn} ⊂ R′ é uma base de F ′/F e {z∗1 , ..., z∗n} é sua base dual com respeito

ao traço, então:

n∑
i=1

Rzi ⊆ R′ ⊆
n∑
i=1

Rz∗i ;

3. Se R é domínio de ideais principais, então existe uma base {u1, ..., un} de F ′/F tal

que:

R′ =
n∑
i=1

Rui.

Demonstração. 1. Seja x ∈ F ′, com F ′/F é algébrica e F é o corpo de frações de R,

então existem ai, bi ∈ R, com ai 6= 0, i = 0, ..., r − 1, onde:

xr + br−1

ar−1
xr−1 + ...+ b1

a1
x+ b0

a0
= 0.

Definindo a :=
∏r−1

i=0 ai e multiplicando a equação acima por ar, obtemos:

(ax)r + cr−1(ax)r−1 + ...+ c1(ax) + c0 = 0,

onde ci ∈ R, i = 0, .., r. Ou seja, ax ∈ R′.

Isso significa que ∀x ∈ F ′ existe a ∈ R\ {0} tal que ax é integral sobre R.

2. Sejam {z1, ..., zn} ⊆ R′ base de F ′/F e {z∗1 , ..., z∗n} base dual induzida pela primeira.

Então ∀z ∈ F ′, existem ei ∈ F, i = 1, ..., n, tais que z = e1z
∗
1 + ...+ enz

∗
n.

Se z ∈ R′, então zzi ∈ R′, e assim, pelo Corolário 2.3.2, TrF ′/F (zzi) ∈ R. Além

disso, pela Proposição 2.3.3 TrF ′/F (zzj) =
∑n

i=1 ei TrF ′/F (z∗i zj) = ej, logo ej ∈

R, j = 1, .., n. Portanto, R′ ⊆
∑n

i=1Rz
∗
i . Por fim, como {z1, ..., zn} ⊂ R′, temos:
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n∑
i=1

Rzi ⊆ R′ ⊆
n∑
i=1

Rz∗i .

3. Pelos itens anteriores, existe {w1, ..., wn} base de F ′/F tal que R′ ⊆
∑n

i=1Rwi.

Então, para 1 ≤ k ≤ n, defina:

Rk := R′ ∩
k∑
i=1

Rwi.

Vamos construir, recursivamente, u1, ..., un tais que Rk =
∑k

i=1Rui, através do

princípio de indução finita sobre k.

Para k = 1, considere o conjunto I1 := {a ∈ F ; aw1 ∈ R′}. I1 é um ideal de R, e

portanto é da forma I1 = a1R, pois supomos que R é domínio de ideais principais.

Definindo u1 := a1w1, como R1 = R′ ∩Rw1, temos R1 = Ru1.

Suponha agora pela hipótese de indução que para k ≥ 2, encontramos u1, ..., uk−1

tais que Rk−1 =
∑k−1

i=1 Rui.

Seja Ik =
{
a ∈ F ;∃b1, ..., bk−1 ∈ R tais que (

∑k−1
i=1 biwi) + awk ∈ R′

}
. Ik é um ideal

de R, e como antes é da forma akR. Seja uk ∈ R′ tal que uk = c1w1+ ...+ck−1wk−1+

akwk.

Mostremos que Rk =
∑k

i=1Rui.

Seja w ∈ Rk, então w ∈ R′ e existem d1, ..., dk ∈ R tais que w = d1w1 + ... + dkwk,

logo dk ∈ Ik ⇒ dk = akd, para algum d ∈ R.

Assim, dkwk = dakwk = d(uk−c1w1−...−ck−1wk−1)⇒ w−duk ∈ (
∑k−1

i=1 Rwi)∩R′ =

Rk−1 =
∑k−1

i=1 Rui. Por fim, fazendo k = n e tendo que {u1, ..., un} é um conjunto

linearmente independente, pois pelo primeiro item deste teorema, R′ contém uma

base de F ′/F e o corpo de frações de R é todo o corpo F , temos o resultado.

Corolário 2.3.5. Sejam F ′/F extensão finita separável do corpo de funções F/K e P ∈

PF . Então o fecho integral O′P de OP em F ′ é dado por:
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O′P =
⋂
P ′|P

OP ′ .

Existe uma base {u1, ..., un} de F ′/F tal que:

O′P =
n∑
i=1

OPui.

Esse tipo de base {u1, ..., un} é chamada uma base integral de O′P sobre OP (ou base

integral local de F ′/F para o lugar P ).

Demonstração. Pelo Teorema 2.2.6, item 2, temos:

O′P = icF (OP ) = OS(OP ) =
⋂
P ′∈S(OP )OP ′ ,

onde S(OP ) = {P ′ ∈ PF ′ ;OP ⊆ OP ′} = {P ′ ∈ PF ′ ;P ′|P}.

Portanto, O′P =
⋂
P ′|P OP ′ .

E, pelo Teorema 2.3.4, item 3, existe base {u1, ..., un} de F ′/F tal que:

O′P =
n∑
i=1

OPui.

Isso acontece porque, pelo Teorema 1.1.6, OP é um domínio de ideais principais.

Teorema 2.3.6. Sejam F/K corpo de funções e F ′/F extensão finita separável. Então

cada base {z1, ..., zn} de F ′/F é uma base integral para quase todos os lugares P ∈ PF .

Demonstração. Seja {z1, ..., zn} base de F ′/F , considere a base dual {z∗1 , ..., z∗n} referente

a aplicação traço.

Os polinômios minimais de z1, ..., zn, z∗1 , ..., z∗n sobre F envolvem apenas uma quanti-

dade finita de coeficientes. Sejam S ⊆ PF o conjunto de todos os pólos destes coeficientes,

P /∈ S um lugar e z ∈ {z1, ..., zn, z∗1 , ..., z∗n}. Então z ∈ O′P = icF ′(OP ), pois P não é pólo

de nenhum coeficiente do polinômio minimal de z, e assim, tais coeficientes estão em OP .

Logo, as duas bases estão contidas em O′P .
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Portanto, pelo teorema anterior, temos
∑
OP zi ⊆ O′P ⊆

∑
OP z

∗
i ⊆ O′P ⊆

∑
OP zi,

pois {z1, ..., zn} é base dual de {z∗1 , ..., z∗n}. Ou seja,
∑
OP zi = O′p. Logo {z1, ..., zn} é

base integral de O′P sobre OP ,∀P /∈ S.

Para os próximos resultados, tomemos:

F := FP é o corpo das classes residuais módulo P ;

a := a(P ) ∈ F é a classe residual de a ∈ OP ;

Se ψ(T ) =
∑
ciT

i é um polinômio com coeficientes em OP , definimos ψ(T ) :=∑
ciT

i ∈ F [T ].

Teorema 2.3.7. (Kummer)

Suponha F ′ = F (y), onde y é integral sobre OP , e considere ϕ(T ) ∈ OP [T ] o polinômio

minimal de y sobre F .

Seja ϕ(T ) =
∏r

i=1 γi(T )εi a decomposição de ϕ(T ) em fatores irredutíveis sobre F .

Escolha polinômios mônicos ϕi(T ) ∈ OP [T ] com ϕi(T ) = γi(T ) e degϕi(T ) = deg γi(T ).

Então para 1 ≤ i ≤ r, existem lugares Pi ∈ PF ′ satisfazendo:

Pi|P, ϕi(y) ∈ Pi e f(Pi|P ) ≥ deg γi(T ).

Além disso, Pi 6= Pj para i 6= j.

Supondo adicionalmente que pelo menos uma das hipóteses abaixo é satisfeita:

(?)εi = 1, i = 1, ..., r;

(??) {1, y, ..., yn−1} é base integral em P .

Então existe, para 1 ≤ i ≤ r, exatamente um lugar Pi ∈ PF ′ com Pi|P e ϕi(y) ∈ Pi.

Os lugares P1, ..., Pr são todos os lugares de F ′ que estendem P , e temos:

ConF ′/F (P ) =
r∑
i=1

εiPi,

isto é, εi = e(Pi|P ). O corpo de classes residuais F ′Pi
= OPi

/Pi é isomorfo a F [T ] /(γi(T )),

portanto f(Pi|P ) = deg γi(T ).
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Demonstração. Defina Fi = F [T ] /(γi(T )). Como γi é irredutível, então Fi é extensão de

F com grau
[
Fi : F

]
= deg γi(T ).

Considere o anel OP [y] =
∑n−1

j=0 OPy
j, onde n = degϕ(T ) = [F ′ : F ].

Existem homomorfismo de anéis: ρ : OP [T ] → OP [y], onde
∑
cjT

j 7→
∑
cjy

j, e

πi : OP [T ]→ Fi, onde
∑
cjT

j 7→
∑
cjT

j mod γi(T ).

Temos ker(ρ) = (ϕ(T )) e ker(ρ) ⊆ ker(πi). De fato, seja p(T ) ∈ (ϕ(T )), então

existe λ(T ) ∈ OP [T ] tal que p(T ) = λ(T )ϕ(T ), assim ρ(p(T )) = ρ(λ(T ))ρ(ϕ(T )) =

ρ(λ(T ))ϕ(y) = 0, logo (ϕ(T )) ⊆ ker(ρ). Agora, se p(T ) ∈ ker(ρ), então p(y) = 0, o

que implica ϕ(T ) divide p(T ), e assim p(T ) ∈ (ϕ(T )), e temos ker(ρ) ⊆ (ϕ(T )). Veja

ainda que se p(T ) ∈ ker(ρ), então p(T ) = λ(T )ϕ(T ), para algum λ(T ) ∈ OP [T ], e assim

πi(p(T )) = πi(λ(T ))πi(ϕ(T )) = πi(λ(T ))ϕ(T ) mod γi(T ), ou seja, ker(ρ) ⊆ ker(πi).

Assim, defina σi : OP [y]→ Fi, tal que
∑n−1

j=0 cjy
j 7→

∑n−1
j=0 cjT

j mod γi(T ). Então σi é

um epimorfismo e πi = σi ◦ ρ.

Diagrama 7.

OP [T ]
πi //

ρ

��

Fi

OP [y]

σi

=={{{{{{{{{{{{{{{{{

Temos ainda kerσi = P · OP [y] + ϕi(y) · OP [y], e kerσi é um ideal próprio do anel

OP [y] ⊆ F ′.

De fato, seja z ∈ P ·OP [y]+ϕi(y) ·OP [y], então existe p ∈ P , a0, ..., an−1, b0, ..., bn−1 ∈

OP tais que:

z = p(a0 + a1y + ...+ an−1y
n−1) + ϕi(y)(b0 + b1y + ...+ bn−1y

n−1)

⇒ σi(z) = σi(p(a0 + a1y + ...+ an−1y
n−1) + ϕi(y)(b0 + b1y + ...+ bn−1y

n−1))

= σi(p)(
n−1∑
j=0

ajT
j) mod γi(T ) = 0,

ou seja, P ·OP [y] + ϕi(y) ·OP [y] ⊆ ker(σi).
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Agora a inclusão contrária:

Seja z ∈ ker(σi) ⊆ OP [y]. Podemos escrever:

z = c0 + c1y + ...+ cn−1y
n−1,

assim

σi(z) = (c0 + c1T + ...+ cn−1T
n−1) mod γi(T ) = 0,

ou seja, existe ψ(T ) ∈ OP [T ] tal que:

c0 + c1T + ...+ cn−1T
n−1 = γi(T )ψ(T ) = ϕi(T )ψ(T )

⇒ c0 + c1T + ...+ cn−1T
n−1 − ϕi(T )ψ(T ) = 0.

Logo:

c0 + c1T + ...+ cn−1T
n−1 − ϕi(T )ψ(T ) ∈ POP [T ]

⇒ c0 + c1T + ...+ cn−1T
n−1 ∈ POP [T ] + ϕi(T )OP [T ]

⇒ z ∈ P ·OP [y] + ϕi(y) ·OP [y] ,

e portanto temos a igualdade dos conjuntos.

Temos que ker(σi) é um ideal próprio de OP [y], pois πi 6= 0 ⇒ σi 6= 0 ⇒ ker(σi) (

OP [y]. Além disso, veja que ϕi(y) ∈ ker(σi), o que implica {0} ( ker(σi).

Logo, pelo Teorema 1.1.18, existe Pi ∈ PF ′ de forma que kerσi ⊆ Pi e OP [y] ⊆ OPi
.

E assim temos, ϕi(y) ∈ Pi e Pi|P .

Como σi é epimorfismo então OP [y] / kerσi ∼= Fi (e portanto ker(σi) é ideal maximal)

e como kerσi ⊆ Pi e OP [y] ⊆ OPi
, temos OPi

/Pi ⊇ OP [y] / kerσi, e então f(Pi|P ) =[
F ′Pi

: FP
]
≥
[
Fi : F

]
= deg γi(T ).

Se i 6= j, então os polinômios γi(T ) e γj(T ) são relativamente primos em F [T ], o que

implica que existem polinômios λi(T ), λj(T ) ∈ OP [T ] tais que:

1 = λi(T )γi(T ) + λj(T )γj(T )
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⇒ ϕi(T )λi + ϕj(T )λj(T )− 1 = 0

⇒ ϕi(T )λi(T ) + ϕj(T )λj(T )− 1 ∈ POP [T ]

⇒ ϕi(y)λi(y) + ϕj(y)λj(y)− 1 ∈ POP [y]

⇒ 1 ∈ P ·OP [y] + ϕi(y)OP [y] + ϕj(y)OP [y] = kerσi + kerσj

Logo, existem zi em Pi tal que 1− zi ∈ Pj.

Portanto, se Pi = Pj, teríamos 1 ∈ Pj, gerando uma contradição ao fato de Pj ser um

ideal próprio. Logo, Pi 6= Pj, i 6= j.

Suponhamos agora a hipótese adicional (?), ou seja:

ϕ(T ) =
r∑
i=1

γi(T ).

Então, pela igualdade fundamental, podemos concluir que:

1.
∑r

i=1 f(Pi|P ) =
∑r

i=1 e(Pi|P )f(Pi|P )⇒ e(Pi|P ) = 1;

2.
∑r

i=1 degϕi(T ) =
∑r

i=1 f(Pi|P ) e degϕi(T ) ≤ f(Pi|P ),∀i⇒ degϕi(T ) = f(Pi|P ),∀i;

3.
∑r

i=1 e(Pi|P )f(Pi|P ) =
∑

P ′|P e(P
′|P )f(P ′|P ) ⇒ P1, ..., Pr são todos os lugares de

F ′ que estendem P .

Assumiremos agora (??). Como antes, sejam Pi ∈ PF ′ tais que Pi|P e ϕi(y) ∈ Pi.

Mostremos que P1, ..., Pr são as únicas extensões de P em F ′.

Temos 0 = ϕ(y) ≡
∏r

i=1 ϕi(y)εi modP ·OP [y], logo
∏r

i=1 ϕi(y)εi ∈ P ·OP [y].

Como y é integral sobre OP ⇒ y ∈ O′P =
⋂
P ′|P OP ′ ⇒ OP [y] ⊂ OP ′ , ∀P ′|P ⇒∏r

i=1 ϕi(y)εi ∈ P ′,∀P ′|P .

Seja P ′|P .

Como P ′ é ideal primo, então ϕi(y) ∈ P ′, para algum 1 ≤ i ≤ r. E temos kerσi =

P ·OP [y] + ϕi(y)OP [y] ⊆ P ′ ∩OP [y], e pela maximalidade do núcleo, temos P ·OP [y] +

ϕi(y)OP [y] = P ′ ∩OP . [y].

Além disso, como kerσi ⊆ Pi ⇒ P ·OP [y]+ϕi(y)OP [y] ⊆ Pi∩OP [y], temos novamente

pela maximalidade P ·OP [y] + ϕi(y)OP [y] = Pi ∩OP [y], e daí Pi ∩OP [y] = P ′ ∩OP [y].
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Pela hipótese adicional, {1, y, ..., yn−1} é base integral de O′P sobre OP ⇒ O′P =

OP [y] =
⋂r
i=1OPi

(Corolário 2.3.5). Logo pela Proposição 2.2.7, existe uma correspondên-

cia 1-1 entre os lugares P ′|P e os ideais maximais de OP [y], e assim P ′ = Pi.

Portanto P1, ..., Pr são as únicas extensões de P em F ′.

Pelo teorema da aproximação existem ti ∈ F ′, i = 1, ..., r, tais que vPi
(ti) = 1 e

vPj
(ti) = 0, i 6= j.

Seja t ∈ F um parâmetro local P .

Como ti ∈ OP [y] ∩ Pi = P · OP [y] + ϕi(y)OP [y] = tOP [y] + ϕi(y)OP [y] , i = 1, ..., r,

podemos escrever cada ti como:

ti = ϕi(y)ai(y) + tbi(y),

onde ai(y), bi(y) ∈ OP [y].

Logo:
r∏
i=1

tεii =
r∏
i=1

(ϕi(y)ai(y) + tbi(y))εi = a(y)
r∏
i=1

ϕi(y)εi + tb(y),

onde a(y), b(y) ∈ OP [y].

Usando agora o fato que
∏r

i=1 ϕi(y)εi ≡ ϕ(y) mod tOP [y], temos
∏r

i=1 ϕi(y)εi ∈ tOP [y],

ou seja,
∏r

i=1 ϕi(y)εi = tu(y), onde u(y) ∈ OP [y].

Assim εi = vPi
(
∏r

i=1 t
εi
i ) = vPi

(a(y)tu(y) + tb(y)) ≥ vPi
(t) = e(Pi|P ).

Falta mostrar que f(Pi|P ) = deg γi(T ).

Já vimos que:

1.
[
Fi : F

]
= deg γi(T );

2. kerσi = Pi ∩OP [y].

Pela Proposição 2.2.7, temos então:

OP [y]

Pi ∩OP [y]
∼=
OPi

Pi
.
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Logo:

deg(γi(T )) =
[
Fi : F

]
=

[
OP [Y ]

ker(σi)
: F

]
=

[
OPi

Pi
: F

]
= f(Pi|P ).

E assim concluimos deg γi(T ) = f(Pi|P ). Além disso, pela igualdade fundamental,

e(Pi|P ) = εi.

2.4 O cotraço de diferenciais de Weil e a fórmula do

gênero de Hurwitz

Aqui F/K é um corpo de funções, F ′/F extensão separável finita e K ′ corpo de

constantes de F ′.

Como F ′/F é finita, então K ′/K é finita e portanto K ′/K é separável.

Queremos associar a cada diferencial de Weil de F/K um diferencial de Weil de F ′/K ′.

O resultado será uma fórmula para o gênero de F ′, a fórmula do gênero de Hurwitz.

Como F ′/F é separável, então TrF ′/F não é identicamente nula.

Definição 2.4.1. Para P ∈ PF seja O′P = icF ′(OP ) o fecho intgral de OP em F ′. Então

o conjunto:

CP :=
{
z ∈ F ′; TrF ′/F (zO′P ) ⊆ OP

}
é chamado de módulo complementar sobre OP .

Proposição 2.4.2. Com a notação da definição anterior, vale:

1. CP é um O′P−módulo e O′P ⊆ CP ;

2. Se {z1, ..., zn} é uma base integral de O′P sobre OP , então CP =
∑n

i=1O
′
P z
∗
i , onde

{z∗1 , ..., z∗n} é a base dual de {z1, ..., zn};

3. Existe t ∈ F ′ (dependendo de P ) tal que CP = tO′P . Além disso, vP ′(t) ≤ 0, ∀P ′|P ,

e, ∀t′ ∈ F ′, temos: CP = t′O′P ⇔ vP ′(t
′) = vP ′(t),∀P ′|P ;
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4. CP = O′P para quase todo P ∈ PF .

Demonstração. 1. Seja z ∈ CP e α, β ∈ O′P , então TrF ′/F (zαβ) = TrF ′/F (zα) TrF ′/F (β) ∈

OP . Portanto CP é um O′P−módulo. Além disso, pelo Corolário 2.3.2, segue que

O′P ⊆ CP .

2. Seja {z1, ..., zn} base integral de O′P sobre OP , considere sua base dual {z∗1 , ..., z∗n},

e z ∈ CP . Logo existem x1, ..., xn ∈ F tais que z =
∑
xiz
∗
i e TrF ′/F (zzj) ∈ OP , 1 ≤

j ≤ n.

Veja ainda que TrF ′/F (zzj) = xj. Portanto xj ∈ OP e z ∈
∑
OP z

∗
i , ou seja,

CP ⊆
∑
OP z

∗
i .

Seja z ∈
∑
OP z

∗
i e u ∈ O′P , então z =

∑
xiz
∗
i e u =

∑
yjzj, onde xi, yj ∈ OP . E

assim temos TrF ′/F (zu) =
∑

i,j xiyj TrF ′/F (z∗i zj) =
∑
xiyi ∈ OP . Logo

∑
OP z

∗
i ⊆

CP .

3. Do item 2, CP =
∑
OPui, para alguma base {u1, ..., un} de F ′/F apropriada.

Seja x ∈ F tal que vP (x) ≥ −vP ′(ui),∀P ′|P e i = 1, ..., n. Assim, vP ′(xui) ≥

0,∀P ′|P e i = 1, ..., n. Como OP ⊆ O′P , então x · CP ⊆ O′P , e, pelo item 1, CP é um

O′P−módulo, logo x · CP é um ideal de O′P .

Pela Proposição 2.2.8, O′P é um domínio de ideais principais, o que implica x · CP =

yO′P , para algum y ∈ O′P .

Definindo t = x−1y, temos CP = tO′P . E, por O′P ⊆ CP , temos vP ′(t) ≤ 0,∀P ′|P .

De fato, 1 = tz, para algum z ∈ O′P , e assim vP ′(t) = −vP ′(z) ≤ 0,∀P ′|P .

Por fim, se t′ ∈ F ′:

tO′P = t′O′P ⇔ tt′−1, t−1t′ ∈ O′P ⇔ vP ′(tt
′−1) = 0,∀P ′|P

⇔ vP ′(t) = vP ′(t
′), ∀P ′|P.

4. Seja {z1, ..., zn} base de F ′/F . Então {z1, ..., zn} é base integral para quase todo

P ∈ PF e {z∗1 , ..., z∗n} é base integral para quase P ∈ PF , pelo Teorema 2.3.6. Logo,

pelo item 2, O′P = CP , para quase todo P ∈ PF .
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Definição 2.4.3. Considere um lugar P ∈ PF e o fecho integral O′P de OP em F ′. Seja

CP = tO′P o módulo complementar sobre OP . Então definimos para P ′|P o expoente da

diferente de P ′ sobre P por d(P ′|P ) = −vP ′(t).

Pela Proposição 2.4.2, d(P ′|P ) está bem definido e d(P ′|P ) ≥ 0. Além disso, como

CP = O′P para quase todo P ∈ PF , então t = 1, para quase todo P ∈ PF , ou seja,

d(P ′|P ) = 0 para quase todo P ∈ PF e P ′|P .

Portanto, podemos definir o divisor:

Diff(F ′/F ) :=
∑
P∈PF

∑
P ′|P

d(P ′|P )P ′.

Este divisor é chamado o divisor da diferente de F ′/F .

Observe que Diff(F ′/F ) é divisor de F ′ onde Diff(F ′/F ) ≥ 0.

Observação 2.4.4. Outra característica importante do módulo complementar é que ∀z ∈

F ′:

z ∈ CP ⇔ vP ′(z) ≥ −d(P ′|P ),∀P ′|P

(isso segue do teorema da aproximação).

Seja z ∈ CP , então z ∈ tO′P , ou seja, existe α ∈ O′P tal que z = tα. Assim, para todo

P ′ ∈ PF ′ tal que P ′|P , vP ′(z) = vP ′(t) + vP ′(α), e temos vP ′(z) = vP ′(α) − d(P ′|P ) ≥

−d(P ′|P ).

Agora, seja z ∈ F ′ tal que vP ′(z) ≥ −d(P ′|P ),∀P ′|P , então vP ′(z) + d(P ′|P ) ≥

0,∀P ′|P (podemos supor que z 6= 0, pois, caso contrário, segue trivialmente). Pelo

teorema da aproximação forte, existe α ∈ F ′ (não nulo) onde vP ′(α) = vP ′(z)+d(P ′|P ) ≥

0,∀P ′|P . Logo α ∈ O′P e vP ′(tα) = vP ′(z), o que implica tα = kz, onde k é invertível em

O′P , e por fim z = αk−1t ∈ tO′P = CP .

Definição 2.4.5. Seja AF ′/F := {α ∈ AF ′ ;αP ′ = αQ′ sempre que P ′ ∩ F = Q′ ∩ F}.

Tal conjunto é um F ′−subespaço de AF ′ .
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Observemos que como TrF ′/F : F ′ → F é F−linear, podemos extendê-la a uma apli-

cação F−linear (també denotada por TrF ′/F ) de AF ′/F a AF definida por:

(TrF ′/F (α))P := TrF ′/F (αP ′),

para α ∈ AF ′/F , onde P ′ é um lugar de F ′ estendendo P .

Como αP ′ ∈ OP ′ , para quase todo P ′ ∈ PF ′ , então TrF ′/F (αP ′) ∈ OP para quase todo

P ∈ PF (Corolário 2.3.2), assim TrF ′/F (α) ∈ AF .

Veja ainda que o traço do adele principal z ∈ F ′ é o adele principal de TrF ′/F (z). E,

se A′ ∈ Div(F ′), definimos:

AF ′/F (A′) := AF ′(A′) ∩ AF ′/F .

Teorema 2.4.6. Na situação acima, para todo diferencial de Weil ω ∈ ΩF existe um

único diferencial de Weil ω′ ∈ ΩF ′ tal que:

TrK′/K(ω′(α)) = ω(TrF ′/F (α)),

∀α ∈ AF ′/F . Este diferencial de Weil é chamado cotraço de ω em F ′/F , e é denotado por

CotrF ′/F (ω). Se ω 6= 0 e (ω) ∈ Div(F ) é o divisor canônico de ω, então:

(CotrF ′/F (ω)) = ConF ′/F ((ω)) + Diff(F ′/F ).

Para demonstrar o teorema, precisamos de dois lemas:

Lema 2.4.7. Para cada C ′ ∈ Div(F ′), temos AF ′ = AF ′/F +AF ′(C ′).

Demonstração. Seja α = (αP ′)P ′ ∈ AF ′ . Para cada P ∈ PF , existe xP ∈ F ′ tal que

vP ′(αP ′ − xP ) ≥ −vP ′(C ′),∀P ′|P (teorema da aproximação).

Defina β = (βP ′)P ′ com βP ′ := xP ,∀P ′|P . Logo β ∈ AF ′/F e α− β ∈ AF ′(C ′). Como

α = β + (α− β), segue o resultado.
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Lema 2.4.8. Sejam M/L extensão finita separável de corpos, V um espaço vetorial sobre

M e µ : V → L uma aplicação L−linear. Então existe uma única aplicação M−linear

µ′ : V →M tal que TrM/L ◦µ′ = µ.

Demonstração. Considere M̂ := {λ : M → L;λ é L−linear} um espaço vetorial sobre M

definindo (zλ)(w) = λ(zw), λ ∈ M̂ e z, w ∈ M , então dimM(M̂) = 1, logo se λ ∈ M̂ ,

existe um único z ∈M tal que λ = zTrM/L.

Para fixado v ∈ V , defina λv : M → L, onde λv(a) = µ(av),∀a ∈ M . E, como antes,

existe um único zv ∈M tal que λv = zv TrM/L.

Definindo µ′ : V → M , dada por µ′(v) = zv, temos µ(av) = TrM/L(aµ′(v)),∀v ∈

V, ∀a ∈M , e µ′ é M−linear.

Fazendo a = 1, temos µ(v) = TrM/L(µ′(v)),∀v ∈ V . Ou seja, TrM/L ◦µ′ = µ (?).

Para a unicidade, suponha µ∗, diferente de µ′, satisfazendo também (?). Então µ′−µ∗

é M−linear não nula. Mas por (?) temos TrM/L ◦(µ′ − µ∗) = 0 ⇒ TrM/L = 0, absurdo,

pois M/L é separável finita.

Demonstração. (do Teorema 2.4.6)

Primeiro mostremos que existe um diferencial de Weil ω′ ∈ ΩF ′ tal que TrK′/K(ω′(α)) =

ω(TrF ′/F (α)),∀α ∈ AF ′/F .

Se ω = 0, basta tomar ω′ := 0.

Podemos agora tomar ω não nulo.

Defina W ′ := ConF ′/F ((ω)) + Diff(F ′/F ). A construção de ω′ será dada em 3 passos:

1. A aplicação K−linear ω1 : AF ′/F → K, dada por ω1 = ω ◦ TrF ′/F tem as seguintes

propriedades:

(a) ω1(α) = 0,∀α ∈ AF ′/F (W ′) + F ′;

(b) Se B′ ∈ Div(F ′) é um divisor com onde não vale B′ ≤ W ′, então existe um

adele β ∈ AF ′/F (B′) com ω1(β) 6= 0.

Demonstração. (a) Seja z ∈ F ′, então TrF ′/F (z) ∈ F , logo ω1(z) = 0, pois ω se

anula em F .
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Seja, agora, α ∈ AF ′/F (W ′). Observe que se ∀P ∈ PF e P ′|P tivermos

vP (TrF ′/F (αP ′)) ≥ −vP (ω), então, pela definição do divisor canônico (ω),

ω1(α) = 0.

Assim, seja P ∈ PF , seja x ∈ F tal que vP (x) = vP (ω), então:

vP ′(xαP ′) ≥ e(P ′|P )vP (ω)− vP ′(W ′) = −d(P ′|P ),

e, pela observação 2.4.4, xαP ′ ∈ CP . O que significa TrF ′/F (xαP ′) ∈ OP , e

assim temos o resultado.

(b) Seja B′ ∈ Div(F ′) tal que existe P ∗ ∈ PF ′ tal que vP ∗(B′) > vP ∗(W
′), então

existe P0 ∈ PF tal que P ∗|P0 e vP ∗(ConF ′/F ((ω))−B′) < −d(P ∗|P ).

Considere O′P0
o fecho integral e CP0 o módulo complementar de OP0 em F ′, e

defina o conjunto:

J :=
{
z ∈ F ′; vP ∗(z) ≥ vP ∗(ConF ′/F ((ω))−B′),∀P ∗|P0

}
.

Pela teorema da aproximação, existe u ∈ J tal que vP ∗(z) = vP ∗(ConF ′/F ((ω))−

B′),∀P ∗|P0. E, pela observação 2.4.4, u /∈ CP0 , ou seja, J não está contido em

CP0 . Observe que J ·OP0 ⊆ J , e assim TrF ′/F (J) não está contido em OP0 .

Seja t um parâmetro local de P0 e seja:

r ≥ max
P ∗|P0

{∣∣vP ∗(ConF ′/F ((ω))−B′)
∣∣} .

Temos trJ ⊆ O′P0
, e consequentemente tr TrF ′/F (J) ⊆ OP0 é um ideal de OP0 .

Assim existe um inteiro s ≥ 0 tal que tr TrF ′/F (J) = tsOP0 , e assim obtemos

TrF ′/F (J) = tmOP0 , e como TrF ′/F (J) não está contido em OP0 , resulta m ≤

−1.

Pela Proposição 1.7.2, item 1, temos vP (ω) = max{r ∈ Z;ωP (x) = 0,∀x ∈

F com vP (x) ≥ −r}. Então tomando x ∈ F tal que vP0(x) = −vP0(ω) − 1,

faz sentido escolher x de forma que ωP0(x) 6= 0. Tomando y ∈ F tal que

vP0(y) = vP0(ω), temos vP0(xy) = −1 ⇒ xy ∈ t−1OP0 ⇒ ∃z ∈ J tal que

TrF ′/F (z) = xy, pois t−1OP0 ⊆ TrF ′/F (J).
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Defina agora o adele β ∈ AF ′/F onde βP ′ = 0 se P ′ não é extensão de P0 e

βP ′ = y−1z se P ′|P0. Temos β ∈ AF ′/F (B′). Por fim, veja que ω1(β) 6= 0, isto

é, existe β ∈ AF ′/F (B′) tal que ω1(β) 6= 0.

2. Defina ω2 : AF ′ → K como segue:

Para cada α ∈ AF ′ , existem β ∈ AF ′/F e γ ∈ AF ′(W ′) tal que α = β + γ (Lema

2.4.7). Defina ω2(α) := ω1(β).

Temos que ω2 é uma aplicação K−linear e satisfaz:

(a) ω2(α) = 0,∀α ∈ AF ′(W ′) + F ′;

(b) Se B′ ∈ Div(F ′) é tal que B′ ≤ W ′ não vale, então existe β ∈ AF ′(B′) tal que

ω2(β) 6= 0.

Demonstração. (a) Seja α ∈ AF ′(W ′) + F ′, então

α = β︸︷︷︸
∈AF ′ (W

′)

+ f︸︷︷︸
∈F ′

= β︸︷︷︸
∈AF ′ (W

′)

+ (0 + f)︸ ︷︷ ︸
∈AF ′/F (W ′)+F ′⊆AF ′/F

.

(b) Seja B′Div(F ′) tal que não vale B′ ≤ W ′, então pelo item (b) do passo 1,

existe β ∈ AF ′/F (B′) tal que ω1(β) 6= 0. Como AF ′/F (B′) ⊆ AF ′(B′), então

ω2(β) = ω1(β) 6= 0.

Temos que ω2 é K−linear e se anula em AF ′(W ′) + F ′, mas como ω2 : AF ′ → K

temos que se K ( K ′, então ω2 não é um diferencial de Weil de F ′/K ′.

3. Temos ω2 : AF ′ → K, é K−linear, e AF ′ é K ′−espaço vetorial. Logo, pelo Lema

2.4.8, existe uma única ω′ : AF ′ → K ′ aplicação K ′−linear tal que TrK′/K ◦ω′ =

ω2, e pela forma que ω1 e ω2 foram definidas, temos que se α ∈ AF ′/F , então

TrK′/K(ω′(α)) = ω2(α) = ω1(α) = ω(TrF/F (α)).

Além disso:



2.4 O cotraço de diferenciais de Weil e a fórmula do gênero de Hurwitz 81

(a) ω′(α) = 0,∀α ∈ AF ′(W ′) + F ′;

(b) Se B′ ∈ Div(F ′) é tal que B′ ≤ W ′ não vale, então existe β ∈ AF ′(B′) tal que

ω′(β) 6= 0.

Demonstração. (a) Como ω′ é K ′−linear, então a imagem de AF ′(W ′) + F ′ por

ω′ é {0} ou K ′. Caso ω′(AF ′(W ′) + F ′) = K ′, como TrK′/K é não nula, então

existe α ∈ AF ′(W ′) + F ′ tal que 0 6= TrK′/K(ω(α)) = ω2(α), contrariando o

item (a) do passo 2.

(b) Pelo item (b) do passo 2, existe β ∈ AF ′(B′) tal que ω2(β) 6= 0, então

TrK′/K(ω(β)) 6= 0⇒ ω′(β) 6= 0.

Falta mostrar que (ω′) = W ′.

Seja A ∈ M(ω′), veja que se não tivemos A ≤ W ′, então existe α ∈ AF ′(A) tal que

ω′(α) 6= 0 ⇒ A /∈ M(ω′), ou seja, ∀A ∈ M(ω′) então A ≤ W ′. Portanto, (ω′) = W ′ =

ConF ′/F ((ω)) + Diff(F ′/F ).

Por fim, a unicidade de ω′: suponha ω∗ ∈ ΩF ′ tal que TrK′/K(ω∗(α)) = ω(TrF ′/F (α)), ∀α ∈

AF ′/F .

Defina η := ω∗ − ω′, então TrK′/K(η(α)) = 0,∀α ∈ AF ′/F . Além disso, como η ∈ ΩF ′ ,

existe C ′ ∈ Div(F ′) tal que η anula AF ′(C ′) +F ′, logo, pelo Lema 2.4.7, TrK′/K ◦η ≡ 0⇒

η ≡ 0, portanto ω′ = ω∗.

Notação: ω′ = CotrF ′/F (ω).

Teorema 2.4.9. (Fórmula do gênero de Hurwitz)

Sejam F/K um corpo de funções algébricas de gênero g e F ′/F uma extensão finita

separável, com K ′ o corpo de constantes de F ′ e g′ é o gênero de F ′/K ′. Então:

2g′ − 2 =
[F ′ : F ]

[K ′ : K]
(2g − 2) + deg(Diff(F ′/F )).

Demonstração. Seja 0 6= ω ∈ ΩF . Pelo Teorema 2.4.6, temos: (CotrF ′/F (ω)) = ConF ′/F ((ω))+

Diff(F ′/F ).
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Como o gênero de F/K é g e o de F ′/K ′ é g′, então deg(CotrF ′/F (ω)) = 2g′ − 2, o

que implica 2g′ − 2 = deg(CotrF ′/F (ω)) = deg(ConF ′/F ((ω))) + deg(Diff(F ′/F )). Pelo

Corolário 2.1.13, temos:

2g′ − 2 =
[F ′ : F ]

[K ′ : K]
deg((ω)) + deg(Diff(F ′/F )),

e assim temos o resultado.

2.5 A diferente

Aqui F ′/F é extensão algébrica finita separável, onde F/K e F ′/K ′ são corpos de

funções algébricas com corpo de constantes K e K ′, respectivamente, onde K é perfeito.

Estudaremos como o índice de ramificação e(P |P ) e o expoente da diferente d(P ′|P )

se relacionam.

Teorema 2.5.1. (Teorema da diferente de Dedekind)

Para toda P ′|P , temos:

1. d(P ′|P ) ≥ e(P ′|P )− 1;

2. d(P ′|P ) = e(P ′|P ) − 1 se, e somente se, e(P ′|P ) não é divisível por charK. Em

particular, se charK = 0, e(P ′|P )− 1 = d(P ′|P ).

Para demonstrar o item 1 do teorema precisamos do seguinte lema:

Lema 2.5.2. Sejam F ∗/F uma extensão algébrica de corpos de funções algébricas, P ∈

PF e P ∗ lugar de F ∗ extensão de P . Considere um automorfismo σ de F ∗/F . Então

σ(P ∗) := {σ(z); z ∈ P ∗} é um lugar de F ∗ e:

1. vσ(P ∗)(y) = vP ∗(σ
−1(y)),∀y ∈ F ∗;

2. σ(P ∗)|P ;

3. e(σ(P ∗)|P ) = e(P ′|P ) e f(σ(P ∗)|P ) = f(P ′|P ).
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Demonstração. Seja σ automorfismo. Como OP ∗ é anel de valorização de P ∗, então

σ(OP ∗) também o é, e σ(P ∗) é ideal maximal de σ(OP ∗). Assim, σ(P ∗) é lugar de F ∗,

com anel de valorização Oσ(P ∗) = σ(OP ∗). Além disso, se t∗ for um parâmetro local de

P ∗, então σ(t∗) será parâmetro local de σ(P ∗).

De fato, como OP ∗ ( F ∗, então σ(OP ∗) ( F ∗, e como K∗ ( OP ∗ , então σ(OP ∗) contém

uma cópia isomorfa de K∗.

Seja z ∈ F ∗, então existe y ∈ F ∗ tal que z = σ(y). Se y ∈ OP ∗ , então z ∈ σ(OP ∗), e

se y /∈ OP ∗ , então z−1 = σ(y−1) ∈ σ(OP ∗).

Temos também que como P ∗ é um ideal maximal de OP ∗ , então σ(P ∗) é um ideal

maximal de σ(OP ∗).

Além disso, se t∗ é um parâmetro local de P ∗, então t∗OP ∗ = P ∗, e temos σ(P ∗) =

σ(t∗OP ∗) = σ(t∗)σ(OP ∗), ou seja, σ(t∗) é um parâmetro local de σ(P ∗).

1. Mostremos que vσ(P ∗)(y) = vP ∗(σ
−1(y)),∀y ∈ F ∗.

Se y = 0, o resultado segue trivialmente. Então seja y ∈ F ∗ não nulo, logo existe

z ∈ F ∗ não nulo, onde y = σ(z). Escrevendo z = (t∗)ru, onde u é uma unidade

de OP ∗ ; e assim temos que podemos escrever y = (σ(t∗))rσ(u), onde σ(u) é uma

unidade de Oσ(P ∗), logo vσ(P ∗)(y) = r = vP ∗(z) = vP ∗(σ
−1(y)).

2. Como σ é automorfismo de F ∗/F , então σ(a) = a,∀a ∈ F , o que implica σ(P ) = P .

E, como P ∗|P , então P = σ(P ) ⊆ σ(P ∗)⇒ σ(P ∗)|P .

3. Seja x ∈ F um parâmetro local de P , então e(σ(P ∗)|P ) = vσ(P ∗)(x) = vP ∗(σ
−1(x)) =

vP ∗(x) = e(P ∗|P ).

Agora definindo σ : F ∗P ∗ → F ∗σ(P ∗), onde σ(z + P ∗) = σ(z) + σ(P ∗), temos que σ é

um isomorfismo.

Além disso, σ quando restito a FP é igual a identidade Id, ou seja, σ é FP−linear.

Portanto [F ∗P ∗ : FP ] =
[
F ∗σ(P ∗) : FP

]
, isto é, f(P ∗|P ) = f(σ(P ∗)|P )

Demonstração. (do Teorema 2.5.1, item 1)
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Seja O′P o fecho integral de OP em F ′, e CP o módulo complementar sobre OP .

Veja que se TrF ′/F (tOP ′) ∈⊆ OP ,∀t ∈ F ′ tal que vP ′(t) = 1 − e(P ′|P ),∀P ′|P , então

pela observação 2.4.4 temos d(P ′|P ) ≥ e(P ′|P )− 1,∀P ′|P .

Basta então mostrar este fato.

Seja F ∗/F extensão de Galois finita tal que F ⊆ F ′ ⊆ F ∗. Escolha n = [F ′ : F ]

automorfismos distintos σ1, ..., σn de F ∗/F , tais que suas restrições a F ′ são distintas.

Para z ∈ O′P , temos:

TrF ′/F (tz) =
n∑
i=1

σi(tz).(?)

Fixe P ∗ lugar de F ∗ tal que P ∗|P e defina: P ∗i := σ−1i (P ∗) e P ′i = P ∗i ∩ F ′.

Como z ∈ O′P , então σi(z) é também integral sobre OP , assim, vP ∗(σi(z)) ≥ 0. Agora,

pelo Lema 2.5.2, temos: vP ∗(σi(tz)) > −e(P ∗|P )(??).

Por (?), temos:

TrF ′/F (tz) =
∑n

i=1 σi(tz)⇒

e(P ∗|P )vP (TrF ′/F (tz)) = vP ∗(TrF ′/F (tz)) = vP ∗(
∑n

i=1 σi(tz)) ≥

min {vP ∗(σi(tz))} >︸︷︷︸
(??)

−e(P ∗|P )⇒

TrF ′/F (tO′P ) ⊆ OP .

Para demonstar o item 2 do Teorema 2.5.1, precisaremos do seguinte lema:

Lema 2.5.3. Sejam P lugar de F , P1, ..., Pr todas as extensões de P em F ′/F . Considere

os corpos k := OP/P e ki := OPi
/Pi ⊇ k e as correspondentes aplicações de classe residual

π : OP → k e πi : OPi
→ ki(i = 1, ..., r). Então ∀u ∈ O′P , temos:

π(TrF ′/F (u)) =
r∑
i=1

e(Pi|P ) Trki/k(πi(u)).

Demonstração. (do Teorema 2.5.1, item 2)

Vamos manter as mesmas notações do Lema 2.5.3 e abreviarmos ei := e(Pi|P ). Seja

P ′ = P1 e e := (P ′|P ), deve ser demonstrado que d(P ′|P ) = e− 1⇔ charK não divide e.

Primeiro assuma que e não é divisível por charK.
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Suponha por absurdo que d(P ′|P ) ≥ e. Seja w ∈ F ′ tal que vPi
(w) ≤ −e, i = 1, ..., r,

logo vP ′(w) ≤ −e e w ∈ CP .

Como K é perfeito, então ki/k é separável, e podemos tomar y0 ∈ OP ′ tal que

Trk1/k(π1(y0)) 6= 0.

Pelo teorema da aproximação, existe y ∈ F ′ tal que vP ′(y − y0) > 0 e vPi
(y) ≥

max {1, ei + vPi
(w)} , i = 2, ..., r (I). Logo y ∈ O′P , e pelo Lema 2.5.3, temos: π(TrF ′/F (y)) =

eTrk1/k(π1(y)) +
∑r

i=2 ei Trki/k(πi(y))(?).

Obeserve que y foi tomado de forma que y ∈ Pi, i = 2, ..., r, assim Trki/k(πi(y)) = 0,

e π1(y) = π1(y0); portanto, por (?), π(TrF ′/F (y)) = eTrk1/k(π1(y0)) 6= 0, pois charK não

divide e.

Assim, π(TrF ′/F (y)) 6= 0⇒ vP (TrF ′/F (y)) = 0.

Agora seja x ∈ F um parâmetro local de P , então TrF ′/F (x−1y) /∈ OP .(II)

Mas, considerando o elemento x−1yw−1, temos, por (I), vP ′(x−1yw−1) = −e+vP ′(y)−

vP ′(w) ≥ 0 e vPi
(x−1yw−1) = vPi

(y) − (ei + vPi
(w)) ≥ 0, i = 2, ..., r, e portanto x−1y ∈

wO′P ⇒ TrF ′/F (x−1y) ∈ OP , absurdo por (II).

Falta mostrar a outra implicação, que é equivalente a charK divide e⇒ d(P ′|P ) ≥ e.

Pelo teorema da aproximação, podemos tomar u ∈ F ′ tal que vP ′(u) = −e e vPi
(u) ≥

−ei + 1, i = 2, ..., r. Como antes, seja x ∈ F um parâmetro local de P . Então para cada

z ∈ O′P , temos vP ′(xuz) ≥ 0 e vPi
(xuz) > 0, i = 2, ..., r (⇒ xuz ∈ O′P ), e pelo Lema 2.5.3

segue que π(TrF ′/F (xuz)) = eTrk1/k(π1(xuz)) = 0. Logo:

TrF ′/F (xuz) = xTrF ′/F (uz) ∈ P = xOP ⇒ TrF ′/F (uz) ∈ OP ,∀z ∈ O′P ,

ou seja, u ∈ CP e vP ′(u) = −e, e pela observação 2.4.4, temos −e = vP ′(u) ≥ −d(P ′|P ),

isto é, d(P ′|P ) ≥ e.

Demonstração. (do Lema 2.5.3)

O traço TrF ′/F (u) pode ser calculado como o traço de uma aplição F−linear µ : F ′ →

F ′ dada por µ(z) = uz.

Primeiro mostremos que π(TrF ′/F (u)) tem uma interpretação como o traço de uma

certa aplicação k−linear µ : V → V (onde V é um k−espaço ainda a ser definido);
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decompondo V em subespaços invariantes, teremos o resultado.

Seja t ∈ F um parâmetro local de P . O quociente V = O′P/tO
′
P pode ser considerado

um k−espaço definindo (x + P )(z + tO′P ) := xz + (tO′P ), (x ∈ OP e z ∈ O′P ). Seja

{z1, ..., zn} uma base integral de O′P sobre OP . Então {z1 + tO′P , ..., zn + tO′P} constitui

ums base de V sobre k, em particular, dimk V = n.

Definimos a aplicação k−linear µ : V → V por µ(z + tO′P ) = uz + tO′P .

Seja A = (ai,j)1≤i,j≤n a matriz de µ com respeito a base {z1, ..., zn}. Como esta é uma

base integral, então O′P =
∑n

i=1OP zi, e como u ∈ O′P , então uzi ∈ O′P =
∑n

i=1OP zi, logo

os coeficientes de A = (ai,j)1≤i,j≤n estão em OP .

Veja que µ(zj + tO′P ) = (a1j + P )(z1 + tO′P ) + ... + (anj + P )(zn + tO′P ), logo A :=

(π(ai,j))1≤i,j≤n é a representação de µ na base {z1 + tO′P , ..., zn + tO′P}. Assim:

π(TrF ′/F (u)) = π(Tr(A)) = Tr(A) = Tr(µ).(?)

Pi é ideal maximal (único) de OPi
⇒ ∀z ∈ OPi

e ∀x ∈ Pi temos zx ∈ Pi, e assim segue

que P ei
i é ideal.

Para 1 ≤ i ≤ r, induza os quocientes Vi := OPi
/P ei

i e as aplicações µi : Vi → Vi dadas

por µi(z + P ei
i ) := uz + P ei

i . Temos que Vi são k−espaços vetoriais e µi são k−lineares.

Assim podemos construir o isomorfismo:

f : V →
r⊕
i=1

Vi,

dado por f(z+ tO′P ) := (z+P e1
1 , ..., z+P er

r ). Veja que a sobrejetividade segue do teorema

da aproximação; já a injetividade, basta observar que f(z + tO′P ) = 0⇒ vPi
(z) ≥ ei, i =

1, ..., r ⇒ zt−1 ∈ O′P ⇒ z + tO′P = 0.

Existe um diagrama comutativo de aplicações k−lineares:

Diagrama 8.

V
µ //

f
��

V

f
��⊕r

i=1 Vi
(µ1,...,µr) //

⊕r
i=1 Vi



2.5 A diferente 87

onde (µ1, ..., µr)(v1, ..., vr) = (µ1(v1), ..., µr(vr)), vi ∈ Vi.

Como f é isomorfismo, temos que (µ1, ..., µr) = f−1 ◦ µ ◦ f , além disso (µ1, ..., µr) =∑r
i=1 (0, ..., 0, µi, 0, ..., 0), portanto Tr(µ) =

∑r
i=1 Tr(µi). Daí, por (?), temos π(TrF ′/F (u)) =∑r

i=1 Tr(µi).

Falta agora mostrar que Tr(µi) = ei Trki/k(πi(u)).

Considere a seguinte cadeia de k−espaços:

Vi = V
(0)
i ⊇ V

(1)
i ⊇ ... ⊇ V

(ei)
i = {0} ,

onde V (j)
i := P j

i /P
ei
i ⊆ Vi.

Observemos que V j
i são espaços µi−invariantes.

Agora defindo σij : V j
i /V

j+1
i → V j

i /V
j+1
i onde [z + P ei

i ] 7→ uz+P ei
i , para j = 0, ..., ei−

1, onde [z + P ei
i ] representa a classe de z+P ei

i em V j
i /V

j+1
i . Então Tr(µi) =

∑ei−1
j=0 Tr(σij)

(representando µi por uma matriz com respeito a uma base de Vi composta de bases de

V j
i módulo V j+1

i , para 0 ≤ j ≤ ei − 1).

Sabemos que Trki/k(πi(u)) = Tr(γi), onde γi : ki → ki é k−linear e γi(z+Pi) = uz+Pi.

Agora para 0 ≤ j ≤ ei−1, etabelecemos o isomorfismo h : ki → V j
i /V

j+1
i de k−espaços

vetoriais tal que o seguinte diagrama comute:

Diagrama 9.

ki
γi //

h
��

ki

h
��

V j
i /V

j+1
i σij

// V j
i /V

j+1
i

Como h é isomorfismo, então Tr(γi) = Tr(σij). Podemos definir h por: ti um parâmetro

local de Pi de F ′ e h(z + Pi) =
[
tjiz + P ei

i

]
.

Assim temos Tr(µi) =
∑ei−1

j=0 Tr(σij) e Trki/k(πi(u)) = Tr(γi) = Tr(σij), logo Tr(µi) =∑ei−1
j=0 Trki/k(µi(u)). Portanto Tr(µi) = ei Trki/k(πi(u)).

Definição 2.5.4. Seja F ′/F extensão algébrica de um corpo de funções e P ∈ PF :

1. Uma extensão P ′ de P é dita ser mansamente (respectivamente selvagemente) ram-

ificada se e(P ′|P ) > 1 e charK não divide e(P ′|P ) (respectivamente charK divide
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e(P ′|P ));

2. Dizemos que P é ramificado (respectivamente não ramificado) em F ′/F se existe

pelo menos um P ′ ∈ PF ′ extensão de P tal que P ′|P é ramificada (respectivamente

se P ′|P é não ramificada para toda P ′|P ). O lugar P é mansamente ramificado em

F ′/F se é ramificado em F ′/F e nenhuma extensão de P em F ′ é selvagemente ram-

ificada. Se existe pelo menos uma extensão P ′|P selvagemente ramificada, dizemos

que P é selvagemente ramificado em F ′/F ;

3. P é totalmente ramificado em F ′/F se existe somente uma extensão P ′ ∈ PF ′ de P

em F ′, e o índice de ramificação é e(P ′|P ) = [F ′ : F ];

4. F ′/F é dita ser ramificada (respectivamente não ramificada) se pelo menos um lugar

P ∈ PF é ramificado em F ′/F (respectivamente se todo P ∈ PF é não ramificado

em F ′/F );

5. F ′/F é dita ser mansa se nenhum lugar P ∈ PF é selvagemente ramificado em F ′/F .

Corolário 2.5.5. Seja F ′/F uma extensão finita separável de um corpo de funções al-

gébricas.

1. Se P ∈ PF e P ′ ∈ PF ′ são tais que P ′|P , então P ′|P é ramificada se, e somente se,

P ′ ≤ Diff(F ′/F ). Se P ′|P é ramificada, então:

d(P ′|P ) = e(P ′|P )− 1⇔ P ′|P é mansamente ramificada,

d(P ′|P ) ≥ e(P ′|P )⇔ P ′|P é selvagemente ramificada.

2. Quase todo os lugares P ∈ PF são não ramificados em F ′/F .

Teorema 2.5.6. Suponha que F ′ = F (y) é uma extensão finita separável de um corpo de

função F de [F ′ : F ] = n. Seja P ∈ PF tal que o polinômio minimal ϕ(T ) de y sobre F

tem seus coeficientes em OP , isto é, y é integral sobre OP , e sejam P1, ..., Pr ∈ PF ′ todos

os lugares que estendem P . Então segue:

1. d(Pi|P ) ≤ vPi
(ϕ′(y)), i = 1, ..., r;
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2. {1, y, ..., yn−1} é uma base integral de F ′/F no lugar P se, e somente se, vPi
(ϕ′(y)) =

d(Pi|P ), i = 1, ..., r (onde ϕ′(T ) denota a derivada de ϕ(T ) no ane de polinômios

F [T ]).

Demonstração. Considere a base {1, y, ..., yn−1}, como ϕ(y) = 0⇒ ϕ(T ) = (T−y)(cn−1T
n−1+

...+ c1T + c0), com cn−1, ..., c0 ∈ F ′ e cn−1 = 1, (I).

Afirmamos que
{

c0
ϕ′(y)

, ... cn−1

ϕ′(y)

}
é base dual de {1, y, ..., yn−1}, notando que ϕ′(y) 6= 0,

pois y é separável.

Pela definição de base dual, dizer que
{

c0
ϕ′(y)

, ... cn−1

ϕ′(y)

}
é base dual de {1, y, ..., yn−1} é

equivalente a TrF ′/F ( ci
ϕ′(y)

) = δij, 0 ≤ i, j ≤ n− 1.

Considere os nmergulhos distintos σ1, ..., σn de F ′/F em Φ (Φ extensão algebricamente

fechado de F ).

Definindo yj := σj(y), temos ϕ(T ) =
∏n

j=1 (T − yj).

Derivando esta equação e substituindo T = yν , temos ϕ′(yν) =
∏

i 6=ν(yν − yi) (II).

Agora, para 0 ≤ l ≤ n− 1, considere o polinômio:

ϕl(T ) := (
n∑
j=1

ϕ(T )

T − yj
.
ylj

ϕ′(yj)
)− T l ∈ Φ [T ] .

Seu grau é, no máximo, n− 1, e para 1 ≤ ν ≤ n, temos:

ϕl(yν) = (
∏
i 6=ν

(yν − yi)).
ylν

ϕ′(yν)
− ylν = 0,

por (II).

Um polinômio de grau menor ou igual a n− 1 com n raízes distintas é identicamente

nulo, então ϕl(T ) = 0, logo:

T l =
n∑
j=1

ϕ(T )

T − yj
.
ylj

ϕ′(yj)
, 0 ≤ l ≤ n− 1. (III)

Os mergulhos σi : F ′ → Φ podem ser extendidos aos mergulhos σi : F ′(T ) → Φ(T )
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definindo σi(T ) = T . Assim de (III) obtemos:

T l =︸︷︷︸
(III)

n∑
j=1

ϕ(T )

T − yj
.
ylj

ϕ′(yj)
=︸︷︷︸
(I)

n∑
j=1

σj(
n−1∑
i=0

ciT
i.

yl

ϕ′(y)
) =

n−1∑
i=0

TrF ′/F (ci
yl

ϕ′(y)
)T i,

0 ≤ l ≤ n− 1.

Comparando os coeficientes, temos TrF ′/F (ci
yl

ϕ′(y)
) = δil, 0 ≤ i, l ≤ n− 1.

Mostremos agora que cj ∈
∑n−1

i=0 OPy
i, para j = 0, ..., n− 1.

O polinômio minimal ϕ(T ) de y sobre F tem a forma ϕ(T ) = T n + an−1T
n−1 +

... + a1T
1 + a0, onde ai ∈ OP , pois, por hipótese, y é integral sobre OP , e, por (I),

ϕ(T ) = (T − y)(cn−1T
n−1 + ...+ c1T + c0)(T − y)(cn−1T

n−1 + ...+ c1T + c0). Assim:

(IV) cn−1 = 1, c0y = −a0 e ciy = ci−1 − ai, para 1 ≤ i ≤ n− 1.

Suponha que existe j ∈ {1, ..., n− 1}, onde

cj =
n−1∑
i=0

siy
i, com si ∈ OP .

Então cj−1 = aj+ciy = aj+
∑n−1

i=0 siy
i+1 = aj+

∑n−2
i=0 siy

i+1+sn−1y
n = aj+

∑n−2
i=0 siy

i+1−

sn−1
∑n−1

i=0 aiy
i ∈
∑n−1

i=0 OPy
i. Como cn−1 = 1, então cj ∈

∑n−1
i=0 OPy

i, j = 0, ..., n−1, (V).

De forma análoga, podemos mostrar que yj ∈
∑n−1

i=0 OP ci, j = 0, ..., n− 1, (VI).

Com isso podemos demonstrar o teorema:

1. Como antes, seja CP o módulo complementar e O′P o fecho integral de OP em F ′.

Mostremos que d(Pi|P ) ≤ vPi
(ϕ′(y)), e isso é equivalente a mostrar que z ∈ CP ⇒

vPi
(z) ≥ −vPi

(ϕ′(y)).

Seja z ∈ CP , então podemos escrever:

z =
n−1∑
i=0

ri
ci

ϕ′(y)
, com ri ∈ F.
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Como y é integral sobre OP , então yl também o é, e como z ∈ CP , temos:

TrF ′/F (zyl) ∈ OP , l = 0, ..., n− 1.

Agora observe que TrF ′/F (zyl) = rl, l = 0, ..., n− 1.

Por (V), temos z ∈ 1
ϕ′(y)

∑n−1
i=0 OPy

i ⊆ 1
ϕ′(y)

O′P . Portanto, vPi
(z) ≥ −vPi

(ϕ′(y)), i =

0, ..., r.

2. Por (V) e (VI), temos que
∑n−1

i=0 OPy
i =

∑n−1
j=0 OP cj.

Suponha que {1, ..., yn−1} é uma base integral para P , então pela Proposição 2.4.2,

temos:

CP =
1

ϕ′(y)
O′P .

Como CP = tO′P , onde d(Pi|P ) = −vPi
(t),∀Pi|P , temos d(Pi|P ) = −vPi

( 1
ϕ′(y)

) =

vPi
(ϕ′(y)), i = 0, ..., n− 1.

Agora suponha que d(Pi|P ) = vPi
(ϕ′(y)), i = 0, ..., n − 1. Temos que provar que

O′P ⊆
∑n−1

i=0 OPy
i (a inclusão contrária segue trivialmente).

Seja z ∈ O′P ⊆ F ′, então z =
∑n−1

i=0 tiy
i, ti ∈ F , e por (V), cj ∈

∑n−1
i=0 OPy

i ⊆ O′P .

Além disso, estamos supondo d(Pi|P ) = vPi
(ϕ′(y)), logo CP = 1

ϕ′(y)
O′P . Assim,

cj
ϕ′(y)
∈ CP ⇒ TrF ′/F (

cj
ϕ′(y)

z) ∈ OP . Daí:

OP 3 TrF ′/F (
1

ϕ′(y)
cjz) = TrF ′/F (

1

ϕ′(y)
cj

n−1∑
i=0

tiy
i) =

=
n−1∑
i=0

tj TrF ′/F (yi
cj

ϕ′(y)
) =

n−1∑
i=0

tiδij = tj

⇒ z ∈
n−1∑
i=0

OPy
i ⇒ O′P ⊆

n−1∑
i=0

OPy
i.

Corolário 2.5.7. Seja F ′ = F (y) extensão finita separável de corpos de funções de grau
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n, e seja ϕ(T ) ∈ F [T ] o polinômio minimal de y sobre F . Suponha P ∈ PF satisfazendo:

ϕ(T ) ∈ OP [T ] e vP ′(ϕ′(y)) = 0,

∀P ′ ∈ PF ′, tal que P ′|P . Então P é não ramificado em F ′/F , e {1, y, ..., yn−1} é uma

base integral para F ′/F de P .

Demonstração. Do Teorema 2.5.6, item 1, temos que d(P ′|P ) = vP ′(ϕ
′(y)) = 0, assim

pelo item 2 do mesmo teorema, temos que a base do enunciado é integral.

Além disso, pelo teorema de Dedekind, temos que e(P ′|P ) = 1,∀P ′|P , logo P é não

ramificado em F ′/F .

Proposição 2.5.8. Sejam F ′/F uma extensão finita separável de corpos de funções, P ∈

PF e P ′ ∈ PF ′ com P ′|P . Suponha que P ′|P é totalmente ramificada, isto é, e(P ′|P ) = n

(n grau da extensão). Seja t ∈ F ′/F um parâmetro local de P ′, e considere ϕ(T ) ∈ F [T ]

o polinômio minimal de t sobre F . Então d(P ′|P ) = vP ′(ϕ
′(t)) e {1, t, ..., tn−1} é uma

base integral para F ′/F de P .

Demonstração. Primeiro, afirmamos que 1, t, ..., tn−1 são linearmente independentes sobre

F . De fato, suponha por absurdo que sejam linearmente dependentes. Então existem

r0, ..., rn−1 ∈ F , não todos nulos, tais que:

n−1∑
i=0

rit
i = 0.

Para ri 6= 0 temos:

vP ′(rit
i) = i+ nvP (ri) ≡ imodn.

Portanto, se i, j ∈ {0, ..., n− 1} são tais que i 6= j, e ri 6= 0 e rj 6= 0, temos vP ′(riti) 6=

vP ′(rjt
j). Logo, pela desigualdade triangular estrita, temos:

vP ′(
n−1∑
i=0

rit
i) = min

{
vP ′(rit

i); ri 6= 0
}
<∞,
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gerando uma contradição.

Logo {1, t, ..., tn−1} é base de F ′/F .

Agora, pela igualdade fundamental (Teorema 2.1.11), temos
∑
eifi = n, e P ′ = Pj

para algum j ∈ {1, ..., r}. Como, por hipótese, e(P ′|P ) = n, segue e(P ′|P )f(P ′|P ) =∑
eifi. Portanto P ′ é o único lugar de F ′ que estende P , e assim O′P = OP ′ , o que

significa t integral sobre OP .

Mostremos que OP ′ =
∑n−1

i=0 OP t
i.

Seja z ∈ F ′ não nulo, então z =
∑
xit

i, para certos xi ∈ F . Pelo mesmo argu-

mento acima 0 ≤ vP ′(z) = min {nvP (xi) + i; 0 ≤ i ≤ n− 1, com xi 6= 0}. O que implica

vP ′(xi) ≥ 0, i = 0, ..., n− 1. E, portanto z ∈
∑n−1

i=0 OP t
i.

Assim, a base em questão é integral, e pelo Teorema 2.5.6, item 2, temos d(P ′|P ) =

vP ′(ϕ
′(t)).

2.6 Extensões por constantes

Aqui, F/K será um corpo de funções algébricas com corpo de constantes K, onde K

é um corpo perfeito. Considere Φ ⊇ F um corpo algebricamente fechado fixado.

Seja K ′ ⊇ K extensão algébrica de K (com K ′ ⊆ Φ). O compósito F ′ := FK ′ é um

corpo de funções algébricas sobre K ′, e com corpo de constantes uma extensão finita de

K ′. De fato, se F ′ é corpo de funções algébricas sobre K ′, então pelo Corolário 1.1.15,

temos que o corpo de constantes de F ′ é uma extensão finita de K ′.

Assim basta mostrar que F ′ é corpo de funções algébricas sobre K ′.

Como F/K é corpo de funções algébricas, então existe x ∈ F\K tal que [F : K(x)] <

∞ (x transcendente), então [F ′ : K ′(x)] <∞. Mais precisamente:

Proposição 2.6.1. Seja F ′ = FK ′ uma extensão algébrica constante de F/K (de grau

finito ou infinito). Temos:

1. K ′ é todo o corpo de constantes de F ′;
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2. Cada subconjunto de F que é linearmente independente sobre K também é linear-

mente independente sobre K ′;

3. [F : K(x)] = [F ′ : K ′(x)] ,∀x ∈ F\K.

Lema 2.6.2. Suponha α ∈ Φ algébrico sobre K. Então [K(α) : K] = [F (α) : F ].

Demonstração. Comparando os polinômios minimais de α nas duas extensões obtemos

[K(α) : K] ≥ [F (α) : F ].

Agora mostremos que vale a igualdade considerando ϕ(T ) o polinômio minimal de α

sobre K. Suponha que ϕ(T ) seja não irredutível sobre F (o que é equivalente a dizer

que vale a desigualdade estrita na desigualdade que encontramos acima). Então podemos

escrever ϕ(T ) = g(T )h(T ), onde os coeficientes de g(T ) e h(T ) estão em F .

Assim, cada raiz de g(T ) e h(T ) está em Φ e é raiz de ϕ(T ). Logo os coefientes de

g(T ) e h(T ) são algébricos sobre K, pois são expressões polinomiais nas raízes de ϕ(T ),

mas como estes coeficientes estão em F , temos que tais coeficientes estão em K, pois o

corpo de constantes de F é K.

Portanto, ϕ(T ) é não irredutível sobre K, gerando uma contradição.

Demonstração. (da Proposição 2.6.1)

1. Seja γ ∈ F ′ algébrico sobre K ′. Como K ′/K é algébrica, então γ é algébrico sobre

K.

Como γ ∈ F ′ = K ′F , então existe uma quantidade finita de elementos α1, ..., αr ∈

K ′ tal que γ ∈ F (α1, ..., αr). Consideremos a extenão finita separávelK(α1, ..., αr)/K,

então temos K(α1, ..., αr) = K(α), para algum α ∈ K ′.

Agora, como γ é algébrico sobre K então existe β ∈ F ′ tal que K(α, γ) = K(β).

Logo:

F (β) = F (α, γ) = F (α), pois γ ∈ F (α1, ..., αr).

Pelo Lema 2.6.2:

[K(β) : K] = [F (β) : F ] = [F (α) : F ] = [K(α) : K] , com K(α) ⊆ K(β).
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Logo γ ∈ K(β) = K(α) ⊆ K ′.

2. Sejam y1, ..., yr ∈ F linearmente independentes sobre K e consideremos a combi-

nação linear:
r∑
i=1

γiyi = 0, com γi ∈ K ′.

Como K é perfeito, então K(γ1, ..., γr) = K(α), para algum α ∈ K ′.

Então podemos escrever:

γi =
n−1∑
j=0

cijα
j, com cij ∈ K e n = [K(α) : K] .

E assim temos:
n−1∑
j=0

(
r∑
i=1

cijyi)α
j = 0,

com
∑r

i=1 cijyi ∈ F . Pelo Lema 2.6.2, 1, α, ..., αn−1 são linearmente independentes

sobre F , o que implica
∑r

i=1 cijyi = 0, j = 0, ..., n − 1, e pela independência lin-

ear dos elementos y1, ..., yr sobre K, temos cij = 0, i = 1, ..., r e j = 0, ..., n − 1;

logo γi =
∑n−1

j=0 cijα
i = 0, i = 1, ..., r, e assim temos que y1, ..., yr são linearmente

independentes sobre K ′.

3. Como [F ′ : K ′(x)] ≤ [F : K(x)], reta mostrar que quaisquer elementos z1, ..., zs ∈ F ,

que são linearmente independentes sobre K(x), também são linearmente indepen-

dentes sobre K ′(x).

Suponha que não, então:

s∑
i=1

fi(x)zi = 0, com fi ∈ K ′(x) não todos nulos .

Sem perda de generalidade, já podemos supor que fi(x) ∈ K ′ [x].

Assim, temos que o conjunto {xjzi; 1 ≤ i ≤ s e j ≥ 0} ⊆ F é um conjunto lin-

earmente dependente sobre K ′. Logo, pela contra-positiva do item anterior, tal

conjunto é linearmente dependente sobre K, e portanto z1, ..., zs são linearmente
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dependentes sobre K(x), gerando uma contradição.

Teorema 2.6.3. Em uma extensão algébrica constante F ′ = FK ′ de F/K temos que

F ′/F é não ramificada (isto é, e(P ′|P ) = 1, ∀P ∈ PF e ∀P ′ ∈ PF ′ com P ′|P ).

Demonstração. Primeiro será discutido o caso em que a extensão constante é finita, e

então provaremos o caso geral.

Então, para começar, vamos assumir que: K ′ = K(α) é uma extensão finita de K.

Nessa situação, F ′ = F (α) e o polinômio minimal ϕ(T ) de α sobre K permanece

irredutível sobre F pelo Lema 2.6.2. Seja P ∈ PF e P ′ ∈ PF ′ com P ′|P , então pelo

Teorema 2.5.6, o expoente da diferente d(P ′|P ) satisfaz 0 ≤ d(P ′|P ) ≤ vP ′(ϕ(α)).

Por α ser separável sobre K, então ϕ′(α) 6= 0, além disso ϕ′(α) ∈ K ′, logo ϕ′(α) ∈ O∗P ′ ,

daí vP ′(ϕ′(α)) = 0, e assim temos d(P ′|P ) = vP ′(ϕ
′(α)) = 0.

Assim, pelo teorema da diferente de Dedekind (2.5.1), temos e(P ′|P ) = 1,∀P ′|P . Ou

seja, e(P ′|P ) = 1,∀P ∈ PF e P ′ ∈ PF ′ com P ′|P .

Logo F ′/F é não ramificada.

Consideremos K ′ uma extensão algébrica qualquer de K.

Seja P ′ ∈ PF ′ uma extensão de P . Escolha t ∈ F ′ parâmetro local de P ′. Existe um

corpo intermediário K ⊆ K1 ⊆ K ′ com [K1 : K] <∞ e t ∈ F1 = FK1. Seja P1 = P ′∩F1,

então 1 = vP ′(t) = e(P ′|P1).vP1(t) e portanto e(P ′|P1) = 1. Além disso, pelo caso que a

extensão é finita temos e(P1|P ) = 1. Portanto, e(P ′|P ) = 1.

2.7 Extensões de Galois

Nesta sessão estudaremos extensões de Galois de corpos de funções algébricas. Exten-

sões de Galois têm muitas propriedades úteis que não são verdadeiras em uma extensão

finita arbitrária.

Uma extensão finitaM/L é dita uma extensão de Galois se o grupo de automorfismos:

Aut(M/L) = {σ : M →M ;σ é isomorfismo com σ(a) = a,∀a ∈ L}
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tem a mesma ordem [M : L]. Neste caso, chamamos Aut(M/L) de grupo de Galois de

M/L e escrevemos Gal(M/L) := Aut(M/L).

Seja F ′/K ′ uma extensão de um corpo de funções F/K, dizemos que F ′/K ′ é uma

extensão de Galois de F/K se F ′/F é uma extensão de Galois de grau finito.

Se P é um lugar de F/K. Então Gal(F ′/F ) age no conjunto de todas as extensões

{P ′ ∈ PF ′ ;P ′ é uma extensão de P} via σ(P ′) = {σ(x);x ∈ P ′}, e pelo Lema 2.5.2, a

correspondente valorização discreta vσ(P ′) é dada por:

vσ(P ′)(y) = vP ′(σ
−1(y)), para y ∈ F ′.

Teorema 2.7.1. Sejam F ′/K ′ uma extensão Galoisiana de F/K e P1, P2 ∈ PF ′ extensões

de P ∈ PF . Então P2 = σ(P1) para algum σ ∈ Gal(F ′/F ).

Demonstração. Suponha que a afirmação é falsa, isto é, σ(P1) 6= P2,∀σ ∈ G := Gal(F ′/F ).

Pelo teorema da aproximação, existe um elemento z ∈ F ′ tal que vP2(z) > 0 e vQ(z) =

0,∀Q ∈ PF ′ com Q|P e Q 6= P2. Seja NF ′/F : F ′ → F a aplicação norma, então:

vP1(NF ′/F (z)) = vP1(
∏
σ∈G

σ(z)) =
∑
σ∈G

vP1(σ(z)) =

=
∑
σ∈G

vσ−1(P1)(z) =
∑
σ∈G

vσ(P1)(z) = 0 (I) ,

pois P2 não ocorre entre os lugares σ(P1), σ ∈ G.

Por outra lado,

vP2(NF ′/F (z)) =
∑
σ∈G

vσ(P2)(z) = vP2(z) > 0 (II) .

Mas, NF ′/F (z) ∈ F , portanto:

vP1(NF ′/F (z)) = 0⇔ vP (NF ′/F (z)) = 0⇔ vP2(NF ′/F (z)) = 0,

gerando uma contradição para (I) e (II).
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Corolário 2.7.2. Nas mesmas condições do Teorema 2.7.1 (em particular F ′/F é uma

extensão de Galois). Sejam P1, ..., Pr todos os lugares de F ′ que são extensões de P .

Então:

1. e(Pi|P ) = e(Pj|P ) e f(Pi|P ) = f(Pj|P ), ∀i, j. Portanto, podemos definir e(P ) :=

e(Pi|P ) e f(P ) := f(Pi|P ), e chamamos e(P ) (respectivamente f(P )) o índice de

ramificação (respectivamente o grau relativo) de P em F’/F;

2. e(P )f(P )r = [F ′ : F ]. Em particular e(P ), f(P ) e r dividem [F ′ : F ];

3. Os expoentes da diferente d(Pi|P ) e d(Pj|P ) são iguais para todo i e j.

Demonstração. 1. Segue direto do Teorema 2.7.1 e do Lema 2.5.2.

2. Pelo Teorema 2.1.11 (Igualdade Fundamental) e pelo Teorema 2.7.1, temos:

[F ′ : F ] =
r∑
i=1

e(Pi|P )f(Pi|P ) = e(P )f(P )r.

3. Considere o fecho integral:

O′P =
r⋂
i=1

OPi

de OP em F ′, e o módulo complementar:

CP =
{
z ∈ F ′; TrF ′/F (zO′P ) ⊆ OP

}
.

Veja que ∀u ∈ F ′ temos TrF ′/F (u) = TrF ′/F (σ(u)),∀σ ∈ G.

Mostremos que σ(O′P ) = O′P e σ(CP ) = CP , ∀σ ∈ G:

Seja z ∈ O′P , então vPi
(z) ≥ 0, i = 1, ..., r. Para 1 ≤ j ≤ r, temos vPj

(σ(z)) =

vσ−1(Pj)(z) = vPi
(z) ≥ 0, para algum i, ou seja, σ(z) ∈ O′P , portanto, σ(O′P ) ⊆ O′P .

Isso implica que O′P ⊆ σ−1(σ(O′P )) ⊆ σ−1(O′P ) ⊆ OP ′ .

Fazendo o mesmo para σ−1 em vez de σ, obtemos a igualdade desejada.

Seja agora z ∈ CP , então TrF ′/F (zO′P ) ⊆ OP , assim TrF ′/F (σ(z)u) = TrF ′/F (zσ−1(u)) ∈

OP ,∀u ∈ O′P , logo σ(CP ) ⊆ CP , e, como antes, podemos concluir que CP = σ(CP ).



2.7 Extensões de Galois 99

Escrevendo CP = tO′P , obtemos:

σ(t)O′P = σ(tO′P ) = σ(CP ) = CP = tOP .

Logo, pela Proposição 2.4.2, temos:

vPi
(σ(t)) = vPi

(t), i = 1, ..., r ⇒ −d(Pi|P ) = vPi
(σ(t)),∀i e ∀σ ∈ G.

Seja agora Pi e Pj e σ ∈ G tal que Pi = σ(Pj). Então:

−d(Pi|P ) = vPi
(σ(t)) = vσ−1(Pi) = vPj

(t) = −d(Pj|P ).

Portanto d(Pi|P ) = d(Pj|P ).

Proposição 2.7.3. (Extensão de Kummer)

Seja F/K um corpo de funções algébricas onde K contém uma raiz n−ésima primitiva

da unidade (com n > 1 e n relativamente primo com a característica de K). Suponha que

u ∈ F é um elemento satisfazendo:

u 6= wd,∀w ∈ F e d|n, d > 1. (I)

Seja F ′ = F (y), com yn = u. (II)

Tal extensão F ′/F é dita ser uma extensão de Kummer. E, nela, temos:

1. O polinômio φ(T ) = T n − u é o polinômio minimal de y sobre F (em particular, é

irredutível sobre F ). A extensão F ′/F é de Galois de grau [F ′ : F ] = n, seu grupo

de Galois é cíclico, e os automorfismos de F ′/F são dados por σ(y) = ζy, onde

ζ ∈ K é uma raiz n−ésima da unidade.

2. Sejam P ∈ PF e P ′ ∈ PF ′ uma extensão de P . Então:

e(P ′|P ) =
n

rP
e d(P ′|P ) =

n

rP
− 1,
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onde rP := mdc(n, vP (u)) > 0. (III)

3. Se K ′ denota o corpo constante de F ′ e g (respectivamente g′) denota o gênero de

F/K (respectivamente F ′/K ′), então:

g′ = 1 +
n

[K ′ : K]
(g − 1 +

1

2

∑
P∈PF

(1− rP
n

) deg(P )).

Demonstração. 1. Veja no apêndice, Teorema A.6.3.

2. Caso 1: rP = 1.

Por (II), temos:

nvP ′(y) = vP ′(y
n) = vP ′(u) = e(P ′|P )vP (u)

Como 1 = rP = mdc(n, vP (u)), então n e vP (u) são relativamente primos, logo

n|e(P ′|P ) e vP (u)|vP ′(y).

Mas pelo item 1, [F ′ : F ] = n, e pelo Corolário 2.7.2, e(P ′|P )|n. Portanto, n =

e(P ′|P ).

Agora, por hipótese, n é relativamente primo com char(K), assim, pelo teorema da

diferente de Dedekind:

d(P ′|P ) = e(P ′|P )− 1 = n− 1 =
n

rP
− 1.

Caso 2: rP = n.

Temos n = rP = mdc(n, vP (u)), logo n|vP (u), ou seja, existe l inteiro onde nl =

vP (u).

Escolha t ∈ F tal que vP (t) = l e defina:

y1 := t−1y e u1 := t−nu.

Veja que yn1 = u1,e vP ′(y1) = vP (u1) = 0.
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O polinômio irredutível de y1 sobre F é ψ(T ) = T n − u1, pois φ(T ) = T n − u é o

polinômio minimal de y sobre F .

Então y é integral sobre OP , e pelo Teorema 2.5.6, temos:

0 ≤ d(P ′|P ) ≤ vP ′(ψ
′(y1)).

Agora ψ′(y1) = nyn−11 , então vP ′(ψ′(y1)) = 0, logo d(P ′|P ) = 0, e pelo teorema de

Dedekind, e(P ′|P ) = 1, obtendo o resultado.

Caso 3: 1 < rP < n.

Considere o corpo intermediário F0 = F (y0) com y0 = y
n
rP .

Então como ψ(T ) = T rP−u é o polinômio minimal de y0 sobre F , temos [F0 : F ] = rp

e [F ′ : F0] = n
rP
.

Seja P0 := P ′ ∩ F0, então, aplicando o caso 2 em F0/F , temos e(P0|P ) = 1.

Veja ainda que yrP0 = u, então vP0(y
rP
0 ) = vP0(u)⇒ vP0(y0) = vP (u)

rP
.

Assim temos mdc( n
rP
, vP0(y0)) = 1, e podemos aplicar o caso 1 para a extensão

F0(y) = F ′, logo e(P ′|P0) = n
rP

e assim e(P ′|P ) = e(P ′|P0)e(P0|P ) = n
rP
.

Por fim, d(P ′|P ) = e(P ′|P0)d(P0|P ) + d(P0|P ) = n
rP
− 1.

3. O grau do divisor da diferente Diff(F ′/F ) é:

deg(Diff(F ′/F )) =
∑
P∈PF

∑
P ′|P

d(P ′|P ) deg(P ′) =

=
∑
P∈PF

∑
P ′|P

(
n

rP
− 1) deg(P ′), pelo item 2.

Para P ∈ PF fixado, o índice de ramificação e(P ) = e(P ′|P ) não depende da escolha

de P ′ extensão de P . Assim,

∑
P ′|P

deg(P ′) =
1

e(P )
(
∑
P ′|P

e(P ′|P ) deg(P ′)) =
1

e(P )
deg(

∑
P ′|P

e(P ′|P )P ′) =
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=
1

e(P )
deg(ConF ′/F (P )) =

rP
n

[F ′ : F ]

[K ′ : K]
deg(P ) =

rP
[K ′ : K]

deg(P ′).

Logo:

deg(Diff(F ′/F )) =
∑
P∈PF

∑
P ′|P

(
n

rP
− 1) deg(P ′) =

=
∑
P∈PF

((
n

rP
− 1)

∑
P ′|P

deg(P ′)) =

=
∑
P∈PF

(
n

rP
− 1)

rP
[K ′ : K]

deg(P ) =
n

[K ′ : K]

∑
P∈PF

(1− rP
n

) deg(P ).

E, substituindo tal resultado na fórmula do gênero de Hurwitz, temos:

g′ = 1 +
n

rP
(g − 1 +

1

2

∑
P∈PF

(1− rP
n

) deg(P )).

Corolário 2.7.4. Sejam F/K um corpo de funções algébricas sobre e F ′ = F (y) com

yn = u ∈ F , onde não vale que n ≡ 0 mod(char(K)) e K contém uma n−ésima raiz

primitiva da unidade. Assuma que existe um lugar Q ∈ PF tal que mdc(vQ(u), n) = 1.

Então K é o corpo constante de F , a extensão F ′ = F (y) é cíclica de grau n, e:

g′ = 1 + n(g − 1) +
1

2

∑
P∈PF

(n− rP ) deg(P ).

Demonstração. Se mdc(vQ(u), n) = 1, então veja que:

u 6= wd,∀w ∈ F e d|n, d > 1.

De fato, seja w ∈ F e d|n, d > 1, mostremos que u 6= wd. Suponha por absurdo que

u = wd, então vQ(u) = dvQ(w)⇒ mdc(vQ(u), n) ≥ d > 1, gerando uma contradição.

Assim, estamos nas condições da Proposição 2.7.3. Logo, pelos item 3 desta proposição,

se [K ′ : K] = 1, temos:

g′ = 1 + n(g − 1 +
1

2

∑
P∈PF

(1− rP
n

) deg(P ))
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⇒ g′ = 1 + n(g − 1) +
1

2

∑
P∈PF

(n− rP ) deg(P ),

e temos o resultado.

Portanto basta mostrar que [K ′ : K] = 1.

Seja Q′ uma extensão de Q em F ′. Pelo item 2 da Proposição 2.7.3, e(Q′|Q) = n
rP

=

n = [F ′ : F ] (?).

Suponha que [K ′ : K] > 1, então considere o corpo intermediário F1 := FK ′ ) F e o

lugar Q1 := Q′ ∩ F1.

Por (?) temos e(Q′|Q1) = [F ′ : F1], pois:

vQ1(u) = e(Q1|Q)︸ ︷︷ ︸
=1

vQ(u) = vQ(u)

pelo Teorema 2.6.3. O que implica 1 = e(Q1|Q) = [F1 : F ] > 1, gerando um absurdo.

Exemplo 2.7.5. Sejam K tal que charK 6= 2 e F = K(x, y), com y2 = f(x) =

p1(x)...ps(x) ∈ K [x], onde p1(x), ..., ps(x) são polinômios mônicos irredutíveis e s ≥ 1.

Então K é todo o corpo de constantes de F , e F/K tem gênero g, onde:

g =
m− 1

2
se m ≡ 1 mod 2 ou

g =
m− 2

2
se m ≡ 1 mod 2,

onde m = deg(f(x)).

Demonstração. Temos F = F0(y), onde F0 = K(x) é o corpo de funções racionais.

Seja Pi ∈ PK(x) o zero de pi(x) e P∞ o pólo de x em K(x). Então vPi
(f(x)) = 1 e

vP∞(f(x)) = −m. Pelo Corolário 2.7.4, temos F/F0 é cíclica de grau 2 e que K é todo o

corpo constante de F . E quanto aos números rP , P ∈ PK(x), temos:

rP = 2, P ∈ PK(x)\ {P∞, P1, ..., Ps},

rPi
= 1, 1 ≤ i ≤ s,

rP∞ = 2 se m ≡ 0 mod 2, e rP∞ = 1 se m ≡ 1 mod 2.



104 Extensões de corpos de funções algébricas

Substituindo na fórmula do corolário, temos:

g′ = 1 + 2(0− 1) +
1

2

s∑
i=1

deg(Pi) +
1

2
(2− rP∞) =

=
m

2
− 1 +

2− rP∞
2

=
m− rP∞

2
,

e assim temos o resultado.

Lema 2.7.6. Seja F/K um corpo de funções algébricas de característica p > 0. Dado um

elemento u ∈ F e um lugar P ∈ PF , temos:

1. ou existe um elemento z ∈ F tal que vP (u− (zp − z)) ≥ 0,

2. ou então, para algum z ∈ F , vP (u − (zp − z)) = −m, com m e p relativamente

primos.

No último caso, o inteiro m é unicamente determinado por u e P , a saber:

−m = max {vP (u− (wp − w));w ∈ F} .

Demonstração. Provemos inicialmente a afirmação:

Sejam x1, x2 ∈ F\ {0} onde vP (x1) = vP (x2), então existe y ∈ F tal que:

vP (y) = 0 e vP (x1 − ypx2) > vP (x1).

De fato, vP (x1) = vP (x2) ⇒ vP (x1
x2

) = 0 ⇒ x1
x2
∈ OP\P ⇒ (x1

x2
)(P ) é não nulo.

Então como OP/P é perfeito de característica p, temos que (x1
x2

)(P ) = (y(P ))p, para

algum y ∈ OP\P . Logo vP (y) = 0 e vP (x1
x2
− yp) > 0, assim:

vP (
x1
x2
− yp) > 0⇒ vP (

1

x2
(x1 − ypx2)) > 0⇒

⇒ vP (x1 − ypx2) > vP (x2) = vP (x1).
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Agora mostremos que: Se vP (u− (zp1 − z1)) = −lp < 0, então existe z2 ∈ F onde:

vP (u− (zp2 − z2)) > −lp.

Escolha t ∈ F tal que vP (t) = −l, então vP (u− (zp1−z1)) = vP (tp), e pela afirmação

anterior temos que existe y ∈ F com vP (y) = 0 e

vP (u− (zP1 − z1)− (yt)p) > −lp.

Como vP (y) = 0, então vP (yt) = vP (t) = −l > −lp, e assim

vP (u− (zp1 − z1)− ((yt)p − yt)) > −lp.

Definindo z2 := z1 + yt, temos:

−lp < vP (u− (zp1 + (yt)p − (z + yt))) = vP (u− ((z1 + yt)p − (z1 + yt))) =

= vP (u− (zP2 − z2)).

Repetindo esse processo um número finito de vezes temos a existência de z ∈ F tal

que um dos itens seja verdadeiro.

Falta então mostrar que se o item 2 é verdadeiro, temos−m = max {vP (u− (wp − w));w ∈ F} .

Por hipótese vP (u − (zp − z)) = −m < 0, com m não divisível por p; logo ∀w ∈ F

temos pvP (w − z) 6= −m, e temos por consequência 2 casos, pvP (w − z) > −m e

pvP (w − z) < −m:

Caso 1: pvP (w − z) > −m ⇒ vP ((w − z)p) > −m e vP (w − z) > −m
p
> −m, e

assim, pela desigualdade triangular vP ((w − z)p − (w − z)) > −m. Além disso:

vP (u− (wp − w)) = vP (u− (zp − z)− ((wp − w)− (zp − z))) =

= vP (u− (zp − z)− ((wp − zp)− (w − z))) =
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= vP (u− (zp − z)− ((w − z)p − (w − z))) = −m

(desigualdade triangular estrita).

Caso 2: pvP (w − z) < −m. Procedendo analogamente ao caso anterior obtemos

vP (u− (wp − w)) < −m.

De qualquer forma, vP (u− (wp − w)) ≤ −m.

Pelo o teorema da aproximação existe w ∈ F tal que pvP (w− z) > −m, e pelo caso

1, temos vP (u− (wp − w)) = −m.

Portanto, −m = max {vP (u− (wp − w));w ∈ F}.

Proposição 2.7.7. (Extensões de Artin-Schreier)

Seja F/K um corpo de funções algébricas de característica p > 0. Suponha que u ∈ F

é um elemento satisfazendo a seguinte condição:

u 6= wp − w,∀w ∈ F.

Considere F ′ = F (y) tal que yp − y = u.

A extensão F ′/F é chamada uma extensão de Artin-Schreier de F .

Para P ∈ PF , definimos o inteiro mP por:

mp = m, se vale o item 2 de 2.7.6, com respeito ao elemento u,

ou

mP = −1 se vale o item 1 de 2.7.6, com respeito ao elemento u.

E então temos:

1. F ′/F é uma extensão de Galois cíclica de grau p. Os automorfismos de F ′/F são

dados por σ(y) = y + µ, com µ = 0, ..., p− 1;

2. P é não ramificado em F ′/F se, e somente se, mP = −1;
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3. P é totalmente ramificado em F ′/F se, e somente se, mP > 0. Denotando P ′ como

o único lugar que é extensão de P , temos que o expoente da diferente d(P ′|P ) é dado

por:

d(P ′|P ) = (p− 1)(mP + 1);

4. Se pelo menos um lugar Q ∈ PF satisfaz mQ > 0, então K é algebricamente fechado

em F ′ e:

g′ = pg +
p− 1

2
(−2 +

∑
P∈PF

(mp + 1) deg(P )),

onde g′ (respectivamente g) é o gênero de F ′/K (respectivamente F/K).

Demonstração. Demonstremos os itens 2 e 3, para o item 1, veja Teorema A.6.2.

Primeiro, consideremos o caso mP = −1, isto é, vP (u − (zp − z)) ≥ 0, para algum

z ∈ F .

Sejam y1 = y − z e u1 = u − (zp − z), então F ′ = F (y1) e ϕ1(T ) = T P − T − u1 é o

polinômio minimal de y1 sobre F.

Como vP (u1) = vP (u− (zp−z)) ≥ 0, temos u1 ∈ OP . Assim, pela Proposição 2.3.1, y1

é integral sobre o anel de valorizção Op. Além disso, veja que ϕ′1(y1) = pyp−11 − 1 = −1;

assim, se P ′ é uma extensão de P , temos vP ′(ϕ′1(y1)) = 0, e pelo Teorema 2.5.6, segue:

0 ≤ d(P ′|P ) ≤ vP ′(ϕ
′
1(y1)) = 0⇒ d(P ′|P ) = 0.

Como, pelo teorema da diferente de Dedekind, d(P ′|P ) ≥ e(P ′|P )− 1, com e(P ′|P ) ≥

1, temos e(P ′|P ) = 1, ou seja, P ′|P é não ramificada. Portanto, P é não ramificado em

F ′/F .

Agora assuma que mP > 0 e escolha z ∈ F tal que vP (u− (zp − z)) = −mP .

Considere os elementos y1 = y− z e u1 = u− (zp− z). Como antes, temos F ′ = F (y1)

e ϕ1(T ) = T p − T − u1 o polinômio minimal de y1 sobre F . Seja P ′ uma extensão de P

em F ′. Como yp1 − y1 = u1, então:

vP ′(u1) = e(P ′|P )vP (u1) = −mP e(P
′|P )
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e

vP ′(u1) = vP ′(y
p
1 − y1) = pvP ′(y1).

E, portanto,

−mpe(P
′|P ) = pvP ′(y1).

Mas, mp e p são primos entre si, o que implica p|e(P ′|P ). E assim, como e(P ′|P ) ≤

[F ′ : F ] = p, temos p = e(P ′|P ).

Portanto, p = e(P ′|P ) e −mp = vP ′(y1), e consequentemente, P é totalmente ramifi-

cado em F ′/F .

Agora considere x ∈ F um parâmetro local do lugar totalmente ramificado P , P ′

extensão de P e inteiros i, j ≥ 0 tais que 1 = ip − jmP , então o elemento t = xiyj1 é um

parâmetro local de P ′, pois:

vP ′(t) = vP ′(x
iyj1) = ivP ′(x) + jvP ′(y1) = 1.

Pela Proposição 2.5.8, o expoente da diferente é d(P ′|P ) = vP ′(ψ
′(t)), onde ψ(T ) é o

polinômio minimal de t sobre F .

Seja G := Gal(F ′/F ) o grupo de Galois de F ′/F e considere o polinômio:

∏
σ∈G

(T − σ(t)).

Veja que como ψ(T ) é o polinômio minimal de t sobre F , e F ′/F é de Galois, então:

ψ(T ) =
∏
σ∈G

(T − σ(t)) = (T − t)h(T ), onde h(T ) =
∏
σ 6=id

(T − σ(t)) ∈ F ′ [T ] .

Então ψ′(t) = h(t), e portanto:

d(P ′|P ) = vP ′(
∏
σ 6=id

(t− σ(t))) =
∑
σ 6=id

vP ′(t− σ(t)).

Como cada σ ∈ G\ {0} tem a forma: σ(y1) = σ(y−z) = y+µ−z = (y−z)+µ = y1+µ,
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com µ ∈ {1, ..., p− 1}, temos:

t− σ(t) = xiyj1 − xi(y1 + µ)j = −xi((y1 + µ)j − yj1) =

= −xi(
j∑
l=0

(
j

l

)
yj−l1 µl − yl1) = −xi(

j∑
l=0

(
j

l

)
yj−l1 µl).

Como vP ′(yj−11 ) < vP ′(y
j−2
1 ) para l ≥ 2, então, pela desigualdade triangular estrita:

vP ′(t− σ(t)) = vP ′(−xi(
j∑
l=0

(
j

l

)
yj−l1 µl)) =

= vP ′(−xi) + vP ′(

j∑
l=0

(
j

l

)
yj−l1 µl) = ip+ vP ′(

(
j

1

)
µyj−11 ) = ip+ vP ′(jµy

j−1
1 ) =

= ip+ (j − 1)(−mP ) = ip− jmP +mP = 1 +mP .

Portanto, d(P ′|P ) = (p− 1)(1 +mP ).

Para provar o item 4, assuma que mQ > 0, para pelo menos um lugar Q ∈ PF . Pelo

item 3, Q é totalmente ramificado em F ′/F , então, como feito no Corolário 2.7.4, temos

que K é todo o corpo de constantes de F ′. Agora, pela fórmula do gênero de Hurwitz:

2g′ − 2 = p(2g − 2) +
∑
P∈PF

∑
P ′|P

d(P ′|P ) deg(P ′) =

= p(2g − 2) +
∑
P∈PF

∑
P ′|P

(mP + 1)(p− 1) deg(P ′) =

= p(2g − 2) + (p− 1)
∑
P∈PF

(mP + 1)

e(P )
deg(

∑
P ′|P

e(P ′|P )P ′) =

= p(2g − 2) + (p− 1)
∑
P∈PF

(mP + 1)

e(P )
deg(ConF ′/F (P )) =

= 2pg − 2p+ (p− 1)
∑
P∈PF

(mP + 1) deg(P )

⇒ g′ = pg +
(p− 1)

2
(−2 +

∑
P∈PF

(mP + 1) deg(P )).
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Observação 2.7.8. Com as notações da proposição anterior, suponha que existe um lugar

Q ∈ PF tal que vQ(u) < 0 e p não divide vQ(u). Então para todo k ∈ K, temos

vQ(kp − k) = 0 ou vQ(kp − k) = ∞, logo não existe k ∈ K tal que kp − k = u. Isso vale

também para todo k ∈ OQ.

Seja agora w ∈ F\OQ, veja que se wp − w = u então vQ(wp − w) < 0,e assim

vQ(wP ) < vQ(w) < 0. Portanto, pela desigualdade triangular estrita, vQ(u) = pvQ(w),

que é divisível por p.

Logo, não existe w ∈ F tal que u = wp − w. Ou seja, u satisfaz as condições da

Proposição 2.7.7, e portanto, a proposição se aplica a este caso.

A maioria dos argumentos na prova da Proposição 2.7.7 se aplicam em uma situação

mais geral:

Chamemos um polinômio da forma específica:

a(T ) = anT
pn + an−1T

pn−1

+ ...+ a1T
p + a0T ∈ K [T ] ,

onde p = char(K) > 0, de polinômio aditivo sobre K. Observe que a(T ) é separável se, e

somente se, a(T ) e a′(T ) não tem fator comum de grau maior que 0. E, como a′(T ) = a0,

então a(T ) é separável se, e somente se, a0 6= 0.

Tal polinômio tem a seguinte propriedade:

a(u+ v) = a(u) + a(v),

para qualquer u e v em alguma extensão de K. Em particular, se a(T ) é um polinômio

aditivo e separável sobre K, com todas as suas raízes em K, então suas raízes formam

um subgrupo do grupo aditivo de K de ordem pn = deg(a(T )).

Proposição 2.7.9. Sejam F/K um corpo de funções algébricas com corpo de constantes

K de característica p > 0, a(T ) ∈ K [T ] um polinômio aditivo separável de grau pn com

todas as suas raízes em K, e u ∈ F . Suponha que para cada P ∈ PF existe um elemento

z ∈ F (dependendo de P ) tal que:
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1. vP (u− a(z)) ≥ 0 ou

2. vP (u− a(z)) = −m com m > 0 e não múltiplo de p.

(Estamos supondo que a(w) 6= u,∀w ∈ F .)

Defina mP := −1 se vale 1, e mp := m se vale 2. Pelo Lema 2.7.6, o inteiro mP está

bem definido.

Considere a extensão F ′ = F (y) de F onde y satisfaz a equação a(y) = u. Se existir

pelo menos um lugar Q ∈ PF com mQ > 0, então:

1. F ′/F é extensão de Galois , [F ′ : F ] = pn e o grupo de Galois de F ′/F é isomorfo

ao grupo abeliano {α ∈ K; a(α) = 0}, portanto isomorfo a (Z/pZ)n (tal grupo é dito

ser grupo abeliano elementar de expoente p, então F ′/F é chamado um extensão

abeliana elementar de expoente p e grau pn);

2. K é algebricamente fechado em F ′;

3. Cada P ∈ PF com mP = −1 é não ramificado em F ′/F ;

4. Cada P ∈ PF com mp > 0 é totalmente ramificado em F ′/F , e o expoente da

diferente d(P ′|P ) da extensão P ′ de P é d(P ′|P ) = (pn − 1)(mp + 1);

5. Seja g′ (respectivamente g) o gênero de F ′ (respectivamente F ). Então:

g′ = png +
pn − 1

2
(−2 +

∑
P∈PF

(mP + 1) deg(P )).
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Capítulo

3

Corpos de funções algébricas com um

número prescrito de lugares racionais

Retornemos agora às questões inicialmente propostas para este trabalho: para deter-

minados inteiros não negativos g e N , e q uma potência de um primo, existe um corpo

de funções F sobre Fq tal que g(F ) = g e N(F ) = N? Quais são as condições necessárias

para se garantir tal existência?

Neste capítulo apresentamos o resultado mais importante a constituir este trabalho,

que diz respeito justamente a estas questões e às relações existentes entre gênero e número

de lugares racionais de um corpo de funções com corpo constante Fq.

Mais precisamente, o que fazemos é fixar um N número inteiro não negativo e q uma

potência de um primo para, assim, estudar o gênero de um corpo de funções sobre Fq
com exatamente N lugares racionais, concluindo que, para todo g suficientemente grande,

sempre existirá um corpo de funções F/Fq com N(F ) = N e g(F ) = g.
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3.1 Corpos de funções com um número prescrito de lu-

gares racionais

Lema 3.1.1. Dado um corpo de funções algébricas F/Fq de gênero g, existe uma constante

C ≥ 0 tal que para todo inteiro k ≥ C, existe um lugar P ∈ PF com deg(P ) = k.

Demonstração. Inicialmente podemos supor que g > 0, pois no caso do corpo de funções

racionais K(x) (veja a observação 1.6.4), existem lugares de todos os graus, dado que

existem polinômios irredutíveis em K [x] de todos os graus.

Sejam Br e Ns como definidos abaixo:

Br := Br(F ) = |{P ∈ PF ; deg(P ) = r}| ,

Ns :=
∣∣{P ∈ PFFqs

; deg(P ) = 1
}∣∣ ,

onde FFqs é extensão por constantes de F/Fq.

Existe uma forte relação entre Br e Ns dada em [8] (pág. 206):

Ns =
∑
d|s

dBd.

Pela fórmula da inversão de Möbius (ver [6], pág. 92), temos:

rBr =
∑
d|r

µ
(r
d

)
Nd,

onde µ : N→ {−1, 0, 1} é a função de Möbius definida por:

µ(n) :=


1 se n = 1;

0 se existe k > 1 tal que k2|n;

(−1)l se n é produto de l primos distintos.

Pelo Teorema de Hasse-Weil ([8], pág. 197) temos Nd = qd + 1 +Sd, onde |Sd| ≤ 2gq
d
2 ,
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e por [6], pág. 92: ∑
d|r

µ
(r
d

)
= 0, para r > 1.

Então para r ≥ 2:

rBr =
∑
d|r

µ
(r
d

)
Nd =

∑
d|r

µ
(r
d

)
(qd + Sd)

⇒ Br −
qr

r
=

1

r

∑
d|r e d<r

µ
(r
d

)
qd +

1

r

∑
d|r

µ
(r
d

)
Sd.

E a partir de alguns cálculos, que vamos omitir, se pode concluir que:∣∣∣∣Br −
qr

r

∣∣∣∣ ≤ ( q

q − 1
+ 2g

√
q

√
q − 1

) √
qr − 1

r
, para r > 1.

Logo, para todo r > 1, temos:

Br −
qr

r
≥ −

(
q

q − 1
+ 2g

√
q

√
q − 1

) √
qr − 1

r

⇒ Br ≥
qr

r
−
(

q

q − 1
+ 2g

√
q

√
q − 1

) √
qr − 1

r
.

Veja agora que:

qr

r
>

(
q

q − 1
+ 2g

√
q

√
q − 1

) √
qr − 1

r
⇔ qr

(
√
qr − 1)

>
q

q − 1
+ 2g

√
q

√
q − 1

⇔
qr(
√
q − 1)

(
√
qr − 1)

>
q

√
q + 1

+ 2g
√
q

⇔
qr(
√
q − 1)

√
q(
√
qr − 1)

>

√
q

√
q + 1

+ 2g =
1

1 + q−
1
2

+ 2g.

Veja ainda:

2g +
1

1 + q−
1
2

< 2g + 1,
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pois q−
1
2 > 0. Além disso:

q
(r−1)

2 (q
1
2 − 1) <

qr(q
1
2 − 1)

q
1
2 (q

r
2 − 1)

.

De fato,

q
(r−1)

2 (q
1
2 − 1) <

qr(q
1
2 − 1)

q
1
2 (q

r
2 − 1)

⇔ q
r
2 − q

(r−1)
2 <

q
(2r+1)

2 − qr

q
(r+1)

2 − q 1
2

⇔ q
(2r+1)

2 − q
(r+1)

2 − qr + q
r
2 < q

(2r+1)
2 − qr ⇔ q

(r+1)
2 > q

r
2 .

Seja então r de tal sorte que:

2g + 1 ≤ q
(r−1)

2 (q
1
2 − 1),

temos:

2g +
1

1 + q−
1
2

< 2g + 1 ≤ q
(r−1)

2 (q
1
2 − 1) <

qr(q
1
2 − 1)

q
1
2 (q

r
2 − 1)

.

Se r ≥ 4g + 3, então:

2g + 1 < 22g+1(2
1
2 − 1) = 2

((4g+3)−1)
2 (2

1
2 − 1)

≤ 2
(r−1)

2 (2
1
2 − 1) ≤ q

(r−1)
2 (q

1
2 − 1).

Fazendo C ≥ 4g + 3, temos o resultado.

Lema 3.1.2. Seja F/Fq um corpo de funções algébricas e z ∈ F\Fq um elemento não

constante com divisor de pólos (z)∞ = r1Q1 + ...+ rsQs. Assuma que r1, ..., rs são relati-

vamente primos com q. Seja E := F (y), onde y satisfaz a equação:

yq − y = z.

Então segue:

1. A extensão E/F é uma extensão de Galois de grau [E : F ] = q;
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2. Os lugares Q1, ..., Qs são totalmente ramificados em E/F , e todos os outros lugares

de F são não ramificados em E/F ;

3. O expoente da diferente de Qj no divisor da diferente de E/F é:

d(Qj) = (rj + 1)(q − 1),

para j = 1, ..., s. Então o grau do divisor da diferente de E/F é:

deg(Diff(E/F )) =
s∑
j=1

(rj + 1)(q − 1) deg(Qj);

4. Se Q ∈ PF é um lugar racional de F/Fq, que é zero de z, então Q se decompõe

completamente em E/F , ou seja, existem q lugares racionais de E que estendem Q;

5. Se Q ∈ PF é um lugar racional de F/Fq, que é zero de z−α, para algum α ∈ Fq\ {0},

então Q é inerte em E/F , isto é, Q não tem nenhuma extensão racional em E.

Demonstração. Os itens 1,2 e 3 seguem da Proposição 2.7.9. Já os itens 4 e 5 seguem do

Teorema de Kummer (2.3.7), pois yq − y = 0 tem q raízes distintas em Fq e yq − y = a

não tem raiz em Fq para a 6= 0.

Lema 3.1.3. Para quaisquer inteiros não negativos j e N , existe um corpo de funções

E/Fq com g(E) ≡ jmod(q − 1) e N(E) ≥ N .

Demonstração. A prova será feita por indução sobre N , então comecemos com N ≤ 2,

ou seja, mostremos que para 0 ≤ j inteiro, existe um corpo de funções Ej/Fq tal que

g(Ej) ≡ jmod(q − 1).

Para j = 0, basta considerar o corpo de funções racionais E0 = Fq(x) sobre Fq.

Suponhamos, então, j ≥ 1 e vamos considerar dois casos: char(Fq) = 2 e char(Fq) 6= 2.

1. Para char(Fq) = 2, seja Ej = E0(y), onde y satisfaz a equação:

y2 − y = x(2j+1).
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Então, pelo Teorema de Kummer (2.3.7) e pela Proposição 2.7.7, temos:

(a) P∞ pólo de x é totalmente ramificado e P0 zero de x se decompõe completa-

mente. Logo N(Ej) ≥ 2;

(b) Pela fórmula do gênero de Hurwitz:

g(Ej) =
1

2
(−2 + 2j + 2) = j.

2. Para char(Fq) 6= 2, veja o exemplo 2.7.5.

Agora suponhamos N > 2, pela hipótese de indução, existe um corpo de funções H/Fq
tal que:

g(H) ≡ jmod(q − 1) e N(H) ≥ N − 1.

Sejam P1, ..., PN−1 lugares racionais de H, considere o lugar P ∈ PH tal que deg(P ) ≥

g(H) + (N − 1) (possível pelo Lema 3.1.1). Então deg(P − (P1 + ... + PN−1)) ≥ g(H), e

pelo Teorema de Riemann-Roch (1.5.15), temos `(P − (P1 + ...+ PN−1)) > 0.

Seja z ∈ L(P − (P1 + ... + PN−1)) um elemento não nulo, então z tem somente um

pólo, P , e ele é de ordem 1. Temos ainda que os lugares P1, ..., PN−1 são zeros de z.

Considere a extensão E := H(y) de H onde yq − y = z.

Pelo Lema 3.1.2, E/H é uma extensão de Galois de grau [E : H] = q, o corpo de

constantes de E é Fq, o lugar P é o único lugar de H que é ramificado (totalmente) em

E/H, e o grau do divisor da diferente de E/H é:

deg(Diff(E/H)) = 2(q − 1) deg(P ).

Então, pela fórmula do gênero de Hurwitz segue:

2g(E)− 2 = q(2g(H)− 2) + 2(q − 1) deg(P )

⇒ g(E) = qg(H) + (q − 1)(deg(P )− 1) ≡ jmod(q − 1).

Os lugares P1, ..., PN−1, por serem zeros de z, se decompõem completamente em E/H
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(Lema 3.1.2). Logo N(E) ≥ q(N − 1) > N .

Teorema 3.1.4. Para qualquer corpo finito Fq e qualquer inteiro N ≥ 0, existe g0 ≥ 0 tal

que para todo g ≥ g0, existe um corpo de funções F com corpo de constantes Fq, gênero

g(F ) = g e tendo exatamente N lugares racionais.

Demonstração. Sejam q e N dados, mostremos que para todo j = 0, ..., (q − 2), existe

uma constante g(j)0 tal que para todo g ≥ g
(j)
0 com g ≡ jmod(q − 1), existe um corpo de

funções F/Fq com g(F ) = g e N(F ) = N .

Primeiramente, pelo Lema 3.1.3, podemos considerar um corpo de funções E/Fq onde:

g(E) ≡ jmod(q − 1) e N(E) ≥ N.

Pelo Lema 3.1.1, existe um inteiro C ≥ 0 tal que:

(∗) C > 2g(E) + (N(E)−N);

(∗∗) para todo t ≥ C, existe P ∈ PE com deg(P ) = t.

Defina:

g
(j)
0 := g(E) + (q − 1)(g(E)− 1 + C +N).

Veja que g(j)0 ≡ g(E) ≡ jmod(q − 1).

Seja g ≥ g
(j)
0 um inteiro tal que g ≡ jmod(q − 1), então g = g

(j)
0 + r(q − 1). Denote

por:

P1, ..., PN , Q1, ..., Qs

todos os lugares racionais de E (finito pela cota de Hasse-Weil), então s = N(E) − N .

Seja P ∈ PE com deg(P ) = C + r (existe por (∗∗)).

Segue de (∗) que:

deg(P − (Q1 + ...+Qs)) = C + r − s = C + r − (N(E)−N) > 2g(E) > 2g(E)− 2.

Pelo Teorema de Riemann-Roch, `(P−(Q1+...+Qs)) > 1 e `(P+Pi−(Q1+...+Qs)) =

`(P −(Q1+ ...+Qs))+1 > 2, i = 1, ..., N . Então existem elementos não nulos u, x1, ..., xN



120 Corpos de funções algébricas com um número prescrito de lugares racionais

tais que:

u ∈ L(P − (Q1 + ...+Qs))

e

xi ∈ L(P + Pi − (Q1 + ...+Qs))\L(P − (Q1 + ...+Qs)), i = 1, ..., N.

Assim u tem pólo somente em P e, ou xi tem pólo somente em Pi (de ordem 1), ou tem

pólos em P e Pi, i = 1, ..., N .

Então podemos definir o seguinte elemento:

x := x1 + ...+ xN , se P é pólo de x1 + ...+ xN

e

x := x1 + ...+ xN + u, se P não é pólo de x1 + ...+ xN .

Os pólos de x só podem ser pólos de alguma parcela da soma que constitui x, assim

temos que o divisor de pólos de x é dado por:

(x)∞ = P + P1 + ...+ PN .

De fato:

1. Se P é pólo de x1 + ...+ xN , então:

0 > vP (x) = vP (x1 + ...+ xN) ≥ min {vP (xj), j = 1, ..., N} ≥ −1

⇒ vP (x) = −1.

E, pela forma em que os elementos xi foram escolhidos, temos:

vPi
(xj) ≥ 0, sempre que i 6= j

⇒ vPi
(x) = vPi

(xi) = −1.
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2. Se P não é pólo de x1 + ...+ xN , então:

vP (x1 + ...+ xN) ≥ 0 e vP (u) = −1

⇒ vP (x) = vP (x1 + ...+ xN + u) = −1.

Como u tem pólo somente em P , então segue que vPi
(u) ≥ 0, e de forma análoga

ao caso anterior, concluímos que vPi
(x) = −1, i = 1, ..., N .

Além disso, Q1, ..., Qs são zeros de x.

Defina agora o corpo F := E(y), onde:

yq − y = x+ 1.

Observe que (x+ 1)∞ = (x)∞.

Segue do Lema 3.1.2 que F/E é uma extensão de Galois de grau [F : E] = q, os

lugares P, P1, ..., PN são totalmente ramificados em F/E, com o expoente da diferente

d = 2(q− 1), os outros lugares de E são não ramificados em F e os lugares Q1, ..., Qs não

têm extensões racionais em F/E.

Seja então P ′ ∈ PF um lugar racional, temos que a restrição de P ′ em E é um lugar

racional de E, logo: P ′ ∩E ∈ {P1, ..., PN} ⇒ N(F ) = N , pois os demais lugares racionais

não têm extensões racionais.

Assim, pela fórmula do gênero de Hurwitz:

2g(F )− 2 = q(2g(E)− 2) + 2(q − 1)(C + r +N).

Então:

g(F ) = q(g(E)−1)+(q−1)(C+r+N)+1 = g(E)+(q−1)g(E)−(q−1)+(q−1)(C+r+N)

= g(E) + (q − 1)(g(E)− 1 + C +N) + r(q − 1) = g
(j)
0 + r(q − 1) = g.

Defina g0 := max
{
g
(j)
0 , j = 0, ..., q − 2

}
. Temos que para todo g ≥ g0, existe j ∈
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{0, ..., q − 2} tal que g ≡ jmod(q − 1) e g ≥ g
(j)
0 , e temos que existe F/Fq corpo de

funções com g(F ) = g e N(F ) = N .

3.2 Algumas consequências

Definição 3.2.1. Sejam q, N e g inteiros não negativos. Definimos os seguintes conjuntos:

G(q,N) := {g; existe um corpo de funções F/Fq onde g(F ) = g e N(F ) = N} ,

N (q, g) := {N ; existe um corpo de funções F/Fq onde g(F ) = g e N(F ) = N} .

Proposição 3.2.2. Sejam q e N1, ..., Nm inteiros não negativos dados. Então existe

g0 ≥ 0 tal que para todo g ≥ g0, {N1, ..., Nm} ⊆ N (q, g).

Demonstração. Fixado q, pelo Teorema 3.1.4, para cada i = 1, ...,m, existe uma constante

gi tal que:

G(q,Ni) ⊇ [gi,+∞) .

Defina g0 := max {gi, i = 1, ...,m}, então:

[g0,+∞) ⊆
m⋂
i=1

G(q,Ni),

onde
⋂m
i=1 G(q,Ni) é o conjundo dos inteiros não negativos g tal que para cada i = 1, ...,m,

existe um corpo de funções Fi/Fq onde g(Fi) = g e N(Fi) = Ni.

Em outras palavras, para todo g ∈ [g0,+∞), temos a existência de corpos de funções

Fi/Fq, i = 1, ...,m, tais que g(Fi) = g e N(Fi) = Ni, ou seja:

{N1, ..., Nm} ⊆ N (q, g).

Corolário 3.2.3. Dados q e N inteiros não negativos, existe uma constante g1 = g1(q,N)
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tal que para todo inteiro g ≥ g1 e para todo S ∈ {0, ..., N}, existe um corpo de funções

F/Fq onde g(F ) = g e N(F ) = S.

Demonstração. Na Proposição 3.2.2, considere i = 1, ..., (N + 1) e Ni = i−1. Logo existe

g1 ≥ 0 tal que {0, ..., N} ⊆ N (q, g), para todo g ∈ [g1,+∞), ou seja, para todo g ≥ g1 e

para todo S ∈ {0, ..., N}, existe um corpo de funções F/Fq onde g(F ) = g e N(F ) = S.

3.3 Um caso particular: N = 2

Aqui exibiremos um subconjunto de G(q, 2).

Proposição 3.3.1. Seja q uma potência de número primo, então:

G(q, 2) ⊇
[
6q2 − 12q + 5 + (q − 2)(q − 1) b2√qc ,+∞

)
.

Demonstração. Na demonstração do Teorema 3.1.4, definimos g0 = max
{
g
(j)
0 , j = 0, ..., q − 2

}
,

onde g(j)0 = g(E) + (q − 1)(g(E)− 1 + C +N) e é satisfeito:

1. g(E) ≡ jmod(q − 1) e N(E) ≥ N ;

2. C ≥ 4g(E) + 3 (Lema 3.1.1);

3. C > 2g(E) + (N(E)−N).

Seja então C = 4g(E) + (N(E)−N) + 3, satisfazendo os itens 2 e 3. Temos:

g
(j)
0 = g(E) + (q − 1)(g(E)− 1 + C +N)

= g(E) + (q − 1)(g(E)− 1 + (4g(E) + (N(E)−N) + 3) +N)

= g(E) + (q − 1)(5g(E) + N(E) + 2).

Quando N = 2, pelo Lema 3.1.3, podemos considerar g(E) = j, e assim temos:

(∗) g(j)0 = j + (q − 1)(5j + N(E) + 2),onde N(E) ≥ 2.
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Observemos que pela cota de Serre temos:

N(E) ≤ q + 1 + j b2√qc .

Portanto:

(∗∗) 2 ≤ N(E) ≤ q + 1 + j
⌊
2
√
q
⌋
.

Assim, por (∗) e (∗∗), temos por um lado:

g
(j)
0 = j + (q − 1)(5j + N(E) + 2)

≤ j + (q − 1)(5j + q + 1 + j b2√qc+ 2)

= (q2 − 1) + 2(q − 1) + j(5q − 4 + (q − 1) b2√qc).

E por outro lado:

g
(j)
0 = j + (q − 1)(5j + N(E) + 2)

≥ j + (q − 1)(5j + 2 + 2) = j + (q − 1)(5j + 4) = j(5q − 4) + 4(q − 1).

Portanto:

j(5q − 4) + 4(q − 1) ≤ g
(j)
0 ≤ (q2 − 1) + 2(q − 1) + j(5q − 4 + (q − 1) b2√qc)

⇒ max
j=0,...,(q−2)

{j(5q − 4) + 4(q − 1)} ≤ g0

≤ max
j=0,...,(q−2)

{
(q2 − 1) + 2(q − 1) + j(5q − 4 + (q − 1) b2√qc)

}
.

E assim:

(q − 2)(5q − 4) + 4(q − 1) ≤ g0

≤ (q2 − 1) + 2(q − 1) + (q − 2)(5q − 4 + (q − 1) b2√qc)

⇒ 5q2 − 10q + 4 ≤ g0 ≤ 6q2 − 12q + 5 + (q − 2)(q − 1) b2√qc .
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Logo, podemos garantir que:

G(q, 2) ⊇
[
6q2 − 12q + 5 + (q − 2)(q − 1) b2√qc ,+∞

)
.

Observe que esta não é uma estimativa muito boa, pois, por exemplo, tomando q = 2,

temos 4 ≤ g0 ≤ 5 e só pedíamos garantir G(2, 2) ⊇ [5,+∞), sendo que G(2, 2) = [1,+∞),

como será visto a seguir.

3.4 Exemplos

Proposição 3.4.1. 1. G(2, 0) = G(2, 6) = [2,+∞);

2. G(2, 1) = G(2, 2) = G(2, 4) = G(2, 5) = [1,+∞);

3. G(2, 3) = [0,+∞);

4. G(2, 7) ⊆ [3,+∞).

Demonstração. Mostremos o item 1: G(2, 0) = G(2, 6) = [2,+∞).

Aqui q = 2 e N ∈ {0, 6}, então pela cota de Serre:

|N − (q + 1)| ≤ g b2√qc

⇒ |N − 3| ≤ g
⌊
2
√

2
⌋

|N − 3|
2

≤ g ⇒ g ≥ 2, para N ∈ {0, 6} .

Logo, para g ∈ G(2, 0) (respectivamente g ∈ G(2, 6)), devemos ter g ≥ 2. Então

mostremos que para todo g ≥ 2, existe um corpo de funções F/F2 sem nenhum lugar

racional (respectivamente com exatamente seis lugares racionais).

Sejam g ≥ 2 e f(x) ∈ F2 [x] um polinômio irredutível de grau deg(f(x)) = g+1, então
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considere o corpo de funções F = F2(x, y), onde:

y2 + y =
x2 + x

f(x)
+ 1.

Como (x
2+x
f(x)

)∞ = Pf(x), então (x
2+x
f(x)

+ 1)∞ = Pf(x).

Pela fómula do gênero de Hurwitz, g(F ) = g. Veja ainda que se P é um lugar racional

de F2(x), então vP (x
2+x
f(x)

+1) = 0, logo x2+x
f(x)

+1 não tem zeros ou pólos em lugares racionais.

Além disso (x
2+x
f(x)

)0 = P0 + P1 + P∞.

Logo, pelo itens 4 e 5 do Lema 3.1.2, temos N(F ) = 0. Portanto G(2, 0) = [2,+∞).

E, considerando:

y2 + y =
x2 + x

f(x)
,

de forma análoga, temos g(F ) = g e N(F ) = 6.

Os itens 2 e 3 são obtidos por construções sinilares.

Já para a última afirmação, novamente pela cota de Serre, g ∈ G(2, 7)⇒ g ≥ 2. Como

todo corpo de funções F/F2 de gênero 2 tem um subcorpo de funções racionais de grau

[F : F2(x)] = 2, seu número de lugares racionais é no máximo 6. Portanto 2 /∈ G(2, 7).



Apêndice

A

Teoria de corpos

A.1 Extensões algébricas de corpos

Proposição A.1.1. Sejam K e L corpos, α algébrico sobre K e qα(T ) = a0 + a1T + ...+

anT
n o polinômio minimal de α sobre K. Se ψ : K(α)→ L é um homomorfismo e ϕ é a

restrição de ψ em K, então ψ(α) é raiz de ϕqα(T ) = ϕ(a0) +ϕ(a1)T + ...+ϕ(an)T n sobre

L. Reciprocamente, para todo ϕ : K → L homomorfismo e para toda raiz β de ϕqα(T ),

existe um único homomorfismo de corpos ψ : K(α)→ L que estende ϕ e leva α em β.

Proposição A.1.2. Sejam K ⊆ E ⊆ F corpos. Se F/K é uma extensão algébrica, então

E/K e F/E são extensões algébricas.

Proposição A.1.3. Sejam K ⊆ E ⊆ F corpos. Se E/K e F/E são extensões algébricas,

então F/K é uma extensão algébrica.

Teorema A.1.4. Todo homomorfismo de um corpo K em um corpo algébricamente

fechado pode ser extendido a qualquer extensão algébrica de K.

Teorema A.1.5. Todo corpo K tem uma extensão algébrica que contém todas as raízes

de todo polinômio com coeficientes em K.

Teorema A.1.6. Todo corpo K tem uma extensão algébrica K que é algébricamente

fechada. Além disso, K é único a menos de K−isomorfismos.
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Definição A.1.7. Um fecho algébrico de um corpo K é uma extensão algébrica K de K

que é algébricamente fechada.

A.2 Extensões separáveis

Definição A.2.1. O grau de separabilidade [E : K]s de uma extensão algébrica E/K é

o número de K−homomorfismos de E no fecho algébrico K de K.

Proposição A.2.2. Seja α é algébrico sobre K e pα(T ) ∈ K [T ] o polinômio minimal de

α sobre K. Então [K(α) : K]s é o número de raízes distintas de pα(T ) em K. Portanto,

[K(α) : K]s ≤ [K(α) : K] e, além disso, [K(α) : K]s = [K(α) : K] se, e somente se,

pα(T ) é separável.

Proposição A.2.3. Se F é algébrico sobreK e K ⊆ E ⊆ F , então [F : K]s = [F : E]s [E : K]s.

Proposição A.2.4. Para uma extensão finita E/K, são equivalente:

1. E é separável sobre K;

2. E é gerado por uma quantidade finita de elementos separáveis sobre K;

3. [E : K]s = [E : K].

A.3 Extensões puramente inseparáveis

Lema A.3.1. Se K é um corpo de característica p > 0 e α é algébrico sobre K, então

αp
n ∈ K para algum n ≥ 0 se e somente se o polinômio minimal de α sobre K tem a

forma ϕ(T ) = T p
m − a, para algum a ∈ K e m ≥ 0.

Definição A.3.2. Se K é um corpo de característica p > 0 e α é algébrico sobre K, então

α é dito puramente inseparável quando existe n ≥ 0 tal que αpn ∈ K.

Proposição A.3.3. Seja K um corpo de característica p > 0 e E uma extensão algébrica

de K, então são equivalentes:

1. E é puramente inseparável sobre K;
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2. Todo elemento de E é puramente inseparável sobre K;

3. [E : K]s = 1.

Proposição A.3.4. Se todo α ∈ S é puramente inseparável sobre K, então K(S) é

puramente inseparável sobre K.

Proposição A.3.5. Sejam K ⊆ E ⊆ F extensões algébricas. Se F é puramente insep-

arável sobre K, então E é puramente inseparável sobre K e F é puramente inseparável

sobre E.

Proposição A.3.6. Sejam K ⊆ E ⊆ F extensões algébricas. Se E é puramente insep-

arável sobre K e F é puramente inseparável sobre E, então F é puramente inseparável

sobre K.

Proposição A.3.7. Se E é puramente inseparável sobre K e o compósito EF existe,

então EF é puramente inseparável sobre KF .

Proposição A.3.8. Todo compósito de extensões algébricas puramente inseparáveis sobre

K é um extensão puramente inseparável sobre K.

Definição A.3.9. Seja F uma extensão algébrica de K e S o maior subcorpo de F

contendo K tal que S/K é uma extensão separável. O grau [S : K] é chamado de grau

de separabilidade de F sobre K e o grau [F : S] é chamdo de grau de inseparabilidade de

F sobre K, e são denotados, respectivamente por [F : K]s e [F : K]i.

A.4 Norma e traço de extensões de corpos

Definição A.4.1. Sejam F uma extensão finita de K, K o fecho algébrico de K contendo

F e σ1, ..., σr todos os K−homomorfismos distinto F → K. Se u ∈ F , a norma de u,

denotada por NF/K(u), é o elemento:

NF/K(u) = (σ1(u)...σr(u))[F :K]i .
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O traço de u, denotado por TrF/K(u), é o elemento:

TrF/K(u) = [F : K]i (σ1(u) + ...+ σr(u)).

Teorema A.4.2. Seja F/K uma extensão de Galois e Gal(F/K) = {σ1, ..., σn}, então

para todo u ∈ F temos:

NF/K(u) = σ1(u)...σn(u) e

TrF/K(u) = σ1(u) + ...+ σn(u).

Teorema A.4.3. Seja F uma extensão finita de K. Então para todos u, v ∈ F :

1. NF/K(u) NF/K(v) = NF/K(uv) e TrF/K(u) + TrF/K(v) = TrF/K(u+ v);

2. se u ∈ K, então NF/K(u) = u[F :K] e TrF/K(u) = [F : K]u;

3. NF/K(u) e TrF/K(u) são elementos deK, mais precisamente, NF/K(u) = ((−1)na0)
[F :K(u)]

e TrF/K(u) = − [F : K(u)] an−1, onde f(T ) = T n + an−1T
n−1 + ...+ a0 ∈ K [T ] é o

polinômio minimal de u sobre K;

4. se E é um corpo intermediário, então NE/K(NF/E(u)) = NF/K(u) e TrE/K(TrF/E(u)) =

TrF/K(u).

Proposição A.4.4. Seja F/K uma extensão finita, então F/K é separável se e somente

se TrF/K não é a aplicação identicamente nula, ou seja, TrF/K é sobrejetora.

A.5 Corpos perfeitos

Definição A.5.1. Um corpo K é dito perfeito quando toda extensão algébrica finita F/K

é uma extensão separável.

Corolário A.5.2. Um corpo K é perfeito se e somente se todo extensão algébrica F/K

é separável.

Teorema A.5.3. Seja K um corpo, então são equivalentes:

1. K é um corpo perfeito;
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2. todo polinômio irredutível de K [T ] é separável;

3. todo fecho algébrico K de K é Galois sobre K;

4. toda extensão algébrica de K é separável sobre K;

5. ou char(K) = 0 ou char(K) = p > 0 e K = Kp.

Corolário A.5.4. Sejam K um corpo tal que char(K) = p > 0, n ≥ 1 e a aplicação de

Frobenius ϕn : K → K, onde ϕn(u) = up
n. Então K é perfeito se e somente se ϕ é um

isomorfismo.

Corolário A.5.5. Todo corpo finito é perfeito.

A.6 Extensões cíclicas

Teorema A.6.1. (Teorema de Hilbert)

Sejam E/F uma extensão cíclica de grau n com grupo de Galois G, σ um gerador de

G e β ∈ E. A norma NE/F (β) é igual a 1 se e somente se, existe um elemento α 6= 0 em

E tal que β = (σ(α))−1α.

Teorema A.6.2. (Artin-Schreier)

Seja F um corpo de característica p > 0. Então:

1. Seja E uma extensão cíclica de F com grau p. Então existe y ∈ E tal que E = F (y)

e y satisfaz a equação T p − T − z = 0, para algum z ∈ F ;

2. Reciprocamente, dado z ∈ F , o polinômio ϕ(T ) = T p − T − z ou tem uma raiz em

F , e nesse caso todas elas estão em F , ou é irredutível. No segundo caso, se y é

uma raiz de ϕ(T ), então F (y)/F é uma extensão cíclica de grau p.

Demonstração. 1. Seja E/F cíclica de grau p. Então TrE/F (−1) = 0 (isso é a soma

de −1 consigo mesmo p vezes). Seja σ um gerador do grupo de Galois. Pela forma

aditiva do Teorema de Hilbert (A.6.1), existe y ∈ E tal que σ(y)− y = 1, em outras

palavras, σ(y) = y + 1. Então σi(y) = y + i, para todo inteiro i = 0, ..., p − 1, e y

tem p conjulgados distintos. Portanto, [F (y) : F ] ≥ p, seguindo que F (y) = E.
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Note ainda que:

σ(yp − y) = σ(y)p − σ(y) = (y + 1)p − (y + 1) = yp − y.

Portanto, yp − y é fixado por σ, e assim, fixado por qualquer potência de σ. Logo,

fixado por todo o grupo de Galois.

Assim, yp − y ∈ F . Fazendo z := yp − y ∈ F , temos o resultado.

2. Seja z ∈ F . Se y é uma raiz de ϕ(T ) = T p − T − z, então y + i é também raiz para

i = 0, ..., p − 1. Então ϕ(T ) tem p raízes distintas. Se uma delas está em F , então

todas estarão em F . Assuma qua não existem raízes em F . Devemos mostrar que

ϕ(T ) é irredutível.

Suponha que ϕ(T ) = g(T )h(T ), com g(T ), h(T ) ∈ F [T ] e 1 ≤ deg(g(T )) < p.

Como:

ϕ(T ) =

p−1∏
i=0

T − y − i,

temos que g(T ) é um produto sobre certos inteiros i. Seja d = deg(g(T )). O

coeficiente de T d−1 em g(T ), é a soma dos termos −(y + i) destes precisamente d

inteiros i. Assim, esse coeficiente é igual a −dy+ j, para algum j inteiro. Mas d 6= 0

em F , e então y está em F , pois os coeficientes de g(T ) estão em F , gerando um

contradição.

Portanto, ϕ(T ) é irredutível. Todas as raízes estão em F (y), logo F (y)/F é normal.

Como ϕ(T ) não tem raízes multiplas, segue que F (y)/F é uma extensão de Galois.

Existe um automorfismo σ de F (y)/F tal que σ(y) = y + 1, pois y + 1 é também

raiz de ϕ(T ). Logo as potências σi de σ são σ(y) = y+ i, para i = 0, ..., p− 1, e são

diferentes. E concluimos que o grupo de Galois consiste destas potência e é cíclico,

provando o teorema.

Teorema A.6.3. (Extensão de Kummer)
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Sejam F um corpo, n um inteiro > 0 relativamente primo com a característica de F ,

e assuma que existe n−ésima raiz primitiva da unidade em F .

1. Seja E uma extensão cíclica de grau n. Então existe α ∈ E tal que E = F (α), e α

satisfaz a equação T n − a = 0, para algum a ∈ F ;

2. Recíprocamente, sejam a ∈ F e α uma raiz de T n− a. Então F (α) é uma extensão

cíclica sobre F , de grau d, d|n, e αd é um elemento de F .
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