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Resumo
Estudamos as propriedades aritmétias, geométrias e topológias de uma lasse dos hamadosFratais de Rauzy. Estudamos partiularmente o azulejamento periódio do plano omplexo Cinduzido por eles, assim omo a dimensão de Hausdor� de suas fronteiras. Tal trabalho exige umestudo detalhado da fronteira destes onjuntos, que está assoiada às propriedades aritmétias da

α-representação dos números omplexos om respeito a um erto número algébrio α.





Abstrat
We study the arithmeti, geometri and topologial properties of a lass of the so-alled Rauzy'sfratals. In partiular we study the periodi tiling of the omplex plane C indued by them and theHausdor� dimension of its boundary. Suh work is onneted to a detailed study of the boundaryof suh sets and the arithmeti properties of the α representation of omplex numbers with respetto a ertain algebrai number α.
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Introdução
O objetivo desta tese é estudar as propriedades topológias, geométrias e aritmétias de umalasse de Fratais de Rauzy.O Fratal de Rauzy é um subonjunto do plano omplexo que foi de�nido por G. Rauzy em1982 ([26℄). Este onjunto foi estudado por vários matemátios (ver [1℄, [6℄, [15℄, [16℄, [18℄, [30℄) erelaionado om diversas áreas da Matemátia omo sistemas dinâmios, teoria dos números entreoutras. Em partiular, sabe-se que ele é um onjunto ompato, onexo, om interior simplesmenteonexo e sua fronteira é uma urva de Jordan fratal. Além do mais ele induz um azulejamentoperiódio do plano omplexo.Existem vários métodos para se onstruir o Fratal de Rauzy, um deles é via Sistemas deNumeração, e é feito da seguinte maneira:Seja (Tn)n≥0 a sequênia tal que T0 = T1 = 0, T2 = 1, e satisfazendo a reorrênia linear

Tn+3 = Tn+2 + Tn+1 + Tn, n ≥ 0.Sabe-se, usando o algoritmo "fominha"(algoritmo Greedy) que todo inteiro natural se esrevede uma maneira únia omo n =
∑N

i=3 εiFi onde os dígitos εi satisfazem a seguinte propriedade:
εi ∈ {0, 1} e εiεi+1εi+2 6= 111, ∀i ≥ 3, ou equivalentemente, εiεi−1εi−2 <lex 111 para todo i ≥ 5onde <lex é a ordem lexiográ�a.Considere o polin�mio P (x) = x3 −x2 −x− 1. É fáil veri�ar que P (x) possui uma raiz β > 1e duas raízes omplexas α e α de módulo menor que 1.O Fratal de Rauzy é o onjunto E = {

∑∞
i=3 εiα

i, εi ∈ {0, 1} e εiεi−1εi−2 <lex 111, ∀i ≥ 5}.([26℄)A fronteira de E foi objeto de estudos de vários matemátios. Em partiular, em [30℄ Kimurae Ito alularam a dimensão de Hausdor� da fronteira de E . Em [18℄ Messaoudi mostrou que afronteira de E é gerada por um automato �nito. Usando este fato, ele provou várias propriedadesda fronteira de E omo o fato que ela é uma urva de Jordan e um quasi-írulo.
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Figura 1: Fratal de RauzyMessaoudi [20℄ estendeu esse resultado para ertos onjuntos Ea, a ≥ 2 assoiados aos polin�mios
Qa(x) = x3 − ax2 − x− 1.Neste trabalho vamos onsiderar os polin�mios do tipo Pa(x) = x3 − ax2 + x− 1, onde a ≥ 2.Pode-se provar que (ver Proposição 6.0.1, anexo) Pa(x) possui uma raiz real β > 1 e duas raízesomplexas α e α onjugadas e om módulo menor que 1 (ver [1℄). De modo análogo ao Fratalde Rauzy lássio podemos assoiar ao polin�mio Pa(x) o onjunto (Fratal de Rauzy) de�nido daseguinte maneira:Seja (Rn)n≥0 a sequênia reorrente de�nida por: R0 = 1, R1 = a, R2 = a2 − 1, Rn+3 =

aRn+2 −Rn+1 +Rn, ∀n ≥ 0 onde a ∈ N, a ≥ 2.Usando o algoritmo "fominha", podemos provar (ver Proposição 1.2.1, Capítulo 1) que todointeiro natural se esreve de maneira únia omo n =
∑N

i=0 εiRi onde a sequênia (εi)0≤i≤N satisfaza ondição:
εiεi−1εi−2εi−3 <lex (a−1)(a−1)01, ∀i ≥ 5, ε0 <lex a, ε1ε0 <lex (a−1)(a−1), ε2ε1ε0 <lex (a−1)(a−1)0(1)onde <lex é a ordem lexiográ�a. Denotaremos por M o onjunto formado pelas sequênias quesatisfazem tais ondições.A sequênia (εi)0≤i≤N é hamada representação de N na base (Rn) ou simplesmente uma R-representação.De�nimos o Fratal de Rauzy assoiado a (Rn) por

Ra = {
∞∑

i=2

εiα
i,∀N ≥ 0, (εi)2≤i≤N é uma R-representação}.O onjunto Ra é hamado fratal de Rauzy assoiado a sequênia (Rn) ou simplesmente fratalde Rauzy om restrições.



Introdução xviiPor outro lado onsiderando a sequênia (Gn)n≥0 de�nida por G0 = 1, G1 = a, G2 =

a2, Gn+3 = aGn+2 − Gn+1 + Gn, ∀n ≥ 0. Novamente usando o algoritmo "fominha"podemosmostrar que todo inteiro natural se esreve de forma únia n =
∑N

i=0 εiGi onde a sequênia (εi)0≤i≤Nsatisfaz
εiεi−1εi−2εi−3 <lex (a− 1)(a− 1)01, ∀i ≥ 0onde oloamos ε−1 = ε−2 = ε−3 = 0. De�nimos o Fratal de Rauzy lássio por

Fa = {
∞∑

i=2

εiα
i | ∀i ≥ 2, εi = 0, 1, . . . , a− 1, εiεi−1εi−2εi−3 <lex (a− 1)(a − 1)01}.onde ε−1 = ε−2 = ε−3 = 0.O onjunto Fa será hamado de o fratal de Rauzy lássio e o onjunto Ra será hamadofratal de Rauzy om restrições assoiados ao polin�mio Pa (ver �guras abaixo, no aso a=2). OFratal de Rauzy Ra om restrições foi de�nido por Messaoudi [17℄, mas até o momento tal fratalnão havia sido muito estudado.

Figura 2: Fratal sem restrições om azulejamentoO estudo das fronteiras dos onjuntos Ra e Fa está intimamente relaionado om o estudo dos α-desenvolvimentos, ou seja, a representação de números omplexos na base α. De fato, mostraremosque os pontos na fronteira de Ra e também de Fa são números omplexos que têm mais de dois
α-desenvolvimentos om dígitos em {0, 1, . . . , a−1}. Construiremos um aut�mato �nito que nos per-mitirá veri�ar quando dois α-desenvolvimentos representam o mesmo número omplexo. Fazendo
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Figura 3: Fratal om restrições om azulejamentouso desse aut�mato �nito mostraremos que a fronteira de Ra e Fa são homeomorfas ao írulo eque tem a mesma dimensão de Hausdor�.Nesta tese vamos provar várias propriedades de Ra e Fa e de suas fronteiras que resumimos nosseguintes teoremas:Teorema 1: O onjunto Ra tem as seguintes propriedades:1) Ra é um onjunto ompato;2) Ra induz um azulejamento periódio do plano omplexo, isto é,
C =

⋃

u∈Z+Zα

(Ra + u) e int(Ra + u) ∩ (Ra + v) 6= ∅, u, v ∈ Z + Zα implia que u = v.Teorema 2: A fronteira de Ra satisfaz as seguintes propriedades:1)
∂Ra =

⋃

u∈A

Ra ∩ (Ra + u)onde A é um onjunto �nito ontido em Z + αZ e A ⊃ {1, α, α − 1,−1,−α,−(α − 1)}.2) Se z ∈ ∂Ra então existem (εi)i≥2 e (ε
′

i)i≥l ∈ N , l < 2 tais que z =
∑+∞

i=2 εiα
i =

∑+∞
i=l ε

′

iα
i e

ε
′

l 6= 0. onde N = {(ai)i≥k, k ∈ Z|∀n ≥ k, (ai)k≤i≤n é uma R-representação}.Teorema 3: Existe um aut�mato �nito (grafo �nito orientado om estados e �ehas ligandoestes estados) ujo onjunto dos estados é S = {0,±α,±α2,±(α−α2), ±(1+(a−1)α2),±(1+(a−
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2)α2), ±(1 − α+ (a− 1)α2), ±(1 − 2α+ aα2)} tal que para todo (ai)i≥l e (bi)i≥l ∈ N , temos que
∑∞

i=l aiα
i =

∑∞
i=l biα

i se, e somente se, a sequênia ((ai, bi))i≥l é um aminho in�nito no aut�matoomeçando no estado iniial.Como onsequênia desse Teorema obtemos o seguinte resultado:Teorema 4:1) Para todo a ≥ 2 temos
∂Ra =

⋃

u∈B

Ra ∩ (Ra + u)onde B = {±1,±α,±(α − 1)}.2) Se a = 2, então ∂Ra é homeomorfo ao írulo e a sua dimensão de Hausdor� é igual a
1, 3593....Relaionado ao onjunto Fa temos o seguinte resultado:Teorema 5: A fronteira de Fa é ∂Fa =

⋃
v∈B Fa ∩ (Fa + v) onde B é um onjunto �nitoontido em Z(α−3 + α−1) + Z(1 + α−2) uja ardinalidade é par e maior ou igual a 8 e {±(α−3 +

α−1), ±α−1, ±(1 + α−2), ±(α+ α−2)} ⊂ B.Fazendo uso do aut�mato, de�nimos uma parametrização da fronteira de Fa, mostraremos quea fronteira é homeomorfa ao írulo e alularemos sua dimensão de Hausdor�, a qual é igual ao doFratal om restrições Ra.Esta tese está organizada da seguinte maneira: no Capítulo 1 enuniaremos alguns resultadossobre β-numeração. Esses resultados serão usados nos apítulos subsequentes. No Capítulo 2provamos que o Fratal Ra, é um onjunto ompato e que ele induz um azulejamento periódiodo plano C. Mostraremos que nesse azulejamento, Ra possui exatamente 6 vizinhos. No Capítulo
3 araterizamos a fronteira de Ra usando o aut�mato. No Capítulo 4 utilizamos o aut�mato paraparametrizar a fronteira de Ra no aso a = 2, �nalizando o apítulo om o álulo da dimensãode Hausdor� da sua fronteira. Faremos a parametrização da fronteira de Fa no Capítulo 5 etambém alularemos a sua dimensão de Hausdor�. No Apêndie mostraremos alguns resultadosomplementares.





Capítulo
1Sistemas de Numeração

O objetivo deste apítulo é de�nir as β-representações (β > 1), isto é, esrever números reaisna base β om dígitos que são inteiros naturais usando o algoritmo "fominha". Com isso de�nimosum sistema de numeração sobre os inteiros, ou seja, de�nimos uma sequênia de inteiros (Rn)n≥0tal que todo inteiro natural N se esreve da seguinte maneira N =
∑k(n)

n=0 εnRn onde (εn)0≤n≤k(n)é uma β-representação. Enuniaremos alguns resultados sobre as β-representações no aso onde βé um número de Pisot úbio. A relação om o fratal de Rauzy vem do fato que esse último éde�nido omo os onjuntos das somas ∑+∞
i=2 εiα

i onde (εi)i≥2 é uma β-representação onde β > 1 éum número de Pisot.1.1 β-NumeraçãoSeja β > 1 um número real. Uma representação de um número real não negativo x na base β éuma sequênia in�nita (xi)i≤k, k ∈ N, xi ∈ Z+ tal que
x = xkβ

k + xk−1β
k−1 + . . .+ x1β + x0 + x−1β

−1 + x−2β
−2 + . . .Esse número é representado pela sequênia x = xkxk−1 . . . x1x0x−1x−2 . . ..Uma β-representação, hamada β−expansão pode ser obtida pelo algoritmo onheido omo"fominha"ou greedy. Denotamos por ⌊x⌋ e {x} a parte inteira e a parte fraionária do número x,respetivamente. Existe um número k ∈ Z tal que βk ≤ x < βk+1. Seja xk = ⌊ x

βk ⌋ e rk = { x
βk }.Então para i < k, seja xi = ⌊βri+1⌋ uma fórmula de reorrênia e ri = {βri+1}. Temos então

x = xkβ
k + xk−1β

k−1 + . . .se k < 0 (isto é, se x < 1), oloamos x0 = x−1 = . . . = xk+1 = 0.



2 Sistemas de NumeraçãoSe uma β-representação termina om uma in�nidade de zeros, omitimos esses zeros e dizemosque ela é �nita. Se β é inteiro, os dígitos xi pertenem ao onjunto A = {0, . . . , β−1} aso ontráriopertenem ao onjunto A = {0, . . . , ⌊β⌋}.O ponto entre a parte inteira e a fraionária da β-representação algumas vezes será omitido,assim a sequênia in�nita poderá ser onsiderada um elemento de AN.Para os números 0 ≤ x < 1, a expansão de�nida aima oinide om a β-representação deRényi,a qual pode ser de�nida da seguinte maneira: sejam β > 1 um número real e T : [0, 1] −→ [0, 1] umatransformação dada por Tβ(y) = {βy}, onde {} designa a parte fraionária. Para x ∈ [0, 1) temos
x−j = ⌊βT j−1

β (x)⌋ para j = 1, 2. Todo número real x ≥ 0 pode ter o seguinte desenvolvimento:
x =

∑∞
n=0 xnβ

−n onde xn é de�nido da seguinte maneira:Se x > 1 então x0 = ⌊x⌋ e xn+1 = ⌊βT n({x})⌋, n ∈ N e se 0 ≤ x ≤ 1 então x0 = 0 e
xn+1 = ⌊βT n(x)⌋, n ∈ N.Para x = 1 os dois algoritmos �am diferentes. A β-expansão de 1 é 1 = 1.000 . . . , enquanto a
β-representação de Rényi de 1 é d(x, β) = .t−1t−2 . . . , onde t−j = ⌊βT j−1

β (1)⌋, ∀j ≥ 1.Seja Fin(β) o onjunto dos números reais não negativos que possuem uma β-expansão �nita.Algumas vezes denotamos uma β-expansão �nita xn . . . xk, k ≤ n, por (xi)n≥i≥k. Denotamos oonjunto de β-expansões �nitas por Fβ. Chamamos
Eβ = {(xi)i≥k, k ∈ Z | ∀n ≥ k, (xi)n≥i≥k ∈ Fβ}Dizemos que β tem a propriedade de Finitude ou que β satisfaz a propriedade (F ) se

Z[β] ∩ [0,+∞[⊂ Fin(β).onde Z[β] é o anel gerado por Z e β. Se β satisfaz a propriedade (F ), então d(1, β) é �nita, pois
β − ⌊β⌋ ∈ Fin(β).De�nição 1.1.1 Dizemos que β é um número de Pisot se β é um número inteiro algébrio omonjugados em relação a Galois om módulo menor do que 1. Além disso, se

Xd + bd−1X
d−1 + . . . + b0é polin�mio minimal de β então β é dito unidade de Pisot se b0 = ±1.Seja N ∈ Z, denotamos por FinN (β) o onjunto dos números reais positivos x uja β-representaçãosatisfaz, xk = 0 para todo k < N. Algumas vezes denotaremos uma β-representação xn . . . xk, n ≥ k



1.1 β-Numeração 3por (xi)n≥i≥k. Chamamos
Eβ = {(xi)i≥k, k ∈ Z | ∀n ≥ k, (xi)n≥i≥k é uma β-representação �nita}.Dizemos que β satisfaz a propriedade (F ) se

Z[β] ∩ [0,+∞[⊂ Fin(β).Sabe-se que a lasse dos números de Pisot que possuem a propriedade (F ) é igual à lasse dosnúmeros reais que são exatamente as raízes dominantes do seguinte polin�mio (om oe�ientesinteiros):
x3 − ax2 − bx− 1, a ≥ 0 e − 1 ≥ b ≥ a+ 1.(se b = −1 adiionamos a restrição a ≥ 2).A β-representação de Rényi de 1 em relação a esses números é dada pela proposição seguinte:Proposição 1.1.2 [1℄ Seja β um número de Pisot úbio unitário e que satisfaz a propriedade (F )om polin�mio minimal x3 − ax2 − bx− 1. Então uma das seguintes possibilidades abaixo oorre:Se 0 ≥ b ≥ a, então d(1, β) = ·ab1,Se b = −1 e a ≥ 2, então d(1, β) = ·(a− 1)(a− 1)01,Se b = a+ 1, então d(1, β) = ·(a+ 1)00a1 .Observação 1.1.3 Por exemplo, no aso b = −1 e a ≥ 2 (aso de interesse deste trabalho) temos

1 =
a− 1

β
+
a− 1

β2
+

1

β4
.De�nição 1.1.4 [12℄Dizemos que uma sequênia (an)k≤n≤p é superior anti-lexiogra�amente àsequênia (bn)k′≤n≤p

′ se existe um inteiro s ∈ Z tal que para todo n > s, an = bn e as > bs.Proposição 1.1.5 [23℄ Seja xn . . . x0 e ym . . . y0 duas β-representações. Então ∑n
i=0 xiβ

i <lex

∑m
i=0 yiβ

i se, e somente se, xn . . . x0 <lex ym . . . y0Lembrando que β é um número de Pisot unitário se também é unidade do anel de inteiros de
Q[β]. E vamos onsiderar que β satisfaz a propriedade (F ) e denotamos por α, γ seus onjugadosem relação a Galois. Seja P (x) = x3 − ax2 − bx− 1 o polin�mio minimal de β.



4 Sistemas de Numeração1.2 Sistema de Numeração sobre os inteirosNessa seção vamos assumir que β satisfaz as ondições da Proposição (1.1.2) e que x3 − ax2 −

bx− 1 é o polin�mio minimal de β.Um sistema de numeração sobre os inteiros induzido pelas β-representações é dado da seguintemaneira: supomos que d(1, β) = ·a−1 . . . a−t onde a−t 6= 0. Seja (Rn)n≥0 a sequênia de númerosinteiros de�nida por: R0 = 1, R1 = a, R2 = a2 + b, Rn+3 = aRn+2 + bRn+1 +Rn, ∀n ≥ 0.Como o polin�mio Q(x) = xt − a−1x
t−1 − . . .− a−t é múltiplo do polin�mio x3 − ax2 − bx− 1,a sequênia (Rn)n≥0 satisfaz (provando-se por indução)

Rn+t = a−1Rn+t−1 + a−2Rn+t−2 + . . . + a−tRn,∀n ≥ 0.Proposição 1.2.1 [21℄ Todo número inteiro n tem uma únia R-representação (εj)k(n)≥j≥0 talque n =
∑k(n)

j=0 εjRj om εj ≥ 0. Em partiular:a) Se a ≥ b ≥ 0 e a 6= 0 então para todo i ≥ 2, a palavra εiεi−1εi−2 <lex ab1, ε1ε0 <lex

ab, ε0 <lex a,b) Se b = −1 e a ≥ 2 então para todo i ≥ 3, εiεi−1εi−2εi−3 <lex (a − 1)(a − 1)01, ε2ε1ε0 <lex

(a− 1)(a− 1)0, ε1ε0 <lex (a− 1)(a − 1), ε0 <lex a,) Se b = a+ 1 e a ≥ 1 então para todo i ≥ 4,
εiεi−1εi−2εi−3εi−4 <lex (a+1)00a1, ε3ε2ε1ε0 <lex (a+1)00a, ε2ε1ε0 <lex (a+1)00, ε1ε0 <lex

(a+ 1)1, ε0 < a,d) Se a = 0 e b = 1 então para todo i ≥ 4, εiεi−1εi−2εi−3εi−4 <lex 10001 e ε0 = ε1 = ε2 = ε3 =

ε4 = ε5 = 0.Demonstração: Os dígitos (εj)k(n)≥j≥0 são obtidos apliando o algoritmo "greedy"para in-teiros.a) Se a ≥ b ≥ 0 e a 6= 0, então (Rn)n≥0 é uma sequênia resente de inteiros naturais. Logo,pela de�nição do algoritmo "greedy", prova-se que para todo 0 ≤ j ≤ k(n),
∑j

i=0 εiRi < Rj+1.Portanto,
εjεj−1 . . . εj−t+1 <lex a−1a−2 . . . a−t, ∀j ≥ t− 1 (1.1)



1.2 Sistema de Numeração sobre os inteiros 5Pela relação (1.1) e a Proposição, temos εiεi−1εi−2 <lex ab1. Como n−∑k(n)
i=1 εiRi = ε0R0 =

ε0 < R1 = a e n −
∑k(n)

i=2 ε1R1 + ε0R0 < R2 = a2 + b = aR1 + bR0, obtemos ε0 < a e
ε1ε0 <lex ab.b) Se b = −1 e a ≥ 2, então usando o mesmo argumento do aso 1, obtemos que para todo
i ≥ 3, εiεi−1εi−2εi−3 <lex (a−1)(a−1)01. As outras ondições são obtidas, pois ε0R0 < R1 =

a, ε1R1+ε0R0 < R2 = (a−1)R1+(a−1)R0 e ε2R2+ε1R1+ε0R0 < R3 = (a−1)R2+(a−1)R1.) Se b = a + 1 e a ≥ 1 então pelo mesmo argumento do aso (a) temos para todo i ≥

4, εiεi−1εi−2εi−3εi−4 <lex (a+1)00a1. As outras ondições são obtidas pois R1 = aR0, R2 =

(a+ 1)R1 +R0, R3 = (a+ 1)R2 e R4 = (a+ 1)R3 + aR0.d) Se a = 0 e b = 1 então a relação (1.1) e a proposição impliam que para todo i ≥ 4,

εiεi−1εi−2εi−3εi−4 <lex 10001. Por outro lado, temos R0 = R2 = R3 = R4 = 1, R1 = 0, R5 =

R6 = 2. Então temos ε0 = ε1 = ε2 = ε3 = ε5 = 0. �





Capítulo
2Propriedades do Fratal de Rauzy

Neste Capítulo provamos que o Fratal de Rauzy R é um onjunto ompato que induz umazulejamento periódio do plano.2.1 Propriedades do Fratal de RauzyO Fratal de Rauzy F (sem restrições) foi estudado por vários matemátios, ver por exemplo[26℄, [18℄ e [29℄.O onjunto F possui várias propriedades, em partiular, ele é um onjunto ompato, onexo([26℄ ), om interior simplesmente onexo [18℄ e além disso 0 ∈ int(F) [1℄.Em relação ao onjunto R (fratal de Rauzy om restrições), nada é onheido na literatura.Neste trabalho propomos provar alguns resultados. Antes disso daremos algumas notações.Notações: Seja N = {(ai)i≥k, k ∈ Z| ∀n ≥ k, (ai)k≤i≤n é uma R-representação}, isto é, paratodo n ≥ k+ 3, anan−1an−2an−3 <lex (a− 1)(a− 1)01, ak <lex (a− 1), ak+1ak <lex (a− 1)(a− 1)e ak+2ak+1ak <lex (a− 1)(a− 1)0.Denotamos por Nf = {(ai)k≤i≤n, k, n ∈ Z, (ai)k≤i≤n é uma R-representação}.Seja z ∈ C e A ⊂ C, temos A+ z = {x+ z | x ∈ A} e zA = {zx | x ∈ A}. Notamos por int(A) oonjunto dos pontos interiores de A e A o feho de A.Teorema 2.1.1 O onjunto R satisfaz as seguintes propriedades:1. O onjunto R é ompato;2. O onjunto R induz um azulejamento periódio do plano C, isto é, C =
⋃

p,q∈Z
(R + p + qα)e para todo p, q, r, s ∈ Z, int(R + p+ qα) ∩ (R + r + sα) 6= ∅ implia que p = r e q = s.Vamos fazer a demonstração fragmentando o resultado em algumas proposições:



8 Propriedades do Fratal de RauzyProposição 2.1.2 O onjunto R é ompato.Demonstração:Seja (zn)n≥0 uma sequênia de elementos de R tal que limn−→+∞ zn = z. Vamos mostrar que
z ∈ R. Supomos que zn =

∑∞
i=2 ε

(n)
i αi, onde (ε

(n)
i )i≥2 ∈ M.Seja a ∈ A = {0, 1, . . . , a− 1}.Considere Ca = {k ∈ N, ε

(k)
2 = a}. Temos que N =

⋃
a∈A Ca, omo A é �nito existe um a2 ∈ A,tal que Ca2

é in�nito. Seja k2 ∈ Ca2
. Considere Ca2b = {k ∈ Ca2

, ε
(k)
3 = b} onde b ∈ A.Da mesma forma existe a3 ∈ A tal que

Ca2a3
= {k ∈ N, ε

(k)
2 = a2, ε

(k)
3 = a3} é in�nito.Seja k3 ∈ Ca2a3

, temos ε(k3)
2 = a2 e ε(k3)

3 = a3.Continuando om o mesmo proesso (diagonal de Cantor) onstruimos uma sequênia (ai)i≥2 e
(kn)n≥2 tal que

ε
(kn)
2 = a2, ε

(kn)
3 = a3, . . . , ε

(kn)
n = an para todo n ∈ N. (2.1)Considere zkn

=
∑+∞

i=2 ε
(kn)
i αi temos que zkn

−→ z =
∑+∞

i=2 aiα
i, por (2.1) e z ∈ R. Por outrolado R é limitado pois se z =

∑∞
i=2 εiα

i ∈ R então
|z| ≤

∞∑

i=2

|a− 1||α|i =
(a− 1)|α|2

1 − |α|
.Portanto, R é ompato. �Proposição 2.1.3 R induz um azulejamento periódio em C.Para provar essa proposição preisamos dos seguintes resultados.Antes disso onsidere a sequênia (Fn) de�nida por F0 = 0, F1 = 0, F2 = 1, Fn+3 = aFn+2 −

Fn+1 + Fn, n ≥ 0. Observe que Fn+2 = Rn, ∀n ≥ 0 (ver subseção 1.2 do Capítulo 1).Lema 2.1.4 As propriedades seguintes são válidas (ver Apêndie):i) Todo inteiro natural n pode ser esrito de uma únia forma: n =
∑N

i=2 εiFi onde (εi)2≤i≤N ∈

Nf .ii) Sejam (ai)l≤i≤N ∈ Nf e (bi)l′≤i≤∞ ∈ N tais que al > 0 e bl′ > 0. Se ∑N
i=l aiα

i =
∑∞

i=l
′ biα

ientão l = l
′ e para todo i ≥ N, bi = 0 e para todo l ≤ i ≤ N, ai = bi.



2.1 Propriedades do Fratal de Rauzy 9iii) Seja (εi)2≤i≤N ∈ Nf então ∑N
i=2 εiα

i ∈ int(R). Em partiular, 0 ∈ int(R).iv) Seja z ∈ Z[β] ∩ R+ então existe (ai)k≤i≤l ∈ Nf , k ≤ l tal que z =
∑l

i=k aiβ
i.v) Para todo n ≥ 2 temos que βn = Fnβ

2+(Fn−2−Fn−1)β+Fn−1, em partiular se (εi)2≤i≤l ∈ Nfentão ∑l
i=2 εiβ

i = nβ2 + r(n)β + s(n) onde n =
∑l

i=2 εiFi, r(n) =
∑l

i=2 εi(Fi−2 − Fi−1) e
s(n) =

∑l
i=2 εiFi−1.vi) Sejam (ai)l≤i≤k e (bi)l≤i≤k pertenentes a Nf então ∑k

i=l aiβ
i <

∑k
i=l biβ

i se, e somente se,
(ai)l≤i≤k <lex (bi)l≤i≤k.vii) Sejam c, d ∈ R tais que α2 = c+ dα, então 1, c e d são Q-Linearmente Independentes.Proposição 2.1.5 C =

⋃
p,q∈Z

(R + p+ qα).Demonstração da Proposição 2.1.5:Seja z ∈ C, vamos provar que existem m, n ∈ Z tais que z +m+ nα ∈ R.Seja ǫ > 0, pelo item (vii) do Lema (2.1.4) e pelo Teorema de Kroneker, o onjunto {nα2 +

pα+ q, n ∈ N, p, q ∈ Z} é denso em C. Logo existe uma sequênia (zk)k≥0 ∈ C tal que
zk = nkα

2 + pkα+ rk, nk ∈ N, pk, qk ∈ Zexiste k0 tal que para todo k ≥ k0, | zk − z |< ǫ. Seja Ak = nkα
2 + r(nk)α+ s(nk), onde r(nk)e s(nk) são de�nidos no item (v) do Lema (2.1.4). Temos Ak ∈ R.Por outro lado,

Ak = nkα
2 + pkα+ rk + (r(nk) − pk)α + (s(nk) − rk)

= zk + tkα+mk, onde
tk = r(nk) − pk e mk = s(nk) − rk.Logo, zk + tkα+mk ∈ R.Sendo R ompato temos para todo k ≥ k0,

| z + tkα+mk |≤| z − zk | + | zk + tkα+mk |< ǫ+ d,onde d = min{|z − p|, z ∈ R, p ∈ Z + Zα}.Assim para todo k ≥ k0, −tkα−mk ∈ B(z, ǫ+ d).Por outro lado, omo Z + Zα é um retiulado então B(z, ǫ + d) ontém somente um número�nito de tkα+mk, logo existe uma sequênia resente (ki)i≥1 de números inteiros tal que para todo
i, j ∈ N, tki

α+ rki
= tkj

α+ rkj
. Logo existem t, r ∈ Z tais que tki

= tkj
= t e rki

= rkj
= r, paratodo i, j ∈ N. Como zki

+ tki
α+mki

∈ R, zki
−→ z e R é fehado, temos que z + tα+ r ∈ R. �



10 Propriedades do Fratal de RauzyProposição 2.1.6 Para quaisquer u, v ∈ Z + Zα temos int(R + u) ∩ (R + v) 6= ∅ implia que
u = v.Demonstração da Proposição 2.1.6: Basta provar que se (int(R)+u)∩R 6= ∅, u ∈ Z+Zαentão u = 0.Vamos fazer a prova por absurdo. Assuma que existam inteiros p, q ∈ Z e um elemento z =
∑∞

i=2 εiα
i ∈ R tal que z+ p+ qα ∈ int(R). Logo existe um inteiro n0 ≥ 0 tal que para todo n ≥ n0

n∑

i=2

εiα
i + p+ qα ∈ R. (2.2)Caso 1: O onjunto {i ≥ 2, εi 6= 0} é in�nito.Neste aso, omo β > 1, então existe um inteiro N ≥ n0 tal que ∑N

i=2 εiβ
i + p + qβ > 0. Peloitem (iv) do Lema 2.1.4 deduzimos que

N∑

i=2

εiβ
i + p+ qβ =

M∑

i=l

diβ
i, onde (di)l≤i≤M ∈ Nf , l, M ∈ Z. (2.3)A partir de (2.2) e (2.3) temos que ∑M

i=l diα
i =

∑∞
i=2 eiα

i ∈ R.Assim, do item (ii) do Lema 2.1.4 temos que ei = 0 para todo i > M. Logo,
∑N

i=2 εiβ
i + p+ qβ =

∑M
i=2 eiβ

i

=
∑M

i=l diβ
i.Do item (iv) do Lema 2.1.4 temos que

ñβ2 + (r(ñ) + q)β + (s(ñ) + p) = l̃β2 + r(l̃)β + s(l̃).onde ñ =
∑N

i=2 εiFi e l =
∑M

i=2 eiFi. Assim, l̃ = ñ e εi = ei para todo i (devido a uniidade nabase Fi). Portanto, p = q = 0.Caso 2: O onjunto {i ≥ 2, εi 6= 0} é �nito.Seja N = max{i ≥ 2, εi 6= 0}. Se ∑N
i=2 εiβ

i + p+ qβ ≥ 0 então usa-se o mesmo argumento queno Caso 1.Vamos assumir agora que ∑N
i=2 εiβ

i + p+ qβ < 0. Temos que
N∑

i=2

εiα
i + p+ qα =

∞∑

i=2

diα
i, onde (di)i≥2 ∈ N .Como ∑N

i=2 εiα
i é um ponto interior de R (item(iii) do Lema(2.1.4)) então existe um inteiro



2.1 Propriedades do Fratal de Rauzy 11não negativo M tal que
−p− qα+

M∑

i=2

diα
i =

∞∑

i=2

eiα
i ∈ R.Como −p− qβ +

∑M
i=2 diβ

i > 0 então −p− qβ +
∑M

i=2 diβ
i =

∑K
i=l fiβ

i onde (fi)l≤i≤K ∈ Nf .Logo,
−p− qα+

M∑

i=2

diα
i =

K∑

i=l

fiα
i =

∞∑

i=2

eiα
ionde (fi)l≤i≤K ∈ Nf e l, K ∈ Z.Pela Proposição 2.1.4 item(ii) deduzimos que ei = 0 para todo i > K e pelo mesmo argumentousado no Caso 1 temos que p = q = 0. �Observação 2.1.7 Na prova anterior, usamos o fato que se ∑n

i=0 aiβ
i =

∑n
i=0 biβ

i, ai, bi ∈ Zentão ∑n
i=0 aiα

i =
∑n

i=0 biα
i. Esse resultado vem do fato que β e α são algebriamente onjugados.Teorema 2.1.8 A fronteira de R satisfaz as seguintes propriedades:1)

∂R =
⋃

u∈A

R ∩ (R + u)onde A é um onjunto �nito ontido em Z + αZ, uja ardinalidade é par e maior ou igual a
6 e {1, α, α − 1,−1,−α,−(α − 1)} ⊂ A.2) Seja z ∈ ∂R então existem (εi)i≥2 e (ε

′

i)i≥l ∈ N , l < 2 tais que z =
∑+∞

i=2 εiα
i =

∑+∞
i=l ε

′

iα
ie ε′l 6= 0.Demonstração:1) Seja z ∈ ∂R = R \ int(R) = R \ int(R). Então existe uma sequênia (zn)n≥0 tal que

lim
n−→+∞

zn = z e zn /∈ R, ∀n ≥ 0.Pela Proposição 2.1.5, existe uma sequênia (pn)n≥0 de elementos de Z+αZ tal que para todo
n ≥ 0, zn ∈ R + pn, ∀n ≥ 0. Logo (pn)n≥0 é limitada. Como Z + Zα é um grupo disretoentão (pn)n≥0 é uma sequênia que possui um número �nito de termos. Assim, existe umasubsequênia (pkn

)n≥0 de (pn)n≥0 tal que para todo n, pkn
= p ∈ Z + Zα.Como zkn

∈ R + p temos que z = lim zkn
∈ R + p (pois R + p é fehado). Portanto,

∂R ⊂
⋃

p∈Z+Zα

R∩ (R + p).



12 Propriedades do Fratal de RauzyPor outro lado, se z ∈ R ∩ (R + p), p ∈ Z + Zα \ {0}. Logo pela Proposição (2.1.6), z /∈

int(R), portanto, z ∈ ∂R. Assim, ∂R =
⋃

p∈Z+Zα R ∩ (R + p) =
⋃

p∈A R ∩ (R + p) onde
A = {p ∈ Z + Zα, R∩ (R + p) 6= ∅}.Vamos provar que A é �nito. De fato, seja p ∈ A então existem x, y ∈ R tais que p = x− y.Logo |p| ≤ 2M onde M = max{|z|, z ∈ R}. Assim A ⊂ B(0, 2M). Portanto, A é �nito pois
A ⊂ Z + Zα. Finalmente, a ardinalidade de A é par pois se u ∈ A então −u ∈ A.Agora vamos provar que {1, α, α − 1,−1,−α,−(α − 1)} ⊂ A.De fato, é fáil veri�ar que −α3 pode ser esrito das seguintes maneiras:

−α3 = (a− 1)
∑∞

i=1(α
4i+1 + α4i+2)

= α+ (a− 2)α3 + (a− 1)
∑∞

i=1(α
4i + α4i+1)

= 1 + (a− 1)α2 + (a− 2)α3 + (a− 1)
∑∞

i=1(α
4i + α4i+1)Logo, −α3 ∈ R ∩ (R + α) ∩ (R + 1). Portanto, 1 e α pertenem a A.Podemos também mostrar que

w = α− 1 + (a− 1)
∑∞

i=1(α
4i + α4i+1)

= (a− 1)
∑∞

i=1(α
4i−2 + α4i+1)

= α+ (a− 2)α2 +
∑∞

i=1(α
4i−1 + α4i+2)Logo, w ∈ R ∩ (R + α − 1) ∩ (R + α). Portanto, α − 1 pertene a A. Consequentementeonluimos a inlusão requerida.2) Seja z ∈ ∂R então

z = n+ pα+

+∞∑

i=2

εiα
i =

∞∑

i=2

ε
′

iα
i, (2.4)onde (εi)i≥2, (ε

′

i)i≥2 ∈ N e n, p ∈ Z.Caso 1.1 Supomos n+ pβ < 0 e que o onjunto {i ≥ 2, εi 6= 0} é in�nito.Seja t ≥ 2 tal que n+ pβ +
∑t

i=2 εiβ
i > 0. Logo

n+ pβ +

t∑

i=2

εiβ
i =

k∑

i=l

aiβ
i, (ai)l≤i≤k ∈ Nf , ak 6= 0. (2.5)Temos k ≤ t pois senão ∑t

i=2 εiβ
i = −n− pβ +

∑k
i=l aiβ

i > βt+1, absurdo, logo
n+ pβ +

t∑

i=2

εiβ
i =

t∑

i=l

aiβ
i. (2.6)



2.2 Caso a = 2 13Portanto, de (2.5),(2.6) e (2.4) temos que
z =

t∑

i=l

aiα
i +

+∞∑

i=t+1

εiα
i =

+∞∑

i=2

ε
′

iα
i.A�rmação: al . . . atεt+1 . . . ∈ N .De fato, temos que al . . . at ∈ Nf e εt+1εt+2 . . . ∈ N .Vamos supor al . . . atεt+1 . . . /∈ N . Logo existe x ∈ {at−2at−1atεt+1, at+1atεt+1εt+2 . . . , atεt+1εt+2εt+3tal que x ≥ 10(a − 1)(a− 1)}.Supomos x = at−2at−1atεt+1. Logo εt+1 = a − 1, at = a − 1. Agora vamos supor at−1 > 0.Então por (2.6) temos εt = a − 1 e εt−1 > 0 pois senão a sequênia al . . . at >lex εl . . . εt eassim, ∑t

i=l εiβ
i <

∑t
i=l aiβ

i , absurdo.Por outro lado, εt+1 = a− 1 logo εt−2εt−1εtεt+1 > 10(a− 1)(a− 1), absurdo.Se at−1 = 0 e at−1 > 1 faz-se de modo análogo.E se x ∈ {at−1 . . . εt+2, at . . . εt+3} proedemos da mesma maneira.Caso 1.2 Se {i, εi 6= 0} é �nito, ontradiz a equação (2.4) pois implia que ∑+∞
i=2 ε

′

iα
i ∈ int(R)+n+pαabsurdo.Caso 2 Supomos n+ pβ > 0.Seja zk = n+pα+

∑k
i=2 εiα

i. Temos que limk−→+∞ zk = n+pα+
∑+∞

i=2 εiα
i =

∑+∞
i=2 ε

′

iα
i = z.Por outro lado, para todo k, zk =

∑Nk

i=lk
ε
′′

i,kα
i, ε

′′

i,k ∈ D∞ e ε′′lk,k > 0. Além do mais, lk < 2,pois senão n = p = 0. Por outro lado, existe s ∈ Z, s < lk, ∀k ∈ N (pois zk é limitado).Logo, para todo k, zk ∈
⋃1

t=s Et onde Et = {
∑+∞

i=t εiα
i, (εi)i≥t ∈ N , εt > 0}.Como ada Et é ompato (prova análoga a que foi feita para mostrar que R é ompato).Assim, ⋃1

t=s Et ompato, portanto fehado. Então z = limk−→+∞ zk ∈
⋃1

t=s Et. Portanto,
z =

∑+∞
i=l ε

′′

i α
i, (ε

′′

i )l≤i≤+∞ ∈ N , l < 2. �2.2 Caso a = 2Teorema 2.2.1 R2 possui exatamente 6 vizinhos que são R2 +u onde ±u ∈ {1, α, α−1}, isto é,
∀u ∈ Z + Zα \ {0},R2 ∩ (R2 + u) 6= ∅ ⇐⇒ u ∈ {±1, ±α, ±(α− 1)}.



14 Propriedades do Fratal de RauzyDemonstração: Suponhamos, por absurdo, que R ∩ (R + p + qα) 6= ∅, então existe z ∈ Rtal que
z =

+∞∑

i=2

εiα
i = p+ qα+

+∞∑

i=2

ε′iα
i, onde (εi)i≥2, (ε

′

i)i≥2 ∈ N .Por outro lado, agrupando os termos de quatro em quatro temos:
+∞∑

i=2

(εi − ε
′

i)α
i =

+∞∑

i=0

y4iα
4i+2.onde y4i = (ε2+4i − ε

′

2+4i) + . . .+ (ε5+4i − ε
′

5+4i)α
3.Assim,

|p+ qα|2 ≤

(
k|α|2

1 − |α|4

)2onde k = max{
∑3

i=0 |εi − ε
′

i||α|
i, εi, ε

′

i ∈ {0, 1}}. Podemos mostrar que (
k|α|2

1−|α|4

)2
< 3, 1073.Por outro lado, onsidere α = c+di, onde c = 0, 1225 . . . e d = 0, 7448 . . .. Logo |p+qα|2 = (p+

qc)2 + q2d2. Portanto, |q| ≤ 2 pois, aso ontrário, se |q| > 3 teríamos que q2d2 = 4.999 > 3, 1073.Agora, vamos analisar os asos onde q ∈ {±2, ±1, 0}:Caso 1: Se q = −2 então p ∈ {0, 1}. De fato, |p + qα|2 = (p − 2c)2 + 4d2 ≤ 3, 1073 =⇒

(p − 2c)2 ≤ 3, 1073 − 2, 2188 = 0, 8885. Os possíveis valores de p são {0, 1} e as regiões assoiadassão R− 2α e R + 1 − 2α.Caso 2: Se q = −1 então p ∈ {−1, 0, 1}. De fato, neste aso temos: |p+ qα|2 = (p− c)2 +d2 ≤

3, 1073 =⇒ (p − c)2 ≤ 3, 1073 − 0, 5557 = 2, 5525. Logo, os possíveis valores de p são {−1, 0, 1} eas regiões assoiadas são: R− α, R− 1 − α, R + 1 − α.Caso 3: Se q = 0 então p ∈ {−1, 0, 1}. De fato, neste aso temos: |p+qα|2 = |p|2 ≤ 3, 1073 =⇒

p = −1, 0, 1. Assim temos as regiões R, R + 1, R− 1.Caso 4: Se q = 1 então p ∈ {−1, 0, 1} . De fato, neste aso temos: |p+ qα|2 = (p+ c)2 + d2 ≤

3, 1073 =⇒ (p + c)2 ≤ 3, 1073 − 0, 5557 = 2, 5525. Logo, os possíveis valores de p são {−1, 0, 1} eas regiões assoiadas são: R + α, R + 1 + α, R− 1 + α.Caso 5: Se q = 2 então p ∈ {−1, 0}. De fato, |p + qα|2 = (p + 2c)2 + 4d2 ≤ 3, 1073 =⇒

(p+2c)2 ≤ 3, 1073− 2, 2188 = 0, 8885. Os possíveis valores de p são {0,−1} e as regiões assoiadassão R + 2α e R− 1 + 2α.Portanto, temos as seguintes regiões:R±1,R±α,R±(α−1),R±(1+α),R±2α,R±(−1+2α).Vamos eliminar estas 3 últimas regiões. De fato,Suponhamos por absurdo que R ∩ (R + 2α) 6= ∅. Logo



2.2 Caso a = 2 15
2α =

∑+∞
i=2 (εi − ε′i)α

i onde (εi), (ε
′

i) ∈ N . Portanto,
|2α + (ε′2 − ε2)α

2| = |
+∞∑

i=3

(εi − ε′i)α
i| < |α| · 3, 1073 ≤ 1, 3306. (2.7)Lembre que |α| ∼ 0, 42821.Por outro lado

|2α + (ε
′

2 − ε2)α
2| ⊂ {|2α|, |2α + α2|, |2α − α2|} ≈ {1, 50; 1, 69; 1, 52}. (2.8)Logo, por (2.7) e (2.8) obtemos uma ontradição.Supomos, por absurdo, que R ∩ (R − 1 + 2α) 6= ∅. Assim, da mesma maneira que no asopreedente temos: −1 + 2α =
∑+∞

i=2 (εi − ε′i)α
i logo

| − 1 + 2α+ (ε′2 − ε2)α
2| = |

+∞∑

i=3

(εi − ε′i)α
i| < |α| · 3, 1073 ≤ 1, 3306. (2.9)Por outro lado,

|−1+2α+(ε′2−ε2)α
2| ⊂ {|−1+2α|, |−1+2α+α2 |, |−1+2α−α2|} ≈ {1, 67; 2, 11; 1, 32}. (2.10)Logo, por (2.9) e (2.10) obtemos uma ontradição.Finalmente, supomos novamente por absurdo que R∩R+1+α 6= ∅. Então, 1+α =

∑+∞
i=2 (εi −

ε′i)α
i e assim

|1 + α+ (ε′2 − ε2)α
2| = |

+∞∑

i=3

(εi − ε′i)α
i| < |α| · 3, 1073 ≤ 1, 3306 (2.11)Por outro lado,

| − 1 + α+ (ε′2 − ε2)α
2| ⊂ {|1 + α|, |1 + α+ α2|, |1 + α− α2|} ≈ {1, 34; 1, 09; 1, 75}. (2.12)Logo, por (2.11) e (2.12) obtemos uma ontradição. �
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Capítulo
3O aut�mato que reonhee a fronteira de

R

No apítulo anterior, α mostramos que todo elemento da fronteira de Ra tem pelo menos duas
α-representações. De�nimos um aut�mato que fornee todos os números omplexos que tem pelomenos duas α-representações. Com isso provamos que para todo a ≥ 2

∂Ra =
⋃

u∈B

Ra ∩ (Ra + u)onde B = {±1,±α,±(α − 1)}.De�nição 3.0.2 Um aut�mato �nito é uma terna (S,A,C) onde A é o alfabeto, S o onjunto deestados e C um subonjunto de S ×A× S.Seja (an)n≥0 uma sequênia de elementos de A. Dizemos que (an)n≥0 é um aminho in�nito noaut�mato se existir uma sequênia (sn)n≥0 onde sn ∈ S, ∀n ≥ 0 tal que (sn−1, an, sn) ∈ C, ∀n ≥ 1.Uma palavra a1 . . . an (respetivamente, uma palavra in�nita a1 . . . an . . .) é reonheível peloaut�mato (S,A,C), se existir uma palavra s0 . . . sn ∈ S, s0 ∈ I (resp. uma sequênia sn ∈ AN) talque (si−1, ai, si) ∈ C, para i = 1, . . . , n (resp. para todo i ∈ N).Dizemos que uma sequênia (an)n≥0 é reonheida pelo aut�mato (S,A,C) se existir uma se-quênia (sn)n≥0 ∈ AN tal que (si−1, ai, si) ∈ C, ∀i ≥ 1.3.1 Relação om as representações impróprias na base αComo o módulo de α é inferior à 1 e 0 pertene à int(R), para todo número omplexo z existeum inteiro k tal que αkz ∈ R. Logo, todo número omplexo z se esreve na base α omo z =
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∑∞
i=l εiα

i, l ∈ Z e (εi)i≥l ∈ N . A sequênia (εi)i≥l é hamada α-representação de z. Em virtudedo item (ii) do Lema (2.1.4) todo ponto da fronteira tem pelo menos duas α-representações. Essesnúmeros omplexos são araterizados pelo teorema que foi provado por Thurston [28℄.Teorema 3.1.1 [28℄ Existe um aut�mato �nito B tal que para todo (ai)i≥l e (bi)i≥l dois elemen-tos distintos de N temos que ∑∞
i=l aiα

i =
∑∞

i=l biα
i se, e somente se, a sequênia ((ai, bi))i≥l éreonheido pelo aut�mato B.Porém a prova de Thurston não fornee expliitamente os estados.3.1.1 De�nição do aut�mato que reonhee os pontos om no mínimo duas ex-pansõesNa sequênia mostraremos omo onstruir o aut�mato A que arateriza a fronteira de R.Provaremos na sessão seguinte que os estados do aut�mato A são (ver Teorema 3.2.1) S = Sa =

{0,±α,±α2,±(α−α2), ±(1+(a−1)α2),±(1+(a−2)α2), ±(1−α+(a−1)α2), ±(1−2α+aα2)}.Sejam s e t dois estados. O onjunto das arestas é (s, (c, d), t) ∈ S × {0, 1, . . . , a − 1}2 × S demodo que satisfaça t = s
α

+ (c− d)α2. O onjunto de estados iniiais é {(0, (0, 0), 0)}.Vamos expliar omo usar este aut�mato. Seja ε = (εi)i≥l e ε′ = (ε′i)i≥l em D∞, x =
∑∞

i=l εiα
ie y =

∑∞
i=l ε

′
iα

i. Supomos que x = y. Para todo k ≥ l temos
Ak(ε, ε

′) = α−k+2
k∑

i=l

(εi − ε′i)α
i (3.1)Na próxima subsessão vamos provar que para todo Ak, k ∈ N, pertene a S. Claramente, paratodo k ≥ l,

Ak+1(ε, ε
′) =

Ak(ε, ε
′)

α
+ (εk+1 − ε′k+1)α

2. (3.2)Seja s o menor inteiro tal que εs 6= ε′s. Assim Ai(ε, ε
′) = 0 para i ∈ {l, . . . , s− 1}. Suponhamosque εs > ε′s. Então, As = (ε′s − εs)α

2 = α2. Por (3.2) deduzimos que As+1(ε, ε
′) = α + (εs+1 −

ε′s+1)α
2 o qual deve pertener a Sa. Assim As+1(ε, ε

′) = α − α2 se (εs+1, ε
′
s+1) = (t − 1, t),onde 1 ≤ t ≤ a − 1 ou As+1(εi, ε

′

i) = α se (εs+1, ε
′

s+1) = (t, t), onde 0 ≤ t ≤ a − 1. Logo
(α2, (t − 1, t), α − α2), é uma aresta que liga o estado α2 ao estado α − α2 e (α2, (t, t), α), é umaaresta que liga o estado α2 ao estado α. Como o onjunto de estados S é �nito, obtemos umaut�mato �nito (ver Figura).



3.2 Caraterização dos pontos om duas expansões 193.2 Caraterização dos pontos om duas expansõesPara todo ε = (εi)i≥l e ε′ = (ε′i)i≥l em D∞, seja
S(ε, ε′) = {Ak(ε, ε

′); k ≥ l} =

{
α−k+2

k∑

i=l

(εi − ε′i)α
i; k ≥ l

}
.e

D∞ := {(ai)i≥k, k ∈ Z, ∀n ≥ k, (ai)k≤i≤n é uma R-representação}isto é, anan−1an−2an−3 <lex (a− 1)(a− 1)01, ∀n ≥ k onde ak−1 = ak−2 = ak−3 = 0.Teorema 3.2.1 Sejam x =
∑∞

i=l εiα
i, y =

∑∞
i=l ε

′
iα

i, onde ε = (εi)i≥l e ε′ = (ε′i)i≥l em D∞.Então, x = y se, e somente se, S(ε, ε′) é �nito. Além disso, S(ε, ε′) ⊂ Sa = {0,±α,±α2,±(α −

α2), ±(1 + (a− 1)α2),±(1 + (a− 2)α2), ±(1 − α+ (a− 1)α2), ±(1 − 2α+ aα2)}. E
Sa =

⋃

(ε,ε′)∈∆

S(ε, ε′).onde ∆ =
{
((εi)i≥l, (ε

′
i)i≥l) ∈ D∞ ×D∞;

∑∞
i=l εiα

i =
∑∞

i=l ε
′
iα

i
}.

Demonstração do Teorema 3.2.1: Supomos que S(ε, ε′) é �nito, logo existe um númeroreal M > 0 tal que |
∑k

i=l εiα
i −

∑k
i=l ε

′
iα

i| ≤M |α|k−2, para todo k ≥ l. Como 0 < |α| < 1, então,fazendo k tender a +∞ temos ∑+∞
i=l εiα

i =
∑+∞

i=l ε
′
iα

i.Vamos provar a reíproa. Sejam x =
∑∞

i=l εiα
i e y =

∑∞
i=l ε

′
iα

i om ε = (εi)i≥l e ε′ = (ε′i)i≥lem D∞. Suponhamos x = y. Vamos provar que Ak = Ak(ε, ε
′) pertene a S para todo k ≥ l. Como

x = y, então para todo k ≥ l, temos
Ak =

∞∑

i=k+1

(ε′i − εi)α
i−k+2 =

∞∑

i=3

(ε′i+k−2 − εi+k−2)α
i ∈ R−R. (3.3)Vamos �xar k ≥ l e assumir que Ak 6= 0. A partir de (3.1) e do fato que α é um inteiro algébriode grau 3, deduzimos

Ak = nkα
2 + pkα+ qk, onde nk, pk, qk ∈ Z. (3.4)



20 O aut�mato que reonhee a fronteira de RComo nkβ
2 + pkβ + qk ou −(nkβ

2 + pkβ + qk) pertenem a Z[β] ∩ R+, deduzimos do item (iv)do Lema 2.1.4, que existe (ci)sk≤i≤mk
∈ Nf tal que cmk

> 0 e
nkβ

2 + pkβ + qk = ±

mk∑

i=sk

ciβ
i (3.5)Supomos que é igual a ∑mk

i=sk
ciβ

i. O outro aso pode ser tratado do mesmo modo. Como β e αsão onjugados algebriamente, a partir de (3.1), (3.4) e (3.5) obtemos
β−k+2

k∑

i=l

εiβ
i = β−k+2

k∑

i=l

ε′iβ
i +

mk∑

i=sk

ciβ
i. (3.6)A partir do item (vi) do Lema 2.1.4, β−k+2

∑k
i=l εiβ

i < β3, onsequentemente mk ≤ 2. Colo-ando ci = 0 para todo i > mk, temos nkβ
2 + pkβ + qk =

∑2
i=sk

ciβ
i. Como β é um número dePisot, temos por proposição em [14℄ que existe um inteiro s = s(a) tal que s ≤ sk . Portanto,

Ak =
2∑

i=s

ciα
i. (3.7)Logo

Sa ⊂ {
2∑

i=s

ciα
i, (ci)s≤i≤2 ∈ Nf} (3.8)Observe que se

Ak =

2∑

i=s

ciα
i então Ãk =

2∑

i=s

ciβ
i < β3 (3.9)Para provar que Sa = {0,±α,±α2,±(α− α2), ±(1 + (a− 1)α2),±(1 + (a− 2)α2), ±(1 − α+

(a− 1)α2), ±(1 − 2α+ aα2)}, preisamos dos seguinte Lema:Lema 3.2.2 Sejam n, p, q ∈ Z e z = n+ pα+ qα2 um elemento de Sa então |n| ≤ 1.Demonstração: Sejam S = {Ak = nk + pkα + qkα
2, k ≥ 1} e n = max{|nk|, k ≥ 0}.Supomos n ≥ 2.Seja k ∈ N tal que Ak = n+ pα+ qα2, p, q ∈ Z. Logo Ak+1 = n

α
+ (p+ q)α+ dα2, |d| ≤ a− 1.Portanto,

Ak+1 = (p + n) + (q − na)α+ (d+ n)α2.



3.2 Caraterização dos pontos om duas expansões 21Assim, −n ≤ p+ n ≤ n, logo −2n ≤ p ≤ 0.Por outro lado,
Ak+2 = (q − na+ p+ n) + (d+ n− a(p+ n))α+ (f + p+ n)α2, |f | ≤ a− 1.Logo, −n ≤ q − na+ p+ n ≤ n. Portanto, n(a− 2) − p ≤ q.Por outro lado,

Ãk = n+ pβ + qβ2

= 1 − β + aβ2 + (n− 1) + (p + 1)β + (q − a)β2

≥ β3 + (n− 1) + (p+ 1)β + (n(a− 2) − p− a)β2.

(3.10)Como n ≥ 2 então n(a− 2) − p− a ≥ a− 4 − p.Logo
Ãk ≥ β3 + (n− 1) + (p + 1)β + (a− 4 − p)β2 (3.11)Caso 1 Se a ≥ 4 então a− 4 − p ≥ 0, logo

Ãk ≥ β3 + (n− 1) + (p+ 1 + a− 4 − p)β

= β3 + (n− 1) + (a− 3)β > β3, o que não oorre devido a equação 3.9Caso 2 Se a = 3 e −2n ≤ p < 0, então a− 4 − p ≥ 0 e obtemos Ãk ≥ β3.Caso 2.1 Se a = 3 e p = 0 então
Ak+3 = (d+n−a(p+n)+q−na+p+n)+((f+p+n)−a(q−na+p+n))α+(g+q−na+p+n)α2, |g| ≤ a−1Logo,

−n ≤ d+ n− a(p+ n) + q − n− 1 + p+ n ≤ n

n(2a− 3) + p(a− 1) ≤ q − a

3n− 5 ≤ q − 3

(3.12)Das equações (3.10) e (3.12) temos
Ãk ≥ β3 + (n− 1) + β + (3n− 5)β2 > β3, pois n ≥ 2.Caso 3 Se a = 2 e p < −2 então a− 4 − p ≥ 0 e segue que



22 O aut�mato que reonhee a fronteira de R

Ãk ≥ β3 + (n− 1) + (p+ 1)β + (−2 − p)β2

= β3 + (−2 − p) + (n− 1 + 2 + p) + ((p + 1) + 2(−2 − p))β

= β3 + (−2 − p) + (n+ 1 + p) + (−3 − p)βCaso 3.1 Se −2n ≤ p ≤ −3 então Ãk ≥ β3 +(−2−p)+(n−2) ≥ β3, o que não oorre devido a equação3.9.Caso 3.2 Se a = 2 e −2 ≤ p ≤ 0 então Ak = n+ qα2 ou Ak = n− α+ qα2 ou Ak = n− 2α+ qα2.Caso 3.2.1 Se Ak = n+ qα2, n ≥ 2 então
Ak+1 = n+ (q − na)α+ (d+ n)α2.Portanto, (ver asos 3 e 3.1) temos q − na = 0 ou −1 ou −2. Assim q = na ou q = na− 1ou q = na− 2. Logo

Ãk = n+ (na− 1)β2 > 1 − β + aβ2 = β3 ou
Ãk = n+ naβ2 > β3 ou

Ãk = n+ (na− 2)β2 ≥ n+ 2β2 > 1 − β + aβ2 = β3os quais não oorrem devido a equação 3.9.Caso 3.2.2 Se Ak = n− α+ qα2 então
Ak+1 = (n− 1) + (q − na)α+ (d+ n)α2 e

Ak+2 = (q − na+ n− 1) + (d+ n− a(n− 1))α + (f + n− 1)α2.Temos −n ≤ q − na+ n− 1 ≤ n =⇒ 1 = n(a− 2) + 1 ≤ q.Caso 3.2.2.1 Se q ≥ 2 = a então
Ãk = n− β + qβ2 ≥ n− β + aβ2 ≥ β3.Caso 3.2.2.1.1 Se q = 1 então Ak+2 = −n + [d + n − a(n − 1)]α + (f + n − 1)α2. Como Ak+2 ∈ Sa então

−Ak+2 ∈ Sa. Temos
−Ak+2 = n+ [a(n − 1) − n− d]α + (−f − n+ 1)α2.Do que foi feito anteriormente temos a(n− 1) − n− d ∈ {1,−2}.Se a(n− 1) − n− d = −1 então d = n− 1 ≤ 1, logo n ≤ 2.Se a(n− 1) − n− d = −2 então d = n− 1 ≤ 1, logo n ≤ 1, absurdo pois n ≥ 2.



3.2 Caraterização dos pontos om duas expansões 23Logo n = 2 ou n = 3, portanto, Ak = 2 − α+ α2 ou Ak = 3 − α+ α2.Caso 3.2.2.1.1.1 Se Ak = 2 − α+ α2 então
Ak+1 = 1 + (1 − 2a)α+ (d+ 2)α2

= 1 − 3α + (d+ 2)α2e
Ak+2 = −2 + (d+ 2 − a)α+ (f + 1)α2

= −2 + dα+ (f + 1)α2,Portanto, Ak+2 = −2 + α − α2 logo d = 1 e f = −2, o que não oorre pois |f | ≤ a − 1 = 1ou Ak+2 = −2 + 2α− oα2 E assim d = 2, o que não oorre.Caso 3.2.3 Se Ak = n− 2α+ qα2 então Ak+1 = (n− 2) + (q − na)α+ (d+ n)α2 e
Ak+2 = (q − na+ n− 2) + (d+ n− a(n− 2))α + (f + n− 2)α2, |f | ≤ a− 1.Assim, −n ≤ q − na + n − 2 ≤ n, logo n(a − 2) ≤ q − 2 então n(a − 2) + 2 ≤ q, portanto,

2 ≤ q.Caso 3.2.3.1 Se q ≥ 3 então
Ãk = n− 2β + qβ2 ≥ n− 2β + (a+ 1)β2

= n− β + aβ2 + β2 − β

= β3 + (β2 − β)︸ ︷︷ ︸
>0

> β3, o que não oorre devido a equação (3.9).Caso 3.2.3.2 Se q = 2 então Ak = n− 2α + 2α2 e Ak+2 = −n+ (d− n+ 4)α + (f + n− 2)α2.Logo, d− n+ 4 = 2 e assim d = n− 2 ≤ 1 e, portanto, n ≤ 3.Caso 3.2.3.2a) Se n = 2 então Ak = 2− 2α+ 2α2, Ak+1 = (2− 2a)α+ (d+ 2)α2 = −2α+ (d+ 2)α2 e assim
Ak+2 = −2 + (d+ 2)α+ fα2 e assim d = 0 e f = 2 o que não oorre.Caso 3.2.3.2b) Se n = 3 então Ak = 3 − 2α + 2α2, Ak+1 = 1 + (2 − 3a)α + (d+ 3)α2 = 1 − 4α + (d+ 3)α2e assim Ak+2 = −3 + (d + 3 − a)α + (f + 1)α2 logo d + 3 − a = 2 então d = a − 1 = 1 e

f + 1 = −2 portanto f = −3 o que não oorre. �Agora vamos provar que Sa = {0,±α,±α2,±(α − α2), ±(1 + (a − 1)α2),±(1 + (a − 2)α2), ±(1 − α + (a −

1)α2), ±(1 − 2α+ aα2)}.



24 O aut�mato que reonhee a fronteira de RSeja Ak = n+ pα+ qα2 ∈ Sa, logo pelo Lema anterior (3.2.2) temos |n| ≤ 1.Caso 1 Supomos que n = 1, então
Ak = 1 + pα+ qα2 logo Ak+1 = (p+ 1) + (q − a)α+ (d+ 1)α2, onde |d| ≤ a− 1.Assim

−1 ≤ p+ 1 ≤ 1 e, então p ∈ {−2,−1, 0}. (3.13)Caso 1.1 Se p = 0 então Ak+1 = 1 + (q − a)α + (d + 1)α2. Logo, pela relação (3.13) −2 ≤ q − a ≤ 0então a− 2 ≤ q ≤ a.Se q = a então Ãk = 1 + aβ2 > β3, o que não oorre. Portanto, q = a − 1 ou q = a − 2.Assim temos os estados Ak = 1 + (a− 1)α2 e Ak = 1 + (a− 2)α2.Caso 1.2 Se p = −1 então Ak+1 = (q− a)α+ (d+ 1)α2 e Ak+2 = (q− a) + (d+ 1)α+ eα2, |e| ≤ a− 1.Assim, da relação (3.13) temos −1 ≤ q−a ≤ 1 então q = a−1, a, a+1. Para os asos q = a e
q = a+1 temos Ãk ≥ β3. Logo q = a−1 e, portanto, obtemos o estado Ak = 1−α+(a−1)α2.Caso 1.3 Se p = −2 então Ak+1 = −1 + (q − a)α + (d + 1)α2 e Ak+2 = (q − a − 1) + (d + 1 + a)α +

(e− 1)α2, |e| ≤ a− 1. Assim, da relação (3.13) temos −1 ≤ q− a− 1 ≤ 1 logo a ≤ q ≤ a+ 2.Assim, se q = a obtemos o estado Ak = 1 − 2α+ aα2.Se q = a+ 1 então Ãk = 1 − 2β + (a+ 1)β2 = 1 − β + aβ2 − β + β2 > β3, o que não oorre.Se q = a+ 2 então Ãk = 1− 2β + (a+ 2)β2 = 1− β + aβ2 − β + 2β2 > β3, o que não oorre.Caso 2 Supomos n = 0 então Ak = pα+ qα2 e Ak+1 = p+ qα+ dα2 logo Ak+2 = q+ dα+ 2α2 assim
q = 0,±1. Portanto, Ak = 0, ±α2.Caso 2.1 Se p = 1 então Ak+1 = 1 + qα + dα2, logo pelo Caso 1 temos q = 0,−1,−2 e, portanto,obtemos os estados Ak = α, α − α2, α − 2α2. Suponhamos que Ak = α − 2α2 ∈ Sa então
Ak+1 = 1−2α+dα2 ∈ Sa. Mas omo foi visto anteriormente Ak = 1−2α+dα2 = 1−2α+aα2e, portanto, d = a, o que não oorre, pois d = ε− ε

′ onde ε, ε′ ∈ {0, 1, . . . , a− 1}. �
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(Aut�mato: a qualquer)Teorema 3.2.3 Para todo a ≥ 2 temos
∂Ra =

⋃

u∈B

Ra ∩ (Ra + u)onde B = {±1,±α,±(α − 1)}.Demonstração do Teorema: Pelo item (1) do Teorema (2.1.8), temos que ⋃
u∈B R∩ (R+

u) ⊂ ∂R.



26 O aut�mato que reonhee a fronteira de RSeja z ∈ ∂R então pelo item (2) do Teorema (2.1.8) temos
z =

∞∑

i=2

εiα
i =

∞∑

i=l

ε
′

iα
i onde l < 2 e ε′l 6= 0 (3.14)Vamos supor ε2 > 0. Logo r = (ε

′

l, 0)(ε
′

l+1, 0) . . . (ε
′

1, 0)(ε
′

2, ε2) . . . é um aminho no aut�matoomeçando no estado iniial.Portanto, usando o aut�mato temos:
r = (1, 0)(ε, ε + 1)(a− 1, 0) . . . (3.15)ou

r = (1, 0)(ε, ε)(a − 1, 0)(ε
′

1 + a− 2, ε
′

1)(ε
′′

2 , ε
′′

2)(0, a − 1) . . . (3.16)ou
r = (1, 0)(ε, ε)(a − 1, 0)(ε

′

+ a− 2, ε
′

)(ε
′′

, ε
′′

+ 1) . . . (3.17)ou
r = (1, 0)(ε, ε)(ε

′

+ a− 2, ε
′

)www onde w = (a− 1, 0)(0, a − 1)(0, a − 1)(a − 1, 0) . . . (3.18)Caso 1 Se r = (1, 0)(ε, ε + 1)(a − 1, 0) . . . então pelas equações (3.14) e (3.15) temos
z = (ε+ 1)α2 +

∞∑

i=4

εiα
i = α+ εα2 + (a− 1)α3 +

∞∑

i=4

ε
′

iα
i.Assim, z ∈ R ∩ (R + α).Caso 2 Se r = (1, 0)(ε, ε)(a − 1, 0)(ε

′

1 + a− 2, ε
′

1)(ε
′′

2 , ε
′′

2 )(0, a− 1) . . . Vamos então analisar as possi-bilidades:Caso 2.1 Se ε > 0 então temos
z = α+ εα2 + (a− 1)α3 +

∞∑

i=4

ε
′

iα
i = εα2 +

∞∑

i=4

εiα
i.Portanto, z ∈ R ∩ (R + α).Caso 2.2 Se ε = 0 e ε′1 > 0 então pelas equações (3.14) e (3.15) temos ε1 = ε

′ , logo
z = ε

′

α2 + ε
′′

2α
3 + (a− 1)α4 +

∑∞
i=5 εiα

i

= 1
α

+ (a− 1)α+ (ε
′

1 + a− 2)α2 +
∑∞

i=3 ε
′

iα
i



3.2 Caraterização dos pontos om duas expansões 27Como α3 = aα2 − α+ 1 então 1
α

= α2 − aα+ 1, assim
z = α2 − aα+ 1 + (a− 1)α + (ε

′

1 + a− 2)α2 +
∑∞

i=3 ε
′

iα
i

= 1 − α+ (ε
′

1 + a− 1)α2 +
∑∞

i=3 ε
′

iα
iPortanto, z ∈ R ∩ (R− α+ 1).Caso 2.3 Se ε = 0, ε

′

1 = 0 e ε′′2 > 0 então ε′′2 = ε2, logo das equações (3.14) e (3.16) temos que
z = ε

′′

2α
2 + (a− 1)α3 +

∞∑

i=4

εiα
i

︸ ︷︷ ︸
∈ R

= 1
α2 + (a− 1) + (a− 2)α+ ε

′′

2α
2 +

∑∞
i=3 ε

′

iα
iComo α3 = aα2 − α+ 1 então 1

α2 = (1 − a) + (1 − a)α + α2, assim substituindo na segundaigualdade temos: z = (1 − a) + (1 − a)α + α2 + (a − 1) + (a − 2)α + ε
′′

2α
2 +

∑∞
i=3 ε

′

iα
i =

−α+ (ε
′′

2 + 1)α2 +
∑∞

i=3 ε
′

iα
i ∈ R + α.Portanto, z ∈ R ∩ (R− α).Caso 2.4 Se ε = 0, ε

′

1 = 0, ε
′′

2 = 0 então ε2 = a− 1 e assim
z = (a− 1)α2 +

∞∑

i=3

εiα
i

︸ ︷︷ ︸
∈ R

=
1

α3
+

(a− 1)

α
+ (a− 2) +

∞∑

i=2

ε
′

iα
i

Como 1
α3 = (1 − a) + α+ (1−a)

α
, substituindo na segunda igualdade temos

z = (1 − a) + α+
(1 − a)

α
+

(a− 1)

α
+ (a− 2) +

∞∑

i=2

ε
′

iα
i = −1 + α+

∞∑

i=2

ε
′

iα
i ∈ R − 1.Portanto, z ∈ R ∩ (R + (α− 1)).Caso 3 Se r = (1, 0)(ε, ε)(a−1, 0)(ε

′

+a−2, ε
′

)(ε
′′

, ε
′′

+1) . . . então vamos analisar as possibilidades:Caso 3.1 Se ε > 0 então
z = α+ εα2 + (a− 1)α3 +

∞∑

i=4

εiα
i = εα2 +

∞∑

i=4

εiα
iAssim, z ∈ R ∩ (R + α) (resultado análogo ao aso 2.1).



28 O aut�mato que reonhee a fronteira de RCaso 3.2 Se ε = 0, ε
′

> 0 então ε2 = ε
′ e assim

z =
1

α
+ (a− 1)α+ (ε

′

+ a− 2)α2 +
∞∑

i=3

εiα
i = ε

′

α2 +
∞∑

i=3

ε
′

iα
i

︸ ︷︷ ︸
∈ RSe 1

α
= α2 − aα+ 1 então substituindo temos:

z = 1 − aα+ α2 + (a− 1)α+ (ε
′

+ a− 2)α2 +

∞∑

i=3

εiα
i = 1 − α+ (ε

′

+ a− 1)α2 +

∞∑

i=3

εiα
i =Portanto, z ∈ R ∩ (R + (1 − α)).Caso 3.3 Se ε = 0, ε

′

= 0 logo ε2 = ε
′′

+ 1 > 0 então
z = (ε

′′

+ 1)α3 +

∞∑

i=3

εiα
i

︸ ︷︷ ︸
∈ R

= ε
′′

α2 + (a− 2)α + (a− 1) +
1

α2
+

∞∑

i=3

εiα
iSe 1

α2 = (1 − a) + (1 − a)α + α2 então substituindo na segunda igualdade temos:
z = (1 − a) + (1 − a)α+ α2 + (a− 1) + (a− 2)α + ε

′′

α2 +
∑∞

i=3 εiα
i

z = −α+ (ε
′′

+ 1)α2 +
∑∞

i=3 ε
′

iα
i = (ε

′′

+ 1)α2 +
∑∞

i=3 εiα
iPortanto, z ∈ R ∩ (R− α).Caso 4 Vamos onsiderar o aminho: r = (1, 0)(ε, ε)(ε

′

+ a− 2, ε
′

)www onde
w = (a− 1, 0)(0, a − 1)(0, a − 1)(a− 1, 0). Analisando os asos temos:Caso 4.1 Se ε > 0 então

z = α+ εα2 + (ε
′

+ a− 2)α2 +
∞∑

i=3

εiα
i = εα2 + ε

′

α3 +
∞∑

i=4

εiα
i.Logo, z ∈ R ∩ (R + α).Caso 4.2 Se ε = 0 e ε′ > 0 então ε2 = ε

′ então
z = ε

′

α2 +
∞∑

i=3

εiα
i = 1 + (ε

′

+ a− 2)α2 +
∞∑

i=3

εiα
i.Portanto, z ∈ R ∩ (R + 1).



3.2 Caraterização dos pontos om duas expansões 29Caso 4.3 Se ε = 0, ε
′

= 0 então ε2 = a− 1, logo
z = (a− 1)α2 +

∞∑

i=3

εiα
i

︸ ︷︷ ︸
∈ R

=
1

α2
+ (a− 2) + (a− 1)α+

∞∑

i=4

ε
′

iα
i pois ε′2 = ε

′

3 = 0.Como α−2 = (1 − a) + (1 − a)α+ α2 então substituindo na segunda igualdade temos:
z = (1 − a) + (1 − a)α+ α2 + (a− 2) + (a− 1)α +

∞∑

i=4

εiα
i = −1 + α2 +

∞∑

i=4

ε
′

iα
i.Portanto, z ∈ R ∩ (R− 1). �Conjetura: Pelo Teorema (2.2.1) sabemos que no aso a = 2, R possui exatamente 6 vizinhostais que (R + u), ±u ∈ B. Conjeturamos que o mesmo aontee para todo a > 2.





Capítulo
4Apliação do aut�mato para aparametrização da Fronteira de R

Usando o aut�mato, provamos expliitamente para o aso a = 2, que ada uma das 6 regiões
R ∩ (R + u) = Ru, u ∈ B, que onstitui a fronteira de R é a imagem de uma outra por umaapliação a�m. Mostraremos também que se Ru é uma das 6 regiões, então existem 3 funçõesa�ns g0, g1, g2 tais que Ru =

⋃
i=0,1,2 gi(Ru). Com isso onstruiremos uma apliação ontínuae bijetora de [0, 1] para Ru. Como onsequênia teremos que a fronteira de R é homeomorfa aoírulo e também alularemos expliitamente a dimensão de Hausdor� da ∂R.Por simpliidade, supomos em todo esse apítulo que a = 2. Sabemos que nesse aso, peloTeorema 3.2.3, que ∂R é formada por 6 regiões R∩ (R + u), onde u ∈ B = {±1, ±α, ±(α− 1)}.Lema 4.0.4 As propriedades seguintes são válidas:1. Rα−1 ∩Rα = {w} = {α2 − α3};2. Rα ∩R1 = {−α3};3. Rα−1 ∩R−1 = {−α3 − 1} = {u};4. R−(α−1) ∩R−α = {−α3 − α};5. R−(α−1) ∩R1 = {w + 1 − α};6. R−α ∩R−1 = {w − α}.



32 Apliação do aut�mato para a parametrização da Fronteira de R

Demonstração: Seja w um elemento de Rα−1 ∩ Rα = R ∩ (R + α − 1) ∩ (R + α) entãoexistem x, y e z ∈ R tais que x =
∑+∞

i=2 aiα
i, y =

∑+∞
i=2 biα

i e z =
∑+∞

i=2 ciα
i e

w = α− 1 + x = α+ y = z (4.1). Por outro lado, pela Proposição 1.1.2, d(1, β) = (a − 1)(a − 1)01 logo 1 = β−1 + β−2 + β−4,então β = 1 + β−1 + β−3, portanto,
α− 1 = α−3 + α−1. (4.2)Usando as equações (4.1) e (4.2) e o aut�mato obtemos r1 = (1, 0)(0, 0)(1, 0)(0, 0)(0, 0)(a2 , c2)(a3, c3) . . .e r2 = (1, 0)(0, 0)(1, 0)(0, 0)(0, 1)(a2 , b2)(a3, b3) . . . são aminhos do aut�mato que omeçam no es-tado iniial.Analisando o aut�mato obtemos

r1 = (1, 0)(0, 0)(1, 0)(0, 0)(0, 0)(0, 1)(a3 , c3) . . . e
r2 = (1, 0)(0, 0)(1, 0)(0, 0)(0, 1)(0, 1)(0, 0)(a4 , b4) ou
r2 = (1, 0)(0, 0)(1, 0)(0, 0)(0, 1)(0, 0)tttttt onde t = (0, 1)(1, 0)(1, 0)(0, 1).Supomos o primeiro aso: r1 = (1, 0)(0, 0)(1, 0)(0, 0)(0, 0)(0, 1)(a3 , c3) . . . e
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r2 = (1, 0)(0, 0)(1, 0)(0, 0)(0, 1)(0, 1)(0, 0)(a4 , b4) . . . e analisando o aut�mato temos que o estadoentre (0, 1) e (a3, c3) é igual a −α− 1/α = −1 + α− α2 é o mesmo estado entre (0, 0) e (a4, b4).Logo, utilizando o aut�mato temos:

r1 = (1, 0)(0, 0)(1, 0)(0, 0)(0, 0)(0, 1)(0, 0)(1, 0)(1, 1)(0, 1)(0, 0)(a8 , c8) . . . e
r2 = (1, 0)(0, 0)(1, 0)(0, 0)(0, 1)(0, 1)(0, 0)(1, 1)(1, 0)(0, 0)(0, 1)(a8 , b8) . . .Continuando assim obtemos:

r1 = (1, 0)(0, 0)(1, 0)(0, 0)(0, 0)(0, 1)(0, 0)(1, 0)(1, 1)(0, 1)(0, 0)(1, 0)(1, 1)(0, 1)(0, 0) . . . e
r2 = (1, 0)(0, 0)(1, 0)(0, 0)(0, 1)(0, 1)(0, 0)(1, 1)(1, 0)(0, 0)(0, 1)(1, 1)(1, 0)(0, 0)(0, 1)(1, 1)(1, 0)(0, 0)(0, 1) . . .Assim

w = α− 1 + x = α−3 + α−1 +
+∞∑

i=1

(α4i + α4i+1) (4.3)Por outro lado
w = z = α2 +

+∞∑

i=1

(α4i+1 + α4i+2) (4.4)e
w = α+ y = α+ α2 + α4 +

+∞∑

i=2

(α4i+3 + α4i+4) (4.5)Supondo o segundo aso: r1 = (1, 0)(0, 0)(1, 0)(0, 0)(0, 0)(0, 1)(a3 , c3) . . . e
r2 = (1, 0)(0, 0)(1, 0)(0, 0)(0, 1)(0, 0)ttttt . . . onde t = (0, 1)(1, 0)(1, 0)(0, 1) obtemos

w = α− 1 + x = α−3 + α−1 +
+∞∑

i=1

(α4i + α4i+1) (4.6)Por outro lado
w = z = α2 +

+∞∑

i=1

(α4i+1 + α4i+2) (4.7)e
w = α+ y = α+ α3 +

+∞∑

i=2

(α4i+2 + α4i+3) (4.8)Das equações (4.3) à (4.8) obtemos, por exemplo (usando a equação (4.4)):
w = α2 + (α5 + α6) + (α9 + α10) + (α13 + α14) + . . .Como α7 = α6 + α5 + α3 então
w = α2 + (α7 − α3) + (α11 − α7) + (α15 − α11) + . . .Portanto, w = α2 − α3.



34 Apliação do aut�mato para a parametrização da Fronteira de RDa mesma maneira provamos Rα ∩ R1 = {−α3}. As outras propriedades deorrem failmentedos itens 1 e 2. �Vamos mostrar que Rα−1 se deompõe em três subonjuntos, que são as imagens de Rα−1 porada uma das três funções gi, i ∈ {0, 1, 2} de�nidas por:
g0(z) = α−3 + α−1 + α2z, g1(z) = −1 − α3 + α3z, e g2(z) = α2 + α5 + α4z, z ∈ CDe fato, mostraremos que Rα−1 é homeomorfo a um segmento de reta. Sejam a, b ∈ Rα−1. Sedenotarmos por I(a, b) o segmento em Rα−1 ligando a e b, em virtude do Lema 4.0.5 veremos que

g0(Rα−1) = I(−α3 − 1,−(α−1 + α+ α5)) = I(g0(α
2 − α3), g0(−α

3 − 1)) = I(g0(w), g0(u))

g1(Rα−1) = I(−(α−1 + α+ α5),−(α−1 + α+ α4 + α6)) = I(g1(α
2 − α3), g1(−α

3 − 1)) = I(g1(w), g1(u))

g2(Rα−1) = I(−(α−1 + α+ α4 + α6), α2 − α3) = I(g2(−α
3 − 1), g2(α

2 − α3)) = I(g2(u), g2(w)).
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Lema 4.0.5 Rα−1 veri�a as seguintes propriedades, onde u = −1 − α3 e w = α2 − α3:1. Rα−1 = g0(Rα−1) ∪ g1(Rα−1) ∪ g2(Rα−1);2. g0(Rα−1) ∩ g1(Rα−1) = {−(α−1 + α+ α5)} = {g0(u)} = {g1(w)};3. g1(Rα−1) ∩ g2(Rα−1) = {−(α−1 + α+ α4 + α6)} = {g1(u)} = {g2(u)};4. g0(Rα−1) ∩ g2(Rα−1) = ∅.Demonstração:1. Vamos mostrar que gi(Rα−1) ⊂ Rα−1, ∀i ∈ {0, 1, 2}.

g0(Rα−1) = (α−3 +α−1 +α2R)∩ (α−3 +α−1 +α+α−1 +α2R) = (α−3 +α−1 +α2R)∩ (α2 +

α2R) = ((α−1)+α2R)∩ (α2 +α2R) e g2(Rα−1) = (α2 +α5 +α4R)∩ (α2 +2α5−α4 +α4R).Por outro lado α2+2α5−α4 = α2+α5+α3−α = (α−1)+1+α2+α3+α5 = (α−1)+α4+α5.Logo, g2(Rα−1) = (α2 + α5 + α4R) ∩ ((α− 1) + α4 + α5 + α4R) ⊂ Rα−1.Seja x ∈ Rα−1 então x = α− 1 +
∑∞

i=2 εiα
i =

∑∞
i=2 ε

′

iα
i onde (εi)i≥2, (ε

′

i)i≥2 ∈ D∞.Como α− 1 = α−3 + α−1 então
(1, 0)(0, 0)(1, 0)(0, 0)(0, 0)(ε2 , ε

′

2)(ε3, ε
′

3)(ε4, ε
′

4) . . .é um aminho no aut�mato omeçando no estado iniial.Portanto, a únia possibilidade é (ε2, ε
′

2)(ε3, ε
′

3)(ε4, ε
′

4) = (0, 1)(0, 0)(1, 0).Logo x = α−3 + α−1 + α4 +
∑∞

i=5 εiα
i = α2 +

∑∞
i=5 ε

′

iα
i.Assim,

x = α−3 + α−1 + α4 + α3z = α2 + α3z
′

, onde z, z′

∈ R (4.9)



37Então, g1(x) = −1 − α3 + α3(α2 + α3z
′

) e g1(x) = −1 − α3 + α3(α−3 + α−1 + α4 + α3z).Logo g1(x) = −1− α3 + α5 + α6z = −1 + α+ α4 + α6z ∈ (R+ α− 1) e g1(x) = −α3 + α2 +

α7 + α6z
′

= α2 + α5 + α6 + α6z
′

∈ R.Portanto, g1(x) ∈ Rα−1, logo g1(Rα−1) ⊂ Rα−1.Agora vamos mostrar a inlusão inversa.Seja z um elemento de Rα−1. Então
z = α−3 + α−1 + α4 +

∞∑

i=5

εiα
i = α2 +

∞∑

i=5

ε
′

iα
i, onde (εi)i≥5, (ε

′

i)i≥5 ∈ D∞.e (1, 0)(0, 0)(1, 0)(0, 0)(0, 0)(0, 1)(0, 0)(1, 0)(ε5 , ε
′

5) . . . é um aminho no aut�mato.Em virtude do aut�mato dos omplexos duplos, temos z = 1
α3 + 1

α
+ α2w = α2 + α2w

′

, onde
w, w

′

∈ R pois (1, 0)(0, 0)(1, 0)(0, 0)(0, 0)(0, 1) . . . é o únio aminho em A que omeça om
(1, 0), (0, 0)(1, 0). Assim temos as possibilidades:Analisando o aut�mato temos as seguintes três possibilidades: (ε5, ε

′

5)(ε6, ε
′

6) = (0, 0)(0, 1) ou
(ε5, ε

′

5)(ε6, ε
′

6) = (1, 1)(0, 1) ou (ε5, ε
′

5)(ε6, ε
′

6) = (0, 1)(0, 1).

• Se (ε5, ε
′

5)(ε6, ε
′

6) = (0, 0)(0, 1)então neste aso temos z = α−3 +α−1 +α2w0 = α2 +α2w
′

0 onde w0, w
′

0 ∈ R. Logo g−1
0 (z) ∈

Rα−1, portanto, z ∈ g0(Rα−1).
• Se (ε5, ε

′

5)(ε6, ε
′

6) = (0, 1)(0, 1) então z = α−3 + α−1
︸ ︷︷ ︸

α−1

+α4 +
∑

i=7 εiα
i = α2 + α5 + α6 +

∑∞
i=8 ε

′

iα
i.Logo g−1

1 (z) = α−3+1+α−2−α−3+α+
∑∞

i=7 εiα
i−3 = α−3+1+α−1+α2+α3+

∑∞
i=8 ε

′

iα
i−3.Assim, g−1(z) = α−2 + 1 + α+

∑∞
i=7 εiα

i−3 = α−3 + α−1 + 1 + α2 + α3 +
∑∞

i=8 εiα
i−3.Então, g−1

1 (z) = α2 +
∑∞

i=7 εiα
i−3 = (α− 1) + α4 +

∑∞
i=8 ε

′

iα
i−3.Portanto, g−1

1 (z) ∈ Rα−1, logo z ∈ g1(Rα−1).

• Se (ε5, ε
′

5)(ε6, ε
′

6) = (1, 1)(0, 1) então z = α−3 + α−1
︸ ︷︷ ︸

α−1

+α4 +
∑∞

i=7 εiα
i = α2 + α5 + α6 +

∑∞
i=8 ε

′

iα
i.Logo g−1

2 (z) = −α−2 − α+ α−3 − α−4 + 1 + α+
∑∞

i=7 εiα
i−4 = −α−2 − α+ α−2 + α+ α2 +

∑∞
i=8 ε

′

iα
i−4.Então, g−1
2 (z) = −α−2 + α−3 − α−4 + α−1 + α−2 + α−4 +

∑∞
i=7 εiα

i−4 = α2 +
∑∞

i=8 ε
′

iα
i−4.



38 Apliação do aut�mato para a parametrização da Fronteira de RAssim, g−1
2 (z) = α−3 + α−1

︸ ︷︷ ︸
α−1

+
∑∞

i=7 εiα
i−4 = α2 +

∑∞
i=8 ε

′

iα
i−4.Portanto, g−1

2 (Rα−1) ⊂ Rα−1, logo z ∈ g2(Rα−1).2. Suponha que γ ∈ g0(Rα−1) ∩ g1(Rα−1).Então existem y, z ∈ Rα−1 tais que γ = g0(y) = g1(z) isto é
α−1 + α−3
︸ ︷︷ ︸

α−1

+α2y = −1 − α3 + α3z. (4.10)Logo, y = −α−1−α+αz. Por (4.9) podemos esrever os elementos de Rα−1 de duas maneiras.Considerando a primeira z = α−1+α4+α3z̃, z̃ ∈ R, e omo α2−2α+1−α−1 = 0 substituindoem (4.10) temos:
y = −α−1 − α+ α(α− 1 + α4 + α3z̃)

= −α−1 − α+ α2 − α+ α5 + α5z̃

= (−2α− α−1) + α2 + α5 + α4z̃

= −α2 − 1 + α2 + α5 + α4z̃

= −1 + α5 + α4z̃ ∈ (R− 1)Portanto, y ∈ R ∩ (R + α− 1) ∩ (R− 1).Agora onsiderando a segunda maneira z = α2 + α3ẑ, ẑ ∈ R e omo α3 = α2 + α + 1/α,substituindo em (4.10) temos
y = −α−1 − α+ α(α2 + α3ẑ)

= −α−1 − α+ α3 + α4ẑ

= −α−1 − α+ α2 + α+ 1
α

+ α4ẑ

= α2 + α4ẑDos dois asos anteriores segue que y ∈ R ∩ (R + α − 1) ∩ (R − 1) e pelo Lema (4.0.4),
y = −1 − α3 = u. Assim, y = g0(u) = g1(w).Portanto, g0(Rα−1) ∩ g1(Rα−1) = {−(α−1 + α+ α5)} = g0(u) = g1(w).3. Suponha γ ∈ g1(Rα−1) ∩ g2(Rα−1).Então existem y, z ∈ Rα−1 tais que γ = g1(y) = g2(z) logo γ = −1−α−3+α3y = α2+α5+α4z.Desta forma,

y = α−3 + α−1 + 1 + α2 + αz. (4.11)Pela equação (4.9) temos que os elementos de Rα−1 podem ser esritos de duas maneiras.Considerando y = α2 + α3z̃, z̃ ∈ R,temos, z = −1 − α+ 1
α
(α2 + α3ẑ) = −1 + α2ẑ ∈ R − 1.



39Da análise aima temos que z ∈ R ∩ (R + α − 1) ∩ (R − 1) e, portanto, pelo Lema (4.0.4),
z = −1 − α3. Assim,

γ = α2 + α5 + α4z = α2 + α5 + α4(−1 − α3)

= α2 + α5 − α4 − α7

= −( 1
α

+ α+ α4 + α6).Portanto, g1(Rα−1) ∩ g2(Rα−1) = {−(α−1 + α+ α4 + α6)} = g1(u) = g2(u).4. Suponha γ ∈ g0(Rα−1) ∩ g2(Rα−1).Então existem y, z ∈ Rα−1 tais que γ = g0(y) = g2(z) ou seja γ = α−1 + α−3 + α2y =

α2 + α5 + α4z. Desta forma,
y = α− 1 + α3 + α2z = α−3 + α−1 + α3 + α2z (4.12)Por (4.9) podemos esrever os elementos de Rα−1 de duas maneiras, onsiderando a primeira: z =

α− 1 + α4 + α3z̃, z̃ ∈ R substituindo em (4.12) e se α4 − 2α3 + α2 − α = 0 então
y = α−1 + α−3 + α3 + α2z

= α−1 + α−3 + α3 + α2(α− 1 + α4 + α3z̃)

= α− 1 + 2α3 − α2 + α6 + α5z̃

= −1 + (α + 2α3) − α2 + α6 + α5z̃

= −1 + α4 + α2 − α2 + α6 + α5z̃

= −1 + α4 + α6 + α5z̃.Logo, y = −1 − α3 = u ∈ R ∩ (R + α− 1) ∩ (R− 1).Agora, onsiderando a segunda maneira z = α2 + α3ẑ, ẑ ∈ R e novamente substituindo em(4.12) temos,
y = α−1 + α3 + α2z = α−1 + α−3

︸ ︷︷ ︸
α−1

+α3 + α2(α2 + α3ẑ) = −1 + α5 + α5ẑ.Dos dois asos anteriores, onluímos que y ∈ R∩(R+α−1)∩(R−1) e, portanto, pelo Lema(4.0.4), y = −1−α3. Assim, γ = α−1+α−3+α2y = α−1+α−3+α2(−1−α3) = −α−1−α−α5.Agora tomando z, em (4.12) temos
α−1 + α−3 + α2y = α2 + α5 + α4z ⇒ z = −α−3 − α−5 − α+ α2y. (4.13)Como y ∈ Rα−1 pode ser esrito de duas maneiras, onsiderando a primeira y = α−1+α4 +

α3z̃, z̃ ∈ R, temos substituindo em (4.13): z = −α−3−α−5−α+α−2(−α−3+α−1+α4+α3z̃ =
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−α+ α2 + αz̃.Logo z ∈ R ∩ (R + α− 1) ∩ (R− α) = ∅.Usando a segunda forma y = α2 + α3ẑ, ẑ ∈ R na equação (4.13) temos, z = −α−3 − α−5 −

α+ α−2(α−3 + α−1 + α4 + α3z̃) = −α+ α2 + αz̃ =⇒ z ∈ R ∩ (R + (α− 1)) ∩ (R− α).Considerando a segunda forma y = α2 + α3ẑ, ẑ ∈ R temos:
z = −α−3 − α−5 − α+ α−2(α2 + α3ẑ)

= −α−3 − α−5 − α+ 1 + αẑ

= −2α−3 − α−5 − α−1 + αẑ

= −1 + αẑ.Logo, z ∈ R ∩ (R + α− 1) ∩ (R− 1) e pelo Lema (4.0.4) temos que z = −1 − α3.Agora se z = −1 − α3 substituindo em (4.13) temos
α−1 + α−3 + α2(−1 − α3) = α2 + α5 + α4(−1 − α3)

α− 1 − α2 − α5 = α2 + α5 − α4 − α7

α+ α4 + α7 = 1 + 2α2 + 2α5

α+ α4 + α7 = 1 + 2α2 − α3 + α4 + α6

α7 = 1 + 2α2 − α− α3 + α6

α7 = α6, o que não oorre!Portanto, g0(Rα−1) ∩ g2(Rα−1) = ∅.
�Lema 4.0.6 As seguintes relações são veri�adas:1. R1 = −α+ α−1Rα−1;2. Rα = −α2 + Rα−1;3. R1−α = −α+ 1 + Rα−1;4. R−α = −α− α2 + Rα−1;5. R−1 = −1 − α+ α−1Rα−1Demonstração:



411. Seja z ∈ R1, então z = 1 +
∑∞

i=2 εiα
i =

∑∞
i=2 ε

′

iα
i, onde (εi)i≥2, (ε

′

i)i≥2 ∈ D∞. Vamosmostrar que z ∈ −α+ α−1Rα−1. Como
α− 1 = α−3 + α−1 (4.14)então (1, 0)(0, 0)(ε2 , ε

′

2), (0, 0)(ε4 , ε4) . . . é um aminho no aut�mato duplo omeçando no es-tado iniial.Analisando o aut�mato temos três possibilidades:(ε2, ε′2)(0, 0)(ε4 , ε′4) = (1, 0)(0, 0)(0, 0) ou
(ε2, ε

′

2)(0, 0)(ε4 , ε
′

4) = (1, 0)(0, 0)(1, 1) ou (ε2, ε
′

2)(0, 0)(ε4 , ε
′

4) = (1, 0)(0, 0)(0, 1).Caso 1: Se (ε2, ε
′

2)(0, 0)(ε4 , ε
′

4) = (1, 0)(0, 0)(0, 0) então temos z = 1 + α2 + α5w1 = α5w
′

1onde w1, w
′

1 ∈ R. Assim α2 + αz = α2 + α(1 + α2 + α5w1) = α2 + α5w
′

1. Por outro lado
α2 + αz = (α− 1) + α4 + α6w1.Portanto, α2 + αz ∈ (R + α− 1) ∩R = Rα−1, logo z ∈ −α+ α−1Rα−1.Caso 2: Se (ε2, ε

′

2)(0, 0)(ε4 , ε
′

4) = (1, 0)(0, 0)(1, 1) então temos z = 1 + α2 + α4 + α5w2 =

α4 +α5w
′

2 onde w2, w
′

2 ∈ R. Logo α2 +αz = α2 +α(1+α2 +α4+α5w2) = α2 +α(α4 +α5w
′

2).Reiproamente, α2 +αz = (α− 1) + (1 +α2 +α3) +α5 +α6w2 = (α− 1) +α4 +α5 +α6w2.Assim, α2 + αz ∈ (R + α− 1) ∩R = Rα−1, então z ∈ −α+ α−1Rα−1.Caso 3: Se (ε2, ε
′

2)(0, 0)(ε4 , ε
′

4) = (1, 0)(0, 0)(0, 1) então temos z = 1+α2 +α5w3 = α4 +α5w
′

3onde w3, w
′

3 ∈ R. Logo α2 + αz = α2 + α(1 + α2 + α5w3) = α2 + α(α4 + α5w
′

3).Agora, temos que α2 + αz = α2 + α+ α3 + α6w3 = (α− 1) + α4 + α6w3.Portanto, α2 + αz ∈ (R + α− 1) ∩R = Rα−1, então z ∈ −α+ α−1Rα−1.Dos três asos aima, segue que α2 + αz ∈ Rα−1.Reiproamente, se x ∈ Rα−1 = g0(Rα−1) ∪ g1(Rα−1) ∪ g2(Rα−1) então se x ∈ g0(Rα−1)usando a relação (4.9) podemos esrevê-lo de duas maneiras: onsiderando a primeira x =

g0(α
−3 + α−1 + α4 + α3z1) = α2 + α6 + α5z1, onde z1 ∈ Rα−1 temos que −α + α−1x =

−α+ α−1(α2 + α6 + α5z1) = −α+ α+ α5 + α4z1 = α5 + α4z1 ∈ R.Agora, onsiderando a segunda x = g0(α
2+α3z2) = α−1+α4+α5z2, z2 ∈ R logo −α+α−1x =

−α+ 1− α−1 + α3 + α4z2 = −α+ 1− α−1 + α2 + α+ α−1 + α4z2 = 1 + α2 + α4z2 ∈ R+ 1.Portanto, −α− α−1x ∈ R1.Se x ∈ g1(Rα−1) usando o mesmo raioínio anterior temos x = g1(α
−3 +α−1 +α4 +α3z3) =

α2 + α5 + α6 + α6z3, onde z3 ∈ R temos que −α + α−1x = α4 + α5 + α6z3 ∈ R. Tomando
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2 +α3z4) = α− 1 +α4 +α6z4, z4 ∈ R então temos −α+ α−1x = −α−α−1 +

1 + α2 + α+ α−1 + α5z4 = 1 + α2 + α5z4 ∈ R + 1.Finalmente, se x ∈ g2(Rα−1) onsiderando x = g2(α
−3+α−1+α4+α3z5) = α+α2+α3+α5+

α8 + α7z5, onde z5 ∈ Rα−1 então temos que −α+ α−1x = 1 + α2 + α4 + α7 + α6z5 ∈ R+ 1.Tomando agora x = g2(α
2 + α3z6) = α2 + α5 + α6 + α7z6, z6 ∈ R temos −α + α−1x =

α4 + α5 + α6z6 ∈ R.Portanto, −α+ α−1Rα−1 ⊂ R1.2. Seja z ∈ Rα, então z = α +
∑∞

i=2 εiα
i =

∑∞
i=2 ε

′

iα
i, onde (εi)i≥2, (ε

′

i)i≥2 ∈ D∞ logo
(1, 0)(ε2, ε

′

2)(ε3, ε
′

3) . . . é um aminho no aut�mato duplo omeçando no estado iniial. Anal-isando o aut�mato temos as seguintes possibilidades: (ε2, ε
′

2), (ε3, ε
′

3)(ε4, ε
′

4) = (0, 0)(1, 0)(0, 0)ou (ε2, ε
′

2)(ε3, ε
′

3) = (0, 1)(1, 0).Caso 1: Se (ε2, ε
′

2)(ε3, ε
′

3)(ε4, ε
′

4) = (0, 0)(1, 0)(0, 0) então temos z = α+α3+α5t1 = α5t
′

1 onde
t1, t

′

1 ∈ R. Assim z+α2 = α+α2+α3+α5t1 = α2 + α5t
′

1︸ ︷︷ ︸
∈ R

. Logo z+α2 = α+α2+α3+α5t1 =

(α− 1) + α4 + α5t1 ∈ R + α− 1.Portanto, z + α2 ∈ R + (α− 1) ∩R = Rα−1 e assim z ∈ −α2 + Rα−1.Por outro lado, se x ∈ Rα−1 = g0(Rα−1) ∪ g1(Rα−1) ∪ g2(Rα−1) então se x ∈ g0(Rα−1)usando a relação (4.9) podemos esrevê-lo de duas maneiras. Considerando a primeira x =

g0(α
−3 +α−1 +α4 +α3t2) = α2 +α6 +α5t2, onde t2 ∈ Rα−1 então −α2 +x = α6 +α5t2 ∈ R.Agora, se x = g0(α

2 +α3t
′

2) = α−1+α4 +α5t
′

2, t
′

2 ∈ Rα−1 então −α2 +x = α+α3 +α5t
′

2 ∈

R + α.Se x = g1(α
−3 + α−1 + α4 + α3t2) = α2 + α5 + α6t2, onde t2 ∈ Rα−1 então temos que

−α2 + x = α5 + α6t2 ∈ R.E se x = g1(α
2 +α3t

′

2) = α−1+α4 +α6t
′

2, t
′

2 ∈ Rα−1 então −α2+x = α+α3+α6t
′

2 ∈ R+α.E �nalmente, se x = g2(α
−3 + α−1 + α4 + α3t2) = α − 1 + α4 + α5 + α8 + α7t2, onde

t2 ∈ Rα−1 então −α2 + x = α + α3 + α5 + α8 + α7t2 ∈ R + α. E se x = g2(α
2 + α3t

′

2) =

α2 + α5 + α6 + α7t
′

2, t
′

2 ∈ Rα−1 então −α2 + x = α5 + α6 + α7t
′

2 ∈ R.Portanto, das análises anteriores temos que −α2 + Rα−1 ⊂ Rα e assim Rα = −α2 + Rα−1.Caso 2: Se (ε2, ε
′

2)(ε3, ε
′

3) = (0, 1)(1, 0) então temos z = α + α3 + α4w3 = α2 + α4w
′

3onde w3, w
′

3 ∈ R. Assim z + α2 = α + α2 + α3 + α4w3 = 2α2 + α4w
′

3. Logo z + α2 =

α+ α2 + α3 + α5t1 = (α− 1) + α4 + α5t1 ∈ R + α− 1. �



4.1 Parametrização de Rα−1 434.1 Parametrização de Rα−1Seja z um elemento de Rα−1. Pelo Lema 4.0.5, existem z1 ∈ Rα−1 e a1 elemento de A =

{0, 1, 2} tais que z = ga1
(z1). Continuando assim onstruímos uma sequênia (an)n≥1 em {0, 1, 2}Ne uma sequênia (zn)n≥1 em Rα−1, tais que para todo n :

z = ga1
◦ ga2

◦ . . . ◦ gan(zn).Como as funções gi são ontrações, então para todo x ∈ Rα−1, a sequênia ga1
◦ga2

◦ . . .◦gan (x)onverge para z quando n tende a in�nito.Seja
ψ : AN −→ AN

a1a2... 7−→ b1b2...de�nida omo segue:Temos b1 = a1.Seja k ≥ 2, de�nimos bk da seguinte maneira:
• Se ak = 1 então bk = 1; (4.15)Se ak 6= 1 e ak−1 = 2 então bk = ak; (4.16)Se ak 6= 1 e ak−1 = 0 então a)bk = 2 se ak = 0;

b)bk = 0 se ak = 2.
(4.17)Se ak 6= 1 e ak−1 = 1, seja r = min{1 ≤ i ≤ k − 1, ai = ai+1 = . . . = ak−1 = 1}:

• (Se r > 1 e ar−1 = 2) ou r = 1 então
{

a)bk = ak, se #(k − r) é par
b)bk = 2 − ak, se #(k − r) é ímpar (4.18)onde #(k − r) é o número de algarismos 1 após um algarismo 0 ou 2.

• (Se r > 1 e ar−1 = 0) então
{

a)bk = ak, se #(k − r) é ímpar
b)bk = 2 − ak, se #(k − r) é par (4.19)



44 Apliação do aut�mato para a parametrização da Fronteira de RFixemos x0 ∈ Rα−1 e de�nimos f : [0, 1] −→ Rα−1 a orrespondênia de�nida da seguintemaneira: se t =
∑∞

i=1 ai3
−i onde (ai)i≥0 ∈ AN, então f(t) = lim

n−→∞
gb1 ◦ . . .◦gbn

(x0) onde b1b2 . . . =
ψ(a1a2 . . .).Teorema 4.1.1 : A orrespondênia f : [0, 1] −→ Rα−1 é uma função ontínua, bijetora e satisfaz
f(0) = u e f(1) = w.Se t e t′ pertenem a [0, 1] então t =

∑∞
i=1 ai3

−i e t′ =
∑∞

i=1 ci3
−i onde ai e ci são elementos de

{0, 1, 2} tais que ai = ci para i < k e ak < ck onde k ∈ N. Supomos que f(t) = lim
n−→∞

gc1◦. . .◦gcn(x0)e f(t
′

) = lim
n−→∞

gd1
◦ . . . ◦ gdn

(x0) onde c1c2 . . . = ψ(a1a2 . . .) e d1d2 . . . = ψ(b1b2 . . .).Para demonstrar esta proposição serão neessários alguns resultados.Lema 4.1.2 : Sejam t e t′ dois elementos de [0, 1] tais que t =
∑∞

i=1 ai3
−i e t′ =

∑∞
i=1 ci3

−i onde
ai e ci são elementos de {0, 1, 2} tais que ai = ci para i < k e ak < ck onde k ∈ N⋆.1. Se | t − t

′

|< 3−N onde N > k, então ck = ak + 1, ci = 0 e ai = 2 para todo i que satisfaz
k + 1 ≤ i ≤ N.2. Se t = t

′ então ck = ak + 1, ci = 0 e ai = 2 para i ≥ k + 1.Demonstração:1.
3−N >

∑∞
i=1(ci − ai)3

−i = (ck − ak)3
−K +

∑∞
i=k+1(ci − ai)3

−i

= (ck − ak − 1)3−k +
∑∞

i=k+1(2 + ci − ai)3
−i.2. A segunda relação segue imediatamente da primeira. �Vamos usar o seguinte lema para provar a proposição:Lema 4.1.3 Sejam f, g0, g1 e g2 de�nidas anteriormente. As seguintes propriedades são veri�-adas:1)

lim
n−→∞

gn
2 (z) = w = α2 − α3 (4.20)2)

lim
n−→∞

g1 ◦ g
n
2 (z) = lim

n−→∞
g2
0 ◦ gn

2 (z) = g0(u) = −α−1 − α− α5 (4.21)



4.1 Parametrização de Rα−1 453)
lim

n−→∞
g1 ◦ g0 ◦ g

n
2 (z) = lim

n−→∞
g2 ◦ g0 ◦ g

n
2 (z) = g1(u) = −α−1 − α− α4 − α6. (4.22)Demonstração:1) Como g2(z) = α2 + α5 + α4z, z ∈ C, então g2

2(z) = α2 + α5 + α6 + α9 + α8z. Podemosprovar por indução que gn
2 (z) =

∑n−1
i=0 (α4i+2 +α4i+5)+α4nz. Assim, omo |α| < 1 temos que

limn−→∞ gn
2 (z) = limn−→∞(

∑∞
i=0 α

4i+2 + α4i+5) + limn−→∞(α4nz) = (α2+α5)
1−α4 = (α6−α4)

−α2−α3 =

α2 − α3 = w.2) Como g1(z) = −1 − α3 + α3z e g2
0(z) = α2 + α4z então limn−→∞ g1(g

n
2 (z)) = g1(α

2 − α3) =

−1 − α3 + α3(α2 − α3) = −(α5 + α+ α−1) = g0(u)Assim, limn−→∞ g1 ◦ g
n
2 (z) = limn−→∞ g2

0 ◦ gn
2 (z)3) Como g1◦g0(z) = g1(α

−3+α−1 +α2z) = −α−1−α+α5z e g2 ◦g0(z) = g2(α
−3 +α−1+α2z) =

α2+α5+α+α3+α6z então limn−→∞ g1◦g0(g
n
2 (z)) = g1◦g0(α

2−α3) = −(α−1+α+α4+α6) =

g0(u) e limn−→∞ g2 ◦ g0 ◦ gn
2 (z) = g2 ◦ g0(α

2 − α3) = α2 + α5 + α + α3 + α6(α2 − α3) =

−(α−1 + α+ α4 + α6).Portanto, limn−→∞ g1 ◦ g0 ◦ g
n
2 (z) = limn−→∞ g2 ◦ g0 ◦ g

n
2 (z). �Prova do Teorema:

f é bem de�nida: Sejam t, t
′

∈ [0, 1] tais que t =
∑∞

i=1 ai3
−i e t′ =

∑∞
i=1 a

′

i3
−i. Suponhamosque t = t

′ e que (ai)i≥2 ≤lex (a
′

i)i≤2. Por Teorema temos que ai = a
′

i para i < k e que existe um ktal que a′

k = ak + 1, a
′

i = 0, i ≥ k + 1, a
′

i = 2, i ≥ k + 1.Sejam (bi) e (ci) as imagens de (ai) e (a
′

i) por ψ, resptivamente.Sem perda de generalidade vamos supor t = (a1a2 . . . ak−112) e t′ = (a1a2 . . . ak−120), k ≥ 2,onde 2 = 222 . . . e 0 = 000 . . ..Caso 1: Se ak−1 = 0 então t = (a1a2 . . . ak−2012) e t′ = (a1a2 . . . ak−2020). Logo ψ(t) =

(b1b2 . . . bk−2bk−1bk . . .) e ψ(t
′

) = (b1b2 . . . bk−2bk−1ckck+1 . . .). Vamos determinar bkbk+1 . . . e
ckck+1 . . ..Se ak = 1 então pela relação (4.15) temos que bk = 1. Como ak+1 = 2 e ak = 1, da relação(4.19)(a) segue que bk+1 = 2 = ak+1. Como aj = 2, para todo j ≥ k + 2, então por (4.16) temosque bj = 2, para todo j ≥ k + 2.Agora vamos determinar ckck+1 . . .. Como ak−1 = 0 e a′

k = 2 então pela relação (4.17)(b) temosque ck = 0. Como a′

k = 2 e a′

k+1 = 0 então por (4.16) ck+1 = a
′

k+1 = 0. Como a′

l = 0 para todo
l ≥ k + 2 então por (4.17)(a) cl = 2, para todo l ≥ k + 2.



46 Apliação do aut�mato para a parametrização da Fronteira de RAssim, ψ(t) = (b1b2 . . . bk−112) e ψ(t
′

) = (b1b2 . . . bk−1002).Logo, f(t) = limn−→∞ gb1 ◦gb2 ◦. . .◦gbk−1
◦g1◦g

n
2 (x0) = gb1 ◦gb2 ◦. . .◦gbk−1

(limn−→∞ g1◦g
n
2 (x0)).Portanto, pela equação (4.21) do Lema (4.1.3) temos que f(t) = f(t

′

).Caso 2: Se ak−1 = 2 então t = (a1a2 . . . ak−2212) e t′ = (a1a2 . . . ak−2220). Então ψ(t) =

(b1b2 . . . bk−2bk−1 . . .) e ψ(t
′

) = (b1b2 . . . bk−1ckck+1 . . .).Como ak = 1 então pela relação (4.15) bk = 1. Como ak+2 = 2 e ak+1 = 1 então por (4.18)(b)
bk+1 = 2 − ak+1 = 2 − 2 = 0. Como ak+2 = 2 então por (4.16) bk+2 = 2.Assim ψ(t) = (b1b2 . . . bk−1102).Vamos determinar ckck+1 . . .: se ak−1 = 2 então por (4.16) ck = a

′

k = 2. Se a′

k = 2 então por(4.16) ck+1 = a
′

k+1 = 0. Se a′

i = 0 para todo i ≥ k+2 então pela relação (4.17)(a) ci = 2 para todo
i ≥ k + 2. Logo ψ(t

′

) = (b1b2 . . . bk−1202).Logo,
f(t) = lim

n−→∞
gb1 ◦gb2 ◦. . .◦gbk−1

◦g1◦g0◦g
n
2 (x0) e f(t

′

) = lim
n−→∞

gb1 ◦gb2 ◦. . .◦gbk−1
◦g2◦g0◦g

n
2 (x0).Temos que f(t) = limn−→∞ gb1 ◦gb2 ◦. . .◦gbk−1

◦g1◦g0◦g
n
2 (x0) = gb1 ◦gb2 ◦. . .◦gbk−1

(limn−→∞ g1◦

g0◦g
n
2 (x0)). Pela equação (4.22) do Lema (4.1.3) temos f(t) = gb1 ◦gb2 ◦. . .◦gbk−1

(−(α−1+α+α4+

α6)) e f(t
′

) = gb1◦gb2◦. . .◦gbk−1
(limn−→∞ g2◦g0◦g

n
2 (x0)) = gb1◦gb2◦. . .◦gbk−1(−(α−1+α+α4+α6)).Portanto, f(t) = f(t

′

).Caso 3: Se ak−1 = 1 então vamos subdividir este item em 3 asos:1. Se t = (a1a2 . . . ar−20ar . . . ak−112) onde ar = . . . = ak−1 = 1 e t′ = (a1a2 . . . ar−20ar . . . ak−120)onde ar = . . . = ak−1 = 1 e #(k − r) é par então pela relação (4.15) se ak = 1 então bk = 1e por (4.19)(a) bk+1 = 2 = ak+1.Vamos determinar ckck+1 . . .: omo a′

k = 2 e #(k − r) é par então pela equação (4.19)(b)
ck = 2 − a

′

k = 0. Se a′

k+1 = 0 e a′

k = 2 então por (4.16) ck+1 = 0. Finalmente, se a′

i = 0,para todo i ≥ k+ 1 então por (4.17)(a) ci = 2 para todo i ≥ k+ 1. Logo, ψ(t) = (b1b2bk−112)e ψ(t
′

) = (b1b2 . . . bk−1002).Assim,
f(t) = lim

n−→∞
gb1 ◦gb2 ◦ . . .◦gbk−1

◦g1 ◦g
n
2 (x0) e f(t

′

) = lim
n−→∞

gb1 ◦gb2 ◦ . . .◦gbk−1
◦g2

0 ◦g
n
2 (x0).Este aso é igual ao Caso 1.Se ak = 1 então pela equação (4.15) temos bk = 1. Se #(k − r) é ímpar então por (4.19)
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bk+1 = 2 − ak+1 = 2 − 2 = 0. Como ai = 2, para todo i ≥ k + 1 então por (4.16) bi = 2 paratodo i ≥ k + 2.Vamos determinar ckck+1 . . .: se #(k − r) é ímpar então ck = a

′

k = 2. Como a′

k = 2 entãopor (4.16) ck+1 = a
′

k+1 = 0. Agora, omo a′

k+1 = 0 e a′

k+2 = 0 então pela equação (4.17)(b)
ck+2 = 2. Logo, ψ(t) = (b1b2bk−1102) e ψ(t

′

) = (b1b2 . . . bk−1202).Assim,
f(t) = lim

n−→∞
gb1◦gb2◦. . .◦gbk−1

◦g1◦g0◦g
n
2 (x0) e f(t

′

) = lim
n−→∞

gb1◦gb2◦. . .◦gbk−1
◦g2◦g0◦g

n
2 (x0).Este aso é igual ao Caso 2.2. Se t = (a1a2 . . . ar−22ar . . . ak−112) onde ar = . . . = ak−1 = 1, e t′ = (a1a2 . . . ar−22ar . . . ak−120)onde ar = . . . = ak−1 = 1.Se ak = 1 então pela equação (4.15) bk = 1. Se #(k − r) é par então por (4.18)(b) bk+1 =

2 − ak+1 = 2 − 2 = 0 e omo aj = 2 e aj+1 = 2, para todo j ≥ k + 1 então por (4.16)
bl = al = 2 para todo l ≥ k + 2. Logo bkbk+1bk+2 . . . = 102.Determinando ckck+1 . . .: se #(k − r) é par então pela equação (4.18)(a) ck = a

′

k = 2 omo
a
′

k = 2 e a′

k+1 = 0 então por (4.16) ck+1 = a
′

k+1 = 0. Agora, omo a′

j = 0 = a
′

j+1 = 0 paratodo j ≥ k + 1 então por (4.17)(a) cl = 2, para todo l ≥ k + 2.Assim, ψ(t) = (b1b2 . . . bk−1102) e ψ(t
′

) = (b1b2 . . . bk−1202).Portanto,
f(t) = lim

n−→∞
gb1◦gb2◦. . .◦gbk−1

◦g1◦g0◦g
n
2 (x0) e f(t

′

) = lim
n−→∞

gb1◦gb2◦. . .◦gbk−1
◦g2◦g0◦g

n
2 (x0) = f(t

′

).Este aso é igual ao Caso 2.Se ak = 1 então pela equação (4.15) bk = 1. Se #(k − r) é ímpar então por (4.18)(a)
bk+1 = ak+1 = 2. Como aj = 2 para todo j ≥ k + 2 então por (4.16) bj = 2 para todo
j ≥ k + 2.Determinando ckck+1 . . .: se #(k − r) é ímpar então pela equação (4.18)(b) ck = 2 − a

′

k =

2 − 2 = 0. Como a
′

k = 2 e a′

k+1 = 0 então por (4.16) ck+1 = a
′

k+1 = 0. Agora, omo
a
′

l = 0 = a
′

l+1 para todo l ≥ k + 2 então por (4.17)(a) cl = 2, para todo l ≥ k + 2. Assim,
ψ(t) = (b1b2 . . . bk−112) e ψ(t

′

) = (b1b2 . . . bk−1002).
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f(t) = lim

n−→∞
gb1◦gb2◦. . .◦gbk−1

◦g1◦g
n
2 (x0) e f(t

′

) = lim
n−→∞

gb1◦gb2◦. . .◦gbk−1
◦g2

0◦g
n
2 (x0) = f(t

′

).Este aso é igual ao Caso 1.3. Se t = (a1a2 . . . ak−1akak+1 . . .) onde a1 = . . . = ak−1 = 1, ak = 1, ai = 2 para todo i ≥ k+1e t′ = (a1a2 . . . ak−1ak . . .) onde a1 = . . . = ak−1 = 1, a
′

k = 2, a
′

i = 0 para todo i ≥ k + 1.Vamos determinar bkbk+1 . . . e ckck+1 . . ..Como ak = 1 então pela equação (4.15) bk = 1. Se #(k − r) é par então por (4.18)(b)
bk+1 = ak+1 = 2 e omo al = 2 = al+1 para todo l ≥ k + 2 então bl = al = 2 para todo
l ≥ k + 2.Para determinar ckck+1 . . .: se #(k − r) é par então pela equação (4.18)(b) ck = 2 − a

′

k =

2− 2 = 0. Como a′

k = 2 então por (4.16) ck+1 = a
′

k+1 = 0. Finalmente, omo al = al+1 paratodo l ≥ k + 2 então por (4.17)(a) c′l = 2, para todo l ≥ k + 2.Assim, ψ(t) = (b1b2 . . . bk−112) e ψ(t
′

) = (b1b2 . . . bk−1002) e onlui-se pelo Caso 1 que
f(t) = f(t

′

).Como ak = 1 então pela equação (4.15) bk = 1. Se #(k − r) é ímpar então por (4.18)(a)
bk+1 = 2−ak+1 = 2−2 = 0. Se al = 2 = al+1 para todo l ≥ k+2 então por (4.16) bl = al = 2para todo l ≥ k + 2.Para determinar ckck+1 . . .: se #(k − r) é ímpar então pela equação (4.18)(a) ck = a

′

k = 2.Como a′

k = 2 então por (4.16) ck+1 = a
′

k+1 = 0. Agora, omo a
′

l = a
′

l+1 = 0 para todo
l ≥ k + 2 então por (4.17)(a) c′l = 2, para todo l ≥ k + 2.Assim, ψ(t) = (b1b2 . . . bk−1102) e ψ(t

′

) = (b1b2 . . . bk−1202) e onlui-se pelo Caso 2 que
f(t) = f(t

′

).Portanto, em todos os asos analisados temos f(t) = f(t
′

), ou seja, f está bem de�nida. �A injetividade e a ontinuidade estão demonstradas no Apêndie.Teorema 4.1.4 A fronteira de Ra é homeomorfa ao írulo.Pelo Teorema 4.1.1, temos que f : [0, 1] −→ Rα−1 é ontínua e bijetora.Como [0, 1] é ompato, então para todo subonjunto fehado F ⊂ [0, 1], temos (f−1)−1(F ) =

f(F ) é fehado em Rα−1 (pois é ompato).



4.2 Cálulo da dimensão de Hausdor� 49Logo f−1 é ontínua, portanto, f = [0, 1] −→ Rα−1 é um homeomor�smo.Seja
g1 : [0, 1/6] −→ Rα−1

t 7−→ f(6t). Como f é um homeomor�smo, então g1 também é um homeomor�smo.Da mesma maneira, usando o Lema 4.0.6 onstruimos as funções g2 : [1/6, 2/6] −→ R−1, g3 :

[2/6, 3/6] −→ R−α, g4 : [3/6, 4/6] −→ R−α+1, g5 : [4/6, 5/6] −→ R1 e g6 : [5/6, 1] −→ Rα onde
gi, 2 ≤ i ≤ 6 são homeomorfas.Seja

h : S1 ∼ [0, 1[ −→ ∂R

t 7−→ gi(t), se t ∈ [i− 1/6, i/6[Como as funções gi são homeomor�smos, temos que h também o é. Box4.2 Cálulo da dimensão de Hausdor�Como ∂(R) é a reunião de seis urvas que são imagem de Rα−1 por uma transformação a�mtemos que dimH(Rα−1) = dimH(∂(R)). Pelo Lema 4.0.5 o onjunto Rα−1 = ∪2
i=0gi(Rα−1) é oonjunto invariante pelas semelhanças gi. Uma ota superior da dimensão de Hausdor� dessa lassede ompatos é dada pelo TeoremaTeorema 4.2.1 [11℄ Seja A um onjunto de C tal que A = ∪n

i=0ϕi(A) é ompato e invariantepelas transformações a�ns ϕi de oe�ientes ri (isto é , ∀x, y ∈ C, | ϕi(x) − ϕi(y) |= ri | x− y |)então dimH(A) ≤ s, onde s é o únio número real que veri�a ∑n
i=0 r

s
i = 1.Observação 4.2.2 Quando as ϕi(A) se intersetam em pontos é onheido que dimH(A) = s (ver[11℄).Pelo Lema 4.0.5 temos g0(Rα−1) ∩ g1(Rα−1) e g1(Rα−1) ∩ g2(Rα−1) são pontos e g0(Rα−1) ∩

g2(Rα−1) é vazio.Para todo x, y ∈ Rα−1 temos:
|g0(x) − g0(y)| = |α2||x− y|. Logo r0 = |α2|.
|g1(x) − g1(y)| = |α3||x− y|. Então r1 = |α3|.
|g2(x) − g2(y)| = |α4||x− y|. Portanto, r2 = |α4|.Consequentemente, dimH(Rα−1) = s, onde s veri�a

| α |2s + | α |3s + | α |4s= 1.



50 Apliação do aut�mato para a parametrização da Fronteira de RDeduzimos que a dimH(Rα−1) = log ρ
log|α| = 1.359337357, onde ρ é a raiz real máxima do polin�mio

X4 +X3 +X2 − 1 = 0.



Capítulo
5Parametrização da fronteira de F

Vamos onsiderar o Fratal de Rauzy lássio:
F = Fa = {

∞∑

i=2

εiα
i | ∀i ≥ 2, εi = 0, 1, . . . , a− 1, εiεi−1εi−2εi−3 <lex (a− 1)(a − 1)01}.O onjunto F foi estudado por vários matemátios. Em partiular ele é ompato, onexo, ominterior simplesmente onexo e induz um azulejamento do plano módulo Z(α−3 +α−1)+Z(α−2 +1)(ver ([9℄)).Proposição 5.0.3 A fronteira de F é ∂F =

⋃
v∈B F ∩ (F + v) onde B é um onjunto �nitoontido em Z(α−3 + α−1) + Z(1 + α−2) uja ardinalidade é par e maior ou igual a 8 e {±(α−3 +

α−1), ±α−1, ±(1 + α−2), ±(α+ α−2)} ⊂ B.Demonstração: Analogamente ao Teorema 2.1.8, item 1, provamos que ∂F =
⋃

v∈B F ∩

(F + v), onde B é um subonjunto �nito de Z(α−3 + α−1) + Z(α−2 + 1) e de ardinalidade par.Da próxima Proposição deduziremos que {±(α−3 +α−1), ±α−1, ±(1+α−2), ±(α+α−2)} ⊂ B.Observação 5.0.4 Podemos provar usando o mesmo argumento que no Teorema 2.2.1 que B =

{±(α−3 + α−1), ±α−1, ±(1 + α−2), ±(α+ α−2)}, isto é, F tem exatamente 8 vizinhos.Como no fratal om restrições R temos para o fratal F o mesmo automato:
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Figura 5.1: Fratal de RauzyProposição 5.0.5 Seja u ∈ {±(α−3 +α−1), ±α−1, ±(1+α−2), ±(α−2 +α)} e Fu = F ∩ (F +u)então as seguintes propriedades são veri�adas:1. Fα−3+α−1 ∩ F1+α−2 ∩ Fα+α−2 = {−1};2. Fα−1 ∩ F1+α−2 ∩ F
′

−α−3−α−1 = {−α};3. F
′

−α−3−α−1 ∩ F
′

−1−α−2 ∩ F
′

−α−α−2 = {−α2}.4. Fα−3+α−1 ∩ F
′

−α−1 ∩ F
′

−1−α−2 = {−α− α−1};Demonstração:1) Seja w′ um elemento de F∩(F+α−3+α−1)∩(F+α+α−2) então existem x
′

, y
′ e z′

∈ F taisque x′

=
∑+∞

i=2 a
′

iα
i, y

′

=
∑+∞

i=2 b
′

iα
i e z′

=
∑+∞

i=2 c
′

iα
i e w′

= α− 1 + x
′

= α+α−2 + y
′

= z
′ .Como α−1 = α−3+α−1 então r′1 = (1, 0)(0, 0)(1, 0)(0, 0)(0, 0)(a

′

2 , c
′

2)(a
′

3, c
′

3) . . . e para α+α−2temos r′2 = (1, 0)(0, 0)(0, 0)(1, 0)(0, 1)(0, 1)(1, 0)t
′

t
′

t
′

t
′

t
′

t
′ onde t′ = (1, 0)(0, 1)(0, 1)(1, 0) sãoaminhos do aut�mato que omeçam no estado iniial.Analisando o aut�mato obtemos

r
′

1 = (1, 0)(0, 0)(1, 0)(0, 0)(0, 0)(0, 1)(1, 1)(1, 0)(0, 0)(0, 1)(1, 1)(1, 0) . . . e
r
′

2 = (1, 0)(0, 0)(0, 0)(1, 0)(0, 1)(0, 1)(1, 0)t
′

t
′

t
′

t
′

t
′

. . . onde t′ = (1, 0)(0, 1)(0, 1)(1, 0).
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w

′

= α− 1 + x
′

= α−3 + α−1 +
+∞∑

i=1

(α4i−1 + α4i) (5.1)Por outro lado
w

′

= z
′

= α2 + α3 +

+∞∑

i=1

(α4i+2 + α4i+3) (5.2)e
w

′

= α+ α−2 + y
′

=

+∞∑

i=2

(α4i−2 + α4i−1) (5.3)Das equações (5.1) à (5.3) obtemos, por exemplo (usando a equação (5.2)):
w

′

= α2 + α3 + (α6 + α7) + (α10 + α11) + (α14 + α15) + . . .Como α8 = α7 + α6 + α4 então
w

′

= α2 + α3 − α4 + (α4 + α6 + α7) + (α10 + α11) + . . .

= α2 + α3 − α3 − α2 − 1 + 0 = −1Portanto, w′

= −1.Seja w′′

∈ F ∩ (F + α−3 + α−1) ∩ (F + 1 + α2) então existem x
′′

, y
′′ e z′′

∈ F tais que
x

′′

=
∑+∞

i=2 a
′′

i α
i, y

′′

=
∑+∞

i=2 b
′′

i α
i e z′′

=
∑+∞

i=2 c
′′

i α
i e w′′

= α− 1 + x
′′

= 1 +α−2 + y
′′

= z
′′ .Como α − 1 = α−3 + α−1 então r

′′

1 = (1, 0)(0, 0)(1, 0)(0, 0)(0, 0)(a
′′

2 , c
′′

2 )(a
′′

3 , c
′′

3 ) . . . e para
1 + α−2 temos r′′2 = (1, 0)(0, 0)(1, 0)(0, 0)(1, 1)(a

′′

3 , b
′′

3)(a
′′

4 , b
′′

4) . . . são aminhos do aut�matoque omeçam no estado iniial.Analisando o aut�mato obtemos:
r
′′

1 = (1, 0)(0, 0)(1, 0)(0, 0)(0, 0)(0, 1)(1, 1)(1, 0)(0, 0)(0, 1)(1, 1)(1, 0) . . . e
r
′′

2 = (1, 0)(0, 0)(1, 0)(0, 0)(1, 1)(0, 1)(0, 0)(1, 0)(1, 1)(0, 1)(0, 0)(1, 0)(1, 1)(0, 1)(0, 0)(1, 0) . . . .Assim
w

′′

= α− 1 + x
′′

= α−3 + α−1 +
+∞∑

i=1

(α4i−1 + α4i) (5.4)Por outro lado
w

′′

= z
′′

= α2 + α3 +

+∞∑

i=1

(α4i+2 + α4i+3) (5.5)
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w

′′

= 1 + α−2 + y
′′

= 1 + α−2 + α2 +
+∞∑

i=1

(α4i+1 + α4i+2) (5.6)Das equações (5.4) à (5.6) obtemos, por exemplo (usando a equação (5.6)):
w

′′

= 1 + α−2 + y
′′

= 1 + α−2 + α2 +
∑+∞

i=1 (α4i+1 + α4i+2)

= 1 + α−2 + α2 − α3 + (α3 + α5 + α6) + (α9 + α10) + . . .

= α−2 − 2α−1 + α−3 = α−2 − 1 − α−2.Portanto, w′′

= −1 e assim F∩(F+(α−3 +α−1))∩(F+(1+α−2))∩(F+(α+α−2)) = {−1}.Analogamente provamos os outros itens. �De fato, mostraremos que Fα−3+α−1 = F ∩ (F + α−3 + α−1) é homeomorfo a um segmento dereta. Sejam a, b ∈ Fα−3+α−1 . Se denotarmos por I(a, b) o segmento em Fα−3+α−1 ligando a e b,em virtude do Lema 5.0.6 teremos que
h0(Fα−3+α−1) = h0(Fα−1) = I(−α− α−1,−1 − α3) = I(h0(−1), h0(−α− α−1))

h1(Fα−3+α−1) = h1(Fα−1) = I(−1 − α3,−(1 + α2 + α4)) = I(h1(−1), h1(−α− α−1))

h2(Fα−3+α−1) = h2(Fα−1) = I(−(1 + α2 + α4),−1) = I(h2(−α− α−1), h2(−1)).Lema 5.0.6 Sejam h0(z) = α − 1 + α2z, h1(z) = −1 + α3z e h2(z) = α2 + α3 + α4z, temos que
Fα−1 veri�a as seguintes propriedades:1. Fα−1 = h0(Fα−1) ∪ h1(Fα−1) ∪ h2(Fα−1);2. h1(Fα−1) ∩ h2(Fα−1) = {−(1 + α2 + α4)} = {h2(−α− α−1)};3. h1(Fα−1) ∩ h0(Fα−1) = {−(1 + α3)} = {h1(−1)};4. h0(Fα−1) ∩ h2(Fα−1) = ∅.Demonstração: Vamos mostrar que hi(Fα−1) ⊂ Fα−1, ∀i ∈ {0, 1, 2}.1. Temos que h0(Fα−1 = (α−3 +α−1 +α2F)∩ (α−3 +α−1 +α2F) = (α−3 +α−1 +α2F)∩ (α2 +

α2F) = ((α− 1) + α2F) ∩ (α2 + α2F) ⊂ Fα−1.

h2(Fα−1) = (α2 + α3 + α4F) ∩ (α + α2 + 2α3 + α4F). Por outro lado, α + α2 + 2α3 =

(α−1)+α3+α4+α4F . Logo, h2(Fα−1) = (α2+α3+α4F)∩((α−1)+α3+α4+α4F) ⊂ Fα−1.Seja x ∈ Fα−1 então x = α− 1 +
∑+∞

i=2 εiα
i =

∑+∞
i=2 ε

′

iα
i, onde (εi)i≥2, (ε

′

i)i≥2 ∈ D∞.



56 Parametrização da fronteira de FComo α− 1 = α−3 + α−1 então
(1, 0)(0, 0)(1, 0)(0, 0)(0, 0)(ε2 , ε

′

2)(ε3, ε
′

3)(ε4, ε
′

4) . . .é um aminho no aut�mato omeçando do estado iniial.Portanto, temos duas possibilidades. Considerando a primeira:(ε2, ε′2)(ε3, ε′3)(ε4, ε′4) = (0, 1)(0, 0)(1, 0).Logo
x = α−3 + α−1 + α4 +

+∞∑

i=5

εiα
i = α2 +

+∞∑

i=5

ε
′

iα
i.Assim, x = α−3+α−1+α4+α3z = α2+α3z

′

, onde z, z′

∈ F . Então, h1(x) = −1+α3(α−3+

α−1 + α4 + α3z) e h1(x) = −1 + α3(α2 + α3z
′

). Logo, h1(x) = −1 + 1 + α2 + α7 + α6z =

α2 + α7 + α6z ∈ F e h1(x) = −1 + α5 + α6z
′

= (α− 1) + α3 + α4 + α6z
′

∈ F + (α− 1).Portanto, h1(Fα−1 ⊂ Fα−1.A segunda possibilidade é :(ε2, ε′2)(ε3, ε′3)(ε4, ε′4) = (0, 1)(1, 1)(1, 0). Logo
x = α−3 + α−1 + α3 + α4 +

+∞∑

i=5

εiα
i = α2 + α3 +

+∞∑

i=5

ε
′

iα
i.Assim, x = α−3 + α−1 + α3 + α4 + α3ẑ = α2 + α3 + α3z̃, onde ẑ, z̃ ∈ F .Então, h1(x) = −1+α3(α−3 +α−1 +α3 +α4 +α3ẑ) e h1(x) = −1+α3(α2 +α3 +α3z̃). Logo,

h1(x) = α2+α3+α4+α3ẑ ∈ F e h1(x) = −1+α5+α6+α6z̃ = −1+α4+α3+α+α5+α6+α6z̃ =

(α− 1) + α4 + α7 + α6z̃ ∈ F + (α− 1).Portanto, h1(Fα−1) ⊂ Fα−1.Por outro lado, seja z um elemento de Fα−1. Devido ao automato, temos três asos:(a) z = α− 1 +α3 +α4 +α3t0 = α2 +α3t
′

0 onde t0, t′0 ∈ F . Neste aso h−1
0 (z) = α2 + t0 =

(α− 1) + t
′

0 ∈ F ∩ (F + α− 1), daí z ∈ h0(Fα−1).(b) z = α − 1 + α3 + α4 + α4t1 = α2 + α3 + α4t
′

1 onde t1, t′1 ∈ F . Neste aso, h−1
1 (z) =

(α− 1) + t1 = t
′

1 ∈ Fα−1, daí z ∈ h1(Fα−1).() z = α−1+α4+α2t2 = α2+α2t
′

2 onde t2, t′2 ∈ F . Neste aso, h−1
2 (z) = α2+t2 = α−1+t

′

2.Portanto, X = Fα−1 = h0(Fα−1) ∪ h1(Fα−1) ∪ h2(Fα−1).2. Suponha γ ∈ h1(Fα−1) ∩ h2(Fα−1). Então existem y, y1 ∈ Fα−1 tais que γ = −1 + α3y =

α2 + α3 + α4y1. E assim, temos y = α+ αy1.Como α2 = α+ 1 + α−2 podemos reesrever y = −1 − α−2 + α2 + αy1.



57Os elementos de Fα−1 podem ser esritos de duas maneiras, onsiderando a primeira y1 =

α−3 + α−1 + z
′

, z
′

∈ F , temos y = α2 + αz
′

= α2 + ω, onde w ∈ F .Agora onsiderando a segunda forma, temos que se y1 = α2 + z
′′

, z
′′

∈ F , então
y = −1 − α−2 + α2 + α3 + αz

′′

. Logo y ∈ F ∩ (F − 1 − α−2). (5.7)Por outro lado, temos que
−1 + α3y = α2 + α3 + α4y1. Assim − 1 − α2 − α3 + α3y = α4y1 então y1 = −1 + α−1y.Temos que y pode ser esrito de duas maneiras: onsiderando a primeira y = α2+w1, w1 ∈ Ftemos y1 = −1 + α + w1α

−1, onde w1α
−1 ∈ F (pois, analisando as possibilidades para

w1 = α3 + a4α
4 + a5α

5 + a6α
6 + . . . , onde ai ∈ {0, 1}, ∀i ≥ 4, temos que se w1 = α3 + α4 +

α5+α7+α9+. . . então w1α
−1 = α2+α3+α4+α6+. . . ∈ F , ou se w1 = α3+α5+α7+α9+. . .então w1α

−1 = α2 + α4 + α6 + α8 + . . . ∈ F ou �nalmente, se w1 = α3 + α4 + α6 + α8 + . . .então w1α
−1 = α2 + α3 + α5 + α7 + . . . ∈ F), logo

y1 ∈ F ∩ (F + α− 1) = F ∩ (F + α−3 + α−1). (5.8)Agora, seja y = α−3 + α−1 + w2, om w2 ∈ F temos
y1 = −1+α−4+α−2+w2α

−1 logo −α−1+w2α
−1, w2α

−1 ∈ F assim y1 ∈ F∩(F−α−1) (5.9)De (5.7), (5.8) e (5.9) segue que y1 = −α− α−1 = y e daí
γ = −1 + α3y = α2 + α3 + α4y1 = −1 − α2 − α4.3. Suponha γ̃ ∈ h1(Fα−1) ∩ h0(Fα−1) Então, temos que γ̃ = −1 + α3y2 = α − 1 + α2y3 logo

y3 = −α−1 + αy2.Como anteriormente, podemos esrever y2 de duas maneiras, se onsiderarmos y2 = α2 +

z1, z1 ∈ F temos y3 = −α−1 + α3 + αz1 então y3 ∈ F ∩ (F + α−3 + α−1) ∩ (F − α−1).Agora, se y2 = α−3 + α−1 + z2, onde z2 ∈ F , temos y3 = α− 1 + αz2 logo y3 ∈ F + α− 1.Por outro lado, −1 + α3y2 = α− 1 + α2y3 então α3y2 = α+ α2y3 logo y2 = α−2 + α−1y3.Podemos esrever y3 de duas maneiras. Considerando a primeira y3 = α2 +w3, om w3 ∈ F
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y2 = α−2+α−1(α2+w3) = α−2+α+w3α

−1, w3α
−1 ∈ F então y2 ∈ F∩(F+α−2+α). (5.10)Agora, se onsiderarmos y3 = α−3 + α−1 + w4, w4 ∈ F , temos

y2 = α−2 +α−1
(
α−3 + α−1 + w4

)
= α− 1 +w4α

−1, w4α
−1 ∈ F então y2 ∈ F ∩ (F +α− 1)(5.11)Assim, y2 ∈ F ∩ (F + α− 1) ∩ (F +α−2 + α), portanto, usando o aut�mato duplo temos que

y2 = −1 e onsequentemente, γ̃ = −1 + α3y2 = α− 1 + α2y3 então γ̃ = −1 − α3.4. Seja γ̂ ∈ h2(Fα−1)∩h0(Fα−1). Logo γ̂ = α2+α3+α4y4 = α−1+α2y5 om y4, y5 ∈ (F+α−1).Temos
y5 = −α−1 + α2 + α2y4 (5.12)Podemos esrever y4 de duas maneiras, onsiderando a primeira y4 = α2 + z3, z3 ∈ F . Daí,

y5 = −α−1 + α2 + α4 + α2z3 então y5 ∈ F ∩ (F − α−1). (5.13)Também podemos esrever y5 = α−3 + α−1 + z4, z4 ∈ F e temos
y5 = α+ α2 + α2z4 logo y5 ∈ F ∩ (F + α). (5.14)De (5.12), (5.13) e (5.14) segue que y5 ∈ F ∩ (F + α − 1) ∩ (F − α−1) ∩ (F + α) que pelaProposição 5.0.5 é vazio. �5.1 Parametrização de Fα−1Analogamente ao que foi feito no Capítulo 4, será de�nida uma apliação f a qual parametrizaráa fronteira de F . Veremos que esta apliação está bem de�nida, ontínua e bijetora.Seja z um elemento de Fα−1. Pelo Lema 5.0.6, existem z1 ∈ Fα−1 e a1 elemento de A = {0, 1, 2}tais que z = ha1

(z1). Continuando assim onstruímos uma sequênia (an)n≥1 em {0, 1, 2}N e umasequênia (zn)n≥1 em X, tais que para todo n :

z = ha1
◦ ha2

◦ . . . ◦ han(zn).Como as funções hi são ontrações, então para todo x ∈ Fα−1, a sequênia ha1
◦ha2

◦ . . .◦han(x)



5.1 Parametrização de Fα−1 59onverge para z quando n tende a in�nito.Seja
ψ : AN −→ AN

a1a2... 7−→ b1b2...de�nida omo segue.Temos b1 = a1.Seja k ≥ 2, de�nimos bk da seguinte maneira:
• Se ak = 1 então bk = 1; (5.15)Se ak 6= 1 e ak−1 = 2 então bk = ak; (5.16)Se ak 6= 1 e ak−1 = 0 então a)bk = 2 se ak = 0;

b)bk = 0 se ak = 2.
(5.17)Se ak 6= 1 e ak−1 = 1, seja r = min{1 ≤ i ≤ k − 1, ai = ai+1 = . . . = ak−1 = 1}:

• (Se r > 1 e ar−1 = 2) ou r = 1 então
{

a)bk = ak, se #(k − r) é par
b)bk = 2 − ak, se #(k − r) é ímpar (5.18)onde #(k − r) é o número de algarismos 1 após um algarismo 0 ou 2.

• (Se r > 1 e ar−1 = 0) então
{

a)bk = ak, se #(k − r) é ímpar
b)bk = 2 − ak, se #(k − r) é par (5.19)Fixemos x0 ∈ Fα−1 e de�nimos f : [0, 1] −→ Fα−1 a orrespondênia de�nida da seguintemaneira: se t =

∑∞
i=1 ai3

−i onde (ai)i≥0 ∈ AN, então f(t) = lim
n−→∞

hb1 ◦. . .◦hbn
(x0) onde b1b2 . . . =

ψ(a1a2 . . .).Daqui pra frente, supomos que se t e t′ pertenem a [0, 1] então t =
∑∞

i=1 ai3
−i e t′ =

∑∞
i=1 bi3

−ionde ai e bi são elementos de {0, 1, 2} tais que ai = bi para i < k e ak < bk onde k ∈ N. Supomosque f(t) = lim
n−→∞

hc1 ◦ . . . ◦ hcn(x0) e f(t
′

) = lim
n−→∞

hd1
◦ . . . ◦ hdn

(x0) onde c1c2 . . . = ψ(a1a2 . . .) e
d1d2 . . . = ψ(b1b2 . . .).



60 Parametrização da fronteira de FProposição 5.1.1 : Temos que f(0) = lim
n−→∞

h2(h
n
0 (z)) = −α− α−1 e f(1) = lim

n−→∞
hn

0 (z) = −1.Temos que f está bem de�nida, é bijetora e ontínua.A demonstração desta proposição é análoga à que foi feita no apítulo 4 para o fratal R.5.2 Cálulo da dimensão de Hausdor�Como no aso do fratal om restrições temos ∂(F) é a reunião de oito urvas, onde ada umadelas é a imagem de Fα−1 por uma transformação a�m. Em partiular dimH(Fα−1) = dimH(∂(F)).Pelo Lema 5.0.6 temos que Fα−1 = ∪2
i=0hi(Fα−1), isto é, Fα−1 é o onjunto maximal invariantepelas semelhanças hi.Usando novamente o Teorema 4.2.1 temos

| α |2s + | α |3s + | α |4s= 1.E onsequentemente a mesma dimensão de Hausdor�, a qual é dimH(Fα−1) = log ρ
log|α| = 1.359337357,onde ρ é a raiz real máxima do polin�mio X4 +X3 +X2 − 1 = 0.
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Figura 5.2: Fratal de Rauzy





Capítulo
6Apêndie

Neste Apêndie vamos mostrar alguns resultados utilizados na tese.Lembrando que denotamos N = {(ai)i≥k, k ∈ Z| ∀n ≥ k, (ai)k≤i≤n é uma R-representação},isto é, para todo n ≥ k + 3, anan−1an−2an−3 <lex (a− 1)(a − 1)01, ak <lex (a− 1),

ak+1ak <lex (a − 1)(a − 1) e ak+2ak+1ak <lex (a − 1)(a − 1)0 e Nf = {(ai)k≤i≤n, k, n ∈

Z, (ai)k≤i≤n é uma R-representação} e por
D∞ := {(ai)i≥k, k ∈ Z, ∀n ≥ k, (ai)k≤i≤n é uma R-representação}isto é, anan−1an−2an−3 <lex (a− 1)(a− 1)01, ∀n ≥ k onde ak−1 = ak−2 = ak−3 = 0.Proposição 6.0.1 Seja p(x) = x3 − ax2 + x − 1, a ∈ N, a ≥ 2 então P (x) possui uma raiz real

β > 1 e duas raízes omplexas α, α tais que |α| = |α| < 1.Demonstração: Seja f(x) = a3x
3 + a2x

2 + a1x + a0. O disriminante de f é ∆f = a2
2a

2
1 −

4a3a
3
1 − 4a3

2a0 − 27a2
3a

2
0 + 18a3a2a1a0. Sabemos que se ∆f < 0 então f tem duas raízes omplexasonjugadas e uma raiz real. No nosso aso temos que ∆P = −4a3 − 31 + a2 + 18a. É fáil veri�arque ∆P < 0 ∀a ≥ 2, portanto P (x) tem duas raízes omplexas onjugadas α e α e uma raiz real

β. Por outro lado, temos P (1) = 1 − a+ 1 − 1 = 1 − a < 0. Como limn−→+∞ P (n) = +∞, então
β > 1. Temos que βαα = 1, logo |α|2 = 1/β < 1, portanto |α| < 1.Lema 6.0.2 i) Todo inteiro natural n pode ser esrito de uma únia forma: n =

∑N
i=2 εiFionde (εi)2≤i≤N ∈ Nf .ii) Seja (ai)l≤i≤N ∈ Nf e (bi)l′≤i≤∞ ∈ N tais que al > 0 e bl′ > 0. Se ∑N

i=l aiα
i =

∑∞
i=l

′ biα
ientão l = l

′ e para todo i ≥ N, bi = 0 e para todo l ≤ i ≤ N, ai = bi.



64 Apêndieiii) Seja (εi)i≥2 então ∑∞
i=2 εiα

i ∈ int(R). Em partiular, 0 ∈ int(R).iv) Seja z ∈ Z[β] ∩ R+ então existe (ai)k≤i≤l ∈ Nf , k ≤ l tal que z =
∑l

i=k aiβ
i.v) Para todo n ≥ 2 temos que βn = Fnβ

2 +(Fn−1 −Fn−2)β+Fn−2, em partiular se (εi)k≤i≤l ∈

Nf então ∑l
i=2 εiβ

i = nβ2 + r(n)β+ s(n) onde n =
∑l

i=2 εiFi, r(n) =
∑l

i=2 εi(−Fi−1 +Fi−2)e s(n) =
∑l

i=2 εiFi−1.vi) Sejam (ai)l≤i≤k e (bi)l≤i≤k pertenentes a Nf então ∑k
i=l aiβ

i <
∑k

i=l biβ
i se, e somente se,

(ai)l≤i≤k <lex (bi)l≤i≤k.vii) Sejam c, d ∈ R, α2 = c+ dα então 1, c e d são Q-Linearmente Independentes.Demonstração:i) Como Fn+2 = Rn para todo n ≥ 0 (ver Capítulo 2), obtemos o resultado usando a Proposição1.2.1 item (b).ii) Supomos que ∑N
i=l aiα

i =
∑+∞

i=l
′ biα

i e que l = l
′ . Então temos assoiado o aminho

(al, bl) . . . (aN , bN ), (0, bN+1)(0, bN+2)(0, bN+3) . . .no aut�mato, o que não oorre, pois não existe um aminho om esta sequênia.iii) Existe um inteiro k tal que αkF ⊂ R. Por outro lado, temos 0 ∈ int(F) ver [2℄, [3℄, logoexiste r > 0, tal que B(0, r) ⊂ F e então B(0, |αk |r) ⊂ αkF ⊂ R. Portanto, 0 ∈ int(R).iv) Seja z =
∑L

i=0 ciβ
i, ci ∈ N. Como Fin(β) = Z[1/β] ∩ R+ existe (ai)k≤i≤l ∈ Nf tal que

∑L
i=0 ciβ

i =
∑l

i=k aiβ
i. Seja s um inteiro natural tal que s + k ≥ 0, onde β é uma raiz dopolin�mio Q(X) = Xs × (

∑
i=0 ciX

i −
∑l

i=k aiX
i). Como α e β são onjugados, Q(X) é umpolin�mio múltiplo do polin�mio minimal de α. Portanto, z =

∑L
i=0 ciα

i =
∑l

i=k aiα
i.v) A prova, deixada ao leitor, pode ser feita por indução.vi) Ver Capítulo 1.vii) Sejam c, d ∈ R tais que α2 = c+ αd.Apliando o algoritmo da divisão para os polin�mios P (x) = x3 − ax2 + x − 1, e Q(x) =

x2 − cx− d, podemos esrever P (x) = N(x)Q(x) +R(x) onde N(x) é um polin�mio de grau
1 e R(x) = [c(c− a) + (d− b)]α + (d(c− a) − 1). Note que R(α) = 0.



65Como α ∈ C\R segue que {
c(c− a) + (d− b) = 0

d(c− a) − 1 = 0
(6.1)Supohamos que 1, c, d são linearmente dependentes, isto é, existem p, q, r ∈ Z não todosnulos tais que:

p+ q · c+ r · d = 0. (6.2)Multipliando a primeira equação de (6.1) por q, a segunda por r e somando ambas obtemos
−p · c+ q · d+ (p · a− q · b) = re daí temos o sistema:

{
−p · c+ q · d = r − p · a+ q · b

q · c+ r · d = −p.Caso 1.1 Se −pr − q2 6= 0. Neste aso a solução é
c =

r2 − r · p · a+ r · q · b+ q · p

−r · p− q2
∈ Q.Logo d ∈ Q, logo α2 = cα + d = s

t
α + m

n
. Seja p = mmc(t,m), logo existe k, l ∈ Z tais que

pα2 = kα+ t, assim α é um inteiro algébrio de grau 2 o que é uma ontradição.Caso 1.2 Se q2 + p · r = 0, onsideremos o sistema
{

c · α+ d = α2

c · q + d · r = −pVamos onsiderar α · r − q 6= 0 =⇒ q 6= α · r.Daí,
c =

rα2 + p

αr − qe
d =

−αp− α2q

αr − q
.Caso 1.2.2 Se r 6= 0, temos p = −q2

r
. Assim c =

rα2 + p

αr − q
=
rα2 − q2

r

rα− q
=
rα− q

r
= α− q

r
.Logo, c = α− q

r
=⇒ α = c+ q

r
∈ R, o que é uma ontradição !Portanto, r = 0 e q = 0 o que implia que p = 0. �Teorema 6.0.3 : A orrespondênia f é uma função ontínua, bijetora e satisfaz f(0) = u



66 Apêndiee f(1) = w.Demonstração da injetividade e ontinuidade
f é injetora: Vamos onsiderar ai = a

′

i, 1 ≤ i ≤ k − 1.Temos que f(t) = f(t
′

) ⇐⇒ gbk
(z) = g

b
′

k

(z′) ⇐⇒ (bk = 0, z = −1 − α3 = u, b′k = 1, z′ =

α2 − α3 = w) ou (bk = 1, b′k = 2, z = z′ = −1 − α3 = u).Caso 1 Se bk = 0, z = −1 − α3 = u, b′k = 1, z′ = α2 − α3 = w e omo as representações de
−1 − α3 = u e α2 − α3 = w são (02) e (2) respetivamente, então as sequênias (bi) e (b′i)são dadas por: (bi) = b1b2...bk−1002 e (b′i) = b1b2...bk−112.Se b′k = 1 então pela equação (4.15) a′k = 1 e omo bk = 0 temos que onsiderar os seguintesasos:Caso 1.1: Se ak−1 = 2 então pela equação (4.16) ak = 0 e as sequênias (ai)i≥1 e (a′i)i≥1são das seguintes formas:
(ai)i≥1 : a1a2...ak−220ak+1.... e (a′i)i≥1 : a1a2...ak−221a

′
k+1.....Sendo ψ(ai) = (bi) e ψ(a′i) = (b′i), omo bi = 2 para todo i ≥ k + 1, pela equação (4.16)temos ai = 2, ∀i ≥ k + 1. Como b′j = 2 para todo j ≥ k + 1 então pela equação (4.17)(a)

a
′

j = 0, ∀j ≥ k + 1. Assim, (ai)i≥1 = a1a2...ak−2202 e (a′i)i≥1 = a1a2...ak−2210. Logo, peloLema 4.1.2, t = t′.Caso 1.2: Se ak−1 = 0 e bk = 0 então usando a equação (4.17)(b) ak = 2 e as sequênias
(ai)i≥1 e (a′i)i≥1 são das seguintes formas:
(ai) = a1a2...ak−202ak+1.... e (a′i) = a1a2...ak−201a

′
k+1.....Se ψ(ai) = (bi) e ψ(a′i) = (b′i), omo ak−1 = 0 e ak = 2 então pela equação (4.17) (b) temos

bk = 0 e omo bk+1 = 0 então pela equação (4.17)(b) temos ak+1 = 2. Como bi = 2, ∀i ≥ k+2pela equação (4.17)(a) temos que ai = 0 para todo i ≥ k+ 2. Agora, omo b′j = 2, ∀j ≥ k+ 1temos pela equação (4.16) que a
′

j = 2, ∀j ≥ k + 1. Assim, (ai)i≥1 = a1a2...ak−2020 e
(a′i)i≥1 = a1a2...ak−2012. Logo, pelo Lema 4.1.2, t = t′.Caso 1.3: Se ar−1 = 0, ar = ... = ak−1 = 1 e #(k − r) é par e omo bk = 0 en-tão pela equação (4.19) ak = 2 e as sequênias (ai)i≥1 e (a′i)i≥1 são das seguintes formas:
(ai)i≥1 = a1...ar−2011...12ak+1.... e (a′i)i≥1 = a1...ar−2011...11a

′
k+1.....Como ψ(ai) = (bi) e ψ(a′i) = (b′i), usando a equação (4.17)(a) para determinar os el-ementos ai e a equação (4.16) para os elementos a′

i temos (ai)i≥1 = a1...ar−2011...120 e
(a′i)i≥1 = a1...ar−2011...112. Assim, pelo Lema 4.1.2, t = t′.Caso 1.4: Se ar−1 = 0, ar = ... = ak−1 = 1 e #(k − r) é ímpar e omo bk = 0 entãopela equação (4.19)(a) ak = 0 e assim sequênias (ai)i≥1 e (a′i)i≥1 são das seguintes formas:
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(ai) = a1...ar−2011...10ak+1.... e (a′i) = a1...ar−2011...11a

′
k+1.....Como ψ(ai) = (bi) e ψ(a′i) = (b′i), pelas equaçãos (4.17)(a) e (4.16) para determinar os ele-mentos ai e pelas equações (4.19)(a) e (4.16) para os elementos a′

i obtemos
(ai)i≥1 = a1...ar−2011...102 e (a′i)i≥1 = a1...ar−2011...112. Logo, pelo Lema 4.1.2, t = t′.Caso 1.5: Se ar−1 = 2, ar = ... = ak−1 = 1, #(k − r) é par e omo bk = 0 então pelaequação (4.18)(a) ak = 0 e assim as sequênias (ai)i≥1 e (a′i)i≥1 são das seguintes formas:
(ai)i≥1 = a1...ar−2211...10ak+1.... e (a′i)i≥1 = a1...ar−2211...11a

′
k+1.....Como ψ(ai) = (bi) e ψ(a′i) = (b′i), pelas equações (4.17)(b) e (4.16) para determinar oselementos ai e pelas equações (4.18)(b) e (4.16) para os elementos a′

i temos que (ai)i≥1 =

a1...ar−2211...102 e (a′i)i≥1 = a1...ar−2211...110. Logo, pelo Lema 4.1.2, t = t′.Caso 1.6: Se ar−1 = 2, ar = ... = ak−1 = 1 e #(k − r) ímpar e omo bk = 0 entãopela equação (4.18)(b) ak = 2 e as sequênias (ai)i≥1 e (a′i)i≥1 são das seguintes formas:
(ai)i≥1 = a1...ar−2211...12ak+1.... e (a′i)i≥1 = a1...ar−2211...11a

′
k+1.....Como ψ(ai) = (bi) e ψ(a′i) = (b′i), pelas equações (4.18)(b) e (4.17)(a) para determinar ai eas equações (4.18)(a) e (4.16) para os elementos a′

i temos que (ai)i≥1 = a1...ar−2211...120 e
(a′i)i≥1 = a1...ar−2211...112. Assim, pelo Lema 4.1.2, t = t′.Caso 1.7: Se a1 = a2 = ... = ak−1 = 1 e #(k − 1) é par e omo bk = 0 então pelaequação (4.18)(a) ak = 0 e as sequênias (ai)i≥1 e (a′i)i≥1 são das seguintes formas: (ai)i≥1 =

111...10ak+1.... e (a′i)i≥1 = 111...11a′k+1.....Como ψ(ai) = (bi) e ψ(a′i) = (b′i), pelas equações (4.18)(a) e (4.17)(b) para determinar oselementos ai e as equações (4.18)(b) e (4.17)(a) para os elementos a′

i temos que (ai)i≥1 =

111...102 e (a′i)i≥1 = 111...110. Assim, pelo Lema 4.1.2, t = t′.Caso 1.8: Se a1 = a2 = ... = ak−1 = 1 e #(k − 1) é ímpar e omo bk = 0 entãopela equação (4.18)(b) ak = 2 e as sequênias (ai)i≥1 e (a′i)i≥1 são das seguintes formas:
(ai)i≥1 = 111...12ak+1.... e (a′i)i≥1 = 111...11a′k+1.....Como ψ(ai) = (bi) e ψ(a′i) = (b′i), pelas equações (4.17)(b) e (a) para determinar os elemen-tos ai e as equações (4.18) e (4.16) para os elementos a′

i temos que (ai)i≥1 = 111...120 e
(a′i)i≥1 = 111...112. Portanto, pelo Lema 4.1.2, t = t′.Caso 2 Se (bk = 1, b′k = 2, z = z′ = −1 − α3 = u).Neste aso, omo a representação de −1− α3 = u é (02) , então as sequênias (bi) e (b′i) sãodadas por: (bi) : b1b2...bk−1102 e (b′i) : b1b2...bk−1202.Se bk = 1 então pela equação (4.15) ak = 1 e omo b′k+1 = 0 temos que onsiderar os seguintesasos:



68 ApêndieCaso 2.1: Se ak−1 = 2 e b′k = 2 então pela equação (4.16) temos a′

k = 2 e as sequênias
(ai)i≥1 e (a′i)i≥1 são das seguintes formas:
(ai)i≥1 : a1a2...ak−221ak+1.... e (a′i)i≥1 : a1a2...ak−222a

′
k+1.....Como ψ(ai) = (bi) e ψ(a′i) = (b′i), então usando a equação (4.16) para determinar os elemen-tos ai e as equações (4.17)(b) e (4.16) para os elementos de a′

i temos
(ai)i≥1 : a1a2...ak−2212 e (a′i)i≥1 : a1a2...ak−2220. Assim, pelo Lema 4.1.2, t = t′.Caso 2.2: Se ak−1 = 0 e b′k = 2 então pela equação (4.17)(b) a′

k = 0 e as sequênias (ai)i≥1e (a′i)i≥1 são das seguintes formas:
(ai)i≥1 : a1a2...ak−201ak+1.... e (a′i)i≥1 : a1a2...ak−200a

′
k+1.....Como ψ(ai) = (bi) e ψ(a′i) = (b′i), então pela equação (4.17)(a) para determinar os elementos

ai e as equações (4.17)(a) e (4.16) para os elementos a′

i temos
(ai)i≥1 : a1a2...ak−2010 e (a′i)i≥1 : a1a2...ak−2002. Assim, pelo Lema 4.1.2., t = t′.Caso 2.3: Se ar−1 = 0, ar = ... = ak−1 = 1 e #(k − r) é par e omo b′k = 2 então pelaequação (4.19)(a) temos a′

k = 0 e as sequênias (ai)i≥1 e (a′i)i≥1 são das seguintes formas:
(ai)i≥1 : a1...ar−2011...11ak+1.... e (a′i)i≥1 : a1...ar−2011...10a

′
k+1.....Como ψ(ai) = (bi) e ψ(a′i) = (b′i), então pelas equações (4.19)(a) e (4.17)(a) para determinaros elementos ai e (4.19)(b), (4.17)(b) e (4.16) para os elementos a′

i temos
(ai)i≥1 : a1...ar−2011...110 e (a′i)i≥1 : a1...ar−2011...102. Logo, pelo Lema 4.1.2, t = t′.Caso 2.4: Se ar−1 = 0, ar = ... = ak−1 = 1 e #(k − r) é ímpar e omo b′k = 2 então pelaequação (4.19)(b) a′k = 2 e as sequênias (ai)i≥1 e (a′i)i≥1 são das seguintes formas:
(ai)i≥1 : a1...ar−2011...11ak+1.... e (a′i)i≥1 : a1...ar−2011...12a

′
k+1.....Como ψ(ai) = (bi) e ψ(a′i) = (b′i), então pelas equações (4.19)(b) e (4.16) para determi-nar os elementos ai e as equações (4.19)(a), (4.17)(b) e (a) para os elementos a′

i temos
(ai)i≥1 : a1...ar−2011...112 e (a′i)i≥1 : a1...ar−2011...120. Logo, pelo Lema 4.1.2, t = t′.Caso 2.5: Se ar−1 = 2, ar = ... = ak−1 = 1 e #(k − r) é par e omo b′k = 2 então pelaequação (4.18)(a) a′k = 2 e as sequênias (ai)i≥1 e (a′i)i≥1 são das seguintes formas:
(ai)i≥1 : a1...ar−2211...11ak+1.... e (a′i)i≥1 : a1...ar−2211...12a

′
k+1.....Como ψ(ai) = (bi) e ψ(a′i) = (b′i), então pelas equações (4.18)(b) e (4.16) para determinar oselementos ai e (4.18)(a) e (4.17)(a) para os elementos a′

i temos
(ai)i≥1 : a1...ar−2211...112 e (a′i)i≥1 : a1...ar−2211...120.Assim, pelo Lema 4.1.2, t = t′.Caso 2.6: Se ar−1 = 2, ar = ... = ak−1 = 1 e #(k − r) é ímpar e omo b′k = 2 então pelaequação (4.18)(b) a′k = 0 e as sequênias (ai)i≥1 e (a′i)i≥1 são das seguintes formas:
(ai)i≥1 : a1...ar−2211...11ak+1.... e (a′i)i≥1 : a1...ar−2211...10a

′
k+1.....



69Como ψ(ai) = (bi) e ψ(a′i) = (b′i), então pelas equações (4.18)(a) e (4.17)(a) para os ele-mentos ai e as equações (4.18)(b), (4.17)(b) e (4.16) para os elementos a′

i temos (ai)i≥1 :

a1...ar−2211...110 e (a′i)i≥1 : a1...ar−2211...102. Logo, pelo Lema 4.1.2, t = t′.Caso 2.7: Se a1 = a2 = ... = ak−1 = 1 e #(k − 1) é par e omo b′k = 2 então pela equação(4.18)(a) a′k = 2 e as sequênias (ai)i≥1 e (a′i)i≥1 são das seguintes formas:
(ai)i≥1 : 111...11ak+1.... e (a′i)i≥1 : 111...12a′k+1.....Como ψ(ai) = (bi) e ψ(a′i) = (b′i), então pelas equações (4.18)(b) e (4.16) para os elementos
ai e as equações (4.18)(a), (4.17)(b) e (a) para os elementos a′

i temos (ai)i≥1 : 111...112 e
(a′i)i≥1 : 111...120. Assim, pelo Lema 4.1.2, t = t′.Caso 2.8: Se a1 = a2 = ... = ak−1 = 1 e #(k− 1) é ímpar e omo b′k = 2 então pela equação(4.18)(b) a′k = 0 e as sequênias (ai)i≥1 e (a′i)i≥1 são das seguintes formas:
(ai)i≥1 : 111...11ak+1.... e (a′i)i≥1 : 111...10a′k+1.....Como ψ(ai) = (bi) e ψ(a′i) = (b′i), então pelas equações (4.18)(a) e (4.17) para determinar oselementos ai e as equações (4.18)(b) e (4.16) para os elementos a′

i temos (ai)i≥1 : 111...110 e
(a′i)i≥1 : 111...102. Portano, pelo Lema 4.1.2, t = t′.
f é ontínua: Sejam t =

∑∞
i=1 ai3

−i e t′ =
∑∞

i=1 a
′

i3
−i. Suponhamos que 0 <| t − t

′

|<

3−N , N ∈ N e N > k, pelo Lema4.1.2 temos que a′

k = ak + 1, a
′

i = 0 e ai = 2 para todo ique satisfaz k + 1 ≤ i ≤ N. Temos que as seguintes sequênias:
t = (a1 . . . ak−1ak222 . . . 2)

t
′

= (a1 . . . ak−1ak+1000 . . . 0).Vamos analisar os asos para X = Rα−1.Caso 1.1: Se ak−1 = 0, ak = 0, a
′

k = 1 então temos as sequênias:
t = (a1 . . . ak−200222 . . . 2)

t
′

= (a1 . . . ak−201000 . . . 0).Assim,
| f(t) − f(t

′

) |=| g2g0g
N−k−1
2 (y1) − g1g0g

N−k−1
2 (y

′

1) | × | α |2(k−1) .Sejam z1 = g0g
N−k−1
2 (y1) e z′

1 = g0g
N−k−1
2 (y

′

1), daí
| f(t) − f(t

′

) |=| g2(z1) − g1(z
′

1) | × | α |2(k−1)



70 ApêndieComo g2(−1 − α3) = g1(−1 − α3) = − 1
α
− α− α4 − α6 temos

| f(t) − f(t
′

) | = | g2(z1) − g2(−1 − α3) + g1(−1 − α3) − g1(z
′

1) | × | α |2(k−1)

≤ | g2(z1) − g2(−1 − α3) | + | g1(−1 − α3) − g1(z
′

1) | × | α |2(k−1)

≤ (| α |4 + | α |3) | α |2(k−1) ×diam(X)

≤ (1+ | α |) | α |2k+1 ×diam(X).Caso 1.2: Se ak−1 = 2, ak = 0, a
′

k = 1 então temos as sequênias:
t = (a1 . . . ak−220222 . . . 2)

t
′

= (a1 . . . ak−221000 . . . 0).Assim,
| f(t) − f(t

′

) |=| g2g0g
N−k−1
2 (y2) − g1g0g

N−k−1
2 (y

′

2) | × | α |2(k−1) .Sejam z2 = g0g
N−k−1
2 (y2) e z′

2 = g0g
N−k−1
2 (y

′

2), daí
| f(t) − f(t

′

) |=| g2(z2) − g1(z
′

2) | × | α |2(k−1)Usando o mesmo argumento temos:
| f(t) − f(t

′

) | = | g2(z2) − g2(−1 − α3) + g1(−1 − α3) − g1(z
′

2) | × | α |2(k−1)

≤ | g2(z2) − g2(−1 − α3) | + | g1(−1 − α3) − g1(z
′

2) | × | α |2(k−1)

≤ (| α |4 + | α |3) | α |2(k−1) ×diam(X)

≤ (1+ | α |) | α |2k+1 ×diam(X)Caso 1.3: Se ai−1 = 0, ai = . . . = ak−1 = 1, ak = 0, a
′

k = 1 e #(k − i − 1) é par entãotemos as sequênias:
t = (a1 . . . 01 . . . 102222 . . .)

t
′

= (a1 . . . 01 . . . 1100000 . . .).Assim,
| f(t) − f(t

′

) |=| g2g0g
N−k−1
2 (y3) − g1g0g

N−k−1
2 (y

′

3) | × | α |2(k−1) .Sejam z3 = g0g
N−k−1
2 (y3) e z′

3 = g0g
N−k−1
2 (y

′

3), daí
| f(t) − f(t

′

) |=| g2(z3) − g1(z
′

3) | × | α |2(k−1)



71Usando o mesmo argumento temos:
| f(t) − f(t

′

) | = | g2(z3) − g2(−1 − α3) + g1(−1 − α3) − g1(z
′

3) | × | α |2(k−1)

≤ | g2(z3) − g2(−1 − α3) | + | g1(−1 − α3) − g1(z
′

3) | × | α |2(k−1)

≤ (| α |4 + | α |3)× | α |2k−1 ×diam(X)

≤ (1+ | α |)× | α |2k+1 ×diam(X)Caso 1.4: Se ai−1 = 0, ai = . . . = ak−1 = 1, ak = 0, a
′

k = 1 e #(k − i − 1) é ímpar entãotemos as sequênias:
t = (a1 . . . 01 . . . 102222 . . .)

t
′

= (a1 . . . 01 . . . 1100000 . . .).Assim,
| f(t) − f(t

′

) |=| g1g0g
N−k−1
2 (y4) − g2g0g

N−k−1
2 (y

′

4) | × | α |2(k−1) .Considere z4 = g0g
N−k−1
2 (y4) e z′

4 = g0g
N−k−1
2 (y

′

4), daí
| f(t) − f(t

′

) |=| g1(z4) − g2(z
′

4) | × | α |2(k−1)Usando o mesmo argumento temos:
| f(t) − f(t

′

) | = | g1(z4) − g1(−1 − α3) + g2(−1 − α3) − g2(z
′

4) | × | α |2(k−1)

≤ | g1(z4) − g1(−1 − α3) | + | g2(−1 − α3) − g2(z
′

4) | × | α |2(k−1)

≤ (| α |4 + | α |3)× | α |2(k−1) ×diam(X)

≤ (1+ | α |)× | α |2k+1 ×diam(X)Caso 1.5: Se ai−1 = 2, ai = . . . = ak−1 = 1, ak = 0, a
′

k = 1 e #(k − i − 1) é par entãotemos as sequênias:
t = (a1 . . . 21 . . . 102222 . . .)

t
′

= (a1 . . . 21 . . . 1100000 . . .).Assim,
| f(t) − f(t

′

) |=| g0g0g
N−k−1
2 (y5) − g1g0g

N−k−1
2 (y

′

5) | × | α |2(k−1) .Seja z5 = g0g
N−k−1
2 (y5) e z′

5 = g2g
N−k−1
0 (y

′

5), daí
| f(t) − f(t

′

) |=| g0(z5) − g1(z
′

5) | × | α |2(k−1)
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| f(t) − f(t

′

) | = | g0(z5) − g0(−1 − α3) + g1(α
2 − α3) − g1(z

′

5) | × | α |2(k−1)

≤ | g0(z5) − g0(−1 − α3) | + | g1(α
2 − α3) − g1(z

′

5) | × | α |2(k−1)

≤ (| α |2 + | α |3)× | α |2(k−1) ×diam(X)

≤ (1+ | α |)× | α |2k ×diam(X)Caso 1.6: Se ai−1 = 2, ai = . . . = ak−1 = 1, ak = 0, a
′

k = 1 e #(k − i− 1) é ímpar entãotemos as sequênias:
t = (a1 . . . 21 . . . 102222 . . .)

t
′

= (a1 . . . 21 . . . 1100000 . . .).Assim,
| f(t) − f(t

′

) |=| g2g0g
N−k−1
2 (y6) − g1g1g

N−k−1
2 (y

′

6) | × | α |2(k−1) .Seja z6 = g0g
N−k−1
2 (y6) e z′

6 = g1g
N−k−1
2 (y

′

6), daí
| f(t) − f(t

′

) |=| g2(z5) − g1(z
′

5) | × | α |2(k−1)Usando o mesmo argumento temos:
| f(t) − f(t

′

) | = | g2(z6) − g2(−1 − α3) + g1(1 − α3) − g1(z
′

6) | × | α |2(k−1)

≤ | g2(z6) − g2(−1 − α3) | + | g1(−1 − α3) − g1(z
′

6) | × | α |2(k−1)

≤ (| α |4 + | α |3)× | α |2(k−1) ×diam(X)

≤ (1+ | α |)× | α |2k+1 ×diam(X)Caso 1.7: Se ai−1 = 1, ai = . . . = ak−1 = 1, ak = 0, a
′

k = 1 e #(k − i − 1) é par entãotemos as sequênias:
t = (a1 . . . 11 . . . 102222 . . .)

t
′

= (a1 . . . 11 . . . 1100000 . . .).Assim,
| f(t) − f(t

′

) |=| g2g0g
N−k−1
2 (y7) − g1g0g

N−k−1
2 (y

′

7) | × | α |2(k−1) .Seja z7 = g0g
N−k−1
2 (y7) e z′

7 = g0g
N−k−1
2 (y

′

7), daí
| f(t) − f(t

′

) |=| g2(z7) − g1(z
′

7) | × | α |2(k−1)



73Usando o mesmo argumento temos:
| f(t) − f(t

′

) | = | g2(z7) − g2(−1 − α3) + g1(1 − α3) − g1(z
′

7) | × | α |2(k−1)

≤ | g2(z7) − g2(−1 − α3) | + | g1(−1 − α3) − g1(z
′

7) | × | α |2(k−1)

≤ (| α |4 + | α |3)× | α |2(k−1) ×diam(X)

≤ (1+ | α |)× | α |2k+1 ×diam(X)Caso 1.8: Se ai−1 = 1, ai = . . . = ak−1 = 1, ak = 0, a
′

k = 1 e #(k − i − 1) é ímpar entãotemos as sequênias:
t = (a1 . . . 11 . . . 102222 . . .)

t
′

= (a1 . . . 11 . . . 1100000 . . .).Assim,
| f(t) − f(t

′

) |=| g0g0g
N−k−1
2 (y8) − g1g2g

N−k−1
2 (y

′

8) | × | α |2(k−1) .Seja z8 = g0g
N−k−1
2 (y8) e z′

8 = g2g
N−k−1
2 (y

′

8), daí
| f(t) − f(t

′

) |=| g0(z8) − g1(z
′

8) | × | α |2(k−1)Usando o mesmo argumento temos:
| f(t) − f(t

′

) | = | g0(z8) − g0(−1 − α3) + g1(α
2 − α3) − g1(z

′

8) | × | α |2(k−1)

≤ | g0(z8) − g0(−1 − α3) | + | g1(α
2 − α3) − g1(z

′

8) | × | α |2(k−1)

≤ (| α |2 + | α |3)× | α |2(k−1) ×diam(X)

≤ (1+ | α |)× | α |2k ×diam(X).
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