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ABSTRACT

Suppose the equation

X + g(x) = -xlx + Azf (1)

where f 1is a scalar function which is 2n-periodic, kl,kz
are real parameters, xg(x) > 0 for x # 0,
The initial problem is to characterize the existence
and the number of 2wr-periodic solutions of (1) which lie in
a neighborhood of -a Zn-periodic orbit of the degenerated

equation

%+ g(x) =0 (2).

whose orbit in‘the (x,%) - space encircles the origin.

The Liapunov-Schmidt reduction method is applied to
obtain the bifurcation egquations. The results are then obtained
by successive use of the Implict Function theorem.

We also characterize the existence and the number of
4r-periodic solutions of (15 which lie in a neighborhood of
a 2n-periodic orbit of (2).
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1. Introdugao

Um nimero consideravel de fendmenos estudados nas ci-

éncias fisicas levam a equacOes matematicas da forma
M(x,)) =0 o (1)

onde X representa a solugao;nomngda,e A um parametro.

Vamos descrever rapidamente a idéia de BIFURCACAOQ,

Suponhamos‘ X,2 ‘espagos de Banach, A um conjunto g.
berto em um espaco de Banach, M: X xA > Z um operador con-
tinuamente diferencidvel e consideremos a equagao (1) para
X e X, ) ed. |

Se necessirio assumiremos éue M tem derivadas conti
nuas de ordem superior a um. |

Uﬁa solucao da equacao (1) & um ponto (x,A) € X xA,
tal que, a equagaoc (1) & satisfeita.

Seja S ¢ X x A o conjunto das solucoes da equagao

(1) e, para todo A ¢ A, seja:

Sy = {x € X :(x,)) e"S}

Desdé que A 'é usualmente'um parametro fisico, & na-
tural discutirmos a dependéncia de‘ Sy em reiagéo a .

Ainda, & de grande importdncia a determinagdo dos pon
tos A e A, de modo que, ao variar kA uma vizinhanga arbitra

ria de A o conjunto S varie radicalmente.

o! A

Um PONTO DE BIFURCACAO & um valor Ao € A do parame
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tro gue satisfaz S) # @, e existe um xO € SA , tal gue, para
“o o)

gqualquer vizinhanca U de (xo,ko), existem duas solugoes dis

tintas (xl,k), (XQ,A) e U e Xqr Xy € SA‘ Veja figura abaixo.

X
A

Existe mais do que uma definigéo'de ponto de bifurca-
cao, mas em cada problema especifico fica claro o seu signifi-
cado.

Exemplo: Sejam A,x, escalares reais e

M(x,A) = x2 -2 =0

Temos:

S = {(x,\); )\ = x2}



Portanto se:

A
A <0 => S, = {0}
A >0 =>8, ="{ + 172 ' —Al/z }

Portanto, o ponto A = 0 & um ponto de bifurcagao, co

mo mostra o diagrama abaixo.

A

o

é

(0) (1) (2)

Em Hale [3] e Stakgold [8] o leitor pode encontrar

varios exemplos ilustrativos do problema de bifurcagao.
| No problema estudado neste trabalho, temos dois para-

metros, isto @, o pardmetro ) considerado na discussao acima
e bidimehsional. Neste caso o diagrama anterior se faz no pla
no; ao invés de pontos de bifurcagao, em geral se obtém curvas
de bifurcacdo. Acreditamos que essas idéias se tornarao preci
sas com o decorrer do texto.

Consideremos a eéuagéo

_ - a
@ + g(x) = -klx + Azf (. = 75;] (2)



onde f & uma funcao continua 2mw-periddica, isto &,
£lt+2m) = £(£), Xj,h, sao parametros reais e xg(x) > 0, se
x # 0.

A equacao (2) representa um oscilador amortecido e
forcado. Os termos em kl,kz representam o amortecimento e o
termo forcante, respectivamente.

Nestas condicoes, a origem do plano (x,%) & um cen-

tro para a equacao degenerada

X +g(x) =0 (3)

O problema inicial & caracterizar a existéncia e o nii
mero de solugoes 2n-periddicos da equagao (2) cujas as Orbi
tas estejam proximas de uma Orbita 2n-periddica da eguagao de
generada. Mais precisamente,investigaremos a ocorréncia de bi-
furcagao de solugoes 2n-periddicas da equacao (2), com Orbi
tas proximas de uma Orbita 2n-periddica da equacao (3).

A equagao (3) representa o oscilador livre nao amor
tecido.

Chamamos o problema acima de CASO HARMONICO, 3ja que
procuramos solucoes com o mesmo periodo do termo forgante £
e da solucao p de (3) que da origem & Orbita 2m-periddica.

Para chegarmos as equacoes de bifurcagao usamos o mé-
todo de reducao de Liapunov-Schmidt, que & descrito no paragra
fo 2. Estas s3o analisadas por aplicagoes sucessivas do Teo-
rema das FungOes Implicitas.

Uma questao importante que estudamos ainda no parégrg

fo 3.1, & o comportamento limite das solugoes de (2), isto



€, a continuidade das solucoes de (2) em relagcdo aos parame-

tros no ponto (xl,xz) = (0,0). Em outras palavras, Se as solu

coes de (2) tendem a uma solucao de (3), quando os parame-
tros tendem a zero.

No paradgrafo 3.2, chamado de CASO SUB-HARMONICO, o

problema & caracterizar a existéncia e o nimero de solugoes
4n-periddicas da equacao (2), cujas as Orbitas estejam proxi
mas de uma Orbita 2m-periddicas da equacao (3). 1Isto &, co-

mo em 3.1 investigamos a ocorréncia de bifurcag¢ao de solucoes,
neste caso 4rn-periddicas, da equagao (2). proximas de uma so
lucao da equacao (3).

Uma caracteristica deste problema que o difere dos pro
blemas usuais da teoria de bifurcacao & que a equacao degenera-
da, por ser autdnoma, tem uma familia a um parametro de solugoes
obtidas por translacoes no tempo. Um exame na literatura mostra
vque uma hipdtese corrente & que a solugao da equacao degenerada
seja isolada.

Ao que sabemos, o0 primeiro a considerar esse problema
foi Loud [7] utilizando um outro método, mas foi em Hale e
Taboas [4] que ficou claramente caracterizado tratar-se de um
problema de bifurcagao a partir de uma familia de solugoes.

O paragrafo 3.1 contém a esséncia deste trabalho.
Nele procuramos apresentar uma versao mais detalhada e com algu
ma pretensao didatica do trabalho de Hale e Taboas [4].

Quanto ao pérégrafo 3.2, nao conhecemos nenhuma referéncia on

de seja estudado o caso, por nds chamado SUB-HARMONICO.



2. METODO DE LIAPUNOV - SCHMIDT

Sejam X, 2 espagos de Banach e B um operador de-
finido de um esﬁago de X em 2Z, denotamos D(B), R(B),N(B)
o dominio, imagem e niicleo respectivamente de B.

Seja E um operador definido em Z, linear, conti-
ndo, indembotente, isto &, E2 = E. Denominamos 'E‘ operador
projecao e denotamos R(E) pof Zge

Com o simbolo I denotamos o operador identidade.

Se L : DP(L) ¢ X » Z & um operador linear, entao Kk

€ dito um inverso a direita de L se k & um operador linear

de R(L) em ©D(L) e LKz = z.

Proposicido: Sejam X,Z espagos de Banach e

L : D(L) ¢ X > Z um operador linear e N : X + Z um opera-.

‘dor ndo necessariamente linear. Consideremos a equagdo

ILx = Nx | (1)

Vamos supor satisfeitas as seguintes hipoteses:
(H,) Existem projecoes P : X > X e Q : 2 - Z;

N(L), 2.y = RIL).

>
]

(Hz) I. tem um inverso a direita limitado K com

PK = 0.

Entdao a equagae (1) & equivalente ao sistema:

(a) x = Px + k(I-Q)Nx
(2)

- (b) ONx =0



Prova: Decompondo a equacao (1) nos espagos suple-
mentares determinados pela projecao @, chega-se facilmente a

que a equacao (1) & equivalente ao sistema:

(a) (I-Q) (Lx~Nx) = 0
(3)

(b) Q(Lx-Nx) = 0

Por hipotese temos que IX = (I-Q)Z, portanto QL = 0.
Logo o sistema (3) & equivalente:
(a) Lx = (I-Q)Nx

(4)

{(b) ONx = 0

Agora, desde que LK =1 em R(L) e PK =0 temos
KL = I-P em 0D(L).
De fato, seja x ¢ D(L) ¢ X, com x = x; + xé,,‘xl.e

€ Xp e x2 € XI*P'

KLx = KL(X,+X,) = K(Lx; + Lx,) = KLx, = X,+y, ¥y € X

Pv

I-p*

Mas PK = 0, portanto, R(K) < X 1-p

Logo y ¢ X
e, consegliientemente, y = 0, ou seja, KLx = Xy

Portanto, KIx = (I-P)x, x ¢ D(L), o que justifica .
a nossa afirmagao.

Dessa forma a equacdo (4)(a) @& equivalente a:

X = Px + K(I-Q)Nx

O sistema (4) & equivalente ao seguinté:

(a) x = Px + K(I-Q)Nx

(b) ONx =0



3. UM PROBLEMA DE OSCILACDES NAO LINEARES

Consideremos a equagao escalar do oscilador nao li-
near ¥ + g(x) = 0 (1.1), onde g & forga restauradora,is
to &, xg(x) >0, x # 0 e tem derivadas continuas até a ox
dem que necessitamos. Deste modo, as solugéeé dos problemas
de valor inicial de (1.1) s3o Gnicas.

Denotamos "." a derivada em relacao a variavel t e

Usando Hale [2, cap. V] ou Urabe (10, cap. XIII],
por exemplo, temos que a origem do plano (x,%) & ﬁm centro,
isto &, numa vizinhanca de (0,0) as 6rbitas de (l.1) sao
Orbitas periddicas circundando a origem. | |

De fato, a equagao (1.1) & equiValenté ao seguin-
te sistema bidimensional: | |

X =y
(1.2)

v -g(x)

onde E(x,y) = Izg(s)ds_;_%yz é a energiaAdo siétema (1.2).
Temos E(x,y) = constante ao longo das solucdes de
(1.2), isto €&, a energia do sistema mantém-se constante. Por
tanto,as Orbitas dasvsolugaes no plano (x,y) sao as curvas
de nivel de E(x,y).
Ainda, E(0,0) =0 e E(x,y)v> 0 para (x,y)b# 0,
: X

pois x = 0 @& ponto de minimo de G(x) = f g(s)ds,
| , : o
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Portanto, (0,0) & ponto de equilibrio estavel, e a

origem do plano (x,%X) & um centro.

A solucao geral de (l.1) numa vizinhanca de (0,0)
pode se exprimir como x(t) = @(w(a)(t+a),a), onde a ¢ R é
chamado amplitude da solugao e as Orbitas cruzam o semi-eixo

O,» x 2 0 no ponto (a,0); o« ¢ R & um par@metro chamado fa

se e @(6,a) = #(6 + 2m,a), isto &, as solugOes tem periodo

2m

—TG—- O nimero w(a) & a freqiiéncia da solugdo

Plw(a) (.+a),a). °

De fato, seja x(t,a) solugéo de (1.1), tal que,
(x(0,a)yx(0,a)) = (a,0).

A equacao (1,1) & autanopa, portanto,x(.+0,a), o €
¢ R s3o todas as solucdes com uma mesma Srbita fixada pas-
sando por (a,0).

Séjé T(a) o periodo dessas solucoes.

Definamos § por g(6,a) = xb—gégl-e,a), portanto
g6 + 2m,a) = g(6,a).

A solucao geral da equacdao (1.1) & dada por

x(t+a,a) = glw(a) (t+a),a), a 20, ac R, wl(a) = "'er%ﬂ-



3.1  CASO HARMBNICO

Suponhamos f uma funcao continua T-periddica e
Ayedg parametros reais.

Consideremos a equacao:
4+ g(x) = = Mk + ), f (1.3)

Seja uma solugao de (1.1) p = ﬂ(w(ao)(.+a),ao) com

2 2T
e periodo T = =GT

O nosso objetivo &€ determinar todas as solugoes  T-

drbita C ="{(p(t), p(t), t ¢ R} ¢ R

-periddicas de (1.,3) cujas as orbitas estejam proximas de C,

cuando o ponto (Al,kz) € R2 percorre uma vizinhanca de (0,0).

Mas precisamente, fixada uma vizinhanca U de C ,
dar uma descricao de como varia o niimero de solugoes T-perid-
dicas de (1.3), com Orbita em U, quando o parametro A=

(xl,xz) percorre uma vizinhanca de - (0,0).

A esta altura é oportﬁno observar gue os pontos(xl,p)
com xl # 0, s3ao tais que a equacac (1.3) cotrespondente nao
possue solugGés T-periddicas nao triviais.

De fato, considerahdo o sistema bidimensional corres-

pondente a (1.3), com 1, = O:

y=- gx) - )\ly-

10
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a energia do sistema & dada por:
' %

E(x,y) = %yz + [ g(s)ds
o

e sua derivada ao longo das soluq5es é E(x,y) = - klyz.

Suponhamos que x(.) & uma solucdo T -periddica nio.

trivial de (1.3), com i, =0 e X, # 0. Segue-se Qué‘

E(x(.),y(,)) & uma fungao T -periddica.
Mas o cdlculo de E(x(.),y(.)) mostra ser E(x(.),y(.))
uma fungdo crescente ou decrescente conforme seja Ay < 0 ou

x > 0'

1l .
‘Este fato contradiz a periocidade de E(x(.),y(.))



3.1.,1, ENUNCIADO DO TEOREMA

Uma hipdtese fundamental neste trabalho & a seguinte:
(Hy) w(a)) =1, w'(a)) # Q

Assim, se considerarmos. p como a solugSo dezamplitg

de a_ , com fase a = 0, temos:

p(t) = f(t,a), p(0>7=‘§9!'

Nosso estudo dépgnde_tambémAda_seguiptg hipotese:

(H,) A fungao :h' dadé por:
p(t) f(t-a)at / ! ‘p(t)dat -
. STe

2
h(a)=f

o

tem um Gnico maximo «a

M e um ﬁhi¢o:minimo~;a$ em [0,2%),

o) resultado'fihélzdesﬁa‘éegébiévdlseguinte teorema,
cuja-prova‘séré feita em’ 3{1.3..:'

Tecrema: - Se  (H1)  ¢1 (H2) estdo satisfeitas, entao
‘existem vizinhangas' ‘U da drbita C,V de (i;,),) = (0,0) e

curvas C ., Cy < V,‘fQinnidas-respectiVaméhte por:

>
|

1 = cm(kz)

12
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com c ,C continuamente diferenciaveis em Az e tangentes,

M

respectivamente, as retas:

>
i

h(um)kz
1= h(aM)>2

no ponto (0,0).

Ainda Cm, CM definem setores em V, tais que, para

(A xz) pertencentes aos setores contendo o eixo 'Xz =0 a

l’
equagao (1.3) nao possui solucao 2wv-periddica e para

(X1,%,) pertencente aos setores restantes a equagao (1.3)

tem exatamente duas solugoes 2mn-periddicas.

A figura abaixo & bastante ilustrativa com relagao a

idéia contida no teorema.

t2) (2)

/(0)‘
/

O indice (n) indica o nimero de solugoes 2m-perid-

dicas de (1.3).



3.1.2 FQUACAO DE BIFURCACZO

Vamos obter conveniente sistema de coordenadas para u
ma vizinhanca de C.

Seja 2 o espaco das funcoes 2n-periddicas oontinuas
com a norma do supremo.

Se N € t0,2m7), uma vizinhanca de oy sera entendi

da como um intervalo aberto JE centrado em a de raioe > 0,

OI

médulo [0,2m), isto &, J. ='{ao % s;|s| <€}, onde

a, $ s = a, + s + 2jm, sendo j um inteiro escolhido com a pro-

priedade (ao+ s +2jm ¢ [0,2m).,

Consideremos T(a) = (Pp(a), p(a)) tangente a C, e
y(a) = (p(a),- pka)) ortogonal a +t(a), para cada o ¢ [0,2m),
(1.4).

Para um fixado a aplicando o teorema da Funcédo In

OI
versa temos que a funcao:

x(a,0) = pla) + op(a)
(1.5)

y(a,0) = pl(a) - op(a)

€ um homeomorfismo de uma vizinhanca de (ao,O) numa vizinhan-

ca de (p(ao), p(ao)).

De fato, calculando a matriz Jacobiana da fungao defi

nida em (1.5) no ponto (ao,O), obtemos:

14



Lp (Oto) 'p(oﬂo)

onde det A # 0 por (l4).

Tomando Og 0 suficientemente pequeno e usando a com
pacidade de C, podemos concluir apds um nimero finito de apli

cagoes do Teorema das Fungoes Inversas que existe em homeomorfis

mo entre o retdnqgulo (a,s), 0 < o < 27, |o| < o, e uma vizi-
nhanca U = {(x,y) dada por (1.5), para 0 < a < 2w, lo] <
< oo} de C. 1Isto &, os pares (a,0), O < o < 2m, lo| < oy

definem através de (1.5) um sistema de coordenadas para U.

A construcao dada acima & de uma viZinhanga tubular da
orbita C,  veja por exemplo I@ha l6, p. 1047,

Se (x(t),y(t); y(t) = %(t) & uma solucdo 2n-perisdica
de (1.3) a qual esta numa vizinhangavsuficienfemente _péquena
de C, entdo o valor inicial (x(0),y(0)) é univocamente de-
terminado por (a,o0).

Portanto,& suficiente considerar somente aquelas solu-

goes 2m-periddicas de (1.3) da forma:

x(t) = p(t+a) + 2Z(t+a)
(1.6)
Y?(t)' = p(t+a) + z(t+o) |
onde (=za), 2(a)) = c.y(a), isto &, (z(a), la)) & ortogonal

a ta) = (p(a), pla)).
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De fato, dada uma tal solugio, séu valor inicial

(x(0),y(0)) satisfaz:

(x(0),y(0)) = (pla),p(a)) + o.y(a)

(plal, pla))

N\

[ —(x(t),y(t))
(x(o),y(o})

Cp(t +a) , plt+a)

Transcorrido um tempo t, definimos ‘(z(t+a),2(t+q)77

pela relagao:
(z(t+a) ,2(t+a)) = (x(t),y(t)) - (p(t+a),D(t+a))

Deste modo estamos procurando solugdes (x(t),y(t))

de (1.3) dadas por (1.6).

Portanto, x = p(.+a) + 2z(.+a). Fazendo essa mudanga
de variavel em (1.3) e substituindo g(p(.+a) + 2z(.+a)) por

sua expansao em torno de p(.+0) vem:

Pl.+a) + B(.+a) + g(p(.+a)) + g'(p(.+a)) 2(.+a)

= =X B(.+a) = X 2(.+a) + A E(.) + Gl.+a,z(.+a)) (1.7)
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onde G(.+27,z) = G(.,2), G(.,2) = 0(|zlz), com |z| > 0,

)

Observando gque p & solugao de (1l.1) e dando uma

translagao no tempo, t =+ t-o, (1,7) se transforma em:
N , _ _
Z+ g'(plz = xlz Alp + A2f0-+ G(,,2) (1.8)

Vamos aplicar o método de Liapunov-Schmidt para (1.8).

Seja L o operador linear, Lv =¥ + g'(p)v;
L : X2, X subespago.vetorial de 2 das fungoOes 2m-perid
dicas de classe C2 sobre a reta, munido com a norma C2 . Por
tanto, L & continuo. |

Sob a hipbtese (H;), o éspaqo das solugoes 2m-perid

dicas da equagao:
Lv =V + g'(p)v =0 (1.9)

tem dimensao 1,

Isto decorre de que um sistema fundamental de solugoes

de (1.9) @& dada por P [aﬁ(w(a)(.+a),a)|at]a.=

o
o =0

(o}

e [aﬂ(m(a)(.+a),a)|aa]t - a sendo que a primeira solugdo &
=0

2n-periddica e a sequnda nao limitada devido a hipOtese (Hl).
Mostremos que P & solucao de (1.9).

De fato:

P+ g'(plp =1I[p +g(p)l°=0
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onde P + g(p) = 0, pois p & solucao de (1.1).
Agora mostremos que —%g— (a=a,, a=0) & solucao

de (1,9).

De fato, como g « Ck temos J ¢ Ck+l.Portanto pddg

mos escrever:

e, como para a =0, o =0, temos que p =@, se-

gue que:
T ' og  _ 3 . -
a= a_
o= 0
onde é + g(g) =0 ,pois @ & solucao de (1l.1),
Ainda —%g— (a = ajr o = 0) ndo & limitadarpela hi

potese (H;).
De fato:

(=2 (w(a) (t+a) ,a) Jt -a, T H

Portanto,o termo t.w'(ao) + o quando t - o,
Logo,as solugoes de (1.9) sao miltiplas de p, ca-

-so este em que C & chamada nao degenerada.
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Definimos em 2 a projecdao . P dada por:

27
PG=§>[ pg / n
o
2
onde n = f npz.
o

Dessa forma, Xp = N(L), onde N(L) & o espago das

solucoes 2rn-periddicas da equagao (1.9).

Afirmamos que para cada # ¢ Z a equagdao Lv = g tem
solucdo em 2, se, e somente se, P§ = 0. .
Vamos demonstrar este fatobutilizando 0 seguinte re-
sultado:
- Alternativa de Fredholm: "Seja A e _f pertencente
a Z , entao a equagao % = A(t)x + f(t) umtumisohnﬁobem z,

se e somente se,

27
{ y(t)f(t)dt = 0
o)

para toda solucao y da equagao adjunta

¥y = - yA(t)"

Para uma prova ver Hale [2, p, 146]

Seja o sistema bidimensional associado a equagao

(1.9).

o)
it

- g'(p)v
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Como dim N(L) = 1, segue-se que toda solucao do sis-

tema acima em 2Z & miltipla de P

Procuremos solugoes da adjunta ¥ = -yA, onde:

._gu(p) 0

g'(p) 0

Portanto, toda solucdao de § =.-yA em 2Z & miltipla

de [ -p -p.]» isto é, toda soluqso_do tipo k[ ;ﬁ V-P:} r

kERo
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Logo rde acordo com a Alternativa'dé.Frédholm,’ para
que Lv = § tenha solugdo 2m-periddica é ﬁé§eséé£io7¢:sufi.

ciente que:

[ [s 21 (; { - 0

o - l

pg = 0, ou seja; PP = 0.

Da afirmagdo acima decorre que Z;_, = R(L).
Seja N : X *.Z; Nz = -),2 -_xlp + A f + G(.,z)

Portanto podemos escrever (1.8) como:

Lz = N(z,A , hy0) (1.10)

Ainda R(L) & um éubespago fechado de z e (I-P)X
€ subespago fechado de X.

De fato, mostraremos que R(L) < Z como subespago fe
chado. |

Vamos mostrar que R(L) = f-l{O}, onde f & uma fun
géo continua;'

Pela Alternativa de Fredholm, dado § ¢ 2 a equagao
Lv = § tem solucao em 2, se, e somente se, Pg = 0,

Portanto ,definimos f de % em R por f£fff = [pﬁ.

Temos que f & linear e continua,
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De fato, seja @n ¢ 2, tal que, @n '+ 0, com n - «,

Portanto jpﬂn -+ 0, com n > o,

Logo, R(L) & subespago fechado de 2,

Mostremos que (I-P)X & subespago fechado de X,
De fato, temos que P definida na p.l19 & continua

~ 2
em relacao a norma C°.

M

Agora, seja v, € (I-P)X, tal que, vtV com

Logo ,Pv_ =0 e th + Pv, com n > o,
Portanto, Pv. = 0, ou seja, v ¢ (I-P)X, o que impli

ca que (I-P)X & subespago fechado de X.

A restricao de L a (I-P)X & uma-bijegéo sobre R(L),
portanto L tem um operador inverso a direita limitado,
K : R(L) » (I-P)X.

Este fato decorre do seguinte coroldrio do teorema da
aplicagao aberta: |

"Seja f uma aplicacao linear, biunivoca e continua
de um espago de Banach E sobre um espaco de Banach F, entao

-1

f @& bicontinua, isto &, f é também continua".

Para uma prova em Honig [5, p. 2451.

Com as consideragées acima, estamos em condicao de a-

plicar o método de Liapunov-Schmidt.
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Portantosa equacao (1.10) & equivalente ao sistema:
z = k(I-P)f—XlZ - le + Xzfa + G(.,2)]

P[—Alz —Alp + A fa + G(.,2)] =0,

2

Definamos:

J(z,xl,xz,a) = 2= k(x-p)[-xlz - Alp + Azfa + G(.,2)]

(1.11)

Portanto temos:

J(0,0,0,a) =0

DZJ(O,O,O,a) =1

onde D, indica a derivada parcial em relacao a z e I @& o
operador identidade em (I-P)X.
Pelo Teorema das Funcgoes Implicitas existe uma vizi-

nhanca Ua de cada ponto (0 , 0,a) com 0 <o < 27, e uma
Gnica fungao z; : U, > (I-P)X, tal que, (1.11) estad satis

feita para z = z;(x,a) em Ua e z;(O,d) =0, com 0 < a <
< 27,
Usando a compacidade do segmento S, S = {(0,0,a),

0 £ a < 21}, obtemos uma subcobertura finita de S por U,

e pela unicidade das funcoes z; em cada vizinhanga Ua,BG >0,

independente de o e uma Ginica funcao z* de

A

U = {(xl_,xz,a);ull,nzl <8 0<a s 2r} em (I-P)X, tal que

(1.11) estd satisfeita com =z z*(\,a) em U e 2*(0,0) =

A

0 < a 27,

4

0,
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Portanto,a equacao (1.10) tem solugdo se, e somen-

te se, 2z = z*¥(),a) e (A;a) satisfaz 3@ equacao de bifurca-
P[—klz - llp + sza + G(.,2 )] =0 (1.12)
Definamos:

, 2w '
F(a,\) = [ pl- xlz* - Alp + Xzfa + G(.,2*)] /n=0
O .
(1.13)

Portanto,a equagao (1.10) tem solugao se, e somen

27
te se, (),a) satisfaz (l1.13), onde n = [ pz.
. ‘ °

Ainda temos:

1]
o

F(o,0)

CFlo,)) Ay *+ h(a)d, + t.o.s - (1.14)

onde a abreviacdo t.o.s indica termos de ordem 0(]x|2) quan

2T
do [ -0 e h(a) = f pf(.-a) / n.
0 B

O problema ficou reduzido ao estudo das solucoes

(Al,xz,a) da eqﬁagaor

Al = h(a)A2 + t.o.s (1.15)

com (Al,xz) numa vizinhanga suficientemente pequena de (0,0),

o € [0,2n].
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Afirmamos gue toda solucao de (1.15) satisfaz a se-

guinte estimativa a priori:

I)\I_’C!)\[;CeR (1.16)
em alguma vizinhanca de (Al,kz) = (0,0), o € [0,27].

De fato, suponhamos por absurdo que tal nao ocorra.

Entao existe uma sequéncia (A?,Ag,an), n=1,2,..., de (1.15),

X
tal que, (A?,Ag) + (0,0) e g + 0 quando n > «,
M
Substituindo em (1.15) e dividindo por A? , n=
=1,2,..., Obtemos: |
n
A2
1 = h(a") + A(\D,A0, 0™ (1.17)
AR 1772
1l

onde A(X 2,a D)y 5~ 0, quando n » =,

Observando que o segundo membro de (1l.17) tende a
zero quando n - ~, temos uma contradigao.

A estimativa encontrada em (1.16) mostra que as solu
(»©

gSes de (1.15) sao tais que o par Al,Ag) permanece em seto-

res do plano (Al,xz) como mostra a figura da p. seguinte.

Podemos entao procurar solucoes sobre as retas Al =
= Bkz, B ¢ R, pois ao fazer B8 percorrer um conveniente sub-
-conjunto compacto de R a reta acima percorre toda regiao
o) =

que & permissivel a (Ai,kg) pertencer, quando (A?,Ag,a é

solugao de (1.15),
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Fagamos X; = BX,, B ¢ R em (1.15).

Obtemos:

h(a)X, = BA, + Q(a,exz,x2)~=_ov

Poftanto:

h(a) = B+ 0(a,8,81,0,) = 0 = - 5' 111 (1.18)

onde Q(a,B,BAz,xz) € suficientemente suave defacordo'com'as

condigoes assumidas para g e Q{da,B,0) = 0.. .~




8.1.8 PROVA DO TEOREMA

A prova do teorema recai na andlise da equacao de bi-

 furcacao (1.18).

Definamos:

H(o,B,A,) = h{a) - 8 + 0(a,B,BA,,2,) =0  (1.19)

Portanto, encontrar todas as solugoes de (1,15) numa

vizinhanca de (Al,kz) = (0,0) & equivalente a encontrar to-

das as solugoes da equagao (1.19), gqualquer o, B € R, 12 nu
ma vizihhanga de zero.

Para )\, = 0 as solugdes da equacao (1.19) ndo cox
respondem a solugao Zﬂ-periédica de (1.3), como ja foi obser
vado na pagina 10, Entretanto, como buscamos as solugdes com

) pequeno, vamos estudar a equagao (1.19) para (a,B8,1,)

5|
proximo de solugées da forma (ao,Bo,O). Neste caso os fnicos

valores o _,B possiveis sao os que satisfazem Bo = h(ao).

o’'"o

Temos:

H(ao,Bo,O) =0 _
. (1.20)

DaH(ao,Bo,O) = h'(ao)

Portanto, se oy é tal que h'(ao) # 0, pelo teore-

ma das Funcoes Implicitas existe um G(ao,Bo) > 0 e uma Gnica

funcao a*(Brkz)rlﬁ-Bol,lAzl < 5(ao,30), tal que, a*(%y03=ao

27
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e H(a*(B,lz), B,Az) = 0. Dai se conclui que o nimero de

solugoes de (1.19) & constante cuando a varia numa vizi-

nhanca de um ponto a, com h'(ao) # 0, ou seja, quando

Bo nao for um valor critico de h, podemos garantir que
nao ocorre bifurcagao.

Assim implica que se g for tal que h'(ao) # 0,
existe uma Gnica solugao de (1.3) com fase proxima de o
cuja Orbita estd em U, desde que lkll,llzl sejam peque

A

nos e a razao T esteja proxima de B_.

2 o

Dizemos que a fase de uma (x,X%X) solugiao 2w-pe-
riddica, com dorbita em U, tem fase proxima de ndo se o
seu valor inicial (x(0),%(0)) for aproximadamente

(plag) /Blog)) -

Agora, se a_ é tal que h'(a ) = 0, pela hipOte
se (Hz), h"(ao) # 0. Portanto,aplicahdo.o,teoremav das
Fungoes Implicitas para D H, existe um _61(ao,30) >0 e

uma Ginica fungao a* (8,%,), IB-BOI, lkzj < 61(GO’BO)’ tal

‘que, a*(Bo,O) = ao e DaH(a*‘(lez)' Bl>\2) = 0.

Definamos:
M(B,A,) = H(a*(B,1,), B,1,) (1.21)
Portanto, (1.21) & um valor de maximo ou de minimo de

H(a,B,Az) relativamente a o para cada. (B4X,) .

. Temos:

M(8 _,0) = 0
°© (1.22)

DSM(BO’O) = «~1
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Portanto, o teorema das Fungoes Implicitas implica
que existé §,(8,) > 0 e uma Gnica fungdo B*(X5), [Azl <
< 62(80), tal que, B*(0) =80 e M(ﬁ*(kz),kz) = 0,

Suponhamos que h"(ao) > 0.

Por continuidade, h"(a*(B,lz)) >0 e M(S,Az)
= H(a*(B,1,),8,1,) & um valor de minimo de H(a,8,%,) rela
tivamente a a, para cada (B,AZ).

Por (1.22) e o teorema das Funcoes Implicitas te-
mOS uma curva B = 8*(k2) no plano (B,kz), tal que, tomando-
-sé (B,TZ) sobre ela o valor de minimo da fungao

H(.,B,Az) e nulo.

Por continuidade, DBM(B*(Xz),AZ) < 0, para |A2|
suficientemente pequeno.

Assim, para B < B*(AZ), temos M(B,Az) > 0; e pa-
ra B > B*(kz),' temos M(B,Az) < 0.
Veja as figuras a seguir.
CASO @: p<B*()\2)

H (°’By)\2, ‘

|
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cAso @ : B>B¥IN,)

Ht‘,p,)\z,
)

T A, , o
M(p.xa)«-mi&i/ :

No caso (1), nao ha solugao de (1.19) 'com fase prd

xima de @, € no caso (2), temos duas solucoes de (1.19)

com fases a; e Ay proximos de ay -

Analogamente pata h"(ao) < 0,

Portanto,existem duas solu¢oes de (1.19) com fase
proxima de a, sobre um lado da curva B = B*(X5) e nenhuma
solugao do outro lado.

Em termos das coordenadas originais A = (Al,kz), is-

to implica gue existem duas solucdes de (1.19) com fase pro-

xima de ag sobre um lado da curva Al = B*()\z))\2 e nenhuma

do outro 1lado.

A curva X = B¥(A,)Ay; & uma curva de bifurcagdo e

€ tangente a reta Al = ﬁokz em )\ = (Al,xz) = (0,0).

A analise acima pode ser aplicada'a cada ponto 00y

da hipotese (H,) .

Podemos escolher um § > 0, tal que, gualquer solugao
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de (1.19) para ]a-ajl <8, j=1,2, |x] <6 sao obtidas
com o argumento acima.

O complemento da regiao vlaQaﬁf < S,V 3 =1,2, em
0,21] & compacto e h'(a) # 0 neste conjhnto.g Assim um
nimero finito de aplicacoes doAtebremaﬁdaSaFungaes Implicitas
mostra que nenhuma bifurcagao adicional,tem lugar para
I lain,] <6,

Portanto, isto mostra que éraficamenfe o teorema a-
cima estabelece que o diagrama da bifurcacdo & dado na figu-

ra da pagina 13.



5.1.4 IURMA GFRAL DO TEOREMA

Conservando-se as mesmas notacdoes de. (3.1). Consi-

deremos as seguintes hipdteses:

' { - w! ‘
(Hl) w(ao) 1, (ao) # 0

Logo, se considerarmos p como a solucao de amplitu

de a_, com fase o = 0, temos:

p(t) = g(tlao)l p(o) =»a0

(H3) A funcao h dada por:

2T S ' 2w 2
h(a) = [ B(t) £(t-a)at /_f B (t)at
' o o
tem um nimero finito de valores extremos g0 j'=»l,..,,n;

aj e [0,21) com h"(uj) # 0,

(HY hlog) # hloy), 3 #k

Nestas condigbes o teorema 3.1.1 pode ser estabele

cido numa forma mais geral:

Teorema: Suponhamos satisfeitas as hipdteses acimas:
(Hi), (Hé)’~(H§)’ Entao existem vizinhancas U da orbita C,
vV ode (Ay,2,) = (0,0) e curvas Cj' j = 1,...,n; Cj cV de-
finidaé por Al = ci(kz), j = l,...,n} com cj continuamen

te diferenciaveis em kz e tangentes, respectivamente, as retas

32
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w

= h(aj)x i=1,...,n; no ponto (Al,kz) = (0,0).

A 27

Ainda, Cj definem setores em V, tais que, para
(kl,Az) pertencentes aos setores contendo o -eixo AZ =0 a’
equacdo (1.3) ndo possui solucdo 2n-periddica ao  passar
(xl,xz) por uma das curvas Cj acima ‘0 nimero de solu

¢Oes 2m-periddicas da equagdc (1.3) varia de dois.

Com algumas adaptacdes a prova do teorema acima & a

naloga a do teorema (3.1.1).

Uma observacgao importante & gue a hipdtese (H3)
tem por objetivo simplificar a andlise do problema, isto €&,
(Hé) pode ser omitida em troca de algumas discussdes late-
rais. Mais precisamente, a ocorréncia de aj,ak Atais que

_h(aj) = h(ak), j # k, implica na existéncia de duas curvas
de bifurcagao, Cj e Cy tangentes a mesma reta A =11@3)A2
no ponto (xl,xz) = (0,05. Essas curvas podem eventualmente

coincidir em V.

Se h(a) tem dois pontos de minimo e dois pontos
de maximo, ent3o existem quatro curvas de bifurcacdo e a fi-
gura a seguir & bastante ilustrativa com relagao ao diagrama de

bifurcagao.
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3.1.9 COMPORTAMENTO LIMITE DAS SOLUGOES

Neste paragrafo estudaremos o comportamento das solu-
coes de (1.3) com relagao a familia de solugoes p(.+a), Ols
< 2w, de (1.1l) quando os parametros tendem a zero.

Para tanto, necessitamos do Teorema de Ascoli-Arzela
na formulagao dada a seguir:

"Seja D c R" compacto e C(D,Rn) o espacgco das fun-
coes continuas @ : D —» Rn, com a topologia uniforme. Se ﬂj €
€ C(D,Rn), j=1,2,..., tal que; (ﬂj) uniformemente limita-
da e equiéontinua entao existe subseqﬁéncia convergente de
(ﬁj); em outras palavras, se A c C(D,Rn)'equicontinuo e li-

mitado, entao A & relativamente compacto”.

Teorema: Suponhamos que as hipOteses (Hl) e (HZ) es

tejam satisfeitas com f ¢ Cl, gue V c'R2 vizinhanca de
(Al,xz) = (0,0), U wvizinhanca da orbita C sejam as mesmas
do teorema (3.1.1), e consideremos uma curva continua Y,

contida num setor de V onde existam solugoes 2n-periddicas

de (1.3), parametrizada por Al = Al(B), AZ = AZ(B), 0<B8<1,

de modo que ki(s) + xg(e) = 0 se, e somente se, B = 0, .
Suponhamos também que a cada ponto (Al(B),Az(B)) < Y,
0< B < 1, corresponda uma solucdao x(t,B) ¢ U da equagdo
(1.3) a gqual depénda céntinuamente devB no intervalo (0,17,
Entdao o conjunto S(y) = {x(.,B), 0 <B < 1} < X é
relativamente compaéto e todo ponto limite com B >0 & uma

ssolugao 2m-periddica de (1.1)

35
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Além disso se definirmos:

o Al(B)_
S - 0N

I

Ay (B)
h (y) = lim sup L
M 8>0 12385

entao existe um intervalo I(y) < [(0,2r], tal que h(I(y)) =

= [hm(Y),th(Y)] e s(v) - s(y) ="{p(.+a) ¢ X; o € I(y)}

Prova: Como x(t,8) «¢ U, t e R, 0 <B =<1, segue-
-se da definicao da vizinhanca U,. dada em 3,1.2 que exis-
tém limitantes para x(.,B), %(.,B), uniformes em g, com
B ¢ (0,11. |

Além disso temos para cada B ¢ (0,17 :

2(t,B) = -g(x(t,B)) - Xy (B)%(t,B8) - A, (B)£(t) (1.23)

Da limitacao do éegundo membro da eqﬁagéo- (1.23) u-
niforme com respeito a B8 ¢ (0,1], podemos garantir que
%(.,8) & uniformemente limitada. | |

Assim, x(.,B) & limitada na norma C2.

-

Ainda, observando gque —%%—(g) & limitada, quando

|&] < k, decorre de (1.23) que ¥(.,8), 0 <B < 1 & limi
tada.

Deste modo, as familias‘das solugoces x(.,B),suas de
ricadés primeiras Xx(.,B) e sués derivadas segundas x(.,B),
0 <8 <1, além de uniforﬁémente iimitadas, sao também, via
Teorema da Média, equicontinﬁés.

Portanto, para que S(y) ="{x(.,B), 0 <B < 1} ¢ X
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-

seja relativamente compacto na norma C2 r € | -sufiéiente*
mente mostrar que S(y), é(Y) ="{X(.,8), 0 <B =< 1}, | é(Y) =
= {®(.,B), 0 <B < 1} sao reiativamente compactos.na néfmé do
supremo.

Mas isto & conseqﬁéncia direta do Teorema de Asébli-'
~-Arzela. Logo S(y) & relativamente compacto na norma Cz;

Provemos que todo ponto limite com 8 » 0 & uma solu
cao 2m-periddica de (1.1).

-

De fato, o sistema bidimensional associado a (1.23) é:

L1

P(£,8) = =g(x(t,8) = 2, (BIX(E,8) + A (BVE(E)

Portanto, a equagao integral de (1.23) é&:

x(t,B) x(0,8) f y(s,B)ds |
o]
y(e,8) | lyo,8)| - Jtt-g(x(s.e)-xl'(S)y(t",emz(e)f(s) Jds
J _ | | ‘o |
(1.24)

Seja- (8 ) tal que B+ 0 com n » «.

Logo, fazendo B8 = B em (1.24) e calculando o li-

mite para n - «, temos:

r ] I ] [—t N
x(t,0) x(0,0) HJ-y(s,O)ds
= : + o
t,0 0,0 Tt
¥{ ) v . f ~-g(x(s,0))ds
L - L . " O ' B
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Para provarmos a segunda parte do teorema notemos
que:

S(v,8,) = x(.,8) ¢ X, 0 <8 s B)

pertence a vizinhanca U de C, se Bo é suficientemen-
te .pequeno.
Portanto, se B8 & suficientemente pequeno, exis

tem fungoes continuas a(B), z(t+a(B),B), de modo que:

x(t,8) = p(t+a(B)) + z(t+a(B),B) (1.25)
onde z(tfu(B),B) = z*(a(s),kl(s),xz(s))' € uma solugao de
(1.11) . '

Ainda, a equagao de bifurcagao toma a forma:

A, (8) A, (8)
h(a(B)) - -?2737 + Q(é(B). -XZTET-,AI(B),Az(B)) =0
' (1.26)

| A (8))
seja (B,), B, >0 e ~T§T§27- > b (V)
SR o

Se necessario tomo subseqﬁénCia para garantir que
a(B ) converge.

Assim, se a(B ) » o, temos que:

h(am) = lim h(a(Bn))

n--o

Logo, fazendo B = B, em (1.26) e calculando o

limite para n -+ ®, temos:

= ' - (1.27
hlog) = hy (v) o (1.27)
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Analogamente prova-se que existe a tal que:

M’
h(aM) = hM(Y)
Definamos;
Iv) = hYIh (v, ho(v D)
m M
De acordo com a hipdtese (Hy), I(y) & um intervalo
fechado ou a unido de dois intervalos fechados de [0,2n) [com

a topologia introduzida anteriormente, p. 14.

.Definamos:
a(mﬁg>=mmetmmw;ase<mgg;aéwwn

De (1.26) temos qué dado ¢ '> O,h(a(ei') ‘< [hm'(Y) -€,

hy(y) + €] para B e‘(O,BO],"com B, suficientemente pequeno.

Entao:
a((0,8,1) < h™HIh (¥) = &, hy(y) + el) (1.28)

Ainda, tomando €  suficientemente pequeno,>posso ga
rantir qué» h-l([hmfy) é'é, hM(Y) + €]) tem o mesmo nﬁmero} de
'componentes conexas que f(Y) e cada uma dessas componehtes
contém precisamente uma componente conexa de f(Y).

Como a((O,Béj) é‘COnexo, segue-se de _(1.28)A que
a((0,8,1) n i(Y), € um intervalo. |

Definamos:

a(0,8,1) n I(y) = I(v)
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Pela propria constru¢5¢,ftembs:que:

h(I(y))<Ch (¥), hM(Y)] _ _ (1.29)

Seja n ¢ [hm(Y), hM(Y)]. . Logo existe (Bn), B~ 0

n
%l(Bn) -
e = + n. Por um raciocinio andlogo ao desenvolvido em
AZZE ) ,
(L.27) temos que n = h(uo) para a, € I(y), isto &,  ne
e h(I(y)).

‘Portanto, [hm(Y), hM(Y)J C'h(I(Y));'E usando (1.29)

temos

h(I(y)) = [h_(v), hy(y)]

Ainda, fazendo B =8  em (1.25) e calculando o li-

mite para n + «, temos:
x(t,8) - p(t+go5 > 0.

Pelas definic¢des de & € &y, se o ¢ I(y) entao
p(.+a0) nao pode ser ponto limite de S(y).

Logo, o conjunto S(y) - S(y) & dado pela seguinte ex
pressio:

STYY = S(y) = {p(.+a) ¢ X; a ¢ I(Y)}.

. Corolario: Se Y ,x(.,B) satisfazem as condigdes do

teorema acima, entao uma condigao necessaria e suficiente para

. A, (B)
“que x(.,B) seja continua em B =0 & gue lim —7i7§7~ = hg
' _ 2

g0

egista.
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Neste caso, x(.,B) - p(.+ao) onde @ é tal que,

h(ao) = ho..

Prova: Provemos inicialmente a condicao necessaria.
Como Y estd num setor que nao contém o eixo dos \yr ara
zao Al(B)/AZ(B) & limitada, 0 < B < 1. Assim, se nao e-

xistir o seu limite, quando B -+ 0, podemos considerar dois

pontos limites distintos, c, e ¢, de Xl(B)/kz(B). Por
tanto, existem duas seqgiiéncias (Bi), (Bg), com Bi -+ 0, quan

do n >, demodo que X (B )/A,(B) » ¢;, quando n > =,

i=1,2,
Agora, se necessario for, tomo subseqiiéncia para ga-
rantir que a(B;) -> aé, i=1,2. Fazendo R = (B;) em

(1.25), i =1,2, temos que x(t,8)) » p(t,ai), i=1,2, is

to &, construimos dois pontos - limite distintos de x(t,B),

gquando B - 0, contrariando a hipdtese. Logo, existe

' Para obtermos a suficiéncia, consideremos uma seqiién

cia (Bn)} B, * 0, quando n -+ =, Portanto, A (B )/A,(B)>h,,

quando n -+ », Logo, desenvolvendo raciociInio anadlogo acima
e utilizando novamente a expressao (1,25), temos x(t,Bn) -+
> p(t+ao). Da arbitrariedade da seqiiéncia Bn' segue-se a
tese.

Ainda,

h(ao) = lim h(a(Bn))

n-ro
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E utilizando (1.26) temos:

h(ao) = ho

Se a curva Yy for escolhida de modo que lﬁnkl(Bbﬂz(m
. ’ g-+0

nao exista (e isto sempre pode sef feitd); o corolario acima im
| ?lica gque a solucdo x(.,B) nio tende a nenhuma solucao p(.+a)
'"dé equacao degenerada, entretanto o teorema anterior assegura
.gue a familia das solucgoes x(.,B), 0 < B < 1, tende a familia
das solugoes p(.+a), o e'[O;zﬁ), na topologia Cz,qwmwb g -+ 0.

Na figura abaixé est57re§xesentado o cilindro descri-
to pelos graficos de (p(.+a5, p(.+a)), quando o percorre o in-
tervalo [0,27). A curva (x(O,S), k(O,Bf) do plano de'fase ten
de ao arco da orbita C determinado pelosvpontos (p(am),pfam))
© (ploy) yBloy)) s hla) = h (v) e hlay) = hy(y). Nestas condicles
os graficos de'(xL,B),vi(.,B))’em R3, 0 < B < l,vdescrevem u--

ma superficie que tende 3 faixa {(p(t+a),p(t+a)), t € R, @ <

‘A

avsvaM},' gquando B8 - 0.

(Play) . blay))

{txi0,p), x10.81), BEto, 11}




3.2 CASO SUB-HARMONICO

Admitindo a mesma hipotese (H,) ‘e notagoes das e~
quacoes (1.1) e (1.3) do caso Harmdonico, um problema que
se poe naturalmente & o de saber da existéncia e nimero de so
lucdes 4mn-periddicas de (1.3) com drbita em U, quando o

par (kl,xz) varia livremente em V, onde U & uma vizi~

nhanca da &rbita C ="{(p(t), p(t)), t ¢ R} e V & uma vizi

A,) = (0'0)-

nhanca de (Xl, 2

Uma SQngéO’pOde ser encaminhada de forma completa-

mente anéloga ao caso Harméhico, como segue,
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3.2.1 ENUNCIADC DO TEOREMA

Seja a hipdtese
(Hi) w(ao) =_l,-w'(ao} # 0

Portanto, considerando p como a solugao de amplitu-

de a com fase o = 0, temos:

o’

p(t) = fg(t,a)), p(0) = ag

Agora, consideremos a hipdtese:

(HY) A funcdo h dada por:
4 _ A 5

h(a) = f B(E) £ (t=0)at /f p2(t)at
o} o) '

tém doisbpontos de maximo qM; a& em [0,4w) e dois pontos de

minimos @y o em’-(0,4w),_tais que,'h"(aM), h"(qﬁ), h"(am)f
” l‘
h (am) # 0,
Teorema: Se- (Hi) e (Hg) estao satisfeifas, entao.
existem vizihhangas U da orbita €, V de (xl,xz)‘= (0,0)

e curvas Cm' CA, CM,vCﬁuc V, definidas respeétivémente por:

>
i

1= o) Ay = g0y

44
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com  C ; cé, Cy’ c& continuamente diferenciaveis. em Az e tan

gentes duas a duas, respectivamente, as retas:

>
i

= h(ocm)k2 = h(aﬁ)k2

M

i

h(aM)k2 =Vh(aﬁ)k2

no ponto (0,0).

Ainda Cm,Cﬁ,C definem setores em V, tais que pa

M’ Cu
ra (11'*2). pertencentes aos setores contendo o eixo Az =0 a
equacao (1.3) nao possui solucao 4n-periddica e ao‘passar
(Al,lz) por uma das curvas aéima o nﬁmefo de solucoes 4m-perid
dicas da equacao (1.3) varia de dois. Este fato sempre ocorre
de forma que fique definido um setor do pland para o qual existem
4 solugdes 4m-periddicas.

A figura abaixo & bastante ilustrativa com relacao a

idéia contida no teorema.

0 indice (n)  indica o niimero de solugdes 4m-perid-

dicas de (1.3)..



3.2.2 EQUACZO DE BIFURCAGAO

O sistema de coordenadas em torno de C & obtido do
mesmo modo como em (3.1.2), mas agora procurando solugoes

da forma:

plt+a) + z(t+o)

x(t)
(2.1)

L]

y(£) = plt+a) + 2(t+a)

com o € [0,4m],

Seja P41T o espaco das funcoes 4n-periddicas conti-

nuas com a norma do supremo. Definamos:

J pz =n ' (2.2)
(o] : :

e P: P, =~ P4Tr , projegéo qontinua,'tal qqe,
: 47 ' . ' _
PP = p J #b /n (2.3)
o - | _

Como em (3.1.2), a hipdtese (Hi) implica que o

espago das solugoes 4m-periddicas de:
v =V + g'(p)v = 0 (2.4)

é gerado por Dp.
Portanto para # e'P4“, a alternativa de Fredholm im

plica que a equagao:
¥+ g'(plv = f(t)

tem solugao 4n-periddica, se, e somente se, P§ = 0.

46
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Logo,a equagao de bifurcacao se transforma em:

' 4m , o -
Fla) = [ D@ B E HGL, 28N T / =0 (2.9
ol | ,
Ainda:
F(a,0) =0
Fla,) = =A; + h(a)d, + t.os (2.6)

onde t.o.s indica termos de ordem 0(|A|2) com x| » o0,

4r-periddico e h(a) = f4”pf(.—a) / M.
. o |

Do mesmo modo que (3.1.2) a equacdo de bifurcacio

(2.6) & equivalente a:
h(a) - B + Q(a,B,BAy,A,) =0

onde 1, = BAy, B € R, Q(a,B,Bkz,Az) é sufigientemente sua-

ve de acordo com as condigoes assumidas para g, Q(a,B,0) =0

e & 4mn-periddica.



3.2.Z PROVA DO TEOREMA

De aéordq\éom"(3,1,3} OS:péntQS“.aé,‘ tais gue,
h'(ad) # 0 nao forhe¢em‘bifurééqéd“de;spluQSGSQ o
Suponhamds_entéo (0 ,B ), tal3que; h(a ) = 8
N . R 0 O e T ‘ ‘Ov
1 - ’ '
e h'(a)) = 0. | R e
Observando que o integrando de:

| o gdn R
h(a) = J PE(.-a) / no
SN P D

com o ¢ [0,47] & 'Zv—periédiqéﬁ'temoswque _h_ também & 2n-
-perlodlca. | '

Portanto em virtude'da 2t-periocidade de h, a o_
corresponde d_, tal'gue,_'iqofa;1-;ﬁzﬁggyfh(a;)_= B e

o
() =
h'(ay) = 0. . I ,
Repetlndo o racioc1nlo da prova do teorema (3.1.1)

para cada par (ao,Bo),:(ao,Bo) themas um par de funcdes
M(B,A,) e ﬁ(B,Az), és’quais,nos‘levamvdevmodo completamente

andlogo a um paf de cufvas, B = B*(l ) e ‘é E*(k ,)  com - as
mesmas propriedades especiflcadas ‘em ‘(3 1. 3) | »
Nas coordenadas origlna;s temos, 1-— BN, )X e-)l
= B*(1. )Az,ambas tanaentes a reta Al 7 BoAg | ’ | o
| Portanto podemos conclulr que quando (xl,x ) passa
pelas.v121nhangas,da reta A= B AZ’ o numero de solugoes
4r-periddicas de (1.3) muda de quatro. 
Oualltatlvamente o dlagrama de bifurcacao pode assu

mir o aspecto da flgura da p._4$.-w-
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