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ABSTRACT

Suppose the equation

XxX + g(x) = 27X + AÊ (1)

where f is a scalar function which is 2m-periodic, h1rdo

are real parameters, xg(x) >O0 for x 320,
The initial problem is to Characterize the existence

and the number of 2r-periodic solutions of (1) which lie in

à neighborhood of «a 21-periodic orbit of the degenerated
equation

X + g(x) = O (2).

whose orbit in'the (x,X) - space encircles the origin.
The Liapunov-Schmidt reduction method is applied to

obtain the bifurcation equations. The results are then obtained

by successive use of the Implict Function theorenm,.

We also characterize the existence and the number of
ámr-periodic solutions of (1) which lie in àa neighborhood of
a 27-periodic orbit of (2).
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1. Introdução

Um número considerável de fenômenos estudados nas ci-
ências físicas levam a equações matemáticas da forma

Míx,2) = O oo (1)

onde x representa a solução procurada, e *º um parâmetro.
Vamos descrever rapidamente a idêia de BIFURCAÇÃO.

Suponhamos X,Z espaços de Banachy À um conjunto a
berto em um espaço de Banach, M : X x > Z um operador con-
tinuamente diferenciável e consideremos a equação (1) para
xe XxX, A ce A.

Se necessário assumiremos aque M tem derivadas conti
nuas de ordem superior a um.

Uma solução da equação (1) ê um ponto (x1))eXXA,
tal que, a equação (1) é satisfeita.

Seja Sc X*X*XA o conjunto das soluções da equação
(1) e, para todo 1 ce A, seja:

Ss, = (x << XX ;i(x,*)) «é
Ss )

Desde que à é usualmente um parâmetro físico, é na-
tural discutirmos a dependência ãe Ss, em relação a A».

Ainda, é de grande importância a determinação dos pon
tos Ao <€ A, de modo que, ao variar x uma vizinhança arbitraá
ria de Ao! o conjunto 8, varie radicalmente.

Um PONTO DE BIFURCAÇÃO &é um valor 2, e A do parâme
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tro que satisfaz S, * À, e existe um x, € 8, ;, tal que, para
“Oo fe)

qualquer vizinhança U de (Kgr95),s existem duas soluções dis
e S,. Veja figura abaixo.* 2,tintas (X112), (X5/1) e U e x

x
Í

1' “2

Existe mais do que uma definição de ponto de bifurca-
ção, mas em cada problema especifico fica claro o seu signifi-
cado.

Exemplo: Sejam »*-,x, escalares reais e

M(Xx,A2) = x? -—i=O

Temos:

S=((x,N); ) = xº)



Portanto se:

>

1) <0=>S, = (o)

1 >0=s = t+21V?, 27
Portanto, o ponto ) = 0 é um ponto de bifurcação, co

mo mostra o diagrama abaixo.

* O

+ | >”

(O) (1) (2)

Em Hale [3] e Stakgold [8] o leitor pode encontrar
vários exemplos ilustrativos do problema de bifurcação.

No problema estudado neste trabalho, temos dois parâ-
metros, isto é, o parâmetro ) considerado na discussão acima
ê bidimensional. Neste caso o diagrama anterior se faz no pla
no; ao invés de pontos de bifurcação, em geral se obtêm curvas
de bifurcação. Acreditamos que essas idéias se tornarão preci
sas com o decorrer do texto.

Consideremos a equação

oo - AdX + g(x) = —),% + A,f [=x] (2)



onde f é uma função contínua 2mT-periódica, isto é,
f(tr2m) = f(t), 21171), são parâmetros reais e xg(x) > O, se
x *ÉO,

A equação (2) representa um oscilador amortecido e

forçado. Os termos em hardo representam o amortecimento e o

termo forcante, respectivamente.
Nestas condições, a origem do plano (x,%X) é um cen-

tro para a equação degenerada

X + g(x) = O (3)

O problema inicial é caracterizar a existência e Oo nu
mero de soluções 27-periódicos da equação (2) cujas as órbi
tas estejam próximas de uma Órbita 2mT-periódica da equação de

generada. Mais precisamente,investigaremos a ocorrência de bi-
furcação de soluções 27-periódicas da equação (2), com órbi
tas próximas de uma órbita 27-periódica da equação (3).

A equação (3) representa o oscilador livre não amor

tecido.
Chamamos o problema acima de CASO HARMÔNICO, 5j3&âá que

procuramos soluções com o mesmo período do termo forçante f
e da solução p de (3) que dá origem à Órbita 2m7-periódica.

Para chegarmos às equações de bifurcação usamos o mé-

todo de redução de Liapunov-Schmidt, que é descrito no parágra
fo 2. Estas são analisadas por aplicações sucessivas do Teo-

rema das Funções Implícitas.
Uma questão importante que estudamos ainda no parágra

fo 3.1, é o comportamento limite das soluções de (2), isto



é, a continuidade das soluções de (2) em relação aos parâme-

tros no ponto (1122) = (0,0). Em outras palavras, se as solu

ções de (2) tendem a uma solução &de (3), quando os parâme-

tros tendem a zero.
No parágrafo 3.2, chamado (de CASO SUB-HARMÔNICO, o

problema é caracterizar a existência e o número de soluções
4Tt-periódicas da equação (2), cujas as órbitas estejam próxi

mas de uma órbita Z2q7-periódicas da equação (3), Isto &éÉ, co-
mo em 3.1 investigamos a ocorrência de bifurcação de soluções,

neste caso 4T-periódicas, da equação (2) próximas de uma so
lução da equação (3).

Uma caracteristica deste problema que o difere dos pro
blemas usuais da teoria de bifurcação ê que a equação degenera-
da, por ser autônoma, tem uma família a um parâmetro de soluções

obtidas por translações no tempo. Um exame na literatura mostra
que uma hipótese corrente é que à solução da equação degenerada
seja isolada.

AO que sabemos, o primeiro a considerar esse problema
foi Loud [7] utilizando um outro mêtodo, mas foi em Hale e

Táboas [4] que ficou claramente caracterizado tratar-se de um

problema de bifurcação a partir de uma família de soluções.
O parágrafo 3.l contêm à essência deste trabalho.

Nele procuramos apresentar uma versão mais detalhada e com algu
ma pretensão didática do trabalho de Hale e Táboas [4].
Quanto ao parágrafo 3.2, não conhecemos nenhuma referência on
de seja estudado Oo caso, por nós chamado SUB-HARMÔNICO.



2. MÉTODO DE LIAPUNOV - SCHMIDT

Sejam X, Z espaços de Banach e B um operador de-
finido de um espaço de X em Z, denotamos D(B), R(B),N(B)

o domínio, imagem e núcleo respectivamente de PB.

Seja E um operador definido em 7, linear, contí-
não, indempotente, isto é, E? = E. Denominamos E operador
projeção e denotamos R(E) por dr.

Com o sínbolo I denotamos o operador identidade.
Se L:907(L)cX>Z é um operador linear, então k

ê dito um inverso à direita de L se k é um operador linear
de R(L) em D(L) e LKz=z.

Proposição: Sejam X,Z espaços de Banach e
L : D(L) c X > Z um operador linear e N:X+Z um opera-.
dor não necessariamente linear. Consideremos a equação

Lx = Nx (1)

Vamos supor satisfeitas as seguintes hipóteses:
(H,) Existem projeções PP: X>X e qQ:32->4€&E;

NL), Z7. o = RO).Ra "

(H,) L tem um inverso à direita limitado K com

PK = O,

Então a equação (1) é equivalente ào sistema:

(a) x = Px + k(I-QO)Nx
(2)

C  (b)QoNkK=SO



Prova: Decompondo a equação (1) nos espaços suple-
mentares determinados pela projeção Q, chega-se facilmente a

que a equação (1) &é equivalente ao sistema:

(a) (I-Q) (Lx-Nx) = O

(3)

(b) Q(Lx-Nx) = O

Por hipótese temos que LX = (I-Q)Z, portanto QL = O,

Logo O sistema (3) é equivalente:

(a) Lx = (I-Q)Nx
(4)

(b) ONx = O

Agora, desde que LK= TI em R(L) e PK O temos
KL = I-P em D(L).

De fato, seja x < D(L) c X, com x=x, + XKar NX é
€ “,, e x, € Xt-p*

KLx = KL(x,y+x,) = K(Lx, + Lx,) = KLx, = x,+y, y e Xp'

I1-P*Mas PK= 0, portanto, R(K) ec X T-PLogo ye X

e, conseqientemente, y = 0, ou seja, KLx = X2,.

Portanto, Klx = (I-P)x, x «e D(L), O que justifica .

à nossa afirmação.
Dessa forma a equação (4)(a) é equivalente a:

x = Px + K(I-O)Nx

O sistema (4) &éê equivalente ao seguinte:

(a) x=Px+ K(I-O)Nx

(b) ONx = O



3. UM PROBLEMA DE OSCILAÇÕES NÃO LINEARES

Consideremos a equação escalar do oscilador não li-
near %X + g(x) = o (1.1), onde g é força restauradora,is
to é, xa(x) > 0, x X%0 e tem derivadas contínuas até a or
dem que necessitamos. Deste modo, as soluções dos problemas
de valor inicial de (1.1) são únicas.

Denotamos "," a derivada em relação à variável te

Usando Hale [2, cap. Vl] ou Urabe [10, cap. XIII],
por exemplo, temos que a origem do plano (x,%*%) é um centro,
isto é, numa vizinhança de (0,0) as órbitas de (1.1) são
órbitas periódicas circundando a origem. o

De fato, a equação (1.1) &é equivalente ao seguin-
te sistema bidimensional:

RX =y
(1.2)

y = -g(x)

2
Nu

x ' o o| gís)ds + 3y ê a energia do sistema (1.2).onde E(x,y)
. O

"
Temos E(x,y) = constante ao longo das soluções de

(1.2), isto é, a energia do sistema mantêm-se constante, Por
tanto,as órbitas das soluções no plano (x,y) são as curvas
de nível de E(x,y).

Ainda, E(0,0)=O0 e E(x,y) > O para (xy) O,
x

pois x= 0 é ponto de mínimo de G(x) "= Í gís)ds,
| fe)
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Portanto, (0,0) &éê ponto de equilíbrio estável, e a

origem do plano (x,%kX) é um centro,

A solução geral de (1.1) numa vizinhança de (0,0)

pode se exprimir como x(t) = AZ(w(a)(tta),a), onde aecR, ê
chamado amplitude da solução e as órbitas cruzam o semi-eixo

O, x 20 no ponto (a,0); a e R é um parâmetro chamado fa

see f(8,a) = d(6 + 2n7,a), isto é, as soluções tem "período

27Tay: O número u(a) Ééa frequência da solução

aZíw(a) (.t+a), a).
De fato, seja x(t,a) solução de (1.1), tal que,

(x(0,a)X(0,a)) = (a,0).
A equação (1,1) é autônoma, portanto,x(.+a,a), a «e

e R são todas as soluções com uma mesma órbita fixada pas-
sando por (a,0).

Seja T(a) o período dessas soluções.
( T(a)

TDefinamos Q por dZQ(0,a) =x 8,a), portanto
p(6 +. 27,a) = Z(68,a).

A solução geral da equação (1.1) é dada por

x(tr+a,a) = Jíw(a)(trta),a), a20, ae R, w(a) = ao º



3.1 CASO HARMÔNICO

Suponhamos f uma função contínua T-periódica e

X7rdha parâmetros reais.
Consideremos a eqaquacão:

K + gx) == NA + do f (1.3)

Seja uma solução de (1.1) p= Píw(a)(.ta),a) com
2 2Te período T = mtaT'

O nosso objetivo é determinar todas as soluções —“T-

órbita C = (p(t), p(t), te R) ce R

-periódicas de (1,3) cujas as órbitas estejam próximas de C,

aquando o ponto (17122) e Rº percorre uma vizinhança de (0,0).

Mas precisamente, fixada uma vizinhanca U de C ,

dar uma descrição de como varia o número de soluções T-perió-
dicas de (1,3), com órbita em  U, quando o parâmetro às

) percorre uma vizinhança de
— (0,0).(A471'"2

A esta altura ê oportuno óbservar que os pontos (17,0)

com 7 2 0, são tais que à equação (1,3) correspondente não

possue soluções T-periódicas não triviais,
De fato, considerando o sistema bidimensional corres-

pondente a (1,3), com »), = O:

y=- gx) >-iy
10
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a energia do sistema é dada por:
' x

E(x,y) = 3y” + / gís)dàds
o

e sua derivada ao longo das soluções é Elx,y) = - ny.
Suponhamos que x(.,) é uma solucão T-periódica não.

trivial de (1,3), com 21,=0 e ),%0., Segue-se que

E(x(.),y(.)) é uma função T-períódica,
Nas o cálculo de E(x(.),vy(.)) mostra ser E(x(.),y(.)).

uma função crescente ou decrescente conforme seja 7 < O ou
À > [mm

1 :

Este fato contradiz a periocidade de E(x(.),y(.))



8.1.1, ENUNCIADO DO TEOREMA

Uma hipótese fundamental neste trabalho é a seguinte:
.— '

Assim, se considerarmos. p como a solução de amplitu
de àa com fase a=0, temos:

p(t) = dlt,a,), p(0) = as
Nosso estudo depende também da seguinte hipótese:

(H,) A função h dada por:

oo 27 >, oBle)fItoa)at / | PÍltidt
: IS27

nto) =|
O

tem um único máximo ao
M eum único mínimo: a, em [0,27%),

Oo resultado final desta seção é o seguinte teorema,
cuja prova será feita em 3.32

Teorema: Se (E) e (HJ) estão satisfeitas, então

existem vizinhançãás: 'U da órbita C,Vv de (1,7,1,)'= (0,0) e

curvas C, Cy" V, definidas respectivamente por:

= cn (22)
=.

1

12
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com cre continuamente diferenciáveis em » e tangentes,2

respectivamente, às retas:

= |1. hla)di,

1 = h(ay)>,

no ponto (0,0).
Ainda Cm Cu definem setores em V, tais que, para

(2 io) pertencentes aos setores contendo o eixo »2.,. = 0 a1' 2

equação (1.3) não possui solução 2rv-periódica e para

(217,2,5) pertencente aos setores restantes à equação (1.3)

tem exatamente duas soluções 2n7-periódicas.

A figura abaixo é bastante ilustrativa com relação a

idéia contida no teorema.

(2) (2)

=, —
(——(0o)-

DDD

O índice (n) indica o número de soluções 2T-perió-
dicas de (1.3).



8.1.2 FSOUAÇÃO DE BIFURCAÇÃO

Vamos obter conveniente sistema de coordenadas para u
ma vizinhança de (CC,

Seja 2 o espaco das funcoes 21-periódicas contínuas

com a norma do supremo.
Se a, [r0,27), uma vizinhanca de a, será entendi

da como um intervalo aberto J. centrado em ao de raioe > O,o"

módulo [0,27), isto é, Je = fla, f s;ls| <ece), onde

a, t+ss= a. +S+ 2)1, sendo j um inteiro escolhido com à pro-

priedade (at s +2317)< [0,27).

Consideremos —“T(a) = (P(a), &6b(a)) tangente a (CC, e

vía) = (Pla),- P(a)) ortogonal à <7T(um), para cada a «ec [0,27T).

(1.4).
Para um fixado a aplicando o teorema da Função Ino"

versa temos que à função:

x(a,0) = p(a) + obp(a)
(1.5)

yía,0) = p(a) - cop(oa)

é um homeomorfismo de uma vizinhança de (a o) numa vizinhan-

ça de (pla), Bla, )).

De fato, calculando a matriz Jacobiana da função defi
nida em (1.5) no ponto (aro), obtemos:

14



Pp (a) -P(a,)

onde det AX 0 por (1.4).

Tomando 9% ? O suficientemente pequeno e usando a com

pacidade de (CC, podemos concluir após um número finito de apli
cações do Teorema das Funções Inversas que existe em homeomorfis
mo entre o retângulo (a,0), 0 sas 2nm, |ol < 9, e uma vizi-
nhança Us= (x,y) dadapor (1.5), para 0 sas 27, lol <

< o) de C. Istoé, os pares (a,0), O <as2m, lol < o
definem através de (1.5) um sistema de coordenadas para UV,

A construção dada acima é de uma vizinhança tubular da

órbita C, veja por exemplo Lima [6, p. 104].

Se (x(t),y(t);y(t) = &(t) é uma solucão 2r-periódica

de (1.3) a qual estã numa vizinhança suficientemente pequena

de C, então o valor inicial  (x(0),vy(0)) ê univocaménte de-

terminado por (a,o).
Portanto,ê suficiente considerar somente aquelas solu-

ções 2mT-periódicas de (1.3) da forma:

x(t) = p(t+a) + Z(t+o)
(1.6)

y(t) = p(tra) + 3(t+o)

onde (2a), $(0)) = o.Y(a), isto é, (z2(0), s(o)) é ortogonal

a T(a) = (b(a), 5p(a)).
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De fato, dada uma tal solução, seu valor inicial
(x(0),y(0)) satisfaz:

(x(0)y(0)) = (p(a),b(a)) + c.Y(a)

Cp(a), ptar))

x
fo Cat) y(t))

Cx lol, y(o))

Cpt(t + pit+a)

Transcorrido um tempo €£&, definimos (z(ttr+a),8(tra))
pela relação:

(z(t+a),2(t+a)) = (x(t),y(t)) - (p(ttr+a),PÓ(tr+a))

Deste modo estamos procurando soluções (x(t),y(t))
de (1.3) dadas por (1.6).

Portanto, x = p(.+a) + z(.+a). Fazendo essa mudança
de variável em (1.3) e substituindo gíp(.+a) + z(.+oa)) por

sua expansão em torno de p(.+2º) vem:

BD(.+a) + L(.+a) + gíp(.+a)) + g'(p(.ta)) z(.+o)

= =),P(.+a) - 1,2(.+a) + 2,f(.) + G(.ta,z(.+0)) (1,7)
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onde G(.+2T7,z) = G(.,2), G(.,2) = otlz|%), com |z| + O,
s

Observando que p éê solução de (1,1) e dando uma

translação no tempo, t > tra, (1,7) se transforma em:

5 1 2 -Z + g'(pzs rn nP + rafa t+ G(.,zZ) (1.8)

Vamos aplicar o método de Liapunov-Schmidt para (1.8).
Seja L oO operador linear, Lv =YV + 6g'(p)v;

L:X>272, X subespaço vetorial de Z das funções 2m1-perió

dicas de classe c? sobre a reta, munido com à norma c? . Por

tanto, L é contínuo.
Sob a hipótese (H,), o espaço das soluções 2T7-perió

dicas da equação:

Lv = VV + g'(p)v =O0 (1.9)

tem dimensão 1,

Isto decorre de que um sistema fundamental de soluções
de (1.9) é dada por DP ragíw(a) (.t+a),a) | at odaso

O
e Pieces = a sendo que a primeira solução é

= O

217n-periódica e a segunda não limitada devido a hipótese (H,).
Mostremos que P é solução de (1.9).
De fato:
PD + g'(p)B = [D+ g(p)l'=O
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onde BP+ g(p)=0,pois p é solução de (1.1).
. 99 — —

: - ..Agora mostremos que E (a = a,a=0) éê solucãoo"

de (1,9),
De fato, como à e ck temos 2 e ek! . Portanto pode

mos escrever:

0, temos que p=V/$, se-e, como para a-=0, o

que que:

(E) +gun SE = 227 +ag(I| = 0
3

:

| arao

Jos o

onde QD + g(])=0,pois d é solução de (1.1).

—L. (a= a,a=0) nãoé limitada;pela hiAinda Sa o

pôótese (Hj).
De fato:

[RE (u(a) (tra),a) | 2a PTltaitetnla) + ST (ta,
= 0

|

Portanto,o0 termo t.w' (a, + o quando t > om,

Logo,as soluções de (1,9) são múltiplas de 6BP, ca-
-so este em que C é chamada não degenerada.
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Definimos em 2 a projeção P dada por:
27

PA = pb | pA /nm
o

2
onde n= S "p2.

o

Dessa forma, Xp, = NL), onde N(L) é o espaço das

soluções 2rT-periódicas da equação (1.9).

Afirmamos que para cada Z c«Z a equação Lv = [tem
solução em Z, se, e somente se, PZ=O, o

Vamos demonstrar este fato utilizando o seguinte re-
sultado:

- Alternativa de Fredholm: "Seja A e ff pertencente
à Z, então a equação & = A(t)x + f(t) tem um solução PR Z,

se e somente se,
2T7

J y(t)f(t)dt = O

o

para toda solução y da equação adjunta

y = —- yA(t)"

Para uma prova ver Hale [2, p, 146)

Seja Oo sistema bidimensional associado a equação
(1.9).

& " - g'(p)v
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à -9' (p) o u

Como dim N(L) = 1, segue-se que toda solução do sis-
tema acima em Z é múltipla de p

Procuremos soluções da adjunta 7% = -yA, onde:

“-qg'(p)
i

o:

g' (p) o

Portanto, toda solução de 3% =.-yA em Z é múltipla

de | -. - | isto ê, toda solução do tipo x] -s e).
ke R.
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Logor'de acordo com a Alternativa de Fredholm, para
que Lv=/42 tenha solução 2mT-periódica & necessárioe sufi
ciente que:

o que é equivalente a:

feat . :

j pd =0, ou seja, PA = O.
O :

!

Da afirmação acima decorre que Z,, =R(L).

Seja N : X ? 0; Nz =),%- PD + 25f, + G(.,2)

Portanto podemos escrever (1.8) como:

Lz = N(2/A7/AZ0) (1.10)

Ainda R(L) é um subespaço fechado de Z e (I-P)X
ê subespaço fechado de xXx.

De fato, mostraremos que R(L) << Z como subespaço fe
chado..

Vamos mostrar que R(L) = £ tro), onde f é uma fun
ção contínua.

Pela Alternativa de Fredholm, dado 2 «e<Z a equação
Lv = d tem solução em Z, se, e somente se, PÁÃ =oO,

Portanto ,definimos ff de 7 em R por fd = fee.
Temos que f é linear e contínua,
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De fato, seja An «- 2, tal que, Dn > 0, com n>eo,

Portanto |eon + O, com n >eow,

Logo, R(L) & subespaço fechado de 7,

Mostremos que (I-P)X é subespaço fechado de X,

De fato, temos que P definida na p.l9º é contínua
- 2

em relação à norma CC. ,

+Agora, seja vn É (I-P)X, tal que, vo TV com

Logo,Pv,=0 e PV, + Pv, com n >eo,

Portanto, Pv = 0, ou seja, ve (I-P)X, O que impli
ca que (I-P)X é subespaço fechado de <X,

A restrição de L a (I-P)X é uma bijeção sobre R(L),

portanto L tem um operador inverso à direita limitado,
K : R(L) > (I-P)X.

Este fato decorre do seguinte corolário do teorema da

aplicação aberta:
"Seja f uma aplicação linear, biunívoca e contínua

de um espaço de Banach E sobre um espaço de Banach F, então
-lf &éê bicontinua, isto é, £ ê também contínua".

Para uma prova em Hónig [5, p. 245).

Com as considerações acima, estamos em condição de a-
plicar o método de Liapunov-Schmidt,.
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Portanto;a equação (1.10) &éê equivalente ao sistema:

z = K(I-P) [1,8 - hn P + of, + G(.,2))

PL-21,2 -1,PÊ + f, + G(.,2)]) = O,2

Definamos:

J(Z,17,/2270) = Z- KktI-P)[-1,2 - n7P + of, + G(.,2)])

(1.11)

Portanto temos:

J(0,0,0,0a) = O

D,J(0,0,0,0a) = TT

onde DP, indica a derivada parcial em relação a z e I êo
operador identidade em (I-P)X.

Pelo Teorema das Funções Implícitas existe uma vizi-
nhança v, de cada ponto (0, 0,a) com 0 sas 2T, e uma

única função z* : UU, (I-P)X, tal que, (1.11) está satis
feita para z = z* (2,0) em U, e z*(0,0) = 0, com 0 sos
< 27.

Usando a compacidade do segmento S&S, S = ((0,0,0a),
O $a < 27), obtemos uma subcobertura finita de S por v,
e pela unicidade das funções zº em cada vizinhança U,:3 8 > O,

independente de a e uma única função z2* de
VAUs= NOS CTLIBALTVENAZTI <s, 0<saoas 27) em (I-P)X,tal que,

(1.11) está satisfeita com z z*(1,a) em U e z2*(0,0) = O,

0<as 2mT,
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Portanto,a equação (1.10) tem solução se, e somen-

te se, z= z*t*t(hN,a) e (2,0) satisfaz à equação de bifurca-

PL-2, 2 - 17Ô + v2of, + G(.,Z )] s O (1.12)

Definamos:

, 27 |

F(a,A) = | p= rn et - rn P + lLaofo + G(.,2*t))] /n= 0
O .

(1.13)

Portanto,a equação (1.10) tem solução se, e somen
27

te se, (1,2) satisfaz (1.13), onde n = / Be.
:

" o

Ainda temos:

F(a,0) o

F(a,)) -17 + hla)1, + t.o.s o (1.14)

onde a abreviação t.o.s indica termos de ordem o(121/%) quan
27

do |2/>0 e h(o) = S pPfl.-a) / n.
O .

O problema ficou reduzido ao estudo das solucões
Og AZ) da equação:

1 = h(a)A, + t.O.S (1.15)

com A71h2) numa vizinhança suficientemente pequena de (0,0),

a e [0,27].
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Afirmamos aque toda solução de (1.15) satisfaz a se-
guinte estimativa a priori:

<cilr.|l;ceR (1.16)2

em alguma vizinhanca de A 171192) = (0,0), a e [0,27].

De fato, suponhamos por absurdo que tal não ocorra.
- od PA n.n n —Então existe uma sequência (1719210 ), n= 1,2,/,..., de (1.15),

À

+ O quando n.>- e,
n

tal que, (272,18) > (0,0) e
—

172 o1

Substituindo em (1.15) e dividindo por “| 1 n=
= 1,2,..., Obtemos:

= h(0”) + AT 210 n, (1.17)

onde A(X? 12510 n) + 0, quando ne,
Observando que o segundo membro de (1.17) tende a

zero quando n + “=, temos uma contradição.
A estimativa encontrada em (1.16) mostra que as solu

ções de (1.15) são tais que O par (22,15) permanece em seto-
res do plano A171192) como mostra a figura da p. seguinte.

Podemos então procurar soluções sobre as retas 1 =

= 68) B <e R, pois ao fazer 8 percorrer um conveniente sub-2'
-conjunto compacto de R a reta acima percorre toda região

o -)que é permissivel a (12,25) pertencer, quando (12/2310 ê

solução de (1.15).
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Façamos 2, = B8l,, Be R em 5).
Obtemos:

|

hía)r1, = 84. + Qla,Bl rh.) = O

Portanto:

ha) - B + Qla,B,812,1,) = o ” E o (1.18)

onde Q(0a,B,BIX5/2,) ê suficientemente suave de acordo com as

condições assumidas para g e Q(a,8,0) = O...



S.1.8 PROVA DO TEOREMA

A prova do teorema recai na análise da equação de bi-
—

furcação (1,18).
Definamos:

H(0,8B,2,) = h(a) - B + Q(a,8,82,,2,) = O — (1.19)

Portanto, encontrar todas as soluções de (1,15) numa

vizinhança de AZ) = (0,0) é equivalente a encontrar to-
das as soluções da equação (1.19), qualquer a, BB « R, ha nu

ma vizinhança de zero.
Para ),= 0 as soluções da equação (1.19) não cor

respondem a solução 2T7-periódica de (1.3), como já foi obser
vado na página 10, Entretanto, como buscamos as soluções com

a pequeno, vamos estudar a equação (1.19) para  (0,8,1,)a
|

próximo de soluções da forma (an rBn 0). Neste caso os únicos

valores o ,B possíveis são os que satisfazem 8. = hía).O O

Temos:

HaBr) = oO
|

(1.20)
D H(a,,B 0) = h'(a,)

Portanto, se a, ê tal que h'(a,) * O, pelo teore-
ma das Funções Implícitas existe um S(a ,B,) > 0 e uma única

função e*(B,22)s 18B-Bo5], las] < S(agrBo), tal que, a*(B,,0)= a,

27
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e E(a* (8,15), 81%) = 0, Daí se conclui que o número de

soluções de (1.19) é constante cuando a varia numa vizi-
nhança de um ponto a, com h'(a,) * 0, ou seja, quando

8, não for um valor crítico de h, podemos garantir que
não ocorre bifurcação.

Assim implica que se o for tal que h' (a) * O,

existe uma única solução de (1.3) com fase próxima de do
cuja órbita está em U, desde que halelas| sejam péque

>

nos e à razao esteja próxima de BE.
2 O

Dizemos que a fase de uma (x,%X) solução 2mT-pe-

riódica, com órbita em U, tem fase próxima de a, se o

seu valor inicial (x(0),%X(0)) for aproximadamente

(pla, ),P(a)).
Agora, se ao, é tal que h'(a,) = 0, pela hipóte

se (E), h"(a,) É O. Portanto aplicando. o. teorema. das
Funções Implícitas para DE, existe um 87 (a7/8,) > 0 e

uma única função a*(B,%,), 8-8 |, 121 < Ss, (az,B.), tal
que, a*(B,,0) = do e DH(a*(B8,1,), 8,22). = O,

Definamos:

MIB,1,) = H(at(8,1,), Brl,) (1.21)

Portanto, (1.21) éê um valor de mâximo ou de mínimo de

H(a,8,X,) relativamente a a para cada. (8,2,).
. Temos:

MIR ,0) = Oº (1.22)
PMB, O) = .-l
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Portanto, o teorema das Funções Implícitas implica
que existe ô,(B) > 0 e uma única função B*1(1,), |1,| <a
< ô2(8,) , tal que, B* (O) =Ê, ê MIB* (12) 122) = O,

Suponhamos que h"(a,) > O,

Por continuidade, h"(a*(B,1,)) > 0 e M(8,1,)
= H(a*(B,15),8,1,) é um valor de mínimo de H(a,8,1,) rela
tivamente a a; para cada (8,15).

Por (1.22) eo teorema das Funções Implícitas te-
mos uma curva BB = Bt (22) no plano (8,22), tal que, tomando-

-se (8,1,) sobre ela o valor de mínimo da função

H(.,B,X,) é nulo.

Por continuidade, DAM(B* (12) 22) <0O, para 1a
suficientemente pequeno. |

Assim, para Bb < B* (22), temos M(8,X,) > 0; e pa-

ra à > B*(15),' temos M(B,2,) < O.

Veja as figuras a seguir.

CASO O: B<B*l Xl]

H [1º B,X2)

|
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caso 3: B>B*IX,l

HI, B,Xol
|

Tan | ZavigaAN
No caso (1), não há solução de (1.19) com fase pró

xima de a, e no caso (2), temos duas soluções de (1.19)

com fases a, e As + próximos de as, -

Analogamente para h"(a,) < oO,

Portanto,existem duas soluções de (1.19) com fase
próxima de a, sobre um lado da curva BR = B*(157) e nenhuma

solução do outro lado.
Em termos das coordenadas originais ») = OA7rIa)do is-

to implica aque existem duas soluções de (1.19) com fase pró-
xima de as, sobre um lado da curva hz = B*(15)A%, e nenhuma

do outro lado.
A curva AM, = B*(1,)º2 é uma curva de bifurcação e

é tangente a reta »%, = BB A. em à = (27227 Bo (0,0).2)

A análise acima pode ser aplicada a cada ponto Agr,
da hipótese (H,).

Podemos escolher um é > 0, tal que, qualquer solução
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de (1.19 para ama, | <s, j=1,2, |1| <6ó são obtidas

com o argumento acima.
O complemento da região la-a;| <6, j=1,2, em

"O0,217) & compacto e h'(a) % O neste conjunto. Assim um

número finito de aplicações do teorema das Funções Implícitas

mostra que nenhuma bifurcação adicional tem lugar para

Dallas <o.

Portanto, isto mostra que graficamente o teoréma a-
cima estabelece que o diagrama da bifurcação é dado na figu-
ra da página 13.



3.1.4 FORHA GERAL DO TEOGENA

Conservando-se as mesmas notações de. (3.1). Consi-
deremos as seguintes hipóteses:

' f = ww"
|(H1) wía,) l, (a) * O

Logo, se considerarmos p como à solução de amplitu
de a, comffase a=0, temos:

pP(t) = Zítra), p(O) = à,

(H)) A função h dada por:

27 ;
| 27 2h(a) = | Bt) f(t-a) dt 1 DÊ (t) dt

! o O

tem um número finito de valores extremos as, j=sdiy.e../n;
a; < [0,27) com h"(a;) * O.

(HS) nla,) Z hay), 3 %k

Nestas condições o teorema 3.l.l pode ser estabele
cido numa forma mais geral:

Teorema: Suponhamos satisfeitas as hipóteses acima:

(H1), (HE), (H3). Então existem vizinhanças U da órbita C,

v de (17,1,) = (0,0) e curvas Cj j = ly...) Cc cV de-
finidas por 7 = e;(22), 3 = Ly...4n; com Ss continuamen

te diferenciâáveis em 2 e tangentes, respectivamente, às retas

32
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= h(a)» j= l,...;f0; no ponto A7142) = (0,0).h1 27

ainda, Cc. definem setores em V, tais que, para

71925) pertencentes aos setores contendo o eixo ha = 0 a:
equação (1.3) não possui solução 27-periódica ao passar
(A712h2) por uma das curvas Cj acima o número de solu
ções 27-periódicas da equação (1.3) varia de dois.

Com algumas adaptações a prova do teorema acima ê a
náloga a do teorema (3.1.1).

Uma observação importante é que a hipótese (H3)

tem por objetivo simplificar a análise do problema, isto é,
(H3) pode ser omitida em troca de algumas discussões late-
rais. Mais precisamente, a ocorrência de 47% tais que

has) = ha), j%>”k, implica na existência de duas curvas
de bifurcação, Cs; e Cc, tangentes a mesma reta dh) = blah,
no ponto (A7122) = (0,0). Essas curvas podem eventualmente

coincidir em VV.

Se h(o) tem dois pontos de mínimo e dois pontos
de máximo, então existem quatro curvas de bifurcação e a fi-
gura a seguir é bastante ilustrativa com relação ao diagrama de

bifurcação.
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.1l.o COMPORTAMENTO LIMITE DAS SOLUÇÕES

Neste parágrafo estudaremos o comportamento das solu-
çoes de (1.3) com relação à família de soluções p(.+a), O <
s< 27, de (1.1) quando os parâmetros tendem a zero.

Para tanto, necessitamos do Teorema de Ascoli-aArzelâ

na formulação dada a seguir:
"Seja Dec Rº compacto e C(D,R) o espaço das fun-

ções contínuas 4Q : D > Ro, com a topologia uniforme. Se p; €

€ C(ID,R), j=1,/,2,..., tal que, (95) uniformemente limita-
da e equicontínua então existe subsequência convergente de
(95) em outras palavras, se Ac C(D,RP) equicontínuo é li-
mitado, então A é relativamente compacto",

Teorema: Suponhamos que as hipóteses (HE) e (E) es
tejam satisfeitas com f£f « c!, que V c Rº vizinhança de

(A7192) = (0,0), U vizinhança da órbita C sejam as mesmas

do teorema (3.1.1), e consideremos uma curva contínua Nr

contida num setor de V onde existam soluções 2T-periódicas
de (1,3), parametrizada por 2, = 2,(B), 24, =2,(B), 0OsB<A1,

de modo que re (B) + n3(8) = O se, e somente se, 8 = O,
|

Suponhamos também que a cada ponto (1718) ,22(8)) e xN,

Os B < l, corresponda uma solução x(t,B) «e U da equação
(1,3) à qual dependa continuamente de & no intervalo (0,1).

Então o conjunto S(y) = íx(.,8), O <B < 1) « X ê

relativamente compacto e todo ponto limite com BB + O êéê uma

solução 2T-periódica de (1.1)

35
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Além disso se definirmos:

; ; 2708).
h, (xy) = do inf TZ26EM

|
27 (8)

hy (1) = do sup TBEM

então existe um intervalo I(y) &<c [0,217], tal que h(I(y)) =

= [h(1), hy(1)] e SM) - sy) = íÍp(.ta) e X; a é I(v))

Prova: Como x(t,B8) «e Ur, te R, O <6<s1, segue-

-se da definição da vizinhanca U,. dada em 3.1.2 que exis-
tem limitantes para x(.,8), &(.,8), uniformes em &, com

B < (0,1).
Alêéêm disso temos para cada Be (0,1):

X(t,B) = -glx(t,6))- 2, (B)k(t,8) - 2,(8)f(t) (1,23)

Da limitação do segundo membro da equação (1.23) u-
niforme com respeito a RB e (0,1), podemos garantir que
X(.,8) é uniformemente limitada,

Assim, x(.,B) é limitada na norma c?.

Ainda, observando que (8)  ê limitada, quando

|El sk, decorrede (1.23) que K(.,8), O <B<1 élimi
tada.

Deste modo, as famílias das soluções x(.,$f),suas de
ricadas primeiras X*X(.,ÔÊ) e suas derivadas segundas X(.,f),
0 <fB<l, alêm de uni formemente limitadas, são também, via
Teorema da Média, equicontínuas.

Portanto, para que S(y) = Gkx(.,8), O <B <s1) c X
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seja relativamente compacto na norma c?
1  ê  suficiente-

mente mostrar que S(y), S(y) = (X(.,8), O <RB < 1), S(7) =

= (X(.,8B), O <6 < 1) são relativamente compactos na norma do

supremo.
Mas isto é consegilência direta do Teorema de Ascoli-

-Arzelá. Logo S(y) é relativamente compacto na normaá c2?.

Provemos que todo ponto limite com 8 > 0 é uma solu
ção 2mT-periódica de (1.1).

-De fato, O sistema bidimensional associado a (1,23) é:

"$(L,8)==glx(t,8)) - 22(B)&(£,B) + 12(B)E() |
Portanto, a equação integral de (1.23) é:

x(t,B) x(0,8)  y(s,8) às
Oo

y(t,8)| —IyC(0,8)| ffrsoxis,a 2 (B)y(8,8)+1,(8) f(s) Jás
Oo

(1.24)

Seja. (68) tal que BB >0 com n>»<-w,

Logo, fazendo BB = B, em (1.24) e calculando o li-
mite para n >» “=, temos:

: tt. "
x(t,0) x(0,0) 1f yís,01ds

:
o |

t,0 0,0 rtv ! Y !

] -g(x(s,0) )ds
Oo
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Para provarmos a segunda parte do teorema notemos

que:
SI, 8) = (x(.,8) É XxX, 0 < B SS 8)

pertence a vizinhança U de C, se 8, é suficientemen-
te .pequeno,

Portanto, se B, é suficientemente pequeno, exis
tem funções contínuas —oa(B), z(t+oa(B),B), de modo que:

x(t,8) = p(tra(B)) + z(tra(B),B) (1.25)

onde z(t+o(B),B) = z* (a (8) ,2, (8) ,2,(B))' é uma solução de

(1.11) .
|

Ainda, a equação de bifurcação toma a forma:

à, (B) 27 (8)
: 1

|

h(o(B)) "XT + Qla(B), <= (8) ,4,(B)) = O

(1.26)

(8) o
27 (Br)

(o)Seja B B > e + h. (y),nº! no 1206) m

Se necessário tomo subseqiência para garantir que

a(B) converge.
Assim, se o(B) >a temos que:m'

h (a) = lim h(a(B,))no
Logo, fazendo RB = 8, em (1.26) e calculando o

limite para n + %<, temos:

=.
—

(1.27ha)
=

hh() o (1.27)
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Analogamente prova-se que existe ao tal que:M'

h (a,) = hy (0)

Definamos:

Il) = non ly), bh (Y)))m TM :

De acordo com a hipótese (8), 101) é um intervalo
fechado ou à união de dois intervalos fechados de [0,27) [com

a topologia introduzida anteriormente, p. 14.
“Definamos:

a((0,8,1) = la e [O,27); 38 e (0,8,]; a = o(B))

De (1.26) temos que dado e> 0, h(a(B)) e [h(Y) - E,
hy(y) + e] para Be (0,8,1, com 8, suficientemente pequeno.

Então:

al(0,8,7) e h (Ch (1) = e, hy(Y) + e) (1.28)

Ainda, tomando e suficientemente pequeno, posso ga.
 rantir que hot (cn ty) - e, hi (Y) + €]) tem o mesmo número de

componentes conexas que TOY) e cada uma dessas componentes

contém precisamente uma componente conexa de I(Y).
Como a((0,8,7) E conexo, segue-se de (1.28) que

a((0,8,1) n I(Y) é um intervalo.
Definamos:

a(0,8,1) n IM) = TM)
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Pela própria construção, temos. que:

n(I1()) eh (Y), hy(Y)1 |
!

(1,29)

Seja ne Eh (Y), hy (1) 1. . Logo existe (BR), B + O
n

rn7 (87) |

e .— + 7. Por um raciocínio análogo ao desenvolvido em2 (8 )
:

(1.27) temos que n= ha) para a, & I(y), isto é, ne
<€ h(I(y)).

“Portanto, Eh (O), hy O] e h(T(Y)). E usando (1,29)
temos:

h(T(Y)) = Ch (1), hy (1
Ainda, fazendo 68 =8 em (1,25) e calculando o li-

mite para n >», temos:

x(t,8,) - p(t+a,) + O.

Pelas definições de a, E dy, se à, é I(y) então

P(.+a,) não pode ser ponto limite de S(y).
Logo, 6 conjunto STyJ -s(y) é dado pela seguinte ex

pressão:
STJ) - S(y) = (pl.ta) é X; à e I(Y)).

—Corolário: Se 1X(.,B) satisfazem às condições do

teorema acima, então uma condição necessária e suficiente para
:

à, (8)
“que x(.,f) seja contínua em f = 0 é que lim A = h,

!
2B+O

exista,
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Neste caso, x(.,Ê) > p(.+a,) onde a ê tal que,

h(a,) = h...
Prova: Provemos inicialmente a condição necessária.

Como y está num setor que não contém o eixo dos Ago a ra
zão 27 (8) /22(B8) é limitada, O <RB sl, Assim, se não e-

xistir o seu limite, quando BR > 0, podemos considerar dois
pontos limites distintos, c, e c,, de 27 (8) /22(B). Por

tanto, existem duas sequências (82), (8%), com 8 > O, quan

do n>w=, demodo que ),(87)/1,(B") > c,, quando n > o,
i = 1,2.

Agora, se necessário for, tomo subsequência para ga-
rantir que a (85) > as, i = 1,2. Fazendo R$ = (8) em

(1.25), i = 1,2, temos que x(t,8) > pít,am), i=1,2, is

to é, construímos dois pontos - limite distintos de x(t,B),
quando B&B >0, contrariando a hipótese. Logo, existe

— Para obtermos a suficiência, consideremos uma sequên

cia (8), B, ? O, quando n>»ow, Portanto, 17(8)/A,(8,)?* hy,

quando n +%-, Logo, desenvolvendo raciocínio análogo acima

e utilizando novamente a expressão (1.25), temos x(t,8,) >

> pítra,). Da arbitrariedade da sequência B,' Segue-se a

tese.
Ainda,

h(a,) = lim h(a(8,))
n--m
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E utilizando (1.26) “temos:

h(a,) = h,

Se a curva Yy for escolhida de modo que lim 2,7 (8) /2,(B)
.

i

B>+O

não exista (e isto sempre pode ser feito), o corolário acima im

plica que a solução x(.,B) não tende a nenhuma solução p(.+a)
- da equação degenerada, entretarto o teorema anterior assegura
que a família das soluções x(:5B), O <BR <l, tende a família
das soluções pí.+ta), a - (0,27), na topologia c?, quando £ > O,

Na figura abaixo está representado o cilindro descri-
to pelos gráficos de (pl.ta), Pí(.+a)), quando a percorre o in-
tervalo [0,2T). A curva (x(0,B8), X(0,8)) do plano de fase ten
de ao arco da órbita C determinado pelos pontos (pla), bla))
e (play) Blay)); h(a). = ho e n(ay) = hy(y). Nestas condições

os gráficos de (x(.,8), &(.,8)) em Rº?, O < B < 1, descrevem ur
ma superfície que tende à faixa ((p(t+a),P(trta)), te R, Am É.

A as av, quando B > O,

Cotayl.blay) À

Ítxto,B1, k10,B1], Beto,11)



3.2 CASO SUB-HARMÔNICO

Admitindo a mesma hipotese (HE) e notações das e-
quações (1.1) e (1.3) do caso Harmônico, um problema que

se poe naturalmente é o de saber da existência e número de so
luções d4r-periódicas de (1.3) com órbita em U, quando o

par (27122) varia livremente em V, onde U é uma vizi-
nhança da órbita C = ((p(t), B(t)), te R) e V é uma vizi

A) = (0,0).nhança de (77 2

Uma solução pode ser encaminhada de forma completa-
mente análoga àão caso Harmônico, como segue,

43



3.2.1 ENUNCIADO DO TEOREMA

Seja a hipótese

(HT) w(a,) = 1, 0'(a,) FO.

Portanto, considerando p como a solução de amplitu-
de a,.,— com fase o =0, temos:

p(t) = d(t,a,), p(0) = a,

Agora, consideremos a hipótese:

(H$) A função h dada por:

am 47 2na) = | Bt) f (tra) dt 1 p2(t) dt
o o '

têm dois pontos de máximo Ang” mM em [0,4mT) e dois pontos de

mínimos Am Am em (0,47), tais que, h"(a,), h"(ag), h" (an),
" th (ar) * O.

Teorema: Se. (H*) e (H$) estão satisfeitas, então.

existem vizinhanças U da órbita C, V de (17/22) = (0,0)
éê curvas Cm' Cu Cy" SW E V,. definidas respectivamente por:

à, = cha), 7 = cr(i,)

17 = em O02), 17 = ev)
44
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com cn, Cm env” Mm continuamente diferenciáveis em 2 e tan

gentes duas a duas, respectivamente, às retas:

>= W" had, = ha),
"1 " h (a) A, = nas,

no ponto (0,0).
Ainda Cm Cm CM CM definem setores em V, tais que pa

ra (27142). pertencentes aos setores contendo o eixo Az = 0a
equação (1.3) não possui solução 4mt-periódicáa e ao passar
N71192) por uma das curvas acima o número de soluções 4mt-periõô

dicas da equação (1.3) varia de dois. Este fato sempre ocorre

de forma que fique definido um setor do plano para o qual existem
4 soluções 4mt-periódicas.

A figura abaixo é bastante ilustrativa com relação à

idéia contida no teorema.

O Índice (n) indica o número de soluções 4m-perió-

dicas de (1.3)...



3.2.2 EQUAÇÃO DE BIFURCAÇÃO

O sistema de coordenadas em torno de C é obtido do

mesmo modo como em (3.1.2), mas agora procurando soluções
da forma:

pítroa) + v(ttra)x(t)
(2.1)

y(t) B(t+oa) + (tro)
com a e [0,4T],

seja Par o espaço das funções d4mr-periódicas contí-
nuas com à norma do supremo. Definamos:

47
:

'
|

Í 8? Enc (2.2)
O

,

e P: Par e Par ' projeção continua, tal que,

PA =| p/o ” 3)
Como em (3.1.2), a hipótese (H*) implica que o

espaço das soluções 4mt-periódicas de:

Lv =Jy+g9'(p)v =o0 (2.4)

é gerado por RR.

Portanto para & e Pago a alternativa de Fredholm im

plica que a equação:

à + g'(p)v=A(t)

tem solução 4mt-periódica, se, e somente se, PZ = 0.
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Logo,à equação de bifurcação se transforma em:

E : - :

F(a,1) = | BLAEt (aa) A BRA ÇÉ AG. ,2t(0,2))) /n=o (2.5)
o

|

Ainda:

F(a,0) = O

F(a,1) = =X, +hlW)IZ tos (2.6)

onde t.o.s indica termos de ordem o(1al1) com dal +o,
4r-periódico e h(o) = Tac. ra / n.

|

o

Do mesmo modo que (3.1.2) a equação de bifurcação
(2.6) &ê equivalente a:

h(a) - 8 + Q(a,8,81,,1,) = O

onde »-2, = B8l,, BÊeR, Q(a,B,815,2,) ê suficientemente sua-

ve de acordo com as condições assumidas para 9g, Q(a,8B,0) = O

eé 4r-periódica.



3.2.8 PROVA DO TEOREMA

De acordo com (3043) os pontos aà,, tais que,

h'(a,) £ O não forneçem bifurcação de soluções.
Suponhamos então (o ,B o tal que, h(a ) = 8

SN
: o o o EO TTONS,

|
: o

; Ae h'(a, ) = 0. | co ETObservando que o integrando de:
| "7 ESSAh(a) = j Pf(.=a) ff noTON um

com a e< [0,47] é 2n-periódico, temos.que h também é 27-

Oo

-periódica.
Portanto em virtude da Q2r“periocidadede h, a a,

corresponde dor tal que, jaúsl = 2rn.e n(FS) s B.. e
17” =

|

h'(a,) o.
: |

Repetindo E raciocínio da provaão teorema (3.1.1)
para cada par (az1Bg)r (EB) obtemos.omparde funções

MIB,2,) e M(8,1,), as quais nos Jevande modo completamente

análogo a um par de curvas | B =BO 2) e2 == Bro 2) com as
mesmas propriedades especificadas. em o.1.3).

Nas coordenadas originais.temos,1” Bt).2en
= B*().2) 12rambas tângentes areta nm ÊBeta

Portanto podemos concluir. que quando O ) passa
pelas vizinhanças da reta À =ha onúmero de soluções
dm-periódicas de (1.3) muda dequatro,

Qualitativamente o diagrama de bifurcação pode assu
mir o aspecto da figura. da p45.oo

AB
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