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ABSTRACT

The main objective of this work is the study and

implementation of Predictor-Corrector procedures based on

the Adams methods for Initial Value Problems. These methods

are used with variable order and variable step size.
Properties of convergence and stability concerning

two different ways of changing the step size, namely: the
variable step and interpolation techniques, are discussed.

The computer implementation of these techniques
through STEP/DE and GEAR codes is analysed,.

Numerical examples results with comments which

illustrate the behavior of the mentioned codes are presented,
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INTRODUÇÃO

Este trabalho estuda a implementação computacional dos

mêtodos Previsor-Corretor com métodos de Adams de passo e ordem

variáveis. Nos primeiros capítulos são estudadas algumas proprie
dades desses métodos com relação a duas técnicas de mudança de

passo (Técnica do passo variável e técnica
Nos capítulos III,1IV e V são

tações dessas técnicas através das rotinas
Finalmente, no capítulo VI, são

xemplos numéricos e algumas conclusões que
mento das rotinas STEP/DE e GEAR e que

tação para o usuário desses programas.

da interpolação).
analisadas as implemen

STEP/DE e GEAR.

apresentados alqaquns e
ilustram o comporta-.
podem servir de orien



CAPITULO O

PRELIMINARES NX

Neste capítulo daremos as definições e os resultados bá
sicos usados nó desenvolvimento deste trabalho.

Inicialmente trataremos da interpolação polinomial:exis
tência e unicidade do polinômio interpolador, teorema do resto
de interpolação, os polinômios interpoladores de Newton e de La-

grange. Trataremos também do problema de valor inicial (PVI) :de
finição de PVI, teoremas de existência e unicidade de solução.
Por fim, definiremos uma discretização do PVI, e introduzire-
mos os métodos lineares de k-passos, os métodos previsor-corre-
tor e o conceito de convergência dos métodos de passo - múltiplo,
dando os teoremas correspondentes,

0.1. Interpolação Polinomial

Sejam f : [a,b] > R uma função e Ko IR reco Kq Ok

pontos distintos em [a,bl. Sob estas hipóteses temos o teorema,

TEOREMA 0,1

Existe um único polinômio de grau menor ou igual à k-l,
denotado por Pp (X) tal que, Pr (X;) = Eu i= 0,1/..1k“l, “on

de E; = f(x, ).



Definição 0.1 Ao polinômio Pv (X) do teorema 0.1 chamaremos

polinômio interpolador da função f sobre os pontos X ,Xr....
.. XÁ

O polinômio interpolador pode ser considerado como uma

aproximação para a função f£ sobreo intervalo [a,b] e o teo-
rema seguinte fornece a expressão para o erro de truncamento cor

respondente. . À

Y

TEOREMA 0,2

s a k :Sejam f£ : [a,b) + R, f«< C La,b], Ko Kar ARo] pon

tos distintos de [a,b] e w(x) = (xXx, )(x-x,)...(x-x,). En-

tão para cada x « [a,b] vale,

se a

f(x) - Py, (x) = E(X)W(x) onde

SA

£' (x)-p, (x,)
| -W x, se x =x.

E (x)

(k)É LF se x 2% x,,&Et(x) «e [a,b].

Definição 0.2 Sejam £ : [a,b] > R, Nope Ao] pontos

distintos de [a,bl. Definimos a diferença dividida de or-
dem i>= 1 de f£f com respeito aos i+l pontos

KyrXga4gro co Rag e anotamos ES EASTER RARE TE E, por,



1 =
ARS TARENES TRES REARES LERENAS PER

j j+i

epara i=0O definimos a diferença dividida de ordem O em
x. or flx.] = £f..-

3 P EX j

LEMA 0,1

A diferença dividida de ordem i & simétrica em rela
ção aos argumentos, isto é, FIXgiNgç4gen RX £ 1=ÉLX, 1X. peceçX.lI+i o 7 23

onde (jo rdjricords) ê uma permutação de (3,j+l,...,j+i).

Definição 0.3  Definimos a diferença descendente de ordem i de

f no ponto x; 0 <jsk-l e indicamos por VE, como

Vig. = ile — vil se i>1j : j j-1

oV £f. = £f,..
J J

Caso os pontos KgXKqr Aa sejam igualmente espa

çados, isto é, x, =X, + ih, para i = 0,1l1,2,...,k-l podemos

relacionar diferenças divididas com diferenças descendentes co
mo mostra o lema.

LEMA 0,2

Se os pontos XXrsXv são igualmente espaça-

dos então vale:



deco coa(0.1) V Ff; — ilih FIR GINgr rod
O polinômio interpolador de f sobre os pontos

KoIXprcrRNo pode ser colocado sob a forma de Newton

(0.2) Py, (X) = fx l+(x-x) fxx, lt...
.. «+ (X-x) (Xx-x,) e... (XX, 2) fEXÇAX .e. r“xo1]

ou sob a forma de Lagrange

' k-1 w (x)(0.3) Pp, (x) = ião WTT,)GER f; .

orQuando os pontos são igualmente espaçados, devido

“fórmula (0.1), a fórmula (0.2) se transforma em:

1 | 2
(xKx-x )JV"f (x-x )(x-x.)V £f

2 vo o To o 1 o

k-l+ (xx) (XX)... (XX 2) V ffhi igkel)l

que é a fórmula do polinômio interpolador com diferenças des-
cendentes,

0.2. O Problema de Valor Intetal e a Discretização

Definição 0,4 Sejam U um aberto do Ro, f : [a,b] xU> Rº

uma função. O problema

(0.5) y' = f(x,y)
y(a) = A



ê dito problema de valor inicial para uma equação diferencial
de primeira ordem (PVI).

ê dita ser uma soDefinição 0.5 Uma função y : [a,b] > Rº

lução do PVI (0.5) se:

1) (x,/y(x)) «e [a,b] x U

2) y « Clra,b]

3) y' = f(x,y) e vy(a) = A,

O problema (0.5) pode ser transformado por integra
ção no seguinte problema equivalente:

x
(0.6) y(x) = A+ f f(t,y(t))dt,

Com relação à solução do problema (0.5) ou (0,6)
temos os resultados:

“TEOREMA 0,3 (EXISTÊNCIA)

Sejam U aberto do Rº, f : [a,b] x U > Rº conti-
nua, Então o PVI (0,5) tem pelo menos uma solução.

Prova: ver [7, p. 10]

TEOREMA 0,4

Sejam U aberto de Rº, f : [a,b] x U > Ro,

g : [a,b] x U > Rº funções contínuas. Suponhamos que exista



uma constante £L, tal que:

|[£ (x,y) - f(x,y*)| < L|y-y*| vy,ytel.

Suponhamos ainda que para um número fixo e€ vale

|£ (x,y) - glx,y)| se, vix,y) « [a;b] x U.

Sejam u,v : [a,b] >Rº soluções dos problemas de valor inicial

u'(x) = f(x,ulx)) , v' (x) = g(x,v(x))

u(a) = A,
| vía) = Ar

Então

(0.7) |uíx) = v(ix)]| s [laca, |+(b-a)elexp(L(x-a)).

Prova: ver [16, p. 81]

TEOREMA 0.5 (EXISTÊNCIA E UNICIDADE)

Sejam U aberto do Rº, £ : [ab] x U-+ R, f
y-Lipschitziana, isto é, existe uma constante L, tal que:

|£E(x,y)-f(x,y*)| s L|y-y*|, v xe [a,b]l, V y,yt ec U.

Então o PVI (0.5) tem uma única solução.

Prova: ver [16, p. 10]



0.3. O Problema Numérico

Em muitos casos é difícil, quando não impossível, deter
minar a solução analítica explícita de (0.5). Neéstes casos po-
demos estar interessados em conhecer os valores da função  yí(x)

solução de (0.5) em certos pontos xoprerkÇ de [a,b].

Definição 0.6 Sejam a=x, << x“ ro = b.

Uma discretização do problema (0.5) é definida como o problema
de determinar os valores Y(X,) Y(X,) ro. YlKg).

Na maioria das vezes não podemos calcular os valores
Y(X]) peca y (XD) exatamente, O que fazemos é aproximá-los por

certos valores; com um erro aceitável. Precisamos assim de uma

maneira de calcular tais aproximações, à qual chamaremos mêto-

do de discretização da equáção diferencial, o qual denominamos

simplesmente por método. Um método simples e talvez comum É Oo

método da série de Taylor. Sea função y for .suficientemen-
te diferenciâável temos, para ne 1,2,...,N.

: : 2- (XX 7) Y (no) +
(0.8) |

Yix) = YO) + (Kox1)Y' (Kona) +t — —
|

VUGeno (s) (X) (s+1) (E)o o Roo . + — á

sr + SF T
1Ete (Ke11X) e

(r)Denotando por y." a aproximação para y E) (x),
r = 0,l,..., se desprezamos o termo do resto em (0.8) obtemos:



= - (1) - s. (s)
Yn "Yn1 (E Xn-1)Yn-1 +. t(X, *n-1) Yn-1

que constitui o método numérico.
É claro que podemos calcular as aproximações para

yY (XxX) re. .yY (Xy) por outros métodos que não os baseados na série

de Taylor. Os métodos que usamos neste trabalho são os chamados

métodos lineares de passo múltiplo (MLPM), definidos por:

Definição 0.7 Um método linear de passo múltiplo de K-passos
ê definido pela fórmula;

(0.9) Yn + dáYR, Prest dono, E DEBRE,R te.n.t BNfl
para n=k, k+l,...,N, onde £f£, = £(Xx,/Y), e aj1B; 'são

constantes tais que lazl+182] * O.

Como vemos, para que possamos aplicar tais mêtodos é
nécessário conhecer as proximações iniciais York que

são os valores iniciais para o método (0.9). Na fôrmula (0.9),
se 8,20 temos o que chamamos de método implícito, se B, = oO

o método será dito explícito.
Se 8B,Z%0 eafunção £f for não linear, para deter-

minar Oo valor de Yn teremos que resolver um sistema, em geral
não linear. Podemos fazê-lo usando técnicas apropriadas entre
as quais destacamos:

1) o processo de Newton-Raphson
2) O processo das aproximações sucessivas.



o

Enquadram-se no segundo caso os métodos previsor-corre-
tor. Lembramos que, para que haja convergência, ê preciso que o

problema satisfaça condições especiais, ver [13, p. 861].
&.2o)

Definição 0,8 Os “métodos previsor-corretor (PC) são defini-
dos pelo algorítmo:

(0.10)

r

b

Para n=k, k+Hly...,N

a) Obtemos por um método explícito uma primeira aproxima-
ção para yY e: -£hyr isto é, calculamos:
/: k[ol = -Yn *? [E1ºk-3Y nº) ” hf k-3fnca? (METODO PREVISOR)

b) Para mea 0,1,2,...,r-l avaliamos a função f£

[m] = [Cm] = " CA "É, = £ (XY, ) e entao "corrigimos"o valor de Yn segundo

yEm+l] -
K

* Em]
[EO] s Y s f- * *hBE Ens? + hBZ%

(MÉTODO CORRETOR)

'

| " Emc) Avaliamos ff. = £(X Yn .
O método (0.10) é aplicado no modo P(EC)'E, isto

porque corrigimos o valor r vezes e aceitamos como  aproxima-
ção para yí(x,) o valor obtido no último estágio, Para maiores

detalhes à respeito. dos métodos previsor-corretor ver [13, p. 851

Como já dissemos anteriormente, estamos interessados em

determinar aproximações com um erro aceitável; com esse objetivo
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daremos à seguir definições e faremos hipóteses sobre os coefi
cientes do método (0.9).

Definição 0.9 O método (0.9) é dito ser convergente se pa-
ra todãào PVI comas hipóteses do teorema 0.5 vale

lim Yn y(x) para todo x «e [a,bl,
no”

nh=x-a

quando os valores iniciais que produzem a solução Yn são exatos.

Definição 0.10 Sejam y uma função de classe cl, h e R;

definimos o operador L associado com o método (0.9) por

k S
(0.11)  L[Iy(x),h] = jEolokgY (x-jh) - hB, 1$'(x-jh)].

Se y for suficientemente diferenciável, desenvolven
do o segundo membro de (0.11) em sêrie de Taylor em torno do
ponto x temos:

(0.12) LIy(x),h] = Cylx) + Cihy'(x) + ... + en(x).

Definição 0,11 O operador L e onmétodo (0.9) associado
têm ordem p se CC, =... = C& = 0 e Cp+1 * O.

Definição 0.12 O erro de truncamento local do método (0.9)
em x, “ê definido por:

Liy(Xx, . ,):hl, onde y(x) é a solução exata do PVI.
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Notemos que se o método (0.9) tem ordem P, Oo erro
de truncamento local deste mêtodo serã;

+1 +1lnP y(P )Ly (x4h] = (Xx) +...Cp+1

Neste caso o erro de truncamento local é de ordem
nP*tl e indicamos o(nP*h),

Definição 0,13  Diremos que o método (0.9) é consistente se
tem ordem p 21.

Definição 0,14 Sejam

Ok k
Yn = 7 g&1%kooSnoo ? OP sãotk-s tn)

Yn = 7 Elknos ? OP sEotk-i ins ? Tn
onde r é uma perturbação. O método é dito ser estável se,n-l
dado e > O, existe 3 =6ó(ec) tal que

n-1
se ;Zolr,| < (e) então ly -Yl<e

TEOREMA 0,6

O método (0.9) é convergente se e somente se ele for
consistente e estável.

Prova: ver [8, p. 224 e 246)
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O fato de um método ser convergente é uma condição bãâ

sica para que as soluções produzidas por ele sejam aceitáveis,
Lembramos porém que em certos casos a propagação dos erros acu
mulados pode tornar as soluções totalmente irreais, mesmo o mé

todo sendo convergente segundo a definição 0,9. Para que te-
nhamos um controle sobre a propagação do erro daremos a defini
ção.

Definição 0,15 Sejam

x,
É jo Ko

3p(E) = EM + E1%ºkX-3º e o(E) = sE&obx-38 .j=

O método (0.9) é dito ser absolutamente estável pa-
ra un dado h «c< C, seas raízes do polinômio

T(E,h) = p(E) - ho(E) estão no interior do disco uni
tâário.

O fato de um método ser absolutamente estável para um

conjunto maior de Rh «e C, significa que este método produzirá
aproximações viáveis para um maior número de PVI,.



CAPÍTULO 1

APRESENTAÇÃO DOS MÉTODOS DE ADAMS

Apresentaremos os métodos de Adamsque são obtidos por
interpolação polinomial, sobre um conjunto de pontos não neces-
sariamente igualmente espaçados. Daremos as fórmulas para a

construção dos coeficientes destes métodos bem como limitantes
para O erro de truncamento local. Estes estudos foram realiza-
dos principalmente por Shampine [161].

Introduziremos também os mêtodos previsor-corretor nu-
ma notação matricial, a qual foi introduzida por Nordsieck em

[14] e posteriormente utilizada por Gear em [31].

Definiremos métodos equivalentes e daremos a forma de

Nordsieck para métodos previsor-corretor com métodos de Adams.

1.1. Métodos de Adams

Consideremos o PVI (0.5) e uma discretização de [a,b]
pelos pontos KyX pretty tais que

o n n-1 * hy nº 1,2,.../N.

Desejamos continuar a solução do problema discretizado
à partir de x, Para x conhecendo as soluções emn+1'

KyrÉ ... nº
Pela fórmula (0.6) a soluçãodo PVI em x7

—
POde

ser escrita na forma

AB
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*n+1ey  eieyiDaLx n
(1.1) yYiX,,

Um método de Adams consiste em aproximar a função

f(t,y(t), pelo seu polinômio interpolador sobre pontos anterio
res, e então integrar tal polinômio obtendo assim uma aproxima-
ção para y(x ,,).n+1

A fórmula de Adams-Bashforth de ordem k usa o poli
nômio interpolador P (x) de £ sobre k pontosk,n

WonSto É,
LUZ) Pr onlines P fnsaeaoo RP L1/21+ ok

Assim uma aproximação para yY(Xn41) ê dada por:

*n+1
|

Yn+2 “Yn *t [, Pr n(tldt.
n

Usando à forma de Lagrange para Pr nt), obtemos:
' ,'

! k : “n+12 na or lí ES gde =n+1 n i=1 n+1-i x, (t Kn+121)W Minis)
k

= YR + hn 828; , kÍn+IL-i

x 11 FE w(t)onde RB = ——— Í ati,K n+l1 x, (tE-xpi121)W (Enio)

ou, se fizermos a mudança de variável s = (t=x)/hny21º temos:

? - f w(x+sh, 117)
ds= ”.:É À *i,k oCRS “ne1-1)V Eni)



Quando os pontos são igualmente espaçados podemos usar
a forma (0.4) para P, n(*X*) e encontrar a fórmula de Adams-

M ,

-Bashforth com tamanho de passo constante Rh:

(1.4) Yo, = YR FA EI Cf,

1, i=o
onde Vi =

7 so |

Th Í s(s+tl)...(s+ti-l)ds, i > 1.
>» o |

Vemos então que os métodos acima construídos são do ti
po (0.9), istoé, métodos lineares de passo múltiplo com

k-passos.
A aproximação y em (1.3) tem dois tipos de erro,n+l1

um devido a aproximação de f(t,y(t)) por um polinômio, defini
do no capítulo O como erro de truncamento local, e outro devi-
do ao uso, no polinômio interpolador, de aproximações fn+1-3

para os valores de EXpao ni123))o
“Seja Pr, n(*) o polinâmio tal que:

Pr,nCn+1-3) = fmognao), dE li2,.004k

onde. y (Mn41-3) ê o valor exato da solução vy(x) em Xn+1-3º

Assim o erro de truncamento local para os métodos de Adams-

-Bashforth em X527 TUE será indicado por RE é tal que:

*“n+1)
p(1.5) y (X 417) = y (X,) + Pr, n(t)dt + Or41º

*n
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Fazendo a diferença membro a membro entre as expres-
soes (1.1) e (1.5) encontramos

p n+l : -(1.6) In41 | (f(t,y(t)) - Pr, n(t)) dt =
*n

*n+1
<= J (y'(t) - Pr n(t))dt.x ,

n

Se a função vy(x) « cX*lra,bl, a aplicação do teore
ma 0,2 aào integrando nos permite escrever:

PIn+1 = E(t) 1, (t-x ) dt
“n+1 k

/ n+l1-i
n

que, pela aplicação do teorema do valor mêdio para integrais
se transforma em:

“n+1 k
P = -In+1 Bm 327 (t x

n
n+1-1) At

com ne (xx Ainda pelo teorema 0,2 vale quen+1)*

E(n) = y
UBFL) (E) /k!, E «é (XX ,,)) E portanto:

(Kk+1)
(5)

Án+1 k
S jaL.P -—Y (E (t+(1.7) In4+1 :

r— > 7 (t Rog1-i
n

Seja H = MAXIhp, ok cho) então
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Ko -p Daent! Exile) COXA) 1...In+1 kK: x H ' H

n

(Ex) dt... H . H

“ml(tl) (e) e“ k atP 1) === <(1.8) lo E * (ai) mmnto IA

IA

Vemos então que o erro de truncamento local dos métodos

de Adams-Bashforth de k-passos é de ordem k+1, isto ê

Pp — k+1.
n+1 0 (E Lo

Se em (1,7) os pontos forem igualmente espàáçados , fa-
uzendo a mudança de variável ss (t-x)/h temos:

(k+1) 1
P Z : (E) K+1(1.9) on, = AL] S iO

7(s+tl-i)ds =IE

= hiti0) (E).

Este fato mostra que estes métodos têm ordem k segun-
do a definição 0O,.ll.

Notemos que na expressão (1.9) para avaliar”, SR
precisamos do valor de y (EFD) o qual não conhecemos; assim

:

|
:

1

Í



1º

ê necessário desenvolver outra estratégia para à avaliação do

erro de truncamento local, a qual se baseia na idéia de comparar

(x) comos resultados obtidos usando o polinômio interpolador Pr n,

os obtidos usando o polinômio interpolador Pr41 n (*) que inter,'

pola f sobre os Kk+l pontos ecerXK“nin 1 rnsk*

AsSim usando (1.6) temos

PD.

p
n+l1

; -(1.10) oP,, = L. (Y'(&) = Pri DINA +

n:

“n+1 -+ L. Erii,nto - Pr (DIAL
nr

xn+l
Agora S (y'(t) - By, pn(t))dt = om?x ,

n

conforme (1.8), portanto (1.10) torna-se

x
f n+1P - - me. k+2AD mat do PrantoorPQ 0004 + o(rS),
“nn

Se admitimos que y, 7, = Y(X,7 ;,), então Pr nt) =

ex= Pr,ntt) e Pr+1,n(t) = Pr+1,n(t e com estas hipóteses te-

2Pp “ntl : k+o = f Pr$1,n(t) - Pr,ntt)) at + O(H ).
n
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Se os pontos são igualmente espaçados e se usamos para
os polinômios Pr, ni e Pr+1,n(X) as fórmulas com diferenças

descendentes (0,4) obtemos:

jo = k k+2., . k(1.12) o7,7=hvQV £, + O(h )=hyV£,.
-— . k .-Na expressao acima os valores de Yx e V ff, sao cal

culáveis desde aque tenhamos armazenado valores f. suficientes,
no passo anterior, Temos assim uma estimativa prática para o er-
ro de truncamento local.

Até aqui desenvolvemos uma aproximação para y(Xx11)
interpolando a funçao f sobre os pontos Ko rKn411 ct rn loR
dando portanto um método de passo múltiplo explícito. E claro
que podemos desenvolver uma aproximação para y(x interpo-n+1)
landão f sobreos k pontos Kn41]1'Xn'tttrAnio-k POE UM poli-
nômio que indicaremos por PÉ nx). Temos assim um método de

,

passo múltiplo implícito. Para aplicá-lo precisamos obter uma

aproximação inicial para vixi) que indicaremos por Pn+1

e recorremos ao método explicito para calculá-la. Nestas condi
ções o polinômio Pj$ (x) é tal que:

' ,

(1.13) P*k,nCn+1-3) = f i = 1,2,...,K-1n+1-i'
* =PK, nEn+1) E(Xn41IPn4+1)*

A aproximação 7y será então dada por:n+l1
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“n+1
(1.14) y4 ="Y,* J Pánatxn

ou ,usando para PÉ no) à forma de Lagrange
ç

* fSi kin+1-: * Prn+1Pick (kl(1.15) y,=Y th )
n+1 iÉ1 *n+1'Pn+1

Fl w(x +sh )' “oo +1 :
Àonde B* = | 2 n

T ds, i=0,1,...k-li,k (KRFS,TRWE 7d)

e

Se os pontos são igualmente espaçados Yn+1 fica

Ok i-l.-p= *Yn+2=Yn TD Ei, O Enio

onde

1 se i=O0O

* =Yi
1 1

“o

PP =fn+17EX rPn41)o
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Shampine prova em [16 p. 301] que Yi Ev Yao
Os métodos de Adams implícitos são chamados métodos de

Adams-Moulton. O erro de truncamento local desses métodos em

x, será indicado por o Exatamente como fizemos para osn+1º

métodos explícitos podemos provar aqui que In4+1 P o (n**º!, e

que, para pontos igualmente espaçados

k+1 (k+1)= *(1.16) o4,75YA y (1) , té (XX7).

Neste último caso uma estimativa prática para In+1 ê

dada por:

(1.17) o, = hy*v"fP..' n+l k n+1

"A expressão (1,16) nos diz que um método de  Adams-

=“Moulton de Kk-passos tem ordem k segundo a definição 0O0.ll.

Como fizemos no capítulo 0, podemos definir os mêto-
dos previsor-corretor usando os métodos de Adams com passo va-
riâvel. A referência [16] estuda somente o caso r=l ou

seja o modo PECE, que consiste em

1) calcular o valor previsto, Pn+1

2) avaliar a função fe, = f(X1 711Ph41)

3) calcular O valor corrigido Yn4+1

4) avaliar a função f,, = flX 1 Yn,1)-
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Na aplicação do método PC podemos usar previsor e

e corretor de ordens diferentes mas, como Lambert prova em

[13, p. 90] se aplicamos no modo PECE, não existe vantagem em

usar o corretor com ordem maior que k+l se o previsor for de

ordem k,
Se os pontos são igualmente espaçados e o previsor e oO

corretor são ambos de ordem &k, [16, p. 301] mostra que:

vX eP(1.18) n+1Yn+1 7 Pn+z * hYx-1

e se o previsor é de ordem k e o corretor de ordem k+l a mes

ma referência mostra que:

vKh £P(1.19) n+1"*Yn+1 7 Pnazl * PYx

As fórmulas acima mostram que tendo sido completada a

previsão, para efetuar à correção basta calcular Yxe1 € ve.
vX ePn+1 no segundo,no primeiro caso, Yx €

Esta propriedade é muito importante em termos  computa-

cionais e será usada na implementação computacional do método,

1.2. A Forma Matricial dos Métodos PC

Neste parágrafo desenvolvemos a notação matricial para
os métodos PC com passo variável dados em [4],

Para efeito de simplicidade na notação, consideramos oO

PVI no caso real, isto é £ : [a),b] x R+ R. Seja “o vetor
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t'Ye, P DyearY -21 Yene 1n=11 Pnad
Definição 1,1 Um método de "valor múltiplo" é definido pelas relações

(1.20) Ynço) ? Bn-1ºn-1

= Y + 2 G(YTn(m+1) n(m) n-l1 n (m))

onde

t= 'nm)ºngm)nenent (m) PPnelYnercc neganeka+1

B são matrizes 2k x 2kn-l

tn., São vetores 2k dimensionais e

G: R?ºX + R é definida por:

= — tSE mm) hof Yn(m)) hoy (m)

Podemos provar por indução sobre m que um método PC

com passo variãvel aplicado no modo P(EC)'*E, pode ser coloca-
do na forma (1.20), onde m=0,l,...,r. Isto quer dizer que
aplicar o método PC na forma (0.10) ê equivalente a aplicar
o método (1,20) onde:

ttt, = (Bim Ore. O,/1,0r...,0)

com o l na (k+1)-ésima posição e para fazer a última avalia-
ão usamos £ =e ; vetor da base canônica eç n k+1.
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- -—| ... -o Ê Ê1 ,n Ae 2 11 o Ooh kK-l,n k=2 mm ... Bon

0 l 0 e.es..*. o
'

o o ... [+

(1.2) B,=| O O 10. O eeeO
q —= 2hel, nCk-1,n Ce non Bk=1,nPk-1,n ... 8, n 8 nDD ce ODQI ELCAPk, n km Pk,n ES

[9 0 o 1 Oo .e.. 0

o 0 0 1 o

Os métodos de passo múltiplo que usamos no PC definido
pelas equações (1,20) têm seus coeficientes dependentes do pas
so, por isso colocamos o segundo Índice n nos coeficientes a

e f, ou seja os métodos de passo múltiplo usados são da forma:

k k
Eh(1,22) YR =" Elk, nínos * sEoPn-sºk-S,nín-io

Em particular quando o método PC usar os métodos de

Adams como previsor e corretor, (1,20) toma a forma:
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nto) 7 Bn-1Yn-1
(1.23)

Tn tm+1) - nm) + tn=28 Yr (1) mz?

onde:

Y = [y my hoy h Yaonm) ním)" mn (m) ' neTPn=1"""C nek+1P' nek+l

9 Tk-1,n “k-2,n e. Fo,n

B, = 0 1 0 o

o 0 o o e... e... ..... 1l 0

B. = ÊB.
|

com r. n =noe—— i = O,lr,...,k-1' Kk,n

ê Lt. = (BK no trOra-.rO)

Definição 1.2 Seja Y, a solução de un PVI por um método

como (1,20) e a, à solução do mesmo problema por um outro

método como (1.20); dizemos que os dois métodos são equiva-
lentes se existe uma matriz T. inversível tal que:
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Os métodos de Adams na forma matricial de Nordsieck

consistem em tomar a, como o seguinte vetor2 k. (k)
t

hoYn hoy, t(1.24) à" = [Yo nIR mmT—= 1240, —Er

Podemos então definir um método como (1.20) com

passo constante h = h. colocando

n(o) Man]
(1,25)

ntm+l) 7 Ením) * PERA) NS. Do oO

Se desenvolvemos yY(Xn-1) por Taylor em torno de

x. podemos ver que:

1Y Ta, e portanto a, = T Y eométodo definin n —

do acima é equivalente a um método como (1.20) com passo
constante h = h. para o qual vale:

Yn(to) F BY,
: Tan(o)

—
mel

an(o) ” T BTan,

Desta formá a matriz A de (1.25) pode ser toma
da como à = Ter

Por (1.20) temos ainda que

A

E
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Yntm+1l) ? Tn tm) + EG (Tn (m))

Tan (m+2)” Tan Im)* te (Ta, (m))

a = a + T lee(ta )n(m+1) n (m) n (m)

e assim podemos ainda tomar em (1.25)

Te e F(x) = G(Tx)= W"

Gear em [3, capítulo 10] mostra que a matriz A aci
ma é a matriz do triângulo de Pascal, ou seja, o elemento (1,5)

é dado por (7), i,j = O,1,...,k.

Suponhamos que completamos o passo de x para x,n-l
com tamanho de passo h e queremos passar para X27 COm tama

nho de passo ah. Como estamos aplicando uma fórmula com passo
constante devemos obter as aproximações nos pontos XeXT(oh)

i = 0,l1,...,k-l. É claro que x, =x, e portanto as aproxima

ções varrer em (1.24) não precisam ser modificadas.

Assim, para obtermos as aproximações necessárias basta premulti
plicar a por uma matriz C(a) onden

C(í(a) = diagr1,0,02,...,0aÉ),

Se colocamos h = h, e aha hn41 então as= hn+1/Pn e C(a)

torna-se:
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h h h

: elo 0. n+i.2 +1.k(1.26) C = diag(l, Aiv) 1,IO)
: n n n

e assim temos

(1.27) an+1(0) * ACà,
+ fF(a m 2 OIn+i(mrl) " Cmricm) n+1(m))

Como vémos, a mudança de passo no método de Nordsieck
é extremamente simples, e é esta à grande vantagem deste méto
do.



CAPÍTULO 11

ESTABILIDADE E CONVERGÊNCIA

Os métodos previsor-corretor produzem um valor Yn+1"

que esperamos aproxime vyí(x n+1)* Não é totalmente claro que is-
so ocorra, desde que o valor de depende dos valores deYn+1

Yn'Yne17"c bem como dos valores fhrfnoarnet os quais geral
mente têm erro, pois já são aproximações. Podemos então encon-

trar um valor para 7y totalmente insatisfatório.n+1

Neste capitulo, baseados em [4], estudaremos primeira
mente a estabilidade e convergência dos métodos PC com métodos

de Adams de passo variável usando as técnicas do passo variável
e da interpolação. Estudaremos também a estabilidade e conver-

gência desses métodos quando, alêm de variar O passo variamos
também ' a ordem, usando a referência [5] como base.

Os resultados serão obtidos por argumentos limites e

portanto só serão válidos para passo suficientemente pequeno.
Trabalharemos sempre com uma das normas vetoriais e cor

respondente norma matricial subordinada.

norma euclidiana (norma espectral)
norma do máximo (norma linha)
norma da soma (norma coluna)

29
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2.1. Estabilidade e Convergência dos Métodos PC de

Passo Vartavel.

Definição 2,1 Um esquema de seleção de passo é uma função

real 6, tal que

onde para todo H > 0 e x ec [a,b] vale que:

0 <As o (x,H) < ll, À constante,

Definição 2,2 Sejam Y, à solução obtida por (1.20) eo
seu correspondente Y(Xx,) = (y(X) pesa avKa) DRY Ci) ass

t e DESCcera]Y Cinokç1)) « Definimos o erro global em. x, “por:

(2.2) E, = Y, > Y(x,)-

Já definimos o erro de truncamento local quan-
do não estamos usando a notação matricial; aqui usamos a mesma

definição lembrando apenas que agora este erro será um vetor,
o qual indicaremos por du" ou seja

a =7Y -n n+l Xn4+1)

onde:

oa

E

a
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<?

n+1 (o) 7 BY (X,)

eu es
Yn+1 (m+1) 7 Yn+1(m) + tpE (Yn+1 (m))

Yn41 E Yn41 (M) se (M+1) correções são feitas.

Notemos que Fn+1 foi obtido usando Y(x,), enquanto

Yn+1 usou Y.. Para E+71 vale:

(2.3) En+1 ? Yn+1 7 Tn+1 + à ?

“Ynra (mer) PR Cn(men)Sne1 (M-1) "Ane ne men) Po

= Fo(MD Sn(MePanSnmen "Sn meD) Pã

= [EL EV), a,Ch WO +1 (M=1)nt (M-1)

onde Vigo 1 está no segmento Cn] (M=1)'Ín+1(M=1)).

Notemos agora que Yn+1(M-1) pode ser escrito como

função de Tnt1(M-2)" n+1(M-2) como funçao de Yn+1(M-3)" e

àâssim por diante, Logo, (2.3) fica:

ag"oO act)
ameno En+1(0)"Én+1(0)

onde
(A+)ae THo 1ç : =

Ago emo (E), E, e (oi (1)'n+1(1))
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ad
Lembrando que Yn+1(0) Ín+1(o) ='B.E, (2.4) se

torna:

: M 96 (7)
onde Ss, = mE1tt + e. my—0 BB,

Da definição da função G temos que:

dG - = -(2.6) "SV. = MniafyrOr...O, 17...,0) = hn+1fyº1 q

onde e, é o i-ésimo vetor da base canônica e d é a posi-
— 'ção correspondente a hn em Y,º

Introduzimos a notação gm) como:
Í

(m) df : -(2.7) E, = 5(a) Ih « (Yn+1(m=1) Yn+1(m-12)) -

o

Com essa notação temos que:

(2.8) Ss = 7 [(I-L e) +h om, e !lB =º n mel nd n+1"y nl "n

= [(I-L e)" + IT ]IB
n à i '"n

onde os T, são produtos de M termos da forma:

h e (mn),
n+1*y “ne9 OU (1-Lheà.
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com pelo menos um termo como o primeiro.
Se colocamos,

À
M(2.9) Sn = (I-Ln eg) B,

então (2.8) pode ser escrito como

(2.10) Sn" = Sn" + haog1h

onde S$, é uma matriz cujos elementos são polinômios em
e (7) icientes en B e £ (esta afirmação seráhor y e coeficie s em

n : n Do será

justificada na prova do teorema 2. 1).
Por (2.5) vemos que a condição |paraqueo erro.não

se propague está relacionada com Ts,e Daremos:a | seguir
resultados com tais objetivos. .

TEOREMA 2.1

Se os vetores aat,B e b*. são. uni formemente limi
tados ou se B, e ft. são uniformemente limitados ' para

h47 <U então ||8, || também oserá.

PROVA:

Por (2.8) temos:

à. à, ii (Oy)
1, 2 2 k

7º Elf, 1B,hn+1 (EneTB, =[ (Ile,)
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com 3, &« (1,2,0.007/Nn), i, + i, = M, i, Zz O,1 2

'Notemos então que TB, ê uma amtriz P =(P ) tal que Prors

- oo - 7) Si, 1º
ou é nulo ou então eéê um monomio da forma fre (f,y fo hr41

e 2 = ' -com [SM constante. É claro que SS" = hh4217T;B serãà uman

matriz cujos elementos são polinômios em h pois i, * 0n+1"

Agora, 1E29 ê limitada pela constante de Lipschitz e os e-

lementos de o0o,a*,8B e R&* são limitados por hipótese. Então

B, e tt. serão limitados exceto possivelmente a linha d da

matriz B, onde os elementos são da forma c/B% nº Mas pode-
: ok, |

mos verificar que esses elementos não influenciam na constru-
ção de EM Assim os coeficientes do polinômio em hn+1 são

-”ºlimitados, e podemos então concluir que HS ê limitadase
To

hn41 É Uu.

Se B, e tt. são limitados o resultado segue analo-
gamente.

Definição 2.3 Sejam x, E XX, pontos da discretização tais

que a sx <X, b; então definimos a matriz:

I se m=n
Sme1ºm-2"""Sn se m>n

y

;



35

Se Sn = Ss + hn+1ºn e existem constantes k, e k,

tais que:

Hs < k, para a <x, <x “be
HS < k, para todo n, então:

k Kk. (b-a)m : 1HS s k,e o =k,, para m2 n

PROVA:

Provaremos a tese por indução sobre m. Se m=n te
mos que:

A k k (b-a)n - n ol ;IIsfl| = ||SP]| < xo < ke :

Suponhamos que a tese seja válida para todo k — tal
que n<k<m e provemos que vale para m. Pela definição 2.3

temos :
mm. 2

e = Sê Fr =(2.11) Sn" = mel" .. Sh = (Sne1tm 1) ... (Sn thh418 ) -

A mel.
—

am m & nKSn *t En kHIkHIRn

e assim obtemos:

“m m=- “m ” : k
(2.12) [lspll s [ISGI + ven Seal! ESA

É ko + xkEntot1Pk+a! [Sn].
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Usando agora a hipótese de indução em (2.12)

m-1 k k., (x, =x )
o 1 k' n(2.13) sql! k., + nEnkok1Pk+1 (Ko )

m-l k k,h kk, (XX)sk (1 +, E (e *EN-e .
Como hr47 = Xv, TE substituindo na expressao acima

obtemos:

m-l kk (XxX 1x) Kkk(X-x)m o 1º k+l1 “nº o 1 kn(2.14) Hs < k(1 + E(e -l)je )

kk. (x x ) k k., (b-a)
— ol "mn ol= ke < ke

o que demonstra o lema,

TEOREMA 2,2

Se um mêtodo previsor-corretor é tal que:

IA o IA o“ A o O[SP sk, Para a

(2.15)
<€ [a,b] então o mêtodo é es-[181] sk para x,

+

tável (definição 0.14).

. PROVA:

Sejam Y obtida pela iteração (1.20) e Y, obtida

pela iteração :
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nto) *Pne1'ín-a E Ena
FO

== -— HP.

= ? +Tn (m+1) *n(m) tn-126 (En(m))

que É a versão perturbada da iteração (1,20). Nãoconsidera-
mos perturbação no valor inicial, isto é, YEYo Definindo

O, = Y, - Y,, por um desenvolvimento análogo .aoque fizemos |
para O erro global E, em (2.3), (2.4) ea)obtemos:

(2.16) Q = SQ +r onde Q =0.n+1 n“*n n o

Por recorrência podemos ver que:

noe. o n+1(2.17) Qu+1 "= 1£os: +21 Ei eaa,
n+1 "ooa! s anos eg

"Com as hipóteses, O lema2.1 nos permite afirmar
: +1 : : Neque existe k, tal que [STE so, o S isn — Logo

(2.18) Monal! 2ão)111

que É a condição de estabilidade da definição 0.14,
o Com os dois. teoremas acima. estabelecêmos condiçõessu

ficientes para que um método previsor-corretor seja estâvel,
: “Mostraremos agora que os métodos previsor-corretor u
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sando métodos de Adams satisfazem tais condições. Para tal É

necessário dizer como faremos as mudanças de passo e impor cer
tas restrições quanto à essas mudanças. A seguir daremos duas

técnicas de mudança de passo,

Definição 2.4 Diremos que aplicamos a têcnica do passo variã
vel quando começamos com k pontos não igualmente espaçados
onde conhecemos aproximações da solução e então calculamos os

coeficientes da fórmula (1.22), que será empregada no PC,

Definição 2.5 Diremos que aplicamos a técnica da interpola-
ção, com tamanho de passo h quando:n+1

a) interpolamos sobre as k aproximações conhecidas para ob-

ter aproximações da solução nos pontos igualmente espaçados
NX . EX - ihn-l. n n+1' i= O,lr,...,Kk-Ll,

b) Aplicamos um mêtodo PC de passo constante sobre os pontos

X,.; Para encontrar uma aproximação no pontoX,, = X, + ho41º

Essas duas têcnicas são totalmente diferentes e a es-
tabilidade do mêtodo pode depender da técnica empregada.

TEOREMA 2,3

Os coeficientes a,a*, e E* são uniformemente li-
mitados para os métodos de Adams usando a técnica do passo va-
riável se existem constantes pn e n tais que:



39

h
(2.19) 0<us — < nm, para todo 53.

j

Nota: Podemos provar o teorema acima (e os demais teo
remas que exigirem esta condição) exigindo ao invés da condição
(2.19) a condição da definição 2.1.

PROVA:

Os coeficientes o e a* são limitados pois são cons
tantes. Provemos então que os coeficientes B68* são uniformemen

te limitados, Por (1.22) e (1.15) temos que:

= * t ' 1

Yn+1 n + Bk,nn+17n+21?º cc tBS, nlnsk+ 217 nek+2

onde

= hni1 (S2 EK (Cx tsha1Xni1-3)
*k-i,n : n+1-i'o jão nten+1-3) os

jr J

ha+1-i iPor (2.19) é claro que —— 2 7, OU seja,
n+l1

h 1 1(2.20) n+ < —Pry1-d nº

Portanto:

1 k |x +sh (x |lBEi,n! É | são TE DigentAra ds.
' nº lo iu Cntloi Cn+l-3!

Podemos então deduzir:
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À

k x+sh .Xaos| i-l A k A,
(2.21) Ig g—taA 6 jo gema, em

iso In+lei n+l1-3! J 3 j>i Ss

j t2,,)
: no=l pp =y

2 = = = -Bonde A; =T , B; —=—— . . 3º

(Para detalhes à respeito de (2,21) ver [16, p. 651).

Desta forma obtemos:

l i-l A, k A.
—— LaDo — º TT —= = D..) j di(2.22) | 8% ;uv j«in!

Notemos que D; é independente dos espaçamentos,

Se calculamos D= maxíD,) temos então

(2.23) |B* <D para i=0,ly...,k, Ee, portanto B*io!
ê uniformemente limitado,

Para R é claro que o desenvolvimento acima ainda é

válido e o teorema fica provado.

TEOREMA 2,4

As matrizes B, e Os vetores tn são uniformemente

limitados para os mêtodos de Adams usando a técnica da inter-
polação se os passos satisfazem a condição (2.19).

PROVA:



41

Usando a técnica da interpolação temos que 2 nº? l,
portanto uniformemente limitado, e B, = BC, onde

h h
; + +Cn diag[1l, —E pra, AEE,n n

Pela condição (2.19), C, &ê uniformemente limitada e

portanto B, também o é, O que prova oO teorema.

Estamos agora em condições de provar que os métodos PC

com métodos de Adams usando qualquer das duas técnicas de mudan

ça de passo são estáveis e convergentes.

TEOREMA 2.5

Seja um método PC com métodos de Adams usando a têc-
nica do passo variável. Se os passos sao escolhidos por um es-
quema de seleção como o da definição 2.l, então este método é

estável e convergente.

PROVA:

A

Sejam B, e £, como em (1,23) e S, como em

—*
(2.9).

nn

Calculando Ss, obtemos:
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— * *1 8k-1,n Ôk-2,n ..” BS,n ]

0 0 o ... o

(2.24) Sn = 5: O 1 o e... o

o 0 NAAS À o
L

—o

>

Assim as matrizes SS, serão uniformemente limitadas,

pois pelo teorema (2.3), os 38*1, O são.
,

Para O <s< i<sk temos que:

So º Sn+aol Ôn+icoa co Sn

e portanto

H1S, || - Saia! ... Hs1 Ss PP,

pois temos um produto com um número finito de fatores limitados.
Seja agora i > k,
A matriz 8, tem a propriedade
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i(1) *k-1 to

0 o 9

(2.25) BEL Poaaa.n

O seara. 0

= - <
|

*onde x., FT O,l,...,k-l é uma soma de k elementos Pr, ,n+r

; oo ; ;
— an+isendo portanto uniformemente limitado, assim as matrizes SS"

serão uniformemente limitadas...
Usando novamente o teorema 2.3 temos que.os  coefi-

cientes a,a*,8 e 8* são uniformemente limitados, logo pelo
teorema 2.1, [SO < k,. Como provamos acima que | |SPF ek,
o teorema 2.2 nos garante que o método . PC com a técnica do
passo variável é estável.

Provéêmos agora que este método é convergente. — Por
(2.5) temos que:

Obtemos então
;

nn+l1 : n+l1(2.26)

—
[leãos[ISSN+ els AO.

Como [81 <k, e | ISP < k para i2>O

temos pelo lema 2.l que:
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[SSI <k, paratodo mz n. Segue que

'
| n

cano [lead] slIEQ + gola! s

PA
|

o no= k211EL || + k> ES! 1a, |

.

Conforme mostra o lema 2.2 a seguir Os Ad, satisfazem:

(2.28) az < h,,,e(H) onde e(H)>0 para H> O,

Nestas condiçoes (2.27) se transforma em

n
(2,29) [ERA || < k3!1/EL]| + k, iEoPi418 (E) <

< Ka 1EL| | + k,nHe(H) s

< KCl lEJ| + (b-a)e(H)),

Se os valores iniciais são exatos ||E/|| = 0 e se

H > 0, então E, + O por (2.29) e temos a convergência ga-

rantida.

LEMA 2.2

O erro de truncamento local do método PC com métodos

de Adams de ordem pelo menos r satisfaz:

|lall s ni (E O maxiy + o")
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desde que os passos sejam como na definição 2,1.

Prova:

Por definição qd =7Y - Y(xn n+1 n+llcooo

Se olhamos como 7Y, foi construído vemos que:+1

v = (& So '
|

SS :Yna1 7 Vora nana PAY CR) escadaO Proa) 7

e

FaEga)naa Cria) Mag" 6)resta Cia)
Assim

(2.30) as Fra Cal)nas Faaaoy Ca) 101210).

Provemos inicialmente que os erros de truncamento lo-
cal SE E ny] dos métodos de Adams-Bashforth e Adams-

Moulton de ordem pelo menos r-l satisfazem:

r-l c max|iy|)IW
Pp(2.31) lona| hh47 (E

r-1(2.32) lona1l É Ph, (E Cc max|y (E |)

Faremos a prova somente para o caso explícito pois o
outro caso é inteiramente análogo.
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De (1.8) obtemos:

Io,| < HH Imax|y Ep).

Por hipótese temos que:

hn+1 = Hé (x ,H) > HA

e portanto

(
1=" lmax|y E) |).Plona! É Phy1

Provemos agora a tese:
Conforme a definição de 0,,, temos:

rt", |

(2.33) yíxn47) = YU) + hoy, 5EEB é 2f GneangrY Cinea-s) +

+ h B* f(xn+l1' o,r ) + on+1'Y (Cn4) n+1'

Num estágio m+l1 da aplicação do método PC, confor-
me (0.10), aàa aproximação é dada por:

-1 o -
[m+1] oa en Em]

Yn+1 Yn + hz 38285, rfn+1- + hn41?o, E re1n+7.

Fazendo a diferença membro a membro entre (2.33) e

à expressão acima, e usando O teorema do valor médio encontramos:

a.

am
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Em+i)
: [m]) |

(2.34) [Y Cr) 7 Yn+l | ntany Xi) " Ya! + loones!

onde ar = | 8 rt, L' constânte de Libschitz de ff.

Se Yn+1 êa aproximação produzida pela aplicação do

corretor M vezes então de (2.34) obtemos por recorrência: -

ya) < ELE LA pm= O IA D+Y EA! TV RAL! 9 Snç+2ºr +12 YE Yn+1 ntrl

M-2 M-2
n+1'r n+11* ec +h+ Ah n+1ºr/on+1/*+1O

Se a ordem do previsor é tal que o primeiro termo. doprtlsegundo membro da desigualdade acima ê de.O(H " então, pelo
que provamos inicialmente obtemos:.

"2r-l 1 de o< h (H
x max|y Ely+ o (HTIYng47) TNnas |

n+1

A expressão acima é um limitante para a primeira 'coor-
denada de dnº dado em (2.30), pois os métodos PC:“naforma

matricial são equivalentes aos na forma usual,
Para limitar a segunda coordenada fazemos:

Yn+a 7 Yu)!=EGTn) |Femea DOmea)! É

cBETl E max|y (+) ] HO eee,< LlYn4aY Cn)! É Pong ão
e portanto
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ss +1
hn+1 | Fn+2 ? y' (47) | = o (H* ).

. Tomando à norma em (2.30) obtemos:

(2.35) Hal < ho[Ho max|y (E) |) + o (HE*A)

o que demonstra o lema 2,2.

TEOREMA 2,6

Seja um método PC em que previsor e corretor são mê-

todos de Adams de Xk passos. Se pelo menos KkK passos de tama-

nho constante são tomados entre cada mudança de passo e se os

passos satisfazem (2.19), então o método PC usado com a têc
nica de interpolação (definição 2.5) é estâãvel e convergente.

PROVA:

Como estamos usando a têcnica da interpolação temos por

(1.26) que d. = / e B, = BC, com C =1I se hn+1 = h.
Pelo teorema 2.4, a matriz B, eo vetor dt satis

fazem as hipóteses do teorema 2.l, logo:

(18H s xa.

Assim para que tenhamos satisfeitas as hipóteses do teorema 2.2,
o qual nos garantirá a estabilidade, precisamos provar que:

Ilsnll sk, man.
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onde

E

— * * x |1 BE Bx-2 ... B&

0 o o e... 0

R = o 1 ( e... o

| o e e eoeeoegoseocoeooecaeo i ooo 7 o

R tem k autovalores nulos e autovalor -l. A este
autovalor corresponde o autovetor er. Alêm disso,

[| k |
(1) CO ereccecaçoseeo Z,

0 0 se. .... * oe s..... o

* oe cecaec. o

RÉ

o coCaRaaaaeeceocaseeeoo . o

| À

onde 2, é uma combinação dos B* e assim,
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(2.36) REx = u,ê., para todo vetor X.x"l

Temos então

k k[IR x a [RX] = luz]

o que leva a

[uz
FIXA

(2.37) RT < IREI] e portanto

é uniformemente limitada.
Observe-se que 1 é autovalor de Ch" sendo O

autovetor associado, e que se |i-jl <k, pelo menos uma das
duas matrizes Cc; e Cc coincide com a identidade.

Analisemos o produto:

om "(2.38) Sn = RC Romao «++ RC

a) se (2.38) contêm p < 2k+2 matrizes do tipo RC. então

“m Pp

[SSI <s [RI [eçaãdl c.. Ven|

e portanto so será limitada, pois cada Cc, o ê.

b) se (2.38) contém p.= 2k+2 matrizes do tipo RC,, então:

b.l) se não houve mudança de passo entre x e x temos:n m
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R “se não houve mudança em Xn-1
Tm -Sn =

CR” se houve mudança.

Mas como m-n > 2(k+l1) = k deduzimos:

m-n m-n-k,, k m-n-k. m-n-kR Z=R RZ2=R " uv.e, = (-1) et,
Ss =

m-n m-n-k,. k m-n-k — m-n-k
ente Z= CR RZ= enFº ve, (=1) e mm,

e portanto em ambos os casos temos:

(2.39) [IsZll < xk3llz||

onde kz = HIRE| .

b.2) Se houve mudança entre x, e X*X, seja x, o primeiro

ponto a partir de *n onde ocorreu tal mudança. Então,

pelo menos uma das relações abaixo é válida.

(2.40) pn > kt+l

VVmM-pD k+1

valendo (2.40), seja q=nts, onde

8 = (pen) - [RIR] *k + k

então:
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kxa-n-k,S"'Z = RCn m-1Em-2 : en"e RCGR n

com O < q-n-k < k. "Tomando X = Reonkoz, obtemos:
x

[IxIl < xllz|
e portanto

Mo
— =nº = ROm-1 e... RC vXe] = vê,Ss

Como consequência dos resultados acima temos:

am(2.41) [HshEl| IA <k3l XI] s kakilla|Vx

“Se p-ns< k+l, então m-p > k+l e neste caso:

am k p-n

SM
—

Ky
=Snº = RCqtos ROnagR OX = ve,

onde X = CRP"o, Z e portanto

IX] < kJ llZ|l pois p-nsk..

Novamente temos:

(2.42)

—
[SME] sus k2IIXI] < kákgllel|.x
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Logo por (2-39), (2.41) e (2.42) concluímos que

[ISS ê uniformemente limitada e provamos assim a estabilidade.
O estudo da convergência êéê feito como no teorema 2.5

com a diferença que, para provar que d, satisfaz (2:35). ago

ra é mais simples, pois estamos trabalhando com passo constante
h, ver [13, p. 90 e 911.

2.2. Estabilidade e Convergência dos Métodos PCcom Pas-

so e Ordem Vartáveis

Passaremos agora à generalização dos dois últimos teo-
remas, provando serem os métodos . PC com métodos de Adams es-
táveis e convergentes quando além de variar o Passo " variamos
também a ordem. Para isso definimos:

Definição 2.6 seja F = tF, ) A = 1/2/1060 ; uma família de

métodos. Um esquema I de seleção de fórmula. é uma função in-
]teira I(H,yx) tal que a fórmula usada no intervalo Exnº ín+l

-ê F —i, onde H éoOo parâmetro da definição 2.1.I(H,X,) : OTA

Observação 2:1 Consideremos os métodos de Adams na forma
—

de

Nordsieck com a técnica da interpolação. C

Para métodos de i-passos 1sis k, tomamos

nky oo t—)— 1 — nnY, -— (Yara kK!

onde as componentes de 7Y, de i+l atê k são tomadas nulas.
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Como em .(1.27), B = AC,
— onde:n

1 1 l ' .. ed ReaaTiccceço. o Cl

o l 2 3 Taco. i
0

. o 1 3 6. eee o00000 o

(2.43) A=

o ecaceceoo eocececcecroeo . o l

O | [o

Ah DO h
Cc, = diagr1a, —EL, nto ?,,,,,etn n :

n

e ta ê o vetor para com i-passos estendido para Kk+l componen

tes com componentes nulas a partir da (i+1)-êsima.
Com tais convenções vemos que diminuir a ordem é * tri-

vial, pois basta ignorar algumas componentes dos vetores em ques
tão. Igualmente seria trivial aumentar a ordem considerando mnu-

las as derivadas de ordem superior requeridas, entretanto esta o

não se mostra uma boa técnica.
Se permitimos que à ordem seja aumentada somente de 1

em cada vez, de 5 para i+l, podemos obter uma aproximação
: i., (i)

para nitl, (EL), 1175): calculando TIO vh & . Notemos

que: o
Moo YR TRA
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e para que possamos calcular esta diferença descendente preci-
samos no passo n do valor de Yo Colocaremos este valor:

na coordenada i+2 de Y, e isto ê equivalente a modificar a

matriz A para

r : -
1 1 l ... 1

o 1 2 3 ... à

o 0 l 3 6 e... Oo

(2.44) A = AAA
o eo cCoceeeoeoeeeeso o o | (linha 1+1)

Oeee. o à
o O

L d

O vetor Y, obtido usando (1.27) com A como aci-
ma é tal que contém na coordenada 1i+2 o valor niglilas.

Finalmente o cálculo de nitiÇHH) (4) será com-

pletado premultiplicando o vetor Y. pela matriz:
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-
1:50 O couudúcacacaaaS o| |

0 1 o eTVececseescenioõo O»

— =l(2.45) Oj41,i = TI IFI (linha 1+2)

a qual independe do passo.
Chamaremos a têcnica de mudança de ordem recêm descri-

ta de técnica da" diferença de mudança de ordem,
Ê interessante notar que, em qualquer têcnica, para pas

sar de uma fórmula F, para outra fórmula Fjo devemos multi-

piicar Y por uma matriz Oj3" em geral dependente do tama-

nho do passo.
Por um desenvolvimento análogo à (2.3), (2.4) e (2.5)

podemos mostrar que:

SO(2.46) En+1 7 Sn 11,1nº à
onde Fr, é a fórmula usada no passo de Xp] Para x.n

A partir de agora omitiremos o Índice 1, e usaremos simples-

mente o Índice n, além de indicar T, = Sn"
|tr



57

= = ' 'Observação 2.2 Se tomamos Y, YorinYnTo DP nok+1Ynok+1)

e aplicamos (1.20) coma técnica. do passo variável temos

O; = IT, pois neste caso, para mudar a ordem é suficiente a

avaliação de f£ no ponto adequado...

q
Definição 2.7 Definimos a matriz Tr como sendo o valor

de T, paraa equação y'=O,

TEOREMA 2.7

Seja um método PC com métodos de Adams usando a téc
nica do passo variável. Então 0o método é estável e convergen-
te para todo esquema de seleção de passo, mesmo que a ordem se
ja modificada em todo passo.

Prova:

Como estamos usando a técnica do passo variável temos

que O, I, portanto Tn S, e Tr Sme1ºccêSno onde S.

ê definida por (2.24), comas dimensões adequadamente aumen-

tadas para k+1 à maneira de (2.43), O restante da prova se
gue como no teorema 2.5.

TEOREMA 2.8

Seja um método de discretização baseado numa família
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finita de métodos PC com métodos de Adams, usando a técnica
da interpolação para mudança de passo, e satisfazendo a pro-
priedade que a ordem de cada corretor é igual ou supera de um

a ordem de seu previsor.
Suponhamos que para os esquemas de seleção de passo e fórmula

empregados, existe um Q finito tal que em quaisquer Q ou

mais passos consecutivos, há pelo menos Pp passos consecuti-
vos constantes com ordem r' constante (onde r é a ordem do

mêtodo PC atual), valendo a relação:

r se todos os Os são a identidade.

r+l se a têcnica da diferença foi usada.

Então o método de discretização é estável e convergente.

Prova:

Ro
Temos T. = Sn epor (2.9) segue que:

e Too
EMT, = (I tt E2) BO, +

Como estamos usando a técnica da interpolação vale que
3, = AC, e portanto

PM = (To t,M -T, = (ILe) ACO, = RCO,

onde R é uma matriz como no teorema 2.6, só que neste ca-
so R não será constante em todos os passos, pois dependerá
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da ordem usada em cada passo. Então denotaremos R por R
obtendo:

H4s> " oo
O O(2,47)

Notemos que O, é uniformemente limitada (pois On

é a identidade ou então é como em 2.40), o mesmo ocorrendo
com RR), (como vimos no teorema 2.6). Portanto se 0 <s< is<qo,

n+i
n será uniformemente limitada.T

Se i>Q, por hipótese existe pelo menos Pp pas-
sos consecutivos com passo e ordem constantes, logo Coroa I

nos pontos correspondentes a esses passos. Além disso nestes
mesmos pontos é claro que Bq e ta são constantes. Assim

UAexiste q, n q < n+Q tal que:

n+i  An+i P 79
To To+g Ro) Tr

onde;

(2.48) R =!
q

com R uma matriz (r+l)x(r+l) como no teorema 2.6 e R u
ma matriz nula se todos os O, = TI ou R tem o elemento da

primeira linha e última coluna igual a 1 sea têcnica da di-
ferença para o aumento da ordem foi usada. Das propriedades
da matriz R dadas no teorema 2.6 temos que:

Px =RX vpe,
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onde uz < gi XxX! |.

Pela estrutura de Ri; C; e O3"' º7 é um autovetor

comum a elas, associado ao autovalor *1l, assim tambêm

T3º1 = e, e temos:

ênt+i — 1

ÇDt+i P ra = qn+i P
(2.49) Tt ellos TS TRE | [1 To+a Ro) x||

2 .

[| NEel = lugdos xllxi|

sq A í A

onde X = TZ =T o. T %Z.

n q- l n
So
Se

Segue que: '
NX.[xsss. 119, Mie]OO

<[ max ||T, 399" ||z||nsjsq-l J

que aplicado em (2.49) fornece

ITA iZI| < xc max |[|T [397 [z|| = clizi|,
nsji<q- ]

Como evidentemente Tn = Snºn ê uniformemente limi-

tada, O teorema 2.2 permite concluir a estabilidade.
A prova da convergência é feita como no teorema 2.6.

Observação 2.3 Por (2.29) e pelo lema

cluir que, se o erro de truncamento local d

tão o erro global E, é de o (BE7+t

2.2 podemos con-
-e de O(H”), en

). No entanto Shampine pro
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va em [16, p. 66] que, para o caso particular dos mêtodos PC

com métodos de Adams aplicados no modo PECE usando a têcnica
do passo variável, podemos concluir que com erro de truncamen-

to local de O(H"), o erro global também é de O(H"), Este fa
to será usado no capítulo 4.

Comparando a técnica do passo variãvel (definição 2.4)
com a técnica da interpolação (definição 2.5) fica claro que em
virtude das hipóteses restritivas dos teoremas 2.6 e 2.8, a

primeira técnica abrange um conjunto maior de esquemas de sele-
ção de passo bem como de ordem.
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CAPÍTULO 1117

IMPLEMENTAÇÃO DOS METODOS DE ADAMS

Neste capítulo nosso objetivo será a implementação com

putacional de métodos PC com métodos de Adams usando a técni-
ca do passo variável e da interpolação definidas anteriormente
(definições 2.4 e 2.5).

Na têcnica do passo variável usaremos os mêtodos de

Adams na forma descrita no início do capítulo 1, Para tanto
precisamos do cálculo do polinômio interpolador a cada passo, e

isto é descrito na secção 3.1, onde é considerado também a ar
mazenagem eficiente dos valores envolvidos. Estes elementos são

muito importantes do ponto de vista do custo computacional seria
mente onerado pelas mudanças de passo e ordem, Simplificações
são obtidas quando um certo número n,. de passos permanecem cons

tantes, Oo que evidentemente reduz o custo. O desenvolvimento a-
presentado éê baseado nos trabalhos de Krogh [11] e de Shampine
[L61).

Na têcnica da interpolação usaremos os métodos na forma

de Nordsieck; na secção 3.2 daremos uma maneira eficiente de e
fetuar o produto 7Y = AY, usando o fato que A êa ma-n+1 (o)

triz do triângulo de Pascal. Tomamos por base o trabalho de

Gear [3],

63
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3.1. Implementação dos Métodos de Adams com a Têcni-

ca do Passo Variável

O método de Adams-Bashforth de ordem k

expressão:
xn+l

(3.1) Pn+1 “Yn* f. ' Pr, nítlãt,
n

onde Pr (x) é o polinômio interpolador de £,
, :

usaremos a forma de Newtom:

ao) “ UU fLX,] + (xx IX X ) +n-l

+ (xXex)) (xXex, 1) fEIXIXqr Xno21t

A e + (XX)... (XxX

é dado pela

para o qual

nexk+2) FENIXRÁ ... rEnek+1]º

Definição 3.1 Sejam xXx ,,...,X, Os pontos da discretiza-
ção. Definimos então:

s= (xx )/h,, 1

VV; (n+1) = ha thht-scthoioos i>1l
h

— n+l1a. (n+1) = 7 ni i>1l
1

b, (n+1) =]



(3.2)

e quando

(3.3)

de P
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vv, (n+1) vv, (Nn+1) ...v (n+1)
b, (n+1) TATO (ã v a 1 ir?1 2 tr Til

$d, (n) = fLx,] = f.

d,(n) = q, (N)...V, (M)LEX Xi] i > 2.

Com as notações acima temos:

v, (n+1) = Va-,7 (O) + ho4+1" i = 2,3,...

v, (n+1) = h.,,

Va-7 (Atl)
b, (n+1) = bi, (N+l). TRE i = 2,3,/,0...

trabalhamos com passo constante h temos:

V,(m+1) = àh, aj(nHl) =-E, by(MHD) 51 |

e

é. (n) = viole para | = 1,2i n E Ê 121. 0aa.

Com estas notações O termo

(Xx-x) e... (XX) 5342) FX ... 1Xn+2-1]

(x) pode ser escrito como:

,
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Y

|

(3.4) (sh,17) (Shn th) t+... tlsho  thot.. tha;43)

$d, (n)

Va (NV(n)...V; (MN)

(sh.17) (sh,*h) (Shpi tecsthoaiaa)l x

1, (n+1) Va (nt) Va2aFL)

v,7 (n+1) eautaza DFD), (n) =VD) ...V; 7(1) i |

(sh ) (sh .+V. .(n))
= n+l n+1: “i-2=VTMAI e... Vie art b. (n+1)o, (n),

Por simplicidade introduzimos a notação:
r

1 17 isl
sh

= n+1l — o(3.5) Ca ns) = “7Mm" =. , i=2?

t
sh.17 Y sh,,27tV, (n)

) ; sh1 7 tV,i.2(n) iaT e...

TV
TTMID

——
11?O,Va (NFL) v, (N+L) Vi, (DF

>

Colocando $i (n) = b, (n+1) 6, (nm) temos:

k
(3.6) Pr, níX*) = Pr, nSPn+i1tXn) = 381º; ,n(8)OT(M)
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Notemos que se s=1l, temos acima O valor de

Pr níXh+1) = Pha1r TOO é uma aproximação para a função f em
, .

x. l1l e obtemos:n+1' Ainda,por (3.2) , temos que C, (1)n
k

(3.7) Pa+1 = 24793 (n).

Para obter a aproximação em Xn4+1 substituímos (3.6)
em (3.1) e assim

X

k 1
(3.8) Prá P Yn + hoy Eptim fe, pistas:

LEMA 3,1

-
1 se i=l

(3.9) Ci ns) = < Ss se i=2
Vin2()

[a, ,(n+l)s + TiTAI i-a,n(9) se i2>3.

A prova é imediata por indução sobre i,

Definição 3,2

Ss Ss

(q) sq 2
Cc;

DV (s) = [ Í ... S Cc; ns. dé. cedo5” 'o'o o ' | o "ll q-1



68

LEMA 3,2

nã (-q) :As funções Ci,n (s) satisfazem:

(q)(3.10) inn (s) ! mm mM

rs o+2 * nn +

(=q-1)
i-Dn (s).(s) ga,- 7 (n+L)C;

A prova se faz facilmente por indução sobre q

(ver [16, p. 80 e 81)).
Este lema será usado no cálculo de ci(O) que a-

parece em (3.8).
Colocando Coq” (q-1):tel”ão temos:

(3.11) gq i > 3,i,q * Ti-1,g 7 Sie (FD IA quo

que é uma consequência imediata do lema 3.2. Da definição
3.2 ede (3,9) obtemos:

Observação 3.1

s qcrds) = Í lás =s, portanto ciaDs). == <=o mm º

CDs 2
(É sº (q) (q+1)

Ca, n (s) = [seo =— ; portanto C m (s) = TAarDT:

Podemos então escrever:

-

o

et

ma

CE

atrneo

Poe
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1 ; = 1
q se 5

= 1 ie(3.12) Fi,rq aa se i=2?2

Ij-1,g” a; 1 (MFLIT A quz se i2>3,

< GgObservação 3,2 Podemos provar que 9i,q > 0 e q, i-l,q1,9

([16, p. 306]). Além disso dg = cr e portantoi,l
k

= *Pn+1ºYn + Pnaz 2819;1,297 (DD).

Observação 3.3 Se o passo for constante então

g 1
= - i-1,0+l -iq Ti-l,q = E fil | Cc; ,nís!ás,

onde y, , é comoem (1.14), e portanto

o que constitui uma maneira simples de calcular os coeficientes
dos métodos de Adams com passo constante,

Passamos .agora à construção dos coeficientes para a

correção. Usaremos o corretor com ordem um a mais que a ordem

do previsor.
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Seja o mêtodo:

r“n+1
= *Yn+2 “In? .. Pk+1

n
,nttldt.

PR, nO interpola à função f£ sobre os mesmos pontos que
1,

Pr, n(* dado em (3.1) e mais um ponto extra (X41º Pn+1)*

Então,

(3.13) Pi41,n(* = Pr,nl +

+ ex) (EX 7) e... (XX+17) EPE e... Xnk+1º =

= Pv pn+t(shy) Shho) es (Shit tooEDays
-= p=PnO +EAO),

onde do, ê como na definição 3.l. Integrando (3.13): vem:

1
(3.14) Yn+2 PYn nen)Pe,n CntSPna 1) OS +

1
P =+ na) Sks1,n(5) Re (nt) ds 7

=p + h (n+1),Pp

n+1*Pn+1k+1,1?k+1

Notemos que Tx+1,1 pode ser calculado jãá no passo de
, .

previsão, juntamente com os demais coeficientes 9; qe- ,
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Quando usamos previsor e corretor de mesma ordem te-
*

(x)mos uma fórmula semelhante a (3.14). De fato,seja Pr n
.

o polinômio que interpola f£ sobre os pontos
x ,X e... X enta :n'n=1' , n+2-k'*n+1 ntao podemos escrever

PK, n(* = Prnt)... exo) * (£P EXaagret Karan
- FX Xç1)) =

= — — - PPr ,n XT & STEREO: Rook) nr] Xnek+1) “É EX cc ooa1]

= Pr,nsh) (sh1h)... Sh  thotesetho 13) *

P$ (n+1)
kKk+1* Mathntos thaço) da (ML). bh (A+)

-p cocoo mo, aa ak,n VA MMFLID po (ml) CoHD)

esa o.

= ni + em (s) E, (n+1),

Denotando a aproximação obtida usando o previsor e o corretor de

ordem kK por Yn+1 O) temos, como anteriormente, que:

= P
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Construímos assim fórmulas para o cálculo dos coefi-
cientes Ti dos métodos PC com métodos de Adams, bem co-

,

mo fórmulas para a obtenção do valor corrigido a partir do va
lor previsto (fórmulas 3.14 e 3.15).

Resta-nos agora o cálculo e armazenamento de

4P
ge4+1 (DTL) e $, (N+l), para que tenhamos completado um passo.

6, (n+1) = vv, (N+1)...v, (n+1) EPCx 1,iz1n+1'***'*“n+l-i

FX papo Kana] o FX jeceiK as]
= h (m).., ml) CH HZ a),ml “nml-i

Agora XX,, = VV; (N+1) e portanto temos:x ;n+1-i

e?i+ +: o p.79H) = Va (MH) +.(n) É Ear:
v (n+l).. Vi (n+1)

VM) <. b,T) Va (A)...(MEX J.*rX“nrl-i

Usando a definição 3.1 vem:

(3.16)
—

92, (nl) = AP(mHl)-b, (mtl)O, (n) = dP(nHl)-ot(n) , iz
Para i=O0 $P(n+1) = f(x £P e temos uma manein+1'Pn+1) 7 t*n+1

ra de calcular do nl), i = 1,2,...,k+l.

Com um raciocínio análogo podemos mostrar que:



d, (n+1) = fn41
(3.17)

d; 47 (A+L) = é; (N+1) - $i (n) , i = 1,2,...,k.

(3.16) e (3,17) são fórmulas simples para o cálcu-
lo de dE (n+1) e d, (n+l), mas podemos melhorá-las do ponto de

vista de armazenamento na memória do computador. A idéia é for-
mar é (n) e armazenâã-lo sobre di (N), então formar é P(nt+1) e

armazenáã-lo sobre qi (n) e por último formar $d, (n+1) e armaze

ná-lo sobre dP(n+1), o que não é possível usando (3.16) e

(3.17) diretamente.
De (3.16) deduzimos:

P — £P

P = 4P - = EP05 (Nn+1) = é7 (n+1) 9otn) = fr,, dT(n)

Pp Pp Pp
x

Pp
dx+1 (DTL) = dg (n+1) 0 (n) = fn+17 iai ti(N) = fn+127 Pn+1

de modo que dp, (n+L) pode ser calculado independentemente.

Em seguida este valor será utilizado no cálculo de do ml), imk,...l,
a partir de:

(3.18) 6P(n+1) dE (n+1) + gt(n) .
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Por outro lado a diferença entre (3.17) e (3.16)

resulta em:

- aP =di41 (NHL) on, 7 (N+1) =

= - +P = = —aP = - eP
= d; (n+1) $; (n+1) =... d, (n+1) $7 (n+1) f+1 41

ã - oP = - eP :e entao O, (n+1) d; (n+1) fn+1 fn+1 de onde obtemos

1,27...F- W"(3.19) d, (n+1) = $P (n+1) + (Egp” $P (n+1))

Ficam assim resolvidos os problemas de cálculo e ar-
mazenamento dos 4º e di.

Observemos que apenas o valor de dE, (D+) ê neces

sário para completar o passo que calcula Yn+1' Mas a nossa

preocupação em calcular mais valores de + (n+1) e $d, (n+1)

é devida ao fato que os primeiros serão usados para avaliar o

erro de truncamento local, como veremos no próximo capítulo, e

os demais serão usados no previsor do próximo passo. conforme
(3.8). Como veremos no próximo capítulo somente alguns valo-
res de $P (n+1) são necessários para avaliar oO erro de trun-

camento local.
Se observamos a construção de OP, (N+1) vemos que

para o seu cálculo é necessária uma avaliação da função ff,

Existe porém uma maneira de evitar tal avaliação O que resul-
tará num modo mais eficiente de gerar os valores 42 e di"
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Como dissemos anteriormente Px nn (*) interpola £f sobre os
,

pontos i = 1,2,...,Kk e definimos Pre] = Pr n Em?) .
' ,

x ;n+1-1i'

Podemos agora ver PP (x) como 0o polinômio interpolador dek,n
: 'f sobre os pontos

—
(XX  1rPn4glorf)Cine)

considerar como na definição 3.1, $dÉ (n+1), para este poli
nômio. Análoga à prova de (3.16) é a prova de:

9º, (n+1) = 9º(n+1) = ot(n) i=1,2 ki+l i i ppt
ou como anteriormente.

(3.20) de (n+1) = 9º, (n+1) + $d*(n) i=k 1º Cd i+l i Feto

& precisamos agora calcular dE. (N+L) . Mas notemos que como

Pr n interpola sobre k pontos, este polinômio tem grau,

no máximo k-l e portanto as diferenças divididas de ordem

maior que kK-l são nulas, ou seja,

e - e =

e com este resultado (3.20) gera os demais AS (n+1).

Com o mesmo raciocínio usado para encontrar (3.19)
obtemos:

P = ao P -— Sn i
(3.21) $d7 (n+1) dj (n+1) + Ena $7 (n+1)) e

(3.22) di tn+1) = dS(n+1) + (£17 * OZ N+L)),.
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O algoritmo abaixo representa a sintetização do que

acabamos de descrever:

a) Cálculo de qo. i = 1,2,...,K+li,l :

b) d3 (n) = b, (n+1)d, (n) i = 1,2,...5k
Passo |

a k.
À = o *Previsor

< Pn+l Yn * hnia 14291,197 (DD)

e =Pr+7 (DTL) = O

| 94, (1) 9 (n+1) +63 (nm) isk,k-l,...,1

- P -c) Avaliação fn+1 = E (X41ºPh+1)

à) Passo Yn+1 — Pn+l + hn+19k+2,2 Earô (EFD)

corretor :

e) Avaliação fai 7 EXprYnai)

£) preparação para da DTL) = fr) - 4 (n+1)

Oo próximo passo —

|

4, (ml) = 9f(inHl)H, (MHl) dekf.,l
Dissemos anteriormente que se n. passos sucessivos

são(incluíndo o passo atual para passar de x, para 41)
tomados com tamanho de passo constante h, o custo . computa-
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cional para o cálculo dos coeficientes ê diminuído.91,1
Passamos agora à justificativa desse fato.

Por (3.3) temos:

VW, (N+Ll) = 1, (n) is= 1,2, ...,nçel

epor (3.2) vn (n+1) = Uh -1(N+l1)+h = n.h.
Ss "s

Logo para o cálculo de VU, (n+1) basta começar com Vo e
s

calcular os demais por:

4; (n+1) = V.27(n)+h i= notl,...,k.

Analogamente é fácil ver que:

(3.23) = a,(n+1) = a,(n)y, bj(n+l)=bj(N) d=1l,...,0/1

e os demais podem ser obtidos por:

=
—L

= h =*n, (n+1) = n , a, (n+1) =
TT,MF i=n+l, e..,k

' Vi (A+)
Pa nto = 1, b, (n+1) = Pae1 (MFLIIGTASOin+l,...,k.

Em virtude de (3.23) não precisamos recalcular os

coeficientes go de (3.12) para i = 1,2,.../Noi,qa

Representando a matriz de 95 como:iq
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$ |
Í (

1 +11! k+1
t

yu

|

tl x x x |: x x
t

]

i

|

2 x . x [1. o? !

. 1 !

' t

e. : : + '

. . e x 2?
o 2º

(3.24)

kK+11€&

precisamos para completá-la, somente gerar as colunas |

nãtl atê
k+l. Notemos que na coluna j temos k-j+2 elementos e que O.

número de elementos na figura entre as linhas cheias é sempre k,
independente de no Definimos então o vetor V colocando:

V(k) = 97 x Vik+l-n,) = Ingkt+l-n,

Víkt+3-nL) 7 In -1,k+3-n v(2) = n.,2Ss Ss Ss

V(k+2-n.) = go - V(L1) = gq
Ss n.,k+2 n, | nl
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Notemos que O vetor V contêm, nas posições 1,2,...,k-no+2,
as informações necessárias para continuar a geração dos 9i;q

. ,

e nas demais as informaçoes necessárias para O caso de preci-
sarmos aumentar a ordem de KkK para k+l,

Nós atualizamos V(qgq) para este passo formando:

= Víg) - à, (n+1)V(G+1), qs= 1,2,...,k+l-n,
Ss

(3.25) gn.+l,q

e armazenando esses valores no próprio vetor Ví(qg),

q = 1,27/,01.. ik+l-n, isto ê .V(q) ++ Inçtl,q'
Dessa forma o vetor V contém acoluna no+l da figura, nas

posições 1,2,...,K+l-n,, e está preparado para o caso do

próximo passo usar o mesmo valor para h. Para completar a

geração dos Ii copiamos o vetor Ví(q) num vetor de traba, PP : :

'

lho Wiq), q=1,2,...,ktl-n.. Cada novo valor iq dado
; "oo e '

por:

(3. 26) 9 q
= w (q) - a. 7 (Nn+l1)w(q+l)o i

i

:

é armazenado em Wí(q) para q =1,2,...,k+2-i e assim 5 PO)1,

para cada |1 = no +2,...,k+l.
Mudanças na ordem correspondem a adicionar ou  sub-

trair um ponto de interpolação.
Se a ordem for diminuída nenhuma atitude especial de

ve ser tomada desde que a análise acima independe da ordem que

foi usada no passo anterior. Se a ordem for aumentada , diga-
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mos k = kKkatual= kanterior +11 , então devemos calcular mais

os elementos marcados com &8 na figura anterior; para isso a-
tualizamos o vetor V segundo:

V(k) = T2a,s

Vk-3) + V(k-3) - a, (N+1)V(k-3+1) 3 = 1,2,...,nJ72

e voltamos em (3.25).
Caso n. seja maior que à ordem do método a ser usa-

do então os coeficientes Ta não necessitam ser recalcula-
' ,

dos. Quando o passo for modificado (n,. = ]) todos os coefi-
cientes 9; devem ser recalculados. Podemos neste caso ain

, =

da aplicar (3.25) e (3.26) começando com Vig)=g, q ql ,2,...,kK.
4

Em resumo quando n, Passos sao tomados com tamanho

constante h, reduzimos o custo computacional do cálculo dos

coeficientes 9; 7 q9Fue representa grande parte do custo total.
,'

Ainda, como armazenamos $3 (n) sobre $, (n) e $3 (n) =

b; (n+1) o, (n) com b, (n+1) = l para i = 1,2,.../n, os di (n)

devem ser calculados somente para i1i = notl,.../k, o que reduz

também o custo computacional, principalmente quando trabalhamos
com muitas equações no sistema.

As rotinas STEP e DE dadas em [16] são tais que,
dados (a,y(a)) e um ponto z, elas devolvem uma aproximação

para y(z). Essas rotinas escolhem o tamanho do passo tão gran
de quanto possível desde que mantendo o erro de truncamento lo-
cal menor que certa tolerância especificada pelo usuário.

mag

o

oo

a
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Como consequência, certamente será ultrapassado o ponto z

onde a solução é desejada, e esta será então aproximada u-
.sando interpolação polinomial. Esta estrátégia se

—
mostra

mais eficiente que diminuir o tamanho do passo para atin-
gir z, uma vez que normalmente a solução é desejada em ou
tros pontos mais avançados. Daremos a seguir os detalhes do

cálculo do polinômio interpolador referido.
Suponhamos que já conhecemos aproximações em

Kn+2-i i = 1,2,...,ktl e que x, sz S Xn41º Seja então

Pr+1,n+1 (*) tal que Pr41,n+1 Cn+2-i) = f179 , é defina-

mos:

= U N
T Rap s= (x - Xn41) /hx-

Usando a definição 3.1, um termo genérico de

Pr+1,n+1(*) pode ser escrito como:

| sh, Y sh,tv, (n+1)
) t

shy+y, ,(n+l) 6, (n41)
vv, (n+1) Va (n+1) RSA Vi-7 (A+D) i .

Introduzimos então, como anteriormente, a notação:

Í 1 " se is=l
sh, se i=2

z v, A+)
Ci, ,n+1(8!= ú

:

sh sh.+v., (n+1): sh.,+y (n+1)
(— I a I'll)" ) (

1 “i-2  i>3vv, (n+l) 4, (n+1) e. ANPEGCISO e
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e obtemos:

k+1 cc 1 1yíz) = Yz = Ynal + hz ht tar)oj n,1(9)ds.

Definindo:

sh, : ENTm se i-)
r,(s)=

sh.+ty. .(n+1)IT "i-lTommDNO— se 1 > 2
1

.

segue:

c! (s) = r,(s)C (s).Ci, n+l i-1, n+1

T(-9 (5)i,n+l como na definição 3.2, oO uso de in-Considerando CC

tegração por partes permite deduzir:

h
c1(-qg) - I1(-q) E: I(-q-l)
Ca,n+1'S) = Tina (Cia ma (O)|qRFINOi-L, n+1(8):

Definindo 93 q
= (a-1) 1e] TD (1) temos a recursão:

, ,

ps fi fpse

I1%)va 7 Njo19i-1,q+1
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onde OM; E TITE:

Seguindo agora o raciocínio utilizado para encontrar as

expressoes de Pr+l É Ph,,: Obtemos:

k+1 T
Yz * Ynaa Pr 35193,29; (NL) e

k+1
' — .

1

YZ = ie, (M+L

1 se is=sl
onde Ep. E

| i
Pinalizaç tl) se i>2.

Notemos que para calcular Yz precisamos obter os coe-

os I - ; : ;ficientes 9; q mas nao precisamos recalcular os d, (n+1), pois, |

já são conhecidos do passo corretor, e assim o cálculo de Yz

não envolve nenhuma nova avaliação da função £f. Este é um fato
muito importante, pois faz com que O programa seja pouco sensí-
vel ao número de pontos &z onde perguntamos pela solução.

3.2. Implementação dos Métodos de Adams com a Têenica da

Interpolaçaão

A rotina Gear dada em [9] implementa a técnica da

interpolação usando os métodos de Adams na forma matricial de

Nordsieck.



Por (1.27) temos:

n+1 (o) nn
Yn+1 (m+1) Yn+1 (m) + 6 (Y,, (mm)

) m = 0,1,...,M

con ot

onde Yn E (Yinro)
e k éêaàa ordem &do método.
É claro que o vetor 2 depende de k e em [3, p. 154] ele
MD: dado para métodos até ordem &,

A matriz A acima é a matriz do triângulo de Pascal
e com base nesta particularidade é dada a seguir uma maneira
econômica, do ponto de vista de custo computacional, de efe-
tuar a multiplicação Yn+1(0) = AY, (onde estamos identificando

Cn com Yn)-

Calculamos sucessivamente:

1) Yni “* Yni + Yn,i+l i = Kk,...,l

2) Yni * Yni Yn,i+l isekKk,...,2

K-1) Yo: * Yni Yn;i+l i = K,k-l

k) Ynk “ Ynk + Yn,k+1
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onde y ê a i-êsima coordenada do vetor Y. É claro queni
no algoritmo acima o vetor 7Y ê gerado sobre o ve-n+1 (o)

tor Ynº Vemos que efetuamos o produto desejado envolvendo

apenas somas e armazenamentos, e são requeridas exatamente

k*(k+1)/2 de cada uma dessas operações.
F implementação dos passos de correção do método a-

cima é feita normalmente, sem considerações especiais.
Como pudemos observar, a implementação da técnica da

interpolação é muito mais simples que a da técnica do passo
variável, devido ao fato que na primeira os métodos têm seus

coeficientes dados à priori, não sendo necessário calculá-los
à todo passo como acontece no outro caso.
Entretanto essa vantagem é somente aparente, visto que a têc-
nica da interpolação é mais instável, e além disso quase to-
das as operações envolvidas são operações com matrizes, o que

acarreta um custo computacional maior do que parece à primei-
ra vista.





CAPÍTULO 1V
.

ESTIMATIVAS E CONTROLE DO ERRO DE TRUNCAMENTO LÓCAL

Os teoremas do final do capítulo 2 nos garantem queklo erro global E, satisfaz: HER < k5|/ELl | + 1EoX2!1A,!

Assim, se controlamos os erros de truncamento local d, manten

do-os menores que um certo valor ce a cada passo, poderemos àa

grosso modo controlar o erro global. Isto no entanto não é to-
talmente verdadeiro, pois a constante Ka, que depende do pro-

blema a ser resolvido, pode ser grande. Nos capítulos subse-

quentes suporemos sempre que tal não ocorre, isto é, estaremos
resolvendo os chamados problemas não "STIFF",.

Mudanças no passo e na ordem serão usadas para que o

erro de truncamento local d. se mantenha menor que cc.

Na têcnica da interpolação (rotina GEAR) usamos méto-

dos para passo constante e portanto uma estimativa para o erro
nºtl (ktL) (6),de truncamento local é dada por Cr+1 ver [13,p.90].

No entanto, para os métodos PC coma técnica do passo variável
(rotinas STEP/DE), estimativas para o erro de truncamento local
são inviáveis. Por esta razão definimos um outro tipo de erro
mais natural e compatível com a prática, o qual tentamos esti-
mar e controlar,

87
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4,1. Estimativas Fara o Erro Local de Ordem K,Kk-1,k-2

Definição 4.1 Seja uv (x) solução de;

(4,1) = < u Hmh M Eo x a < HW <

M mDiremos que u, (x) solução local do problema (0.5).

Definição 4.2 LE 47 = U (X17) - Ynwy) Será dito erro local do

método pelo qual calculamos Yn+1"

Notemos que um método numérico tenta na verdade

aproximar a solução u (x) ao invés de y(x) e portanto o erro

local é uma quantidade mais natural de ser controlada que o erro
de truncamento local. Se y, = y(x) então u (x) = y (x) oen

portanto LE, = E+1 (erro global).n+l

ê controladoDefinição 4.3 Diremos que o erro local LE,
por:

a) Unidade de passo se |LE eh|n+l n+1i

b) Unidade de passo no sentido generalizado se ILE ,1|É ohh4 E"
onde o é uma constante em geral não conhecida

ec) passo se ILE,,7| < E.

Provaremos a seguir um teorema que nos garante
que, se controlamos o erro local por unidade de passo no sentido
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generalizado, então o erro global E+] será proporcional a e.

TEOREMA 4,1

s oeh k = 0,l,...,n, então

Enag < eo (Xn47 - a)exp(L(x,, - a)).

Prova:

Aplicando o teorema 0.4 para os PVI's (0,5) e (4.1)
tem-se:

ly) - u, (x)| < |y(x)) - y, l*exp(L(x-a)),

Para x =x segue que:n+l1

ly Cora) Vea an Ce Ya | ÉCaaCa|
Iy KaYa7 ERA| s ly (xYR exp (Eh,11).

Finalmente usando a hipótese temos:

(4,2) JE| < IE lexp (Lh,1) + eoh., 7.

A prova acima foi feita para E47 : POF conveniência de

notação mas é claro que (4.2) permanece válido para
EnsEnz11ºocEB, = 0. De posse desse resultado prova-se facilmen-

te por "indução sobre n que:
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n :

ceh exp (L E i41) + oehr,1*(4.3) IE 2º€h; Én+1 é 3E

Por outro lado vale:

n
exp(L .L.hés i+1) < exp(L (x, 772)

e portanto (4.3) toma a forma:

n+l1
Ena) | < ,E oEh.exp(L(x ,,ma)) =

n+1l
= ceexp(L(x,, 7a); Eh; = eo (x, ,,7a)exp(L(x ,,-a))

o que demonstra o teorema.
Usaremos no que segue as notações:

Pnh+1 (Kk71) é o valor previsto em x,) POr um previsor
de ordem k-1l.

Pn+1 é o valor previsto por um previsor de ordem k.

Yn+1 (O) é a aproximação obtida usando previsor e corre
tor de ordem k,

Yn+1 é à aproximação obtida usando um previsor de or-
dem k e corretor de ordem k+1l,

: Definição 4,4 Definimos Len() colocando:
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Esta nova quantidade será uma aproximação para LE17
e nos auxiliará na seleção do novo tamanho de passo.

É de se esperar que Yn+1 aproxime melhor un *n+1)

que Yn+1(X). Baseados neste fato heurístico podemos construir
uma estimativa para. ten comparando os resultados de fórmu-

las de ordens diferentes. Escrevemos:

(4,5) Yn+17Yn+1 (O = Eu, (Ch47) 7 Yn41 (O Im bun (Kp419) 7 Yn47] =

N" Len] (8) Eu, CX 49) Yn47] = te1,7 (K).

Por (3.14) e (3.15) temos:

+ h (n+1)= P
Yn+1 * Pn+1 n+19k+1,1ºk+1

(k) h (n+1)= P
Yn+1 Pn+1 * Pn+1%k,1Ók+1

e portanto (4.5) torna-se:

(4.6) te (k) É - p
n+1 Pn+1 T+21,1—Te,1) x, (ATA)

Temos assim uma estimativa para Ze (k). De possen+l
dessa estimativa nada mais natural que somá-la à aproximação

Yn+1 (X) para obter uma nova aproximação que acreditamos ser me

lhor (este processo ê conhecido como extrapolação local):

(4.7) Yn+2 7 Yn+2 (O + QVn+17Yn+2 0) = Y41(k) + fe (X).
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Daremos a seguir uma justificativa para a estimativa
(4,5) de te71(X). Mostraremos também que estimativas para

te77 (k-1) e te] (KX-2) podem ser obtidas usando somente as

informações disponíveis devido ao cálculo de Yn41' A estima-

tiva para fe, ,,(k+l) só será possível se hipóteses

—
adicio-

nais forem feitas.
Consideremos inicialmente o erro no valor previsto Pry1º*

Sejam P, n (X como em (1.1) e P (x) tal que:
[Á

(4.8) . Pr,n En+1-3) = E Cn 31unEni1-3)) j=l1,...,k.

Então
*n+1

- = ' -— =(4,9) un (Kn47)="Ph+1. | (ur (t) Pr, ,n(t))dt

*n+1 - “n+1
= f. (ur (€) - Pr, ,n(t))dt + h Px nt) - Px ntt))dt.

n n

A primeira integral é o erro de truncamento local pa
ra à solução u,(x) e usando (1.8) temos que, se o método é

de ordem k, então este erro é de o(mXtl,), A segunda inte-
gral é o erro devido aos valores anteriores não serem exatos e

usando a fórmula de Lagrange para os polinômios acima podemos

escrever:

mo

=
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(4,10) S (nO - Py np (0)dt =1

= h LB. LE (xn+l 381 jk n+l=3"iq, xml 3) £ (xmHlej 'Yn+aes”

qo
“a

x
(P(4.11)|| kn (t) - P.x,ntE AI h11E | B5x! ln (123) “Ynr+1-3

onde L é a constante de Lipschtz de f, e se os quocientes|
de passos sucessivos são limitados então os [85x também o

são (teorema 2.3).
Agora,

(4,12) la, (x [su («x*“n+l-3 IYnH1-) “nr+1- 3) "Yo-) +ly &“n+1-j YR
onde, conforme a observação 2.3, seo erro de truncamento lo-
cal é de o (md), então

(4.13) IVOn4Ios) O Ynalo

Consideremos novamente os PVI'S(0.5) e (4.1); en-

tão pelo teorema 0.4 temos:

Van (X) - y(x)| < Yn 7 y (x) lexp (L]x-x, |)

e portanto podemos escrever:
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Usando agora (4.13) com jài =1 vem:.

k+1(4.14) lu, (X ) | = 0(H"")7 Y Xn41-3

ua,n+1-3;)= VACSTENEIA < Iyn7yY (xp) |exp (LkE) .

n+1- 3
|

Levando (4.14) e (4.13) em (4.12) eestaa (4,11) obtemos:

n+l(4,15) | (Pr n(t)-Py nt) at]
x ,' p

n

concluindo a partir de (4.9):

(4.16) n k+1
n+1) = O0(H" ”),7 Pn+1

(4,15) fornece o erro devido ao fato de os valores ini-
ciais para o problema local não serem exatos." Observemos que tem

ordem superior à do erro de truncamento local para u (x).
Agora podemos encontrar a ordem do erro local do método

* & a : .PC. Sejam Pr n(X) e Pr, n+1(X) polinomios tais que:

n ) = f(x“nel j n+l=+'Yn+1- 32 *k, nºX11) E £(Xn41 Pra)
|

Pr, n+1 Cueio) = RC) Fem aa) = u'1),
para j5 =1,2,...,k-l. Então temos:

“n+1 oo (e,1
(4,17) te, (X) = f (un) (t)-Br n+1 (9) At +

n.

Pr

pe
(PE (D)At,k,n+l
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Como anteriormente, a primeira integral é o erro de truncamen-
to local para uq, (x) e portanto, devido a (1.8), é de o(H*h.

A segunda integral, podemos mostrar como fizemos de (4.10) a

(4.15), que é de o (kt? ).
Um raciocínio inteiramente análogo mostra que, quando

usamos um previsor de ordem k e um corretor de ordem k+1,
k+2o erro local é O(H ) e assim temos:

te17 (K) = UU (Kn4+1) - Yn+1 O) = Yn41 "Om 0O +

2).- - ; k++ un lMni2) "= Yn+1 E Yn+17Yn+200 + OE

Justificando a estimativa (4.5) para 0o erro local,
Com procedimento anâãlogo podemos estimar e analisar oO

erro local em x foi execu-se o passo de x, Para xn+l1 n+1

tado com previsor e corretor de ordens k-l,
kK

Temos te 417 (k-1) de O0(H*) e

(4,18) te57 (KX-1) = Un (Kn41)7Yn+1 (71) = Yn+1 E) =Yn412 EPL) +

+ = - - +1aVOO = Yo(OyDre.
O problema agora êéê estimar te,7 (k-1) sem calcular

Yn+1 (EL), pois

k-2
— = * —(4,19) Ynt1 (EL)=Yo + hoy 38795 eimPinto,E CnPraDD)
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e este cálculo envolveria mais uma avaliação da função
E (XxX ,7rPh41 (X72)), o que devemos evitar. Para isso formamos:

k-2= e * cp(4,20)

—
YaUel sy tbsi kelínnoo * OnnlPo,k-1ÉmHa

= — k+1e vamos provar que |y, ,,(k-1) - Yn+1 (K-2) | = 0(8*' O),

De fato, devido a (4.19) e (4.20), tem-se:

FraDAYED) hn83er EnaPra E Cnh ED)|
< HIB&11 IDlBninPn 09) | s BI8827 pn,Ca) +

+ uu (xy) = Pg (ED) |.

Agora por (4.16) temos:

Pra na | = OD e pesa= 06

e portanto:

(4.21)

—
[Vokl) o yo (k-D] = oe,
Por (4.18) temos:
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(4.2 de (k) = yo (k-D) + omm*))
n+1 Yn+12

- me - k+1, —= ypi1 (A)
- Foi kl) + (Et) =

- - P k+1

e obtivemos uma estimativa para /e,,,(k-1) sena avaliação de

£ (Xp Ph47 (XL).

Com um raciocínio totalmente análogo podemos mostrar
que:

kte (n+1) + O(H),2) eh
1 1. Pp(k-2)=hni1 (Ir-1,17IM-2,1) ºk-2

É interessante observar que as estimativas para te,
dependem somente do valor da função f no valor previsto, não
sendo portanto necessária a última avaliação do modo PECE pa-
ra calcular tais estimativas. Isto é um fato muito importante
para O caso de o passo não ter sucesso (quando te7 (X) não

satisfaz [te7)| < e).

4,2. Estimativa para o Erro Local de Ordem k+1.

Para encontrar uma estimativa para te, (Kk+1) preci-

samos das hipóteses adicionais que o tamanho do passo seja cons

tante h assim como a ordem k. De maneira análoga à (4,15)

e (4,16) valem aqui:
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]

Í

! :

— k+2 :

:

un (En41) - Pn+1 (X*+1) = o (H J e
|

x |

. qfntlo o o(4.23

—
Le (ktD) = , (ant) = Brga naçl)+

n

ú“n+1
! NS

+ f. Pra na E Pi4] n (E) AE

n

Como anteriormente a primeira integral é o erro de truncamentoo dao ne kr,local para u, (x) e portanto por (1.16) é de 0O(n ).
O problema é que, com o mesmo raciocínio usadona estimativa de
tez] (k), não conseguimos provar que a segunda integral é. de

k+3O (h ). Precisamos agora dos seguintes resultados.

TEOREMA 4,2

Sejam h o tamanho do passo, k e k+l, as ordens ào

previsor e do corretor respectivamente. Se h e k são fixos
e se q(x) é suficientemente diferenciável, então o erro global"
do método PC aplicado no modo PECE satisfaz:

(4.24) E k+2nto (x) + o(nX*?)n

onde g(x) é solução de:

£,, (ty (X))

(4,25) (x) = GO) O (x) + B$ paaG Ovg CEP (ag anq CF) (ao

$(a) = O

com G(x) =
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Prova: ver [16, p. 721.

TEOREMA 4,3

Seja f£f de classe cl, Então

(4.26) uu (x) = y(x) + óv(x) + 0(6%)

onde v êéê solução de:

(4,27) v' (x) = £, (x,y (x) )v (x)

v(Xx,) =
e = Yn 7” y(x,).

Prova:

Se definimos y(x,A) como a solução do problema

y'= f(x,y) quenoponto x, vale A, então pela hipótese so-

bre f podemos provar que y(x,A) &é diferenciável em relação
a A. ,

Seja v(x,A) = PULA.
ay (x A)- — n - dA o

(4,27) é satisfeito por víx,A). De fato:
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dvíx,A)  . à ay(x,A) —
3 dy (x,A)

dA ox dA dA ox

a (E Guy C6,8))) e £ (x,y (x,A)|gy (x,A) =

£., (x,y (x,A) )|V(x,A).

Como u, (x) é a solução do problema que em x, vale

Yn temos u, (x) = y (x,y) e analogamente y(x) = y(x,y(x))).
Por Taylor obtemos:

u,, (x) = y (X,yY,, - y (x) + y (x ))) =

dy (x,y (x) )
| 2= y (x,y (x))+(y-y (X)|)+ O((y, = y(x))')

Tomando víx) = víx,y (x)) obtemos :

q, (X) = y(x) + óv(x) + 0(8%)

o que prova o teorema.
Voltando a analisar (4.23) escrevemos:

kPD
—P* ”

x Cal Pra,n(IAE|SL E (8819 un Caos) Yos |
+ | BE1! [4 (Ca ) Pra 08|

..
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e usando o teorema 4.3 temos, parà j= O0,..1.,k,

: >Fôvk,1-3) + 008)Un (nos)Ynos — Ya3) “Ynelo-
onde dd =y

Usando agora o teorema 4,2 temos que:

k+2,
Un na=5)nos 6 Ce ”) + om" +

|

- ne,1002Ga,3) + 0(6%.

—

Desenvolvendo ALCATEL e d(x ) por Taylor emn+1-3j

torno do ponto x, Vem:

v (x ) = víx) + O(h) = 1+ O(h)n+1-3

)d (Kn41-3 dx) + (1-3)h$' (x) + 0(hº)

e substituindo na expressão anterior temos:

u (xn mnHi-j;)mio Flo (x.+asa.. +

k+2,e,(x)+o MT +0(8%) = )

k+1ldesde que suponhamos —ô = 0(h" ”).
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nX+?Como já dissemos un, (Xn417) - Pa+1 (KT1) = O j e

então podemos escrever que:

x
/ n+1 k+3

(Pra, ,n+10E - PA, 7,1 (9))Adt = o(n**?)
*n

k+2-e como consegiência te.) (KX+1) é de O(h ).

As hipóteses de que O passo e a ordem sejam constantes
não são tão irreais quanto parecem, pois a rotina STEP tem uma

forte tendência em tomar grupos de passos com tamanho constante
e ordem fixa. Dentro de cada um destes grupos as hipóteses aci-
ma são satisfeitas e portanto na prática as aproximações feitas
são válidas,

Vamos agora encontrar uma estimativa para o erro
te,, (Kk+1). Para isso suporemos que temos calculado uma aproxi-

mação para u,, (x )r que chamaremos ssn+1 n+1' Com um previsor de

ordem k+1l e um corretor de ordem k+2. Então uma estimativa
para tez, (k+1) pode ser construída exatamente como para

te17X), isto é,

Le,] (kt) = up (x (k+1)n+1) “Yn+1 2 (kl) += Sn41 Yn+

OL 140

(nv
k+3+ un61h] D Sn+17Yn+1 (FIO (Rh),

onde Yn+1(ktl] denota a aproximação obtida por previsor e cor

retor ambos de ordem k+1.
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Por (1.18) e (1.19) temos:

k+1(k+1) + by7 TE (x GH)Ss n+1 Pn+1 nei Pri
qKk* 0)(k+1) = Para (EL) HAY0 exYn+1 nel Pnez

e portanto obtemos a estimativa para Ze ,)(krl)

- 2 o k+1 .

(4.28) te ,)(ktl) = ha YR (Kk+1)).OnePoa
Notemos no entanto. que ê preciso calcular

f(x prPar2 (KFL)) e não estamos interessados nisso, pois além

do cálculo de Pr+1 (K+2), seria necessária uma avaliação : da

função "f. Mostraremos a seguir que é possível aproximar a
VK+lgeP

n+l usando valores já obtidos quando calculamos Yn+1 (k)

com extrapolação local. De fato, se esta foi feita, já calcu-

lamos Yn+1 e portanto podemos calcular agora nm1EXSEDA
Por outro lado temos:

k+1
(kH1))+ evite(KkFl)) = f(x ml-3 º(4.29) oint Prel n+1'Pn+1

k+1
= j k+l - =EXpraça (FL) + EQUDT CSI Enos7Ena

— +]

=Lo , om.n+1
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Substituindo (4.29) em (4,28) temos:

k+3- cv
oÇkH Rfeni] UML) = ham onQ7o fia + OMI) =

k—
3

= hyk,a (Y f - ve) + o(nX*?),
n+1

Observemos que para calcular a estimativa acima é ne-
cessário que tenhamos feito a última avaliação do modo PECE, oO

que não ocorre para o cálculo das estimativas de te41X),

te] (K-1) e ten,]1(X-2). Este fato terá grande influência nos

algoritmos de seleção de ordem tratados no próximo capítulo.
Para finalizar este capítulo provamos que o erro lo-

cal do corretor é assintoticamente equivalente ao erro de trun-
camento local, se y &é suficientemente diferenciável.
De fato, pelo teorema 4.3 temos:

nu(x) = y(x) + O(S)

e podemos concluir derivando sucessivamente que:

(1) = (1)(4.30) 4 (x) = y (x) + 0(Ô).

Usando (1.7) vem:

(K+1)
y (x) ml

W(t)dt =np | w(t) at+o (**2)(tl) (x) fo
*,

(48) qEL N

DDD

a

cd

A
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e como fizemos no capítulo 1 podemos provar que o erro local é

da forma:

(k+1) *n+l utto) AL :
(4.33 Le(O =to| — wide e ZE f wie ato (EO),

º x | : o *n ! NA.
Então, usando agora (4,30) eque ôd= our, te-

mos que os erros em questão são assintoticamente equivalentes.





CAPÍTULO V

ESTRATÉGIAS PARA SELEÇÃO DA ORDEM E DO PASSO. A FASE INICIAL

DO PROCESSO. A INFLUÊNCIA DA REGIÃO DE ESTABILIDADE ABSOLUTA

NESSAS ESTRATÉGIAS

No Capítulo II nós desenvolvemos a base teórica que

nos assegura à convergência e a estabilidade dos métodos de

Adams. No Capítulo III demos maneiras de calcular os coefi-
cientes desses métodos usando-os no Capítulo IV para estimar

o erro local. Neste capítulo usaremos os resultados dos capí
tulos anteriores para desenvolver algoritmos para a seleção do

passo e da ordem. Como já dissemos oportunamente, só conse-
guimos justificar a estimativa para o erro local te, (Kk+1)

quando o passo e a ordem são constantes, por essa razão nos-
sos algorítmos terão uma forte tendência em tomá-los constan-
tes por grupos.

Já que no início temos somente o valor inicial Yo"

devemos começar aplicando um método de ordem um, pará em .se-
guida aumentar a ordem até um limite que O programa achar sa-
tisfatório para o controle eficiente do erro local. As rotinas
STEP e DE tratam de modo especial este caso e chamam-no de

fase inicial. O problema, como veremos, reside justamente no

fato de compatibilizar aumento da ordem com tamanho de passo
constante.

Desenvolvemos inicialmente as estratégias de seleção
de passo e ordem para as técnicas do passo variável e da in-

107
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terpolação.
Depois faremos algumas considerações a respeito das im

plicações das estratégias de seleção de passo e ordem quando re
solvemos um problema "STIFF"; para isso será necessário anali
sar as regiões de estabilidade absoluta dos mêtodos de Adams (com

passo constante).
Queremos ainda lembrar que às estratégias aqui estuda-

das são usadas pelas rotinas STEP e DE, as quais implemen-

tam os mêtodos PC no modo PECE com métodos previsor e corre
tor de Adams de ordem k, com extrapolação local e com a técni
càã do passo variável. Da mesma forma estudamos as estratégias
usadas pela rotina GEAR que implementa os métodos PC no mo-

do P(EC)"E, Ms 3 com métodos de Adams na forma matricial de

Nordsieck e com a técnica da interpolação. A rotina GEAR im

plementa ainda uma opção para o tratamento dos problemas "STIFE"

cuja análise foge ao contexto deste trabalho, podendo ser encon
trada em [9,capÍtulo 11] e em [3].

De 5.1 até 5.5 estaremos tratando da técnica dopas
so variável, (rotinas STEP/DE) de 5.6 atê 5.8 trataremos
da têcnica da interpolação (rotina GEAR) e em 5.9 voltamos no
vamente às rotinas STEP/DE,

5.l. Argumentos em que se Basetam as Seleções de Passo e

Ordem nas Rotinas STEP/DE

Deduziremos nesta seção estimativas para o erro local
em x,,, nas quais se baseiam as estratêgias de seleção de

passo e ordem usadas por .STEP/DE [16],

ao

Lego

o

aa
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Tendo completado o passo de x, para x nós po-n+l
demos avaliar o erro local te47 (X) a partir da fórmula (4.6):

. = P
(n

ten, O) elo (41,27IM 1) ka2 (D+) |

que denotaremos ERR. Aceitamos o passo se ERR <e e rejeita
mos como contrãârio.

Conforme salientamos oportunamente no Capítulo IV, uma

idéia básica para à construção das estimativas para o erro lo-
cal éê que o erro de truncamento local para u,(x) domina o er-
ro devido à incorreção dos valores anteriores (Ynr1-3) usa-

dos no cálculo do polinômio interpolador. Uma outra idéia que
usamos no capítulo anterior é que o erro de truncamento local
para U (x) resulta do erro de interpolação, e a sua estimati-

va é essencialmente à estimativa deste erro. Assim, conforme o

teorema 0,2, aproximar o erro de truncamento local para u., (x)

utk+l) (e) :

ê aproximar —q— e esta aproximação é feita pela di

ferença dividida FIXKÇerKao Agora, quão boaé esta apro-

ximação depende principalmente de quanto uFD (e) varia so-

bre o intervalo que contém os pontos Kore Xnoko Sobre este in

tervalo podemos escrever que:

ul(5) e ulkth (x) + O(E)

e portanto numa análise limite a aproximação ê razoável, Um dos
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objetivos do ajustamento da ordem é exatamente fazer com que
O programa use métodos com ordem k, de tal maneira que

uiXtD (o) seja quase constante,

Suponhamos que o passo de x, Para * teve su-n+1

cesso. A próxima etapa será adiantar uma estimativa para o

erro 1 de x este passo forocal no passo n+1 para Kn42" se p

feito usando métodos de ordem k. Esta estimativa, que esta-
rá fortemente ligada às duas idéias acima, é dada por:

= - P(5.1) e2(k) |=]hh12(Ix41,1 Fx, 1) ka, (92) |

onde 4P (n+2) FPL xk+1 1.ºn+2'***1*n+2-k(n+2) = Va (n+2)...V,

dE, (N+2), cujo cálculo depende de será substituido
: Yn+2"

por OR(+), o que é justificado pela hipótese feita de

—(Kk+1)
considerar (x) quase constante,

Ficamos então com:

2)
te ".(X)|e a .)SP(5.2) enç2(k) Ie hoi2 (41,1 71) kz (D+) |

que entretanto depende de hr+2 ainda não conhecido. Descre
—

vemos a seguir uma maneira de resolver este problema mais sa-
tisfatoriamente que por simples tentativa e erro.

O objetivo final será determinar hn+2 que satisfa-
ça |lepí(k)]| < e.
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Tomando h = ho+1 e supondo que os k-2 passos ante-
riores bem como h foram tomados com tamanho de passo cons-n+2'

tante rh obtemos:

o

P = P e(5.3) dr+7(D+2) = (rh)r(2h)...r(kh) EXpor Xpionç? E

r“o (n+1) 4P (n+1)k+1 k+1

onde

1 se iji=)])
(5.4) 0; (n+1) =

11) ti 1)h
rr i>2.

V.-7 (n+1)

Sabemos que quando O passo é constante vale Tx+1 217 Ma” Yes, ,

assim a estimativa (5.1) se torna:

hyzxa (NFL) OR, (N+2) |,

Esta estimativa é muito conveniente porque ela é facilmente cal-
culável a partir de valores já obtidos. Se n, Passos anterio-
res foram tomados com tamanho constante h, a formação dos

0, (n+1) torna-se ainda mais simples. De fato, como VV, (n+1)=ih,

à < n. temos que:
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(5.5) o, (n+1) =

(i-1)a, ,(n+l)o, ,(n+1) 1 2 nç+2

Formemos agora a quantidade

= P(5.6) ERK = Ihy£oa, (n+l) on, (k+1) |,

que seria uma estimativa para o erro local em x se os passosn+1

anteriores tivessem sido tomados com tamanho constante h,., Como

mostramos acima, uma previsão para o erro local em Xn+2 pode ser

dada por r“*!6Rx.

Se Oo passo não teve sucesso devemos repetí-lo. Neste ca
so àa "nova" previsão para o erro local em x será dada dan+l

k+1mesma forma por Fr ERK, supondo um novo hny1 de tamanho rh.

Devido a diversos fatores que já mencionamos e que men-

cionaremos mais adiante, não permitiremos que r varie muito es
taremos interessados somente em valores de r próximos de 1, re
sultando dal que a nossa suposição de que os passos são igualmen-
te espaçados não é tão irreal quanto parece.

5,2. 'Seleção da Ordem

Formemos as quantidades

ERKM]=|hytko, (n+l1)6P(n+1)|
(5.7) |

ERKM2 = |hyt 20, 7 (n+1)OR, (n+1)|
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que seriam as estimativas para oO erro local em x se o pasn+1'

n+1 tivesse sido tomado com ordens k-l eso de x, para x

k-2 respectivamente e os passos anteriores tomados com tamanho

constante h. Exatamente como ERK as quantidades acima repre
sentam uma previsao para o erro local em XKn+2" Como dissemos

A
anteriormente, para que possamos calcular uma estimativa para
ten,2 (K+L) ê necessário que O passo de x, Para xXx,, Mão te
nha falhado. Justamente como antes, a previsão deste erro é:

(5.8) ERKPl = n+1) |.LSSSELINIOI

Desde que pretendemos que os passos sejam constantes h,
a solução numérica em x,, É

| P * P(5.9) hf hvfriot.soYn+2 7 Yn+12 *"Eni2 TV

que é um análogo à série de Taylor para a solução local, u, (x).

A nossa estimativa para o erro local consiste em truncar tal sé
rie num dado termo e tomar o seguinte como esta estimativa. Pa
ra que haja convergência da série acima é necessário que seus
termos decresçam em módulo. Assim, a idéia básica da seleção
de ordem éê considerar termos desta série até que eles comecem a

crescer, pois neste caso eles não teriam mais significado, Es-

tes termos dependem do tamanho de passo h+>2 que não conhece-

mos ainda, mas como no algoritmo de seleção de passo permitire-
mos que h n+2 varie somente no intervalo [0.5h,2h],escolhemos
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para hn+2 o valor de h. Queremos enfatizar que esta escolha

será somente no algoritmo de seleção de ordem, pois quando des-
crevermos o algoritmo de seleção de passo veremos que hn+2” rh.

A filosofia do algoritmo de seleção de ordem é mudar a
ordem somente se o erro com à nova ordem for diminuído e se exis

tir uma tendência nos termos da série.
Em todo passo será considerada em primeiro lugar a pos

sibilidade de diminuição da ordem de Ek para k-l, o que, se-
gundo a nossa filosofia, será caracterizado por:

a) ERKM1] < ERK (diminuição do erro local)
(5.10)

b) ERKM2 s< ERK (tendência nos termos da série em aumentar).

Em a) e b) usamos s< porque preferimos trabalhar
com a menor ordem possível, isto por diversos fatores, inclusive
a estabilidade absoluta.

Notemos que, se k = 2, não podemos calcular ERKM2, e

neste caso exigiremos uma forte indicação de diminuição no erro.
local ,para que diminuamos à ordem,atravês de:

(5.11) ERKMl s O0.5ERK,

No caso de (5.10) não ser satisfeito ea estimativa
do erro local com ordem k+1l, segundo (5.8) for possível, di-
minuimos a ordem se:

a) ERKM1 < ERK (diminuição do erro)
(5.12)

b) ERKMl < ERKP1l (tendência nos termos da série em aumen-

tar) .
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Em resumo, diminuímos à ordem de k para k-l se:

Para k >2, MAX(ERKMI,ERKM2) < ERK

Para k = 2, ERKM1 <« 0.5ERK

ou então se:

-”ERKM1 MIN (ERK, ERKP1) (quando o cálculo de ERKPl êIW

possível).
Queremos chamar à atenção para o fato que ERKM1,

ERKM2 e ERK são obteníveis mesmo se o passo de x paran

x não teve sucesso, por conseguinte a diminuição da ordemn+l1l

será considerada mesmo após passos falhos.
Conforme a nossa filosofia, o aumento da ordem não se

rá possível depois de passos falhos, pois neste caso não dispo
mos de ERKPl.

Aumentamos a ordem se:

a) ERKP1 < ERK (diminuição do erro local)
(5.13) !

b) ERKPl < ERKM1 (indicação de que os termos da série ain
da estão diminuindo, e portanto a ordem

deve ser aumentada).

Notemos que, como consideramos sempre em primeiro lu-
gar a diminuição da ordem, se estamos tentando aumentá-la é por
que não foi possível diminuí-la, e foi obtida a . estimativa
ERKPl. Isto nos garante que valem:

(5.10)“ERRKM1I > ERK od ERKMlI > ERKPL.
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Portanto, se um aumento de ordem foi decidido é porque
(5.13a) e (5.14) foram ambas satisfeitas, O que evidentemente

implica em (5.13b) que será então desnecessária.
Quando k=1 o cálculo da estimativa ERKM1l não é

possivel e neste caso aumentamos a ordem somente se for verifi-
cada uma forte indicação de diminuição do erro local, detectada

por:
ERKPl < O0O.5ERK.

As rotinas STEP e DE usam métodos com ordem no má-

ximo 12, por esta razão, quando k = 12, não consideramos O

aumento da ordem.
Em resumo, aumentamos a ordem de k para k+1 se:

ERKPl < ERK para 1l1 <k< i2
(5.15)

ERKPl < 0.5ERK para k = ll.

O algoritmo de seleção da ordem deixará de ser usado

quando estivermos na fase inicial ou quando tivermos muitos pas
sos falhos num dado ponto. Os detalhes destas situações serão
estudados mais adiante.

Em (5.10) e (5.12), uma condição para diminuir a
ordem ê que ERKMl < ERK, o que parece contraditório, pois dis
semos anteriormente que os termos da série tendem a diminuir.
Na verdade o que ocorre éê que os erros de aritmética do computa
dor se propagam, nas diferenças descendentes, em função de sua
ordem. Um outro argumento é que as estimativas estão baseadas
na suposição de que as derivadas da função u (x) sejam quase

=

eee

eo

o
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constantes localmente, e se uma destas derivadas não satisfaz
esta hipótese, ou talvez nem existe, isto fará com que a dife
rença dividida correspondente seja grande, ou então seja um

valor sem muito significado. Nestes casos o algoritmo acima

ajustará a ordem pela ordem da derivada de bom comportamento.

Observamos que à suposição de que Os passos anterio-
res foram tomados com tamanho constante não afeta muito o al-
goritmo acima, pois como jã dissemos, teremos uma forte ten-
dência em trabalhar com tamanho de passo constante.

Um outro detalhe ê que mudanças freqientes na ordem

só serão possíveis quando o passo for constante, em contrapar
tida o aumento de ordem contribui para que continuemos com ta
manho de passo constante,

5.3. Seleção do Passo

Suponhamos que foi selecionada uma ordem k e cailcu-

lada a estimativa correspondente ERK com tamanho de passo
constante h. Então, o erro previsto em X,+42 COM passo rh

E k+1 ” ;e a mesma ordem k será r ERK, como já mostramos no iní-
cio deste capítulo..Impomos a condição:

(5.16) rt lERK < e.
Procuraremos o maior h, que satisfaça (5.16), e+2

para isso exigimos:
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r**!pRK = E, Ou seja

Eno) 1/(Kk+1),
ERKr=í

Assim conseguimos selecionar o tamanho de passo a ser usado pa-

ra alcançar x,,,. É claro que não podemos aceitar este r sem

reservas, pois o uso de passos muito grandes ou muito pequenos
não é permitido dentro da teoria desenvolvida. Imporemos assim

certas limitações sobre r, fazendo coin que o algoritmo respei
te a condição (2.19), . a qual é essencial para o teorema de es
tabilidade e convergência (teorema 2.5). Alêm disso, a estima
tiva do erro em Xn+2 foifeita com base nos valores da função

nos pontos anteriores.
Como proteção exigimos que:

r**tlerk = 0,5ce, ou seja,

(57 r= (dEWO)

e limitamos a variação de r ao intervalo [0.,5,2].
É claro que a proteção exigida em (5.17) levarâãa ta

manhos de passo menores que Os que poderiam ser usados quando

as estimativas para Oo erro local são boas, mas essa deficiência
será compensada por poucos passos falhos quando aquelas estima-
tivas não são boas.

Como já mencionamos oportunamente, quando trabalhamos
com passo constante os cálculos tornam-se mais simples, então
achamos que, se podemos aumentar o tamanho do passo, devemos fa

SS

e

pra

mere————o

s
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zê-lo por um fator bem maior que um. Na prática tentamos, nu-

ma primeira atitude, dobrar o passo, o que será possível se:

(5.18) 2K+leek < 0.56, isto ê, 2X *2ERK s E

Como consideramos o ajustamento do tamanho do passo em

todo passo, um rápido crescimento deste é possível quando isso
parecer razoável, segundo (5.18) ; entretanto esse crescimento
pode levar a passos falhos quando a solução tiver mudanças brus
cas.

O teste (5.18) é muito conveniente quando por exem-

plo ERK = 0, pois neste caso, a estimativa de r por (5.17)
daria valores muito grandes quando nada de especial OCOrreu;
ERK = O significa apenas que alguma derivada de u (x) é pró-

xima de zero.
Se não for possível dobrar o tamanho do passo, então

tentamos mantê-lo (aqui estã o fato, várias vezes já mencionado,

que as rotinas STEP e DE têma forte tendência a tomar o ta
manho de passo constante por grupo). Isto corresponde a tomar

r=1l1 exigindo que:

ERK < 0.5c.

Se este teste também não for satisfeito, então deve-
mos reduzir o tamanho do passo e neste caso usamos a estimativa
para r dada por (5.17). Ainda aqui imporemos algumas restri
ções sobre r. Exigiremos que rs 0.9, isto para evitar que
o passo seja diminuído por um fator insignificante, o que impli
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caria em pequena variação das estimativas resultando entretan
to um enorme trabalho computacional no passo atual e nos futu
ros.

Na prática calculamos o novo passo por:

(5.19) h = h, imax(O.5,min(0.9,%)),n+2

Notemos que a estratégia de aumento do tamanho do pas
so é muito diferente da usada na diminuição, visto que nesta
nós praticamente aceitamos o valor de r dado por (5.17) e

naquela nôs não levamos este valor em consideração.
A intenção quando usamos (5.19) é chegar  "suave-

mente" ao "melhor" tamanho de passo a partir do passo ante
ríor. Quando somente dobramos ou dividimos ao meio o  tama-

nho do passo isto não ocorre.
No caso de, após à mudança de passo, ocorrer um pas-

so falho, a estimativa para o erro local torna-se menos segu-
ra, desde que ela está baseada em valores que foram inaceitá-

P ;

:
F =veis N41/1 dx(DTL). Neste caso a nossa atitude será divi

dir o passo ao meio e tentar novamente. Em vista do ajusta-
mento da ordem e do tamanho do passo feito nos passos anterio
res, um passo falho é devido a uma mudança brusca na solução.
Repetidas falhas num mesmo passo indicam que temos alguma de-
rivada de ordem baixa descontínua, com grande salto. Se as-
sim for, nós podemos considerar o nosso problema como a reu-
nião de dois novos problemas:

3 = f(x,y)
| : + = fxyy)

y (%) =y,* A ” y (x) =Yy,
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onde *Xn é o último ponto em que conseguimos obter a aproxima

ção para a solução do primeiro problema. Então para o segundo

problema podemos tambêm aplicar O nosso método. Na prática tal
situação É detectada se há três passos falhos consecutivos; nes

l e voltamos à fase inicial,te caso colocamos k

Para valores de e muito pequenos, há frequentemente
necessidade de recomeçar um grande número de vezes atê que seja
detectado o ponto x, de descontinuidade da derivada de ordem

baixa. Só então será possível passar adiante e recomeçar a

crescer o tamanho do passo e a ordem. Para facilitar este com-

portamento é que recomeçaremos o cálculo com h, = min(3,xh).

5.4. A Fase Intcial

No início dos cálculos das aproximações conhecemos ape
nas a solução y, em x, e portanto precisamos aplicar um méê-

todo de ordem k = 1, para depois ir crescendo a ordem confor-
me tenhamos valores anteriores suficientes. O método de or-
dem 1 aplicado inicialmente precisa de um tamanho de passo i-
nicial o qual estimamos supondo que calculamos uma aproximação

y, comum método de ordem zero, isto é, y, 7Y,72A Obser-

vemos que o erro de um método de ordem um é h vezeso erro
do de ordem zero, e portanto por Taylor temos:

ytx,) = y(a) + hy'(a) + O(NÔ).

Mas, u, (x) = y(x) e assim temos:
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up(x,) - A = hfía,A) + O0(h?) ou

L 2u (x) - y, = hf(a,A) + 0(h"),

Com a hipótese feita:

te, = nº f(a,a)|

que deve satisfazer te, = 0.5€., Obtemos assim a estimativa

para h:

(5.20) h =| Era A EA

É claro que se fí(a,A) *« 0, esta estimativa não tem sentido, e

neste caso devemos escolher um outro valor para h, Ou seja
h = hinicial” que em gerar À escothioo em funçao da unidade de

Neo eode arredondamente do computar r. Assim, escolhemos h como sen
. VR

do:

A ' 0.5€ 1/2h = minth,iu,1 (2/9 | ETaçã) | 1

onde 1/4 ê um fator de segurança.
Esta estimativa para O tamanho de passo inicial é irre

levante porque não é vital para o bom funcionamento do programa:
se h for muito grande o próprio algoritmo de seleção de passo
se encarregará de diminuí-io, se for muito pequeno, as estratê-
gias que adotaremos para a fase inicial encarregar-se-ão de au-
mentá-lo-rapidamente nos próximos passos. A atitude da rotina
STEP durante a fase inicial é:

o

e

ari
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Dobrar o tamanho do passo e aumentar a ordem em todo

passo, até que ocorra um passo falho, ou que o algorítmo de

seleção da ordem permita que esta seja diminuída, ou que encon
tremos a ordem máxima permitida 12,

Sob qualquer das três situações acimaà fase inicial
ê terminada.

A principal motivação para a atitude acima ê aumen-

tar a ordem o mais rápido possivel. EÉ claro que isto trarã
problemas quando aumentarmos a ordem além do necessário, mas

este fato Será contornado pois tentamos a diminuição da ordem

em todo passo.
O crescimento da ordem é eficiente quando a tolerân-

cia e for muito pequena. “Notemos que pela estimativa (5.20),
h diminue com c. Em geral esta estimativa é menor do que

realmente poderia ser, o que nos leva à crer que a fase inicial
será terminada mais provavelmente por diminuição da ordem do
que por passos falhos.

5.5. Consequências das Estratégias de: Se-

leção de Passo e Ordem

Justificamos novamente, através da estratégia de se-
leção de passo, não ser tão irreal a atitude de considerar os

passos constantes para a construção das estimativas para O er-
ro local em Kn+2*

Por (1.7) o erro local te,7 (X) é dado por:



(5.21) uHD (e) Xn+1

Fgm=x (t-x17) (t=x,) ... (EX19x) dt.
n

Agora, se h=h,,,, devido ao algoritmo de seleção

de passo temos que:

h,. >= (1/2)h h, < 2h

h,>(1/2)h 2 —it—n h.<2h < 2ºhnºl n. 2º nl * n.

h k-1Pn+2-k?TETO hhi2-xkÉ2 “h.

Ar)é
Usando estas condições podemos provar, para k < 12,

que:

UA)

==

K+10, k+1 2 (9H
2 h visem Í Ex 17) (EX) e... (Ex 51,)ÃE

Kk+1, «1 (Kk+1)Notemos que h kn (E) é à estimativa ERR que obtemos

para o erro local te,417 (X) supondo passo constante, então pro

vamos acima que:

1 k+10...
KTIO ERR ee, (k) | < 2 ERR.

2
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Uma outra consequência dos algorítmos anteriores, é

que o controle sobre ten7 (*) por passos implica no contro-

le de LE,,7 POr unidade de passos no sentido generalizado

(def. 4.3). De fato, provamos no final do capítulo IV que:

no
n+l

te,7 (Xk) = ——— x
(t-xn+1) (EX) «e. (Ex,2-4).

n

yHD)  Ã

Quando trabalhamos com tamanho de passo constante h = hho4+1

temos também:

(K+1) k+1&*|£eSn+1 (x) Yo

Se Oo passo teve sucesso devemos ter:

|£een(| = 0.56, Ou seja

k+1 k+1hn41"vi expl< Es

Por um procedimento semelhante ao que fizemos para encontrar
uma estimativa para fe] (Kk+1) no capítulo IV, podemos mos

trar que:

kEB) = Ina Ss bnPG on É

en,| *"nl rã+D)
(x) | nt!
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5,6. Argumentos em que se Baseiam as Seleções de Passo
e Ordem na Rotina GEAR

Como já dissemos anteriormente, esta rotina implemen-

ta os métodos PC (Previsor de ordem k e Corretor de ordem

k+1), com métodos de Adams de passo constante na forma matri-
cial de Nordsieck com a técnica do passo variável para mudan-

ça de passo. Lambert, em [13, p. 90] mostra que, se a ordem

do método previsor mais O número de correções M éê maior que
à ordem do corretor, então o erro de truncamento local do mêto
do PC no modo P (EC) ME ê da forma:

(5.22) vihk+1 (k+l
an EFL0ED )

onde k &ê a ordem do corretor.
Notemos agora que, conforme (1.24), o vetor Y, ob

tido usando um corretor de ordem k é dado por:

2 nky (k)
Y = [ hy' h UU n 7n YnTYIT YR TRT .

Temos ainda que:

nk+tl,, (k+1) ) k“nn - h " (k).
kK' * RTYn

k (k)h YnSe indicamos Vo) k+1 = eq———, então uma estima
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tiva para o erro de truncamento local pode ser calculada por:

(5.23) ERRO = yjk!!v(Y nº) k+1

e então só aceitamos um passo se:

| IERRO|| < e (e pré-fixado) .

5.7. Seleção do Passo

Novamente aqui suporemos que y OL)
tante. Com esta suposição, podemos selecionar o tamanho

é quase cons
do

passo a ser usado para o próximo ponto, ou então para repetir
este passo caso ele tenha sido rejeitado pelo teste (5.24).

Seja h,, =rh, entao (5.23) fica:

ERRO = Yikirre lo (cynl
(k+1) :

e com as hipóteses feitas sobre y (x), obtemos:

ERRO = y*k!re v(Y,)Yk k+1

Se exigimos agora que ||ERRO||=ec, podemos

mar r por:

E l 1/(k+1)ra= ] .REED TIVESa

esti-
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Para evitar passos falhos tomamos:

r =
mel [—E 1 11/(k+1)TE TER! ICAPIIN

Podemos da mesma forma encontrar estimativas para Os

tamanhos de passo que poderiam ser usados para ordens k+l e

k-1l.

Para ordem k+l, o erro de truncamento local é dado

por:

neta UFA) cx),*Yk+1

Podemos estimar net202) (x) 2 -É ' a= kV Co) k+1 e entao obtemos:

(5.26) r =
—Lt. e 1 71/(k+2)[==1.8 o V41º | Iv? (Y) x+1| |

onde —— é um fator de segurança.

Da mesma forma, uma estimativa de x para ordem k-l
pode ser dada por:

2 A Ee 1 1/(k)(5.27 r :! EECITUTERDO TWT

.

eo

oa:
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Os fatores ——— E e ——— são escolhidos

nessa ordem a fim de considerar em primeiro lugãr a conservação
da ordem, desde que à mudança desta implica em um tempo adicio-
nal de processamento, e em segundo lugar a diminuição da ordem

desde que este fato implica em menor trabalho por passo.
Para diminuir o tempo de processamento a rotina GEAR

não calcula as estimativas acima em todo passo. Estas estimati-
vas serão calculadas somente:

1) Se o passo foi rejeitado, e neste caso não calculamos a esti
mativa (5.26), pois isto evita o aumento da ordem quando o

problema é "stiff".

2) k+1l passos depois da última mudança do tamanho do passo ou
da ordem. Esta exigência permite que tenhamos as hipóteses
dos teoremas de convergênciae estabilidade (teoremas 2.6 e

2.8), satisfeitas.

3) Dez passos depois que r . foi estimado pela última vez, desde

que o tamanho do passo não tenha sido aumentado. Isto evita
o uso de passos muito pequenos.

Para que a condição (2.19) (limitação do quociente de

passos sucessivos) seja satisfeita, impomos a cada passo que:

Pin É hoy . hmax”

Depois de um passo que teve sucesso não consideramos a

possibilidade de diminuir o tamanho do passo; além disso exigi-
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mos que r 2> 1.1 para evitar pequenas modificações no tamanho

do passo.
Notemos que em (5.25), (5.26) e (5.27), se algum

dos valores no denominador/são próximos de zero, obtemos valo-
res exagerados de r, O que não séria razoável. Dessa forma

limitamos r como:

5 IA 10 se o passo teve Sucesso

rs 2 caso contrário.

Como já dissemos, a rotina GEAR implementa os méto-
dos PC no modo P(EC)"E, com Ms< 3. Assim calculamos uma

aproximação com o previsor P e corrigimos esta aproximação
no máximo três vezes. Como LAMBERT prova em [13, p. 861,

uma condição suficiente para que Oo processo corretor seja con-
+ dfvergente é que [ny

a convergência. Se após três iterações não houve convergência
entao h é reduzido por um fator r = 0.25.

Se ocorrerem três passos falhos consecutivos a roti-
na GEAR diminui “o passo h por um fator r = 0.l,

“Paramos de diminuir o tamanho do passo quando atingi-
mos hminº

5.8. Seleção da Ordem e Fase Intetal

Selecionamos a ordem correspondente ao maior valor de

r entre os obtidos por (5.25),(5.26) e (5.27).

E | < 1. A rotina testa à cada iteração

aaa
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A rotina GEAR não faz distinção para o tratamento
da fase inicial como no caso da rotina STEP. Iniciamos com

o vetor Y, EyorhyL] e daí em diante aplicamos o mesmo al
goritmo para os demais passos.

; A principal diferença entre as estratégias de sele-
ção de passo e ordem existente entre as rotinas STEP e GEAR,

é que. a primeira trata o valor de r encontrado pelo algo-
ritmo de seleção de passo com muitas reservas, chegando mes-
mo à ignorá-lo em certos casos, enquanto a segunda assume

ser este valor "ótimo" para prever o próximo passo, chegan
do mesmo a escolher a ordem em função desse valor.

Como veremos no próximo capítulo, as reservas quan-
to à estimativa de r são convenientes, pois a rotina STEP,

se comporta melhor frente a problemas que exigem grande va-
riação no tamanho dos passos.

Este fato é observado principalmente para valores
de € muito pequenos.

Enquanto na rotina STEP a filosofia parece ser,
prevenir contra os possíveis passos falhos, na rotina GEAR

a filosofia é justamente deixá-los ocorrer para depois dimi-
nuir o tamanho dos passos.

5,9. Influência da Regiao de Estabilidade Absoluta nas
Estrategias de Mudança do Passo e da Ordem nas Ro-

tinas STEP e DE

No capítulo IT mostramos a estabilidade dos méto-

dos de Adams (PC) para tamanho de passo pequeno. Estávamos
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então preocupados em estabelecer limitações sobre o tamanho do

passo a fim de que as aproximações produzidas pelos métodos fos

sem razoáveis. Neste parágrafo estaremos preocupados com o mes

mo problema, somente que agora consideramos uma única aplica-
ção do mêtodo ao invés de analisar o que ocorre no limite de u
ma sequência de aplicações.

A fim de compreender o significado da estabilidade e

comparar vários métodos nós estudaremos um problema simples co
mo modelo. As conclusões são rigorosamente válidas somente pa
ra este problema, mas esta análise pode nos sugerir O comporta
mento de tais métodos quando aplicados a um problema geral.

O problema a ser estudado é:

(5.28) y' = Ay + g(x).

A estabilidade de um método ê o modo como o erro se
propaga quando ele é aplicado. Se em algum ponto x, mudamos

o valor da solução vyíx), de (5.28), de y (x) para

yx,) + S(Xx), então a solução é modificada para:

uíx) = yíx) + ó(x)

onde ó(x) é a solução de:

S' = A), 6 (X.) dado.

Notemos que, se em algum outro ponto x > Xp modi-

NS

.

SN
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ficamos o valor u(x,) para u(x,) + nNníx,), a solução nova-

mente será modificada para víx) = y(x) + 6ó(x)+n(x). Assim

concluímos que o efeito dos erros na solução final é aditivo,
e portanto podemos considerar o efeito de um único erro.

Consideremos agora o método PC com métodos de or-
dem k e passo constante h.

k
Pn+1 * Yn TP 5&163,kÍn+1-;

(5.29)
. p= * *Yn+1ºYn TP 5E7635 k+lfn+aos * PS, k+1Ínoo

Suponhamos que aplicamos os métodos acima para resol
ver (5.28) e que os valores iniciais estejam afetados de er
ros Su" SnegrocccrSnrHIeR! ou seja, ao invés de Yn+i-j te-
mos os valores Yn+1-3 + Sn+1-3" Queremos saber qual o efei-
to desses erros no cálculo de Yn+1" Então,

p
K

Pratm "= rt Sm 381º KERnro5nao) PIn+1-3

k
+Yn+1tôna 7RF SA 4285ePAOIo3tn) Ins?

P :+63piaAPItón1!Ira?
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Usando agora (5.29) temos:

k
Shae1 = nt P 32183, KPôninos

(5.30)
k

Sn+2 º in th 38185, xk+1Pn+Ios + nB$ 1,154

que é a aplicação dos métodos (5.29) para resolver o problema
? — . : a .ó' = A com valores iniciais Surenas Se em (5,30)subs

tituímos o valor de SE da primeira equação na segunda, ob-

temos a seguinte equação de diferenças de ordem k:

k
= * *(5.31) Sn]=Sn *thA 38183, k+1º n+1-3 + hab 11! n +

k
+ há 2X, B,. 28 ]jÉlºd,k n+1-)

cuja solução geral é dada por: .

- n n n(5.32) 8 = dar 2X + e. + dE

onde os d, sao quaisquer números e E iEgresenEy são as raí-
zes, supostas distintas, do polinômio característico da equação
(5.31), que é dado por:

ok |

, k sk kl 4 2) k-1 RO)(5.33) E sro+ E8 ção CPB QAalhr + EBAE
com à =kha,
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Se impomos as condições iniciais em (5.32) encontra
mos a única solução da equação de diferenças.

Observando (5.32) concluímos que a condição para que

Sn4+3 seja limitado ê que ENS! À í = l/2/ko
Notemos também que as raizes r, dependem do —“parâme

tro ) =hA. Definimos então:

Definição 5.1 A região de estabilidade absoluta do par PC

êéê definida como:

REA = () « OC, Ren) < O | |r7,| £ 1, is=1,/2,...k).

"Shampine em [16, p. 135-140] mostra em gráficos, as
regiões de estabilidade absoluta para ordens k = 1,2,...,12
dos métodos:

Adams-Bashforth (ou explícito)
"PECE com previsor e. corretor de ordem k

PECE com previsor de ordem ke corretor de ordem kt+l.

Daremos no que segue: uma regra prática para que as ro
tinas STEP/DE possam detectar quando um problema é "stiff",
justificando tal regra a partir das regiões de estabilidade ab

soluta e dos algoritmos de seleção de passo e ordem.
Normalmente, à exigência de que as estimativas para o

erro local sejam, em cada passo, menores que um certo ec, man
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têm o tamanho do passo dentro de um campo onde não ocorre ins-
tabilidade. Entretanto, existem problemas em que esta exigên-
cia impoe um limite superior muito pequeno sobre o tamanho do

passo num dado intervalo. Estes problemas são chamados "stiff",
Sem muito rigor podemos dizer que um problema é "stiff" num

dado intervalo, se existem componentes da solução tais que, pe

quenas variações na variável independente x, neste intervalo,
provocam grandes variações nessas componentes. Os. métodos

—*
de

Adams não são apropriadospara resolver tais problemas, visto
que a limitação no tamanho do passo faz com que o tempo de pro
cessamento seja grande. O que tentaremos é decidir quando um

problema é "stiff", para então aplicar métodos apropriados.
A rotina GEAR inclue, em sua programação, uma família de tais
métodos.

Conforme mostramos em (4.5), a estimativa para o er
ro local dos métodos de ordem k, com tamanho de passo cons-

ktante h é dada por YR £P.. Primeiramente analisamos a es-

timativa vánv"e, que é assintoticamente equivalente à ante-

rior, mas é mais simples de ser analisada.
Se estamos resolvendo um problema como (5.28) temos:

k*YEDV ff,
. k -YKhV [A(y, + $ 7) + In) =

k
YEDV LAY, + 9, + vnavis,.

Olhemos agora o efeito de ôn sobre o erro acima,
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Por (5.32) podemos escrever:

k*Yk

Escrevendo r na forma polar temos:

VvVr,.
U:

5 olexp(ino.)-p5 “expl(n-1)id,) =

exp(-ie.)
=

rl(1

2 mdtr; e. )

J

Desta forma podemos concluir que

exp(-is.)VÁro = rO(1 = do) K

" P.J

ou

kk n* =(5.34) YEhAV Sn 58193;

exp(-is.) k
, = * — =onde js YRDad, (1 7

)

"
ê

constante em relação a n quando h é fixado.
Voltemos agora à estimativa vanv"ee,

Para o problema (5.28) temos:
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(5.35) vanv" se k Pp* =YÊ YEPY [A(P, + 57) + In
k

YEnVíCap, + gl + vinhavisP.

Pelas propriedades de diferenças descendentes sabe-
mos que: :

o O
Kk.P P

k
m K(5.36) vn = Sm + nz) Snemim):

= SP. 65 + vsn

K
nPor (5.32), SM = 3&194E e

p k
por (5.30), ôn = Sne1 + i21fi, xº nei

Podemos então escrever:

k kP- nl n-1 —pn=EE + OA 186, xKdSt;

n nk r. k k r.= orodo —dll.a.=j&l Fr. dj + AEE Ej
k rº x= ao =381 r, à; + 381 riDd, iênto
k

UU Mm OM KH
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Com essas expressoes obtemos:

aAvghvso = AyEÍ(SP = 6, + vs) =

* x k oro - + =Jê&1º 3”j 3º1ºj r51) 381º;xh Cs "j

com es" cc. eée ei constantes.

Concluímos então:

Observando (5.35) vemos que o primeiro membro

(5.37) é uma parcela da estimativa para O erro local, e por
tanto se esta parcela é grande, a estimativa para o erro tam
bêm será, havendo necessidade de uma redução no tamanho do

passo.
Se ) =hA está fora da região de estabilidade ab-

soluta, pela definição 5.1 teremos que 1,1 > l para al-
gum jd, e portanto a estimativa para oO erro deve crescer à

medida que n cresce, devido à expressão (5.37). Este cres
cimento será detectado e h será reduzido até que *) este-
ja dentro daregião de estabilidade absoluta novamente. |

A seleção do tamanho do passo é feita de tal manei-

ra que a estimativa para Oo erro local nesse passo ê próxima

da tolerância e: (pelo fato de tomar o maior tamanho de pas
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so possível); por causa deste fato, somente uns poucos passos
são necessários para que a rotina STEP- detecte instabilida-
de.

Quando o problema é "stiff" a instabilidade limita
a variação do tamanho do passo, e este tenderá a oscilar em

torno do maior valor para o qual o método é estável. Este fa-
to ocorre porque o erro éê pequeno quando »— está dentro da

região de estabilidade absoluta. Se o crescimento do tamanho

do passo tira »*% dessa região, teremos um crescimento do er-
ro, o que leva a uma diminuição do tamanho do passo, e assim

por diante.
Conforme o algoritmo de seleção de ordem, esta não

poderá ser aumentada depois de um passo falho, mas poderá ser
diminuída. Assim, quando ocorrem problemas no cálculo da a-
proximação, a rotina STEP poss ivelmente diminui a ordem, a-
plicando métodos com maior região de estabilidade absoluta.
Portanto quando o problema é "stiff", as rotinas devem apli
car métodos de ordem baixa. Com base nesse fato, as rotinas
STEP/DE dizem que um problema é "stiff" se uma sequência
de 50 passos consecutivos são tomados com ordem menor ou i-
qual a 4,

Acontece que para um problema de fácil solução, uma

sequência de passos com ordem baixa pode ocorrer, então STEP/DE

dizem que o problema é "stiff" se a regra acima é satisfei-
ta e, alêm disso, o problema está exigindo um número exces-
sivo de passos, ou seja, já foram considerados cerca de 500

passos.
Caso o problema seja "stiff", mas pode ser resolvi

do com um número razoável de passos, o teste acima não detec-
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tará esta sua particularidade. Há tambêm exemplos em que oO

problema não éê "stiff", mas as rotinas, o concluem como tal.
No próximo capítulo daremos exemplos que ilustram o

comportamento das rotinas STEP/DE frente a problemas "stiff",





CAPÍTULO VIT

RESULTADOS NUMÉRICOS

Neste capítulo apresentaremos resultados numéricos que
ilustram o comportamento das rotinas STEP/DE e GEAR. Ressal
taremos principalmente as diferenças entre estas rotinas com re
lação a:

- Tempo de processamento quando varia o número de equa-
ções do sistema.

= Ilustração dos teoremas de estabilidade,
- Solução de problemas com singularidade na primeira de-

rivada.
- Solução de problemas "STIFF",

Os problemas teste que utilizamos foram apresentados
por Hull et all em [10], KXrogh em [12] e Shampine em [16)
e [18]. Algumas observações aqui apresentadas são devidas a

Enright [11]. Os resultados numéricos foram obtidos num compu-

tador PDPll1/45 como sistema operacional RSXlIM, versao 3.1,
cuja unidade de arredondamento em precisão simples é de oç(107?) .

6.l. Tempo de Processamento Quando Varia o Número de Equa-

çoes no Sistema

Grande parte do custo computacional da rotina STEP é

143



devida ao cálculo dos Ta qo, que independem do número de equa

ções do sistema, por conseguinte em STEP o custo computacio-
nal não depende tão fortemente deste número. Já na rotina GEAR

o custo computacional depende muito do número de equações do

sistema, pois estão envolvidas operações com matrizes cujas di
mensões dependem deste número. Esta diferença pode ser consta
tada na prática quando resolvemos sistemas de NQ equações pa

ra NQ=1,5,10,15,20. Para que possamos medir o tempo de pro
cessamento (TP) como função de NQ consideramos os sistemas
com todas às equações iguais. No exemplo ilustrativo elas são:

3
y' = LE.— )

; y(2) = 15"'
x -l

cuja solução é v(x) = LIH+R+XÔ+Xo.

A tabela 6.1 mostra o TP, medido em segundos, pa-
ra resolver tais sistemas no intervalo [2,10] com tolerân-
cia 107? para o erro local absoluto.

NQ L 5 10 15 20

STEP/DE| 0.13 0.23 0.37 | 0,49 0.62
GEAR 0.097 0.22|0.37 0.5 0.75

Tabela 6.1

Observamos que Oo sistema utilizado não dispõe de re-
cursos refinados para medir o TP; os resultados apresentados
na tabela 6.1 são a média aritmética dos TP's de várias exe
cuções.
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6.2. Ilustração dos Teorêmas de Estabilidade

Para ilustrar a estabilidade resolvemos o problema:

Ut (y tu) —u(yçeu*t)
YT = 203 +Y, = —" =

co Too —"E"2

' ;
VV. uy oo

y5 = 2Y) +tY3” —TEé

y2(0) = O, y3(0) = -1,049357509,

2/2 2 2,1/2onde r, * (gy +)? + yã*/ r, = (ineo +Y 2) /

pu =1/82.45 e ut=1u..
Computadores de alta precisão mostraram que a solução, que não

é conhécida exatamente, é periódica com período
T = 6,19216933131963, (ver [16, p. 2471 ou [12, p. 5501).
O problema foi resolvido em [0,T], e a solução deve coincidir
nos extremos. O erro global em T, obtido com tolerância 107?

para O erro local absoluto, é dado pela tabela 6,2

| IERRO GLOBAL| |,
STEP/DE 1.867E-04"
GEAR | 1.227E-02 |
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Como vemos a rotina GEAR produz resultados menos

precisos. Achamos que isto ocorre porque a solução deste pro
blema requer muitas mudanças no tamanho do passo, fazendo com

que as hipóteses do teorema 2.8 deixem de ser satisfeitas,
não sendo garantida a estabilidade. Relacionamos abaixo Os
intervalos onde as condições do teorema (2.8) foram viola-
das, a ordem usada pela rotina e o máximo de passos constan-
tes.

[0.79,1.33] com ordem 3 e no de passos 2

[4,24,4.70] com ordem 4 e nº de passos 2.

Quando diminuimos a tolerância para o erro local pa-
ra 1075, a rotina GEAR foi abortada em x = 1,4719244 com

a mensagem que O tamanho do passo h tinha se tornado tal que

x+h = x. Acreditamos que este fato é uma consequência clara
da instabilidade que reduziu h para valores não significati
vos , relativamente a x, no computador usado.

6.3. Problemas com Singularíidade em Derivadas de
Ordem Baixa. é

Hâ problemas que apresentam dificuldades especiais
' quandose quer sua solução numérica, e para eles, em geral, é

necessária a aplicação de métodos especiais. Os exemplos se-
quintes dão uma idéia do comportamento das rotinas STEP/DE e
GEAR frente a algumas destas situações.
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O problema

fx se x%0,y(-1)=1

o se x o

2/3 possui uma singularidade integrá-cuja. solução é y(x) = x

vel em O,

As rotinas podem resolver satisfatoriamente este pro-
blema em [-1,1l1] com tolerância 1076 para o erro local ab-
soluto, conforme mostra a tabela 6.4 quedão erro global em

x = |l,

[ERRO GLOBAL]
|

STEP/DE| 3.334E-05
GEAR | 4. 482E-05 |

Tabela 6,4

No entanto a solução de tais problemas, nas vizinhanças do pon
to de singularidade se torna dispendiosa. A tabela 6.5 mos-

tra o número de avaliações da função f necessárias para atin
gir o ponto x e oerro global nesse ponto.
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NÚMERO DE AVALIAÇÕES|  |ERRO GLOBAL|

x |STEP/DE GEAR STEP/DE GEAR

-o.8| 27 |. 18 0. 59E-07/0.95E-06
-0.6| 35 23 0.59E-07|0.18E-05
-0.4| 41 31 0.35E-06|0.42E-05
-0.2| 56 49 0.50E-06 |0.83E-O5

144 193 0.62E-05|0.46E-04
369 314 0.33E-04|0.47E-04

0.4) 391 323 0.33E-04/0.46E-04
0.6| 401 329 0.33E-04|0.46E-04

.8| 409 333 0.33E-04|0.45E-04
1.0] 415 336 0.33E-04 |0.45E-04

Tabela 6.5

A 'solução de problemas como oO acima exige que a rotina localize
o ponto de singularidade, passe por este usando tamanho de pas-
so pequeno e ordem baixa, e a seguir aumente rapidamente o tama
nho do passo para que o custo computacional não se torne dispen
dioso. Observando a tabela 6.5 vemos que no ponto zero as ro
tinas STEP/DE fornecem resultados melhores com menos avalia-
ções, isto se deve ao fato que esta rotina tem mais facilidade
em localizar o ponto de descontinuidade. Nos pontos subsequen-
tes a rotina GEAR é superior, isto porque STEP é mais cau-
telosa em aumentar o passo.

Seja Oo problema

y(-2) = —-1.,0986123

aaa

sa

a
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cuja solução exata é yí(x) = tn (E) e portanto existe so-

mente no intervalo (-=,l1). Quando resolvemos este problema
pelas rotinas STEP/DE e GEAR no intervalo [-2,1]  comto

lerância 1077 para o erro local absoluto observamos o seguin
te:

As rotinas STEP/DE conseguem dar a resposta
.y(1) = 533,15, dando porêm antes várias mensagens de que ocor

reu "overflow",(*) o que óbviamente é devido à não existência
da solução no ponto 11.

A rotina GEAR
-
porêm não consegue alcançar o ponto 1,

abortanto a execução no ponto 0.9999968, com erro global apro
ximadamehte 24. nesse ponto. Vemos portanto que ê muito pe-
rigoso tentar calcular a solução num ponto no qual ela não exis
te.

Sugerimos que, antes de se tentar resolver um proble-
ma. por qualquer das rotinas aqui citadas, estejamos certos de
que a solução existe no ponto desejado.

Para ilustrar como as nossas rotinas processam proble
mas que tenham descontinuidade (com grande salto) em derivadas
de ordem baixa, resolvemos o problema (ver [16, p. 2571).

< (o) O O UM x UN rs

W NM—-y se 1< x

cuja solução exata é:

(*) No sistema utilizado é permitido até 15 ocorrências de
| "overflow", sendo que os valores que ultrapassam o limite

de 10? são substituídos por este para continuar o cálculo.
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IA x IA psexp (x) se O

y (x)

exp (2-x) se pP A “< IA [SS
”-

no intervalo [0,2] com tolerância 107! para O erro local ab

soluto.
Ambas as rotinas resolvem satisfatoriamente este pro-

blema, obtendo erro global 107º. Queremos apenas salientar que

o custo computacional é onerado quando passamos pelo ponto x“l.,.

Dissemos, quando descrevíamos O algorítmo de seleção de passo,
que as rotinas STEP/DE devem colocar a ordem igual a 1, edi
minuir o tamanho do passo quando passam por um ponto de descon-

tinuidade. Para ilustrar este fato mostramos na tabela 6.6:
o intervalo em que O programa usou ordem 1, Oo maior tamanho

de passo usado nesse intervalo e o tamanho de passo médio usado

no intervalo todo ([0,2]).

intervalo onde maior h usado h médio
tivemos ordem 1 | nesse intervalo usado em [0,2]

[0.92,1.001] 0.0004883 0.025

Tabela 6.6

6.4, Problemas "STIFF!"

Como já havíamos chamado a atenção, as rotinas STEP/DE

e a implementação dos métodos de Adams da rotina GEAR não são
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apropriadas para resolver problemas "stiff"., Para ilustrar
tal fato resolvemos o problema abaixo, dado por Lambert,em

[13, p. 2295].

y -212 19 —-20| |y,

y3| =|19 —-21 20| |y,

y3 40 —-40 -—40 Y3|

[y (0), y2(0), y2(0)]" = [1,0,-13É,

cuja solução é:

-2x 1 eoxy7 (x) = —e + 3 (cos40x + sen4Ox)

y2(x) = ——e”?” - —-e” 0% (cos4ox + sen40x)

yz(x) = -e OX cos4ox - sen40x),

Este problema foi resolvido em [0,10] com tolerân
cia 107? para o erro local absoluto. Na tabela 6.7 da-
mos o erro global em x = 10, o número total de avaliações
da função £ eo TP utilizado. Os resultados foram ob-
tidos com as rotinas STEP/DE, GEAR e GEAR 1 que ê uma

opção oferecida pela rotina GEAR para a solução de proble
mas "stiff" através da implementação de métodos especiírfi-

cos para tais problemas.
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| IERRO| | ]INo AVALIAÇÕES |TP em segundos
STEP/DE| 1.0E-7 1020 3.85
GEAR 1.0E-7 1373 4,03
GEAR 1 1.0E-8 396 — 1.27

Tabela 6.7

Como vemos, as rotinas STEP/DE e GEAR resolvem sa-
tisfatoriamente o problema, desde que não estejamos preocupados
com o alto custo computacional delas. Jâ a rotina GEAR 1 re-
solve o problema com muito maior eficiência.

De acordo com a estratégia para detectar se um proble-
ma é "stiff", descrita no final do Capítulo V, as rotinas
STEP/DE dizem que tal ocorre, em x =9.27. Podemos observar
também que na sua maioria os passos são executados com mêtodos

de ordem menor que 5.

Em geral os métodos numéricos para equações diferenciais
baseiam-se em valores da solução em pontos anteriores para ob-

tê-la no próximo ponto. Como consequência, problemas cujas so-
luções oscilam muito, oferecem certa dificuldade ao serem resol
vidos, principalmente se desejamos grande precisão nos resulta-
dos. O problema abaixo, dado por Lambert em ([6,p. 371], é um

exemplo em que as soluções são extremamente oscilantes nas vizi
nhanças da origem.

kt pe oO

“ < ps

1 o
x Y2< N=

[Ey,] (x) yatx15 = eo,11",

La

rea
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onde x, = e = 0,.388203204E-03.

A solução é:

y (x) cos(tntx))

y, (x) -sen(tn(ix)).

Resolvemos este problema em Ex, ,50] com tolerância
10 para o erro local absoluto. As rotinas STEP/DE, devi
do ao seu algoritmo de seleção de passo, resolvem este proble
ma muito bem, atingindo o ponto x = 50, com erro aqlobal de
o(107Ô) e usando apenas 600 avaliações da função. Já a ro-
tina GEAR não consegue resolver o problema com tolerância
107, Aumentamos então a tolerância para 107º, tendo obtido

3) e usandoa solução en x = 50, com erro global de 0(10
170 avaliações de ff.

Como pudemos observar nos testes aqui apresentados,
as rotinas STEP/DE levam certa vantagem sobre a rotina GEAR

nos problemas não "stiff", enquanto esta é superior nos pro
blemas "stiff"(desde que usemos a implementação específica pa

ra tais problemas-GEAR 1).
Testes realizados por Shampine e apresentados em

[18], nos chamam a atenção para a rotina RKF45, escrita por
H.A. Watts e L.F. Shampine. Esta rotina implementa o método

de Runge-Kutta-Felberg de ordem 4, com extrapolação local
e passo variável.

RKF45 é uma rotina simples e fácil de se usar, além

de ser muito eficiente quando a tolerância não é muito pequena
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(maior que 10 no computador que usamos), ou quando a fun-

ção f não é muito "difícil" de calcular (ver [18,p.405]),
Por essa razão montamos uma única rotina DRIVER que

compatibiliza O uso conjunto das rotinas STEP/DE, GEAR e
RKF45,

Esta rotina decide automaticamente (caso 0o usuário
queira) qual rotina usar. Essa decisão é feita baseada prin-
cipalmente em argumentos de Shampine [18].

Se estão sendo usadas as rotinas STEP/DE, e estas
detectam que o problema é "stiff", DRIVER faz com que o pro
blema passe a ser resolvido pela rotina apropriada para tais
problemas, (GEAR), dando antes a mensagem apropriada.

Se está sendo usada a rotina RKF45, eo problema
está exigindo muitos passos para atingir o ponto desejado, o

problema passa a ser resolvido através das rotinas STEP/DE.

A rotina DRIVER permite ainda o uso independente
das rotinas acima, bastando para isso que O usuário faça à Op

ção adequada.

Observação: Este programa, e O seu manual de uso, podem ser
obtidos no Instituto de Ciências Matemáticas de São Carlos,
Departamento de Ciências de Computação e Estatística. As lis
tagens das rotinas STEP/DE, GEAR e RKF45 podem tambêm ser
obtidas em [161], [9] e [2] respectivamente.
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