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ABSTRACT

The main objective of this work is the study and
implementation of Predictor-Corrector procedures based on
the Adams methods for Initial Value Problems. These methods
are used with variable order and variable step size.

| Propert:l.evs of convergence and stability ooncerning
two different ways of changing the step size, namely: the
variable step and interpolation techniques, are discussed.

The computer implementation of these techniques
through STEP/DE and GEAR codes is analysed.

Numerical examples results with comments which

illustrate the behavior of the mentioned codes are presented.
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INTRODUCAQ

Este trabalho estuda a‘implementagao computacional dos
métodos Previsor-Corretor com métodos de Adams de passo e ordem
variaveis. Nos primeiros capitulos sao estudadas algumas pnxnig
dades desses métodos com relaééo a duas técnicas de mudanga de
passo (Técnica do passo variével e técnica da interpolacao) .

Nos capitulos III, IV e V sao analisadas as implemen
tagoes dessas técnicas através das rotinas STEP/DE e GEAR.

Finalmente, no capitulo VI, sao apresentados alguns e
xemplos numéricos e algumas conclus6e§ que‘ilustram'o éomporta—'
mento das rotinaé STEP/DE e GEARv e Que podem sérvir de.orieg

tacao para o usuario desses programas.



CAPITULO 0

PRELIMINARES \

Neste capituio daremos as definigdes e 0s resultados ba
sicos usados no desenvolvimento deste trabalho.

Inicialmente trataremos da interpolagaoc polinomial:exis
téncia e unicidade do polindmio interpolador, teorema do resto
de interpolagéo, os polindmios interpoladores de Newton e de La-
grange. Trataremos também do problema de valor iniciai (PVi):dg_
finicao de PVI, teoremas’de existéncia e unicidade de solugao.
Por fim, definiremos uma discretizagao do PVI, e introduzire-
mos os métodos lineares de k-passos, os métodos preﬁisdr~corre¥
tor e o conceito de convergéncia dos métodos de passo ~mﬁltiplo,

dando os teoremas correspondentes,

0.1. Interpolagao Polinomial

Sejam f : [a,b] - R uma fungado e xo,xl,...xk;l, k

pontos distintos em [a,b]. Sob estas hipdteses temos o teorema.

TEOREMA 0.1

Existe um nico polindmio de grau menor ou igual a k-1,

denotado por Pk(x) tal que, Pk(xi) = fi' i= O;l;;ilkél, “on

de fi = f(xi).



Definicao 0.1 Ao polindmio Pk(x) do teorema 0.1 chamaremos

polindmio interpolador da fungao f sobre os pontos X ,X;,...,
o e .’Xk—l.

0 polindmio interpolador pode ser considerado como uma
aproximagdo para a funcao f sobre o intervalo [a,b] e o teo-

rema seguinte fornece a expressao para o erro de truncamento cor

respondente. ;’ \

\.

TEOREMA 0,2

. - k .
Sejam £ : [a,b] » R, f ¢ C [a,p], XorXyreeorXy g pon
tos distintos de [a,b] e w(x) = (x=-x,)(x-%;)...(x-%, _,). En-

tao para cada x ¢ [a,b] vale,

ae T

f(x) - Pk(x) = E(x)w(x)‘ onde

£'(x.,)-pl(x;)
i k"1 =
WTTR,) L ose xEX
E(x) = <
(k)
4 é%(X)) se x # x,, £(x) ¢ [a,b].

Definicao 0.2 Sejam f : [a,b] + R, X 1Xyreee9X,_q Ppontos

distintos de [a,bl. Definimos a diferenga dividida de or-

dem i 21 de f com respeito aos i+l pontos

xj’xj+l"f"xj+i' e anotamos f[xj'xj+l""'xj+i]' por,




] - f[xj'...’Xj+i-l]—f[Xj+l'...'xj+i]
j+i Xy " Xy4q

f[xj,...,x

e para i =20 definimos a diferenga'dividida de ordem 0 em

X, or f[x.] = f£..-
j P [y j

LEMA 0.1

A diferenca dividida de ordem i & simétrica em rela

cao aos argumentos, isto &, E£LX.,X., qsee0,X:, . 5E0X, ;X peee,X:]
3773+l J+i 3o 31 3i

onde (3 ,Jyre+erdy) é uma permutagao de (j,j+1l,...,3+i).

Definicdo 0.3 Definimos a diferenca descendente de ordem i de

f no ponto xj, 0 < j < k-1 e indicamos por Vifj, como
vie, = vi7lg, - vilg, se i21
J J -1
(o}
VE. = £..
J J

Caso os pontos KrXyrererXy 19 sejam igualmente espa

cados, isto &, x, = x, + ih, para i =10,1,2,...,k-1 podemos

i
relacionar diferengas divididas com diferencas descendentes co

mo mostra o lema.

LEMA 0,2

Se 0s pontos X ,Xj,e..rX sao igualmente espaca-

dos entao vale:



(0.1) Vifj = i!hif[xj,x.

J“l"..'xj-i]

O polindmio interpolador de f sobre os pontos

XorXyreoorXy q bpode ser colocado sob a forma de Newton

(0.2) Pk(x) = f[xo]+(x—xo)f[xo,xl]+...

oc-+ (X—Xo)(X-Xl)..-(X-Xk_z)f[xo,xl,.v.,Xk_l]

ou sob a forma de Lagrange

k-1
= .‘Z 1] W(X) f .
1é0Aw‘(ki)(k-xi) i

(0.3) Pk(x)

Quando os pontos sao igualmente espacgados, devido

- f6rmula (0.1), a formula (0.2) se transforma em:

1 . 2
(x-x )V °f - (x-x_) (x=x,)V"E
_ o0 o "o o 1’ o)
(0.4) Pk(x) =V fo + 1T + h2 v -+
k-1
..+ (X’Xo)(X-Xl)..o(X“Xk_Z)V fo.
' ne L (k-1) 2

a

que € a férmula do polindmio interpolador com diferengas des-

cendentes,

0.2. 0 Problema de Valor Inicial e a Discretizagao

Definicao 0.4 Sejam U um aberto do Rn, £ : [a,b]l xu~» rR"

uma fungdo. O problema

(0.5) y' = f(x,y)

y(a) = A




€ dito problema de valor inicial para uma equacao diferencial

de primeira ordem (PVI).

‘Definicdo 0.5 Uma fungdao y : [a,b]l - R? & dita ser uma SO

lucao do PVI (0.5) se:
1) (x,y(x)) e [a,b] x U
2) y € Cl[a,b]

'3) y' = f(x,y) e y(a) = A,

O problema (0.5) pode ser transformado por integra

¢30 no seguinte problema equivalente:

X
(0.6) y(x) = A+ [ f(t,y(t))at.

Com relagao & solugao do problema (0.5) ou (0.6)

temos os resultados:

_TEOREMA 0,3 (EXISTENCIA)

Sejam U aberto do Rn, £ : [a,b] x U =+ r" conti-

nua. Entao o PVI (0.5) tem pelo menos uma solugao.

Prova: ver [7, p. 10]

TEOREMA 0,4

Sejam U aberto de Rn, f : [a,b] x U » Rn,

g : [a,b]l x U ~» R fungdes continuas. Suponhamos que exista



uma constante L, tal que:

|£(x,y) - £(x,y*)| < Lly-y*| ¥ y,y* < U

Suponhamos ainda que para um nimero fixo € vale

| £(x,y) - g(x,y)] < ¢, ~(x,y) € [a,b] x U,

Sejam u,v : [a,b] » R® solugdes dos problemas de valor inicial

u' (x) = £(x,u(x)) , v'(x) = g(x,v(x))
u(a) = A | ’ v(a) = Alf
‘Entao

(0.7) Ju(x) - v(x)]| = [1AO-A1I+(b?a)elexp(L(x-a)L

Prova: ver [16, p. 8]

TEOREMA 0.5  (EXISTENCIA E UNICIDADE)

Sejam U aberto do RY, £ : [a,b] x U -~ RV, f

y-Lipschitziana, isto &, existe uma constante L, tal que:

|£(x,y)-f(x,y*)| < L|y-y*|, ¥ x ¢ [a,bl, ¥ y,y* ¢ U.

Entdo o PVI (0.5) tem uma @nica solugio.

Prova: ver [16, p. 10]



0.3. 0 Problema Numérico

Em muitos casos & dificil, quando’nao impoésivel, deter
minar a solugdo analitica explicita de (0.5). Nestes casos po-
demos estar interessados em conhecer os valores da fungao  y(x)

soldg§o de (0.5) em certos pontos xo,xl,...,xNz'de [a,bl.

Definicdo 0.6 Sejam a = x, < X3 < ... <X =

Uma discretizagdao do problema (0.5) & definida comé_o'problema

de determinar os valores y(xl),y(xz),..,,Y(xN);-

Na maioria das vezes nao podemos calcular os valores

y(x ),...,y(xN) exatamente, o que fazemos & aproximd-los por

certos valores, com um erro aceltavel."PreciSaﬁos assim de uma
maneira de calcular tais aprox1macoes, a qual chamaremos méto;
do dehdlscretlzagao da equagao,d;ferenqlal, o qual denominamos
simplesmente por método. Um método Simples e talvez comum & o
método dé série de‘Taylo:;' Sé a fungéo- y for suficientemen-

te diferenciavel temos, para ‘nA= l,2,...,N.

. v (xx l) y“(x P
(0.8 y(x, ) = y(x 1) + (xn xn DY (x )+ = — T

R (s) ' .

: (xvx' ) y (x__.) (s+1)

- . -1/ n-1 v (E)
- R =T o+ CIAB

r £ e (X llx)

(r )

Denotando por y - a aproximagéo para y(r)(xi),

r=20,1,..., se desprezamos o termo do resto em (0.8) obtemos:



- - (1) - s_(s)
Yn = Yp-1 + (xn xn-l)yn-l +"'+(xn xn-l) Yp-1

que constitui o método numérico.
E claro que podemos calcular as aproximagaes para

y(xl),...,y(xN) por outros métodos que nao os baseados na série

de Taylor. Os métodos que usamos neste trabalho s3o os chamados

métodos lineares de passo multiplo (MLPM), definidos por:

Definicdo 0.7 Um método linear de passo miltiplo de k-passos

€ definido pela formula;

(0.9) yn oy q¥poq teeet oy oo =hIB E 4.+ B E ]

para n = k, k+1,...,N, onde fi = f(xi;yi), e ai,Bi ‘'sao

constantes tais que |ad|+|Bol # 0.

Como vemos, para gue possamos aplicar tais métodos &

necessario conhecer as proximagoes iniciais yo""'yk-lf' que

sdo os valores iniciais para o método (0.9). Na férmula (0.9),

se Bk # 0 temos o gue chamamos de método implicito, se Bk =0

o método sera dito explicito.

| Se B, #0 e a fungdo f for n3o linear, para deter-
minar o valor de Y teremos que resolver um sistema, em geral
nao linear. Podemos fazé-1lo usando técnicas apropriadas entre

as quais destacamos:

1) o processo de Newton-Raphson

2) O processo das aproximagoes sucessivas.




O

Enquadram-se no segundo caso os métodos previsor-corre-
tor. Lembramos que, para que haja convergéncia, & preciso que o

problema satisfaca cqndiQSes especiais, ver [13, p. 861].

. ‘,"" k .
PR

, J - y o ‘ N
Definicao 0.8 Os métodos previsor-corretor (PC) sdo defini-

dos pelo algoritmo:

Para n = k, k+l,...,N
f /’/
a) Obtemos por um método explicito uma primeira aproxima-
gcao para Y, €4, s isto €, calculamos:

S/

!

’ k
ol _ _ ¢ _ .
Y, = [j;lakijn_j .‘hSk_jfn_j] (METODQ‘P3$YI$QR)

b) Para m=20,1,2,...,r-1 avaliamos a fungao f

(0.10) <
(m] _ [m] ~ " . . "
fn = f(xn,yn ) e entao "corrigimos"o valor de Y segundo

k

[m+1] _ . o aw pelml
Yn [4L1%-3¥n-3 = PBR-5Ep-40 * RERE
(METODO CORRETOR)
c) Avaliamos f. = f(x ‘y[r])
n n“n
\ 9
O método (0.10) & aplicado no modo P(EC)'E, isto

porque corrigimos o valor r vezes e aceitamos como  aproxima-

¢ao para y(x ) o valor obtido no Gltimo estdgio. Para maiores

detalhes a respeito. dos métodos previsor-corretor ver (13, p. 851
Como ja dissemos anterioxmente, estamos interessados em

determinar aproximagdes com um erro aceitdvel; com esse objetivo
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daremos & seguir definicoes e faremos hipoteses sobre os coefi

cientes do método (0.9).

Definicao 0.9 O método (0.9) & dito ser convergente se pa--

ra todo PVI com as hipoteses do teorema 0.5 vale

lim Y, = y(x) para todo x ¢ [a,bl],

n—+-«

nh=x-a

quando os valores iniciais que produzem a solugao Yn sao exatos.

Definicao 0.10 Sejam y uma fungao de classe Cl, h € R;

definimos o operador L associado com o método (0.9) por

kK
(0.11)  Lly(x),h] = jgotak_jy(x-jh) - hBy_yy' (x-jh) 1.

Se y for suficientemente diferenciavel, desenvolven

do o segundo membro de (0.11) em série de Taylor em torno do’

ponto x temos:

(0.12) Lly(x),h] = Coy(x) + Cihy'(x) + ... + thqy(q)(x).

Definicao 0.11 O operador L e o método (0.9) associado

tém ordem p se Co = vvr = Cp =0 e Cp+l # 0.

Definigcdo 0.12 O erro de truncamento local do método (0.9)

em x " & definido por:

L[y(xn_k),h], onde y(x) & a solugao exata do PVI.
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Notemos que se o método (0.9) tem ordem p, O erro

de truncamento local deste método sera;

+1 +1
hP y(p )

L[y(xn_k),h] = (xn_k) + e

Cp+1

Neste caso o erro de truncamento local & de ordem

hmd e indicamos th4L

Definicao 0.13 Diremos que o método (0.9) & consistente se

tem ordem p 2 1.

Definicdo 0.14 Sejam

ok | X .
Yo = 7 381%-9Yn-3 * P 3Z0Pk-4fn-3 ©
k k

¥n = 7 351%-4¥n-3 * B jLoPx-3fn-3 * Tn-1

onde r € uma perturbagdo. O método € dito ser estéavel se,

n-1

dado € > 0, existe § = 6(e) tal que

n-1
se jLglrsl < 6(e) entdo |y, -y, | <&

TEOREMA 0.6

0 método (0.9) - & convergente se e somente se ele for
consistente e estavel.

Prova: ver [8, p. 224 e 246]
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0 fato de um método ser convergente € uma condigao ba
sica para que as solugoes prodﬁéidas por ele sejam aceitaveis.,
Lembramos porém que em-cerﬁoévcasos a propagagao dos erros acu
mulados pode tornar as solugoes totalmente irreais, mesmo o mé
todo sendo convergente seéuﬁaéAa definicao 0.9. Para que te-
nhamos um controle sobré‘a propagagao do erro daremos a defini

cao.

Definicdo 0.15 Sejam

kK, X j ko3
p(g) = & + Zluk_ji e o(g) = jgoBk_jS .

j:
O método (0.9) & dito ser absolutamente estdvel pa-

ra um dado h ¢ C, se as raizes do polindmio

m(£,h) = p(g) - Ro(&) estdo no interior do disco uni
tario.

0 fato de um método ser absolutamente estavel para um
conjunto maior de h ¢ C, significa que este método produzira

aproximagdes viiveis para um maior niimero de PVI.




CAPTTULO 1

APRESENTAGAO DOS METODOS DE ADAMS

Apresentaremos os métodos de Adams, que sao obtidos por
interpolagao polinomial, sobre um conjunto de pontos nao neces-
sariamente igualmente espacados. Daremos as fdrmulas para a
construgao dos coeficientes destes métodos bem como limitantes
para o erro de truncamento local. Estes estudos foram realiza-
dos principalmente por Shampine [16].

Introduziremos também os métodos previsor-corretor nu-
ma notacao matricial, a qual foi introduzida por Nordsieck em
[14] e posteriormente utilizada por Gear em [3];

Definiremos métodos equivalentes e daremos a forma de

Nordsieck para métodos previsor-corretor com métodos de Adams.

1.1. Métodos de Adams

Consideremos o PVI (0.5) e uma discretizagao de [a,b]

pelos pontos KoyrXqreee Xy tais que

o n n-1 " hyr n= 1,2/00.,N.

Desejamos continuar a solﬁgao do problema discretizado

a partir de x, para Xn+i’ conhecendo as solugoes em

xo'xl" LI 'xn.'
Pela férmula (0.6) a solugdao do PVI em X ,, pode

ser escrita na forma

13



i
xn+l l

(1.1) y(xn+l) = y(xn) + I £(t,y(t))dat,

X
n

Um método de Adams consiste em aproximar a fungao

f(t,y(t)), pelo seu polindmio interpolador sobre pontos anterio

res, e entao integrar tal polindmio obtendo assim uma aproxima-

gao para yl(x__ .).

n+l
A formula de Adams-Bashforth de ordem k <usa o poli

némio interpolador Py () de f sobre k ‘pontos
’

L

]
)

n+l-i “ = fn+l-i' 1= '1"2'-0"-k

‘(1.2) Pk,n(x

Assim uma aproximacao para y(xn+1) & dada por:
*n+1 7
Yrel = Yn * {x Py n(t)dt,
n

Usando a forma de Lagrange para Pk n(t), obtemos:
' ’

: k : xn+1
09 iy = Yo * ghrmance] o -
n+l n il " n+l1-1i X, (t xn+l-i)w Txn+l-i)
k
= Yh v Ry 585 xfneied
X
1
1 ol w(t)
onde B = - J dt
i,k n+l X (t—xn+l—ijw'(xn+l-i)
ou, se fizermos a mudanca de variavel s = (t-xn)/hn+l, temos:
o _ fl w(xn+shn+l) ds
= - ) AN o
i,k oATkn+Shn+1 xn+1—i)w (xn+1-i)
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Quando os pontos sao igualmente espagados podemos usar

a forma (0.4) para P, ,(x) e encontrar a férmula de Adams-
* r

-Bashforth com tamanho de passo constante h:

k
= i-1
(1.4) ¥pyp = ¥p * R R4 7 Tf
1, i=20
onde yl = < L s |
» o .

Vemos entao que os métodos acima construidos sado do ti
po (0.9), isto & métodos lineares de passo miltiplo com
k-passos.

A aproximagéo y em (1.3) tem dois tipos de erro,

n+1l
um devido a aproximacdo de f(t,y(t)) por um polindmio, defini
do no capitulo 0 como erro de truncamento local, e outro devi-

do ao uso, no polindmio interpolador, de éproximaQSes fn+l—j

Y (x )).

para os valores de f(x n+l-j)

n+l-j

Seja ﬁk ,(X) o polindmio tal que:
[
Pk,n(xn+l-j) = f(xn+1-j’y(xn+l-j))' 3= L1s2y0000k
onde: Y(Xn+l-j) € o valor exato da solugao y(x) em xn+l—j'
Assim o'erro de truncamento local para os métodos de Adams-

- 2 1 i p . a ®
Bashforth em X .q¢ qpe sera indicado por 0n+l e tal que:

xn+l~ p
(1.5) y(xn+l) = y(xn) +_f Pk'n(t)dt + Or41e

*n
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Fazendo a diferenca membro a membro entre as expres-

soes (l1l.1) e (1.5) encontramos

- X

p n+l : -
(1.6) Orel = J (£(t,y(t)) - Pk,n(t))dt =
*n
*n+1 -
= J (y'(t) - 2% rl(t))dt-
X, !

Se a funcao y(x) « Ck+l[a,b], a aplicagao do teore

ma 0.2 ao integrando nos permite escrever:

p
0n+l

*n+1 k
= J E(t) m,(t-x ,,_;)dt

X
n

que, pela aplicacao do teorema do valor médio para integrais

se transforma em:

xn+1 k

P - -
Tn+1 E(”)Jx 181 (B %14

n

)-dt

com n € (xn,x Ainda pelo teorema 0.2 vale que

n+l)'

E(n) = y(k+l)(€)/k!, £ e (x,x e portanto:

n+l)

n+l-i

Seja H = MAx{hn+2-k’°"’hn} entao




n+l
(1.8) |cn+1|
Vemos

de

p
0n+1

Se em

zendo a mudancga de variavel s

Adams-Bashforth de

17

k! % H ¢ H
n
ﬁrxn) dt.
H * H

X1
Bl N at P
x! Xy if1 -

A

IA

entao que o erro de truncamento local dos métodos

k-passos & de ordem k+1, isto é

+1

= oy,

{1.7) os pontos forem igualmente espégados, fa-

il

(t—xn)/h temos:

(k+1) 1k
P L X (£), k+1l - =
(1.9) Op+1 T h folg (s+1 i)ds
k+ +
Este fatb mostra que estes métodos tém ordem k segun-
do a deflnlgao 0.11.
Notemos que na expressao (1l.9) para aValiar‘& °§+l

precisamos do valor de y

(k+l)(£) 0 qual nao conhecemos; assim
, v

/

f
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& necessdrio desenvolver outra estratégia para a avaliacdo do
erro de truncamento local, a qual se baseia na idéia de comparar
os resultados obtidos usando o polindmio interpolador i& nbd com
14
os obtidos usando o polindmio interpolador §k+l n(x) que inter
14
pola f sobre os k+1 pontos

...x
Xnr¥n-1' n-k*

Assim usando (1.6) temos

X
D n+1l : -
(1.10) 0By = [ (e - By (enae 4
Xn_
Xn+l N
+ JX By o8 - By j(EDak
I
X
n+1l
Agora f (v'(t) - B, _(£)at = 0 (a¥*?)
x ’
-n

conforme (1.8) , porﬁanto (1.10) torna-se

X
rn+l
P . 5 o k+2
(1.11) oy _‘Jx (Ppya,n(t) = Py p(B))dt + 0(HTT).
~n

~ Se admitimos que y ., . = y(x ,,_;), entao Pk'n(t) =
= Pk,n(t) e Pk+l,n(t) = Pk+l,n(t)' e com estas hipoteses te-
mos :
x
oP . = 'n+l(P (t) - P, _(t))dt + 0(u¥*?)
n+l k+1,n k,n *

n
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Se os pontos sdo igualmente espacados e se usamos para

os polinomios Pk,n(X) e Pk+l,n(X) as formulas com diferencgas

descendentes (0.4) obtemos:

p - k k+2, _ k
(1.12) Op+1 hykv fn + 0(h ) = hykv fn‘

~ ) k ~
Na expressao acima os valores de Y © v fn sao cal
culaveis desde cue tenhamos armazenado valores fi suficientes,

no passo anterior , Temos assim uma estimativa pratica para o er-
ro de truncamento local.
Até aqui desenvolvemos uma aproximagao para y(xn+l)

interpolando a fungao £ sobre ps pontos Ror¥pe1r e r¥ne1-x’

dando portanto um método de passo miltiplo explicito. E claro

que podemos desenvolver uma aproximagao para y(x interpo-

n+l)

lando £ sobre os k pontos Xop17¥preeer¥, oy POr um poli-

noémio que indicaremos por Pi n(x). Temos assim um método  de
, :

passo miltiplo implicito. Para aplica-lo precisamos obter uma

aproximag¢ao inicial para Y(xh+l), gue indicaremos por Pp+l

e recorremos ao método explicito para calculd-la. Nestas condi

¢oes o polindmio P} (x) & tal que:
. r

(lolB) Pi’é,n(xn"'l-i) = fn""l"i' i= l,2,..¢,k—l

% =
Pk,n(xn+1) f(xn+l'pn+l)'

A aproximagao vy serd entao dada por:

n+1l
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Xn+l o .
(1.14) Yool = Yp °* Jx Pﬁ,n(t)dt
n

ou,usando para Pﬁ n(t) a forma de Lagrange
4

k-1
- *
(1.15)  ypp = vo * By 5 208Y wfneneg + MnedBlkE Gnen Poad)
1 w(x_+sh )
* = > n " n+l : - -
onde Bi,k~ {0 (xn+Shn+l~xn+1~i)w'(xn+l—i) ds, i=0,1,...k-1
e
Se os pontos sao igualmente espacados Yn+1 fica
Xk i-1.p
Ynel = ¥n v B EYI0Y TEog
onde
1 se i=20
* =
Yi j Ll
—TTJ (s=1)s ... (s+i-2)ds iz1
/o

P -
fn+l = £(

Xo+17Pne1)
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Shampine prova em [16 p. 301] que YI =Yy T Yyop v
Os métodos de Adams implicitos sao chamados métodos de
Adams=Moulton., O erro'de truncamento local desses métodos em

X sera indicado por o Exatamente como fizemos para os

n+l°
métodos explicitos podemos provar aqui que Oe1 = 0(Hk+l) e
que, para pontos igualmente espagados
k+1 (k+1)
= *
(1.16) o . = Ygh™ 7y (t) » 1 e (X ,x .q).
Neste Gltimo caso uma estimativa pratica para o é

n+l
dada por:

(1.17) o, = hyikaﬁ+1.
"A expressdo (1.16) nos diz que um método de  Adams-
-Moulton de k-passos tem ordem k segundo a definigao 0.11.
Como fizemos no capitulo 0, podemos definir os méto-
dos previsorncbrretor usando os hétodos de Adams com passo va-
ridvel. A referéncié [16j estuda somente o caso r =1 ou

seja o modo PECE, gque consiste em

1) calcular o valor previsto, Prt1

2) avaliar a funcdo fL, . = f(x

n+l n+1'Pn+1)

3) calcular o valor corrigido Yhe1

4) avaliar a fungao £ ., = f(x ).

n+l’Yn+1
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Na aplicagao do método PC podemos usar previsor e
e corretor de ordens diferentes mas, como Lambert prova em
{13, p. 90] se aplicamos no modo PECE, nao existe vantagem em

usar o corretor com ordem maior que k+1 se o previsor for de

ordem k.
Se os pontos sao igualmente espacados e o previsor e o
corretor sdo ambos de ordem k, [16, p. 301] mostra que:

yKgP

(1.18) ntl

Ynel T Ppsr * hYk-l
e se o previsor é de ordem k e o corretor de ordem k+l1 a mes

ma referéncia mostra que:

k
(1.19)  ¥h4y = Ppy1 * BV fIri+l :
As fdrmulas ‘acima mostram gue tendo sido completada a

previsao, para efetuar a correcao basta calcular Yi1 © V&é;i

yKgP

n+l no segundo.

no primeiro caso, Y ©

Esta propriedade &€ muito importante em termos computa-

cionais e serd usada na implementacdo computacional do método,

1.2. A Forma Matricial dos Métodos PC

Neste paragrafo desenvolvemos a notacao matricial para
os métodos PC com passo varidvel dados em [4].
Para efeito de simplicidade na notagao, consideramos o

-PVI no caso real, isto & f : [a,b] x R > R, Seja o vetor
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t

| ]
Yh—l = [ynrl’y -2"'"Yn—k’hanYA—l""'hn-kyn—k]

pefinicdo 1.1 Um método de "valor miltiplo" & definido pelas relagBes

(1.20) Yn(o) = Bn--lYn--l
Yn(m+l) = Yn(m) + zn-lG(Yn(m)) m =0
onde
n (m) n@m) Yn-17*** Y-kt 'r¥n(m) “n-1Yn~17** * n-kt ¥k 1

B .1 sao matrizes 2k x 2k

£ .1 sdo vetores 2k dimensionais e

G : R2k + R & definida por:

= - ]
G(‘Yn(m)) hnf(yn(m)) hnyn(m)
Podemos provar por indugao sobre m que um método PC

com passo varidvel aplicado no modo P (EC)TE, pode ser coloca-
do na forma (1.20), onde m=0,1,...,r. Isto quer dizer que
aplicar o método PC na forma (0.10) é equivalente a aplicar

o método (1.20) onde:

t
I_n": (B]tn,o,...,o,l,o,...,O)

com © 1 na (k+l)-é&sima posigao e para fazer a Ultima avalia-

30 usamos £_ = e , Vvetor da base canOnica e
¢ n k+1



- - LN ] —a B B
a](-l ,1’1 ak"'z ’n o O,n k-l,n k_z’n csee Bo'n
0 l 0 LI N ] O . 0 0 L N ) 0
(L21) B =| 0 0 .. 10 0 tervereereens O
\ -R%
0Llié--l,n.“mk--l,n aézn_aozn | Pe-1,nPk-1,n ... Bs,nfo,n
s ee l* o J
Bﬁ,n Bk,n Bk,n éi,n
0 0 O l 0 L 0
0 0 0 1 0

Os métodos de passo miltiplo que usamos no PC definido
pelas equagOes (1.20) tém seus coceficientes dependentes do pas
so, por isso colocamos o segundo indice n nos coeficientes o

e B, ou seja os métodos de passo multiplo usados sao da forma:

k k

(1.22) v, = = 5E1%-§,n¥n-3 * j20Pn-3Pk-§,nfn-4

Em particular quando o método PC usar os métodos de

Adams como previsor e corretor, (1.20) toma a forma:
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Yn(o) = Bn-lyn-l
(1.23)
Yn(m+l) = Yn(m) + zn-lG(Yn(m)) m =z
onde:
4 =y, ,hy' .,h__y! h oyt o1t
n(m) n(m)’ nyn(m)’ n=-1"n=1’°""""n-k+1?n-k+1
_l Bk"'l'n Bk"'z'n ® 0 o0 Bo'n
0 rk—l,n rk~-2,n et ro,n
Bn = 0 1 0 0
0 O L] * e e ® & & 0 0 & ¢ l 0
B. =B
com ri = lél’*l 'n 1 = O'l,oao’k-l
! k,n
e L = (B* _,1,0 o)t
n k'nl ’ [ 2L L 4

Definicao 1.2 Seja Yn a solugao de um PVI por um método

como (1.20) e a, a solucao do mesmo problema por um outro

método como (1.20); dizemos que os dois métodos s3do equiva-

lentes se existe uma matriz Tn inversivel tal que:



26

Os métodos de Adams na forma matricial de Nordsieck

consistem em tomar a, como o seguinte vetor

. hiy; . hﬁyék) t
(1.24) a = [y, /by, 57— """‘1?T"3

Podemos entdo definir um método como (1.20) cam

passo constante h = hn colocando

qh(o) ~ Aan-l
(1.25)

2n(m+l) = 2n(m) T PF(3n(m) - om20

Se desenvolvemos y(xn_i) por Taylor em torno de

X podemos ver que:

| -l
Y Tan e portanto a, = T

n

Yn e o método defini

do acima € equivalente a um método como (1.20) com  passo

constante h = hn para o qual vale:

Yn(o) = BYn—l

‘ Tan(o)

R |
qh(o) = T "BTa, 4

Desta forma a matriz A de (1.25) pode ser toma

da como A = T 1B

Por (1l.20) temos ainda que
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Yn(m+1) = Yn(m) + zG(Yn(m))
Tan(m.+l)= Tan(m)+ zG(Tan(m))

a = a + T-l£G(Ta )
n(m+l) n(m) n(m)

e assim podemos ainda tomar em (1.25)

b=T71% e F(x) = G(Tx)
Gear em [3, capitulo 10] mostra que a matriz A aci

ma & a matriz do triadngulo de Pascal, ou seja, o elemento (i,j)

é dado por (i), i,j=0,1,...,k.

Suponhamos que completamos o passo de X para X

n-1

com tamanho de passo h e queremos passar para X ., com tama

nho de passo oh., Como estamos aplicando uma formula com passo

constante devemos obter as aproximagoes nos pontos §ndfxddiwﬂ

i=0,1,...,k1. E claro que §n =x e portanto as aproxima

coes yn,yé,...,yék) em (l.24) nao precisam ser modificadas.

Assim, para obtermos as aproximag&es necessédrias basta premulti

plicar a  por uma matriz C(a) onde

C(a) = diag[l,a,az,...,ak].

Se colocamos h = hn e ah = hn+l ‘entdo a = hn+l/hn e C(a)

torna-se:
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hn+1' hnfljz

h
o . ‘ n+l.k

ceesl M
n {4 ’ hn

e assim temos

(1.27) qh+l(o) = A%,

+ £F(a

G+l (m+l) = Znel(m) n+l (m)) »

Como vemos, a mudanga de passo no método de Nordsieck
& extremamente simples, e & esta a grande vantagem deste méto

dOo



CAPITULO 11

ESTABILIDADE E CONVERGENCIA

Os métodos previsor-corretor produzem um valor Yne1?

gue esperamos aproxime y(x ). N3o & totalmente claro que is-

n+1l

so ocorra, desde que o valor de vy depende dos valores de

n+l

Ypr¥pagreesr bem como dos valores fn’fn-l"“’

0s quais geral
mente tém erro, pois j& sao aproximagdes. Podemos entao encon-

trar um valor para y totalmente insatisfatdrio.

n+l

Neste capitulo, baseados em [4], estudaremos primeira
mente a estabilidade e convergéncia dos métodoé PC com métodos
de Adams de passo varidvel usando as técnicas do passo variavel
e da interpolacao. Estudaremos tamb&m a estabilidade e conver-
géncia desses métodos quando, além de variar o passo variamos
também a ordem, usando a referéncia [5] como base.

Os resultados serao obtidos por argumentos limites e
portanto s6 serao validos para passo suficientemente pequeno.
Trabalharemos sempre com uma das normas vetoriais e cor

respondente norma matricial subordinada.

norma euclidiana (norma espectral)
norma do maximo (norma linha)

norma da soma (norma coluna)

29
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2.1, Estabilidade e Convergéncia dos Métodos PC de

Passo Variavel.

Definicdo 2.1 Um esquema de selecao de passo & uma fungao

real 6, tal que

onde para todo H > 0 e x ¢ [a,b] vale quei

0 < A < e(xn,H) < 1, A constante,

Definicao 2,2 Sejam Y a solucdo obtida por (1.20) e o

seu correspondente Y(xn) = (y(xn)’....,y(xn_k+l),hny'(xn),;,.
t o I
""hn—k+1y'(xn—k+l)) . Definimos o erro global em. X ‘por:
(2.2) E, =Y - Y(xn).

Ja definimos o erro de truncamentozlocaL quan-

do nao estamos usando a notacao matricial; aqui usamos a mesma

definigao lembrando apenas que agora este errovsera um vetor,

o qual indicaremos por dn, ou seja

d =Y - ¥

n n+l xn+l)

onde:

s r—— e
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Yn+1(o) = BnY(xn)

o~ ~

Yn+1(m+1) = Yn+l(m) + znG(Y

n+1 (m)’

? ~

{ b1 = Yn+1(M) se. (M+1) correcoes sao feitas.

Notemos que §n+l foi obtido usando Y(xn), enquanto
Yn+l usou Ynv Para En+1 vale:
(2.3) E 4,1 %’Yn+1 ~¥ . td =
= Y41 -1) P Yy 1) ?‘§n+1 1) "2 et 1)) ¥ =
= Y1 1) ot (1) MLVt a1 C Ty ey 8y =

oG

=L V) 108 ) Y o))

onde Vy.; ©std no segmento (Yn+1(M~1)’Yn+l(M=l))°

Nﬁﬁemos-aqora que Yn+l(M—1) pode ser escrito como

funcao de Yo .3(m-2) 'Ynel(uez) COMO Fungac de ¥ (u.3)s ©

assim por diante. Logo, (2.3) fica:

(2.4) Eﬁﬁglgfx**,?n, v eI+ 4 oY ][Yh+l(o)-Yn+l(o)]+dh

onde

(i1 .
et 5e ' S
i =5y () &y ¢ (o) Yne1(a)?
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Lembrando que Yn+l(o)-Yn+l(o) =~BnEn (2.4) se
torna:
‘ M aG(m)
onde Sn = mgl[I + £n _3§—-]Bn

Da definicao da fungao G temos que:

3G

(2-6) T’Y_“ = (hn_'_lfyloloooo'—l"..'o) = hn+lf e

Yy 17%a

onde e, € o i=-8simo vetor da base canbGnica e d & a posi-

) r '
¢ao correspondente a hnyn em Yn.

f(m)

Introduzimos a notagao como:

/

(m) of : v
(2.7) fy -—5-}—(-(qm) v 9y e (yn+l(m—1) rYn+l(m_1)) .

0
Com essa notagao temos que:
A

(m)
n+lfy

M

(2.8) S = mglt(I-Zned) + h ﬁneljBn =

M
[(I-Zned) + XTi;Bn

onde os T, sdao produtos de M termos da forma:

h f(m)

n+l7y gnel ou (I;Kned)v
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com pelo menos um termo como o primeiro .,

Se colocamos,

A M
(2.9) Sn = (Inlned) Bn

entao (2.8) pode ser escrito como

~

(2.10) Sn = Sn + hn+lsn-

onde S & uma matriz cujos elementos sdo polindmios em -

f(m)

| icientes em B_ e £_ (esta afirmacio serd
n+1 y e coeficie s em B e‘ a (esta.af;rm:gap a_ra

justificada na prova do teorema.lz 1)”
Por (2.5) vemos que a condlcao para que o erro nao

se propague estd relacionada com IIS lla Daremos a ' seguir

resultados com tais objetivos. .

TEOREMA 2.1

Se os vetores o a*,B ge"B*,‘sao uniformemente limi

tados ou se ‘Bn e Ln ‘sao- uniformemente limitados - para
h o,y <0 entao ||S [l"também qtseré.

PROVA?

Por (2;8)btem05gb

i i, i, ()
1. 12 2 "
1) kﬂlfy 1B,

hn+1(£ €

TiBn =[(I—£ned)
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com 3, € {1,2,.0.,n}, i, + i, =N, 12 # 0.

1 2

‘Notemos entao que T,B_ & uma amtriz P = (P__) tal que P

rs s

3 . . (3;) (Jiz) 1,

ou &€ nulo ou entao € um monomio da forma Crs(fy ...fy )hh+l
~ _ —l ) -

com Crs constante. E claro que Sn = hn+lZTiB sera uma

n

matriz cujos elementos sao polindmios em h

n+1’ pois i2 # 0

Agora, Iféj)l & limitada pela constante de Lipschitz e os e-

lementos de o,a*,B e B* sao limitados por hipdtese. Entao

Bn e Kn serao limitados exceto possivelmente a linha d da

matriz Bn onde os elementos sao da forma C/Bﬁ n Mas pode-
g : ’ )

mos verificar que esses elementos naoc influenciam na constru-

cao de §n. Assim os coeficientes do polindmio em h sao

limitados, e podemos ent3o concluir que |l§n¢|' é limitada_sé
hn+l = U
Se Bn e Zn sao limitados o resultado segue analo-
gamente.
Definicdo 2.3 Sejam X, e X pontos da discretizagao tais
que a s x s X < b; entao definimos a matriz:
I se m=n
st =
n

Sm—lsm-2'°'sn se m>n
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LEMA 2,1

Se S_ = Sn + hn+lsn e existem constantes ko e kl
tais que:

IISﬂll s kg para a s x <X <b e

i[gnll < kg para todo n, entao:

 k_k, (b-a)

||S§|| s ke 0"l = k,, para m 2 n
PROVA:

Provaremos a tese por indugdo sobre m. Se m=n te
mos que:

~ k k., (b=a)
n _ n o'l v
[1821] = |18%]] s k_ < ke .
Suponhamos que a tese seja valida para todo k - tal

que n < k <m e provemos que vale para m. Pela definigao 2.3

temos :
(2.11) s) =5 _;....5 = (§m_l+hm§m_l)...(s +h . .8) =
= sp + :£i§ﬁ+lhk+l§ksi
elassiﬁ obtemos:
m- A~
(2.22) 1SR s [ISRH + 42 1Shp |y LS LTTISEI] s

© ome=1 K
s kg + Lok klhk+lllsnl|,
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Usando agora a hipdtese de indugao em (2.12)

m-1 k_k,(x -x )
o1k “n
12.13)  |Is]l] s k, + (L k kb (ke

) <

m~-1 k_k.h kokl(xk-xn)

s k(1 +,2 (e ® 1 ¥ e ).

Caomo hk+l = X 17Xy substituindo na expressao acima

obtemos:
m-1 k k. (%, .-x) k. k. (X ~X_)
m o 177k+1l “n’ ol %% “n
(2.14) ||Sn|| < k(1 + I (e -1l)e )
k k, (x -x_) k k., (b-a)
_ o1 "m “n o1l
= koe < koe

0 que demonstra o lema,

TEOREMA 2.2

Se um método previsor-corretor & tal que:

A

X < b e

A,
IISﬁll s k,» para - a s x n

(2.15)

||§nl|‘s klj':)para &n e [a,b] entd3o o método & es-

L4

tavel (définiqéo 0.14) .,
.PROVA:

Sejam Y  obtida pela iteracdo (1.20) e ?n obtida

pela iteracgido :
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Yhio) T Bn-1Yn-1 T En-1
w :
¥h (m+1) ¥n(m) f n- lG(Yn(m))

que & a versao perturbada da iteragao (1.20). N56 ¢onsidera;x.
mos perturbacao no valor inicial, isto §, Yb =fY6. 'Definindo f
0. =Y - Y , por um desenvolvimento anélogofaoque:_ fizeméé"

para o ‘erro global E em (2.3), (2;4)‘>é,'(Z;S)T_ébtemb§;  

= S 0 +r onde Q =0

(2'16) Qn+1 n*n n o

Por recorréncia podemos ver que:

z Sn+1 r. e dai,

(217 Onyy = 31L0Si41 i

n+l
oyl s i_oxls l!llr |r
" Com as hipoteses, fel lema 2 l nos permite' - afirmar
que existe k, tal que ||Sn+1[1 < k2 0<isn, -  Logo
(2018) IIQn+1II 2 l‘OIIr H

que é a condiggo de estabilidade da definigéd 0.14,
g Com os dois teoremas ac1ma estabelecemos condlgoes su

f1c1entes para que um metodo prev1sor~corretor seja estavel.

. Mostraremos agoravque os métodos prev1sor-corretor u
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sando métodos de Adams satisfazem tais condig¢des. Para tal &
necessario dizer como faremos as mudangas de passo e impor cer
tas restrigoes quanto a essas mudangas. A seguir daremos duas

técnicas de mudanga de passo.

Definicao 2.4 Diremos que aplicamos a técnica do passo varié

vel quando comecamos com k pontos nao igualmente  espagados
onde conhecemos aproximagdes da solugado e ent8o calculamos os

coeficientes da formula (1.22), que sera emprégada no PC,

Definicao 2.5 Diremos que aplicamos a técnica da interpola-

¢do, com tamanho de passo h quando:

n+l
a) interpolamos sobre as k aproximagoes conhecidas para ob-
ter aproximagdes da solugao nos pontos igualmente espagados

~

X . = X_ = ih

n=1. n n+ll i= 0'1'..I0'k_1‘

b) Aplicamos um método PC de passo constante sobre os pontos

~

X,.y Para encontrar uma aproximacao no panto X1 =X Y hy.

Essas duas técnicas sao totalmente diferentes e a es~

tabilidade do método pode depender da técnica empregada.

TEOREMA 2.3

Os coeficientes a,a*,8 e B* sdo uniformemente li~
mitados para os métodos de Adams usando a t@enica do passo va-

ridvel se existem constantes u e n tais que:
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n, para todo J.

A
- 11
[
I

(2.19) 0 < u

Nota: Podemos provar o teorema acima (e os demais teo
remas que exigirem esta condigdo) exigindo ao invés da condigao

(2.19) a condicdo da definigao 2.1,

PROVA:

Os coeficientes o e o* s3do limitados pois sao cons
tantes. Provemos ent@o que os coeficientes B* s&do uniformemen

te limitados. Por (1.22). e (1l.15) temos quei

- * |} . 1]
Yn+l Yn + Bk,nhn+1yn+l+'“+83,nhn—k+1yn--k+1'

onde

- - B+l Jl t (xp*shpy1=%pyq-4) ds

k=i,n n+l-i’o %;2 (xn+l—i-xn+l-j)

Pht1-1 i
Por (2.19) & claro que = 2y, ou seja,
n+l

h

(2.20) . li
n+l=-i u
Portanto:

1 k |x_+sh_, ,-x |
1B%i,n! "EI-J jZo xn nti‘ Bl s,
' U 0’3#1 I Xnt1-4 n+1-jI

Podemos entao deduzir:
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2.21) .1 *p¥shn 1 ¥y gl 01 Ay ko Ay
g;g an+l-i“xn+l_j| j=0 Bj 54 “Ei—
| i .
onde A, = —rl - b=y

L= ., = =B,
3 n-1 ' BJ TE CJ., 3

(Para detalhes & respeito de (2.21) ver (16, p. 65]).

Desta forma obtemos:

1 i-1 A, k A,
—1 LI 5 T, ) = Dy
) s I EE R

(2.22) | g i
U J

—i,nI
Notemos que Di € independente dos espacamentos.
Se calculamos D = max {D,}  temos entdo

(2.23) | B

r g nl <D para i=0,1,...,k, e, portanto B*
’

é uniformemente limitado.

Para B @& claro que o desenvolvimento acima ainda &

valido e o teorema fica provado.

TEOREMA 2,4

As matrizes Bn e 0s vetores £n sao uniformemente

limitados para os métodos de Adams usando a técnica da inter-

polagdc se os passos satisfazem a condicdo  (2.19).

PROVA:
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Usando a técnica da interpolacdo temos que £ n = Z,

portanto uniformemente limitado, e Bn = BCn onde

h h
. + +
C, = diagl1l, -%—l ,...,(~—§~£~)k3.
n , n
Pela condigao (2.19), C, & uniformemente limitada e

portanto B também o &, o que prova o teorema.

Estamos agora em condi¢oes de provar que os métodos PC
com métodos de Adams usando qualquer das duas técnicas de mudan

ca de passo sao estaveis e convergentes.

TEOREMA 2.5

Seja um método PC com métodos de Adams usando a téc-
nica do passo varidvel. Se os passos sao escolhidos por um es-
quema de selegao como o da definicao 2.1, entao este método &

estavel e convergente.

PROVA:

A

sejam B e £  como em (1.23) e S/ como e (2.9).

~

Calculando Sn obtemos:
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- * *
1 8]t--l,n 8k-2,n vt Bo,n |
0 0 0 .es 0
(2.24) Sn = 0 1 0 . 0
0 0 P | 0
L -

~

Assim as matrizes Sn serao uniformemente limitadas,
pois pelo teorema (2.3), os S; n © sao.
’

Para 0 < i1 £ k temos que:

Sn " = Snei-1 Spri-2 ov0 Sp
e portanto
llsn ll < Ilsn"’i"l!l e o llsn|l s pl

pois temos um produto com um nimero finito de fatores limitados.

Seja agora i > k.

A matriz Sn tem a propriedade
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i

(-1) k-1 "o
0 0 0

(2.25) gn+i

n
0 eeeiiieiceienann 0
= - S ‘ v *
onde x_, r 0,1,...,k-1 & uma soma de k elementos Br,n+r

. . . . - an+i
sendo portanto uniformemente limitado, assim as matrizes Sn.

serao uniformemente limitadas..
Usando novamente o teorema 2.3 temos que.os coefi-
cientes «a,a*,8 e B8* sao uniformemente limitados, logo pelo

teorema 2.1, |]Sn|| < k;. Como provamos acima que_llggfi!}<ko,

O teorema 2.2 nos garante que o método . PC com a técnica do
passo variadvel & estavel.
Provemos agora que este método & convergente‘ - Por

(2.5) temos que:

Obtemos entio

| n+1 n+1l
.26)  |Jm o 01 < 1SRN + 2 11T 1,11
Como ilgnlj <k, e llégfiyl s‘ké‘ para i > 0

temos pelo lema 2.1 que:
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< k

para todo m 2 n. Segue que

. n
<K, 1Bl + LKyl 10l =

(5.27) | |E

= - no
kol IEQH + Xy yZo114;]

]

Conforme mostra o lema 2.2 a seguir os %di satisfazem:

e(H) onde e(H) » 0 para H ~»> 0

(2.28) a1t = hy
Nestas condigoes (2.27) se transforma em
n
(2,29) ||En+1]} < k2||EO|[ + ky JLohyqe(H) <

IN

kzliEoll + k.nHe (H) <

2

tA

k2[[[EO|| + (b~a)e(H) ],

Se os valores iniciais sao exatos IIEOII =0 e se
H > 0, entao En + 0 por (2.29) e temos a convergéncia ga-

rantida.
LEMA 2.2

0 erro de truncamento local do método PC com métodos

de Adams de ordem pelo menos r satisfaz:

[la 11 < h_ ) (B Y0 yaxly + om™
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desde que os passos sejam como na definigéo 2.1.

Prova:

Por definicao d = s - Y(x

n+l n+l)

Se olhamos como Y foi construido vemos que:

+1

e — e it ' ‘ St .
LA SVCTLSE) AVETLN AL N RTRTRNEWE ) ARC SRWT DD

e
Y(Xn+1)=(y(xn+l)’hn+ly’(xn+l)’hny"*n?"‘"hnrk+ly!<thk+l))'

Assim

230 a, = (§n+l—y(xn+l),hn+l(§A+1fy'(xn%i)),0;.f.,05;
Provemos inicialmente que os erroé_de truhcaﬁento lo-

cal 0§+1 e O, dbsvmétodos de Adams-Bashforth e vAdams-

Moulton de ordem pelo menos -r-1 satisfazem:

(2.31) (0B | s n, @ e max|y ™))
(2.32) |on+1| < hn+l(Hr-lC max!y(r) D)

‘Faremos a prova somente para o caso explicito pois o

outro caso & inteiramente analogo.
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De (1.8) obtemos:

!c§+1| < H(Hr"lmaxly(r) [

Por hipoOtese temos que:

h H¢(xn,H) z HA

n+l

e portanto

( l

_K_Hr max[y(r)])

p
|°milshml

Provemos agora a tese:

Conforme a definigdo de o, , temos:
r-1
(2.33) y(x ) =y(x) +h 4 321 f(xn+1_j,y(xn+l_j» +
+ hn+lB;'rf(xn+l,y(xn+l)) + °n+1’

Num estdgio m+l da aplicagdo do método PC, ' confor-

me (0.10), a aproximagdo & dada por:

[m+1l] _ T e : [m]
el © = Yo * oy 5E18%, cfneeg ¥ PreaBS, o S Y-

Fazendo a diférenga membro a membro entre (2.33) e

a expressao acima, e usando o teorema do valor médio encontramos:
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[m+1] : [m] ’
(2.34) Iy(xn+l) Yn+1 | = n+l rly(xn+l) - n+l| o n+1|.
onde a_ = IBg rIL, 'L constante de LipéChité“'dé £,

Se §n+1 é a aproxiﬁaééo prbduzida pela aplicagéozdd'

corretor M vezes entao de (2.34) obtemos por recorréncia: -

M-1 M-1

- (ol
1Y (%py1)=¥pgql = o~

ntl rly( 1" yn-l-l|+lcn+ll) o

M=2 M-2

+hm&r ‘nﬂJ

ree ¥ hn+1“r'?n+1|f|°

Se a ordem do previsor & tal que_o_primeirO-termo ~do v

segundo membro da desigualdade acima & de O0(H r+1

que provamos inicialmente obtemos:.

< h_,, B0 Lmax)yF )y e ow™h,

FAC NP Y n+1

A expressao acima .€ um limitante para a prlmelra coorx-

denada de d n¢ dado em (2.30), pois os metodos’ PC .na;fqrmaA

matricial sao equivalentes aos na forma usual.

Para limitar a segunda coordenada fazemos:

’f(xn+l’yn+l n+1'y( n+l»‘ €

ly1:1+1 - y"(xn_}.l)l ) = f(X

s el L () e ekl
# ElTp17 Gigy) | 8 gy (0775 omanly 20067

e portanto

); entao, pelof":
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~ — r+l
bn+1I ntl y'(xn+l)| = 0(" ") .

. Tomando a norma em (2.30) obtemos:

(2.35) IIdnH < hn_‘_l[Hr-lQ»maxly(r) 1] + o(u™*)

o que demonstra o lema 2.2.

TEOREMA 2.6

Seja um méfodo PC em gue previsor e corretor sao mé-
todos de Adams de. k passos. Se pelo menos Xk passos de tama-
nho constante sao témados entre cada mudanca de passo e se  Os
passos satisfazem (2.19), entdo o método PC usado com a téc

nica de interpolagao (definicao 2.5) & estavel e convergente.

PROVA:

Como estamos usando a técnica da interpolacao temos por

(1.26) que ln =L e B, =BC, com C =1I se hn+l = h_ .

Pelo teorema 2.4, a matriz Bn e o vetor £n satis

fazem as hipoteses do teorema 2.1, logo:

118 11 s x,.

Assim para que tenhamos satisfeitas as hipdteses do teorema 2.2,

© qual nos garantira a estabilidade, precisamos provar que:

A - ‘
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Temos:
& _ (v_p B M .t M _
S (I ﬁnez) B (1 Eez) BC_ = RC
onde
—_l B* B* . 8*4‘
k-1 k-2 vt o
0 0 0 .o 0
R-= 0 l O LI B ] 0
L Oocoooon-ouoaooooo 1 - O

R tem k autovalores nulos e autovalor =-1. A este

autovalor corresponde o autovetor ey . Além disso,

I K ]
(-'l) Zk_l 0 e e 0 e 0 e e ©0 @0 e Zo
0 O ..... e B & © @ & » @ 0
0 ceevs e e e 0
Rk =
0 ceeseseacssscosacsasoa . 0
! ]

onde z, € uma combinacgao dos B§ e assim,
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(2.36) ka = p,e,, para todo vetor <X. , ' 3
x®1 |

Temos entao

X X
IRTITHIXT] = [RTX[ ] = g

o que leva a

gl | lugl
(2.37) -llel < IIRkII e portanto —TTR%T—

€ uniformemente limitada.

Observe-se que 1 & autovalor de Cn' sendo e o

autovetor associado, e que se |i~j| < k, pelo menos uma das

duas matrizes Ci e Cj coincide com a identidade,

Analisemos o produto:

(2. 38) s™ = RrC

o 1R ... RC

cm--2 n

a) se (2.38) contém p < 2k+2 matrizes do tipo RCi, entao

~ P
m
IS E < [IRIT ey g1 wee el
e portanto Sﬁ serda limitada, pois cada Cc; o g.

b) se '(2.38) contém p,zv2k+2 matrizes do tipo RC,, entao:

b.1l) se nao houve mudanca de passo entre X, e X temos:
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el ' se ndo houve mudanca em X,

om
= <

Sh

Can_n se houve mudanca.

Mas como m-n = 2(k+l) 2 k deduzimos:

(

m-n m-n-k _k_ _ _m-n-k. — (_1yl-n-k

R 7 R 'R7Z = R Thgey = (-1) ‘:eluz
-

m-n m-n-k_k_ _ m-n-k - (_1yl-n-k
C_R Z = C_R R'Z = CnR uzel = (~1) eluz

e portanto em ambos os casos temos:

(2.39) [1s,211 = k3||Z[|
onde ky = IIRk| .
b.2) Se houve mudanga entre xh e X4 seja xp o primeiro

ponto a partir de X onde ocorreu tal mudanga. Entao,

pelo menos uma das relagoes abaixo & valida.

v

(2.40)  p-n > k+l

v

m-p k+1

Valendo (2.40), seja g = n+s, onde

s = (p-n) - [-BrP—3*k + k

entao:
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am, - SJk.g-n-k;
SnZ = Rcm-lRCm-Z e BCqR R A CnZ
com 0 < g~n-k < k. Tomando X = Rq-n—kc Z, obtemos:

n

1111 = k112

e portanto

n" m-1 °°° chuxel = Mx®1

Como conseqiiéncia dos resultados acima temos:

m
(2.41) ||snz|] ST k3l|x|| < k3k4||Z|

-Se p-n < k+l, entao m-p 2 k+1 e neste caso:

§§ =RC__; --- ch+kchpRP’ncn

§ﬁz = RC__... ch+kka = uyeq
onde. X ='CpRp-nCnZ e portanto

[1%I1 < kgl1z|| pois p-n s k.

Novamente temos:

242 [[8P2]] s uy = kylIX|] = kokg|12]].

X
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Logo por (2.39), (2.41) e. (2.42) concluimos .qﬁe
[lsﬁll € uniformemente limitada e provamos'assim a_estapilidade;
0 estudo da convergéncia € feito como no teorema 2.5

com a diferenqa que, para provar que d . satisfaz _k2;35), ago

ra & mais simples, pois estamos trabalhando com passo constante

h, wver [13, p. 90 e 911.

2.2. Estabilidade e Convergéncia dos Métodos ‘PCf‘éoﬁ' Pag-

so e Ordem Variaveis

Passaremos agora 3 generalizagao dos dois {iltimos teo-
remas, provando serem os métodos PC com métodos de Adams es-
tidveis e convergentes quando alem de variar o passo . variamos_"

também a ordem. Para isso deflnimos.

Definigso 2.6 Seja F = {F } 1= 1,2,..., _'uma familia_ de

métodos. - Um esquema I .de selegao de formula & uma fungao in-

]

teira I(H,x) tal que a formula usada no intervalo  '[xn’xn+l

-

é F .., onde H & o parametro da definig&o'12bl.
I(H,x,) ‘ . : et

Observagéo,Z.l .Consideremos os métodos de Adams nabforma  de

Nords1eck com a técnica da interpolagao.
Para métodos de i-passos l's.i's k, tomamos
hk (k) .
)

— ] S _______
Yn - (yn,hnyn,cony- k!

onde as componentes de Y de i+l até k sao tomadas nulas.
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Como em (1.27), Bn = ACn ~ onde:

1 1 1 S . |
o 1 2 3 -‘o‘ldnni..n"' i
0 0 l 3 6 R R O
(2.43) A=
0 cessesnes saevee ceoese . 0 1
0] ' o)
~  n h .. . h
Cn = diag[ll §+l l( g+1 )2’ ev ey (—_ﬁ_ﬂ-)k]
n n ~ 'n

e ln € o vetor para com i-passos estendido para k+1 componen

tes com componentes nulas a partir da (i+l)-ésima.

Com tais convengoes vemos que diminuir -a ordem & = tri-
vial, pois basta ignorar algumas componentes dos vetores em ques
tao. Igualmente seria trivial aumentar a ordem considerando nu-~
las as derivadas de ordem superior requeridas, entretanto ésta -
n3o se mostra uma boa técnica.

Se permitimos que a ordem seja aumentada somente de 1

em cada vez, de i péra i+l, podemos obter uma aproximacgao

para hi+ly(i+1)/(1+1)! calculando (TSN T . Notemos

que:

AR A A
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e para que possamos calcular esta diferenga descendente preci-

(1)

n-1* Colocaremos este valor

samos no passo n do valor de y

na coordenada i+2 de Yn e isto € equivalente a modificar a

rmatriz A para

- . -
1 1 1 eve 1
0 1 2 3 oo i
0 0 1 3 6 ... o

(2'44) A= o.o--o..oocooo-oooooo.o
0 ee e s s 0000000000 07 1 ' | (lj-nha i+1)
lo‘_.‘cAciccooooonc.o.ooo 0 l
0] o
L J

0 vetor Yn obtido usando (1.27) com A como aci-

ma & tal que contém na coordenada i+2 o valor hiyéii/i!-

Finalmente o cadlculo de _hiflyé1+;)/(i+l)! sera com-

pletado premultiplicando o vetor Y pela matriz:



(2.45) O
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-

lo 0 o.o‘:";’“ii“"o'.iio'.lort‘o;’ 0"‘; :
0 1 0 .b‘...l..'.'QUl:..}.t. "'0;’

1
= 1 (linha i+2)
i+l,i I+ T+1

a qual independe do passo.

Chamaremos a técnica de mudanca de ordem recém descri-
ta de técnica da diferenga de mudanga de ordem.
£ interessante notar que, em qualquer técnica, para pas

sar de uma formula F, para outra férmula Fj' devemos multi-

plicar Yn por uma matriz Oji’ em geral dependente do tama-

nho do passo.

Por um desenvolvimento andlogo a (2.3), (2.4) e (2.5)

podemos mostrar que:
((2.48) Bpey T Sp04 wa,s Fn* Y

onde F, & a formula usada no passo de x_ , para x_.
n : _ A n-1 n

‘A partir de agora omitiremos o'indiCe“'ih' e usaremos simples-

mente o Indice n, além de indicar Tnj= 8,0, -
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',o.o’h

Observacgao 2.2 Se tomamos Y = (yn,hnyn

1]
n-k+1¥n-k+1

e aplicamos (1.20) com a técnica. do passo variavel temos

'oji = I, pois neste caso, para mudar a ordem &€ suficiente a

avaliagao de f no ponto adequado.

~

Definicao 2.7 Definimos a matriz Tn como sendo o valor

de T  para a equagao. y' = 0.

TEOREMA 2.7

Seja um método PC com métodos de Adams usando a téc
nica do passo varidvel. Entao o método & estivel e convergen-
te para todo esquema de selegao de passo, mesmo que a ordem se

ja modificada em todo passo.

Prova:
Como estamos usando a técnica do passo varidvel temos
que On I, portanto Tn Sn e Tn Sm-l"‘sn' onde Si

é definida por (2.24), com as dimensoes adequadamente aumen-
tadas para k+1 a maneira de (2.43). O restante da prova se

gue como no teorema 2.5.

TEOREMA 2.8

Seja um método de discretizagdo baseado numa familia
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finita de métodos PC com métodos de Adams, usando a técnica
da interpélagéo para ﬁudanga de passo, e satisfazenao a pro-
priedade que a ordem de cada corretor & igual ou supera de um
a ordem de seu previsor.

Suponhamos que para os esquemas de selegdo de passo e formula
empregados, existe um Q finito tal que em quaisquer Q ou
mais passos consecutivos, ha pelo menos p passos consecuti-
vos constantes com ordem r  constante (onde r & a ordem do

método PC atual), valendo a relagao:

r se todos os Oﬁs sao a identidade.

r+l se a técnica da diferenga foi usada.

Entdo o método de discretizacdo & estivel e convergente.

Prova:

Temos Tn = Snon e por (2.9) segue(que:

s ey EM
T = (I-£ e;)" BO_ .

Como estamos usando a técnica da interpolagao vale que

Bn = ACn e portanto

N (tep E\M
T = (I Znez)

n ACnOn = RC_O

nn

onde R & uma matriz como no teorema 2.6, s8 que neste ca-

so R nao serd constante em todos os passos, pois dependera
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da ordem usada em cada passo. Entao denotaremos R por R

n
obtendo:
(2.47) T =RCO_,
. nnn
Notemos que On € uniformemente limitada (pois On
€ a identidade ou entao & como em 2.40), o mesmo ocorrendo
com Rn(como vimos no teorema 2.6). Portanto se 0 < i < Q,
“n+i - . ) -
Tn sera uniformemente limitada.

Se i > Q, por hipodtese existe pelo menos P pas-

sos consecutivos com passo e ordem constantes, logo Cq=0q= I

nos pontos correspondentes a esses passos. Além disso nestes

mesmos pontos & claro que Bq e Lq sao constantes. Assim

IN

existe g, n g £ n+¥Q tal que:

~n+i . Sn+i P ~d
Tn Tp+q(Rq) Tn

’ -
( )

o

com R uma matriz (r+l)x(r+l) como no teorema 2.6 e R u
ma matriz nula se todos os Oi =I ou R tem o elemento da
primeira linha e Ultima coluna igual a 1 se a técnida da di-
ferengca para o aumento da ordem foi usada. Das propriedades

da matriz R dadas no teorema 2.6 temos que:

Py =
RqX uxel
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|

onde luxl < pixti.

Pela estrutura de Rj’cj e Oj' el é um autovetor

comum a elas, associado ao autovalor *1, assim também

Tjel = e1 e temos:

“n+i _ WD+l P ~d _ n+1 p
(2. 49) T, el = i\lfx.‘pﬁLq(Rq) T 2] | B p+q(Rq) x| |
N .
I g+; eyl = luyl = xlIxl|
onde x =132 =17 . ... 7T 7.
n g-1 n
&u
\‘,\,
Segue que: K
‘\4 A N/’
XL s gy e 1T, Tl ]
T
< [ max | |7 11977 2] |
n<jsg-1 j
que aplicado em (2.49) fornece
T2*iz)) < k0 omax |7, 11397 |2]]| = cllz]],
n<js<g-1 ]

~

Como evidentemente Tn = Snon & uniformemente limi-

tada, o teorema 2.2 permite concluir a estabilidade.

A prova da convergéncia é feita como no teorema 2.6.

Observacao 2.3 Por (2.29) e pelo lema 2.2 podemos con-

cluir que, se o erro de truncamento local dn é de O(Hr), en

tao o erro global En é de O(Hr-l). No entanto Shampine pro
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vaem (16, p. 66] que, para o caso particular dos métodos PC
com métodos de Adams aplicados no modo PECE usando a técnica
dq.passo variavel, podemos concluir que com erro de truncamen-
to local de O0(H"), o erro global também & de O0(H'). Este fa
to sera usado no capitulo 4.

Comparando a técnica do passo variavel (definigao 2.4)
com a técnica da interpolagao (definicao 2.5) fica claro que em
virtude das hipoteses restritivas dos teoremas 2.6 e 2.8, a
primeira técnica abrange um conjunto maior de esquemas de sele-

¢ao de passo bem como de ordem.






CAPITULO 111

IMPLEMENTACAO DOS METODOS DE ADAMS

Neste capitulo nosso objetivo seré}a implementagao com
putacional de métodos PC com métodos de Adams usando a técni-
ca do passo variavel e da interpolagao definidas anteriormente
(definicoes 2.4 e 2.5).

Na técnica do passo variavel usaremos os métodos de
Adams na forma descrita no inicio do capitulo 1. Para tanto
precisamos do calculo do polindmio interpolador a cada passo, e
isto & descrito na secgao 3.1, onde & considerado também a ar
mazenagem eficiente dos valores envolvidos. Estes elementos sao
muito importantes do ponto de vista do custo computacional seria
mente onerado pelas mudangas de passo e ordem. Simplificacgoes

sao obtidas quando um certo ndmero ng de passos permanecem cons

tantes, o que evidentemente reduz o custo. O desenvolvimento a-
presentado € baseado nos trabalhos de Krogh [11l] e de Shampine

[16].

Na técnica da interpolagao usaremos os métodos na forma
de Nordsieck; na secgao 3.2 daremos uma maneira eficiente de e

fetuar o produto Y = AYn, usando o fato que A & a ma-

n+1 (o)
triz do triangulo de Pascal. Tomamos por base o trabalho de

Gear [3].

63
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3.1. Implementagdo dos Métodos de Adams com a Téeni-

ca do Passo Variavel

O método de Adams-Bashforth de ordem k €& dado pela

expressao:

X
n+1l

(3.1) Ph4p =Y, [x : Pk’n(t)dt,
n

onde P, (x) € o polindmio interpolador de
, .

usaremos a forma de Newtom:

f, para o qual

Pk'n(X) = flx ] +(x—xn)f[xn,xn_i] +
+ (x—xn)(x—xn_l)f[xn,xn_l,xn_2]+

I R (x-xn)...(x-xn_k+2)f[xn,xn_l,...,xn_k+1].
Definicao 3.1 Sejam x_,...,X  os pontos da discretiza-
¢ao. Definimos entao:

s = (x—xn)/hn+l

Wi(n+1) = hpthp+eovh o o 2 1

a; (n+l) = '$:+i+l iz

bl(n+1)

il
’.—l



(3.2)

e quando

(3.3)

de P

65

Yo (n+) Yy, (n+l) ., . ¢ (n+l)
by (n+1) wl(n)w (xzﬂ v (i)-l r 122
1 2 L i-l n
¢1(n) = f[an = fn
¢;(n) =Y (n).o by (nIEDx ,oee,x 4 4] iz 2,
Com as notagoes acima temos:
wi(n+l) = wi_l(n) + hn+1' i=2,3,...
wl(n+l) = hn+l
by (ntl)
bi(n+l) = bi_l(n+1). wi-l(n) i=2,3,...
trabalhamos com passo constante h temos:
b, (+1) = ih, a (+l) =, by(+l) =1 e
o, (n) = v lg para i =‘1»2
i n k 4 2L U

Com estas notagoes o termo

(X—Xn) ) (X-Xn_i+2)f[xnr LA 'xn+2-i3

{x) pode ser escrito como:



66 -

*
(3.4) (shn+l)(shn+l+hn)+...+(shn+l+hn+...+hn_i+3)

¢. (n)

1

vy, (n).. vy (n)

(Shn+l) (Shn+l+hn) (Shn+l+'°'+hn-i+3) .
wl(n+TT wz(n+I)  "' | wi-l(“+r),
VY, (n+l) V. . (n+l)
1 * o ® l‘-l _
I T VP
(sh_.,) (sh_ . .+V. (n))
= n+l n+l "i-2
Ty Dt T, (mvD) b, (n+1) ¢, (n),

Por simplicidade introduzimos a notacgao:

7

1 , 1 =1
sh
— n+1l _ .
(3.5) Ci,n(S) = ﬁ W =8 ’ i=2
( shn+l v shn+l+wl(n) ) ( Shn+l+wi42(n)
¥y (n+1) ¥, (n+1) Ty (n4l)
-

Colocando ¢;(n) = bi(n+l)¢i(n) temos:

k

(3.6) Py n(X) =Py (sh o¥x)) = ,5.C;  (s)of(n)

), 123,




67

Notemos que se s = 1, temos acima o valaor de

Py n(Xpe1) = Ppiqr que & uma aproximagao para a fungdo f em
I .

e

n+1® Ainda,por (3.2) , temos que Ci’n(l) = 1 e obtemos:

k
(3.7) pl’l'*‘l = lél¢1(n).

Para obter a aproximagao em x, substituimos (3.6)

n+l

em (3.1) e assim

k 1l
— *
(3-8) B4y = ¥p t By i§1¢i(n)foqirn(5)ds'
LEMA 3.1
-
1 se i =1
(3.9) Ci,n(S) = { s se i =2

Y, _,(n)
™ 2(n+1)]ci—l n
i=-1 - ’

v
W
.

(s) se i

[ai“l(n+l)s +
\

A prova & imediata por indugao sobre 1i.

Definicdo 3.2

S - 8

c D) (g) (sfq“l’ flc (s )d_ 4 d
i,n s e Jo o * e o i,n so So Slcto Sq—lc
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LEMA 3.2

Ined (-q) .
As funcoes Ci,n (s) satisfazem:

(3.10) Ci:g)(s) = [a, n+l) *s +

1—1(

(n)
1 2 (-
w (n+1) ]Cl

A prova se faz facilmente

(ver [16, p. 80 e 811).

Este lema serid usado no cialculo de C

parece em (3.8).

q) (-

l,n

por inducao sobre

PEES

Colocando 9y, ,q = (g=-1): C( q)(1) temos:

(3.11)

9i,q = 9i-1,q = 2i-1(0*1Igy_ 1 qu1v i

(s) -qa,; l(n+-l)cl

z 3,

g-1)
n (s).

que a-

que & uma conseqiiéncia imediata do lema 3.2. Da definicao

3.2 e de (3.9) obtemos:

Observaqéo 3.1

( l)(s)

"
Sm—
0
|
o))
0
]
0
-

(-1)
C2 n (s)

[}
—
0]
1]
o))
n
"
n
(V]

Podemos entao escrever:
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1 .
e =1
3 s i
(3.12g, _ = 1 se 1 =2
i,q q(g+I)
9i-1,q9 ~ ai—l(n+1)gi-l,q+l se i 2 3.
Observacao 3.2 Podemos provar que gi,q >0 e giﬂ;< grdqq

({16, p. 3061). Além disso g = Ci-i)(l) e portanto

i,1

k
Prt1 = Yn * Bpyy 32995 1010

Observacao 3.3 Se o passo for constante entao
g 1
= - i_l'q+l =
91,9 7 9i-1,q -1 ¢ i J €i,n(s)ds,

onde vy, , & como em (l.14), e portanto

O que constitui uma maneira simples de calcular os coeficientes
dos métodos de Adams com passo constante.

Pagsamos. .agora a construgao dos coeficientes péra a
corregdo. Usaremos o corretor com ordem um a mais que a ordem

do previsor.
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Seja o método:

rxn+l

= *
Yn+e1 = Yn ¥ Jx Pk+1,n
n

(t)at.

P£+1,n(X) interpola a fungao f sobre o0s mesmos pontos que
Pk,n(X) dado em (3.1) e mais um ponto extra (xn+1'pn+l)'
Entao,
(3.13) Pi*l,n(X) = Pk,nff) +

+ (x—-xn) (x-xn_l) .o (x—xn_k+l) fp[xn+l, e 'xn—k+lJ =

= Pk,n(X)+(Shn+l) (Shn+1+hh) vo.(sh_ ,+...4+h

n+l

- P
=B (0 + Q) ()6F) D),

onde ¢£+1 € como na definicao 3.1. Integrando (3.13)  vem:
1
(3.14) Yp+1 = ¥n hn+1J ];>]<,n(xn+5hn-i-1)ds +
o
1 p
+ hn+ljock+l'n(s)¢k+l(n+l)ds =

=p + h (n+1),

p
n+l T Ppi19+1, 1%+

Notemos gue Ie+1.1 pode ser calculado ja no'passo de
14 .

previsao, juntamente com os demais coeficientes gy -
. ’

P, =
k2! £ (X ve e e ¥ gy
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Quando usamos previsor e corretor de mesma ordem te-
*

mos uma formula semelhante a (3.14). De fato,seja Py n(x)
. 4
o polindmio que interpola f sobre os pontos
S SVE SUETTRRNS SRS SY entao podemos escrever:
* = o e * p
Pk,n(X) Pk,n(X)+(x xn)...(x Xn+2—k) (f [Xn+l""’xh+2-k] +

- f[xn,...,X ]) =

m—k+1

= - - - P =
Pk’n(x)+(x xn)...(x xn+2__k)(xn+l Xn-k+l)*f [Xn+1""’xn—k+lj
= Pk,n(X)+(Shn+l)(Shn+1+hn)"‘(Shn+1+hn+"'+hnrk+3)*
P
o) {(n+1)
k+1
* (hn+l+hnf"'+hn—k+2) wl(n+1)..;wk(n+1)
O T < N - M (smﬁf%va))
k,n wl(n+1) Py (1) wk_l(n+1)
"y (D) <b£+l(n+l)
Y, (k1 Py (tl) ooy, 4 (Hl) =
k wlhﬂl)".WkGﬁI) 1 k-1

=P () +C  (s)of,, (nl),

Denotando a aproximacao obtida usando o previsor e o corretor de

ordem k por yn+l(k) temos, como anteriormente, gue:

(3.15) y_,.(k) =p .. +h (n+1) |

P
n+19%, 1%k +1
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Construimos assim formulas para o calculo dos coefi-

cientes 9 3 dos métodos PC com métodos de Adams, bem co-
14

mé férmulas para a obtencao do valor corrigido a partir do va
lor previsto (formulas 3.14 e 3.15).

Resta-nos agora o calculo e armazenamento de

oP

k+l(n+1) e ¢i(n+l), para que tenhamos completado um passo.

2,1 (n+1) = v (n+1) ...y, (n+1) £Px ],i>1

n+1’° " *n+l-i

£ N S
= Uy (D) Lo () (2
1 T Fmel-i

]

s Adads 1o =

Agora Xx ., - = wi(n+l) e portanto temos:

X .
n+l-i

oF

i+ 1+

. . o
1(ntl) = wl(n+]..)f..wi_l_(n+l)f _[xn+l-"”'xn+2-i

‘“1 (n+l) .. .wi_l (nr+1)

TN R 3.

TIRC DR E - " St SN

Usando a definigio 3.1 vem:

(3.16)  ¢h,, D) = P (1) -b, (ntl)o, () = ¢F (L)% (m) , iz L,

Para i = 0 ¢§(n+l) = f(x £P e temos uma manei

n+1'Pn+1) = oy

ra de calcular ¢§(n+l),, i=112,...,k+1.

Com um raciocinio andalogo podemos mostrar que:




0y (n*1) = £ o

(3.17)
¢i+1(n+l) = ¢i(n+l) - ¢;(n) , i=1,2,...,k.

(3.16) e (3.17) sao formulas simples para o cadlcu-

lo de ¢§(n+lj e ¢i(n+l), mas podemos melhora-las do ponto de

vista de armazenamento na memdria do computador. A idéia é for-

mar ¢;(n) e armazena-lo sobre ¢i(n), entao formar ¢§(n+l) e
armazena-lo sobre ¢;(n) e por Gltimo formar ¢i(n+l) e armaze
na-lo sobre ¢§(n+l), o0 que nao & possivel usando (3.16) e

(3.17) diretamente.

De (3.16) deduzimos:

P = P
P = ¢P - = g2 .
05 (n+1) = ¢F(n+1) - ¢ (n) = £P . - o¥(n)

: k
p o 6P (ntl) -0k (n) = €9 - _ P
a1 (AFL) = o (mrd)=of(n) = £0-3 07 () = £h417Ppyy

de modo que ¢§+l(n+l) podevsef calculado independentemente.

Em seqguida este valor sera utilizado no calculo de ¢§hﬂ1),iﬁk“..,l,

a partir de:

(3.18) ¢§(n¥1) = ¢§;l(n+1) + ¢%(n) .
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>

Por outro lado a diferenca entre (3.17) e (3.16)

resulta em:

6147 (n*1) = oF L (n+1) =
= ¢, (n+1) - ¢P(n+]) =...=¢) (n+1) =¥ (ntl) = £ ., - €5,
e entao ¢i(n+1) - ¢P(n+1) = fn+l - f§+l de onde obtemos:
(3.19) o, (n+1) = oP(n+1) + (£, - ¢§(n+1)) i=1,2,...

Ficam assim resolvidos os problemas de calculo e ar-
mazenamento dos ¢E e ¢i'
Observemos que apenas o valor de ¢§+1(n+1) é neces
sario para completar o passo que calcula Yp+1r Was a nossa

preocupacao em calcular mais valores de ¢§(n+1) e ¢i(nﬁl)

€ devida ao fato que os primeiros serao usados para avaliar o
erro de truncamento local, como veremos no préximb capitulo, e
os demais serao usados no previsor do proximo passo conforme
(3.8). Como veremos no prdximo capitulo somente alguns valo-

res de ¢§(n+l) s3o necessarios para avaliar o erro de trun-

camento local.

Se observamos a construgao de ¢£+1(n+l) vemos que

para o seu cdlculo & necessiria uma avaliacao da fungao f.
Existe porém uma maneira de evitar tal avaliagao o que resul-

tara num modo mais eficiente de gerar os valores ¢§v e ¢i.
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Como dissemos anteriormente Pk n(x) interpola f sobre os
’

pontos

T ' =D
Xo41-ir 1 1,2,...,k e definimos Pral Pkﬂﬁxn+).

Podemos agora ver P (x) c¢omo o polindmio interpolador de

k,n

f ) e

f sobre os pontos - (x ), (Xn’fn)""'(xnﬂrk'rﬁl4(

n+l’ “n+l
considerar como na definigao 3.1, ¢f(n+l), para este poli

nomio. Andloga a prova de (3.16) & a prova de:

e _ e N .

¢i+l(n+l) = ¢i(n+l) ¢;(n) i=1,2,...,k
ou como anteriormente.
(3.20) 6 (n+l) = ¢%, . (n+l) + ¢*(n) i=k 1
ST i i+l i 1. ’

€ precisamos agora calcular ¢§+l(n+l). Mas notemos que como

(x) interpola sobre k pontos, este polindomio tem grau

Pk,n

no maximo k-1 e portanto'as diferencas divididas de ordem

maior que k-1 sao nulas, ou seja,

=0'

e _ ‘ e

e com este resultado (3.20) gera os demais ‘¢§(n+l).

Com o mesmo raciocinio usado para encontrar (3.19)

obtemos:

65(n+1) + (€0, - ¢T(n+1)) e

(3.21) ¢ (n+1) ntl

(3.22) b5 (nt1) = ¢T(n+1) + (£ ., = ¢T(n+1)),
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0 algoritmo abaixo representa a sintetizagao do que

acabamos de descrever:

a) Calculo de g, i=1,2,...,k+1
lyl . '
b) ¢;(n) = bi(n+l)¢i(n) i=1,2,...,k
Passo '
. k.
i = *
Previsor ¢ Pn+l Yy, * heoiy i_g_lgi'ltbi(n)

e -
¢k+l(n+l) =0

L ¢f+l(n+1) ¢§(n+1j+¢;(n) i=k,k=1,...,1

~ p -
c) Avaliagao fre1 = E(X 0 1/P4y)

- g, P 48
d) Passo Ynel = Ppel ¥ Bpiaken, 1 (Fpemty 0HD)
corretor : '
e) Avaliagdo £a1 = E(x 70v 41)
£) preparacao para by 0D = £ - 6T (kD)
o proximo passo . | ¢, (n+l) = o7 (mL)4y 5 m+l) i =k,...,l

Dissemos anteriormente qu‘e,se"ns passos sucessivos

sao

(incluindo o passo atual para passar de,'xn para xn+l)

tomados com tamanho de passo constante h, o custo  computa-
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cional para o calculo dos coeficientes é diminuido.

91,1
Passamos agora a justificativa desse fato.

Por (3.3) temos:
wi(n+l) = wi(n) i= l,2,...,ns-l

e por (3.2) Vo (n+l) = Y, -1(n+l)+h = nsh,
s s

Logo para o calculo de wi(n+l) basta comeg¢ar com Y e

calcular os demais por:

wi(n+l) = wi_l(n)+h i= ns+l,...,k.

Analogamente & facil ver que:

(3.23) a,(n+l) = a,(n), b, (n+l)

= b,(n) i=1,...,n-1
e os demais podem ser obtidos por:
a_ (n+l) = —= a, (n+l) = —1D i=n_+1 k
ng ng ’ i wiln+15 s 1ty
. g (n+1)
bns(n+l) = 1, bi(n+l) = bi-l(n+1) wi—l(n) rq%+l“..,k.

Em virtude de (3.23) ndo precisamos recalcular os

coeficientes g de (3.12) para i = 1,2,...,ns.

i,q

Representando a matriz de g como:

i,q



78

] |
i l i k+1
+1
T Y
: !
I
1 X X X |l X E X
B
¢ l
|
2 X . X |.
. v * |
. | . ]
) t
. : : ’/‘ i
. . ",’ X "J
24 . '

(3.24)

k+1 | @

precisamos para completa-la, somente gerar as colunas ns+l ate

k+1l. Notemos que na coluna j temos k-j+2 elementos e que o
nimero de elementos na figura entre as linhas cheias & sempre k,

independente de ng. Definimos entao o vetor V colocando:

Vik) =95 Vik+l-ng) = gns,k+1-ns
V(k+3“ns) = 9n_-1,k+3-n vi2) = n_,2
s s s
V (k+2- = =
( ns) gns,k+2-ns _ V(1) gns,l
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Notemos que o vetor V contém, nas posigoes l,2,...,k—ns+2,

as informacgoes necessarias para continuar a geragao dos gi_q
. 14
e nas demais as informagoes necessarias para o caso de preci-

sarmos aumentar a ordem de k para k+1.

NOs atualizamos V(g) para este passo formando:

(3.25) g = V(g) - a, (n+l)vig+l), q = l,2,...,k+l-ns

+
nS 1,9 s

e armazenando esses valores no prdprio vetor VI(q),
g = l,2,...,k+1—ns, isto & (V(q) < gns+l(q'
Dessa forma o vetor V contém a coluna ns+l da figura, nas

posicoes l,2,...,k+lfns, e esta preparado para o caSo do

proximo passo usar o mesmo valor para h. Para completar a

geracao dos 9 1 copiamos o vetor V(q) num vetor de traba
, oF _ ‘ |

lho W@, g =1,2,...,k+1-n_. Cada novo valor 9 q dado
: - 4 :
por: '
(3.26) 95 q " wiq) - ai_l(n+l)w(q+1)
14 . . .

€ armazenado em W(q) para‘ g=1,2,...,k+2-1 e assim 9; Iﬁw(l)
f 4

para cada i = ns+2,...,k+l.

Mudangas na ordem correspohdem»avadicionar ou sub-
trair um ponto de interpolacao. |

Se a ordem for diminuida nenhuma atifude especial de
ve ser tomada desde que a andlise acima independe da ordem que

foi usada no passo anterior. Se a ordem for aumentada , diga-
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mos k = katual = kanterior + 1 - entao devemos calcular mais
os elementos marcados com & na figura anterior; para isso a-

tualizamos o vetor V segundo:

v(k) = gz,s

V(k=3) « V(k=3) - ag ) (+D)V(k=3+1) 3 = 1,2,...,n-2

e voltamos em (3.25).

Caso ng seja maior gque a ordem do método a ser usa-
do entao os coeficientes 9 1 nao necessitam ser recalcula-
: ’

dos. Quando o passo for modificado (ns = 1) todos os coefi-

cientes 95 1 devem ser recalculados. Podemos neste caso ain
, =

da aplicar (3.25) e (3.26) comecando com V(q)=~g2 q’ g=l,2,...,k.
’

Em resumo quando n, passos sao tomados com tamanho

constante h, reduzimos o custo computacional do calculo dos

coeficientes 9; 1 due representa grande parte do custo total.
L4
Ainda, como armazenamos ¢;(n) sobre ¢i(n) e ¢;(n) =

bi(n+l)¢i(n) com bi(n+1) =1 para i = l,2,...,ns os ¢i(n)

devem ser calculados somente para i = nS+l,.;.,k, 0 que reduz

também o custo computacional, principalmente quando trabalhamos

com muitas equagoes no sistema.

As rotinas STEP e DE dadas em [1l6] sao tais que,
dados (a,y(a)) e um ponto 2z, elas devolvem uma aproximacao
para y(z). Essas rotinas escolhem o tamanho do passo tao gran
de quanto possivel desde que mantendo o erro de truncamento lo-

cal menor que certa tolerancia especificada pelo usuirio.
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Como conseqgiiéncia, certamente serd ultrapassado o ponto 2z
onde a solugao é desejada, e esta serd entao aproximada u-
.sando interpolagdo pblinomial\ ESta estratégia se mostra
mais eficiente que diminuir o‘tamanho do passo para atin-
gir 2z, uma vez que nofmalmente a solugao é desejada em ou
tros pontos mais avangados. Daremos a seguir os detalhes do

calculo do polindmio interpolador referido.

Suponhamos que jé'conhecemos aproximagoes em
X 42-i i=1,2,...,k+t1 e que X §vz van+1‘ Seja entao
Pk+1,n+1(x) tal que Pk*l,n+1(xn+2-i) = f.,0.4 © defina-
mos :

hI = Z = xn+1 . s = (x - xn+1)/hI-

‘Usando a definigao 3.1, um termo genérico de

Pk+l,n+l(X) pode ser escrito como:

sh shI+w1(n+l)

(o) ¢ et
vyt vpin

shp+y, _,(n+l)

Yeuu ) ¢4 (n+1)

Yi-1

Introduzimos entao, como anteriormente, a notagéo:

( 1l  . se i=1

shI se 1 =2
I wlin+55
cy (s)= < _

N+l .
sh sh +y, (n+l) " sh_+y (n+l)
(— I ) ( I 71" ) ( I Yi-2 ) 123
b, (n+l) ¥, (n+1) T by (n+l)

\ .
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e obtemos:

k+1" ol
yl(z) = Y, = yn+l I l¢ (n+1)jo 1,n+l(s)ds'
Definindo:
s A
shI . ’ o
Y se t=4
Fi(s{= |
sh_+y, ,(n+l)
I Yi-1
V. (nF1) se 1 =2 2
1 .
segue:
cl (8) =T, (s)Cr

(s).

1 n+l i- l n+l

I(- q)(s)

i,n+l como na definigao 3.2, o uso de in-

Considerando C

tegracao por partes permite deduzir:

qh o
Fi (s)CI( q) I ~I(-g-1)

i=1,1 +l(5) - wi_l(n+l)“i-l,n+l

I( q)
n+l(s)

(S)-o'

Definindo gi q = (q—l)lci(;ii(l) temos a recursao:
’ ’

-

-
]
-]

se

I
(1’91 1 T T N3-19i-1,9+1
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onde Ny T JIwED

Seguindo agora o raciocinio utilizado para encontrar as

. . .
expressoes de Pre1 © Pheye Obtemos:
k+1 1
Yy = Ypgy T Pp 3E195,10 (04D e
k+1
' = . .
Y, = 1E1P3 ¢y (0¥l
1 se i =1
onde c, =
_ i
pi-lri—l(l) se 1 2 2.
N

Notemos que para calcular Y, precisamos obter os coe-

o I ~ . . .
ficientes 9; q’ mas nao precisamos recalcular os ¢i(n+l),snls
, _

j& sao conhecidos do passo corretor, e assim o cadlculo de Y,
nao envolve nenhuma nova avaliagao da funcao f. Este & um fato
muito importante, pois faz com que o programa seja pouco sensi-

vel ao numero de pontos z onde perguntamos pela solugao.

3.2. Implementagao dos Métodos de Adams com a Téenica da

Interpolagao

A rotina Gear dada em ([9] implementa a técnica da
interpolagao usando os métodos de Adams na forma matricial de

Nordsieck.



Por (1.27) temos:

n+l (o) nn
Yn+l(m+1) = Yn+l(m) + KG(yn(m)) m=20,,...,M
Lo mye e
onde Y = (yn,hnyn,...,——ET———_—)

e k é& a ordem do método.

E claro que o vetor £ depende de k e em {3, p. 154] ele

(1]}

dado para métodos até ordem 8.

A matriz A acima & a matriz do tridngulo de Pascal
e com base nesta particularidade & dada a seguir uma maneira
econdomica, do ponto de vista de custo computacional, de efe-

tuar a multiplicacao Y = AYn (onde estamos identificando

n+l(o)

CnYn com Yn).

Calculamos sucessivamente:

1) Yni € Yni t Yo, i+l i=k,eee,1
2) Yni € Yni Yn,i+l i=k,...,2

k=1) ¥py ¢ Y4 Yn,i+l i = k,k-1
k) Ynk © Ynk + yn,k+l
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onde Yni & a i-é&sima coordenada do vetor Yn. E claro que

no algoritmo acima o vetor Y é gerado sobre o ve-

n+1 (o)

tor Yn' Vemos que efetuamos o produto desejado envolvendo

apenas somas e armazenamentos, e S3o requeridas exatamente
k*(k+1) /2 de cada uma dessas operacoes.

a implementagéo dos passos de corregao do método a-
cima & feita norralrente, sem consideragoes especiais.

Como pudemos observar, a implementagao da técnica da
interpolaé%o é muito mais simples que a da técnica do ‘passo
variével, devido aoc fato que na primeira os métodos tém seus
coeficientes dados a priori, nao sendo necessirio calcula-los
a todo passo como acontece no outro caso.

Entretanto essa vantagem é sbmente aparente, visto que a téc-
nica da interpolagao &€ mais instavel, e além disso quase to-
das as operagoes envolvidas sdao operagdes com matrizes, O que
acarreta um custo computacional maior do que parece a primei-

ra vista.






CAPITULO TV

ESTIMATIVAS E CONTROLE DO ERRO DE TRUNCAMENTO LOCAL

Os teoremas do finalvdo capitulo 2 nos garantem que

| k=1
o erro global E  satisfaz: llEnll < k2||Eo|| + i§0k2|[di!|.

Assim, se controlamos os erros de truncamento local d; manten

do-os menores que um certo valor € a cada passo, poderemos a
grosso modo controlar o erro global. 1Isto no entanto nao é to-

talmente verdadeiro, pois a constante k2' que depende do pro-

blema a ser resolvido, pode ser grande. Nos capitulos subée—
quentes suporemos sempre que tal nao ocorre, isto &, estaremos
resolvendo os chamados problemas nao "STIFF". -

Mudangas no passo e na ordem serao usadas para que o

erro de truncamento local di se mantenha menor que €.

Na técnica da interpolagao (rotina GEAR) usamos méto-
dos para passo constante e portanto uma estimativa para o erro

nk*ly 1) (o),

de truncamento local & dada por Cr+1 ver [13,p.90].

No entanto, para os métodos PC com a técnica do passo varidvel
(roﬁinas STEP/DE), estimativas para.o erro de truncamentb local
s3o invidveis. Por esta razio definimos um outro tipo de erro
mais natural e compativel com a pratica, o qual tentamos esti-

mar e controlar.

87



88

4,1, Estimativac FPara o Erro Local de Ordem k,k-1,k-2

Definicao 4.1 Seja Un(x) solucao de:

(4.1) u' (x)

I
th
%
g

5
x
e
)

1
e

Diremos que un(x; & a solucao local do problema (0.5).
Definicao 4.2 LE 11 =.un(xn+l) - Y41 Sera dito erro local do
método pelo qual calculamos Yo+l

Notemos que um método numérico tenta na verdade

aproximar a solugao u (x) ao inves de y(x) e portanto o erro

local é uma quantidade mais natural de ser controlada que o erro

de truncamento local. Se y_ = y(x,) entao u (x) = y (x) e

n

portanto LEn = E

+1 (erro global).

n+l

Definicdo 4.3 Diremos que o erro chal LEn € controlado

+1
por:

a) Unidade de passo se |L h

] <
En+lI = € n+l1

b) Unidade de passo no sentido generalizado se |LEn+l|s ch €,
onde ¢ & uma constante ,em geral nao conhecida

¢c) passo se lLEn+l| < €.

Provaremos a seguir um teorema que nos garante

que, se controlamos o erro local por unidade de passo no sentido
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generalizado, entao o erro global En+l sera proporcional a €.

TEOREMA 4.1

Se |LEk+l] < oehy ., k =0,1,...,n, entao

,En¥ll < rc:o(xn+l - a)exp(L(x ., - a)).

Provaz
Aplicando o teorema 0.4 para os PVI's (0.5) e (4.1)

tem-se:

Cly(x) - w(x)]| < |y(x)) -y |*exp(L(x-a)),

Para x = x segue que:

n+l

1Y O )Y = o () Vg |5 1y O )y Gy ) |

ly(xn‘!‘l)—yl‘l'f‘l]-lmn'f*ll < Iy(xn)_ynleJ@(Lhn_'_l)°

Finalmente usando a hipotese temos:

(4.2) '|En+1l < |En|exp(Lhn+l) + eoh ..

A prova acima foi feita para En+1'.por conveniéncia de

notagao mas € claro que (4.2) permanece valido para

..,E_=0. De posse desse resultado prova-se facilmen-

En'E o

n-1’"

te por ~“inducao sobre n que:
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n n .
.z cehjexp( L ) + 0€h +1°

(4.3) |E 4] s 5

1 257i+1

Por outro lado vale:

n

exp (L < exp(L(xn+'1-a))

1-3 1+1)
e portanto (4.3) toma a forma:

n+1

IEn+l| < J):lcehjexp(L(xn+l—a)) =

n+l '
= oEexp(L(xn_'_l-a))j;lhj = eo(xn+1-a)exp(L(xn+l-a))

0 que demonstra o teorema.

Usaremos no que segue as notagoes:

n+l(k 1) & o valor previsto em X.4,) Por um previsor

de ordem k-1.

Pn+1 & o valor previsto por um previsor de ordem k.

yn+l

tor de ordem k.
Yo+l é a aproximacio obtida usando um previsor de or-

dem k e corretor de ordem k+l.

- Definicao 4.4 Definimos Len;l( ) colocando:

(4.4) Le k) = u (x 1) =y (k).

n+l

(k) & a aproximagao obtida usando previsor e corre
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Esta nova quantidade serad uma aproximacac para LEn+l

e nos auxiliard na selecao do novo tamanho de passo.

E de se esperar que Yp+1 aproxime melhor un(xn+1

)

que yn+l(k). Baseados neste fato heuristico podemos construir
uma estimativa para: ﬁen+l, comparando os resultados de formu-

las de ordens diferentes. Escrevemos:

]

Ken+l(k)—[un(xn+l)—yn+l] = £en+l(k).

Por (3.14) e (3.15) temos:

+ h (n+1)

= . P
Yn+1 T Pnta n+19k+1,1%+1

(k) h (n+1)

= P
Yn+1 Pot1 7 Pne19,1%+1

e portanto (4.5) torna-se:

(4.6) £ (k)

= _ P
€n+1 hn+1(gk+1,1 9k’l)¢k+l(n+l).

Temos assim uma estimativa para ZLe (k). De posse

n+1l

dessa estimativa nada mais natural que soma-la a aproximacao

yn+l(k) para obter uma nova aproximagdo que acreditamos ser me

lhor (este processo & conhecido como extrapolagao local):

4.7 Yne1 = Yper () (yn+1'¥n+l(k)) * Yy (K) + Lep (k)
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Daremos a seguir uma justificativa para a estimativa

(4.5) de Zen+1(k). Mostraremos também que estimativas para

£en+l(k—l) e Een+1(k—2) podem sexr obtidas usandq_somente as
informagoes disponiveis devido ao calculo de 'Y,41+ A estima-
tiva para {Le . (k+l1) sé sera possivel se hipdteses adicio-

nais forem feitas.

Consideremos inicialmente o erro no valor previsto Phi1e

Sejam P, (x) como em (l.1) e B (x) tal que:
14

(4.8) . P (x

Entao
xn+1
= Ty - =
(4.9) un(xn+1) Phil f (un(t) Pk'n(t))dt
xn
*n+1 N *n+l
= jx (un(t) - Pk,n(t))dt + [x (Pk,n(t)-— Pk,n(t))dt.
n . n

A primeira integral & o erro de truncamento local pa
ra a solucao 4 (x) e usando ' (1.8) temos que, se o método &
de ordem k, entao este erro & de O(Hk+l). A segunda inte-
gral é o erro devido aos valores anteriores nao serem exatos e
usando a formula de Lagrange para os polindmics acima  podemos

escrever:

e e
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Xl

(4.10) f B (6 - B _(£)at =
’
xn
k .
= P 3Bt o3 % e g)) T By 0 Vg g

*ml k

(4.11) IL% By n 8 = By peatl<lh gL 5 1B T (kg 0=y, 4]

onde L & a constante de Lipschtz de f, e se os quocientes’

de passos sucessivos sao limitados entado os IBjkl‘ também o

sao (teorema 2.3).

Agora,

(4.12) u_(x u_(x

n&b-)&ynﬂrjll nﬁlj)'y(n+lj)rﬂy(rﬂi j)yh+b-|

onde, conforme a observagao 2.3, se o erro de truncamento lo-

cal & de O(Hk+l), entao

k+1

(4.13) |y(xn+l_j) - yn+l-j| = 0(H ), jo=1,...,k.

Consideremos novamente os PVI's(0.5) e (4.1); en-

tao pelo teorema 0.4 temos:
Iun(x) - yi(x)]| = ]yn - y(xn)]exp(L]x-xnl)

e portanto podemos escrever:
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iun( n+l- 3) Y(Xn+1_j)1 < lyn-y(xn)lgxp(LkH).

Usando agora (4.13) com j = 1 vem: .

) k+1

(4.14) lun(xn+1_3 )| = 0(H )

- y(xm-l--j

Levando (4.14) e (4.13) em (4,12) e esta a (4.11) obtemos:

k+1, _
(t)-Pk'n(t))dt| O(H  7) = O(H

< hn+l

| n+l
(4.15) f (¥
% k,n

n
concluindo a partir de (4.9):

k+1

(4.16) ( = 0(H ).

*+1) = Pnia

(4.15) fornece o erro devido ao fato de os valores ini-
ciais para o problema local nac serem exatos. Observemos que tem
ordem superior a do erro de truncamento local para un(x);

Agora podemos encontrar a ordem do erro local do método

* ~ -~ . .
PC. Sejam Pk,n(x) e Pk,n+l(x) polinomios tgls que:

Pk'ml(xn"'l J = Uh(xn‘"l“j ) k'ml(xml) u' (xn'*_l)

para j =1,2,...,k-1. Entao temos:

(£)-P _(t))at

*ntl - fﬁ&l
®

(4,17) zen+1(k) = Jx (uf (£)- Pk n+l(t))dt +

n,

k,n+l
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Como anteriormente; a primeira integral & o erro»de Eruncamen—
to local para 1y (x) e portanto, devido a (1.8), éAdé_Oﬂﬂai).
A segunda integral, podemos mostrar como fizemos de _(4,10) a
(4.15), que & de O0(u<*2), o

Um raciocinio inteiramente analogo mostra que,-quando
usamos um previsor de ordem k e um corretor de ordem k+1,

k+2

0 erro local & O(H ) e assim temos:

K%ﬁﬂk)=L%0%H)-%Hﬂk)=ywﬂ-r%ﬁlm)+

k+2,

*oup(Xpp1) T Ype1 T Ypep T Ype (k) + OUH

Justificando a estimativa (4.5) para o erro local,
Com procedimento andlogo podemos estimar e analisar o
foi eXecur

erro local em x se o passo de X, para Xx

n+l n+1

tado com previsor e corretor de ordens k-1.

k
Temos Len+1(k-l) de O0(H") e

(4.18) n+l(k 1) = un(xn+l)—yn+1(k-l) = yn+l(k)-yn+l(k-l) +
+1
dou(x )y 00 =y o K=y, kD0 EY.
O problema agora € estimar Een+l(k-l) sem calcular
n+1(k 1), pois
kr2
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e este cadlculo envolveria mais uma avaliagdo da funcgao

f(xn+l,pn+l(k-l)), o gue devemos evitar. Para issQ_formamos:

k=2
(k=1) ==yn4-h

* P
(4.20) 1 32185 k1 Fn-5 F P10, k-18ne

Intl1

k+1

e vamos provar que (k-1) | = - 0 (H

|S’:n+l(k-‘1) T Yne1 e

De fato, devido a (4.19) e (4.20), tem—-se:

19, g L=y, (=1) | = (£ (x

*
P188 k-1 € Ky Py

S HIBZ 11 1L 1PryPryy (k1) | < HIBE by [LL [Py =0, ) [+

+lu xq) - ph+lﬂodJ|].
Agora por (4.16) temos:

Py = Uy ey | = 0™ e fp ) D x ) |=

0 (&%)

e portanto:»

(4.21) 'Yn+1 (k=1) = y ;-1 ]| = o *l).

Por (4.18) temos:

)=£(X 1P yq (k=1))) |5
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| | . _ _ k+1, _
(4.22) Loy (1) =y 000 =y (k1) + 0T =
=y, ®) = T, (k-1) + o) =
- _ P k+1
hoat (9 179y 1) 00 (nel) + 0 ()
e obtivemos uma estimativa para fe  ,(k-1) sema avaliagdo de
B 1/Ppep (1))

Com um raciocinio totalmente andlogo podemos mostrar

que:

; k
Ken+l (n+1) + O(H"),

“2) = h . Aq. . .- P
(k=2) = B2 {9k-1,17%-2,1" %=1

E interessante observar que as estimativas para Zen+l

dependem somente do valor da fungdo £ no valor previsto, nao
sendo portanto necessaria a Qltima avaliagao do modo PECE pa-
ra calcular tais estimativas. Isto & um fato muito importante

para o caso de o passo nac ter sucesso (quando Ken+1(k) nao

satisfaz |£en+l(k)l < g).

4.2, Estimativa para o Erro Local de Ordem k+1.

Para encontrar uma estimativa para £en+1(k+l) preci-

samos das hipoteses adicionais que o tamanho do passo seja cons
tante h assim cbmo_a ordem k. De maneira andloga a (4.15)

e (4.16) valem aqui:
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' \ _ k+2 -
un(xn+l) - pn+l(k+l) = Q(H ) e

X
, Ml "
(4.2 fe_, (k+l) = [x (wi(e) = By,i L (e)de
. _
*at1l _ . ' N
. Jx Byrg et (6 By (8 08
n

Como anteriormente a primeira integral é o erro de truncamento

local para un(x) e portanto por (1.16) & de .0(h ).

O problema & que, com o mesmo:raciOCinio usad§;na estimativa de
Le ., (k), nao conseguimos.provar'Que‘a Seguhda integral & de

k+3

0(h ). Precisamos agora dos seguintes résultados.'

TEOREMA 4,2

Sejam' h o tamanhovdq'passb, k e k+1, as ordens do

previsor e .do corretor respectivamente. Se h e k sao fixos

e se }y(x) & suficientemente diferenciavel, entao o erro global"

do método PC aplicado no modo PECE satisfaz:

(4.24) E k+2

hk+1¢(xn) + 0(nk*?)

n

onde ¢(x) & solugdo de:

(4.23) 0 (x) = Glx)O(x) + BY 1) G(x) ka(k+l) (x)+v§ 1Y *+2) (x)
¢(a) =0
Cbm G(X) =

fy (x,y(x))
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Prova: ver [1l6, p. 72].

TEOREMA 4.3

Seja f de classe cl. Entao

(4.26)  w (x) = y(x) + 6v(x) + 0(62)

onde v & solugao de:

(4.27) | v'(x)

= fy(x,y(x))v(x)
v(xn) = 1
e § = Y, "~ y(xn).
Prova:

Se definimos y(x,A) como a solugao do problema

y'= £(x,y) que no ponto x_  vale A, ‘ent3o pela hipdtese so-

bre f podemos provar que y(x,A) & diferenciavel em relagao

a A. _
. = _oy(x,A)
Seja v(x,A) = A
oy (x ,A)
- _ n = __O0A _

(4.27) & satisfeito por v(x,A). De fato:
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dv(x,A) _ 3 dy (x,A) _ _3 dy (x,A)
A % A A IX

—§A-<f<x,y<x,m>;-= £, %,y (%,8) ) =gy (x,) =

fy(x,y(x,A))v(x,A).

Como u (x) € a solugao do problema que em x, vale

Yo temos uh(x) = y(x,yn) e analogamente y(x) = y(x,y(xn)).

Por Taylor obtemos:
un(x) = y(x,yn - y(xn) + y(xn)) =

oy (x,y (xn)) v 2
= y(x,y(xn))+(yn—y(xn)) YN + 0((yn - y(xn)) )

Tomando v(x) = v(x,Y(xn)) obtemos:

un(x) = y(x) + Sv(x) + 0(62)

O que prova o teorema.

Voltando a analisar (4.23) escrevemos:

K
Pea1, el B Pfyq, p (B AE[HL 30 [BY 1y [T, (00 D=y 1+

J

HL|BE 1iq 118, Kpyg) =Py (4D |
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e usando o teorema 4.3 temos, para j7=20,.g.,k,

u_(x )-yn +1-

n “ntl-j

_ P,
j—y m&g)%ﬁljévm j)+_0(§)

onde § =y

Usando agora o teorema 4,2 temos que:

k+2
xn+bfﬂ Yrel-j = ¢(x ) + 0 )‘

k+2

- 0 x )0 )vix,, j)+0(62).

‘Desenvolvendo V(X ., ;) e ¢(x ) porrTaylor em

n+1-3

torno do ponto X, vem:

v (x ) = vix)) + 0(h) =1+ 0(h)

n+l-j

)

¢(Xn+1-j ¢ (x ) + (,l"'j')hsb' (x ) + 0(h2)_

e substituindo na expressao anterior temos:

u_(x

Pkl o k2,
n Fpp1-5) yn+l—3 ¢ (x )+ (1-3)h"""9 (xh) +

+ 0Kt k+l¢>(x 140 (1512 40 (62) = (’“‘2)

k+1

desde gque suponhamos § = 0(h" 7).
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k+2

Como ja dissemos un(xn+l) - pn+l(k+l) = 0 (h ) e

entao podemos escrever que:

n+l | Y
k+3

- p* = 0+(h:
[ (P] 1, Il(t) .Pk 1, (t))dt = 0(h )

n

k+2

-

e como consegiiéncia £en+l(k+l) € de O0(h );

As hipoteses de que'o passo e a,ordem sejam constantes
ndo sd3o t3o irreais quanto parecem, pois a rotina STEP tem uma
forte tendéncia em tomar grupos de passos com tamanho constante
e ordem fixa. Dentro de cada um destes grupos as hipdoteses aci-
ma sao satisfeitas e portanto na pratica as aproximagoes feitas
sao validas.

Vamos agora encontrar uma estimativa para o erro

Len+1(k+l). Para isso suporemos que temos calculado uma aproxi-

mag¢ao para un(x ) » que chamaremos S +1r Com um previsor de

n+l

ordem k+1 e um corretor de ordem k+2. Entao uma estimativa

para zen+l(k+l) pode ser construida exatamente como para

Len+l(k), isto e,

£eh+l(k+l) = u_(x (k+1) L (k+1) +

n+1) Yn+1 = Sn+1 Vn+

3

)=s

+ un(x ),

A oLk
el (k+l)f9(h

n+l = Sn+17¥n+l

onde Y,+1 (k+1) denota a aproximagdo obtida por previsor e cor

retor ambos de ordem k+1.
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Por (1.18) e (1.19) temos:

k+1

(k+1) + hy, VN (x (k+1))

S

n+l = Pn+1 n+1'pn+1

yk+ (k+l))

+l(k+1) =p +1(k+1)+hYk f(x

n+1’p +1
e poftanto obtemos a estimativa paraA‘Kén+i(k+l)
(4.28) Ken+1(k+l) = h(Yk+l - Yk)? f(xn+l,pn+l(k+l)).

Notemos no entanto que & preciso calcular

f(x

ne1’Ppey (k¥FD)) e néo“estamos ihtéresSadbs.hiss¢, pois aldm

do calculo de pn+l(k+l), ‘seria necessiria uma avaliacdo - da

fungéo " f. Mostraremos a seguir que & possivel aproximar -

k+lfp

n+l usando va}ores ja obtidos quando calculamos yn+l(k)

com extrapolagao l¢cal. De fato, se esta foi feita, ja calcu-

lamos yn+l e portanto-podemos calcular agora _f(n&ldG&l)

Por outro lado temos:

K+l ¥
(k+1))+ Zﬁ(IUj(kHHf'

+1 -
(4.29) Vk f(x 3 " Fr1-3 T

(k+1)) = £(x

l’pn+l 1Pl

k+1
(D) + 1o (1)3(k*1 -f . =

)£ ntl

= f(x_

1 P+l +1-3

_ +1
= £(X 1/P,q (kt1) - f(x 1Y) t v £l

+ 0kt

= e

ml
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Substituindo (4.29) em (4.28) temos:

k+3

" _ L okl _
Lenp k+1) = iy = vV 76, + 0T =

k

_ 3
= hyi+1(v £

- kan) + 0(nkt3),

n+l

Observemos que para calcular a estimativa acima € ne-
cessdrio que tenhamos feito a Gltima avaliagao do modo PECE, o

que nao ocorre para o cadlculo das estimativas de Zen+1(k),
Zen+l(k—l) e Zen+l(k-2). Este fato tera grande influéncia nocs

algoritmos de selecao de ordem tratados no proximo capitulo.

Para finalizar este capitulo provamos que o erro lo-
cal do corretor & assintoticamente equivalente ao erro de trun-
camento local, se y & suficientemente diferenciavel.

De fato, pelo teorema 4.3 temos:
U.n(x) = y(x) + 0(8)

e podemos concluir derivando sucessivamente que:
(1) = (1)
(4.30) 4 (xn) =y (xn) + 0(8).
Usando (1.7) vem:

X+l y(k+l)bsg *n+l

(k+1)
(4.31) 04y = L [xn wit)dt = —p Lgn w(t) at+0 @)

e
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e como fizemos no capitulo 1 podemos provar que o erro local &

da forma:
(k+1) X+l ey Al i
(432 ZLe_, (K =—-‘E‘P——“ﬂ—f Cw(tat = B2 f Wit e (119,
* X _ ‘ t X,

Entao, usando agora (4.30) e-quéf-§'= O(Hk+l),. te-

mos que OS erros em guestao sao assintqticamente_equivalentes.






CAPITULO V

ESTRATEGIAS PARA SELECAO DA ORDEM E DO PASSO. A FASE INICIAL
DO PROCESSO. A INFLUENCIA DA REGIAQ DE ESTABILIDADE ABSOLUTA
NESSAS ESTRATEGIAS

No Capitulo II nds desenvolvemos a base tedrica que
nos assegura a convergéncia e a estabilidade dos métodos de
Adams. No Capitulo III demos maneiras de calcular os coefi-
cientes desses métodos usando-os no Capitulo IV para estimar
‘o erro local. Neste capitulo usaremos os resultados dos capi
tulos anteriores para desenvolver algoritmos para a selegao do
passo e da ordem. Como ja dissemos oportunamente, s8 conse-

guimos justificar a estimativa para o erro local £en+1(k+l)

quando o passo e a ordem sao constantes, por essa razao nhos-
sos algoritmos terdo uma forte tendéncia em tomd-los constan-
tes por grupos.

Ja que no inicio temos somente o valor inicial Yor

devemos comegar aplicando um mé&todo de ordem um, para em se-
guida aumentar a ordem até umblimite que o programa achar sa-
tisfatdrio para o controle eficiente do erro local. As rotinas
STEP e DE tratam de'modo especial este caso e chamam-no de
fase inicial. O problema, como veremos, reside justamente no
fato de compatibilizar aumento da ordem com tamanho de passo
cbhstante.

Desenvolvemos inicialmente as estratégias de selegao

de passo e ordem para .as técnicas do passo varidvel e da in-

107
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terpolagao.

Depois faremos algumas consideracgOes a respeito das im
plicagoes das estratégias de selecao de passo e ordem quando re
solvemos um problema "STIFF"; para isso serid necessario anali
sar as regioces de estabilidade absoluta dos métodos de Adams (com
passo constante).

Queremos ainda lembrar que as estratégias aqui estuda-
das sao usadas pelas rotinas STEP e DE, as quais implemen-
tam os métodos PC no modo PECE com métodos previsor e corre
tor de Adams de ordem k, com extrapolagdo local e com a técni
ca do passo variadvel. Da mesma forma estudamos as estratégias
usadas pela rotina GEAR que implementa 6s métodos PC no mo-
do P(EC)ME, M £ 3 com métodos de Adams na forma matricial de
Nordsieck e com a técnica da interpolagao. A rotina GEAR im
plementa ainda uma opg¢ao para o tratamento dos problemas "STIFF"
cuja andlise foge ao contexto deste trabalho, podendo ser encon
trada em [9,capitulo 11] e em [31].

De 5.1 até 5.5 estaremos tratando da técnica dopas
so variavel, (rotinas STEP/DE) de 5.6 até 5.8 trataremos
da técnica da interpolagdo (rotina GEAR) e em 5.9 voltamos no

vamente as rotinas STEP/DE.

5.1. Argumentos em que se Baseiam as Selegoes de Passo e

Ordem nas Rotinas STEP/DE

Deduziremos nesta secao estimativas para o erro local

em Xx .., nas quais se baseiam as estratégias de selecdo de

passo e ordem usadas por .STEP/DE [16].

et e e 2 i e
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Tendo completado o passo de x_ para X ndés po-

n+l

demos avaliar o erro local (e (k) a partir da formula (4.6):

n+l
. o P (.
e i (R [=lh 1y (gphy 1 = 9k, 1) k4 (PHD)

que denotaremos ERR. Aceitamos o passo se ERR s’é‘ e rejeita
mos como contrario.

Conforme salientamos oportunamente no Capitulo IV, uma
idéia basica para a construcdo das estimativas para o erro lo-

cal & que o erro de truncamento local para u (x) domina o er-
ro devido a incorregcao dos valores anteriores (yn+l;j)7- usa-

dos no calculo do polindmio interpolador. Uma outra idéia que
usamos no capitulo anterior & que o erro de truncamento local

para 'un(x) resulta do erro de interpolagado, e a sua éstimati-

va € essencialmente a estimativa deste erro. Assim, conforme o
teorema 0.2, aproximar o erro de truncamento local para‘hh(x)

€ aproximar ir’ ' e esta aproximagao & feita pela di

ferenca dividida f[xn,...,xn_k]. Agora, quao boa &€ esta apro-

(k+1)
U d) (g

ximag¢ao depende principalmente de quanto u varia so-

bre o intervalo gque contém os pontos xn,...,xn_k. Sobre este in

tervalo podemos escrever que:

(k+1)

(k+1) -
u (8) = ug

(xn) + 0(H)

e portanto numa andlise limite a aproximacao & razoavel., Um dos
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objetivos do ajustamento da ordem & exatamente fazer com que

o programa use métodos com ordem k, de tal maneira gue

uék+l)(£) seja quase constante.

Suponhamos que o passo de X, para Xx, .4 teve su-

cesso. A proxima etapa sera adiantar uma estimativa para (o}

de x este passo for
erro local no passo n+l Para X .o, se p

feito usando métodos de ordem k. Esta estimativa, que esta-

ra fortemente ligada as duas idéias acima, & dada por:

~ - |%
(5.1) |£en+2(k)I-Ihm‘z(quJrl,l gk,1)¢k+1(n+2)|

onde 6P,  (0+2) = ¥ (n+2) ooy, (042) £P0x o yeunyx n (D0

¢£+1(n+2), cujo éélculo depende de Y427 sera substituldo

por ¢£+1(n+1), 0 que & justificado pela hipdtese feita de

(k+1)

considerar u (x) <gquase constante.

Ficamos entao com:

(5.2) |2 (k) |=|h

. - ’ p .
®n+2 n+2 (k41,1 = 9k, 1) Pka1 (FD) |

que entretanto despende de hm‘2 ainda nao conhecido. Descre
- vemos a seguir uma maneira de resolver este problema mais sa-
tisfatoriamente que por simples tentativa e erro.

O objetivo final sera determinar hn+2 que satisfa-

ga |Le (k)| < e.
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Tomando h = hn+l e supondo que os k-2 passos ante-

riores bem como hn+2' foram tomados com tamanho de passo cons-

tante rh obtemos:

o

P = P -
~ rko (n+l)¢p (n+l)
k+1 k+1
onde
1 se i=1
(5.4) o, (n+l) = < |
| oi_l(n+l)(i"1)h i 2.
wi_l(n+1)

Sabemos que quando o passo € constante vale gk+1 1~ %1% Yi'
7 4

assim a estimativa (5.1) se torna:

[len+2(k)|=lrk+lhyﬁc (n+l)¢£+1(n+l)|_

k+1

Esta estimativa & muito conveniente porque ela é facilmente cal-

culavel a partir de valores ja obtidos. Se ng Ppassos anterio-

res foram tomados com tamanho constante h, a formagao dos

ci(n+1) torna-se ainda mais simples. De fato, como wi(n+l)=ih,

i< nS temos que:
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+ 1

|
1]
[tV
=
A
s

(5.5) oi(n+l) = <

(i-l)ai_l(nf;)oi_l(n+l) 12 n,+2

.

Formemos agora a quantidade

- P
(5.6) ERK = |hy (n+l) o, 4 (k+1) |,

KOk+1

que seria uma estimativa para o erro local em x se os passos

n+l
anteriores tivessem sido tomados com tamanho constante h, Como
mostramos acima, uma previsdo para o erro local em X042 pode ser

dada por rk+1ERK.

Se o0 passo nao teve sucesso devemos repeti-lo. Neste ca
so a "nova" previsao para o erro local em sl sera dada da

k+1

mesma forma por r ERK, supondo um novo hn+1 de tamanho rh.

Devido a diversos fétores que ja mencionamos e que men-
cionaremos mais adiante, nao permitiremos que r varie muito es
taremos interessados somente em valores de r proximos de 1, re
sultando dal que a nossa suposicdo de que os passos sdao igualmen-

te espagados ndo é tdo irreal quanto parece.

5.2. 'Selegao da Ordem

Formemos as quantidades

ERKML = |hy}_j0, (n+1) 4P (n+1) |
(5.7) '
ERKM2

IhvE_ 50, (A1) 6P ) (n+1) |




113

que seriam as estimativas para o erro local em X.41r S€ o pasg

so de X, para x tivesse sido tomado com ordens k-1 e

n+l
k-2 respectivamente e os passos anteriores tomados com tamanho
constante h. Exatamente como ERK as quantidades acima repre

sentam uma previsao para o erro local em Xn+2* Como dissemos

/

anteriormente, para que possamos calcular uma estimativa para

ﬂen+2(k+l) € necessario que o passo de X ~para X nao te

n+l

nha falhado. Justamente como antes, a previsao deste erro &:

(5.8) ERKPL = |hyf o, ., (n+l) [ .

Desde que pretendemos que oOs passos sejam constantes h,

a solugao numérica em x ., &:

h£P

(5.9) 2

+ Yithp

Yn+2 = Ype1 ¥ n+2te e

que & um andlogo & série de Taylor para a solugao local, Uh(x).

A nossa estimativa para o erro local consiste em truncar tal sé
rie num dado termo e tomar o seguinte como esta estimativa. Pa
ra que haja convergéncia da série acima € necessirio que seus:
termos decresgam em mbdulo. Assim, a idéia bisica da selegdo
de ordem & considerar termos desta série até que eles comecem a

crescér, pois neste caso eles nao teriam mais significado. Es-

tes termos dependem do tamanho de passo hn+2 que nao conhece-

mos ainda, mas como no algoritmo de selegao de passo permitire-

mos que hn+2 varie somente no intervalo [0.5h,2h],escolhemos
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para h ., o valor de h. Queremos enfatizar que esta escolha

serd somente no algoritmo de selegcao de ordem, pois quando des-

crevermos o algoritmo de selecdao de passo veremos que hn+2= rh,

A filosofia do algoritmo de selecdo de ordem & mudar a
ordem somente se o erro com a nova ordem for diminuldo e se exis
tir uma tendéncia nos termos da série. |

Em todo passo serd considerada eﬁ-primeiro lugar a pos
sibilidade de diminuigaoc da ordem de k paia k-l, o que, se-

gundo a nossa filosofia, serid caracterizado por:

a) ERKM1l < ERK (diminuigao do erro local)
(5.10) _
b) ERKM2 < ERK (tendéncia nos termos da série em aumentar).

Em a) e b) usamos =< porque preferimos  trabalhar
com a menor ordem possivel, isto ﬁor diversos fatores, inclusive
a estabilidade absoluta.

Notemos que, se k = 2, nao podemos calcular ERKM2, e
neste caso exigiremos uma forte indicagdo de diminuigado no erro.

local ,para qué diminuamos a ordem,através de:
(5.11) ERKM1 < 0.5ERK,

No caso de (5.10) nao ser satisfeito e a estimativa
do erro local com ordem k+1, segundo (5.8) for possivel, di-

minuimos a ordem se:

a) ERKM1l < ERK (diminuic¢do do erro)
(5.12) '
b) ERKM1l < ERKP1l (tendéncia nos termos da série em aumen-

tar).
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Em resumo, diminuimos a ordem de k para k-1 se:

Para k > 2, MAX(ERKM1,ERKM2) < ERK

Para k =2, ERKM1l < 0,5ERK

ou entao se:

-

MIN (ERK,ERKP1) (quando o cadlculo de ERKP1 &

A

ERKM1
possivel).
Queremos chamar a atengao para o fato que ERKM1,

ERKM2 e ERK sao obteniveis mesmo se o passo de X para

n

X n3o teve sucesso, por conseguinte a diminuigdo da ordem

n+1
sera considerada mesmo apds passos falhos.

Conforme a nossa filosofia, o aumento da ordem ndo se
ra possivel depois de passos falhos, pois neste caso nao dispo
mos de ERKPI. | |

Aumentamos a ordem se:

a) ERKP1l < ERK (diminuig¢ao do erro local)
(5.13) ’ .
b) ERKP1 < ERKMl (indicag@o de que os termos da série ain

da estdo diminuindo, e portanto a ordem
deve ser aumentada).
Notemos que, como consideramos sempre em'primeiro lu-
gar a diminuigao da ordem, se estamos tentando aumentd-la é por
que nao foi possivel diminui-la, e foi obtida a estimativa

ERKPl. Isto nos garante que valem:

(5.14)  ERKM1 > ERK ou ERKMl > ERKBI.
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Portanto, se um aumento de ordem foi decidido é porgue
(5.13a) e (5.14) foram ambas satisfeitas, o que.evnkmbamume
implica em (5.13b) que serd entdo desnecessaria.

Quando k =1 o cdlculo da estimativa ERKM1 nao @&
possivel e neste caso aumentamos a ordem somente se for verifi-
cada uma forte indica¢ao de diminuigao do erro local, detectada
por:

ERKP1 < 0.5ERK.

As rotinas STEP e DE usam métodos com ordem no ma-
ximo 12, por esta razao, quando k = 12, nao consideramos o
aumento da ordem,

Em resumo, aumentamos a ordem de k para k+l se:

ERKPl < ERK para 1 < k < 12
(5.15)
ERKP1 < 0.5ERK para k = 1.

O algoritmo de selegao da ordem deixara de ser usado
quando estivermos na fase inicial ou quando tivermos muitos pas
sos falhos num dado ponto. Os detalhes destas situagbes serao
estudados mais adiante.

Em (5.10) e (5.12), uma condicdo para diminuir a
ordem & que ERKMl < ERK, o que parece contraditdrio, pois dis
semos anteriormente que os termos da série tendem a diminuir.
Na verdade o que ocorre & que os erros de aritmética do computa
dor se propagam, nas diferencas descendentes, em funcao de sua
ordem. Um outro argumento & que as estimativas estdo baseadas

na suposi¢do de que as derivadas da funcgio u (x) sejam quase
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constantes localmente, e se uma destas derivadas nao satisfaz
esta hipdtese, ou talvez nem existe, isto fard com gue a dife
rengca dividida correspondente seja grande, ou entao seja um
valor sem muito significado. Nestes casos o algoritmo acima
ajustara a ordem pela ordem da derivada de bom comportamento.
Observamos que a suposicao de que os passos anterio-
res foram tomados com tamanho'constante néq afeta muito o_al—
goritmo acima; pois éomo ja di$seﬁos, téremés uma fo;té ten-'
déncia eﬁ trabalhar éoﬁ ﬁamaﬁho de passo constanté.
| Um dutro detalhe & que mudangas-freqﬁentes né ordem
sO serao possiveis qﬁéhao 6 passo fo: constante, em contré?ag
tida o aumeﬁto de ordem‘contribui para que continuemoé,com ﬁg

manho de passo constante,

5.3. Selegao do Passo

Suponhamos que foi selecionada uma ordem k e calcu-
lada a estimativa correspondente ERK com tamanho de passo

constante h. Entao, o erro previsto em X 4p COm passo rh

= k+1 s = -
e a mesma ordem k sera r ERK, como ja mostramos no ini-

cio deste capitulo. Impomos a condigao:

(5.16) X 1ERk

A
m
L]

Procuraremos o maior h que satisfagca (5.16), e

+2

para isso exigimos:
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rk+lERK = g, ou seja

€ __ )l/(k+l),

r = ( ERR

Assim conseguimos selecionar o tamanho de passo a ser usado pa-

ra alcangar X . ..

£ claro que nao podemos aceitar este r sem
reservas, pois o uso de passos muito grandes ou muito pequenos

nao é permitido dentro da teoria desenvglvida.' Imporemos assim

i

certas limitag¢oes sobre r, fazendo com que o algoritmo respei
te a condigdo (2.19), .a qual & essencial para o teorema de es
tabilidade e convergéndia (teorema 2.5). Além disso, a estima

tiva do erro em x fi‘i’mkhfeita com base nos valores da fungao

n+2
nos pontos anteriores.

Como protegao exigimos que:

rk+lERK = 0.5¢, ou seja,

(5.1 r = (2t 1/(k+1)

e limitamos a variagao de r ao intervalo [(0.5,2].

E claro que a protegdo exigida em (5.17) 1levard a ta
manhos de passo menores que os que poderiam ser usados quando
as estimativas para o erro local sao boas, mas essa deficiéncia
serd compensada por poucos passos falhos quando aquelas estima-
tivas n3o sdo boas.

Como ja mencionamos oportunamente, quando trabalhamos
com passo constante os cdlculos tornam-se mais simples, entdo

achamos que, se podemos aumentar o tamanho do passo, devemos fa
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zé-1lo por um fator bem maior que um. Na pratica tentamos, nu-
ma primeira atitude, dobrar o passo, o0 que sera possivel se:

(5.18)  2"*1ERk < 0.5¢, isto & 2"%ERk < ¢,

Como consideramos o ajustamento do tamanho do passo em
todo passo, um rapido crescimento deste & possivel quando isso
parecer razoavel, seéundo (5.18) ; entretanto esse crescimento
pode levar a passos falhos quando a solugdo tiver mudancgas brus
cas. | |

O teste (5.18) & muito conveniente Quaﬂdo por exem-
plo ERK = 0, pois neste caso, a estimétiva de r potz (5.17)
datia valores ﬁuito grandes gquando nada de’éSﬁecial ocorreu;

ERK = 0 significa apenas que alguma derivada de u (x) & pré-

xima de zero.

Se nao for possivel dobrar o tamanho do pééso, entao
tentémos manté-lo (aqui estad o fato, vériaé vezes ja mencionado,
que as rotinas STEP e DE tém a forte tendéncia a tomar o ta
manho derpasso constante por grupo). Isté corresponde a tomar

r = 1 exigindo que:

ERK < 0.5¢.

Se‘esfe teste»também nao for satisfeito, entao deve-
mos reduzir o tamahhq do passo e neéte caso usamos a estimativa
para r dada por’ (5.17). Ainda aqui imﬁoremos algumas restri
¢oes sobre r. Exigiremos que «r < O,9,llisﬁo para evitar que

o passo seja diminuido por um fator insignificante, o que impli
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caria em pequena variagao das estimativas resultando entretan
to um enorme trabalho computacional no passo atual e nos futu
ros.
Na pratica calculamos o0 novo passo por:

(5.19) h .. = hnﬂmax(o.’s, min(0.9,xr)) .

n+2

Notemos que a estratégia de aumento do tamanho do pas
so & muito diferente da usada na diminuigao, visto que nesta
ndés praticamente aceitamos o valor de r dado por (5.17) e
naquela nds nao levamos este valor em consideracgao.

A intengao quando usamos (5.19) & chegar "suave-
mente" ao "melhor" tamanho de passo a partir do passo ante
rior. Quando somente dobramos ou dividimos ao meio o tama-
nho do passo isto ndo ocorre.

No caso de, apdos a mudanga de passo, ocorrer um pas-
so falho, a estimativa para o erro local torna-se menos segu-

ra, desde que ela esta baseada em valores que foram inaceitd-

p ‘ : 5 i =
veis (hn+1'¢k+l(n+l))‘ Neste caso a nossa atitude sera divi

dir o passo ao meio e tentar novamente. Em vista do ajusta-
mento da ordem e do tamanho do passo feito nos passos anterio
res, um passo falho & devido a uma mudanga brusca na solugao.
Repetidas falhas num mesmo passo indicam que temos alguma de-
rivada de ordem baixa descontinua, com grande salto. Se as-
sim for, nos podemos considerar o nosso probiema como a reu-

niao de dois novos problemas:

¥ = £(x,y) | 3 I?,?-f(XrY)

y(x5) =y, = A -oy(xy) =y
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onde Xn é o Ultimo ponto em que conseguimos obter a aproxima

¢ao para a solucao do primeiro problema. Entao para o segundo
problema podemos também aplicar o nosso método. Na pratica tal
situagcao & detectada se hd trés passos falhos consecutivos; nes

1 e voltamos a fase inicial.

te caso colocamos k
Para valores de ¢ muito pequenos, hd frequentemente
necessidade de recomecgar um grande nimero de vezes até que seja

detectado o ponto Xn de descontinuidade da derivada de ordem

baixa. SO entdo serd possivel passar adiante e recomecgar a
crescer o tamanho do passo e a ordem. Para facilitar este com-

portamento & que recomegaremos o calculo com hl = min(%,rh).
5.4. A Fase Inicial

No inicio dos cdlculos das aproximagoes conhecemos ape

nas a solugao Y, em X_ e portanto precisamos aplicar um mé-

todo de ordem k = 1, para depois ir crescendo a ordem confor-
me tenhamos valores anteriores suficientes. O método de or-

dem 1 aplicado inicialmente precisa de um tamanho de passo i-
nicial o qual estimamos supondo que calculamos uma aproximagao

y; com um método de ordem zero, isto &, Y1 T Yo = A. Obser-

vemos que o erro de um método de ordem um & h vezes o erro

do de ordem zero, e portanto por Taylor temos:
y(x)) = y(a) + hy'(a) + 0(n%),

Mas, ub(x) = y(x) e assim temos:
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u (x;) - A = hf(a,A) + 0(h?) ou

2
u,(xq) - y; = hf(a,n) + 0(h™) .
Com a hipoOtese feita:
te. = n?|£(a,
e; =h | £(a,n) |

que deve satisfazer ﬂel  0,5¢. Obtemos assim a estimativa

para h:

(5.20) h o= |—gr2oer |2,

E claro que se f(a,A) ~ 0, esta estimativa nao tem sentido, e
neste caso devemods escolher um outro valor para h, ou seja

h=h, .. gue em geral escolhldo em funcao da unidade de

inicial’
s

de arredondamento do compuga r. Assim, escolhemos h como sen

Bim

do:

h = min{h AT
14

1nicial'

onde 1/4 & um fator de sagurénga.

Esta estimativa para o tamanho de passo inicial & irre
levante porque nao é vital para o bom funcionamento do programa:
se h for muito grande o proprio algoritmo de selegao de passo
se encarregara de diminuiwlp, se for muito pequeno, as estraté-
gias que adotaremos para a fase inicial encarregar-se-ao de au-
menta~lo-rapidamente nos préximos passos. A atitude da rotina

STEP durante a fase inicial é:
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Dobrar o tamanho do passo e auhentar a ordem em todo
passo, até que ocorra um passo - falho, ou que o algoritmo de
selecao da ordem permita que esta seja diminuida, ou que encon
tremos a ordem maxima permitida 12. |

Sob qualquer das trés situagées:aciméAé fase inicial
é terminada. |

A principal motivacao para a atitude acima & aumen-
tar a ordem o mais rapido possivel. E claro que isto trara
problemas quando aumentarmos a ordem além do necessirio, mas
este fato Serd contornado pois tentamos a diminuicao da ordem
em todo passo.

O crescimento da ordem & eficiente quando a tolera@n-
cia € for muito pequena,b'Notemos que pela estimativa (5.20),
h diminue com €. Em geral esta estimativa é menor do que
realmente poderia‘seté O que nos leva a crer que a fase inicial
serd terminada mais provavelménte por diminuigéo da ordem do

que por passos falhos.

5.5. Consequéncias das Estratégias de' Se-

legao de Passo e Ordem

Justificamos novamente, através da estratégia de se-
lecdo de passo, nao ser tdo irreal a atitude de considerar os
passos constantes para a construcao das estimativas para o er-

ro local em Xo42e

Por (1.7) o erro local Le ., (k) é dado por:
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(5.21) uék+l)(€) X

n+l

24

k: (t-Xn+1) (t-xn) s e (t"xn+2_k) dto

*n

Agora, se h =h

n+1’ devido ao algoritmo de selecgao
de passo temos que:
hn 2 (1/2)h hn < 2h
h . 2 (1/2)h_ 2 ——h h__. < 2h_ = 2°n
n-1 - n 22 n-1 = n -
h k-1
Bns2-x > SET Bnyz-x < 27 P

T :‘
LR

Usando estas condicoes podemos provar, para k < 12,

que:

(Ex ) (=% ) oo o (E=x 5 () dt <

X

n+l
JeHlO kel , 1
xR

*n

R+l

. k

S RO

Notemos qﬁe hk+lyiuék+l)(£) é

para o erro local £en+1(k)

vamos acima que:

1
2k+lQ

k+10
ERR < lzen+l(k)| < 2 ERR

a estimativa ERR que obtemos

supondo passo constante, entao pro

R SRR S e
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Uma outra conseqiéncia dos algoritmos anteriores, é

que o controle sobre £en+l(k) por passos implica no contro-
le de LE ,1 Por unidade de passos no sentido generalizado

(def. 4.3). De fato, provamos no final do capitulo IV que:

y‘k+D(xh) X
Le l(k) = T « (t=x l)(t >'4 )...(t L W k)dt
n

Quando trabalhamos com tamanho de passo constante h = hn+l

temos também:

(k+1) k+1

*
| n+1 (xn)Ykh

Se o passo teve sucesso devemos ter:

(k)| = 0.5, ou seja

[tensy
k+1 k+1
Ihn+lyﬁy( )(Xn)'< &

‘Por um procedimento semelhante ao que fizemos para encontrar

uma estimativa para Ken+l(k+l) no capitulq IV, podemos mos

trar que:
k+2 k+1
By | = Iyl ) | = Py [ ) By <
elA (x) |
k' 'n _

r&; IYﬁyuﬁqJ(ggl
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U

5.6. Argumentos em que se Baseiam as Selegoes de Passo

e Ordem na Rotina GEAR

Como ja dissemos anteriormente, esta rotina implemen-
ta os métodos PC (Previsor de ordem k e Corretor de ordem
k+l) , com métodos de Adams de passo constante na forma matri-
cial de Nordsieck com a técnica do passo variavel para mudan-
ca de passo. Lambert, em [1l3, p. 90] mostra que, se a ordem
do método previsor mais o nimero de correcdoes M & maior que
a ordem do correﬁor, entdo o erro de truncamento local do méto

do PC no modo P(EC)ME é da forma:

(5.22) Y¥h

k

k+ly(k+1)(xn)

onde k & a ordem do corretor.

Notemos agora que, conforme (1.24), o vetor Yn ob

tido usando um corretor de ordem k & dado por:

) nky (K)
Y =71 hvy' h " n ]
n Y r ¥ pr—=5=¥pre - r—gT .
- Temos ainda que:
hk+ly(k+l)(x ) Kk
- n _ h v (k).
X! = kT ¥
k. (k)
h Yn

Se indicamos (Yn)k+l = —xT » entao uma estima
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~

tiva para o erro de truncamento local pode ser calculada por:

(5.23) ERRO = vyk! V(Y )k+l
e entao sO0 aceitamos um passo se:

| |[ERRO|| < € (e pré-fixado) .

5.7. Selegao do Passo

Novamente aqui suporemos que y(k+l)(x)_

tante. Com esta suposicao, podemos selecionar o tamanho

& quase cons

do

passo a ser usado para o proximo ponto, ou entdo para 'repetir

este passo caso ele ténha sido rejeitado pelo teste (5.24).

Seja h ., = rh, "entao (5.23) fica:

ERRO = Yik!r Kty vy )k+l
(k+1) :
e com as hipoteses feitas sobre vy (x), obtemos:
k+
ERRO = kk r- V(Y )k+l
Se exigimos agora que ||ERRO|| = €, podemos
mar r por:
€ 1 1/(k+1)
r=1[ ] .
Yk TV geyq T

esti-
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Para evitar passos falhos tomamos :

1 € 1

r o= [ty 1/(k+1)
2 Yk TV Ve q 1]

]

Podemos da mesma forma encontrar estimativas para os
tamanhos de passo que poderiam ser usados para ordens k+l1 e
k-1.

Para ordem k+1, o erro de truncamento local &€ dado

por:

hk+2y(k+2)(xn%

*
Yk+1

Podemos estimar hk+2y(k+2)(xn

) = k.'Vz(Yn)k+l e entao obtemos:

(5.26) r =l € 1 11/ (k+2)

L
l.é \ 'Y]"{’_l_l‘E! ‘ IVZ (Yn)

k1l |
onde —le~ & um fator de seguranca.

Da mesma forma, uma estimativa de r para ordem k-1

pode ser dada por:

1 e 1 1/ (k)
(5.27 . | i
) S P ) S N0 Py ) B



129

1 1 1 L .
Os fatores T3 ~T3 e —y 8sao escolhidos

nessa ordem a fim de considerar em primeiro lugar a conservagao
da ordem, desde que a mudanca desta implica em um tempo adicio-
nal de processamento, e em segundo lugar a diminuicao da ordem
desde que este fato implica em menor trabalho por passo.

Para diminuir o tempo de processamento a rotina GEAR
nao calcula as estimativas acima em todo passo. Estas estimati-

vas serao calculadas somente:

1) Se o passo foi rejeitado, e neste caso nao calculamos a esti
mativa (5.26), pois isto evita o aumento da ordem quando o

problema & "stiff".

2) k+1 passos depois da Gltima mudanga do tamanho do passo ou
da ordem. Esta exigéncié permite que tenhamos as hipdteses
dos teoremas de convergéncia e estabilidade (teoremasb 2.6 e

2.8), satisfeitas.

3) Degz passos depois-que r foi estimadovpela‘ﬁltima vez, desde
que o tamanho do passo néd tenha sido aumentado. 1Isto evita

o0 uso de passos muito'pequenos.

Para que a condigao (2.19) (limitagao do guociente de

passos sucessivos) seja satisfeita, impomos a cada passo que:

hmin‘S hn+l = hmax'

Depois de um passo que teve sucesso nao consideramos a

possibilidade de diminuir o tamanho do passo; além disso exigi-
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mos que r 2> 1.1 Ipara evitar pequenas modificagoes no tamanho
do passo.

Notemos que em (5.25), (5.26) e (5.27), se algum
dos valores no denominador/sdo proximos de zero, obtemos valo-
res exagerados de r, O que nao seria razoavel. Dessa forma

limitamos r como:

La}
1A

10 se O passo teve sucesso

r < 2 caso contrario.

Como ja dissemos, a rotina GEAR implementa os méto-
dos PC no modo P(EC)ME, com M < 3., Assim calculamos uma
aproximagao com o previsor P e corrigimos esta aproximacgao
no maximo trés vezes. Como LAMBERT prova em [13, p. 861,
uma condig¢ao suficiente para que o processo corretor seja con-

. Of

vergente &€ que (hYk 55 [ < 1. A rotina testa a cada iteracgao

a convergéncia. Se apods trés iteracOes nao houve convergéncia
entao h & reduzido por um fator r = 0.25.

Se ocorrerem trés passos falhos consecutivos a roti-
na GEAR diminui o passo h por um fator r = 0.1.

“Paramos de diminuir o tamanho do passo quando atingi-
mos hmin‘

5.8. Selegao da Ordem e Fase Inicial

Selecionamos a ordem correspondente ao maior valor de

r entre os obtidos por (5.25),(5.26) e (5.27).
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A rotina CEAR nao faz distingao para o tratamento
da fase inicial comc no caso da rotina STEP. Iniciamos com

o vetor Yo = [yo,hyéJ e dai em diante aplicamos o mesmo al

goritmo para os demais passos.

- A principal diferenga entre as estratégias de sele-
cao de’passo e ordem existente entre as rotinas STEP e GEAR,
€ que a primeira trata o valor de r encontrado pelo algo-
ritmo de selegao de passo com muitas reservas, chegando mes-
mo a ignora-lo em certos casos, enquanto a segunda assume
ser este valor "S6timo" para prever o prdoximo passo, chegan
do mesmo a escolher a ordem em fungao desse valor.

Como veremos no proximo capitulo, as reservas quan-
to a estimativa de r sao convenientes, pois a rotina STEP,
se comporta melhor frente a problemas que exigem grande va-
riagdao no tamanho dos passos.

Este fato & observado principalmente para valores
de € muito pequenos.

Enquaﬁto na rotina STEP a filosofia parece ser,
prevenir contra os possiveis passos falhos, na r0£ina GEAR
a filosofia & justamente deixa-los ocorrer para depois dimi-

nuir o tamanho dos passos.

5.9. Influéncia da Regiao de Estabilidade Absoluta naqs
Estratégias de Mudanga do Passo e da Ordem ngqs Ro-

tinas STEP e DE

No capitulo II mostramos a estabilidade dos méto-

dos de Adams (PC) para tamanho de passo pequeno. Estavamos
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entao preocupados em estabelecer limitag¢oes sobre o tamanho do
passo a fim de que as aproximégées produzidas pelos métodos fos
sem razoaveis. Neste paragrafo estaremos preocupados com O mes
mo problema, somente que agora consideramos uma Unica aplica-
cao do método ao invés de analisar o que ocorre no limite de u
ma seqiiéncia de aplicagoes.

A fim de compreender o significado da estabilidade e
comparar varios métodos nos estudaremos um problema simples co
mo modelo. As conclusoes sao rigorosamente validas somente pa
ra este problema, mas esta analise pode nos sugerir o comporta
mento de tais métodos quando aplicados a um problema geral.

O problema a ser estudado é:

(5.28) y' = Ay + g(x).

A estabilidade de um método & o modo como O erro se

propaga quando ele & aplicado. Se em algum ponto X, mudamos
o valor da solucao y(x), de (5.28), de y(xr) para

ylx ) + 6(x.), entao a solugao & modificada para:

ulx) = y(x) + 8§(x)
onde §(x) & a solugao de:

§' = AS, é(xr) dado.

Notemos que, se em algum outro ponto X, > X, modi-

e
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ficamos o valor u(xt) para u(xt) + n(xt), a solugao nova-

mente seria modificada para v(x) = y(x) + §(x) + n(x). Assim

concluimos que o efeito dos erros na solugao final é aditivo,

e portanto podemos considerar o efeito de um Unico erro.
Consideremos agora o método PC com métodos de or-

dem k e passo constante h.

K
Pnel = Yn * 0 558y yfhi1-5
(5.29)
K p
= * *
Yn+l = Yo 0 55183 i fi1o9 T PBS ke1fnar

Suponhamos que aplicamos os métodos acima para resol
ver (5.28) e que os valores iniciais estejam afetados de er

ros Gn’ dn—l""'5n+l-k' ou seja, ao inves de yn+1-j., te~-

mos os valores + 6 Queremos saber qual o efei-

Yn+1-3 n+l-j°

to desses erros no calculo de Yoe1® Entao,

X
p |
Pre1tOniy = Wt Op) ¥ 5EqBy h LG 5% 50t 904 5]

k
$

Yr#1 one1 = Wt S0 S51BY 1 AWy 5700090 P95 F

| 5 |
H8Y 1A #6009 .
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Usando agora (5.29) temos:

k
Spa1 = Sp T B 5EiBy B8,y
(5. 30)
k
Snt1 = Cn t P 331PY ke 1POne1-g +'h83,k+lA6§+l

que € a aplicacao dos métodos (5.29) para resolver o problema

{ S s a s
s AS§ com valores iniciais Gn""'6n+lmj' Se em (5.30)subs
tituimos o valor de 6§+l da primeira equacao na segunda, Ob-

temos a seguinte equagao de diferengas de ordem ke

k
(5.31) el = On * PR GBS yiqdnsyog F BRBE g[8, ¥
k
+ ha _EZ.8., .6 ]

321°9, k% n+1=3

cuja solucao geral & dada por: v

(5.32) § = d.r>

onde os .4, sao quaisquer nimeros e LyrToreee Xy sao as rai-

zes, supostas distintas, do polindmio caracteristico da equagao

(5.31), que & dado por:

.k ' . k .
k _ k-1 x k3 k-1 I
(5.33) e R T LA L |

com X = hA,

U
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Se impomos as céndi¢6e5>iﬁi¢iaié em (5.32) Aencont;g
mos a fnica solugdo da equacdo de diferencas.

Observando (5.32) concluimos que a condigdo para que
8 41 seja’limitado & que Iri[’s'l 2 i =’l,2,..;,k.

Notemos também que as raizes r, dependem do parame

tro ) = hA. Definimos entao:

Definicao 5.1 'A regiao de estabilidade absoluta do par PC

é definida como:

ll S l, i‘él,z"-o'k}‘

REA = {} ¢ C, Re()) < 6”‘ |,
. Shampine em [16, p. 135-140] mostra em graficos, as
regices de estabilidade absoluta para ordens k = 1,2,...,12

dos métodos:
Adams-Bashforth (ou explicito)
"PECE com previsor e corretor de ordem k

PECE com previsor de ordem k e corretor de ordem k+l.

Daremos no éue éégue'ﬁma fegra prética bara que as ro
tinas STEP/DE possam detectar quando um problema & "stiff",
justificando tal regra é’paftif das'fegiSeé de estabilidade ab
soluta e dos algoritmpg deﬂselegég de passée‘ordgm.

Normaimenfé; ;'exigéncié.de~Qué aé.éétimativas para o

erro local sejam, em cada passo, menores que um certo €, man
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tém o tamanho do passo dentro de um campo onde nao ocorre ins-
tabilidade. Entretant@, existem problemas em que esta exigén-
cia impoe um limite superior muito pequeno sobre o tamanho do
passo num dado intervalo. Estes problemas sdo chamados "stiff".
Sem muito rigor podemos dizer que um problema é "stiff" num
dado intervalo, se existem componentés da soluqéb tais que, pe
quenas variag¢oes na variavel independente X, neste intervalo,
provocam grandes variagoes neSsas'quponentes. Os métodos de
Adams nao sao apropriados/péra resdlver tais problemas, visto
gque a limitagao no £amanho do passo faz com que o tempo de pro
cessamento seja grande. O que tentaremos € decidir quando um
problema & "stiff", para entao aplicar métodos apropriados.
A rotina GEAR inclue, em sua programagao, uma familia de tais
métodos.

Conforme mostramos,em-’(4.5), 'a estimativa para o er
ro local dos métodos de ordem k, com tamanho de passo cons-

k

tante h @& dada por Yﬁhv fg;‘ Primeiramente analisamos a es-

timativa Yihkan que'é assintoticamente equivalente a ante-

rior, mas & mais simples de ser analisada.

Se estamos resolvendo um problema como (5.28) temos:

Ke _ opnok _
YEhVEE = YEhVO[A(y, + 8)) + g 1 =

k

Y$hv LAy + 9,) + YihAVKGn-

Olhemqs agora o efeito de Gn sobre o erro acima.
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Por (5.32) podemos escrever:

Kk k
* = *
YkhAV 6n YkhA jé

k.n
ldjV rj

Escrevendo rj na forma polar temos:

vr’,

s

p?exp(inej)-p?—lexp((n—l)iej) =

e -if .
xp(-1i J)

.pj

)

n
(1 -
rj(

Desta forma podemos concluir que

exp(-1i6,)
Vkr? = r?(l - J )k
J J P.
J
ou
k
k n
* =
(5.34) YkhAV 6n jglcjrj
exp(-iej) Kk

. = * - -
onde cj YkhAdj(l pj ) e

constante em relacao a n quando h & fixado.

Voltemos agora a estimativa Yihka§°

Para o problema (5.28) temos:
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(5. 35) yihkaﬁ

k P
* =
YkthFA(pn + Gn) + gn]

\

i

k k.p
*
Yth [Apn + gn] + YihAV Gn.

Pelas propriedades de diﬁérengas descendentes sabe-

mos que: i
T
(5.36) vRsP = 6P 4 }rf (-1)"{' %) =
' n m=1 " n-m'm-
= 6P - 5+ 755
n
k n
Por (5.32), én = j;ldjrj e
p k
por (5.30), én = anI + ) iélsi,k n-i

k k
P _ n-1 n-i _
n = 581935T5 A 4By k95T
n n
k r. k k r.
= z —l—- R + R -
j=1 r, d A 1£16',k jél i dj
J r.
J
k k k B,
= —_— n ik _
j‘—z':"l rj dj + A j__Z:lrj[de iél?'h-]
j

i
1
L]
H
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Com essas expressoes obtemos:

kep _ P _ k -
Avghv el = Aygh(sP - 5+ 785 ) =
k k k
= Avy*h[.Z.e.r? - .72.d.r%1 + .r.c.rl =
YRRLgE185%75 = 3E194%750 + 3210475

5 cj e .cg constantes.
Concluimos entao:
(5.37) y*havKsP = 5 crrl,

_ Observando (5.35) vemos que o primeiro membro
(5.37) & uma parcela da estimativa para o erro 1ocal, e pos
tanto se esta parcela & grande, a estimativa para o erro tam
bém sera, havendo necessidade de uma redugao no tamanho do
passo.

Se X = hA estd fora da regido de estabilidade ab-

soluta, pela definigao 5.1 teremos que Irj|.> 1 para al-

gum 3j, e portanto a éstimativa para o erro deve crescer a
medida que n cresce,fdevido,é expressao (5.37). Este ére§
cimento serad detectado e h sera reduzido até que ) este-
ja dentro da*iégiéo dé estabilidade absoluta novamente.

A selegdo do tamanho do passo & feita de tal manei-
ra que a estimativa pafa 0 erro local nesse passo é perima

da tolerdncia ¢ (pelo fato de tomar o maior tamanho de pas
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so possivel); por causa deste fato, somente uns poucos passos
sao necessarios para qgue a rotina STEP_ detecte instabilida-
de.

Quando o problema & "stiff" a instabilidade limita
a variacdo do tamanho do passo, e este tendera a oscilar en
torno do maior valor para o qual o método & estavel. Este fa-
to ocorre porque o erro & pequeno quando ) esta dentro da
regiao de estabilidade absoluta. Se o crescimento do tamanho
do passo tira ) dessa regido, teremos um crescimento do er-
ro, o que leva a uma diminuicao do tamanho do passo, e assim
por diante.

Conforme o algoritmo de selegdo de ordem, esta nao
podera ser aumentada depdis de um passo falho, mas podera ser
diminuida. Assim, quando ocorrem problemas no cdlculo da a-
proximagéo, a rotina STEP possivelmente diminui a ordem, a-
plicando métodos com maior regido de estabilidade absoluta.
Portanto quando o problema & "stiff", as rotinas devem apli
car métodos de ordem baixa. Com base nesse fato, as rotinas
STEP/DE dizem que um problema & "stiff" se uma  seqiiéncia
de 50 passos consecutivos s3ao tomados com ordem menor ou i-
gual a 4.

Acontece que para um problema de facil solugao, uma
seqiiéncia de passos com ordem baixa pode ocorrer, entdo STEP/DE
dizem que o problema &€ "stiff" se a regra acima é satisfei-
ta e, além disso, o problema estd exigindo um nimero exces-
sivo de passos, ou seja, ja foram considerados c;rca de 500
passos.

Caso o problema seja "stiff", mas pode ser resolvi

do com um nimero razoavel de passos, o teste acima nao detec-
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tarid esta sua particularidade. Ha também exemplos em que ©
problema naoc & "stiff", mas as rotinas, o concluem como tal.
No proximo capitulo daremos exemplos que ilustram o

comportamento das rotinas STEP/DE frente a problemas "stiff",






CAPTTULO VI

RESULTADOS NUMERICOS

Neste capitulo apresentaremos resultados numéricos que
ilustram o comportamento das rotinas STEP/DE e GEAR. Ressal
taremos principalmente as diferengas entre estas rotinas com re

lagao a:

- Tempo de processamento quando varia o nimero de equa-
coes do sistema.

- Ilustragéo dos teoremas de estabilidade .

- Solugdo de problemas com singularidade na primeira de-
rivada.

- Solucao de problemas "“STIFF",

Os problemas teste que utilizamos foram apresentados
por Hull et all em [10], Krogh em [12] e Shampine em [16]
e [18]. Algumas observagoes aqui apresentadas sao devidas a
Enright ([1]. Os resultados numéricos foram obtidos num compu-
tador PDPl1/45 com o sistema operacional RSX11M, versao 3.1,

cuja unidade de arredondamento em precisao simples € de 0(10-7) .

6.1. Tempo de Processamento Quando Varia o Numero de Equa-

goes no Sistema

-

Grande parte do custo computacional da rotina STEP &
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devida ao calculo dos g; 1r 9que independem do numero de equa
I

¢oes do sistema, por conseguinte em STEP o custo computacio-
nal nao depende tao fortemente deste numero. Ja na rotina GEAR
o custo computacional depende muito do nimero de egquagoes do
sistema, pois estao envolvidas operacoes com matrizes cujas di
mensoes dependem deste numero. Esta diferenga pode ser consta
tada na pratica quando resolvemos sistemas de NQ eguacdes pa
ra NQ =1,5,10,15,20. Para que possamos medir o tempo de pro
cessamento (TP) como fungéo de NQ consideramos 6s sistemas

com todas as equacOes iguais. No exemplo ilustrativo elas sao:

_y4x> - y)
y' = ) ’ y(2) = 15~
X -1
. - = _ 2,.3
cuja solugao & y(x) = l+x+x"+x".

A tabela 6.1 mostra o TP, medido em segundos, pa-

ra resolver tais sistemas no intervalo [2,10] com toleran-

5

cia 107 ° para o erro local absoluto.

NO 1l -5 10 15 20

STEP/DE| 0.13 0.23 | 0.37 | 0.49 0.62

GEAR 0.097 0.22 | 0.37 0.5 0.75

Tabela 6.1

Observamos que o sistema utilizado naoc dispde de re-
cursos refinados para medir o TP; os resultados apresentados
na tabela 6.1 sao a média aritmética dos TP's de varias exe

cugoes.
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6.2. Ilustragao dos Teoremas de Estabilidade

Para ilustfar a estébilidade resolvemos o problema:

uf(y1+u) ‘.u(yl-u*)

Y] =2ty —y—— = —3
v r . r
S T2
" utyy HY)
Y S Wy tY Ty T Ty

y,(0) =0, y5(0) = -1.049357509,

| 2 2,,2,1/2
onde r, = ((y1+u) + y2) /: r, = ‘(yl-u*) +y2 /

W= 1/82.45 e u* = l-p,

Computadores de alta preciséovmostraram que a solugao, que nao
é conhecida exatamente, & periddica com periodo

T = 6,19216933131963, (verl (16, p. 247] ou [12, p. 5501).

O problema foi reéolvido em £0,T1, e a solugao deve coincidir
nos extremos. O erro global em T, obtido com tolerdncia 10'5

para o erro local abscluto, & dado pela tabela 6.2

| |ERRO GLOBAL] |

STEP/DE

1.867E-04
GEAR ﬁ] 1.227E-02 l
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Como vemos a rotina GEAR produz resultados menos
precisos. Achamos que isto ocorre porque a solugdo deste pro
blema requer muitas mudangas no tamanho do passo, fazendo com
que as hipoteses do teorema 2.8 deixem de ser satisfeitas,
nao sendo garantida a estabilidade. Relacionamos abaixo os
intervalos onae as Eondigées do teorema (2.8) foram viola-
das, a ordem usada pela rotina e o maximo de passos constan-

tes.

{0.79,1.33] com ordem 3 e n? de passos 2

(4.24,4.70] com ordem 4 e n?yde'passos 2,

Quando diminuimos a tolerdncia para o erro local pa-
ra 10_6, a rotina GEAR foi abortada em x = 1.4719244 com
a mensagem que o tamanho do passo h tinha se tornado tal que
x+h = x. Acreditamos que este fato & uma conseqiiéncia clara

da instabilidade que reduziu h para valores ndo significati

vos,relativamente a x, no computador usadd.

6.3. Problemas com Singularidade em DerivadasAde

Ordem Baixa . ¢

Ha problemas que apresentam dificuldades especiais
'quando ‘se quer sua solugao numérica, e para eles, em geral, é
necessaria a aplicacao de métodos especiais. Os exemplos se-
guintes dao uma idéia do comportamento das rotinas STEP/DE e

GEAR frente a algumas destas situagoes.
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O problema

se x#0 ,y(-1) =1

0 se X 0

2/3 possui uma singularidade integri-

cuja solugao & y(x) = x
vel em O,

As rotinas podem resolver satisfatoriamente este pro-
blema em [-1,1] com tolerancia 10-6 para o erro local ab-
soluto, conforme mostra a tabela 6.4 que dia o erro global em

x = 1.

|ERRO GLOBAL] |
STEP/DE| 3.334E-05
GEAR ' 4.482E8-05 ~]
Tabela 6.4

No entanto a solugdo de tais problemas, nas vizinhan@as do pon
to de singularidade se torna dispendiosa. A tabela 6.5 mos-
tra o nimero de avaliagdes da fungao £ necessarias para atin

gir o ponto x e o erro global nesse ponto.



148

NOMERO DE AVALIACOES| |ERRO GLOBAL|

X |STEP/DE GEAR STEP/DE GEAR
~0.8| 27 |- 18 0.59E-07|0.95E-06
-0.6{ 35 23 0.59E-07]0.18E-05
-0.4] 41 31 0.35E~06|0.42E-05
-0.2| 56 49 0.50E~06 |0.83E-05
0 | 144 193 0.62E-05|0.46E-04
369 314 0.33E-04|0.47E-04
0.4| 391 323 0.33E-04|0.46E~04
0.6| 401 329 0.33E-04[0.46E-04
.8| 409 333 0.33E-040.45E-04
1.0] 415 336 0.33E-04|0.45E-04

Tabela 6.5

A solugao de problemas como o acima exige que a rotina localize
o ponto de singularidade, passe por este usando tamanho de pas-
so pequeno e ordem baixa, e a seguir aumente rapidamente o tama
nho do passo para que o custo computacional nao se torne dispen
dioso. Observando a tabela 6.5 vemos que no ponto zero as xo
tinas STEP/DE fornecem resultados melhores com menos avalia-
¢oes, isto se deve ao fato qﬁe esta rotina tem mais facilidade
em localiz;: o ponto de deécontinuidadé. Nos pontbs subseqgiien-
tes a rbtina -GEAR € superior, isto porque STEP & mais cau-
telosa em aumentar o paséo; |

Seja o problema

y(=2) = -1,0986123

e
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cuja solugao exata & y(x) = ﬁn(—T%§—) e portanto existe so-

mente no intervalo (-=,1). Quando resolvemos este problema

pelas rotinas STEP/DE e GEAR no intervalo [-2,1] comto

lerancia 10"7 para o erro local absoluto observamos o seguin
te:

As rotinas STEP/DE cénseguem dar a resposta
.y(1l) = 533.15, dando porém antes varias mensagens de que ocor

reu "overflow",(*) o que obviamente & devido & nao existéncia
da solugao no ponto 1.

A rotina GEAR _porém nao consegue alcangar o ponto 1,
abortanto a execugcao no ponto 0.9999968, com erro global apro
ximadamehte 24. nesse ponto. Vemos portanto gque & muito pe-
rigoso tentar calcular a solugao num'ponto no qual ela nao exis
te.

Sugerimos que, antes de se tentar resolver um proble-
ma. por qualquer das rotinas aqui citadas, estejamos certos  de
que a solucdo existe no ponto desejado.

Para ilustrar como as nossas rotinas processam proble
mas que tenham descontinuidade (com grande salto) em derivadas

de ordem baixa, resolvemos o problema (ver [16, p. 2571]).

=
[0}
o
o
A
b
1A
| ol

A
N

-y se 1 < x

cuja solucgao.exata €:

[

(*) No sistema utilizado & permitido até 15 ocorréncias de
‘ "overflow", sendo que os valores que ultrapassam o limite

“de 1038 s30 substituldos por este para continuar o calculo.
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I
b
1A
=

exp (x) se 0

y (%)
exp (2-x) se 1 < x

A
N
~

no intervalo [0,2] com toleréhcia '].0-'7 para o erro local ab

soluto.

Ambas as rotinas resolvem satisfatoriamente este pro-

blema, obtendo erro global 10-6. Queremos apenas salientar que

o custo computacional € onerado quando passamos pelo pohto x=1,
Dissemos, quando descreviamos o algoritmo de selegao de passo,
que as rotinas STEP/DE devem colocar a ordem igual a 1, e di
minuir o tamanho do passo quando passam por um ponto de descon-
tinuidade. Para ilustrar este fato mostramos na tabela~ 6.6:

o0 intervalo em que o programa usou ordem 1; O maior taranho
de passo usado nesse intervalo é‘o tamanho de passo médio usado

no intervalo todo ([{0,21]).

intervalo onde maior h usado h médio
tivemos oxrdem 1 | nesse intervalo usado em [0,2]

[0.92,1.001] 0.0004883 0.025

Tabela 6.6

6.4, Problemas "STIFF"

Como ja haviamos chamado a atengado, as rotinas STEP/DE

e a implementagao dos métodos de Adams da rotina GEAR nd3o sao
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apropriadas para resolver rrcblemas "stiff". ©Para ilustrar

tal fato resolvemos o problema abaixo, dado por Lambert,em

(13, p. 229]7.

(yi -21 19 =20 (yl
vyl = |19 -21 20| 1y,
v 40 -40 -40 y3'

[yp(0), v,(0), y5(01% = r1,0,-13%,

cuja solugao é:

Yy (x) = —%—e—zx + ——%—e_4ox(cos40x + sen40x)
Yy (x) = _%_e-Zx - ; e_40x(cos40x + send0x)
y4(x) = —e_40x(cos40x - sen4d0x) .,

Este problema foi resolvido em [0,10] com tolerdn
cia 10,_5 para o erro local abéoluto. Na tabela 6.7 da-
mos o erro global em x = 10, o nimero total de avaliagoes
‘da fungao f e o TP utilizado. Os resultados foram ob-
tidos com as rotinas STEP/DE, GEAR e GEAR i que é uma
opgdo oferecida pela rotina GEAR para a solugdo de proble
mas "stiff" através da implementagac de métodos especifi-

cos para tais problemas.
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| |[ERRO| | |N® AVALIAGOES|TP em segundos
STEP/DE| 1.0E-7 1020 | 3.85
GEAR 1.0E-7 1373 4.03
GEAR 1 1.0E-8 396 S l.21

Taggla 6.7

Como vemos, as rotinas STEP/DE e GEAR resolvem sa-
tisfatoriamente o problema, desde que nao estejamos preocupados
com o alto custo computacional delaé. J& a rotina GEAR 1 re-
solve o problema com muito maior eficiéncia.

De acordo com a estfatégia para detectar se um proble-
ma &€ "stiff", descrita no final do Capitulo V, as rotinas
STEP/DE dizem que tal ocorre, em x = 9.27. Podemos observar
também que na sua maioria os passos sao executados com métodos

de ordem menor que 5.

Em geral os métodos numéricos para equagoes diferenciais

baseiam-se em valores da solugao em pontos anteriores para ob-
té~la no prdximo ponto. Como consequéncia, problemas cujas so-
lugoes oscilam muito, oferecem certa dificuldade ao serem resol
vidos, principalmente se desejamos grande precisao nos resulta-
dos. O problema abaixo, dado por Lambert em [6,p. 37], € um
exemplo em que as solugoes sao extremamente oscilantes nas vizi

nhancas da origem.

I~<
| nd
o
»
<
[

1 0
X y2

]
=

[y, (x) ¥, (x ) 1% = £0,11%,

et et e e
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-5
—

onde x_ = e
o)

12

0.388203204E-03.

A solugao é:

yl(x) cos(€n(x))

y2(x) -sen(£n(x)) .

Resolvemos este problema em [xo,50] com tolerancia

10 para o erro local absoluto. As rotinas STEP/DE, devi
do ao seu algoritmo de selegao de passo, resolvem este proble
ma muito bem, atingindo o ponto x = 50, com erro global de
0(10-6) e usando apenas 600 avaliagoes da fungaos Ja a ro-
tina GEAR nao consegue resolver o problema com tolerancia

10_7. Aumentamos entao a tolerancia para 10-4, tendo obtido

3) e usando

a solugdo em x = 50, com erro global de 0(10°
170 avaliagoes de f.

Como pudemos observar nos testes aqui apresentados,
as rotinas STEP/DE 1levam certa vantagem sobre a rotina GEAR
nos problemas nao "stiff", enquanto esta & superior nos pro
blemas "stiff" (desde Que usemos a implementagao especifica pa
ra tais pfoblemas-GEAR 1).

Testes realizados por Shampine e apresentados em
(18], nos chamam a atengéo para a rotina RKF45, escrita por
H.A. Watts e L.F.«Shampine. Esta rotina implementa o método
de Runge—Kutta—Felbergn de ordem 4, com extrapolacgao local
e passo variavel.

RKF45 & uma rotina simples e f&cil de se usar, além

de ser muito eficiente quando a tolerancia nao & muito pequena
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(maior que 10 no computador que usamos), ou gquando a fun-
cado f nao & muito "dificil" de calcular (ver [18,p.405]),

Por essa razao montamos uma Unica rotina DRIVER que
compatibiliza o uso conjunto das rotinas STEP/DE, GEAR e
RKF45,

Esta rotina decide automaticamente (caso o usuario
queira) qual rotina usar. Essa decisao & feita baseada prin-
cipalmente em argumentos de Shampine [18].

Se estao sendo usadas as rotinas STEP/DE, e estas
detectam que o problema & "stiff", DRIVER faz com que o pro
blema passe a ser resolvido pela rotina apropriada para tais
problemas, (GEAR), dando antes a mensagem apropriadég

Se estd sendo usada a rotina RKF45, e o problema
estda exigindo muitos passos para atingir o ponto desejado, o
problema passa a ser resolvido através das rotinas STEP/DE.

A rotina DRIVER permite ainda o uso independente
das rotinaé acima, bastando para isso que o usuario faga a op

cao adequada.

Observacao: Este programa, e o seu manual de uso, podem ser

obtidos no Instituto de Cidncias Matemiticas de S3o Carlos,
Departamento de Ciéncias de Computagao e EstatIistica. As lis
tagens das rotinas STEP/DE, GEAR e RKF45 podem também ser

obtidas em [161, [9] e [2] respectivamente.
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