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Luis Enrique, Gian, Norbil, Lizandro, Irma, Vanessa, Alessandra, Lourdes, Eber, Christian, Jaque-

line, Rodolfo, Ginara, Matheus, Jose Valencia, Patricia e muitos outros... Só tenho a agradecer por
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Resumo

A teoria de sistemas semidinâmicos impulsivos é um capı́tulo importante e moderno da teoria

de sistemas dinâmicos topológicos. Sistemas impulsivos descrevem processos de evolução que so-

frem variações de estado de curta duração e que podem ser consideradas instantâneas. Os sistemas

impulsivos admitem vários fenômenos interessantes às vezes, por causa da sua “irregularidade”,

e às vezes por causa da sua “regularidade”. Para muitos fenômenos naturais, os modelos deter-

minı́sticos mais realistas são frequentemente descritos por sistemas que envolvem impulsos. Esta

teoria vem sendo desenvolvida continuamente.

O presente trabalho apresenta resultados originais sobre a teoria de conjuntos minimais, mo-

vimentos recorrentes, movimentos quase periódicos e fracamente quase periódicos, teoria de es-

tabilidade de Lyapunov, teoria da quase estabilidade de Zhukovskij e, finalmente, a construção de

trajetórias negativas para sistemas semidinâmicos com impulsos.

Os resultados novos apresentados neste trabalho estão contidos em três artigos, dos quais dois

já foram aceitos para publicação. Veja [13], [14] e [15].





Abstract

The theory of impulsive semidynamical systems is an important and modern chapter of the

theory of topological dynamical systems. Impulsive systems describe the evolution of process

whose continuous dynamics are interrupted by abrupt changes of state. This kind of systems admits

various interesting phenomena sometimes, because of their “irregularity”, and sometimes because

of their “regularity”. In many natural phenomena, the real deterministic models are often described

by systems which involve impulses. This theory has been developed continuously.

This work presents original results involving the theory of minimal sets, recurrent motions, al-

most periodic and weakly almost periodic motions, the study of Lyapunov stability and Zhukovshij

Quasi stability and the construction of negative trajectories for impulsive semidynamical systems.

The new results presented in this work are contained in three papers namely [13], [14] and [15].
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ii



Introdução

A teoria de equações diferenciais impulsivas (EDIs) estuda o comportamento de processos de

evolução que sofrem variações de estado de curta duração e que podem ser consideradas ins-

tantâneas. Tais equações constituem em exemplos de sistemas dinâmicos de dimensão infinita,

apresentando dinâmica complexa. A teoria básica de EDIs pode ser encontrada em [24].

As aplicações das EDIs ocorrem, especialmente, nas áreas de farmacocinética, finanças, tecno-

logia quı́mica, medicina, áreas de controle, engenharia, fı́sica, biologia, entre outras. Esta teoria

é uma importante área de investigação que aparece naturalmente na descrição de processos de

evolução de vários problemas da realidade.

Uma das aplicações da teoria das EDIs é a teoria de sistemas dinâmicos com impulsos. Sis-

temas dinâmicos impulsivos é um capı́tulo importante e moderno da teoria de sistemas dinâmicos

topológicos. Tais sistemas admitem vários fenômenos interessantes às vezes, por causa da sua “ir-

regularidade”, e às vezes por causa da sua “regularidade”. Recentemente, vários artigos sobre este

tópico foram publicados. Veja, por exemplo, [5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12], [16, 17, 18, 19, 20, 21, 22]

e [23].

Muitos dos resultados da teoria de sistemas semidinâmicos com impulsos são generalizações

de resultados da teoria clássica de sistemas dinâmicos contı́nuos. Além disso, o estudo de sistemas

impulsivos leva a novas demonstrações de resultados da teoria de sistemas dinâmicos contı́nuos.

Neste trabalho, dando continuidade no estudo da teoria de sistemas com impulsos, apresen-

tamos resultados que envolvem conjuntos minimais, movimentos recorrentes, movimentos quase

periódicos e fracamente quase periódicos. Estudamos, também, a teoria de estabilidade de Lyapu-

nov e quase estabilidade de Zhukovskij para sistemas impulsivos e apresentamos a construção da

teoria de trajetórias negativas para sistemas semidinâmicos com impulsos.
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Organizamos este trabalho da seguinte forma. No Capı́tulo 1, apresentamos os conceitos básicos

da teoria de sistemas semidinâmicos com impulsos. Na Seção 1.1, apresentamos a definição de um

sistema semidinâmico impulsivo, representado por (X ,π;M, I), onde X é um espaço métrico, (X ,π)

é uma sistema semidinâmico contı́nuo, M é o conjunto de impulsos e I é a função impulso. A órbita

positiva impulsiva de um ponto x ∈ X é definida pelo conjunto π̃+(x) = {π̃(x, t) : t ∈ [0,T (x))}.

Na Seção 1.2, estudamos a continuidade da função φ que representa o menor tempo positivo para

o qual a trajetória positiva de um ponto encontra o conjunto impulsivo. A Seção 1.3 dedica-se ao

estudo de conjuntos invariantes em sistemas com impulsos. Já a Seção 1.4 estuda propriedades de

conjuntos limite no sistema com impulsos. Na Seção 1.5, exibimos as condições gerais que iremos

assumir em todo este trabalho. As principais referências para este capı́tulo são [2], [3], [4], [5], [6],

[7], [9], [11], [16], [17], [18] , [20] e [23].

No Capı́tulo 2, apresentamos a teoria de conjuntos minimais. Definimos o conceito de conjuntos

minimais, para sistemas impulsivos, de forma similar à definição clássica apresentada no caso de

sistemas contı́nuos. Mostramos que nossa definição de minimalidade é equivalente a definição

dada pelo matemático Kaul em [21], veja Teorema 2.1.3. O Teorema 2.1.4 mostra que um conjunto

A⊂X é minimal em (X ,π;M, I) se, e somente se, A for igual ao conjunto limite positivo de qualquer

ponto que pertença ao conjunto A \M. No Teorema 2.1.11, mostramos condições suficientes para

que um conjunto compacto e não vazio contenha um subconjunto minimal em (X ,π ;M, I). Os

resultados desse capı́tulo estão em [13].

O Capı́tulo 3 estuda a teoria de movimentos recorrentes e quase periódicos. Na Seção 3.1, defi-

nimos o conceito de recorrência para sistemas semidinâmicos com impulsos e estudamos algumas

propriedades topológicas de movimentos recorrentes. No Teorema 3.1.3, mostramos que se A⊂ X

é um subconjunto compacto e minimal, então qualquer ponto x∈ A\M é recorrente em (X ,π;M, I).

O Teorema 3.1.4 mostra que se X é completo e π̃+(x) é recorrente em (X ,π;M, I), então o fecho

π̃+(x) é um conjunto compacto. Além disso, se x /∈M então π̃+(x) é minimal.

Apresentamos, também, o conceito de conjunto relativamente denso, e mostramos no Teorema

3.1.6 que se (X ,π;M, I) é um sistema semidinâmico impulsivo tal que π̃+(x) é compacto para

algum x ∈ X \M, então a órbita positiva π̃+(x) é recorrente se, e somente se, para cada ε > 0 o

conjunto Kε = {t ∈ R+ : d(x, π̃(x, t))< ε} é relativamente denso.
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Na Seção 3.2, definimos o conceito de movimentos quase periódicos. Estabelecemos condições

para que um ponto quase periódico seja recorrente em um sistema impulsivo, veja Teorema 3.2.3.

Finalizamos o capı́tulo com resultados que envolvem conceitos de periodicidade e minimalidade,

veja os Teoremas 3.2.6 e 3.2.7 e o Corolário 3.2.8. Os resultados novos deste capı́tulo estão pre-

sentes no artigo [13].

No Capı́tulo 4, apresentamos a teoria de estabilidade de Lyapunov e a teoria de quase esta-

bilidade de Zhukovskij. Na Seção 4.1, definimos o conceito de movimento fracamente quase

π̃−periódico e estabelecemos condições para que um ponto fracamente quase π̃−periódico seja

π̃−recorrente, veja o Teorema 4.1.2.

No Teorema 4.1.3, mostramos que se x ∈ X \M e x é quase periódico em (X ,π;M, I) então

x ∈ L̃+(x). Mostramos, também, que a recı́proca desse resultado não é válida em geral, veja Exem-

plo 4.1.5. Entretanto, supondo que x seja recorrente e Lyapunov estável em (X ,π;M, I) então

encontramos condições suficientes para que x seja fracamente quase periódico, veja Teorema 4.1.7.

Outro resultado importante, mostra que, o conjunto limite positivo de um ponto x ∈ X é minimal

se, e somente se, a órbita positiva de x aproxima-se uniformemente desse conjunto limite, veja Te-

orema 4.1.11. Na Seção 4.2, estudamos a teoria de quase estabilidade de Zhukovskij para sistemas

impulsivos. Este tipo de estabilidade foi inicialmente introduzido por Changming Ding em [19].

Sob condição de quase estabilidade de Zhukovskij, mostramos que um conjunto limite é minimal,

veja Teorema 4.2.7. Obtemos, também, alguns resultados sobre atratores uniformes, veja Lema

4.2.14, Proposição 4.2.15 e Teorema 4.2.16.

Finalmente, no Capı́tulo 5, apresentamos a noção de semisolução negativa para sistemas semi-

dinâmicos impulsivos. Este capı́tulo está dividido em quatro seções. Na Seção 5.1, construı́mos a

teoria de semisoluções negativas para sistemas impulsivos. Na Seção 5.2, definimos uma função

que representa o maior tempo negativo para o qual a semisolução negativa contı́nua de um ponto x

encontra o conjunto I(M). Através dessa função, estabelecemos um teorema de convergência para

semisoluções negativas em sistemas com impulsos, veja Teorema 5.2.3.

Na Seção 5.3, definimos os conceitos de conjuntos negativamente fracamente invariantes, ne-

gativamente fortemente invariantes e invariantes. Estabelecemos os conceitos de conjunto limite

negativo e do prolongamento do conjunto limite negativo. Resultados de invariância positiva e ne-
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gativa estão presentes nos Teoremas 5.3.5, 5.3.6, 5.3.7 e 5.3.11. Finalmente, na Seção 5.4, defini-

mos o conceito de conjuntos fortemente (fracamente) minimais e mostramos algumas propriedades

sobre conjuntos fracamente minimais e negativamente fortemente invariantes, veja Teorema 5.4.4.



Notações

Seguem algumas notações que aparecem no contexto deste trabalho.

Sejam (X , d) um espaço métrico com métrica d, x∈ X , ε > 0, n um natural e A um subconjunto

não vazio de X , isto é, A⊂ X e A $= /0.

• R representa o conjunto dos números reais;

• R+ representa o conjunto dos números reais não negativos;

• R− representa o conjunto dos números reais negativos;

• N representa o conjunto dos números naturais, N= {0,1,2, . . .};

• N∗ representa o conjunto dos números naturais estritamente positivos, ou seja, N∗ =N\{0};

• Rn representa o espaço euclidiano n−dimensional;

• A representa o fecho de A em X ;

• ∂A representa a fronteira de A em X ;

• d(x, A) = inf{d(x, y) : y ∈ A};

• B(x, ε) = {y ∈ X : d(y, x)< ε};

• B(A, ε) = {x ∈ X : d(x, A)< ε}.

Vamos representar por {xn}n≥1 uma seqüência em X , onde n pertence ao conjunto dos números

naturais. Às vezes, representaremos lim
n→+∞

xn = x simplesmente como

xn
n→+∞
−→ x.

5
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Quando um conceito é introduzido pela primeira vez, as palavras que o definem estão em ne-

grito. Indicamos o final de uma demonstração com o sı́mbolo !.

Em cada resultado deste trabalho apresentamos uma referência bibliográfica. Os resultados dos

trabalhos do autor estão em negrito.



Capı́tulo

1

Sistemas semidinâmicos impulsivos

Neste capı́tulo, apresentamos a teoria elementar de sistemas semidinâmicos impulsivos. As

referências utilizadas foram [2], [3], [4], [5], [6], [7], [9], [11], [16], [17], [18] , [20] e [23].

1.1 Descrição de um sistema semidinâmico com impulsos

Seja (X ,d) um espaço métrico. A tripla (X ,π ,R+) é chamada de sistema semidinâmico em

X ou π é um sistema semidinâmico em X , se a aplicação π : X ×R+ → X satisfaz as seguintes

propriedades:

i) π(x,0) = x para todo x ∈ X ;

ii) π(π(x, t),s) = π(x, t + s), quaisquer que sejam x ∈ X e t,s ∈ R+;

iii) π é contı́nua em X×R+.

Vamos denotar um sistema semidinâmico simplesmente por (X ,π). Para cada x∈ X , considera-

mos a função contı́nua πx :R+→X dada por πx(t)= π(x, t) e chamamos esta função de movimento

de x.

A órbita positiva de x no sistema (X ,π) é definida pelo conjunto π+(x) = {π(x, t) : t ∈ R+}.

Dados A⊂ X e t ≥ 0, definimos

π+(A) =
⋃

x∈A

π+(x) e π(A, t) =
⋃

x∈A

π(x, t).

7



8 Sistemas semidinâmicos impulsivos

Dizemos que um conjunto A⊂ X é positivamente π−invariante se π+(A)⊂ A.

Dados t ≥ 0 e x ∈ X , definimos o conjunto F(x, t) da seguinte maneira

F(x, t) = {y ∈ X : π(y, t) = x},

e, para ∆⊂ [0,+∞) e D⊂ X , definimos F(D,∆) = ∪{F(x, t) : x ∈ D e t ∈ ∆}.

Definição 1.1.1 Um ponto x ∈ X é chamado de ponto inicial em (X ,π) se F(x, t) = /0 para todo

t > 0.

A teoria de sistemas dinâmicos e semidinâmicos contı́nuos pode ser encontrada em [2] e [3].

No que segue, definimos o conceito de sistemas semidinâmicos sob ação de impulsos.

Definição 1.1.2 Um sistema semidinâmico impulsivo em X , denotado por (X ,π;M, I), consiste

de um sistema semidinâmico (X ,π) juntamente com um subconjunto fechado não vazio M ⊂ X

satisfazendo a condição de que para cada x ∈M, existe um εx > 0 tal que

F(x, (0, εx))∩M = /0 e π(x, (0, εx))∩M = /0

x

π(x,(0, εx))

F(x, (0, εx))
M

Figura 1.1: Trajetória através de x.

e uma função contı́nua I : M→ X responsável pelas descontinuidades do sistema impulsivo. Cha-

mamos o conjunto M de conjunto impulsivo e a função I de função impulso. Na sequência, vamos

descrever como a função I atua nas trajetórias do sistema impulsivo.

O lema a seguir apresenta condições para obtermos a existência do menor tempo estritamente

positivo para o qual a trajetória de um sistema impulsivo encontra o conjunto impulsivo M.
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Lema 1.1.3 [5, Lema 2.1] Seja (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo. Então, para qual-

quer x ∈ X tal que π(x,(0,+∞))∩M $= /0, existe um número real positivo s1 > 0, de maneira que

π(x, t) /∈M para 0 < t < s1 e π(x,s1) ∈M.

Demonstração: Como π(x,(0,+∞)) ∩ M $= /0, existe um número t1 > 0 tal que

π(x, t1) ∈ M. Como πx : R+ −→ X é contı́nua e M é fechado e não vazio, então o subcon-

junto compacto [0, t1]∩π−1
x (M) de R+ possui um menor elemento, digamos s1, o qual satisfaz o

lema. !

Nas definições que seguem, (X ,π;M, I) denota um sistema semidinâmico impulsivo.

Definição 1.1.4 Definimos a função φ : X → (0,+∞] pela lei

φ(x) =






s, se π(x,s) ∈M e π(x, t) /∈M para 0 < t < s,

+∞, se M+(x) = /0,

onde M+(x) = π(x,(0,+∞))∩M, x ∈ X . Se M+(x) $= /0, segue que o valor φ(x) representa o menor

tempo estritamente positivo para o qual a trajetória de x encontra M.

Definição 1.1.5 Dado x ∈ X , chamamos π(x, φ(x)) de ponto impulsivo de x.

Definição 1.1.6 A trajetória impulsiva de x em (X ,π ;M, I) é uma aplicação π̃x definida em um

intervalo Ix ⊂ R+ com valores em X dada indutivamente da seguinte forma: Se M+(x) = /0, então

π̃x(t) = π(x, t) para todo t ∈ R+ e φ(x) = +∞. Porém se M+(x) $= /0, segue do Lema 1.1.3 que

existe um menor positivo s0 ∈ R+ de maneira que π(x,s0) = x1 ∈M e π(x, t) /∈M, para 0 < t < s0.

Então definimos π̃x sobre [0,s0] como sendo

π̃x(t) =






π(x, t), 0≤ t < s0,

x+1 , t = s0,

onde x+1 = I(x1) e φ(x) = s0. Vamos denotar x por x+0 .

Como s0 < +∞, o processo continua mas, agora, iniciando em x+1 . Deste modo, caso

M+(x+1 ) = /0, definimos π̃x(t) = π(x+1 , t− s0) para s0 ≤ t <+∞ e, neste caso, φ(x+1 ) = +∞. Agora,
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se M+(x+1 ) $= /0, segue novamente do Lema 1.1.3, que existe um menor positivo s1 ∈ R+ tal que

π(x+1 ,s1) = x2 ∈M e π(x+1 , t− s0) /∈M para s0 < t < s0 + s1. Definimos π̃x sobre [s0,s0 + s1] por

π̃x(t) =






π(x+1 , t− s0), s0 ≤ t < s0 + s1,

x+2 , t = s0 + s1,

onde x+2 = I(x2) e φ(x+1 ) = s1.

Suponhamos, agora, que π̃x esteja definida no intervalo [tn−1, tn] e que π̃x(tn) = x+n , onde t0 = 0 e

tn =
n−1

∑
i=0

si para n = 1,2,3, . . .. Se M+(x+n ) = /0, então π̃x(t) = π(x+n , t − tn) para tn ≤ t < +∞ e

φ(x+n ) = +∞. Se M+(x+n ) $= /0, então existe sn ∈R+ tal que π(x+n , sn) = xn+1 ∈M e π(x+n , t− tn) /∈

M, para tn < t < tn+1. Além disso,

π̃x(t) =






π(x+n , t− tn), tn ≤ t < tn+1,

x+n+1, t = tn+1,

onde x+n+1 = I(xn+1) e φ(x+n ) = sn.

Observemos que π̃x está definida sobre cada [tn, tn+1], onde tn+1 =
n

∑
i=0

si, ou seja, π̃x está definida

sobre [0, tn+1]. A Figura 1.2 apresenta a trajetória de um ponto x ∈ X em um sistema impulsivo.

x = x+0

x1 = π(x,φ(x))

x+1

x2 = π(x+1 ,φ(x
+
1 ))

x+2

x3 = π(x+2 ,φ(x
+
2 ))

x+n

xn+1 = π(x+n , φ(x+n ))

M

N = I(M)

Figura 1.2: Trajetória impulsiva do ponto x ∈ X no sistema (X , π;M, I).

O processo acima termina após um número finito de passos, se M+(x+n ) = /0 para algum n ∈ N,



Descrição de um sistema semidinâmico com impulso 11

ou ele continua indefinidamente, se M+(x+n ) $= /0 para cada n = 1,2,3, ..., e neste caso π̃x está defi-

nida no intervalo [0,T (x)), onde T (x) =
∞

∑
i=0

si e x ∈ X . Representamos a órbita positiva impulsiva

de x ∈ X pelo conjunto

π̃+(x) = {π̃(x, t) : t ∈ [0,T (x))}.

Dado A⊂ X definimos π̃+(A) = ∪{π̃+(x) : x ∈ A}.

Observação 1.1.7

i) Escrevemos π̃x(t)= π̃(x, t), para qualquer t em [0,T (x)). Pela descrição do sistema impulsivo

temos que para qualquer t tal que 0≤ t < T (x), existem k ∈ {1, 2, 3, . . .} e 0≤ t ′ < φ(x+k−1)

tais que t =
k−1

∑
i=0

µ(x+i−1)+t ′ e π̃(x, t)= π(x+k−1, t ′), onde x = x+0 , µ(x+−1) = 0 e µ(x+i ) = φ(x+i )

para todo i = 0,1,2,3, . . . . Mesmo que a função φ é estritamente positiva, vamos escrever

por conveniência a expressão t =
k−1

∑
i=0

φ(x+i−1)+ t ′ com φ(x+−1) = 0.

ii) Note que, pela definição da órbita impulsiva, π̃(x, t) /∈M, para todo t > 0.

A proposição seguinte nos diz que π̃ satisfaz o princı́pio da identidade e a condição de semi-

grupo.

Proposição 1.1.8 [6, Proposição 2.1] Seja (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo. Se

x ∈ X , então:

a) π̃(x, 0) = x;

b) π̃(π̃(x, t), s) = π̃(x, t + s) para todos t,s ∈ [0, T (x)) tais que t + s ∈ [0,T (x)).

Demonstração: Se π̃ for contı́nua, a conclusão é imediata.

a) Dado x ∈ X , temos que π̃(x, t) = π(x, t) para 0≤ t < φ(x). Então π̃(x,0) = π(x,0) = x.

b) Sejam t,s ∈ [0, T (x)) tais que t + s ∈ [0,T (x)), e consideremos y = π̃(x, t). Pela Observação

1.1.7, podemos escrever

π̃(x, t) = π(x+k−1, t
′)
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para algum k≥ 1, onde t =
k−1

∑
j=0

φ(x+j−1)+ t ′ e 0≤ t ′ < φ(x+k−1) (lembremos que estamos denotando

x = x+0 e φ(x+−1) = 0). De mesma forma, podemos escrever

π̃(y,s) = π(y+!−1,s
′)

para algum !≥ 1, onde s =
!−1

∑
j=0

φ(y+j−1)+ s′ e 0≤ s′ < φ(y+!−1) (com y = y+0 e φ(y+−1) = 0).

Se != 1, obtemos s = s′ < φ(y) = φ(x+k−1)− t ′ e t + s =
k−1

∑
j=0

φ(x+j−1)+ t ′+ s′. Portanto

π̃(π̃(x, t),s) = π̃(y,s) = π(y,s) = π(x+k−1, t
′+ s′) = π̃(x, t + s).

Agora se !> 1, como y = π̃(x, t) = π(x+k−1, t
′), obtemos

φ(y) = φ(x+k−1)− t ′, y+j = x+k−1+ j e φ(y+j ) = φ(x+k−1+ j)

para todo j ≥ 1. Segue que

s = φ(y+0 )+φ(y+1 )+ . . .+φ(y+!−2)+ s′

= φ(x+k−1)− t ′+φ(x+k )+ . . .+φ(x+k+!−3)+ s′.

Então,

t + s =

(
k+!−2

∑
j=0

φ(x+j−1)

)

+ s′ e 0≤ s′ < φ(x+k+!−2).

Portanto, π̃(π̃(x, t),s) = π̃(y,s) = π(y+!−1,s
′) = π(x+k+!−2,s

′) = π̃(x, t + s). !

Observação 1.1.9 É importante notarmos que se x ∈ M então π̃(x, t) = π(x, t) para todo

0 ≤ t < φ(x), ou seja, não há impulso no instante t = 0. Para que a trajetória de um ponto x ∈ X

sofra impulso, devemos encontrar o menor tempo estritamente positivo para o qual esta trajetória

encontra M.

Observação 1.1.10 Vamos assumir neste trabalho que T (x) = +∞ para todo x ∈ X , isto é, π̃x está

definida para todo t ≥ 0 qualquer que seja x ∈ X .
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1.2 Continuidade da função φ

Na Definição 1.1.4 da seção anterior, definimos a função φ que representa o menor tempo

positivo para o qual a trajetória de um ponto x∈ X encontra o conjunto impulsivo M. No que segue,

estudamos a continuidade da função φ .

Definição 1.2.1 Seja (X , π) um sistema semidinâmico. Um conjunto fechado S contendo x ∈ X é

chamado de seção ou λ− seção através de x, com λ real positivo, se existe um conjunto fechado L

tal que:

i) F(L, λ ) = S;

ii) F(L, [0, 2λ ]) é uma vizinhança de x;

iii) F(L, µ)∩F(L, ν) = /0, para 0≤ µ < ν ≤ 2λ .

Denominamos o conjunto F(L, [0, 2λ ]) de tubo (ou λ−tubo) e o conjunto L de barra.

2λ

λ

π(x,λ )x

LS

! !

Figura 1.3: λ -tubo F(L, [0,2λ ]).

Lema 1.2.2 [16, Lema 1.9] Seja (X , π) um sistema semidinâmico. Se S é uma λ−seção através

de x, x ∈ X , e µ ≤ λ , então S também é uma µ−seção através de x.

Na próxima definição, apresentamos as condições TC e STC para um tubo.
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Definição 1.2.3 Seja (X , π) um sistema semidinâmico. Qualquer tubo F(L, [0, 2λ ]) dado pela

seção S através de x ∈ X tal que

S⊂M∩F(L, [0, 2λ ])

é chamado um TC-tubo através de x. Dizemos que um ponto x ∈M satisfaz a condição de tubo e

escrevemos abreviadamente (TC), se existe um TC-tubo, F(L, [0, 2λ ]), através de x.

Se S = M∩F(L, [0,2λ ]), dizemos que F(L, [0, 2λ ]) é um STC-tubo através de x. Dizemos que

um ponto x ∈M satisfaz a condição forte de tubo e escrevemos abreviadamente (STC), se existe

um STC-tubo, F(L, [0, 2λ ]), através de x.

Exemplo 1.2.4 [17, Exemplo 2.5] Consideremos o sistema semidinâmico em R2 dado por π((x,y), t)=

(x+ t,y) e M = {(x,y)∈R2 : x = 0}∪{(x,y) ∈R2 : x = y, x≥ 0}, veja a Figura 1.4. O ponto (0,0)

satisfaz a condição TC mas não satisfaz a condição STC.

MM

(0,0)

Figura 1.4: (0,0) satisfaz a condição TC.

O próximo resultado é consequência do Lema 1.2.2 e das definições acima. O leitor pode en-

contrar a demonstração em [17].

Lema 1.2.5 [17, Lema 3.3] Seja (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo. Suponhamos

que exista um ponto x ∈ X que satisfaça a condição TC (STC) com uma λ−seção S. Então, para

qualquer η < λ , o conjunto S também será uma η−seção com um TC-tubo (STC-tubo).

Definição 1.2.6 Uma função f : X→R é denominada semicontı́nua superiormente em um ponto

a ∈ X quando, para cada ε > 0 dado, existe δ > 0 tal que se x ∈ X e d(x, a) < δ então
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f (x) < f (a) + ε . Dizemos que f : X → R é semicontı́nua superiormente quando ela o for em

cada ponto de X . Analogamente, f é chamada semicontı́nua inferiormente em um ponto a ∈ X

quando, para cada ε > 0 dado, existe δ > 0 tal que se x ∈ X e d(x, a) < δ então f (x) > f (a)− ε .

Em termos de sequências, f é uma função semicontı́nua superiormente em a ∈ X se, para toda

sequência {xn}n≥1 ⊂ X , com xn
n→+∞
−→ a, tivermos limsup

n→+∞
f (xn)≤ f (a). De mesma forma, f é uma

função semicontı́nua inferiormente em a ∈ X se, para toda sequência {xn}n≥1 ⊂ X , com xn
n→+∞
−→ a,

tivermos liminf
n→+∞

f (xn) ≥ f (a). Dizemos, então, que f : X → R é contı́nua em um ponto a ∈ X se,

e somente se, ela for contı́nua superiormente e inferiormente no ponto a.

Exemplo 1.2.7 [17, Exemplo 2.6] Consideremos o sistema semidinâmico em R dado por π(x, t)=

x+ t. Assim, consideremos o sistema impulsivo associado com M = N e I(n) = n+ 1
2 para cada

n ∈ N. Então

φ(x) =





−x se x < 0

1+E(x)− x se x≥ 0,

onde E(x) denota a parte inteira de x. Notemos que a função φ não é semicontı́nua inferiormente

nos pontos pertencentes ao conjunto N. Com efeito, dado x ∈ N, consideremos a sequência dada

por xn = x− 1
n para todo n ∈ N∗. Então xn

n→+∞
−→ x e

liminf
n→+∞

φ(xn) = liminf
n→+∞

[1+(x−1)− (x−1/n)] = 0 < φ(x) = 1.

Notemos que todo elemento x ∈ N satisfaz a condição STC.

O teorema seguinte diz que, se x /∈M, então φ é semicontı́nua inferiormente em x.

Teorema 1.2.8 [17, Teorema 3.5] Seja (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo. Então, a

função φ é semicontı́nua inferiormente em qualquer x ∈ X \M.

Demonstração: Sejam x ∈ X \M e {xn}n≥1 ⊂ X uma sequência qualquer tal que xn
n→+∞
−→ x. Supo-

nhamos que φ(x) = +∞. Se existir uma subsequência {xnk
}k≥1 tal que {φ(xnk

)}k≥1 converge para

algum número real λ ≥ 0, então

π(xnk
,φ(xnk

))
k→+∞
−→ π(x,λ ) ∈M,
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pois π(xnk
,φ(xnk

)) ∈ M para todo k = 1,2, . . . e M é fechado. Logo φ(x) ≤ λ o que é uma

contradição. Portanto liminf
n→+∞

φ(xn) = +∞ = φ(x).

Agora, vamos assumir que φ(x) = c ∈ (0,+∞). Suponhamos que φ(xn)
n→+∞
−→ t. Como x /∈M

então, para n ∈ N suficientemente grande, temos xn /∈M. Entretanto π(xn, φ(xn)) ∈M e, como M

é fechado e π é contı́nua, segue que

π(xn, φ(xn))
n→+∞
−→ π(x, t) ∈M.

Logo c = φ(x)≤ t. Portanto φ é semicontı́nua inferiormente em x. !

Se x∈M e x não é um ponto inicial, então φ não é semicontı́nua inferiormente em x. O próximo

resultado mostra este fato.

Teorema 1.2.9 [17, Proposição 3.6] Seja (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e supo-

nhamos que x ∈M não seja um ponto inicial. Então a função φ não é semicontı́nua inferiormente

em x.

Demonstração: Seja x ∈M e suponhamos que x não seja um ponto inicial. Então existem ε > 0 e

y∈X tais que π(y,ε)= x. Podemos supor π(y, [0,ε))∩M = /0. Agora, consideremos uma sequência

crescente de números reais {εn}n≥1 tal que εn > 0 para todo n ∈ N∗ e εn
n→+∞
−→ ε . Definindo yn =

π(y,εn) para cada n ∈ N∗, temos que yn
n→+∞
−→ x e

φ(yn) = φ(π(y,εn)) = ε− εn
n→+∞
−→ 0 < φ(x).

Portanto φ não é semicontı́nua inferiormente em x. !

No Teorema 1.2.10 a seguir, estabelecemos condições suficientes para que φ seja semicontı́nua

superiormente em pontos de X .

Teorema 1.2.10 [17, Teorema 3.4] Se, em um sistema semidinâmico impulsivo (X , π ; M, I), cada

ponto pertencente ao conjunto impulsivo M satisfaz a condição (TC) então φ é semicontı́nua supe-

riormente em X.

Demonstração: Seja x∈X . Podemos assumir que φ(x)= u∈ (0,+∞).Neste caso, π(x, u)= y∈M

e π(x, (0, u))∩M = /0. Pelo Lema 1.2.5, podemos tomar ε < u tal que U = F(L, [0, 2ε]) seja um
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TC-tubo com uma ε-seção através de y igual a F(L, ε). Então existe uma vizinhança V de x tal

que π(V, u)⊂U . Assim, π(z, u) ∈ F(L, [0, 2ε]), para qualquer z ∈ V . Além disso, dado qualquer

z ∈V , existe um ηz ∈ [0, 2ε] tal que π(z, u+ηz) ∈ L. Como ε < u, segue que u+ηz− ε > 0 e

π(z, u+ηz− ε) ∈ F(L, ε) = S⊂M.

Daı́, φ(z)≤ u+ηz− ε < u+ ε = φ(x)+ ε . Portanto φ é semicontı́nua superiormente em x. !

O próximo resultado diz respeito à continuidade da função φ .

Teorema 1.2.11 [17, Teorema 3.8] Consideremos um sistema semidinâmico impulsivo (X , π; M, I).

Suponhamos que nenhum ponto inicial pertença ao conjunto impulsivo M e que cada elemento de

M satisfaça a condição (TC). Então φ é contı́nua em x se, e somente se, x ∈ X \M.

Demonstração: (⇒) Suponhamos que x ∈ M. Como x não é ponto inicial, segue, pelo Teorema

1.2.9, que φ não é semicontı́nua inferiormente. Mas isto é um absurdo. Portanto x ∈ X \M.

(⇐) Seja x ∈ X \M. Pelo Teorema 1.2.8, φ é semicontı́nua inferiormente em x. E como cada

ponto de M satisfaz a condição (TC), pelo Teorema 1.2.10, φ é semicontı́nua superiormente em x.

Portanto φ é contı́nua em x. !

Observação 1.2.12 Vamos assumir em todo este trabalho que o conjunto impulsivo M satisfaz a

condição STC e que não existe ponto inicial em M. Assim, φ é semicontı́nua superiormente em X

e contı́nua em X \M.

1.3 Invariância

O conceito de invariância positiva para sistemas semidinâmicos com impulsos é definido seme-

lhante ao caso contı́nuo, veja a próxima definição.

Definição 1.3.1 Sejam (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e A um subconjunto de X .

Dizemos que A é positivamente π̃-invariante se π̃+(A) = ∪{π̃+(x) : x ∈ A}⊂ A. Ainda, dizemos

que A é I-invariante se I(x) ∈ A para todo x ∈M∩A.
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Notemos que a órbita positiva impulsiva π̃+(x) é positivamente π̃−invariante para todo x ∈ X .

O seguinte exemplo, descrito em [18], mostra que em geral, não existe relação entre π-invariância,

π̃-invariância e I-invariância.

Exemplo 1.3.2 Consideremos o sistema semidinâmico impulsivo em R dado pelo sistema semi-

dinâmico π(x, t) = t + x, M = {1} e I(1) = −1. Então o conjunto A = [0,+∞) é positivamente

π-invariante mas não é positivamente π̃-invariante e nem I-invariante. Entretanto, o conjunto

B = [−1,1) é positivamente π̃-invariante mas não é positivamente π-invariante. O conjunto

C = [−2,2] é I-invariante mas não é positivamente π̃-invariante. Já o conjunto D = [1,+∞) é

positivamente π̃-invariante mas não é I-invariante.

A seguir, apresentamos três resultados sobre invariância.

Proposição 1.3.3 [18, Proposição 2.1] Sejam (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo

e A um subconjunto de X positivamente π-invariante e I-invariante. Então A é positivamente

π̃-invariante.

Demonstração: Seja x ∈ A. Então π̃(x, [0,φ(x))) = π(x, [0,φ(x))) ⊂ A e x1 = π(x,φ(x)) ∈ A∩

M. Como A é I-invariante, segue que x+1 = I(x1) ∈ A. Logo, π̃(x, [0,φ(x)]) ⊂ A. Do mesmo

modo, π̃(x, [φ(x),φ(x) + φ(x+1 ))) = π(x+1 , [0,φ(x
+
1 ))) ⊂ A e x2 = π(x+1 ,φ(x

+
1 )) ∈ A ∩M. Daı́

x+2 = I(x2) ∈ A e π̃(x, [φ(x),φ(x) + φ(x+1 )]) ⊂ A. Continuando com este processo segue que

π̃+(x)⊂ A. !

Proposição 1.3.4 [18, Proposição 2.2] Sejam (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e A

um subconjunto fechado de X positivamente π̃-invariante. Então A é positivamente π-invariante.

Demonstração: Suponhamos que A não seja positivamente π-invariante, isto é, existem x ∈ A e

µ ∈ R+ tais que π(x,µ) /∈ A. Definamos t = inf{s > 0 : π(x,s) /∈ A} . Observemos que t > 0, pois

π̃(x, [0,φ(x))) = π(x, [0,φ(x)))⊂ A. Como π(x, [0, t))⊂ A, segue que π(x, t) ∈ A = A. Assim

π(π(x, t), [0,φ(π(x, t))))= π̃(π(x, t), [0,φ(π(x, t))))⊂ A,

isto é,

π(x, [t, t+φ(π(x, t))))⊂ A
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e isto contradiz a definição de t. Portanto A é positivamente π-invariante. !

Proposição 1.3.5 [18, Teorema 2.5] Sejam (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e A

um subconjunto compacto e positivamente π̃-invariante de X. Se E é uma componente conexa de

A I-invariante, então E é positivamente π̃-invariante.

Demonstração: Seja x ∈ E, então π̃(x, [0,φ(x))) = π(x, [0,φ(x))) ⊂ A. Pela continuidade de π

e conexidade de E temos π(x, [0,φ(x))) ⊂ E. Se φ(x) = +∞ concluı́mos a prova. Do contrário

se φ(x) < +∞, então x1 = π(x,φ(x)) ∈ E = E e x+1 = I(x1) ∈ E, pois E é I-invariante. Assim

π̃(x, [φ(x),φ(x) + φ(x+1 ))) = π(x+1 , [0,φ(x
+
1 ))) ⊂ E. Se φ(x+1 ) = +∞ concluı́mos a prova. Do

contrário se φ(x+1 ) < +∞, então x2 = π(x+1 ,φ(x
+
1 )) ∈ E = E e x+2 = I(x2) ∈ E. Continuando com

este processo concluı́mos que π̃+(x)⊂ E. !

1.4 Conjuntos limite

Definição 1.4.1 Seja (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo. Para cada x ∈ X definimos

o conjunto limite positivo de x com respeito a π̃ pelo conjunto

L̃+(x) = {y ∈ X : existe uma sequência {tn}n≥1 ⊂ R+ tal que

tn
n→+∞
−→ +∞ e π̃(x, tn)

n→+∞
−→ y

}
.

e o prolongamento do conjunto limite positivo de x com respeito a π̃ é dado por

J̃+(x) = {y ∈ X : existem sequências {xn}n≥1 ⊂ X e {tn}n≥1 ⊂ R+

tais que xn
n→+∞
−→ x, tn

n→+∞
−→ +∞ e π̃(xn, tn)

n→+∞
−→ y}.

Podemos caracterizar os conjuntos L̃+(x) e J̃+(x) da seguinte maneira.

Lema 1.4.2 [11, Lema 3.2 e Lema 3.27] Sejam (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e
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x ∈ X. Então

L̃+(x) =
⋂

t>0

π̃(x, [t,+∞)) e J̃+(x) =
⋂

ε>0

⋂

t≥0

⋃
{π̃(B(x,ε),τ) : τ ≥ t}.

Decorre do Lema 1.4.2 o seguinte resultado.

Proposição 1.4.3 Os conjuntos L̃+(x) e J̃+(x), x ∈ X, são fechados em X.

Ao contrário do caso contı́nuo, o conjunto limite positivo de um ponto x ∈ X pode não ser

positivamente π̃−invariante. Mostremos este fato no exemplo seguinte.

Exemplo 1.4.4 Consideremos o sistema semidinâmico impulsivo em R dado pelo sistema semi-

dinâmico π(x, t) = t + x, M = {1} e I(1) = −1. Note que L̃+(0) = [−1,1]. Entretanto, π̃(1, t) =

π(1, t) ∈ [1,+∞) para cada t ≥ 0. Assim L̃+(0) não é positivamente π̃−invariante.

Na sequência, apresentamos um resultado sobre convergência em sistemas impulsivos. Após

esse resultado, estabelecemos condições para obtermos invariância dos conjuntos limite.

Lema 1.4.5 [23, Lema 2.3][6, Lema 3.2] Sejam (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo

e x ∈ X \M. Suponhamos que I(M)∩M = /0. Seja {zn}n≥1 uma sequência em X tal que zn
n→+∞
−→ x.

Dado t ≥ 0, existe uma sequência {εn}n≥1 ⊂ R tal que εn
n→+∞
−→ 0 e π̃(zn, t + εn)

n→+∞
−→ π̃(x, t).

Demonstração: Se φ(x) = +∞, segue pela continuidade da φ sobre X \M, que dado t ∈ [0,+∞)

existe um natural n0 tal que, para n ≥ n0, temos φ(zn) > t. Consequentemente, para n ≥ n0,

π̃(zn, t) = π(zn, t) e o resultado segue da continuidade de π .

Agora, suponhamos que φ(x) < +∞. Então, já que φ é contı́nua em X \M, podemos assumir

que φ(zn)<+∞ para todo natural n = 1,2,3, . . ..

Temos três casos a considerar.

Caso 1: 0≤ t < φ(x).

Neste caso, seja 0 < ε < φ(x)− t. Segue da continuidade de φ em X \M, que existe n0 ∈ N tal

que φ(x)− ε < φ(zn) para todo n≥ n0. Logo t < φ(zn) e π̃(zn, t) = π(zn, t) para n≥ n0. Tomando
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εn = 0, n = 1,2, . . ., segue que

π̃(zn, t + εn) = π(zn, t)
n→+∞
−→ π(x, t) = π̃(x, t).

Caso 2: t = φ(x).

Temos π̃(x, t) = π̃(x,φ(x)) = x+1 . Note que

(zn)1 = π(zn, φ(zn))
n→+∞
−→ π(x, φ(x)) = x1.

Mas como I é contı́nua, então

I((zn)1)
n→+∞
−→ I(x1),

isto é, (zn)
+
1

n→+∞
−→ x+1 . Pela continuidade de φ em X \M, segue que |φ(zn)−φ(x)|

n→+∞
−→ 0. Logo

φ(zn) = t + εn, onde {εn}n≥1 é uma sequência de números reais com εn
n→+∞
−→ 0, daı́

π̃(zn, t + εn) = π̃(zn, φ(zn)) = (zn)
+
1

n→+∞
−→ x+1 = π̃(x, t).

Caso 3: t > φ(x).

Neste caso, existe m∈ {1, 2, 3, 4, ...} tal que t =
m−1

∑
i=0

φ(x+i )+ t ′ com 0≤ t ′< φ(x+m). Definamos

{(zn)i}i≥1 indutivamente por

(zn)1 = π(zn, φ(zn)) e (zn)i+1 = π((zn)
+
i , φ((zn)

+
i )), i ∈ {1, 2, 3, 4, ...}.

Seja tn =
m−1

∑
i=0

φ((zn)
+
i ). Então, como φ(zn)

n→+∞
−→ φ(x), temos

(zn)1 = π(zn, φ(zn))
n→+∞
−→ π(x, φ(x)) = x1.

Segue da continuidade de I que I((zn)1)
n→+∞
−→ I(x1), isto é, (zn)

+
1

n→+∞
−→ x+1 . Como
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φ((zn)
+
1 )

n→+∞
−→ φ(x+1 ), pois x+1 /∈M, obtemos

(zn)2 = π((zn)
+
1 , φ((zn)

+
1 ))

n→+∞
−→ π(x+1 , φ(x+1 )) = x2.

Prosseguindo desta maneira, obtemos (zn)i
n→+∞
−→ xi, para todo i = 1,2,3 . . .. Pela continuidade

de I, segue que

(zn)
+
i

n→+∞
−→ x+i ,

para todo i = 1,2,3, . . . . Assim
m−1

∑
i=0

φ((zn)
+
i )

n→+∞
−→

m−1

∑
i=0

φ(x+i ). Defina a sequência {εn}n≥1 por

εn = tn+ t ′ − t. Notemos que εn
n→+∞
−→ 0. Então

π̃(zn, t + εn) = π((zn)
+
m, t ′)

n→+∞
−→ π(x+m, t ′) = π̃(x, t).

O lema está provado. !

Se t ≥ 0 for tomado de tal forma que π̃(x, t) $= x+j = I(x j) para todo j = 1,2,3, . . ., então a

convergência no Lema 1.4.5 não dependerá da sequência {εn}n≥1, ou seja, π̃(zn, t)
n→+∞
−→ π̃(x, t)

sempre que t $=
k

∑
j=0

φ(x+j ), k = 0,1,2, .... Veja o próximo resultado.

Lema 1.4.6 [9, Lema 3.3] Sejam (X ,π ;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e x ∈ X \M.

Suponha que I(M)∩M = /0. Se {zn}n≥1 é uma sequência em X que converge para x, então dado

t ≥ 0 tal que t $=
k

∑
j=0

φ(x+j ) para todo k = 0,1,2, ..., temos π̃(zn, t)
n→+∞
−→ π̃(x, t).

Teorema 1.4.7 [13, Proposição 4.1] Seja (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo. Supo-

nhamos que I(M)∩M = /0. Então L̃+(x)\M é positivamente π̃−invariante para todo x ∈ X.

Demonstração: Sejam y ∈ L̃+(x) \ M e t ≥ 0 arbitrário. Então existe uma sequência

{tn}n≥1 ⊂ R+ com tn
n→+∞
−→ +∞ tal que π̃(x, tn)

n→+∞
−→ y. Como y /∈ M, podemos supor que

{π̃(x, tn)}n≥1 ⊂ X \M. Então pelo Lema 1.4.5, existe uma sequência {εn}n≥1 ⊂ R com εn
n→+∞
−→ 0

tal que π̃(x, tn+ t +εn) = π̃(π̃(x, tn), t+εn)
n→+∞
−→ π̃(y, t). Notemos que {tn+ t +εn}n≥1 ⊂ R+ com

tn + t + εn
n→+∞
−→ +∞. Logo π̃(y, t) ∈ L̃+(x) \M já que I(M)∩M = /0. Como t ≥ 0 foi tomado de

maneira arbitrária, o teorema está provado. !
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Corolário 1.4.8 [11, Lema 3.5] Sejam (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e x ∈ X.

Suponhamos que I(M)∩M = /0. Se L̃+(x)∩M = /0, então L̃+(x) é positivamente π̃−invariante.

Para os conjuntos J̃+(x) e D̃+(x), x ∈ X , temos o seguinte resultado sobre invariância.

Teorema 1.4.9 [12, Teorema 2.4.8] Seja (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo. Se

I(M)∩M = /0, então os conjuntos D̃+(x) \M e J̃+(x) \M são positivamente π̃−invariantes para

todo x ∈ X.

Demonstração: A prova é análoga a demonstração do Teorema 1.4.7. !

Corolário 1.4.10 [11, Lema 3.27] Sejam (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e x ∈ X.

Suponhamos que I(M)∩M = /0.

a) Se J̃+(x)∩M = /0, então J̃+(x) é positivamente π̃−invariante;

b) Se D̃+(x)∩M = /0, então D̃+(x) é positivamente π̃−invariante.

No que segue, apresentamos uma caracterização para o fecho de uma órbita positiva em um

sistema impulsivo (X ,π;M, I).

Lema 1.4.11 [9, Lema 3.1] Sejam (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e x ∈ X. Supo-

nha que φ(x+j )<+∞ para todo j = 0,1,2, . . . então

π̃+(x) = π̃+(x)∪ L̃+(x)∪{x j : j = 1,2, . . .},

onde x j = π(x+j−1,φ(x
+
j−1)), j = 1,2, . . .. Note que se φ(x+j ) < +∞ para cada j = 0,1, . . . ,k e

φ(x+k+1) = +∞, então

π̃+(x) = π̃+(x)∪ L̃+(x)∪{x j : j = 1,2, . . . ,k+1}.
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1.5 Hipóteses gerais

Em todo este trabalho vamos considerar as seguintes hipóteses:

(H1) O conjunto M satisfaz a condição STC e não existem pontos iniciais em M. Assim φ é

contı́nua em X \M, veja Teorema 1.2.11.

(H2) M∩ I(M) = /0.

(H3) π̃(x, t) está definida para todo t ≥ 0, qualquer que seja x ∈ X .



Capı́tulo

2

Conjuntos minimais

Neste capı́tulo, apresentamos a teoria de conjuntos minimais para sistemas semidinâmicos im-

pulsivos. Os resultados desse capı́tulo estão apresentados no artigo [13].

2.1 Conjuntos minimais

Em [21], Kaul define o conceito de minimalidade para um conjunto A em um sistema semi-

dinâmico impulsivo (X ,π ;M, I) da seguinte forma:

A é minimal em (X ,π;M, I) se A = π̃+(x) para todo x ∈ A\M.

Entretanto, na teoria clássica de sistemas dinâmicos contı́nuos, um conjunto A em um sistema

dinâmico (X ,π) é chamado minimal se A é não vazio, fechado, invariante e ele não admite sub-

conjunto próprio satisfazendo essas propriedades, veja [3, Definição 3.1(Capı́tulo III)]. Como con-

sequência, segue que um conjunto não vazio A⊂ X é minimal se e somente se π+(x) = A para todo

x ∈ A, veja por exemplo, [3, Teorema 3.2 (Capı́tulo III)].

Desta forma, no que segue, definimos o conceito de minimalidade para sistemas semidinâmicos

impulsivos de forma similar à definição clássica e mostramos que a definição dada por Kaul é

equivalente à nossa definição.

Definição 2.1.1 Dizemos que um conjunto A⊂X é minimal em (X ,π;M, I) se as seguintes condições

25
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forem satisfeitas:

i) A\M $= /0;

ii) A é fechado;

iii) A\M é positivamente π̃- invariante;

iv) A não admite subconjunto próprio satisfazendo as propriedades i), ii) e iii).

Exemplo 2.1.2 [13, Observação 4.1] Dado um sistema semidinâmico impulsivo (X ,π;M, I), su-

ponhamos que exista um ponto x ∈ X \M tal que I(π(x,φ(x))) = x. Então A = π(x, [0,φ(x)]) é um

conjunto minimal em (X ,π;M, I).

O próximo resultado mostra que a definição dada por Kaul é equivalente à Definição 5.4.1.

Teorema 2.1.3 [13, Teorema 4.1] O conjunto A ⊂ X é minimal em (X ,π;M, I) se, e somente se,

A = π̃+(x) para todo x ∈ A\M.

Demonstração: Inicialmente, suponhamos que A seja minimal. Seja x ∈ A \M arbitrário. Como

A\M é positivamente π̃- invariante e A é fechado, segue que

π̃+(x)⊂ Ā = A.

Notemos que π̃+(x) \ M $= /0, π̃+(x) é fechado e π̃+(x) \M é positivamente π̃−invariante pelo

Teorema 1.4.7 e pelo Lema 1.4.11. Como A é minimal devemos ter π̃+(x) = A.

Agora, vamos mostrar a condição suficiente. Seja B⊂ A tal que B\M $= /0, B é fechado e B\M

é positivamente π̃−invariante. Dado b ∈ B \M, segue que b ∈ A \M. Pela hipótese temos que

A = π̃+(b). Como B\M é positivamente π̃−invariante, temos

B⊂ A = π̃+(b)⊂ B.

Então A = B. Assim A não admite subconjunto próprio e A é minimal. Isto mostra o teorema. !
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O teorema a seguir mostra uma outra forma de caracterizar um conjunto minimal sob uma

hipótese adicional.

Teorema 2.1.4 [13, Teorema 4.2] Seja A⊂ X e suponha que L̃+(x)\M $= /0 para todo x∈A. Então

A é minimal em (X ,π;M, I) se, e somente se, A = L̃+(x) para todo x ∈ A\M.

Demonstração: Vamos mostrar a condição necessária. Seja x ∈ A \M. Pelo Teorema 2.1.3 pode-

mos escrever π̃+(x) = A. Consequentemente

L̃+(x)⊂ A.

Por outro lado, notemos que L̃+(x) \M $= /0, L̃+(x) é fechado e pelo Teorema 1.4.7 o conjunto

L̃+(x)\M é positivamente π̃−invariante. Pela minimalidade de A obtemos

L̃+(x) = A.

Mostraremos, agora, a condição suficiente. Suponhamos que A não seja minimal, ou seja,

existe um subconjunto próprio de A, B! A, tal que B\M $= /0, B é fechado e B\M é positivamente

π̃−invariante. Dado b ∈ B \M, segue que b ∈ A \M. Daı́ por hipótese temos A = L̃+(b). Como

B\M é positivamente π̃−invariante e B é fechado, obtemos

B⊂ A = L̃+(b)⊂ B.

Portanto A = B e isto é uma contradição. Assim A não admite subconjunto próprio e A é minimal.

!

Pela prova do Teorema 2.1.4, temos o seguinte resultado.

Teorema 2.1.5 [13, Teorema 4.3] Sejam A⊂ X um conjunto minimal em (X ,π;M, I) e x ∈ A \M

um ponto tal que L̃+(x)\M $= /0. Então A = L̃+(x).

O próximo lema mostra que a órbita positiva de um ponto x ∈ X é contı́nua sempre que π̃+(x) é

minimal.
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Lema 2.1.6 [13, Lema 4.1] Seja (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo. Se π̃+(x) é

minimal então π̃+(x) = π+(x).

Demonstração: Para provar que π̃+(x) = π+(x) é suficiente mostrarmos que φ(x) = +∞. Su-

ponhamos que φ(x) < +∞. Então x1 = π(x,φ(x)) ∈ M, e x1 ∈ π̃+(x). Como π̃+(x) é fechado,

pois é minimal, segue que x1 ∈ π̃+(x) o que é uma contradição, pois, pela descrição da trajetória

impulsiva, pontos de impulsos não podem estar na trajetória de x. Portanto φ(x) = +∞. !

Na teoria de sistemas dinâmicos contı́nuos, é sabido que todo conjunto não vazio, compacto

e invariante contém um subconjunto minimal compacto, veja [3, Teorema 4.4 (Capı́tulo III)].

Nas próximas linhas apresentamos condições para obter este resultado no caso de sistemas se-

midinâmicos com impulsos. Para isso, definimos inicialmente um tipo especial de minimalidade

em (X ,π;M, I).

Definição 2.1.7 Dizemos que um conjunto A ⊂ X é I−minimal em (X ,π ;M, I) se as seguintes

condições forem satisfeitas:

i) A\M $= /0;

ii) A é fechado;

iii) A\M é positivamente π̃- invariante;

iv) I(A∩M)⊂ A;

v) A não admite subconjunto próprio satisfazendo as propriedades i), ii), iii) e iv).

Supondo que exista ε0 > 0 tal que π(M, [0,ε0])∩ I(M) = /0, podemos dar uma caracterização

para os conjuntos I-minimais, veja Teorema 2.1.9 abaixo. Para isso, apresentamos um resultado

auxiliar que caracteriza a I-invariância do conjunto L̃+(x), x ∈ X .

Lema 2.1.8 [13, Lema 4.2] Seja (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e suponha que

exista ε0 > 0 tal que π(M, [0,ε0])∩ I(M) = /0. Então I(L̃+(x)∩M)⊂ L̃+(x), x ∈ X.
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Demonstração: Suponhamos que L̃+(x)∩M $= /0 para algum x ∈ X . Seja a ∈ L̃+(x)∩M. Então

existe uma sequência {tn}n≥1 ⊂ R+ tal que tn
n→+∞
−→ +∞ e

π̃(x, tn)
n→+∞
−→ a.

Como M satisfaz a condição STC, existe um STC-tubo F(L, [0,2λ ]) através de a dado por uma

seção S ⊂M tal que S = M∩F(L, [0,2λ ]). Podemos assumir λ < ε0. Além disso, como o tubo é

uma vizinhança de a, existe um η > 0 tal que

B(a,η)⊂ F(L, [0,2λ ]).

Consideremos H1 = F(L,(λ ,2λ ])∩B(a,η) e H2 = F(L, [0,λ ])∩B(a,η) como mostra a Figura 2.1.

λ

 λ

 λ

η

1 2

a

a

H H

F(L,[0,   ])

B(  ,  )

S

Figura 2.1: Conjuntos H1 e H2.

Seja {π̃(x, tnk
)}k≥1 uma subsequência qualquer de {π̃(x, tn)}n≥1. Afirmamos que existe um

número natural ! > 0 tal que {π̃(x, tnk
)}nk≥! ⊂ H1. De fato, suponhamos o contrário, e por como-

didade assumimos, que {π̃(x, tnk
)}k≥1 ⊂ H2. Seja yk = π̃(x, tnk

), k = 1,2, . . .. Pela propriedade de

tubo, existe sk ∈ [0,λ ] tal que F(yk,sk)⊂ S para cada k = 1,2, . . . , isto é,

π(F(yk,sk),sk) = yk,

k = 1,2, . . .. Seja k0 > 0 tal que tnk
− sk > 0 para todo k ≥ k0. Como π̃(x, t) /∈

+∞⋃

n=1

F(yn,sn) para
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todo t > 0, pois I(M)∩M = /0 (Hipótese (H2)), existem t ′k ∈ (tnk
− sk, tnk

] e wk ∈M tais que

I(wk) = π̃(x, t ′k) para todo k ≥ k0.

Também, notemos que

I(wk) = π̃(x, t ′k) ∈ F(L, [0,λ ]) para todo k ≥ k0.

Como F(L, [0,λ ])⊂ π(M, [0,ε0]), temos

I(wk) ∈ π(M, [0,ε0])∩ I(M),

para todo k≥ k0, o que contradiz a hipótese. Desta forma, existe !> 0 tal que {π̃(x, tnk
)}nk≥! ⊂H1.

Logo µnk
= φ(π̃(x, tnk

))
k→+∞
−→ 0 e

I(π(π̃(x, tnk
),µnk

))
k→+∞
−→ I(a),

ou seja,

π̃(x, tnk
+µnk

)
k→+∞
−→ I(a).

Portanto, I(a) ∈ L̃+(x) e o lema está provado. !

Teorema 2.1.9 [13, Teorema 4.4] Seja (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e suponha

que exista ε0 > 0 tal que π(M, [0,ε0])∩ I(M) = /0. Então o conjunto A ⊂ X é I-minimal se, e

somente se, A = π̃+(x) para todo x ∈ A\M.

Demonstração: É suficiente usar o Lema 2.1.8 e a prova do Teorema 2.1.3. !

Corolário 2.1.10 [13, Corolário 4.1] Seja (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e su-

ponha que exista ε0 > 0 tal que π(M, [0,ε0])∩ I(M) = /0. Então A é I-minimal se, e somente se, A

é minimal.

O resultado a seguir apresenta condições para um conjunto compacto conter um subconjunto

minimal.
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Teorema 2.1.11 [13, Teorema 4.5] Seja (X ,π ;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e supo-

nha que exista ε0 > 0 tal que π(M, [0,ε0])∩ I(M) = /0. Seja F ⊂ X um conjunto compacto tal que

F \M é não vazio e positivamente π̃-invariante e F é I−invariante. Então F contém um subcon-

junto minimal.

Demonstração: Mostraremos que F contém um subconjunto I-minimal utilizando o Lema de

Zorn. Consideremos a familia

σ = {B⊂ F : B\M $= /0, B é compacto, B\M é positivamente π̃− invariante eB é I− invariante}.

É claro que σ $= /0 pois F ∈ σ . Dados B1,B2 ∈ σ , definimos a relação de ordem parcial da forma

seguinte:

B1 ≤ B2 se, e somente se, B1 ⊆ B2.

Seja σ∗ = {Bλ}λ∈Λ um subconjunto totalmente ordenado de σ pela relação ≤. Observe que se

Bλ1
,Bλ2

, . . . ,Bλn
∈ σ∗, então

n⋂

i=1

Bλi
= o menor dos Bλi

‘s

e como cada Bλi
$= /0, pois Bλi

\M ⊂ Bλi
e Bλi

\M $= /0, temos

n⋂

i=1

Bλi
$= /0. (2.1)

Seja J =
⋂

λ∈Λ Bλ . Afirmamos que J ∈ σ . De fato, note que:

• J $= /0. De fato, suponhamos por absurdo que J = /0, então F ⊂
⋃

λ∈Λ Bc
λ , ou seja, a famı́lia

{Bc
λ}λ∈Λ é uma cobertura aberta de F e como F é compacto, existem λ1,λ2, . . . ,λn ∈ Λ tais

que

F ⊂
n⋃

i=1

Bc
λi
.

Ou seja,
n⋂

i=1

Bλi
⊂ Fc.

Como Bλi
⊂ F (ou equivalentemente Fc⊂ Bc

λi
) para todo i = 1,2, . . . ,n, segue que

⋂n
i=1 Bλi

⊂

Bc
λi

para todo i = 1,2, . . . ,n. Então
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n⋂

i=1

Bλi
= /0

o que contradiz (2.1). Portanto J $= /0.

• J ⊂ F , pois Bλ ⊂ F para todo λ ∈ Λ.

• J é compacto, pois está contido em F que é compacto.

• J\M $= /0. Suponhamos que J \M = /0, então J =
⋂

λ∈Λ Bλ ⊂M. Seja x∈ J, então x∈ Bλ ∩M

para todo λ ∈ Λ. Como cada Bλ é I−invariante, temos que

I(x) ∈ Bλ \M

para todo λ ∈Λ, ou seja, I(x)∈ J\M (lembremos que I(M)∩M = /0) o que é uma contradição.

Portanto, J \M $= /0.

• J \ M é positivamente π̃− invariante. De fato, seja x ∈ J \ M =
⋂

λ∈Λ(Bλ \ M), então

x ∈ Bλ \M para todo λ ∈ Λ e como cada Bλ \M é positivamente π̃−invariante temos

π̃(x, t) ∈ Bλ \M, para todo t ≥ 0 e para todo λ ∈ Λ.

Logo

π̃(x, t) ∈
⋂

λ∈Λ

(Bλ \M) = J \M, para todo t ≥ 0.

Como x ∈ J \M é arbitrário segue que J \M é positivamente π̃−invariante.

• J é I-invariante. Seja x ∈ J ∩M, então x ∈ Bλ ∩M para todo λ ∈ Λ. Como cada Bλ é

I-invariante temos

I(x) ∈ Bλ ,

para todo λ ∈ Λ, isto é, I(x) ∈ J.

Assim podemos concluir que J =
⋂

λ∈Λ Bλ ∈ σ .

Por outro lado, se B ∈ σ∗ segue que J ⊆ B. Logo pelo Lema de Zorn segue que σ contém um
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elemento minimal que é o subconjunto I-minimal de F . Pelo Corolário 2.1.10 este subconjunto

I-minimal é minimal. !

Temos também o seguinte resultado.

Teorema 2.1.12 [13, Teorema 4.6] Seja (X ,π ;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e supo-

nha que exista ε0 > 0 tal que π(M, [0,ε0])∩ I(M) = /0. Seja x ∈ X tal que π̃+(x) é compacto e

L̃+(x)\M $= /0. Então L̃+(x) contém um subconjunto minimal compacto.

Demonstração: Como π̃+(x) é compacto, segue que L̃+(x) é não vazio e compacto. Pela hipótese

temos L̃+(x) \M $= /0. Como L̃+(x) \M é positivamente π̃-invariante (Teorema 1.4.7 ) e L̃+(x) é

I-invariante (Lema 2.1.8), segue do Teorema 2.1.11 que L̃+(x) contém um subconjunto minimal.

!
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Capı́tulo

3

Movimentos recorrentes e quase periódicos

Neste capı́tulo, definimos os conceitos de movimentos recorrentes e quase periódicos em sis-

temas semidinâmicos impulsivos. Além disso, apresentamos alguns resultados que relacionam os

conceitos de minimalidade, movimentos recorrentes e movimentos quase periódicos. Alguns resul-

tados da teoria clássica de sistemas dinâmicos são generalizados para o caso impulsivo, como por

exemplo o Teorema de Birkhoff. Os resultados deste capı́tulo estão apresentados no artigo [13].

3.1 Recorrência

Definição 3.1.1 Um ponto x ∈ X é chamado de π̃−recorrente se, dado ε > 0, existe T = T (ε)> 0

tal que para todos t,s≥ 0, o intervalo [0,T ] contém um número τ > 0 tal que

d(π̃(x, t), π̃(x,s+ τ))< ε.

Uma órbita positiva π̃+(x) é chamada de π̃−recorrente se x ∈ X é π̃−recorrente.

Observação 3.1.2 Se x∈ X é π̃−recorrente, então dado ε > 0 existe T = T (ε)> 0 tal que π̃+(x)⊂

B(π̃(x, [t, t+T ]),ε), para todo t ≥ 0.

O resultado seguinte apresenta condições suficientes para um ponto ser π̃-recorrente.

35
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Teorema 3.1.3 [13, Teorema 4.7] Sejam (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e A⊂ X

um subconjunto compacto e minimal. Se x ∈ A\M, então x é π̃-recorrente.

Demonstração: Suponhamos que x não seja π̃−recorrente, isto é, existem ε > 0 e sequências

{Tn}n≥1, {sn}n≥1, {tn}n≥1 ⊂ R+ tais que Tn
n→+∞
−→ +∞ e

d(π̃(x, tn), π̃(x,sn + τ))≥ ε, para todo τ ∈ [0,Tn] , n = 1,2, . . . . (3.1)

Como x ∈ A\M e A\M é positivamente π̃-invariante, temos

{π̃(x, tn)}n≥1 ⊂ A\M ⊂ A e

{
π̃

(
x,sn +

Tn

2

)}

n≥1

⊂ A\M ⊂ A.

Como A é compacto, podemos supor, passando para subsequência se for preciso, que

π̃(x, tn)
n→+∞
−→ a ∈ A,

π̃(x,sn +
Tn
2 )

n→+∞
−→ b ∈ A.

Caso 1: b /∈ M. Seja t ≥ 0 arbitrário e fixado. Primeiro suponhamos que t $=
k

∑
j=0

φ(b+j ) para

todo k = 0,1,2, . . .. Neste caso, pela continuidade de π e I, existe δ > 0 tal que se d(y,b)< δ então

d(π̃(y, t), π̃(b, t))<
ε

3
. (3.2)

Por outro lado, podemos obter n0 ≥ 1 tal que

Tn0

2
> t,

d(π̃(x, tn),a)<
ε

3
, para todo n≥ n0,

d

(
π̃

(
x,sn +

Tn

2

)
,b

)
< δ , para todo n≥ n0.

(3.3)

Usando (3.1), (3.2) e (3.3), obtemos

d(π̃(b, t),a)≥ d

(
π̃(x,sn0 +

Tn0

2
+ t),a

)
−d

(
π̃(x,sn0 +

Tn0

2
+ t), π̃(b, t)

)

≥ d(π̃(x,sn0 +
Tn0

2
+ t), π̃(x, tn0))−d(a, π̃(x, tn0))−d(π̃(x,sn0 +

Tn0

2
+ t), π̃(b, t))
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> ε−
ε

3
−

ε

3
=

ε

3
.

Como a escolha de t é arbitrária, podemos concluir que

d(π̃(b, t),a)≥
ε

3
para todo t ≥ 0 tal que t $=

k

∑
j=0

φ(b+j ), k = 0,1,2, . . . (3.4)

Agora, suponhamos que exista k = 0,1,2, . . ., tal que t =
k

∑
j=0

φ(b+j ). Podemos tomar uma sequência

{λn}n≥1 de números reais positivos tal que

λn
n→+∞
−→

k

∑
j=0

φ(b+j ) com
k

∑
j=0

φ(b+j )< λn <
k+1

∑
j=0

φ(b+j ), k = 0,1,2, . . . .

Usando (3.4), podemos escrever

d(π̃(b,λn),a)≥
ε

3
,

para todo n≥ 1. Pela continuidade à direita de π̃ obtemos

d

(

π̃

(

b,
k

∑
j=0

φ(b+j )

)

,a

)

≥
ε

3
.

Logo podemos concluir que

d(π̃(b, t),a)≥
ε

3
para todo t ≥ 0,

e portanto

a /∈ π̃+(b),

o que é uma contradição, pois deverı́amos ter π̃+(b) = A já que A é minimal e b ∈ A\M.

Caso 2: b ∈M. Como M satisfaz a condição STC, existe um STC-tubo F(L, [0,2λ ]) através de

b dado por uma seção S. Além disso, o tubo é uma vizinhança de b, logo existe um η > 0 tal que

B(b,η)⊂ F(L, [0,2λ ]).
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Chamemos de H1 = F(L,(λ ,2λ ])∩B(b,η) e H2 = F(L, [0,λ ])∩B(b,η). Seja wn = π̃(x,sn +
Tn
2 ),

n = 1,2,3, . . . e observe que wn
n→+∞
−→ b. Aqui, precisamos analisar dois casos: quando {wn}n≥1

admite subsequência em H1 e quando {wn}n≥1 admite subsequência em H2.

• Suponhamos, primeiramente, que a sequência {wn}n≥1 possua uma subsequência {wnr}r≥1

em H1. Neste caso, temos φ(wnr)
r→+∞
−→ 0. Logo

π̃(wnr ,φ(wnr))
r→+∞
−→ I(b),

isto é,

π̃

(
x,snr +

Tnr

2
+φ(wnr)

)
r→+∞
−→ I(b).

Como A\M é positivamente π̃-invariante e x ∈ A\M, segue que I(b) ∈ A = A.Vamos consi-

derar o semifluxo π̃(I(b), t). Note que I(b) /∈M, pois I(M)∩M = /0. Se t $=
k

∑
j=0

φ(I(b)+j ) para

todo k = 1,2, . . ., segue da continuidade de π e I que existe δ > 0, tal que se d(y, I(b))< δ ,

então

d(π̃(y, t), π̃(I(b), t))<
ε

3
. (3.5)

Tomemos agora um número natural r0 ≥ 1 tal que

Tnr0

2
> t +φ(wnr0

),

d(π̃(x, tnr),a)<
ε

3
, para todo r ≥ r0,

d

(
π̃

(
x,snr +

Tnr

2
+φ(wnr)

)
, I(b)

)
< δ , para todo r ≥ r0.

(3.6)

Usando (3.1), (3.5) e (3.6) obtemos

Tnr0

2
+φ(wnr0

)+ t <
Tnr0

2
+

Tnr0

2
= Tnr0

d(π̃(I(b), t),a)≥ d(π̃(x,snr0
+

Tnr0

2
+φ(wnr0

)+t),a)−d(π̃(x,snr0
+

Tnr0

2
+φ(wnr0

)+t), π̃(I(b), t))

≥ d(π̃(x,snr0
+

Tnr0

2
+φ(wnr0

)+ t), π̃(x, tnr0
))−d(a, π̃(x, tnr0

))

−d(π̃(x,snr0
+

Tnr0

2
+φ(wnr0

)+ t), π̃(I(b), t))
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≥ ε−
ε

3
−

ε

3
=

ε

3
.

Como t é arbitrário temos então,

d(π̃(I(b), t),a)≥
ε

3
, para todo t ≥ 0 tal que t $=

k

∑
j=0

φ(I(b)+j ), k = 0,1,2, . . . . (3.7)

Se t =
k

∑
j=0

φ(I(b)+j ) para algum k = 0,1,2, . . ., tomamos uma sequência {λn}n≥1 de números

reais positivos tal que

λn
n→+∞
−→

k

∑
j=0

φ(I(b)+j ), com
k

∑
j=0

φ(I(b)+j )< λn <
k+1

∑
j=0

φ(I(b)+j ), k = 0,1,2, . . . ,

daı́ usando (3.7) temos

d(π̃(I(b),λn),a)≥
ε

3
,

para todo n ∈ N. Pela continuidade à direita de π̃ segue que

d

(

π̃

(

I(b),
k

∑
j=0

φ(I(b)+j )

)

,a

)

≥
ε

3
.

Resumindo temos

d(π̃(I(b), t),a)≥
ε

3
, para todo t ≥ 0,

de onde concluı́mos que

a /∈ π̃+(I(b)),

o que é uma contradição, pois deverı́amos ter π̃+(I(b))=A já que A é minimal e I(b)∈A\M.

• Suponhamos agora que a sequência {wn}n≥1 possua uma subsequência {wns}s≥1 em H2.

Consideremos 0 < λ < φ(b). Como wns

s→+∞
−→ b, temos

π̃(wns ,λ )
s→+∞
−→ π̃(b,λ )

ou seja,

π̃

(
x,sns +

Tns

2
+λ

)
s→+∞
−→ π̃(b,λ ).



40 Movimentos recorrentes e quase-periódicos

Como x ∈ A\M e A\M é positivamente π̃-invariante segue que

π̃

(
x,sns +

Tns

2
+λ

)
∈ A\M ⊂ A, para todo s = 1,2, . . . .

Consequentemente

b1 = π̃(b,λ ) ∈ Ā = A,

e além disso, b1 /∈M, pois I(M)∩M = /0. Considerando o semifluxo π̃(b1, t) e, usando ainda

a prova do Caso 1, obtemos

d(π̃(b1, t),a)≥
ε

3
, para todo t ≥ 0,

ou seja,

a /∈ π̃+(b1),

o que é uma contradição, pois b1 ∈ A\M e A é minimal.

Portanto x ∈ A\M é π̃−recorrente e o teorema está provado. !

O teorema seguinte apresenta condições para que o fecho de uma órbita positiva seja minimal.

Teorema 3.1.4 [13, Teorema 4.8] Sejam (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo onde X é

um espaço métrico completo e x ∈ X. Se π̃+(x) é π̃-recorrente, então o fecho π̃+(x) é um conjunto

compacto. Além disso, se x /∈M então π̃+(x) é minimal.

Demonstração: Mostremos que π̃+(x) é compacto. Seja ε > 0 dado. Como π̃+(x) é π̃-recorrente,

existe T = T (ε)> 0 tal que

π̃+(x)⊂ B
(

π̃(x, [0,T ]),
ε

2

)
,

isto é,

d(π̃(x, t), π̃(x, [0,T ]))<
ε

2
para todo t ≥ 0. (3.8)

Seja y ∈ π̃+(x), então existe uma sequência de pontos {yn}n≥1 ⊂ π̃+(x) tal que

lim
n→∞

yn = y.
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Notemos que yn = π̃(x, tn), para alguma sequência {tn}n≥1 ⊂ R+. Usando (3.8) temos

d(yn, π̃(x, [0,T ]))<
ε

2
,

para todo n = 1,2, . . .. Fazendo n→+∞ na desigualdade anterior, obtemos

d(y, π̃(x, [0,T ]))≤
ε

2
. (3.9)

Por outro lado, sabemos que π̃(x, [0,T ]) é compacto (veja [11, Lema 3.6]), logo ele é totalmente

limitado, isto é, existem pontos x1,x2, . . . ,xn ∈ π̃(x, [0,T ]) tais que

π̃(x, [0,T ])⊂
n⋃

i=1

B(xi,
ε

2
). (3.10)

Por compacidade, existe z ∈ π̃(x, [0,T ]) tal que

d(y,z) = d(y, π̃(x, [0,T ])). (3.11)

Por (3.10) existe xi ∈ π̃(x, [0,T ]) com i ∈ {1,2, . . . ,n} tal que

d(z,xi)<
ε

2
. (3.12)

Assim usando (3.9), (3.11) e (3.12), obtemos

d(y,xi)≤ d(y,z)+d(z,xi)<
ε

2
+

ε

2
= ε.

Portanto y ∈ B(xi,ε) e assim concluı́mos que

π̃+(x)⊂
n⋃

i=1

B(xi,ε),

isto significa que π̃+(x) é totalmente limitado. Como X é completo segue que π̃+(x) é compacto.

Vamos mostrar agora que π̃+(x) é minimal para x /∈M. Suponhamos o contrário, isto é, existe

um conjunto A! π̃+(x) tal que A\M $= /0, A é fechado e A\M é positivamente π̃−invariante.



42 Movimentos recorrentes e quase-periódicos

Note que x /∈ A, pois A\M é positivamente π̃−invariante e A é fechado. Assim d(x,A) = d > 0.

Escolha 0 < ε <
d

2
. Segue da recorrência de x que existe T = T (ε) > 0 tal que para quaisquer

t,s ∈ R+ existe τ ∈ [0,T ] tal que

d(π̃(x, t), π̃(x,s+ τ))<
ε

2
.

Tomemos q ∈ A \ M. Como A é fechado e A \ M é positivamente π̃-invariante, segue que

π̃+(q)⊂ A. Então

d(x, π̃(q, t))≥ d(x,A) = d > 2ε para todo t ≥ 0. (3.13)

Por outro lado, como q ∈ π̃+(x) e q /∈M, segue do Lema 1.4.11 que q ∈ π̃+(x) ou q ∈ L̃+(x).

Suponhamos, primeiramente, que q ∈ π̃+(x). Então q = π̃(x,s) para algum s > 0. Usando

(3.13) obtemos

d(x, π̃(x,s+ t))> 2ε,

para todo t ≥ 0. Isto é uma contradição, pois x é π̃-recorrente.

Suponhamos agora que q ∈ L̃+(x). Então existe uma sequência {λn}n≥1 ⊂ R+ tal que

λn
n→+∞
−→ +∞ e π̃(x,λn)

n→+∞
−→ q. Pela π̃-recorrência de x, existe rn ∈ [0,T ] tal que

d(x, π̃(x,λn + rn))<
ε

2
, (3.14)

para todo n = 1,2, . . .. Podemos assumir que rn
n→+∞
−→ r ∈ [0,T ].

Como rn
n→+∞
−→ r, π̃(x,λn)

n→+∞
−→ q e q /∈M, segue pela prova do Lema 3.6 (Caso 1) de [11] que

π̃(x,λn + rn)
n→+∞
−→ π̃(q,r),

se r $=
k

∑
j=0

φ(q+j ) para todo k ∈ N. E, se r =
k

∑
j=0

φ(q+j ) para algum k ∈ N então

π̃(x,λn + rn)
n→+∞
−→ q+k+1 = π̃(q,r) ou π̃(x,λn+ rn)

n→+∞
−→ qk+1.
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Fazendo n→+∞ em (3.14), temos

d(x, π̃(q,r))≤
ε

2
(3.15)

ou

d(x,qk+1))≤
ε

2
. (3.16)

Se (3.15) ocorrer, segue de (3.13) a seguinte desigualdade

2ε < d(x, π̃(q,r))≤
ε

2
,

o que é uma contradição.

Por outro lado, se (3.16) ocorrer, tomamos uma sequência {sn}n≥1 ⊂ R+ tal que

0 < sn < φ(q+k ) e sn
n→+∞
−→ φ(q+k ). Então por (3.13) obtemos

d

(

x, π̃

(

q,
k−1

∑
j=−1

φ(q+j )+ sn

))

= d(x,π(q+k ,sn))> 2ε,

onde φ(q+−1) := 0. Então

d(x,qk+1) = lim
n→+∞

d(x,π(q+k ,sn))≥ 2ε

o que contradiz (3.16).

Portanto π̃+(x) é minimal. !

A definição a seguir, diz respeito ao conceito de conjuntos relativamente densos. Este conceito

pode ser encontrado em [3, Definição 3.11 (Capitulo III)].

Definição 3.1.5 Um conjunto D⊂ R+ é chamado relativamente denso se existe L > 0 tal que

D∩ (α,α +L) $= /0 para todo α ≥ 0.

Apresentamos, agora, um resultado que relaciona o conceito de recorrência e conjuntos relati-

vamente densos.
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Teorema 3.1.6 [13, Teorema 4.9] Seja (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo tal que

π̃+(x) é compacto para algum x ∈ X \M. A órbita positiva π̃+(x) é π̃-recorrente se, e somente se,

para cada ε > 0 o conjunto Kε = {t ∈ R+ : d(x, π̃(x, t))< ε} é relativamente denso.

Demonstração: Suponhamos que π̃+(x) seja π̃−recorrente. Dado ε > 0 existe T = T (ε) >

0 tal que d(π̃(x, t), π̃(x, [α,α + T ])) < ε para todo t ≥ 0 e para todo α ≥ 0. Em particular,

d(x, π̃(x, [α,α +T ]))< ε , para todo α ≥ 0. Logo

Kε ∩ [α,α +T ] $= /0, para todo ε > 0.

Portanto, Kε é relativamente denso e neste caso L = T .

Suponha agora que Kε seja relativamente denso para todo ε > 0. Vamos provar que π̃+(x)

é π̃−recorrente. Como π̃+(x) é compacto, segue do Teorema 3.1.3 que é suficiente mostrar que

π̃+(x) é minimal.

Suponhamos que π̃+(x) não seja minimal, então existe um subconjunto próprio A! π̃+(x) tal que

A\M $= /0, A é fechado e A\M é positivamente π̃−invariante.

Note que x /∈ A, pois A\M é positivamente π̃−invariante e A é fechado. Assim d(x,A) = d > 0.

Escolha 0 < ε <
d

2
. Segue da hipótese que existe T = T (ε)> 0 tal que

Kε ∩ [α,α +T ] $= /0, para todo α ≥ 0. (3.17)

Tomemos q ∈ A\M. Como A\M é positivamente π̃-invariante, segue que π̃+(q)⊂ A. Então

d(x, π̃(q, t))≥ d(x,A) = d > 2ε, para todo t ≥ 0. (3.18)

Por outro lado, como q ∈ π̃+(x) e q /∈M, segue do Lema 1.4.11 que q ∈ π̃+(x) ou q ∈ L̃+(x).

Suponhamos que q ∈ π̃+(x). Então q = π̃(x,s) para algum s > 0. Usando (3.18) obtemos

d(x, π̃(x,s+ t))> 2ε

para todo t ≥ 0. Assim

Kε ∩ [s,s+T ] = /0,
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que contradiz (3.17).

Suponhamos, agora, que q ∈ L̃+(x). Então existe uma sequência {λn}n≥1 ⊂ R+ tal que

λn
n→+∞
−→ +∞ e π̃(x,λn)

n→+∞
−→ q. Pela hipótese, para cada λn, existe ηn ∈ [0,T ] tal que

d(x, π̃(x,λn +ηn))< ε, (3.19)

para todo n = 1,2,3, . . .. Podemos assumir, sem perda de generalidade, que ηn
n→+∞
−→ η ∈ [0,T ].

Como ηn
n→+∞
−→ η , π̃(x,λn)

n→+∞
−→ q e q /∈M, segue pela prova do Lema 3.6 (Caso 1) de [11] que

π̃(x,λn +ηn)
n→+∞
−→ π̃(q,η),

se η $=
k

∑
j=0

φ(q+j ) para todo k ∈ N. E, se η =
k

∑
j=0

φ(q+j ) para algum k ∈ N então

π̃(x,λn +ηn)
n→+∞
−→ q+k+1 = π̃(q,η) ou π̃(x,λn +ηn)

n→+∞
−→ qk+1.

Fazendo n→+∞ em (3.19), temos

d(x, π̃(q,η))≤ ε (3.20)

ou

d(x,qk+1))≤ ε. (3.21)

Se (3.20) ocorrer, segue de (3.18) a seguinte desigualdade

2ε < d(x, π̃(q,η))≤ ε,

o que é uma contradição.

Entretanto, se (3.21) ocorrer, tomamos uma sequência {sn}n≥1 ⊂ R+ tal que 0 < sn < φ(q+k ) e

sn
n→+∞
−→ φ(q+k ). Então por (3.18) obtemos

d

(

x, π̃

(

q,
k−1

∑
j=−1

φ(q+j )+ sn

))

= d(x,π(q+k ,sn))> 2ε,

onde φ(q+−1) := 0. Isto implica que d(x,qk+1) = lim
n→+∞

d(x,π(q+k ,sn))≥ 2ε , que contradiz (3.21).
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Portanto π̃+(x) é minimal e, pelo Teorema 3.1.3, segue que π̃+(x) é π̃-recorrente. !

3.2 Movimentos quase periódicos

Definição 3.2.1 Um ponto x∈X é chamado quase π̃−periódico se, dado ε > 0, existe T = T (ε)>

0 tal que para todo α ≥ 0, o intervalo [α,α +T ] contém um número τ = τ(α)> 0 tal que

d(π̃(x, t), π̃(x, t + τ))< ε para todo t ≥ 0.

Lema 3.2.2 [13, Lema 4.3] Seja (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo. Se x∈X é quase

π̃-periódico, então todo ponto y ∈ π̃+(x) também é quase π̃-periódico.

Demonstração: Dado ε > 0, como x ∈ X é quase π̃-periódico, existe T = T (ε) > 0 tal que para

todo α ≥ 0 o intervalo [α,α +T ] contém um número τ = τ(α) tal que

d(π̃(x, t), π̃(x, t + τ))< ε para todo t ≥ 0. (3.22)

Seja y∈ π̃+(x), então y = π̃(x,s) para algum s≥ 0. Para cada α ≥ 0, consideramos o número τ > 0

escolhido acima e assim por (3.22) obtemos

d(π̃(y, t), π̃(y, t + τ)) = d(π̃(π̃(x,s), t), π̃(π̃(x,s), t + τ))

= d(π̃(x,s+ t), π̃(x,s+ t + τ))

< ε,

para todo t ≥ 0. Portanto para todo α ≥ 0 o intervalo [α,α +T ] contém um número τ = τ(α)> 0

tal que

d(π̃(y, t), π̃(y, t + τ))< ε para todo t ≥ 0,

isto é, y ∈ π̃+(x) é quase π̃-periódico. !

O próximo resultado apresenta condições suficientes para que um ponto quase π̃-periódico seja

π̃-recorrente.
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Teorema 3.2.3 [13, Teorema 4.10] Seja (X ,π ;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e supo-

nha que π̃+(x) seja compacto para algum x ∈ X \M. Se x é quase π̃-periódico, então x é π̃-

recorrente.

Demonstração: Dado ε > 0, existe T = T (ε) > 0 tal que para todo α ≥ 0, o intervalo [α,α +T ]

contém um número τ = τ(α)> 0 tal que

d(π̃(x, t), π̃(x, t + τ))< ε para todo t ≥ 0. (3.23)

Seja Kε = {s ∈ R+ : d(x, π̃(x,s))< ε}. Logo por (3.23) temos

Kε ∩ [α,α +T ] $= /0 para todo α ≥ 0.

Como ε > 0 é arbitrário, segue do Teorema 3.1.6 que x é π̃-recorrente. !

Seja (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo, temos a seguinte definição.

Definição 3.2.4 Um ponto x ∈ X é chamado ponto crı́tico ou estacionário em relação a π̃ , se

π̃(x, t) = x para todo t ≥ 0. Um ponto x ∈ X é chamado periódico em relação a π̃ , se π̃(x, t) = x

para algum t > 0 e x não é ponto crı́tico. Agora, um ponto x ∈ X é eventualmente periódico em

relação a π̃, se π̃(x, t) é periódico para algum t ≥ 0.

Consideremos o seguinte resultado auxiliar.

Teorema 3.2.5 [9, Teorema 3.3 e 3.4] Seja (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo tal que

X é completo. Seja x ∈ X \M.

a) se π̃+(x) = L̃+(x), então x é eventualmente periódico;

b) se x ∈ L̃+(x) e x não é eventualmente periódico, então L̃+(x)− π̃+(x) = L̃+(x).

Nos Teoremas 3.2.6 e 3.2.7, dado x∈ X vamos supor que φ(x+k )<+∞ para todo k = 0,1,2, . . . .

Lembremos que a sequência {xk}k≥1 representa todos os pontos impulsivos, ou seja, xk+1 = π(x+k ,φ(x
+
k )),

k = 0,1,2, . . .. Estes teoremas tratam sobre a relação entre movimentos periódicos e eventualmente

periódicos. Se φ(x+k ) = +∞ para algum k ∈ N, os resultados continuam válidos.
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Teorema 3.2.6 [13, Teorema 4.11] Seja (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo. Suponha

que X é completo e L̃+(x)\M $= /0 para algum x ∈ X \M. Se π̃+(x)∪{xk}k≥1 é minimal, então x é

eventualmente periódico.

Demonstração: Suponhamos por absurdo que x ∈ X \M não seja eventualmente periódico . Como

π̃+(x)∪{xk}k≥1 é minimal e L̃+(x)\M $= /0, segue do Teorema 2.1.5 que

π̃+(x)∪{xk}k≥1 = L̃+(x). (3.24)

Assim, x ∈ L̃+(x) e pelo item b) do Teorema 3.2.5 temos

L̃+(x)− π̃+(x) = L̃+(x). (3.25)

Pela igualdade (3.24) vem que

{xk}k≥1 = L̃+(x), (3.26)

o que é uma contradição, pois, L̃+(x)\M $= /0. Portanto, x é eventualmente periódico. !

Teorema 3.2.7 [13, Teorema 4.12] Seja (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e seja

x ∈ X \M tal que x ∈ L̃+(x). Se x é eventualmente periódico, então x é periódico.

Demonstração: Como x é eventualmente periódico, existe t ≥ 0 tal que π̃(x, t) é periódico, isto é,

existe T > 0 tal que

π̃(x, t +T ) = π̃(x, t).

Caso 1: T $=
k

∑
j=0

φ(x+j ) para todo k ∈ N.

Por hipótese x ∈ L̃+(x), então existe uma sequência {tn}n≥1 ⊂ R+, tn
n→+∞
−→ +∞ tal que

π̃(x, tn)
n→+∞
−→ x. (3.27)

Como x /∈M e T $=
k

∑
j=0

φ(x+j ), para todo k ∈ N, segue do Lema 1.4.6 que

π̃(x, tn +T )
n→+∞
−→ π̃(x,T ). (3.28)
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Por outro lado, existe um número natural n0 ≥ 1 tal que tn ≥ t para todo n≥ n0. Além disso, temos

que

π̃(x, tn +T ) = π̃(x, tn) para todo n≥ n0. (3.29)

Fazendo n→+∞ em (3.29) e usando (3.27) e (3.28) obtemos π̃(x,T ) = x, isto é, x é periódico.

Caso 2: T =
k

∑
j=0

φ(x+j ) para algum k ∈ N.

Neste caso tome ε > 0 tal que ε < min{φ(x),φ(x+k+1)} e T + ε <
k+1

∑
j=0

φ(x+j ). Como x ∈ L̃+(x),

então existe uma sequência {tn}n≥1 ⊂ R+, tn
n→+∞
−→ +∞ tal que

π̃(x, tn)
n→+∞
−→ x.

Como x /∈M e 0 < ε < φ(x) segue do Lema 1.4.6 que

π̃(x, tn+ ε)
n→+∞
−→ π̃(x,ε). (3.30)

Além disso, como
k

∑
j=0

φ(x+j )< T + ε <
k+1

∑
j=0

φ(x+j ), segue ainda do Lema 1.4.6 que

π̃(x, tn +T + ε)
n→+∞
−→ π̃(x,T + ε). (3.31)

Por outro lado, existe um número natural n0 ≥ 1 tal que tn ≥ t para todo n ≥ n0. Isto implica

que tn+ ε ≥ t para todo n≥ n0. Como π̃(x, t) é periódico com perı́odo T temos

π̃(x, tn + ε +T ) = π̃(x, tn+ ε) para todo n≥ n0.

Fazendo n→+∞ na igualdade acima e usando (3.30) e (3.31) obtemos

π̃(x,T + ε) = π̃(x,ε).



50 Movimentos recorrentes e quase-periódicos

Como π̃ é contı́nua à direita e ε > 0 é arbitrário, obtemos

π̃(x,T ) = lim
ε→0+

π̃(x,T + ε) = lim
ε→0+

π̃(x,ε) = x.

Isto é, x é um ponto periódico. Portanto o teorema está provado. !

De acordo com o Teorema 2.1.5, Teorema 3.2.6 e o Teorema 3.2.7, podemos obter o seguinte

resultado.

Corolário 3.2.8 [13, Corolário 4.2] Seja (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo. Supo-

nha que X é completo e seja x ∈ X \M tal que L̃+(x)\M $= /0. Se π̃+(x)∪{xk}k≥1 é minimal, então

x é periódico.



Capı́tulo

4

Estabilidade de Lyapunov e de Zhukovskij

Neste capı́tulo, apresentamos a teoria de estabilidade de Lyapunov e estabilidade de Zhukovskij

para sistemas semidinâmicos com impulsos. Na seção 4.1, apresentamos o conceito de estabilidade

de Lyapunov e estabelecemos alguns resultados que relacionam o conceito de estabilidade com

os conceitos de recorrência, minimalidade e movimentos fracamente quase periódicos. Na seção

4.2 estudamos a teoria de estabilidade de Zhukovskij para sistemas impulsivos e obtemos alguns

resultados sobre atratores uniformes. Os resultados deste capı́tulo estão presentes no artigo [14].

4.1 Estabilidade de Lyapunov

Seja (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo. Dado x ∈ X , denotemos N(x) por

N(x) = N= {0,1,2,3, . . .} se x ∈M

e

N(x) = N∗ = {1,2,3, . . .} se x /∈M.

Agora, dados x ∈ X e ε > 0, definimos o seguinte conjunto

L(x,ε) = {t ∈ R+ : | t− tn(x) |> ε, para todo n ∈ N(x)},

51
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onde tn(x) =
n−1

∑
j=0

φ(x+j ) para n≥ 1, n ∈ N, e t0(x) = 0.

A seguir, apresentamos o conceito de ponto fracamente quase π̃-periódico. Esta definição é

dada por Kaul em [21].

Definição 4.1.1 Um ponto x ∈ X é denominado fracamente quase π̃-periódico, se dado ε > 0

existe T = T (ε) > 0, tal que, para qualquer α ≥ 0, o intervalo [α,α + T ] contém um número

τ = τ(α)> 0 tal que

d(π̃(x, t), π̃(x, t + τ))< ε para todo t ∈ L(x,ε).

O seguinte teorema apresenta condições para que um ponto fracamente quase π̃-periódico seja

π̃-recorrente.

Teorema 4.1.2 [14, Teorema 4.1] Sejam (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e x ∈

X \M tal que π̃+(x) é compacto. Se x é fracamente quase π̃-periódico, então x é π̃−recorrente.

Demonstração: Dado ε > 0, podemos assumir que 0 ∈ L(x,ε) pois x ∈ X \M. Por hipótese, existe

T = T (ε)> 0 tal que para todo α ≥ 0, o intervalo [α,α +T ] contém um número τ = τ(α)> 0 tal

que

d(π̃(x, t), π̃(x, t + τ))< ε para todo t ∈ L(x,ε). (4.1)

Seja Kε = {s ∈ R+ : d(x, π̃(x,s))< ε}. Logo, por (4.1), temos que Kε ∩ [α,α +T ] $= /0 para todo

α ≥ 0, já que 0 ∈ L(x,ε). Assim, pelo Teorema 3.1.6, x é π̃-recorrente. !

Se x ∈ X \M, podemos escolher ε0 > 0, suficientemente pequeno, tal que 0 ∈ L(x,ε) para

todo ε ∈ (0,ε0). Assim, se x é fracamente quase π̃-periódico, podemos obter uma sequência

{tn}n∈N ⊂ R+, tn
n→+∞
−→ +∞, tal que π(x, tn)

n→+∞
−→ x. Portanto, temos o seguinte resultado.

Teorema 4.1.3 [14, Teorema 4.2] Sejam (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e

x ∈ X \M. Se x é fracamente quase π̃-periódico, então x ∈ L̃+(x).

No caso contı́nuo, a recı́proca do Teorema 4.1.3 não é verdade em geral. Isso também acontece
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no caso impulsivo, veja o Exemplo 4.1.5 a seguir. Antes de apresentarmos o exemplo, recordamos

dois conceitos auxiliares. Veja a observação seguinte.

Observação 4.1.4 Seja (X ,σ) um sistema dinâmico discreto, veja [25] por exemplo. Um ponto

x ∈ X é chamado um ponto recorrente de σ se dado ε > 0, qualquer que seja N ∈ N, existe

um número natural n > N tal que σ n(x) ∈ B(x,ε). Um ponto x ∈ X é chamado um ponto quase

periódico de σ se dado ε > 0, existe N ∈ N tal que {σ n+i(x) : i = 0,1, . . . ,N}∩B(x,ε) $= /0 para

todo n ∈ N.

Exemplo 4.1.5 [14, Exemplo 4.1] Seja (Y,dY ) um espaço métrico completo e considere um sis-

tema dinâmico discreto (Y,σ) com σ contı́nua. Suponha que todo ponto de Y é recorrente mas não

é quase periódico. O leitor pode encontrar um exemplo deste tipo em [25, Exemplo 3.3]. Agora,

defina o espaço X = R×Y dotado com a métrica d((t,x),(s,y)) = max{|t− s|,dY (x,y)}, t,s ∈ R e

x,y ∈ Y . Consideremos o sistema semidinâmico π : X×R+→ X dado por

π((r,y), t) = (r+ t,y).

Sejam M = {0}×Y e I : M→ X dado por

I(0,y) = (−1,σ(y)).

Observemos que I é contı́nuo. Dado z = (−1,y) ∈ X , consideremos as seguintes notações

zn+1 = (0,σ n(y)) e I(zn+1) = z+n+1 = (−1,σ n+1(y)),

para n = 0,1,2, . . ., onde z+0 = z.

Dados t,s∈R+, existem k,m∈N tais que t = k+ t ′ com 0≤ t ′ < 1 e s = m+s′ com 0≤ s′ < 1.

Então

d(π̃(z, t), π̃(z,s)) = d(π(z+k , t
′),π(z+m,s

′)) = d(π((−1,σ k(y)), t ′),π((−1,σ m(y)),s′)) =

= d((t ′ −1,σ k(y)),(s′ −1,σ m(y))) = max{|t ′ − s′|,dY (σ
k(y),σ m(y))}.
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Afirmação 1: z ∈ L̃+(z).

De fato, seja ε > 0 arbitrário. Como y é um ponto recorrente de σ , existe uma sequência

{nk}k≥1 ⊂ N tal que nk
k→+∞
−→ +∞ e dY (σ nk(y),y)< ε para todo k ∈ N∗. Então

d(π̃(z,nk),z) = max{0,dY (σ
nk(y),y)}< ε,

para todo k ∈ N∗. Portanto, z ∈ L̃+(z).

Afirmação 2: z não é fracamente quase π̃−periódico.

Como y não é quase periódico, existe ε0 > 0 tal que para todo N ∈ N podemos encontrar um

número nN ∈ Z+ satisfazendo a desigualdade

dY (σ
nN+i(y),y)≥ ε0, (4.2)

para todo i ∈ {0,1,2, . . . ,N}.

Agora, dado T > 0, existe um número natural NT > 0 tal que NT ≤ T < NT +1. Seja nNT := nT

dado por (4.2). Para qualquer s ∈ [nT ,nT + T ], podemos escrever s = nT + i0 + s′ para algum

i0 ∈ {0,1,2, . . . ,NT} e 0≤ s′ < 1. Então

d(z, π̃(z,s)) = max{s′,dY (y,σ
nT+i0(y))}≥ ε0.

Portanto, z não é fracamente quase π̃−periódico.

No caso contı́nuo, se um ponto é positivamente Lyapunov estável e recorrente então este ponto

é quase periódico, veja [27, Teorema 8.11]. A seguir, apresentamos o conceito de estabilidade de

Lyapunov para sistemas semidinâmicos impulsivos e obtemos condições suficientes para que um

ponto π̃−recorrente seja também fracamente quase π̃−periódico.

O conceito de estabilidade de Lyapunov para sistemas impulsivos foi definido por Kaul em [22].

Veja a definição seguinte.

Definição 4.1.6 Um ponto x ∈ X é denominado Lyapunov π̃−estável, em relação a um subcon-
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junto B ⊂ X , se, dado qualquer ε > 0, existe δ > 0 tal que para qualquer y ∈ B satisfazendo a

condição d(x,y)< δ implica em

d(π̃(x, t), π̃(y, t))< ε para todo t ∈ L(x,ε).

Temos o seguinte resultado.

Teorema 4.1.7 [14, Teorema 4.3] Sejam (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e

x ∈ X \M. Suponha que π̃+(x) seja compacto. Se x é π̃-recorrente e Lyapunov π̃−estável em

relação ao conjunto π̃+(x), então x é fracamente quase π̃−periódico.

Demonstração: Seja ε > 0. Como x é Lyapunov π̃−estável em relação ao conjunto π̃+(x), existe

δ > 0 tal que se y ∈ π̃+(x) e d(x,y)< δ , então

d(π̃(x, t), π̃(y, t))< ε para todo t ∈ L(x,ε). (4.3)

Como x é π̃−recorrente, usando o Teorema 3.1.6, podemos concluir que o conjunto

Kδ = {τ > 0 : d(x, π̃(x,τ))< δ}

é relativamente denso, ou seja, existe T > 0 tal que para qualquer α ≥ 0, o intervalo [α,α + T ]

contém um número τ > 0 satisfazendo d(x, π̃(x,τ))< δ . Então por (4.3) obtemos

d(π̃(x, t), π̃(x, t + τ))< ε para todo t ∈ L(x,ε).

Isto mostra que x é fracamente quase π̃−periódico. !

Definição 4.1.8 Dizemos que a órbita π̃+(x), x∈ X , aproxima-se uniformemente de um conjunto

A , se para qualquer ε > 0, existe T = T (ε)> 0 tal que

A ⊂ B(π̃(x, [t, t+T ]),ε), para todo t ∈ R+.

Agora, vamos apresentar uma generalização de um resultado apresentado em [5].

Em [5, Teorema 3.3], é provado que se x ∈ X \M é um ponto tal que π̃+(x) é compacto e L̃+(x)∩

M = /0, então L̃+(x) é minimal se, e somente se, π̃+(x) aproxima-se uniformemente do conjunto

L̃+(x). Mostraremos no Teorema 4.1.11 que este resultado continua válido se eliminarmos as

condições x /∈M e L̃+(x)∩M = /0.
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Consideremos os seguinte resultado auxiliar.

Lema 4.1.9 [14, Lema 4.1] Sejam (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e A um sub-

conjunto fechado de X tal que A \M é positivamente π̃−invariante. Seja a ∈ A \M e {wn}n≥1

uma sequência em X tal que wn
n→+∞
−→ a. Se {τn}n≥1 é uma sequência limitada em R+, então

dado ε > 0 existem uma subsequência {τn!}!≥1 de {τn}n≥1, um número n0 ∈ N e a ∈ A tais que

d(π̃(wn! ,τn!),a)< ε para todo n! ≥ n0.

Demonstração: Seja ε > 0. Inicialmente, notemos que existe uma subsequência convergente

{τn!}!≥1 de {τn}n≥1, tal que τn!
!→+∞
−→ τ ∈ R+. Temos três casos a considerar.

Case 1) 0≤ τ < φ(a).

Como a /∈M, temos φ(wn)
n→+∞
−→ φ(a). Segue que, existe um número p0 ∈ N tal que

0≤ τn! < φ(wn!)

para todo n! ≥ p0. Assim,

π̃(wn! ,τn!) = π(wn! ,τn!)
!→+∞
−→ π(a,τ) = π̃(a,τ).

Considere a = π̃(a,τ). Como A\M é positivamente π̃−invariante, temos que a ∈ A. Então, existe

n0 ∈ N tal que d(π̃(wn! ,τn!),a)< ε para todo n! ≥ n0.

Case 2) τ > φ(a) e τ $=
r

∑
j=0

φ(a+j ) para todo r = 1,2, . . ..

Neste caso, existe um número k ∈ N tal que

τ =
k

∑
j=0

φ(a+j )+ s com 0 < s < φ(a+k+1).

Note que π̃(a,τ) = π(a+k+1,s). Pela continuidade de π e I temos (wn)
+
j

n→+∞
−→ a+j para todo j ∈ N.

Como φ é contı́nua em X \M, existe uma sequência {sn!}!≥1 ⊂ R+ tal que

τn! =
k

∑
j=0

φ((wn!)
+
j )+ sn! com sn!

!→+∞
−→ s.
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Além disso, π̃(wn! ,τn!) = π((wn!)
+
k+1,sn!) para todo ! ∈ N∗. Então

π̃(wn!,τn!) = π((wn!)
+
k+1,sn!)

!→+∞
−→ π(a+k+1,s) = π̃(a,τ).

Se tomarmos a = π̃(a,τ) ∈ A, o resultado segue.

Case 3) τ =
k

∑
j=0

φ(a+j ) para algum k = 0,1,2, . . ..

Neste último caso, é suficiente considerarmos duas possibilidades, ou seja, quando {τn!}!≥1

admite uma subsequência {τ ′n!}!≥1 tal que τ ′n! <
k

∑
j=0

φ(a+j ) para todo ! ∈ N∗ e quando {τn!}n≥1

admite uma subsequência {τ ′′n!}!≥1 tal que τ ′′n! ≥
k

∑
j=0

φ(a+j ) para todo ! ∈ N∗.

Suponhamos, primeiramente, que exista uma subsequência {τ ′n!}!≥1 tal que τ ′n! <
k

∑
j=0

φ(a+j )

para todo ! ∈ N∗. Então segue que

π̃(wn!,τ
′
n!
)
!→+∞
−→ ak+1 ∈ A (A é fechado e π̃+(a)⊂ A).

Assim, existe n′0 ∈ N tal que

d(π̃(wn! ,τ
′
n!
),ak+1)< ε para todo n! ≥ n′0.

Agora, se existe uma subsequência {τ ′′n!}!≥1 tal que τ ′′n! ≥
k

∑
j=0

φ(a+j ) para todo ! ∈ N∗, então

π̃(wn! ,τ
′′
n!
)
!→+∞
−→ a+k+1 = I(ak+1) ∈ A (π̃+(a)⊂ A pois A\M é positivamente π̃−invariante). Logo,

existe n′′0 ∈ N tal que

d(π̃(wn! ,τ
′′
n!
),a+k+1)< ε para todo n! ≥ n′′0.

Portanto, em todos os casos acima, podemos encontrar um elemento a ∈ A, uma sequência

{τn!}!≥1 e um número natural n0 tal que d(π̃(wn! ,τn!),a)< ε para todo n! ≥ n0. !

O teorema a seguir apresenta condições suficientes para que o conjunto limite positivo de um

ponto seja minimal.
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Teorema 4.1.10 [14, Teorema 4.4] Sejam (X ,π ;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e x∈ X

tal que π̃+(x) é compacto. Se π̃+(x) aproxima-se uniformemente de L̃+(x), então L̃+(x) é um

conjunto minimal. Além disso, se um ponto y ∈ L̃+(x) \M é Lyapunov π̃-estável em relação a

π̃+(y), então y é fracamente quase π̃−periódico.

Demonstração: Mostremos, inicialmente, que L̃+(x) é minimal. Suponhamos o contrário, isto

é, que exista um subconjunto fechado A ! L̃+(x) tal que A \M $= /0 e A \M é positivamente π̃-

invariante. Seja w ∈ L̃+(x) tal que w /∈ A e considere ε =
d(w,A)

3
> 0.

Como π̃+(x) aproxima-se uniformemente de L̃+(x), existe T = T (ε)> 0 tal que

L̃+(x)⊂ B(π̃(x, [t, t+T ]),ε) para todo t ∈ R+. (4.4)

Seja a ∈ A \ M ⊂ L̃+(x), logo existe uma sequência {tn}n≥1 ⊂ R+ tal que tn
n→+∞
−→ +∞ e

π̃(x, tn)
n→+∞
−→ a. De (4.4) temos, em particular, que

L̃+(x)⊂ B(π̃(x, [tn, tn+T ]),ε), para todo n ∈ N∗.

Logo

w ∈ B(π̃(x, [tn, tn+T ]),ε), para todo n ∈ N∗.

Assim, para cada n ∈ N∗, existe τn ∈ [0,T ] tal que

d(w, π̃(x, tn+ τn))< ε.

Como [0 , T] é compacto, podemos supor que τn
n→+∞
−→ τ ∈ [0,T ]. Defina wn = π̃(x, tn), n ∈ N∗.

Pelo Lema 4.1.9, existem a ∈ A, uma subsequência {τn!}!≥1 e um número n0 ∈ N tal que

d(π̃(wn! ,τn!),a)< ε,

para todo n! ≥ n0. Então

3ε = d(w,A)≤ d(w,a)≤ d(w, π̃(wn0 ,τn0))+d(π̃(wn0 ,τn0),a)< ε + ε = 2ε,

o que é uma contradição. Portanto concluı́mos que L̃+(x) é minimal.
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Por outro lado, notemos que L̃+(x) é compacto, pois L̃+(x)⊂ π̃+(x). Então pelo Teorema 3.1.3

todo ponto y ∈ L̃+(x) \M é π̃-recorrente. Pela hipótese y ∈ L̃+(x) \M é Lyapunov π̃-estável em

relação a π̃+(y), então usando o Teorema 4.1.7 segue que y é fracamente quase π̃−periódico. !

Teorema 4.1.11 [14, Teorema 4.5] Sejam (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e x∈ X

tal que π̃+(x) é compacto. Então L̃+(x) é um conjunto minimal se, e somente se, π̃+(x) aproxima-se

uniformemente de L̃+(x).

Demonstração: A condição necessária segue do Teorema 4.1.10. Vamos mostrar a condição sufi-

ciente. Suponhamos que π̃+(x) não aproxima-se uniformemente de L̃+(x), isto é, existem ε > 0 e

sequências {Tn}n≥1, {tn}n≥1, ⊂ R+, {yn}n≥1 ⊂ L̃+(x) tais que Tn
n→+∞
−→ +∞ e

d(yn, π̃(x, [tn, tn+Tn]))≥ ε para todo n ∈ N∗. (4.5)

Observemos que L̃+(x) é compacto, pois L̃+(x)⊂ π̃+(x), logo podemos supor que existe y∈ L̃+(x)

tal que

yn
n→+∞
−→ y. (4.6)

Além disso, como para cada n ∈N∗, yn ∈ L̃+(x), então existe uma sequência {τn
m}m≥1 ⊂R+ tal que

τn
m

m→+∞
−→ +∞ e π̃(x,τn

m)
m→+∞
−→ yn. (4.7)

Assim, de (4.7) segue que existe mn > n tal que

d(π̃(x,τn
mn
),yn)<

ε

2
, (4.8)

para todo n ∈ N∗. Além disso, de (4.6) e (4.7) obtemos

π̃(x,τn
mn
)

n→+∞
−→ y. (4.9)

Por outro lado, {π̃(x, tn +
Tn
2 )}n≥1 ⊂ π̃+(x), (tn +

Tn
2 )

n→+∞
−→ +∞ e como π̃+(x) é compacto

podemos assumir que existe b ∈ L̃+(x) tal que

π̃

(
x, tn +

Tn

2

)
n→+∞
−→ b. (4.10)
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Na sequência, vamos mostrar que existe um elemento z ∈ L̃+(x)\M tal que y /∈ π̃+(z). Isto vai

contradizer a minimalidade de L̃+(x) e, portanto, o teorema estará provado. Temos dois casos a

considerar:

Caso 1) b /∈ M. Seja t ≥ 0 arbitrário e fixado tal que t $=
k

∑
j=0

φ(b+j ) para todo k = 0,1,2, . . .

Neste caso, de (4.10) e pelo Lema 1.4.6 temos

π̃

(
x, tn +

Tn

2
+ t

)
n→+∞
−→ π̃(b, t). (4.11)

Como Tn
n→+∞
−→ +∞, existe n0 ∈ N tal que Tn

2 > t para n≥ n0. Então tn < tn +
Tn
2 + t < tn +Tn para

todo n≥ n0. Logo, usando (4.5) e (4.8) obtemos

d

(
π̃

(
x, tn +

Tn

2
+ t

)
, π̃(x,τn

mn
)

)
≥ d

(
yn, π̃

(
x, tn +

Tn

2
+ t

))
−d(yn, π̃(x,τ

n
mn
))

≥ ε−
ε

2
=

ε

2
,

para todo n ≥ n0. Fazendo n → +∞ na desigualdade acima e usando (4.9) e (4.11), obtemos

d(π̃(b, t),y)≥ ε
2 . Como t é arbitrário, concluı́mos que

d(π̃(b, t),y)≥
ε

2
para todo t $=

k

∑
j=0

φ(b+j ) , k = 0,1,2, . . . (4.12)

Se t =
k

∑
j=0

φ(b+j ) para algum k = 0,1,2, . . .. Podemos tomar uma sequência de números reais

positivos {λn}n≥1 tal que

λn
n→+∞
−→

k

∑
j=0

φ(b+j ), com
k

∑
j=0

φ(b+j )< λn <
k+1

∑
j=0

φ(b+j ), n ∈ N∗.

Daı́ por (4.12) temos

d(π̃(b,λn),y)≥
ε

2
para todo n ∈ N∗.

Fazendo n→+∞ e usando a continuidade à direita de π̃ , obtemos

d

(

π̃

(

b,
k

∑
j=0

φ(b+j )

)

,y

)

≥
ε

2
.
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Então, concluı́mos que

d(π̃(b, t),y)≥
ε

2
para todo t ≥ 0,

e portanto, y /∈ π̃+(b). Isto é uma contradição, pois b ∈ L̃+(x) \M e L̃+(x) é minimal implicando

em π̃+(b) = L̃+(x), veja Teorema 2.1.3.

Caso 2) b ∈M. Como M satisfaz a condição STC, existe um STC-tubo F(L, [0,2λ ]) através de

b dado por uma seção S. Além disso, o tubo é uma vizinhança de b, logo existe um η > 0 tal que

B(b,η)⊂ F(L, [0,2λ ]).

Chamemos de H1 = F(L,(λ ,2λ ])∩B(b,η) e H2 = F(L, [0,λ ])∩B(b,η). Seja wn = π̃(x, tn +
Tn
2 ),

n ∈ N∗. Então por (4.10) temos wn
n→+∞
−→ b.

Podemos assumir, sem perda de generalidade (tomando uma subsequência, se for preciso), que

{wn}n≥1 ⊂ H1 ou {wn}n≥1 ⊂ H2.

• Suponhamos primeiro que {wn}n≥1 ⊂ H1. Observe que φ(wn)
n→+∞
−→ 0, logo

π̃(wn,φ(wn))
n→+∞
−→ I(b),

isto é,

π̃

(
x, tn +

Tn

2
+φ(wn)

)
n→+∞
−→ I(b). (4.13)

Mostraremos que y /∈ π̃+(I(b)). Note que I(b) ∈ L̃+(x) \M, pois (tn +
Tn
2 + φ(wn))

n→+∞
−→ +∞ e

I(M)∩M = /0. Seja t ≥ 0 tal que t $=
k

∑
j=0

φ(I(b)+j ) para todo k = 0,1,2, . . .. De (4.13) e pelo Lema

1.4.6 temos

π̃

(
x, tn +

Tn

2
+φ(wn)+ t

)
n→+∞
−→ π̃(I(b), t). (4.14)

Por outro lado, existe n′0 ∈N tal que Tn
2 > t+φ(wn) para todo n≥ n′0. Então, tn < tn+

Tn
2 +φ(wn)+

t < tn+Tn para todo n≥ n′0. Logo, usando (4.5) e (4.8) obtemos a seguinte desigualdade

d

(
π̃

(
x, tn+

Tn

2
+φ(wn)+ t

)
, π̃(x,τn

mn
)

)
≥ d

(
yn, π̃

(
x, tn+

Tn

2
+φ(wn)+ t

))
−d(yn, π̃(x,τ

n
mn
))

≥ ε−
ε

2
=

ε

2
,
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para todo n ≥ n′0. Fazendo n→ +∞ na desigualdade acima e usando (4.9) e (4.14) segue que

d(π̃(I(b), t),y)≥ ε
2 . Como t é arbitrário, concluı́mos que

d(π̃(I(b), t),y)≥
ε

2
para todo t $=

k

∑
j=0

φ(I(b)+j ) , k = 0,1,2, . . . (4.15)

Agora, se t =
k

∑
j=0

φ(I(b)+j ) para algum k = 0,1,2, . . ., consideramos uma sequência de números

reais positivos {λn}n≥1, tal que

λn
n→+∞
−→

k

∑
j=0

φ(I(b)+j ), com
k

∑
j=0

φ(I(b)+j )< λn <
k+1

∑
j=0

φ(I(b)+j ).

Daı́, usando (4.15), temos

d(π̃(I(b),λn),y)≥
ε

2
para todo n ∈ N∗.

Fazendo n→+∞, segue da continuidade à direita de π̃ que

d

(

π̃

(

I(b),
k

∑
j=0

φ(I(b)+j )

)

,y

)

≥
ε

2
.

Assim d(π̃(I(b), t),y)≥ ε
2 para todo t ≥ 0, de onde obtemos

y /∈ π̃+(I(b)).

Novamente, isso é uma contradição, pois I(b) ∈ L̃+(x)\M e assim π̃+(I(b)) = L̃+(x) já que L̃+(x)

é minimal.

• Suponhamos, agora, que {wn}n≥1 ⊂ H2. Tome 0 < β < φ(b). Como wn
n→+∞
−→ b, temos

π̃(wn,β )
n→+∞
−→ π̃(b,β ),

ou seja,

π̃

(
x, tn +

Tn

2
+β

)
n→+∞
−→ π̃(b,β ).
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Observe que b1 = π̃(b,β ) ∈ L̃+(x)\M, pois (tn+
Tn
2 +β )

n→+∞
−→ +∞ e 0 < β < φ(b).

Logo, se considerarmos o semifluxo π̃(b1, t) e seguindo os mesmos passos anteriores, podemos

obter a seguinte desigualdade d(π̃(b1, t),y)≥
ε
2 para todo t ≥ 0, ou seja,

y /∈ π̃+(b1),

o que é uma contradição.

Portanto, o teorema está provado. !

4.2 Quase estabilidade de Zhukovskij

Nesta seção, vamos estudar a teoria de quase estabilidade de Zhukovskij. Em sistemas semi-

dinâmicos impulsivos, este tipo de estabilidade foi inicialmente introduzido por Changming Ding

em [19]. Começamos esta seção apresentando a definição de reparametrização, na sequência de-

finimos o conceito de quase estabilidade de Zhukovskij e apresentamos também alguns resultados

envolvendo minimalidade, recorrência e periodicidade. No último resultado desta seção, apresen-

tamos condições suficientes para que o conjunto limite positivo de um ponto seja um atrator. O

leitor pode encontrar outros resultados sobre quase estabilidade de Zhukovskij em [19].

Definição 4.2.1 Uma reparametrização é um homeomorfismo h : R+→R+ tal que h(0) = 0.

Definição 4.2.2 Um ponto x ∈ X \M é chamado Zhukovskij quase π̃−estável se dado ε > 0,

existe um δ = δ (x,ε)> 0, tal que se y∈X e d(y,x)< δ então podemos encontrar uma reparametrização

τy tal que

d(π̃(x, t), π̃(y,τy(t)))< ε, para todo t ≥ 0.

Além disso, se existe λ > 0 tal que d(y,x) < λ implica d(π̃(x, t), π̃(y,τy(t)))
t→+∞
−→ 0, então x é

chamado assintoticamente Zhukovskij quase π̃−estável.

Um subconjunto A⊂X \M é chamado Zhukovskij (assintoticamente Zhukovskij) quase π̃−stável

se cada ponto y ∈ A possui esta propriedade.
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Definição 4.2.3 Um ponto x ∈ X \M é uniformemente assintoticamente Zhukovskij quase π̃-

estável se dado ε > 0, existe δ = δ (ε) > 0 tal que para cada s ≥ 0 e d(y, π̃(x,s)) < δ , então

podemos encontrar uma reparametrização τy tal que d(π̃(x,s+ t), π̃(y,τy(t)))< ε para todo t ≥ 0

e, além disso, d(π̃(x,s+ t), π̃(y,τy(t)))
t→+∞
−→ 0.

Um subconjunto A ⊂ X \ M é chamado uniformemente assintoticamente Zhukovskij quase

π̃−stável se cada ponto y ∈ A possui esta propriedade.

Observação 4.2.4 Como foi observado em [19], se tomarmos s = τy(t) e h(s) = τ−1
y (s) = t, então

podemos escrever

d(π̃(x, t), π̃(y,τy(t))) = d(π̃(x,h(s)), π̃(y,s)).

Desta forma, obtemos uma definição equivalente para Zhukovskij quase π̃−estabilidade.

Observação 4.2.5 Na teoria clássica de sistemas semidinâmicos a estabilidade de Lyapunov im-

plica na estabilidade de Zhukovskij. No entanto, no caso impulsivo podemos encontrar em [19]

dois exemplos os quais mostram que cada uma das estabilidades não implica na outra.

Em [19], o autor mostra o seguinte resultado.

Lema 4.2.6 [19, Lema 4.4] Se um ponto x ∈ X \M é uniformemente assintoticamente Zhukovskij

quase π̃−stável com L̃+(x) $= /0, então L̃+(x) é um conjunto minimal.

No próximo teorema, vamos mostrar que se os pontos de um conjunto limite positivo que não

estão em M são Zhukovskij quase π̃−estáveis então esse conjunto limite é minimal.

Teorema 4.2.7 [14, Teorema 5.1] Sejam (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e x ∈ X.

Suponha que o conjunto não vazio L̃+(x)\M seja Zhukovskij quase π̃−estável, então L̃+(x) é um

conjunto minimal.

Demonstração: Seja y ∈ L̃+(x) \M arbitrário. Precisamos mostrar que L̃+(x) = π̃+(y). Suponha

o contrário, isto é, existe z ∈ L̃+(x) tal que z /∈ π̃+(y). Tomemos ε = d(z, π̃+(y))> 0.
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Seja q ∈ π̃+(y). Note que π̃+(y) ⊂ L̃+(x), pois L̃+(x) \M é positivamente π̃−invariante. Por

hipótese, existe δ = δ (q)> 0 tal que se d(v,q)< δ , então podemos encontrar uma reparametrização

τv tal que

d(π̃(q, t), π̃(v,τv(t)))<
ε

3
para todo t ≥ 0. (4.16)

Além disso, existe s > 0 tal que d(π̃(x,s),q) < δ . Logo, por (4.16) podemos encontrar uma

reparametrização τw, w = π̃(x,s), tal que

d(π̃(q, t), π̃(w,τw(t)))<
ε

3
para todo t ≥ 0. (4.17)

Por outro lado, como z ∈ L̃+(x) então z ∈ L̃+(w). Assim, existe uma sequência {tn}n≥1 ⊂ R+

tal que tn
n→+∞
−→ +∞ e π̃(w, tn)

n→+∞
−→ z. Seja n0 ∈ N tal que d(z, π̃(w, tn0)) <

ε
2 . Como τw é um

homeomorfismo, podemos tomar sn > 0 tal que tn = τw(sn), n ∈ N∗. Então

d(π̃(q,sn0), π̃(w,τw(sn0)))≥ d(z, π̃(q,sn0))−d(z, π̃(w,τw(sn0)))≥ ε−
ε

2
=

ε

2
,

contradizendo (4.17). Portanto, L̃+(x) é minimal. !

Corolário 4.2.8 [14, Corolário 5.1] Sejam (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e

x ∈ X. Suponha que L̃+(x) é compacto e L̃+(x)\M $= /0.

a) Se L̃+(x)\M é Zhukovskij quase π̃−estável então todo ponto de L̃+(x)\M é π̃−recorrente;

b) Se x /∈M e π̃+(x) é uniformemente assintoticamente Zhukovskij quase π̃−estável então todo

ponto de L̃+(x)\M é π̃−recorrente.

Demonstração: a) Pelo Teorema 4.2.7 o conjunto limite positivo L̃+(x) é minimal. Pelo Teorema

3.1.3 todo ponto de L̃+(x)\M é π̃−recorrente.

b) Neste caso, a minimalidade de L̃+(x) segue do Lema 4.2.6. O resultado segue pelo Teorema

3.1.3. !

Podemos obter também o seguinte resultado.

Teorema 4.2.9 [14, Teorema 5.2] Sejam (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo, X com-

pleto e x ∈ X \M. Suponha que L̃+(x) = π̃+(x)∪{xk}k≥1.
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a) Se L̃+(x)\M é Zhukovskij quase π̃−estável então x é periódico;

b) Se π̃+(x) é uniformemente assintoticamente Zhukovskij quase π̃−estável então x é periódico.

Demonstração: a) Note que L̃+(x) \M $= /0. Pelo Teorema 4.2.7, o conjunto L̃+(x) é minimal.

Como L̃+(x) = π̃+(x)∪{xk}k≥1, segue do Corolário 3.2.8 que x é periódico.

b) Neste caso, é suficiente usar o Lema 4.2.6 na prova do item a). !

A seguir, apresentamos a definição de atrator uniforme e estabelecemos condições suficientes

para que o conjunto limite positivo L̃+(x) seja um atrator uniforme.

A próxima definição é estabelecida em [12].

Definição 4.2.10 Sejam (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e A um subconjunto de

X . O conjunto

P̃+
u (A) = {x ∈ X : para toda vizinhança U de A, existem uma vizinhança V de x

e T > 0 tais que π̃(V, t)⊂U para todo t ≥ T},

é chamado de região de atração uniforme de A em relação a π̃ . Se x ∈ P̃+
u (A), dizemos que x é

uniformemente π̃-atraı́do para A. Finalmente, diremos que A é um conjunto π̃-atrator uniforme

se P̃+
u (A) é uma vizinhança de A.

Proposição 4.2.11 [12, Proposição 3.2] Sejam (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e

A⊂ X um conjunto compacto. Suponha X localmente compacto. Então

P̃+
u (A) = {x ∈ X : J̃+(x) $= /0 e J̃+(x)⊂ A}.

Os Lemas 4.2.12 e 4.2.13, a seguir, exibem uma relação entre os conjuntos L̃+(x) e J̃+(x).

Lema 4.2.12 [11, Lema 3.31] Seja (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo. Se x /∈ M e

y ∈ L̃+(x), então J̃+(x)⊂ J̃+(y).



Quase estabilidade de Zhukovskij 67

Lema 4.2.13 [19, Teorema 4.2] Seja (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo. Se x∈ X \M

é Zukovskij quase π̃−estável, então L̃+(x) = J̃+(x).

Usando o Lema 4.2.13 e a Proposição 4.2.11, podemos mostrar o seguinte resultado.

Lema 4.2.14 [14, Lema 5.2] Seja (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e suponha X

localmente compacto. Se x∈ X \M é Zhukovskij quase π̃−estável e L̃+(x) é um conjunto não vazio

e compacto, então x ∈ P̃+
u (L̃+(x)).

Na seguinte proposição, apresentamos condições suficientes para que o conjunto limite positivo

esteja contido na sua região de atração uniforme.

Proposição 4.2.15 [14, Proposição 5.1] Seja (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo. Su-

ponha X localmente compacto, L̃+(x)∩M = /0 e L̃+(x) Zukovskij quase π̃−estável. Se L̃+(x) é

compacto então L̃+(x)⊂ P̃+
u (L̃+(x)).

Demonstração: Como L̃+(x)∩M = /0, então L̃+(x) é positivamente π̃−invariante, veja o Co-

rolário 1.4.8. Agora, seja y ∈ L̃+(x). Como L̃+(x) é positivamente π̃−invariante e fechado, temos

π̃+(y)⊂ L̃+(x). Assim, L̃+(y)⊂ L̃+(x). Note que L̃+(y) $= /0, pois L̃+(x) é compacto.

Pela hipótese y é Zukovskij quase π̃−estável. Logo, pelo Lema 4.2.13, obtemos L̃+(y) = J̃+(y).

Portanto, J̃+(y) $= /0 e J̃+(y)⊂ L̃+(x). O resultado segue pela Proposicão 4.2.11. !

O último resultado desse capı́tulo, mostra condições para que o conjunto limite positivo seja

π̃−atrator uniforme.

Teorema 4.2.16 [14, Teorema 5.3] Seja (X ,π ;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo. Suponha

X localmente compacto e L̃+(x)∩M = /0 para algum x∈ X. Se L̃+(x) é não vazio, assintoticamente

Zhukovskij quase π̃−estável e compacto, então L̃+(x) é π̃−atrator uniforme.

Demonstração: Para cada y∈ L̃+(x), existe δy > 0 tal que se d(z,y)< δy então podemos encontrar

uma reparametrização τz tal que

d(π̃(y, t), π̃(z,τz(t)))
t→+∞
−→ 0.
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Como L̃+(x)∩M = /0 e L̃+(x) é compacto, existe β > 0 tal que B(L̃+(x),β )∩M = /0.

Ainda, pela compacidade do conjunto limite, existem y1, . . . ,yn ∈ L̃+(x) tais que

L̃+(x)⊂ B(y1,
δy1
2 )∪ . . .∪B(yn,

δyn
2 ). Tomemos 2δ = min{δy1, . . . ,δyn,β}.

Afirmamos que B(L̃+(x),δ )⊂ P̃+
u (L̃+(x)). De fato, seja w ∈ B(L̃+(x),δ ). Então w ∈ B(y j,δy j)

para algum j ∈ {1, . . . ,n}. Assim

d(π̃(y j, t), π̃(w,τw(t)))
t→+∞
−→ 0,

ou,

d(π̃(y j,h(t)), π̃(w, t))
t→+∞
−→ 0,

onde h(t) = τ−1
w (t), veja Observação 4.2.4. Como π̃+(y j) ⊂ L̃+(x) (pois L̃+(x) é positivamente

π̃−invariante) temos

d(L̃+(x), π̃(w, t))
t→+∞
−→ 0.

Então L̃+(w) $= /0 e L̃+(w) ⊂ L̃+(x). É claro que J̃+(w) $= /0. Vamos verificar que J̃+(w) ⊂ L̃+(x).

De fato, seja a ∈ L̃+(w). Como w /∈M (δ < β ) segue pelo Lema 4.2.12 a seguinte inclusão

J̃+(w)⊂ J̃+(a).

Como a ∈ L̃+(x), então a é Zukovskij quase π̃−estável e pelo Lema 4.2.13 temos J̃+(a) = L̃+(a).

Por outro lado, L̃+(x) é positivamente π̃−invariante. Então π̃+(a) ⊂ L̃+(x), conseqÃ1
4entemente,

L̃+(a)⊂ L̃+(x). Logo

J̃+(w)⊂ L̃+(x).

Portanto, pela Proposição 4.2.11 obtemos w ∈ P̃+
u (L̃+(x)) e o teorema está provado. !



Capı́tulo

5

Trajetórias negativas em sistemas

semidinâmicos impulsivos

Neste capı́tulo, apresentamos a noção de semisolução negativa para sistemas semidinâmicos

impulsivos. Inicialmente, mostramos como construir uma semisolução negativa para sistemas im-

pulsivos. Na sequência, definimos o conceito de conjunto limite negativo, definimos o conceito

para o primeiro prolongamento do conjunto limite negativo e estudamos algumas propriedades to-

pológicas desses conjuntos. Os resultados desse capı́tulo estão presentes no artigo [15].

5.1 Trajetória negativa impulsiva

Na teoria de sistemas semidinâmicos contı́nuos, é possı́vel estudar o passado da trajetória de um

ponto x∈ X através das semisoluções negativas que passam por este ponto. Uma função σx : Ix→ X

definida em um intervalo Ix⊂R− com x∈ X e 0∈ Ix é chamada uma semisolução negativa através

de x se σx(0) = x e π(σx(t),s) = σx(t + s) quaisquer que sejam t ∈ Ix e s ∈ R+ tais que t + s ∈ Ix.

O leitor pode consultar [1] e [2] para mais detalhes.

Se X é localmente compacto e (X ,π) não contém pontos iniciais, então é possı́vel prolongar

uma semisolução negativa através de x ∈ X no intervalo maximal (−∞,0], veja [26] por exemplo.

Desta forma, ao longo deste capı́tulo, vamos assumir que qualquer semisolução negativa no

69
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sistema semidinâmico contı́nuo (X ,π) está definida no intervalo (−∞,0].

Dada uma semisolução negativa σx através de um ponto x ∈ X , pretendemos construir uma

semisolução negativa impulsiva através de x associada a σx. Para isso, precisamos fazer algumas

considerações. Primeiro, suponhamos que a função I : M→N seja um homeomorfismo com inversa

J : N→M, onde N = I(M). Portanto N é um subconjunto fechado de X . Além disso, suponhamos

também que exista um número real β > 0 tal que

F(N,(0,β ))∩N = /0 e π(N,(0,β ))∩N = /0. (5.1)

Observação 5.1.1 Pela construção das trajetórias em um sistema semidinâmico impulsivo e pelo

fato de I(M)∩M = /0 (veja Hipótese (H2), Seção 1.5 Pag.24), temos que se x∈M então x é um ponto

inicial em (X ,π;M, I). Então não existe semisolução negativa através de x no sistema impulsivo

(X ,π;M, I).

Pela Observação 5.1.1, vamos considerar o conjunto X \ M e mostraremos que, através de

cada ponto x ∈ X \M, existe uma semisolução negativa impulsiva através de x definida em al-

gum intervalo de R−. Em outras palavras, dada uma semisolução negativa σx através de um ponto

x∈ X \M, vamos definir uma função σ̃x : Ix→ X através do ponto x, Ix ⊂ (−∞,0], tal que σ̃x(0) = x

e π̃(σ̃x(t),s) = σ̃x(t + s), quaisquer que sejam t ∈ Ix e s ∈ [0,+∞) tais que t + s ∈ Ix. Mostraremos

que o intervalo maximal de existência Ix, de σ̃x, é dado por [αx,0] (para algum αx < 0) ou (−∞,0].

Dado x ∈ X \M, seja σx uma semisolução negativa através de x. A seguir, vamos construir uma

semisolução negativa impulsiva σ̃x através de x associada a σx. Para isso vamos considerar dois

casos:

Caso 1: x /∈ N.

Suponhamos que exista s < 0 tal que σx(s) ∈M, σx((s,0])∩M = /0 e σx([s,0])∩N = /0. Como

σx(s) é um ponto inicial em (X ,π;M, I), definimos σ̃x sobre [s,0] por

σ̃x(t) = σx(t).

Neste caso, o intervalo maximal de definição de σ̃x é dado por Ix = [s,0].
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Suponhamos, agora, que σx(t) /∈M∪N para todo t ∈ (−∞,0]. Neste caso, definimos σ̃x sobre

Ix = (−∞,0] por

σ̃x(t) = σx(t).

Entretanto, se existe r0 < 0 tal que σx(r0) = a1 ∈N e σx(t) /∈N∪M para t ∈ (r0,0], então definimos

σ̃x sobre [r0,0] por

σ̃x(t) = σx(t).

Seja a−1 = J(a1). Como r0 ∈ (−∞,0), o processo agora continua a partir de a−1 ∈M. Seja σa−1
uma

semisolução negativa contı́nua através de a−1 . Temos os seguintes casos:

• Se σa−1
(t) /∈ M ∪N para todo t < 0, então definimos σ̃x(t) = σa−1

(t− r0) para t ∈ (−∞,r0).

Assim, Ix = (−∞,0] e σ̃x : (−∞,0]→ X é definida por

σ̃x(t) =






σx(t), r0 ≤ t ≤ 0,

σa−1
(t− r0), −∞ < t < r0.

• Se existe r1 < 0 tal que σa−1
(r1) ∈ M, σa−1

((r1,0))∩M = /0 e σa−1
([r1,0])∩N = /0, então

definimos σ̃x(t) = σa−1
(t−r0) para t ∈ [r0+r1,r0). Assim, Ix = [r0+r1,0] com σ̃x : [r0+r1,0]→ X

dada por

σ̃x(t) =






σx(t), r0 ≤ t ≤ 0,

σa−1
(t− r0), r0 + r1 ≤ t < r0.

• Se existe r1 < 0 tal que σa−1
(r1) = a2 ∈ N e σa−1

(t) /∈ N ∪M para todo t ∈ (r1,0). Então

definimos σ̃x sobre [r0 + r1,0] por

σ̃x(t) =





σx(t), r0 ≤ t ≤ 0,

σa−1
(t− r0), r0 + r1 ≤ t < r0.

Definimos a−2 = J(a2), e o processo, neste último caso, continua a partir de a−2 e assim por diante.

Caso 2: x ∈ N.

Neste caso, denotamos a1 = x e a−1 = J(x). Seja σa−1
uma semisolução negativa contı́nua através
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de a−1 . Se σa−1
(t) /∈M∪N para todo t < 0, definimos

σ̃x(t) =





x, t = 0,

σa−1
(t), −∞ < t < 0,

e Ix = (−∞,0].

Se existe r0 < 0 tal que σa−1
(r0) ∈M, σa−1

((r0,0))∩M = /0 e σa−1
([r0,0])∩N = /0, então defini-

mos

σ̃x(t) =





x, t = 0,

σa−1
(t), r0 ≤ t < 0,

onde Ix = [r0,0], pois σa−1
(r0) é um ponto inicial do sistema (X ,π;M, I).

Por outro lado, se existe r0 < 0 tal que σa−1
(r0) = a2 ∈N e σa−1

(t) /∈M∪N para t ∈ (r0,0), então

definimos σ̃x sobre [r0,0] por

σ̃x(t) =





x, t = 0,

σa−1
(t), r0 ≤ t < 0.

Definimos agora a−2 = J(a2) e consideremos σa−2
uma semisolução negativa contı́nua através de

a−2 . Se σa−2
(t) /∈ N∪M para todo t < 0, definimos

σ̃x(t) =






x, t = 0,

σa−1
(t), r0 ≤ t < 0,

σa−2
(t− r0), −∞ < t < r0,

e Ix = (−∞,0].

Se existe r1 < 0 tal que σa−2
(r1) ∈M, σa−2

((r1,0))∩M = /0 e σa−2
([r1,0])∩N = /0, então defini-

mos

σ̃x(t) =






x, t = 0,

σa−1
(t), r0 ≤ t < 0,

σa−2
(t− r0), r0 + r1 ≤ t < r0.
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Note que Ix = [r0 + r1,0], pois σa−2
(r1) é um ponto inicial em (X ,π;M, I).

Entretanto, se existe r1 < 0 tal que σa−2
(r1) = a3 ∈ N e σa−2

(t) /∈ N ∪M para t ∈ (r0 + r1,r0),

então definimos σ̃x sobre [r0 + r1,0] por

σ̃x(t) =






x, t = 0,

σa−1
(t), r0 ≤ t < 0,

σa−2
(t− r0), r0 + r1 ≤ t < r0.

Se denotarmos a−3 = J(a3), então o processo, neste último caso, continua a partir de a−3 e assim por

diante.

A seguinte observação descreve a forma geral de uma semisolução negativa impulsiva definida

no intervalo Ix = (−∞,0].

Observação 5.1.2 [15, Observação 4.2] Seja Tn =
n

∑
j=0

r j, n ∈N. Se x /∈ N e σ̃x é uma semisolução

negativa impulsiva através de x com Ix =(−∞,0], então ou existem um número k∈N e semisoluções

negativas σa−1
, . . . ,σa−k+1

tais que

σ̃x(t) =






σx(t), T0 ≤ t ≤ 0,

σa−1
(t−T0), T1 ≤ t < T0,

σa−2
(t−T1), T2 ≤ t < T1,

...
...

σa−k
(t−Tk−1), Tk ≤ t < Tk−1,

σa−k+1
(t−Tk), t < Tk,

(5.2)

ou existem semisoluções negativas σa−1
,σa−2

, . . ., tais que

σ̃x(t) =





σx(t), T0 ≤ t ≤ 0,

σa−n+1
(t−Tn), Tn+1 ≤ t < Tn, para todo n ∈ N.

(5.3)

Se x ∈ N e σ̃x é uma semisolução negativa impulsiva através de x com Ix = (−∞,0], então ou

existem um número k ∈ N e semisoluções negativas σa−1
, . . . ,σa−k+2

tais que
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σ̃x(t) =






x, t = 0,

σa−1
(t), T0 ≤ t < 0,

σa−2
(t−T0), T1 ≤ t < T0,

σa−3
(t−T1), T2 ≤ t < T1,

...
...

σa−k+1
(t−Tk−1), Tk ≤ t < Tk−1,

σa−k+2
(t−Tk), t < Tk,

(5.4)

ou existem semisoluções negativas σa−1
,σa−2

, . . ., tais que

σ̃x(t) =






x, t = 0,

σx(t), T0 ≤ t < 0,

σa−n+2
(t−Tn), Tn+1 ≤ t < Tn, para todo n ∈ N.

(5.5)

Definição 5.1.3 Sejam x ∈ X \M e σ̃x uma semisolução negativa impulsiva através de x tal que

Ix = (−∞,0]. Dizemos que x ∈ Jk se a semisolução negativa impulsiva σ̃x é da forma (5.2) ou (5.4).

Dizemos que x ∈ J∞ se a semisolução negativa impulsiva σ̃x é da forma (5.3) ou (5.5).

Por construção, obtemos que toda semisolução negativa impulsiva é contı́nua à direita. Além

disso, temos o seguinte resultado.

Lema 5.1.4 [15, Lema 4.1] Sejam (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo, x ∈ X \M e

σ̃x uma semisolução negativa impulsiva através de x definida sobre o intervalo Ix. Então σ̃x(0) = x

e π̃(σ̃x(t),s) = σ̃x(t + s) quaisquer que sejam t ∈ Ix e s≥ 0 tais que t + s ∈ Ix.

Demonstração: É claro que σ̃x(0) = x. Para a outra igualdade, vamos considerar o caso em que

Ix = (−∞,0] e x ∈ J∞. É suficiente considerarmos, também, o caso em que x /∈ N. Sejam t ≤ 0

e s ≥ 0 tais que t + s ≤ 0. Note que se s = 0, o resultado é válido. Então consideremos s > 0

e consequentemente t < 0. Como x ∈ J∞ e x /∈ N, existe n ∈ N tal que Tn ≤ t < Tn−1 (se n = 0

tomamos T−1 = 0). Podemos escrever t = Tn−1 + t ′ com rn ≤ t ′ < 0, onde rn = Tn−Tn−1. Pela

Observação 5.1.2, podemos escrever

σ̃x(t) = σa−n
(t−Tn−1) = σa−n

(t ′),



Trajetória negativa impulsiva 75

onde denotamos a−0 = x e t = t ′ no caso em que n = 0. Seja y = σ̃x(t). Como s > 0, existe k ∈ N

tal que s = tk + s′ com 0≤ s′ < φ(y+k ), onde t0 = 0 e tp+1 =
p

∑
j=0

φ(y+j ) para p = 0,1,2, . . ..

Afirmamos que y+1 = an e φ(y) =−t ′. De fato, note que

π(y,η) = π(σ̃x(t),η) = π(σa−n
(t ′),η) = σa−n

(t ′+η) para 0≤ η <−t ′.

Pela construção de σ̃x, temos σa−n
(rn) = an+1 ∈ N, σa−n

((rn,0])∩N = /0 e σa−n
([rn,0))∩M = /0.

Como t ′+η ∈ [rn,0), obtemos o seguinte

π(y, [0,−t ′))∩M = /0 e π(y,−t ′) = a−n ∈M.

Assim, φ(y) = −t ′ e y+1 = I(y1) = I(π(y,φ(y))) = I(a−n ) = I(J(an)) = an. Seguindo o mesmo

raciocı́nio, podemos concluir que:

y+1 = an, y+2 = an−1, ...,y
+
k = an−k+1,

φ(y) =−t ′, φ(y+1 ) =−rn−1, ...,φ(y
+
k ) =−rn−k.

Então

s = tk + s′ =
k−1

∑
j=0

φ(y+j )+ s′ =−t ′ − rn−1− . . .− rn−k+1 + s′.

Logo,

t + s = Tn−1 + t ′+ s = r0 + r1 + . . .+ rn−k + s′ = Tn−k + s′

Tn−k ≤ t + s e t + s = Tn−k + s′ = Tn−k−1 + rn−k + s′ < Tn−k−1. Portanto,

π̃(σ̃x(t),s) = π̃(y,s) = π(y+k ,s
′) = π(an−k+1,s

′) =

= π(σa−n−k
(rn−k),s

′) = σa−n−k
(rn−k + s′) = σa−n−k

(Tn−k−Tn−k−1 + s′) =

= σa−n−k
((Tn−k + s′)−Tn−k−1) = σa−n−k

(t + s−Tn−k−1) = σ̃x(t + s).

A prova está completa. !



76 Trajetórias negativas em sistemas semidinâmicos impulsivos

Definição 5.1.5 Dado um ponto x ∈ X \M e uma semisolução negativa impulsiva σ̃x através de x,

definida em Ix, definimos uma órbita de x em relação a σ̃x por

π̃σ̃x
(x) = σ̃x(Ix)∪ π̃+(x).

Vamos denotar π̃σ̃x
(x) simplesmente por π̃σ (x).

5.2 Convergência para semisoluções negativas impulsivas

Seja (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo. Consideremos x ∈ X \M, σ̃x uma se-

misolução negativa impulsiva através de x definida em Ix e {zn}n≥1 uma sequência em X tal que

zn
n→+∞
−→ x. Uma pergunta natural que surge é se existe alguma semisolução negativa impulsiva σ̃n

através de zn, n ∈ N∗, tal que σ̃n(t)
n→+∞
−→ σ̃x(t) para cada t ∈ Ix. Mas esta convergência não vale

em geral. Devido aos efeitos de impulsos, vamos mostrar que para cada t ∈ Ix, x /∈ N, existe uma

sequência {εn}n≥1 ⊂ R tal que εn
n→+∞
−→ 0 e σ̃n(t + εn)

n→+∞
−→ σ̃x(t).

Dados x ∈ X e σx uma semisolução negativa através de x, definimos a função ψ(σx,x) por

ψ(σx,x) := ψσ (x) =






r, se σx(r) ∈ N e σx(t) /∈ N para r < t < 0,

−∞, se σx(t) /∈ N para todo t < 0.

Se σx((−∞,0))∩N $= /0, então a função ψ(σx,x) representa o maior tempo negativo para o qual a

semisolução negativa σx encontra o conjunto N. A seguir, discutimos a continuidade, em algum

sentido, da função ψσ .

Da mesma forma que definimos para o conjunto M no Capı́tulo 1, diremos que o conjunto N

satisfaz a condição forte de tubo e escrevemos (STC) se para cada ponto x ∈ N existe um λ−tubo

F(L, [0,2λ ]) dado por uma seção S = F(L,λ ) através de x tal que S = N∩F(L, [0,2λ ]).

Definição 5.2.1 Um ponto x ∈ X satisfaz a condição de convergência (condição C) se para qual-

quer sequência {zn}n≥1 ⊂ X tal que zn
n→+∞
−→ x e para qualquer semisolução negativa através de x,

σx, existe uma semisolução negativa σn através de zn, n ∈ N∗, tal que sup
t≤0

d(σn(t),σx(t))
n→+∞
−→ 0.

O Teorema 5.2.2 exibe um resultado de “continuidade” para a função ψσ .
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Teorema 5.2.2 [15, Teorema 4.1] Sejam (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e x ∈

X \N. Suponha que N satisfaz a condição STC e que x satisfaz a condição C. Sejam σx uma

semisolução negativa através de x e {zn}n≥1 ⊂ X uma sequência tal que zn
n→+∞
−→ x. Então para

cada n ∈ N∗, existe uma semisolução negativa σn através de zn tal que σn(t)
n→+∞
−→ σx(t) para todo

t ≤ 0 e ψσn(zn)
n→+∞
−→ ψσ (x).

Demonstração: Como x satisfaz a condição C, existe uma semisolução negativa σn através de zn,

n ∈ N∗, tal que sup
t≤0

d(σn(t),σx(t))
n→+∞
−→ 0.

É suficiente considerarmos o caso em que ψσ (x) = u ∈ (−∞,0). Isto implica que σx(u) ∈ N

e σx(t) /∈ N para t ∈ (u,0). Como N satisfaz a condição STC, existe um STC-tubo F(L, [0,2λ ])

através de σx(u) dado por uma seção S⊂N tal que S = N∩F(L, [0,2λ ]). Além disso, o tubo é uma

vizinhança de σx(u), logo existe ξ > 0 tal que

B(σx(u),ξ )⊂ F(L, [0,2λ ]).

Como σn(u)
n→+∞
−→ σx(u), existe um número natural n0 ∈ N tal que σn(u) ∈ B(σx(u),ξ ) para

todo n > n0. Pelas propriedades de tubo, existe uma sequência {εn}n≥1 ⊂ R, εn
n→+∞
−→ 0, tal que

σn(u+ εn) ∈ S∩B(σx(u),ξ ) para todo n > n0.

Afirmamos que ψσn(zn) = εn + u para todo n > n0. Suponhamos que isso não ocorra. Então

podemos assumir que existe ηn ∈ (εn+u,0) tal que σn(ηn)∈N, n > n0. Note que {ηn}n>n0 admite

uma subsequência convergente, ou seja,

ηnk

k→+∞
−→ a ∈ [u,0].

Assim, pela continuidade de σx e pela condição C, obtemos

d(σnk
(ηnk

),σx(a)) ≤ d(σnk
(ηnk

),σx(ηnk
))+d(σx(ηnk

),σx(a))

≤ sup
t≤0

d(σnk
(t),σx(t))+d(σx(ηnk

),σx(a))
k→+∞
−→ 0.

(5.6)

Caso 1: a = u.

Neste caso, usando (5.6), existe m0 > n0 tal que σnk
(ηnk

) ∈ B(σx(u),ξ ) para nk > m0. Como

S = N ∩F(L, [0,2λ ]) temos σnk
(ηnk

) ∈ S∩B(σx(u),ξ ) para nk > m0. Por outro lado, pela proprie-



78 Trajetórias negativas em sistemas semidinâmicos impulsivos

dade do conjunto N, existe β > 0 tal que

F(σnk
(ηnk

),(0,β ))∩N = /0 e π(σnk
(ηnk

),(0,β ))∩N = /0, (5.7)

para todo nk > m0. Tomemos nk0
> m0 tal que u+ εnk0

< 0 e 0 < ηnk0
− u− εnk0

< β . Então

σnk0
(u+ εnk0

) ∈ F(σnk0
(ηnk0

),(0,β ))∩N contradizendo (5.7).

Caso 2: u < a≤ 0.

Como {σnk
(ηnk

)}k≥1 ⊂ N e N é fechado, temos σx(a) ∈ N que é uma contradição, pois

ψσ (x) = u.

Desta forma concluı́mos que ψσn(zn) = εn +u para todo n > n0. Portanto, ψσn(zn)
n→+∞
−→ u. !

A seguir, apresentamos o resultado de convergência.

Teorema 5.2.3 [15, Teorema 4.2] Seja (X ,π ;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo. Suponha

que N satisfaz a condição STC e que cada ponto de X \ N satisfaz a condição C. Sejam x ∈

X \ (M∪N), σ̃x é uma semisolução negativa impulsiva através de x definida no intervalo (−∞,0]

e {zn}n≥1 é uma sequência em X tal que zn
n→+∞
−→ x. Então, dado t ≤ 0, existem uma sequência

{εn}n≥1 ⊂ R tal que εn
n→+∞
−→ 0 e uma semisolução negativa impulsiva σ̃n através de zn, n ∈ N∗,

definida no intervalo (−∞,0] tal que σ̃n(t + εn)
n→+∞
−→ σ̃x(t).

Demonstração: Vamos supor que x ∈ J∞. Como x /∈ N, segue pela Observação 5.1.2, igualdade

(5.3), que existem semisoluções negativas σa−1
,σa−2

, . . ., tais que

σ̃x(t) =





σx(t), T0 ≤ t ≤ 0,

σa−n+1
(t−Tn), Tn+1 ≤ t < Tn, para todo n ∈ N.

Lembremos que Tn =
n

∑
j=0

r j, n ∈ N.

Como zn
n→+∞
−→ x e x /∈ N, podemos assumir, sem perda de generalidade, que zn /∈ N para todo

n ∈ N∗.

Pela hipótese e pelo Teorema 5.2.2, existe uma semisolução negativa σn através de zn definida
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no intervalo (−∞,0] tal que σn(t)
n→+∞
−→ σx(t), t ≤ 0, e ψσn(zn)

n→+∞
−→ ψσ (x). Pela continuidade da

função J obtemos

(an)
−
1 = J((an)1)

n→+∞
−→ J(a1) = a−1

onde a1 = σx(ψσ (x)) e (an)1 = σn(ψσn(zn)), n = 1,2, . . .. Novamente, usando a hipótese desse

teorema e pelo Teorema 5.2.2, existe uma semisolução negativa σn1 através de (an)
−
1 tal que

σn1(t)
n→+∞
−→ σa−1

(t), t ≤ 0, e

ψσn1
((an)

−
1 )

n→+∞
−→ ψσ

a−1
(a−1 ).

Continuamos com este processso e obtemos uma semisolução negativa impulsiva através de zn dada

por

σ̃n(t) =





σn(t), T n

0 ≤ t ≤ 0,

σnk+1
(t−T n

k ), T n
k+1 ≤ t < T n

k , k ∈ N,
(5.8)

onde T n
k =

k

∑
j=0

rn
j , k ∈ N e n ∈ N∗ (rn

0 = ψσn(zn) e rn
j = ψσn j

((an)
−
j ), j = 1,2, . . .). Por construção,

temos rn
j

n→+∞
−→ r j para cada j ∈ N∗. Então T n

k
n→+∞
−→ Tk, para todo k ∈ N.

Se t = 0, basta tomarmos εn = 0 para todo n, e a convergência segue.

Se t < 0, existe k ∈ N tal que Tk ≤ t < Tk−1, onde consideramos T−1 = 0 se k = 0. Podemos

escrever t = Tk−1 + t ′ onde rk ≤ t ′ < 0 e rk = Tk−Tk−1. Além disso,

σ̃x(t) = σa−k
(t−Tk−1) = σa−k

(t ′).

No caso em que k = 0 consideramos a−0 = x e t = t ′. Temos dois casos para analisar:

Caso 1: Tk < t < Tk−1.

Como T n
k

n→+∞
−→ Tk, existe m0 > 0 tal que T n

k < t < T n
k−1 para todo n >m0. Daı́, existe t ′n ∈ [r

n
k ,0),

rn
k = T n

k −T n
k−1, tal que t = T n

k−1 + t ′n, para n > m0, satisfazendo

t ′n
n→+∞
−→ t ′.

Notemos que σ̃n(t) = σnk
(t−T n

k−1) = σnk
(t ′n) para n > m0. Tomemos εn = T n

k−1 + t ′ − t, n ∈ N∗.



80 Trajetórias negativas em sistemas semidinâmicos impulsivos

Note que εn
n→+∞
−→ 0. Então para n suficientemente grande, temos

T n
k < t + εn < T n

k−1⇐⇒ T n
k < T n

k−1 + t ′ < T n
k−1.

Portanto, obtemos

σ̃n(t + εn) = σ̃n(T
n

k−1 + t ′) = σnk
(T n

k−1 + t ′ −T n
k−1) = σnk

(t ′)
n→+∞
−→ σa−k

(t ′) = σ̃x(t).

Caso 2: t = Tk.

Neste caso, para cada n ∈ N∗, existe un
k tal que t = T n

k +un
k e un

k
n→+∞
−→ 0.

Escolha εn =−un
k , n ∈ N∗. Então, εn

n→+∞
−→ 0 e

σ̃n(t + εn) = σ̃n(T
n

k ) = σnk
(rn

k)
n→+∞
−→ σa−k

(rk) = σ̃x(Tk) = σ̃x(t).

!

5.3 Invariância e conjuntos limite

Nesta seção, extendemos o conceito de invariância negativa para sistemas impulsivos. A teoria

de invariância negativa para o caso contı́nuo pode ser encontrada em [1] e [2].

Definição 5.3.1 Um subconjunto não vazio A de X é chamado de:

i) negativamente fortemente invariante se σ̃x(Ix)⊂ A para qualquer x∈ A\M e para qualquer

semisolução negativa impulsiva σ̃x através de x, onde Ix é o intervalo maximal de definição

de σ̃x;

ii) negativamente fracamente invariante se para cada x ∈ A\M existe uma semisolução nega-

tiva impulsiva σ̃x através de x tal que σ̃x(Ix) ⊂ A, onde Ix é o intervalo maximal de definição

de σ̃x;

iii) fortemente (fracamente) invariante se este é positivamente π̃−invariante e negativamente

fortemente (fracamente) invariante.



Invariância e conjuntos limite 81

Lema 5.3.2 [15, Lema 4.2] Sejam (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e x ∈ X \M.

O conjunto σ̃x(Ix) é negativamente fracamente invariante para qualquer semisolução negativa im-

pulsiva σ̃x através de x. Consequentemente, π̃σ (x) é fracamente invariante.

Demonstração: Pela construção de uma semisolução negativa impulsiva através de x, temos que

Ix = [αx,0] ou Ix = (−∞,0]. Suponhamos, inicialmente, que Ix = [αx,0]. Dado y ∈ σ̃x(Ix) \M,

existe s ∈ Ix tal que y = σ̃x(s). Como y /∈ M, é suficiente definirmos σ̃y(t) = σ̃x(t + s) para todo

t ∈ [αx− s,0]. Agora, se Ix = (−∞,0], é suficiente definirmos σ̃y(t) = σ̃x(t + s) para todo t ≤ 0. !

No que segue, apresentamos a definição do conjunto limite negativo de um ponto x ∈ X \M.

Definição 5.3.3 Sejam x ∈ X \M e σ̃x uma semisolução negativa impulsiva através de x definida

no intervalo (−∞,0]. O conjunto limite negativo de x em relação a σ̃x é dado por L̃−
σ̃x
(x) =

⋂

t≤0

σ̃x((−∞, t]). Vamos denotar L̃−
σ̃x
(x) simplesmente por L̃−σ (x).

O Lema 5.3.4 caracteriza o conjunto limite negativo de um ponto x ∈ X \M.

Lema 5.3.4 [15, Lema 4.3] Sejam x ∈ X \M e σ̃x uma semisolução negativa impulsiva através

de x definida no intervalo (−∞,0]. Um ponto y ∈ X pertence ao conjunto L̃−σ (x) se, e somente se,

existe uma sequência {tn}n≥1 ⊂ R− tal que tn
n→+∞
−→ −∞ e σ̃x(tn)

n→+∞
−→ y.

O próximo teorema mostra um resultado sobre invariância positiva.

Teorema 5.3.5 [15, Teorema 4.3] Sejam (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo, x ∈ X \

M e σ̃x uma semisolução negativa impulsiva através de x definida no intervalo (−∞,0]. O conjunto

L̃−σ (x) é fechado e L̃−σ (x)\M é positivamente π̃−invariante.

Demonstração: Pela Definição 5.3.3 o conjunto L̃−σ (x) é fechado. Vamos mostrar que L̃−σ (x) \M

é positivamente π̃−invariante. De fato, sejam y ∈ L̃−σ (x) \M e s ≥ 0. Então existe uma sequência

{tn}n≥1 ⊂ R− tal que tn
n→+∞
−→ −∞ e

σ̃x(tn)
n→+∞
−→ y.
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Pelo Lema 1.4.5, existe uma sequência {εn}n≥1 ⊂ R tal que εn
n→+∞
−→ 0 e

π̃(σ̃x(tn),s+ εn)
n→+∞
−→ π̃(y,s).

Como tn + s+ εn < 0 para n suficientemente grande, temos

σ̃x(tn+ s+ εn) = π̃(σ̃x(tn),s+ εn)
n→+∞
−→ π̃(y,s).

Então π̃(y,s) ∈ L̃−σ (x) \ M, pois tn + s + εn
n→+∞
−→ −∞ e I(M)∩M = /0. Como s é arbitrário, o

resultado segue. !

O Teorema 5.3.6, abaixo, lida com a invariância negativa fraca do conjunto limite negativo.

Teorema 5.3.6 [15, Teorema 4.4] Seja (X ,π ;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo. Sejam

γ > 0 tal que π(M, [0,γ])∩N = /0, x ∈ X \M e σ̃x uma semisolução negativa impulsiva através de

x definida no intervalo (−∞,0] tal que σ̃x((−∞,0]) é compacto. Então L̃−σ (x)\M é negativamente

fracamente invariante.

Demonstração: Seja y∈ L̃−σ (x)\M. Então existe uma sequência {tn}n≥1⊂R− tal que tn
n→+∞
−→ −∞

e σ̃x(tn)
n→+∞
−→ y. Seja s≥ 0 fixo e arbitrário. Defina zn = σ̃x(tn− s), n = 1,2, . . .. Pela compacidade

de σ̃x((−∞,0]), podemos supor, sem perda de generalidade, que

zn
n→+∞
−→ w ∈ L̃−σ (x).

Usando o Lema 1.4.6, obtemos

σ̃x(tn+η) = π̃(σ̃x(tn),η)
n→+∞
−→ π̃(y,η), (5.9)

para todo η ∈ [0,φ(y)). Seja {η!}!≥1 ⊂ R+ uma sequência não crescente de números positivos tal

que η!
!→+∞
−→ 0. Podemos assumir que existem números k, p ∈ N tais que

k−1

∑
j=−1

φ(w+
j )< s+η! <

k

∑
j=−1

φ(w+
j ) e

p−1

∑
j=−1

φ(I(w)+j )< s+η! <
p

∑
j=−1

φ(I(w)+j )

para todo != 1,2, . . ., onde φ(w+
−1) = φ(I(w)+−1) = 0. Vamos considerar os seguintes casos:
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Caso 1: w /∈M.

Neste caso, usando o Lema 1.4.6 e (5.9) obtemos

π̃(y,η!)
n→+∞
←− σ̃x(tn+η!) = π̃(σ̃x(tn− s),s+η!) = π̃(zn,s+η!)

n→+∞
−→ π̃(w,s+η!).

Assim, π̃(w,s+η!) = π̃(y,η!) para todo ! = 1,2, . . .. Como π̃x é contı́nua à direita, obtemos

π̃(w,s) = y quando η!
!→+∞
−→ 0.

Por outro lado, como L̃−σ (x) \ M é positivamente π̃−invariante, temos que π̃+(w) ⊂ L̃−σ (x).

Então

π̃(w, [0,s])⊂ L̃−σ (x) e π̃(w,s) = y.

Logo, podemos definir σ̃y : [−s,0]→ X por σ̃y(r) = π̃(w,s+ r). Como s é arbitrário, podemos

obter uma semisolução negativa impulsiva definida no intervalo (−∞,0].

Caso 2: w ∈M.

Como M satisfaz a condição STC, existe um STC-tubo F(L, [0,2λ ]), λ < γ , através de w dado

pela seção S⊂M tal que S = M∩F(L, [0,2λ ]). Como o tubo é uma vizinhança de w, existe ξ > 0

tal que B(w,ξ )⊂ F(L, [0,2λ ]). Denotemos A1 e A2 por

A1 = F(L,(λ ,2λ ])∩B(w,ξ ) e A2 = F(L, [0,λ ])∩B(w,ξ ).

Afirmamos que {zn}n≥1 não admite subsequência em A2. Suponhamos, por contradição, que

exista uma subsequência (denotada, também, por {zn}n≥1) tal que zn = σ̃x(tn− s) ∈ A2 para todo

n = 1,2,3, . . .. Então pela condição de tubo, existe αn ∈ (0,λ ) tal que zn ∈ F(L,αn), n = 1,2, . . ..

Consequentemente, F(zn,λ −αn) ⊂ S para cada n = 1,2, . . .. Como π(M, [0,γ])∩N = /0, então

existe an ∈ M tal que σ̃x(tn− s+αn− λ ) = an, o que é uma contradição, pois σ̃x é definido no

intervalo (−∞,0]. Portanto, podemos assumir que zn = σ̃x(tn− s) ∈ A1 para todo n = 1,2, . . ..

Neste caso, φ(zn)
n→+∞
−→ 0 e

σ̃x(tn− s+φ(zn)) = π̃(σ̃x(tn− s),φ(zn)) = π̃(zn,φ(zn))
n→+∞
−→ I(w),
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com I(w) /∈M. Observe que I(w) ∈ L̃−σ (x)\M. Então,

π̃(y,η!)
n→+∞
←− σ̃x(tn+η!) = π̃(σ̃x(tn− s+φ(zn)),s+η!−φ(zn))

n→+∞
−→ π̃(I(w),s+η!).

Assim, π̃(I(w),s+η!) = π̃(y,η!) para todo ! = 1,2, . . .. Usando, mais uma vez, a continuidade à

direita de π̃x, temos π̃(I(w),s) = y quando η!
!→+∞
−→ 0. De forma análoga ao caso anterior, podemos

definir σ̃y : [−s,0]→ X por

σ̃y(r) = π̃(I(w),s+ r).

Como s foi escolhido arbitrário, podemos obter uma semisolução negativa impulsiva definida no

intervalo (−∞,0]. O teorema está provado. !

O Teorema 5.3.7 apresenta condições para que o conjunto limite positivo seja negativamente

fracamente invariante. A prova é semelhante a demonstração do Teorema 5.3.6.

Teorema 5.3.7 [15, Teorema 4.5] Seja (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e suponha

que exista γ > 0 tal que π(M, [0,γ])∩N = /0. Seja x∈X tal que π̃+(x) é compacto. Então L̃+(x)\M

é negativamente fracamente invariante.

Demonstração: Seja y∈ L̃+(x)\M. Então existe uma sequência {tn}n≥1⊂R+ tal que tn
n→+∞
−→ +∞

e π̃(x, tn)
n→+∞
−→ y. Seja s ≥ 0 fixo e arbitrário. Podemos assumir que tn− s > 0 para todo n.

Defina zn = π̃(x, tn− s), n = 1,2, . . .. Pela compacidade de π̃+(x), podemos supor, sem perda de

generalidade, que zn
n→+∞
−→ w ∈ L̃+(x). Usando o Lema 1.4.6, obtemos

π̃(x, tn+η)
n→+∞
−→ π̃(y,η), (5.10)

para todo η ∈ [0,φ(y)). Seja {η!}!≥1 ⊂ R+ uma sequência não crescente de números positivos tal

que η!
!→+∞
−→ 0. Podemos assumir que existem números k, p ∈ N tais que

k−1

∑
j=−1

φ(w+
j )< s+η! <

k

∑
j=−1

φ(w+
j ) e

p−1

∑
j=−1

φ(I(w)+j )< s+η! <
p

∑
j=−1

φ(I(w)+j )

para todo != 1,2, . . ., onde φ(w+
−1) = φ(I(w)+−1) = 0. Vamos considerar os seguintes casos:

Caso 1: w /∈M.

Neste caso, usando o Lema 1.4.6 e (5.10) obtemos
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π̃(w,s+η!)
n→+∞
←− π̃(zn,s+η!) = π̃(x, tn +η!)

n→+∞
−→ π̃(y,η!).

Assim, π̃(w,s+η!) = π̃(y,η!) para todo ! = 1,2, . . .. Como π̃x é contı́nua à direita, obtemos

π̃(w,s) = y quando η!
!→+∞
−→ 0.

Por outro lado, como L̃+(x) \ M é positivamente π̃−invariante, temos que π̃+(w) ⊂ L̃+(x).

Então π̃(w, [0,s])⊂ L̃+(x) e π̃(w,s) = y. Logo, podemos definir σ̃y : [−s,0]→ X por

σ̃y(r) = π̃(w,s+ r).

Como s é arbitrário, podemos extender σ̃y a uma semisolução negativa impulsiva definida no

intervalo (−∞,0].

Caso 2: w ∈M. Como M satisfaz a condição STC, existe um STC-tubo F(L, [0,2λ ]), λ < γ ,

através de w dado pela seção S⊂M tal que S = M∩F(L, [0,2λ ]). Como o tubo é uma vizinhança

de w, existe ξ > 0 tal que B(w,ξ )⊂ F(L, [0,2λ ]). Denotemos A1 e A2 por

A1 = F(L,(λ ,2λ ])∩B(w,ξ ) e A2 = F(L, [0,λ ])∩B(w,ξ ).

Afirmamos que {zn}n≥1 não admite subsequência em A2. Suponhamos, por contradição, que

exista uma subsequência (denotada por {zn}n≥1) tal que zn = π̃(x, tn − s) ∈ A2 para todo n =

1,2,3, . . .. Então pela condição de tubo, existe αn ∈ (0,λ ) tal que zn ∈ F(L,αn), n = 1,2, . . ..

Consequentemente, F(zn,λ −αn) ⊂ S para cada n = 1,2, . . .. Como não existe bn ∈ M tal que

π̃(bn,λ −αn) = zn, segue que existe an ∈ M tal que I(an) = zn, o que é uma contradição, pois

π(M, [0,γ])∩ I(M)= /0. Portanto, podemos assumir que zn ∈ A1 para todo n = 1,2, . . .. Neste caso,

φ(zn)
n→+∞
−→ 0 e

π̃(x, tn− s+φ(zn)) = π̃(zn,φ(zn))
n→+∞
−→ I(w),

com I(w) /∈M. Observe que I(w) ∈ L̃+(x)\M. Então,

π̃(y,η!)
n→+∞
←− π̃(x, tn +φ(zn)+η!) = π̃(zn,φ(zn)+ s+η!)

n→+∞
−→ π̃(I(w),s+η!).
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Assim, π̃(I(w),s+η!) = π̃(y,η!) para todo ! = 1,2, . . .. Usando, mais uma vez, a continuidade à

direita de π̃x, temos π̃(I(w),s) = y quando η!
!→+∞
−→ 0. De forma análoga ao caso anterior, podemos

definir σ̃y : [−s,0]→ X por

σ̃y(r) = π̃(I(w),s+ r).

Como s foi escolhido arbitrário, obtemos uma semisolução negativa impulsiva definida no intervalo

(−∞,0]. O teorema está provado. !

O resultado seguinte apresenta uma caracterização para o fecho de uma semisolução negativa.

Lema 5.3.8 [15, Lema 4.4] Sejam (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo, x ∈ X \M e

σ̃x uma semisolução negativa impulsiva através de x definida no intervalo (−∞,0]. Então

a) σ̃x((−∞,0]) = σ̃x((−∞,0])∪{a−n }1≤n≤k∪ L̃−σ (x) se x ∈ Jk para algum k ∈ N.

b) σ̃x((−∞,0]) = σ̃x((−∞,0])∪{a−n }n≥1∪ L̃−σ (x) se x ∈ J∞.

Demonstração: Vamos mostrar o item b). Vamos considerar x /∈ N, pois o caso x ∈ N é análogo.

Seja y ∈ σ̃x((−∞,0]). Então existe uma sequência {tn}n≥1 ⊂ R− tal que σ̃x(tn)
n→+∞
−→ y.

Se tn
n→+∞
−→ −∞, então y ∈ L̃−σ (x).

Por outro lado, se existe uma subsequência {tnk
}k≥1 tal que tnk

n→+∞
−→ t0, devemos considerar os

seguintes casos.

Caso 1: t0 não é um ponto impulsivo, isto é, T0 < t0 ≤ 0 ou Tj < t0 < Tj−1 para algum j ∈

{1,2, . . .}.

Se T0 < t0 ≤ 0, então tnk
∈ (T0,0] para nk suficientemente grande, logo

σ̃x(tnk
) = σx(tnk

)
k→+∞
−→ σx(t0) = σ̃x(t0).

Agora, se Tj < t0 < Tj−1, então tnk
∈ (Tj,Tj−1) para nk suficientemente grande. Assim,

σ̃x(tnk
) = σa−j

(tnk
−Tj−1)

k→+∞
−→ σa−j

(t0−Tj−1) = σ̃x(t0).
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Portanto, y = σ̃x(t0) ∈ σ̃x((−∞,0]).

Caso 2: t0 é um ponto de impulso, isto é, t0 = Tj para algum j ∈ N.

Se {tnk
}k≥1 possui uma subsequência, a qual denotamos ainda por {tnk

}k≥1, tal que tnk
≥ t0 para

todo k = 1,2, . . ., então

σ̃x(tnk
) = σa−j

(tnk
−Tj−1)

k→+∞
−→ σa−j

(t0−Tj−1) = σ̃x(t0).

Assim, y = σ̃x(t0) ∈ σ̃x((−∞,0]).

Agora, se {tnk
}k≥1 possui uma subsequência, a qual denotamos ainda por {tnk

}k≥1, tal que

tnk
< t0 para todo k = 1,2, . . ., então

σ̃x(tnk
) = σa−j+1

(tnk
−Tj)

k→+∞
−→ σa−j+1

(0) = a−j+1.

Portanto, y = a−j+1 ∈ {a−n }n≥1 e o resultado está provado. !

Teorema 5.3.9 [15, Teorema 4.6] Seja (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo. Suponha

x ∈ X, y ∈ X \ M e σ̃y uma semisolução negativa impulsiva através de y definida no intervalo

(−∞,0]. Se x ∈ L̃−σ (y) então y ∈ J̃+(x).

Demonstração: Como x ∈ L̃−σ (y), então existe uma sequência {tn}n≥1 ⊂ R− tal que tn
n→+∞
−→ −∞

e σ̃y(tn)
n→+∞
−→ x. Observe que −tn > 0 para todo n ≥ 1 e π̃(σ̃y(tn),−tn) = σ̃y(0) = y, portanto

y ∈ J̃+(x). !

Apresentamos, na sequência, o conceito do primeiro prolongamento do conjunto limite negativo

de um ponto no contexto dos sistemas impulsivos.

Definição 5.3.10 O primeiro prolongamento do conjunto limite negativo de x ∈ X é definido

pelo seguinte conjunto:

j̃−(x) = {y ∈ X : existem sequências{xn}n≥1 ⊂ X \M e {tn}n≥1 ⊂ R−

tais que xn
n→+∞
−→ x, tn

n→+∞
−→ −∞ e para cada xn existe uma semisolução
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negativa impulsiva σ̃n através de xn definida no intervalo (−∞,0] tal que σ̃n(tn)
n→+∞
−→ y}.

Teorema 5.3.11 [15, Teorema 4.7] Seja (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo. Para

qualquer x ∈ X o conjunto j̃−(x) é fechado e j̃−(x)\M é positivamente π̃−invariante.

Demonstração: Mostremos que j̃−(x) é fechado, x ∈ X . Seja {yn}n≥1 uma sequência em j̃−(x) tal

que

yn
n→+∞
−→ y. (5.11)

Para cada n ∈ N∗, existem uma sequência {xn
k}k≥1 ⊂ X \M e {tn

k}k≥1 ⊂ R− tais que

xn
k

k→+∞
−→ x e tn

k
k→+∞
−→ −∞, (5.12)

além disso, para cada xn
k existe uma semisolução negativa impulsiva σ̃xn

k
através de xn

k definida em

(−∞,0] com

σ̃xn
k
(tn

k )
k→+∞
−→ yn. (5.13)

Usando (5.12) temos que, existe kn ≥ n tal que

tn
kn
<−n e xn

kn

n→+∞
−→ x. (5.14)

Por outro lado, de (5.11) e (5.13) obtemos

d(σ̃xn
kn
(tn

kn
),y)≤ d(σ̃xn

kn
(tn

kn
),yn)+d(yn,y)

n→+∞
−→ 0,

isto implica que σ̃xn
kn
(tn

kn
)

n→+∞
−→ y. Assim, y ∈ j̃−(x) e j̃−(x) é fechado.

Provemos, agora, que j̃−(x) \ M é um conjunto positivamente π̃−invariante. Sejam

y ∈ j̃−(x) \M e t ≥ 0 arbitrários. Então existem sequências {xn}n≥1 ⊂ X \M e {tn}n≥1 ⊂ R− tais

que xn
n→+∞
−→ x, tn

n→+∞
−→ −∞ e para cada xn existe uma semisolução negativa impulsiva σ̃n através

de xn definida em (−∞,0] tal que σ̃n(tn)
n→+∞
−→ y. Como y /∈M, segue do Lema 1.4.5 que existe uma

sequência {εn}n≥1 ⊂ R tal que εn
n→+∞
−→ 0 e

σ̃n(tn+ t + εn) = π̃(σ̃n(tn), t + εn)
n→+∞
−→ π̃(y, t).
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Como tn + t + εn
n→+∞
−→ −∞, obtemos π̃(y, t) ∈ j̃−(x) !

O Teorema 5.3.12 estabelece uma relação entre o prolongamento do conjunto limite positivo e

o primeiro prolongamento do conjunto limite negativo.

Teorema 5.3.12 [15, Teorema 4.8] Sejam (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo e x,y ∈

X. Se x ∈ j̃−(y) então y ∈ J̃+(x).

Demonstração: Seja x ∈ j̃−(y). Então existem sequências {yn}n≥1 ⊂ X \M e {tn}n≥1 ⊂ R− tais

que yn
n→+∞
−→ y, tn

n→+∞
−→ −∞ e para cada yn existe uma semisolução negativa impulsiva σ̃n através

de yn definida no intervalo (−∞,0] tal que σ̃n(tn)
n→+∞
−→ x. Para cada n ∈ N∗, defina xn = σ̃n(tn) e

τn =−tn. Então xn
n→+∞
−→ x, τn

n→+∞
−→ +∞ e

π̃(xn,τn) = π̃(σ̃n(tn),−tn) = σ̃n(0) = yn
n→+∞
−→ y.

Isto implica que y ∈ J̃+(x). !

5.4 Conjuntos fracamente minimais

No Capı́tulo 2, apresentamos o conceito de conjuntos minimais para sistemas semidinâmicos

impulsivos. Este conceito foi estabelecido como uma extensão da definição de minimalidade da te-

oria clássica de sistemas dinâmicos contı́nuos. Nesta seção, estabelecemos o conceito de conjuntos

minimais para sistemas semidinâmicos impulsivos que admitem soluções negativas.

Definição 5.4.1 Um conjunto A ⊂ X é (fortemente) (fracamente) minimal em (X ,π;M, I) se as

seguintes condições forem satisfeitas:

i) A\M $= /0;

ii) A é fechado;

iii) A\M é (fortemente)(fracamente) invariante;

iv) A não admite subconjunto próprio satisfazendo i), ii) e iii).
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É claro que A não é necessariamente fortemente minimal se ele for fracamente minimal. No

entanto, temos o seguinte resultado.

Teorema 5.4.2 [15, Teorema 4.9] Seja (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo. Se A⊂ X

é fracamente minimal e negativamente fortemente invariante, então A é fortemente minimal.

Definição 5.4.3 Um conjunto U ⊂ X é chamado trivial se existe x ∈U \M tal que π̃σ (x) =U \M.

O Teorema 5.4.4 lida com algumas propriedades sobre conjuntos fracamente minimais e nega-

tivamente fortemente invariantes.

Teorema 5.4.4 [15, Teorema 4.10] Seja (X ,π;M, I) um sistema semidinâmico impulsivo tal que

π(M, [0,γ])∩N = /0 para algum γ > 0. Suponha que A⊂ X é um conjunto não trivial, fracamente

minimal e negativamente fortemente invariante. Se a trajetória através de x ∈ X \M está contida

em A então nenhuma das seguintes propriedades estão satisfeitas:

a) L̃+(x) = /0 e existe uma semisolução negativa impulsiva σ̃x através de x definida no intervalo

(−∞,0] tal que L̃−σ (x) = /0;

b) L̃+(x)\M $= /0, L̃+(x)∩ π̃+(x) = /0 e π̃+(x) é compacto;

c) existe uma semisolução negativa impulsiva σ̃x através de x definida no intervalo (−∞,0] tal

que σ̃x((−∞,0]) é compacto, L̃−σ (x)\M $= /0 e L̃−σ (x)∩ σ̃x((−∞,0]) = /0.

Demonstração: a) Suponhamos que L̃+(x) = /0 e L̃−σ (x) = /0 para alguma semisolução negativa

impulsiva σ̃x através de x definida no intervalo (−∞,0]. Pelos Lemas 1.4.11 e 5.3.8, podemos

considerar o caso em que

π̃σ (x) = π̃+(x)∪{xk}k≥1∪ σ̃x((−∞,0])∪{a−j } j∈N.

Assim,

π̃σ (x)\M = π̃+(x)∪ σ̃x((−∞,0]) = π̃σ (x).
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É claro que π̃σ (x) é fechado e π̃σ (x)\M $= /0. Do Lema 5.3.2, segue que π̃σ (x)\M é fracamente

invariante. Logo A = π̃σ (x), pois A é fracamente minimal. Portanto A\M = π̃σ (x) e isto contradiz

a não trivialidade do conjunto A.

b) Suponhamos que L̃+(x) \M $= /0, L̃+(x)∩ π̃+(x) = /0 e π̃+(x) é compacto. Então L̃+(x) ⊂

A, pois π̃σ (x) ⊂ A e A é fechado. Como x /∈ L̃+(x), segue que L̃+(x) $= A. Mas isso é uma

contradição, pois L̃+(x)\M é negativamente fracamente invariante (Teorema 5.3.7) e positivamente

π̃−invariante, L̃+(x) é fechado e A é fracamente minimal.

c) Suponhamos que exista uma semisolução negativa impulsiva σ̃x através de x definida no

intervalo (−∞,0] tal que L̃−σ (x) \M $= /0, L̃−σ (x)∩ σ̃x((−∞,0]) = /0 e σ̃x((−∞,0]) compacto. Note

que σ̃x((−∞,0])⊂ A, pois A é negativamente fortemente invariante e fechado. Então,

L̃−σ (x)⊂ A e L̃−σ (x) $= A.

Pelo Teorema 5.3.6 temos que L̃−σ (x)\M é negativamente fracamente invariante. Além disso, pelo

Teorema 5.3.5, L̃−σ (x)\M é positivamente π̃−invariante. Pela minimalidade de A temos A = L̃−σ (x)

e isto é uma contradição. !
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