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Resumo

A teoria de sistemas semidinamicos impulsivos é um capitulo importante ¢ moderno da teoria
de sistemas dindmicos topoldgicos. Sistemas impulsivos descrevem processos de evolugdo que so-
frem variacOes de estado de curta duracdo e que podem ser consideradas instantaneas. Os sistemas
impulsivos admitem vdrios fendmenos interessantes as vezes, por causa da sua “irregularidade”,
e as vezes por causa da sua “regularidade”. Para muitos fendmenos naturais, os modelos deter-
ministicos mais realistas sdo frequentemente descritos por sistemas que envolvem impulsos. Esta

teoria vem sendo desenvolvida continuamente.

O presente trabalho apresenta resultados originais sobre a teoria de conjuntos minimais, mo-
vimentos recorrentes, movimentos quase periddicos e fracamente quase periddicos, teoria de es-
tabilidade de Lyapunov, teoria da quase estabilidade de Zhukovskij e, finalmente, a construgdo de

trajetdrias negativas para sistemas semidindmicos com impulsos.

Os resultados novos apresentados neste trabalho estdo contidos em trés artigos, dos quais dois

jé foram aceitos para publicacdo. Veja [13], [14] e [15].






Abstract

The theory of impulsive semidynamical systems is an important and modern chapter of the
theory of topological dynamical systems. Impulsive systems describe the evolution of process
whose continuous dynamics are interrupted by abrupt changes of state. This kind of systems admits
various interesting phenomena sometimes, because of their “irregularity”, and sometimes because
of their “regularity”. In many natural phenomena, the real deterministic models are often described

by systems which involve impulses. This theory has been developed continuously.

This work presents original results involving the theory of minimal sets, recurrent motions, al-
most periodic and weakly almost periodic motions, the study of Lyapunov stability and Zhukovshij

Quasi stability and the construction of negative trajectories for impulsive semidynamical systems.

The new results presented in this work are contained in three papers namely [13], [14] and [15].
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Introdugao

A teoria de equacdes diferenciais impulsivas (EDIs) estuda o comportamento de processos de
evolucido que sofrem variacdes de estado de curta duracdo e que podem ser consideradas ins-
tantaneas. Tais equagdes constituem em exemplos de sistemas dindmicos de dimensdo infinita,

apresentando dindmica complexa. A teoria basica de EDIs pode ser encontrada em [24].

As aplicagdes das EDIs ocorrem, especialmente, nas dreas de farmacocinética, finangas, tecno-
logia quimica, medicina, dreas de controle, engenharia, fisica, biologia, entre outras. Esta teoria
¢ uma importante drea de investigacdo que aparece naturalmente na descricdo de processos de

evolucido de varios problemas da realidade.

Uma das aplicacdes da teoria das EDIs € a teoria de sistemas dindmicos com impulsos. Sis-
temas dindmicos impulsivos é um capitulo importante e moderno da teoria de sistemas dindmicos
topoldgicos. Tais sistemas admitem varios fendOmenos interessantes as vezes, por causa da sua “ir-
regularidade”, e as vezes por causa da sua “regularidade”. Recentemente, vérios artigos sobre este
tépico foram publicados. Veja, por exemplo, [5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12], [16, 17, 18, 19, 20, 21, 22]
e [23].

Muitos dos resultados da teoria de sistemas semidinamicos com impulsos sdo generalizacdes
de resultados da teoria classica de sistemas dindmicos continuos. Além disso, o estudo de sistemas

impulsivos leva a novas demonstragdes de resultados da teoria de sistemas dindmicos continuos.

Neste trabalho, dando continuidade no estudo da teoria de sistemas com impulsos, apresen-
tamos resultados que envolvem conjuntos minimais, movimentos recorrentes, movimentos quase
periddicos e fracamente quase periddicos. Estudamos, também, a teoria de estabilidade de Lyapu-
nov e quase estabilidade de Zhukovskij para sistemas impulsivos e apresentamos a construcdo da

teoria de trajetdrias negativas para sistemas semidinamicos com impulsos.



Organizamos este trabalho da seguinte forma. No Capitulo 1, apresentamos os conceitos basicos
da teoria de sistemas semidindmicos com impulsos. Na Secdo 1.1, apresentamos a defini¢do de um
sistema semidindmico impulsivo, representado por (X, ;M ,I), onde X é um espago métrico, (X, 1)
¢ uma sistema semidindmico continuo, M ¢é o conjunto de impulsos e / € a funcdo impulso. A 6rbita
positiva impulsiva de um ponto x € X ¢ definida pelo conjunto 71 (x) = {7 (x,z) : t € [0,T(x))}.
Na Secdo 1.2, estudamos a continuidade da fun¢@o ¢ que representa 0 menor tempo positivo para
o qual a trajetdria positiva de um ponto encontra o conjunto impulsivo. A Secdo 1.3 dedica-se ao
estudo de conjuntos invariantes em sistemas com impulsos. J4 a Secdo 1.4 estuda propriedades de
conjuntos limite no sistema com impulsos. Na Sec@o 1.5, exibimos as condi¢des gerais que iremos
assumir em todo este trabalho. As principais referéncias para este capitulo sao [2], [3], [4], [5], [6],

[71, [9], [11], [16], [17], [18], [20] e [23].

No Capitulo 2, apresentamos a teoria de conjuntos minimais. Definimos o conceito de conjuntos
minimais, para sistemas impulsivos, de forma similar a defini¢do cldssica apresentada no caso de
sistemas continuos. Mostramos que nossa definicio de minimalidade ¢ equivalente a defini¢do
dada pelo matematico Kaul em [21], veja Teorema 2.1.3. O Teorema 2.1.4 mostra que um conjunto
A C X éminimal em (X, w; M, I) se, e somente se, A for igual ao conjunto limite positivo de qualquer
ponto que pertenga ao conjunto A \ M. No Teorema 2.1.11, mostramos condi¢des suficientes para
que um conjunto compacto e ndo vazio contenha um subconjunto minimal em (X,7w;M,I). Os

resultados desse capitulo estdo em [13].

O Capitulo 3 estuda a teoria de movimentos recorrentes e quase periddicos. Na Secao 3.1, defi-
nimos o conceito de recorréncia para sistemas semidindmicos com impulsos e estudamos algumas
propriedades topolégicas de movimentos recorrentes. No Teorema 3.1.3, mostramos que se A C X
¢ um subconjunto compacto e minimal, entdo qualquer ponto x € A\ M é recorrente em (X, 7w;M,I).

O Teorema 3.1.4 mostra que se X é completo e 7+ (x) é recorrente em (X, 7; M, ), entdo o fecho

m+(x) é um conjunto compacto. Além disso, se x ¢ M entdo 7+ (x) é minimal.

Apresentamos, também, o conceito de conjunto relativamente denso, € mostramos no Teorema
3.1.6 que se (X,m;M,I) é um sistema semidindmico impulsivo tal que 7+ (x) é compacto para
algum x € X \ M, entdo a érbita positiva i (x) é recorrente se, e somente se, para cada € > 0 o

conjunto K = {t € R : d(x,7(x,t)) < €} é relativamente denso.



Na Sec¢do 3.2, definimos o conceito de movimentos quase periddicos. Estabelecemos condi¢des
para que um ponto quase periddico seja recorrente em um sistema impulsivo, veja Teorema 3.2.3.
Finalizamos o capitulo com resultados que envolvem conceitos de periodicidade e minimalidade,
veja os Teoremas 3.2.6 e 3.2.7 e o Coroldrio 3.2.8. Os resultados novos deste capitulo estao pre-

sentes no artigo [13].

No Capitulo 4, apresentamos a teoria de estabilidade de Lyapunov e a teoria de quase esta-
bilidade de Zhukovskij. Na Secdo 4.1, definimos o conceito de movimento fracamente quase
m—periddico e estabelecemos condi¢des para que um ponto fracamente quase T—periddico seja

T—recorrente, veja o Teorema 4.1.2.

No Teorema 4.1.3, mostramos que se x € X \ M e x é quase periédico em (X, 7;M,I) entdo
xelLt (x). Mostramos, também, que a reciproca desse resultado ndo € vélida em geral, veja Exem-
plo 4.1.5. Entretanto, supondo que x seja recorrente ¢ Lyapunov estdvel em (X,7;M,I) entdo
encontramos condi¢des suficientes para que x seja fracamente quase periddico, veja Teorema 4.1.7.
Outro resultado importante, mostra que, o conjunto limite positivo de um ponto x € X é minimal
se, e somente se, a Orbita positiva de x aproxima-se uniformemente desse conjunto limite, veja Te-
orema 4.1.11. Na Se¢do 4.2, estudamos a teoria de quase estabilidade de Zhukovskij para sistemas
impulsivos. Este tipo de estabilidade foi inicialmente introduzido por Changming Ding em [19].
Sob condicdo de quase estabilidade de Zhukovskij, mostramos que um conjunto limite € minimal,
veja Teorema 4.2.7. Obtemos, também, alguns resultados sobre atratores uniformes, veja Lema

4.2.14, Proposicao 4.2.15 e Teorema 4.2.16.

Finalmente, no Capitulo 5, apresentamos a no¢do de semisolucio negativa para sistemas semi-
dindmicos impulsivos. Este capitulo estd dividido em quatro secdes. Na Se¢do 5.1, construimos a
teoria de semisolucdes negativas para sistemas impulsivos. Na Secao 5.2, definimos uma funcio
que representa o maior tempo negativo para o qual a semisolu¢do negativa continua de um ponto x
encontra o conjunto /(M). Através dessa func¢do, estabelecemos um teorema de convergéncia para

semisolugdes negativas em sistemas com impulsos, veja Teorema 5.2.3.

Na Secdo 5.3, definimos os conceitos de conjuntos negativamente fracamente invariantes, ne-
gativamente fortemente invariantes e invariantes. Estabelecemos os conceitos de conjunto limite

negativo e do prolongamento do conjunto limite negativo. Resultados de invariancia positiva e ne-



gativa estdo presentes nos Teoremas 5.3.5, 5.3.6, 5.3.7 e 5.3.11. Finalmente, na Secdo 5.4, defini-
mos o conceito de conjuntos fortemente (fracamente) minimais e mostramos algumas propriedades

sobre conjuntos fracamente minimais e negativamente fortemente invariantes, veja Teorema 5.4.4.



Notagoes

Seguem algumas notacdes que aparecem no contexto deste trabalho.

Sejam (X, d) um espago métrico com métrica d, x € X, € > 0, n um natural e A um subconjunto

ndo vazio de X, isto é, AC X e A # 0.

e R representa o conjunto dos nimeros reais;

R representa o conjunto dos nimeros reais nao negativos;

R_ representa o conjunto dos nimeros reais negativos;
e N representa o conjunto dos nimeros naturais, N = {0, 1,2,...};

e N* representa o conjunto dos niimeros naturais estritamente positivos, ou seja, N* = N\ {0};

R" representa o espago euclidiano n—dimensional;

A representa o fecho de A em X;;

JA representa a fronteira de A em X;

d(x,A) =inf{d(x,y): yeA};

B(x,e)={yeX:d(y,x) <e};

B(A,e)={xeX:d(x,A) < g}.

Vamos representar por {x, },>; uma seqiiéncia em X, onde n pertence ao conjunto dos niimeros

naturais. As vezes, representaremos lim x, = x simplesmente como
n—+oo



Quando um conceito € introduzido pela primeira vez, as palavras que o definem estdo em ne-

grito. Indicamos o final de uma demonstra¢do com o simbolo L.

Em cada resultado deste trabalho apresentamos uma referéncia bibliografica. Os resultados dos

trabalhos do autor estdo em negrito.



Capitulo

1

Sistemas semidinamicos impulsivos

Neste capitulo, apresentamos a teoria elementar de sistemas semidindmicos impulsivos. As

referéncias utilizadas foram [2], [3], [4], [5], [6], [7], [9], [11], [16], [17], [18], [20] e [23].

1.1 Descri¢ao de um sistema semidindmico com impulsos

Seja (X,d) um espago métrico. A tripla (X,m,R;) é chamada de sistema semidinamico em
X ou 7 é um sistema semidindmico em X, se a aplicacdo 7 : X x Ry — X satisfaz as seguintes

propriedades:

i) m(x,0) = x para todox € X;
ii) w(m(x,t),s) = m(x,t+s), quaisquer que sejamx € X et,s € Ry;
iit) mécontinuaem X x R.
Vamos denotar um sistema semidindmico simplesmente por (X, 7). Para cada x € X, considera-

mos a fungéo continua 7, : R — X dada por 7,(t) = 7(x,7) e chamamos esta fun¢do de movimento

de x.

A érbita positiva de x no sistema (X, 1) ¢ definida pelo conjunto 7" (x) = {m(x,7) : 1 € R }.

Dados A C X et > 0, definimos

rtA) =" (x) e m(A1)={]na(x0).

XEA XEA
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Dizemos que um conjunto A C X € positivamente 7—invariante se 71 (A) C A.

Dados t > 0 e x € X, definimos o conjunto F(x,) da seguinte maneira
F(x,t)={yeX: n(yt)=x},
e, para A C [0,+e0) e D C X, definimos F(D,A) = U{F(x,t): x € Det € A}.

Defini¢do 1.1.1 Um ponto x € X é chamado de ponto inicial em (X,7) se F(x,t) = 0 para todo

t>0.

A teoria de sistemas dindmicos e semidindmicos continuos pode ser encontrada em [2] e [3].

No que segue, definimos o conceito de sistemas semidindmicos sob acdo de impulsos.

Definicao 1.1.2 Um sistema semidinamico impulsivo em X, denotado por (X, 7;M,I), consiste
de um sistema semidindmico (X, 7) juntamente com um subconjunto fechado nao vazio M C X

satisfazendo a condi¢@o de que para cada x € M, existe um & > 0 tal que

F(x,(0,&)NM=0 e n(x, (0,&)NM=0

M
F(x, (0, &))

/\x\/

m(x, (0, &))

Figura 1.1: Trajetdria através de x.

e uma fun¢do continua / : M — X responsdvel pelas descontinuidades do sistema impulsivo. Cha-
mamos o conjunto M de conjunto impulsivo e a funcio / de funcao impulso. Na sequéncia, vamos

descrever como a func¢@o / atua nas trajetdrias do sistema impulsivo.

O lema a seguir apresenta condi¢des para obtermos a existéncia do menor tempo estritamente

positivo para o qual a trajetéria de um sistema impulsivo encontra o conjunto impulsivo M.
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Lema 1.1.3 [5, Lema 2.1] Seja (X, w; M, I) um sistema semidindmico impulsivo. Entdo, para qual-
quer x € X tal que m(x,(0,4c)) M # 0, existe um niimero real positivo s| > 0, de maneira que

w(x,t) ¢ M para0 <t <sjemn(x,s;)€M.

Demonstra¢ao: Como 7m(x,(0,4)) N M # 0, existe um ndmero 7; > 0 tal que
m(x,ty) € M. Como =, : R, — X é continua e M é fechado e ndo vazio, entdo o subcon-
junto compacto [0,7;] N7, ' (M) de R, possui um menor elemento, digamos s1, o qual satisfaz o

lema. 0

Nas defini¢des que seguem, (X, 7m;M,I) denota um sistema semidindmico impulsivo.
Defini¢io 1.1.4 Definimos a fungdo ¢ : X — (0, +oo] pela lei

8, se w(x,s) €M e mw(x,t) ¢ M para 0 <1 <s,
¢(x) =
+oo, se MT(x) =0,

onde M (x) = m(x, (0,4))NM, x € X. Se M (x) # 0, segue que o valor ¢ (x) representa 0 menor

tempo estritamente positivo para o qual a trajetéria de x encontra M.

Defini¢ao 1.1.5 Dado x € X, chamamos 7(x, ¢ (x)) de ponto impulsivo de x.

Defini¢do 1.1.6 A trajetéria impulsiva de x em (X, 7; M, 1) é uma aplicagio 7, definida em um
intervalo I, C R com valores em X dada indutivamente da seguinte forma: Se M (x) = 0, entdo
7 (t) = m(x,t) para todo t € Ry e ¢(x) = +oo. Porém se M " (x) # 0, segue do Lema 1.1.3 que
existe um menor positivo so € R, de maneira que 7(x,s9) =x; € M e w(x,1) ¢ M, para 0 <t < 5.

Entdo definimos 7, sobre [0, s9] como sendo

75()(7, t)v 0 <1 <so,
(1) =

+ —
Xy t =59,

onde x| = I(x1) e ¢(x) = s9. Vamos denotar x por x; .

Como sy < 4o, 0 processo continua mas, agora, iniciando em xf. Deste modo, caso

M (x]) =0, definimos 7,(r) = m(x] , — so) para sy <t < +oo e, neste caso, ¢ (x; ) = +oo. Agora,
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se M™ (xT) = (0, segue novamente do Lema 1.1.3, que existe um menor positivo s; € R tal que

m(x],s1) =x2 € M e m(x{,t—s0) & M para sy <t < so+s;. Definimos 7, sobre [so, 50+ 51] por

n(x;r,t—so), 5o <t <sog+sq,

(1) =
x;, t=50+51,

ondex; =1(xp) e ¢(x])=si.

Suponhamos, agora, que T, esteja definida no intervalo [1,,_1,1,] € que (1) = x;7, onde tp =0 e
n—1

=Y siparan=1273... Se M (x]) =0, entdo (1) = m(x;,t —1,) parat, <1 < +eo e
i=0

O (x) = +o0. Se M (x;7) # 0, ento existe s, € R tal que T(x,, s,) =x,01 EMen(x,1—1,) ¢

M, parat, <t <t,;1. Além disso,

Tt —1n), tn <t <lyy1,
T(t) =

+ —
Xot+1s I =1pt1,

onde x| =1I(xy11) € ¢(x7) = sp.

n
Observemos que T, estd definida sobre cada [t,,,#,,+1], onde t,,.1 = Z s;, ou seja, Ty estd definida
i=0
sobre [0,#,+1]. A Figura 1.2 apresenta a trajetéria de um ponto x € X em um sistema impulsivo.

M
X1 = (x5, O(x;))

| x3 =7(xy,0(x3))
X2 = ﬂ(xT,(])(XT )

x1=7(x,0(x))

N=I(M)

Figura 1.2: Trajetéria impulsiva do ponto x € X no sistema (X, ;M. I).

O processo acima termina apés um nimero finito de passos, se M (x;7) = @ para algum n € N,
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ou ele continua indefinidamente, se M (x,") # 0 para cada n = 1,2,3, ..., e neste caso T, estd defi-

o]

nida no intervalo [0,7 (x)), onde T'(x) = ) 5; ¢ x € X. Representamos a érbita positiva impulsiva
i=0
de x € X pelo conjunto

Tt (x) ={m(x,t) : t€[0,T(x))}.

Dado A C X definimos 77 (A) = U{Z " (x) : x € A}.

Observacao 1.1.7

i) Escrevemos 7,(1) = 7(x,1), para qualquer  em [0, 7'(x)). Pela descri¢do do sistema impulsivo

temos que para qualquer 7 tal que 0 <7 < T'(x), existem k € {1,2,3,...} e 0 <t < ¢(x] ))
k=1

taisquer =Y pu(x” )+ e T(x, 1) =m(x) |, 1), ondex =x5, u(x*) =0e p(x|) = (x)
i=0
para todo i = 0,1,2,3,.... Mesmo que a funcdo ¢ € estritamente positiva, vamos escrever
k—1
por conveniéncia a expressdo 1 = Y @ (x;" )+ com ¢ (x*;) =0.
i=0

ii) Note que, pela defini¢do da 6rbita impulsiva, 7(x,7) ¢ M, para todo t > 0.

A proposi¢io seguinte nos diz que 7 satisfaz o principio da identidade e a condi¢do de semi-

grupo.

Proposicao 1.1.8 [6, Proposicdo 2.1] Seja (X,m;M,I) um sistema semidindmico impulsivo. Se

x € X, entdo:

a) w(x,0)=x;
b) w(m(x,t),s) =n(x,t+s) paratodost,s € [0, T (x)) tais que t +s € [0,T(x)).

Demonstra¢iao: Se 7 for continua, a conclusio é imediata.
a) Dado x € X, temos que 7(x,7) = m(x,¢) para 0 < ¢ < ¢(x). Entdo 7(x,0) = 7(x,0) = x.

b) Sejam ¢,s € [0, T (x)) tais que 1 +s € [0,T(x)), e consideremos y = 7(x,7). Pela Observagio
1.1.7, podemos escrever

TT(x,1) = ﬂ(x;_l,t')
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k=1

para algum k > 1, onde t = Z q)(x}“_l) +1'e0 <1 < ¢(x ;) (lembremos que estamos denotando
j=0

x=xj e ¢(x",) =0). De mesma forma, podemos escrever

ﬁ(y:s) = 77:()’2—,173/)

(-1
para algum ¢ > 1, onde s = Z ¢)(y;11) +5'e0<s <oy, ) (comy=y]ed(y",)=0).
j=0

k—1
Sel=1,0btemoss=s" < ¢(y) =¢(x/ ) —r'er+s=) ¢(x;il)—|—t'+s'. Portanto
j=0

n(7(x,1),s) =7(y,s) = w(y,s) = w1’ +5") = T(x,1+35).

Agorase £ > 1, como y = T(x,1) = 7(x;”_;,t'), obtemos

o) =o(x.,)—7, yi=x1y; e o)) =05 1.,
para todo j > 1. Segue que

s = 0(g)+O0 )+ () )+
= (p(x]':_l)—t’+¢(xZ)+...+¢(xZ+€_3)+s’.

Entao,

k+0—2
t+s= < Z (j)(x;r_l)) —|—S/ e 0 < S/ < (l)(x,;gfz).
j=0

Portanto, T(7(x,1),s) = T(y,s) = T(y;_;,8') = w(x 5,8 ) = T(x,1 +5). O

Observaciio 1.1.9 E importante notarmos que se x € M entido 7(x,¢) = 7m(x,z) para todo
0 <t < ¢(x), ou seja, ndo hd impulso no instante = 0. Para que a trajetéria de um ponto x € X
sofra impulso, devemos encontrar o menor tempo estritamente positivo para o qual esta trajetdria

encontra M.

Observacao 1.1.10 Vamos assumir neste trabalho que 7' (x) = +oo para todo x € X, isto €, 7, estd

definida para todo ¢t > 0 qualquer que seja x € X.
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1.2 Continuidade da funcao ¢

Na Definicdo 1.1.4 da se¢@o anterior, definimos a funcdo ¢ que representa o menor tempo
positivo para o qual a trajetéria de um ponto x € X encontra o conjunto impulsivo M. No que segue,

estudamos a continuidade da funcao ¢.

Definicao 1.2.1 Seja (X, 7) um sistema semidindmico. Um conjunto fechado S contendo x € X é
chamado de se¢do ou A — se¢ao através de x, com A real positivo, se existe um conjunto fechado L

tal que:

i) F(L,A) =S5,
ii) F(L,[0,2A]) é uma vizinhanga de x;

iii) F(L,u)NF(L,v)=0,para0 <pu <v <2A.

Denominamos o conjunto F (L, [0,2A]) de tubo (ou A —tubo) ¢ o conjunto L de barra.

Figura 1.3: A-tubo F(L,[0,24]).

Lema 1.2.2 [16, Lema 1.9] Seja (X, ) um sistema semidindmico. Se S é uma A—se¢do através

dex, x € X, el <A, entdo S também é uma [L—secdo através de x.

Na préxima defini¢@o, apresentamos as condi¢cdes TC e STC para um tubo.
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Defini¢do 1.2.3 Seja (X, 7) um sistema semidindmico. Qualquer tubo F (L, [0,24]) dado pela

secdo § através de x € X tal que

SCMNOF(L, [0,2A])

¢ chamado um TC-tubo através de x. Dizemos que um ponto x € M satisfaz a condi¢ao de tubo e

escrevemos abreviadamente (TC), se existe um TC-tubo, F (L, [0, 24]), através de x.

Se S=MNF(L,[0,21]), dizemos que F (L, [0,2A]) é um STC-tubo através de x. Dizemos que

um ponto x € M satisfaz a condicao forte de tubo e escrevemos abreviadamente (STC), se existe

um STC-tubo, F(L, [0, 24]), através de x.

Exemplo 1.2.4 [17, Exemplo 2.5] Consideremos o sistema semidindmico em R? dado por 7((x,y),t) =
(x+t,y)eM={(x,y) €R?: x=0}U{(x,y) €R?: x=1y, x >0}, vejaa Figura 1.4. O ponto (0,0)

satisfaz a condicdo TC mas nio satisfaz a condicao STC.

M M

A\ 4

A 4

A\ 4

(0,0)

\ 4

A\ 4

Figura 1.4: (0,0) satisfaz a condigdo TC.

O préximo resultado € consequéncia do Lema 1.2.2 e das defini¢cdes acima. O leitor pode en-

contrar a demonstracao em [17].

Lema 1.2.5 [17, Lema 3.3] Seja (X,m;M,I) um sistema semidindmico impulsivo. Suponhamos
que exista um ponto x € X que satisfaca a condi¢cdo TC (STC) com uma A—se¢do S. Entdo, para

qualquer 11 < A, o conjunto S também serd uma M —segdo com um TC-tubo (STC-tubo).

Definicao 1.2.6 Uma funcido f: X — R é denominada semicontinua superiormente em um ponto

a € X quando, para cada € > 0 dado, existe § > 0 tal que se x € X e d(x,a) < § entdo
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f(x) < f(a) + €. Dizemos que f: X — R é semicontinua superiormente quando ela o for em
cada ponto de X. Analogamente, f é chamada semicontinua inferiormente em um ponto a € X
quando, para cada € > 0 dado, existe § > 0 tal que se x € X e d(x, a) < 0 entdo f(x) > f(a) — €.
Em termos de sequéncias, f é uma funcdo semicontinua superiormente em a € X se, para toda
sequéncia {x, },>1 C X, com x, "Z% 4, tivermos lim sup f(x,) < f(a). De mesma forma, f é uma

n—r—+oo0

~ . , . . ~ . n— oo
fungao semicontinua inferiormente em a € X S€, para toda sequencia {xn}nzl C X, comx, — a,

tivermos liminf f(x,) > f(a). Dizemos, entdo, que f : X — R é continua em um ponto a € X se,
n—s oo

e somente se, ela for continua superiormente e inferiormente no ponto a.

Exemplo 1.2.7 [17, Exemplo 2.6] Consideremos o sistema semidindmico em R dado por 7(x,1) =
x+t. Assim, consideremos o sistema impulsivo associado com M =Ne I(n) =n+ % para cada

n € N. Entdo
—X se x<0
o (x) =
I1+E(x)—x se x>0,
onde E(x) denota a parte inteira de x. Notemos que a fung¢do ¢ ndo é semicontinua inferiormente
nos pontos pertencentes ao conjunto N. Com efeito, dado x € N, consideremos a sequéncia dada
por x, =x— % para todo n € N*. Entdo x, " xe

liminf¢ (x,) = l,i,EiI}of“ +(x—=1)—(x=1/n)]=0<¢(x)=1.

n——+oo

Notemos que todo elemento x € N satisfaz a condi¢do STC.

O teorema seguinte diz que, se x ¢ M, entdo ¢ é semicontinua inferiormente em x.

Teorema 1.2.8 [17, Teorema 3.5] Seja (X, w;M,I) um sistema semidindmico impulsivo. Entdo, a

fungcdo ¢ é semicontinua inferiormente em qualquer x € X \ M.

Demonstracao: Sejam x € X \ M e {x,},>1 C X uma sequéncia qualquer tal que x, gmares Supo-
nhamos que ¢ (x) = +oo. Se existir uma subsequéncia {x,, };>; tal que {¢ (x,, ) }x>1 converge para

algum ndmero real A > 0, entdo

7 (g & () =57 (3, A) € M,
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pois (X, ¢ (xn,)) € M para todo k = 1,2,... e M é fechado. Logo ¢(x) <A o que é uma

contradi¢do. Portanto lig Jirnf O (x) = +o0 = ¢(x).
n oo

Agora, vamos assumir que ¢ (x) = ¢ € (0,+o0). Suponhamos que ¢ (x;) "Z%° 1. Como x ¢M
entdo, para n € N suficientemente grande, temos x,, ¢ M. Entretanto 7 (x,, ¢(x,)) € M e, como M

¢ fechado e 7 € continua, segue que

n—r+oo

TT(xp, §(xn)) —> m(x, 1) € M.
Logo ¢ = ¢(x) <. Portanto ¢ é semicontinua inferiormente em x. 0

Se x € M e x nao € um ponto inicial, entdo ¢ nao é semicontinua inferiormente em x. O préximo

resultado mostra este fato.

Teorema 1.2.9 [17, Proposicao 3.6] Seja (X, ;M ,I) um sistema semidindmico impulsivo e supo-

nhamos que x € M ndo seja um ponto inicial. Entdo a fungdo ¢ ndo é semicontinua inferiormente

em X.

Demonstracao: Seja x € M e suponhamos que x nio seja um ponto inicial. Entdo existem € > 0 e

y € X tais que 7(y, €) = x. Podemos supor 7(y, [0, €)) NM = 0. Agora, consideremos uma sequéncia
n—+oo

crescente de nimeros reais {€,},> tal que &, > 0 para todon € N* e g, — €. Definindo y, =

nt(y,€,) para cada n € N*, temos que y, ""Hxe

O(vn) = O(T(3&:) =€ —& =5 0 < $(x).

Portanto ¢ ndo € semicontinua inferiormente em x. 0

No Teorema 1.2.10 a seguir, estabelecemos condi¢des suficientes para que ¢ seja semicontinua

superiormente em pontos de X.

Teorema 1.2.10 [17, Teorema 3.4] Se, em um sistema semidindmico impulsivo (X, w; M, I), cada
ponto pertencente ao conjunto impulsivo M satisfaz a condi¢do (TC) entdo ¢ é semicontinua supe-
riormente em X.

Demonstracao: Sejax € X. Podemos assumir que ¢ (x) =u € (0, 4o0). Neste caso, w(x, u) =y M

e m(x, (0,u)) "M = 0. Pelo Lema 1.2.5, podemos tomar € < u tal que U = F (L, [0, 2€]) seja um
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TC-tubo com uma g-se¢do através de y igual a F (L, €). Entdo existe uma vizinhanga V de x tal
que w(V,u) C U. Assim, m(z,u) € F(L, [0, 2€]), para qualquer z € V. Além disso, dado qualquer

z €V, existe um n; € [0, 2¢] tal que w(z, u+1n;) € L. Como € < u, segue que u+1n,—€ >0¢e

n(z,u+n,—€)€F(L,e)=SCM.

Dai, ¢(z) <u+mn,—€ <u-+€= @(x)+¢€. Portanto ¢ é semicontinua superiormente em x. O

O préximo resultado diz respeito a continuidade da fungdo ¢.

Teorema 1.2.11 [17, Teorema 3.8] Consideremos um sistema semidindmico impulsivo (X, m; M, I).
Suponhamos que nenhum ponto inicial pertenca ao conjunto impulsivo M e que cada elemento de

M satisfaca a condi¢do (TC). Entdo ¢ é continua em x se, e somente se, x € X \ M.

Demonstracao: (=) Suponhamos que x € M. Como x ndo é ponto inicial, segue, pelo Teorema

1.2.9, que ¢ ndo é semicontinua inferiormente. Mas isto é um absurdo. Portanto x € X \ M.

(<) Sejax € X \ M. Pelo Teorema 1.2.8, ¢ é semicontinua inferiormente em x. E como cada
ponto de M satisfaz a condicdo (TC), pelo Teorema 1.2.10, ¢ é semicontinua superiormente em x.

Portanto ¢ € continua em x. O

Observacao 1.2.12 Vamos assumir em todo este trabalho que o conjunto impulsivo M satisfaz a
condi¢do STC e que nao existe ponto inicial em M. Assim, ¢ é semicontinua superiormente em X

e continua em X \ M.

1.3 Invariancia

O conceito de invariancia positiva para sistemas semidindmicos com impulsos € definido seme-

Ihante ao caso continuo, veja a préxima definicdo.

Definicao 1.3.1 Sejam (X, 7;M,I) um sistema semidindmico impulsivo e A um subconjunto de X.
Dizemos que A ¢ positivamente 7-invariante se 77 (A) = U{x " (x) : x € A} C A. Ainda, dizemos

que A é I-invariante se /(x) € A para todo x € M NA.
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Notemos que a 6rbita positiva impulsiva 7 (x) € positivamente 7T—invariante para todo x € X.

O seguinte exemplo, descrito em [ 18], mostra que em geral, ndo existe relacdo entre -invariancia,

Z-invariancia e /-invariancia.

Exemplo 1.3.2 Consideremos o sistema semidinamico impulsivo em R dado pelo sistema semi-
dindmico m(x,t) =r+x, M = {1} e I(1) = —1. Entdo o conjunto A = [0, +o0) é positivamente
T-invariante mas ndo é positivamente 7-invariante e nem /-invariante. Entretanto, o conjunto
B = [—1,1) é positivamente Z-invariante mas ndo € positivamente 7-invariante. O conjunto
C = [-2,2] é I-invariante mas ndo é positivamente T-invariante. J4 o conjunto D = [I,+4o0) é

positivamente ZT-invariante mas nao € /-invariante.

A seguir, apresentamos trés resultados sobre invariancia.

Proposicao 1.3.3 [18, Proposicao 2.1]1 Sejam (X,m;M,I) um sistema semidindmico impulsivo
e A um subconjunto de X positivamente T-invariante e I-invariante. Entdo A é positivamente
Tt-invariante.

Demonstracido: Seja x € A. Entdo 7(x,[0,¢(x))) = n(x,[0,¢(x))) CA e x; = w(x,¢(x)) €AN
M. Como A é I-invariante, segue que x; = I(x;) € A. Logo, 7(x,[0,¢(x)]) C A. Do mesmo
modo, #(x, [0(x), 0(x) + 6(x]))) = w(xf,[0,0(1))) C A € x2 = A(x{,0(x{)) € ANM. Dai
x; =1(x2) € A e 7(x,[¢(x),¢(x) + ¢ (x])]) C A. Continuando com este processo segue que

Tt (x) C A. O

Proposicao 1.3.4 [18, Proposicdo 2.2] Sejam (X, w;M,I) um sistema semidindmico impulsivo e A
um subconjunto fechado de X positivamente Tt-invariante. Entdo A é positivamente T-invariante.
Demonstracao: Suponhamos que A ndo seja positivamente 7-invariante, isto €, existem x € A e

U € Ry tais que m(x, i) ¢ A. Definamos ¢t = inf{s > 0: m(x,s) ¢ A}. Observemos que ¢ > 0, pois
7(x,[0,0(x))) = 7(x,[0,0(x))) C A. Como 7(x,[0,1)) C A, segue que 7(x,t) €A = A. Assim

w(w(x,1),[0,¢(7(x,1)))) = Z(7(x,1),[0,9(7(x,1)))) C A,

isto é,

(x,[t,t+¢(m(x,2)))) CA
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e isto contradiz a defini¢cd@o de ¢. Portanto A € positivamente 7-invariante. (]

Proposicao 1.3.5 [18, Teorema 2.5] Sejam (X,7;M,I) um sistema semidindmico impulsivo e A
um subconjunto compacto e positivamente T-invariante de X. Se E é uma componente conexa de

A I-invariante, entdo E é positivamente Tt-invariante.

Demonstracdo: Seja x € E, entdo 7(x,[0,9(x))) = 7(x,[0,9(x))) C A. Pela continuidade de ©
e conexidade de E temos 7(x,[0,¢(x))) C E. Se ¢(x) = 4oo concluimos a prova. Do contrario

se ¢(x) < 4oo, entdo x; = 7(x,9(x)) € E=E e x; =I(x;) € E, pois E ¢ [-invariante. Assim

T(x,[9(x),0(x) +0(x]))) = w(x],[0,0(x]))) CE. Se ¢(x]) = 4oo concluimos a prova. Do
contrdrio se ¢ (x]) < +oo, entdo x, = w(x},¢(x])) € E =E e x5 =I(xz) € E. Continuando com

este processo concluimos que 71 (x) C E. O

1.4 Conjuntos limite

Definicao 1.4.1 Seja (X, 7;M,I) um sistema semidindmico impulsivo. Para cada x € X definimos

o conjunto limite positivo de x com respeito a 7 pelo conjunto
L (x) ={y € X : existe uma sequéncia {r,},>; C R, tal que

tn"=5 oo e T(x,ty) H—>+°°y}'

e o0 prolongamento do conjunto limite positivo de x com respeito a 7 é dado por

J*(x) = {y € X : existem sequéncias {x,},>1 CX e {fy}n>1 CR,

. —>+to0 —rtoo ~ —+oo
tais que x, N A - (X, 1) fean v}

Podemos caracterizar os conjuntos L™ (x) e J*(x) da seguinte maneira.

Lema 1.4.2 [11, Lema 3.2 e Lema 3.27] Sejam (X,m;M,I) um sistema semidindmico impulsivo e
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x € X. Entdo

Lt (x) = (7 (x, [t,4e0)) e JH(x) = N N U{7B(x,e),7): T>1}.

>0 e>01>0

Decorre do Lema 1.4.2 o seguinte resultado.

Proposicio 1.4.3 Os conjuntos LT (x) e J*(x), x € X, sdo fechados em X.

Ao contrédrio do caso continuo, o conjunto limite positivo de um ponto x € X pode ndo ser

positivamente ZT—invariante. Mostremos este fato no exemplo seguinte.

Exemplo 1.4.4 Consideremos o sistema semidinamico impulsivo em R dado pelo sistema semi-
dindmico 7(x,t) =7+x, M = {1} e I(1) = —1. Note que L (0) = [—1,1]. Entretanto, 7(1,7) =

(1,1) € [1,+o0) para cada t > 0. Assim L*(0) ndo é positivamente 7—invariante.

Na sequéncia, apresentamos um resultado sobre convergéncia em sistemas impulsivos. Apds

esse resultado, estabelecemos condi¢des para obtermos invariancia dos conjuntos limite.

Lema 1.4.5 [23, Lema 2.3][6, Lema 3.2] Sejam (X,7;M,I) um sistema semidindmico impulsivo
e x € X\ M. Suponhamos que (M) \M = 0. Seja {z,}n>1 uma sequéncia em X tal que z, ey
Dado t > 0, existe uma sequéncia {€,},>1 C R tal que &, "0 e TT(zn,t + &) gmirg 7T(x,1).

Demonstracao: Se @(x) = +oo, segue pela continuidade da ¢ sobre X \ M, que dado ¢ € [0, +oo)

existe um natural ng tal que, para n > ngp, temos ¢(z,) > t. Consequentemente, para n > no,

TL(zn, 1) = T(zn, t) € 0 resultado segue da continuidade de 7.

Agora, suponhamos que ¢ (x) < +eo. Entdo, jd que ¢ é continua em X \ M, podemos assumir

que ¢(z,) < +oo para todo natural n = 1,2,3,.. ..
Temos trés casos a considerar.
Caso1: 0 <1 < ¢(x).

Neste caso, seja 0 < € < ¢(x) —t. Segue da continuidade de ¢ em X \ M, que existe np € N tal

que ¢(x) — & < ¢(z,) para todo n > ng. Logo t < ¢(z,) € T(zn, 1) = T(zy,) para n > ng. Tomando
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& =0,n=1,2,..., segue que

F(znt + &) = Tz 1) =5 70(x,1) = 7 (x,1).

Caso 2: t = ¢(x).
Temos 7(x, 1) = 7(x, 9 (x)) = x| . Note que

()1 = Tz, $(z0)) "= m(x, 9 (x)) = x1.

Mas como [ é continua, entao

1((@n)) "= 1),
isto &, (zn)} fmary x}. Pela continuidade de ¢ em X \ M, segue que |9 (z,) — ¢ (x)| "238°0. Logo

z A . 4 . n— oo L
0 (zn) =1+ €, onde {€&,},>1 é uma sequéncia de nimeros reais com g, —> 0, dai

H(zny 1+ €0) = Tzn, 0(20)) = (z)T "=5"x7 = 7(x, ).

Caso 3: 1 > ¢(x).

m—1

Neste caso, existem € {1,2,3,4,...} talquer = Y ¢(x;) 41" com0 <1’ < ¢(x;)). Definamos
)

=
{(zn)i}i>1 indutivamente por

(Zn)l = E(Zn, ¢(Zn)) € (Zn)i—l—l = ﬂ((Zn)j_, ¢((Zn),+))7 i€ {17 2,3,4, }

m—1
Sejat, = Y ¢((za);"). Entdo, como ¢ (z,) "2 /(x), temos
i=0
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O ((zn)]) gmary ¢(x]), pois x| ¢ M, obtemos

(zn)2 = m((zn) |, 0 ((za)}) =5 m(xf, 9 (x)) = 12

Prosseguindo desta maneira, obtemos (z,); fmirg Xi, paratodo i =1,2,3.... Pela continuidade

de I, segue que

(Zn ) ; n_>_+;o

+
i i

m—1 m—1

para todo i = 1,2,3,.... Assim Y ¢((z1);") fary Y ¢(x]"). Defina a sequéncia {&,},>1 por
i=0 i=0

€, = t, +1' —t. Notemos que &, "% (). Entio

Az 1+ €)= T((za), 1) "= m(x5, 1) = 7 (x, 1).
O lema estd provado. O

Se ¢ > 0 for tomado de tal forma que 7(x, 1) # xJ* = I(x;) para todo j = 1,2,3,..., entdo a
convergéncia no Lema 1.4.5 ndo dependerd da sequéncia {€, },>1, ou seja, #(zu, 1) "= 7(x, 1)

k
sempre que ¢ # Z ¢(x;r), k=0,1,2,.... Veja o préximo resultado.
j=0

Lema 1.4.6 [9, Lema 3.3] Sejam (X,m;M,I) um sistema semidindmico impulsivo e x € X \ M.

Suponha que M) N\M = 0. Se {z,}n>1 € uma sequéncia em X que converge para x, entdo dado

k
t > 0tal que t # Z q)(xjr) para todo k =0,1,2, ..., temos F(zn, 1) "= F(x, ).
=0

Teorema 1.4.7 [13, Proposicao 4.1] Seja (X, ;M ,I) um sistema semidindmico impulsivo. Supo-

nhamos que I(M) M = 0. Entdo Lt (x) \ M é positivamente T—invariante para todo x € X.

Demonstracdo: Sejam y € LT (x) \ M e t > 0 arbitrdrio.  Entio existe uma sequéncia

{ta}n>1 C R4 com ¢, "2 4o tal que 7(x,1,) fmary y. Como y ¢ M, podemos supor que

{7m(x,t,) }u>1 C X \ M. Entdo pelo Lema 1.4.5, existe uma sequéncia {€&,},>1 C R com g, "2500

tal que Z(x, tn+1 + €) = F(T(x,1n),1 + &) "= 7(y,1). Notemos que {fy +1 + & }n>1 C Ry com
n—r+oo

th+1+8 "5 4oo. Logo Z(y,t) € LT (x) \ M ja que I(M)NM = 0. Como ¢ > 0 foi tomado de

maneira arbitraria, o teorema estd provado. O
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Corolario 1.4.8 [11, Lema 3.5] Sejam (X,7;M,I) um sistema semidindmico impulsivo e x € X.

Suponhamos que I(M)NM = 0. Se Lt (x) "M = 0, entdo L (x) é positivamente T—invariante.

Para os conjuntos J* (x) e DT (x), x € X, temos o seguinte resultado sobre invariancia.

Teorema 1.4.9 [12, Teorema 2.4.8] Seja (X,m;M,I) um sistema semidindmico impulsivo. Se
I(M)N\M = 0, entdo os conjuntos D™ (x) \ M e J*(x) \ M sd@o positivamente T—invariantes para

todo x € X.

Demonstracao: A prova é andloga a demonstracdo do Teorema 1.4.7. (]

Corolario 1.4.10 [11, Lema 3.27] Sejam (X, 7;M,I) um sistema semidindmico impulsivo e x € X.

Suponhamos que I[(M) M = 0.

a) Se J*(x)NM =0, entdo J* (x) é positivamente T—invariante;

b) Se DT (x) M =0, entdo D (x) ¢é positivamente T—invariante.

No que segue, apresentamos uma caracterizacdo para o fecho de uma 6rbita positiva em um

sistema impulsivo (X, m; M, 1).

Lema 1.4.11 [9, Lema 3.1] Sejam (X, 7w; M, I) um sistema semidindmico impulsivo e x € X. Supo-

nha que ¢)(x;r) < +ooparatodo j =0,1,2,... entdo

7)) =72 UL T () U{x;: j=1,2,...},

onde xj = n(x;l],(j)(xﬁl)), Jj=1,2,.... Note que se (p(x}“) < 4o para cada j =0,1,....k e

¢<xl_:+1) = +o0, entdo

) =T ()ULT () U{xj: j=1,2,... . k+1}.
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1.5 Hipoéteses gerais
Em todo este trabalho vamos considerar as seguintes hipoteses:

(H1) O conjunto M satisfaz a condi¢gdo STC e ndo existem pontos iniciais em M. Assim ¢ ¢

continua em X \ M, veja Teorema 1.2.11.
(H2) MNI(M) = 0.

(H3) 7(x,t) estd definida para todo ¢ > 0, qualquer que sejax € X.



Capitulo

2

Conjuntos minima’is

Neste capitulo, apresentamos a teoria de conjuntos minimais para sistemas semidindmicos im-

pulsivos. Os resultados desse capitulo estdo apresentados no artigo [13].

2.1 Conjuntos minimais

Em [21], Kaul define o conceito de minimalidade para um conjunto A em um sistema semi-

dinamico impulsivo (X, ; M, ) da seguinte forma:

A éminimalem (X,7;M,I) se A=7"(x) paratodo x €A\ M.

Entretanto, na teoria cldssica de sistemas dindmicos continuos, um conjunto A em um sistema
dinadmico (X, ) é chamado minimal se A é ndo vazio, fechado, invariante e ele ndo admite sub-
conjunto préprio satisfazendo essas propriedades, veja [3, Definicao 3.1(Capitulo III)]. Como con-

sequéncia, segue que um conjunto ndo vazio A C X é minimal se e somente se 7+ (x) = A para todo

x € A, veja por exemplo, [3, Teorema 3.2 (Capitulo III)].

Desta forma, no que segue, definimos o conceito de minimalidade para sistemas semidindmicos
impulsivos de forma similar a definicdo cldssica e mostramos que a defini¢do dada por Kaul é

equivalente a nossa definicao.

Defini¢ao 2.1.1 Dizemos que um conjunto A C X é minimal em (X, 7w; M, I) se as seguintes condi¢oes

25
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forem satisfeitas:

i) A\ M 0;
ii) A é fechado;
iii) A\ M é positivamente 7- invariante;
iv) A ndo admite subconjunto proprio satisfazendo as propriedades i), ii) e iif).
Exemplo 2.1.2 [13, Observacio 4.1] Dado um sistema semidindmico impulsivo (X,m; M, 1), su-

ponhamos que exista um ponto x € X \ M tal que I(7(x,¢(x))) = x. Entdo A = 7(x, [0, ¢ (x)]) é um

conjunto minimal em (X, 7;M,1).

O préximo resultado mostra que a definicdo dada por Kaul é equivalente a Defini¢cdo 5.4.1.

Teorema 2.1.3 [13, Teorema 4.1] O conjunto A C X é minimal em (X,7;M,I) se, e somente se,

A =7t (x) para todo x € A\ M.

Demonstragao: Inicialmente, suponhamos que A seja minimal. Seja x € A\ M arbitrdrio. Como

A\ M é positivamente 7- invariante e A é fechado, segue que

TH(x) CA=A.

Notemos que 7t (x) \ M # 0, 7t (x) é fechado e 7+ (x) \ M é positivamente T—invariante pelo

Teorema 1.4.7 e pelo Lema 1.4.11. Como A é minimal devemos ter 7+ (x) = A.

Agora, vamos mostrar a condi¢do suficiente. Seja B C A tal que B\ M # 0, B é fechado e B\ M

é positivamente T—invariante. Dado b € B\ M, segue que b € A\ M. Pela hipitese temos que

A =nt(b). Como B\ M é positivamente T—invariante, temos

BCA=nt(b)CB.

Entdo A = B. Assim A n@o admite subconjunto proprio e A é minimal. Isto mostra o teorema. [
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O teorema a seguir mostra uma outra forma de caracterizar um conjunto minimal sob uma

hipétese adicional.

Teorema 2.1.4 [13, Teorema 4.2] Seja A C X e suponha que L+ (x)\M # 0 para todo x € A. Entdo

A é minimal em (X, 7;M,1I) se, e somente se, A = L't (x) para todo x € A\ M.

Demonstracao: Vamos mostrar a condigdo necessdria. Seja x € A\ M. Pelo Teorema 2.1.3 pode-

mos escrever T+ (x) = A. Consequentemente
Lt (x) CA.

Por outro lado, notemos que LT (x) \ M # 0, L (x) é fechado e pelo Teorema 1.4.7 o conjunto

L*(x) \ M é positivamente 7T —invariante. Pela minimalidade de A obtemos

Lt (x) =A.

Mostraremos, agora, a condi¢do suficiente. Suponhamos que A ndo seja minimal, ou seja,
existe um subconjunto préprio de A, B & A, tal que B\ M # 0, B é fechado e B\ M é positivamente
T—invariante. Dado b € B\ M, segue que b € A\ M. Dai por hipétese temos A = L' (b). Como

B\ M é positivamente T—invariante e B € fechado, obtemos
BCA=L"(b)CB.

Portanto A = B e isto € uma contradi¢do. Assim A ndo admite subconjunto proprio e A € minimal.

0

Pela prova do Teorema 2.1.4, temos o seguinte resultado.

Teorema 2.1.5 [13, Teorema 4.3] Sejam A C X um conjunto minimal em (X, ;M ,I) e x € A\ M
um ponto tal que L (x) \ M # 0. Entdo A = L* (x).

O pr6ximo lema mostra que a 6rbita positiva de um ponto x € X é continua sempre que 7T (x) é

minimal.
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Lema 2.1.6 [13, Lema 4.1] Seja (X, 7w;M,I) um sistema semidindmico impulsivo. Se T"(x) é

minimal entdo T*(x) = & (x).

Demonstracdo: Para provar que 71 (x) = 7 (x) € suficiente mostrarmos que @ (x) = +oo. Su-
ponhamos que ¢ (x) < +oo. Entdo x; = 7(x,9(x)) € M, e x; € T+ (x). Como 7" (x) € fechado,
pois é minimal, segue que x; € T (x) o que é uma contradigdo, pois, pela descri¢do da trajetéria

impulsiva, pontos de impulsos ndo podem estar na trajetéria de x. Portanto ¢ (x) = +-eo. 0

Na teoria de sistemas dindmicos continuos, é sabido que todo conjunto ndo vazio, compacto
e invariante contém um subconjunto minimal compacto, veja [3, Teorema 4.4 (Capitulo III)].
Nas préximas linhas apresentamos condi¢des para obter este resultado no caso de sistemas se-
midindmicos com impulsos. Para isso, definimos inicialmente um tipo especial de minimalidade

em (X,m;M,I).

Defini¢ao 2.1.7 Dizemos que um conjunto A C X é /—minimal em (X, 7;M,I) se as seguintes

condic¢des forem satisfeitas:

i) A\M +# 0
ii) A é fechado;
iii) A\ M é positivamente 7T- invariante;
iv) I(ANM) C A;
v) A ndo admite subconjunto préprio satisfazendo as propriedades i), i), iii) e iv).
Supondo que exista & > 0 tal que w(M, [0, &)]) NI(M) = 0, podemos dar uma caracterizagao

para os conjuntos /-minimais, veja Teorema 2.1.9 abaixo. Para isso, apresentamos um resultado

auxiliar que caracteriza a I-invariancia do conjunto L (x), x € X.

Lema 2.1.8 [13, Lema 4.2] Seja (X, m;M,I) um sistema semidindmico impulsivo e suponha que

exista & > 0 tal que ©(M, [0, &) NI(M) = 0. Entao I(L*(x)N\M) C L*(x), x € X.
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Demonstragdo: Suponhamos que L™ (x) N M # 0 para algum x € X. Seja a € Lt (x) N M. Entio
existe uma sequéncia {f,},>1 C Ry tal que 1, "5 4o e

F(x,t) =5 a.

Como M satisfaz a condi¢do STC, existe um STC-tubo F(L,[0,2A]) através de a dado por uma

secdo S C M tal que S =M NF(L,[0,2A]). Podemos assumir A < &. Além disso, como o tubo é
uma vizinhanca de a, existe um 1 > 0 tal que

B(a,m) C F(L,[0,24]).

Consideremos H; = F(L,(A,2A])NB(a,n) e H, =F(L,[0,A])NB(a,n) como mostra a Figura 2.1.

F(L,[0, ) S

A
>

\4

\4

Figura 2.1: Conjuntos H; e H,.

Seja {7(x,ty, ) }i>1 uma subsequéncia qualquer de {7(x,#,)},>1. Afirmamos que existe um
ndmero natural £ > 0 tal que {7(x,1,,)},,>¢ C H. De fato, suponhamos o contrério, e por como-
didade assumimos, que {7(x,1,,) }x>1 C Ha. Seja yy = T(x,t,,), k = 1,2,.... Pela propriedade de
tubo, existe s; € [0, 4] tal que F (y,sx) C S paracadak =1,2,..., isto é,

E(F(ykvsk>7sk) = Yk

~+o0
k=1,2,.... Seja ko > 0 tal que t,,, — s > 0 para todo k > kg. Como 7(x,t) ¢ U F(yn,sn) para

n=1
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todo ¢t > 0, pois /(M) "M = 0 (Hipétese (H2)), existem #;, € (t,,, — s, 1y, € Wi € M tais que
I(wy) = 7(x,t;) paratodo k > ko.
Também, notemos que
I(wy) = (x,1;) € F(L,[0,A]) para todo k > k.
Como F(L,[0,4]) C (M, [0, &)), temos
I(wy) € T(M,[0,&])NI(M),

para todo k > ko, o que contradiz a hipétese. Desta forma, existe £ > 0 tal que {7 (x, 1, ) }n,>¢ C Hj.

Logo Uy, = ¢(7(x,1y,)) R0 e

I (7 (x, b ), M) "— 1(a),

ou seja,

At + 1) =57 I(a).

Portanto, I(a) € L* (x) e o lema esta provado. O

Teorema 2.1.9 [13, Teorema 4.4] Seja (X, ;M ,I) um sistema semidindmico impulsivo e suponha
que exista & > 0 tal que n(M,[0,&)) NI(M) = 0. Entdo o conjunto A C X é I-minimal se, e

somente se, A = T+ (x) para todo x € A\ M.

Demonstracio: E suficiente usar o Lema 2.1.8 e a prova do Teorema 2.1.3. U

Corolario 2.1.10 [13, Corolario 4.1] Seja (X,7;M,I) um sistema semidindmico impulsivo e su-
ponha que exista & > 0 tal que T(M,[0,&))) NI(M) = 0. Entdo A é I-minimal se, e somente se, A

é minimal.

O resultado a seguir apresenta condi¢cdes para um conjunto compacto conter um subconjunto

minimal.
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Teorema 2.1.11 [13, Teorema 4.5] Seja (X, w;M,I) um sistema semidindmico impulsivo e supo-
nha que exista & > 0 tal que (M, |[0,&)]) NI(M) = 0. Seja F C X um conjunto compacto tal que
F\ M é ndo vazio e positivamente T-invariante e F é I—invariante. Entdo F contém um subcon-

Jjunto minimal.

Demonstracao: Mostraremos que F contém um subconjunto /-minimal utilizando o Lema de

Zorn. Consideremos a familia
oc={BCF:B\M#0,Bécompacto, B\ M ¢ positivamente T — invariante e B é I — invariante}.

E claro que ¢ # 0 pois F € 0. Dados B}, B, € 0, definimos a relagdo de ordem parcial da forma
seguinte:

B < B se,esomentese, B; CB.
Seja 6" = {Bj } 1A um subconjunto totalmente ordenado de o pela relagdo <. Observe que se
By,,By,,---,B), € 0", entdo

n
m Bj, = o menor dos By, ‘s
i=1

e como cada By, # 0, pois By, \M C By, e By, \ M # 0, temos
n
() Bz, #0. (2.1)
i=1

Seja J = (3ca By . Afirmamos que J € o. De fato, note que:

e J # (. De fato, suponhamos por absurdo que J = 0, entdo F C |J, ¢ ABi, ou seja, a familia

{B }2ca € uma cobertura aberta de F' e como F' é compacto, existem 41,4y, ...,4, € A tais
que
n
.
Fc|JBy,.
i=1
Ou seja,
n
(B, C FC.

i=1
Como B, C F (ou equivalentemente F*“ C Bfl;) paratodoi=1,2,...,n,segue que ()i B, C

B paratodoi=1,2,...,n. Entdo
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o que contradiz (2.1). Portanto J # 0.
e JC F,pois By C F paratodo A € A.
e J é compacto, pois estd contido em F' que é compacto.

e J\M # 0. Suponhamos que J\M =0, entdo J = cpo By C M. Sejax € J,entdox € By "M

para todo A € A. Como cada B; é [—invariante, temos que
I(x) € By \M

paratodo A € A, ou seja, I(x) € J\ M (lembremos que I (M) NM = 0) o que é uma contradigdo.
Portanto, J \ M # 0.

e J\ M é positivamente T— invariante. De fato, seja x € J\ M = (N, cA(B;, \ M), entdo

x € By \ M paratodo A € A e como cada By \ M é positivamente T—invariante temos
7t(x,t) € By \ M, paratodot >0 e paratodo A € A.

Logo

w(x,t) € () (By\M)=J\M, paratodor > 0.
AeA

Como x € J \ M é arbitrério segue que J \ M € positivamente T—invariante.

e J é I-invariante. Seja x € JN M, entdo x € By N M para todo A € A. Como cada B é
[-invariante temos

I(x) € By,

paratodo A € A, isto é, I(x) € J.

Assim podemos concluir que J =, c5 By, € O.

Por outro lado, se B € * segue que J C B. Logo pelo Lema de Zorn segue que ¢ contém um
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elemento minimal que é o subconjunto /-minimal de F. Pelo Coroldrio 2.1.10 este subconjunto

I-minimal é minimal. O

Temos também o seguinte resultado.

Teorema 2.1.12 [13, Teorema 4.6] Seja (X, w;M,I) um sistema semidindmico impulsivo e supo-

nha que exista & > 0 tal que T(M,[0,&0)) NI(M) = 0. Seja x € X tal que T+ (x) é compacto e

Lt (x)\ M # 0. Entdo L* (x) contém um subconjunto minimal compacto.

Demonstracio: Como 7+ (x) é compacto, segue que L (x) é ndo vazio e compacto. Pela hip6tese
temos LT (x) \ M # 0. Como L*(x)\ M é positivamente 7T-invariante (Teorema 1.4.7 ) e L' (x) ¢

I-invariante (Lema 2.1.8), segue do Teorema 2.1.11 que L™ (x) contém um subconjunto minimal.

O
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Capitulo

3

Movimentos recorrentes e quase periodicos

Neste capitulo, definimos os conceitos de movimentos recorrentes e quase periddicos em sis-
temas semidinamicos impulsivos. Além disso, apresentamos alguns resultados que relacionam os
conceitos de minimalidade, movimentos recorrentes e movimentos quase periddicos. Alguns resul-
tados da teoria cldssica de sistemas dinamicos sdo generalizados para o caso impulsivo, como por

exemplo o Teorema de Birkhoff. Os resultados deste capitulo estdo apresentados no artigo [13].

3.1 Recorréncia

Defini¢io 3.1.1 Um ponto x € X é chamado de 7T—recorrente se, dado € > 0, existe T = T(e)>0

tal que para todos 7,s > 0, o intervalo [0, 7] contém um nimero 7 > 0 tal que

d(m(x,1),w(x,s+ 1)) < €.

Uma 6rbita positiva 7 (x) é chamada de T—recorrente se x € X é T—recorrente.

Observacio 3.1.2 Sex € X é T—recorrente, entdo dado € > 0 existe T =T (€) > 0 tal que T+ (x) C

B(m(x,[t,t+T]),€), paratodot > 0.

O resultado seguinte apresenta condi¢des suficientes para um ponto ser T-recorrente.

35
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Teorema 3.1.3 [13, Teorema 4.7] Sejam (X, ;M ,I) um sistema semidindmico impulsivo e A C X

um subconjunto compacto e minimal. Se x € A\ M, entdo x é T-recorrente.
Demonstrag¢io: Suponhamos que x ndo seja T—recorrente, isto €, existem € > 0 e sequéncias

{Tbns1s {sntns1 {tntn>1 C Ry tais que T, "= +oo e
d(7(x,1,),T(x,s,+ 7)) > €, paratodo T € [0,T,], n=1,2,.... (3.1)
Como x € A\ M e A\ M é positivamente 7-invariante, temos

~ ~ T,
{rm(x,t,)}n>1 CA\MCA e {n(x,s,ﬂr?”)} CA\M CA.
n>1

Como A é compacto, podemos supor, passando para subsequéncia se for preciso, que
~ n—r—+oo
7T(x,t,) — a €A,
T, n—r—+o0

n(x,s,+3) — beA.

k
Caso 1: b ¢ M. Seja t > 0 arbitrdrio e fixado. Primeiro suponhamos que ¢ # Z (p(bj) para
j=0
todok=0,1,2,.... Neste caso, pela continuidade de 7 e I, existe 6 > 0 tal que se d(y,b) < & entdo

- - €
d(ﬂ(y,l),ﬁ(b,t))<§. (3.2)
Por outro lado, podemos obter ng > 1 tal que

Ty,
=0 >,
2

d(7(x,1,),a) < g, para todo n > ny, (3.3)

~ T
d <7r <x,sn+ 371) ,b) <9, para todo n > ny.

Usando (3.1), (3.2) e (3.3), obtemos
~ ~ Th, ~ Ty, ~
d(n(b,t),a) >d n(x,sn0+7+t),a —d ﬂ(x,sn0+7+t),7r(b,t)

~ T,
2 d(ﬂ:(x7 sn() + ﬂ

5 +1), (X, tn,)) — d(a, T(x, 1)) — d(T(X, 80, + % +1),7m(b,1))
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Como a escolha de ¢ € arbitraria, podemos concluir que

k
~ €
d(n(b,t),a) > 3 pan todo >0 tal que t # Z q)(bj), k=0,1,2,... (3.4)
Jj=0
k
Agora, suponhamos que existak =0,1,2,.. ., talquet = Z [0} (b;r) Podemos tomar uma sequéncia
j=0

{4 }n>1 de ndmeros reais positivos tal que

k k k+1
2 ") 0(b)) com Y 0(b)) <A< Y 9(b)), k=0,1,2,....
Jj=0 j=0 j=0

Usando (3.4), podemos escrever

d(m(b,Ay),a) >

W[ m

para todo n > 1. Pela continuidade a direita de T obtemos
k
d( 76, 0] ),a)>
j=0

d(n(b,t),a) >

W] m

Logo podemos concluir que

para todo ¢ > O,

W M

€ portanto

a¢ wt(b),

o0 que é uma contradigdo, pois deveriamos ter T+ (b) = A jd que A é minimale b € A\ M.
Caso 2: b € M. Como M satisfaz a condi¢éo STC, existe um STC-tubo F (L, [0,21]) através de

b dado por uma secdo S. Além disso, o tubo € uma vizinhanca de b, logo existe um 1 > 0 tal que

B(b,m) C F(L,[0,21]).
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Chamemos de Hy = F(L,(1,21])NB(b,n) e Hy = F(L,[0,A]) N B(b,n). Seja w,, = T(x, s, + ),
n=1,2,3,... e observe que wy, fuarey’y Aqui, precisamos analisar dois casos: quando {wy,},>]

admite subsequéncia em H; e quando {w, },>; admite subsequéncia em H,.

e Suponhamos, primeiramente, que a sequéncia {wy},>1 possua uma subsequéncia {wy, },>1

em H;. Neste caso, temos ¢ (wy, ) gmarey(} Logo
R (w0 (w,)) =5 1(b),

1sto €,

~ T r oo
7r<x,s,,r+ ;’—k(])(wnr)) AT I(D).

Como A \ M € positivamente TT-invariante e x € A \ M, segue que I(b) € A = A.Vamos consi-
k
derar o semifluxo 7(1(b),r). Note que I(b) ¢ M, pois [[M)NM = 0. Se t # Z (p(l(b);r) para
j=0

todo k = 1,2,..., segue da continuidade de 7 e I que existe & > 0, tal que se d(y,1(b)) < &,

entao
~ ~ £
d(m(y,1),(1(b),1)) < 5. (3.5
Tomemos agora um nimero natural ry > 1 tal que
20 > 4 ¢ (wn, )
) Ny )9
~ £
d(m(x,ty,),a) < 3 Para todo r > ry, (3.6)

- T,
d (71' <X,Sn, + ;r -HD(Wn,)) ,I(b)) <6, paratodor > ry.

Usando (3.1), (3.5) e (3.6) obtemos

"o T”’o _
3 +¢(wn, ) +1 < 5t =T,

ny,

T,, - T, -
A(F(I().0).0) 2 (2,53, + 2400, ) +1).0) —d(Fx5, + 2+ 000, )1).FI(5).0)
> d(T0(x,Sn,, + % +¢(Wn,, ) +1), T(x,1,)) — d(a, T(x, 1y, )

h+¢(wn,0) +1),7(1(b).1))

—d(T(x, s, + 5
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_ >
- 3 3 3
Como ¢ € arbitrario temos entio,
- €
d(m(I(b),t),a) > 3 paratodo ¢ >0 tal que t # Zq) b)*) k=0,1,2,.... (3.7
j=0
Ser= Z o1 ) para algum k =0, 1,2, ..., tomamos uma sequéncia {A, },>1 de nimeros
reais pOSlthOS tal que
. ket 1
Ay 2‘6¢(1(b)j), com an <y <Z¢ (b);), k=0,1,2,...,
j= Jj=
daf usando (3.7) temos
- €
AEI(B), M) ) = 5,

para todo n € N. Pela continuidade a direita de 7 segue que

_ k €
d <7T (1(17), Zb¢(1(b)f)> ,a) > 3
]:

d(z(1(b),1),a) =

Resumindo temos

W] M

, paratodo t >0,

de onde concluimos que
a¢ wt(I(b)),

o que é uma contradigdo, pois deveriamos ter T (/(b)) = A ja que A é minimal e I(b) € A\ M.

e Suponhamos agora que a sequéncia {w,},>; possua uma subsequéncia {wy, }s>1 em Ha.

Consideremos 0 < A < ¢ (b). Como wy, 2% b, temos
T, A) 257 7(b, 2)

ou seja,

ﬁ(x,sns 5 —i—?L) I A(bA).
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Como x € A\ M e A\ M é positivamente TT-invariante segue que

T,
ﬂ(x,sns%— ;“‘ —I—A) €A\M CA, paratodo s=1,2,....

Consequentemente

by Zﬁ(b,l) EA:A,

e além disso, by ¢ M, pois I(M) NM = 0. Considerando o semifluxo 7(by,1) e, usando ainda

a prova do Caso 1, obtemos
- €
d(m(by,t),a) > 3 para todo ¢ >0,

ou seja,

a ¢ ﬁ+(b1)a

o que é uma contradic@o, pois by € A\ M e A é minimal.

Portanto x € A\ M é T—recorrente e o teorema estd provado. UJ

O teorema seguinte apresenta condi¢des para que o fecho de uma 6rbita positiva seja minimal.

Teorema 3.1.4 [13, Teorema 4.8] Sejam (X, 7; M, I) um sistema semidindmico impulsivo onde X é
um espago métrico completo e x € X. Se T (x) é T-recorrente, entdo o fecho T+ (x) é um conjunto

compacto. Além disso, se x ¢ M entdo T+ (x) é minimal.

Demonstracio: Mostremos que 7+ (x) é compacto. Seja € > 0 dado. Como 7 (x) é ZT-recorrente,
existe T = T'(€) > 0 tal que
~ ~ €
7 () € B (7 [0,7),5).
isto é,
~ ~ €
d(m(x,t),7(x,[0,T])) < 5 para todor > 0. (3.8)

Sejay € T (x), entdo existe uma sequéncia de pontos {y, },>1 C T (x) tal que

Jimn =
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Notemos que y, = 7(x,1,), para alguma sequéncia {7, },>1 C Ry. Usando (3.8) temos

d(yn, m(x,[0,T])) <

)

N M

paratodon =1,2,.... Fazendo n — +o0 na desigualdade anterior, obtemos

d(y, 7(x,[0,T])) < (3.9)

N M

Por outro lado, sabemos que 7(x,[0,7]) é compacto (veja [11, Lema 3.6]), logo ele é totalmente

limitado, isto €, existem pontos xj, X, ..., X, € T(x,[0,T]) tais que

— n 8

(x,[0,T B(x;,=). 3.10

7(x,[0, ])ciU1 (xir5) (3.10)
Por compacidade, existe z € 7(x, [0,T]) tal que

d(y,z) =d(y,m(x,[0,T])). 3.11)
Por (3.10) existe x; € 7(x,[0,T]) com i € {1,2,...,n} tal que

£
d(z,x;) < 5 (3.12)

Assim usando (3.9), (3.11) e (3.12), obtemos

£
d(y,x;) <d(y,z) +d(z,x;) < §+ —¢.

£
2

Portanto y € B(x;,€) e assim concluimos que

wt(x) C | JB(xie),
i=1

isto significa que 71 (x) é totalmente limitado. Como X é completo segue que 71 (x) é compacto.

Vamos mostrar agora que Z+(x) € minimal para x ¢ M. Suponhamos o contrério, isto é, existe

um conjunto A & 7t (x) tal que A\ M # 0, A é fechado e A\ M é positivamente T—invariante.
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Note que x ¢ A, pois A\ M é positivamente T—invariante e A é fechado. Assim d(x,A) =d > 0.
d
Escolha 0 < € < 5 Segue da recorréncia de x que existe T = T'(g) > 0 tal que para quaisquer
t,s € Ry existe 7 € [0,T] tal que
~ ~ €
d(ﬂ?(x,t), TC(X,S+ T)) < 5

Tomemos g € A\ M. Como A é fechado e A\ M é positivamente Z-invariante, segue que

nt(g) C A. Entdo
d(x,m(q,1)) > d(x,A) =d > 2¢ paratodo ¢ > 0. (3.13)

Por outro lado, como ¢ € T+ (x) e g ¢ M, segue do Lema 1.4.11 que g € &+ (x) ou g € L (x).

Suponhamos, primeiramente, que ¢ € T+ (x). Entdo g = 7(x,s) para algum s > 0. Usando
(3.13) obtemos
d(x,m(x,s+1)) > 2e,

para todo ¢ > 0. Isto € uma contradi¢do, pois x é T-recorrente.
Suponhamos agora que g € L*(x). Entdo existe uma sequéncia {A,},>1 C R, tal que

12 teoe T (x, An) gy g. Pela m-recorréncia de x, existe r, € [0, T] tal que

d(x,mw(x, Ay +1n)) < =, (3.14)

N M

paratodon =1,2,.... Podemos assumir que r, " e [0,T].

Como r, "= 57 r, 7T(x, Ay) fmary g e q ¢ M, segue pela prova do Lema 3.6 (Caso 1) de [11] que
TT(x, Ay +1y) fmary nt(q,r),

k k
ser# Z (])(q;r) paratodok € N. E, se r = Z q)(qj-“) para algum k € N entéo
Jj=0 J=0

T(x, A+ 1y) gmary ‘1/_:4-1 =7(q,r) ou T(x,A+ry) gmary Gt 1-
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Fazendo n — +o em (3.14), temos

d(x,7(q,r)) < (3.15)

N ™

ou

, (3.16)

N M

d(-xa QkJrl)) <

Se (3.15) ocorrer, segue de (3.13) a seguinte desigualdade

2e <d(x,m(q,r)) < g,

o que é uma contradi¢ao.

Por outro lado, se (3.16) ocorrer, tomamos uma sequéncia {s,},>; C Ry tal que

0<s,<(q)esn fary ¢ (g;"). Entdo por (3.13) obtemos

k-1
d (x,ﬁ (q, Z ¢(q;) —|—sn>) =d(x, (g}, sn)) > 2e,

j=-1

onde ¢(g*,) := 0. Entdo
d(x,qi1) = lim d(x,m(qy ,sn)) > 2¢

o que contradiz (3.16).
Portanto 7% (x) é minimal. O

A defini¢do a seguir, diz respeito ao conceito de conjuntos relativamente densos. Este conceito

pode ser encontrado em [3, Defini¢do 3.11 (Capitulo III)].

Definicao 3.1.5 Um conjunto D C R é chamado relativamente denso se existe L > 0 tal que

DN(a,o0+L)#0 paratodo > 0.

Apresentamos, agora, um resultado que relaciona o conceito de recorréncia e conjuntos relati-

vamente densos.



44 Movimentos recorrentes e quase-periodicos

Teorema 3.1.6 [13, Teorema 4.9] Seja (X, 7;M,I) um sistema semidindmico impulsivo tal que
ﬁ+—(x) é compacto para algum x € X \ M. A érbita positiva T (x) é Tt-recorrente se, e somente se,
para cada € > 0 o conjunto Ke = {t € Ry : d(x,7(x,1)) < €} € relativamente denso.

Demonstra¢do: Suponhamos que 7' (x) seja T—recorrente. Dado € > 0 existe T = T(¢g) >
0 tal que d(7(x,7),7m(x, [0, 0t + T])) < € para todo t > 0 e para todo o > 0. Em particular,

d(x,m(x,[oc,00+T])) < €, para todo @ > 0. Logo
KeNja,o0+T]#0, paratodo € > 0.

Portanto, K, é relativamente denso e neste caso L = T'.

Suponha agora que K¢ seja relativamente denso para todo € > 0. Vamos provar que 7T (x)

é m—recorrente. Como 7T+ (x) € compacto, segue do Teorema 3.1.3 que € suficiente mostrar que
7t (x) é minimal.

Suponhamos que 71 (x) ndo seja minimal, entdo existe um subconjunto préprio A & 71 (x) tal que

A\M # 0, A é fechado e A\ M é positivamente T—invariante.

Note que x ¢ A, pois A \ M é positivamente T—invariante e A é fechado. Assim d(x,A) =d > 0.

d
Escolha 0 < € < 5 Segue da hipdtese que existe 7 = T'(g) > 0 tal que

KeNja,a+T])#0, paratodo > 0. (3.17)

Tomemos g € A\ M. Como A \ M é positivamente Z-invariante, segue que T (q) C A. Entdo
d(x,7(g,t)) > d(x,A) =d > 2¢, paratodo 1> 0. (3.18)

Por outro lado, como ¢ € T+ (x) e g & M, segue do Lema 1.4.11 que ¢ € T+ (x) ou g € Lt (x).

Suponhamos que g € 71 (x). Entdo g = 7(x,s) para algum s > 0. Usando (3.18) obtemos
d(x,7t(x,s+1)) > 2¢

para todo t > 0. Assim
KeNs,s+T] =0,



Recorréncia 45

que contradiz (3.17).

Suponhamos, agora, que ¢ € L (x). Entdo existe uma sequéncia {An}n>1 C Ry tal que

A "2 foo e T(x, An) "= g. Pela hipétese, para cada Ay, existe 1, € [0,T] tal que

d(x, T(x, Ay + 1)) <€, (3.19)

para todo n = 1,2,3,.... Podemos assumir, sem perda de generalidade, que 1, fary n €1[0,7].

n—

Como 7, jmare n, T(x, A,) iy g e q ¢ M, segue pela prova do Lema 3.6 (Caso 1) de [11] que

A, A+ M) "= R (gq,m),

k k
sen # Y 0(q)) paratodok € N.E,se n =) ¢(q}) para algum k € N entdo
j=0 ' j=0

(%, A+ 1) "= gl = gm) 0w B Aw+ 1) " e
Fazendo n — +c0 em (3.19), temos
d(x,m(q;n)) < € (3.20)

ou

d(x,qes1)) < €. (3.21)

Se (3.20) ocorrer, segue de (3.18) a seguinte desigualdade
2e <d(x,m(q,n)) <€,

o que é uma contradicao.

Entretanto, se (3.21) ocorrer, tomamos uma sequéncia {s,},>; C Ry talque 0 < s, < q)(q,j) e

Pimare ¢(g;"). Entdo por (3.18) obtemos

k—1
d (x,fr (q, Y 9(q)) +Sn>) =d(x, (g ,sn)) > 2e,

j==1

onde ¢(g* ) := 0. Isto implica que d(x, gz+1) = nl_i}ar_lood(x, 7(q; »sn)) > 2¢, que contradiz (3.21).
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Portanto 71 (x) é minimal e, pelo Teorema 3.1.3, segue que T (x) é T-recorrente. O

3.2 Movimentos quase periodicos

Defini¢ao 3.2.1 Um ponto x € X é chamado quase 7T—periddico se, dado € > 0, existe T =T () >

0 tal que para todo o > 0, o intervalo [0, &t + T'| contém um niimero 7 = () > 0 tal que

d(m(x,1),w(x,t+ 1)) <€ paratodor>0.

Lema 3.2.2 [13, Lema 4.3] Seja (X, w; M, I) um sistema semidindmico impulsivo. Se x € X é quase

Tt-peridédico, entdo todo ponto y € T (x) também é quase T-periddico.

Demonstracdo: Dado € > 0, como x € X é quase TT-periddico, existe T = T(g) > 0 tal que para

todo & > 0 o intervalo [, & + T| contém um niimero 7 = t(a) tal que
d(m(x,t),m(x,t+ 7)) <€ paratodot > 0. (3.22)

Sejay € ' (x), entdo y = 7(x,s) para algum s > 0. Para cada @ > 0, consideramos o niimero 7 > 0

escolhido acima e assim por (3.22) obtemos

d(@(y,1),7(y,1 + 7)) = d(7(7(x,5),1), B(7(x,5),1 + 7))
=d(w(x,s+1),T(x,s+1+7T))

<&,

para todo ¢ > 0. Portanto para todo & > 0 o intervalo [, & + T'] contém um nimero 7 = 7(ct) > 0
tal que
d(z(y,t),m(y,t+7)) <€ paratodo t >0,

isto €, y € " (x) é quase 7-periddico. O

O préximo resultado apresenta condi¢des suficientes para que um ponto quase 7-periodico seja

T-recorrente.
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Teorema 3.2.3 [13, Teorema 4.10] Seja (X, mw;M,I) um sistema semidindmico impulsivo e supo-
nha que Tt (x) seja compacto para algum x € X \ M. Se x é quase T-periddico, entdo x é T-
recorrente.
Demonstragao: Dado € > 0, existe T = T (&) > 0 tal que para todo o > 0, o intervalo [a, ot + T]
contém um ndmero T = 7(c¢t) > 0 tal que

d(m(x,1),m(x,t+ 1)) <€ paratodo r>0. (3.23)
Seja Ke = {s € Ry : d(x,m(x,s)) < €}. Logo por (3.23) temos

KeNja,a+T]#0 paratodo a > 0.

Como € > 0 € arbitrério, segue do Teorema 3.1.6 que x é -recorrente. O
Seja (X, m; M, I) um sistema semidindmico impulsivo, temos a seguinte defini¢do.

Defini¢io 3.2.4 Um ponto x € X é chamado ponto critico ou estacionario em relacdo a 7, se

7(x,t) = x para todo > 0. Um ponto x € X é chamado periédico em relagio a 7, se T(x,7) = x

para algum ¢ > 0 e x ndo é ponto critico. Agora, um ponto x € X é eventualmente periodico em

relacdo a 7, se 7(x, ) é periddico para algum 7 > 0.
Consideremos o seguinte resultado auxiliar.

Teorema 3.2.5 [9, Teorema 3.3 e 3.4] Seja (X, mw; M, I) um sistema semidindmico impulsivo tal que

X é completo. Seja x € X \ M.

a) se wt(x) = LT (x), entdo x é eventualmente periédico;

b) sex € L*(x) e x ndo é eventualmente periédico, entdo L+ (x) — i+ (x) = Lt (x).

Nos Teoremas 3.2.6 ¢ 3.2.7, dado x € X vamos supor que q)(x,j) < tooparatodok=0,1,2,....
Lembremos que a sequéncia {x; }> representa todos os pontos impulsivos, ou seja, x1 = (x|, 9 (x;)),
k=0,1,2,.... Estes teoremas tratam sobre a relacdo entre movimentos peridédicos e eventualmente

periddicos. Se ¢(x,f) = 4o para algum k € N, os resultados continuam validos.
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Teorema 3.2.6 [13, Teorema 4.11] Seja (X, w; M, I) um sistema semidindmico impulsivo. Suponha
que X é completo e L™ (x) \ M # 0 para algum x € X \ M. Se T+ (x) U {x; }x>1 ¢ minimal, entéo x é

eventualmente periodico.

Demonstra¢ao: Suponhamos por absurdo que x € X \ M nio seja eventualmente periédico . Como

7+ (x) U{x }e>1 é minimal e LT (x) \ M # 0, segue do Teorema 2.1.5 que
T (x) U bt = LT (x). (3.24)

Assim, x € L (x) e pelo item b) do Teorema 3.2.5 temos

L+(x) =7+ (x) =L (x). (3.25)

Pela igualdade (3.24) vem que
{adizr =L (), (3.26)
o que é uma contradi¢do, pois, L (x) \ M # 0. Portanto, x ¢ eventualmente peri6dico. O

Teorema 3.2.7 [13, Teorema 4.12] Seja (X, 7;M,I) um sistema semidindmico impulsivo e seja

x € X\ M tal que x € Lt (x). Se x é eventualmente periddico, entdo x é periddico.

Demonstra¢io: Como x € eventualmente periédico, existe > 0 tal que T (x,1) é periddico, isto é,
existe 7 > 0 tal que
T(x,t+T)=7(x,1).

k
. +
Caso 1: T # Z ¢(x;) para todo k € N.
j=0
Por hipétese x € LT (x), entdio existe uma sequéncia {f, },>1 C Ry, 1, "2E 4o tal que
n—r+o0

T(x,ty) — x. (3.27)

k
Comox¢ MeT # Z (])(x;r), para todo k € N, segue do Lema 1.4.6 que
=0

Rty +T) =5 7(x,T). (3.28)
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Por outro lado, existe um nimero natural ng > 1 tal que ¢, > ¢ para todo n > ng. Além disso, temos
que

(x,t,+T)=7(x,t,) paratodo n> ny. (3.29)
Fazendo n — 4o em (3.29) e usando (3.27) e (3.28) obtemos 7(x,T) = x, isto &, x é periddico.
k
Caso2: T =) ¢(x]) para algum k € N.
j=0

k+1 N
Neste caso tome & > 0 tal que &€ < min{@(x),9(x, )} eT+e< Y ¢(x7). Como x € L"(x),
=0

entdo existe uma sequéncia {t,},>1 C Ry, 1, "2 | oo tal que

TT(x,1,) ety

Comox ¢ Me0 < ée< ¢@(x) segue do Lema 1.4.6 que

F(x,ta+€) =5 T (x, €). (3.30)
k ket 1
Além disso, como ) ¢(x]) <T+e < Y ¢(x]), segue ainda do Lema 1.4.6 que
j=0 j=0
T+ T +€) " =5 7(x, T +¢). 3.31)

Por outro lado, existe um niimero natural ng > 1 tal que ¢, > t para todo n > ng. Isto implica

que f, + € > ¢ para todo n > ng. Como 7(x,7) é periédico com periodo T’ temos

n(x,ty+€+T)=n(x,t,+€) paratodo n> ny.

Fazendo n — 40 na igualdade acima e usando (3.30) e (3.31) obtemos

T(x, T +¢€)=m(x,e€).
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Como 7 é continua a direita e € > 0 é arbitrario, obtemos

n(x,T)= 8lir(r)l+ T(x,T+¢)= Slir(r)l+ m(x,€) =x.

Isto é, x € um ponto periddico. Portanto o teorema estd provado. ]

De acordo com o Teorema 2.1.5, Teorema 3.2.6 e o Teorema 3.2.7, podemos obter o seguinte

resultado.

Corolario 3.2.8 [13, Corolario 4.2] Seja (X, m;M,I) um sistema semidindmico impulsivo. Supo-
nha que X é completo e seja x € X \M tal que L™ (x)\M # 0. Se T+ (x) U {Xk }r>1 € minimal, entdo

X € periodico.



Capitulo

i

Estabilidade de Lyapunov e de Zhukovskij

Neste capitulo, apresentamos a teoria de estabilidade de Lyapunov e estabilidade de Zhukovskij
para sistemas semidinadmicos com impulsos. Na secdo 4.1, apresentamos o conceito de estabilidade
de Lyapunov e estabelecemos alguns resultados que relacionam o conceito de estabilidade com
os conceitos de recorréncia, minimalidade e movimentos fracamente quase periddicos. Na secdo
4.2 estudamos a teoria de estabilidade de Zhukovskij para sistemas impulsivos e obtemos alguns

resultados sobre atratores uniformes. Os resultados deste capitulo estdo presentes no artigo [14].

4.1 Estabilidade de Lyapunov

Seja (X, m;M,I) um sistema semidindmico impulsivo. Dado x € X, denotemos N(x) por

N(x)=N=1{0,1,2,3,...} se xeM

N(x)=N*"={1,2,3,...} se x¢M.
Agora, dados x € X e € > 0, definimos o seguinte conjunto

L(x,e)={te Ry :|t—1,(x) |> €, paratodon e N(x)},

51
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n—1
onde 7,(x) = Y ¢(x]) paran>1,n €N, e fo(x) = 0.
=0

A seguir, apresentamos o conceito de ponto fracamente quase 7T-periddico. Esta defini¢do é

dada por Kaul em [21].

Definicao 4.1.1 Um ponto x € X é denominado fracamente quase 7-periédico, se dado € > 0
existe T = T (&) > 0, tal que, para qualquer o > 0, o intervalo [, + T| contém um ntimero

7 =1(a¢) > 0 tal que

d(m(x,1),w(x,t+7)) <€ paratodo € L(x,¢).

O seguinte teorema apresenta condi¢des para que um ponto fracamente quase T-periédico seja

T-recorrente.

Teorema 4.1.2 [14, Teorema 4.1] Sejam (X,7;M,I) um sistema semidindmico impulsivo e x €

X \ M tal que T+ (x) é compacto. Se x é fracamente quase T-periddico, entdo x é T—recorrente.

Demonstracao: Dado € > 0, podemos assumir que 0 € L(x, €) pois x € X \ M. Por hipdtese, existe
T =T(€) > 0 tal que para todo o« > 0, o intervalo [@, o + T] contém um nimero T = 7(o) > 0 tal
que

d(m(x,1),m(x,t+1)) <€ paratodo € L(x,¢). 4.1)

Seja K = {s € Ry : d(x,7(x,s)) < €}. Logo, por (4.1), temos que K, N [, & + T] # 0 para todo

o >0, jdque 0 € L(x,€). Assim, pelo Teorema 3.1.6, x é m-recorrente. O

Se x € X \ M, podemos escolher & > 0, suficientemente pequeno, tal que 0 € L(x,€) para
todo € € (0,&). Assim, se x é fracamente quase Z-periddico, podemos obter uma sequéncia

{t}nen C Ry, 1, "5 4o, tal que 7(x,1,) "—=5° x. Portanto, temos o seguinte resultado.

Teorema 4.1.3 [14, Teorema 4.2] Sejam (X,m;M,I) um sistema semidindmico impulsivo e

x € X\ M. Se x é fracamente quase T-periddico, entdo x € Lt (x).

No caso continuo, a reciproca do Teorema 4.1.3 ndo € verdade em geral. Isso também acontece
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no caso impulsivo, veja o Exemplo 4.1.5 a seguir. Antes de apresentarmos o exemplo, recordamos

dois conceitos auxiliares. Veja a observacao seguinte.

Observacao 4.1.4 Seja (X, 0) um sistema dindmico discreto, veja [25] por exemplo. Um ponto
x € X é chamado um ponto recorrente de o se dado € > 0, qualquer que seja N € N, existe
um nidmero natural n > N tal que 6" (x) € B(x,€). Um ponto x € X é chamado um ponto quase
periddico de o se dado € > 0, existe N € N tal que {o""(x): i=0,1,...,N} N B(x,€) # 0 para

todon € N.

Exemplo 4.1.5 [14, Exemplo 4.1] Seja (Y,dy) um espago métrico completo e considere um sis-
tema dinamico discreto (¥, 0) com o continua. Suponha que todo ponto de Y é recorrente mas nao
¢ quase periddico. O leitor pode encontrar um exemplo deste tipo em [25, Exemplo 3.3]. Agora,
defina o espago X = R x Y dotado com a métrica d((¢,x), (s,y)) = max{|t —s|,dy(x,y)},t,s ER e

x,y € Y. Consideremos o sistema semidindmico 7 : X x Ry — X dado por
n((ry),1) = (r+t.y).
Sejam M = {0} xY e [ : M — X dado por
100,y) = (=1, 0(y))-
Observemos que / é continuo. Dado z = (—1,y) € X, consideremos as seguintes notagdes
21 =(0,6"() e I(za1) =70 = (1,6 (),

paran=0,1,2,..., onde zj =z.

Dadost,s € R, existemk,m € Ntaisquet =k+t' com0<t' <les=m+s com0<s < 1.

Entao
d(ﬁ(zvt)’%(zas)) = d(?t(z,j,t'),?'c(z;,sl)) = d(TL'((—l,Gk(y)),[,),n'((—l,O'm(y)),sl)) =

=d(('=1,6(y)),(s' = 1,6"(y))) = max{|t' = '] dy (" (v), 6" (¥))}.
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Afirmacdo 1: z € LT (2).

De fato, seja € > 0 arbitrario. Como y € um ponto recorrente de o, existe uma sequéncia

{ni}i>1 C N tal que ny RTINS dy(0™(y),y) < € para todo k € N*. Entdo
d<ﬁ<z7nk)vz) = max{O,dy(O'”k(y),y)} <E,

para todo k € N*. Portanto, z € L (2).
Afirmacao 2: z ndo é fracamente quase T—periddico.

Como y nao € quase periddico, existe & > 0 tal que para todo N € N podemos encontrar um

nimero ny € Z satisfazendo a desigualdade
dy (™% (y),y) > &, 4.2)

paratodoi € {0,1,2,...,N}.

Agora, dado T > 0, existe um nimero natural N7 > 0 tal que Ny <T < Nr+1. Sejany, :=nr
dado por (4.2). Para qualquer s € [nr,ny + T], podemos escrever s = ny + iy + s’ para algum

io €{0,1,2,....,Nr} e 0 < s’ < 1. Entdo
d(z,7(z,5)) = max{s',dy (y,6" " (y))} > &.

Portanto, z ndo é fracamente quase T—periddico.

No caso continuo, se um ponto é positivamente Lyapunov estdvel e recorrente entdo este ponto
€ quase periddico, veja [27, Teorema 8.11]. A seguir, apresentamos o conceito de estabilidade de
Lyapunov para sistemas semidindmicos impulsivos e obtemos condicdes suficientes para que um

ponto T—recorrente seja também fracamente quase 7T—periddico.

O conceito de estabilidade de Lyapunov para sistemas impulsivos foi definido por Kaul em [22].

Veja a defini¢do seguinte.

Definicao 4.1.6 Um ponto x € X é denominado Lyapunov 7—estdvel, em relagdo a um subcon-
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junto B C X, se, dado qualquer € > 0, existe 6 > 0 tal que para qualquer y € B satisfazendo a

condigdo d(x,y) < 0 implica em

d(m(x,1),7(y,t)) < €& paratodo t€ L(x,¢).

Temos o seguinte resultado.

Teorema 4.1.7 [14, Teorema 4.3] Sejam (X,m;M,I) um sistema semidindmico impulsivo e

x € X\ M. Suponha que T+ (x) seja compacto. Se x é T-recorrente e Lyapunov T—estdvel em

relagdo ao conjunto T+ (x), entdo x é fracamente quase T—periddico.

Demonstra¢ao: Seja € > 0. Como x é Lyapunov T—estavel em relagdo ao conjunto 7+ (x), existe

8 >0talqueseye ' (x) ed(x,y) <4, entdo

d(m(x,t),mt(y,t)) <€ paratodo 1€ L(x,¢€). 4.3)

Como x é T—recorrente, usando o Teorema 3.1.6, podemos concluir que o0 conjunto

Ks={t>0:d(x7a(x1)) <8}

¢ relativamente denso, ou seja, existe 7 > 0 tal que para qualquer o > 0, o intervalo [ot, @ + T]

contém um nimero T > 0 satisfazendo d(x, 7(x, 7)) < 8. Entéo por (4.3) obtemos

d(m(x,t),w(x,t+ 7)) <€ vparatodo € L(x,¢).

Isto mostra que x é fracamente quase T—periddico. U

Definicio 4.1.8 Dizemos que a 6rbita 77 (x), x € X, aproxima-se uniformemente de um conjunto
o/, se para qualquer € > 0, existe T = T'(g) > 0 tal que
o C B(n(x,[t,t+T]),e), paratodo 7€R,.

Agora, vamos apresentar uma generalizacio de um resultado apresentado em [5].
Em [5, Teorema 3.3], é provado que se x € X \ M é um ponto tal que 7+ (x) é compacto e LT (x) N
M =0, entdo L* (x) é minimal se, e somente se, 71 (x) aproxima-se uniformemente do conjunto
Lt (x). Mostraremos no Teorema 4.1.11 que este resultado continua vélido se eliminarmos as

condigdes x ¢ M e Lt (x) M = 0.
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Consideremos os seguinte resultado auxiliar.

Lema 4.1.9 [14, Lema 4.1] Sejam (X, ;M ,I) um sistema semidindmico impulsivo e A um sub-

conjunto fechado de X tal que A\ M é positivamente T—invariante. Seja a € A\M e {wy}n>1

A . n—y+o0 P A e .. ~
uma sequéncia em X tal que w, — a. Se {T,}n,>1 é uma sequéncia limitada em R, entdo

dado € > 0 existem uma subsequéncia {T,,}¢>1 de {T,}n>1, um niimero ny € N e a € A tais que

d(ﬁ:<wn[a Tng)ya) < € para todo ny Z no.

Demonstracao: Seja € > 0. Inicialmente, notemos que existe uma subsequéncia convergente

=00 ~ .
{Tn, }o>1 de {7 }n>1, tal que T, 25 1 € R, Temos trés casos a considerar.
Case1) 0 <7< ¢(a).

Como a ¢ M, temos ¢ (wy,) jmare ¢(a). Segue que, existe um nimero py € N tal que
0 <1y, < O(wn,)

para todo ny > pg. Assim,

~ {—+oo ~
T(Wnys Tny) = T(Wny, Tny) -5 n(a,t)=n(a,rt).

Considere @ = 7t(a, 7). Como A\ M é positivamente T—invariante, temos que @ € A. Entdo, existe

no € N tal que d(7(wn,, Ty, ),d) < € para todo n; > ny.
r
Case2) 7> ¢(a)eT# Z (j)(a}r) paratodor=1,2,....
j=0

Neste caso, existe um numero k € N tal que

t=Y ¢(a)+s com 0<s<¢(af,)

Note que 7(a, 7) = m(a; ;,s). Pela continuidade de 7 e I temos (wy) jmare aj para todo j € N.

Como ¢ é continua em X \ M, existe uma sequéncia {s,, },>1 C R; tal que

k
/ =)
T = Y 0((wa) ) 80, com s, =5 s,
j=0
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Além disso, T(wy,, Tn,) = T((Wn, )} 1, 5n,) Para todo £ € N*. Entdo

T(Wny, Tny) = ”((Wne)ljﬂvsne) — ﬂ:(akJrl?s) n(a,T).
Se tomarmos @ = 7t(a, T) € A, o resultado segue.

Case3) 7= Z(p ) para algum k=0, 1,2,.
J=

Neste dltimo caso, € suficiente considerarmos duas possibilidades, ou seja, quando {7, }¢>;

k
admite uma subsequéncia {17 fe>1 tal que T, < Z ¢(a’) para todo ¢ € N* e quando {7, },>1
j=0
k
admite uma subsequéncia {7, },~1 tal que 7, > Y ¢(a) para todo £ € N*.
j=0

Suponhamos, primeiramente, que exista uma subsequéncia {7, ,Je>1 tal que T,’lé < Z o(at

para todo ¢ € N*. Entdo segue que

~ / {—+oo , ~+

T(Wns Tp,) — arp1 €A (Aéfechadoe w7 (a) CA).
Assim, existe n;, € N tal que

d(T( Wy, Ty,) ak1) < € paratodo g > ng.

Agora, se existe uma subsequéncia {7, }¢> tal que 7, > ) ¢(aj) para todo ¢ € N*, entdo
J=0

o0 ~ : o ~
A A a,; =1(agy1) €A (T (a) C A pois A\ M € positivamente T—invariante). Logo,

T(Way, Ty,
existe njy € N tal que
d(7(Wn,,Ty,,), ak_H) <& paratodo n;>ng

Portanto, em todos os casos acima, podemos encontrar um elemento a € A, uma sequéncia

{7, }¢>1 € um nimero natural n tal que d(7(wy,, Ty,),a) < € para todo n; > ny. O

O teorema a seguir apresenta condicdes suficientes para que o conjunto limite positivo de um

ponto seja minimal.
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Teorema 4.1.10 [14, Teorema 4.4] Sejam (X, 7t; M, 1) um sistema semidindmico impulsivo e x € X
tal que T+ (x) é compacto. Se T (x) aproxima-se uniformemente de L' (x), entdo L (x) é um
conjunto minimal. Além disso, se um ponto y € L (x) \ M ¢é Lyapunov Tt-estdvel em relacdo a

Tt (y), entdo y é fracamente quase T—periddico.

Demonstra¢do: Mostremos, inicialmente, que L™ (x) é minimal. Suponhamos o contrério, isto

é, que exista um subconjunto fechado A C LT (x) tal que A\ M # 0 e A\ M é positivamente 7-
d(w,A) -0

invariante. Seja w € LT (x) tal que w ¢ A e considere £ =

Como 7" (x) aproxima-se uniformemente de L™ (x), existe T = T'(€) > 0 tal que
Lt (x) C B(7i(x,[t,t+T)),e) paratodo teR,. 4.4)

Seja a € A\M C L"(x), logo existe uma sequéncia {f,},>1 C R tal que 7, '—5 oo e

TT(x,t,) "2 a. De (4.4) temos, em particular, que

Lt (x) C B(7(x, [tu,t, +T)),€), paratodo ne N*.

Logo

w € B(x(x,[ty,tn+T]),€), paratodo ne N*.

Assim, para cada n € N*, existe 1, € [0, 7] tal que
d(w,m(x,t,+1,)) < €.

Como [0, T] é compacto, podemos supor que T, "R e [0,T]. Defina w, = Tt(x,1,), n € N*.

Pelo Lema 4.1.9, existem @ € A, uma subsequéncia {7,, }¢>; € um nimero ng € N tal que
d(T(Wn,, Tn,),a) < E,
para todo ny > ng. Entdo
3e =d(w,A) <d(w,a) <dw,T(Wny, Tny)) +d(T(Wny, Tny),a) < €+ € = 2€,

0 que é uma contradi¢@o. Portanto concluimos que L™ (x) é minimal.
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Por outro lado, notemos que L™ (x) é compacto, pois L (x) C 7+ (x). Entdo pelo Teorema 3.1.3
todo ponto y € L (x) \ M é T-recorrente. Pela hipétese y € LT (x) \ M é Lyapunov 7-estivel em

relagdo a T (y), entdo usando o Teorema 4.1.7 segue que y € fracamente quase T—periédico. [

Teorema 4.1.11 [14, Teorema 4.5] Sejam (X, 7w; M, I) um sistema semidindmico impulsivo e x € X
tal que T+ (x) é compacto. Entdo L™ (x) é um conjunto minimal se, e somente se, T (x) aproxima-se

uniformemente de L (x).

Demonstracao: A condi¢@o necessdria segue do Teorema 4.1.10. Vamos mostrar a condicao sufi-
ciente. Suponhamos que 7" (x) nfo aproxima-se uniformemente de L™ (x), isto €, existem € > 0 e

sequéncias {7} }u=1, {fatn>1, C Ri, {yntnz1 C LT (x) tais que T, "=55° oo e
d(yn, T(x, [tn,tn+Tp))) > € paratodo ne N*. 4.5)

Observemos que LT (x) é compacto, pois Lt (x) C 7+ (x), logo podemos supor que existe y € LT (x)
tal que

n——+oo

Yn —> Y. (4.6)

Além disso, como para cada n € N*, y, € LT (x), entdo existe uma sequéncia {1 },,>1 C R tal que

"2 o e T(x, ) STy 4.7)
Assim, de (4.7) segue que existe m, > n tal que
~ €
d(ﬂ?(x, Tnm)u)’n) < 5’ (4.8)
para todo n € N*. Além disso, de (4.6) e (4.7) obtemos
Ax, 7t ) "5y, (4.9)

Por outro lado, {Z(x,t, + 2)},>1 € TH(x), (ta + 2) "ZE” oo e como 7 (x) é compacto

podemos assumir que existe b € LT (x) tal que

_ T, -
7 <x, th+ é’) fmareyy (4.10)
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Na sequéncia, vamos mostrar que existe um elemento z € L (x) \ M tal que y ¢ 7+ (z). Isto vai
contradizer a minimalidade de L+ (x) e, portanto, o teorema estard provado. Temos dois casos a
considerar:

k
Caso 1) b ¢ M. Sejat > 0 arbitrdrio e fixado tal que t # Z q)(bj) para todo k =0,1,2,...

j=0
Neste caso, de (4.10) e pelo Lema 1.4.6 temos

~ T o0 A~
7 (x,tn—i— 5” +t> "2 % (b,1). 4.11)

Como T, gmirg +o0, existe ng € N tal que 2” >t paran > ng. Entdot, <t,+ % +t <t,+ 1T, para

todo n > ng. Logo, usando (4.5) e (4.8) obtemos

d< <xtn+2+t> (x, Ty ) ( <xtn+ +t>) d(yn, (X, Tp,))

£
- 2 2’
para todo n > ng. Fazendo n — 4 na desigualdade acima e usando (4.9) e (4.11), obtemos

d(7(b,t),y) > §. Como 1 ¢ arbitrdrio, concluimos que

k
~ €
d(z(b,t),y) > 5 para todo Z o(b), k=0,1,2,... (4.12)
Set = Z ¢(b;r) para algum k= 0,1,2,.... Podemos tomar uma sequéncia de niimeros reais
j=0
positivos {4, },> tal que
R k k+1
") o)), com Y o(b)) <A< ) ¢(b)), neN".
Jj=0 J=0 J=0
Dai por (4.12) temos

d(m(b,A),y) > ; para todo n € N*.

Fazendo n — +oo e usando a continuidade 2 direita de 7T, obtemos

(spo0n))

N ™
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Entdo, concluimos que

d(m(b,t),y) > = paratodo t>0,

N M

e portanto, y ¢ 7+ (b). Isto é uma contradicio, pois b € L (x) \ M e L*(x) é minimal implicando

em 7+ (b) = L' (x), veja Teorema 2.1.3.

Caso 2) b € M. Como M satisfaz a condi¢do STC, existe um STC-tubo F (L, [0,21]) através de

b dado por uma secdo S. Além disso, o tubo é uma vizinhancga de b, logo existe um 17 > 0 tal que
B(b,n) C F(L.[0,24)).

Chamemos de Hy = F(L,(A,24])NB(b,n) e H, = F(L,[0,A]) N B(b,n). Seja wy, = T(x,t, + 2),

n € N*. Entdo por (4.10) temos wy, "R,

Podemos assumir, sem perda de generalidade (tomando uma subsequéncia, se for preciso), que

{Wn}nZI C H; ou {Wn}nzl C H,.

e Suponhamos primeiro que {wj, },>; C H;. Observe que ¢ (w;,) "Z1°0, logo
T(wn, @ (Wn)) — 1(b),

isto €,
. T, -
n(x,tn—k?"—kq)(wn)) n2s I(b). (4.13)

n—r—+oeo

Mostraremos que y ¢ 7+ (I(b)). Note que I(b) € Lt (x) \ M, pois (1, + % +o(wy)) —> Hooe

k
I(M)NM = 0. Sejat >0 tal que t # Z q)(l(b)}“) paratodok=0,1,2,.... De (4.13) e pelo Lema
=0

J
1.4.6 temos

% (x, b+ TE +0(w) +;) e ON) 4.14)

Por outro lado, existe nj, € N tal que 2t > 7+ ¢ (w,,) para todo n > nfy. Entdo, t,, <ty + 2 + ¢ (w,) +

t < t,+ T, para todo n > nj,. Logo, usando (4.5) e (4.8) obtemos a seguinte desigualdade

d <ﬁ <x,tn—i- % + ¢ (wy) —i—t) ,T(x, ‘L'Zn)) >d (yn,fr (x,tn—i-%-i—(b(wn) —l—t)) —d(yn, T(x, 7Ty, )

> & £_
P 2_

bl

NS R



62 Estabilidade de Lyapunov e de Zhukovskij

para todo n > n{). Fazendo n — 4o na desigualdade acima e usando (4.9) e (4.14) segue que

d(m(I(b),t),y) > §. Como 1 ¢ arbitrdrio, concluimos que

~ €
d(m(I(b),t),y) > 5 paratodo 7 Z o1 ,k=0,1,2,. (4.15)
Agora, se t = Z o1 (b)]*) para algum k = 0,1,2,..., consideramos uma sequéncia de nimeros
Jj=0
reais positivos {4, },>1, tal que
. k+1
dn "= Y 0(I(b)}), com qu <M<Z¢

j=0

Dai, usando (4.15), temos
~ €
d(rn(1(b),A),y) > 5 para todo n e N*.
Fazendo n — +oo, segue da continuidade a direita de T que

k
d (ﬁ <I(b), 2605(1(19)7)) ,y> >

Assim d(m(I(D),t),y) > § para todo ¢ > 0, de onde obtemos
2

N ™

y ¢ wt(1(D)).

Novamente, isso é uma contradi¢o, pois I(b) € L* (x) \ M e assim 7+ (I(b)) = L* (x) ja que L* (x)

¢ minimal.
e Suponhamos, agora, que {w,},>1 C H. Tome 0 < B < ¢(b). Como w), "Z5° b, temos
7(wa, B) "= 7(b.B).

ou seja,

(x b+ +/3) "ZX (b, B).
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Observe que by = 7t(b, B) € Lt (x) \ M, pois (ta+Z2+B) "2 toe0< B < (D).

Logo, se considerarmos o semifluxo 7(by,7) e seguindo 0s mesmos passos anteriores, podemos

obter a seguinte desigualdade d(7(b1,t),y) > § paratodo > 0, ou seja,

y ¢t (by),

o que é uma contradi¢do.

Portanto, o teorema estd provado. OJ

4.2 Quase estabilidade de Zhukovskij

Nesta secdo, vamos estudar a teoria de quase estabilidade de Zhukovskij. Em sistemas semi-
dindmicos impulsivos, este tipo de estabilidade foi inicialmente introduzido por Changming Ding
em [19]. Comecgamos esta secdo apresentando a definicdo de reparametrizacdo, na sequéncia de-
finimos o conceito de quase estabilidade de Zhukovskij e apresentamos também alguns resultados
envolvendo minimalidade, recorréncia e periodicidade. No tultimo resultado desta se¢@o, apresen-
tamos condicdes suficientes para que o conjunto limite positivo de um ponto seja um atrator. O

leitor pode encontrar outros resultados sobre quase estabilidade de Zhukovskij em [19].
Defini¢io 4.2.1 Uma reparametrizacao ¢ um homeomorfismo /# : Ry — R tal que ~(0) = 0.

Definic¢ao 4.2.2 Um ponto x € X \ M é chamado Zhukovskij quase 7—estavel se dado € > 0,
existeum 8 = 0 (x, &) >0, tal que se y € X e d(y,x) < 6 entdo podemos encontrar uma reparametrizagao
Ty tal que

d(m(x,1),m(y,7y(t))) < €, paratodo t > 0.

Além disso, se existe A > 0 tal que d(y,x) < A implica d(7(x,1),7(y, 7y())) 2570, entdio x &

chamado assintoticamente Zhukovskij quase 7—estavel.

Um subconjunto A C X \ M € chamado Zhukovskij (assintoticamente Zhukovskij) quase 7T —stdvel

se cada ponto y € A possui esta propriedade.
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Defini¢ao 4.2.3 Um ponto x € X \ M é uniformemente assintoticamente Zhukovskij quase 7-
estavel se dado € > 0, existe 6 = 6(€) > 0 tal que para cada s > 0 e d(y,T(x,s)) < O, entdo
podemos encontrar uma reparametrizacdo Ty tal que d(7(x,s+1),m(y, 7y(t))) < € para todo t > 0

e, além disso, d (7 (x,s+1),7(y, Ty(1))) guarely)

Um subconjunto A C X \ M é chamado uniformemente assintoticamente Zhukovskij quase

T—stdvel se cada ponto y € A possui esta propriedade.

Observacio 4.2.4 Como foi observado em [19], se tomarmos s = T,(t) e h(s) = 7, ' (s) =1, entdo

podemos escrever

d(@(x,1), 7(y, 7y(1))) = d(T(x, h(s)), 7(y, 5)).

Desta forma, obtemos uma defini¢io equivalente para Zhukovskij quase T—estabilidade.

Observacao 4.2.5 Na teoria cldssica de sistemas semidindmicos a estabilidade de Lyapunov im-
plica na estabilidade de Zhukovskij. No entanto, no caso impulsivo podemos encontrar em [19]

dois exemplos os quais mostram que cada uma das estabilidades nao implica na outra.

Em [19], o autor mostra o seguinte resultado.

Lema 4.2.6 [19, Lema 4.4] Se um ponto x € X \ M é uniformemente assintoticamente Zhukovskij

quase T—stdvel com L (x) # 0, entdo L™ (x) é um conjunto minimal.

No préximo teorema, vamos mostrar que se os pontos de um conjunto limite positivo que ndo

estdo em M sdo Zhukovskij quase T—estdveis entdo esse conjunto limite € minimal.

Teorema 4.2.7 [14, Teorema 5.1] Sejam (X, 7w; M, I) um sistema semidindmico impulsivo e x € X.
Suponha que o conjunto ndo vazio Lt (x)\ M seja Zhukovskij quase T—estdvel, entdo Lt (x) é um

conjunto minimal.

Demonstracdo: Seja y € LT (x)\ M arbitrdrio. Precisamos mostrar que L (x) = 7+ (y). Suponha

o contrario, isto &, existe z € Lt (x) tal que z ¢ 7+ (y). Tomemos € = d(z, T+ (y)) > 0.
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Seja g € Tt (y). Note que 7+ (y) C LT (x), pois Lt (x) \ M é positivamente ZT—invariante. Por
hipétese, existe 0 = 8(q) > 0 tal que se d(v,q) < 8, entdo podemos encontrar uma reparametrizagao
T, tal que

d(ﬁ(q,t)ﬁ(v,fv(t)))<§ paratodo > 0. 4.16)

Além disso, existe s > 0 tal que d(7(x,s),q) < 6. Logo, por (4.16) podemos encontrar uma

reparametrizagio T, w = 7(x,s), tal que

d(m(q,t),m(w,7,(¢))) <= paratodo 7>0. 4.17)

W | M

Por outro lado, como z € Lt (x) entdo z € LT (w). Assim, existe uma sequéncia {f,},>1 C R
tal que 1, "=55" oo e T(w,1,) "= z. Seja ng € N tal que d(z, T(w, 1)) < £. Como 7, é um

homeomorfismo, podemos tomar s, > 0 tal que #, = 7,,(s,), n € N*. Entdo

~ €

ARG, 500) T, T (500)) = 27 500)) — 2, T, Buls))) = €= 5 = 2,

contradizendo (4.17). Portanto, L™ (x) é minimal. O

Corolario 4.2.8 [14, Corolario 5.1] Sejam (X,mw;M,I) um sistema semidindmico impulsivo e
x € X. Suponha que L™ (x) é compacto e L (x) \ M # 0.
a) Se L (x)\ M é Zhukovskij quase T—estdvel entdo todo ponto de L (x) \ M é T—recorrente;

b) Sex ¢ M e Tt (x) é uniformemente assintoticamente Zhukovskij quase T—estdvel entdo todo

ponto de L (x) \ M é T—recorrente.

Demonstracio: a) Pelo Teorema 4.2.7 o conjunto limite positivo L* (x) é minimal. Pelo Teorema

3.1.3 todo ponto de Lt (x) \ M é T—recorrente.

b) Neste caso, a minimalidade de Lt (x) segue do Lema 4.2.6. O resultado segue pelo Teorema

3.1.3. U

Podemos obter também o seguinte resultado.

Teorema 4.2.9 [14, Teorema 5.2] Sejam (X, ;M ,I) um sistema semidindmico impulsivo, X com-

pleto e x € X \ M. Suponha que L (x) = &+ (x) U {x }i>1.
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a) Se Lt (x)\ M é Zhukovskij quase T—estdvel entdo x é periddico;

b) Se " (x) é uniformemente assintoticamente Zhukovskij quase T—estdvel entdo x é periédico.

Demonstracdo: a) Note que LT (x) \ M # 0. Pelo Teorema 4.2.7, o conjunto L' (x) é minimal.

Como Lt (x) = 7 (x) U{x}x>1. segue do Corolario 3.2.8 que x é periédico.
b) Neste caso, é suficiente usar o Lema 4.2.6 na prova do item a). U

A seguir, apresentamos a definicdo de atrator uniforme e estabelecemos condi¢des suficientes

para que o conjunto limite positivo Lt (x) seja um atrator uniforme.

A préxima definigao € estabelecida em [12].

Defini¢ao 4.2.10 Sejam (X, 7;M,I) um sistema semidindmico impulsivo e A um subconjunto de

X. O conjunto

P (A) = {x € X : para toda vizinhanca U de A, existem uma vizinhanca V de x

e T > 0tais que 7(V,7) C U paratodot > T},

é chamado de regido de atracio uniforme de A em relagiio a 7. Se x € P, (A), dizemos que x é
uniformemente 7-atraido para A. Finalmente, diremos que A é um conjunto 7Z-atrator uniforme

se P (A) é uma vizinhanca de A.

Proposicao 4.2.11 [12, Proposigdo 3.2] Sejam (X, 7; M, 1) um sistema semidindmico impulsivo e

A C X um conjunto compacto. Suponha X localmente compacto. Entdo

PrA)={xeX:Jr(x)#£0 e Jt(x) CA}.

Os Lemas 4.2.12 ¢ 4.2.13, a seguir, exibem uma relagdo entre os conjuntos Lt (x) e J* (x).

Lema 4.2.12 [11, Lema 3.31] Seja (X, m;M,I) um sistema semidindmico impulsivo. Se x ¢ M e

y € Lt (x), entdo J*(x) C JH(y).
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Lema 4.2.13 [19, Teorema 4.2] Seja (X, mw; M, I) um sistema semidindmico impulsivo. Se x € X \M

¢ Zukovskij quase T—estdvel, entao L (x) = J*(x).
Usando o Lema 4.2.13 e a Proposi¢do 4.2.11, podemos mostrar o seguinte resultado.

Lema 4.2.14 [14, Lema 5.2] Seja (X, 7;M,I) um sistema semidindmico impulsivo e suponha X
localmente compacto. Se x € X \ M é Zhukovskij quase T—estdvel e L (x) é um conjunto ndo vazio

e compacto, entdo x € P (Lt (x)).

Na seguinte proposicdo, apresentamos condi¢des suficientes para que o conjunto limite positivo

esteja contido na sua regido de atra¢do uniforme.

Proposi¢ao 4.2.15 [14, Proposicao 5.1] Seja (X, mw; M, I) um sistema semidindmico impulsivo. Su-
ponha X localmente compacto, L™ (x) "M = 0 e LT (x) Zukovskij quase T—estdvel. Se LT (x) é

compacto entdo Lt (x) C Pf (L (x)).

Demonstracdo: Como L' (x) "M = 0, entdo L' (x) é positivamente ZT—invariante, veja o Co-
roldrio 1.4.8. Agora, seja y € L (x). Como L (x) é positivamente Z—invariante e fechado, temos

7 (y) C LT (x). Assim, LT (y) C LT (x). Note que L (y) # 0, pois L™ (x) é compacto.

Pela hipétese y é Zukovskij quase T—estdvel. Logo, pelo Lema 4.2.13, obtemos LT (y) = J ().
Portanto, J* (y) # 0 e J*(y) C Lt (x). O resultado segue pela Proposicio 4.2.11. O

O 1ltimo resultado desse capitulo, mostra condi¢des para que o conjunto limite positivo seja

7T —atrator uniforme.

Teorema 4.2.16 [14, Teorema 5.3] Seja (X, 7w; M, I) um sistema semidindmico impulsivo. Suponha
X localmente compacto e L (x) "M = 0 para algum x € X. Se L™ (x) € ndo vazio, assintoticamente

Zhukovskij quase T—estdvel e compacto, entdo Lt (x) é T—atrator uniforme.

Demonstracio: Para caday e L+ (x), existe 8, > 0 tal que se d(z,y) < &, entdo podemos encontrar

uma reparametrizacdo T, tal que

d(7(y,1), 7z, 7,(1))) =57 0.
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Como L (x) "M =0 e LT (x) é compacto, existe § > 0 tal que B(L" (x), ) "M = 0.

Ainda, pela compacidade do conjunto limite, existem yi,...,y, € Z*(x) tais que

L*(x) C B(y1, %) U...UB(y, 6&—") Tomemos 26 = min{dy,,...,dy,,B}.

Afirmamos que B(L" (x),8) C B} (L* (x)). De fato, sejaw € B(L" (x), 8). Entdo w € B(y;, ;)

J

para algum j € {1,...,n}. Assim
d((yj,1), E(w, T (1)) =50,
ou,
d(7(y,h(1)) 7(w.1)) =570,

onde /(t) = 1,,!(t), veja Observagdo 4.2.4. Como 7' (y;) C L*(x) (pois Lt (x) é positivamente
T—invariante) temos

d(L* (x),T(w,1)) 257 0.
Entdo L (w) # 0 e LT (w) C L+ (x). E claro que J* (w) # 0. Vamos verificar que J* (w) C LT (x).
De fato, sejaa € LT (w). Como w ¢ M (8 < B) segue pelo Lema 4.2.12 a seguinte inclusdo

JH(w) C T (a).

Como a € L™ (x), entdo a é Zukovskij quase T—estdvel e pelo Lema 4.2.13 temos J " (a) = LT (a).
Por outro lado, L™ (x) ¢ positivamente T—invariante. Entdo 7+ (a) C L (x), consqu%entemente,
L*(a) C L*(x). Logo

JH(w) c Lt (x).

Portanto, pela Proposi¢do 4.2.11 obtemos w € f’;j’ (L*(x)) e o teorema esté provado. O



Capitulo

5

Trajetorias negativas em sistemas

semidinamicos 1impulsivos

Neste capitulo, apresentamos a nocdo de semisolu¢cdo negativa para sistemas semidinamicos
impulsivos. Inicialmente, mostramos como construir uma semisolucido negativa para sistemas im-
pulsivos. Na sequéncia, definimos o conceito de conjunto limite negativo, definimos o conceito
para o primeiro prolongamento do conjunto limite negativo e estudamos algumas propriedades to-

poldgicas desses conjuntos. Os resultados desse capitulo estio presentes no artigo [15].

5.1 Trajetoria negativa impulsiva

Na teoria de sistemas semidindmicos continuos, € possivel estudar o passado da trajetéria de um
ponto x € X através das semisolucdes negativas que passam por este ponto. Uma funcio oy : [, = X
definida em um intervalo Iy C R_ com x € X e 0 € I, é chamada uma semisolu¢ao negativa através
de x se 0,(0) = x e w(0x(t),s) = Ox(t +5) quaisquer que sejam ¢ € I, e s € R, tais que 1 + s € I,.

O leitor pode consultar [1] e [2] para mais detalhes.

Se X ¢é localmente compacto e (X, ) ndo contém pontos iniciais, entdo é possivel prolongar

uma semisolucd@o negativa através de x € X no intervalo maximal (—eo, 0], veja [26] por exemplo.

Desta forma, ao longo deste capitulo, vamos assumir que qualquer semisolucdo negativa no

69
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sistema semidindmico continuo (X, 7r) estd definida no intervalo (—oo,0].

Dada uma semisolucdo negativa o, através de um ponto x € X, pretendemos construir uma
semisolucdo negativa impulsiva através de x associada a oy. Para isso, precisamos fazer algumas
consideragdes. Primeiro, suponhamos que a funcdo 7 : M — N seja um homeomorfismo com inversa
J:N— M,onde N =1I(M). Portanto N é um subconjunto fechado de X. Além disso, suponhamos

também que exista um nimero real f > 0 tal que

F(N,(0,B)AN=0 e =(N,(0,B))NN=0. (5.1)

Observacao 5.1.1 Pela construcio das trajetérias em um sistema semidindmico impulsivo e pelo
fato de I(M) M = 0 (veja Hipétese (H2), Se¢do 1.5 Pag.24), temos que se x € M entdo x é um ponto
inicial em (X, 7;M,I). Entdo ndo existe semisolu¢do negativa através de x no sistema impulsivo

(X, 7M. 1).

Pela Observagdo 5.1.1, vamos considerar o conjunto X \ M e mostraremos que, através de
cada ponto x € X \ M, existe uma semisolucdo negativa impulsiva através de x definida em al-
gum intervalo de R_. Em outras palavras, dada uma semisoluc¢do negativa o, através de um ponto
x € X \ M, vamos definir uma fungo oy : I, — X através do ponto x, I, C (—eo,0], tal que 6,(0) = x
e (0x(t),s) = Ox(t + ), quaisquer que sejam ¢ € I, e s € [0, +o0) tais que 7 +s € I,. Mostraremos

que o intervalo maximal de existéncia Iy, de G, é dado por [0y, 0] (para algum o, < 0) ou (—oo,0].

Dado x € X \ M, seja 0, uma semisoluc@o negativa através de x. A seguir, vamos construir uma
semisolu¢do negativa impulsiva o, através de x associada a o,. Para isso vamos considerar dois

Casos:

Caso1: x ¢ N.

Suponhamos que exista s < 0 tal que ox(s) € M, 0,((s,0]) "M =0 e oy([s,0]) "N = 0. Como

oy (s) € um ponto inicial em (X, 7;M,I), definimos &, sobre [s, 0] por

0, (t) = 0x(1).

Neste caso, o intervalo maximal de defini¢do de o, é dado por I, = [s,0].



Trajetoria negativa impulsiva 71

Suponhamos, agora, que Ox(f) ¢ M UN para todo ¢ € (—oo,0]. Neste caso, definimos G, sobre
I, = (—o0,0] por

oy (1) = 0x(1).

Entretanto, se existe o < 0 tal que ox(ry) =a; € N e 0x(t) ¢ NUM parat € (ry,0], entdo definimos
o, sobre [rg, 0] por

Oy (1) = 0x(1).

Sejaa; =J(ay). Como ry € (—o0,0), o processo agora continua a partir de a; € M. Seja 0, uma

semisolugdo negativa continua através de a; . Temos os seguintes casos:

e Se O, (r) ¢ M UN para todo ¢t < 0, entdo definimos G, (¢) = O, (t—rp) parat € (—oo,rp).

Assim, I, = (—0,0] € Gy : (—o0,0] — X € definida por

e Se existe r; < 0 tal que Ga;(rl) EM, Gaf((rl,O)) NM=0e 0;;([”170]) NN = 0, entdo
definimos 0, (1) = O (t—ro) parat € [ro+ry,rg). Assim, I, = [ro+r1,0] com Oy : [rg+r1,0] = X
dada por

ox (1), ro <t <0,

8X(t):
Gal—(t—l’()), ro+r <t <rp.

e Se existe r; < 0 tal que Ga;(”l) =@ eNeo, (t) ¢ NUM para todo r € (r,0). Entdo

definimos o sobre [ry+ ry,0] por

~ Gx(t)a I"()SZ‘SO,

oa;(t—ro), ro+r <t <ry.

Definimos a, = J(ay), e o processo, neste tltimo caso, continua a partir de a, e assim por diante.
Caso 2: x€ N.

Neste caso, denotamos a; =xea; =J(x). Seja 0, uma semisolugdo negativa continua através
1
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dea;.Seo, (1) ¢ MUN para todo 7 < 0, definimos

e [, = (—e,0].

Se existe ro < 0 tal que o, - (ro) € M, Ga;((ro,O)) NM=0eo, ([r0,0]) NN = 0, entdo defini-

mos

5.(1) X, t=0,
o, (t) =
Gaf(t)’ ro<t<0,

onde I = [rp, 0], pois O, (rp) é um ponto inicial do sistema (X, 7;M,I).

Por outro lado, se existe ro < 0 tal que 6, (ro))=az€Ne O, (t) ¢ MUN parat € (rg,0), entdo

definimos G, sobre [ry,0] por
X, t=0,

o.(t) =

Gal—

(1), ro<t<O.

Definimos agora a, = J(az) e consideremos o,; uma semisolucdo negativa continua através de

a, . Se Oy (t) ¢ NUM para todo ¢ < 0, definimos

X, t=0,

ox(t) =1 o, (1), ro<t<0,

0'a2—<t—ro), —oo < t < 1,

eI, = (—o0,0].

Se existe r; < 0 tal que 0~ (r) e M, Gaz-((rl,O)) NM=0eo, ([r1,0]) "N = 0, entdo defini-
mos

X, t=0,

ox(t)=1q o (1), ro<t<0,

a;

kGaz—(l—l”()), ro+ri <t <ryp.



Trajetoria negativa impulsiva 73

Note que I, = [rp + r1,0], pois Oy (r1) é um ponto inicial em (X, 7; M, 1).
Entretanto, se existe r; < 0 tal que Ga;(rl) =a3cNeo, (1) ¢ NUM parat € (ro+ry,ro),

entdo definimos G sobre [ro+ ry,0] por

X, t=0,

ox(t)=1{ 0, (1), ro<1<0,

\GQZ*(I_VO); ro+r; <t <ry.

Se denotarmos a; = J(a3), entdo o processo, neste tltimo caso, continua a partir de a; e assim por

diante.

A seguinte observagdo descreve a forma geral de uma semisolucio negativa impulsiva definida

no intervalo I, = (—eo,0].

n
Observacao 5.1.2 [15, Observacao 4.2] Seja 7, = Z ri,n€N. Se x ¢ N e 0, é uma semisolugdo
Jj=0
negativa impulsiva através de x com I, = (—eo, 0], entdo ou existem um niimero k € N e semisolugdes

negativas Oseee Gak—+I tais que
(
O-x(t)a TOSIS()?
o, (t=T), T <t<T,
. G—(t—Tl) I <t<T
oi(t)=¢ @ L ’ (5.2)
Ga;(t_kal)a T <t <Tp_y,
\ Cfak—+1 (t — Tk), t < Ty,
ou existem semisolucdes negativas O+ Cpys s tais que
~ Gx(t>a To§t§07
Ox(t) = (5.3)

Ga;l(f—Tn), T, <t<T, paratodo neN.

Se x € N e 0, é uma semisolugdo negativa impulsiva através de x com I, = (—eoo,0], entdo ou

existem um nimero k € N e semisolucdes negativas Oysev1 O tais que
k+2
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X, t=0,
Ga?(t), To <t <0,
Gaz—(t_TO)7 Ty <t <Tp,
Gi(1) =4 o, (1—T), Th<t<T, (5.4)

Ga]:+l(t_Tk—1); T <t <Tp,

o- (t—Tp), t < Ty,

\ Y2
ou existem semisolucdes negativas OOy tais que
X, t=0,
Ox(t) =< o(1), Ty <t <0, (5.5)

G_z(t_T”)’ Th41 <t<T, paratodo neN.

an+

Definic¢ao 5.1.3 Sejam x € X \ M e 0, uma semisolu¢do negativa impulsiva através de x tal que
I, = (—o0,0]. Dizemos que x € J; se a semisolugdo negativa impulsiva o é da forma (5.2) ou (5.4).

Dizemos que x € J., se a semisolugdo negativa impulsiva &, é da forma (5.3) ou (5.5).

Por construcdo, obtemos que toda semisolucdo negativa impulsiva € continua a direita. Além

disso, temos o seguinte resultado.

Lema 5.1.4 [15, Lema 4.1] Sejam (X,m;M,I) um sistema semidindmico impulsivo, x € X \ M e
O, uma semisolucdo negativa impulsiva através de x definida sobre o intervalo I,. Entdo 6,(0) = x

e m(0x(1),s) = Ox(t +s) quaisquer que sejamt € I, e s > 0 tais que t + s € L.

Demonstracéo: E claro que 0,(0) = x. Para a outra igualdade, vamos considerar o caso em que
I = (—o0,0] e x € Jo. E suficiente considerarmos, também, o caso em que x ¢ N. Sejam t <0
e s > 0 tais que  + s < 0. Note que se s = 0, o resultado € vélido. Entdo consideremos s > 0
e consequentemente t < 0. Como x € Jo ex ¢ N, existe n € Ntalque 7, <t < T, (se n=0
tomamos 7_; = 0). Podemos escrever t = T,,_; +t comr, <t <0, onde r, =T, — T,,_;. Pela

Observagdo 5.1.2, podemos escrever

0y(t) =0, (t—T—1) = 0, ('),
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onde denotamos a, = x et =1'no caso em que n = 0. Seja y = 0,(r). Como s > 0, existe k € N

14
o(y[)parap=0,1,2,....
=0

tal que s =4 +5 com 0 < s’ < ¢(y;), onde tg =0e 11| =

J

Afirmamos que y| = a, € ¢(y) = —t'. De fato, note que

n(y,n) = n(6x(1),n) = n(o, (¢),n) =0, ('+n) para 0<n< 1.

Pela construgio de Oy, temos 6, (r,) = dui1 € N, 0, ((r2,0])) "N =0 e 0, ([r4,0)) "M = 0.

Como ' +1 € [ry,0), obtemos o seguinte
n(y,[0,—)NM=0 e n(y,—t')=a, €M.

Assim, ¢(y) = —t' e y| =1(y1) = I(n(y,9(y))) = I(a,) = I(J(an)) = ay. Seguindo o mesmo

raciocinio, podemos concluir que:

+ _ + +
Y1 =0Qns Yo = an—15--, Y, = An—k+1,

00) =1, 00) = —Tu_t, s 0(0)) = Pk

Entao
k—1
s=t+s = Z (])(y;r) +s' ==t == =P 5
j=0
Logo,

t+s=T, 1+t +s=ro+r+...4rppx+5 =T, +5

T <t+s e t+s=T, 1+ =T, j_1+r,_ix+s <T,_y_,. Portanto,
n(0x(1),5) = (y,5) = (v ,s") = Wlan-pr1,5") =

— n(ca’;k(rn_k),s’) = Ga;k(rn_k +5') = Ga;k(Tn—k ~ Ty +5) =

=0, (T +5') = Thk1) = O, (t+s—T 1) = Oult +5).

A prova esta completa. ([l
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Definic¢ao 5.1.5 Dado um ponto x € X \ M e uma semisolucdo negativa impulsiva G, através de x,

definida em I, definimos uma érbita de x em relagdo a o, por
ﬁgx (x) = G (L) UT" (x).

Vamos denotar 7z (x) simplesmente por 7 (x).

5.2 Convergéncia para semisolugdes negativas impulsivas

Seja (X, m;M,I) um sistema semidindmico impulsivo. Consideremos x € X \ M, G, uma se-
misolugdo negativa impulsiva através de x definida em I, e {z,},>1 uma sequéncia em X tal que
n——4oo , . . - . . . ~
Zn — x. Uma pergunta natural que surge € se existe alguma semisolucéo negativa impulsiva o,
, ~ —oo ~ Ancia 1A
através de z,, n € N*, tal que G, (t) "~ G,(t) para cada r € I,. Mas esta convergéncia nio vale
em geral. Devido aos efeitos de impulsos, vamos mostrar que para cada t € I, x ¢ N, existe uma

sequéncia {&, },>1 C R tal que g, R0 o, (t+ &) nohe oy (1).

Dados x € X e 0, uma semisoluc@o negativa através de x, definimos a fungio y(oy,x) por

1, se Ox(r) €N e ox(t) ¢ N para r <t <0,
V(05 X) := Yo (x) =
—oo, se Ox(f) ¢ N paratodo 7 <O.

Se 0,((—,0)) NN # 0, entdo a func¢do y(oy,x) representa o maior tempo negativo para o qual a
semisolugdo negativa o, encontra o conjunto N. A seguir, discutimos a continuidade, em algum
sentido, da fun¢do Y.

Da mesma forma que definimos para o conjunto M no Capitulo 1, diremos que o conjunto N

satisfaz a condic¢ao forte de tubo e escrevemos (STC) se para cada ponto x € N existe um A —tubo

F(L,[0,21]) dado por uma se¢do S = F (L, ) através de x tal que S = NN F(L,[0,2A]).

Definicao 5.2.1 Um ponto x € X satisfaz a condi¢ao de convergéncia (condi¢do C) se para qual-

quer sequéncia {z, },>1 C X tal que z, " xe para qualquer semisolucdo negativa através de x,
o, existe uma semisolugdo negativa o, através de z,,, n € N*, tal que supd (0, (1), 0x(1)) "=55~ 0.
1<0

O Teorema 5.2.2 exibe um resultado de “continuidade” para a fun¢ao .
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Teorema 5.2.2 [15, Teorema 4.1] Sejam (X,7w;M,I) um sistema semidindmico impulsivo e x €
X\ N. Suponha que N satisfaz a condi¢do STC e que x satisfaz a condi¢ao C. Sejam G, uma
semisolugdo negativa através de x e {z,}n>1 C X uma sequéncia tal que z, "ZX° x. Entdo para

. . - . ) oo
cada n € N*, existe uma semisolugdo negativa o, através de z,, tal que c,(t) "= 0, (t) para todo

1 <0e Yo, (2a) =5 Yo ().

Demonstracao: Como x satisfaz a condi¢@o C, existe uma semisolu¢do negativa o, através de z,,

n—s+oo

n € N*, tal que supd(o,(t),0x(t)) — 0.
t<0

E suficiente considerarmos o caso em que Wy (x) = u € (—o0,0). Isto implica que o, () € N
e 0y(t) ¢ N parat € (u,0). Como N satisfaz a condi¢do STC, existe um STC-tubo F(L,[0,21])
através de oy (u) dado por uma se¢io S C N tal que S = NNF(L,[0,21]). Além disso, o tubo é uma

vizinhanga de o (u), logo existe & > 0 tal que

B(oy(u),§) C F(L,[0,2A]).

Como o,(u) jmary oy (u), existe um nimero natural ng € N tal que o,(u) € B(o(u),§) para
todo n > ng. Pelas propriedades de tubo, existe uma sequéncia {&,},>1 C R, g, jmare 0, tal que

on(u+¢€,) € SNB(0oy(u),&) para todo n > ny.

Afirmamos que Vs, (z,) = &, +u para todo n > ng. Suponhamos que isso nio ocorra. Entdo
podemos assumir que existe 1, € (&, +u,0) tal que 6,(1,) € N, n > ng. Note que {1, }>n, admite

uma subsequéncia convergente, ou seja,

M, par € [u,0].

Assim, pela continuidade de oy e pela condicdo C, obtemos

d(0n (M), 0x(a)) < d(On (M), Ox(Mn,)) +d(0x(Mn, ), 0x(a))
< swpd(0, (1), 04(0) + (). ou(a) 0. O

Caso1l: a = u.

Neste caso, usando (5.6), existe mg > ng tal que 0y, (1) € B(0(u),&) para ny > my. Como

S=NNF(L,[0,2A]) temos Gy, (N, ) € SNB(0x(u),&) para ny > my. Por outro lado, pela proprie-
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dade do conjunto N, existe B > 0 tal que

F<Gnk<nnk)’(oaﬁ))mN:® € ﬂ(Gnk(nnk)a(Oaﬁ))mN:@; (5-7)

para todo n; > mgy. Tomemos ny, > my tal que u + Enyy < 0e0< Mgy — U — Enyy < B. Entdo

Oy, (1 + &y ) € F (O (1, ), (0, B)) NN contradizendo (5.7).
Caso2: u<a<o.

Como {0y, (M) k=1 C N e N é fechado, temos o,(a) € N que é uma contradi¢do, pois
Yo (x) =u.

Desta forma concluimos que Y, (z,) = €, + u para todo n > ng. Portanto, W, (z,) "Ry O

A seguir, apresentamos o resultado de convergéncia.

Teorema 5.2.3 [15, Teorema 4.2] Seja (X, mw; M, I) um sistema semidindmico impulsivo. Suponha
que N satisfaz a condi¢cdo STC e que cada ponto de X \ N satisfaz a condi¢do C. Sejam x €
X\ (MUN), Oy é uma semisolu¢do negativa impulsiva através de x definida no intervalo (—oo, 0]
e {zn}n>1 € uma sequéncia em X tal que z, (e Entdo, dado t <0, existem uma sequéncia
{€&}n>1 C R tal que g, "Z5°0 e uma semisolucdo negativa impulsiva G, através de z,, n € N*,

definida no intervalo (—eo,0] tal que G, (i + &,) "~ Gy(t).

Demonstrag¢ao: Vamos supor que x € J.. Como x ¢ N, segue pela Observagédo 5.1.2, igualdade

(5.3), que existem semisolucdes negativas Oy Oyyse s tais que
~ ox(1), Thy<t<0,

o~ (t—T,), Ty+1 <t<T, paratodo neN.

n
Lembremos que 7,, = Z ri,n€N.
Jj=0
Como z, " xex ¢ N, podemos assumir, sem perda de generalidade, que z, ¢ N para todo
n € N*.

Pela hipétese e pelo Teorema 5.2.2, existe uma semisolucdo negativa o, através de z, definida
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n—

no intervalo (—eo,0] tal que G,,(f) "= 6, (1), 1 <0, e Yo, (1) "= W (x). Pela continuidade da

funcao J obtemos

(an)y = I ((an)1) "= I (@) = ay
onde a; = ox(Ys(x)) e (an)1 = 6,(Ws,(z0)), n = 1,2,.... Novamente, usando a hipétese desse
teorema e pelo Teorema 5.2.2, existe uma semisolucdo negativa o, através de (a,); tal que

0, (1) " =56 (1),1 <0, e

a

Vo, ((an)1) "= v, (a7).

Continuamos com este processso e obtemos uma semisolucio negativa impulsiva através de z,, dada

por
- O,(t), T <t<O0,
Ou(t) = n(t) 0 58
Ony 1 =T), T <t <T, keN,

k
onde 7" = Z ri,k€Nene N (r§ =Yg, (zn) e 1} = wdnj((an);), Jj=1,2,...). Por construcdo,
=0

temos r; fmare j para cada j € N*. Entdo T} jmarg Tk, para todo k € N.

Se t = 0, basta tomarmos &, = 0 para todo n, e a convergéncia segue.
Set <0, existe k € N tal que T; <t < T, onde consideramos 7_; = 0 se k = 0. Podemos
escrevert = Ty +t onde ry <t' <0eryp =T, — Ty_1. Além disso,

Ox(t) = Oy (t—Tm1) = Cu (t').

No caso em que k = 0 consideramos ¢, = x e r =t'. Temos dois casos para analisar:
Casol: T; <t <Tp_,.

Como T} gmary Ty, existe mo > O tal que T} <t < T} | para todo n > my. Dai, existe S 72,0),

M=T'-T! talquer=T"  +t,, paran > my, satisfazendo

;| n—+oe

t, — 1.

n

Notemos que 6,(t) = o, (t —T}" |) = o, (t,) paran > my. Tomemos &, = T}" | +1'—t, n € N*.
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Note que g, "Z%° 0. Entdo para n suficientemente grande, temos

Portanto, obtemos

Gult+€) = Gu(T{" +1) =0, (T, +1' ~T}" ) = 0, (') "=

ny

Caso2: 1t =T;.
Neste caso, para cada n € N*, existe ], tal que t = T} +uj e uy, jarey)}
Escolha g, = —uj, n € N*. Entdo, &, "ZX0e

Gt + &) = Gu(T{') = 0, (1]) "= 0, (ri) = GulTe) = G0).

5.3 Invariancia e conjuntos limite

Nesta se¢do, extendemos o conceito de invariancia negativa para sistemas impulsivos. A teoria

de invariancia negativa para o caso continuo pode ser encontrada em [1] e [2].

Definicao 5.3.1 Um subconjunto ndo vazio A de X é chamado de:

i) negativamente fortemente invariante se 0, (I,) C A para qualquer x € A\ M e para qualquer
semisolugdo negativa impulsiva o, através de x, onde I, € o intervalo maximal de defini¢do

de oy;

i) negativamente fracamente invariante se para cada x € A\ M existe uma semisolu¢io nega-
tiva impulsiva o, através de x tal que G,(I;) C A, onde I, é o intervalo maximal de defini¢do

de oy;

iii) fortemente (fracamente) invariante se este é positivamente Z—invariante e negativamente

fortemente (fracamente) invariante.
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Lema 5.3.2 [15, Lema 4.2] Sejam (X,7t;M,I) um sistema semidindmico impulsivo e x € X \ M.
O conjunto 0y(I;) é negativamente fracamente invariante para qualquer semisolu¢do negativa im-

pulsiva Gy através de x. Consequentemente, Tis(x) é fracamente invariante.

Demonstracao: Pela construcdo de uma semisolucio negativa impulsiva através de x, temos que
I, = [®,0] ou I, = (—o0,0]. Suponhamos, inicialmente, que I, = [@,0]. Dado y € o,(I;) \ M,
existe s € I, tal que y = 0y(s). Como y ¢ M, é suficiente definirmos 0y(t) = 0,(r +s) para todo

1 € [ax—s,0]. Agora, se I, = (—o0,0], ¢ suficiente definirmos 6,(r) = 0x(¢ +s) para todo < 0. [

No que segue, apresentamos a defini¢do do conjunto limite negativo de um ponto x € X \ M.

Definicao 5.3.3 Sejam x € X \ M e 0, uma semisolugio negativa impulsiva através de x definida
no intervalo (—e,0]. O conjunto limite negativo de x em relagido a o, é dado por Zg (x) =

(1) Gx((—oe,]). Vamos denotar Zg(x) simplesmente por L (x).
<0

O Lema 5.3.4 caracteriza o conjunto limite negativo de um ponto x € X \ M.

Lema 5.3.4 [15, Lema 4.3] Sejam x € X \ M e G, uma semisolucdo negativa impulsiva através
de x definida no intervalo (—e,0]. Um ponto y € X pertence ao conjunto Z; (x) se, e somente se,

existe uma sequéncia {t, },>1 C R_ tal que t, "2 e Gy (ty) no e y

O préximo teorema mostra um resultado sobre invariancia positiva.

Teorema 5.3.5 [15, Teorema 4.3] Sejam (X, ;M ,I) um sistema semidindmico impulsivo, x € X \
M e o, uma semisolugdo negativa impulsiva através de x definida no intervalo (—,0]. O conjunto

L (x) é fechado e L3 (x) \ M é positivamente T—invariante.

Demonstracio: Pela Defini¢do 5.3.3 o conjunto L (x) é fechado. Vamos mostrar que Ly (x) \ M
é positivamente T—invariante. De fato, sejam y € Ly (x) \ M e s > 0. Entdo existe uma sequéncia

{tn}n1 CR_ tal quet, "= —coe
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Pelo Lema 1.4.5, existe uma sequéncia {&,},>1 C R tal que &, "ZR0e

~y~ Nn— oo ~
ﬂ(ox(tn)as+8n) — n(y,s).
Como 1, + s+ &, < 0 para n suficientemente grande, temos

Gultn+ 5+ &) = T(Gu(1a), 5+ &) "5 T(y,s).

Entdo 7(y,s) € L (x)\ M, pois 1, + s + &, "ZX oo e I(M)NM = 0. Como s é arbitrdrio, o

resultado segue. ]

O Teorema 5.3.6, abaixo, lida com a invaridncia negativa fraca do conjunto limite negativo.

Teorema 5.3.6 [15, Teorema 4.4] Seja (X,7w;M,I) um sistema semidindmico impulsivo. Sejam
Y > 0 tal que ©(M,[0,y]) NN =0, x € X \ M e Oy uma semisolucdo negativa impulsiva através de
x definida no intervalo (—eo,0] tal que Gy((—oo,0]) é compacto. Entdo Ly (x) \ M é negativamente

fracamente invariante.

Demonstraciio: Sejay € Ly (x) \ M. Entio existe uma sequéncia {f, },>1 C R_ tal que 1, "2 oo
e Gy(ty) "=55"y. Seja s > 0 fixo e arbitrario. Defina z, = Gy (14 —s), n. = 1,2, .. .. Pela compacidade

de G,((—e0,0]), podemos supor, sem perda de generalidade, que

w25 we Ly (x)
Usando o Lema 1.4.6, obtemos
~ ~ n—s+oo ~
Gx(tn+n):7f(0x(fn)a77) — ﬂ’-(yan)v (59)

paratodo ) € [0,¢(y)). Seja {n,}¢>1 C Ry uma sequéncia ndo crescente de niimeros positivos tal

L—+oo0 . . 2 ;
que 1y — 0. Podemos assumir que existem nimeros k, p € N tais que

k—1 k p—1 4
Y ow)<stme< ) o(wi) e ) o((w);)<s+me< ) o(I(w)])

=1 j=1 j=1 j=1

paratodo ¢ =1,2,...,onde ¢(w',) = ¢(I(w)*,) = 0. Vamos considerar os seguintes casos:
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Caso1: w¢ M.

Neste caso, usando o Lema 1.4.6 e (5.9) obtemos

T, 10) " Gt +M0) = T(Gilta — 8),5+10) = Tz s+ 10) "= T (wy s+ 1y).

Assim, T(w,s+ 1) = 7(y,1n,) para todo £ = 1,2,.... Como T, é continua 2 direita, obtemos
7t(w,s) =y quando 1y 240

Por outro lado, como L (x) \ M é positivamente T—invariante, temos que 71 (w) C Ly (x).
Entao

T(w,[0,s]) CLy(x) e T(w,s)=y.

Logo, podemos definir G : [—s,0] — X por 6y(r) = 7(w,s+r). Como s é arbitrdrio, podemos

obter uma semisolugéo negativa impulsiva definida no intervalo (—oe,0].
Caso2: we M.

Como M satisfaz a condi¢do STC, existe um STC-tubo F (L, [0,24]), A < 7, através de w dado
pela secdo S C M tal que S = M N F(L,[0,2A]). Como o tubo é uma vizinhanga de w, existe & > 0
tal que B(w,&) C F(L,[0,21]). Denotemos A e A, por

Al =F(L,(A,20))NBw,E) e Ay=F(L,[0,A]))NB(w,E).

Afirmamos que {z,},>1 ndo admite subsequéncia em A,. Suponhamos, por contradigio, que
exista uma subsequéncia (denotada, também, por {z,},>1) tal que z, = Oy(f, —s) € A para todo
n=1,2,3,.... Entdo pela condi¢do de tubo, existe o, € (0,4) tal que z, € F(L,ot;), n=1,2,....
Consequentemente, F(z,,A — @,) C S para cada n = 1,2,.... Como n(M,[0,7]) "N = 0, entdo
existe a, € M tal que Oy(f, — s+ 0, — A) = a,, 0 que é uma contradi¢do, pois Oy € definido no
intervalo (—oo,0]. Portanto, podemos assumir que z, = Ox(f, —s) € A} para todo n = 1,2,....

Neste caso, ¢(z,) "= 0 e
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com I(w) ¢ M. Observe que I(w) € Ly (x) \ M. Entdo,

Ry, 10) " Gt +1e) = T(Giltn — 5+ (2n))s5 + 100 = B(za)) "= FU(w),5+10)-
Assim, (I(w),s+ 1) = w(y,ne) para todo £ = 1,2,.... Usando, mais uma vez, a continuidade a
direita de 7, temos 7(I(w),s) =y quando 1 252 0. De forma andloga ao caso anterior, podemos
definir o, : [—s,0] — X por

oy(r)=nr(I(w),s+r).

Como s foi escolhido arbitrario, podemos obter uma semisolu¢do negativa impulsiva definida no

intervalo (—eo,0]. O teorema estd provado. O

O Teorema 5.3.7 apresenta condi¢des para que o conjunto limite positivo seja negativamente
fracamente invariante. A prova é semelhante a demonstra¢do do Teorema 5.3.6.
Teorema 5.3.7 [15, Teorema 4.5] Seja (X, mw; M, I) um sistema semidindmico impulsivo e suponha
que exista y > 0 tal que (M, [0,7]) \N = 0. Seja x € X tal que T+ (x) é compacto. Entdo L (x)\ M
é negativamente fracamente invariante.
Demonstracio: Seja y € LT (x)\ M. Entdo existe uma sequéncia {ta}n>1 C R tal quet, "2 4 oo
e T(x, 1) jmare y. Seja s > 0 fixo e arbitrdrio. Podemos assumir que #, — s > 0 para todo n.
Defina z, = @(x,t, —s), n = 1,2,.... Pela compacidade de 7~r+—(x), podemos supor, sem perda de

generalidade, que z, " e LT (x). Usando o Lema 1.4.6, obtemos

At + 1) "5 7 (1), (5.10)

paratodo n € [0,¢(y)). Seja {ns},>1 C Ry uma sequéncia ndo crescente de nimeros positivos tal

l—+oo . . , .
que 1y — 0. Podemos assumir que existem nimeros k, p € N tais que

Zq) <S+TM<Z¢ e Zq& <s+m<2¢ )7)

j=—1 j=—1 j==1 j==1
paratodo ¢ =1,2,...,onde ¢(w",) = ¢(I(w)",) = 0. Vamos considerar os seguintes casos:
Casol: w¢ M.

Neste caso, usando o Lema 1.4.6 e (5.10) obtemos
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T(wys+10) " 2y s +100) = T, 00 +10) "5 Ty, m0)-

Assim, (w,s+ 1) = 7(y,1ny) para todo £ = 1,2,.... Como 7, é continua a direita, obtemos
¢

#(w,s) =y quando 1, —5"0.

Por outro lado, como L' (x) \ M é positivamente T—invariante, temos que 7+ (w) C LT (x).

Entdo 7(w, [0,s]) C LT (x) e T(w,s) = y. Logo, podemos definir G, : [—s,0] — X por

oy(r) =nm(w,s+r).

Como s é arbitrdrio, podemos extender G, a uma semisolucéo negativa impulsiva definida no

intervalo (—eo,0].

Caso 2: w € M. Como M satisfaz a condi¢do STC, existe um STC-tubo F(L,[0,24]), A < 7,
através de w dado pela secdo S C M tal que S =M NF(L,[0,24]). Como o tubo é uma vizinhanga
de w, existe & > 0 tal que B(w, &) C F(L,[0,2A]). Denotemos A} e A, por

A= F(LA2A)NBORE) ¢ A= F(L[0,A]) NB(w.£).

Afirmamos que {z,},>; ndo admite subsequéncia em A,. Suponhamos, por contradi¢do, que
exista uma subsequéncia (denotada por {z,},>1) tal que z, = T(x,t, —s) € A, para todo n =
1,2,3,.... Entdo pela condi¢do de tubo, existe oy, € (0,A) tal que z, € F(L,o,), n = 1,2,....
Consequentemente, F(z,,A — a,,) C S para cada n = 1,2,.... Como néo existe b, € M tal que
(b, A — ) = 7, segue que existe a, € M tal que I(a,) = z,, 0 que é uma contradi¢do, pois
(M, [0,7]) NI(M) = 0. Portanto, podemos assumir que z, € Aj para todon = 1,2,.... Neste caso,

n— o0

0(zy) — Oe

T(xty— 5+ 0(2n) = T(zn, 0 (20)) — 1(W),

com I(w) ¢ M. Observe que I(w) € L™ (x) \ M. Entdo,

ﬁ(y, W) n<_)_+°° ﬁ(x, In+ d)(Zn) + W) = ﬁ(zn, (P(Zn) +85+ W) n—>_+>°° ﬁ(l(w)vs'i' W)
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Assim, (I(w),s+ 1) = w(y,ne) para todo £ = 1,2,.... Usando, mais uma vez, a continuidade a
direita de 7, temos 7(I(w),s) =y quando 1 252 0. De forma andloga ao caso anterior, podemos
definir o, : [—s,0] — X por

oy(r)=nr(I(w),s+r).

Como s foi escolhido arbitrdrio, obtemos uma semisolu¢@o negativa impulsiva definida no intervalo

(—o0,0]. O teorema estd provado. O

O resultado seguinte apresenta uma caracterizagdo para o fecho de uma semisolug@o negativa.

Lema 5.3.8 [15, Lema 4.4] Sejam (X,n;M,I) um sistema semidindmico impulsivo, x € X \M e

Oy uma semisolugdo negativa impulsiva através de x definida no intervalo (—,0|. Entdo

a) Gy((—o0,0]) = Gy((—o0,0]) U{a; }1<p<i UL (x) se x € Ji para algum k € N,

b) Gx((—2°,0]) = Gi((—o0,0]) U {a, Ju>1 ULg (x) s€ x € Joo

Demonstracao: Vamos mostrar o item b). Vamos considerar x ¢ N, pois o caso x € N é andlogo.

Sejay € 0y((—e0,0]). Entdo existe uma sequéncia {t,},>1 C R_ tal que G,(t,) n_)—+>°°y

n——+oe

Se 1, "= —oo, entdio y € L (x).

. A . n— o0 .
Por outro lado, se existe uma subsequéncia {fnk}kzl tal que 7,, — fy, devemos considerar os

seguintes casos.

Caso 1: 79 ndo € um ponto impulsivo, isto €, Ty <19 <0 ou 7; <19 < T;_| para algum j €

{1,2,...}.

Se Ty < tp < 0, entdo t,, € (Tp,0] para ni suficientemente grande, logo

Giltny) = Oiltn,) ‘=" 6(10) = Gilto)-

Agora, se T; <ty < Tj_1, entdo t,, € (T;,Tj—1) para ny suficientemente grande. Assim,

Gi(tn,) = O (tn, — Tj-1) =% 0, (to=Tj-1) = Gi(to).
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Portanto, y = 0,(tg) € Ox((—c0,0]).

Caso 2: 1) € um ponto de impulso, isto €, fo = T; para algum j € N.

Se {t,, }x>1 possui uma subsequéncia, a qual denotamos ainda por {z, };>1, tal que t,, > 1y para
todok=1,2,..., entdo

6x(tnk) = Ga; (l‘nk — ijl) AR Ga; (l‘() — Tj,1) = 5x(t()).

Assim, y = 0y (tg) € Ox((—e0,0]).

Agora, se {t,, };>1 possui uma subsequéncia, a qual denotamos ainda por {#,, }¢>1, tal que

tn, <toparatodok=1,2,..., entdo

~ k——+o0 —
Gx<tnk) = Ga;+l (tl’lk - ’T]) — o-aj]rl (0> = aj+1 :
Portanto, y =a; | € {a, }»>1 e o resultado estd provado. O

Teorema 5.3.9 [15, Teorema 4.6] Seja (X, 7;M,I) um sistema semidindmico impulsivo. Suponha
x€X,y€eX\M e 6, uma semisolugdo negativa impulsiva através de y definida no intervalo

(—o0,0]. Se x € L (y) entdo y € J*(x).

Demonstracio: Como x € L (y), entdo existe uma sequéncia {f,},>; C R_ tal que 7, AT
e Oy(ty) "Z%° x. Observe que —1, > 0 para todo n > 1 ¢ nt(0y(tn), —ta) = 0y(0) =y, portanto
yeJt(x). O

Apresentamos, na sequéncia, o conceito do primeiro prolongamento do conjunto limite negativo

de um ponto no contexto dos sistemas impulsivos.

Definicao 5.3.10 O primeiro prolongamento do conjunto limite negativo de x € X ¢é definido

pelo seguinte conjunto:

J~(x) ={y € X : existem sequéncias {x, },>1 CX\Me {t,},>1 CR_

. n— oo n—-+eo : ; 5
tais que x, — X, t, — —ooe para cada x, existe uma semisolugio
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negativa impulsiva 0, através de x, definida no intervalo (—oo,0] tal que G,(z,) notee y}.

Teorema 5.3.11 [15, Teorema 4.7] Seja (X, m;M,I) um sistema semidindmico impulsivo. Para

qualquer x € X o conjunto j~(x) é fechado e j~(x)\ M é positivamente T—invariante.

Demonstracdo: Mostremos que j(x) é fechado, x € X. Seja {y, },>1 uma sequéncia em j~ (x) tal
que

Yo — Y. (5.11)

Para cada n € N*, existem uma sequéncia {x} },>1 C X \M e {t] },>1 C R_ tais que
n k—r+oo n k—r+oo
xk — X € tk — —O0o, (5.12)

além disso, para cada xj, existe uma semisolugdo negativa impulsiva CNTxg através de x; definida em
(—o0,0] com

Gy (1) =5 v, (5.13)

Usando (5.12) temos que, existe k, > n tal que

< -nex "k (5.14)

n

Por outro lado, de (5.11) e (5.13) obtemos

n—s+oo

d(gxzn (t]’:n)ay) S d(&xzn (tlrcln)7yn) +d(yn7y) — 07

isto implica que Gy () "ZE7y. Assim,y € j(x) e j(x) é fechado.

Provemos, agora, que j (x) \ M é um conjunto positivamente ZT—invariante.  Sejam

y € j(x)\ M et > 0 arbitrrios. Entdo existem sequéncias {x,},>1 C X\ M e {t,},>1 C R_ tais

n—+o0 n—r—+00 . . 5 : : : ~ 4
que x, — X, I, —» —o°o¢ para cada x, existe uma semlsolugao negativa 1mpulswa O, atraves

de x, definida em (—eo, 0] tal que G, (t,) "Z5°y. Como y ¢ M, segue do Lema 1.4.5 que existe uma

sequéncia {&,},>1 C R tal que g, "5 0e

Gultn+1+81) = T(Gultn), 1 + &) =55 T(y,1).
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Como t,+1t+¢&, "Z%° oo, obtemos m(yt) € J (x) =

O Teorema 5.3.12 estabelece uma relag@o entre o prolongamento do conjunto limite positivo e
o primeiro prolongamento do conjunto limite negativo.
Teorema 5.3.12 [15, Teorema 4.8] Sejam (X, 7w; M, I) um sistema semidindmico impulsivo e x,y €

X. Sexe j(y)entdoy e J*(x).

Demonstracio: Seja x € j(y). Entdo existem sequéncias {y,},>1 C X \M e {t,},>1 C R_ tais

}’l—)+°° n—>+oo . . ~ . . . ~ 2z
quey, — y,1;, —> —oo e para cada y, existe uma semisolucdo negativa impulsiva o, através

de y, definida no intervalo (—eo,0] tal que G, (1,) "~ x. Para cada n € N*, defina x, = G,(t,) e

~ —>o0 —>o0
T, = —t,. Entdo x, A X, Ty " foeoe

T(xXn, Tn) = (O (tn), —tn) = 6, (0) =y, nare N

Isto implica que y € J* (x). O

5.4 Conjuntos fracamente minimais

No Capitulo 2, apresentamos o conceito de conjuntos minimais para sistemas semidinamicos
impulsivos. Este conceito foi estabelecido como uma extensao da definicao de minimalidade da te-
oria cldssica de sistemas dindmicos continuos. Nesta se¢@o, estabelecemos o conceito de conjuntos

minimais para sistemas semidindmicos impulsivos que admitem solu¢des negativas.

Definicao 5.4.1 Um conjunto A C X é (fortemente) (fracamente) minimal em (X, 7w; M, 1) se as

seguintes condi¢des forem satisfeitas:

i) A\M # 0;
ii) A é fechado;
iii) A\ M é (fortemente)(fracamente) invariante;

iv) A ndo admite subconjunto proprio satisfazendo i), ii) e iii).
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E claro que A ndo é necessariamente fortemente minimal se ele for fracamente minimal. No

entanto, temos o seguinte resultado.

Teorema 5.4.2 [15, Teorema 4.9] Seja (X, 7w; M, I) um sistema semidindmico impulsivo. Se A C X

é fracamente minimal e negativamente fortemente invariante, entdo A é fortemente minimal.
Defini¢do 5.4.3 Um conjunto U C X é chamado trivial se existe x € U \ M tal que 75(x) =U \ M.

O Teorema 5.4.4 lida com algumas propriedades sobre conjuntos fracamente minimais e nega-

tivamente fortemente invariantes.

Teorema 5.4.4 [15, Teorema 4.10] Seja (X, 7;M,I) um sistema semidindmico impulsivo tal que
n(M,[0,7]) "N = 0 para algum y > 0. Suponha que A C X é um conjunto ndo trivial, fracamente
minimal e negativamente fortemente invariante. Se a trajetoria através de x € X \ M estd contida

em A entdo nenhuma das seguintes propriedades estdo satisfeitas:

a) LT (x) = 0 e existe uma semisolugdo negativa impulsiva Gy através de x definida no intervalo

(—o0,0] tal que L5 (x) = 0;
b) LY (x) \M #0, LT (x)N7+(x) =0 e 7+ (x) é compacto;

c) existe uma semisolugcdo negativa impulsiva Gy através de x definida no intervalo (—,0] tal

que Gy ((—oo,0]) é compacto, Ly (x) \M # 0 e Ly (x) N Gy ((—o0,0]) = 0.

Demonstracio: a) Suponhamos que L' (x) = 0 e Ly (x) = 0 para alguma semisolugo negativa
impulsiva o, através de x definida no intervalo (—,0]. Pelos Lemas 1.4.11 e 5.3.8, podemos

considerar o caso em que

To(x) = T (x) U {1 U Ge((—o0,0]) U {a; }jenv.

Assim,

o (x) \M =T (x) UGi((—<,0]) = T (x).
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E claro que 75 (x) é fechado e 75 (x) \ M # 0. Do Lema 5.3.2, segue que 7Ty (x) \ M é fracamente

invariante. Logo A = 7l (x), pois A é fracamente minimal. Portanto A\ M = 75(x) e isto contradiz

a ndo trivialidade do conjunto A.

b) Suponhamos que L*(x)\ M # 0, L™ (x) N7+ (x) =0 e 7+ (x) é compacto. Entdo L*(x) C
A, pois Tig(x) C A e A é fechado. Como x ¢ L*(x), segue que LT (x) # A. Mas isso é uma
contradicdo, pois L+ (x) \ M é negativamente fracamente invariante (Teorema 5.3.7) e positivamente

T—invariante, L™ (x) é fechado e A é fracamente minimal.

¢) Suponhamos que exista uma semisolugfio negativa impulsiva G, através de x definida no
intervalo (—oo,0] tal que L5 (x) \ M # 0, L5 (x) N Gy ((—e0,0]) = 0 e G, ((—o0,0]) compacto. Note

que Oy ((—e0,0]) C A, pois A é negativamente fortemente invariante e fechado. Entao,
L;(x)CA e Lg(x)#A.

Pelo Teorema 5.3.6 temos que Z; (x) \ M é negativamente fracamente invariante. Além disso, pelo
Teorema 5.3.5, L5 (x) \ M é positivamente T—invariante. Pela minimalidade de A temos A = L (x)

e isto € uma contradicao. U
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